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Исследуются термоиндуцированные штарковские сдвиги и уширение линий высоковозбужденных уров-
ней атомарного водорода. Проведены численные расчеты для ns/nd-состояний (n — главное квантовое
число) с целью использования результатов в текущих и планируемых прецизионных измерениях частот
переходов в атоме водорода. Результаты приведены для криогенной температуры и широкого диапазона
значений, охватывающих комнатную температуру. Установлено, что для состояний с главным кванто-
вым числом n ≥ 8 аккуратные численные расчеты теплового эффекта Штарка с учетом лэмбовского
сдвига и тонкой структуры выявляют значительное отклонение от значений, полученных ранее в рам-
ках приближенных методов. Представленные результаты могут быть использованы для анализа данных
современных прецизионных экспериментов и уточнения фундаментальных констант, в частности посто-
янной Ридберга и зарядового радиуса протона.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Высоковозбужденные состояния в простых атом-
ных системах представляют фундаментальный ин-
терес для прецизионных тестов квантовой электро-
динамики, поиска ограничений на “новую” физи-
ку, создания стандартов частоты и астрофизиче-
ских исследований [1]. В то же время они имеют и
перспективы прикладного применения при создании
элементов логики квантовых компьютеров, в част-
ности квантовых вентилей [2, 3]. Высоковозбужден-
ные атомы, в свою очередь, чрезвычайно чувстви-
тельны к внешним полям, в том числе и к полю
равновесного теплового излучения, что делает ис-
следование его влияния на уровни энергий и вре-
мена жизни состояний чрезвычайно важным. Пре-
следуя цель повышения точности определения стан-
дартов частоты и времени, в прецизионных экспери-

* E-mail: t.zalialiutdinov@spbu.com

ментах на нейтральных атомах в оптических решет-
ках необходимо потребовать стабилизации внешних
условий и, в частности, контроля тепловых эффек-
тов. Таким образом, детальное теоретическое опи-
сание количественных характеристик термоиндуци-
рованных сдвигов и уширения спектральных линий
остается актуальным и в настоящее время [4–11].

В рамках квантовой механики (КМ) сдвиги энер-
гии и вероятности излучения, индуцированные рав-
новесным тепловым излучением (излучением абсо-
лютно черного тела), возникают во втором поряд-
ке теории возмущений. Недавно в работе [12] было
показано, что в рамках релятивистской квантовой
электродинамики (КЭД) при конечной температуре
квантовомеханические результаты возникают из ра-
диационной поправки на собственную энергию свя-
занного электрона в нерелятивистском пределе пу-
тем замены фотонного пропагатора на соответству-
ющую тепловую функцию Грина. В частности, теп-
ловой штарковский сдвиг представлен действитель-
ной частью термальной собственно-энергетической
поправки, в то время как мнимая часть соответству-
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ет уширению линии за счет переходов индуциро-
ванных равновесным тепловым излучением. Следу-
ет отметить, что КЭД-подход имеет очевидное пре-
имущество по сравнению с КМ-теорией. Если дей-
ствовать в полной аналогии с “обычной” квантовой
электродинамикой для нулевых температур, стано-
вится возможным изучать тепловые радиационные
эффекты, относящиеся к различным диаграммам
Фейнмана. Так, в работах [13–17] в рамках метода
контура линии и адибатической S-матрицы [18–22]
были рассчитаны однопетлевые термальные поправ-
ки к вероятностям переходов, сечениям рекомбина-
ции, сдвигам энергий в одно- и двухэлектронных си-
стемах.

В данной работе представлены аккуратные тео-
ретические расчеты теплового штарковского сдвига
и уширения линий для ns/nd-состояний атомарного
водорода для криогенной температуры и диапазо-
на температур, охватывающего лабораторные (ком-
натные) условия. Такой выбор обусловлен следую-
щими факторами. Во-первых, с целью уменьшения
влияния внешних условий на измерения использу-
ются криогенные температуры. Во-вторых, посколь-
ку излучение абсолютно черного тела является мик-
роволновым и, как следствие, плохо экранируемым,
уменьшение влияния комнатных температур требу-
ет использования специального оборудования [23].
Более того, весьма затруднительно с эксперимен-
тальной точки зрения охладить до криогенных тем-
ператур область, где проводятся измерения. Нако-
нец, теоретические расчеты для различных темпе-
ратур позволяют выявить характерное поведение
исследуемых величин, допускающее последующую
численную экстраполяцию на требуемые температу-
ры.

Статья имеет следующую структуру. В разд. 2
в рамках релятивистской квантовой электродина-
мики при конечных температурах приводится крат-
кий вывод однопетлевых тепловых поправок к свя-
занным состояниям в одноэлектронных системах.
Численные результаты термоиндуцированных сдви-
гов и уширений линий обсуждаются в разд. 3. В
тексте используются релятивистские единицы (р.е.)
(� = c = m = 1, где m — масса электрона).

2. КЭД-ОПИСАНИЕ ТЕПЛОВЫХ СДВИГОВ
И УШИРЕНИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЛИНИИ

ДЛЯ АТОМА ВОДОРОДА

В работе [12] в рамках КЭД-теории была рас-
смотрена температурно-зависимая однопетлевая

собственно-энергетическая (СЭ) поправка к свя-
занному состоянию атомного электрона. Согласно
этому подходу штарковский сдвиг возникает в
качестве вещественной части СЭ-поправки, а
соответствующая мнимая часть представляет ско-
рость депопуляции, индуцированную чернотельным
излучением (ЧИ), для данного атомного состояния.

В КЭД-теории радиационная однопетлевая СЭ-
поправка для атомного электрона дается графиком
Фейнмана на рис. 1.

a a

Рис. 1. Однопетлевая тепловая собственно-энергетическая
поправка для энергии атомного электрона в состоянии a.
Двойная сплошная линия обозначает электронные состо-
яния и электронный пропагатор во внешнем потенциале
ядра (картина Фарри). Волнистая линия обозначает фо-

тон “тепловой бани”

В формализме S-матрицы можно записать [24]

Sfi = e2
∫

dx4
1dx

4
2 ×

× ψf (x1)γ
μ1S(x1, x2)γ

μ2ψi(x2)Dμ1μ2(x1, x2), (1)

где интегрирование выполняется по пространствен-
но-временным четырехвекторам x1, x2, x ≡ (t, r), r
— пространственный вектор и t — время. Матрицы
Дирака обозначаются как γμi , где индекс μi при-
нимает значения μi = (0, 1, 2, 3), ψ(x) = ψ(r)e−iEt

— дираковская волновая функция электрона
(E — энергия соответствующего уровня), ψ —
дираковски-сопряженная волновая функция. Ин-
дексы f и i обозначают конечные и начальные
состояния, а S(x1, x2) и Dμ1μ2(x1, x2) — соответ-
ственно электронный и фотонный пропагаторы.

Стандартный (при нулевой температуре) элек-
тронный пропагатор, определяемый как вакуумное
среднее от Т-хронологического произведения опе-
раторов электрон-позитронного поля, может быть
представлен в виде разложения [24]:

S(x1x2) = −i〈0 ∣∣T [ψ(x1)ψ(x2)
]∣∣ 0〉 =

=
i

2π

∞∫

−∞
dωe−iω(t1−t2)

∑
n

ψn(r1)ψ(r2)
ω − En(1 − i0)

. (2)

Суммирование в (2) ведется по всему дираковско-
му спектру энергий. В фейнмановской калибров-
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Таблица 1. Тепловые штарковские сдвиги для ns-состояний (n = 2, 3, 4, 6, 8, 20) атома водорода в Гц для разных
температур с учетом лэмбовского сдвига и тонкой структуры в кельвинах. Вторая строка для значения температуры

T = 300 K соответствует значениям из работы [28]

Состояние 2s 3s 4s 6s 8s 12s 20s

T = 77 −4.94 · 10−3 −3.80 · 10−2 −0.19 2.11 14.32 15.77 108.44

T = 290 −0.91 −7.67 −43.79 −262.68 338.72 1258.29 2004.9

T = 300 −1.04 −8.79 −50.80 −273.48 398.08 1520.74 2149.64

−1.077 −9.103 −51.19 −274.7 390.08 1533 -
T = 310 −1.19 −10.05 −58.68 −282.11 462.22 1651.15 2299.27

T = 320 −1.35 −11.43 −67.51 −288.38 530.58 1782.03 2453.78

T = 330 −1.53 −12.95 −77.36 −292.09 604.55 1918.2 2613.16

Таблица 2. Тепловые штарковские сдвиги для nd-состояний (n = 2, 3, 4, 6, 8, 20) атома водорода в Гц для разных
температур с учетом Лэмбовского сдвига и тонкой структуры в кельвинах. Вторая строка для значения температуры

T = 300 K соответствует значениям из работы [28]

Состояние 3d 4d 6d 8d 12d 20d

T = 77 −6.80 · 10−2 −0.28 2.66 16.54 18.02 110.75

T = 290 −14.25 −67.50 −310.06 434.02 1507.09 2032.34

T = 300 −16.35 −78.39 −318.86 505.91 1638.03 2178.59

−16.60 −79.36 −323.0 490.3 1620 -
T = 310 −18.69 90.64 −324.39 583.10 1774.35 2329.74

T = 320 −21.27 104.39 −326.38 665.62 1916.14 2485.78

T = 330 −24.11 119.74 −324.62 753.54 2063.33 2646.72

ке стандартный фотонный пропагатор (при нуле-
вой температуре) определяется как вакуумное сред-
нее от Т-хронологического произведения операто-
ров электромагнитного поля и может быть пред-
ставлен в следующем виде [24]:

Dμ1μ2(x1, x2) = −i〈0 |T [Aμ1(x1)Aμ2 (x2)]| 0〉 =

=
i

2π

∞∫

−∞
dΩIμ1μ2(|Ω|, r12)e−iΩr12 , (3)

Iμ1μ2(Ω, r12) =
gμ1μ2

r12
eiΩr12 , (4)

где r12 = |r1 − r2| и gμ1μ2 — метрический тензор
(в дальнейшем используется псевдоевклидова мет-
рика).

Поправка к уровню энергии атомного электро-
на a, возникающая из выражения (1), может быть
представлена в виде вещественной и мнимой частей
[24, 25]:

ΔEa = LSE − i

2
Γa. (5)

Здесь LSE обозначает низший порядок вклада соб-
ственной энергии электрона в лэмбовский сдвиг, а
Γa определяет ширину уровня a. Другая радиацион-
ная поправка низшего порядка, также приводящая
к сдвигу энергии, представляет собой поляризацию
вакуума. Однако она не дает вклада в ширину уров-
ня Γa и не важна для наших целей.

В дальнейшем мы рассмотрим влияние ЧИ на
атом, когда связанные электроны подвержены воз-
действию “тепловой бани” (окружающей среды)
при устойчевом тепловом равновесии. Теоретиче-
ское описание эффектов удобно проводить в рам-
ках квантовой теории поля при конечных темпе-
ратурах. В соответствии с этой теорией (см., на-
пример, [26, 27]), вакуумное среднее бозе- и ферми-
операторов заменяется на усреднение по канониче-
скому ансамблю. В случае низких температур ока-
зывается достаточным рассмотреть только бозон-
ную часть (фермионная экспоненциально подавле-
на). Тогда фотонный пропагатор Dμ1μ2 может быть
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определен следующим образом:

iDμ1μ2(x1, x2) = 〈T [Aμ1(x1)Aμ2 (x2)]〉β =

= Tr (ρ {T [Aμ1(x1)Aμ2(x2)]}) =
= iD0

μ1μ2
(x1, x2) + iDβ

μ1μ2
(x1, x2), (6)

где ρ обозначает (в нулевом приближении) стати-
стический оператор для невзаимодействующих фо-
тонов, электронов и позитронов. След, обозначен-
ный как Tr, в выражении (6) пробегает все (много-
частичные) фоковские состояния. Согласно теоре-
ме Вика, Т-хронологическое произведение операто-
ров электромагнитного поля может быть представ-
лено в виде суммы свертки (вакуумное среднее Т-
произведения) и нормально упорядоченного произ-
ведения 〈: . . . :〉 [24]:

〈T [Aμ1 (x1)Aμ2(x2)]〉β =

= 〈0 |T [Aμ1(x1)Aμ2(x2)]| 0〉+
+ 〈: Aμ1(x1)Aμ2(x2) :〉β . (7)

Таким образом, фотонный пропагатор при конеч-
ных температурах возникает как сумма части с ну-
левой температурой D0

μ1μ2
и зависящей от темпе-

ратуры части Dβ
μ1μ2

, включающей планковское рас-
пределение фотонов “тепловой бани” nβ(ω) [27], де-
тальный вывод выражения (6) см. также в [13].

В рамках КЭД при конечных температурах газ
свободных электронов (без внешнего поля) взаимо-
действует с фотонным газом. Обычно он рассмат-
ривается как находящийся в тепловом равновесии
и определяется большим каноническим статистиче-
ским оператором, который модифицирует как элек-
тронный, так и фотонный пропагаторы. Посколь-
ку наша задача состоит в описании влияния ЧИ
на атомные уровни, где электроны являются силь-
но связанными кулоновским полем ядра, мы сохра-
няем стандартный электронный пропагатор Фейн-
мана, а соответствующая термальная поправка воз-
никает из тепловой части фотонного пропагатора.
Согласно [12], полная форма фотонного пропагато-
ра (включая тепловую часть) в координатном про-
странстве может быть получена в виде

Dμν(x1, x2) =
gμν

2πir12

+∞∫

−∞
dωei|ω|r12−iω(t1−t2) −

− gμν
πr12

+∞∫

−∞
dωnβ(|ω|)sin(|ω|r12)e−iω(t1−t2), (8)

где первый член дает фотонный пропагатор в фей-
нмановской калибровке при нулевой температуре, а

второй соответствует тепловому полю фотонов. От-
метим, что второе слагаемое в (8) не имеет ультра-
фиолетовой расходимости, так как функция nβ(ω)

обеспечивает естественное обрезание при ω → ∞.
Подстановка выражения (8) в (1) и вычисление

вещественной части ΔEa приводят к обычной СЭ-
части лэмбовского сдвига и штарковского сдвига,
индуцированного ЧИ. Температурно-зависимая од-
нопетлевая СЭ-поправка дается выражением [12]

ΔEa =
e2

π

∑
n

(
1− α1α2

r12
Iβna(r12)

)
anna

, (9)

где введено обозначение

Iβna(r12) =

+∞∫

−∞
dωnβ(|ω|) sin |ω|r12

En(1− i0)− Ea + ω
(10)

и α1(2) являются альфа-матрицами Дирака. Сумми-
рование по n по-прежнему включает весь дираков-
ский спектр энергий. Для легких атомных систем,
таких как водород, удобно перейти к нерелятивит-
скому пределу в выражении (9). Тогда соответству-
ющий сдвиг энергии в низшем порядке по α (посто-
янная тонкой структуры) равен

ΔEa =
2e2

3π

∑
n

∞∫

0

dωnβ(ω)ω
3|〈a|r|n〉|2 ×

×
[

1

En(1− i0)− Ea + ω
+

1

En(1− i0)− Ea − ω

]
.

(11)

Здесь суммирование проводится уже по состояниям
дискретного и сплошного спектров решения уравне-
ния Шредингера, четность которых противополож-
на четности состояния a (согласно правилам отбора
для дипольного матричного элемента 〈a|r|n〉).

Интегрирование по частоте ω может быть прове-
дено по формуле Сохоцкого:

lim
ε→0

1

x± iε
= P.V.

1

x
∓ iπδ(x), (12)

где обозначение P.V. подразумевает вычисление ин-
теграла в смысле главного значения. Тогда завися-
щая от температуры вещественная часть выраже-
ния (11) определяет тепловой сдвиг

ΔEStark
a =

2e2

3π

∑
n

P.V.

∞∫

0

dωnβ(ω)ω
3|〈a|r|n〉|2 ×

×
[

1

En − Ea + ω
+

1

En − Ea − ω

]
, (13)
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Таблица 3. Уширение линии для ns-состояний (n = 2, 3, 4, 6, 8, 20) атома водорода в c−1 для разных температур в
кельвинах. Вторая строка для значения температуры T = 300 K соответствует значениям из работы [28]

Состояние 2s 3s 4s 6s 8s 12s 20s

T = 77 3.59 · 10−6 2.11 · 10−6 1.85 · 10−6 8.04 · 10−2 88.15 2.15 · 103 3.65 · 103
T = 290 1.39 · 10−5 3.97 · 10−5 10.60 6.07 · 103 2.33 · 104 3.38 · 104 2.29 · 104
T = 300 1.44 · 10−5 8.20 · 10−5 15.95 7.03 · 103 2.54 · 104 3.56 · 104 2.38 · 104

1.42 · 10−5 7.97 · 10−5 16.02 7.04 · 103 2.54 · 104 3.59 · 104 -
T = 310 1.49 · 10−5 1.74 · 10−4 23.37 8.08 · 103 2.75 · 104 3.76 · 104 2.48 · 104
T = 320 1.54 · 10−5 3.64 · 10−4 33.44 9.20 · 103 2.98 · 104 3.96 · 104 2.58 · 104
T = 330 1.59 · 10−5 7.42 · 10−4 46.82 1.04 · 104 3.21 · 104 4.15 · 104 2.68 · 104

Таблица 4. Уширение линии для nd-состояний (n = 2, 3, 4, 6, 8, 20) атома водорода в с−1 для разных температур в
кельвинах. Вторая строка для значения температуры T = 300 К соответствует значениям из работы [28]

Состояние 3d 4d 6d 8d 12d 20d

T = 77 1.34 · 10−5 3.29 · 10−5 0.11 1.07 · 102 2.40 · 103 3.82 · 103
T = 290 8.85 · 10−4 17.88 8.29 · 103 2.90 · 104 3.83 · 104 2.42 · 104
T = 300 1.03 · 10−3 26.90 9.61 · 103 3.19 · 104 4.04 · 104 2.52 · 104

3.5 · 10−4 27.02 9.62 · 103 3.16 · 104 4.04 · 104 -
T = 310 1.28 · 10−3 39.42 1.11 · 104 3.43 · 104 4.27 · 104 2.62 · 104
T = 320 1.75 · 10−3 56.41 1.26 · 104 3.71 · 104 4.49 · 104 2.73 · 104
T = 330 2.61 · 10−3 78.98 1.43 · 104 4.00 · 104 4.72 · 104 2.83 · 104

совпадающий с КМ-результатом [28] для теплового
сдвига Штарка. Соответствующая удвоенная мни-
мая приводит к выражению для термоиндуцирован-
ной ширины уровня, см. [12, 28]:

ΓBBR
a =

4e2

3

∑
n

ω3
na |〈a|r|n〉|2 nβ(ωna), (14)

где ωna = |En − Ea|.
В выражениях (9), (11), (12) энергии в знамена-

телях не учитывают КЭД-поправок, так как явля-
ются собственными значениями гамильтониана для
электрона в кулоновском поле ядра. Учет КЭД-
эффектов, в частности лэмбовского сдвига, может
быть проведен феноменологически, т.е. добавлени-
ем соответствующих сдвигов в энергетических зна-
менателях, как это было сделано в [29]. В работе
[12] было показано, что тот же результат можно по-
лучить в рамках строгой квантовоэлектродинами-
ческой процедуры, которая заключается в суммиро-
вании бесконечного ряда однопетлевых собственно-
энергетических фейнмановских диаграмм со все-
мозможными последовательными вставками фотон-
ных и поляризационных петель (петля за петлей)

во внутренние и внешние электронные линии. Воз-
никающая в результате геометрическая прогрессия
приводит к возникновению соответствующих сдви-
гов энергий в энергетическом знаменателе выраже-
ния (13) [21].

3. РАСЧЕТ СДВИГОВ И УШИРЕНИЙ ДЛЯ
ns/nd-СОСТОЯНИЙ

Согласно результатам (13) и (14) равновесное
тепловое излучение вызывает сдвиги энергетиче-
ских уровней и переходы между различными уров-
нями (a → n). В рамках КМ-подхода эти эффек-
ты изучались подробно в [28, 30] для температуры
T = 300 K. Позже в работе [29] аналогичные расче-
ты, но с учетом лэмбовского сдвига, проводились и
для легких водородоподобных ионов. Строгий КЭД-
подход к выводу тепловых поправок для связан-
ных одноэлектронных систем с учетом радиацион-
ных поправок был представлен в работах [12, 13].
Стоит отметить, что в реальных лабораторных усло-
виях температура может значительно варьировать-
ся. Это прежде всего связано с трудностью контро-
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Таблица 5. Значения уширений и штарковских сдвигов, полученные в [32] и в данной работе. Все значения приведены
для температуры T = 330 К. Абсолютные значения относительной разницы для уширений δΓ и сдвигов δE приведены в

процентах

Переход Сдвиг, Гц Сдвиг [32], Гц δE, % Уширение, кГц Уширение [32], кГц δΓ, %
2s− 6s −290.566(13) −360(90) 19.3 1.66 1.2(0.1) 38.3

2s− 6d −323.1(1) −430(105) 24.6 2.3 1.7(0.2) 35.3

2s− 8s 606.1(0.4) 520(130) 16.6 5.1 4.4(0.4) 15.9

2s− 8d 755.071(19) 650(160) 16.2 6.4 5.5(0.5) 18.2

2s− 12d 2064.9(3.1) 2100(500) 1.7 7.5 7.1(0.7) 5.6

ля нагрева отдельных элементов в конкретной экс-
периментальной установке. Так, в работaх [31, 32]
по измерению частот переходов 2s− ns/nd магнит-
ный экран, окружающий атомный пучок, нагревает-
ся примерно до 330 К. Ввиду отсутствия в литера-
туре значений штарковских сдвигов для этой темпе-
ратуры авторы [31,32] предположили, что уширение
линии ведет себя линейно по температуре, а сдвиги
ведут себя как T 2.7. Такая экстраполяция следует
непосредственно из выражений (13) и (14) соответ-
ственно.

В табл. 1, 2 представлены результаты числен-
ных расчетов тепловых штарковских сдвигов для
широкого диапазона температур, включая криоген-
ную T = 77 для ns/nd-состояний. Соответствующие
уширения линий (мнимая часть однопетлевой теп-
ловой собственной энергии) также представлены в
табл. 3, 4. Вычисления для тепловых штарковских
сдвигов проводились по формуле (13) с суммирова-
нием по состояниям как дискретного, так и сплош-
ного спектров. Матричные элементы переходов вы-
числялись аналитически с использованием извест-
ных решений уравнений Шредингера для электро-
на в кулоновском поле точечного ядра [33] (см. так-
же [34]), что позволяет провести прямое суммиро-
вание по спектру промежуточных состояний в вы-
ражении (13). Следует также отметить, что расчет
выражения (13) также может быть проведен с помо-
щью нерелятивитской кулоновской функции Грина
[35], метода B-сплайнов [36], гипервириальных со-
отношений [37] и с использованием динамических
групп симметрии для атома водорода [38].

Численные значения для лэмбовского сдвига
ns/nd-состояний брались из работы [39]. Важно
отметить, что непосредственный учет состояний
непрерывного спектра сказывается на величине
сдвига на уровне одного процента, что находится
в полном согласии с выводами работы [28], где он
не учитывался. Учет лэмбовского сдвига и тонкого

расщепления приводит к изменениям того же
порядка. Результаты расчетов показывают, что для
температуры T = 330 K относительная разница для
тепловых штарковских сдвигов между значениями
из табл. 1, 2 и полученными в работе [32] достигает
19% и уменьшается с ростом главного квантового
числа. Последнее говорит о том, что использован-
ная в [32] экстраполяция верна лишь для сильно
возбужденных состояний. Результаты сравнения
полученных значений сдвигов и уширений для
различных переходов 2s − ns/nd при T = 330 K со
значениями из работы [32] представлены в табл.
5. Указанные в табл. 5 погрешности рассчитанных
значений относятся только к точности численного
интегрирования по частоте ω в выражении (13).

Важно отметить, что тепловые эффекты также
учитывались в недавней работе по измерению час-
тоты перехода 2s1/2 − 8d5/2 в атоме водорода [40].
Так, в [40] термоиндуцированный сдвиг измеряемой
линии полагался равным −0.49(16) кГц, что соот-
ветствует температуре 300 К. При этом, учитывая
невозможность точно контролировать температур-
ные параметры в эксперименте, авторы использо-
вали значение погрешности из работы [32], рассчи-
танной при значении T = 330 К. Таким образом,
непосредственный численный расчет, проведенный
в нашей работе, значительно уточняет значения тер-
моиндуцированых сдвигов энергий для высоковоз-
бужденных состояний, что, в свою очередь, должно
уменьшить погрешность определения частот в экс-
периментах типа [31, 32], необходимых для опреде-
ления фундаментальных констант, в частности, по-
стоянной Ридберга и зарядового радиуса протона.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке грантов Президента Российской Фе-
дерации (грант № МК-4796.2022.1.2) и Россий-
ского фонда фундаментальных исследований
(грант № 20-02-00111).
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Известно, что энергия ионизации молекул существенно зависит от их размера и числа атомов. Дан-
ная зависимость обычно описывается эмпирическими соотношениями. Проведен вывод аналитической
формулы для описания зависимости энергии ионизации углеводородной молекулы от ее размера и хими-
ческого состава. Предлагаемая модель основана на рассмотрении энергии молекулы в виде функционала
от заряда атомов. Эта модель является уточненным вариантом существующих эмпирических зависимо-
стей и отличается от них наличием физического смысла и более высокой точностью. Показано, что
полученная формула позволяет описать экспериментальные данные на выборке из 667 молекул с по-
грешностью 0.5 эВ при общем диапазоне энергий от 7 до 12 эВ.

DOI: 10.31857/S0044451022110025
EDN: KYBBQR

1. ВВЕДЕНИЕ

Энергия ионизации является фундаментальным
свойством молекул. Она оказывает определяющее
влияние на химическую и фотоэлектронную актив-
ности молекулы. Ионизационные свойства органиче-
ских молекул важны для систем электрохимическо-
го хранения энергии [1], таких как литий-ионные ак-
кумуляторы и проточные редокс-батареи [2], и для
трансформаторных систем [3]. Кроме того, иониза-
ция важна для биотехнологии, генерации водорода,
для модификации поверхности различных материа-
лов [4].

Теоретические методы, используемые для описа-
ния энергий ионизации, можно условно разделить
на высокоточные и упрощенные эмпирические мо-
дели. К высокоточным и вычислительно сложным
относятся ab initio методы, такие как теория функ-

* E-mail: mo2411@mail.ru

ционала электронной плотности [5] и теория возму-
щений MP2 [6]. Характерная точность этих мето-
дов составляет 0.2–0.3 эВ [5]. Для описания энергий
ионизации используются методы машинного обуче-
ния [7–9]. Важной проблемой является необходи-
мость больших выборок данных, которые обычно со-
здаются на основе ab initio расчетов. Ошибка мето-
дов машинного обучения складывается из погреш-
ности самого метода (0.2 эВ) [10, 11] и погрешности
данных (0.3 эВ) [5] и, следовательно, может состав-
лять до 0.4 эВ.

Возможно использование упрощенных эмпири-
ческих моделей. В отличие от методов машинно-
го обучения, они содержат малое количество коэф-
фициентов. С другой стороны, их точность обыч-
но ограничена определенным классом молекул, для
которых эти коэффициенты подобраны. Эмпириче-
ские модели энергии ионизации в основном рассмат-
ривают различные функции от размера молекулы.
В частности, используется длина цепи в определен-
ной группе молекул [3], суммарное число атомов в
молекуле [12] или число атомов углерода [13]. Все
эти модели дают зависимости вида 1/N , где N —
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число атомов молекулы.
Для получения простых, имеющих физическое

обоснование моделей можно использовать упрощен-
ную версию теории функционала электронной плот-
ности [14–17]. Этот подход предполагает существен-
ное упрощение по сравнению с широко распростро-
ненной формулировкой Кона – Шэма. Предполага-
ется, что электронная плотность описывается заря-
дами, которые находятся на атомах и энергию си-
стемы можно выразить простыми аналитическими
формулами. Данный подход активно применяется
для описания распределения заряда у нейтральных
молекул [14–17].

В данной работе построена последовательность
моделей, основанных на упрощенной форме теории
функционала электронной плотности. В рамках это-
го подхода получены обобщения эмпирически на-
блюдаемой зависимости вида 1/NC, где NC — число
атомов углерода в молекуле. Показано, какая сте-
пень детализации модели является необходимой и
достаточной для точного описания энергий иониза-
ции. Предложенные модели верифицированы срав-
нением с экспериментальными данными по энерги-
ям ионизации для 667 молекул из базы данных NIST
[18].

В разд. 2 обсуждаются общие закономерности,
обнаруженные при анализе экспериментальных дан-
ных из базы NIST. В разд. 3 приведены четыре моде-
ли ионизации молекул (M1–M4), расположенные по
возрастанию сложности. В разд. 4 проводится срав-
нение предложенных моделей с экспериментом и об-
суждение того, какой уровень детализации необхо-
дим для точного описания энергий ионизации.

2. АНАЛИЗ ИМЕЮЩИХСЯ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Из базы данных NIST [18] извлечены экспери-
ментальные данные по энергиям ионизации углево-
дородов. Из полученных данных исключены ради-
калы. В результате получена выборка из 667 моле-
кул. Проведено усреднение энергий ионизации для
молекул с одинаковым числом атомов. На рис. 1
представлена зависимость средней энергии иониза-
ции от числа атомов в молекуле. Приведенные ошиб-
ки соответствуют разбросу данных для разных мо-
лекул. Имеются два участка, описываемых зависи-
мостью вида 1/N . Они соответствуют молекулам с
N < 20 и N > 20. В рамках ограниченного диапа-
зона N возможно применение эмпирического закона

Рис. 1. Зависимость среднего значения эксперименталь-
но определенной энергии ионизации углеводородов из ба-
зы данных NIST от количества атомов в молекуле. Приве-
денные ошибки соответствуют разбросу данных для раз-
личных молекул с одинаковым количеством атомов N .
Прямыми линиями показаны эмпирические аппроксима-

ции вида a+ b/N для молекул с N < 20 и N > 20

Рис. 2. Усредненные экспериментальные значения энергий
ионизации углеводородов в зависимости от величины, об-
ратной числу атомов углерода в молекуле NC (значки).
Штриховыми линиямя показаны оценки энергий иониза-
ции моделей M2, M3 с параметрами, подобранными ме-
тодом минимизации среднеквадратичного отклонения от

эксперимента (см. табл. 1)

1/N , однако он не может описать энергию иониза-
ции во всем рассматриваемом диапазоне.

Аналогичная ситуация наблюдается и для зави-
симости средней энергии ионизации от количества
атомов углерода в молекуле NC (рис. 2). Видно, что
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разброс точек существенно превышает размер при-
веденных ошибок. Таким образом, количество ато-
мов углерода является достаточно хорошей величи-
ной для предсказания энергии ионизации. На основе
имеющихся данных об энергиях ионизации 667 мо-
лекул можно сделать вывод, что максимальная точ-
ность предсказания с использованием данных для
NC составляет 0.53 эВ. При использовании данных
для NH и NC максимальная точность составляет
0.4 эВ. Эти данные получены на основе среднеквад-
ратичного разброса энергий молекул с одинаковым
химическим составом, но разной структурой.

3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ МОДЕЛЕЙ

Рассмотрим модели, основанные на функциона-
ле электронной плотности. Будем последователь-
но усложнять модель и анализировать, насколько
улучшается точность описания массива эксперимен-
тальных данных.

3.1. Модель M1 — молекула с одинаковыми
атомами

Зависимость вида 1/N может быть получена ис-
ходя из предположения, что молекула состоит из
атомов, которые обладают абсолютно одинаковыми
свойствами. В этом случае избыточный заряд +1

распределится равномерно по всем атомам. Заряд
каждого атома будет равен 1/N , где N — число ато-
мов. Раскладывая энергию каждого i-го атома в ряд
по заряду, получаем

Ei(qi) = αqi + βq2i = α
1

N
+ β

(
1

N

)2

, (1)

где α и β — коэффициенты разложения. Данные ко-
эффициенты называются соответственно электроот-
рицательность (одно из определений) и химическая
твердость. Полная энергия ионизации получается
суммированием энергии по всем атомам:

IE =
∑
i

αqi + βq2i = Nα
1

N
+Nβ

(
1

N

)2

= α+ β
1

N
.

(2)
Таким образом, из предположения о равномер-

ном распределении избыточного заряда и при упро-
щенном разложении энергии в ряд можно получить
зависимость вида 1/N , наблюдаемую эксперимен-
тально.

3.2. Модель M2 — равномерное
распределение заряда по всем атомам

Следующим по точности будет приближение,
предполагающее различные типы атомов в молеку-
ле, которым будут соответствовать различные зна-
чения параметров α и β из разложения энергии в
ряд (1). В таком случае для энергии ионизации по-
лучим оценку

IE =
∑
i

[αHqi + βHq
2
i ] +

∑
i

[αCqi + βCq
2
i ] =

= αH
NH

N
+ βH

NH

N2
+ αC

NC

N
+ βC

NC

N2
, (3)

где NH — число атомов водорода в молекуле, NC —
число атомов углерода в молекуле, N — полное чис-
ло атомов в молекуле, qi = 1/N — заряд атома с
номером i. Введем переменную

x =
NH

NC
. (4)

Эта переменная позволит учесть то, что в рам-
ках одного класса молекул соотношение количе-
ства атомов углерода и водорода остается пример-
но постоянным. Например, у алканов, имеющих
химическую формулу CNCH2NC+2, оно составляет
xAlkane = 2 + 2/NC и при увеличении длины цепи
достаточно быстро выходит на постоянное значение
2. Рассматривая общий случай произвольного x и
учитывая, что N = NH+NC зависимость (3) можно
переписать в виде

IE = αH
x

x+ 1
+ αC

1

x+ 1
+

+
1

NC
βH

x

(x + 1)2
+ βC

1

NC(x+ 1)2
. (5)

Таким образом, данное приближение позволяет по-
лучить обратную зависимость энергии ионизации от
NC. При этом количество параметров модели воз-
растает до четырех и учитывается влияние соотно-
шения атомов углерода и водорода в молекуле.

3.3. Модель M3 — распределение заряда
минимизирующее энергию системы

Наконец можно отказаться от предположения
от том, что заряд распределяется равномерно по
атомам. При этом можно воспользоваться мето-
дов выравнивания электротрицательности [14, 17].
Идея метода состоит в минимизации полной энер-
гии, представленной уравнением (3). При этом необ-
ходимо учесть, что энергия электронейтральной си-
стемы в таком приближении не будет нулевой. Это
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связанно с тем, что различия в электротрицатель-
ности атомов приведут к перераспределению за-
ряда и отрицательному значению полной энергии
нейтральной системы. Отсюда следует следующая
оценка для энергии ионизации:

IE = E(+1)− E(0), (6)

где E(+1) и E(0) — энергии ионизированной и ней-
тральной молекул, которые определяются уравнени-
ями

E(0) = min
(
NH [αHqH + βHq

2
H] +NC [αCqC + βCq

2
C]
)
,

NHqH +NCqC = 0,

E(+1) = min
(
NH[αHqH + βHq

2
H ] +NC[αCqC + βCq

2
C ]
)
,

NHqH +NCqC = 1.
(7)

В формуле (7) qC и qH — заряды на атомах уг-
лерода и водорода. Условия минимизации энергии
NHqH+NCqC соответствуют полному заряду 0 и +1.
Данная задача допускает аналитическое решение. В
результате получаем оценку заряда атомов водоро-
да:

qH =
2βCΔ

NC(2xβC + 2βH)
+

αC − αH

2xβC + 2βH
, (8)

где Δ = 0 для нейтральной системы и Δ = 1 для
заряженной системы. Изменение заряда при иони-
зации составляет

Δq =
2βC

NC(2xβC + 2βH)
. (9)

Таким образом, избыточный заряд, получаемый
атомами при ионизации молекулы, распределяется
пропорционально 1/NC. Однако в данной формуле
учтена и зависимость от доли атомов водорода (x)
в молекуле. Энергия ионизации получается путем
подстановки выражения для зарядов в уравнения
(6) и (7).

Суммарный заряд, который приходится на ато-
мы водорода, равен

∑
Δq =

x

x+ βH/βC
. (10)

Из формулы (10) видно, что избыточные заряды на
атомах зависят только от параметра β и не зависят
от параметра α. Например, чтобы получить одина-
ковые избыточные заряды на всех атомах, составля-
ющие 1/N , необходимо, чтобы βH = βC.

3.4. Модель M4 — учет взаимодействия
зарядов на различных атомах

Следующим шагом по увеличению точности мо-
дели может быть явный учет взаимодействия заря-

дов на атомах. Это может быть сделано в предполо-
жении, что электронная плотность на атомах имеет
форму функции Гаусса. Тогда энергия системы бу-
дет записана в виде [15]

E(q) =
∑

[αHqi + βHq
2
i ] +

∑
[αCqi + βCq

2
i ]+

+
∑∑

Sij(r)
qiqj
r

, (11)

где Sij(r) — коэффициент, описывающий перекры-
вание гауссовых функций атомов i и j. В дан-
ном случае явным образом вводится зависимость
не только от количества атомов различных сортов,
но и от геометрии молекулы. Чтобы вернуться к
упрощенному рассмотрению задачи, можно прове-
сти усреднение последнего слагаемого по различ-
ным геометриям:〈

Sij(r)
qiqj
r

〉
= SCC q2C + SCH qCqH + SHH q2H. (12)

Здесь дополнительно проведено разделение суммы
на вклады различных пар элементов. Величины
SCC q2C и SHH q2H, являясь квадратичными поправ-
ками, могут быть учтены увеличением парамет-
ров βC и βH. Учет этого эффекта может привести
к изменению параметров βH и βC. Остается пере-
крестное произведение зарядов углерода и водорода,
SCH qCqH. Его учет требует введения в модель еще
одного параметра γ. При этом данный параметр бу-
дет общим для обоих элементов. Будем учитывать
только взаимодействие атомов углерода и водорода,
имеющих химическую связь. Тогда количество сла-
гаемых в сумме будет равно числу атомов водорода.
Каждый атом водорода связан только с одним ато-
мом углерода. Получаем формулу

E(q) = EM2(q) + γNHqHqC. (13)

Решая задачу минимизации энергии аналогично (6)
и (7), получаем

qH =
2βCΔ

NC(2xβC + 2βH)
+ γx

αC − αH

2xβC + 2βH + xγ
. (14)

Сравнивая с предыдущим приближением, видим,
что различие заключается в поправке xγ, находя-
щейся в знаменателе. Изменение суммарного заряда
атомов водорода составит

∑
Δq =

1

1 + (2βH + xγ)/xβC
. (15)

4. СРАВНЕНИЕ ПРЕДЛАГАЕМОЙ МОДЕЛИ
С ЭКСПЕРИМЕНТОМ

Все рассматриваемые модели используют дан-
ные только о количестве атомов углерода и водоро-
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Рис. 3. Усредненные экспериментальные знаяния энергий
ионизации углеводородов, содержащих NC атомов углеро-
да (значки). Сплошными линиями показаны оценки энер-
гий ионизации моделей M1, M2, M3 с параметрами, ос-
нованными на энергиях ионизации атомов (см. табл. 2).
Штриховые линии — оценки энергий ионизации моделей
M2, M3 с параметрами, подобранными методом миними-
зации среднеквадратичного отклонения от эксперимента

(см. табл. 1)

да. Это накладывает ограничения на максимальную
достижимую точность. Согласно анализу экспери-
ментальных данных, погрешность модели не может
быть менее 0.4 эВ.

Для сравнения теории и эксперимента использо-
вались два набора параметров моделей. Первый на-
бор был получен исходя из энергий ионизации изо-
лированных атомов водорода и углерода. Коэффи-
циенты модели описываются формулами

α =
IE + EA

2
,

β =
IE − EA

2
,

(16)

где IE — энергия ионизации атома, EA — энергия
сродства к электрону данного атома. Использова-
лись экспериментальные значения энергий иониза-
ции атомов углерода и водорода [19–21]

Второй набор параметров получен минимизаци-
ей среднеквадратичного отклонения предсказаний
модели от экспериментальных значений энергии.
Параметры представленны в табл. 1, 2.

На рис. 3 видно, что все модели позволяют кор-
ректно описать энергии ионизации больших моле-
кул. При этом не требуется подгонки параметров

Таблица 1. Параметры моделей M2–M4, полученные оп-
тимизацией среднеквадратичного отклонения от экспе-
риментальных данных. Единицы измерения: α [эВ/e], β

[эВ/e2]

αH βH αC βC γ

M2 10.72 4.345 4.699 21.042 -
M3 12.8292 26.8379 6.092 7.283 -
M4 12.38 23.58 6.074 7.36675 0.75

Таблица 2. Параметры моделей M2–M3, полученные ис-
ходя из энергий ионизации атомов углерода и водорода, с
использованием формул (16). Единицы измерения те же,

что и в табл. 1

αH βH αC βC

M2/M3 7.1769 6.42 6.26 5

под данные. В моделях M1, M2 предельные значе-
ния энергии при больших размерах молекулы зави-
сят только от параметров α. В модели M3 имеется
слабая зависимость от параметра β через влияние
на распределение заряда. Таким образом, значение
электроотрицательности α позволяет описать пре-
дельные значения энергий ионизации при N → ∞.

Дополнительно к корректному описанию иони-
зации крупных молекул, у моделей M2, M3 на-
блюдается небольшое увеличение энергии в об-
ласти NC = 26, которое совпадает с экспери-
ментальной точкой, соответствующей молекуле с
большим значением энергии ионизации. Особенно-
стью этой точки является резкое увеличение до-
ли атомов водорода по отношению к атомам угле-
рода. Соседние с данной аномалией точки имеют
x = NH/NC ≈ 0.7, а при аномальном увеличении
энергии x = NH/NC = 1.8.

На рис. 2 и 3 видно, что оптимизация парамет-
ров позволяет добиться хорошего согласия резуль-
татов моделей M2 и M3 с экспериментальными дан-
ными во всем диапазоне размеров молекул. Обе мо-
дели хорошо воспроизводят увеличение энергии при
NC = 26. При этом молекулы с NC = 25 и NC = 26

были специально исключены из выборки, которая
использовалась для подгонки параметров. На рис. 2
видно, что модель M3 лучше воспроизводит как ре-
зультаты для малых молекул, так и наклон зави-
симости вида 1/NC. С другой стороны, модель M2
несколько лучше воспроизводит значения энергии
при больших NC.
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Среднеквадратичные погрешности по отноше-
нию ко всем 667 энергиям из выборки составили
0.5 эВ для моделей M2, M3, M4. Отклонение дан-
ных, полученных согласно модели M4, от результа-
тов модели M3 составило 0.04 эВ. При этом значение
параметра γ, отвечающего за поправку модели M4
по отношению к M3, оказалось равно 0.76, что много
меньше значений параметров βH и βC (см. табл. 1).
Таким образом, дальнейшее увеличение детализа-
ции модели не приводит к существенному повыше-
нию точности. Модели M2, M3 являются оптималь-
ными для описания энергии ионизации.

5. ВЫВОДЫ

Проведен вывод и верификация аналитических
формул, описывающих общие закономерности энер-
гий ионизации органических молекул. Рассмотрена
последовательность из четырех моделей нарастаю-
щей сложности. На основе сравнения их с экспери-
ментом сделан вывод о степени детализации, кото-
рая необходима и достаточна для получения наи-
большей точности описания зависимости энергии
ионизации от размера и химического состава моле-
кулы.

Показано, что предположение о том, что моле-
кула состоит из абсолютно одинаковых, усреднен-
ных атомов, позволяет корректно описать предел
энергий ионизации, который достигается при увели-
чении размера молекулы. Это приближение может
быть использовано только для очень больших мо-
лекул с числом атомов углерода более 30. Предель-
ное значение энергии ионизации крупных молекул
может быть описано исходя из энергий ионизации
атомов этой молекулы.

Предположение, что атомы разных сортов раз-
личаются, но заряд по молекуле распределяется
равномерно, позволяет описать основные особенно-
сти зависимости энергии ионизации молекулы от ее
состава и числа атомов. Такая модель дает лучшие
результаты в случае крупных молекул. С другой
стороны, корректный учет перераспределения за-
ряда позволяет лучше описать энергии ионизации
малых молекул. Точность данных приближений со-
ставляет около 0.5 эВ на выборке из 667 молекул при
диапазоне энергий молекул от 6 до 12 эВ. При этом
максимальная точность, которую можно получить
на основе количества атомов в молекуле, составляет
около 0.4 эВ. Данные приближения являются доста-

точными для получения высокой точности описания
энергии ионизации.

Кроме того, получены формулы, позволяющие
описать перераспределение избыточного заряда на
молекуле при ионизации. В данном приближении
распределение заряда зависит только от химической
твердости атомов.

Финансирование. Исследование выполнено за
счет гранта Российского научного фонда (грант 21-
79-00150).
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Показано, что теория нутации Торри на основе уравнений Блоха для вектора намагниченности не может
быть использована для описания «нутации» взаимодействующих спинов (включая расщепление спино-
вых уровней энергии в нулевом магнитном поле). Уравнения Блоха предполагают, что вектор магнитного
момента спинов полностью задает состояние спинов. Но это верно только для невзаимодействующих
частиц со спином S = 1/2. На примере простейшей системы со спином S = 1 проведено систематиче-
ское рассмотрение отклика («нутации») спинов на внезапное включение переменного магнитного поля.
Проведен детальный анализ зависимости «нутации» от спин-спинового взаимодействия и характера воз-
буждения спинов переменным полем. В условиях, когда спин-спиновые взаимодействия сопоставимы с
энергией взаимодействия спинов с переменным полем, движение намагниченности спинов описывается
как сумма вкладов, осциллирующих с разными частотами, которые равны частотам переходов меж-
ду собственными состояниями спин-гамильтониана во вращающейся системе координат. Впервые для
описания «нутации» спинов использован математический аппарат Гейзенберга. В этом подходе урав-
нения движения записываются непосредственно для измеряемых в опыте величин. Для спинов полный
ортогональный набор величин составляют дипольный момент и мультипольные поляризации. Для де-
монстрации потенциала этого описания «нутации» рассмотрен конкретный случай парамагнитных час-
тиц со спином S = 1. С учетом энергии расщепления в нулевом магнитном поле получены связанные
уравнения движения для дипольного и квадрупольного моментов. Их можно назвать обобщенными урав-
нениями магнитной поляризации спинов. Эти уравнения показывают, что при наличии спин-спиновых
взаимодействий происходит обратимое взаимное превращение дипольного и квадрупольного моментов.
Это приводит к осцилляциям длины вектора намагниченности спинов, проекции которого наблюдаются
обычно в эксперименте. Поэтому наблюдаемые в эксперименте осцилляции проекций намагниченности
отражают как нутацию вектора намагниченности, так и модуляцию длины этого вектора за счет взаи-
мопревращения дипольной и квадрупольной поляризации.

DOI: 10.31857/S0044451022110037
EDN: KYDZAF

1. ВВЕДЕНИЕ

Уже на ранних стадиях развития спектроско-
пии магнитного резонанса были предложены мето-
ды изучения намагниченности спинов в переходном
режиме при внезапном включении или выключении
внешнего переменного магнитного поля [1].

После внезапного выключения импульса пере-
менного магнитного поля наблюдается сигнал сво-
бодной индукции. Этот метод особенно широко при-

* E-mail: kevsalikhov@mail.ru

меняется в спектроскопии ядерного магнитного ре-
зонанса (ЯМР) [2]. Эволюция сигнала свободной
индукции происходит под действием гамильтони-
ана свободной системы при выключенном внеш-
нем переменном магнитном поле. Когда начальное
состояние системы является равновесным и пере-
менное поле достаточно сильное, чтобы реализо-
валось неселективное возбуждение спинов, фурье-
преобразование сигнала свободной индукции совпа-
дает с формой стационарного спектра, регистриру-
емого в условиях линейного отклика [3].

Немалый интерес представляет регистрация на-
магниченности и в другом переходном режиме: при
внезапном включении переменного магнитного по-
ля B1(t) [1, 4–6]. В этом подходе детектируется
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движение спинов в постоянном магнитном поле B0

(ось z) и в перпендикулярном поле B1(t). Этот под-
ход привлекает внимание по нескольким соображе-
ниям [4–6].

• В переходной области амплитуда наблюдае-
мой намагниченности может существенно превы-
шать намагниченность в условиях стационарного
ЭПР-спектрометра. Поэтому измерение намагни-
ченности в переходном интервале времени повыша-
ет чувствительность эксперимента.

• Временная зависимость намагниченности в
переходном интервале времени дает, в принци-
пе, возможность определить все параметры спин-
гамильтониана, в том числе и времена релаксации
продольной и поперечной компонент намагниченно-
сти. Конечно, для измерения времен релаксации в
настоящее время развиты импульсные методы маг-
нитного резонанса. Но далеко не каждая лаборато-
рия имеет, например, установку импульсного элек-
тронного парамагнитного резонанса (ЭПР). В то же
время распространенные спектрометры ЭПР, кото-
рые предназначены для регистрации спектров в ста-
ционарных условиях, могут быть сравнительно лег-
ко модифицированы для регистрации намагничен-
ности при внезапном включении переменного поля
B1(t) [6–8].

• Особый интерес представляет то, что реги-
страция временной зависимости намагниченности
спинов при внезапном включении переменного по-
ля B1(t), в принципе, дает возможность опреде-
лять величину мультиплетности электронных спи-
нов изолированных парамагнитных частиц или спи-
новых кластеров [4–6].

Предложение использовать метод нутации для
определения спиновой мультиплетности спиновых
кластеров вызывает большой интерес [4, 5, 8]. К чис-
лу таких систем можно отнести, например, молеку-
лы фуллерена с присоединенным свободным ради-
калом. При поглощении кванта света молекула фул-
лерена возбуждается в синглетное электронное со-
стояние фуллерена со спином нуль. Благодаря спин-
орбитальному взаимодействию, возбужденные мо-
лекулы фуллерена могут перейти в триплетное со-
стояние со спином единица. Триплетная молекула
фуллерена и присоединенный радикал со спином 1/2

могут быть в состоянии с суммарным спином 1/2 и
3/2. В рассматриваемом случае суммарный спин 1/2

может дать и фуллерен в синглетном возбужден-
ном состоянии с присоединенным свободным ради-
калом. Прямое свидетельство образования состоя-
ния c суммарным спином электронов равным 3/2

в этой системе представляет интерес. Другим при-

мером могут служить спин-коррелированные пары
ион-радикалов, которые образуются в первичной
стадии разделения зарядов в реакционном центре
фотосинтетических систем.

В простейшем случае движение вектора намаг-
ниченности в постоянном магнитном поле B0 (ось z)
и циркулярно поляризованном перпендикулярном
поле B1(t) представляет собой нутацию [3]. Исполь-
зуя уравнения Блоха для вектора намагниченности,
Торри [1] показал, например, что при совпадении
несущей частоты переменного поля с частотой пре-
цессии магнитного момента в постоянном магнит-
ном поле наблюдаемый во вращающейся системе ко-
ординат вектор намагниченности имеет компоненты

My = 〈Sy〉 = − sin(ω1t),

Mz = 〈Sz〉 = cos(ω1t),

Mx = 〈Sx〉 = 0,

(1)

где ω1 = (gβ/�)B1 — частота Раби переменного по-
ля, g — фактор спектроскопического расщепления,
β — магнетон Бора. Согласно соотношениям (1),
конец вектора намагниченности описывает окруж-
ность в плоскости yz. В теории Торри частота нута-
ции спинов равна частоте Раби и не зависит от ве-
личины спина. Таким образом, теория нутации Тор-
ри не предсказывает возможности определять спи-
новую мультиплетность из данных по «нутации»
спинов.

Отметим, что уравнения (1) не учитывают необ-
ратимой фазовой релаксации, которая в уравнениях
Блоха задается временем релаксации T2. Для того
чтобы детектировать нутацию (1) в эксперименте,
должно выполняться условие ω1T2 	 1, т. е. частота
Раби должна быть достаточно большой по сравне-
нию со скоростью релаксации.

Уравнения Блоха для вектора намагниченности
правильно описывают движение спинов в магнит-
ных полях только для системы невзаимодействую-
щих парамагнитных частиц со спином S = 1/2. В об-
щем случае движение вектора намагниченности при
внезапном включении переменного поля надо рас-
сматривать в рамках последовательной квантовой
теории. И тогда оказывается [4, 5], что при вне-
запном включении поля в переходной области, до
момента достижения стационарного состояния, на-
блюдаемая намагниченность демонстрирует осцил-
ляции, причем в общем случае проявляется не одна
частота осцилляции, как в нутации (1). Это означа-
ет, что в общем случае движение намагниченности
спинов не является нутацией, описанной Торри [3].
Несмотря на это, движение спинов после внезапного
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включения переменного поля будем для краткости
называть «нутацией».

В настоящее время квантовая теория динамики
спинов в эксперименте по «нутации» строится сле-
дующим образом.

Предположим, что в отсутствие поля B1(t) си-
стема спинов описывается спин-гамильтонианомH0.
Для частиц со спином S > 1/2 спин-гамильтониан
сожержит зеемановское взаимодействие с постоян-
ным полем B0 и энергию расщепления в нуле-
вом поле. При включении переменного поля спин-
гамильтониан принимает вид (спин-гамильтониан
записан в системе единиц, в которой � = 1)

H = H0 + 2ω1Sx cos(ωt), (2)

где ω1 — частота Раби, ω — несущая частота ли-
нейно поляризованного поля. Дальнейшее рассмот-
рение существенно упрощается, если собственные
состояния H0 в хорошем приближении являются
и собственными состояниями оператора Sz проек-
ции спина на ось квантования z, параллельную B0.
Есть много ситуаций, в которых такое секуляр-
ное приближение для спин-гамильтониана оправда-
но. В этой ситуации, учитывая только одну цирку-
лярно поляризованную компоненту поля и перехо-
дя во вращающуюся систему координат, получаем
спин-гамильтониан

Hr = H0 − ωSz + ω1Sx. (3)

Отметим, что в базисе собственных функций |m〉
оператора Sz ненулевые матричные элементы опе-
ратора x-проекции спина равны [9]

(Sx)m,m−1 = (Sx)m−1,m =

=
1

2

√
(S +m)(S −m+ 1). (4)

Отсюда видно, что матричный элемент перехода с
уровня m на уровень m − 1 зависит от спина час-
тицы, S. Это свойство взаимодействия спина с пе-
ременным полем, ω1Sx (см. (3), (4)), в конечном
итоге дает возможность определить величину спи-
на по «нутации».

Без учета парамагнитной релаксации спинов на-
магниченность спинов после внезапного включения
поля B1 задается величиной [9]

Mu = Tr
{
Suρ(t)

} ≡
≡ Tr

{
Su exp(−iHrt)ρ(0) exp(iHrt)

}
,

u = x, y, z.

(5)

Здесь ρ(0) — начальная матрица плотности спинов в
момент внезапного включения поля B1. Если спины

находились в термодинамическом равновесии, то в
высокотемпературном приближении можно в выра-
жении (5) положить ρ(0) = H0 [1, 5]. Например, в
случае сильных полей B0, когда зеемановская энер-
гия больше энергии расщепления в нулевом поле,
имеем

ρ(0) = Sz . (6)

Тогда уравнение (5) сводится к виду

Mu = Tr
{
Su exp(−iHrt)Sz exp(iHrt)

}
,

u = x, y, z.
(7)

С помощью выражения (7) «нутация» спинов бы-
ла рассчитана в ряде работ [4–8, 10]. Эти расчеты
показали, что при внезапном включении поля B1

проявляются осцилляции наблюдаемой намагничен-
ности (7) с частотами, которые зависят от мощно-
сти переменного поля. Более того, при выполнении
условия селективного возбуждения резонансного пе-
рехода наблюдается осцилляция с одной частотой,
которая равна удвоенному матричному элементу пе-
рехода для оператора взаимодействия спина с полем
B1,V = ω1Sx, причем матричный элемент резонанс-
ного перехода рассчитывается в базисе собственных
функций оператора Sz (см. (4)). На основании это-
го наблюдения появилось утверждение, что частота
нутации для спинов произвольной величины опреде-
ляется матричным элементом перехода для операто-
ра V = ω1Sx [4, 5]. Поскольку эти матричные эле-
менты перехода зависят от величины спина (см. (4)),
измерение частоты нутации может быть использова-
но для определения спина частиц.

Расчеты «нутации» с конкретными магнитно-
резонансными параметрами спинов показали, что в
«нутации» могут проявиться одновременно несколь-
ко осциллирующих со временем вкладов в сигнал,
наблюдаемый в эксперименте [4–6, 8, 10]. В такой
ситуации возникает вопрос, какую из этих частот
считать «частотой нутации».

В этой работе предлагается последовательный
анализ проблемы. Анализ проведен для систем, в
которых спин-гамильтониан H0 (см. (2), (3)) сво-
бодного движения сохраняет z-проекцию спина, т. е.
выполняется условие [H0, Sz] = 0. Это позволяет си-
стематизировать описание «нутации» спинов.

Статья построена следующим образом.
В разд. 2 кратко суммированы основные резуль-

таты теоретических расчетов динамики «нутации»
с помощью уравнений (5), (7).

Показано, что при внезапном включении пере-
менного поля движение вектора намагниченности
представляет собой нутацию Торри только при
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выполнении определенных соотношений между
энергией спин-зависимых взаимодействий свобод-
ной спиновой системы и энергией взаимодействия
спинов с переменным полем.

В общем случае движение намагниченности не
сводится к нутации Торри. В наблюдаемый сиг-
нал вносят вклад осцилляции с частотами ЭПР-
переходов во вращающейся системе координат. Сум-
ма этих вкладов приводит к биениям сигнала «ну-
тации».

Таким образом, квантовая теория с использова-
нием уравнений (5), (7) предсказывает проявление
нескольких частот осцилляций сигнала «нутации».
Это согласуется и с экспериментальными данными.
Казалось бы, все замечательно. В ходе вычислений
возникло новое наблюдение. Анализ «нутации» мо-
дельных систем спинов, проведенный в этой работе,
показал, что в ходе «нутации» изменяется доволь-
но сложным образом не только направление векто-
ра магнитного дипольного момента спинов (вектора
намагниченности спинов), но и модуль (длина) этого
вектора.

Наглядному объяснению этого наблюдения по-
священ разд. 3 этой статьи. Для этого потребова-
лось уравнения Блоха для вектора намагниченно-
сти заменить более общими уравнениями, включив
в явной форме наряду с дипольной поляризацией
также и соответствующие мультипольные спиновые
поляризации.

2. КВАНТОВАЯ ТЕОРИЯ ДИНАМИКИ
СПИНОВ В УСЛОВИЯХ «НУТАЦИИ» ДЛЯ

МОДЕЛЬНЫХ СИТУАЦИЙ

В общем виде описание нутации спинов пред-
ставляет весьма сложную задачу. Здесь я привожу
результаты для нескольких простых ситуаций, кото-
рые позволяют выявить общие свойства «нутации»
взаимодействующих спинов.

2.1. Про обычно применяемый формализм
расчета динамики спинов при «нутации»

(уравнение (5))

Согласно уравнению (5), динамика спинов после
внезапного включения переменного магнитного по-
ля определяется собственными значениями и соб-
ственными векторами cпин-гамильтониана Hr (3)
во вращающейся системе координат. В базисе соб-
ственных функций Hr (3) диагональные элементы
матрицы плотности (населенности собственных со-
стояний спин-гамильтониана) не изменяются со вре-

менем без учета парамагнитной релаксации. Недиа-
гональные матричные элементы матрицы плотности
спинов, т. е. когерентность спинов, в базисе собствен-
ных состояний спинов во вращающейся системе ко-
ординат изменяются со временем известным обра-
зом [9]:

ρk,n(t) = (ρ0)k,n exp
(−i(En − Ek)t

)
. (8)

Здесь En, Ek — уровни энергии спин-гамильтониана
во вращающейся системе координат (3).

Согласно выражениям (5), (7), (8), наблюдаемый
в опыте дипольный момент (намагниченность) спи-
нов есть сумма вкладов, которые осциллируют с ча-
стотами, равными разности энергии пар уровней,
En−Ek, собственных состояний спин-гамильтониана
во вращающейся системе координат (3).

После внезапного включения поля B1 осцилля-
ции наблюдаемого сигнала с разными частотами
будут иметь разную амплитуду, причем некоторые
частоты (связанные с определенными квантовыми
когерентностями) могут и не проявляться. Это за-
висит от двух факторов.

Во-первых, это зависит от начальных значений
когерентностей спинов (ρ0)k,n (5), (8) в базисе соб-
ственных состояний гамильтониана Hr во враща-
ющейся системе координат. Если в момент внезап-
ного включения микроволнового поля спины нахо-
дились в термодинамическом равновесии (см. (5)),
то речь идет о недиагональных элементах операто-
ра Sz в представлении собственных функций спин-
гамильтониана Hr (3).

Возможны и другие начальные состояния
спинов. При импульсном фотовозбуждении моле-
кул за счет спин-селективных безызлучательных
синглет-триплетных переходов появляются три-
плетные возбужденные молекулы с неравновесной
поляризацией спинов. Например, возможна си-
туация, когда триплетные молекулы рождаются
только в состояниях с проекцией спина m = ±1.
Тогда начальную матрицу в (5) можно представить
как ρ(0) = S2

z .
Отметим, что начальное условие ρ(0) = S2

z мо-
жет реализоваться и в условиях термодинамическо-
го равновесия, если поле B0 достаточно мало и зеe-
мановская энергия меньше энергии расщепления в
нулевом поле.

Во-вторых, это зависит от того, какие когерент-
ности спинов в базисе собственных состояний га-
мильтониана во вращающейся системе координат
входят в оператор наблюдаемой в опыте намагни-
ченности (см. оператор Su в (5), (7)). Наблюдаемой
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величиной в магнитном резонансе обычно являет-
ся x-, y- или z-компонента магнитного дипольного
момента спинов, т. е. в (5), (7) Su ≡ Sx, Sy, Sz.

Ниже будет показано, что в предельной ситуа-
ции неселективного возбуждения переменным по-
лем всех возможных спиновых переходов должна
наблюдаться в хорошем приближении нутация Тор-
ри с частотой Раби для любых значений спина па-
рамагнитных частиц. В этом случае эксперименты
по нутации не дадут информации о величине спина.

Отметим, что неселективное возбуждение
во многих ситуациях можно реализовать для
ядерных спинов. Однако, как правило, ее нельзя
реализовать для электронных спинов, так как
обычно неоднородное уширение спектров ЭПР
гораздо больше амплитуды поля B1.

При селективном возбуждении только одного
резонансного перехода также в достаточно хоро-
шем приближении наблюдается практически нута-
ция. В отличие от предыдущего случая неселектив-
ного возбуждения спинов частота нутации зависит
от величины спина.

На первый взгляд может показаться, что наблю-
дение нутации при селективном возбуждении толь-
ко одного резонансного перехода между спиновыми
уровнями является удобным и универсальным мето-
дом для измерения величины спина парамагнитных
частиц. Однако для реализации такого вида возбуж-
дения должны быть выполнены определенные усло-
вия. Во-первых, частота Раби должна быть суще-
ственно меньше разности частот для выделенного
нами перехода и для других частот в спектре ЭПР.
Во-вторых, частота Раби должна быть достаточно
большой, чтобы за время парамагнитной релакса-
ции нутация Торри успела совершить хотя бы один
период движения. Например, если время фазовой
релаксации электронных спинов составляет пример-
но 1 мкс, то частота Раби должна быть не меньше
1 Гс. Это означает, что для селективного возбужде-
ния только одного перехода в спектре ЭПР разни-
ца частот между выделенным резонансно возбуж-
даемым переходом и ближайшим по частоте дру-
гим переходом спинов (другой линией спектра ЭПР)
должна быть больше нескольких гауссов.

В случае ЭПР-спектроскопии эти условия селек-
тивного возбуждения только одного резонансного
спинового перехода нередко могут оказаться невы-
полнимыми одновременно. Поэтому для электрон-
ных спинов особенно актуальным является развитие
теории нутации, когда характер возбуждения спи-
нов не сводится к рассмотренным выше предельным
типам возбуждения спинов.

В общем случае отклик системы на внезапное
включение переменного поля не является нутаци-
ей по Торри. Однако это не означает, что в каких-
то ситуациях нельзя из экспериментальных данных
по «нутации» получить величину спина частиц. Ре-
гистрация «нутации» позволяет определить величи-
ну спина. Для этого надо сопоставлять результа-
ты симуляции (теоретические расчеты «нутации»)
с экспериментальными данными.

2.2. Предельный случай неселективного
возбуждения спинов

Неселективное возбуждение спинов реализуется
в случае такого сильного поля B1, когда частота Ра-
би намного больше разброса частот переходов меж-
ду собственными состояниями спин-гамильтониана
H0 − ωSz. Неселективное возбуждение спинов пере-
менным полем означает, что при включенном пе-
ременном магнитном поле в спин-гамильтониане
во вращающейся системе координат можно оставить
только одно слагаемое:

Hr ≈ ω1Sx. (9)

Движение спина с таким гамильтонианом легко
находится. Действительно, собственные значения
(уровни энергии) гамильтониана (9) хорошо извест-
ны для любого значения спина S. Они принимают
значения

E =
{
ω1S, ω1(S − 1), . . . ,−ω1S

}
. (10)

Для каждого из этих эквидистантно расположен-
ных уровней энергии легко можно найти собствен-
ные функции.

Подставляя (9) в (7), получаем очень простое вы-
ражение для сигнала нутации для ситуации неселек-
тивного возбуждения спинов:

Mu = Tr{Su exp(−iω1Sxt)Sz exp(iω1Sxt)},
u = x, y, z.

(11)

Из (11) следует, что в условиях термодинамического
равновесия в начальном состоянии квантовая коге-
рентность есть только между соседними уровнями
энергииm,m±1, для которых частота перехода рав-
на ω1 (см. (10)). В результате в переходном сигнале
нутации появляются осцилляции только с частотой
Раби ω1, и мы получаем

My = −2 sin(ω1t),

Mz = 2 cos(ω1t),

Mx = 0.

(12)
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Таким образом, при выполнении условия несе-
лективного возбуждения спинов нутация может
быть описана теорией Торри, если в момент вне-
запного включения переменного поля спины находи-
лись в термодинамическом равновесии и состояние
спинов можно задавать оператором (6).

Согласно приведенным выше рассуждениям в
случае неселективного возбуждения спинов (9), в
принципе, в нутации могут проявляться когерентно-
сти с частотами ω1, 2ω1, . . . , 2ω1S. Какие частоты
проявятся, зависит от двух факторов. Во-первых,
какие когерентности в базисе собственных состоя-
ний спин-гамильтониана во вращающейся системе
координат присутствуют в системе спинов в началь-
ный момент внезапного включения переменного по-
ля. Во-вторых, какая конкретная физическая вели-
чина измеряется в эксперименте. Когда наблюдае-
мой величиной являетсяMy- илиMz-компонента на-
магниченности спинов и начальное состояние спи-
нов задается уравнением (6), в «нутации» проявля-
ется только одноквантовая когерентность, задавае-
мая спин-гамильтонианом (9).

2.3. Предельный случай селективного
по частоте возбуждения спинов

Селективное по одной из частот возбуждение
спинов можно реализовать в случае сравнительно
слабого поля B1, когда частота Раби ω1 существен-
но меньше разброса частот переходов между соб-
ственными состояниями спин-гамильтониана спинов
H0−ωSz. В этом случае селективного по частоте воз-
буждения спинов частота «нутации» зависит от ве-
личины спина парамагнитных частиц.

Чтобы наглядно показать, как в условиях се-
лективного возбуждения спинов появляется зави-
симость частоты нутации от величины спина, рас-
смотрим систему частиц со спином S = 1 и изо-
тропным g-тензором и предположим, что спин-
гамильтониан спинов состоит из энергии зееманов-
ского взаимодействия спинов с постоянным магнит-
ным полем B0 и энергии расщепления спиновых
уровней в нулевом магнитном поле. Для дальней-
ших расчетов выберем энергию расщепления в про-
стейшей форме в виде DS2

z , т. е. спин-гамильтониан
во вращающейся системе координат имеет вид [10]

Hr = (ω0 − ω)Sz +DS2
z + ω1Sx. (13)

Например, слагаемое с D в приведенной форме мо-
жет быть связано с диполь-дипольным взаимодей-
ствием двух спинов. Отметим, что появление рас-
щепления спиновых уровней энергии в нулевом маг-

нитном поле, B0 = 0, является следствием спин-
зависимого взаимодействия. Например, когда мы
говорим, что парамагнитная частица имеет элек-
тронный спин S = 1, подразумевается наличие,
по крайней мере, двух электронов. Суммарный спин
двух электронов может иметь мультиплетность 1
(суммарный спин S = 0, синглетное состояние пары
спинов) или мультиплетность 3 (S = 1, триплетное
состояние пары спинов). Например, благодаря об-
менному взаимодействию, синглетное состояние мо-
жет быть весьма высоко возбужденным состоянием,
а триплетное может быть основным состоянием, как
в случае молекул кислорода.

В базисе собственных функций Sz имеем пред-
ставление спин-гамильтониана (13) в виде

Hr =

⎛
⎜⎝
ω0 − ω +D ω1/

√
2 0

ω1/
√
2 0 ω1/

√
2

0 ω1/
√
2 −(ω0 − ω) +D

⎞
⎟⎠ .

(14)
Матрица (14) принимает более простую форму, ес-
ли частоту переменного поля выбрать равной ре-
зонансной частоте одного из переходов, например,
ω = ω0+D. При выполнении этого условия резонан-
са частот в рассматриваемой ситуации селективного
возбуждения только резонансного перехода, когда
ω1 < D, в линейном по ω1/D приближении спин-
гамильтониан (14) можно записать как [4, 11]

Hr =

⎛
⎜⎝

0 ω1/
√
2 0

ω1/
√
2 0 0

0 0 2D

⎞
⎟⎠ . (15)

В приближении (15) слабоe полe B1 не влияет на со-
стояние спина с проекцией спина m = −1. Но даже
очень слабое поле B1 эффективно смешивает два
вырожденных состояния спина с проекциями m = 1

и m = 0. Собственные значения и собственные со-
стояния Hr (15) равны

E1 =
ω1√
2
, Ψ1 =

1√
2

(|+ 1〉+ |0〉),
E2 = − ω1√

2
, Ψ2 =

1√
2

(−|+ 1〉+ |0〉),
E3 = 2D, Ψ3 = | − 1〉.

(16)

Используя (7), (15), (16), получаем

My = − 1√
2
sin(

√
2ω1t),

Mz =
1

2

(
3 + cos(

√
2ω1t)

)
.

(17)
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Видно, что разность первых двух собственных зна-
чений (16) дает частоту нутации

√
2ω1.

Таким образом, в двух предельных ситуаци-
ях (неселективное возбуждение и селективное ре-
зонансное возбуждение одного из переходов) ну-
тация происходит с разными частотами ω1 (12) и√
2ω1 (17), соответственно. Но оказывается, есть еще

одно различие нутации в этих предельных ситуаци-
ях. При неселективном возбуждении конец векто-
ра намагниченности описывает окружность в плос-
кости, перпендикулярной B1 (см. (12)), а в слу-
чае селективного возбуждения описывает эллипс
(см. (17)). При этом большая полуось (вдоль My) в√
2 раза больше малой полуоси эллипса (вдоль Mz)

(рис. 1).
Осцилляции с малой амплитудой на рис. 1b свя-

заны с тем, что переменное поле в небольшой мере
возбуждает и нерезонансный переход. Когда мы го-
ворим «селективное резонансное возбуждение спи-
нов», это не означает, что возбуждается только один
резонансный переход. В реальности другие, нере-
зонансные, переходы также возбуждаются, правда,
с гораздо меньшей эффективностью, чем резонанс-
ный переход.

Приведенные для спина S = 1 рассуждения мож-
но легко обобщить на произвольные спины. Для
этого предположим, что из-за достаточно большо-
го расщепления уровней энергии спинов в нулевом
магнитном поле B0 при заданной частоте перемен-
ного поля эффективно возбуждается только резо-
нансный переход с изменением проекции спина m

(m, m−1, см. (4)). Если выполняются условие резо-
нансного возбуждения одной из возможных линий
в спектре ЭПР для гамильтониана H0 и условия
пренебрежимо малого возбуждения других (нере-
зонансных) линий, то проявляется нутация с ча-
стотой [4, 5]

Ωnut = 2ω1(Sx)m,m−1 =

= ω1

√
(S +m)(S −m+ 1). (18)

Таким образом, при селективном резонансном
возбуждении переходов между двумя уровнями с
квантовыми числами m, (m − 1) может проявлять-
ся нутация с частотой, равной удвоенному матрич-
ному элементу резонансного перехода, вызванного
взаимодействием поля B1 со спинами. Эта часто-
та нутации максимальна при минимальных значе-
ния m. Действительно, при наибольшем значении
m = S имеем Ωnut = ω1

√
2S (см. (18)). При мини-

мальном значении m частота нутации разная для
целых и полуцелых спинов. Для целых значений S

имеем Ωnut = ω1

√
S(S + 1), а для полуцелых S по-

лучаем ωnut = ω1(S+1/2). Зависимость частоты ну-
тации от того, какой резонансный переход возбуж-
дается переменным полем, позволяет определять ве-
личину спина, сравнивая результаты, полученные
при возбуждении разных переходов.

2.4. Общий случай возбуждения спинов

В общем случае нужно определить собствен-
ные значения и собственные состояния спин-
гамильтониана во вращающейся системе координат,
Hr (3), и в итоге временную зависимость «нутации»
можно рассчитать только численно.

Для иллюстрации на рис. 2 для спина S = 1

со спин-гамильтонианом (13) приведены рассчитан-
ные зависимости My-компоненты намагниченности
после внезапного включения переменного поля.

Отметим, что период колебаний равен T = 2 π/ω.
На рис. 2 все кривые рассчитаны для ω1 = 1 Гс.
В этих единицах для колебаний с частотой ω1 = 1 Гс
период колебаний равен T = 2π = 6.28 в едини-
цах 1/Гс. Период колебаний с частотой

√
2ω1 равен

T = 4.44 1/Гс.
На рис. 2 видно, что в отсутствие расщепления в

нулевом поле (D = 0, синяя кривая на рис. 2a) пе-
риод нутации равен 6.28, т. е. частота нутации равна
ω1 = 1 Гс. Это ожидаемый результат, так как в этом
случае реализуется неселективное возбуждение спи-
нов, и поэтому Ωnut = ω1 (см. (14)).

Когда расщепление в нулевом поле намного
больше ω1 (красная кривая для D = 20 Гс на
рис. 2a) период осцилляций практически совпадает
с ожидаемым результатом для случая селективного
возбуждения спинов: период нутации 4.44 1/Гс, т. е.
частота нутации совпадает с

√
2ω1 (см. (19)).

В обеих указанных выше предельных ситуаци-
ях наблюдаемая величина осциллирует с одной час-
тотой, ω1 или

√
2ω1, в случае неселективного или

селективного резонансного возбуждения спинов, со-
ответственно.

Для промежуточного значения D = 0.5 Гс
(см. рис. 2а и 2b) в наблюдаемый сигнал вносит
вклад не одна, а все три возможные когерентно-
сти (одноквантовые и двухквантовые осциллирую-
щие слагаемые наблюдаемой компоненты намагни-
ченности).

Численными расчетами была найдена зависи-
мость наблюдаемой в опыте величины в ситуации
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Рис. 1. Траектории движения конца вектора намагниченности при неселективном (a) и селективном (b) возбуждениях
спина. Расчеты проведены для ω1 = 1 Гс, D = 0 (a) и D = 40 Гс (b). В этой статье частоты измеряются в гауссах. Чтобы
перевести частоты в рад/c, надо величину в гауссах умножить на гиромагнитное отношение. Например, для свободного

электрона надо умножить на 1.76 · 107.

D = 0.5 Гс, ω1 = 1 Гс, ω = ω0 +D:

My = −0.76 sin(1.05t)− 0.9 sin(1.25t)−
− 0.024 sin(2.3t). (19)

Для этих параметров собственные значения спин-
гамильтониана во вращающейся системе координат
равны

E1 = 1.45 Гс, E2 = −0.85 Гс, E3 = 0.40 Гс. (20)

В этом конкретном примере, основной вклад в
наблюдаемую «нутацию» вносят вклад когерентно-
сти между состояниями 1 ↔ 3 и 2 ↔ 3, а когерент-
ность состояний 1 ↔ 2 вносит пренебрежимо малый
вклад.

В предельной ситуации, при D 	 ω1, при селек-
тивном резонансном возбуждении спинового пере-
хода частота нутации зависит от величины спина
(см. (19)). Для спина S = 1 частота нутации в этом
случае равна

√
2ω1 (см. (19)).

В интервале |D| ≤ 2ω1 могут проявляться осцил-
ляции с двумя или тремя частотами. Когда вклады
двух осцилляций сопоставимы, может наблюдаться
их биение, как показывает кривая на рис. 2b.

В реальных ситуациях в эксперименте наблю-
даются только такие осцилляции, период которых
меньше времени декогеренции спинов. Поэтому в
эксперименте могут наблюдаться только несколько
периодов колебаний. В этой ситуации есть возмож-
ность ошибочно принять за период «нутации» мо-

мент времени первого прохождения наблюдаемого
сигнала через нуль.

На рис. 2а моменты времени t∗, когда наблюдае-
мый сигнал проходит через нуль в первый раз в пре-
дельных случаях D = 0 и D 	 ω1, равны периоду
нутации в соответствующих предельных ситуациях.

В промежуточном случае D = 0.5 Гс, ω1 = 1 Гс
момент времени t∗, когда наблюдаемый сигнал про-
ходит через нуль в первый раз, не дает периода ос-
цилляций ни одной из когерентностей. Например, в
случае, когда две когерентности вносят практически
одинаковый вклад в сигнал нутации, время t∗ рав-
но периоду колебаний с частотой, равной половине
суммы частот двух спиновых когерентностей.

Таким образом, в общем случае определение спи-
на из данных по «нутации» оказывается не таким
форсированным, как в предельных случаях очень
малого и очень большого расщеплений в нулевом
магнитном поле. Однако это не означает, что в об-
щем случае из экспериментальных данных по «ну-
тации» нельзя определить величину спина. Можно
измерить «нутацию» при нескольких значениях ω1,
которые соответствуют той или иной степени селек-
тивности возбуждения, и симулировать численными
расчетами экспериментальные данные.
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Рис. 2. (В цвете онлайн) a) Зависимости от времени
My-компоненты намагниченности после внезапного вклю-
чения переменного поля с частотой ω1 = 1 Гс (синяя, зе-
леная, красная кривые соответствуют D = 0, 0.5, 20 Гс).
b) — кривая для D = 0.5 Гс приведена отдельно, чтобы
лучше высветить биение двух осциллирующих вкладов с
разными частотами. Все расчеты приведены для случая,
когда несущая частота переменного поля совпадает с од-
ной из резонансных частот спинов, в этих расчетах выбран
резонансный переход на частоте ω = ω0+D. Время на оси
абсцисс на рис. 2–4, 7, 8 надо умножить на (2π/1.76)·10−7 ,
чтобы перевести в секунды. Для поля 1 Гс угловая частота

ω1 = 1.76 · 107 рад/c, или ν1 = 2.8 MГц

2.5. Изменение длины вектора
намагниченности при «нутации» за счет
спиновой динамики, а не парамагнитной

релаксации

В этой работе рассматривается поведение «нута-
ции» только за счет спиновой динамики и не учи-
тывается релаксация спинов к состоянию термоди-
намического равновесия. В такой ситуации оказа-
лось, что рассчитанные по уравнению (7) проекции
вектора дипольной намагниченности на оси коорди-
нат x, y, z дают вектор, длина которого довольно
сложным образом осциллирует со временем. Иллю-
страция этого наблюдения будет приведена ниже.

Это наблюдение побуждает посмотреть на дина-
мику спинов при «нутации» с другой позиции.

Хорошо известно, что для описания квантовых
систем можно использовать математический аппа-
рат Гейзенберга. В этом подходе уравнения движе-
ния записываются непосредственно для измеряемых
в опыте величин. Такими величинами в изучаемой
задаче являются проекции дипольной поляризации
и компоненты мультипольных поляризаций спинов
[12, 13]. Можно отметить, что подход Гейзенберга
был успешно использован, например, в теории по-
ляризации спинов, индуцированной спин-зависящей
рекомбинацией радикальных пар [14, 15]. В следу-
ющем разделе этот подход реализован для анализа
влияния спин-спинового взаимодействия на «нута-
цию» спинов.

3. ОБОБЩЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ СПИНОВОЙ
ПОЛЯРИЗАЦИИ И «НУТАЦИЯ» СПИНОВ

Выше уже неоднократно отмечалось, что теория
Торри не описывает в общем случае «нутацию» спи-
нов. Это не удивительно. Торри использовал уравне-
ния Блоха для намагниченности. Уравнения Блоха
предполагают, что три проекции намагниченности
дают полное описание системы спинов. В кванто-
вой теории только для невзаимодействующих час-
тиц со спином S = 1/2 три проекции спина задают
полное описание. Например, для частицы со спином
S = 1 для полного описания надо задавать уже не
только три проекции спинового момента, но и пять
компонент спинового квадрупольного момента [12].

Поэтому при анализе движения спинов в усло-
виях, когда проявляются спиновые взаимодействия,
попытки использовать уравнения Блоха как эквива-
лентную модель для описания динамики спинов не
оправданы. Чтобы наглядно высветить роль муль-
типольных моментов в движении дипольного мо-
мента, полезно записать квантовые уравнения дви-
жения для полного набора физических величин, для
дипольного и мультипольных моментов.

Для демонстрации такого подхода к описанию
спиновой динамики в данной работе детально рас-
смотрена простейшая модельная система парамаг-
нитных частиц со спином S = 1, которые не вза-
имодействуют между собой, но для каждого спина
была учтена так называемая энергия расщепления
спиновых уровней в нулевом магнитном поле.

Для частиц со спином S = 1 получена система
уравнений для полного набора физических величин,
которые описывают состояние спина. Численно рас-
считана динамика каждой проекции дипольного мо-
мента спина и каждой компоненты квадрупольного
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момента после внезапного включения переменного
поля.

Показано, что в условиях, когда энергия спин-
спиновых взаимодействий соизмерима с энергией
взаимодействия спинов с переменным магнитным
полем, важную роль играет обратимое взаимное
превращение дипольной и квадрупольной поляри-
зации спинов.

3.1. Взаимопревращения дипольного и
квадрупольного моментов на примере
парамагнитных частиц со спином S = 1

Рассмотрим систему частиц со спином S = 1 и
изотропным g-тензором и предположим, что спин-
гамильтониан включает энергию зеемановского вза-
имодействия спинов с постоянным магнитным по-
лем B0 и энергию расщепления спиновых уровней
в нулевом магнитном поле в виде DS2

z , т. е. спин-
гамильтониан во вращающейся системе координат
имеет вид (см. (13))

Hr = (ω0 − ω)Sz +DS2
z + ω1Sx.

Все расчеты далее проведены при предположении,
что частота переменного поля равна ω = ω0 + D.
Эта частота переменного поля является резонанс-
ной для одного из переходов в стационарном спек-
тре ЭПР в условиях линейного отклика для спина
S = 1 cо спин-гамильтонианом

H0 = ω0Sz +DS2
z.

Любое состояние спина S = 1 задается матрицей
плотности 3 × 3, т. е. девятью числами. Учитывая
условие нормировки и свойство эрмитовости матри-
цы плотности, ρkm = ρ∗mk [9], получаем, что восемь
измеряемых в опыте физических величин также мо-
гут дать полное описание состояния спина S = 1.
Этими величинами являются три проекции спина
и пять компонент квадрупольного тензора (квадру-
польного момента) [12]:

Sx, Sy, Sz,

Qxxyy= SxSx−SySy,

Qzz= SzSz − 2

3
F,

Qxy= SxSy+SySx,

Qxz= SxSz+SzSx,

Qyz= SySz+SzSy.

(21)

Здесь F — единичный оператор. Операторы (21)
вместе с единичным оператором составляют полный
ортогональный базис операторов.

Для всех проекций спинового момента Sx, Sy,
Sz и компонент квадрупольных тензоров Qkm мож-
но написать уравнение движения Гейзенберга. Для
произвольного оператора A имеем уравнение

∂A

∂t
= i[H,A]. (22)

Для операторов (21) получаем следующую систему
линейных уравнений:

∂Sx

∂t
= DSy −DQyz,

∂Sy

∂t
= −DSx − ω1Sz +DQxz,

∂Sz

∂t
= ω1Sy,

∂Qxy

∂t
= −2DQxxyy − ω1Qxz,

∂Qxz

∂t
= −DSy + ω1Qxy +DQyz,

∂Qyz

∂t
= DSx − ω1Qxxyy − 3ω1Qzz −DQxz,

∂Qzz

∂t
= ω1Qyz,

∂Qxxyy

∂t
= 2DQxy + ω1Qyz.

(23)

Из этих уравнений видно, что при D = 0 нет взаим-
ного превращения дипольного и квадрупольного мо-
ментов, переменное поле не индуцирует таких пре-
вращений. Спиновые взаимодействия (D = 0) вызы-
вает обратимое превращение дипольного и квадру-
польного моментов.

Отметим, что при D = 0 уравнения (23) для про-
екций дипольного момента совпадают с уравнения-
ми Блоха без учета парамагнитной релаксации.

Измеряемые в эксперименте средние значения
проекций спина (намагниченности) и компонент
квадрупольного момента равны

Su ≡ 〈Su〉 = Tr
(
Suρ(0)

)
,

Quv ≡ 〈Quv〉 = Tr
(
Quvρ(0)

)
,

u, v = x, y, z.

(24)

Здесь ρ(0) — начальная матрица плотности спинов в
момент внезапного включения поля B1. Если спины
находились в термодинамическом равновесии, то в
высокотемпературном приближении в (24) величи-
ны ρ(0) можно считать равной Sz (6).

Из уравнений (23), (24) видно, что средние значе-
ния физических величин (24) подчиняются тем же
самым уравнениям (23) для операторов соответству-
ющих физических величин.
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Рис. 3. Зависимости от времени проекций намагниченно-
сти спинов после внезапного включения переменного поля.
Начальное состояние спинов считается равновесным (6).
Параметры расчетов: ω = ω0 +D, ω1 = 1 Гс, D = 1 Гс

Систему линейных дифференциальных уравне-
ний (23) для средних значений (24) надо решать
при начальных условиях, которые задаются мат-
рицей плотности спина в момент внезапного вклю-
чения переменного поля. Если спины находились
в состоянии термодинамического равновесия и на-
чальное состояние спинов дается выражением (6),
то «нутация» спинов стартует из состояния, когда
есть единственное отличное от нуля начальное усло-
вие: Sz(0) = 2, а все остальные проекции дипольного
момента и все компоненты квадрупольного момента
равны нулю.

При фотовозбуждении молекулы могут быть со-
зданы в триплетном состоянии с неравновесной

поляризацией электронных спинов. Например, на-
чальное состояние спина может описываться мат-
рицей плотности ρ(0) = S2

z [5, 15]. В этом слу-
чае уравнения (23) для средних значений (24) на-
до решать со следующими начальными условиями:
Qzz(0) = 2/3, а все остальные величины равны ну-
лю. «Нутация» спинов стартует из состояния, в ко-
тором дипольный момент равен нулю и только одна
из компонент квадрупольного момента не равна ну-
лю. В этом случае в эксперименте по «нутации» сна-
чала сигнал будет равен нулю, а отличный от нуля
сигнал будет наблюдаться только по мере превраще-
ния квадрупольного момента в дипольный, так как
обычно в эксперименте регистрируется одна из про-
екций дипольного момента. Таким образом, если в
эксперименте на малых временах наблюдается на-
растание сигнала, то это означает, что к моменту
включения микроволнового поля спин находился в
состоянии с отличной от нуля квадрупольной поля-
ризацией. Такое поведение «нутации» и наблюдает-
ся в экспериментах при поляризации спинов элек-
тронов электронно-возбужденных органических мо-
лекул по так называемому триплетному механизму
поляризации спинов [5, 8, 15].

Заслуживает внимания тот факт, что вторые
производные наблюдаемых величин также приводят
к системе линейных уравнений

∂2Sx

∂t2
= D

(
2D(−Sx + Sxz) +

+ (Sxxyy − Sz + 3Szz)ω1

)
,

∂2Sy

∂t2
= 2D2(−Sy + Syz) + SxyDω1 − Syω

2
1 ,

∂2Sz

∂t2
= −ω1

(
D(Sx − Sxz) + Szω1

)
,

∂2Sxxyy

∂t2
= −4D2Sxxyy +

+Dω1(Sx − 3Sxz)− (Sxxyy + 3Szz)ω
2
1 ,

∂2Szz

∂t2
= −ω1

(
D(−Sx + Sxz) +

+ (Sxxyy + 3Szz)ω1

)
,

∂2Sxy

∂t2
= −4D2Sxy +Dω1(Sy − 3Syz)− Sxyω

2
1 ,

∂2Sxz

∂t2
= 2D2(Sx − Sxz) +

+Dω1(−3Sxxyy + Sz − 3Szz)− Sxzω
2
1 ,

∂2Syz

∂t2
= 2D2(Sy − Syz)− 3Dω1Sxy − 4Syzω

2
1 .

(25)

Необходимые для решения этих уравнений началь-
ные условия задаются начальными значениями на-
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Рис. 4. Зависимость от времени компонент квадрупольно-
го момента спинов после внезапного включения перемен-
ного поля. Начальное состояние спинов считается равно-
весным (6). Параметры расчетов: ω = ω0 +D, ω1 = 1 Гс,

D = 1 Гс

блюдаемых величин в момент t = 0, первые произ-
водные при t = 0 даются уравнениями (24).

Эти уравнения очень интересны тем, что по фор-
ме они совпадают с уравнениями связанных колеба-
ний гармонических осцилляторов. Есть и одна осо-
бенность. Коэффициенты связи разных пар осцил-
ляторов могут иметь разные знаки.

Очевидно, что для любой системы спинов
со спин-гамильтонианом, который не изменяется
со временем, для полного набора измеряемых
на опыте физических величин можно записать
аналогичную (25) систему уравнений связанных
уравнений «гармонических осцилляторов».

В предельных случаях уравнения (23), (25) зна-
чительно упрощаются. Если расщепления в нуле-
вом поле нет, в уравнениях (23), (25) надо положить
D = 0. Тогда дипольный и квадрупольный момен-
ты не обмениваются. Например, уравнения (25) для

дипольного момента дают

∂2〈Sx〉
∂t2

= 0,

∂2〈Sy〉
∂t2

= −ω2
1〈Sy〉,

∂2〈Sz〉
∂t2

= −ω2
1〈Sz〉.

(26)

Как и ожидалось, в этом случае вектор дипольного
момента во вращающейся системе координат враща-
ется в плоскости yz по окружности с частотой ω1,
а в лабораторной системе координат совершает ну-
тацию Торри.

При наличии расщепления в нулевом поле дви-
жение вектора дипольного момента, согласно урав-
нениям (23), (25), происходит по гораздо более
сложной траектории. Для демонстрации этого ниже
приводятся результаты численного решения уравне-
ний (23).
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Рис. 5. Траектории движения конца вектора дипольного
момента в проекции на разные плоскости, нарисованные
на основе временных зависимостей, приведенных на рис. 3

Рис. 6. Трехмерное представление движения вектора ди-
польного момента спина для t = 30 (a) и t = 200 (b).

Параметры расчета те же, что на рис. 3

Рис. 7. Рассчитанная по данным рис. 3 зависимость от вре-
мени длины вектора дипольного момента намагниченно-
сти спина M =

√
M2

x +M2
y +M2

z . Параметры расчета
те же, что на рис. 3

3.2. Проявления расщепления в нулевом
поле в «нутации» спина S = 1

«Нутация» спинов зависит от соотношения пара-
метров ω1 и D. В предельных случаях ω1/|D| 	 1

и ω1/|D| � 1 в хорошем приближении движение
вектора намагниченности является нутацией Тор-
ри соответственно с частотами ω1 и

√
2ω1. Когда ω1

и D сопоставимы, движение спина происходит го-
раздо более сложным образом. Для иллюстрации
на рис. 3 приведены рассчитанные зависимости про-
екций дипольного момента (намагниченности) спи-
на для ω1 = 1 Гс и D = 1 Гс.

Чтобы движение в рассматриваемом случае
можно было бы описать нутацией Торри, проек-
ции намагниченности во вращающейся системе
координат должны были бы изменяться со вре-
менем с некоторой частотой нутации Ωnut (см.
выражение (12)) [1, 2].

Приведенные на рис. 3 кривые показывают, что
динамику спинов никак нельзя описывать с одной
частотой осцилляций проекций спинового момента.
Рисунок 3 также четко демонстрирует, что во вре-
менной зависимости проекций проявляется биение
частот. Для данного конкретного набора парамет-
ров основной вклад вносят два колебания с разными
частотами.

Для демонстрации обратимого взаимопревраще-
ния дипольного и квадрупольного моментов спинов
в условиях нутации на рис. 4 приведена времен-
ная зависимость компонент квадрупольного момен-
та для тех же значений параметров системы, для
которых на рис. 3 приведены временные зависимо-
сти проекций дипольного момента.

Сравнение временных зависимостей дипольного
(рис. 3) и квадрупольного (рис. 4) моментов пока-
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зывает, что для выбранных параметров с периодом
около 1 мкс происходит взаимопревращение диполь-
ного и квадрупольного моментов.

Сильное отличие траектории движения векто-
ра конца вектора дипольного момента спина в про-
странстве для рассматриваемого набора парамет-
ров, найденной из решения уравнения (23), с одной
стороны, от траектории, ожидаемой по теории Тор-
ри, с другой стороны, наглядно выражают парамет-
рические кривые проекций этих траекторий на раз-
ные плоскости (рис. 5) и трехмерное представление
(рис. 6).

Для сравнения на рис. 5 приведена также про-
екция на плоскость yz в случае, если бы проекции
дипольного момента на оси задавались уравнени-
ями (12), которые соответствуют нутации Торри,
она является окружностью (см. кривую в верхнем
ряду слева). В случае нутации Торри (12) проек-
ции на плоскости xy или xz вырождаются в линию
на оси y или z, соответственно. Наилучшее пред-
ставление о движении вектора дипольного момента
дает его трехмерное представление (см. рис. 6).

Отметим, что в отсутствие расщепления в нуле-
вом поле (при D = 0) реализуется нутация Торри.
На рис. 3, 5 и 6 хорошо видно, что включение рас-
щепления в нулевом магнитном поле B0 принципи-
ально изменяет траекторию движения конца векто-
ра дипольного момента спина.

Это очевидно. Но приведенные результаты рас-
чета позволяют сделать еще одно менее очевидное,
но важное наблюдение. Выясняется, что со време-
нем изменяется не только направление вектора ди-
польного момента, но и длина этого вектора. Ис-
пользуя данные на рис. 3, с помощью формулы

M =
√
M2

x +M2
y +M2

z

можно рассчитать длину этого вектора в любой мо-
мент времени (рис. 7). Этот рисунок показывает, что
проявляются колебания как минимум с двумя ча-
стотами, так как явно виден эффект биения коле-
баний.

Колебания длины вектора дипольного момента
при наличии расщепления в нулевом поле (D = 0)
объясняются обратимыми превращениями диполь-
ного и квадрупольного моментов, которые описыва-
ются уравнениями (23).

Наблюдаемая «нутация» вектора намагниченно-
сти зависит от начального состояния спинов. При-
веденные выше численные расчеты были проведе-
ны для ситуации, когда в момент внезапного вклю-
чения переменного поля спины находятся в термо-

динамическом равновесии (см. (6)). Но как уже от-
мечалось, начальное состояние спинов может быть
неравновесным. Например, при фотовозбуждении
органических молекул нередко молекулы в триплет-
ном возбужденном состоянии находятся в состоя-
нии с большим квадрупольным спиновым моментом
[4, 5]. Решая уравнения (3) при начальном состоя-
нии с ненулевой компонентой квадрупольной поля-
ризации спинов, ρ(0) = S2

z , находим проекции ди-
польного момента. Результаты показаны на рис. 8.

Рис. 8. Зависимости от времени проекций намагниченно-
сти спинов после внезапного включения переменного поля.
Начальное состояние спинов считается равным ρ(0) = S2

z .
Параметры расчетов: ω = ω0 +D, ω1 = 1 Гс, D = 1 Гс

Результаты, приведенные на рис. 3 и рис. 8, раз-
личаются только тем, что они получены для раз-
ных начальных состояний спинов. В случае рис. 3
в начальный момент спины имеют только диполь-
ную поляризацию, а в случае рис. 8 отлична от нуля
только квадрупольная поляризация. Видно, что вре-
менное поведение наблюдаемого в опыте спиново-
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го дипольного момента очень сильно зависит от на-
чального состояния спинов. Можно отметить, что
на рис. 3 в начальный момент z-проекция намаг-
ниченности имеет наибольшее значение, а в услови-
ях рис. 8 все проекции дипольного момента старту-
ют с нулевого значения. В обоих случаях наблюдае-
мая проекция дипольного момента является суммой
вкладов осциллирующих слагаемых. Но эти осцил-
ляции с разными частотами могут входить с совер-
шенно разными амплитудами в наблюдаемую вели-
чину.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучение отклика системы спинов на внезапное
включение переменного магнитного поля («ну-
тация») позволяет, в принципе, определить все
магнитно-резонансные параметры спинов. Реги-
страция «нутации» может быть хорошим методом
для определения суммарного спина электронов
парамагнитных частиц. Несмотря на большой
потенциал этот метод довольно редко используется,
например, в ЭПР-спектроскопии. В какой-то мере
это можно объяснить тем, что теория «нутации» не
привлекла достаточного внимания. На самом деле
сегодняшний уровень теории спиновой динамики
позволяет численно симулировать ожидаемую
«нутацию» спинов во многих ситуациях.

Целью работы было выявить некоторые общие
свойства динамики спинов при их «нутации». Что-
бы облегчить задачу, мы не рассматривали эффект
парамагнитной релаксации спинов, а сосредоточи-
лись на анализе динамики спинов с учетом спин-
спинового взаимодействия и взаимодействия спи-
нов с внешним переменным магнитным полем про-
извольной мощности. Рассмотрение было проведе-
но в двух представлениях: с использованием кван-
товой механики в формулировке Шредингера и в
формулировке Гейзенберга. В формулировке Шре-
дингера полное описание спиновой системы дает-
ся волновой функцией (или матрицей плотности).
По Гейзенбергу состояние системы задается полным
набором измеримых на опыте физических величин
систем. Оба подхода в конечном итоге приводят к
совершенно одинаковым результатам. Но на проме-
жуточных стадиях они оперируют разными поняти-
ями, используют разный «язык». Разные подходы
позволяют лучше понять то, что происходит со спи-
нами в ходе их движения в тех или иных условиях,
в частности, при «нутации».

Традиционно квантовая теория «нутации» стро-
ится с использованием подхода Шредингера [5, 6,
13]. Тогда сложный сигнал нутации, который пред-
ставляет собой сумму вкладов, осциллирующих с
разными частотами, интерпретируется как проявле-
ние разных одноквантовых и многоквантовых коге-
рентностей. В этой работе показано, что подход Гей-
зенберга позволяет интерпретировать сложное пове-
дение сигнала «нутации» по-другому и дает более
наглядное описание поведения наблюдаемого сигна-
ла. В экспериментах по «нутации» измеряемой ве-
личиной обычно является одна из проекций диполь-
ного момента спинов. Однако в системе взаимодей-
ствующих между собой спинов дипольные моменты
спинов не дают полного описания состояния спинов.
Наряду с дипольной поляризацией спинов надо учи-
тывать соответствующие мультипольные поляриза-
ции (моменты) спинов. Когда спин-спиновые взаи-
модействия успевают проявить себя в интервале пе-
реходного режима «нутации», во временной зависи-
мости намагниченности помимо собственно нутации
дипольного момента в магнитных полях проявляют-
ся, с одной стороны, периодические изменения ве-
личины дипольного момента за счет его обратимого
превращения в мультипольные моменты и, с другой
стороны, периодические изменения компонент муль-
типольных моментов.

Результаты данной работы позволяют сформу-
лировать следующие заключения.

1. Уравнения Блоха не могут быть использованы
для описания «нутации» взаимодействующих спи-
нов (включая расщепление спиновых уровней энер-
гии в нулевом магнитном поле).

2. «Нутация» дипольного момента спинов с уче-
том спин-спинового взаимодействия не может быть
сведена к нутации Торри, в принципе.

3. «Нутация» спинов при наличии спин-спиново-
го взаимодействия не может быть понята без учета
мультипольных моментов спинов.

4. Для спина S = 1 в явном виде получена систе-
ма связанных линейных дифференциальных урав-
нений для проекций дипольного магнитного момен-
та и компонент квадрупольного магнитного момен-
та. Эти уравнения в явной форме показывают, что в
условиях «нутации» происходят обратимые превра-
щения дипольного момента (вектора намагниченно-
сти) и мультипольных моментов спиновой системы.

5. В условиях «нутации» длина вектора намаг-
ниченности не остается постоянной даже без учета
парамагнитной релаксации.
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В этой работе рассматриваются изолирован-
ные системы спинов, в которых параметры спин-
гамильтониана являются заданными константами,
и не рассматривается вклад парамагнитной релак-
сации в движение спинов. Поэтому результаты этой
работы относятся прежде всего к парамагнитным
центрам в твердых матрицах. Полученные в дан-
ной работе результаты открывают новые горизонты
в применении «нутации» спинов для исследования
спиновой динамики, в развитии импульсной ЭПР-
спектроскопии, в частности, в квантовых вычисле-
ниях и квантовой информатике с использованием
электронных спинов в качестве кубитов.
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ме был вызван теми экспериментами, которые про-
водят мои коллеги Р. Б. Зарипов, А. А. Суханов,
В. Ф. Тарасов в нашем институте. Р. Т. Галееву и
А. Г. Марьясову я очень благодарен за многочис-
ленные полезные обсуждения.

ЛИТЕРАТУРА

1. H. C. Torry, Phys. Rev. 76, 1059 (1949).

2. R. R. Ernst, G. Bodenhausen, and A. Wokaun, Prin-
ciples of Nuclear Magnetic Resonance in One and
Two Dimensions, Clarendon Press, Oxford (1987).

3. I. J. Lowe and R. E. Norberg, Phys. Rev. 107, 46
(1957).

4. A. V. Astashkin and A. Schweiger, Chem. Phys. Let-
ters, 174, 595 (1990).

5. A. Schweiger and G. Jeschke, Principle of Pulse Elec-
tron Paramagnetic Resonance, University Press, Ox-
ford (2001).

6. S. S. Kim and S. I. Weissman, J. Magn. Reson. 24,
167 (1976).

7. R. Furrer, E. Fujara, C. Lange et al., Chem. Phys.
Lett. 75, 332 (1980).

8. R. Hanaishi, Ya. Ohba, K. Akiyama et al., J. Chem.
Phys. 103, 4819 (1995).

9. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Квантовая механи-
кa, Физматлит, Москва (2004).

10. R. Janssen and W. S. Veeman, J. Chem. Soc. Fara-
day Trans. 1, 84, 3747 (1988).

11. Г. М.Жидомиров, К. М. Салихов,ЖЭТФ 56, 1933
(1969).

12. Д. А. Варшалович, А. Н. Москалев, В. К. Херсон-
ский, Квантовая теория углового момента, Нау-
ка, Ленинград (1975).

13. H.-J. Stoeckmann and D. Dubbers, New J. Phys. 16,
1 (2014).

14. K. M. Salikhov, F. S. Sarvarov, and R. Z. Sagdeev,
Chem. Phys. 16, 41 (1976).

15. K. M. Salikhov, Yu. N. Molin, R. Z. Sagdeev, and
A. L. Buchachenko, Spin Polarization and Magnetic
Effects in Radical Reactions, Academic Kiado Bu-
dapest, Elsevier Amsterdam (1984).

3 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
645



ЖЭТФ, 2022, том 162, вып. 5 (11), стр. 646–656 © 2022

ОПТИЧЕСКАЯ БИСТАБИЛЬНОСТЬ И НАРУШЕНИЕ
СИММЕТРИИ ПРИ РЕЗОНАНСНОМ РАССЕЯНИИ СВЕТА НА
КОНЕЧНОМ ФОТОННОМ КРИСТАЛЛЕ С НЕЛИНЕЙНОЙ

РЕЗОНАНСНОЙ ПОЛОСТЬЮ

Г. В. Шадрина a,b*, Е. Н. Булгаков b

a Институт вычислительного моделирования, ФИЦ КНЦ Сибирского отделения Российской академии наук
660036, Красноярск, Россия

bИнститут физики им. Л. В. Киренского, ФИЦ КНЦ Сибирского отделения Российской академии наук
660036, Красноярск, Россия

Поступила в редакцию 30 мая 2022 г.,
после переработки 10 июня 2022 г.

Принята к публикации 13 июня 2022 г.

Исследовалась оптическая бистабильность и явление нарушения симметрии в системе связанных
фотонно-кристаллических микрорезонаторов с включением из материала с керровской восприимчиво-
стью при падении плоской волны. Для этой цели предложено обобщение модального метода Т-матрицы
на случай нелинейных микрорезонаторов, поддерживающих одну монопольную моду. Показано, что оба
явления существенно зависят не только от интенсивности внешнего поля, но и от угла падения и размера
фотонного кристалла. Обнаружены и исследованы различные режимы возбуждения.

DOI: 10.31857/S0044451022110049
EDN: KYGQJZ

1. ВВЕДЕНИЕ

Нелинейное распространение света в периодиче-
ских структурах является привлекательной обла-
стью исследований и приложений. Для многих важ-
ных приложений желательно иметь сильное и по-
чти мгновенное взаимодействие света со светом в
минимальном объеме. Это может быть достигнуто с
использованием нелинейных материалов в фотонно-
кристаллических структурах. Фотонные кристаллы
(ФК) обладают так называемой полной запрещен-
ной щелью, что позволяет создавать на их осно-
ве простые и разветвленные волноводные структу-
ры, резонансные микрополости, за счет чего уда-
ется эффективно управлять линейным и нелиней-
ным распространением света [1–6]. Наиболее ярки-
ми примерами приложений нелинейных эффектов в
ФК-структурах являются оптические переключате-

* E-mail: galiy_sha@mail.ru

ли [7–13], диоды и транзисторы, генерация гармоник
[14–17].

Оптическая бистабильность (ОБ) — классиче-
ское нелинейное оптическое явление [18], которое
интенсивно изучается последние десятилетия. Про-
стейшая нелинейная среда — это керровская среда,
когда нелинейные эффекты моделируются добавле-
нием члена, пропорционального квадрату электри-
ческого поля, к линейной диэлектрической констан-
те. ОБ в микроструктурах [19–23] является основой
для различных приложений, позволяющих управ-
лять светом с помощью света, таких как оптиче-
ские переключатели, оптические диоды и транзисто-
ры, оптическая память [24]. ОБ на наномасштабах
есть ключевая компонента интегрированных нано-
фотонных устройств. Однако нелинейный коэффи-
циент чрезвычайно мал, и для достижения необхо-
димого результата нужна либо большая величина
падающего поля, либо большие размеры устройства
для накопления эффекта. Ясно, что такие устрой-
ства неприемлемы для нанофотоники. Один из пу-
тей преодоления указанной проблемы — это уси-
ление нелинейных эффектов за счет значительного
усиления локального поля по сравнению с падаю-
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щим. Для этой цели обычно используют фотонно-
кристалические микрорезонаторы с высокой доб-
ротностью. Локальное поле усиливается в

√
Q раз.

Строгий анализ [25] показывает, что в оценку поро-
га бистабильности входит также модальный объем
(объем пространства, занимаемый резонансной мо-
дой V ) P ∼ V/(n2Q

2). В принципе, подходят любые
моды с большим Q, но наиболее желательными яв-
ляются моды, у которых Q → ∞, а частота остается
фиксированной. По этой причине простейшие резо-
наторы в виде диэлектрической сферы не очень под-
ходят для наблюдения ОБ [22], так как при Q → ∞
частота моды также стремится к бесконечности.

Интересным альтернативным подходом, откры-
тым совсем недавно, для увеличения добротности в
диэлектрических системах является использование
связанных состояний в континууме (ССК), а именно
неизлучающих состояний, погруженных в контину-
ум состояний рассеяния [26]. Существенным момен-
том в использовании ССК является тот факт, что
истинные ССК поддерживаются лишь периодиче-
скими наноструктурами, протяженными как мини-
мум в одном пространственном измерении. Сами по
себе ССК не взаимодействуют с электромагнитным
излучением, падающим на систему, однако ближай-
шие в спектре моды обладают сколь угодно высокой
добротностью. Это дает возможность наблюдать в
присутствии нелинейности фактически беспорого-
вые мультистабильные состояния и состояния с на-
рушенной симметрией, а также эффективно исполь-
зовать такие микроструктуры для генерации гармо-
ник [27–35].

В целом это многообещающее направление —
нелинейное рассеяние света за счет ССК — нахо-
дится пока на начальной стадии развития. При всей
привлекательности использования ССК-структур
они являются бесконечно протяженными. В реаль-
ности, если структура имеет N периодов, Q-фактор
становится конечным и ведет себя по закону Nα

(как правило α ∼ 2÷ 3), и обычно для достижения
Q ∼ 106 требуется порядка 100 периодов [36].

Другим интересным фундаментальным аспек-
том физики нелинейных оптических систем явля-
ется явление нарушения симметрии (ЯНС). ЯНС
возникает в симметричных нелинейных системах.
Обычно несимметричная мода возникает при нели-
нейном взаимодействии близко расположенных по
частоте мод разной симметрии. ЯНС, например, на-
блюдалось при распространении встречных пучков,
падающих на нелинейную керровскую среду [37].

В нанофотонике это явление также наблюдалось в
ФК-волноводных структурах, при взаимодействии
распространяющейся волноводной моды с нелиней-
ными резонансными дефектными модами [38–44], и
в дифракционных решетках [28, 29]. Обычно ОБ и
ЯНС сосуществуют в одной области параметров, но
порог возникновения ОБ меньше. В качестве при-
ложения ЯНС предлагалось использовать для ре-
зонансного переключения светового потока между
ФК-волноводами [40].

Рис. 1. ФК-структура, вид сбоку. а) Структура с од-
ной микрополостью. б) Структура с двумя микрополостя-
ми, здесь дефектные цилиндры разделены тремя слоями

обычных

В данной работе мы предлагаем простой ди-
зайн оптической микроструктуры, отличный от ра-
нее исследованного в литературе [7–13], для которо-
го электромагнитное поле, возбуждающее нелиней-
ный микрорезонатор, подается и рассеивается в при-
соединенные ФК-волноводы, что является оправ-
данным, если сама микроструктура является эле-
ментом, интегрированным с другими микроустрой-
ствами по обработке сигналов. Однако для наблюде-
ния ОБ волноводные каналы оказываются излишни-
ми. В нашем случае микроструктура представляет
собой фотонный кристалл конечных размеров, внут-
ри которого заключена одна или несколько взаи-
модействующих резонансных микрополостей, в цен-
тре каждой помещен диэлектрический цилиндр из
керровского материала (нелинейный микрорезона-
тор), как это представлено на рис. 1. На микро-
структуру падает плоская электромагнитная волна,
которая непосредственно, благодаря конечной тол-
щине окружающих стенок из цилиндров, взаимодей-
ствует с монопольной модой микрорезонатора. Рас-
чет электромагнитного поля при рассеянии света на
нелинейной среде представляет собой сложную про-
блему, для решения которой используются разные
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подходы [6,21,22,38,45–47]. Как правило, ограничи-
ваются двумерными моделями. Например, в случае
ФК-пластины (мембраны), состоящей из периоди-
чески расположенных диэлектрических цилиндров
конечной высоты, электромагнитное поле имеет все
ненулевые компоненты. Собственные моды класси-
фицируются как ТЕ-подобные и ТМ-подобные [25],
которые при увеличении толщины пластины (вы-
соты цилиндров) переходят в обычные двумерные
ТЕ- и ТМ-моды. Использование двумерной моде-
ли для расчета ФК-мембраны является оправдан-
ным приближением, если толщина достаточно вели-
ка, по крайней мере, превышает период в несколь-
ко раз. Ситуация еще более усложняется, если са-
ма мембрана имеет конечные размеры в плоскости.
В этом случае расчет электромагнитного поля воз-
можен только с использованием прямых численных
алгоритмов, например, метода конечных элементов,
либо очень изощренных полуаналитических подхо-
дов [48]. Ситуация, когда в системе присутствует
нелинейность, делает проблему практически нераз-
решимой. Поэтому разумные упрощения необходи-
мы. В данной работе мы считаем цилиндры доста-
точно протяженными, чтобы считать проблему дву-
мерной, кроме того, то обстоятельство, что диэлек-
триками являются именно цилиндры, дает возмож-
ность использовать для расчета мощный метод Т-
матрицы [49, 50]. Нам удалось преодолеть очевид-
ную трудность включения нелинейности в метод Т-
матрицы хотя бы для случая монопольной резонанс-
ной моды с достаточно большим Q-фактором. Бла-
годаря этому подходу, описанному в Приложении,
нам удалось свести задачу к решению системы нели-
нейных алгебраических уравнений, что существен-
но облегчило численные расчеты. Нами исследова-
лись явления оптической бистабильности и наруше-
ния симметрии при рассеянии плоской волны при
различных углах падения. Оба явления наблюдают-
ся при низкой мощности падающей волны и сильно
зависят от угла падения.

2. ФОТОННЫЙ КРИСТАЛЛ С
КЕРРОВСКИМ ДЕФЕКТОМ

Фотонный кристалл, который мы исследуем,
представляет собой 2d-периодическую структуру,
состоящую из бесконечных вдоль оси z диэлектриче-
ских цилиндров (рис. 1), центры которых образуют
квадратную решетку. Хорошо известно [25] (рис. 2),
что данная структура обладает полной запрещенной
щелью в спектре в случае ТМ-поляризованного из-

лучения. Благодаря щели можно создавать локали-
зованные резонасные полости, которые поддержива-
ют локализованные моды разной симметрии — мо-
нопольные, дипольные и т.д.

Рис. 2. Зонная структура для ТМ-поляризованного излу-
чения (электрическое поле направлено вдоль оси стерж-
ней) для квадратной решетки цилиндрических диэлектри-
ческих стержней (радиус стрежня r/a = 0.18 и ε = 11.56,

постоянная решетки a) в воздухе

Рис. 3. Монопольная мода частоты k0a = 0.3588, локали-
зованная на центральном дефектном цилиндре с диэлек-
трической проницаемостью ε0=3, для остальных цилин-

дров ФК ε=11.56

Резонансная полость — микрорезонатор — появ-
ляется, если один из цилиндров заменить на дефект-
ный цилиндр, у которого либо другой радиус, либо
другая диэлектрическая проницаемость. Пример ло-
кализованной моды в микрорезонаторе показан на
рис. 3. В нашем случае мы будем изменять толь-
ко диэлектрическую проницаемость дефектного ци-
линдра, оставляя радиус постоянным. В этом случае
возможна только монопольная локализованная мо-
да, частота которой зависит от ε0 (рис. 4) и которая
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Рис. 4. Частота локализованной моды в зависимости
от диэлектрической проницаемости ε0 (радиус стержней

r/a = 0.18 и ε = 11.56)

расположена строго в запрещенной щели. В случае
бесконечного ФК данная мода является незатухаю-
щей и обладает бесконечной добротностью. Однако
если ФК имеет конечные размеры (несколько слоев
вдоль направлений x и y), добротность резонансной
моды становится конечной благодаря утечке элек-
тромагнитного излучения в радиационный конти-
нуум окружающего пустого пространства. Доброт-
ность резонансной моды тем выше, чем больше ко-
личество слоев, отделяющих резонансную полость
от окружающего пространства (рис. 5). Как показы-
вает рисунок, добротность экспоненциально быстро
возрастает и при размере ФК 7 × 7 цилиндров до-
стигает Q ∼ 106.

Если дефектный цилиндр изготовлен из матери-
ала, у которого проницаемость ε0 является констан-
той (т.е. не зависит от амплитуды поля), то при рас-
сеянии внешней плоской волны можно наблюдать
резонансное рассеяние света при частоте, близкой
к частоте локализованной моды. При строгом ре-
зонансе амплитуда электрического поля в полости
резко повышается пропорционально

√
Q. Резонанс-

ное усиление электрического поля, как известно, яв-
ляется условием усиления нелинейных эффектов и
наблюдения ОБ. В данной работе мы предполагаем,
что дефектный цилиндр изготовлен из материала
с керровской восприимчивостью, тогда показатель
преломления

n = n0 + n2I, I =
c

8π
|E|2.

Уравнение для Ez-компоненты электрического поля
в случае ТМ-моды имеет вид

∇2Ez(x, y) + εk20Ez(x, y) = 0. (1)

Рис. 5. Добротность резонансной моды в микрорезонато-
ре как функция размера ФК. Диэлектрическая проницае-

мость цилиндров такая же, как на рис. 3

Переходя к безразмерным величинам, перепишем
уравнение (1) как

∇2ψ(x, y) + k20(ε0 + λ|ψ(x, y)|2)ψ(x, y) = 0, (2)

k0 =
ω

c
a, r⇒ r

a
,

λ =
2n0n2c

8π
|E0|2, ψ =

Ez

|E0| ,
(3)

где E0 — напряженность поля внешней плоской вол-
ны E = E0e

ik·r, падающей на ФК-структуру, а a

— период решетки ФК. Постоянную Керра n2 в
наших численных экспериментах выбираем равной
n2 = 2 · 10−12 см2/Вт, а ε0 = 3.

Уравнение (2) решалось численно, с использова-
нием Т-модального метода, описанного в Приложе-
нии.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

На рис. 6 представлены результаты численно-
го расчета возбуждения одной резонансной полости
(рис. 3) в случае падения плоской волны под уг-
лом ϕ = 0 в зависимости от частоты внешнего поля
k0 = ω/c и нелинейной константы λ. Амплитуда ψ —
это амплитуда возбуждения на нелинейном дефект-
ном цилиндре. Кривые демонстрируют переход в би-
стабильное состояние при изменении λ. Как и ожи-
далось, переход происходит раньше для резонансной
полости с большим Q-фактором. На рис. 7 показа-
ны зависимости |ψ| при резонансном возбуждении
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Рис. 6. Резонансное возбуждение электромагнитного по-
ля на дефектном цилиндре |ψ| для ФК разных размеров
в зависимости от константы нелинейности λ. а) Для ФК
3× 3 цилиндра существует пороговое значение константы
нелинейности λ, при котором система переходит в режим
бистабильности; б) для кристалла 5×5 цилиндров это со-
бытие наступает на два порядка раньше. в) Увеличение
размеров ФК до 7× 7 цилиндров приводит к еще больше-

му уменьшению порогового значения λ

полости при фиксированной частоте, но с изменя-
ющейся нелинейной константой λ. Надо отметить,
что зависимости на рис. 6,7 являются довольно ти-
пичными для керровской неустойчивости, и биста-
бильность наступает при изменении потока мощно-

Рис. 7. Зависимость относительной амплитуды поля |ψ|
на дефектном цилиндре от константы нелинейности λ для
кристалла размером 5 × 5 цилиндров при k0a = 0.35587.
Вставка: тот же график пересчитан в размерных ве-
личинах для нелинейности на центральном цилиндре

n2 = 2 · 10−12 см2/Вт

сти внешней волны (см. вставку на рис. 7), посколь-
ку n2 — фиксированная величина.

Однако в нашем случае появляется еще один па-
раметр, который позволяет управлять переходом в
бистабильный режим — это угол ϕ, угол падения
плоской волны на ФК. Действительно, как показы-
вает рис. 8, бистабильное решение сильно зависит
от угла падения. И более того, от угла падения ϕ

зависит сам порог перехода в бистабильный режим
(рис. 9), причем эта зависимость носит крайне выра-
женный характер — порог может изменяться в три
раза. На рис. 10 приводится решение при фиксиро-
ванной мощности внешней волны как функция уг-
ла падения. Интересным наблюдением является тот
факт, что бистабильность при разной мощности вол-
ны (фиолетовая и красная линии) существует при
разных углах падения, причем области существова-
ния ОБ не перекрываются.

Перейдем к рассмотрению более сложного слу-
чая — две близко расположенные одинаковые резо-
нансные полости. Прежде всего сфокусируемся на
явлении нарушения симметрии решения для элек-
трического поля при симметричном падении плос-
кой волны (ϕ = 0). На рис. 11а представлен случай,
когда между дефектными цилиндрами находится
два слоя обычных цилиндров. Черной линией по-
казано решение с ненарушенной симметрией (резо-
нансные полости возбуждаются одинаково), линия
с двумя цветами (синий и фиолетовый) показыва-
ет решение с нарушенной симметрией (полости воз-
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Зависимости относительной ам-
плитуды поля |ψ| на дефектном цилиндре от константы
нелинейности λ при разных углах падения внешней волны
с частотой k0a = 0.35587 для кристалла 5× 5 цилиндров

Рис. 9. Критическое (пороговое для наступления ОБ) зна-
чение константы нелинейности λ (левая ось) и критиче-
ская мощность внешней волны Sin (правая ось) в зави-
симости от угла падения на кристалл размера 5 × 5 при

частоте k0a = 0.35759

буждаются неодинаково), причем разными цветами
показаны разные решения. Стоит отметить, что во
всех рассмотренных нами случаях ЯНС наступает,
как правило, после появления ОБ и очень сильно из-
меняется при изменении мощности внешней волны
(серповидная кривая очень быстро увеличивается в
размере). На рис. 11б построены решения для ам-
плитуд |ψ| возбуждения полостей, когда число изо-
лирующих слоев равно 3. Как видно, характер реше-
ния резко поменялся — теперь ЯНС-решения строго
изолированы от решений не нарушающих симмет-
рию. На рис. 12 детально показано, как возбужда-

ются резонансные полости в случае разных реше-
ний. На рис. 13 представлены пороги для появления

Рис. 10. (В цвете онлайн) Зависимости относительной ам-
плитуды поля |ψ| на дефектном цилиндре от угла падения
внешней волны φ на кристалл 5 × 5 цилиндров при раз-
ных константах нелинейности λ на частоте k0a = 0.35587.
Справа от λ в легенде показана мощность падающей вол-
ны, которая соответствует конкретному значению λ при

n2 = 2 · 10−12 см2/Вт

обычной ОБ (без нарушения симметрии) и ЯНС. Хо-
тя величины могут отличаться даже в три раза, в
целом порядок величин один и тот же, что позволя-
ет нам сделать вывод, что оба явления обычно сосу-
ществуют примерно при одних и тех же значениях
амплитуды внешнего поля. Этот момент не являет-
ся столь очевидным, хотя и был продемонстрирован
ранее в работе [41], когда источником возбуждения
резонансных полостей являлись волноводные моды
ФК.

Явление нарушения симметрии и оптическая би-
стабильность являются ярким примером управле-
ния света с помощью света на микроных масшта-
бах. Оба явления могут наблюдаться при умерен-
ных значениях амплитуды внешнего поля, легко до-
стигаемых на практике, если Q-фактор резонансной
полости Q � 104 − 105.
Финансирование. Работа выполнена при под-

держке Российского научного фонда (грант № 22-
12-00070).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Опишем решение задачи о рассеянии плоской
волны системой диэлектрических цилиндров с про-
ницаемостью ε, используя Т-модальный метод [50].
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Относительная амплитуда поля |ψ| на двух дефектных цилиндрах для ФК размером: а) 5× 8

цилиндров, дефектные цилиндры разделены двумя обычными; б) 5× 9 цилиндров, как на рис. 1б. Черным цветом обо-
значены симметричные решения, фиолетовым и синим — с нарушенной симметрией

Рис. 12. (В цвете онлайн) Варианты возбуждения двух керровских полостей в ФК 5 × 9 цилиндров на длине волны
k0a = 0.355575. Волновые функции в верхней части рисунка симметричны, волновые функции в нижней части рисунка

обладают нарушенной симметрией
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Рис. 13. (В цвете онлайн) Пороги наступления оптической
бистабильности и явления нарушения симметрии для кри-

сталлов разных размеров

Рис. 14. Глобальная xy и локальные xjyj , xlyl системы
координат

При изложении материала следуем работе [49].
Электрическое поле в Т-методе разлагается по
цилиндрическим гармоникам как внутри, так и
вне j-го цилиндра в локальной системе координат

(см. рис. 14):

Ez =

+∞∑
m=−∞

cjmJm(
√
εk0rj)e

imϕj , rj < Rj ,

Ez =
+∞∑

m=−∞
ajmJm(k0rj)e

imϕj+ (4)

+
+∞∑

m=−∞
bjmH(1)

m (k0rj)e
imϕj , rj > Rj ,

где k0 = ω/c. Коэффициенты ajm — амплитуды гар-
моник падающего на j-й цилиндр поля, а bjm — ам-
плитуды рассеянного поля. Амплитуды ajm пред-
ставим в виде

aj,m = aincj,m + arodsj,m , (5)

где
aincj,m = (−1)meik0Rjsin(θinc−θj)−imθinc (6)

— амплитуды падающей на систему плоской вол-
ны, Rj , θj — положение j-го цилиндра относитель-
но глобальной системы координат. Амплитуды arodsj,m

представляют поле, рассеянное от остальных цилин-
дров l = j. Используя формулу Графа, можно свя-
зать амплитуды arodsj,m и амплитуды рассеянных волн
bl,m(l = j):

arodsj,m =

+∞∑
q=−∞

∑
l�=j

bl,qe
i(m−q)θj,lH

(1)
m−q(krj,l) . (7)

Используя (5)–(7), получаем

aj = Qj +
∑
l�=j

T̂j,lbl, (8)

где
aj,m = (aj)m, (9)

bj,m = (bj)m, (10)

(Qj)m = (−1)meik0Rjsin(θinc−θj)−imθinc , (11)

(T̂j,l)m,q = ei(q−m)θj,lH
(1)
m−q(k0rj,l). (12)

Чтобы замкнуть систему (8), используем связь
амплитуд (bj) и (aj) через диагональную t-матрицу:

bj = t̂jaj , (13)

t̂m,m = −
(√

εk0Jm(k0R)J ′
m(k0

√
εR)−

− k0Jm(k0
√
εR)J ′

m(k0R)

)
×

×
(√

εk0H
(1)
m (k0R)J ′

m(k0
√
εR)−

− k0Jm(k0
√
εR)H(1)′

m(k0R)

)−1

. (14)
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Приходим к системе линейных уравнений для ам-
плитуд bj :

bj −
∑
l�=j

t̂j T̂j,lbl = t̂jQj . (15)

Если цилиндры обладают керровской нелиней-
ной поправкой к диэлектрической проницаемости
ε = ε0 + λ|Ez(r)|2, то формула (15) по-прежнему
пригодна при условии, что нам известна связь
между амплитудами b(nonlin)

j и a(nonlin)j через
нелинейную t-матрицу:

b(nonlin)
j = t̂

(nonlin)
j a(nonlin)j . (16)

Существование такой связи в виде формулы (16) от-
нюдь не очевидно. Далее мы выведем явное выраже-
ние для t̂

(nonlin)
j при двух предположениях: 1) нели-

нейные цилиндры расположены только в резонанс-
ных полостях, 2) при резонансном рассеянии света,
когда нелинейность начинает играть сколько-нибудь
заметную роль, внутри каждой из полостей возбуж-
дается монопольная мода, т.е. на нелинейном цилин-
дре доминирует s-рассеяние.

Уравнение для Ez-компоненты поля на нелиней-
ном цилиндре в цилиндрической системе координат
имеет вид

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

+ k20
(
ε0 + λ|Ez(r, ϕ)|2

)]
Ez(r, ϕ) = 0 . (17)

Волновую функцию ищем по-прежнему в виде ряда:

Ez(r, ϕ) =
∑
m∈Z

ψm(r)eimϕ . (18)

Уравнение (17) после подстановки (18) приближен-
но представляется в виде системы несвязанных
уравнений

ψ
′′
m +

1

r
ψ

′
m + k20

(
ε0 − m2

r2

)
ψm = 0, m = 0, (19a)

ψ
′′
0 +

1

r
ψ

′
0 + k20

(
ε0 + λ|ψ0|2

)
ψ0 = 0, m = 0. (19b)

Нелинейный член нужно учитывать только в
уравнении на ψ0, в силу того что |ψm| � |ψ0| при
резонансном s-рассеянии. В отсутствие же резонан-
са нелинейностью можно пренебречь. Таким обра-
зом, задача сводится к решению уравнения (19 b).
Это можно сделать приближенно, по теории возму-
щений, учитывая то обстоятельство, что даже при
резонансном рассеянии λ|ψ0|2 � ε0.

Для этой цели сформулируем вспомогательную
краевую задачу:

ψ(r)
′′
+

1

r
ψ(r)

′
+ k20

(
ε0 + λ|ψ(r)|2)ψ(r) = 0, (20)

ψ(r = 0) < ∞, ψ(r = R) = A.

В дальнейшем считаем ψ ≡ ψ0. Задача (20) может
быть решена через функцию Грина g(r):

rg
′′
(r) + g

′
+

(
k20r −

m2

r

)
g(r) = −δ(r − ρ), (21)

g(r = 0) < ∞,

g(r = R) = 0.

Уравнение (21) имеет явное решение:

g(r, ρ) =
πJm(k0r<)

2Jm(k0R)

(
Jm(k0r<)Ym(k0R)−

− Jm(k0R)Ym(k0r>)
)
, (22)

где r> = max(r, ρ), r< = min(r, ρ). Тогда уравнение
(20) имеет формальное решение

ψ̃(r) =

R∫

0

g(r, ρ)
[
k20ε0ρA+ λk20ρ|ψ|2ψ

]
dρ, (23)

ψ̃(r) = ψ −A.

Легко проверить, что

A

R∫

0

g(r, ρ)k20ρdρ = A
J0(kr)

J0(kR)
−A, (24)

k =
√
ε0k0,

Так, при λ = 0 имеем

ψ̃(r) = A

(
J0(kr)

J0(kR)
− 1

)
. (25)

Поэтому интегральное уравнение (23) можно запи-
сать в виде

ψ(r) = ψ(r)g + λk20

R∫

0

ρ|ψ(ρ)|2ψ(ρ)g(r, ρ)dρ,

ψ(r)g = A
J0(kr)

J0(kR)
.

(26)

В приближении λ → 0 уравнение (26) приближенно
можно решать методом итерации. В первом борнов-
ском приближении находим

ψ(r) ≈ ψ(r)g + λk20

R∫

0

ρ|ψg(ρ)|2ψg(ρ)g(r, ρ)dρ =

= ψ(r)g + ψcorr(r). (27)
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Поправочный член ψcorr(r) может быть приведен
к виду

ψcorr(r) = λk20

R∫

0

ρ|ψg|2ψgg(r, ρ)dρ =

=
πγ

2k2
J0(kr)

[
Y0(kr)

J0(kR)

kR∫

0

xJ4
0 (x)dx−

−
R∫

0

xY0(x)J
3
0 (x)dx

]
−

− λk20Y0(kr)

kr∫

0

xJ4
0 (x)dx+

+ λk20J0(kr)

kr∫

0

xY0(x)J
3
0 (x)dx, (28)

γ =
λk20 |A|A
J3
0 (kR)

.

Заметим, что ψcorr(r = R) = 0. Для сшивки ре-
шения внутри цилиндра (27) с внешним решением
необходимо знание ψ′

corr(r = R). Оно находится из
уравнения (28):

ψ
′
corr(r = R) = − λ

ε0

|A|2A
RJ4

0 (kR)

kR∫

0

xJ4
0 (x)dx. (29)

Следовательно, приближенное решение внутри ци-
линдра имеет вид

ψ(r) = ψg(r) + ψcorr(r),

ψ(r = R) = A,

ψ
′
(r = R) = k

J
′
0(kR)

J0(kR)
A− κ|A|2A,

κ =
λ

ε0

1

RJ4
0 (kR)

kR∫

0

xJ4
0 (x)dx.

(30)

Теперь можно выполнить сшивку с внешним реше-
нием

ψ(r) = a0J0(k0r) + b0H
(1)
0 (k0r),

получаем

b0 = t0a0 − κ|A|2A
k0H

(1)′
0 (k0R)− k

J
′
0(kR)

J
(
0kR)

H
(1)
0 (k0R)

, (31)

где t0 — элемент t-матрицы при линейном рассеянии
(14).

Чтобы исключить параметр A из выражения
(31), можно взять его значение в линейной задаче
(λ = 0):

A ≈ b0

[
J0(k0R)

t0
+H

(1)
0 (k0R)

]
+O(Λ). (32)

Тогда
t0a0 = b0

(
1 + Λ|b0|2

)
, (33)

Λ =
κ

∣∣∣J0(k0R)
t0

+H
(1)
0 (k0R)

∣∣∣2
(

J0(k0R)
t0

+H
(1)
0 (k0R)

)

k0H
(1)′
0 (k0R)− k J0

′(kR)
J0(kR) H

(1)
0 (k0R)

.

Итак, формула (33) задает необходимую связь
между амплитудами a0 и b0. В результате в нели-
нейном случае формула (15) приобретает вид(

1 + Λ
∑
k∈Nk

|bk0|2P̂k

)
bj −

∑
l�=j

t̂j T̂jlbl = t̂jQj ,

(
P̂kbj

)
m

= δjkδ0mbj0,

(34)

где Nk — множество нелинейных цилиндров. Урав-
нение (34) — замкнутая система уравнений для ам-
плитуд bj . В компьютерных вычислениях азиму-
тальное число m пробегает конечный ряд значений
m ∈ [−M,−M + 1, . . . ,+M ].
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В рамках дифракционного подхода рассматривается задача рассеяния 2 → 2(3) трех одномерных кван-
товых частиц с парными короткодействующими потенциалами притяжения. Решение задачи рассеяния
строится в терминах решения модельной неоднородной граничной задачи в круге большого радиуса с
условиями излучения на границе. Рассмотрены возможные физические приложения построенной моде-
ли.

DOI: 10.31857/S0044451022110050
EDN: KYLNDE

1. ВВЕДЕНИЕ

Идеи дифракционного подхода в задаче рассея-
ния трех одномерных квантовых частиц были пред-
ложены в работах [1–3] и получили дальнейшее раз-
витие в работах [4–7]. В перечисленных выше рабо-
тах рассматривалась задача рассеяния трех частиц
с парными потенциалами отталкивания.

Данная работа посвящена случаю парных по-
тенциалов притяжения, поддерживающих связан-
ные состояния в каждой паре. Решение задачи рас-
сеяния 2 → 2(3) будет построено в два этапа. на пер-
вом этапе мы предложим схему, позволяющую уста-
новить связь амплитуд рассеяния процессов 2 → 2 и
2 → 3. Эта связь будет получена в терминах некото-
рого внешнего объекта – срезающей функции, вли-
яние которой будет нивелировано на втором эта-
пе. На этом (втором) этапе будет предложен чис-
ленный механизм восстановления полного решения
задачи рассеяния во всем конфигурационном про-
странстве. Будет сформулирована граничная зада-
ча для неоднородного дифференциального уравне-
ния в частных производных второго порядка в круге
большого радиуса с условием излучения на границе.

* E-mail: a.budylin@spbu.ru
** E-mail: s.levin@spbu.ru

В случае задачи рассеяния 3 → 3 похожая схема ре-
шения была предложена в работе [4] и реализована
численно в работах [5, 6].

Отметим, что общая схема построения решения
задачи рассеяния 2 → 2(3) для случая трехмерных
заряженных частиц была предложена в работе [8]
применительно к реакциям, связанным с накопле-
нием антипротонов [9–11]. Предлагаемая нами рабо-
та может рассматриваться как первый необходимый
шаг для реализации этой схемы в наиболее простой
ситуации одномерных частиц и финитных парных
потенциалов притяжения. С другой стороны пред-
лагаемая модель является полностью завершенной
и имеет независимую ценность, например, при опи-
сании рассеяния нуклонов в параллельных пучках.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим систему трех квантовых частиц, ди-
намика которой описывается оператором Шредин-
гера

H = − ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
+

3∑
i=1

vi(xi). (1)

Мы полагаем, что парные потенциалы vi, i = 1, 2, 3,

являются финитными, четными, неположительны-
ми и поддерживающими одно связанное состояние.
Мы полагаемся здесь на критерий Калоджеро [12] (и
его обобщение для потенциалов, заданных на оси),
определяющий число связанных состояний в систе-
ме двух тел. Мы полагаем также, что пара (x, y)
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– есть пара координат Якоби, отвечающая системе
трех тел. Здесь x ∈ R, y ∈ R. Будем полагать, что
массы частиц и парные потенциалы одинаковы.

Мы будем изучать задачу рассеяния 2 → 2(3)

трех частиц на оси, то есть координата каждой час-
тицы характеризуется вещественным числом. Точ-
нее, мы будем изучать рассеяние связанной пары на
третьей частице, пользуясь формализмом дифрак-
ционного подхода, подробно описанным в работах
[1,2,4]. В рамках этого формализма конфигурацион-
ное пространство задачи есть плоскость Γ, каждая
из трех пар координат Якоби образует ориентиро-
ванную систему координат на Γ, эти системы коор-
динат (как и сами пары координат Якоби, отвеча-
ющие двум произвольным различным парным под-
системам) связаны преобразованием поворота. Пол-
ный носитель потенциала (объединение трех пар-
ных носителей потенциала) есть совокупность трех
пересекающихся в одной точке лучей-"экранов"lj с
окрестностями. В данном случае финитных парных
потенциалов носитель полного потенциала есть объ-
единение трех ориентированных полос на плоско-

сти, причем ширина каждой полосы определяется
носителем соответствующего парного потенциала.
Каждый из "экранов"с индексом j определяет об-
ласть в конфигурационном пространстве, в которой
частицы в паре j совпадают, то есть выполняется
равенство xj = 0. Таким образом, вдоль "экрана"с
индексом j меняется координата Якоби yj, а ортого-
нально экрану меняется координата Якоби xj . Знак
координаты xj определяется четностью перестанов-
ки частиц в паре j, а знак координаты yj опреде-
ляется четностью перестановки частицы j и центра
масс пары частиц k и l. Мы полагаем здесь, что
тройка индексов (j, k, l) образована перестановкой
чисел (1, 2, 3).

Мы будем также полагать, что асимптотика ре-
шения уравнения Шредингера

(H − E)Ψ = 0,

удовлетворяющая условиям излучения на
бесконечности в конфигурационном про-
странстве, устроена следующим образом

Ψ ∼ e−ip1y1ϕ−
1 (x1) +

3∑
j=1

∑
τj∈{+,−}

a
τj
j eipjyjϕ

τj
j (xj) +A(X̂,P)

ei
√
EX

√
X

. (2)

Здесь

X =

(
x

y

)
∈ R

2, P =

(
k

p

)
∈ R

2, X =
√
x2 + y2, X̂ =

X

X
.

Мы используем обозначения k ∈ R и p ∈ R для мо-
ментов, сопряженных по Фурье координатам Якоби
x и y.

Будем полагать, что в начальном состоянии час-
тицы пары j = 1 находятся в связанном состоянии
ϕ−
1 с энергией κj < 0. Функции ϕ

τj
j удовлетворяют

условию нормировки

∫

R

|ϕτj
j (x)|2dx = 1, j = 1, 2, 3, τj ∈ {+,−}. (3)

Отметим, что первое слагаемое в выражении (2)

отвечает падающей волне. При этом выполняются
соотношения

y1 < 0, p1 > 0.

Второе слагаемое в выражении (2) отвечает супер-
позиции расходящихся волн (процессы 2 → 2) с ам-

плитудами a
τj
j Здесь индекс j = 1, 2, 3 обозначает

номер парной подсистемы, а индекс τ ∈ {+,−} опре-
деляет четность перестановки координаты частицы
j и центра масс подсистемы с индексом j. Иными
словами, индекс τj отвечает знаку координаты Яко-
би yj и, таким образом, определяет "полуэкран"lτjj .
Для расходящихся волн выполняются соотношения

yj > 0, pj > 0 или yj < 0, pj < 0.

Отметим, что каждая расходящаяся волна с ам-
плитудой a

τj
j определена лишь на том полуэкране,

который соответствует индексу τj . На полуэкран с
индексом −τj она продолжается нулем.

Наконец, третье слагаемое в выражении (2) от-
вечает процессу распада 2 → 3 и описывает расхо-
дящуюся волну с амплитудой A(X̂,P).
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Мы собираемся построить теперь набор уравне-
ний, связывающих амплитуды a

τj
j процессов рассея-

ния 2 → 2 и амплитуду A(X̂,P) процесса 2 → 3. При
этом решение уравнения Шредингера нам извест-
но лишь в асимптотической области конфигураци-
онного пространства при X 	 1. Выведем срезаю-
щую функцию, которая срежет решение при ограни-
ченных и малых значениях X . Умножая точное ре-
шение задачи рассеяния (или его некоторую часть)
на такую срезающую функцию, мы получим но-
вую функцию, которая останется точным решением
уравнения Шредингера при больших X , а при огра-
ниченных и малых значениях X хотя и не будет уже
точным решением уравнения Шредингера, но поро-
дит известную отличную от нуля невязку в ограни-
ченной области конфигурационного пространства.

Этот факт позволит нам реализовать следую-
щую схему решения задачи рассеяния. На первом
этапе мы воспользуемся формулой Грина на плос-
кости и найдем, пусть и в терминах некоторой сре-
зающей функции, связь между амплитудами рассе-
яния процессов 2 → 2 и 2 → 3. При этом мы выде-
лим часть решения, отвечающую сингулярной части
матрицы рассеяния. Иными словами, мы свяжем
кластерные решения задачи рассеяния (отвечающие
процессам 2 → 2) с расходящейся круговой волной
(отвечающей процессам 2 → 3). На втором этапе
решения задачи рассеяния мы построим неоднород-
ную граничную задачу для той части решения, ко-
торая дополняет полный набор кластерных реше-
ний, до полного решения задачи рассеяния. Асимп-
тотика этой неизвестной части решения ведет себя
как расходящаяся круговая волна с гладкой ампли-
тудой и удовлетворяет условиям излучения на бес-
конечности. В свою очередь, "срезанные"при огра-
ниченных и малых значениях X кластерные волны
породят неоднородность краевой задачи, которая во
всех кластерных решениях кроме падающей волны
оказывается связанной с амплитудой расходящейся
волны.

Реализуем теперь описанную выше схему.

3. ПОСТРОЕНИЕ УРАВНЕНИЙ,
СВЯЗЫВАЮЩИХ АМПЛИТУДЫ

РАССЕЯНИЯ ПРОЦЕССОВ 2 → 2 И 2 → 3

Введем радиальную срезающую функцию
ζ(X) ∈ C2

[0,∞) следующим образом

ζ(X) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, X < R1, R1 	 1,

растет от 0 до 1, R1 < X < R2,

1, X > R2.

(4)

Введем также обозначение ψ
τj
j (X) = eipjyjϕ

τj
j (xj)

для рассеянной волны, отвечающей процессу 2 → 2,
и обозначение ψ̃τj

j (X) ≡ ψ
τj
j (X)ζ(X) для рассеянной

волны, умноженной на срезающую функцию.
Подействуем оператором H − E на эрмитовски

сопряженное точное решение Ψ∗ и на функцию ψ̃
τj
j :

{
(H − E)Ψ∗ = 0,

(H − E)ψ̃
τj
j = −Q

τj
j .

(5)

Здесь обозначение Q
τj
j использовано для невязки

функции ψ̃
τj
j в уравнении Шредингера. Домножим

первое из уравнений системы (5) на функцию ψ̃
τj
j ,

второе уравнение системы домножим на функцию
Ψ∗, вычтем второе уравнение из первого и проин-
тегрируем результат в круге BR радиуса R > R2.
Воспользовавшись формулой Грина, мы придем к
следующему соотношению

∫

∂BR

(
∂ψ̃

τj
j

∂n
Ψ∗ − ∂Ψ∗

∂n
ψ̃
τj
j

)
dl =

∫

BR

Q
τj
j Ψ∗. (6)

Отметим, что набор индексов {j, τj} описывает
один из шести полуэкранов, на каждом из которых
реализуется уравнение (6). При этом выделенным
является полуэкран, отвечающий падающей волне.
Рассмотрим два эти случая отдельно.
Случай {j, τj} = {1,−}.
Соотношение (6) с учетом явного вида асимпто-

тики (2) и условия нормировки (3) принимает вид

∫
d
τj
j

A∗(θ,P)
e−i

√
ER

√
R

ipje
iRpj cos(θ−θ

τj
j )ϕ

τj
j (R sin(θ − θ

τj
j ))Rdθ+

+

∫
d
τj
j

A∗(θ,P)
e−i

√
ER

√
R

i
√
EeiRpj cos(θ−θ

τj
j )ϕ

τj
j (R sin(θ − θ

τj
j ))Rdθ + 2ipja

τj
j

∗ =

=

∫

BR

Q
τj
j (X)

(
a
τj
j

∗e−ipjyjϕ
τj
j (xj) +A∗(X̂,P)

e−i
√
EX

√
X

)
dX. (7)
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Обозначение dτjj введено для узкой дуги окруж-
ности радиуса R в окрестности пересечения окруж-
ности и полуэкрана l

τj
j . На краях дуги d

τj
j функция

ϕ
τj
j обращается в нуль.
Отметим, что невязка Q

τj
j отлична от нуля в

окрестности полуэкрана l
τj
j , в которой срезающая

функция ζ(X) меняется от ζ = 0 до ζ = 1, а именно,
R1 < X < R2. Ширина этой окрестности определя-
ется шириной носителя парного потенциала vj . Та-
ким образом Q

τj
j ∼ O

(
1

R2−R1

)
, а площадь области

интегрирования в интеграле в правой части урав-
нения (7) также имеет порядок R2 − R1. Значение
интегралов в левой части уравнения (7) определя-
ется методом стационарной фазы.

Окончательно,

i

√
2π

|pj |A
∗(θτjj ,P)(pj +

√
E)eiR(pj−

√
E)ϕ

τj
j (0)+

+ 2ipja
τj
j

∗ = a
τj
j

∗
∫

BR

Q
τj
j (X)e−ipjyjϕ

τj
j (xj)dX. (8)

Угловая переменная θ, определяющая точку на гра-
нице круга BR, меняется на промежутке [0, 2π).
Стационарные точки θ

τj
j , дающие основной вклад в

интегралы по границе круга BR, совпадают с ше-
стью значениями, определяющими пересечения по-
луэкранов l

τj
j с окружностью ∂BR. Мы учли также,

что, в свете сказанного выше, второе слагаемое под
интегралом в правой части уравнения (7) имеет сле-
дующий порядок малости по сравнению с главным
вкладом.

Связь между амплитудами a
τj
j процессов рассея-

ния 2 → 2 и амплитудой A(X̂,P) процесса рассеяния
2 → 3 согласно уравнению (8) принимает вид

a
τj
j

∗ = A∗(θτjj ,P)
i
√

2π
|pj |(pj +

√
E)eiR(pj−

√
E)ϕ

τj
j (0)∫

BR

Q
τj
j (X)e−ipjyjϕ

τj
j (xj)dX− 2ipj

.

(9)
Случай {j, τj} = {1,−}.
Повторяя описанные в предыдущем разделе вы-

кладки, нетрудно видеть, что уравнение связи (9)
будет модифицировано. А именно, соотношение (6) с
учетом явного вида асимптотики (2) и условия нор-
мировки (3) приводит в этом случае к следующему
уравнению

∫
d−
1

A∗(θ,P)
e−i

√
ER

√
R

ip1e
iRp1 cos(θ−θ−

1 )× (10)

×ϕ−
1 (R sin(θ − θ−1 ))Rdθ+

+

∫
d−
1

A∗(θ,P)
e−i

√
ER

√
R

i
√
EeiRp1 cos(θ−θ−

1 )×

×ϕ−
1 (R sin(θ − θ−1 ))Rdθ + 2ip1a

−
1
∗ =

=

∫

BR

Q−
1 (X)

(
a−1

∗e−ip1y1ϕ−
1 (x1) + eip1y1ϕ−

1 (x1)+

+A∗(X̂,P)
e−i

√
EX

√
X

)
dX.

Теперь в интегральном члене в правой части урав-
нения возникло дополнительное слагаемое, отвеча-
ющее падающей волне. Повторяя вычисления, про-
веденные в случае {j, τj} = {1,−} и учитывая этот
дополнительный член, получаем окончательное вы-
ражение

a−1
∗ = A∗(θ−1 ,P)

i
√

2π
|p1| (p1 +

√
E)eiR(p1−

√
E)ϕ−

1 (0)∫
BR

Q−
1 (X)e−ip1y1ϕ−

1 (x1)dX− 2ip1
−

(11)

−

∫
BR

Q−
1 (X)eip1y1ϕ−

1 (x1)dX

∫
BR

Q−
1 (X)e−ip1y1ϕ−

1 (x1)dX− 2ip1

Отметим, что вклад второго слагаемого оказывает-
ся пренебрежимо малым вследствие оценки

∣∣∣∣∣∣
∫

BR

Q−
1 (X)eip1y1ϕ−

1 (x1)dX

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ C

R2 −R1

∣∣∣∣∣
∫ R2

R1

e2ip1ydy

∣∣∣∣∣ = O

(
1

R2 −R1

)
.

Таким образом, с точностью до величин следующего
порядка малости справедливо уравнение связи

a−1
∗ = A∗(θ−1 ,P)

i
√

2π
|p1| (p1 +

√
E)eiR(p1−

√
E)ϕ−

1 (0)∫
BR

Q−
1 (X)e−ip1y1ϕ−

1 (x1)dX− 2ip1
.

(12)
Полученные уравнения связи (9) и (12) оказыва-

ются достаточными при построения граничной за-
дачи для полного решения задачи рассеяния.

4. ПОСТРОЕНИЕ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОПИСАНИЯ ПОЛНОГО РЕШЕНИЯ

Построим теперь граничную задачу для полного
решения Ψ задачи рассеяния 2 → 2(3), опираясь на
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полученную выше систему связей (9) между ампли-
тудами рассеяния a

τj
j процессов рассеяния 2 → 2 и

амплитудой A(X̂,P) процесса рассеяния 2 → 3.
Запишем полное решение задачи рассеяния Ψ в

следующем виде

Ψ(X,P) = χ(X,P) + Φ(X,P), (13)

где первое слагаемое в выражении (13) содержит па-
дающую волну и набор рассеянных волн, отвечаю-
щих процессам рассеяния 2 → 2, срезанные функци-
ей ζ(X) (4) на внешность круга большого радиуса с
центром в начале координат

χ(X,P) ≡
[
e−ip1y1ϕ−

1 (x1) + .

+
3∑

j=1

∑
τj∈{+,−}

a
τj
j eipjyjϕ

τj
j (xj)

]
ζ(X).

Неизвестная функция Φ(X,P) дополняет первое
слагаемое χ(X,P) до полного решения. Аналогич-
ный подход был использован, например, в рабо-
те ( [5]). Мы будем следовать аналогичным иде-
ям. Согласно выражению (2) асимптотика функции
Φ(X,P) при X → ∞ имеет вид

Φ(X,P) ∼ A(X̂,P)
ei

√
EX

√
X

, (14)

где A(X̂,P) – гладкая функция на окружности.
Поскольку функция Ψ является точным реше-

нием уравнения Шредингера, для функции Φ(X,P)

получим уравнение

(H − E)Φ(X,P) = −S(X,P), (15)

S(X,P) = (H − E)χ(X,P).

Отметим, что правая часть уравнения (15) S(X,P)

определена с точностью до шести коэффициентов
a
τj
j . В свою очередь, эти коэффициенты определе-
ны согласно (9) и (14) через определенные значения
функции Φ(X,P) на окружности радиуса R. Отме-
тим также, что уравнение (15) на функцию Φ явля-
ется неоднородным, поскольку падающая волна не
зависит от коэффициентов a

τj
j и, таким образом, не

зависит от Φ.

Будем теперь рассматривать неоднородное урав-
нение (15) в круге большого радиуса R на плоскости
Γ с граничным условием вида(

∂Φ

∂n
− i

√
EΦ

)
|X=R = O(R−3/2). (16)

Решение поставленной граничной задачи в сумме с
функцией χ дает, согласно (13), полное решение ис-
ходной задачи рассеяния.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построенная модель может рассматриваться как
реализация метода, предложенного в работе [8] для
описания механизма накопления антипротонов [13,
14] в более простой ситуации одномерных частиц и
короткодействующих парных потенциалов. Являясь
необходимым шагом для реализации полной ситуа-
ции, описанной в [8], предложенная модель имеет и
собственную ценность. В рамках предложенной мо-
дели можно рассматривать, например, задачу рас-
сеяния в параллельных пучках [15–17]. В ситуации,
когда угол рассеяния продуктов распада оказыва-
ется малым, рассеяние двухчастичного кластера на
третьей частице в старшем порядке определяется
именно изложенной выше схемой.

Отметим также, что предложенная схема реше-
ния задачи рассеяния трех частиц на оси открывает
возможность аналитического (и численного) изуче-
ния задачи одномерного рассеяния 3 → 2(3) с пар-
ными потенциалами притяжения, развивая резуль-
таты работы [6].
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решения для черных дыр в общей теории относи-
тельности — Шварцшильда, Рейснера–Нордстрема
и Керра–Ньюмена — имеют центральную сингуляр-
ность при r = 0, что считается нежелательным
в моделях астрофизических черных дыр. Регуляр-
ные черные дыры были предложены как конфигу-
рации, в которых центральная сингулярность за-
меняется несингулярным ядром [1–7]. Регулярные
черные дыры являются статическими, сферически-
симметричными и удовлетворяют слабому энергети-
ческому условию. Они удобны для лучшего пони-
мания процессов образования и испарения черных
дыр.

В настоящей работе мы обсуждаем черную дыру
Хейворда [3], которая является очень простой реа-
лизацией несингулярной черной дыры и может рас-
сматриваться как регуляризация решения Шварц-
шильда. За пределами горизонта событий обе гео-
метрии имеют одинаковый асимптотический вид
при r → ∞. Важное различие между черными ды-
рами Шварцшильда и Хейворда состоит в том, что
черная дыра Хейворда может совсем не иметь гори-
зонта, иметь один двойной горизонт или два гори-

зонта. В последнем случае черной дыры Хейворда
с двумя горизонтами ее причинная структура ана-
логична структуре решений Рейснера–Нордстрема и
Керра–Ньюмена. В этих черных дырах внутренний
горизонт — это горизонт Коши, нулевая гиперпо-
верхность, за пределами которой предсказательная
сила теории теряется.

В процессе коллапса звезды и образования чер-
ной дыры возникает исходящий поток излучения,
который, после частичного отражения от потенци-
ала вблизи внешнего горизонта, приводит к появ-
лению потока излучения, идущего в черную дыру
[8]. Этот поток частично отражается потенциалом
вблизи внутреннего горизонта и порождает исходя-
щий поток. Внутренний горизонт представляет со-
бой поверхность бесконечного голубого смещения,
и в работах [9–16], а также во многих последую-
щих работах было показано, что свободно падаю-
щий наблюдатель вблизи горизонта Коши черных
дыр Рейснера–Нордстрема и Керра–Ньюмена уви-
дит неограниченную плотность энергии скалярного,
электромагнитного и гравитационного полей. Это
интерпретировалось как нестабильность горизонта
Коши относительно внешних возмущений.

Эти свойства позволяют ожидать, что присут-
ствие вблизи внутреннего горизонта только входя-
щего потока с голубым смещением (хвост излуче-
ния Прайса [8]) приведет к увеличению внутрен-
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ней массовой функции. Однако в статье [17] на при-
мере черной дыры Рейснера–Нордстрема (РН) бы-
ло показано, что одного входящего потока с голу-
бым смещением недостаточно для неограниченно-
го увеличения внутренней массовой функции (т. е.
для массовой инфляции). А именно, было показа-
но, что массовая инфляция возникает только как
совокупный эффект входящего и исходящего пото-
ков. Массовая инфляция приводит к увеличению
кривизны на внутреннем горизонте, и вместо го-
ризонта Коши появляется сингулярность кривизны,
экранирующая этот горизонт. В работе [17] входя-
щие и исходящие потоки моделируются входящи-
ми и исходящими заряженными решениями Вай-
дьи [18], которые, в свою очередь, моделировались
тонкими нулевыми оболочками светоподобных час-
тиц, проходящими друг через друга без взаимодей-
ствия. Пространство-время разделено пересекающи-
мися потоками на четыре области, метрика в каж-
дой из которых характеризуется своей массой. Мас-
совая инфляция исходящего потока возникает, ко-
гда входящая оболочка находится вблизи горизон-
та Коши. Решение для внутренней массовой функ-
ции было получено с использованием соотноше-
ния Дрэя–’т Хоофта–Рэдмонда (ДТР) [19, 20] меж-
ду массами в метриках четырех областей. Сингу-
лярность на горизонте Коши аналитически обсуж-
далась в работах [21–24] и в ряде других работ, ци-
тируемых в них.

В статье [25] задача массовой инфляции для чер-
ной дыры РН с потоками изучалась путем модели-
рования исходящего излучения нулевой тонкой обо-
лочкой, при этом входящий поток излучения Прайса
считался непрерывным (подход Ори). В этой модели
из уравнений Эйнштейна с учетом непрерывности
проходящего через оболочку потока было получено
соотношение, связывающее между собой массы мет-
рик пространства-времени внутри и вне оболочки,
которое предсказывало массовую инфляцию вблизи
внутреннего горизонта [21, 25, 26].

Поскольку причинная структура черной дыры
Хейворда аналогична структуре черной дыры РН,
естественно задать вопрос, происходит ли в чер-
ной дыре Хейворда с потоками массовая инфляция.
Этот вопрос обсуждался в рамках подхода Ори с ис-
пользованием обобщенной конструкции ДТР [27] в
работе [6] для “петлевой черной дыры” и в работах
[28–30] для черной дыры Хейворда. Несколько уди-
вительным результатом было то, что, в отличие от
черной дыры РН, в случае регулярных черных дыр
(петлевых или Хейворда) подход Ори не приводит
к массовой инфляции. Однако использование (обоб-

щенного) соотношения ДТР в этих моделях приво-
дит к массовой инфляции.

В настоящей работе мы даем обзор предыдущих
расчетов внутренней массовой функции и представ-
ляем подробные расчеты этой функции в двух вари-
антах подхода Ори. Мы сравниваем наши результа-
ты с расчетами для черной дыры РН. А именно, мы
показываем, что, как и в случае черной дыры РН,
в черной дыре Хейворда с входящим потоком плот-
ность энергии вблизи внутреннего горизонта, изме-
ренная свободно падающим наблюдателем, неогра-
ниченно возрастает, указывая на то, что как черные
дыры Хейворда, так и черные дыры РН нестабиль-
ны относительно внешних возмущений.

2. ВНУТРЕННЯЯ МАССОВАЯ ФУНКЦИЯ В
МОДЕЛИ ХЕЙВОРДА

Метрика черной дыры Хейворда является реше-
нием уравнений Эйнштейна и имеет вид [3]

ds2 = −f(r)dv2 + 2dvdr + r2dΩ2, (1)

где

f(r) = 1− M(r)

r
= 1− 2mr2

2ml2 + r3
. (2)

Параметризация метрики подробно описана в ра-
боте [3], включая вид соответствующего тензо-
ра энергии-импульса.1) Метрика может совсем не
иметь горизонта, иметь один двойной или два гори-
зонта. Мы обсуждаем случай с двумя горизонтами.
Если масса m является функцией запаздывающего
или опережающего времени v, m = m(v), метрика
принимает вид

ds2 = −f(r, v)dv2 − 2dvdr + r2dΩ2, (3)

и появляется дополнительная компонента тензора
энергии-импульса T r

v .
В случае наличия входящего и исходящего пото-

ков энергии исходящий поток, следуя подходу Ори
[25], моделируется тонкой нулевой оболочкой Σ. Эта
оболочка делит внутреннюю часть черной дыры на
внешнюю V+ и внутреннюю V− области. В обеих ча-
стях V± метрика имеет вид (3) с разными v± и m±.
Переменную r можно считать непрерывной при пе-
реходе через оболочку [27, 31].

1) Отметим, что в используемой нами системе единиц гра-
витационная постоянная включена в параметр m, который в
таком случае имеет размерность длины.
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Для метрики (2), (3) уравнения Эйнштейна при-
нимают вид [27, 31]

∂M±
∂r

= −4πr2T v
v ,

∂M±
∂v±

= 4πr2T r
v . (4)

Непрерывность метрики при переходе через оболоч-
ку приводит к уравнению

(f+dv+ = f−dv−)|Σ = 2dr. (5)

Ниже мы будем обозначать

v+ ≡ v, f+(v+) = f(v).

Непрерывность потока через оболочку

[Tμνn
μnν ] = 0, [A] = A+ −A−,

где nμ обозначает нормаль к оболочке, записывается
как

Tv+v+

f2
+

=
Tv−v−

f2−

∣∣∣∣
Σ

. (6)

Переменная v− определяется из уравнения (5) как
функция v:

dv−(v)
dv

=
f(v)

f̃−(v)

∣∣∣∣
Σ

, (7)

где
f̃−(v) = f−(v−(v)).

Точно так же

m̃−(v) = m−(v−(v)).

Мы также имеем

∂M̃−(v)
∂v

=
∂M−(v−)

∂v−
f(v)

f̃−(v)

∣∣∣∣
Σ

. (8)

Из уравнений (6) и (8) получаем

1

f(v)

∂M+

∂v

∣∣∣∣
Σ

=
1

f̃−(v)
∂M̃−
∂v

∣∣∣∣
Σ

. (9)

Уравнение (9) будет использоваться для нахожде-
ния массовой функции m̃−(v).

2.1. Массовая функция из условия
непрерывности потока через оболочку

В случае черной дыры с входящим потоком
Прайса [8] массовая функция в области V+ есть
m+ = m0 − δmpr, где m0 — масса без учета потока
Прайса, а δmpr(v) = β/vp, p ≥ 12. Будем полагать,
что m0 	 l.

Без потока Прайса горизонты черной дыры опре-
деляются из уравнения f(r,m0) = 0, или, эквива-
лентно, из уравнения

r3 − 2m0(r
2 − l2) = 0. (10)

Внешний горизонт расположен при

r+ � 2m0 − l2/2m0 + · · · ,

внутренний горизонт находится при

r− � l

(
1 +

l

4m0
+

5

2

(
l

4m0

)2

+ · · ·
)

≡

≡ l(1 + η + 5η2/2 + · · · ). (11)

В случае с потоками расположение горизонтов сле-
дующее:

r+(v) � r+ − δr+(v), r−(v) � r− + δr−(v). (12)

В первом порядке по δmpr величина δr− определя-
ется из уравнения

f,r(r−,m0)δr− − f,m(r−,m0)δmpr = 0,

что дает

δr− = δmpr f,m(r−,m0)/f,r(r−,m0). (13)

Оболочка, моделирующая исходящий поток, распо-
ложена на радиусе

rshell = rs,

а вблизи внутреннего горизонта мы можем написать

rs = r− + y(v), r− > y(v).

Расположение оболочки определяется уравнением
нулевой геодезической (5)

2ṙs(v) = f(rs,m+(v)) =

= f(r− + y(v),m0 − δmpr(v)). (14)

Здесь точка обозначает производную по переменной
v. В первом порядке по y и δmpr получаем

2ẏ = f,r(r−,m0)y − f,m(r−,m0)δmpr, (15)

где

f,r(m0, r−) = 2m0r−
r3− − 4m0l

2

(r3− + 2m0l2)2
�

� −2

l
(1− 4η), (16)
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f,m(m0, r−) = − 2r5−
(r3− + 2m0l2)2

�

� − l

2m2
0

(1 + η). (17)

Решая уравнение (15), получаем

y(v) = e−v|f,r|/2
(
C −

∫ v

dvev|f,r |/2δmpr
f,m
2

)
.

(18)
В пределе v → ∞ величина y(v) примерно равна

y(v) � l2

4m2
0

δmpr(1 + 5η)− δṁpr
l3

4m2
0

(1 + 9η). (19)

Если положение оболочки определяется от-
носительно зависящего от v горизонта r−(v),
rs = r−(v)+z(v), то z(v) определяется из уравнения
геодезической

2(ż + δṙ−) =

= f,r(r−,m0)(δr− + z)− f,m(r−,m0)δmpr, (20)

где
δr = δmpr(l

2/4m2
0)(1 + 5η).

Асимптотическое решение уравнения (20) имеет вид

z(v) =

= e−v|f,r |/2
(
C −

∫ v

dvev|f,r |/2δmpr
l2

4m2
0

(1 + 5η)

)
�

� −δṁpr
l3

4m2
0

(1 + 9η) . (21)

Члены, пропорциональные δmpr, сокращаются. По-
ложение оболочки в обоих расчетах есть

rs(v) � r− +
l2

4m2
0

δmpr(1 + 5η)− l3

4m2
0

δṁ (1 + 9η) .

(22)
Используя уравнение (9), найдем внутреннюю

массовую функцию m̃−(v). Сначала мы вычислим

R+ ≡ 1

f(v)

∂M+

∂v
=

=
r6sṁ+

(r3s + 2l2m+)(r3s − 2m+(r2s − l2))
=

=
r6sṁ+

2ṙs(2m+l2 + r3s)
2
. (23)

Здесь мы использовали уравнение геодезической
для оболочки, записанное в виде

r3s − 2m+(r
2
s − l2) = 2ṙs(2m+l

2 + r3s).

Используя уравнение (22) и сохраняя в (23) ведущие
члены по δmpr, имеем

R+ � − r6s
2l6(1 + 9η)

. (24)

Уравнение для внутренней массовой функции m̃−
имеет вид

R− ≡ 1

f̃−(v)
∂M̃−
∂v

=

=
r6s ˙̃m−

−4m̃2−l2(r2s − l2) + 2m̃−r3s(2l2 − r2s) + r6s
=

= − r6s
2l6(1 + 9η)

. (25)

Используя соотношения

r2s − l2 � l2[(1 + η+5η2/2+ · · · )2 − 1] � l3

2m0
(1 + 3η),

2l2 − r2s � l2(1− 2η), (26)

перепишем уравнение (25) как

˙̃m− =

=
1

1 + 9η

[
m̃2

−
2m0l

(1 + 3η)− m̃−
l

(1 + η)− 1

2
(1 + 6η)

]
,

(27)
а затем преобразуем его к виду

˙̃m− =
1− 6η

m0l
×

×
[(

m̃−
m0

2
(1− 2η)

)2
−

−m2
0

4
(1 − 2η)2 − m0l

2
(1 + 3η)

]
�

� 1− 6η

m0l

[(
m̃− − m0

2
(1 − 2η)

)2
−

−
(m0

2
(1 + 2η)

)2 ]
. (28)

Интегрируя уравнение (28), найдем

1

m0(1 + 2η)
×

× ln

∣∣∣∣ (m̃− −m0(1− 2η)/2)−m0(1 + 2η)/2

(m̃− −m0(1− 2η)/2) +m0(1 + 2η)/2

∣∣∣∣ =
= Cv/2l. (29)

В пределе v → ∞ получим

m̃− = −2m0η = − l

2
. (30)
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Отрицательное значение для m− обсуждалось
в работе [6] для петлевой черной дыры и в рабо-
те [29] для черной дыры Хейворда, и, в частности,
было отмечено, что внутренняя массовая функция
m−(v) не является непосредственно измеряемой ве-
личиной, так что результат может быть артефактом
параметризации.

2.2. Массовая функция в дважды нулевых
координатах

Вычислим внутреннюю массовую функцию, сле-
дуя первоначальному подходу Ори [25]. Как и выше,
оболочка разделяет внутреннюю часть черной дыры
на две области V± с разными v± и m±; координата r
непрерывна при переходе через оболочку. В дважды
нулевых координатах метрика имеет вид

ds2 = −2eσdUdV + r2dΩ.

Координата U полагается равной нулю на оболоч-
ке. Поскольку в оболочке нет давления, можно вве-
сти аффинный параметр λ с обеих ее сторон [27,31].
Координата V равна λ вдоль оболочки. Координата
положения оболочки rs = r− + y(v) (см. (22)) те-
перь записывается как rs = R(λ) = r(V = λ, U = 0).
Предполагается, что оболочка достигает внутренне-
го горизонта при v → ∞ или, эквивалентно, при
λ = 0. Далее мы пишем v+ = v.

Уравнение геодезической для оболочки имеет
вид

R′/v′± =
1

2
f±(m±(v), R), (31)

где штрих обозначает производную по λ. Определим

z± = R/v′±. (32)

Дифференцируя уравнение (32),

z′± = R′/v′± −Rv′′±/v
′
±
2
,

и используя уравнение геодезической для v(λ)

v′′± +
1

2
f±,rv

′
±
2
= 0, (33)

получим уравнение

2z′± = f± +Rf±,r. (34)

Со стороны (+) оболочки уравнение (34) принимает
вид

z′+ =
1

2

(
1− 12

m2
+R

2l2

(R3 + 2m+l2)2

)
, (35)

или

z′+ � −1− 2 (l/4m0 + δmpr/m0 + δy/l) . (36)

Здесь мы положили R(λ) = r− + y(R, v) и
m+ = m0 − δmpr. Интегрируя уравнение (35),
получаем z+ � Z+ − λ. Из уравнения (32) следует,
что

v+ =

∫ λ

dλ
R

z+
� r− ln

1

λ
. (37)

В уравнении (37) Z+ положено равным нулю, чтобы
иметь v+ → ∞ при λ → 0.

Дифференцируя (31) по λ, имеем

v′′± = 2(R′′f± −R′f ′
±)/f

2
±.

Подставляя v′′ в уравнение (33), получаем уравне-
ние для f (см. также [29])

f(R)
R′′

R′ = f ′(R)− f,r(R)R′. (38)

В случае f = f−,

f−(m̃−(v), R) = 1− 2m̃−(v)R2

R3 + 2m̃−(v)l2
,

преобразуя уравнение (38), мы получаем

R′′

2R′ f−(m̃−(v), R) = − m̃′
−R

5

(R3 + 2m̃−l2)2
. (39)

Подставляя

R(v(λ)) = rs � r− + δm(v)l2/4m2
0,

имеем

R′′

R′ =
p(p+ 1)v−p−2v′2 − pv−p−1v′′

−pv−p−1v′
=

= −(p+ 1)
v′

v
+

v′′

v′
� − 1

λ
.

Уравнение (39) принимает вид

m̃′
− = − 1

2λR5
[4m̃2

−l
2(R2−l2)−2m̃−R3(2l2−R2)−R6].

(40)
Замечая, что

m̃′
− =

dm̃(v)

dv

(
−r−

λ

)
,

находим
˙̃m− =

2l2(r2− − l2)

r6−
×

×
[
m̃2

− − 2m̃−
r3−(2l2 − r2−)
4l2(r2− − l2)

− r6−
4l2(r2− − l2)

]
. (41)

В уравнении (41) мы узнаем структуру уравнения
(25). С помощью (26) уравнение (41) принимает ту
же форму, что и (28).
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3. ЧЕРНАЯ ДЫРА ХЕЙВОРДА В
СРАВНЕНИИ С ЧЕРНОЙ ДЫРОЙ РН

Сравним черную дыру Хейворда и черную дыру
РН с потоком Прайса. Для дыры РН функция f(v)

в уравнении (1) есть

f(v) = 1− 2m(v)

r
+

e2

r2
. (42)

Мы предполагаем, что m2(v) 	 e2. Масса черной
дыры m+ равна m0 − δmpr, m0 	 δmpr. Без по-
тока Прайса положения горизонтов определяются
из уравнения f(r,m0) = 0. Внешний и внутренний
горизонты расположены в r̃+ = m0 +

√
m2

0 − e2 и
r̃− = m0 −

√
m2

0 − e2. В случае с потоком, положе-
ния горизонтов даются соотношениями

r+ = r̃+

(
1− δmpr√

m2
0 − e2

)
,

r− = r̃−

(
1 +

δmpr√
m2

0 − e2

)
. (43)

Оболочка, моделирующая исходящий поток, на-
ходится вблизи внутреннего горизонта в точке
rs(v) = r−(v) + y(v). Ниже мы используем обозна-
чения предыдущего раздела.

Положение нулевой оболочки определяется урав-
нением геодезической 2ṙs = f(rs,m+). Замечая, что
f(r̃−,m0) = 0, и разлагая функцию f(rs,m(v)) до
первого порядка по y и δmpr, получаем

2

(
ẏ +

δṁpr

κr̃−

)
=

= f,r(r̃−,m0)

(
y +

δmpr

κr̃−

)
− f,m(r̃−,m0)δmpr, (44)

где

rs = r̃− + y +
δmpr

kr̃−
, κ =

√
m2

0 − e2

r̃2−
,

f,r(r̃−,m0) = −2κ, f,m(r̃−,m0) = − 2

r̃−
. (45)

Подставляя выражения (45) в (44), мы перепи-
шем уравнение (44) в виде

ẏ + κy � −δṁpr

κr̃−
. (46)

Отметим, что, так же как и в уравнении (22), чле-
ны, пропорциональные δmpr, сократились. Решение
уравнения (46) есть

y(v) = e−κv

(
C −

∫ v

dve+κv δṁpr

κr̃−

)
. (47)

В пределе v → ∞ решение уравнения (47) упроща-
ется до

y(v) � −δṁpr

r̃−κ2
.

Нулевая оболочка расположена в точке

rs = r̃− +
δmpr

r̃−κ
− δṁpr

r̃−κ2
. (48)

Найдем внутреннюю массовую функцию. С помо-
щью соотношений (4)–(6) условие непрерывности
потока через оболочку записывается как

˙̃m−(v−(v))
f̃−(m̃−, v)

=
ṁ+(v)

f(v)
. (49)

Используя уравнение геодезической для нахожде-
ния положения оболочки, f(v) = 2ṙs, и записывая
f−(m̃−, v) = f(v) + 2(m+ − m̃−)/rs, получаем урав-
нение (49) в виде

˙̃m−(v)
2ṙs + 2(m+ − m̃−)/rs

= −δṁpr

2ṙs
, (50)

Из уравнения (48) имеем

δṁpr

2ṙs
=

κr̃−
2

(
1 +

p+ 1

vκ

)
. (51)

Пренебрегая в левой части уравнения (50) малым
членом ṙs, получаем

˙̃m− � (m̃− −m0)κ

(
1 +

p+ 1

vκ

)
. (52)

Здесь мы сталкиваемся с принципиальным отличи-
ем от черной дыры Хейворда: уравнение (52) имеет
первый порядок по m̃−, а (28) содержит m̃− квад-
ратично. Решая уравнение (51), получаем

m̃−(v) = eκv+(p+1) ln v×

×
(
C − κm0

∫ v

dv

(
1 +

p+ 1

vκ

)
e−κv−(p+1) ln v

)
�

� Ceκvv(p+1) −m0. (53)

Чтобы закончить сравнение расчетов внутренней
массы в черных дырах РН и Хейворда, мы вычис-
ляем внутреннюю массу черной дыры РН в подходе
Ори, как в разделе 2.2.

Уравнение (34) для стороны (+),

2z′+ = f+ +Rf+,r,

дает

2z′+ = 1− e2

r2s
� 1− e2

r̃2−
= −2κr̃−, (54)
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(определения r̃− и κ см. в (43) и (45)) и мы получаем

v+ ≡ v =
1

κ
ln

1

λ
. (55)

Уравнение (38) для случая черной дыры РН имеет
вид

−2m̃′−(v(λ))
R

=
R′′

R′ f(R, m̃−(v))
∣∣
R=rs

. (56)

Подставляя в уравнение (56) соотношения

−2m̃′
−

rs
� 2 ˙̃m−

r̃−κλ
,

R′′

R′ =
r′′s
r′s

= − 1

λ

(
1 +

p+ 1

lnλ

)

и
f(rs, m̃−) =

(
2ṙs +

2(m+ − m̃−)
rs

)
,

мы получаем уравнение

˙̃m− � (m̃− −m0)κ

(
1 +

p+ 1

vκ

)
, (57)

которое совпадает с уравнением (52).

4. НЕСТАБИЛЬНОСТЬ ВНУТРЕННЕГО
ГОРИЗОНТА ОТНОСИТЕЛЬНО ВНЕШНИХ

ВОЗМУЩЕНИЙ

В этом разделе мы рассмотрим распространение
скалярного поля в окрестности горизонта Коши и
покажем, что имеющие степенную зависимость хво-
сты входящего в черную дыру потока, как их ви-
дит свободно падающий наблюдатель, расходятся на
внутреннем горизонте.

Проблема внешних возмущений для черной ды-
ры Хейворда обсуждается подобно тому, как это де-
лается в случае черной дыры РН [12–15,32], потому
что причинные структуры обеих метрик схожи.

Для постановки задачи рассмотрим метрику
Хейворда

ds2 = −f(r)dt2 +
dr2

f(r)
+ r2dΩ2,

где

f(r) = fRN g(r) = − (r+ − r)(r − r−)
r2

r2(r − r̃)

r3 + 2ml2
.

(58)
Здесь r̃ = −r−(−m) — отрицательный корень урав-
нения

r3 − 2m(r2 − l2) = 0 = [(−r)3 − (−2m)(r2 − l2)].

g(r) — ограниченная функция без нулей и полюсов
при r > 0.

В области (r+, r−) можно ввести черепашью ко-
ординату r∗ = − ∫ dr/f(r)

r∗ =

∫
dr

r3 + 2ml2

(r+ − r)(r − r−)(r − r̃)
=

−r −A1(r
3
+ + 2ml2) ln(r+ − r)−

−A2(r
3
− + 2ml2) ln(r − r−)−

−A3(r̃
3 + 2ml2) ln(r − r̃) + const, (59)

где

A1 =
1

(r+ − r−)(r+ − r̃)
,

A2 =
1

(r+ − r−)(r̃ − r−)
,

A3 =
1

(r+ − r̃)(r− − r̃)
. (60)

Полагая, как в разд. 2 что m 	 l, так что

r+ � 2m, r− � l, r̃ � −l,

и

A1 � 1/(2m)2, A2 � −1/4ml, A3 � 1/4ml,

получим

r∗ � −r − 2m ln(r+ − r) +
l

2
ln(r − r−)− l

2
ln(r − r̃).

(61)
В пределе r → r− имеем

r∗ � l

2
ln

r − r−
l

. (62)

Определив нулевые координаты

v = −r∗ + t, u = −r∗ − t,

найдем, что левая и правые ветви горизонта Коши
суть гиперповерхности (r−, u = ∞) и (r−, v = ∞).
Распространение скалярного поля Φ(x) описывается
волновым уравнениемΦ;μ;νf

μν = 0, где fμν — компо-
ненты метрики (58). Чтобы решить уравнение, раз-
ложим поле Φ(x) по сферическим гармоникам:

Φ(x) =

∫
e−iktYlm(θ, ϕ)Hlm(k)

ϕklm(r)

r
dk. (63)

Функции ϕ(r∗(r)) (далее индексы klm опускаются)
удовлетворяют уравнению

d2ϕ(r∗)
dr2∗

+ [k2 − Vl(r∗(r))]ϕ(r∗) = 0, (64)
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где потенциал Vl есть

Vl(r∗(r)) = −f(r)

[
l(l + 1)

r2
+

1

r

df(r)

dr

]
.

Функция H(k) в (63) определяется начальными дан-
ными h(v), заданными на ветви (r+, u = −∞) внеш-
него горизонта

H(k) =
1

2π

∫
eikvh(v)dv. (65)

Решения (64) ϕ(r∗), имеющие асимптотический вид

e−iktϕ(r∗) ∼ e−ikv

на горизонте r+, на горизонте r− имеют вид

e−iktϕ(r∗) ∼ A(k)e−ikv +B(k)eiku, r∗ → −∞,

где A2
lm −B2

lm = 1.
Входящее поле Φ(r∗, t) распространяется внутри

черной дыры и вблизи r− рассеивается на потоки
X(v) и Y (u):

Φ(r∗, t) → X(v) + Y (u) =

=

∫
dkH(k)(A(k)− 1)e−ikv+

+

∫
dkH(k)B(k)eiku. (66)

В пределе v, u → ∞ основной вклад в X(v)

и Y (u) дает интегрирование в окрестности
k = 0 [12, 13]. Для степенного хвоста Прайса
h(v) = δmpr = βθ(v − v0)v

−p получаем

X(v) = βv−p(A(0)− 1), v → ∞,

Y (u) = βu−pB(0), u → ∞. (67)

Поля X(v) и Y (u) конечны на горизонте Коши.
Найдем, какую плотность энергии измеряет сво-

бодно падающий наблюдатель вблизи внутреннего
горизонта. Компоненты скорости радиально падаю-
щего наблюдателя суть [14, 32]

U t =
E

f(r)
, U r = −

√
E2 − f(r), (68)

и
U r∗ =

√
E2 − f(r)/f(r).

Поток, видимый свободно падающим наблюдате-
лем, есть

F = U iΦi = U tΦ,t + U , r∗Φr∗ =

=
E

f(r)
(X,v − Y,u) +

√
E2 − f(r)

f(r)
(−X,v − Y,u) =

=
X,v

f(r)
(E −

√
E2 − f(r))− Y,u

f(r)
(E +

√
E2 − f(r)).(69)

В пределе r → r− или r∗ → −∞ функция f(r) обра-
щается в нуль:

f(r) ∼ 2
r − r−

l
∼ e2r∗/l

2
.

Если E > 0, то поток равен

F � −f(r)

2E
X,v − 2E

f(r)
Y,u. (70)

На ветви (r−, u → ∞) первый член конечен, а вто-
рой растет. Если E < 0, получаем

F � 2|E|
f(r)

X,v +
f(r)

2|E|Y,u. (71)

На ветви (r−, v → ∞) первый член возрастает, а вто-
рой конечен. Потоки, измеренные свободно падаю-
щим наблюдателем

E > 0 : F|(r−,u→∞) = −2Eβpu−p−1B(0)e2u/l, (72)

E < 0 : F|(r−,v→∞) = 2Eβpv−p−1(A(0)− 1)e2v/l.(73)

Видно, что наблюдаемые потоки экспоненциально
расходятся на внутреннем горизонте.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В настоящей работе мы изучили внутреннюю
массовую функцию в модели Хейворда регулярной
черной дыры с потоками и сравнили ее с соответ-
ствующей функцией черной дыры РН. Мы предпо-
ложили, что масса черной дыры без потоков,m0, на-
много больше основного параметра ядра l. Предпо-
лагая справедливость классического описания, мы
считаем параметр ядра l больше планковской дли-
ны lp.

Мы рассчитали внутреннюю массу двумя спосо-
бами, первый из которых основан на учете непре-
рывности потока через оболочку, а второй исполь-
зует исходный подход Ори [25] (точнее, оба метода
находятся в рамках подхода Ори, потому что в обо-
их методах входящий поток считался непрерывным
потоком Прайса, а исходящий поток моделировался
нулевой оболочкой без давления). Оба метода дают
конечное отрицательное значение для внутренней
массовой функции. Внутренняя масса не является
непосредственно измеримой величиной, и в работе
[6, 29] было высказано предположение, что этот ре-
зультат является артефактом параметризации. Од-
нако хорошая параметризация неизвестна.
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Формально, различное поведение внутренних
массовых функций в черных дырах РН и Хейвор-
да восходит к следующему. Схематически в случае
дыры РН уравнение для внутренней массы имеет
вид

dm

dv
− cm = −δmpr,

где c > 0, что приводит к экспоненциальному росту
по v. Для черной дыры Хейворда мы имеем

dm

dv
= (m− c)2 − a2, c, a > 0,

что дает ∣∣∣∣(m− c)− a

(m− c) + a

∣∣∣∣ = Ce2av.

В пределе v → ∞ решение для m(v) есть m = c− a,
что для конкретных значений c и a приводит к
m < 0.

Другой подход, используемый в работах [6, 17]
для нахождения внутренней массовой функции, ос-
нован на соотношении ДТР [19, 20]. При таком
подходе потоки внутри черной дыры моделируют-
ся тонкими оболочками. Формула ДТР дает связь
между массами метрик входящих и исходящих сфе-
рических оболочек в областях между оболочками до
и после столкновения. В работе [17] в случае чер-
ной дыры РН соотношение ДТР было получено из
системы уравнений Эйнштейна. Для петлевых чер-
ных дыр и дыр Хейворда необходимо использовать
обобщенную формулу ДТР [6,27], которая не требу-
ет использования уравнений Эйнштейна. Оказыва-
ется, что во всех случаях черных дыр РН, Хейвор-
да и петлевых черных дыр обобщенное соотношение
ДТР показывает расходимость массовой функции
пространства-времени вблизи горизонта Коши по-
сле того, как произошло пересечение оболочек. Бы-
ло отмечено, что соотношение ДТР, являясь непер-
турбативным, объясняет нелокальные и нелинейные
эффекты [27]. Однако подход ДТР нельзя напрямую
сравнивать с подходом Ори, поскольку отсутствует
четкая связь между формулой ДТР и подходами ти-
па подхода Ори.

В работе [33] было показано, что в системе
с пересекающимися внутри черной дыры потока-
ми, порожденными аккрецией, появляется массо-
вая инфляция. Потоки распространяются на фоне
сферически-симметричного пространства-времени,
и массовая инфляция возникает, когда 4-скорости
потоков увеличиваются при приближении к внут-
реннему горизонту. Поскольку 4-скорость наблюда-
емого потока связана с 4-скоростью наблюдающе-
го потока через лоренцев буст, встречная скорость

потоков экпоненциируется, как и плотность энер-
гии центра масс потоков, что приводит к увеличе-
нию внутренней массы. Однако в работе [33] расче-
ты проводились с помощью специально построенной
метрики, и конкретная переформулировка результа-
тов этой работы для моделей с метрикой вида (1)
представляет проблему.

Из-за похожей причинной структуры метрик
черных дыр Хейворда и РН в обоих случаях распро-
странение внешних возмущений также похоже. Ес-
ли возмущение представляет собой поток Прайса, то
в обоих случаях свободно падающий наблюдатель,
приближающийся к внутреннему горизонту, изме-
ряет возрастающий поток энергии. Это свойство ин-
терпретируется как нестабильность внутреннего го-
ризонта. Однако этот эффект напрямую не связан с
внутренней массовой инфляцией.
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1. INTRODUCTION

Rotation and rotating frames have always been a
source of confusion while dealing with the problem of a
uniformly rotating disk and its spatial geometry in the
context of special theory of relativity (STR) [1]. An in-
teresting feature in treating a rotational phenomena is
the Galilean rotational transformation (GRT) between
inertial (laboratory) frames and non-inertial rotating
frames.

This coordinate transformation {xμ} → {x′μ} is
defined by (t → t′, r → r′, φ → φ′ + Ω t′, z → z′)
[2–4], where Ω is the uniform angular speed of the ro-
tating frame measured by an observer in the inertial
frame. They had showed that the axial coordinate is
restricted by 0 ≤ r < c

Ω and others are usual ranges.
Rotating frame of reference for various physical sys-
tems have been investigated in literature, for instance,
on free scalar fields [5], on the Dirac particle [6], on
a neutral particle [7], with quantum states under an
electromagnetic field [8],

on the Dirac oscillator [9–11], on the Dirac par-
ticle subject to a hard-wall confining potential [12],
on massive scalar fields [13], on spin-1 particles [14],
on quantum fermionic fields inside a cylinder [15], on
scalar bosons subject to Coulomb-type potential [16],
on scattering problem of a non-relativistic particle [17],
on spin-zero scalar particles in a space-time with space-

* E-mail: faizuddinahmed15@gmail.com

like and spiral dislocations [18], on spin-zero scalar mas-
sive charged particles subject to Coulomb-type scalar
and vector potentials [19], on spin-1/2 particles with a
field and mixed potential [20], on the Casimir energy
in a space-time with one extra compactified dimension
[21], on spin-zero scalar particles in a space-time with
magnetic screw dislocation [22], on the Dirac particles
in an accelerated reference frame [23], on the Dirac
fields in a space-time with spiral dislocation [24], on
spin-zero scalar particles in a space-time with distor-
tion of a vertical line to a vertical spiral [25], on the
Klein-Gordon oscillator in a topologically non-trivial
space-time [26] and in a cosmic string space-time with
space-like dislocation [27], on spin-zero scalar particles
in a Lorentz symmetry violation environment [28], on
spin-zero scalar particles induced by the topology as-
sociated with a time-like dislocation space-time [29],
on spin-zero scalar massive charged particles subject to
Coulomb-type potential [30], on scalar particles [31,32],
and the Klein–Gordon oscillator with scalar potential
[33] in the context of Kaluza–Klein theory.

We are mainly interest on a space-time that is
produced by a non-trivial topology defined by the
geometry S1 × R3, where R3 represents usual di-
rections and S1 is a compact dimension (see fig.
1). The metric in polar coordinates (t′, r′, φ′, θ′) for
this topologically non-trivial geometry is given by
ds2 = −dt′2 + dr′2 + r′2 dφ′2 +R2 dθ′2 [26].

For S1 rotating frame of reference, we per-
form the coordinate transformation from in-
ertial frame (t, r, φ, θ) to the rotating frame
(t′ = t, r′ = r, φ′ = φ, θ′ = θ + Ω t), one will
have
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ds2 = −
(
1−R2 Ω2

)
dt2 + dr2 + r2 dφ2 +R2 dθ2

+2ΩR2 dt dθ. (1)

The ranges of the coordinate 0 < θ < 2 π and others are
in the usual ranges. Here R is radius of the compact di-
mension S1, and the determinant of the corresponding
metric tensor gμν is det g = −r2 R2. An interesting fea-
ture one can see in contrast to the rotating Minkowski
space-time is that the radius of the compact dimension
S1 satisfies the condition R < 1

Ω [26] such that the
metric component gtt is always negative otherwise this
rotating system is physically unacceptable for R > 1

Ω .

2. GRAVITATIONAL FIELD EFFECTS UNDER
ROTATING FRAME ON SCALAR BOSONS
SUBJECT TO COULOMB-TYPE POTENTIAL

In this section, we study the relativistic quantum
motions of scalar bosons subject to a Coulomb-type
scalar potential in a topologically non-trivial rotating
space-time. There are two ways that one can introduce
a potential into the KG-equation. First one being an
electromagnetic four-vector potential Aμ that can be
introduced through a minimal substitution in momen-
tum four-vector via pμ → (pμ − eAμ) or in the partial
derivative via ∂μ → (∂μ − i e Aμ) [39], where e is the
electric charges. This procedure has been widely used
by several authors in literature [16,19,27,30–33,40–44].
The second procedure is to introduce a scalar poten-
tial S(t, r) by modifying the mass term in the KG-
equation via transformation M2 → (M + S(t, r))2.
This procedure has also been used by several authors
to study the effects of potential in quantum systems
[16, 19, 27, 30–33,39–42].

Fig. 1. Representation of the topologically non-trivial geometry
S1 ×R3 [26]

Thus, the quantum dynamics of scalar bosons sub-
ject to a potential S(r) following the first approach is
described by the wave equation [19,21–23,30–33,39–44]
[
− 1√−g

Dμ

(√−g gμν Dν

)
+
(
M + S(r)

)2]
Ψ = 0,

(2)
where M is the rest mass of the scalar bosons.

In this analysis, we have chosen the electromagnetic
four-vector potential Aμ = (0, �A) [22,27,33,42,44] with
the following components

Ar = 0 = Aθ , Aφ =
ΦB

2 π
, (3)

where ΦB = ΦΦ0 is the Aharnov-Bohm flux which
is a constant, Φ0 = 2 π

e is the amount of quantum
flux, and Φ is the magnetic flux which is a positive
integer. The presence of a magnetic flux in quantum
system shows an analogue of the Aharonov-Bohm eff-
fect [37,38] which is a quantum mechanical phenomena
that has been studied by many researchers in literature
[27, 30–33,41–44].

The Klein-Gordon equation (2) using (3) in the ro-
tating space-time background (1) becomes
[
−
( ∂

∂ t
− Ω

∂

∂ θ

)2
+

1

r

∂

∂ r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2

( ∂

∂φ
− iΦ

)2

+
1

R2

∂2

∂ θ2

]
Ψ =

(
M + S(r)

)2
Ψ. (4)

Several authors have been studied quantum motions of
scalar and spin-half particles using potential of differ-
ent kinds, such as the Cornell-type potential [40,41]. In
this analysis, we are interested on another kind of po-
tential proportional to the inverse of the axial distance.
This type of potential is used for short-range interac-
tions and called the Coulomb-type potential given by

S(r) ∝ 1

r
⇒ S(r) =

η

r
, (5)

where η > 0 is a constant characterizes the potential
parameter. This Coulomb-type potential has widely
been studied in literature [41, 43, 45–57].

The total wave function Ψ(t, r, φ, z) can express in
terms of a radial wave function ψ(r) as follows:

Ψ(t, r, φ, θ) = ei (−E t+l φ+q θ) ψ(r), (6)

where E is energy of the scalar bosons, l = 0,±1,±2, ..

are the eigenvalues of the angular momentum operator
−i ∂̂φ, and q is a constant associated with the operator
−i ∂̂θ. Noted that for S1 compact dimension defined by
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a finite radius R satisfying the condition R < 1
Ω , the

total wave function obeys the following condition

Ψ(θ + 2 πR) = Ψ(θ). (7)

Thereby, substituting the scalar potential (5) and
the total wave function Eq. (6) into the Eq. (4), we
have obtained the following radial wave equation

ψ′′(r) +
1

r
ψ′(r) +

[
− δ2 − j2

r2
− 2 γ

r

]
ψ(r) = 0, (8)

where

δ =

√
M2 +

n2

R2
− (E +Ωn)2, j =

√
(l − Φ)2 + η2,

γ = M η. (9)

Performing a change of variables via ξ = 2 δ r into the
Eq. (8), we have

ψ′′(ξ) +
1

ξ
ψ′(ξ) +

(
− j2

ξ2
− γ

δ

1

ξ
− 1

4

)
ψ(ξ) = 0. (10)

Suppose, a possible solution for the Eq. (10) in
terms of a function F (ξ) as:

ψ(ξ) = ξj e−
ξ
2 F (ξ). (11)

Substituting this solution (11) into the Eq. (10),
we have obtained the following second-order differen-
tial equation:

ξ F ′′(ξ)+
(
1+2 j−ξ

)
F ′(ξ)+

(
−j− γ

δ
− 1

2

)
F (ξ) = 0.

(12)
Equation (12) is the well-known confluent hyperge-
ometric equation form [58, 59]. As state in Refs.
[16, 19, 22, 26, 43, 51, 56, 58, 59], the solution to the
differential equation of the form (12) can be ex-
pressed in terms of a confluent hyper-geometric func-
tion F (ξ) = 1F1

(
j + γ

δ + 1
2 , 2 j + 1; ξ

)
which is well-

behaved for ξ → ∞. Then, in searching for the
bound-state solutions of the wave equation, the func-
tion 1F1 must be a finite degree polynomial in ξ

of degree n, and the quantity
(
j + γ

δ + 1
2

)
= −n

[16, 19, 22, 26, 43, 51,56, 58, 59], where n = 0, 1, 2, ...
After simplifying this condition

(
j + γ

δ + 1
2

)
= −n,

one will have the following expression of the energy
eigenvalues:

En,l,q = −Ω q±

±
[
M2 +

q2

R2
− η2(

n+
√
(l − Φ)2 + η2 + 1

2

)2
]1/2

. (13)

The radial wave function is given by

ψn,l(ξ) = ξ
√

(l−Φ)2+η2
e−

ξ
2×

×1 F1

(
j +

γ

δ
+

1

2
, 2 j + 1; ξ

)
. (14)

Equation (13) is the relativistic energy eigenvalue
and Eq. (14) is the radial wave function of the scalar
bosons in a topologically non-trivial rotating space-
time subject to a Coulomb-type external potential. We
can see that the eigenvalue solution is modified by the
non-trivial topology of the geometry defined by the ra-
dius R, and the Coulomb-type potential. We also see
that the energy levels are shifted by rotating frame of
reference, and hence, these are not equally spaced on
either side about En,l,q = 0 for constant values of l, q.
This effect arises due to the coupling between the quan-
tum number q = 0 and the uniform angular speed Ω of
rotating frame of reference.

In Ref. [26], authors studied the Klein-Gordon os-
cillator in a non-trivial topological space-time geome-
try. They solved the wave equation analytically and ob-
tained the following energy eigenvalue expression (see
Eq. (28) there and we have replaced n → q)

E± = ±
√

M2 +
q2

R2
+ 2M ω (2N ′ + |l|), (15)

where N ′ = N + 1 = 1, 2, 3, ...
One can easily show that the presented energy

eigenvalue (13) is completely different from the re-
sult (15) obtained in Ref. [26]. This is because, we
have considered a non-inertial reference frame which
rotates with constant angular speed Ω, the Coulomb-
type scalar potential characterise by the parameter η

as well as the magnetic flux Φ which shifts the energy
levels and the wave function. Thus, our presented re-
sult in this section is completely new and different from
the previous result given in Ref. [26].

3. GRAVITATIONAL FIELD EFFECTS UNDER
ROTATING FRAME ON KG-OSCILLATOR
SUBJECT TO COULOMB-TYPE SCALAR

POTENTIAL

In this section, we will study the Klein-Gordon os-
cillator [60] subject to an external potential in a topo-
logically non-trivial four-dimensional rotating space-
time. In Ref. [26], authors studied the KG-oscillator in
this topologically non-trivial rotating space-time with-
out any external potential. In this work, we have in-
serted a Coulomb-type external potential and magnetic
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flux as stated earlier and analyze their effects on the
eigenvalue solution of the oscillator fields. The KG-
oscillator analogous to the Dirac oscillator [61] has at-
tracted attention among researchers in current times
(see, Refs. [19, 22, 26, 27, 33, 57, 62]). The KG-oscillator
is examined by the replacements of the radial momen-
tum vector [19, 22, 26, 27, 33, 57, 62]

�p → (�p− iM ω�r), �p† → (�p+ iM ω �r), (16)

where ω is the frequency of the oscillator fields, and r

being distance from the particle to the axis of symme-
try.

Therefore, the Klein-Gordon oscillator equation is
given by

[
− 1√−g

(
Dμ +M ωXμ

)
×

×
{√−g gμν

(
Dν −M ωXν

)}
+

+
(
M + S(r)

)2]
Ψ = 0, (17)

where Xμ = (0, r, 0, 0) = r δrμ is a four-vector.
Explicitly witting the KG-oscillator equation (17)

in the rotating space-time background (1) and using
the electromagnetic potential Eq. (3) and the external
potential Eq. (5), we have
[
−
(

∂

∂t
− Ω

∂

∂θ

)2

+
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−M2 ω2 r2 − 2M ω

+
1

r2

(
∂

∂φ
− iΦ

)2

+
1

R2

∂2

∂θ2

]
Ψ =

(
M +

η

r

)2
Ψ. (18)

Substituting the wave function (6) into the Eq. (18),
we have obtained the following radial wave equation:

ψ′′(r) +
1

r
ψ′(r) +

[
Λ−M2 ω2 r2 − j2

r2
− 2 γ

r

]
ψ(r) = 0,

(19)
where j, γ are defined in Eq. (9) and

Λ = (E +Ω q)2 −M2 − 2M ω −
( q

R

)2
. (20)

Let us now perform a change of variables via
x =

√
M ω r. Then, Eq. (19) can be rewritten as

ψ′′(x)+
1

x
ψ′(x)+

[
Λ

M ω
−x2− ς

x
− j2

x2

]
ψ(x) = 0, (21)

where ς = 2 γ√
M ω

.

As stated earlier the wave function ψ(x) is well-
behaved and regular everywhere. Suppose, a possible
solution to the above radial wave equation Eq. (21) is
given by

ψ(x) = xj e−
x2

2 H(x), (22)

where H(x) is an unknown function.
Thereby, substituting the radial wave function Eq.

(22) into the Eq. (21), we have

H ′′(x) +
[1 + 2 j

x
− 2 x

]
H ′(x) +

[
− ς

x
+ Ξ

]
H(x) = 0,

(23)
where Ξ = Λ

M ω − 2 (1 + j).
Equation (23) is the biconfluent Heun differential

equation form [22, 32, 33, 40, 42] and H(x) is the Heun
function. Substituting a power series expansion

H(x) =

∞∑
i=0

di x
i

[59] into the Eq. (23), we have obtained few coefficients

d1 =

(
ς

1 + 2 j

)
d0, d2 =

1

4 (1 + j)

[
ς d1 − Ξ d0

]

with the following recurrence relation

dm+2 =
1

(m+ 2)(m+ 2+ 2 j)

[
ς dm+1− (Ξ−2m) dm

]
.

(24)
One can see this power series expansion H(x) becomes
a polynomial of finite degree m by imposing the follow-
ing two conditions [22, 32, 33, 40, 42]

Ξ = 2m (m = 1, 2, ...) , dm+1 = 0. (25)

By analyzing the first condition, we have obtained fol-
lowing energy eigenvalue Em,l,q expression:

Em,l,q = −Ω q ±

±
[
M2 + 2M ωm,l ×

×
(
m+

√
(l − Φ)2 + η2 + 2

)
+

q2

R2

]1/2
. (26)

The corresponding radial wave function is given by

ψm,l(x) = x
√

(l−Φ)2+η2
e−

x2

2 H(x), (27)

where H(x) is now a finite degree polynomial of degree
m.

Finding solutions of the quantum system still not
complete because one must analyze the second condi-
tion dm+1 = 0 one by one to get the complete infor-
mation of a quantum state. As example, for the radial
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mode m = 1, we have Ξ = 2 and d2 = 0 which gives
us a constraint on the oscillation frequency ω → ω1,l

given by

ω1,l =

(
M η2√

(l − Φ)2 + η2 + 1
2

)
. (28)

Therefore, the ground state energy level associated
with the radial mode m = 1 is given by

E1,l,q = −Ω q ±

±M

√√√√1 + 2 η2

(√
(l − Φ)2 + η2 + 3√
(l − Φ)2 + η2 + 1

2

)
+
( q

M R

)2
.(29)

And the ground state radial wave function is given by

ψ1,l(x) = x
√

(l−Φ)2+η2
e−

x2

2 ×

×
(
1 +

x√√
(l − Φ)2 + η2 + 1

2

)
d0. (30)

Similarly, for the radial mode m = 2, we have Ξ = 4

and d3 = 0 which gives us another constraint on the os-
cillation frequency ω → ω2,l given by

ω2,l =
1

2

(
M η2√

(l − Φ)2 + η2 + 1

)
, (31)

Therefore, the first excited state energy level of the
bound-states solution defined by the radial modem = 2

is given by

E2,l,q = −Ω q ±

±M

√√√√1 + η2

(√
(l − Φ)2 + η2 + 3√
(l − Φ)2 + η2 + 1

)
+
( q

M R

)2
. (32)

And the corresponding radial wave function is given
by

ψ2,l(x) = x
√

(l−Φ)2+η2
e−

x2

2 (d0 + d1 x+ d2 x
2), (33)

where

d1 = 2

⎛
⎝
√√

(l − Φ)2 + η2 + 3
4√

(l − Φ)2 + η2 + 1
2

⎞
⎠ d0,

d2 =

(
1√

(l − Φ)2 + η2 + 1
2

)
d0. (34)

We can see that the energy eigenvalues and the wave
function are modified by the non-trivial topology of the

space-time geometry, and the Coulomb-type potential.
One can show that the presented energy eigenvalue gets
modified in comparison to those result obtained in [26]
due to the presence of the Coulomb-type external po-
tential and the magnetic quantum flux. This Coulomb-
type external potential is responsible for the bound-
state solutions, and thus, the ground state is defined
by the radial quantum number n = 1 instead of n = 0.

4. CONCLUSIONS

In this analysis, we have determined solutions of
the wave equation under the effects of the gravitational
field produced a topologically non-trivial geometry sub-
ject to a Coulomb-type external potential in a rotating
frame of reference. We have seen that the non-trivial
topology of the geometry defined by the radius R of
the compact dimension, and the Coulomb-type external
potential modified the eigenvalue solutions. Further-
more, the presence of the magnetic flux causes a change
in the angular quantum number l → l0 =

(
l − eΦB

2 π

)
which shows that the energy eigenvalue depends on
the geometric quantum phase. This dependence of the
eigenvalue on the geometric quantum phase gives us
the gravitational analogue to the Aharonov-Bohm ef-
fect [37, 38]. Several authors have been investigated
this quantum mechanical effect in literature (e. g.,
[27, 30, 31, 33]). Also, we have seen a coupling between
the angular quantum number q and the uniform angu-
lar speed Ω of the rotating frame of reference. This
coupling causes asymmetry in the relativistic energy
levels, and hence, are not equally spaced on either side
about En/m,l,q = 0 for constant values of l, q.

We has seen that the presence of Coulomb-type po-
tential allowed the formation of bound-state solutions
and causes difference in results with those obtained in
Ref. [26]. Another point we have noticed is that the ro-
tating frames restricted the radius of compact circle S1

in the range R < 1
Ω , and an analogous to the Sagnac-

type effect [6,10,27,33] is observed due to the coupling
between the quantum number q and uniform angular
speed Ω of rotating frames. This coupling causes asym-
metry in the energy levels and therefore, they are not
equally spaced on either side about En,l,q = 0 for con-
stant values of l, q.

The full text of this paper is published in the English
version of JETP.
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Several approaches to quantum gravity (including
the model of superplastic vacuum; Diakonov tetrads
emerging as the bilinear combinations of the fermionis
fields [1–4]; BF -theories of gravity; and effective acous-
tic metric [5, 6] ) suggest that in general relativity the
metric must have dimension 2, i.e. [gμν ] = 1/[L]2, ir-
respective of the dimension of spacetime. This leads
to the "dimensionless physics" discussed in the review
paper [7]. We continue to exploit this issue.

Elasticity tetrads. The 3 + 1-dimensional vacuum
crystal is the plastic (malleable) medium [8], described
in terms of the elasticity tetrads [9–12]:

Ea
μ =

∂Xa

∂xμ
, (1)

where equations Xa(x) = 2πna are equations of the
(deformed) crystal planes. The functions Xa play the
role of the geometric U(1) phases and are dimension-
less. The elasticity tetrads play the role of the gauge
fields (translation gauge fields) and have the same di-
mension 1 as the dimension of gauge fields:

[Ea
μ] =

1

[L]
. (2)

The dimension n of quantity A means [A] = [L]−n,
where [L] is dimension of length. The matrix Ea

μ is not
necessarily quadratic. The extension of tetrads to the
rectangular vilebein is considered in Ref. [13].

Elasticity tetrads in Eq.(1) give rise to the metric,
which is the bilinear combination of tetrads:

gμν = ηabE
a
μE

b
ν . (3)

* E-mail: grigori.volovik@aalto.fi

The metric gμν has dimension n = 2, while the con-
travariant metric gμν has dimension n = −2:

[gμν ] =
1

[L]2
, [gμν ] = [L]2 . (4)

The tetrad determinant has dimension n = 4 in the
4-dimensional spacetime and dimension n = N in the
N -dimensional spacetime, where the dimensions of the
metric elements are the same as in Eq.(4):

[e] = [
√−g ] =

1

[L]N
. (5)

Eq.(5) makes the spacetime integration dimensionless:

[ ∫
dNx

√−g
]
= [1] = 0 , (6)

which leads to the dimensionless Lagrangian L:
[
S
]
=
[ ∫

dNx
√−gL] = [

∫
dNx

√−g
]·[L] = [1]·[1] = [1] .

(7)
Classical dynamics of particle is described by action:

S = M

∫
ds , (8)

where with Eq.(3) the interval is dimensionless:

ds2 = gμνdx
μdxν , [s2] =

1

[L]2
· [L]2 = [1] = 0 . (9)

The variation of action gives the Hamilton–Jacobi
equation in terms of the contravariant metric:

gμν∂μS∂νS +M2 = 0 . (10)

Since the action and the interval are dimensionless, the
mass M in Eq.(8) is also dimensionless, [M ] = [1] = 0,
for any dimension N of spacetime.
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In the spacetime crystal, the interval between the
events is counted in terms of the lattice points, and this
is the geometric reason why the interval is dimension-
less. One may say that dynamics comes from geom-
etry. In the Diakonov theory, the interval determines
the dynamics of the particle, rather than the geometric
distance, i.e. the geometry follows from dynamics.

Scalar fields. The quadratic terms in the action for
the scalar field Φ in the N -dimensional spacetime are:

S =

∫
dNx

√−g
(
gμν∇μΦ

∗∇νΦ +M2|Φ|2) . (11)

From Eqs. (4) and (6) it follows that the scalar field is
dimensionless, [Φ] = [1] = 0, for arbitrary spacetime di-
mension N . This universal zero dimension differs from
the N -dependent dimension n = (N − 2)/2 of scalar
fields in the conventional approach.

Wave function. Expanding the Klein-Gordon
equation over 1/M one obtains the non-relativistic
Schrödinger action for the wave function ψ:

Φ(r, t) =
1√
M

exp
(
iMt/

√
−g00

)
ψ(r, t) , (12)

SSchr =

∫
d3xdt

√−gL , (13)

2L = i
√

−g00 (ψ∂tψ
∗ − ψ∗∂tψ) +

gik

M
∇iψ

∗∇kψ . (14)

The normalization condition for the wave function is:∫
d3r

√
γ |ψ|2 = 1 , (15)

where √
γ =

√−g
√
−g00 is the determinant of the

space part of the metric. This corresponds to the parti-
cle number conservation in the nonrelativistic quantum
mechanics, see e.g. Eq.(13) in Ref. [14].

Since the dimension of this determinant is
[
√
γ ] = 1

[L]3 , the wave function is dimensionless.
This is distinct from the conventional Schrödinger
equation without gravity, where the dimension of ψ

is [ψ] = [L]−(N−1)/2 for the N dimensional space-
time. Inclusion of gravity provides the natural zero
dimension for the probability amplitude in quantum
mechanics, [ψ] = 0, for any spacetime dimension.

The same result can be obtained from overlap of the
quantum states, which is naturally dimensionless:

< r | r′ >=
1√
γ
δ(r− r′) . (16)

Then for the wave function

ψ(r) =< r |ψ > , |ψ >=

∫
dN−1r

√
γ ψ(r)| r > ,

(17)

one obtains Eq.(15) for normalization:

1 =< ψ |ψ >=

∫
dN−1r

√
γ |ψ|2 . (18)

From Eq.(18) it follows that the wave function is di-
mensionless, which is the consequence of the presence
of the metric field. This demonstrates the connection
between quantum mechanics and general relativity.

The action (13) and Lagrangian (14) do not contain
�. The role of � in the conventional relation between
the energy levels and frequency, Em − En = �ωmn,
is now played by

√
g00 in the red shift equation

Mm − Mn =
√
g00 ωmn [15]. The dimensional met-

ric leads to the difference between the dimensional fre-
quency, [ωmn] = 1/[L], and the dimensionless mass:

[M ] = [
√
g00][ω] = [L] · 1

[L]
= [1] = 0 . (19)

Weyl and Dirac fermions. The dimensional tetrads
[Ea

μ] = 1/[L] are obtained directly from the zero dimen-
sion of wave functions, which gives rise to the dimen-
sionless Weyl and Dirac fields, [Ψ] = 0, in the action:

S =

∫
d4x e eμaΨ̄γa∇μΨ , (20)

where e is the tetrad determinant. Since the ac-
tion is dimensionless, then assuming that the quan-
tum field operators Ψ are dimensionless, one obtains
[e eμa ] = 1/[L]3, which gives the dimensional tetrads:

[eμa ] = [L] , [Ea
μ] =

1

[L]
, [e] =

1

[L]4
. (21)

This is in agreement with the Diakonov theory [1–4],
where tetrads emerge as the bilinear combinations:

Ea
μ ∝< Ψ̄γa∇μΨ > , [Ea

μ] =
1

[L]
, (22)

and metric gμν is the quadrilinear combination of the
fermionic fields, < Ψ̄ΨΨ̄Ψ >. This approach also al-
lows the rectangular vilebein [13], where spin a and
coordinate μ spaces have different dimensions.

The Hamiltonian for massless Dirac fermions has di-
mension 1, i.e. the same as the dimension of frequency:

H =

∫
x0=const

d3r e eiaΨ̄γa∇iΨ , [H ] = [ω] =
1

[L]
.

(23)
The dimension of the Hamiltonian does not coincide
with the dimension of mass M , which is dimensionless.

Gauge fields. The action for the U(1) gauge field in
the N -dimensional spacetime is:

S ∼
∫

dNx
√−g gμνgαβFμαFνβ . (24)
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In case of the conventional dimensionless tetrads, the
action in Eq.(24) is dimensionless only for N = 4.

With dimensionful tetrads the action (24) is dimen-
sionless for arbitrary N , since

[gμν ] = [L]2 , [Fμν ] =
1

[L]2
, [

√−g] =
1

[L]N
. (25)

Acoustic metric also has dimension 2. The effective
acoustic metric [5,6] describes propagation of sound in
a non-homogeneous flowing fluid and also phonons in
moving superfluids and other Goldstone modes, such as
magnons and collective modes of magnon Bose conden-
sate [16]. The action for Goldstone mode (the phase φ

of the Bose condensate) is similar to the action (11):

S =

∫
d4x

√
−g̃ g̃μν∇μφ∇νφ . (26)

From the action (26) it follows that the effective con-
travariant metric g̃μν has the conventional dimension
−2, i.e. [g̃μν ] = [l]2. This is also seen form the effective
interval in terms of hydrodynamic variables [6, 17]:

ds̃2 = g̃μνdx
μdxν =

n

ms
[−s2dt2+(dxi−vidt)(dxi−vidt)] .

(27)
Here n is the density of atoms in the liquid; m is the
mass of the atom; s is the speed of sound; and vi is the
velocity of the liquid, which coincides with the shift vec-
tor N i in the Arnowitt-Deser-Misner formalism. Using
the conventional dimensions of hydrodynamic variables
one obtains the dimension 2 for the covariant metric:

[g̃μν ] = [n] · 1

[m]
=

1

[l]3
· [l] = 1

[l]2
, (28)

and the dimensionless interval. The dimension of
avoustic metric follows from the dynamics of the su-
perfluid: geometry comes from dynamics.

General relativity. Let us consider the GR action on
example of q-theory – the class of theories which avoid
the cosmological constant problem. The huge contribu-
tions of zero point energy to the cosmological constant
is cancelled in the equilibrium state of the vacuum due
to thermodynamics [18–20]. For the particular q-theory
on “brane” the action is [21, 22]:

S = −
∫

d4x
√−g

[
ε(q) +

R

16πGN(q)
+ Λ0 + LM [ψ, q]

]

+μ

∫
d4x n , q =

n√−g
. (29)

Here n is the 4D analog of the particle density in the
quantum vacuum (density of the "spacetime atoms"),
which has the same dimension 4 as tetrad determinant

[n] = [
√−g] =

1

[L]4
, (30)

q is the vacuum variable, and μ plays the role of the
chemical potential in the vacuum thermodynamics. In
the expanding Friedmann-Robertson-Walker universe:

ds2 = gμνdx
μdxν = −dτ2 + a2(τ)dr2 , H(τ) =

da/dτ

a(τ)
, (31)

where τ is the conformal time; a(τ) is the scale factor;
and H(τ) is time-dependent Hubble parameter. The
scale factor a(τ) has dimensions 1, [a(τ)] = 1

[L] , while
the following quantities are dimensionless:

[q] = [μ] = [ε] = [R] = [GN ] = [Λ0] =

= [H ] = [τ ] = [ψ] = [M ] = [1] = 0 . (32)

Some of the dimensionless quantities can be fundamen-
tal, or correspond to some integer valued topological in-
variants. For example, the "chemical potential" μ may
correspond to the topological invariant, μ = ±1, which
changes sign at the Big-Bang quantum phase transition
[20]. Since masses of particles are dimensionless, and
there is no fundamental mass scale, one can choose any
convenient mass as a unit mass.

Note also that the dimensionless interval in Eq.(9)
does not mean the existence of the fundamental length,
such as Planck length. First, because the gravitational
coupling 1/GN is not necessarily fundamental. Sec-
ond, in the model of the superplastic vacuum there is
no equilibrium value of the distance between the neigh-
bouring lattice points. As distinct from the solid state
crystals, arbitrary deformations of the vacuum crys-
tal are possible. In Diakonov model [1] the metric is
emergent, and on the fundamental level the distance
between the spacetime points is not determined.

Unruh and Hawking. In terms of the dimensionful
metric, the acceleration is dimensionless [7]:

a2 = gμν
d2xμ

ds2
d2xν

ds2
, (33)

[a2] = [gμν ][x
μ][xν ] =

1

[l]2
· [l]2 = [1] = 0 . (34)

This leads to the dimensionless Unruh temperature:

TU =
a

2π
, [TU] = [1] = 0 . (35)

The Gibbons-Hawking temperature of the cosmological
horizon is also dimensionless, as follows from Eq.(32):

TH =
H

2π
, [TH ] = [H ] = [1] = 0 . (36)

Eqs. (35) and (36) look fundamental: they do not
contain parameters. However, for the temperature of
the Hawking radiation from the black hole horizon,

682



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Landau Institute

TBH = 1/8πGNM , situation is different. Although
the Hawking temperature is dimensionless ([TBH] = [1],
since [GN ] = [M ] = [1]), it does not look fundamental,
since it depends on the dimensionless parameter GN .
The same concerns the Bekenstein-Hawking entropy:

SBH =
A

4GN
. (37)

It is dimensionless due to dimensionless horizon area:

dA =
√
dSikdSik , [A] = [1] = 0 , (38)

A =

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφ
√
gφφgθθ , [gφφ] = [gθθ] = [A] = 0 .

(39)
The Bekenstein-Hawking entropy (37) determines the
black hole thermodynamics, but similar to the Hawking
temperature it does not look as fundamental, since it
contains the gravitational coupling 1/GN . Also it is not
clear why the microscopic degrees of freedom responsi-
ble for the black hole entropy should be characterized
by the Planck length [23]. In the superplastic vacuum
[8] the Planck length scale is absent, since there is no
equilibrium value of the distance between the lattice
points: this vacuum can be arbitrarily deformed.

On the other hand, since the area is dimensionless,
one may suggest that the entropy of the black hole hori-
zon can be expressed in terms of the area only:

SBH = ηA , [η] = [SBH] = [A] = [1] = 0 . (40)

Here η is some fundamental dimensionless parameter,
like the topological invariant. In this case one may take
the point of view that Einstein’s gravity equations can
be derived solely from thermodynamics [24]. The con-
stant of proportionality η between the entropy and the
area determines gravitational coupling 1/GN = 4η. In
this thermodynamic approach, 1/GN becomes funda-
mental due to the fundamentality of the parameter η.

However, in the thermodynamic approach to grav-
ity there is the "species problem" [25]: the gravita-
tional coupling GN may depend on the number of
fermionic and bosonic quantum fields [26–28]. This
destroys many conjectures, which are based on posi-
tivity of the gravitational coupling [29], and prevents
1/GN to be the fundamental parameter. But this "no-
go theorem" can be avoided, if 1/GN is the quantum
number related to symmetry and/or topology. Then
the parameter 1/GN does not depend on interaction
between gravity and quantum field, though it may ex-
perience jumps during the topological quantum phase
transitions. This takes place in topological materials
when one varies the parameters of interaction [30, 31]
and may take place when the Big Bang is crossed [20].

Einstein-Cartan, Barbero-Immirzi, Nieh-Yan and
topology. Topological invariants relevant for the quan-
tum vacuum are known in the crystalline matter
[10, 11, 32] and can be extended to the superplastic
vacuum. The topology in the crystalline quantum
vacua is enriched due to the dimensional elasticity
tetrads in Eq.(1), which come from the geometric U(1)

phases. This topological approach may take place in
the Einstein-Cartan-Sciama-Kibble theory, which is ex-
pressed in terms of tetrads, and thus is more funda-
mental than the conventional Einstein gravity based on
metric. Such type of gravity emerging in superplastic
crystals has been discussed in Ref. [33]. The action in
the Einstein-Cartan gravity can be expressed in terms
of the differential forms, which contain the elasticity
tetrads as the translational gauge fields:

SEC ∼ εabcd

∫
d4xEa ∧Eb ∧Rcd . (41)

This action is dimensionless because the one-form
tetrad has dimension 1, [Ea

μ] =
1
[L] , while the curva-

ture two-form Rab has dimension 2:

[Rab
μν ] =

1

[L]2
. (42)

With the dimensional elasticity tetrads the topology
of the 3 + 1 crystalline phases [10, 11, 32] may provide
the fundamental topological prefactor in Eq.(41), with
1/GN as integer or fractional topological number.

The same can be valid for the dimensionless param-
eter in the Barbero-Immirzi action:

SBI ∼
∫

d4xEa ∧ Eb ∧Rab . (43)

Eq.(43) looks similar to the Nieh-Yan term in the ac-
tion, see e.g. Ref. [34]. Due to dimensional tetrads the
prefactors in the Nieh-Yan and in the Barbero-Immirzi
actions are dimensionless, and thus can be fundamen-
tal [7]. It is not excluded that these parameters are
the topological invariants similar to that in topological
insulators, semimetals and superconductors [10].

The dimensional metric and tetrads appear also in
such topological field theories as the BF -theoryl. For
example, the composite metric (Schönberg-Urbantke
metric [35–40]) is formed by triplet of the 2-form fields:

√−ggμν =
1

12
eabce

αβγδBa
μαB

b
βγB

c
δν . (44)

The 2-forms in the BF action
∫
B ∧F have dimension

2, [B] = [F ] = 1/[L]2. Then the composite metric in
Eq.(44) has also dimension 2, [gμν ] = 1/[L]2. In the
same way the two-form field B can be represented as
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the bilinear combination of the tetrads [37]: B = E∧E.
These one-form tetrads have dimension 1, [Ea

μ] = 1/[L].
Arnowitt-Deser-Misner (ADM) formalism [41] is

used for the Hamiltonian formulation of general relativ-
ity. Let us consider this formalism and its application
using the dimensional metric. One has the following
metric elements and their dimensions:

gik = γik , [γik] =
1

[L]2
, (45)

g0i = Ni = γikN
k , [Ni] =

1

[L]2
, [N i] = 0 , (46)

g00 = γikN
iNk −N2 = N iNi −N2 , [N ] =

1

[L]
, (47)

g00 = − 1

N2
, [g00] = [L]2 , (48)

g0i =
N i

N2
, [g0i] = [L]2 , (49)

gik = γik − N iN j

N2
, [γik] = [L]2 , (50)

√−g = N
√
γ , [

√
γ ] =

1

[L]3
, (51)

γikγkl = δil . (52)

Here N and N i are lapse and shift functions corre-
spondingly, and γik are space components of metric.

The ADM formalism allows to consider dynamics
in curved space in terms of the Poisson brackets. Let
us consider this on example of Poisson brackets for the
classical 3 + 1 electrodynamics in curved space:

{Ai(r), D
k(r′)} = δki δ(r− r′) , (53)

which in terms of the gauge invariant fields is:

{Bi(r), Dk(r′)} = eikl∇lδ(r− r′) . (54)

HereB is magnetic field, and the vectorD is the electric
induction of the quantum vacuum (electric displace-
ment field). The electric induction D is expressed in
terms of the electric field Ei = F0i:

Dk =
1

α

√
γ

N
γikEi . (55)

Here α is the dimensionless fine structure constant,
which determines the dielectric constant – the electric
permittivity of the relativistic quantum vacuum, εvac,
and the magnetic permeability of the vacuum, μvac:

εvac =
1

μvac
=

1

α
. (56)

In spite of the dimensional metric, electric induc-
tance D has the same dimension 2 as electric field E:

[Di] = [Ei] =
1

[L]2
. (57)

This follows from Eqs.(45), (48) and (51) for dimen-
sions of the ADM metric elements in 3 + 1 spacetime.

The corresponding quadratic Hamiltonian for the
electromagnetic field is:

H =

∫
d3r

2

N√
γ
γik

(
αDiDk +

1

α
BiBk

)
. (58)

The Hamiltonian has dimension 1, i.e. [H ] = 1/[L].
Both the Hamiltonian in Eq.(58) and the Poisson
bracket in Eq. (54) do not contain the gauge poten-
tials. The gauge potentials also do not enter the Pois-
son brackets for charged particle, {pi, pj} = qFij and
{pi(r), Dk(r′)} = −qδki δ(r − r′), where q is the dimen-
sionless electric charge of the particle in terms of the
electric charge of the electron.

The quantization of electromagnetic field is ob-
tained by the substitution of the Poisson brackets (54)
by commutation relations between D and B. The Pois-
son brackets in Eqs. (53) and (54) look as fundamental.
They do not depend on the metric and do not contain
physical parameters of the quantum vacuum. However,
the function D in Eq.(55) breaks this fundamentality.
It is the phenomenological variable, which describes the
response of the vacuum to electric field. This response
contains the electromagnetic coupling 1/α, which is
not fundamental because of the corresponding "species
problem": it depends on the fluctuating bosonic and
fermionic fields in the quantum vacuum, and is space-
dependent. While the gravitational coupling 1/GN can
be fundamental due to topology, there are no topologi-
cal invariants which could support the fundamentality
of the electromagnetic coupling 1/α. This is in favour
of the scenario in which the quantum electrodynamics
is the effective low-energy theory, where for example
the gauge fields emerge as the bilinear combinations of
the fermionic fields, or/and the gauge fields emerge in
the vicinity of the topologically stable Weyl points in
the fermionic spectrum [17,42–44]. This, however, does
not exclude the other possible pre-quantum and pre-
spacetime theories, see Ref. [45] and references therein.

Conclusion. Several approaches to quantum gravity
(including the model of superplastic vacuum; Diakonov
tetrads emerging as the bilinear combinations of the
fermionis fields; BF -theories of gravity; and effective
acoustic metric) suggest that in general relativity the
metric has dimension 2, i.e. [gμν ] = 1/[L]2, irrespective
of the dimension of spacetime. One consequence of such
dimension of the metric is that the wave function in
quantum mechanics is dimensionless, [ψ(x)] = [1] = 0.
This also leads to the dimensionless quantum fields.

On the other hand, if one starts with the conjecture
that in quantum mechanics the wave function is natu-
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rally dimensionless, one obtains dimension 2 for metric.
This suggests the close connection between quantum
mechanics and general relativity.
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Формирование кластеров Pt/Cu на ступенчатой поверхности Cu(111) исследовано теоретически с по-
мощью самообучающегося кинетического метода Монте-Карло. Показано, что, варьируя условия роста
кластеров Pt/Cu, можно добиться формирования различных наноструктур: вытянутых и разветвлен-
ных дендритов, а также пальцеобразных выступов различной формы. Установлено, что форма класте-
ров определяется в основном тремя параметрами: температурой системы, относительной концентрацией
платины и типом ступени, на которой происходит рост кластера. Для роста дендритов необходимо вы-
полнение двух условий: температура системы должна быть около 200 K или ниже, и в системе должны
присутствовать атомы Pt. При этом, в зависимости от типа ступени растут либо дендриты, вытянутые
в направлении перпендикулярно ступени, либо сильно разветвленные дендриты. При комнатной темпе-
ратуре на ступенях растут пальцеобразные выступы, причем их длина также зависит от типа ступени.
Различие формы кластеров на различных ступенях является следствием анизотропии диффузии атомов
вблизи углов кластеров и может быть объяснено исходя из анализа энергетических барьеров для прыж-
ков атомов по поверхности Cu(111).

DOI: 10.31857/S0044451022110098
EDN: KZGCMN

1. ВВЕДЕНИЕ

Рост кластеров в виде плоских дендритов час-
то наблюдается в металлических гомо- и гете-
роэпитаксиальных системах. Например, в системе
Au/Ir(111) [1] плоские дендриты формируются при
комнатной температуре, в системе Co/Cu(111) [2]
— при температуре 135 K, в системах Ag/Pt(111)
и Ag/Ag(111) [3] — при температурах около 100 K.
Интерес к плоским дендритам связан не только с
их красотой, но и с их необычными физическими
и химическими свойствами, такими как высокая ка-
талитической активность [4,5], а также с перспекти-
вами создания электрохимических устройств хране-
ния энергии [6]. Важно отметить, что рост плоских
дендритов является результатом атомной самоорга-

* E-mail: kolesnikov@physics.msu.ru

низации, и его можно контролировать с помощью
изменения внешних условий, таких как температу-
ра и скорость напыления атомов.

Форма плоских дендритов связана с симметри-
ей поверхности подложки. На поверхностях (111)
ГЦК-кристаллов или на поверхностях (0001) ГПУ-
кристаллов возможны два типа ступеней (А и B).
Если энергии атомов на ступенях A и B различа-
ются, это приводит к появлению анизотропии диф-
фузионных барьеров для обхода углов растущего
кластера. В результате наблюдается формирование
плоских дендритов, обладающих осью симметрии
третьего порядка. Рост таких дендритов был экс-
периментально обнаружен в эпитаксиальных систе-
мах Au/Pt(111) [7], Co/Cu(111) [2], Co/Pd(111) [8],
Pt/Ru(0001) [9], Pd/Cu(111) [10].

Если анизотропией диффузионных барьеров для
обхода углов кластера можно пренебречь по срав-
нению с энергией теплового движения, то плос-
кие дендриты будут обладать осью симметрии ше-
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стого порядка. Формирование таких дендритов бы-
ло обнаружено при температуре, близкой к ком-
натной, в ряде эпитаксиальных систем, таких как
Au/Ru(0001) [11], Ag/Pt(111) [12] и Fe/Ag(111) [13].

Если энергия теплового движения сравнима с
анизотропией диффузионных барьеров для обхо-
да углов кластера, то плоские дендриты принима-
ют некоторую промежуточную форму, не обладаю-
щую какой бы то ни было ярко выраженной сим-
метрией. Такие несимметричные плоские дендриты
формируются, например, в эпитаксиальной системе
Ag/Ni(111) при температуре ниже 800 K [14] и в си-
стеме Ag/Re(0001) при комнатной температуре [15].

Теоретические методы исследования формирова-
ния плоских дендритов можно разделить на три
группы: 1) методы, основанные на приближении
сплошной среды [16,17]; 2) различные вариации мо-
дели диффузионно-лимитированного роста [18–20];
3) кинетический метод Монте-Карло (КММК) [1,
21]. Фрактальная размерность плоских дендритов
существенно зависит от величины эффективного ба-
рьера диффузии атомов вдоль границ дендрита. Ре-
зультаты КММК-моделирования [1,21] показывают,
что чем меньше величина этого барьера, тем ближе
форма дендрита к компактному кластеру.

Наличие на поверхности атомных ступеней мо-
жет привести к существенному изменению морфо-
логии растущих структур. Например, при напыле-
нии Pt на ровную поверхность Cu(111) при комнат-
ной температуре наблюдается рост дендритов [22],
а на ступенчатой поверхности при тех же услови-
ях формируются пальцеобразные выступы [23]. Ме-
ханизмы роста и структура пальцеобразных высту-
пов были объяснены с помощью моделирования ме-
тодом КММК [24]. При этом предполагалось, что
на поверхность меди напыляются только атомы Pt.
Аналогичный подход был использован и для объ-
яснения роста дендритов на ровной поверхности
Cu(111) [21]. Было показано, что возможно получе-
ние разнообразных наноструктур при одновремен-
ном напылении атомов Pt и Cu. Однако вопрос о
том, формирование каких структур возможно при
одновременном напылении атомов Pt и Cu на сту-
пенчатую поверхность Cu(111), остается до сих пор
не изученным. Исследованию этого вопроса и посвя-
щена данная работа.

2. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Для моделирования роста дендритов на ступе-
нях поверхности Cu(111) используется та же мето-
дика, что и для исследования роста дендритов на
ровной поверхности [21] и пальцеобразных выступов
на ступенчатой поверхности Cu(111) [24].

Потенциальная энергия взаимодействия атомов
Cu и Pt вычисляется в приближении сильной свя-
зи [25, 26]:

E =
∑
i

(
Ei

R + Ei
B

)
, (1)

Ei
B=−

√√√√∑
j

ξ2αβ exp

[
−2qαβ

(
rij

rαβ0

−1

)]
fc(rij), (2)

Ei
R=

∑
j

[
A1

αβ

(
rij

rαβ0

−1

)
+A0

αβ

]
×

× exp

[
−pαβ

(
rij

rαβ0

−1

)]
fc(rij), (3)

где rij — расстояние между атомами i и j, α и β

– типы атомов, rαβ0 , A0
αβ , A

1
αβ , ξαβ , pαβ , qαβ — па-

раметры межатомного взаимодействия, зависящие
от свойств металлов, входящих в систему, fc(rij)

— функция обрезания потенциалов. Вид функции
обрезания и параметры межатомного взаимодей-
ствия взяты из работы [27]. Потенциалы (1)–(3) хо-
рошо зарекомендовали себя при исследовании фор-
мирования различных нанообъектов: кластеров [21],
пальцеобразных выступов [24], поверхностных спла-
вов [27], связанных наноструктур в первом слое по-
верхности [28, 29], наноконтактов [30, 31].

Для реалистичного моделирования роста денд-
ритов использован самообучающийся кинетический
метод Монте-Карло (СОКММК) [32]. По сравнению
с обычными КММК-моделями СОКММК-метод об-
ладает следующими преимуществами: 1) энергети-
ческие барьеры ΔEi различных событий вычисля-
ются по требованию1); 2) величины ΔEi сохраня-
ются в базе данных; 3) они могут быть использо-
ваны повторно в аналогичных физических ситуа-
циях. Для вычисления барьеров ΔEi мы исполь-
зуем метод упругой ленты (nudged elastic band,
NEB) [33]. Для ускорения вычислений применяет-
ся метод средней частоты [34] и эффективный алго-
ритм поиска потенциальных ям [35]. Аналогичный

1) В англоязычной литературе используется термин “on the
fly.”
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Рис. 1. Изображения части вычислительной ячейки (вид сверху) после напыления 10000 атомов. Оранжевыми и серыми
точками показаны атомы Cu и Pt, соответственно. Относительная концентрация платины nPt/(nCu + nPt) показана на

рисунке сверху, а слева указаны температура системы и тип ступени (A или B)

подход использовался ранее для исследования само-
организации связанных наноструктур из атомов Co
и Fe в первом слое поверхности Cu(001) [28, 29].

Как и в работах [21,24], мы рассматриваем одно-
слойную модель. Сравнение с экспериментом [22,23]
показывает, что данное приближение оправдано при
небольшом количестве напыляемых атомов. При
этом рассматриваются только прыжки одиночных
атомов в соседние узлы кристаллической решетки,
поскольку учет более сложных событий в системе
Pt/Cu(111) не приводит к появлению качественно
новых результатов [36].

Частоты прыжков атомов вычисляются по фор-
муле

νi = ν0 exp

(
−ΔEi

kT

)
, (4)

где T — температура системы, k — постоянная
Больцмана, частотный предэкспоненциальный мно-
житель ν0 выбран равным 1 ТГц [37, 38]. Напыле-
ние атомов моделируется путем добавления новых
атомов в свободные узлы кристаллической решетки.
Частота появления новых атомов равна ν+ = FN ,
где F – скорость напыления атомов, N = 105 —
число узлов кристаллической решетки в вычисли-
тельной ячейке (200 × 500 узлов). Мы рассматри-
ваем формирование дендритов при различных со-
отношениях между концентрациями платины nPt и
меди nCu. Поэтому удобно ввести безразмерный па-
раметр: относительную концентрацию атомов пла-

тины nPt/(nCu +nPt), изменяющуюся в пределах от
0 до 1. При этом скорость напыления атомов равна
F = FPt + FCu, где FPt/FCu = nPt/nCu.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Как было показано в работе [21], форма и струк-
тура дендритов определяются в основном темпе-
ратурой T системы и отношением концентраций
nPt/nCu, а зависимость от скорости напыления F

оказывается достаточно слабой. Например, длина
периметра дендрита оказывается пропорциональ-
ной lnF . Поэтому в данной работе мы не будем оста-
навливаться на исследовании зависимости характе-
ристик дендритов от F . Все представленные ниже
результаты получены при скорости напыления ато-
мов F = 0.01 монослоев/с, что соответствует часто-
те появления новых атомов в вычислительной ячей-
ке ν+ = 1000 c−1.

На рис. 1 показаны результаты моделирования,
полученные через 10 с после начала напыления ато-
мов на ступенчатую поверхность Cu(111). Хорошо
видно, что форма формирующихся кластеров зави-
сит от трех параметров: температуры T , относитель-
ной концентраций платины nPt/(nCu + nPt) и типа
ступени, на которой растут кластеры. В качестве
количественной характеристики формы кластеров
рассмотрим относительную (суммарную по вычис-
лительной ячейке) длину L/L0 краев кластеров, где

688



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Формирование Pt/Cu дендритов на ступенях поверхности Cu(111)

Рис. 2. Зависимость относительной длины L/L0 кра-
ев кластеров от относительной концентрации платины

nPt/(nCu + nPt)

L0 = 200 атомов – длина ровной ступени в вычис-
лительной ячейке.

Из рис. 1 видно, что для роста дендритов темпе-
ратуру системы необходимо понизить примерно до
200 K. Однако даже при этих условиях дендриты не
формируются при напылении чистой меди. Форми-
рование дендритов происходит только при условии
добавления в систему атомов Pt. Обращает на себя
внимание существенное различие формы дендритов,
растущих на ступенях разного типа. На ступени A
растут дендриты, вытянутые в направлении перпен-
дикулярно ступени, причем их длина слабо зависит
от концентрации Pt при nPt/(nCu + nPt) > 0.4 (см.
рис. 2). При тех же условиях на ступени B растут
сильно разветвленные дендриты. Длина их границы
максимальна при nPt/(nCu + nPt) = 0.4 и убывает
при большей концентрации Pt.

При комнатной температуре дендриты не фор-
мируются. Вместо этого на ступенях растут пальце-
образные выступы, которые наследуют форму опи-
санных выше дендритов, т.е. на ступени А высту-
пы оказываются более длинными и тонкими, чем на
ступени B. Интересно отметить, что в случае напы-
ления чистой платины выступы на ступени B при-
обретают ярко выраженную треугольную форму.
На рис. 2 видно, что при всех рассмотренных кон-
центрациях платины и температурах относительная
длина краев кластеров на ступени A оказывается
больше, чем относительная длина краев кластеров
на ступени B.

Рис. 3. Схематическое изображение (вид сверху) угла
кластера на поверхности (111). Черные шарики изобража-
ют атомы сорта 1, красные — атомы сорта 2, белые — ато-
мы меди в нижнем слое. Атом сорта 2 может находиться
на ступени A, на ступени В или в угловом положении C

Таблица 1. Энергетические барьеры (в эВ) для обхода ато-
мами сорта 2 угла кластера, состоящего из атомов сорта

1. Положения атома A, B и C показаны на рис. 3.

Сорт 1 Сорт 2 A → C C → A B → C C → B
Cu Cu 0.29 0.02 0.40 0.13
Pt Pt 0.34 0.02 0.64 0.26
Cu Pt 0.48 0.02 0.62 0.14
Pt Cu 0.38 0.05 0.42 0.07

Форма кластеров определятся диффузией ато-
мов вблизи углов кластера. Обсудим этот вопрос на
примере кластеров из чистой меди и чистой пла-
тины. Угол кластера схематически изображен на
рис. 3. Вблизи угла кластера может находиться атом
Cu или Pt. Этот дополнительный атом может нахо-
диться либо на ступени A (положение A), либо на
ступени B (положение B), либо в угловом положе-
нии C. Энергетические барьеры для прыжков атома
между этими положениями приведены в таблице 1.

Рассмотрим прыжки атома Cu вблизи угла мед-
ного кластера. Потенциальная энергия атома Cu
на ступени A и на ступени B одинакова, однако
диффузионные барьеры на путях A → C → B и
B → C → A различны. На пути A → C → B атом
преодолевает сначала барьер ΔEA→C = 0.29 эВ, а
затем барьер ΔEC→B = 0.13 эВ. На обратном пути
— сначала барьер ΔEB→C = 0.40 эВ, а затем барьер
ΔEC→A = 0.02 эВ. Таким образом, эффективный
барьер для обхода угла в любом направлении оди-
наков: ΔEeff = 0.42 эВ2). Следовательно, эффек-
тивная частота угловой диффузии атомов Cu равна

2) ΔEeff = ΔEA→C +ΔEC→B = ΔEB→C +ΔEC→A
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νeff = ν0 exp (−ΔEeff/kT ) = 8.8 · 104 c−1 при 300 K
и νeff = 26 c−1 при 200 K. Подвижность атомов по
периметру кластера определяется отношением эф-
фективной частоты угловой диффузии νeff и час-
тоты напыления атомов ν+ = 103 c−1. Видно, что
выполняются неравенства

νeff (T = 300 К) 	 ν+ 	 νeff (T = 200 К). (5)

Следовательно, при температуре 300 К атомы Cu
свободно движутся вдоль границы кластеров меди,
что приводит к формированию ровной ступени. Од-
нако при температуре 200 К атомы Cu не успева-
ют обходить углы кластеров до появления новых
атомов, поэтому анизотропия диффузионных барье-
ров ΔEC→A и ΔEC→B начинает играть ключевую
роль. Если атом Cu оказывается в угловом положе-
нии (C), то вероятность его перехода на ступень A
в exp ((ΔEC→B −ΔEC→A)/kT ) ≈ 590 раз больше,
чем на ступень B. В результате кластер меди растет
в направлениях, перпендикулярных ступени А. Та-
ким образомн, на ступени А кластеры растут пре-
имущественно перпендикулярно ступени, а на сту-
пени B — под углом 60◦ к ней, образуя треугольные
выступы.

Рассмотрим теперь рост кластера из чистой пла-
тины. Энергетические барьеры для прыжков атома
Pt вблизи угла кластера платины приведены в таб-
лице 1. Для оценки эффективной частоты угловой
диффузии можно использовать усредненное значе-
ние эффективного барьера ΔEeff = 0.63 эВ3). То-
гда эффективная частота угловой диффузии равна
νeff = 26 с−1 при 300 K и νeff = 1.3 · 10−4 с−1 при
200 K, т.е. выполняются неравенства

ν+ 	 νeff (T = 300 К) 	 νeff (T = 200 К), (6)

и атомы Pt не успевают обходить углы кластера да-
же при комнатной температуре. Следовательно, ес-
ли атом Pt оказывается в угловом положении (C), он
при температуре 300 K (200 K) переходит на ступень
A в exp ((ΔEC→B −ΔEC→A)/kT ) = 1.1·104 (1.1·106)
раз чаще, чем на ступень B, несмотря на то, что ока-
заться на ступени B ему выгоднее с энергетической
точки зрения. В результате кластеры из чистой пла-
тины на ступени А растут преимущественно перпен-
дикулярно ступени, а на ступени B — под углом 60◦

к ней, образуя треугольные выступы при 300 K и
разветвленные дендриты при 200 K.

Анализ энергетических барьеров в случае сме-
шанных Pt–Cu-кластеров существенно усложняет-

3) ΔEeff = (ΔEA→C +ΔEC→B +ΔEB→C +ΔEC→A)/2

ся в связи с большим числом возможных комбина-
ций атомов Cu и Pt вблизи угла кластера. Рассмот-
рим две простейшие ситуации: 1) диффузия атома
Pt вблизи угла кластера меди и 2) диффузия ато-
ма Cu вблизи угла кластера платины. В первом слу-
чае ситуация аналогична рассмотренному выше слу-
чаю кластеров из чистой платины. Эффективный
барьер для обхода угла кластера равен 0.63 эВ, и вы-
полняются неравенства (6). А во втором случае эф-
фективный барьер для обхода угла кластера равен
0.46 эВ, и выполняются неравенства (5). Т.е. ситуа-
ция аналогична случаю кластеров из чистой меди.
Таким образом, из анализа энергетических барье-
ров, приведенных в таблице 1, следует общая тен-
денция: кластеры на ступени А растут преимуще-
ственно перпендикулярно ступени, а на ступени B
— под углом 60◦ к ней.

Наконец, сделаем одно важное замечание. Обыч-
но при исследовании дендритов на ровной поверх-
ности их характеризуют фрактальной размерно-
стью [1,18–21]. Однако при росте на ступенях денд-
риты Pt–Cu быстро срастаются между собой, не об-
разуя самоподобных структур. В результате вычис-
ление фрактальной размерности таких дендритов
теряет смысл. В отличие от фрактальной размер-
ности относительная длина L/L0 краев кластеров
всегда имеет смысл, поэтому именно она была вы-
числена в нашей работе (см. рис. 2).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Моделирование роста кластеров Pt/Cu на сту-
пенчатой поверхности Cu(111) показало, что их
форма определяется в основном тремя параметра-
ми: температурой системы, относительной концен-
трацией платины nPt/(nCu + nPt) и типом ступени,
на которой происходит рост кластеров. Для роста
дендритов необходимо выполнение двух условий:
температура системы должна быть около 200 K или
ниже, и в системе должны присутствовать атомы
Pt. На ступенях разного типа формируются денд-
риты существенно различной формы. На ступени
A растут дендриты, вытянутые в направлении пер-
пендикулярно ступени, а на ступени B — сильно
разветвленные дендриты. Сильное различие фор-
мы дендритов объясняется анизотропией диффузии
атомов вблизи углов кластеров. Из анализа энерге-
тических барьеров видно, что дендриты на ступени
А растут преимущественно перпендикулярно ступе-
ни, поэтому они оказываются узкими и длинными.
На ступени B дендриты растут под углом 60◦ к ней,
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в результате чего оказываются более разветвленны-
ми и могут срастаться между собой. При комнат-
ной температуре на ступенях растут пальцеобраз-
ные выступы, причем на ступени А выступы оказы-
ваются более длинными и тонкими, чем на ступени
B. При всех рассмотренных концентрациях Pt и тем-
пературах относительная длина краев кластеров на
ступени A оказывается больше, чем относительная
длина краев кластеров на ступени B.

В результате мы показали, что, варьируя усло-
вия роста кластеров Pt/Cu на ступенчатой поверх-
ности Cu(111), можно добиться формирования раз-
личных наноструктур: вытянутых и разветвленных
дендритов, а также пальцеобразных выступов раз-
личной формы. Поскольку физические и химиче-
ские свойства кластеров связаны с их формой, мы
надеемся, что полученные результаты будут полез-
ны для дальнейшего экспериментального изучения
кластеров Pt/Cu и их применения в промышленно-
сти.
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12. H. Röder, K. Bromann, H. Brune, and K. Kern, Phys.
Rev. Lett. 74, 3217 (1995).

13. F. Buchner, STM Investigation of Molecular
Architectures of Porphyrinoids on a Ag(111) Surface:
Supramolecular Ordering, Electronic Properties and
Reactivity, Springer, Berlin (2010).

14. A. Meyer, J. I. Flege, R. E. Rettew, S. D. Senanayake,
T. Schmidt, F. M. Alamgir, and J. Falta, Phys. Rev.
B 82, 085424 (2010).

15. M. Parschau, D. Schlatterbeck, and K. Christmann,
Surf. Sci. 376, 133 (1997).

16. J. Lipton, M. E. Glicksman, and W. Kurz, Mater. Sci.
Eng. 65, 57 (1984).

17. M. X. Liu, K. Wang, D. Xia, and T. Jiang, J. Alloys
Compd. 589, 431 (2014).

18. T. A. Witten and L. M. Sander, Phys. Rev. Lett. 47,
1400 (1981).

19. T. A. Witten and L. M. Sander, Phys. Rev. B 27,
5686 (1983).

20. А. Ю. Лоскутов, А. С. Михайлов, Основы теории
сложных систем, Институт компьютерных иссле-
дований, Москва–Ижевск (2007).

21. S. A. Dokukin, S. V. Kolesnikov, and A. M. Saletsky,
Surf. Sci. 689, 121464 (2019).

22. E. Soy, Z. Liang, and M. Trenary, J. Phys. Chem. C
119, 24796 (2015).

23. F. R. Lucci, T. J. Lawton, A. Pronschinske, and
E. C. H. Sykes, J. Phys. Chem. C 118, 3015 (2014).

24. S. A. Dokukin, S. V. Kolesnikov, A. M. Saletsky, and
A. L. Klavsyuk, J. Alloys Compd. 763, 719 (2018).

25. F. Cleri and V. Rosato, Phys. Rev. B 48, 22 (1993).

26. N. A. Levanov, V. S. Stepanyuk, W. Hergert,
D. I. Bazhanov, P. H. Dederichs, A. Katsnelson, and
C. Massobrio, Phys. Rev. B 61, 2230 (2000).

27. S. A. Dokukin, S. V. Kolesnikov, A. M. Saletsky, and
A. L. Klavsyuk, Surf. Sci. 692, 121515 (2020).

28. С. В. Колесников, Письма вЖЭТФ 99, 329 (2014).

691



С. А. Докукин, С. В. Колесников, А. М. Салецкий ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022

29. S. V. Kolesnikov, A. L. Klavsyuk, and A. M. Saletsky,
ЖЭТФ 148, 706 (2015).

30. С. А. Докукин, С. В. Колесников, А. М. Салецкий,
ЖЭТФ 158, 858 (2020).

31. С. А. Докукин, С. В. Колесников, А. М. Салецкий,
ЖЭТФ 160, 426 (2021).

32. С. В. Колесников, А. М. Салецкий, С. А. Доку-
кин, А. Л. Клавсюк, Матем. моделирование 30, 48
(2018).

33. G. Henkelman and H. Jónsson, J. Chem. Phys. 113,
9978 (2000).

34. B. Puchala, M. L. Falk, and K. Garikipati, J. Chem.
Phys. 132, 134104 (2010).

35. S. A. Dokukin, S. V. Kolesnikov, and A. M. Saletsky,
Comput. Mater. Sci. 155, 209 (2018).

36. С. А. Докукин, С. В. Колесников, А. М. Салецкий,
Вестник Моск. ун-та. Серия 3. Физика и Астроно-
мия вып 4, 46 (2019).

37. U. Kürpick, Phys. Rev. B 64, 075418 (2001).

38. U. Kürpick, Phys. Rev. B 66, 165431 (2002).

39. V. Sadovnichy, A. Tikhonravov, V. Voevodin,
and V. Opanasenko, “Lomonosov”: Supercomputing
at Moscow State University, Chapman Hall/CRC
Computational Science, Boca Raton, United States,
283307 (2013).

40. V. Voevodin, A. Antonov, D. Nikitenko, P. Shvets,
S. Sobolev, I. Sidorov, K. Stefanov, V. Voevodin, and
S. Zhumatiy, Supercomput. Front. Innov. 6, 4 (2019).

692



ЖЭТФ, 2022, том 162, вып. 5 (11), стр. 693–707 © 2022

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СОЛИТОНОВ С ГРАНИЦЕЙ
ФЕРРОМАГНИТНОЙ ПЛАСТИНЫ

В.В. Киселев *, А.А. Расковалов

Институт физики металлов им. М.Н. Михеева Уральского отделения
Российской академии наук, 620041, Екатеринбург, Россия

Физико-технологический институт Уральского федерального университета
620002, Екатеринбург, Россия

Поступила в редакцию 18 апреля 2022 г.,
после переработки 06 июня 2022 г.

Принята к публикации 06 июня 2022 г.

В рамках фокусирующего нелинейного уравнения Шредингера найдены и проанализированы солитонные
состояния полубесконечной ферромагнитной пленки при частичном закреплении спинов на её границе.
Показано, что солитоны делятся на два класса. Первый из них представляют локализованные вблизи края
пленки колебания намагниченности с дискретными частотами. Второй содержит движущиеся частице-
подобные объекты, ядра которых сильно деформируются у границы пленки, а затем упруго отражаются
от нее, восстанавливая форму солитонов, типичных для протяженного образца. Получена серия законов
сохранения для волнового поля, обеспечивающая локализацию солитонных колебаний около границы
образца и упругое отражение от нее движущихся солитонов. Показано, что изменение фазы внутренней
прецессии солитона при отражении зависит от характера закрепления краевых спинов.

DOI: 10.31857/S0044451022110104
EDN: KZITUW

1. ВВЕДЕНИЕ

Пленки железо-иттриевых гранатов с толщиной
от нескольких микрон до десятков микрон и длиной
от нескольких до десятков сантиметров обладают
свойствами ферромагнитной среды в интервале от
1 ГГц до 20 Ггц. Этот частотный интервал интен-
сивно исследуется благодаря возможности возбуж-
дения распространяющихся вдоль пленки обменно-
дипольных спиновых волн. Одним из главных ре-
зультатов такого изучения явилось обнаружение со-
литонов огибающей спиновых волн в ферромагнит-
ных пленках [1–3]. Если в теории линейных волн об
эффектах обменного и диполь-дипольного взаимо-
действий принято говорить, когда соответствующие
энергии сравнимы по порядку величины, то условия
образования и структура даже слабонелинейных со-
литонов во многом определяются не соотношением
энергий, а конкуренцией двух типов пространствен-
ной дисперсии – обменной и магнитостатической [4].

* E-mail: kiseliev@imp.uran.ru

Кроме того, учет магнитостатики делает задачу не
только неодномерной, но и нелокальной, и требует
корректного учета краевых условий на поверхности
образца.

Для анализа малоамплитудных возбуждений в
магнитных пленках обычно используется локальное
нелинейное уравнение Шредингера (НУШ):

i∂τψ − ∂2
kω(k)

2
∂2
Xψ + g|ψ|2ψ = 0. (1)

Комплексное поле ψ(X, τ) описывает простран-
ственно-временную модуляцию бегущей активаци-
онной волны

ψ(X, τ)ei kx+i ω(k) t ≡ ψ ei θ,

где k и ω(k) — волновое число и частота основной
гармоники, x и t — пространственная координата
и время, X , τ — соответствующие медленные пере-
менные. Отклонения нормированной намагниченно-
сти mi(x, t) (i = 1, 2, 3) от равновесного положения
(0, 0, 1) выражаются через ψ(X, τ):

m1 + im2 = ψ ei θ, m3 ≈ −|ψ|2/2. (2)

Упрощенный вывод НУШ предполагает дифферен-
цируемость закона дисперсии линейных спиновых

6 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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волн ω(k) по волновому числу k. Постоянная взаи-
модействия волн g традиционно вычисляется в пре-
деле k → 0 из разложения по амплитуде колеба-
ний частоты однородного ферромагнитного резо-
нанса [5]. Однако в области малых волновых чисел
(|kd| � 1, d — толщина пленки) частота обменно-
дипольных спиновых волн ω(k) является недиффе-
ренцируемой функцией от k [6]. В работах [4, 7] по-
казано, что при волновых числах k и частотах ω(k),
удовлетворяющих условиям

L	λ	k−1> d	a, λ � c/ω, ∂2
kω(k) = 0, (3)

допустима последовательная редукция уравнений
нелинейной и нелокальной динамики ферромагнит-
ной пластины при отсутствии закрепления спинов
на её поверхности и корректном учете обменных
и магнитостатических взаимодействий к упрощен-
ной локальной модели (1). Здесь L — размер об-
разца, λ — характерный размер магнитных неодно-
родностей, a — постоянная решетки, c — скорость
света. Окрестности точек нулевой дисперсии, где
∂2
kω(k) ≈ 0 (из-за конкуренции обменной и маг-
нитостатической дисперсий), а также длинноволно-
вые возбуждения с |kd| < 1, требуют отдельно-
го рассмотрения [4]. При последовательном выво-
де НУШ константа взаимодействия волн учитыва-
ет неоднородности распределения намагниченности
вдоль нормали к пластине и нетривиально зависит
от волнового вектора основной гармоники и тол-
щины пластины. В результате удается описать осо-
бенности взаимодействия неоднородных по толщине
пластины и распространяющихся вдоль пластины
спиновых волн с близкими значениями не равных
нулю волновых векторов. Использование этих ре-
зультатов позволяет более тщательно перейти от мо-
дели (1) к наблюдаемым величинам.

В достаточно тонких пленках при свободных
поверхностных спинах переменным магнитным по-
лем возбуждается только нижняя ветвь спектра
обменно-дипольных волн с почти однородным рас-
пределением намагниченности вдоль нормали к пла-
стине [8]. Для нее существуют протяженные области
волновых чисел (3), в которых g > 0, ∂2

kω(k) < 0. А
значит справедлив критерий Лайтхилла [9]

g ∂2
kω < 0, (4)

допускающий формирование экспоненциальных
«светлых» солитонов из локализованных импульсов
внешнего воздействия. В этом случае модель (1)
масштабными преобразованиями приводится к
стандартному виду фокусирующего НУШ:

i∂tψ + ∂2
xψ + 2|ψ|2ψ = 0. (5)

В случае безграничной пластины (−∞ < x < ∞)
уравнение (5) эквивалентно условию коммутатив-
ности двух дифференциальных операторов, зави-
сящих от комплексного спектрального параметра
[10, 11]. Такое представление (U–V -пара) позволя-
ет найти отображение решений модели (5) в дан-
ные рассеяния вспомогательной спектральной зада-
чи. В простейшем случае, когда ψ(x, t) стремится
к нулю при x → ±∞, эволюция данных рассеяния
определяется линейными уравнениями и вычисля-
ется явно по заданному в начальный момент време-
ни распределению намагниченности ψ(x, t = 0). Об-
ратное спектральное преобразование позволяет по
данным рассеяния найти полное решение начально-
краевой задачи для НУШ (5). Строго говоря, эти
результаты применимы лишь для протяженных об-
разцов. Поэтому основные приложения НУШ (5) и
его обобщения нашли в нелинейной оптике и гид-
родинамике: при конструировании линий оптоволо-
конной связи и моделировании волновых процессов
в водных бассейнах (см. [12–15] и цитированную там
литературу).

В случае конечных интервалов изменения
x невозможно получить простое отображение
начально-краевых условий, сформулированных для
исходных полей, в данные рассеяния. Тем не менее,
традиционный метод обратной задачи рассеяния
на всей оси −∞ < x < ∞ позволяет решить ряд
начально-краевых задач для волновых процессов на
полуинтервале 0 ≤ x < ∞ [16–19]. В случае НУШ
(5) для поля ψ(x, t) = χ(x, t) на полуоси 0 ≤ x < ∞
интегрируемыми оказываются практически важные
краевые условия:

[∂xχ− βχ]|x=+0 = 0; (6)
χ → 0, ∂xχ → 0 при x → +∞. (7)

Положительная или отрицательная постоянная по-
верхностной анизотропии β определяет характер за-
крепления спинов на краю пленки. С физической
точки зрения параметр β учитывает одноионную
анизотропию и/или внешнее магнитное поле на гра-
ни x = 0 образца. Эффективное магнитное поле и
ось анизотропии направлены по нормали к развитой
поверхности пленки.

В предельном случае β → 0 первое соотношение
(6) переходит в условие Неймана ∂xχ|x=+0 = 0 (сво-
бодные спины на краю пластины); в формальном
пределе |β| → ∞ оно сводится к условию Дирих-
ле: χ|x=+0 = 0 (полное закрепление спинов в точке
x = 0).

В работах [16–19] предложена модификация ме-
тода обратной задачи рассеяния для решения НУШ
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Рис. 1. Солитон, локализованный вблизи края образца, при α = 0 (a), α < 0, 2 ν x0 = ln[(ν + |α|)/(ν − |α|)] (б) и α > 0

(в)

Рис. 2. Двухсолитонное возбуждение (60) при α = ε|α|,
ε = 1 (сплошные линии) и ε = −1 (штриховые линии)
в предельных положениях, соответствующих значениям

|χ|(x = 0) = |χ|min и |χ|(x = 0) = |χ|max

на полуоси при заданном начальным возмущении
χ(x, t = 0) и краевых условиях (6), (7). Схема инте-
грирования является аналогом метода «изображе-
ний», используемого при решении линейных крае-
вых задач электростатики с определенной простран-
ственной симметрией. Однако в перечисленных ра-
ботах анализ мультисолитонов отсутствует. Так, в
[19] с самого начала обсуждаются лишь диспергиру-
ющие волны без солитонов. В данной работе мы ис-
следуем начально-краевую задачу в полубесконеч-
ной ферромагнитной пленке при наличии спиновых
волн и солитонов. Покажем, что солитоны вбли-
зи границы пленки обладают качественно новыми
свойствами, которые отсутствуют в безграничной
среде. Исследуем изменения динамических свойств
и строение солитонов при разной степени закреп-
ления спинов на границе x = 0 образца. Получим
новые законы сохранения для нелинейных коллек-
тивных возбуждений в полубесконечной пленке.

Статья организована следующим образом. В
разд. 2 приведены формулы работ [16, 17], кото-

рые необходимы для теоретического описания нели-
нейной динамики полубесконечной ферромагнитной
пленки. В разд. 3 дано решение начально-краевой
задачи для НУШ на полуоси. Преимущество мето-
да состоит не только в прямой связи с традици-
онной схемой интегрирования НУШ на интервале
−∞ < x < ∞ [11], но и в том, что в отличие от
других подходов [18, 19], он допускает обобщение и
открывает принципиальную возможность подробно-
го анализа квазиодномерных солитонов и дисперги-
рующих волн в полубесконечных образцах с инте-
грируемыми краевыми условиями [20] в рамках ба-
зовых моделей Ландау–Лифшица для гейзенбергов-
ского ферромагнетика и ферромагнетиков с квадра-
тичной по намагниченности анизотропией [4].

В разд. 4 получены явные формулы для соли-
тонных возбуждений в полубесконечной пластине.
Показано, что существуют два класса солитонов.
Мультисолитоны первого из них локализованы
вблизи края x = 0 пленки и представляют со-
бой приграничные колебания намагниченности
со специфическими частотными и амплитудными
свойствами. Второй класс образуют движущиеся
частицеподобные объекты, которые упруго отража-
ются от края пленки. На больших расстояниях от
края пленки они трансформируются в типичные
для безграничной среды прецесcирующие маг-
нитные солитоны, упруго сталкивающиеся друг с
другом.

В разд. 5 для полубесконечной ферромагнит-
ной пленки найдена серия локальных интегралов
движения, каждый из которых представляет адди-
тивную сумму вкладов от солитонов и квазичастиц
непрерывного спектра спиновых волн. Установлены
дополнительные законы сохранения, которые обес-
печивают локализацию солитонов вблизи границы
образца или их отражение от нее.
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Рис. 3. Солитон (66) в моменты времени t = ±t0, t0 � 1 (сплошные линии), t = 0 при α = ∞ (штриховая линия) и t = 0

при α = 0 (штрихпунктирная линия)

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Напомним, что при решении начально-краевой
задачи для НУШ на всей оси −∞ < x < ∞ поле
ψ(x, t) предполагается нужное число раз дифферен-
цируемым по переменным x, t. Тогда уравнение (5)
эквивалентно условию коммутативности двух опе-
раторов [11]:

[∂x − U(λ), ∂t − V (λ)] = 0, (8)

где

U(λ) = − iλ

2
σ3 + i (ψ∗σ+ + ψσ−),

V (λ) = i σ3

(
λ2

2
− |ψ|2

)

− [(∂xψ − iλψ)σ− − (∂xψ
∗ + iλψ∗)σ+],

σi (i = 1, 2, 3) — матрицы Паули, σ± = (σ1 ± iσ2)/2,
λ — комплексный спектральный параметр. Пред-
ставление (8) можно переписать в проинтегрирован-
ном виде, используя матрицу T0(x, y, λ) трансляции
вдоль оси x из точки y в точку x. Здесь и далее,
где это не вызывает недоразумений, не указываем
зависимость от времени t. Матрица T0(x, y, λ) удо-
влетворяет уравнениям [11]

∂xT0(x, y, λ) = U(x, λ)T0(x, y, λ),

∂yT0(x, y, λ) = −T0(x, y, λ)U(y, λ),

∂tT0(x, y, λ) = V (x, λ)T0(x, y, λ)− T0(x, y, λ)V (y, λ)

(9)

с условиями T0(x, x, λ) = I, det T0(x, y, λ) = 1 и об-
ладает свойством суперпозиции

T0(x, z, λ)T0(z, y, λ) = T0(x, y, λ).

В частности, выполняется соотношение
T0(x, y, λ) = T−1

0 (y, x, λ). Матричные функции
U(λ) и V (λ) имеют специальный вид:

U∗(λ∗) = σ2U(λ)σ2, V ∗(λ∗) = σ2V (λ)σ2, (10)

Поэтому из (9) следует свойство инволюции

T ∗
0 (x, y, λ

∗) = σ2 T0(x, y, λ)σ2. (11)

Перейдем к рассмотрению НУШ (5) для поля
ψ(x, t) = χ(x, t) на полуоси 0 ≤ x < ∞ при крае-
вых условиях (6), (7). Для включения такой задачи
в классическую схему метода обратной задачи про-
должим поле χ(x, t) на всю ось четным образом. Для
этого зададим ψ(x, t) в виде непрерывной кусочно-
дифференцируемой функции

ψ(x, t) =

{
χ(x, t), x ≥ 0,

χ(−x, t), x < 0.
(12)

В точке x = 0 продолжение ψ(x, t) будет непре-
рывным:

ψ(x = +0, t) = ψ(x = −0, t) = χ(x = 0, t),

но его первая производная претерпевает скачок [16,
17]:

∂xψ|x=+0 − ∂xψ|x=−0 = 2∂xχ(x = +0, t).

Эти соотношения позволяют трактовать преж-
нее краевое условие (6) как дополнительные огра-
ничения на поле ψ(x, t) в точке x = 0:

Δψ|x=0 = 0, [Δ∂xψ − 2ψ]|x=0 = 0, (13)

которые аналогичны таковым в процедуре ин-
тегрирования методом «изображений» линеари-
зованного НУШ на полуоси 0 ≤ x < ∞. Здесь
Δf |x=0 = f(x = +0)− f(x = −0).
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Простой проверкой можно убедиться, что огра-
ничение (13) эквивалентно связи [20]

V+(λ)K(λ) −K(λ)V−(λ) = 0, (14)

где V±(λ) ≡ V (λ)|x=±0, K(λ) = λI + i βσ3, I — еди-
ничная матрица. Для учета связи (14) модифициру-
ем T0(x, y, λ) и введем новую матрицу трансляции
T (x, y, λ) [16]:

T (x, y, λ) =

=

⎧⎪⎨
⎪⎩
T0(x, y, λ), xy > 0,

T0(x,+0, λ)K(λ)T0(−0, y, λ), x > 0 > y,

T0(x,−0, λ)K−1(λ)T0(+0, y, λ), x < 0 < y,

(15)

включающую множители K(λ) и K−1(λ). Из пред-
ставления (15) заключаем, что новая матрица пере-
носа не является унимодулярной:

detT (x, y, λ) = [λ2 + β2](sign x−sign y)/2. (16)

Для нее справедливы соотношения

T (x, x, λ) = I при x = 0,

T (x, y, λ) = T−1(y, x, λ) при x = y
(17)

и

T (+0,−0, λ) = T−1(−0,+0, λ) = K(λ). (18)

При x = 0, y = 0 с учетом (14), (15) получаем для
T (x, y, λ) дифференциальные уравнения

∂xT (x, y, λ) = U(x, λ)T (x, y, λ),

∂yT (x, y, λ) = −T (x, y, λ)U(y, λ),

∂tT (x, y, λ) = V (x, λ)T (x, y, λ) − T (x, y, λ)V (y, λ)

(19)

— те же, что и для безграничной пластины (9). Это
позволяет включить краевую задачу (6), (7) для
НУШ (1) на полуоси 0 ≤ x < ∞ в схему обратной
задачи рассеяния на всей оси −∞ < x < ∞. В то
же время, специфика продолжения поля ψ(x, t) (12)
приводит к модификации расчетов. Остановимся на
этом подробнее.

3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НУШ НА ПОЛУОСИ
МЕТОДОМ «ИЗОБРАЖЕНИЙ»

Прямая задача рассеяния
Следуя стандартной схеме метода обратной зада-

чи рассеяния на всей оси −∞ < x < ∞ [11], введем
матричные функции

T±(x, t, λ) = lim
y→±∞

[
T (x, y, λ) exp

(
− iλ y

2
σ3

)]
(20)

— базисные решения Йоста вспомогательной линей-
ной системы [11,16]

∂xT± = U T±. (21)

Их асимптотическое поведение

T±(x, t, λ) → exp

(
− iλ x σ3

2

)
при x → ±∞

согласовано с условием (7).
Нетрудно проверить, что при x ≥ 0 матрица

p(x, t) в разложении решения Йоста T+(x, t, λ) по об-
ратным степеням λ (при λ → ∞)

T+(x, λ) =

(
I +

p(x, t)

λ
+ . . .

)
exp

(
− iλ x σ3

2

)
,

удовлетворяет соотношению

[σ3, p] = 2(χ∗σ+ + χσ−).

Отсюда сразу находим явное решение НУШ (5)
при x ≥ 0 в терминах матричного элемента
[T+(x, t, λ)]21:

χ(x, t) = − lim
λ→∞

[
[T+(x, t, λ)]21 exp

(
iλ x

2

)
λ

]
. (22)

Свойство четности продолжения
ψ(x, t) = ψ(−x, t) (12) ведет к дополнительной
симметрии матриц U и V :

U(x, λ) = −σ3U(−x,−λ)σ3,

V (x, λ) = σ3V (−x,−λ)σ3,

с учетом которой из системы (19) следует про-
порциональность матричных функций T (x, y, λ) и
σ3T (−x,−y,−λ)σ3. Коэффициент пропорциональ-
ности фиксируется равенством (18)

T (x, y, λ) = sign(xy)σ3T (−x,−y,−λ)×
× σ3[λ

2 + β2](sign x−sign y)/2, λ ∈ R. (23)

Здесь мы воспользовались соотношением

K−1(λ) = −K(−λ)

λ2 + β2
.

Поскольку K∗(λ∗) = σ2K(λ)σ2, формулы (11),
(15) сохраняют прежнюю редукцию для новой мат-
рицы трансляции:

T ∗(x, y, λ∗) = σ2T (x, y, λ)σ2. (24)
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Из (16), (23), (24) находим ключевые свойства
функций Йоста при λ ∈ R:

det T±(x, λ) = [λ2 + β2](signx∓1)/2,

T±(x, λ) = ±signxσ3T∓(−x,−λ)σ3 ×
× [λ2 + β2](signx∓1)/2,

T ∗(x, λ) = σ2T (x, λ)σ2.

(25)

На вещественной λ-оси фундаментальные решения
определены одновременно, поэтому они связаны
матрицей перехода T (λ):

T−(x, λ) = T+(x, λ)T (λ), (26)

алгебраическая структура которой определяется ре-
дукциями (25):

T (λ) =

(
a(λ) −b̄(λ)

b(λ) ā(λ)

)
,

a(λ)ā(λ) + b(λ)b̄(λ) = λ2 + β2, (27)
ā(λ) = a∗(λ), b̄(λ) = b∗(λ),

a∗(−λ) = −a(λ), b(−λ) = −b(λ), λ ∈ R.

Введем обозначение T
(i)
± для i-ого столбца

матрицы T± = (T
(1)
± , T

(2)
± ). Столбцы T

(1)
− (x, λ) и

T
(2)
+ (x, λ) решений Йоста аналитически продол-

жаются с вещественной оси в область Imλ > 0,
а столбцы T

(2)
− (x, λ) и T

(1)
+ (x, λ) будут аналити-

ческими функциями в нижней полуплоскости
Imλ < 0, кроме, может быть, простых полюсов
матрицы T+(x, λ) при x < 0 в точках λ = ±iβ,
унаследованных от матрицы K−1(λ).

Из соотношения (26) получаем представление
для a(λ) в форме

a(λ) =
det[T

(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]

detT+(x, λ)
=

= [λ2 + β2](1−signx)/2 det[T
(1)
− (x, λ), T

(2)
+ (x, λ)]. (28)

Отсюда следует, что функция a(λ) допускает ана-
литическое продолжение в верхнюю полуплоскость
Imλ > 0, где в общем случае имеет нули, которые
будем предполагать простыми. Кроме того, она мо-
жет иметь нуль в точке λ = i|β| (см. (15), (20), (28)).
Можно показать, что элемент ā(λ) матрицы пере-
хода продолжается с вещественной оси в область
Imλ < 0, где выражается через a(λ∗): ā(λ) = a∗(λ∗).

Редукция a∗(−λ) = −a(λ) (27) переносится с ве-
щественной оси в область Imλ > 0, где принимает
вид

a∗(−λ∗) = −a(λ). (29)

Согласно (29), нули функции a(λ) либо входят па-
рами:

λj = {λk,−λ∗
k}, Imλk > 0,

k = 1, 2, . . .N, j = 1, 2 . . .2N ; (30)

либо являются чисто мнимыми:

λj = {i νs}. νs > 0, s = 1, 2, . . .M. (31)

Если a(λi) = 0 , то из (28) заключаем, что столб-
цы T

(1)
− (x, λj) и T

(2)
+ (x, λj) пропорциональны:

T
(1)
− (x, λj) = γ(λj)T

(2)
+ (x, λj). (32)

Продолжение комбинации двух последних ра-
венств (25) в комплексную λ-плоскость дает соот-
ношение

T±(x, λ) = ±signxσ1T
∗
∓(−x,−λ∗)σ1 ×
× [λ2 + β2](signx∓1)/2, (33)

где значения λ выбираются в областях аналитично-
сти соответствующих столбцов. В частности, из (33)
находим

T
(1)
− (x, λ) = −signxσ1T

(2)∗
+ (−x,−λ∗)×

× [λ2 + β2](sign x+1)/2,

T
(2)
+ (x, λ) = signxσ1T

(1)∗
− (−x,−λ∗)×

× [λ2 + β2](sign x−1)/2,

(34)

где Imλ > 0.
С помощью (32), (34) выводим связь нормиро-

вочных постоянных:

γ(λk)γ
∗(−λ∗

k) = −(λ2
k + β2), k = 1, 2, . . .N ; (35)

|γ(iνs)|2 = ν2s − β2 > 0, s = 1, 2, . . .M. (36)

Ограничение (36) справедливо только при νs > |β|.
В пределе больших λ функции Йоста имеют

асимптотики [16]:

T+(x, λ) = exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x > 0;

T+(x, λ) = λ−1 exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x < 0;

T−(x, λ) = λ exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x > 0;

T−(x, λ) = exp

(
− i λ x

2
σ3

)
[I + o(1)], x < 0.

(37)

Элемент a(λ) матрицы перехода восстанавлива-
ется по своим нулям, полюсам, асимптотическому
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поведению при больших λ и коэффициенту отраже-
ния b(λ) [11, 16]:

a(λ) =

= (λ+ i α)

M∏
s=1

(
λ− i νs
λ+ i νs

) N∏
k=1

(λ − λk)(λ+ λ∗
k)

(λ + λk)(λ− λ∗
k)

×

× exp

(
1

2πi

+∞∫

−∞
dμ

ln[1− |b(μ)|2(μ2 + β2)−1]

μ− λ

)
,

Imλ > 0, α2 = β2. (38)

В формуле (38) N и M определяют соответственно
число комплексных (30) и чисто мнимых (31) нулей
коэффициента a(λ).

Для конкретизации в соотношении (38) связи
между параметром α и постоянной анизотропии β

построим подходящее представление для элементов
матрицы перехода. Таковое следует из (26) с учетом
(15) в пределе x → +0:

T (λ) = T−1
+ (+0, λ)K(λ)T−(−0, λ). (39)

Используя (33), при x → +0 выражаем T−(−0, λ)

через T+(+0, λ):

T−(−0, λ) = σ1T
∗
+(+0,−λ∗)σ1,

и переписываем (39) в виде

T (λ) = T−1
+ (+0, λ)(λ+ i βσ3)σ1T

∗
+(+0,−λ∗)σ1. (40)

Принимая во внимание, что det T+(+0, λ) = 1, из
(40) получаем полезные для дальнейшего анализа
формулы для элементов матрицы перехода:

a(λ) = (λ+ iβ)[T+(+0, λ)]22[T+(+0,−λ∗)]∗22−
− (λ− iβ)[T+(+0, λ)]12[T+(+0,−λ∗)]∗12,

Imλ > 0; (41)

b(λ) = −(λ+ iβ)[T+(+0, λ)]21[T+(+0,−λ∗)]∗22+

+ (λ− iβ)[T+(+0, λ)]11[T+(+0,−λ∗)]∗12,

λ ∈ R. (42)

Напомним, что a(λ) является аналитической функ-
цией в верхней полуплоскости параметра λ. В (41)
она выражена через элементы столбца T

(2)
+ (λ), ко-

торые аналитичны в той же области. Функция b(λ),
напротив, не обладает какими-либо определенными
свойствами аналитичности и определена лишь при
λ ∈ R. Поэтому в правой части (42) следует брать
пределы компонент векторов T (2)

+ (λ) и T
(1)
+ (λ) из об-

ластей их определения Imλ > 0 и Imλ < 0 на контур
−∞ < λ < ∞.

Представление (41) в пределе λ → +i0 с учетом
последней из формул (25) дает значение

a(λ = 0) = iβ detT+(+0, λ) = iβ.

С другой стороны, из дисперсионного соотношения
(38) ввиду четности функции |b(μ)|2 находим

a(λ = 0) = i α (−1)M .

Таким образом, связь параметров α и β определена
равенством

β = α (−1)M , (43)

зависящим от числа мнимых нулей коэффициента
a(λ).

С помощью вспомогательного линейного уравне-
ния (21) мы построили отображение решений исход-
ной начально-краевой задачи для НУШ на полу-
оси в полный набор данных рассеяния. Он содержит
спектральные плотности b(λ), где

−∞ < λ < +∞,

дискретные нули λj коэффициента a(λ)

(Imλj > 0) и нормировочные постоянные γ(λj)

(j = 1, 2, . . . , N + M). В новых переменных за-
дача интегрирования НУШ сводится к решению
линейных задач. Из последнего уравнения (19) вы-
текает привычная зависимость данных рассеяния
от времени:

a(t, λ) = a(0, λ), b(t, λ) = b(0, λ) e−iλ2t,

γ(λj , t) = γ(0, λj) e
−iλ2

j t. (44)

Значения постоянных интегрирования b(0, λ), λj ,
γ(0, λj) находим из уравнения (21) по заданно-
му начальному распределению намагниченности
χ(x, t = 0).

Обратная задача рассеяния
Спектральная функция b(λ, t) параметризует

спин-волновые цуги, которые расплываются с
течением времени из-за преобладания эффектов
дисперсии над эффектами сжатия пакетов из-за
взаимодействия гармоник. Нули λj коэффициента
a(λ) параметризуют структурно-устойчивые части-
цеподобные объекты — солитоны. Долгоживущим
магнитным солитонам в отсутствие диспергирую-
щих волн соответствует коэффициент a(λ) с нулями
при условии b(λ) = b̄(λ) ≡ 0.

Для теоретического описания эволюции началь-
ного распределения намагниченности в полубеско-
нечной пластине с краевыми условиями (6), (7) сле-
дует перейти от данных рассеяния к наблюдаемой
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величине χ(x, t). Специфика работ [16,17] состоит в
том, что обратные отображения на интервалах

0 < x < ∞ и −∞ < x < 0

оказываются разными и могут рассматриваться
независимо. Хотя построенные в конечном счете ре-
шения НУШ — реальное при x > 0 и «фиктивное»
при x < 0 — связаны симметрией (12), соответству-
ющие им функции Йоста таким свойством не обла-
дают.

Для построения искомых решений
ψ(x, t) = χ(x, t) задачи Коши для НУШ (5) с кра-
евыми условиями (6), (7) на интервале 0 < x < ∞
исходим из первого столбца матричной связи (26)
функций Йоста на вещественной λ-оси. Соответ-
ствующее равенство запишем в виде, удобном для
дальнейших вычислений:

T
(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
−
(
1

0

)
=

= T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
−
(
1

0

)
+

+ T
(2)
+ (x, λ) r(λ) exp

(
iλ x

2

)
, λ ∈ R, (45)

где r(λ) = b(λ)/a(λ). Зависимость от времени t пока
опускаем.

Напомним, что векторная функция
T

(1)
− (x, λ) a−1(λ) exp (iλ x/2) является аналити-

ческой в области Imλ > 0 всюду, кроме полюсов,
которые совпадают с нулями коэффициента a(λ)

(38). В общем случае их положения определяются
формулами (30), (31). При α < 0 у элемента a(λ) в
области Imλ > 0 появляется дополнительный осо-
бый нуль λ = i |α|. Функция T

(1)
+ (x, λ) exp (iλ x/2)

будет аналитической в нижней полуплоскости пара-
метра λ. Асимптотическое поведение этих функций
при x > 0 и λ → ∞ дают формулы (см. (37), (38)):

T
(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
−
(
1

0

)
= O

(
1

λ

)
,

T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
−
(
1

0

)
= O

(
1

λ

)
.

(46)

Процедура построения линейных интегральных
уравнений обратной задачи рассеяния для НУШ на
полуоси (при 0 < x < ∞) отличается от таковой
на всей оси [10] лишь наличием дополнительных ре-
дукций и появлением у функции a(λ) особого нуля
λ = i |α| при α < 0. Обсудим, к чему это приводит.

Рассмотрим кусочно-аналитическую функцию
параметра λ:

F (x, λ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

T
(1)
− (x, λ)

a(λ)
exp

(
iλ x

2

)
, Imλ > 0,

T
(1)
+ (x, λ) exp

(
iλ x

2

)
, Imλ < 0.

(47)

В силу оценок (46) ее значения в любой точке λ-
плоскости с помощью теоремы Коши выражаются
[10] через интеграл вдоль вещественной оси от скач-
ка функции F (x, λ) при переходе этой оси, а также
через вычеты функции T

(1)
− (x, λ) a−1(λ) exp (iλ x/2)

в нулях знаменателя a(λ). При α > 0 остаются толь-
ко вычеты в точках λ = λj (30), (31), в которых,
согласно (32), имеем

Resλ=λj

[
T

(1)
− (x, λ) a−1(λ) exp

(
iλ x

2

)]
=

= γ(λj)T
(2)
+ (x, λj) [a

′(λj)]
−1 exp

(
iλj x

2

)
.

В отличие от [10] производные a′(λj) и нормировоч-
ные постоянные γ(λj) теперь связаны редукциями
(29), (35), (36). При α < 0 элемент a(λ) в области
своей аналитичности имеет особый нуль λ = i|α|,
поэтому у функции F (x, λ) в этой точке может по-
явиться полюс. В действительности таковой отсут-
ствует, так как согласно редукции (36) γ(i|α|) = 0, а
значит T

(1)
− (x, i|α|) = 0 при α < 0, x > 0.

Интегральное представление для кусочно-
аналитической функции F (x, λ) имеет вид

F (x, λ) =

(
1

0

)
+
∑
n

cny(x, λn)

λ− λn
+

+
1

2πi

+∞∫

−∞
dμ

T
(2)
+ (x, μ)

μ− λ
r(μ) exp

(
iμ x

2

)
, (48)

где

y(x, λn) = T
(2)
+ (x, λn) exp(i λnx/2),

cn = γ(λn)/a
′(λn), γ(λn)γ

∗(−λ∗
n) = −(α2 + λ2

n).

В этой и последующих формулах величины cn и r(μ)

зависят от времени:

cn(t) = cn(t = 0) e−i λ2
nt, r(μ, t) = r(μ, t = 0) e−i μ2t.

Последнее из свойств (25) переносится с веще-
ственной λ-оси в комплексную плоскость и для
столбцов T

(1)
+ (x, λ) и T

(2)
+ (x, λ) принимает вид

T
(1)
+ (x, λ) = i σ2 [T

(2)
+ (x, λ∗)]∗, Imλ ≤ 0. (49)
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С учетом (49) представление (48) дает замкну-
тую систему линейных интегральных уравнений для
расчета функций T

(2)
+ (x, λ) при −∞ < λ < ∞ и дис-

кретных значений y(x, λn) (Imλn > 0):

iσ2[T
(2)
+ (x, λ)]∗ exp

(
iλx

2

)
=

(
1

0

)
+
∑
n

cny(x, λn)

λ− λn
+

+
1

2πi

+∞∫

−∞
dμ

T
(2)
+ (x, μ)

μ− λ+ i0
r(μ) exp

(
iμx

2

)
, λ ∈ R;

iσ2y
∗(x, λn) =

(
1

0

)
e−ixλ∗

n +
∑
m

cmy(x, λm)e−ixλ∗
n

λ∗
n − λm

+

+
1

2πi

+∞∫

−∞
dμ

T
(2)
+ (x, μ)

μ− λ∗
n

r(μ) exp

(
iμx

2
− ixλ∗

n

)
.

(50)

После того, как решение уравнений (50) найдено,
формула (48) определяет значения функции F (x, λ)

во всех точках верхней и нижней λ-полуплоскости.
Для солитонных состояний коэффициент отра-

жения r(μ) ≡ 0 и значит функция F (x, λ) не име-
ет скачка на вещественной оси λ. Поэтому оста-
ются только алгебраические уравнения для расче-
та функций y∗(x, λn) и y(x, λn). После простых пре-
образований можно исключить y∗(x, λn) и получить
замкнутую систему линейных уравнений для вычис-
ления y(x, λn):

y(x, λn) =

(
0

1

)
ei xλn +

(
1

0

)∑
m

c∗mei x(λn−λ∗
m)

λ∗
m − λn

+

+
∑
p,m

c∗mcp e
i x(λn−λ∗

m)y(x, λp)

(λ∗
m − λn)(λ∗

m − λp)
. (51)

Формулы для мультисолитонов упрощаются, если
вместо функций γ(λ, t) и a(λ) ввести

γ̃(λ, t) =
γ(λ, t)

λ+ i α
,

ã(λ) =
a(λ)

λ+ i α
=

=

M∏
s=1

(
λ− i νs
λ+ i νs

) N∏
k=1

(λ− λk)(λ + λ∗
k)

(λ+ λk)(λ − λ∗
k)
. (52)

Тогда

cn(t) = γ̃(λ, t)/ã′(λn),

γ̃(λn, t) γ̃
∗(−λ∗

n, t) = f(−λn),

γ̃(λn, t) = γ̃(λn, t = 0) e−i λ2
nt,

(53)

где f(λ) = (λ+ i α)/(λ− i α).
Из системы (51) следует, что проекции векторов

y(x, t, λn) независимы. Согласно (47), (48), (22), со-
литонные решения НУШ выражаются через вторые
из них:

χ(x, t) = −
∑
n

cn(t) y2(x, t, λn), 0 ≤ x < ∞, (54)

и по построению удовлетворяют краевому условию
(6) с соотношением (43):

[∂xχ− βχ]|x=0 = 0, β = (−1)Mα, (55)

где M — число нулей коэффициента ã(λ) вида
λ = i νs (νs > |α|).

4. АНАЛИЗ СОЛИТОНОВ В
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ФЕРРОМАГНИТНОЙ

ПЛАСТИНЕ

Прецессирующие солитоны, локализованные
около края пластины

Обсудим вначале коллективные возбуждения,
которые параметризуются мнимыми нулями функ-
ции ã(λ) (52). Оказывается, что все они отвечают
неподвижным солитонам, ядра которых имеют ко-
лебательные степени свободы и локализованы около
края x = 0 пластины.

Пусть M = 1, ã(λ) = (λ − iν)/(λ + iν)

и ν > |α|. Из соотношений (53) найдем
|γ̃(i ν)| =

√
(ν − α)/(ν + α) и запишем выраже-

ние для c1(t) ≡ c(t) в виде

c(t) = 2ν

(
ν − α

ν + α

)1/2

ei ϕ(t), ϕ(t) = ν2t+ δ0, (56)

где δ0 — произвольная вещественная постоянная.
Тогда система (51) дает компоненты вектора y(i ν):

y1(i ν) =
i c∗(t) e−νx

2 νΔ(x)
, y2(i ν) =

1

Δ(x)
, (57)

где Δ(x) = eνx + |c(t)/(2ν)|2e−νx, а формулы (54),
(55) дают солитонное решение НУШ:

χ(x, t) = − c(t)

Δ(x)
= − ν

√
ν2 − α2

ν ch(νx) + α sh(νx)
eiν

2t+iδ0 ,

ν2 > α2, 0 < x < ∞, (58)

с краевым условием ∂x lnχ|x=0 = −α (55). Солитон
(58) примыкает к краю x = 0 пластины. Согласно
формулам (2), компоненты намагниченности в ядре
солитона (58) совершают однородную прецессию с
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частотой ω = ν2 вокруг нормали к плоскости плен-
ки.

При α = 0 выражение (58) упрощается:

χ(x, t) = − ν

ch(νx)
eiν

2t+iδ0 , (59)

и описывает солитон в отсутствие закрепления спи-
нов на границе x = 0 образца. В этом случае шири-
на солитона l � ν−1, частота его прецессии ω = ν2

и максимальная амплитуда A = ν удовлетворяют
алгебраическим связям, которые допускают экспе-
риментальную проверку:

l−1 �
√
ω � A.

Для полубесконечной пластины при отсут-
ствии закрепления спинов на ее границе, когда
∂xχ|x=0 = 0, энергия модели (5) записывается в
виде

H =

∞∫

0

(|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4) dx.

Слагаемые в скобках учитывают вклад обменно-
дипольных взаимодействий, взаимодействие с по-
стоянным внешним магнитным полем и объемную
энергию одноосной магнитной анизотропии [5, 7].
Солитон (59) локализован около границы x = 0

пленки, потому что притягивается к своему мнимо-
му изображению χ(−x, t) в нефизической области
−∞ < x < 0.

Частичное закрепление спинов на границе плен-
ки и краевое условие [∂xχ − βχ]|x=0 = 0 связаны с
появлением энергии поверхностной магнитной ани-
зотропии в функции Гамильтона системы:

H =

∞∫

0

(|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4) dx+ β|χ(x = 0, t)|2.

Когда постоянная β поверхностной анизотропии по-
ложительна, солитону энергетически выгоднее ото-
двинуться от границы образца. В случае β < 0, на-
оборот, полная энергия системы снижается, когда
солитон плотнее прижимается к границе x = 0 плен-
ки. Степень сжатия ядра солитона растет с увели-
чением |β|. В общем случае параметр α мультисо-
литонов соотношением (43) связан с постоянной по-
верхностной магнитной анизотропии β. Для солито-
на (58) M = 1, а значит, β = −α. Структура такого
солитона вблизи границы x = 0 пленки количествен-
но и качественно меняется при изменении величины
и знака параметра α (см. рис. 1).

Интересно, что при частичном закреплении спи-
нов на краю пленки (при |α| < ∞) частота прецессии
солитона (58) всегда больше определенного порого-
вого значения

ω = ν2 > α2 = β2.

Для двухсолитонного возбуждения с двумя мни-
мыми нулями λ = i ν1,2 (52) функции c1,2(t) (53)
имеют вид

c1,2(t) = ±2 ν1,2

[
ν1 + ν2
ν1 − ν2

](
ν1,2 − α

ν1,2 + α

)1/2

eiϕ1,2(t),

ν1,2 > |α|; ϕ1,2(t) = ν21,2t+ δ1,2,

где δ1,2 — произвольные вещественные постоянные.
Вычисления, аналогичные прежним, дают решение
НУШ:

χ(x, t) = − 1

D0
[c1(e

ν2x + e−ν2xf(−iν2))+

+ c2(e
ν1x + e−ν1xf(−iν1))], (60)

D0 = e(ν1+ν2) x + e−(ν1+ν2) xf(−iν1)f(−iν2)+

+

(
ν1 + ν2
ν1 − ν2

)2

[e−(ν1−ν2) xf(−iν1)+e(ν1−ν2) xf(−iν2)]+

+ (c∗1c2 + c1c
∗
2)(ν1 + ν2)

−2,

где f(−iν) = (ν − α)/(ν + α).
В данном случае M = 2, поэтому поле (60) удо-

влетворяет краевому условию ∂x lnχ|x=0 = α (55).
Оно описывает нелинейную суперпозицию двух со-
литонов (58). Таковые локализованы около границы
x = 0 образца в слоях толщиной порядка ν−1

1 и ν−1
2 .

Намагниченность в ядрах солитонов прецессирует с
частотами ν21 и ν22 вокруг нормали к развитой по-
верхности пленки.

Из-за взаимодействия солитонов амплитуда
каждого из них осциллирует с частотой |ν21 − ν22 |.
Если для односолитонного состояния (58) компо-
нента m3 намагниченности на границе пленки была
постоянной, то для двухсолитонного возбуждения
она совершает колебания с частотой |ν21 −ν22 | между
двумя предельными значениями (см. рис. 2):

|χ(x = 0, t)|2 = (ν21 − ν22)
2[ν21 + ν22 − 2α2−

− 2
√
(ν21 − α2)(ν22 − α2)×

× cos(ϕ1(t)− ϕ2(t))]
−1, (61)

|χ|2min = (ν21 − ν22)
2[(ν21 − α2)1/2 + (ν22 − α2)1/2]−2,

|χ|2max = (ν21 − ν22 )
2[(ν21 − α2)1/2 − (ν22 − α2)1/2]−2.
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Когда нет закрепления спинов (при α = 0), из (61)
получаем

|ν2 − ν1| ≤ |χ(x = 0, t)| ≤ |ν1 + ν2|.

В общем случае мультисолитоны, параметризу-
ющиеся разными наборами мнимых нулей (31) ко-
эффициента ã(λ), описывают серию долгоживущих
приграничных колебаний намагниченности с дис-
кретными частотами амплитудной и фазовой моду-
ляции поля χ(x, t).

Отражение движущихся солитонов от края
пластины

Каждая пара комплексно сопряженных нулей
функции ã(λ) (30) параметризует один движущий-
ся частицеподобный объект. На больших расстояни-
ях от края пластины он принимает форму солито-
на типичного для безграничной среды. Парные вза-
имодействия солитонов являются упругими: после
столкновения у каждого из них изменяются только
начальная фаза внутренних колебаний и координа-
та центра. Между тем, около границы пленки из-за
взаимодействия с ней ядро движущегося солитона
сильно деформируется. Взаимодействие с границей
можно формально трактовать как взаимодействие
реального солитона с фиктивным солитоном изоб-
ражения. Поэтому столкновение каждого солитона
с краем пленки также оказывается упругим. Пояс-
ним утверждение на примере простейшего солито-
на, который параметризуют два нуля λ = λ0,−λ∗

0

(Imλ0 > 0) коэффициента ã(λ) (52):

ã(λ) =
(λ− λ0)(λ + λ∗

0)

(λ+ λ0)(λ − λ∗
0)
.

Из (53) находим функции c1,2(t):

c1(t) =
2λ0(λ0 − λ∗

0)

(λ0 + λ∗
0)

γ0 e
−iλ2

0 t,

c2(t) =
2λ∗

0(λ0 − λ∗
0)

(λ0 + λ∗
0) γ

∗
0

f∗(−λ0) e
−iλ∗2

0 t,

где γ0 — произвольная комплексная постоянная,
f(λ) = (λ + i α)/(λ − i α). Формулы (51), (54) опре-
деляют солитонное решение модели (5):

χ(x, t) = − 2

D

(
λ0 − λ∗

0

λ0 + λ∗
0

)
×

×
[
λ0γ0e

−iλ2
0t(eiλ

∗
0x + f∗(−λ0)e

−iλ∗
0x)+

+
λ∗
0f

∗(−λ0)

γ∗
0

e−iλ∗2
0 t(e−iλ0x + f(−λ0)e

iλ0x)

]
, (62)

D = e−ix(λ0−λ∗
0) + |f(−λ0)|2eix(λ0−λ∗

0)+

+

(
2|λ0|

λ0 + λ∗
0

)2

×

×
(
|γ0|2e−i(λ2

0−λ∗2
0 )t +

∣∣∣∣∣
f(−λ0)

γ0

∣∣∣∣∣
2

ei(λ
2
0−λ∗2

0 )t

)
+

+

(
λ0 − λ∗

0

λ0 + λ∗
0

)2

×

×
(
f(−λ0)e

i(λ0+λ∗
0)x + f∗(−λ0)e

−i(λ0+λ∗
0)x

)
,

которое удовлетворяет краевому условию (55) с
M = 2:

∂x lnχ|x=0 = α = β. (63)

В справедливости (63) легко убедиться простой про-
веркой с учетом равенств

∂xD|x=0 = 0, 1− f(−λ0) =
2iα

λ0 + iα
,

1 + f(−λ0) =
2λ0

λ0 + iα
.

Формула (62) описывает процесс распростране-
ния частицеподобного возбуждения из внутренней
части пластины, где 0 < x < ∞, к границе x = 0,
его отражение от границы и последующее удаление
снова вглубь образца. Покажем, что на больших рас-
стояниях от края пластины возбуждение (62) транс-
формируется в движущийся прецессионный солитон
безграничного образца. Для этого заметим, что ха-
рактер решения (62) при значениях x 	 1 опреде-
ляется конкуренцией слагаемых в числителе с экс-
поненциальными множителями exp[±u(x + νt)/2],
exp[±u(x− νt)/2] и ведущих членов в знаменателе с
коэффициентами e±ux, e±uνt, где ν + i u = 2λ0. По-
скольку Imλ0 > 0, параметр u всегда положителен.
Примем для определенности, что параметр ν также
положителен. Значения u и ν задают соответственно
размер l0 � u−1 солитона и его скорость. Действи-
тельно, при x 	 1 в пределе t → ±∞ в системах от-
счета, связанных с солитоном, когда x∓ νt = const,
его структура описывается выражениями

χ(x, t → ±∞) ≈

≈ Imλ0 exp

[
i

(
(u2 − ν2) t

4
± νx

2
− π

2
+ ϕ±

)]
×

× ch−1
[u
2
(x∓ νt− x±)

]
, (64)

ϕ+ = arg(γ0λ0), ϕ− = − arg

(
λ0f(−λ0)

γ0

)
,

x+ =
2

u
ln

∣∣∣∣∣
2λ0γ0
λ0 + λ∗

0

∣∣∣∣∣, x− =
2

u
ln

∣∣∣∣∣
2λ0f(−λ0)

(λ0 + λ∗
0)γ0

∣∣∣∣∣.
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Формулы (64) определяют простейший солитон без-
граничного образца [10, 11], движущийся вдоль оси
x со скоростью ±ν. Из (64) следует, что на больших
расстояниях от края x = 0 пленки единственным ре-
зультатом взаимодействия солитона с границей ока-
зывается изменение фазы внутренней прецессии и
сдвиг центра солитона. В системах отсчета, связан-
ных с солитоном, намагниченность совершает пре-
цессию с частотой Ω = (u2+ν2)/4 вокруг нормали к
плоскости пленки. Изменение начальной фазы пре-
цессии солитона после его отражения от границы
имеет вид

ϕ+ − ϕ− = arg

[
λ0

(
λ0 − iα

λ0 + iα

)]
.

Сдвиг фазы зависит от параметра закрепления по-
верхностных спинов α (α2 = β2), а также от ком-
плексного числа λ0 = (ν + i u)/2, вместо которого
можно использовать подходящие наблюдаемые ве-
личины, например, ширину u−1 и скорость ν соли-
тона или скорость ν солитона и частоту его прецес-
сии Ω. Отсюда следует, что измерение сдвига фазы
солитона после его отражения от границы образца
дает информацию о параметре α. Это обстоятель-
ство можно использовать для диагностики состоя-
ния спинов на краю пленки. В работе [21] теорети-
чески предсказано и экспериментально подтвержде-
но отражение солитона продольной деформации от
торца нелинейно-упругого стержня. Подобные про-
цессы характерны и для солитонов в ферромагнит-
ных пленках.

Полному закреплению спинов на краю пленки
соответствует условие Дирихле

χ(x = 0, t) = 0, (65)

которое получается из общего условия (55) в преде-
ле |β| = |α| → ∞. В этом случае функция ã(λ) (52)
не имеет чисто мнимых нулей, так как их существо-
вание противоречит ограничению (36). Отсюда сле-
дует, что при полном закреплении спинов отсутству-
ют долгоживущие локализованные колебания около
грани x = 0 пластины. В то же время, в пластине
допустимо формирование движущихся мультисоли-
тонов. В пределе α → ∞ функция f(−λ0) → −1,
поэтому из (62) сразу находим аналитическое выра-

жение для простейшего из таких солитонов:

χ(x, t) = −2i

D

(u
ν

)
exp

(
− i (u2 − ν2) t

2

)
×

×
(
λ0γ0

[
exp

(
i νx

2
+

u

2
(x+ ν t)

)
+

+ θ exp

(
− i νx

2
− u

2
(x− ν t)

)]
+

+
λ∗
0

γ∗
0

[
exp

(
i νx

2
− u

2
(x + ν t)

)
+

+ θ exp

(
− i νx

2
+

u

2
(x− ν t)

)])
, (66)

D = 2

[
ch(ux) +

(
2|λ0|
ν

)2

ch(u ν t+ ln |γ0|2)−

− θ
(u
ν

)2
cos(νx)

]
,

где ν + i u = 2λ0, θ ≡ −1. Нетрудно проверить, что
(66) удовлетворяет краевому условию (65).

Обратный случай свободных спинов (α = 0)
описывается тем же выражением (66) при θ ≡ 1.
В этом случае f(−λ0) = 1. В обоих случаях,
α = 0 и α → ∞, после отражения от границы
солитон имеет одинаковый сдвиг центра тяжести
Δx = x+ − x− = 4 u−1 ln γ0 (рис. 3).

5. ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ ДЛЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЗБУЖДЕНИЙ В
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ ПЛЕНКЕ

Рассмотренную процедуру можно интерпретиро-
вать как нелинейный аналог решения методом Фу-
рье краевой задачи для линейного дифференциаль-
ного уравнения. Действительно, в малоамплитуд-
ном пределе при отсутствии солитонов, когда спра-
ведливы соотношения

α = β, a(λ) = λ+ iβ, [T
(2)
+ (x, λ)]2 ≈ exp

(
iλ x

2

)
,

волновое поле χ(x, t), найденное по формулам (48),
(22), имеет вид

χ(x, t) ≈ 1

2πi

+∞∫

−∞
dμ r(μ, t)eixμ =

=
1

2πi

+∞∫

0

dμ b(μ, t = 0)e−iμ2t

[
eixμ

μ+ iβ
+

e−ixμ

μ− iβ

]
,

x ≥ 0, (67)
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и, следовательно, связано с коэффициентом отра-
жения r(μ) задачи рассеяния стандартным преоб-
разованием Фурье. При переходе к правой части
формулы (67) мы учли нечетность функции b(λ)

(27). Непосредственной проверкой легко убедится,
что формула (67) дает решение линеаризованного
уравнения (5) на интервале 0 < x < ∞ с краевыми
условиями (6), (7).

Хорошо известно, что далекие фурье-
компоненты функций, не имеющих особенностей на
вещественной оси, экспоненциально малы [22]. В
данной задаче из-за продолжения поля χ(x) на всю
вещественную ось его производные приобретают
скачки в точке x = 0. Когда волновое поле ψ(x) или
его производные имеют скачки на вещественной оси,
экспоненциальная малость его фурье-компонент
r(μ) при μ → ∞ превращается в степенную [22].
Указанную закономерность преобразований Фурье
наследуют спектральные плотности b(μ) обратной
задачи рассеяния. В этом разделе мы получим
степенное разложение для коэффициента b(μ)

при μ → ∞. Для построения чисто солитонных
возбуждений в полубесконечной пластине отличие
функций b(μ) от тех, что были в безграничной
пластине, не существенно, так как для солитонов по
определению b(μ) ≡ 0. В то же время, мы покажем,
что условие b(μ) ≡ 0 приводит к дополнительным
законам сохранения для волнового поля на границе
образца, обеспечивающим локализацию солитонных
колебаний вблизи края пленки и упругое отражения
движущихся солитонов от границы образца.

Получим серию локальных интегралов движе-
ния для солитонов и диспергирующих волн в пла-
стине из разложения по степеням λ−1 не зависящего
от времени функционала a(λ). Воспользуемся фор-
мулой (41) для a(λ), в которую введем представле-
ние функции Йоста T+(+0, λ) в виде

T+(+0, λ) = (I +W (+0, λ)) eZ(+0,λ). (68)

Разложение по обратным степеням λ антидиаго-
нальной матрицы W (x, λ) при x ≥ 0 получено в [11]:

W (x, λ) =
∞∑
n=1

1

λn
[ω∗

n(x)σ+−ωn(x)σ−], x ≥ 0. (69)

Здесь ω1 = χ(x), следующие коэффициенты опреде-
ляются рекуррентно:

ωn+1(x) = −i ∂xωn(x)− χ∗(x)
n−1∑
k=1

ωk(x)ωn−k(x),

n = 1, 2, . . . .

При n = 1 второе слагаемое в правой части равен-
ства отсутствует. Диагональная матрица Z(+0, λ)

выражается через ωn(x):

Z(+0, λ) =
i

2

∞∑
n=1

1

λn

∞∫

0

[χ∗(z)ωn(z)(I + σ3)−

− χ(z)ω∗
n(z)(I − σ3)]dz. (70)

После простых вычислений находим первые наи-
более важные из интегралов движения [16]:

ln
a(λ)√
λ2 + β2

= −2i N

λ
− 2 i

λ3
H + . . . , (71)

где

N =

∞∫

0

|∂xχ(x, t)|2dx− β

2

— число спиновых отклонений [23, 24], а

H =

∞∫

0

(|∂xχ(x, t)|2 − |χ(x, t)|4)dx+

+ β|χ(x = 0, t)|2 + β3

6

— функция Гамильтона (энергия) магнитных коле-
баний в пленке.

С другой стороны, ряд по степеням λ−1 для
функции a(λ) сразу следует из (38). Напомним,
что β = (−1)Mα. Сравнение двух разложений для
a(λ)/

√
λ2 + β2 дает явные формулы для N и H при

наличии солитонов и диспергирующих волн в полу-
бесконечной пластине:

N =

∞∫

0

n(μ)dμ+ 2
N∑

k=1

Imλk +
M∑
k=1

νs − α

2
;

H =

∞∫

0

μ2n(μ)dμ+
2

3

N∑
k=1

Imλ3
k −

1

3

M∑
s=1

ν3s +
α3

6
. (72)

Величина

n(μ) = − 1

2π
ln

(
1− |b(μ)|

μ2 + α2

)
> 0

имеет смысл плотности спин-волновых мод с волно-
вым числом μ. Дискретные слагаемые в (72) соот-
ветствуют аддитивным вкладам в интегралы дви-
жения от разных солитонов.

Покажем, что для полубесконечной пластины с
краевыми условиями (6), (7), в отличие от случая
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неограниченного образца, спектральная плотность
спиновых волн b(λ) в пределе λ → ∞ имеет не экспо-
ненциальную, а степенную малость. Для этого вос-
пользуемся формулой (42). Вычисления упрощают-
ся, если с помощью соотношения (49) правую часть
равенства (42) выразить через те же функции, что
были использованы в формуле (41) для коэффици-
ента a(λ):

b(λ) = (λ+ iβ)[T+(+0, λ∗)]∗12[T+(+0,−λ∗)]∗22+

+ (λ− iβ)[T+(+0, λ∗)]∗22[T+(+0,−λ∗)]∗12,

λ ∈ R. (73)

Используя соотношения (68)–(70), (73), находим
асимптотическое разложение при λ 	 1 для функ-
ции b(λ):

b(λ) = 2

∞∑
k=1

1

λ2k−1
(ω2k + i β ω2k−1)|x=0 ×

× exp

⎛
⎝2 i

∞∑
n=1

∞∫

0

χ∗(z)ω2n(z)λ
−2ndz

⎞
⎠ . (74)

Первый член ряда имеет вид

b(λ) =

[
2i

λ3

(
∂3
xχ− β∂2

xχ+ 4β|χ|2χ)
∣∣∣∣
x=0

+O
( 1

λ5

)]
×

× exp

(
2

λ2

∞∫

0

χ∗(z)∂zχ(z)dz +O
( 1

λ4

))
.

Разумеется, для чисто солитонных состояний все
предэкспоненциальные множители в (74) обращают-
ся в нуль. Для простейшего солитона (58) в справед-
ливости тождества

(
∂3
xχ− β∂2

xχ+ 4β|χ|2χ)
∣∣∣∣
x=0

= 0

легко убедиться прямой проверкой.

Таким образом, для мультисолитонов в полубес-
конечной пластине (0 ≤ x < ∞) существует серия
нетривиальных связей между полем χ(x, t) и его
пространственными производными на границе x = 0

образца.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе показано, что в полубесконечной пла-
стине при любом локализованном начальном рас-
пределении намагниченности кроме серии локаль-
ных интегралов движения, каждый из которых

представляет сумму аддитивных вкладов от солито-
нов и диспергирующих волн, существует серия но-
вых законов сохранения для волнового поля на краю
пленки. Последние гарантируют возможность лока-
лизации солитоноподобных колебаний намагничен-
ности около границы образца и упругое отражение
от нее движущихся солитонов.

Полученные формулы для мультисолитонов мо-
гут быть использованы как пробные для аналитиче-
ского описания солитонных состояний вблизи гра-
ниц образцов конечных размеров. Они полезны для
верификации численных расчетов. Могут стать ос-
новой экспериментов по диагностике закрепления
спинов на поверхности образца, по измерению сдви-
га фазы солитонов после их отражения от границы.

В заключение, обсудим условия зарождения со-
литонов в полубесконечной пленке. Пусть λ, T , A
— характерный пространственный, временной мас-
штабы модуляций спиновой волны и их амплитуда
соответственно. Поскольку при образовании солито-
нов имеет место баланс эффектов дисперсии и нели-
нейности, из размерного уравнения НУШ (1) полу-
чаем оценки:

λ2 � |∂2
kω(k)|
gA2

, T � 1

gA2
.

Здесь ω(k) — зависящая от волнового числа k час-
тота основной гармоники, g — постоянная взаимо-
действия волн. Напомним, что в области возбуж-
дения солитонов выполняется критерий Лайтхилла
(4). Пусть формирование солитонов (на границе или
внутри пленки) происходит из импульсов продолжи-
тельностью τext. Тогда λ � cgτext, где cg = ∂kω(k) —
групповая скорость спиновых волн, и для пороговой
амплитуды накачки, начиная с которой возможно
генерирование солитонов, получаем оценку

gA2 � |∂2
kω(k)|/(cgτext)2.

При этом для возможности образования солито-
нов огибающей должно выполняться неравенство
λ 	 k−1. Согласно [4, 7], при τext = 10–20 нс в обла-
сти существования солитонных состояний k > 103–
104см−1. Рассмотрение меньших волновых чисел
недопустимо. Дело в том, что закон дисперсии ω(k)

не дифференцируем в точке k = 0 и в окрест-
ности этой точки нелинейная динамика магнитной
пленки описывается другим уравнением с нелокаль-
ным дисперсионным членом [25]. Нелокальная часть
магнитостатической дисперсии сглаживает неодно-
родности распределения намагниченности в пленке.
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В результате в длинноволновом пределе отсут-
ствуют экспоненциальные солитоны типичные для
локального НУШ. Вместо них формируются но-
вые слаболокализованные обменно-дипольные со-
стояния типа алгебраических солитонов.

Генерирование солитонов, локализованных око-
ло края пленки, из импульсов внешнего воздействия
происходит пороговым образом по амплитуде накач-
ки. Изменение числа таких солитонов должно при-
водить к появлению дискретных частот резонанс-
ных колебаний намагниченности около края образ-
ца, проявляться в характерных частотных и ампли-
тудных модуляциях компоненты намагниченности,
перпендикулярной к плоскости пленки.

Финансирование. Работы выполнена в рам-
ках государственного задания министерства науки и
высшего образования РФ, тема «Квант» № AAAA-
A18-118020190095-4.
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Перемагничивание атомных цепочек на поверхности металлов исследовано теоретически с помощью
разработанного ранее аналитического метода и геодезического метода упругой ленты. Атомные цепочки
могут быть разделены на три группы: цепочки с малой, средней и большой шириной доменной стенки.
Показано, что диполь-дипольное взаимодействие приводит к увеличению среднего времени спонтанно-
го перемагничивания цепочек ФМ‖ и АФМ⊥ и уменьшению времени перемагничивания цепочек ФМ⊥
и АФМ‖. Для цепочек ФМ⊥ и АФМ⊥ с доменной стенкой средней ширины учет диполь-дипольного
взаимодействия приводит к появлению энергетического барьера между двумя состояниями доменной
стенки, отличающимися направлением вращения магнитных моментов. Перемагничивание атомных це-
почек из третьей группы может происходить двумя способами: либо все магнитные моменты перево-
рачиваются одновременно, либо по очереди. Переход от одного режима перемагничивания к другому
происходит при критической длине N0. При этом влияние диполь-дипольного взаимодействия наиболее
существенно при длине цепочки, близкой к N0. Численные оценки показали, что в некоторых случаях
учет диполь-дипольного взаимодействия может изменить время перемагничивания цепочки на порядок
величины.

DOI: 10.31857/S0044451022110116
EDN: KZYEHI

1. ВВЕДЕНИЕ

Исследование свойств атомных цепочек и на-
нопроводов имеет огромное значение для развития
спинтроники [1], квантовых компьютеров [2], кван-
товой передачи информации [3, 4] и многих дру-
гих областей современной физики [5–7]. Возмож-
ность использования атомных цепочек в качестве
бита информации появилась после открытия «ги-
гантской» энергии магнитной анизотропии (ЭМА)
атомов Co в ферромагнитных цепочках на по-
верхности Pt(997) [8, 9]. Для хранения информа-
ции могут быть также использованы и антиферро-
магнитные цепочки из атомов Fe на поверхности
Cu2N/Cu(001) [10, 11].

* E-mail: kolesnikov@physics.msu.ru

Магнитные свойства атомных цепочек можно
удовлетворительно описать в рамках классической
модели Гейзенберга с одноосной магнитной анизо-
тропией [12]. Гамильтониан такой модели имеет вид

H = −J
∑
i

(si · si+1)−K
∑
i

(si · e)2, (1)

где si и e — соответственно единичные векторы маг-
нитных моментов атомов и оси легкого намагничи-
вания, K — энергия магнитной анизотропии, J —
обменный интеграл. Для ферромагнитной цепочки
J > 0, а для антиферромагнитной J < 0. Параметры
гамильтониана (1) могут быть найдены эксперимен-
тально или вычислены из первых принципов, напри-
мер, в рамках теории функционала плотности [13]
или методом гриновских функций Корринги–Кона–
Ростокера [14].

Кратко обсудим вопрос о применимости клас-
сической модели. Во-первых, в атомных цепочках
конечной длины возможны квантовые осцилляции
между основным и первым возбужденным состоя-

708



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Влияние диполь-дипольного взаимодействия. . .

ниями. Однако на поверхности металла эти осцил-
ляции подавляются за счет взаимодействия цепоч-
ки с электронным газом подложки [12], и их мож-
но не учитывать при температуре выше несколь-
ких милликельвинов. Учет вероятности туннели-
рования при вычислении частот переворота маг-
нитных моментов в квазиклассическом приближе-
нии [15] показывает, что этим эффектом также мож-
но пренебречь при температурах выше одного кель-
вина [16,17]. Таким образом, при температуре выше
1 K мы можем описывать магнитный момент атома
с помощью классического вектора. Более подробное
обсуждение этого вопроса можно найти в обзорной
статье [6].

Для исследования коллективных магнитных
свойств атомной цепочки можно решать уравнение
Ландау — Лифшица — Гильберта [18, 19] или
моделировать ее свойства кинетическим методом
Монте-Карло (КММК) [20]. Например, простейшая
КММК-модель [21], предполагающая, что магнит-
ные моменты всех атомов параллельны оси легкой
намагниченности, позволяет вычислять крити-
ческую температуру, среднее время спонтанного
перемагничивания и коэрцитивную силу ферромаг-
нитных цепочек [17,22–24]. Эта модель также может
быть использована для исследования магнитных
свойств антиферромагнитных цепочек [25, 26].
Однако предположение о коллинеарности маг-
нитных моментов может быть весьма грубым.
Хорошо известно, что метастабильные состояния
ферромагнитных и антиферромагнитных атомных
цепочек могут быть неколлинеарными [27–29].
Недавно была предложена усовершенствован-
ная КММК-модель [30], позволяющая учитывать
неколлинеарность метастабильных состояний при
перемагничивании. При этом было показано, что
при условии |J | � K результаты, полученные
в рамках коллинеарной и неколлинеарной КММК-
моделей, могут существенно различаться.

Важно отметить, что КММК является статисти-
ческим методом, а следовательно, его использование
сопряжено с долгими и ресурсозатратными компью-
терными вычислениями. К счастью, оказывается
возможным построить простой аналитический ме-
тод [31–34], позволяющий вычислять средние време-
на спонтанного и вынужденного перемагничивания
атомных цепочек, а также строить кривые намаг-
ничивания для ферромагнитных цепочек. Исполь-
зование аналитического метода позволяет легко оце-
нить возможные перспективы технического приме-
нения тех или иных атомных цепочек [35]. При этом
результаты аналитических вычислений находятся

в превосходном количественном согласии с резуль-
татами КММК-моделирования в случае как колли-
неарной, так и неколлинеарной моделей [30].

В данной работе мы обсудим влияние диполь-
дипольного взаимодействия между атомами цепоч-
ки на время ее спонтанного перемагничивания. Мы
будем работать в рамках неколлинеарной моде-
ли [30], используя при этом разработанный ранее
аналитический метод [31–34].

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Кратко опишем основные идеи, лежащие в осно-
ве аналитического метода [31–34] вычисления вре-
мени перемагничивания атомной цепочки конечной
длины. Мы рассматриваем атомные цепочки, ос-
новное состояние которых является коллинеарным
(ферромагнитным или антиферромагнитным), а ме-
тастабильные (возбужденные) состояния цепочки
могут быть неколлинеарными. Метастабильным со-
стоянием с наименьшей энергией является состоя-
ние атомной цепочки с одной доменной стенкой. Та-
ким образом, можно предположить, что перемагни-
чивание достаточно короткой атомной цепочки про-
исходит за счет образования одной доменной стен-
ки и ее блуждания вдоль цепочки. В простейшем
случае можно считать, что случайное блуждание
доменной стенки характеризуется тремя частотами:
частотой ν1 появления доменной стенки на краю це-
почки, частотой ν2 ее исчезновения на краю цепоч-
ки и частотой ν3 перехода доменной стенки внутри
цепочки из одного метастабильного положения в со-
седнее. Тогда среднее время τ спонтанного перемаг-
ничивания атомной цепочки будет равно среднему
времени блуждания доменной стенки внутри цепоч-
ки [31]:

τ =
1

2b

{ b

ν3

(N − 1

2

)[
N − 2(1− 2b)

1− b

]
+

+
1

ν1

[
N(1− b)− 2(1− 2b)

]}
, (2)

где b = ν3/(ν2 + ν3), N — число атомов в цепочке.
Формула (2) справедлива как в случае ферромаг-
нитных, так и антиферромагнитных цепочек [32].
Она также допускает обобщение на случай двойных
атомных цепочек [33].

Необходимо отметить, что при выводе форму-
лы (2) предполагается, что среднее время блужда-
ния доменной стенки внутри цепочки не должно
превышать среднего времени образования доменной
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стенки на краю цепочки. Из равенства этих времен
легко получить условие [31]

(ν1 + ν2 + ν3)(ν2 + ν3)

ν1ν2
=
(N
2

− 1
)2

. (3)

Условие (3) позволяет найти верхние пределы при-
менимости формулы (2): либо максимальную тем-
пературу Tmax для цепочки фиксированной длины,
либо максимальную длину цепочки Nmax при фик-
сированной температуре. Важно подчеркнуть, что
температура Tmax ниже критической температуры
фазового перехода в парамагнитное состояние.

В работе [30] было показано, что формула (2) мо-
жет быть успешно использована и в рамках некол-
линеарной модели. При этом число атомов N долж-
но быть заменено на Neff ≤ N , где Neff − 1 — число
метастабильных положений доменной стенки в це-
почке. Частоты νi (i = 1, 2, 3) вычисляются по фор-
муле Аррениуса:

νi = ν0 exp
(
−ΔEi

kBT

)
, (4)

где T — температура системы, kB — постоянная
Больцмана, ΔEi — энергетический барьер между
двумя состояниями атомной цепочки, ν0 = 109 Гц [8]
— частотный префактор. Энергетические барьеры
ΔEi вычисляются с помощью геодезического ме-
тода упругой ленты (geodesic nudged elastic band,
GNEB) [36]. Поиск метастабильных состояний атом-
ной цепочки может быть осуществлен методами,
описанными в работе [30] или в работах [28, 29].

Для учета диполь-дипольного взаимодействия
необходимо добавить к гамильтониану (1) следую-
щее слагаемое:

Hdip =
μ0μ

2

4π

∑
i>j

(si · sj)r2ij − 3(si · rij)(sj · rij)
r5ij

, (5)

где rij = ri − rj — радиус-вектор, соединяю-
щий i-й и j-й атомы, μ — магнитный момент, ко-
торый мы считаем одинаковым для всех атомов,
μ0/4π = 10−7 Гн/м. Если направить ось z вдоль
атомной цепочки, то слагаемое Hdip может быть за-
писано в виде

Hdip = A
( μ

μB

)2(1Å
a

)3∑
i>j

sixs
j
x + siys

j
y − 2sizs

j
z

(ni − nj)3
, (6)

где a — расстояние между ближайшими атомами
в цепочке, ni — номер i-го атома, μB — магнетон
Бора, A = 5.37 · 10−5 эВ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Учет неколлинеарности магнитных моментов
и диполь-дипольного взаимодействия между ними
может существенно повлиять на оценку времени
спонтанного перемагничивания магнитных цепочек.
Ниже мы сначала обсудим некоторые закономер-
ности общего характера, а затем рассмотрим
несколько конкретных примеров.

3.1. Закономерности общего характера

Как известно [37, 38], полуширина доменной
стенки δN в модели без диполь-дипольного взаи-
модействия зависит только от отношения констант
|J | и K: δN =

√|J |/2K. Рассмотрим сначала пре-
дельный случай K/|J | 	 1. В этом случае шириной
доменной стенки можно пренебречь, а энергетиче-
ские барьеры для переворота магнитных моментов
вычислять по формуле [21]

ΔEi =
(2K + hi)

2

4K
, (7)

где hi = J(si · (si+1 + si−1)). В рамках этой
модели легко учесть вклад диполь-дипольного
взаимодействия. При этом надо различать
следующие четыре случая: ферромагнит-
ная/антиферромагнитная атомная цепочка может
быть параллельна (ФМ‖/АФМ‖), либо перпендику-
лярна (ФМ⊥/АФМ⊥) оси легкого намагничивания.
Рассмотрим, например, образование доменной
стенки на краю цепочки в случае ФМ‖. Пусть
в начальном состоянии все магнитные моменты на-
правлены по оси z. Тогда, согласно выражению (6),
крайний атом цепочки находится во внешнем
магнитном поле

B = ez
2μA

a3

N−1∑
n=1

1

n3
, (8)

где магнитный момент μ измеряется в магнетонах
Бора, a — в ангстремах. Для достаточно длин-
ной цепочки можно заменить N − 1 на бесконеч-
ность, тогда

∑
n 1/n

3 = ζ(3) ≈ 1.202. И для энер-
гетического барьера ΔE1 получим выражение (7)
с h1 = J+2.404Aμ2/a3. Результаты аналогичных вы-
числений величин h1 и h2 приведены в табл. 1. Кро-
ме того, при вычислении энергетического барьера
для сдвига доменной стенки вдоль цепочки во всех
четырех случаях получаем h3 = 0 (ΔE3 = K), если
доменная стенка находится посередине цепочки.

Из табл. 1 и формулы (2) видно, что диполь-
дипольное взаимодействие в модели коллинеарного
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Таблица 1. Выражения для параметров h1 и h2, необ-
ходимых для вычисления энергетических барьеров для
образования и исчезновения доменной стенки на краю
атомной цепочки; μ измеряется в магнетонах Бора, a —

в ангстремах

Тип h1 h2

ФМ‖ J + 2.404Aμ2/a3 −J − 2.404Aμ2/a3

ФМ⊥ J − 1.202Aμ2/a3 −J + 1.202Aμ2/a3

АФМ‖ |J | − 1.803Aμ2/a3 −|J |+ 1.803Aμ2/a3

АФМ⊥ |J |+ 0.902Aμ2/a3 −|J | − 0.902Aμ2/a3

магнетизма приводит к увеличению среднего време-
ни τ спонтанного перемагничивания цепочек ФМ‖
и АФМ⊥ и уменьшению времени τ цепочек ФМ⊥
и АФМ‖.

В области параметров 2/3 < K/|J | < C1, где
C1 � 1, доменная стенка имеет полуширину менее
одного межатомного расстояния [38], и магнитные
моменты в доменной стенке остаются почти колли-
неарными. В этом случае для вычисления време-
ни спонтанного перемагничивания можно исполь-
зовать формулу (2), не внося в нее никаких изме-
нений [30], однако энергетические барьеры теперь
должны вычисляться не по формуле (7), а с по-
мощью метода GNEB [36]. Отметим, что в этой
области параметров обычно выполняется условие
ν1 � ν3 � ν2, и формулу (2) можно приближенно
записать в виде

τ ≈ N − 2

2

ν2
ν1ν3

. (9)

Наиболее интересной представляется область па-
раметров С2 < K/|J | < 2/3, где С2 � 0.2. В этой
области параметров доменная стенка имеет ширину
порядка нескольких атомов. Барьеры ΔE2 и ΔE3

экспоненциально быстро убывают при уменьшении
параметра K/|J |, что соответствует результатам ра-
боты [38] для бесконечно длинной цепочки. При
этом первое метастабильное положение доменной
стенки оказывается между i0-м и (i0 + 1)-м атомом
с края, где i0 ≥ 1. Получается, что число метаста-
бильных положений доменной стенки в атомной це-
почке равно не N−1, а Neff−1, где Neff = N+2−2i0.
Для оценки среднего времени спонтанного перемаг-
ничивания цепочки можно по-прежнему использо-
вать формулу (2), однако N необходимо заменить
на Neff. При этом обычно выполняются соотноше-
ния ν1 � ν2 ≈ ν3 ≈ ν0, и формула (9) приобретает
совсем простой вид

τ ≈ (Neff − 2)/2ν1.

В случае, когда ось легкого намагничивания
(обозначим ее x) перпендикулярна атомной цепоч-
ке (расположена вдоль оси z), возможны различные
конфигурации доменных стенок. В неелевской до-
менной стенке магнитные моменты лежат в плоско-
сти xz, а в блоховской — в плоскости xy. В отсут-
ствие диполь-дипольного взаимодействия энергии
неелевской и блоховской доменных стенок (а так-
же всех промежуточных вариантов) одинаковы.
Диполь-дипольное взаимодействие приводит к тому,
что в случае ФМ⊥ энергетически более выгодной
оказывается неелевская стенка, а в случае АФМ⊥
— блоховская. В результате два отличающиеся друг
от друга направлением вращения магнитных момен-
тов метастабильных состояния оказываются разде-
лены энергетическим барьером ΔE4. Отметим, что
в рамках аналитической модели [31–34] величина ба-
рьера ΔE4 не влияет на время перемагничивания
атомной цепочки.

Наконец, в области параметров K/|J | � 1 либо
энергетический барьер ΔE3 пренебрежимо мал, ли-
бо формирование доменной стенки вообще не проис-
ходит. В этом случае аналитическая модель [31–34],
конечно же, неверна. У атомной цепочки нет мета-
стабильных состояний, и время перемагничивания
цепочки можно оценить по формуле

τ =
1

2ν0
exp
( ΔE

kBT

)
, (10)

где ΔE — энергетический барьер перемагничива-
ния всей атомной цепочки как единого целого. При
этом перемагничивание цепочки может происходить
двумя способами. Если длина цепочки N мень-
ше некоторой критической длины N0, то все маг-
нитные моменты переворачиваются одновременно
и ΔE = KN . Если N ≥ N0, то магнитные моменты
переворачиваются по очереди, т. е. происходит фор-
мирование промежуточного неустойчивого состоя-
ния в виде доменной стенки. В этом случае энер-
гетический барьер ΔE может быть вычислен с по-
мощью метода GNEB [36].

Для оценки критической длины N0 по порядку
величины можно воспользоваться следующими со-
ображениями. Как известно [37, 38], при K/|J | � 1

энергия доменной стенки в бесконечно длинной це-
почке равна

√
8K|J |. Приравнивая эту величину

к KN0, получим

N0 =

√
8|J |
K

. (11)
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3.2. Численные оценки

Рассмотрим цепочки из атомов Fe, Co и Mn
на поверхностях различных металлов. Величины об-
менных интегралов J , ЭМА K и магнитных момен-
тов μ, взятые из работ [8, 10, 11, 25, 39, 40], приведе-
ны в табл. 2 и 3. Данные в таблицах упорядочены
по возрастанию величины δN =

√|J |/2K, которую
можно считать грубой оценкой полуширины домен-
ной стенки. В этой же последовательности эти це-
почки обсуждаются ниже.

3.2.1. Малая ширина доменной стенки

В качестве первого примера рассмотрим ан-
тиферромагнитную цепочку Fe на поверхности
Cu2N/Cu(001). Данная система привлекла к себе
огромное внимание исследователей в связи с воз-
можностью создания антиферромагнитных битов
информации размером около десяти атомов [10].
Ось легкого намагничивания атомов совпадает
с направлением вдоль цепочки (АФМ‖). Расстояние
между атомами Fe составляет a = 7.23 Å. Для
численных оценок выбраны параметры J , K, μ,
приведенные в табл. 2. Отношение K/|J | равно
2.3, поэтому доменная стенка имеет полуширину
менее одного межатомного расстояния (δN = 0.47),
и магнитные моменты в доменной стенке остаются
почти коллинеарными. Энергетические барьеры
ΔE1,2,3, необходимые для оценки времени спон-
танного перемагничивания, также приведены
в табл. 2. Вычисления проводились для цепочки
из N = 20 атомов. Для формирования доменной
стенки на краю цепочки достаточно переворота
одного магнитного момента, поэтому Neff = N .
Вследствие достаточно большого межатомного
расстояния a учет диполь-дипольного взаимодей-
ствия не оказывает существенного влияния на эти
барьеры. Приведем здесь разности энергетических
барьеров δEi = ΔEdip

i −ΔEi, вычисленные с учетом
и без учета диполь-дипольного взаимодействия:
δE1 = −2.65 · 10−6 эВ, δE2 = 1.31 · 10−6 эВ,
δE3 = −4.83 · 10−7 эВ. Для сравнения, аналогич-
ные величины, вычисленные согласно оценочным
формулам из табл. 1, равны δE1 = −2.41 · 10−6 эВ,
δE2 = 1.55 · 10−6 эВ, δE3 = 0. Видно, что учет
диполь-дипольного взаимодействия приводит к из-
менению энергетических барьеров на величину
порядка 10−6 эВ, что на два порядка меньше,
чем изменение энергетических барьеров в этой же
системе при учете неколлинеарности магнитных
моментов [30]. Таким образом, даже в случае почти
коллинеарного магнетизма учет диполь-дипольного

взаимодействия без учета эффекта неколлинеарно-
сти не имеет смысла. С другой стороны, оценочные
формулы из табл. 1 позволяют правильно оце-
нить вклад диполь-дипольного взаимодействия
по порядку величины.

На рис. 1a показана зависимость времени спон-
танного перемагничивания цепочки из 20 атомов
Fe, вычисленная по формуле (2) в температурном
интервале от 2 K до Tmax = 7.5 K. На рис. 1b
в том же температурном интервале показано отно-
шение τdip/τ времен перемагничивания, вычислен-
ных с учетом и без учета диполь-дипольного вза-
имодействия. Отношение τdip/τ монотонно растет
от значения 0.97 при температуре 2 K и стремится
к 1 при увеличении температуры.

Рис. 1. (В цвете онлайн) a) Зависимости времени спон-
танного перемагничивания атомных цепочек τdip от темпе-
ратуры. b) Отношения времен перемагничивания, вычис-
ленных с учетом (τdip) и без учета (τ ) диполь-дипольного

взаимодействия

Далее рассмотрим ферромагнитную цепочку
из атомов Fe на поверхности Cu3N/Cu(110). Вы-
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Таблица 2. Характеристики атомных цепочек Fe, Co и Mn на металлических поверхностях. Обменные интегралы J ,
ЭМА K и магнитные моменты μ атомов взяты из работ [8,10,11,25]. Полуширина доменной стенки вычислена по фор-
муле δN =

√|J |/2K , а энергетические барьеры ΔE1,2,3 — с помощью метода GNEB при учете диполь-дипольного
взаимодействия

Система Тип J , мэВ K, мэВ μ/μB δN ΔE1, мэВ ΔE2, мэВ ΔE3, мэВ
Fe/Cu2N/Cu(001) АФМ‖ −1.3 3.0 2.78 0.47 4.320 1.724 2.762
Fe/Cu3N/Cu(110) ФМ⊥ 1.25 1.21 2.78 0.72 2.581 0.083 0.739
Co/Cu3N/Cu(110) ФМ⊥ 3.81 2.3 1.67 0.91 7.502 0.059 0.396
Mn/Cu3N/Cu(110) ФМ‖ 1.25 0.67 3.78 0.96 2.484 0.055 0.074
Co/Pt(997) ФМ⊥ 7.5 2.0 2.4 1.37 10.545 0.003 0.006

Таблица 3. Характеристики атомных цепочек Fe, Co на поверхности Cu(775). Обменные интегралы J , ЭМА K и магнит-
ные моменты μ атомов взяты из работ [7, 39, 40]. Полуширина доменной стенки вычислена по формуле δN =

√
J/2K ,

энергия доменной стенки в бесконечно длинной цепочке — по формуле ΔE∞ =
√
8KJ , критические длины цепочек N0

и Ndip
0 — с помощью метода GNEB

Система Тип J , мэВ K, мэВ μ/μB δN ΔE∞, мэВ N0 Ndip
0

Co/Cu(775) ФМ‖ 72.5 2.33 1.66 3.94 36.76 13 13
Fe/Cu(775) ФМ‖ 75.0 0.72 2.88 7.21 20.78 23 22

числения методом функционала плотности [25]
показали, что ось легкого намагничивания ато-
мов перпендикулярна цепочке (ФМ⊥). Парамет-
ры J , K, μ приведены в табл. 2. Отношение K/J

близко к 1, поэтому доменная стенка в данном
случае оказывается несколько шире (δN = 0.72),
чем в предыдущей системе. Тем не менее для
формирования доменной стенки на краю цепоч-
ки по-прежнему достаточно переворота одного
магнитного момента (Neff = N), поэтому си-
стема Fe/Cu3N/Cu(110) в целом очень похожа
на рассмотренную выше систему Fe/Cu2N/Cu(001).
Однако атомы Fe находятся на меньшем расстоянии
a = 5.11 Å друг от друга, следовательно, возрас-
тает и роль диполь-дипольного взаимодействия.
Энергетические барьеры ΔE1,2,3, вычисленные для
цепочки из 20 атомов, приведены в табл. 2. Зави-
симость времени спонтанного перемагничивания
цепочки из 20 атомов Fe в температурном интервале
от 1.2 K до Tmax = 7.7 K приведена на рис. 1a,
а на рис. 1b в том же температурном интервале
показано отношение τdip/τ . Видно, что величина
τdip/τ изменяется от 0.88 до 0.98.

3.2.2. Средняя ширина доменной стенки

Рассмотрим ферромагнитные цепочки из атомов
Co и Mn на поверхности Cu3N/Cu(110). Парамет-

ры J , K, μ для этих систем вычислены методом
функционала плотности [25] и приведены в табл. 2.
Расстояние между атомами в цепочке такое же, как
в системе Fe/Cu3N/Cu(110), т. е. a = 5.11 Å. Ось лег-
кого намагничивания атомов Co перпендикулярна
цепочке (ФМ⊥), а атомов Mn — параллельна цепоч-
ке (ФМ‖). Отношение K/J равно 0.6 для цепочек
из атомов Co и 0.54 для цепочек из атомов Mn. Уве-
личение ширины доменной стенки приводит к тому,
что для формирования доменной стенки на краю
цепочки не достаточно переворота одного магнит-
ного момента: первому метастабильному состоянию
соответствует переворот двух (трех) магнитных мо-
ментов атомов Co (Mn). В результате число метаста-
бильных положений доменной стенки внутри цепоч-
ки оказывается равным Neff−1, где Neff = N−2 для
цепочки из атомов Co и Neff = N − 4 для цепочки
из атомов Mn. Энергетические барьеры ΔE1,2,3, вы-
численные для цепочек из 100 атомов Co и Mn, при-
ведены в табл. 2. Зависимости времени τdip спонтан-
ного перемагничивания и отношения τdip/τ от тем-
пературы для этих цепочек показаны на рис. 1. Тем-
пературные интервалы выбраны следующим обра-
зом: от 3.2 K до Tmax = 12.9 K для Co и от 1 K
до Tmax = 4.2 K для Mn. На рис. 1b видно, что
величина τdip/τ изменяется от 0.97 до 0.99 для Co
и от 1.73 до 1.13 для Mn. Отметим, что данный ре-
зультат согласуется с выводом, сделанным на основе
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анализа результатов, приведенных в табл. 1. Дей-
ствительно, диполь-дипольное взаимодействие при-
водит к увеличению среднего времени τ спонтанно-
го перемагничивания цепочки ФМ‖ и уменьшению
времени τ цепочки ФМ⊥.

Для системы Co/Cu3N/Cu(110) имеет смысл
вычисление энергетического барьера ΔE4 между
двумя неелевскими доменными стенками, отлича-
ющимися друг от друга направлением вращения
магнитных моментов. В данном случае величина
ΔE4 = 1.87 · 10−6 эВ оказывается на два поряд-
ка меньше барьера ΔE3 для перемещения доменной
стенки вдоль атомной цепочки.

Наконец, рассмотрим ферромагнитную цепочку
из атомов Co на поверхности Pt(997). На сегодняш-
ний день эту систему можно считать наиболее хо-
рошо экспериментально изученным примером одно-
мерного ферромагнетизма [5, 6]. Расстояние между
атомами в цепочке a = 2.78 Å, параметры J , K, μ,
взятые из работы [8], приведены в табл. 2. Ось лег-
кого намагничивания направлена перпендикулярна
цепочке (ФМ⊥). Отношение K/J = 0.27 достаточно
мало, поэтому полуширина доменной стенки превы-
шает один атом (δN = 1.37). Это приводит к то-
му, что первому метастабильному состоянию домен-
ной стенки на краю цепочки соответствует перево-
рот сразу пяти магнитных моментов атомов Co, та-
ким образом,Neff = N−10. Энергетические барьеры
ΔE1,2,3, вычисленные для цепочки из 100 атомов Co,
приведены в табл. 2.

Следует обратить особое внимание на малую ве-
личину барьера ΔE3, она оказывается на порядок
меньше kBT даже при температуре 1 K. Строго го-
воря, это означает, что предположение о прыжковом
механизме перемещения доменной стенки между со-
седними метастабильными положениями в данном
случае неверно. Поэтому время τ спонтанного пере-
магничивания, вычисленное по формуле (2), явля-
ется лишь оценкой сверху. В качестве оценки снизу
может быть взята формула (10) при ΔE = ΔE1.
Вообще данный случай является промежуточным
между системами с узкой доменной стенкой, рас-
смотренными выше, и системами с широкой домен-
ной стенкой, которым посвящен следующий раздел
статьи. Итак, для системы Co/Pt(997) можно утвер-
ждать, что время спонтанного перемагничивания
равно τ = N∗/2ν1, где 1 < N∗ < Neff − 2. Из общих
соображений можно также утверждать, что вели-
чина N∗ монотонно убывает с увеличением темпе-
ратуры. Тем не менее основная зависимость от тем-
пературы определяется множителем 1/ν1, поэтому
для оценки τ по порядку величины мы можем про-

должать пользоваться формулой (2). Зависимости
времени τdip и отношения τdip/τ в температурном
интервале от 4.3 K до Tmax = 19.1 K показаны
на рис. 1. Видно, что отношение τdip/τ изменяет-
ся от 0.69 до 0.93. Таким образом, различие вели-
чин τdip и τ может достигать 30%. Отметим, что
энергетический барьер ΔE4 между двумя неелев-
скими доменными стенками, отличающимися друг
от друга направлением вращения магнитных момен-
тов, оказывается равным 1.12 · 10−4 эВ, что на два
порядка превышает величину ΔE3. Поэтому веро-
ятность изменения типа доменной стенки во время
перемагничивания крайне мала.

В заключение этого раздела сделаем несколь-
ко замечаний, относящихся ко всем рассмотрен-
ным выше системам. Во-первых, как видно из при-
ближенной формулы (9), время спонтанного пере-
магничивания цепочки прямо пропорционально ве-
личине Neff − 2. Поэтому зависимости, приведен-
ные на рис. 1a, легко масштабируются при изме-
нении длины цепочки, а зависимости, приведенные
на рис. 1b, вообще не меняются. Во-вторых, ми-
нимальная температура при построении графиков
на рис. 1 выбиралась так, чтобы соответствующее
время τ было порядка 105 с. При таких време-
нах τ атомная цепочка может считаться стабильным
битом информации. В-третьих, из табл. 2 видно,
что величина энергетического барьера ΔE3 быстро
уменьшается при уменьшении параметра K/|J |, что
находится в согласии с работой [38]. При дальней-
шем уменьшении параметра K/|J | аналитический
метод [31–34] становится неприменимым.

3.2.3. Большая ширина доменной стенки

Рассмотрим ферромагнитные цепочки из атомов
Co и Fe на поверхности Cu(775). Для обеих систем
ось легкого намагничивания направлена вдоль це-
почки [40] (ФМ‖). Параметры J , K, μ, вычислен-
ные методом функционала плотности [7,39,40], при-
ведены в табл. 3. Отношение K/J равно 3.2 · 10−2

для системы Co/Cu(775) и 9.6 · 10−3 для систе-
мы Fe/Cu(775), что соответствует полуширине δN

доменной стенки 3.94 и 7.21 атомов. Для столь
широких доменных стенок энергетический барьер
ΔE3 пренебрежимо мал [38]. Поэтому для вычисле-
ния времени спонтанного перемагничивания цепо-
чек используется формула (10). Отметим, что ато-
мы Co и Fe в рассматриваемых цепочках находятся
на небольшом расстоянии a = 2.56 Å друг от дру-
га, что увеличивает роль диполь-дипольного взаи-
модействия.
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Как видно из рис. 2a, без учета диполь-
дипольного взаимодействия зависимость энерге-
тического барьера ΔE перемагничивания атом-
ной цепочки от ее длины стремится к энергии
ΔE∞ =

√
8KJ формирования доменной стенки

в бесконечно длинной цепочке. Учет диполь-
дипольного взаимодействия приводит к тому, что
предельное значение ΔEdip∞ превышает величину√
8KJ на 2.55 · 10−4 эВ для цепочки Co/Cu(775)

и на 1.34 · 10−3 эВ для цепочки Fe/Cu(775). Отме-
тим, что данный результат находится в согласии
с выводом (см. разд. 3.1), что диполь-дипольное
взаимодействие приводит к увеличению среднего
времени спонтанного перемагничивания цепочек
ФМ‖. Отношение τdip/τ показано на рис. 2b. Видно,
что для длинных цепочек при температуре 10 K оно
стремится к 1.34 для цепочки Co/Cu(775) и к 4.76
для цепочки Fe/Cu(775).

Отдельного обсуждения заслуживает переход
от режима, в котором все магнитные моменты пе-
реворачиваются одновременно и ΔE = KN (штри-
ховые линии на рис. 2a), к режиму, в котором проис-
ходит формирование промежуточного неустойчиво-
го состояния в виде доменной стенки. Вычисленная
по формуле (11) критическая длина цепочки состав-
ляет 16 атомов для цепочки Co/Cu(775) и 29 ато-
мов для цепочки Fe/Cu(775). Для цепочки конечной
длины энергия формирования доменной стенки ΔE

оказывается меньше, чем ΔE∞. Поэтому и критиче-
ская длина цепочки N0 оказывается несколько ниже
(см. табл. 3 и рис. 2a). Отметим, что в случае си-
стемы Co/Cu(775) критическая длина оказывается
одинаковой (N0 = 13) как с учетом, так и без учета
диполь-дипольного взаимодействия. В случае систе-
мы Fe/Cu(775) учет диполь-дипольного взаимодей-
ствия приводит к уменьшению критической длины
цепочки с 23 атомов до 22. Как видно на рис. 2b,
диполь-дипольное взаимодействие оказывает мак-
симальное влияние на время спонтанного перемаг-
ничивания атомной цепочки, если ее длина близка
в критической. Отношение τdip/τ при температуре
10 K достигает максимального значения 1.48 для це-
почки из 12 атомов Co и значения 9.56 для цепочки
из 22 атомов Fe.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подводя итоги работы, отметим, что магнит-
ные атомные цепочки на поверхности металлов мо-
гут быть разделены на три группы: цепочки с ма-
лой, средней и большой шириной доменной стенки.

Рис. 2. (В цвете онлайн) a) Зависимости энергетическо-
го барьера ΔE для перемагничивания атомной цепоч-
ки от ее длины N . Штриховой линией показана величи-
на KN , пунктирной — величина

√
8KJ , стрелками от-

мечены точки, соответствующие критической длине N0.
b) Отношения времен перемагничивания при температуре
10 K, вычисленных с учетом (τdip) и без учета (τ ) диполь-

дипольного взаимодействия

При вычислении времени спонтанного перемагничи-
вания цепочек из двух первых групп можно исполь-
зовать аналитический метод [31–34], а время спон-
танного перемагничивания цепочек из третьей груп-
пы может быть оценено по формуле (10). При этом
энергетические барьеры для переворота магнитных
моментов должны вычисляться в рамках неколли-
неарной модели. Это можно сделать, например, с по-
мощью метода GNEB.

На основе простой коллинеарной модели [21]
можно сделать вывод о том, что диполь-дипольное
взаимодействие приводит к увеличению средне-
го времени τ спонтанного перемагничивания це-
почек ФМ‖ и АФМ⊥ и уменьшению времени τ

цепочек ФМ⊥ и АФМ‖. Этот результат остается
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верным и в неколлинеарной модели даже для атом-
ных цепочек с доменной стенкой большой ширины.

Для цепочек ФМ⊥ и АФМ⊥ с доменной стен-
кой средней ширины учет диполь-дипольного взаи-
модействия приводит к появлению энергетического
барьера между двумя состояниями доменной стен-
ки, различающимися направлением вращения маг-
нитных моментов. Несмотря на то, что этот барьер
не оказывает влияния на время спонтанного пере-
магничивания цепочки, он может быть существенен
для вычисления других физических величин, на-
пример, критической температуры.

Перемагничивание атомных цепочек из третьей
группы может происходить двумя способами: либо
все магнитные моменты переворачиваются одновре-
менно, либо по очереди. Переход от одного режима
перемагничивания к другому происходит при кри-
тической длине N0. Важно отметить, что влияние
диполь-дипольного взаимодействия на время τ наи-
более существенно при длине цепочки, близкой кN0.

Численные оценки влияния диполь-дипольного
взаимодействия на время спонтанного перемагни-
чивания показали, что в некоторых случаях от-
ношение τdip/τ может достигать 10. Таким обра-
зом, диполь-дипольное взаимодействие может иг-
рать существенную роль в динамике перемагничи-
вания атомных цепочек конечной длины на метал-
лических поверхностях.
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Температурные зависимости структурных параметров в монокристалле HoFe3(BO3)4, изученные мето-
дом рентгеновской дифракции ниже и выше структурного фазового перехода при TS = 365 К, хорошо
коррелируют с поведением мессбауэровского параметра квадрупольного взаимодействия. Однако две
структурные позиции ионов железа Fe1 и Fe2, формирующиеся в фазе с пространственной группой
P3121, возникающей при температурах ниже TS, не удается различить методом мессбауэровской спек-
троскопии на ядрах 57Fe. Это возможно сделать только ниже температуры Нееля TN . Установлено, что
ниже TN ионы железа формируют трехмерный магнитный порядок изинговского типа с критическим
параметром β = 0.283(1) и размерностью параметра порядка n = 1. Уточненное значение температуры
Нееля TN = 37.42(1) К. Наблюдаемая вблизи температуры T = 4.4 К динамика поведения мессбауэ-
ровских параметров квадрупольного смещения ε и магнитного сверхтонкого поля Bhf для ионов железа
в позициях Fe1 и Fe2 указывает на переориентацию магнитных моментов железа. Это коррелирует со
спин-переориентационным переходом для ионов Fe и Ho, ранее наблюдавшимся в HoFe3(BO3)4 методом
нейтроной дифракции.

DOI: 10.31857/S0044451022110128
EDN: KZZWCB

1. ВВЕДЕНИЕ

Редкоземельные ферробораты RFe3(BO3)4
(R = Y, La, Ce–Er) относятся к новому клас-
су мультиферроиков (II типа) [1–4], в которых
сегнетоэлектричество возникает только в маг-

* E-mail: green@crys.ras.ru

нитоупорядоченном состоянии преимущественно
циклоидального и геликоидального типа [5–10].
Кристаллы RFe3(BO3)4 демонстрируют разнооб-
разие свойств и фазовых переходов в зависимости
от ионного радиуса R-элементов [11]. В частности,
магнитоэлектрический эффект обнаружен в соеди-
нениях с R = Ho, Gd, Nd, Sm [12–16]. Наличие двух
магнитных подсистем, ионов железа и ионов R,
привлекает особое внимание и позволяет рассматри-
вать редкоземельные ферробораты как интересные
модельные соединения для изучения магнитных
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взаимодействий и спиновой динамики в мультифер-
роиках II типа. В GdFe3(BO3)4 обнаружен каскад
структурных и магнитных фазовых переходов
[17–19], в том числе спонтанная низкотемператур-
ная спиновая переориентация, найденная также
в HoFe3(BO3)4 [20,21]. Соразмерно-несоразмерное
преобразование магнитной структуры ионов железа
ниже температуры Нееля TN было обнаруже-
но в GdFe3(BO3)4 [22] и NdFe3(BO3)4 [23, 24].
Магнитные свойства HoFe3(BO3)4 также активно
изучаются [12, 25–30], однако полного понима-
ния взаимосвязи кристаллической структуры,
магнитных и сегнетоэлектрических свойств пока
не достигнуто даже в рамках специальной тео-
ретической модели [31, 32]. В настоящей работе
методами рентгеноструктурного анализа (РСА) и
мессбауэровской спектроскопии (МС) в интервале
температур T = 3.5–500 К исследованы динамика
структурных и магнитных фазовых переходов, тип
и размерность магнитного порядка в кристаллах
HoFe3(BO3)4.

2. ОПИСАНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТА

Высококачественные монокристаллы ферро-
бората гольмия HoFe3(BO3)4 были выращены
из раствора–расплава тримолибдата висмута по
методике, подробно описанной в работах [33, 34].
РСА-исследования параметров решетки монокри-
сталлов HoFe3(BO3)4 проводились в интервале
температур T = 11–500 К с шагом 5–20 К. По-
лученные результаты подробно описаны в нашей
предыдущей работе [35]. Измерения проводились на
канале BM01 синхротронной станции SNBL ESRF с
использованием дифрактометра PILATUS@SNBL,
оснащенного криостатами с открытым ламинарным
потоком газа Oxford Cryostream 700+ и модифици-
рованным в ESRF Oxford Helijet, и на лабораторном
рентгеновском дифрактометре Rigaku Oxford CCD
Xcalibur EOS S2, оснащенном криостатом с откры-
тым ламинарным потоком газа Oxford Cobra Plus.

МC-измерения проводились на порошковом
образце, приготовленном из монокристалла
HoFe3(BO3)4. Мессбауэровские спектры погло-
щения на ядрах 57Fe получены в интервале темпе-
ратур T = 3.5–80 К на стандартном спектрометре
Wessel с гелиевым криостатом замкнутого цикла
(C2 Montana Instruments). В диапазоне температур
T = 90–480 К использовался стандартный спектро-
метр МС-1104Ем, оснащенный проточным азотным
криостатом и высокотемпературной резистивной

печью MRF-750К. Источник гамма-излучения
57Co(Rh) Ritverc MCo7.114 [36] находился при ком-
натной температуре. Значения изомерных сдвигов
измерялись относительно эталонного поглотителя
Ritverc MRA.2.6 (фольга α-Fe толщиной 30 мкм,
при комнатной температуре) [36]. Компьютерный
анализ мессбауэровских спектров был выполнен
с помощью программы Univem-MS (входит в
комплект поставки спектрометра МС-1104Ем),
программы Recoil [37] и программы SpectrRelax
[38].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Измерения методом РСА

Результаты детального РСА-исследования мо-
нокристаллов HoFe3(BO3)4 представлены в нашей
предыдущей статье [35]. Показано, что выше темпе-
ратуры структурного фазового перехода TS ≈ 365 К
кристаллическая структура HoFe3(BO3)4 трансфор-
мируется из пространственной группы симметрии
P3121 в R32 (рис. 1а). При температурах T > TS

слои атомов, состоящие из тригональных призм
HoO6 и октаэдров FeO6 меньшего размера, распола-
гаются перпендикулярно оси c (C3). Атомы бора об-
разуют с атомами кислорода треугольники [BO3]

3−

двух типов. Треугольники первого типа [B1O3] со-
единены своими вершинами только с октаэдрами
FeO6. Остальные треугольники [B2O3] соединены
одной вершиной с двумя октаэдрами FeO6, а каж-
дая из двух других вершин соединена с октаэдром
FeO6 и призмой HoO6. Октаэдры FeO6 соединены
ребрами и образуют спиральные цепочки, вытяну-
тые вдоль оси c. В процессе фазового перехода при
TS ≈ 365 К происходит изменение пространствен-
ной группы симметрии кристаллической структуры
HoFe3(BO3)4 с R32 на P3121 и возникают два ти-
па октаэдрических позиций FeO6 (Fe1O6 и Fe2O6), а
также три типа групп BO3 (рис. 1b). Заселенности
двух кристаллографических позиций железа, Fe1 и
Fe2, находятся в соотношении 1 : 2.

Установлено, что при охлаждении ниже
TS ≈ 365 K параметр ячейки c монотонно умень-
шается. В диапазоне температур от 150 до 60 К он
выходит на плато, оставаясь практически постоян-
ным. Затем в диапазоне от 60 до 30 К он возрастает,
демонстрируя «отрицательное» тепловое расши-
рение, и, наконец, снова уменьшается вплоть до
температуры T = 10 К (рис. 2а). Такой эффект для
параметра c в монокристалле HoFe3(BO3)4 впер-
вые наблюдался методом высокоточной емкостной
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дилатометрии [12]. Магнитоэлектрическая связь в
мультиферроиках и магнитоэлектрических соеди-
нениях может быть вызвана ионными смещениями,
которые обычно приводят к макроскопическим
искажениям или деформациям решетки вдоль
кристаллографических осей. Поэтому выяснение
причин и особенностей эффекта «отрицательного»
теплового расширения представляет особый интерес
[31, 32, 39, 40]. Например, подобное «отрицательное»
расширение в мультиферроиках HoMnO3 [39] и
DyMn2O5 [40] трактуется как признак сильных
магнитных корреляций и спин-решеточных вза-
имодействий, связанных с большой магнитной
анизотропией. В редкоземельных ферроборатах
при T < TN магнитный сверхобмен Fe–O–Fe в
цепочках вдоль оси с значительно сильнее любых
других сверхобменов в ab-плоскостях между ионами
железа и/или между ионами железа и редкоземель-
ных элементов [41]. Кроме того, показано [42], что
низкотемпературные (при T < 150 К) аномалии
упругих констант могут наблюдаться в редкозе-
мельных ферроборатах и должны быть связаны
с симметрией локального окружения ионов R и с
f–d-взаимодействием между подсистемами ионов
Fe и R.

Недавно мы обнаружили «отрицательное» теп-
ловое расширение параметра c при темпераутрах
ниже T ≈ 90 K в монокристаллах GdFe3(BO3)4
[43], YFe3(BO3)4 [44, 45] и NdFe3(BO3)4 [46, 47]. В
монокристаллах NdFe3(BO3)4, кроме того, наблю-
далось «отрицательное» тепловое расширение пара-
метра ячейки a при охлаждении ниже T = 200 K.
Мы обсудили возможное влияние этой аномалии на
нарушение локальной симметрии ионов Nd и Fe,
что, в частности, хорошо демонстрирует темпера-
турная зависимость мессбауэровского сверхтонкого
параметра квадрупольного расщепления Δ(T ).

При охлаждении HoFe3(BO3)4 ниже T = 30 К
наблюдается заметное уменьшение параметра ячей-
ки c (вставка на рис. 2а). Это область существо-
вания магнитоэлектрического эффекта, где возни-
кает спонтанная сегнетоэлектрическая поляризация
P , величина которой увеличивается с понижением
температуры от 30 до 5 К [12].

3.2. Измерения методом МС при различных
температурах в парамагнитном состоянии

HoFe3(BO3)4

Мессбауэровский спектр на ядрах 57Fe
HoFe3(BO3)4, измеренный при комнатной темпе-
ратуре, представляет собой слегка асимметричный

квадрупольный дублет (рис. 3), указывающий на
парамагнитное состояние ионов железа. Рассчи-
танные из этого спектра сверхтонкие параметры
(изомерный сдвиг δ = 0.3891(3) мм/с, квадруполь-
ное расщепление Δ = 0.3085(5) мм/с и ширина
линии на полувысоте Γ = 0.258(1) мм/с) имеют зна-
чения, характерные для высокоспинового состояния
ионов железа Fe3+(S = 5/2, 3d5) в кристаллографи-
ческих позициях с октаэдрическим кислородным
локальным окружением.

При комнатной температуре кристаллическая
решетка HoFe3(BO3)4 описывается пространствен-
ной группой P3121 и содержит два типа неэкви-
валентных позиций ионов железа Fe1 и Fe2. Ранее
мы показали, что асимметрия парамагнитного дуб-
лета обусловлена текстурным эффектом, который
может возникнуть при приготовлении порошково-
го образца из измельченных монокристаллов. Этот
эффект не связан с двумя неэквивалентными пози-
циями железа Fe1 и Fe2, поэтому разделить их вкла-
ды в спектр при комнатной температуре невозмож-
но [35]. Во всем диапазоне температур T = 40–480 К
в парамагнитном состоянии HoFe3(BO3)4 мессбауэ-
ровские спектры аналогичны спектру при комнат-
ной температуре (рис. 3) и также не позволяют
различить позиции Fe1 и Fe2. Две неэквивалент-
ные позиции ионов железа проявляются при охла-
ждении лишь в некотором уширении спектра, при
этом четкого расщепления линий не наблюдается.
Такой же результат ранее мы получили для соеди-
нений GdFe3(BO3)4 и YFe3(BO3)4 [43, 44]. Сверхтон-
кие параметры, рассчитанные из мессбауэровских
спектров, измеренных при различных температурах
в парамагнитном состоянии HoFe3(BO3)4, приведе-
ны в табл. 1. Температурное поведение изомерного
сдвига δ(T ) характерно для эффекта Доплера вто-
рого порядка [35].

В МС параметр Δ очень чувствителен к из-
менению симметрии локального окружения, вклю-
чающего все координационные сферы вокруг ато-
мов Fe. Температурная зависимость квадрупольно-
го расщепления Δ(T ) для HoFe3(BO3)4 имеет слож-
ный характер в процессе структурного фазового пе-
рехода при TS ≈ 365 К (рис. 2b), что коррелиру-
ет с поведением температурной зависимости пара-
метра ячейки c(T ). Используя наши данные PCА
[35] и новый программный инструмент PolyDis [48],
мы рассчитали для ионов Но, Fe1 и Fe2 относитель-
ное отклонение окружающих их первых координа-
ционных кислородных полиэдров от идеальной сим-
метричной формы, а также относительное смеще-
ние этих ионов от положения «центра масс» их кис-
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Кристаллическая структура HoFe3(BO3)4 при температурах выше температуры структурного
фазового перехода (a) с пространственной группой R32 и ниже перехода (b) с пространственной группой P3121

Таблица 1. Cверхтонкие параметры, рассчитан-
ные из мессбауэровских спектров HoFe3(BO3)4,
измеренных в парамагнитной области темпера-
тур (δ — изомерный сдвиг, Δ — квадрупольное

расщепление)

T , К δ, мм/с Δ, мм/с
440 0.296(1) 0.302(1)

380 0.338(1) 0.306(2)

340 0.360(1) 0.307(1)

295 0.389(1) 0.309(1)

210 0.440(1) 0.308(1)

120 0.485(1) 0.309(1)

90 0.494(1) 0.309(1)

60 0.501(1) 0.310(1)

40 0.501(1) 0.313(1)

лородных полиэдров при различных температурах
(рис. 4). Хорошо видно, что для ионов Но и Fe1 оба
параметра при температурах выше точки структур-
ного фазового перехода TS ≈ 365 К практически не
изменяются, а ион Но находится точно в «центре
масс» своего кислородного полиэдра. При темпера-
турах T < TS кристаллографическая позиция же-
леза разделяется на две неэквивалентные позиции,
Fe1 и Fe2, и значения обоих параметров, показан-
ных на рис. 4, заметно расходятся. При дальнейшем
охлаждении от 360 до 90 К оба параметра для ионов
Но, Fe1 и Fe2 изменяются незначительно. Наиболее
заметные изменения в этом температурном интерва-
ле происходят в отклонении ионов Hо от положения
«центра масс» и в искажении формы кислородного
октаэдра ионов Fe2. В парамагнитной области ди-
намика изменения формы кислородных октаэдров
ионов железа при охлаждении в основном коррели-
рует с увеличением параметра квадрупольного рас-
щепления Δ, выявленным из МС-измерений. Слож-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Температурные зависимо-
сти параметра элементарной ячейки c монокристалла
HoFe3(BO3)4 (a) и мессбауэровского параметра квадру-

польного взаимодействия Δ (b)

Рис. 3. (В цвете онлайн) Мессбауэровские спектры, из-
меренные при различных температурах в парамагнитном
состоянии HoFe3(BO3)4. Красная сплошная линия показы-
вает результат аппроксимации спектров одним дублетом

Рис. 4. (В цвете онлайн) Температурные зависимости
структурных параметров в HoFe3(BO3)4, свидетельствую-
щие об отклонении кислородных полиэдров от идеальной

симметрии в фазах P3121 и R32

ное поведение этого параметра указывает на необ-
ходимость учета влияния всего локального окруже-
ния, а не только первой координационной сферы.

3.3. Измерения методом МС при низких
температурах в магнитоупорядоченном

состоянии HoFe3(BO3)4

Ниже T ≈ 38 К в мессбауэровских спектрах
соединения HoFe3(BO3)4 наблюдается характерное
расщепление резонансных линий, свидетельству-
ющее о магнитном упорядочении ионов железа
(рис. 5). Из результатов нейтронной дифракции,
СКВИД-магнитометрии и измерений теплоемкости
[20, 21] известно, что непосредственно ниже темпе-
ратуры Нееля TN = 37.4 К магнитные моменты же-
леза и гольмия образуют магнитную структуру с
легкой плоскостью ab. Магнитные моменты в под-
системах ионов Fe2 и Hо лежат в плоскостях ab

и упорядочены ферромагнитно в каждой плоско-
сти, но антиферромагнитно в соседних плоскостях.
Магнитный момент ионов Fe1 наклонен относитель-
но плоскости ab так, что его компонента в плос-
кости ферромагнитно связана с моментами Fe2, и,
кроме того, есть ненулевая компонента вдоль оси c

(рис. 6a). Величина компоненты момента Fe1 вдоль
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Низкотемпературные мессбауэ-
ровские спектры, измеренные в магнитоупорядоченном со-
стоянии HoFe3(BO3)4. Для спектра при T = 4.7 К показана
аппроксимация двумя секстетами, соответствующими кри-
сталлографическим позициям Fe1 (синий) и Fe2 (зеленый)

оси c монотонно возрастает с понижением темпера-
туры вплоть до спонтанной спиновой переориента-
ции при TSR = 4.7 К. При температурах T < TSR

подсистемы железа и гольмия упорядочены анти-
ферромагнитно с магнитными моментами, направ-
ленными вдоль оси c. При этом магнитные момен-
ты ионов Fe1 и Fe2 лежат строго вдоль оси c, а мо-
менты Hо несколько отклоняются от оси c, образуя
распространяющуюся вдоль нее спиновую спираль
[26] (рис. 6b).

При самой низкой экспериментальной тем-
пературе T = 3.5 К мессбауэровский спектр
HoFe3(BO3)4 хорошо аппроксимируется только
одним секстетом, хотя имеет небольшую асиммет-
рию по внешним линиям, где шестая спектральная
линия секстета на 0.5–0.8 % интенсивнее первой.
При небольшом повышении температуры форма
спектра меняется, и уже при T = 4.7 К первая

спектральная линия заметно интенсивнее послед-
ней. Эта асимметрия сохраняется до температуры
T = 25 К и указывает на то, что для интер-
претации мессбауэровских спектров в магнитном
состоянии при температурах между 4.5 и 25 К
следует учитывать по крайней мере две позиции
железа. Как будет показано в разд. 3.4, изменение
формы спектра при температуре T ≈ 4.4 К хорошо
согласуется с температурным диапазоном спиновой
переориентации.

При температурах от 3.5 до 37 К мессбауэ-
ровские спектры хорошо аппроксимируются двумя
псевдофойгтовскими секстетами S1 и S2 с отноше-
нием площадей A1 : A2 = 1 : 2. Это коррелиру-
ет с отношением заселенностей (1 : 2) двух кри-
сталлографических позиций железа Fe1 и Fe2, по-
лученным из измерений РСА [35]. Выше темпера-
туры T ≈ 37 К спектр становится слишком ши-
роким, поэтому модель, основанная на двух сек-
стетах, уже неприменима, и адекватно аппрокси-
мировать спектры можно только методом распре-
деления сверхтонких параметров. Сверхтонкие па-
раметры, полученные из низкотемпературных месс-
бауэровских спектров, представлены в табл. 2. Ио-
ны Fe3+ в позициях Fe1 и Fe2 имеют практически
одинаковые изомерные сдвиги δ, но немного разные
значения параметров квадрупольного смещения ε и
сверхтонких магнитных полей Bhf1 > Bhf2. Ранее
аналогичный результат был получен нами для со-
единения GdFe3(BO3)4 [43], где вклад двух пози-
ций железа удалось учесть только в мессбауэров-
ских спектрах, полученных при T < TN . В то же
время для соединения YFe3(BO3)4, не содержаще-
го второй магнитной подсистемы редкоземельных
ионов, вклад двух позиций железа не удалось разде-
лить даже в магнитоупорядоченном состоянии [45].
Это указывает на различие обменного f–d взаимо-
действия редкоземельных ионов с ионами железа в
неэквивалентных кристаллографических позициях
Fe1 и Fe2.

На рис. 7 показана температурная зависимость
среднего значения магнитного сверхтонкого поля
〈Bhf 〉 на ядрах 57Fe. Ранее было обнаружено небрил-
люэновское поведение температурной зависимости
полного магнитного момента железа в HoFe3(BO3)4
[20], что объяснялось сильным влиянием подсисте-
мы железа на магнетизм редкоземельных элемен-
тов. Мы уточнили температуру магнитного фазово-
го перехода TN в HoFe3(BO3)4 и определили тип и
размерность магнитного упорядочения подсистемы
железа способом, ранее использованным в наших
работах [43, 45, 47]. Экспериментальная зависимость
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Схема ориентации магнитных моментов ионов Fe1, Fe2 и Ho при температурах выше (a)
и ниже (b) TSR = 4.7 К

Рис. 7. (В цвете онлайн) Температурная зависимость сред-
него магнитного сверхтонкого поля 〈Bhf 〉 на ядрах желе-
за. На вставке показано изменение величины Bhf в об-
ласти переориентации магнитных моментов ионов железа

Fe1 и Fe2

Bhf (T ) вблизи TN была аппроксимирована расчет-
ной кривой (рис. 7) с использованием модели крити-
ческих коэффициентов B(T ) = B0(1 − T/TN)β [49].
Значение коэффициента β позволяет определить
размерность d магнитной решетки и размерность n

Рис. 8. (В цвете онлайн) Температурные зависимости
квадрупольного смещения ε в мессбауэровских спектрах
для секстетов S1 и S2, соответствующих ионам желе-
за в неэквивалентных кристаллографических позициях

Fe1 и Fe2

параметра порядка (табл. 3). Значение d = 1 соот-
ветствует одномерным магнитным цепочкам, d = 2

— слоистой магнитной структуре или поверхности,
d = 3 — объемному магнитному материалу. Пара-
метр n определяется моделью, описывающей маг-
нитную систему: модель Изинга (n = 1) допускает
двумерный и трехмерный дальний порядок, а низ-
коразмерный порядок (d = 1 и d = 2) отсутству-
ет в моделях XY (n = 2) и Гейзенберга (n = 3).
Дальний порядок для всех n существует только

724



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Структурные и магнитные фазовые переходы. . .

Таблица 2. Сверхтонкие параметры, рассчитанные из мессбауэровских спектров HoFe3(BO3)4, измеренных при
низких температурах T < 38 К (δ — изомерный сдвиг, ε — квадрупольное смещение, Bhf — магнитное сверх-
тонкое поле на ядрах 57Fe, 〈Bhf 〉 — среднее магнитное сверхтонкое поле, рассчитанное методом распределения
сверхтонких параметров; S1 и S2 — магнитные секстеты, связанные с кристаллографическими позициями ионов
железа соответственно Fe1 и Fe2; звездочкой обозначено среднее значение, рассчитанное методом распределения

сверхтонких параметров)

T , К δ, мм/с ε, мм/с Bhf , Тл 〈Bhf 〉, Тл
S1 S2 S1 S2 S1 S2

3.5 0.466(2) 0.475(1) -0.092(1) -0.079(1) 52.89(2) 51.86(2) 52.21(2)
4.1 0.487(3) 0.499(1) -0.090(1) -0.092(1) 52.94(2) 51.83(2) 52.18(2)
4.4 0.486(2) 0.494(1) 0.017(1) -0.037(1) 53.13(2) 51.84(1) 52.24(2)
4.7 0.497(2) 0.499(1) 0.066(1) 0.013(1) 53.04(1) 51.92(1) 52.30(1)
4.9 0.494(2) 0.500(1) 0.073(1) 0.021(1) 53.04(1) 51.92(1) 52.29(1)
5.4 0.496(2) 0.499(1) 0.073(1) 0.025(1) 52.99(1) 51.90(1) 52.25(1)
6.1 0.496(2) 0.499(1) 0.077(1) 0.030(1) 52.91(1) 51.82(1) 52.18(1)
7.1 0.497(2) 0.500(1) 0.077(1) 0.032(1) 52.76(1) 51.72(1) 52.07(1)
10.1 0.495(2) 0.499(1) 0.081(1) 0.036(1) 52.14(1) 51.17(1) 51.50(1)
15.1 0.498(2) 0.498(1) 0.072(1) 0.044(1) 50.30(1) 49.48(1) 49.78(1)
20.0 0.494(2) 0.499(1) 0.066(1) 0.044(1) 47.53(1) 46.72(1) 47.03(1)
25.0 0.498(1) 0.499(1) 0.056(1) 0.053(1) 43.66(2) 42.71(1) 43.13(1)
30.1 0.500(1) 0.497(1) 0.053(1) 0.054(1) 37.97(2) 36.75(2) 37.30(2)
35.0 0.499(1) 0.498(2) 0.056(2) 0.060(2) 27.49(2) 25.62(2) 26.61(2)
37.1 0.498(2)* 0.062(2)* - - 15.81(2)

Таблица 3. Значения критического коэффици-
ента β при различных значениях параметров d

и n [51]

d 3 2
n 1 2 3 1
β 0.31 0.33 0.35 0.125

при d = 3 [50, 51].
В результате расчетов для HoFe3(BO3)4 были по-

лучены значения TN = 37.42(1) К и β = 0.283(1)

(n = 1). Значение коэффициента β характерно для
трехмерной модели Изинга.

3.4. Спиновая переориентация

На рис. 8 представлены температурные за-
висимости квадрупольных смещений ε1 и ε2 в
секстетах S1 и S2, соответствующих неэквива-
лентным позициям железа Fe1 и Fe2 в структуре
HoFe3(BO3)4. Форма и динамика этих зависимо-

стей аналогичны наблюдаемым нами ранее при
исследовании спин-переориентационного перехода
в соединении GdFe3(BO3)4 [43]. В HoFe3(BO3)4
значения ε1 и ε2 отрицательны при температурах
ниже T = 4.4 К. При небольшом повышении
температуры до T = 4.7 К обе величины резко
возрастают в сторону положительных значений,
при этом абсолютное значение |ε1| больше, чем
|ε2| (рис. 8). Как показано на вставке к рис. 7,
магнитные сверхтонкие поля Bhf на ионах железа
в позициях Fe1 и Fe2 демонстрируют аномалию при
той же температуре. Такое аномальное поведение
мессбауэровского параметра хорошо коррелирует
с обнаруженным ранее спин-переориентационным
переходом в обеих магнитоупорядоченных подси-
стемах ионов Ho и Fe [20, 21, 30], происходящим
одновременно с резким ростом сегнетоэлектри-
ческой поляризации P от 5 до 90 мкКл/м2 [12].
При дальнейшем нагреве до TN = 37.4 К значения
ε1 и ε2 остаются положительными и изменяются
незначительно, при этом ε1 > ε2 в интервале тем-
ператур 4.1–25 К. В этом же интервале температур

8 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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Таблица 4. Расстояния между атомами O противоположными друг другу относительно иона Fe и углы между
всеми связями O-Fe-O в полиэдрах Fe1O6 и Fe2O6 в кристаллической структуре HoFe3(BO3)4 при температуре

T = 90 K

Полиэдр Fe1O6 Полиэдр Fe2O6

Противо-
лежащая
пара

d, Å Угловая
тройка

Угол,
градусы

Противо-
лежащая
пара

d, Å Угловая
тройка

Угол,
градусы

O1–Fe–O1′ 87.58(3) O5–Fe–O7 89.81(3)
O1–Fe–O6′ 93.89(3) O5–Fe–O2′ 96.60(3)
O1–Fe–O3 85.28(4) O5–Fe–O2 75.95(3)
O1–Fe–O6 77.36(3) O5–Fe–O4 94.85(3)

O1–O3′ 3.9791(7) O1–Fe–O3′ 167.31(4) O5–O5′ 4.0093(10) O5–Fe–O5′ 166.52(4)
O1′–Fe–O6′ 77.36(4) O7–Fe–O2′ 82.00(3)

O1′–O3 3.9790(11) O1′–Fe–O3 167.31(3) O7–O2 3.9616(13) O7–Fe–O2 160.41(2)
O1′–Fe–O6 93.89(3) O7–Fe–O4 101.05(4)
O1′–Fe–O3′ 85.28(3) O7–Fe–O5 99.88(4)
O6′–Fe–O3 92.65(4) O2′–Fe–O2 86.30(3)

O6′–O6 3.9811(9) O6′–Fe–O6 167.99(5) O2′–O4 4.0051(10) O2′–Fe–O4 168.17(3)
O6′–Fe–O3′ 94.77(3) O2′–Fe–O5′ 75.70(3)
O3–Fe–O6 94.77(3) O2–Fe–O4 93.60(4)
O3′–Fe–O3 103.55(4) O2–Fe–O5′ 92.33(4)
O3′–Fe–O6 92.65(3) O4–Fe–O5′ 92.49(3)

  

  

Рис. 9. (В цвете онлайн) Полиэдры Fe1O6 (а) и Fe2O6 (b) в структуре HoFe3(BO3)4 при T = 90 К. Зелеными линиями
показаны связи Fe–O–Fe в геликоидальных цепочках

обнаружены сильные магнитопьезоэлектрический и
магнитопластический эффекты [29], которые могут
влиять на кристаллическую структуру.

Поведение мессбауэровского параметра квадру-
польного смещения ε очевидно определяется осо-
бенностями локального окружения ионов железа,
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в том числе искажениями кислородных октаэдров
Fe1O6 и Fe2O6 (сжатие против удлинения). На рис. 9
показаны формы полиэдров и положения атомов
железа для кристаллографических позиций Fe1 и
Fe2. В табл. 4 приведены расстояния между атома-
ми O, противоположными друг другу относитель-
но иона Fe, и углы между всеми связями O–Fe–O
для полиэдров Fe1O6 и Fe2O6 в HoFe3(BO3)4 при
T = 90 K, рассчитанные по нашим РСА-данным
[35]. Результаты расчетов показывают, что менее ис-
каженный полиэдр Fe1O6 лишь немного вытянут
в направлении O6′–O6, тогда как значительно бо-
лее искаженный полиэдр Fe2O6 заметно уплощен в
направлении O7–O2.

При температуре T = 25 К квадуропльные сме-
щения ε1 и ε2 практически выравниваются и не из-
меняются при дальнейшем нагреве до температу-
ры Нееля TN . Отметим, что в интервале темпера-
тур 15–20 К обнаружено изменение знака константы
магнитоупругого взаимодействия [29], а в интервале
T = 20–30 К спонтанная сегнетоэлектрическая по-
ляризация P уменьшается и исчезает [12]. С другой
стороны, нейтронографические измерения на моно-
кристалле HoFe3(BO3)4 показали, что при охлажде-
нии ниже температуры T = 25 K магнитный момент
ионов Fe2 начинает быстро отклоняться от плоско-
сти ab к оси c, что в конечном итоге приводит к
спонтанной спиновой переориентации как в желез-
ной, так и в гольмиевой подсистемах при темпера-
туре TSR = 4.7 К [20, 30].

В наших мессбауэровских измерениях, помимо
резкого скачка значений квадрупольных смещений
ε1 и ε2 при температуре T ≈ 4.4 К (см. рис. 7),
мы обнаружили одновременное увеличение сверх-
тонкого магнитного поля Bhf на ядрах 57Fe в кри-
сталлографических позициях Fe1 и Fe2, как по-
казано на вставке к рис. 7. Отметим, что уве-
личение Bhf1 для ионов железа в позициях Fe1
более выражено; оно начинается при температу-
ре T ≈ 4 К и заканчивается при T ≈ 4.4 К, а
для ионов железа в менее симметричных позици-
ях Fe2 рост значения Bhf2 начинается при темпе-
ратуре T ≈ 4.4 К и заканчивается при T ≈ 4.7 К.
Ранее скачок магнитного момента ионов железа в
процессе спиновой переориентации при температуре
TSR = 4.7 К был обнаружен методами нейтроногра-
фии и СКВИД-магнитометрии [20].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Низкотемпературные измерения методом МС
на ядрах 57Fe установили, что ионы железа в

HoFe3(BO3)4 создают трехмерный магнитный поря-
док изинговского типа с критическим параметром
β = 0.289(1) и размерностью параметра порядка
n = 1. Уточненное значение температуры Нееля
TN = 37.54(1) К.

Согласно данным РСА, при температурах ниже
структурного фазового перехода, T < TS = 365 К,
кристаллическая структура HoFe3(BO3)4 изменяет
пространственную группу симметрии R32 на P3121,
в которой возникают две неэквивалентные струк-
турные позиции ионов железа, Fe1 и Fe2. В то же
время мессбауэровские измерения не различают ио-
ны железа в позициях Fe1 и Fe2 при температурах
выше TN (в парамагнитном состоянии) из-за одина-
ковых сверхтонких параметров, однако эти позиции
можно различить ниже TN .

Наблюдаемая динамика мессбауэровских пара-
метров квадрупольных смещений ε1(T ) и ε2(T ),
а также магнитных сверхтонких полей Bhf1(T ) и
Bhf2(T ) при температуре T ≈ 4.4 К хорошо корре-
лирует со спин-переориентационным переходом. Бо-
лее того, наблюдаемые аномалии в поведении пара-
метров ε и Bhf указывают на прямую связь меж-
ду искажениями симметрии локального окружения
ионов железа в позициях Fe1 и Fe2 и силой обмен-
ных взаимодействий Fe–Fe и Fe–Ho. В свою очередь,
это приводит к формированию геликоидальной маг-
нитной структуре ионов Ho.
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На примере лития рассмотрена оригинальная методика описания возбужденных состояний электронов в
кристаллических структурах. Показано, что спектр электронов в литии претерпевает незначительные из-
менения при больших значениях параметра решетки вплоть до 8.77 боровских радиусов. Времена жизни
возбужденных электронов внешних состояний s- и p-симметрии существенно различаются при значениях
параметра решетки d < 8.77 боровских радиусов. Обнаружено метастабильное кристаллическое состо-
яние ОЦК-лития, почти не зависящее от мощности возбуждения при значении постоянной решетки,
равном 6.55 боровских радиуса, соответствующем значению постоянной ОЦК-решетки лития в основном
состоянии.

DOI: 10.31857/S004445102211013X
EDN: LAAGNI

1. ВВЕДЕНИЕ

Литий является одним из наиболее изученных
щелочных металлов. Он имеет единственный ва-
лентный электрон, что позволяет с легкостью ис-
пользовать модель почти свободных электронов. В
связи с этим первые успехи были достигнуты в
изучении электронной структуры так называемо-
го «объемного» лития. Позже появились работы
по структурным свойствам малых кластеров лития.
Так, в работе [1] впервые были изучены структуры
Li3 и Li4, в работе [2] — кластеры Lin (n = 3–6), а в
работе [3] проведено первое систематическое изуче-
ние зависимости геометрии кластера от электронной
структуры. Дальнейшие исследования были направ-
лены на уточнение ранее обнаруженных структур и
поиск новых стабильных структур [4–8]. В работе [9]
на примере кластеров лития было показано, что ме-
таллические кластеры похожи в электронном строе-
нии на простые молекулы. Так, электронные состо-
яния и химические связи кластеров Li4, Li10 и Li8
схожи с молекулами F2, N2, и CH4 соответственно.

* E-mail: pva379@mail.ru
** E-mail: Popov.Barnaul@mail.ru

В работе [10] проведено сравнение результатов рас-
чета различными методами теоретического исследо-
вания кластеров лития.

Стоит отметить, что электронная структура и
связанные с ней физико-химические свойства для
кристаллического лития в основном состоянии изу-
чалась давно и многими авторами (см., например,
работы [11–13] и ссылки к ним). Результаты ис-
следования электронного строения лития от малых
кластеров Lin (n = 4–40) до объемного металла и
поверхностей представлены в обзоре [14]. Свойства
электронов металлического лития в условиях теп-
ловых, оптических, рентгеновских и примесных воз-
буждений настолько небольшой интенсивности, что
позволило пренебречь изменениями энергетической
зонной структурой, рассмотрены в [15–17]. Однако
вопрос о механизме формирования кристаллическо-
го лития в условиях внешнего воздействия остается
открытым. Электроны формируемых систем испы-
тывают орбитальные переходы, приводящие к обра-
зованию возбужденных структур с различным вре-
менем жизни, что добавляет существенные трудно-
сти не только при теоретическом описании, но и при
экспериментальном изучении происходящих процес-
сов. При этом особого внимания заслуживают мето-
ды, основывающиеся на первых принципах кванто-
вой механики, не требующие введения каких-либо
эмпирических параметров.
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Один из подходов к описанию возбуждений опи-
рается на формализм многочастичной теории воз-
мущений, позволяющей учесть все взаимодействия
между частицами. Данная теория дает адекватные
результаты в случае, если возмущения малы [18]. Ес-
ли же возмущения велики, то возникает ряд труд-
ностей технического характера. При этом остает-
ся открытым вопрос и об учете сплошного спек-
тра в задаче на собственные значения энергии элек-
тронов. До сих пор отсутствуют четкие критерии,
позволяющие ограничить бесконечный набор дис-
кретных состояний и континуум. Для описания ди-
намики электронов в металлах часто используют
теорию ферми-жидкости. При этом низкоэнергети-
ческие возбуждения системы описываются с помо-
щью невзаимодействующих фермионов — квазича-
стиц, являющихся, по сути, долгоживущими воз-
буждениями, скорость затухания которых опреде-
ляется мнимой частью собственной энергии квази-
частицы. Эволюция такой системы описывается при
помощи одночастичной функции Грина. Для функ-
ции Грина системы с обычным кулоновским взаи-
модействием между электронами существует стро-
гое уравнение движения, включающее двухчастич-
ную функцию Грина, однако решение этого уравне-
ния в настоящее время затруднено. Формально точ-
ная система уравнений, позволяющая получить са-
мосогласованное решение для функции Грина, бы-
ла получена Хедином [19]. Тем не менее для опи-
сания многих систем используются именно прибли-
жения, из которых наиболее популярным являет-
ся GW-приближение. При этом наилучшее согла-
сие с экспериментальными данными достигается в
случае слабых возмущений многоэлектронной си-
стемы. Более того, в ряде случаев наблюдается несо-
ответствие экспериментальным данным, например,
при описании изоляторов Мотта и получении фото-
эмиссионного спектра материалов [20]. Хорошо со-
гласующееся с экспериментом описание свойств си-
стемы взаимодействующих частиц можно получить,
используя теорию функционала электронной плот-
ности [21]. Основная сложность при реализации дан-
ного подхода заключается в том, что необходимо по-
лучить точный функционал, универсальный вид ко-
торого неизвестен [22, 23]. Многоконфигурационное
приближение, позволяющее учесть все взаимодей-
ствия электронов, дает наилучшее совпадение с экс-
периментальными данными [24]. Однако ряды, ре-
ализующие данный подход, чрезвычайно слабо схо-
дятся, а расчеты настолько трудоемки ввиду экспо-
ненциального роста вычислительных затрат с уве-
личением числа частиц, что применяются для рас-

чета систем с небольшим числом электронов, даже
при использовании адаптивных схем расчета [25,26].
В настоящей работе рассмотрена методика описа-
ния электронной структуры кристаллического ли-
тия в условиях внешнего воздействия с учетом изме-
нений энергетических уровней, позволяющая в рам-
ках единого подхода оценить время жизни возбуж-
дения.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Известно, что спектр оператора Гамильтона си-
стемы электронов в кристалле включает бесконеч-
ное число дискретных состояний и континуум. Это
существенно затрудняет использование даже одно-
электронных функций при решении спектральной
задачи. К сожалению, четкие критерии, позволя-
ющие ограничить набор дискретных состояний и
учесть вклад сплошного спектра, отсутствуют. Один
из способов преодоления этих трудностей, предло-
женный в работе [27], заключается в усреднении
полной энергии электронов по всем значениям вол-
нового вектора k в зоне Бриллюэна, позволяющем
в результате существенно сократить численные рас-
четы.

Следуя работе [27], представим полную энергию
ET всех электронов многоатомной системы в ви-
де суммы кинетической энергии EK , энергии куло-
новского электронно-ядерного взаимодействия EN ,
энергии кулоновского взаимодействия электронов
EE , энергии кулоновского взаимодействия ядер EC ,
обменно-корреляционного взаимодействия электро-
нов EEX :

ET = EK + EN + EE + EC + EEX . (1)

В каждом из перечисленных слагаемых в (1) зало-
жено суммирование по состояниям, занятым элек-
тронами, с номерами i и волновым векторам k.

Волновую функцию в кристаллической ячейке
разложим по полному набору базисных функций
{φn(r)}:

Ψik(r) =
∑
j,n

Cij

(
S−1/2

)
jn

φn(r). (2)

Здесь Cij — коэффициенты разложения, S — мат-
рица интегралов перекрывания, отличная от еди-
ничной, если функции φn(r) не ортонормированы.
В качестве φn(r) выберем кристаллические функции
гауссова типа. Для состояний s-симметрии предста-
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вим их в виде суммы по Rp — векторам прямой ре-
шетки при больших αn:

φn(r) =
(
2αn

π

)3/4
1√
Ω

∑
p

exp{ik ·Rp−

− αn|Rp − r+ an|2}, αn ≥ α0, (3)

и в виде суммы поKp — векторам обратной решетки
при малых αn:

φn(r) =
(

2π

αnΩ2

)3/4∑
p

exp

{
i(Kp + k) · (r − an)−

− |Kp + k|2
4αn

}
, αn ≤ α0. (4)

Здесь an — вектор, указывающий положение атома
в ячейке объемом Ω,

α0 =
Kmax

2Rmax
(5)

— параметр сходимости, выбираемый так, чтобы обе
суммы по решеткам в (3) и (4) имели одинаково
быструю сходимость до максимальных значений ра-
диусов Rmax и Kmax сфер, охватывающих близкое
друг к другу число узлов как по векторам прямой
решетки Rp в (3), так и по векторам обратной ре-
шетки Kp в (4). Отметим, что построенная функ-
ция (3) удовлетворяет теореме Блоха, а представле-
ние (4) есть результат фурье-преобразования функ-
ции (3) к сумме по векторам обратной решетки.
Важно, что функции p-, d-, f -, . . . симметрии легко
получить через функции s-симметрии (3) и (4) диф-
ференцированием по компонентам вектора an. От-
метим, что эта идея лежит в основе последующих
аналитических вычислений методом дифференци-
рования всех матричных элементов.

В каждом слагаемом выражения (1) для пол-
ной энергии выполним интегрирование по волновым
векторам k в зоне Бриллюэна для каждой поло-
сы с номером i в предположении слабой зависимо-
сти спектра и волновой функции от волнового век-
тора k. Это предположение вполне оправдано для
остовных состояний. Для внешних состояний оно бу-
дет также приемлемым для полос, полностью запол-
ненных электронами, и тем точнее, чем у́же поло-
са с номером i. Отметим, что при кратном увели-
чении размера ячейки прямой решетки во столько
же раз уменьшается размер зоны Бриллюэна, следо-
вательно, энергетические полосы сужаются. Таким
образом, при достаточно больших размерах ячей-
ки прямой решетки погрешность, вносимая от за-
ранее выполненного усреднения по всем значениям

волнового вектора k зоны Бриллюэна в выражении
для полной энергии (1), может быть пренебрежимо
малой. При этом аналитически выполненное усред-
нение позволяет существенно сократить численные
расчеты.

После того, как выполнено интегрирование по
волновым векторам k в выражении для полной энер-
гии (1), из условия минимума может быть получе-
на система алгебраических уравнений для вычисле-
ния вариационных коэффициентовCij — теперь уже
средних по зоне Бриллюэна:

HC = ESC. (6)

Здесь E — диагональная матрица собственных
значений, C — матрица собственных векторов,
S — матрица интегралов перекрывания функ-
ций гауссового типа, H — матрица с элементами
оператора кинетической энергии, кулоновского
электрон-ядерного взаимодействия, кулоновского
взаимодействия электронов, кулоновского вза-
имодействия ядер и обменно-корреляционного
взаимодействия электронов, вычисленных на
базисных функциях (3), (4).

Стоит отметить, что ОЦК-литий (с объемной
гранецентрированной решеткой) имеет энергетиче-
ские зоны, заполненные лишь наполовину. Изло-
женный же выше метод основывается на интегри-
ровании по всей зоне Бриллюэна в предположении,
что все энергетические зоны полностью заполнены
и слабо зависят от волнового вектора. Однако, как
показано в [28], предложенный подход дает прием-
лемые результаты для ОЦК-лития даже без увели-
чения размеров ячейки.

Далее перейдем к учету внешнего воздействия.
Для начала рассмотрим матрицу оператора кинети-
ческой энергии с элементами

K12 ≡
∫

φ∗
1(r)

(
− �

2

2m
�
)
φ2(r)d3r. (7)

Здесь оператор Лапласа � в сферической системе
координат содержит угловую часть

Λ =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
, (8)

собственные значения которой обычно представля-
ют в виде

Λ = −l(l+ 1). (9)

Если собственные функции оператора (8) регуляр-
ны, то l в (9) принимает только целочисленные зна-
чения l = 0, 1, 2, . . .
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Поскольку любое внешнее воздействие на элек-
трон приводит к изменению ее импульса и момента
импульса, собственные значения соответствующих
им операторов также изменяются. Если не накла-
дывать периодических граничных условий на соб-
ственные функции оператора (8) по полярной уг-
ловой переменной θ, то собственные значения (9)
оператора (8) будут произвольными. Не будем огра-
ничиваться рассмотрением только целочисленных
значений орбитального квантового числа l. В об-
щем случае можно считать его комплексным чис-
лом, L = l + x+ iy, где l пусть по-прежнему прини-
мает только целочисленные значения l = 0, 1, 2, . . .

Это позволяет включить в рассмотрение нерегуляр-
ные решения, описывающие спонтанный распад ор-
битальных возбуждений за конечное время τ , кото-
рое в соответствии с принципом неопределенностей
Гейзенберга обратно пропорционально ширине энер-
гетического уровня, Γ ∼ �/τ [29]. При этом веро-
ятность обнаружить электрон в данном состоянии
будет затухать по экспоненциальному закону вида
exp(−Γ t/�). Волновая функция

Ψ(r, t) = ψ(r) exp
{
−i

(
E − iΓ

2

)
t

�

}
, (10)

описывающая состояния с затуханием, по-прежнему
удовлетворяет нестационарному уравнению Шре-
дингера

i�
∂Ψ(r, t)

∂t
= HΨ(r, t) (11)

теперь уже с комплексными значениями энергии
ε = E − iΓ/2 в задаче (6) на собственные значения.
В этом случае каждый матричный элемент опера-
тора кинетической энергии можно записать в виде
суммы двух слагаемых. Первое из них представим в
виде (7), таком же, как и для невозмущенной зада-
чи. Далее перейдем к рассмотрению второго слага-
емого, описывающего орбитальные возбуждения.

Стоит отметить, что такой подход не содержит
предположений о типах возбуждений, а потому поз-
воляет включить в рассмотрение возбуждения лю-
бой природы и мощности. В рамках данной идеи
было получено аналитическое решение спектраль-
ной задачи для атома водорода, которое продемон-
стрировало широкие возможности для описания как
основного состояния, так и возбужденных электрон-
ных состояний атома водорода [30]. Также предло-
женный подход к описанию электронных возбужде-
ний в атомах был обобщен на случай многоатомных
систем типа кластеров [31].

В общем случае многоцентровой задачи, напри-
мер, при описании возбуждений кластера в кристал-
лической ячейке, матричные элементы оператора

возбуждения для квадрата момента импульса мож-
но вычислить по формуле

L12 ≡
∑
ijn

(S−1/2)1n
∑
k

B+
nkΛ

′
kBki(S−1/2)ijMj2. (12)

Здесь при α ≤ α0

M12 ≡ �
2

2m
(u + iv)

∫
ϕ∗
1(r)ϕ2(r)

∑
p

d3r

|Rp + r|2 =

=
�
2π2

mΩ
(u+ iv)S12

∑
p�=0

1

Kp
exp

(
iKp · a−

K2
p

4α

)

(13)

и при больших значениях α ≥ α0

M12 =
�
2(u+ iv)

2m
S12×

×
{√

πα
∑
p

erfc(i
√
α− α0|Rp + a|)
i|Rp + a| exp(−α|Rp+a|2)+

+
2π2

Ω

[∑
p�=0

1

Kp
exp

(
iKp · a−

K2
p

4α

)
×

× erfc

(√
α− α0

4αα0
Kp

)
−
√

α− α0

παα0

]}
, (14)

a ≡ α1a1 + α2a2
α1 + α2

, α ≡ α1 + α2,

u ≡ x(x + 2l+ 1)− y2, v ≡ y(2x+ 2l+ 1),

Bki — элементы собственных векторов сферической
части оператора Лапласа, вычисленные на функци-
ях s-симметрии (3) и (4), представимые через про-
екции векторов a1 и a2 на оси декартовой системы
координат. Величина

Λ12 ≡
∫

ϕ∗
1(r)Λϕ2(r)d3r =

= 4S12

( α1α2

α1 + α2

){ α1α2

α1 + α2

(
|a1xa2y − a2xa1y|2+

+ |a1xa2z − a2xa1z|2 + |a1ya2z − a2ya1z|2
)
−

− a1xa2x + a1ya2y + a1za2z

}
, (15)

изменение k-го собственного значения сферической
части оператора Лапласа Λ

′
k запишем через Λk —

k-е собственное значение этого оператора:

Λ
′
k = (lk + x+ iy)(lk + x+ iy + 1)− Λk, (16)

lk =
√
0.25 + Λk − 0.5.
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Перебирая все возможные значения орбитально-
го квантового числа L в комплексной области, на-
пример, при |x| < 0.5 и |y| < 0.5, можно просле-
дить по минимуму полной энергии возбужденного
кластера в кристаллической ячейке и за его спек-
тральными характеристиками в процессе поиска са-
мосогласованных решений уравнения Шредингера.
Отметим, что такой подход приводит к решению си-
стемы алгебраических уравнений (6) для каждого
из множества добавок x и y к целочисленному значе-
нию l, при этом параметр x отвечает за штарковский
сдвиг энергетических уровней при y = 0, а параметр
y — за уширение этих уровней при x = 0.

Чтобы улучшить сходимость суммы по узлам
кристаллической решетки в выражении для по-
тенциальной энергии кулоновского взаимодействия
ядер

EC =
1

2

∑
ijp

ZiZje
2

|Rp − ai + aj | , (17)

можно воспользоваться стандартным методом
Эвальда [32]. Результат представим в виде

EC = e2
∑
ij

ZiZj

(∑
p

erfc(
√
α|Rp − ai + aj |)

|Rp − ai + aj | +

+
4π

Ω

[∑
p�=0

1

K2
p

exp
(
iKp · (ai − aj)−

K2
p

4α0

)
−

− 1

4α0

])
. (18)

В дальнейшем в качестве обменно-
корреляционной энергии EEX в (1) будем использо-
вать стандартное выражение для обменной энергии
в приближении Хартри–Фока. Однако стоит от-
метить, что предложенная методика вычисления
энергетической структуры электронов в условиях
внешнего воздействия может быть применена для
описания возбуждений путем обобщения метода
функционала электронной плотности с различными
обменно-корреляционными потенциалами.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТА И
ОБСУЖДЕНИЕ

Для удобства воспользуемся атомной системой
единиц, в которой постоянная Планка � = 1, квад-
рат заряда электрона e2 = 2, масса электрона
m = 1/2. Тогда энергия будет измеряться в ридбер-
гах, а расстояние — в боровских радиусах.

Чтобы выяснить, насколько оправданным явля-
ется описанное выше приближение, и исследовать

Рис. 1. Действительная часть ReE полной энергии в рид-
бергах для электронов ОЦК-лития в зависимости от па-
раметра решетки d в боровских радиусах при x = 0 и

y = 0,±4 · 10−4,±8 · 10−4

Рис. 2. Мнимая часть ImE полной энергии в ридбер-
гах для электронов ОЦК-лития в зависимости от пара-
метра решетки d в боровских радиусах при x = 0 и

y = 0,±4 · 10−4,±8 · 10−4

область его применимости, был выбран литий —
один из простейших и достаточно хорошо изучен-
ных химических элементов. Известно, что металли-
ческий литий в кристаллическом состоянии имеет
ОЦК кристаллическую решетку. Поэтому для ве-
рификации предлагаемого подхода к описанию воз-
буждений все расчеты были выполнены для ОЦК-
лития. В соответствии с изложенной выше идеей для
моделирования процесса кристаллизации лития из
газовой фазы будем изменять постоянную ОЦК ре-
шетки d от 20 до 3 боровских радиусов. Результа-
ты соответствующих расчетов полной энергии при
x = 0 и y = 0,±4 · 10−4,±8 · 10−4 представлены на
рис. 1, 2.

Отметим, что действительная часть ReE пол-
ной энергии электронной системы ОЦК-лития на
рис. 1, практически не зависящая от параметра воз-
буждения |y| < 10−3, имеет минимум при значении
d = 6.55 боровских радиусов. При этом же значе-
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нии постоянной решетки d мнимая часть ImE пол-
ной энергии на рис. 2 обращается в нуль при всех
значениях |y| < 10−3. Условие ImE = 0 указыва-
ет на неограниченно долго живущее состояние кри-
сталлического ОЦК-лития только при значении по-
стоянной решетки d = 6.55 боровских радиуса. При
d < 8.77 боровских радиусов мнимая часть ImE пол-
ной энергии плавно стремится к нулю (см. рис. 2),
что указывает на увеличение времени жизни рас-
сматриваемых неравновесных состояний, вплоть до
равновесного значения постоянной решетки d = 6.55

боровских радиуса. Отметим, что значение посто-
янной решетки d = 6.55 боровских радиуса лежит в
пределах разброса данных, полученных другими ав-
торами (см. работы [11–13] для основного состояния
ОЦК-лития). Таким образом, результаты расчетов
указывают на стабилизацию системы кристалличе-
ского лития только при равновесном значении по-
стоянной ОЦК-решетки.

Потенциальный барьер, равный 0.095Ry, с мак-
симумом при значении постоянной ОЦК-решетки
d = 8.77 боровских радиусов (рис. 1) в возбужден-
ном литии оказался заметно меньше энергии связи
ОЦК-лития, равной 0.122Ry [33]. За пределами это-
го барьера при d > 8.77 боровских радиусов мнимая
часть ImE полной энергии тем больше отстоит от
нуля, чем больше d (рис. 2). Таким образом, по ме-
ре увеличения значения параметра решетки d сни-
жается вероятность образования кристаллического
лития в ОЦК-структуре. Отметим, что в работе [34]
были исследованы зарождающиеся структуры ли-
тия в плазменном потоке гелия, в том числе обна-
ружены метастабильные малые кластеры лития с
межатомными расстояниями около 13 боровских ра-
диусов, играющие важную роль в процессе нуклеа-
ции.

На рис. 3, 4 приведены энергетические состоя-
ния электронов симметрии 1s, 2s, 2p в неравновес-
ном ОЦК-литии при x = 0 и y = 8 · 10−4. Прочие
уровни энергии здесь не приводятся, чтобы не за-
громождать рисунок. Результаты расчета показы-
вают, что при всех внешних состояний электронов.
Энергии E2s и E2p практически совпадают на рис. 3.
Однако значения Γ2s и Γ2p, обратно пропорциональ-
ные времени жизни этих возбуждений, существенно
различаются при d < 8.77 боровских радиусов на
рис. 4.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках предложенной методики описания воз-
бужденных состояний показано, что спектр элек-

Рис. 3. Действительная часть En спектра электронов
ОЦК-лития в зависимости от параметра решетки d в бо-

ровских радиусах при x = 0 и y = 8 · 10−4

Рис. 4. Мнимая часть Γn спектра электронов ОЦК-лития
в зависимости от параметра решетки d в боровских ради-

усах при x = 0 и y = 8 · 10−4

тронов в литии претерпевает незначительные изме-
нения при больших значениях параметра решетки
вплоть до 8.77 боровских радиусов. Времена жизни
возбужденных электронов внешних состояний как
s-, так и p-симметрии существенно различаются при
значениях параметра решетки d < 8.77 боровских
радиусов. Обнаружено неограниченно долго живу-
щее стабильное кристаллическое состояние ОЦК-
лития, почти не зависящее от мощности возбужде-
ния при значении постоянной решетки, равной 6.55
боровских радиусов, соответствующем эксперимен-
тальному значению постоянной ОЦК решетки ли-
тия в основном состоянии.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования Российской Федерации (FZMM-2020-
0002).
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Разработана асимптотическая теория переноса примеси на основе адвекции–диффузии в средах с круп-
номасштабными неоднородностями. Выражение для концентрации сведено к одномерным интегралам
вдоль характеристической линии, называемой траекторией концентрационного сигнала. Сама траекто-
рия определяется из вариационного принципа — аналога принципа Ферма в геометрической оптике,
который приводит к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка для единичного
вектора касательной к траектории. Асимптотическая теория применима на расстояниях от источника
примеси, значительно превышающих размер основной области ее распределения.

DOI: 10.31857/S0044451022110141
EDN: LAANFN

1. ВВЕДЕНИЕ

Обычно физическая модель переноса примеси
зависит от конечного набора параметров. Если они
являются постоянными, то концентрация примеси
в зависимости от координат и времени, как прави-
ло, дается аналитическим выражением [1–3]. Одна-
ко на практике помимо мелко- и среднемасштабных
неоднородностей, определяющих выбор модели, сре-
да обладает крупномасштабными неоднородностя-
ми, так что параметры модели зависят от координат.
В таком случае решение задачи о переносе требует
проведения трудоемких и времязатратных числен-
ных расчетов. Отсюда возникает задача о построе-
нии аналитической теории переноса примеси в сре-
дах, обладающих крупномасштабными неоднород-
ностями.

В работе [4] предложен новый подход, базирую-
щийся на асимптотическом описании процессов пе-
реноса, который учитывает возможность крупно-
масштабной зависимости структурных характери-
стик среды от пространственных координат. Суть
подхода базируется на двух моментах. Это, во-
первых, то, что во всех известных физических мо-

* E-mail: kondrat@ibrae.ac.ru

делях асимптотики концентрации на больших рас-
стояниях носят экспоненциальный характер. А во-
вторых, согласно анализу, формирование концен-
трации на далеких расстояниях обусловлено корот-
коволновой частью механизма переноса. Формаль-
но, таким образом, ситуация напоминает ту, которая
имеет место в волновой оптике или квантовой меха-
нике, когда становится применимым соответствен-
но приближение геометрической оптики [5] или ква-
зиклассическое приближение в квантовой механи-
ке [6]. В результате возникают значительные упро-
щения в задаче о процессах переноса. Задача сво-
дится к уравнению в частных производных перво-
го порядка. Концентрация примеси выражается че-
рез интегралы вдоль пространственной линии (ква-
зилуча) — аналога луча в геометрической оптике.
Один из интегралов определяет показатель экспо-
ненты — квазиэйконал, устанавливающий главную
зависимость концентрации от координат и времени
в асимптотической области. Траектория самого ква-
зилуча определяется из вариационного принципа —
аналога принципа Ферма.

В работе [4] действие асимптотического подхода
продемонстрировано на модели случайной адвекции
(см. [7, 8]), касающейся фрактальных сред с дально-
действующими корреляциями структурных харак-
теристик. Указанный подход получил свое дальней-
шее развитие в работах [9–12]. В работах [9, 10] бы-
ла построена асимптотическая теория в изотропных
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и анизотропных неоднородных средах при переносе
примеси посредством классической диффузии. Так-
же в работе [9] при довольно жестком ограничении
на параметры задачи была получена асимптотиче-
ская формула для концентрации при переносе при-
меси в неоднородной среде, когда наряду с диффу-
зией действует и механизм адвекции.

В настоящей работе предложена асимптотиче-
ская теория переноса примеси посредством диффу-
зии и адвекции без ограничительных условий на па-
раметры задачи. Специфика и вытекающая из нее
сложность поставленной задачи состоят в следую-
щем: 1) в самой постановке задачи в каждой точке
среды возникает выделенное направление, опреде-
ляемое вектором скорости адвекции, что усложняет
применение вариационного принципа; 2) отсутствие
факторизации в квазиэйконале зависимостей от ко-
ординат и переменной Лапласа (аналога частоты из-
лучения в геометрической оптике), что значитель-
но усложняет проведение обратного преобразования
Лапласа.

Дальнейшая структура статьи такова. В разд. 2
кратко сформулирована постановка задачи. Раз-
дел 3 посвящен выводу формулы для квазиэйкона-
ла. В разд. 4 получено выражение для предэкспо-
ненты в выражении для концентрации в представле-
нии Лапласа. В разд. 5 дан вывод асимптотической
формулы для концентрации в пространственно-
временном представлении. В Заключении кратко
подведены итоги.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Концентрация примеси удовлетворяет известно-
му уравнению

∂c(r, t)

∂t
+ div

(
uc−D∇c(r, t)

)
= 0, (1)

в котором коэффициент диффузии и скорость ад-
векции являются функциями координат, D = D(r),
u = u(r). Предполагаем, что жидкая компонента
среды является несжимаемой, так что скорость ад-
векции удовлетворят уравнению непрерывности:

divu = 0. (2)

Считаем, что в начальный момент времени вся при-
месь сосредоточена в одной точке, которая выбрана
в качестве начала координат:

c(r, 0) = Nδ(r), (3)

где N — полное число частиц примеси.

В представлении Лапласа

cp(r) =

∞∫

0

dt c(r, t)e−pt

уравнение (1) с учетом (3) принимает вид

pcp(r) + div
{
u(r)cp(r)−D(r)∇cp(r)

}
= Nδ(r). (4)

Нас будет интересовать концентрация на асимпто-
тически далеких расстояниях от источника приме-
си, когда r 	 R(t), где R(t) — размер основной об-
ласти ее локализации в момент времени t. Тогда ре-
шение уравнения (4) удобно представить в форме
[4]

cp(r) = Ap(r) exp
(−Γp(r)

)
, (5)

где показатель экспоненты удовлетворяет неравен-
ству Γp

(
r
) 	 1. Благодаря ему в задаче возникает

малый параметр

ξ =
(|∇Γp|min(L, |r|))−1

, ξ � 1. (6)

Здесь L — характерный линейный масштаб неодно-
родности среды, определяемой координатной зави-
симостью величин D(r) и u(r).

Имея в виду аналогию с геометрической опти-
кой, величину Γp(r) назовем квазиэйконалом. Под-
ставляя (5) в (4), в нулевом порядке по малому па-
раметру ξ приходим к уравнению в частных произ-
водных первого порядка для квазиэйконала:

p− (u(r)∇Γp(r)
) −D

(∇Γp(r)
)2

= 0. (7)

Дальнейшая наша задача состоит в том, чтобы
решить уравнение (7), затем, переходя в (4) к сле-
дующему порядку по параметру ξ, найти предэкс-
поненту Ap(r) и, наконец, совершая обратное преоб-
разование Лапласа в (5), определить асимптотиче-
ское выражение для концентрации в координатно-
временном представлении.

3. КВАЗИЭЙКОНАЛ

Уравнение (7) является уравнением в частных
производных первого порядка, как и уравнение эй-
конала в геометрической оптике [5], и уравнение
Гамильтона–Якоби в классической механике [13].

Из уравнения (7) вытекает формальное равен-
ство

∇Γp ⇒ F = − u

2D
+ νn, (8)

в котором

n(p, r) =

√( u

2D

)2
+

p

D
, (9)
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а ν — вещественный безразмерный единичный век-
тор, ν2 = 1.

Решение уравнения (7) для функции Γp(r) сво-
дится линейному интегралу вдоль траектории кон-
центрационного сигнала — квазилуча:

Γp =

r∫

0

(dlF), (10)

где r — точка наблюдения,

dl = ν dl, (11)

dl — дифференциальный элемент длины вдоль ква-
зилуча.

Траектория квазилуча находится из вариацион-
ного принципа – аналога принципа Ферма:

δlΓp = 0. (12)

Здесь символ δl обозначает вариацию квазиэйкона-
ла Γp относительно возмущения траектории квази-
луча. Равенство (12), на самом деле, означает, что
в первом порядке по бесконечно малому изменению
траектории величина интеграла (10) остается неиз-
менной.

Рис. 1. Контур интегрирования при вычислении вариа-
ции δlΓp

Изменение исходной траектории квазилуча со-
стоит в том, что в каждой ее точке r(l) добавля-
ется бесконечно малое возмущение δr(l). Обозначим
исходную траекторию «l», а возмущенную «l′». То-
гда вариация δlΓp интеграла (10) представляется ин-
тегралом по замкнутому контуру, изображенному
на рисунке. Применяя к этому интегралу теорему
Стокса, имеем

δlΓp = Γ(l′)
p − Γ(l)

p =

∮
dS rotF. (13)

Здесь
dS =

[
δr(l) dl

]
(14)

— элемент площади поверхности, обрамленной кон-
туром, который изображен на рисунке. Подстав-
ляя (14) в (13), находим

δlΓp =

r∫

0

dl
(
[δr(l)ν]rotF

)
, (15)

или

δlΓp =

r∫

0

dl
(
δr(l)[νrotF]

)
. (16)

Отсюда с учетом (12) получаем уравнение для тра-
ектории квазилуча:

[νrotF] = 0. (17)

Подставляя сюда равенства (8) и (9), находим урав-
нение для единичного вектора ν касательной к ква-
зилучу:

dν

dl
=

1

n

(
∇n− ν(ν∇n)−

[
νrot

u

2D

])
. (18)

Здесь при выводе было использовано соотношение

[νrot(νn)] = n[νrotν] +
[
ν[∇nν]

]
=

= −n
dν

dl
+∇n− ν(ν∇n). (19)

Таким образом, величина квазиэйконала опреде-
ляется выражением (10), в котором интегрирование
происходит по траектории квазилуча, определяемой
уравнением (18) для единичного вектора касатель-
ной к этой траектории.

4. ПРЕДЭКСПОНЕНТА

Уравнение для предэкспоненты получается при
подстановке выражения (5) в уравнение (4) в первом
порядке малости по параметру ξ:

2D(r)∇p∇Ap(r) +Ap(r)∇p∇D(r) +

+D(r)Ap(r)Γp = 0. (20)

С учетом равенства (8) оно сводится к обыкновенно-
му дифференциальному уравнению первого поряд-
ка, которое является линейным:

d

dl
ln(A2

pDn) + div ν = 0, (21)

где введено обозначение

d

dl
≡ (ν∇). (22)
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Символ d/dl обозначает линейную производную
вдоль траектории квазилуча.

Решение уравнения (21) имеет вид

Ap(r) =

=
B(p)

l(r)
√

n(r)D(r)
exp

[
−

r∫

0

dl
(1
2
divν − 1

l

)]
. (23)

Здесь B(p) — постоянная (в отношении зависимости
от координаты) интегрирования, l — длина квазилу-
ча от начала координат до точки интегрирования,
l(r) — полная длина квазилуча от начала координат
до точки наблюдения r. При выводе формулы (23)
мы воспользовались равенствами

ν =
r

r

∣∣∣
r→0

, div
(r
r

)
=

2

r
. (24)

Постоянную интегрирования B(p) в (23) опреде-
лим из условия, что при малых значениях коорди-
наты r, когда r � L , где L — характерный масштаб
неоднородности среды, выражение для предэкспо-
ненты (23) должно перейти в соответствующие вы-
ражения для однородной среды со значениями ко-
эффициента диффузии и скорости:

D(r) = D(0), u(r) = u(0).

Вычисленная в Приложении предэкспонента для од-
нородной среды определятся формулой (A.6). Срав-
нивая ее с (23), приходим к окончательному резуль-
тату для предэкспоненты в выражении для концен-
трации в представлении Лапласа:

Ap(r) =
N
√

n(p, 0)

4πl(p, r)
√
n(p, r)D(0)D(r)

. (25)

Здесь было учтено, что при малых значениях коор-
динаты r � L имеет место приближенное равенство

l(p, r) ∼= r. (26)

5. КОНЦЕНТРАЦИЯ ПРИМЕСИ

Концентрация примеси в координатно-
временном представлении получается из вы-
ражения (5) путем обратного преобразования
Лапласа:

c(r, t) =

a+i∞∫

a−i∞

dp

2πi
Ap(r) exp

[−Γp(r) + pt
]
,

Re a > 0.

(27)

Интеграл здесь с учетом неравенства Γp(r) 	 1

берется методом стационарной фазы. Принимая
во внимание равенство (25), из (27) получаем вы-
ражение для концентрации:

c(r, t) =
N
√
n(p0, 0)

4πl(p0, r)
√

2π|Γ′′
p0
(r)|n(p0, r)D(0)D(r)

×

× exp
[−Γp0(r) + p0t

]
. (28)

Здесь введены следующие обозначения: p0 = p0(r, t)

— стационарная точка, определяемая из условия

∂Γp

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t, (29)

и

Γ′′
p0
(r) =

∂2Γp

∂p2

∣∣∣∣
p=p0

(30)

— вторая производная квазиэйконала по переменной
Лапласа в стационарной точке.

При дифференцировании квазиэйконала Γp сле-
дует учитывать зависимость от переменной Лапла-
са не только самого подынтегрального выражения
в (10), но и траектории квазилуча. Поэтому

∂Γp

∂p
=

r∫

0

dl
∂n

∂p
+

r∫

0

(
dl

δΓp

δr(l)

dδr(l)

dp

)
.

С учетом условия минимума (12) второе слагаемое
справа здесь обращается в нуль, и тогда имеем

∂Γp

∂p
=

r∫

0

dl
∂n

∂p
. (31)

Соответственно, уравнение (29) для стационарной
точки приобретает вид

r∫

0

dl
∂n

∂p

∣∣∣∣
p=p0

= t. (32)

Интегрирование здесь происходит по экстремальной
траектории, определяемой уравнением (18).

Перейдем к вычислению второй производной
по переменной Лапласа от квазиэйконала. С учетом
равенства (31) имеем

∂2Γp

∂p2
=

∂

∂p

r∫

0

dl
∂n

∂p
. (33)

Теперь уже при взятии второй производной по пе-
ременной p, в отличие от (31), вклад от дифферен-
цирования по возмущению траектории квазилуча
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не обращается в нуль, поскольку под знаком инте-
грала стоит не (dlF), а dl ∂n/∂p. И тогда

∂2Γp

∂p2
=

r∫

0

dl
[∂2n

∂p2
+
(
∇ ∂n

∂p

∂δr

∂p

)]
+

+

r∫

0

dl
(∂n
∂p

ν
d

dl

∂δr

∂p

)
. (34)

Здесь δr является возмущением экстремальной
траектории квазилуча, обусловленное перехо-
дом p → p + δp. Учитывая, что невозмущенная
траектория определяется выражением

r(l) =

l∫

0

dl′ ν(l′), (35)

для производной от δr по переменной Лапласа по-
лучаем выражение

∂δr(l)

∂p
=

l∫

0

dl′ μ(l′), (36)

где обозначено

μ(l) ≡ ∂ν(l)

∂p
. (37)

Поэтому второе слагаемое в правой части выраже-
ния (34) принимает вид

r∫

0

dl
(∂n
∂p

ν
d

dl

∂δr

∂p

)
=

r∫

0

dl
∂n

∂p
(νμ). (38)

Но из свойства ν2 = 1 вытекает равенство
(
ν(l)μ(l)

)
= 0. (39)

Отсюда следует

r∫

0

dl
(∂n
∂p

ν
d

dl

∂δr

∂p

)
= 0. (40)

С учетом равенств (36) и (40) из (30) и (34) по-
лучаем

Γ′′
p0
(r) =

r∫

0

dl

⎡
⎣∂2n

∂p2
+∇∂n

∂p

l∫

0

dl′ μ(l′)

⎤
⎦
p=p0

. (41)

Уравнение для вектора μ(l), определенного
равенством (37), получается дифференцировани-
ем по переменной Лапласа уравнения (18) для

единичного вектора касательной к оптимальной
траектории ν:

dμ

dl
=

1

n

(
∇⊥

∂n

∂p
− μ

dn

dl
− ν (μ∇n)− ∂n

∂p

dν

dl
−

−
[
μrot

u

2D

])
. (42)

Здесь использовано обозначение

∇⊥ ≡ ∇− ν
d

dl
= ∇− ν(ν∇). (43)

Дополнительным условием, требуемым для ис-
ключения векторной постоянной интегрирования
уравнения (42), является равенство

r∫

0

dlμ(l) = 0. (44)

Оно вытекает из требования, чтобы при изменении
переменной Лапласа конечные точки квазилуча, 0
и r, оставались неизменными.

Таким образом, выражение (28) вместе с урав-
нением (32), равенством (41) а также уравнения-
ми (18), (42) и дополнительным условием (44) пред-
ставляют собой решение задачи об асимптотическом
выражении для концентрации примеси при перено-
се посредством классической адвекции–диффузии
в среде с крупномасштабными неоднородностями.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Итогом работы является асимптотическая
теория переноса примеси посредством адвекции–
диффузии в среде с крупномасштабными неодно-
родностями.

Путем применения асимптотического подхода [4]
на расстояниях, значительно превосходящих раз-
мер основной области локализации примеси, зада-
ча сведена к уравнению в частных производных
первого порядка. Это позволило на основе действу-
ющего в таких случаях канонического формализ-
ма (формализм Гамильтона–Якоби в классической
механике) концентрацию примеси, испытывающей
адвекцию–диффузию в неоднородной среде, пред-
ставить в квадратурах – через интегралы вдоль ли-
нии, условно названной траекторией квазилуча. Эта
последняя определяется из вариационного принци-
па, который является аналогом принципа Ферма
в геометрической оптике или принципа Мопертюи
в классической механике.

9 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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По сравнению с прямыми численными расчета-
ми на основе уравнения в частных производных вто-
рого порядка, в расчетах переноса примеси в неод-
нородной среде, базирующихся на разработанной
здесь асимптотической теории, наряду с их просто-
той ожидается значительная экономия расчетного
времени.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Цель этого раздела состоит в том, чтобы в пред-
ставлении Лапласа найти концентрацию примеси
cp(r), удовлетворяющую уравнению (1) с начальным
условием (3), при не зависящих от координат коэф-
фициенте диффузии и скорости адвекции:

D(r) = D(0), u(r) = u(0). (A.1)

Дополнительный переход к представлению Фурье

cpk =

∫
d3r cp(r)e

−i(kr)

сводит поставленную задачу к алгебраической, ре-
шением которой является выражение

cpk =
N

p+ i
(
u(0)k

)
+D(0)k2

. (A.2)

Применение к нему обратного преобразования Фу-
рье дает

cp(r) =

∫
d3k

(2π)3
N

p+ i
(
u(0)k

)
+D(0)k2

ei(kr), (A.3)

откуда после перехода к новой переменной интегри-
рования k′ = k+ iu(0)/2D(0) получим

cp(r) =

∫
d3k′

(2π)3
N

p+
( u(0)
2D(0)

)2
+D(0)k′2

×

× exp
[(u(0)r)
2D(0)

+ i(k′r)
]
. (A.4)

Выполнение интегрирования сначала по угло-
вым переменным вектора k а затем, с помощью тео-
рии вычетов, по его абсолютной величине приводит
к результату

cp(r) =
N

4πD(0)r
×

× exp

[(
u(0)r

)
2D(0)

− r

√( u(0)

2D(0)

)2
+

p

D(0)

]
. (A.5)

Отсюда находим предэкспоненту в выражении для
концентрации при условии (A.1):

Ap(r) =
N

4πD(0)r
. (A.6)

ЛИТЕРАТУРА

1. J. P. Bouchaud and A. Georges, Phys. Rep. 195, 127
(1990).

2. M. B. Isichenko, Rev. Mod. Phys. 29, 961 (1992).

3. Л. А. Большов, П. С. Кондратенко, Л. В. Матвеев,
УФН 189, 691 (2019).

4. П. С. Кондратенко, Письма в ЖЭТФ 106, 581
(2017).

5. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Электродинамика
сплошных сред, Физматлит, Москва (2005).

6. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Квантовая ме-
ханика: нерелятивистская теория, Физматлит,
Москва (2004).

7. A. M. Dykhne, I. L. Dranikov, P. S. Kondratenko,
and L. V. Matveev, Phys. Rev. E 72, 061104 (2005).

8. P. S. Kondratenko and L. V. Matveev, Phys. Rev. E
75, 051102 (2007).

9. П. С. Кондратенко, А. Л. Матвеев, ЖЭТФ 157,
703 (2021)

10. П. С. Кондратенко, А. Л. Матвеев, Ю. Н. Обухов,
ЖЭТФ 159, 719 (2021).

11. П. С. Кондратенко, А. Л. Матвеев, ЖЭТФ 159,
724 (2021).

12. P. S. Kondratenko, A. L. Matveev, and A. D. Vasiliev,
Eur. Phys. J. B 94, 50 (2021).

13. Л. Д. Ландау, Е. М. Лифшиц, Механика, Физмат-
лит, Москва (2001).

742



ЖЭТФ, 2022, том 162, вып. 5 (11), стр. 743–749 © 2022

ПРОСТРАНСТВЕННОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВАКАНСИЙ,
ОБРАЗОВАННЫХ КАСКАДОМ ВЫБИТЫХ АТОМОВ

В ТВЕРДОМ ТЕЛЕ

Е. В. Метелкин*, М. В. Лебедева a

a Российский химико-технологический университет им. Д. И. Менделеева,
124047, Москва, Россия

Поступила в редакцию 25 мая 2022 г.,
после переработки 25 мая 2022 г.

Принята к публикации 26 мая 2022 г.

На основе решения кинетического уравнения Больцмана получено выражение, описывающее простран-
ственное распределение вакансий, образованных каскадом атомных столкновений в твердом теле. Это
выражение представлено в простом безразмерном виде, зависящем от единственного безразмерного па-
раметра ε0 = E0/εd (E0 — энергия первично выбитых атомов, εd — энергия связи атомов в узлах
решетки). При решении кинетического уравнения предполагалось, что твердое тело состоит из одина-
ковых атомов, рассеяние движущихся атомов является упругим и сферически-симметричным в системе
центра инерции, а сечение взаимодействия является постоянной величиной.

DOI: 10.31857/S0044451022110153
EDN: LABWVD

1. ВВЕДЕНИЕ

Элементы конструкций ядерных реакторов
и термоядерных установок работают в условиях
продолжительного радиационного облучения. Это
приводит к изменению их физических, упругих
и прочностных характеристик. Повреждаемость
материалов нейтронным облучением во многом
определяет ресурс эксплуатации ядерных устано-
вок. Понимание физических основ протекающих
процессов необходимо для получения радиационно-
стойких конструкционных материалов, удовлетво-
ряющих потребности ядерной техники.

Облучение твердых тел быстрыми нейтронами
приводит к тому, что атомы кристаллической ре-
шетки, получившие от налетающей частицы энер-
гию, большую некоторой пороговой величины (εd),
вылетают из своих равновесных положений. В даль-
нейшем обмен энергии между движущимися атома-
ми и атомами, находящимися в узлах кристалличе-
ской решетки, приводит к появлению новых поколе-
ний выбитых атомов. В результате возникает так на-

* E-mail: sitech47@mail.ru

зываемый каскад атомных столкновений. При раз-
витии каскада столкновений в твердом теле обра-
зуется целый комплекс дефектов (вакансии и меж-
узельные атомы, кластеры и т. д.), определяющих
степень повреждения материала и его дальнейшие
физические свойства [1–5]. В связи с этим исследо-
вание процессов, протекающих в каскаде атомных
столкновений, представляет большой интерес.

Описание развития каскадов в твердом теле и со-
провождающих его процессов представляет собой
достаточно сложную задачу. В связи с этим для
ее решения в подавляющем большинстве случаев
используется компьютерное моделирование [2, 6–8].
Аналитические решения соответствующей задачи
на основе линейного уравнения Больцмана суще-
ствуют в исключительных случаях. Тем не менее
они также представляют значительный интерес, по-
скольку дают наглядное представление о протекаю-
щем процессе и его особенностях и могут быть ис-
пользованы для тестирования достаточно сложных
численных расчетов.

Исследованию развития каскадов атомных
столкновений в твердом теле на основе аналитиче-
ского решения кинетического уравнения Больцмана
было посвящено достаточно большое количество
работ [9–22]. В [9, 10] с помощью построенной
модельной индикатрисы рассеяния было получе-
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но стационарное энергетическое распределение
каскада движущихся атомов для произвольно-
го потенциала межатомного взаимодействия.
В работах [11–13] анализировалась возможность
образования субкаскадов — ряда неперекрываю-
щихся между собой областей в процессе развития
каскада атомных столкновений. В работе [14] была
разработана теоретическая модель для исследова-
ния образования каскадов и субкаскадов атомных
столкновений в облучаемых твердых телах, осно-
ванная на использовании расширенного толкования
понятия первично выбитый атом (ПВА). В [14] был
сформулирован критерий для определения поро-
говой энергии образования субкаскадов в твердом
теле и получены формулы для определения сред-
них размеров и их числа в зависимости от энергии
ПВА. На основе результатов, представленных в [14],
в работе [15] были проведены численные расче-
ты для конкретных материалов, согласующиеся
с экспериментальными данными.

В работе [16] была рассчитана функция распре-
деления по энергиям, описывающая стационарное
энергетическое распределение каскада движущихся
атомов при степенном потенциале взаимодействия
(U ∼ 1/rn[17]) с учетом энергии связи атомов в уз-
лах решетки.

В работах [18–20] было получено точное реше-
ние кинетического уравнения Больцмана при усло-
вии, что материал состоит из одинаковых ато-
мов, рассеяние движущихся атомов является упру-
гим и сферически-симметричным в системе центра
инерции, а энергии связи атомов в узлах решетки
не учитывалась (εd = 0). В [18, 19] было получе-
но решение, описывающее нестационарное энерге-
тическое распределение каскада движущихся ато-
мов. В [18] предполагалось, что сечение рассея-
ния является постоянной величиной (Σ = const),
а в [19] оно полагалось обратно пропорциональ-
ным скорости (Σ = Σ0/v; Σ0 = const). В ра-
боте [20] с использованием P1 и диффузионно-
транспортного приближений было получено неста-
ционарное пространственно-энергетическое распре-
деление каскада выбитых атомов (при Σ = const).

При тех же условиях в работах [21, 22] было
получено решение модельного уравнения Больцма-
на с учетом энергии связи атомов в узлах решет-
ки (εd = 0). В [21] сечение рассеяния полагалось
обратно пропорциональным скорости (Σ = Σ0/v;
Σ0 = const), а в [22] оно считалось постоянной ве-
личиной (Σ = const).

В настоящей работе на основе решения модель-
ного кинетического уравнения Больцмана (см. [22])

получено выражение, описывающее пространствен-
ное распределение вакансий, образующихся при рас-
пространении каскада движущихся атомов в твер-
дом теле. Это выражение представлено в простом
безразмерном виде, зависящем от единственного
безразмерного параметра ε0 = E0/εd (E0 — энергия
первично выбитых атомов (ПВА)). При решении ки-
нетического уравнения предполагалось, что твердое
тело состоит из одинаковых атомов, рассеяние дви-
жущихся атомов является упругим и сферически-
симметричным в системе центра инерции, а сечение
взаимодействия является постоянной величиной.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим распространение каскада выбитых
атомов в твердом теле, состоящем из одинако-
вых атомов. Кинетическое уравнение Больцмана,
описывающее этот процесс, при использовании P1

и диффузионно-транспортного приближений имеет
следующий вид [22, 23]:

1

v

∂Φ(E, r, t)

∂t
− 1

3Σtr
ΔrΦ(r, E, t)+Σ(E)Φ(E, r, t) =

=

E0∫

E

dE ′P (E′ → E)Σ(E′)Φ(E′, r, t) +

+

E0∫

E+εd

dE′ P (E′ → E′ − E − εd)Σ(E
′)Φ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t), (1)

где f(E, r, t) dE dr— число атомов с энергией E в ин-
тервале dE в момент времени t в объеме dr около
точки r;

Φ(E, r, t) = vf(E, r, t)

— поток движущихся атомов; v — их скорость;

P (E′ → E) = Σ(E′ → E)/Σ(E′)

— индикатриса рассеяния (вероятность того, что
движущийся атом с энергией E′ в результате рассея-
ния перейдет в единичный интервал энергий вблизи
значения E); Σ(E′ → E) и Σ(E′) — дифференциаль-
ное и полное макроскопические сечения рассеяния
атомов;

Σtr(E) = (1 − μl)Σ(E)

— транспортное сечение; μl — средний косинус угла
рассеяния частицы в лабораторной системе коорди-
нат;Δr — оператор Лапласа; δ(x) — дельта-функция
Дирака; E0 — начальная энергия первично выбитых
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атомов (ПВА); N0 — их полное число; εd — энергия
связи атомов в узлах решетки. Источник ПВА счи-
тается изотропным, точечным, импульсным и моно-
хроматическим.

Первый интеграл, стоящий в правой части кине-
тического уравнения (1), описывает переход в ре-
зультате рассеяния движущегося атома с энерги-
ей E′ в состояние с энергией E. Второй интеграл
описывает образование выбитого атома с энерги-
ей E, когда движущийся атом перешел в состояние
с энергией (E′ − E − εd). Точное решение уравне-
ния (1), как отмечалось выше, было получено в ра-
боте [20] для упругого, сферически-симметричного
рассеяния в системе центра масс без учета энергии
связи атомов в узлах решетки (εd = 0).

Из уравнения (1) вытекают следующие законы
сохранения полного числа частиц и энергии [22]:

dN

dt
=

E0∫

εd

dE p(E)Σ(E)

∫
drΦ(E, r, t), (2)

dE(t)

dt
= −

E0∫

0

dEΔ0(E)Σ(E)

∫
drΦ(E, r, t), (3)

где

N(t) =

E0∫

0

dE

∫
dr f(E, r, t),

E(t) =

E0∫

0

dE E

∫
dr f(E, r, t),

(4)

p(E) =

E−εd∫

0

P (E → E′) dE′, (5)

а функция Δ0(E) определяется следующими выра-
жениями:

Δ0(E) = Δ(E) =

E∫

0

dE′ (E − E′)P (E → E′) (6)

при E � εd и

Δ0 = p(E)εd +

E∫

E−εd

dE′ (E − E′)P (E → E′) (7)

при E � εd. Величина p(E) представляет собой ве-
роятность, что движущийся атом с энергией E пе-
редает атому решетки энергию, большую εd. Оче-
видно, что при E � εd величина p(E) обращается

в нуль. Сами законы сохранения (2), (3) подробно
обсуждаются в [22].

Следуя работе [22], упростим уравнение (1), по-
требовав, чтобы из упрощенного уравнения вытека-
ли те же законы сохранения, что и из уравнения (1)
(см. (2)–(7)). В таком случае для упрощенного урав-
нения при E ≥ εd получим следующее выражение:

1

v

∂Φ(E, r, t)

∂t
− 1

3Σtr
ΔrΦ(r, E, t) +

+ Σ(E)
[Δ0(E)

Δ(E)
+ p(E)

]
Φ(E, r, t) =

=

E0∫

E

dE′ P (E′→E)Σ(E′)
[Δ0(E

′)
Δ(E′)

+p(E′)
]
Φ(E′,r,t)+

+

E0∫

E

dE′ P (E′ → E′ − E)Σ(E′)p(E′)Φ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t). (8)

3. РЕШЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОГО
УРАВНЕНИЯ

Далее будем считать, что рассеяние движущих-
ся атомов на покоящихся является сферически-
симметричным в системе центра инерции и описыва-
ется индикатрисой рассеяния, имеющей следующий
вид [23]:

P (E′ → E) =
1

E′ Θ(E′ − E), (9)

где Θ(z) — единичная функция Хевисайда. В таком
случае при E ≥ εd уравнение (8) принимает следу-
ющий вид (см. (5)–(7), (9)):

1

vΣ

∂Ψ(E, r, t)

∂t
−

− 1

3ΣΣtr
ΔrΨ(r, E, t) +

[
1+

εd
E

−
(εd
E

)2]
Ψ(E, r, t) =

=

E0∫

E

dE′

E′
[
2−

( εd
E′
)2]

Ψ(E′, r, t) +

+N0δ(E − E0)δ(r)δ(t), (10)

где Ψ(r, E, t) = Σ(E)Φ(r, E, t) — плотность соударе-
ний и μl = 2/3 [23].
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Применяя к уравнению (10) преобразование Ла-
пласа по времени и преобразование Фурье по про-
странственным координатам:

Ψ̃(E,k, s) =

∞∫

0

dt exp(−st)×

×
∫ ∞∫

−∞

∫
dx dy dz exp(−ikr)Ψ(r, E, t), (11)

получим

[ s

vΣ
+

k2

3ΣΣtr
+ 1 +

εd
E

−
(εd
E

)2]
Ψ̃(E,k, s) =

=

E0∫

E

dE′

E′
[
2−

( εd
E′
)2]

Ψ(E′,k, s) +

+N0δ(E − E0). (12)

Выделим в решении уравнения (12) нерассеянное
излучение:

Ψ̃(E,k, s) = Ψ̃0(E,k, s) +

+
N0δ(E − E0)[

1 +
s

vΣ
+

k2

3ΣΣtr
+

εd
E

−
(εd
E

)2] . (13)

Подставив (13) в (12) и положив Σ = const, получим
уравнение для определения функции Ψ̃0(E,k, s):

d

dE
Ψ̃0(E,k, s) =

= −

[
2− s

2vΣ
− εd

E
+
(εd
E

)2]

E
[
1 +

s

vΣ
+

k2

3ΣΣtr
+

εd
E

−
(εd
E

)2] ×

× Ψ̃0(E,k, s), (14)

решение которого легко найти (см. [21, 22]):

Ψ̃0(E,k,s)=

=
N0

[
2−
( εd
E0

)2]

E0

[
1+

s

v0Σ
+

k2

3ΣΣtr
+

εd
E0

−
( εd
E0

)2]2 ×

×exp

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

E0∫

E

dE′
[
2− s

2v′Σ
− εd

E′ +
( εd
E′
)2]

E′
[
1+

s

v′Σ
+

k2

3ΣΣtr
+

εd
E′ −

( εd
E′
)2]

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
. (15)

Функция (15) представляет собой образ Лапласа–
Фурье от нестационарного пространственно-
энергетического распределения плотности соуда-
рений каскада движущихся атомов в твердом

теле. Найдем образ Фурье от пространственно-
энергетического распределения полной плотности
соударений, которые испытал каскад движущихся
атомов при своем развитии (при E ≥ εd):

Ψ̃0(E,k) =

=

∞∫

0

dt

∫ ∞∫

−∞

∫
dx dy dz exp(−ikr)Ψ0(r, E, t). (16)

Учитывая (11), найдем (см. (15))

Ψ̃0(E,k) = Ψ̃0(E,k, s = 0) =

=
N0

[
2−

( εd
E0

)2]

E0

[
1 +

k2

3ΣΣtr
+

εd
E0

−
( εd
E0

)2]2 ×

× exp

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

E0∫

E

dE′
[
2− εd

E′ +
( εd
E′
)2]

E′
[
1 +

k2

3ΣΣtr
+

εd
E′ −

( εd
E′
)2]

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

. (17)

Вернувшись к уравнению (12), можно заметить,
что выражение (17) представляет собой образ Фурье
от пространственно-энергетического распределения
плотности соударений каскада движущихся атомов,
образующегося от точечного стационарного источ-
ника.

Вычисление оригинала по формуле (17) связа-
но с определенными математическими трудностями.
В связи с этим функциюΨ0(E, r) будем искать в сле-
дующем виде:

Ψ0(E, r) = A(E) exp
[−α(E)r2

]
. (18)

Параметры A(E) и α(E) найдем из условия, чтобы
пространственные моменты от функции (18),

Ψ0(E) =

∫
drΨ0(E, r), (19)

〈
r2(E)

〉
=

1

Ψ0(E)

∫
dr r2Ψ0(E, r), (20)

совпадали с аналогичными величинами, полученны-
ми из выражения (17). Используя (18), найдем

A(E) =
[ 3

2π〈r2(E)〉
] 3

2

Ψ0(E),

α2(E) =
3

2
〈
r2(E)

〉 .
(21)

Пространственные моменты (19), (20) можно опре-
делить с помощью выражения (17) по формулам

Ψ0(E) = Ψ̃0(E, k = 0),

〈
r2(E)

〉
= −

{[
ΔkΨ̃0(E,k)

]
Ψ̃0(E,k)

}

k=0

,
(22)
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где Δk — оператор Лапласа в k-пространстве. Про-
ведя вычисления по формулам (22), получим выра-
жения для пространственных моментов в следую-
щем безразмерном виде:

Ψ′(ε) = Ψ0(E)
E0

N0
=

= εε0
(2ε20 − 1)

(ε20 + ε0 − 1)2

(ε20 + ε0 − 1

ε2 + ε− 1

)3/2
×

×
[(2ε0 + 1 +

√
5

2ε0 + 1−√
5

)(2ε+ 1−√
5

2ε+ 1 +
√
5

)]3/(2√5)

, (23)

〈ρ2(ε)〉 = ΣΣtr

〈
r2(E)

〉
=

=
4ε20

(ε20 + ε0 − 1)
+ 2 ln

(ε20 + ε0 − 1

ε2 + ε− 1

)
+

+
6

5

( 4ε0 − 3

ε20 + ε0 − 1
− 4ε− 3

ε2 + ε− 1

)
−

− 16

5
√
5
ln

[(2ε0 + 1−√
5

2ε0 + 1 +
√
5

)(2ε+ 1 +
√
5

2ε+ 1−√
5

)]
, (24)

где ε = E/εd и ε0 = E0/εd.
С учетом сказанного выше окончательное вы-

ражение для пространственно-энергетического рас-
пределения полной плотности столкновений каскада
движущихся атомов, испущенных импульсным ис-
точником (см. (10), (16)), можно представить в сле-
дующем безразмерном виде (см. (18), (21)):

Ψ′
0(ε, ρ) = Ψ0(E, r)

E0

N0

( 1

ΣΣtr

)3/2
=

= Ψ′(ε)
[

3

2π
〈
ρ2(ε)

〉
]3/2

exp

[
− 3ρ2

2
〈
ρ2(ε)

〉
]
, (25)

где ρ = r
√
ΣΣtr, а функции Ψ′(ε) и

〈
ρ2(ε)

〉
опреде-

ляются выражениями (23), (24).
Выражение (25) можно трактовать и несколько

иначе. Положив в уравнении (12) s = 0, получим,
что оно описывает пространственно-энергетическое
распределение плотности столкновений каскада
движущихся атомов, испускаемых стационарным
точечным моноэнергетическим источником (в этом
случае N0 — число ПВА, испускаемых в единицу
времени).

Пространственное распределение плотности ва-
кансий, образовавшихся при распространении кас-
када движущихся атомов от импульсного источни-
ка, очевидно имеет следующий вид:

nv(r) =

E0∫

εd

dE p(E)Ψ0(E, r). (26)

Используя выражение (25), эту величину можно
представить в следующем безразмерном виде:

n′
v(ρ) = nv(r)

1

N0

( 1

ΣΣtr

)3/2
= ε0

ε0∫

1

dε
(
1−1

ε

)
Ψ′(ε)×

×
[

3

2π
〈
ρ2(ε)

〉
]3/2

exp

[
− 3ρ2

2
〈
ρ2(ε)

〉
]
. (27)

4. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННОГО РЕШЕНИЯ

Проанализируем полученные результаты.
На рис. 1 приведен график функции Ψ′(ε), по-
строенный по формуле (23) (см. кривую 1 ). Кроме
того, что она является нормирующем множите-
лем в выражении (25), эта функция представляет
самостоятельный интерес. Она описывает энерге-
тическое распределение каскада выбитых атомов,
распространяющихся от однородно распределенного
в пространстве стационарного моноэнергетического
источника ПВА (см. (12) при s = 0 и k = 0).
Кривой 2 на этом рисунке представлен график
той же функции при εd = 0:

[
Ψ′(ε)

]
εd=0

= 2ε20/ε
2. (28)

Видно, что учет энергии связи приводит к более
медленному росту функции при ε → 1, что обу-
словлено учетом потерь энергии на выбивание ато-
мов из узлов решетки. Расчеты, представленные
на рис. 1, проводились при ε0 = 104.

На рис. 2 кривой 1 представлен график зависи-
мости от энергии среднего квадрата длины замедле-
ния, построенный по формуле (24). Кривой 2 здесь
представлена та же зависимость при εd = 0:

[〈ρ2(ε)〉]
εd=0

= 4 + 4 ln(ε0/ε). (29)

Видно, что учет энергии связи приводит к мень-
шим значениям величины

〈
ρ2(ε)

〉
при энергиях ε,

близких к единице. Здесь так же полагалось, что
ε0 = 104.

Проинтегрировав функцию (27) по всему про-
странству, мы, очевидно, получим выражение для
каскадной функции (см. в [22] формулы (29)–(31)):

4π

∞∫

0

dρ ρ2n′
v(ρ)= ε0

ε0∫

1

dε
(
1− 1

ε

)
Ψ′(ε)= ν(ε0). (30)

В таком случае функция ñv(ρ) = n′
v(ρ)/ν(ε0) пред-

ставляет собой относительное распределение в про-
странстве плотности вакансий. Графики простран-
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Рис. 1. Зависимость функции Ψ′(ε) от энергии при
ε0 = 104 (кривая 1 — εd �= 0, кривая 2 — εd = 0)

Рис. 2. Зависимость среднего квадрата длины замедления
от энергии ε0 = 104 (кривая 1— εd �= 0, кривая 2 — εd = 0)

Рис. 3. Пространственное распределение относительной плотности вакансий при ε0 = 103 (кривая 1); ε0 = 104 (кривая 2);
ε0 = 105 (кривая 3)

ственного распределения этой функции при различ-
ных значениях ε0 представлены на рис. 3. Из приве-
денных результатов следует, что с увеличением на-
чальной энергии ПВА образование вакансий интен-
сивнее происходит на больших расстояниях от ис-
точника, что обусловлено соответствующим ростом
среднего квадрата длины замедления.

5. ВЫВОДЫ

В работе рассматривается развитие каскада вы-
битых атомов в твердом теле, состоящем из одинако-
вых атомов. Рассеяние атомов предполагается упру-
гим и сферически-симметричным в системе центра

инерции, а сечение рассеяния считается постоян-
ным.

На основе решения модельного кинетического
уравнения Больцмана проанализировано образова-
ние вакансий в каскаде движущихся атомов от им-
пульсного, точечного, моноэнергетического источ-
ников ПВА. Для пространственного распределения
вакансий, образовавшихся при развитии каскада,
получено простое безразмерное выражение (27), за-
висящее от единственного безразмерного парамет-
ра ε0.

Показано, что с ростом этого параметра про-
исходит перемещение относительного числа об-
разующихся вакансий на большие расстояния от
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источника (см. рис. 3). Это обстоятельство обуслов-
лено ростом величины среднего квадрата длины за-
медления с увеличением ε0 (см. (24), (29)).

Полученное в работе решение кинетического
уравнения также позволяет получить выражения
для функции распределения движущихся атомов
от стационарного, моноэнергетического равномерно
распределенного по пространству (см. (23)) и точеч-
ного (см. (24)) источников.
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Рассматриваются одномерные неупорядоченные системы со случайным потенциалом малой амплитуды
и короткодействующими корреляциями для энергий вблизи края зоны идеального кристалла. Получено
уравнение эволюции для совместной функции распределения P (ρ,ψ) ландауэровского сопротивления ρ

и фазовой переменной ψ = θ − ϕ (θ и ϕ — фазы, входящие в трансфер-матрицу) при изменении длины
системы L. В пределе больших L уравнение допускает разделение переменных, что обеспечивает су-
ществование стационарного распределения P (ψ), определяющего коэффициенты в уравнении эволюции
для P (ρ). Предельное распределение P (ρ) при L → ∞ является логномальным и не зависит от гранич-
ных условий. Оно определяется “внутренним” распределением фазы ψ, форма которого изучена во всей
области энергий, включая запрещенную зону. Приближение случайных фаз справедливо в глубине раз-
решенной зоны, но сильно нарушается при других энергиях. Фаза ψ оказывается “плохой” переменной,
а “правильной” переменной является ω = −ctgψ/2. Форма стационарного распределения P (ω) опре-
деляется внутренними свойствами системы и не зависит от граничных условий. Изменение граничных
условий приводят к масштабному преобразованию ω → sω и трансляциям ω → ω+ω0 и ψ → ψ+ψ0, что
определяет “внешнее” распределение фаз, входящее в уравнения эволюции. Независимость предельного
распределения P (ρ) от внешнего распределения P (ψ) позволяет говорить о скрытой симметрии, харак-
тер которой выявляется ниже.

DOI: 10.31857/S0044451022110165
EDN: LAXMNI

1. ВВЕДЕНИЕ

При исследовании одномерных неупорядо-
ченных систем удобно использование трансфер-
матрицы T , которая связывает амплитуды волн
слева (Aeikx +Be−ikx) и справа (Ceikx +De−ikx) от
рассеивателя,

(
A

B

)
= T

(
C

D

)
, (1)

и при наличии инвариантности относительно обра-
щения времени допускает параметризацию [1]:

T =

(
1/t −r/t

−r∗/t∗ 1/t∗

)
=

(√
ρ+1 eiϕ

√
ρ eiθ

√
ρ e−iθ

√
ρ+1 e−iϕ

)
, (2)

* E-mail: suslov@kapitza.ras.ru

где t и r — амплитуды прохождения и отражения и
ρ = |r/t|2 — безразмерное сопротивление по Ландау-
эру [2]. При последовательном расположении рас-
сеивателей их трансфер-матрицы перемножаются.
Для слабого рассеивателя матрица T близка к еди-
ничной, что позволяет выводить дифференциаль-
ные уравнения эволюции для ее параметров и в
частности — для ландауровского сопротивления ρ.

В приближении случайных фаз (когда распреде-
ления ϕ и θ считаются однородными) такое уравне-
ние для распределения P (ρ) имеет вид (параметр D

— порядка обратной длины пробега) [3]– [8]

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
(3)

и описывает эволюцию начального распределения
P0(ρ) = δ(ρ) на нулевой длине L к логнормально-
му распределению при больших L.

Согласно [9], распределение фаз ϕ и θ перестает
быть однородным при введении полунепроницаемых
границ, отделяющих систему от присоединенных к
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ней идеальных контактов, даже если оно было од-
нородным в исходной системе; в последнем случае
возникает более общее уравнение

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
−γ(1+2ρ)P (ρ) + ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
,

(4)

которое в приближении случайных фаз сводится
к (3). Последнее приближение хорошо работает в
глубине разрешенной зоны для “естественных” иде-
альных контактов (изготовленных из того же ма-
териала, что изучаемая система, но без примесей),
что обычно и предполагается в теоретических рабо-
тах (см. ссылки в [10–12]); ситуация внутри запре-
щенной зоны идеального кристалла рассматривает-
ся сравнительно редко [13–15] и лишь на уровне вол-
новых функций. Для исследования эволюции P (ρ)

при произвольном положении уровня Ферми (вклю-
чая запрещенную зону) требуется введение “чуже-
родных” контактов из хорошего металла1), что авто-
матически усложняет граничные условия. Это при-
водит к еще более общему уравнению [16]

∂P (ρ)

∂L
= D

∂

∂ρ

[
−γ1(1+2ρ)P (ρ)−

−2γ2
√
ρ(1+ρ)P (ρ) + ρ(1+ρ)

∂P (ρ)

∂ρ

]
, (5)

коэффициенты которого в пределе больших L опре-
деляются стационарным распределением фаз (см.
ниже (34)). Для больших L типичные значения ρ

велики и уравнение (5) сводится к (4) с γ = γ1+γ2.
На рис. 1 показана зависимость параметра γ от
Ẽ = E/W 4/3, где E — энергия Ферми, отсчитанная
от нижнего края исходной зоны, и W — амплиту-
да случайного потенциала (все энергии измеряются
в единицах интеграла перекрытия для одномерной
модели Андерсона, см. ниже (13)). Параметр γ бли-
зок к нулю в глубине разрешенной зоны в соответ-
ствии с приближением случайных фаз, но наруше-
ние последнего во всем энергетическом интервале
представляет собой совсем не малый эффект. Такое
нарушение происходит по внутренним причинам и
введение полупрозрачных границ не является для
этого необходимым. Более того, предельное (логнор-
мальное) распределение P (ρ) в области больших L

1) Нетрудно понять, что для энергий внутри запрещенной
зоны идеального кристалла “естественные” идеальные кон-
такты оказываются непроводящими, тогда как в изучаемой
неупорядоченной системе имеются флуктуационные состоя-
ния.

Рис. 1. Зависимость параметра γ в уравнении (4) от при-
веденной энергии Ẽ = E/W 4/3. Параметр γ мал в глубине
разрешенной зоны в соответствии с приближением случай-

ных фаз.

Рис. 2. Зависимость параметров ṽ = v/W 2/3 и
D̃ = D/W 2/3 от приведенной энергии Ẽ = E/W 4/3. Ра-
венство v = D, справедливое в приближении случайных
фаз, реализуется лишь в глубине разрешенной зоны.

P (ρ) =
1

ρ
√
4πDL

exp

{
− [ln ρ− vL]2

4DL

}
, (6)

где v = (2γ+1)D, определяется внутренними свой-
ствами изучаемой системы (рис. 2) и не зависит от
граничных условий.

Зависимость γ от Ẽ (рис. 1) однозначно свиде-
тельствует о нарушении приближения случайных
фаз, но получена в [16] на основе анализа момен-
тов распределения (см. ниже), при котором вопрос
о распределении фаз полностью обходится. Прояс-
нение вопроса о распределении фаз необходимо для
логической завершенности теории одномерной лока-
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лизации и является целью настоящей работы. Это
неразрывно связано с исследованием роли гранич-
ных условий и требует разрешения кажущихся про-
тиворечий.

Действительно, в работах [9, 16] высказаны два
утверждения, которые выглядят трудно совмести-
мыми. С одной стороны, изменение граничных усло-
вий существенно влияет на распределение фаз, ко-
торое в общем случае меняет параметры уравне-
ний эволюции (3–5) и даже их структуру. С дру-
гой стороны, эти изменения не влияют на форму
предельного распределения (6) в области больших
L. Справедливость этих утверждений означает, что
в системе имеется скрытая симметрия, т. е. инва-
риантность физических параметров относительно
некоторого класса преобразований. С теоретической
точки зрения, выявление скрытой симметрии пред-
ставляет безусловный интерес, указывая на возмож-
ность существенных упрощений. Практически же,
без выяснения характера указанной инвариантности
невозможно отделить реальные физические эффек-
ты от фиктивных. Выявление этой инвариантности
оказывается очень нетривиальным и требует вывода
уравнений эволюции в наиболее общем виде.

Поясним происхождение двух упомянутых
утверждений. При изменении граничных условий
трансфер-матрица T преобразуется в T̃ = TlTTr,
где Tl и Tr — краевые матрицы, связывающие
амплитуды волн слева и справа от границы разде-
ла. Таким образом, изменение граничных условий
приводит к линейному преобразованию элементов
трансфер-матрицы. Линейное преобразование не
меняет показателей экспоненциального роста для
вторых и четвертых моментов, которые находятся
по известной матрице T и определяются внут-
ренними свойствами системы. Знание этих двух
показателей позволяет установить “коэффициент
диффузии” D и “скорость дрейфа” v в предельном
распределении (6) (рис. 2), которые таким образом
не зависят от граничных условий [16]; после этого
нетрудно получить поведение параметра γ (рис. 1).

Влияние граничных условий на распределение
фаз легко продемонстрировать путем введения то-
чечных рассеивателей на границах системы, когда

T̃ = TlTTr , Tl = Tr =

(
1−iχ −iχ

iχ 1+iχ

)
. (7)

Принимая для T̃ параметризацию (2), получим в
главном приближении при больших χ

√
1+ρ eiϕ = −χ2 T ′ ,

√
ρ eiθ = −χ2 T ′ ,

√
ρ e−iθ = χ2 T ′ ,

√
1+ρ e−iϕ = χ2 T ′ , (8)

где T ′ = T11−T12+T21−T22 и Tij — элементы матрицы
T . При больших χ имеем ρ ∼ χ4, так что 1+ρ ≈ ρ и

ϕ = ±π/2, θ = ±π/2 при χ → ∞ . (9)

Таким образом, при больших χ фазы ϕ и θ лока-
лизуются вблизи значений ±π/2, независимо от их
распределения в исходной системе.

С физической точки зрения ситуация выглядит
следующим образом (рис. 3). В глубине достаточ-
но длинной неупорядоченной системы реализуется
некоторое “внутреннее” распределение фаз, не зави-
сящее от граничных условий. При рассмотрении си-
стемы со стороны идеальных контактов наблюдает-
ся “внешнее” распределение фаз, определяемое гра-
ничными условиями; именно такие фазы входят в
трансфер-матрицу. Влияние границ раздела суще-
ственно на масштабе порядка длины локализации ξ,
что определяет переходную область, в которой внут-
реннее распределение фаз постепенно трансформи-
руется к внешнему. В пределе больших L распре-
деление P (ρ) определяется внутренним распределе-
нием фаз, что обеспечивает его независимость от
граничных условий. Однако, в уравнения эволюции
входит именно внешнее распределение фаз 2), и нуж-
но понять, почему это не влияет на предельное рас-
пределение P (ρ). Второй вопрос, связанный с пер-
вым, состоит в следующем: каким образом можно
найти внутреннее распределение фаз, если оно не
входит в уравнения?

Обсудим характер упомянутой инвариантности.
Изменение матрицы T с длиной системы L опреде-
ляется соотношением

TL+ΔL = TL TΔL , (10)

где матрица TΔL близка к единичной, что позволяет
выводить дифференциальные уравнения эволюции.
Для перехода к другим граничным условиям умно-
жим (10) слева и справа на краевые матрицы Tl и
Tr, вводя произведение TrT

−1
r = 1 между двумя со-

множителями:

Tl TL+ΔLTr = TlTLTr · T−1
r TΔLTr . (11)

Тогда для матрицы T̃L = TlTLTr справедливо соот-
ношение, аналогичное (10),

2) Это вполне естественно, так как при малых L внутрен-
нее распределение фаз вообще не проявляется, и граничные
условия существенно влияют на распределение P (ρ), как это
подробно обсуждалось в [16].

752



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Граничные условия, распределение фаз и. . .

Рис. 3. Внешнее и внутренне распределение фаз

Рис. 4. Модель для учета размытия границ раздела

T̃L+ΔL = T̃L T ′
ΔL , (12)

где матрица T ′
ΔL = T−1

r TΔLTr по-прежнему близка
к единичной. Переход от TΔL к T ′

ΔL изменяет фор-
му уравнений эволюции, определяемую параметра-
ми α, β, γ, Δ, ε2 (см. разд. 2, 3), а переход от TL

к T̃L меняет стационарное распределение фаз, опре-
деляющее коэффициенты в уравнении (5) для P (ρ).
Эти два фактора должны компенсировать друг дру-
га, чтобы предельное распределение P (ρ) остава-
лось инвариантным. Однако, уравнения эволюции
не обладают никакой очевидной инвариантностью,
и ее выявление требует серьезных усилий. Разреше-
ние этих трудностей непосредственно связано с ре-
шением вопроса о внутреннем распределении фаз.

2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ТОЧЕЧНЫХ
РАССЕИВАТЕЛЕЙ

Как ясно из опыта работы [16], анализ удобно
проводить для энергий внутри запрещенной зоны
идеального кристала, а описание разрешенной зо-
ны получать как аналитическое продолжение. Для
определенности рассматриваем одномерную модель
модель Андерсона

Ψn+1 +Ψn−1 + VnΨn = EΨn (13)

вблизи края исходной зоны, где она соответствует
дискретизации обычного уравнения Шредингера (E
— энергия, отсчитанная от центра зоны).

Описание рассеивателя внутри запрещен-
ной зоны осуществляется с помощью псевдо-
трансфер-матрицы t, связывающей решения слева
(Aeκx + Be−κx) и справа (Ceκx + De−κx) от рас-
сеивателя. Матрица t(n) для последовательности
рассеивателей с амплитудами V0,V1,V2, . . .,Vn, на-
ходящихся в точках 0, L1, L1+L2, . . . , L1+L2+. . .+Ln,
имеет вид

t(n) = tε0 tδ1 tε1 tδ2 tε2 . . . tδn tεn , (14)

где

tεn =

(
1 + ε̄n ε̄n

−ε̄n 1− ε̄n

)
, ε̄n =

Vn

2κa0
, (15)

tδn =

(
e−δn 0

0 eδn

)
, δn = κLn

и a0 — межатомное расстояние. Переход к истинной
трансфер-матрице T (n) = Tl t

(n) Tr осуществляет-
ся с помощью краевых матриц, описывающих при-
соединение к системе идеальных контактов. Вводя
произведение TrTl = 1 между каждыми двумя мно-
жителями в (14), имеем 3)

T (n) = Tε0 Tδ1 Tε1 Tδ2 Tε2 . . . Tδn Tεn , (16)

где
Tεn = Tl tεn Tr , Tδn = Tl tδn Tr . (17)

В модели Андерсона рассеиватели находятся на
каждом узле решетки, поэтому все δn одинаковы,
δn = κa0. Примеры краевых матриц даны ниже,
и в наиболее общем случае приводят к следующей
структуре матриц Tεn и Tδ

Tεn =

(
1−iεn εne

iγ

εne
−iγ 1+iεn

)
, εn = Kε̄n , (18)

Tδ =

(
A B
B∗ A∗

)
=

( √
1+Δ2 eiα Δeiβ

Δe−iβ
√
1+Δ2 e−iα

)
.

Матрица Tδ является трансфер-матрицей общего
вида, тогда как для Tεn достаточно указанной фор-
мы. В дальнейшем считаем, как обычно, что все Vn

статистически независимы, 〈Vn〉 = 0, 〈V 2
n 〉 = W 2.

Тогда уравнения эволюции будут определяться па-
раметрами α, β, γ, Δ и величиной

ε2 = 〈ε2n〉 = constW 2 . (19)

3) Условие TrTl = 1 может быть принято без ограниче-
ния общности. Если это не так, то полагаем Tl = T ′

lT
′′
l , где

TrT ′′
l = 1, и используем матрицу T ′′

l в качестве Tl. При этом
роль матрицы T ′

l сводится к изменению начальных условий
в уравнениях эволюции, тогда как их структура не меняется.
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Внутри разрешенной зоны для “естественных”
идеальных контактов последовательность точечных
рассеивателей описывается не произведением (14),
а произведением (16), где

Tεn =

(
1− iεn −iεn

iεn 1 + iεn

)
, εn =

Vn

2k̄a0
,

Tδn =

(
e−iδn 0

0 eiδn

)
, δn = k̄Ln , (20)

и k̄ — фермиевский импульс в изучаемой системе,
что соответствует замене κ → ik̄ в предыдущих со-
отношениях. Такая замена соответствует гладкому
переходу от энергии E = −κ2 в запрещенной зоне
к E = k̄2 в разрешенной. При изменении гранич-
ных условий возникают матрицы T̃εn = TlTεnTr и
T̃δn = TlTδnTr, имеющие структуру (18).

3. УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ

Воспользуемся рекуррентным соотношением

T (n+1) = T (n)TδTε , (21)

где матрицы T (n) и Tε статистически независимы, а
Tδ постоянна. Принимая для T (n) параметризацию
(2) и обозначая параметры матрицы T (n+1) как ρ̃, ϕ̃,
θ̃, имеем
√
1+ρ̃ eiϕ̃ =

√
1+ρ eiϕ(A+ εC) +√

ρ eiθ(B∗+ εD∗) ,
(22)√

ρ̃ eiθ̃ =
√
1+ρ eiϕ(B+εD) +

√
ρ eiθ(A∗+ εC∗) ,

где мы положили

C =B e−iγ−iA D =A eiγ+iB . (23)

В дальнейшем рассматриваем предел

δ → 0 , ε → 0 , δ/ε2 = const (24)

и сохраняем члены первого порядка по δ и второго
по ε. Возводя по модулю в квадрат одно из уравне-
ний (22), получим

ρ̃ = ρ+K
√

ρ(1+ρ) + ε2(1+2ρ) , (25)

где

K = 2Δcos (ψ−β) + 2ε cos (ψ−γ)− 2ε2 sin (ψ−γ) (26)

и введена комбинированная фаза

ψ = θ − ϕ . (27)

Теперь возьмем произведение второго уравнения
(22) с комплексно сопряженным первым

√
ρ̃(1+ρ̃) eiψ̃ = (1+2ρ)

[
Δeiβ+εeiγ +iε2eiγ

]
+

+
√
ρ(1+ρ)

[(
e−2iα+2iε−ε2

)
eiψ + ε2 e2iγ−iψ

]
. (28)

Исключая ρ̃ с помощью уравнения (25), получим
связь ψ̃ и ψ

ψ̃ = ψ + 2 (ε−α) + (R2/2−1) ε2 sin 2(ψ−γ)−

−R
[
Δsin (ψ−β) + ε sin (ψ−γ) + ε2 cos (ψ−γ)

]
,

(29)

где

R =
1+2ρ√
ρ(1+ρ)

. (30)

Используя (25), (29) и следуя схеме работ [9, 16, 17],
получим уравнение эволюции для P (ρ, ψ)

∂P

∂L
=

{
ε2
[
1−2 cos2 (ψ−γ)

]
(1+2ρ)P−

−2
[
Δcos (ψ−β) + ε2 sin (ψ−γ)

]√
ρ(1+ρ)P+

+2ε2cos2(ψ−γ)ρ(1+ρ)P ′
ρ+

+2ε2cos (ψ−γ)
[
2−R sin (ψ−γ)

]√
ρ(1+ρ)P ′

ψ

}′

ρ
+

+

{
ε2 cos (ψ−γ)

[
2 sin (ψ−γ)−R

]
P+

+
[
2α+RΔsin (ψ−β)

]
P+

+
1

2
ε2
[
2−R sin (ψ−γ)

]2
P ′
ψ

}′

ψ

. (31)

Правая часть является суммой полных производ-
ных, что обеспечивает сохранение вероятности.
Связь распределений ρ и ψ определяется величиной
R, которая стремится к 2 в пределе больших L,
когда типичные значения ρ велики. Тогда решение
уравнения (31) факторизуется, P (ρ, ψ) = P (ρ)P (ψ),
хотя ситуация несколько необычна для разделе-
ния переменных (см. Приложение 1); уравнение
эволюции для P (ψ) отщепляется

∂P (ψ)

∂L
=

{[
2α+2Δsin (ψ−β)− 2ε2 cos (ψ−γ)+

+ε2 sin 2(ψ−γ)
]
P (ψ)+

+ 2ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]2
P ′
ψ(ψ)

}′

ψ
(32)

и дает условие для стационарного распределения
фазы ψ

ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]2
P ′
ψ−

754



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Граничные условия, распределение фаз и. . .

− ε2
[
1−sin (ψ−γ)

]
cos (ψ−γ)P+

+
[
α+Δsin (ψ−β)

]
P = C0 , (33)

где константа C0 определяется из нормировки. 4)

Усреднение по ψ приводит к уравнению (5) с па-
раметрами

D = 2ε2
〈
cos2 (ψ−γ)

〉
,

γ1D = ε2
〈
1−2 cos2 (ψ−γ)

〉
, (34)

γ2D = Δ
〈
cos (ψ−β)

〉− ε2
〈
sin (ψ−γ)

〉
,

откуда для “скорости дрейфа” в (6) получим

v = 2Δ
〈
cos (ψ−β)

〉
+

+2ε2
〈
sin2 (ψ−γ)− sin (ψ−γ)

〉
. (35)

Входящие в (34, 35) средние определяются стацио-
нарным распределением P (ψ).

4. ЗАВИСИМОСТЬ ОТ СВОЙСТВ
ИДЕАЛЬНЫХ КОНТАКТОВ

Пусть фермиевский импульс k в идеальных кон-
тактах отличен от фермиевского импульса k̄ в изу-
чаемой системе, а граница раздела является резкой.
Тогда краевые матрицы в запрещенной зоне могут
быть выбраны в виде

Tl =

(
l l∗

l∗ l

)
, Tr =

(
r r∗

r∗ r

)
, (36)

l =
1

2

(
1 +

κ

ik

)
, r =

1

2

(
1 +

ik

κ

)
,

приводя к результатам (18) для матриц Tεn и Tδ с
параметрами

α = −1

2

(
k

κ
− κ

k

)
δ =

κ2 − k2

2k
a0 ,

β =
π

2
, γ = −π

2
, ε2 = ε̄2

(κ
k

)2
=

W 2

4k2a20
, (37)

Δ =
1

2

(
k

κ
+

κ

k

)
δ =

κ2 + k2

2k
a0 ,

которые являются регулярными функциями энер-
гии E = −κ2 и аналитически продолжаются в раз-
решенную зону. Тогда для параметров D и v имеем

D = 2ε2〈sin2 ψ〉 , (38)

4) Уравнения (31, 32) аналогичны уравнениям (10.27),
(10.28) в книге [10], выведенным в рамках другого форма-
лизма, так что связь входящих в них величин с параметрами
трансфер-матрицы не очевидна. То же относится к уравне-
ниям (39, 40) в работе [18].

v = 2Δ〈sinψ〉+ 2ε2〈1−cosψ〉 − 2ε2〈sin2 ψ〉 ,
а уравнение для стационарного распределения P (ψ)

принимает вид

ε2 (1−cosψ)
2
P ′
ψ + ε2 sinψ(1−cosψ)P+

+(α−Δcosψ )P = C0 . (39)

Замена переменных в уравнении (39)

ω = −ctgψ/2 (40)

с учетом перенормировки вероятности
P → P (1+ω2)/2, следующей из P (ψ)dψ = P (ω)dω,
приводит его к простой форме

P ′
ω + P (b+ aω2) = C0 , (41)

где

a =
α−Δ

2ε2
, b =

α+Δ

2ε2
(42)

или
α = ε2(b+ a) , Δ = ε2(b− a) . (43)

Уравнение (41) интегрируется в квадратурах, но эта
квадратура практически бесполезна. Более эффек-
тивным оказывается исследование трансформаци-
онных свойств. Если Pa,b(ω) — решение уравнения
(41), то справедливо соотношение

Pa,b(ω) = s−1Pas3,bs(ω/s) . (44)

Оно устанавливается с помощью замены ω = sω̃ и
приведения уравнения к прежнему виду путем пе-
реопределения параметров ã = as3, b̃ = bs, так что
Pa,b(ω) совпадает с Pã,b̃(ω̃) с точностью до коэф-
фициента, который устанавливается из нормировки.
Заметим, что

ab =
α2 −Δ2

4ε4
= − δ2

4ε4
, (45)

и масштабное преобразование a → as3, b → bs при-
водит к перенормировке ε → ε̃, где

ε̃ = ε s−1 = ε̄
κ

k
s−1 . (46)

Подставляя (37) в (42), получим исходные значения
параметров a и b

a = −k

κ

δ

2ε2
, b =

κ

k

δ

2ε2
, (47)

после чего соотношения (43) позволяют установить
перенормировку α → α̃, Δ → Δ̃ в результате мас-
штабного преобразования

α̃ =
1

2

(
κ

k
s−1 − k

κ
s

)
δ , Δ̃ =

1

2

(
κ

k
s−1 +

k

κ
s

)
δ .

(48)
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Соотношения (46) и (48) показывают, что преобра-
зование всех параметров α, Δ, ε2, входящих в урав-
нения эволюции, сводится к замене

k

κ
→ k

κ
s , (49)

эквивалентной изменению фермиевского импуль-
са в идеальных контактах. И наоборот, изменение
свойств идеальных контактов приводит к масштаб-
ному преобразованию распределения P (ω).

5. ВЛИЯНИЕ δ–ОБРАЗНОГО ПОТЕНЦИАЛА
НА ГРАНИЦЕ

Если на границе раздела между изучаемой
системой и идеальными проводами имеется δ–
образный потенциал, то краевые матрицы (36)
преобразуются к виду

Tl =

(
l l∗1
l∗ l1

)
, l =

ik+κ−κ1

2ik
, l1 =

ik+κ+κ1

2ik
,

(50)

Tr =

(
r r∗

r∗1 r1

)
, r =

ik+κ−κ2

2κ
, r1 =

ik+κ+κ2

2κ
,

где κ1 и κ2 определяют скачки логарифмической
производной волновой фуекции на левой и правой
границах раздела. Условие TrTl = 1 справедливо
при κ2 = −κ1, что можно принять без ограниче-
ния общности (см. примечание 3). Тогда матрица
Tεn остается неизменной, а матрица Tδ принимает
вид (18) с параметрами

α = −k2 − κ2 + κ2
1

2κk
δ ,

Δcosβ = −κ1

κ
δ , (51)

Δ sinβ =
k2 + κ2 − κ2

1

2κk
δ ,

которые, как и раньше (ввиду δ = κa0), регулярны
по энергии E = −κ2. Таким образом, по-прежнему
имеем γ = −π/2, тогда как параметр β становится
отличным от π/2. Замена (40) приводит уравнение
(33) к виду

P ′
ω + P (b+ cω + aω2) = C0 , (52)

с параметрами

a =
α−Δsinβ

2ε2
, b =

α+Δsinβ

2ε2
, c = −Δcosβ

ε2
, (53)

что после подстановкифизических значений (51) да-
ет

a = −k

κ

δ

2ε2
, b =

κ2 − κ2
1

κk

δ

2ε2
, c =

κ1

κ

δ

ε2
. (54)

Решение уравнения (52) удовлетворяет соотноше-
нию

Pa,b,c(ω) = s−1Pas3,bs,cs2(ω/s), (55)

и, как нетрудно проверить, масштабное преобразо-
вание P (ω) по-прежнему соответствует изменению
фермиевского импульса k в идеальных контактах.

Нетрудно видеть, что сдвиг ω → ω−ω0 пере-
менной ω позволяет привести уравнение (52) к виду
(41), что дает соотношение

Pa,b,c(ω) = Pã,b̃,0(ω+ω0) , (56)

ω0 = −κ1

k
, ã = a = −k

κ

δ

2ε2
, b̃ =

κ

k

δ

2ε2
,

где значения параметров ã и b̃ соответствуют ситу-
ации κ1 = 0. Таким образом, появление δ–образного
потенциала на границе приводит к трансляции рас-
пределения P (ω) на величину ω0, пропорциональ-
ную амплитуде δ–образного потенциала.

6. РАЗМЫТИЕ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА

Если рассматриваются энергии внутри запре-
щенной зоны, то изучаемая система при отсутствии
примесей сводится к потенциальному барьеру. Раз-
мытие границ раздела можно моделировать, вводя
прослойки металла с фермиевским импульсом k1 и
толщинами d1 и d2 на границах системы (рис. 4).
Краевые матрицы Tl и Tr для такой модели приведе-
ны в Приложении 2. Условие TrTl = 1 выполняется,
если d1 и d2 подчинить ограничениям

k1(d1+d2) = 2πm , k(d1+d2) = 2πn , (57)

где m и n — целые числа. Матрица Tδ является
трансфер-матрицей общего вида, и ее вычисление
не представляет интереса. Для матрицы Tεn полу-
чается выражение (18) с параметрами

K =
κR
k1

, γ = arcsin

(
sinα

R
)
− kα

k1
− π

2
, (58)

где
R = P+Q cosα , α = k1(d2 − d1) ,

P =
k21+k2

2kk1
, Q =

k21−k2

2kk1
. (59)
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Значение γ, отличное от −π/2, получается при
d1 = d2. Поскольку параметр γ входит как в вы-
ражения (34, 35) для D и v, так и в уравнение (33)
для стационарного распределения P (ψ), то сдвигом
ψ → ψ + ψ0 его можно привести к значению −π/2,
что приводит лишь к переопределению параметра
β. После этого замена переменных (40) приводит к
уравнению (52) предыдущего раздела.

Если фермиевский импульс k1 выбран пропор-
циональным k, то параметры P и Q являются по-
стоянными, и масштабное преобразование P (ω) по-
прежнему приводит к перенормировке (49) ферми-
евского импульса k. В общем случае пропорцио-
нальность k1 ∝ k не имеет места, но изменение
свойств идеальных контактов по-прежнему приво-
дит к масштабному преобразованию P (ω), однако
с более сложной связью импульса k и масштабного
фактора s.

7. ОБЩИЙ ПОДХОД К КРАЕВЫМ
МАТРИЦАМ

Обсудим общий подход к исследованию роли гра-
ничных условий, не связанный с модельными пред-
положениями. Для этого нужно выяснить степень
произвола, допустимого в краевых матрицах

Как указывалось в разд.2, условие TrTl = 1 мо-
жет быть принято без ограничения общности. Со-
гласно (16,17), для нас актуальны выражения, со-
держащие одинаковое число матриц Tr и Tl, а сле-
довательно общие множители можно свободно из-
влекать из одной матрицы и переносить в другую.
Поэтому без ограничения общности матрицы Tr и Tl

можно выбрать в виде

Tl =

(
a b

c d

)
, Tr =

(
d −b

−c a

)
, (60)

ad− bc = 1,

принимая единичное значение для детерминантов.
Роль краевых матриц наиболее существенна в за-
прещенной зоне — с их помощью псевдо-трансфер-
матрица t превращается в истинную трансфер-
матрицу T = Tl t Tr. Условие того, что матрица T

является истинной трансфер-матрицей, выражается
соотношениями для матричных элементов Tij [19] 5)

T11T
+
11 − T12T

+
12 = 1 ,

5) Мы приводим эти соотношения в виде, пригодном для
описания квазиодномерных систем, когда элементы Tij явля-
ются матрицами.

T22T
+
22 − T21T

+
21 = 1 , (61)

T11T
+
21 − T12T

+
22 = 0 ,

которые следуют из условия сохранения потока.
Потребуем, чтобы матрицы Tδ и Tε, входящие в

(16,17) были истинными трансфер-матрицами. То-
гда (см. Приложение 3) допустимые краевые мат-
рицы образуют трехпараметрическое семейство

Tl =

(
|r1|eiα1 |r2|eiα2

±i|r1|e−iα1±i|r2|e−iα2

)
, (62)

1=2|r1r2| sin(α2−α1),

где верхний знак выбирается при sin(α2−α1) > 0,
а нижний — в противоположном случае. Тогда для
матриц Tδ и Tε получим выражения (18) с парамет-
рами

α = −2 δ|r1||r2| cos(α2−α1) ,

β = α1+α2 ,

γ = 2α1 − 2 arcsin
|r2| cos(α2−α1)

r
,

Δ = 2 δ|r1||r2| , (63)

K = r2 = |r1|2+|r2|2− 2|r1||r2| cos(α2−α1) .

Аналогичный анализ в разрешенной зоне при-
водит к физически очевидному результату —
краевые матрицы являются истинными трансфер-
матрицами общего вида

Tl =

(
|r1|eiα1 |r2|eiα2

|r2|e−iα2 |r1|e−iα1

)
, (64)

|r1|2 − |r2|2 = 1.

Для матриц Tδ и Tε получаются выражения (18) с
параметрами

α = −δ
(|r1|2 + |r2|2

)
,

β = π/2 + α1+α2 ,

γ = −π

2
+ 2α1 − 2 arcsin

|r2| cos(α1−α2)

r
,

Δ = 2 δ|r1||r2| , (65)

K = r2 = |r1|2+|r2|2− 2|r1||r2| cos(α2−α1) .

Как ясно из предыдущих разделов, весь трехпара-
метрический произвол краевых матриц может быть
реализован физически, а уравнения эволюции, при-
веденные в разд.3, являются наиболее общими.

10 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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8. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ P (ω)

Как ясно из предыдущего, наиболее общие ре-
зультаты для параметров уравнения эволюции (5) и
предельного распределения (6) даются соотношени-
ями (34, 35), где усреднение по ψ производится по
стационарному распределению P (ψ), определяемо-
му уравнением (33). Сдвиг ψ → ψ + ψ0 позволяет
привести параметр γ к значению −π/2, после чего
замена переменных ω = −ctgψ/2 приводит к уравне-
нию (52). Далее трансляция ω → ω + ω0 переводит
(52) в уравнение (41), которое масштабным преоб-
разованием ω → sω может быть приведено к одной
из канонических форм — либо с |a| = |b|, либо с
a = −1, зависящих от одного параметра; этот одно-
параметрический произвол ассоциируется с зависи-
мостью от приведенной энергии Ẽ . Таким образом,
форма распределения P (ω) с ω = −ctgψ/2 опреде-
ляется внутренними свойствами системы, тогда как
изменение граничных условий переводит его в рас-
пределение P (ω̃), где переменная

ω̃ = ω0 − s ctg
ψ + ψ0

2
(66)

связана с ω дробно-линейным преобразованием

ω̃ =
Aω + B

Cω +D
. (67)

Согласно [16], ситуация |a|= |b| является выделен-
ной тем, что в глубине разрешенной и запрещенной
зон параметры уравнения (5) остаются постоянны-
ми до очень малых масштабов 6) длины L. Случай
a=b, реализуемый в разрешенной зоне соответству-
ет “естественным” идеальным контактам (разд.1).
При −a=−b 	 1 (в глубине разрешенной зоны) в
уравнении (41) можно опустить член P ′

ω и получить

P (ω) =
1

π

1

1 + ω2
, (68)

что соответствует P (ψ) = const, т.е. приближению
случайных фаз. При −a= b 	 1 (в глубине запре-
щенной зоны) константой C0 в (41) можно прене-
бречь вблизи максимума распределения, и полагая
ω = −1 + ω̃, получим P ′

ω ≈ −2|a|ω̃P , что дает гаус-
совское распределение

P (ω) =

√
|a|
π

exp
{−|a|ω̃2

}
, (69)

локализованное вблизи ω=−1; оно соответствует
гауссовскому распределению P (ψ), локализованно-
му вблизи π/2 [16]. При нарушении условия |a| = |b|

6) Для достаточно больших L они всегда постоянны, так
как определяются стационарным распределением P (ψ).

в разрешенной зоне возникают осцилляции распре-
деления P (ρ, ψ), связанные с тем, что матрица T при
отсутствии примесей является трансфер-матрицей
потенциального барьера, который становится про-
зрачным, если на его ширине укладывается полуце-
лое число волн де Бройля (аналогично просветле-
нию в оптике) [16]. При нарушении условия |a| = |b|
в запрещенной зоне распределение P (ρ, ψ) локали-
зуется вблизи значения ψ, отличного от π/2, что
приводит к его медленной релаксации к последне-
му значению.

Вблизи края исходной зоны уравнение (41) удоб-
но приводить к канонической форме с a = −1. Его
решение при b = 0 соответствует “критической” об-
ласти для размытого перехода Андерсона [16] и мо-
жет быть представлено в виде (см. Приложение 4)

P (ω) = A0

∞∫

0

dte−tt−1/3 ω

ω3 + 3t
, (70)

где A0 определяется из нормировки. При больших ω

имеем P (ω) ∼ ω−2, что является общим свойством
(см. Приложение 4) и соответствует конечным зна-
чениям P (ψ) на границах интервала (0, 2π).

Если масштабным преобразованием и трансля-
цией обеспечить максимум P (ω) при ω = 0 с единич-
ным значением в нем, то распределения (68–70) раз-
личаются не очень сильно (рис. 5), свидетельствуя
о слабой зависимости P (ω) от приведенной энергии
Ẽ .

9. ВНЕШНЕЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ФАЗ

Если распределение P (ω) известно, то его изме-
нение при вариации граничных условий сводится к
масштабному преобразованию и трансляциям. При
этом изменение внешнего распределения P (ψ) на ка-
чественном уровне является легко предсказуемыми
и иллюстрируются на рис. 6. Распределение P (ψ)

является однородным (рис. 6,а), если P (ω) имеет
вид (68) и соответствует приближению случайных
фаз. Уширение распределения P (ω) приводит к ло-
кализациии P (ψ) вблизи краев интервала (0, 2π), а
сужение — к локализации P (ψ) в середине интерва-
ла (0, 2π) (рис. 6,в). Сдвиг P (ω) вправо или влево
приводит к появлению максимума в правой или ле-
вой части интервала (0, 2π) (рис. 6,г,д). Если пара-
метр γ отличен от −π/2, то происходит трансляция
по ψ и представленные зависимости справедливы не
в интервале (0, 2π), а в интервале (ψ0, 2π + ψ0).
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Рис. 5. Распределения P (ω) для разных энергий мало отличаются друг от друга

Рис. 6. Изменение распределения P (ψ) при масштабном преобразовании и трансляциях функции P (ω), если форма
последней соответствует приближению случайных фаз

Рис. 7. Изменение распределения P (ψ) при при трансляциях критического распределения P (ω)
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Если распределение P (ω) принимается не в виде
(68), а в гауссовской форме (69), то рис. 6 качествен-
но сохраняется, но P (ψ) не будет постоянным на
рис. 6,а. Асимметрия функции P (ω) при E = 0, соот-
ветствующей критическому распределению (рис. 5),
приводит к новому качественному моменту — при ее
трансляциях ω → ω+ω0 в некотором интервале зна-
чений ω0 возникает двухгорбое распределение P (ψ)

(рис. 7).

10. ВНУТРЕННЕЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ФАЗ

Вернемся к случаю β = π/2, γ = −π/2, рассмот-
ренному в разд.4, и сделаем замену ω = −ctgψ/2

в полном уравнении эволюции (31). Если типичные
значения ρ достаточно велики, то уравнение эволю-
ции для P (ρ, ω) принимает вид

∂P

2∂L
=

{
ε2

4ω2

(
1 + ω2

)2 ρ2P ′
ρ −Δ

2ω

1 + ω2
ρP+

+ε2
2

1 + ω2
ρP + . . .

}′

ρ

+ ε2
{
P ′
ω +

(
b+ aω2

)
P

}′

ω

.

(71)

Делая замену ω = sω̃ и переобозначая параметры
ã = as3, b̃ = bs, ε̃2 = ε2s−2, имеем

∂P

2∂L
=

{
ε̃2s2

4s2ω̃2

(
1 + s2ω̃2

)2 ρ2P ′
ρ − Δ̃

2sω̃

1 + s2ω̃2
ρP+

+ε̃2s2
2

1 + s2ω̃2
ρP + . . .

}′

ρ

+ε̃2
{
P ′
ω̃ +

(
b̃+ ãω̃2

)
P

}′

ω̃

.

(72)

Рис. 8. Зависимость масштабного фактора s и трансляци-
онного сдвига ω0 от приведенной энергии Ẽ

Рис. 9. Параметры a и b для внутреннего распределения
фаз как функции приведенной энергии Ẽ

Последний член в (72) имеет тот же вид, что в (71),
тогда как остальные члены не являются инвариант-
ными. Согласно (5), параметрD определяется коэф-
фициентом при ρ2P ′

ρ и уравнения (71, 72) приводят
к двум выражениям

D = 2ε2

〈
4ω2

(
1 + ω2

)2
〉

a,b

, (73)

D = 2ε̃2s2

〈
4s2ω2

(
1 + s2ω2

)2
〉

ã,b̃

, (74)

которые эквивалентны в силу соотношения (44). Ес-
ли (74) принято в качестве определения коэффици-
ента диффузии D, то его инвариантность относи-
тельно изменения граничных условий выполняется
автоматически. Однако, замена a, b, ε на ã, b̃, ε̃ в (71)
приводит к аналогичным заменам в (73), что вместе
с (74) дает соотношение

〈
4ω2

(
1 + ω2

)2
〉

ã,b̃

= s2

〈
4s2ω2

(
1 + s2ω2

)2
〉

ã,b̃

, (75)

которое не выполняется при произвольных s, но
справедливо лишь при некотором “правильном” вы-
боре масштабного фактора. Нетрудно понять, что
этот “правильный” выбор соответствует “внутренне-
му” распределению фаз. Аналогичные соображения
можно привести в отношении параметра v в распре-
делении (6), который определяется коэффициентом
при ρP .

Пусть начальные значения a0, b0 параметров a и
b выбраны из условия |a0| = |b0|, которое является
“естественным” вдали от края исходной зоны. Если
P (ω) — решение уравнения (41) с параметрами a0,
b0, то замена ω → s(ω̃+ω0) при надлежащем выборе
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Рис. 10. Зависимость энергии Ферми Ẽext в идеальных
контактах от энергии Ферми в изучаемой системе Ẽ для
внутреннего распределения фаз. Пунктиром показана за-

висимость Ẽext = |Ẽ |

Рис. 11. Наилучшая подгонка параметра v при действи-
тельных значениях трансляционного сдвига ω0

s и ω0 позволяет обеспечить правильные значения
параметров D и v, следующие из анализа момен-
тов. Полученное распределение P (ω̃) после возвра-
щения к переменной ψ будет определять внутреннее
распределение фаз. Поведение s и ω0 как функции
приведенной энергии Ẽ показано на рис. 8. Масштаб-
ный фактор s расходится при Ẽ → 0, в результате
чего преобразованные параметры a = a0s

3 и b = b0s

уже не связаны соотношением |a| = |b| (рис. 9), ко-
торое выполняется лишь при больших |Ẽ |, т. е. в глу-
бине разрешенной и запрещенной зон. Физический
смысл этого обстоятельства более ясен на рис. 10,
показывающем зависимость энергии Ферми Ẽext в
идеальных контактах от энергии Ферми Ẽ в изуча-
емой системе. Минимум Ẽext достигается при зна-
чении Ẽ = Ẽ0 = 0.28, которое нужно интерпрети-
ровать как перенормированную границу разрешен-
ной зоны, сдвинутую за счет флуктуаций случай-

ного потенциала. Этот вывод подтверждается тем,
что при Ẽ < Ẽ0 трансляционный сдвиг ω0 уходит в
комплексную плоскость, что имеет простой физиче-
ский смысл. При Ẽ = Ẽ0 имеем Ẽext = Ẽ0 (рис. 10)
и сдвинутый край зоны оказывается ниже уровня
Ферми в идеальных контактах при Ẽ > Ẽ0 и выше
при Ẽ < Ẽ0. В последнем случае внутренние свой-
ства системы описываются не истинной, а псевдо-
трансфер-матрицей, и распределение P (ψ) стано-
вится комплексным. Детальное изучение последне-
го не очень интересно, поэтому при Ẽ < Ẽ0 в ка-
честве “внутреннего” распределения P (ψ) мы при-
водим внешнее распределение, наиболее близкое к
внутреннему — практически оно близко к модулю
комплексного распределения P (ψ). Последнее сле-
дует из того, что сдвиг параметра ω0 в комплексную
плоскость сравнительно мал и допускает аналити-
ческое исследование (см. Приложение 5): это иллю-
стрируется рисунком 11, показывающем наилучшую
подгонку параметра v (при точном воспроизведении
D), возможную при действительных ω0.

Эволюция внутреннего распределения P (ψ) (с
указанной оговоркой) при изменении энергии Ẽ по-
казана на рис. 12. Первый ряд рисунков соответ-
ствует изменению Ẽ от больших положительных
значений до значения Ẽ = 0.63, соответствующего
правому минимуму ω0 на рис. 8; при этом распре-
деление P (ω) близко к лоренцевской форме (68), а
изменение P (ψ) связано в основном с трансляцией
P (ω) в левую сторону (рис. 6,д). Нижний ряд ри-
сунков 12 соответствует изменению Ẽ от больших
отрицательных значений до значения Ẽ = −0.10, со-
ответствующего левому минимуму ω0 на рис. 8; при
этом распределение P (ψ) локализовано вблизи π/2

и постепенно уширяется при росте Ẽ , эволюциони-
руя от гауссовскойформы (69) к критической форме
(70).

Средний ряд рисунков 12 соответствует измене-
нию Ẽ между двумя минимумами ω0 на рис. 8; фор-
ма P (ω) близка к критической, а изменения P (ψ)

в основном определяются трансляционным сдвигом
ω0 и соответствуют рис. 7. Заметим, что четвертый
и девятый графики на рис. 12 близки друг к другу,
так как форма P (ω) близка к критической, а транс-
ляции по ω примерно одинаковы.

Обсудим механизм реализации внутреннего рас-
пределения фаз. Как обсуждалось в [16,20,21], рас-
пределение ландауэровских сопротивлений P (ρ) ис-
пытывает осцилляции апериодического характера,
связанные с тем, что форма распределения P (ρ) су-
щественно зависит от нескольких первых моментов,
тогда как моменты 〈ρn〉 являются осциллирующи-
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Рис. 12. Эволюция внутреннего распределения фаз при изменении приведенной энергии Ẽ

ми функциями L; при этом n-й момент определя-
ется суперпозицией n дискретных гармоник. Отно-
сительная амплитуда осцилляций экспоненциально
убывает на масштабе L ∼ ξ и при больших L они
несущественны. Аналогичная ситуация имеет место
для полного распределения P (ρ, ω); 7) при этом ос-
цилляциям подвержены как среднее значение ω, так
и ширина его распределения. Поэтому как трансля-
ционный сдвиг ω0, так и масштабный фактор s су-
щественно осциллируют на масштабах L <∼ ξ, стре-
мясь при больших L к “правильным” значениям, ко-
торые и определяют внутреннее распределение фаз.

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе мы вывели уравнение эволю-
ции для совместного распределения P (ρ, ψ) ландау-
эровского сопротивления ρ и фазовой переменной ψ.
При больших L оно допускает разделение перемен-
ных, что обеспечивает существование стационарно-

7) Распределение P (ρ) определяется четными моментами
от элементов Tij трансфер-матрицы T . При анализе P (ρ, ω)
нужно рассматривать и нечетные моменты.

го распределения P (ψ), определяющего коэффици-
енты в уравнении эволюции (5) для P (ρ).

В результате проведенного анализа мы приходим
к очень простой картине. Фаза ψ оказывается “пло-
хой” переменной, а “правильной” переменной явля-
ется ω = −ctgψ/2. Форма стационарного распреде-
ления P (ω) определяется внутренними свойствами
системы и не зависит от граничных условий. Изме-
нение граничных условий приводят к трем эффек-
там: (а) масштабному преобразованию ω → sω, в ос-
новном связанному с изменением свойств идеальных
контактов; (б) трансляции ω → ω + ω0, в основном
определяемой наличием δ-образного потенциала на
границах системы; (в) трансляциии ψ → ψ + ψ0,
определяемой размытием границ раздела. Гранич-
ные условия существенно влияют на “внешнее” рас-
пределение фаз, которое входит в уравнения эво-
люции, но не влияют на предельное распределение
P (ρ) в области больших L, что позволяет говорить
о существовании скрытой симметрии в уравнениях
эволюции. Предельное распределение P (ρ) является
логнормальным, что может быть установлено при
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самых общих условиях 8). Предельное распределе-
ние P (ρ) определяется “внутренним” распределени-
ем P (ψ), которое получается из стационарного рас-
пределения P (ω) при подходящем выборе масштаб-
ного фактора s и трансляционных сдвигов ω0 и ψ0.

Обсуждаемая проблематика не ограничена одно-
мерными системами — аналогичные трудности воз-
никают при анализе ляпуновских экспонент в рам-
ках обобщенной версии [17] уравнения Дорохова–
Мелло–Перейра–Кумара [28, 29]. Минимальная ля-
пуновская экспонента определяет критические свой-
ства для перехода Андерсона (на этом основан из-
вестный численный алгоритм, см. ссылки в [17]),
и указанная скрытая симметрия может быть суще-
ственной при исследовании последнего.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. О РАЗДЕЛЕНИИ
ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИИ (31)

Для разделения переменных в задаче на соб-
ственные значения

L̂ P (ρ, ψ) = λP (ρ, ψ) (A.1)

оператор L̂ должен представляться в виде суммы
двух операторов L̂ρ + M̂ψ, зависящих только от ρ и
ψ соответственно. Условия для разделения перемен-
ных в уравнении (31) оказываются более слабыми.
В пределе больших L, когда типичные значения ρ

достаточно велики, можно положить R = 2, после
чего уравнение (31) имеет структуру

∂P

∂L
=
{
L̂ρ,ψP

}′

ρ
+
{
M̂ψP

}′

ψ
. (A.2)

Подставляя P = P (ρ)P (ψ) и разделив на P (ρ), име-
ем

−∂P (ψ)

∂L
+
{
M̂ψP (ψ)

}′

ψ
= (A.3)

=
P (ψ)

P (ρ)

∂P (ρ)

∂L
− 1

P (ρ)

{
L̂ρ,ψP

}′

ρ
.

Левая часть не зависит от ρ и есть некоторая функ-
ция F (ψ). Тогда

P (ψ)
∂P (ρ)

∂L
−
{
L̂ρ,ψP

}′

ρ
= F (ψ)P (ρ) (A.4)

8) Более точно, мы рассматривали случайный потенци-
ал малой амплитуды с короткодействующими корреляциями
для энергий вблизи края исходной зоны. Если энергия срав-
нима с шириной зоны, то возникают эффекты соизмеримости
фермиевского импульса k̄ с постоянной решетки a0 [22, 23],
что может приводить к усложнению ситуации [24, 25].

и интегрируя по ρ получим F (ψ) ≡ 0, т.к. левая
часть обращается в нуль, а интеграл от P (ρ) равен
единице в силу нормировки. В результате правая
и левая части уравнения (A.3) обращаются в нуль
независимо друг от друга, и уравнение для P (ψ)

отщепляется. При этом средние от тригонометриче-
ских функций ψ, входящие в (34), (35), определяют-
ся стационарным распределением P (ψ), удовлетво-
рящим уравнению (33).

ПРИЛОЖЕНИЕ 2. КРАЕВЫЕ МАТРИЦЫ
ДЛЯ РАЗМЫТОЙ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА

Краевые матрицы для модели, представленной
на рис. 4, могут быть выбраны в виде

Tl =

(
eikd1 0

0 e−ikd1

)
Ta

(
e−ik1d1 0

0 eik1d1

)
Tc

(A.5)

Tr = Tc̃

(
e−ik1d2 0

0 eik1d2

)
Tã

(
eikd2 0

0 e−ikd2

)
,

где

Ta =

(
a1 a2

a2 a1

)
, a1 =

k + k1
2k

, a2 =
k − k1
2k

,

Tc =

(
c c∗

c∗ c

)
, c =

ik1 + κ

2ik1
, (A.6)

Tã =

(
ã1 ã2

ã2 ã1

)
, ã1 =

k1 + k

2k1
, ã2 =

k1 − k

2k1
,

Tc̃ =

(
c̃ c̃∗

c̃∗ c̃

)
, c̃ =

κ+ ik1
2κ

,

Сравнение с [16] показывает, что Ta и Tã — это кра-
евые матрицы для границы раздела двух металлов,
а Tc и Tc̃ — краевые матрицы для границы раздела
металл–диэлектрик.

Сотавляя произведение TlTr, заметим, что соот-
ношения TcTc̃ = 1 и TaTã = 1 приводят к существен-
ным упрощениям и при условии (57) произведение
сводится к единичной матрице.

Для вычисления Tε запишем

Tε =

(
1 0

0 1

)
+ εTl

(
1 1

−1 −1

)
Tr (A.7)

и воспользуемся тем, что

Tc

(
1 1

−1 −1

)
Tc̃ =

κ

ik1

(
1 1

−1 −1

)
,
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(
e−ik1d1 0

0 eik1d1

) (
1 1

−1 −1

)(
e−ik1d2 0

0 eik1d2

)

=

(
1 eiα

−e−iα −1

)
, (A.8)

Ta

(
1 eiα

−e−iα −1

)
Tã =

=

(
P +Q cosα Q+ P cosα+ i sinα

−Q− P cosα+ i sinα −P −Q cosα

)
,

после чего соотношение P2=Q2 + 1 позволяет при-
вести Tε к виду (18).

ПРИЛОЖЕНИЕ 3. СТЕПЕНЬ ПРОИЗВОЛА
ДЛЯ КРАЕВЫХ МАТРИЦ

Принимая краевые матрицы Tl и Tr в виде (60),
потребуем, чтобы матрица Tδ = Tl tδ Tr была истин-
ной трансфер-матрицей, удовлетворяющей соотно-
шениям (61); последние достаточно наложить при
малых δ, что приводит к условиям

ad+ bc+ a∗d∗ + b∗c∗ = 0, ab+ c∗d∗ = 0 . (A.9)

Первое из них вместе с условием на детерминант
(60) приводит к более простым соотношениям

2Re ad = 1 , 2Re bc = −1 . (A.10)

Полагая

a = |a|eiα, b = |b|eiβ , c = |c|eiγ , d = |d|eiδ ,
(A.11)

получим полный набор условий

2|b||c| cos (β+γ) = −1 ,

2|a||d| cos (α+δ) = 1 ,

|a||b| = |c||d| , (A.12)

eiα+iβ+iγ+iδ = −1 ,

|a||d| sin (α+δ)− |b||c| sin (β+γ) = 0 .

Нетрудно видеть, что sin (α+δ) = sin (β+γ),
cos (α+δ) = − cos (β+γ); тогда из последнего соот-
ношения в (A.11) имеем |a||d| = |b||c|, что вместе
с третьим соотношением дает |a| = |c|, |b| = |d|. В
результате, условие того, что Tδ является истинной
трансфер-матрицей, определяет 4-параметрический
произвол для матрицы Tl

Tl =

(
|a|eiα |b|eiβ
|a|eiγ |b|eiδ

)
,

eiα+iβ+iγ+iδ = −1 , 1 = −2|a||b| cos(β+γ). (A.13)

Вычисляя матрицу Tε

Tε =

(
1− ε̄(a−b)(c−d) ε̄(a−b)2

−ε̄(c−d)2 1 + ε̄(a−b)(c−d)

)
,

(A.14)

и требуя, чтобы она была истинной трансфер-
матрицей, получим

(a−b)(c−d) + (a∗−b∗)(c∗−d∗) = 0 ,

(a−b)2 + (c∗−d∗)2 = 0 , (A.15)

Полагая

(a−b) = reiθ/2 , (c−d) = r1e
iϕ/2 , (A.16)

получим r = r1, ϕ = π − θ + 2πn, так что

Tε =

(
1− iε̄r2(−1)n ε̄r2eiθ

ε̄r2e−iθ 1 + iε̄r2(−1)n

)
, (A.17)

где n — целое. Замечая, что

r2 = |a−b|2 = |a|2+|b|2− 2|a||b| cos(α−β) ,

r2 = |c−d|2 = |a|2+|b|2− 2|a||b| cos(γ−δ) , (A.18)

имеем (α−β) = ±(γ−δ) + 2πk. При верхнем знаке
получим противоречие , так как β+γ = π/2 + πk и
левая часть первого соотношения (A.12) обращается
в нуль. При нижнем знаке имеем γ= π/2 − α + πk,
δ = π/2 − β + πk′, где k и k′ выбираются четными
при sin(β−α) > 0 и нечетными в обратном случае. В
результате для матрицы Tl приходим к представле-
нию (62) с трехпараметрическим произволом. При
четных k, k′ имеем четное n в выражении (A.17)

для Tε, в результате чего оно сводится к (18) с пара-
метрами K и γ, определенными в (63). При нечет-
ных k, k′ имеем нечетное n в (A.17), и приведение
к форме (18) производится путем несущественного
изменения знака ε̄.

ПРИЛОЖЕНИЕ 4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ P (ω)

ПРИ E = 0

Дифференцируя (41) и предполагая при ω → ∞
степенную асимптотику P (ω) ∼ ω−α, получим
α = 2. Вычисляя поправки к асимптотике в виде ря-
да по обратным степеням ω,

P (ω) = ω−2
∞∑

n=0

Anω
−n , (A.19)

764



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022 Граничные условия, распределение фаз и. . .

имеем рекурренцию

A0 = 1 , A1 = 0 , A2 = −b/a ,

aAn+1 = −bAn−1 + nAn−2 , n ≥ 2 . (A.20)

Для критического распределения (E = 0) имеем
b = 0, и коэффициенты ряда находятся в явном виде

P (ω) =
1

ω2

∞∑
k=0

Γ(k + 2/3)

Γ(2/3)

(
3

aω3

)k

. (A.21)

Расходящийся ряд можно просуммировать по Боре-
лю [26], записывая гамма-функцию Γ(k+2/3) в виде
представляющего ее интеграла и суммируя возника-
ющую геометрическую прогрессию. Полагая a=−1

и вводя нормировочный множитель, получим (70).
Выражения (A.19), (A.20) полезны при числен-

ном интегрировании уравнения (41) при произволь-
ных b. При |ω| > 5 функция P (ω) хорошо аппрок-
симируется рядом (A.19), понимаемом в асимпто-
тическом смысле и суммируемом до минимального
члена.Такую аппроксимацию можно использовать в
качестве начального условия при больших положи-
тельных ω и интегрировать в сторону уменьшения
ω. 9) При использовании стандартных программ с
контролем точности [27] решение автоматически вы-
ходит на правильную асимптотику при ω → −∞.

ПРИЛОЖЕНИЕ 5. ПОВЕДЕНИЕ s И ω0 В
ЗАПРЕЩЕННОЙ ЗОНЕ

В глубине запрещенной зоны константа C0 в (41)
экспоненциально мала и распределение P (ω) можно
принять в виде

P (ω) = const exp
{−bω − aω3/3

}
. (A.22)

При −a = b 	 1 распределение имеет максимум при
ω = −1, в окрестности которого оно сводится к гаус-
совой форме (69). Вычисление средних в (38) дает

〈sinψ〉 =
〈
− 2ω

1 + ω2

〉
≈
〈
1− ω̃2

2

〉
= 1− 1

4|a| ,

〈
sin2 ψ

〉
=

〈
4ω2

(1 + ω2)2

〉
≈ 〈1− ω̃2

〉 ≈ 1 ,

〈cosψ〉 =
〈
ω2 − 1

1 + ω2

〉
≈ 〈−ω̃〉 ≈ 0 , (A.23)

так что для параметров D и v имеем

D = 2ε̄2 , v = 2δ − ε̄2 , (A.24)

что в пределах точности согласуется с результатами
из анализа моментов [16]; здесь ω̃ — отклонение от
максимума и учтено, что при |a| = |b| параметр ε

сводится к ε̄.
Чтобы воспризвести D и v с более высокой точ-

ностью, производем масштабное преобразование и
трансляцию распределения (A.22) с −a = b; тогда
для s = 1− s̃, ω0 = s̃+ ω̃0 и s̃, ω̃0 � 1 получим

D = 2ε̄2
(
1 + 2s̃− ε̄2/δ

)
, (A.25)

v = 2δ − ε̄2 +
(
s̃2 − ω̃2

0

)
δ − ε̄2

(
2ω̃0 + 2s̃+ 9ε̄2/(4δ)

)
,

где учтены сдвиг максимума распределения и сла-
бое отклонение от гауссовской формы. Сопоставляя
с результатами из анализа моментов [16]

D = 2ε̄2 − 15

2

ε̄2

δ
, v = 2δ − ε̄2 +

27

4

ε̄2

δ
, (A.26)

и учитывая, что δ/ε̄2 = 4|Ẽ |3/2, получим

s = 1+
11

32

1

|Ẽ |3/2 , ω0 =
−19± i

√
215

32|Ẽ|3/2 , (A.27)

что объясняет поведение кривых в левой части
рис. 8. Трансляционный сдвиг ω0 оказывается ком-
плексным; для гауссовского распределения легко
проверить, что при |ω0| � 1 пренебрежение мнимой
частью ω0 соответствует переходу к модулю ком-
плексного распределения P (ω).
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КОБАЛЬТИТАХ YBaCo4−yZnyO7+x ПРИ РАЗБАВЛЕНИИ
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Проведены экспериментальные исследования структурных (метрики решетки) и упругих характеристик
в области структурного фазового перехода в серии кобальтитов YBaCo4−yZnyO7+x при диамагнитном
разбавлении кобальтовой подсистемы. Обнаружено, что для отожженных в вакууме стехиометрических
образцов при структурном переходе параметр Δa/a особенности не обнаруживает, параметры Δb/b и
Δc/c испытывают близкие по величине скачки разного знака. Это приводит к скачку анизотропной
(ромбической) εo ≈ −4 · 10−3 и изотропной (объемной) ΔV/V ≈ −1 · 10−3 деформаций. При замещении
ионами Zn характер искажения структуры меняется незначительно, а температура перехода TS линейно
падает. Искажение структуры в стехиометрических образцах сопровождается характерными аномалия-
ми модуля Юнга ΔE(T )/E0 и внутреннего трения в области TS , тогда как для нестехиометрических
закаленных образцов аномалии полностью пропадают. Диамагнитное замещение ионами Zn приводит
к резкому уменьшению и затем полному исчезновению скачка на кривой ΔE(T )/E0. Это может быть
связано с изменением соотношения изотропной и анизотропной деформации при структурном переходе
при замещении в кобальтовой подсистеме.

DOI: 10.31857/S0044451022110177
EDN: LBCBMR

1. ВВЕДЕНИЕ

Геометрически фрустрированные системы оста-
ются предметом многочисленных эксперименталь-
ных и теоретических исследований последних лет
[1,2]. Наиболее изученными системами являются ан-
тиферромагнетики с сеткой Кагоме и структурой
пирохлора, которые имеют неупорядоченные основ-
ные состояния как для классических [3], так и
для квантовых спинов [4]. Основное состояние ре-
шетки Кагоме для классических спинов с обменом
между ближайшими соседями сильно вырождено,
так как любое состояние, удовлетворяющее условию
S1+S2+S3=0 для отдельного треугольника, являет-
ся основным, в то время как в треугольной решетке
при этих условиях возникает состояние с дальним
магнитным порядком. Было показано, что в этих

* E-mail: kazei@plms.phys.msu.ru

системах различные слабые возмущения, такие как
небольшие искажения структуры, взаимодействие
со вторыми соседями, локальная анизотропия, би-
полярные взаимодействия, тепловые флуктуации и
др. могут оказывать сильное влияние на вырожде-
ние основного состояния и приводить к состоянию с
дальним магнитным порядком.

Редкоземельные (РЗ) кобальтиты RBaCo4O7+x

интересны тем, что в их структуре имеются одно-
временно чередующиеся треугольные слои и слои
Кагоме. Редкоземельные кобальтиты сложного со-
става демонстрируют необычное магнитное поведе-
ние, обусловленное фрустрацией обменных взаимо-
действий и переменной валентностью в кобальтовой
подсистеме [5–10]. Подобные соединения позволяют
изучать фундаментальные проблемы физики твер-
дого тела и магнетизма, такие как нетривиальные
основные состояния, эффекты ближнего порядка,
а также сложные магнитные структуры, спонтан-
ные и индуцированные фазовые переходы различ-
ной природы.
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Слоистые кобальтиты RBaCo4O7+x образуются
с ионами Y, Ca и тяжелыми РЗ-ионами, начиная
с Tb. Стехиометрические соединения с трехвалент-
ным ионом R3+ содержат ионы кобальта смешан-
ной валентности Co2+ и Co3+ в соотношении 3:1,
которые распределены в структуре неупорядочен-
но по тетраэдрическим позиция двух типов. Соот-
ношение разновалентных ионов Co2+/Co3+ в ко-
бальтовой подсистеме можно варьировать с помо-
щью неизовалентного замещения R3+ → Ca2+ или
Co2+/Co3+ → Zn2+/Al3+, а также изменением со-
держания кислорода (7 + x).

Кристаллическая структура РЗ-кобальтитов при
высоких температурах описывается гексагональной
P63mc (или тригональной P31c) пространствен-
ной группой [11–15]. В каркасной кристаллической
структуре тетраэдры CoO4, объединенные общими
углами, образуют упакованные поочередно вдоль
оси c треугольные слои и слои Кагоме. Более круп-
ные октаэдрические и кубооктаэдрические позиции
в трехмерной тетраэдрической сетке занимают со-
ответственно катионы R3+ и Ba2+. В бесконечной
плоской сетке из связанных треугольников фруст-
рации в магнитной системе приводят к вырожден-
ному основному состоянию и отсутствию дальнего
магнитного порядка даже при значительных кон-
стантах обменного взаимодействия [16].

Небольшое искажение структуры в стехиометри-
ческих РЗ-кобальтитах снимает фрустрацию обмен-
ных взаимодействий, что благоприятствует разви-
тию дальнего магнитного порядка в Co-подсистеме
ниже температуры TS структурного перехода [17–
19]. Структуры нестехиометрических соединений
остаются неискаженными, фрустрации в системе со-
храняются, и в системе развивается только ближний
магнитный порядок.

Y-кобальтит, содержащий один тип магнитных
ионов, испытывает структурный переход при TS =
313 К, приводящий к понижению симметрии от гек-
сагональной до орторомбической (пространствен-
ная группа Pbn21, ao ≈ ah, bo ≈ √

3ah) и сопровож-
дается аномалиями упругих, магнитных и транс-
портных свойств. Для кобальтитов с магнитными
РЗ-ионами критическая температура структурного
перехода TS монотонно понижается при уменьше-
нии радиуса РЗ-иона [20–23]. Ниже структурного
перехода в YBaCo4O7 наблюдается появление трех-
мерного антиферромагнитного упорядочения в Co-
подсистеме при TN ≈ 110 K [5] с понижением сим-
метрии до моноклинной P1121 [16, 24]. При даль-
нейшем понижении температуры наблюдается еще
один магнитный фазовый переход при TN2 ∼ 70 К

[25], который обусловлен спиновой переориентацией
в Co-подсистеме [16]. Из-за фрустрированности об-
менных взаимодействий дальний магнитный поря-
док устанавливается при температуре существенно
ниже парамагнитной температуры θCW = -508 К и
характеризуется сложной неколлинеарной магнит-
ной структурой [5, 16].

Кристаллическая структура слоистого кобальти-
та изучена достаточно подробно в гексагональной
фазе и значительно меньше в искаженной ортором-
бической фазе. В настоящее время вопрос о при-
роде и механизме структурного перехода остается
еще открытым. Обсуждаются различные модели,
такие как зарядовое упорядочение в Со-подсистеме
[20], оптимизация ненасыщенных связей Ва коорди-
национного многогранника [14], спин-решеточная
нестабильность и даже возникновение ближнего
антиферромагнитного порядка/корреляций в Со-
подсистеме [22].

Ни одна из предложенных структур искаженной
фазы, Pbn21 или Cmc21, не подтверждает представ-
ления о зарядовом упорядочении. Уточнение струк-
турных параметров обнаружило больший размер
позиции Co1 по сравнению с Co2, 〈d〉Co1–O〈d〉Co2–O,
в рамках обеих принятых моделей Pbn21 и Cmc21
искаженной фазы. Это является аргументом про-
тив большей валентности Co1, чем у Co2 и не под-
тверждает представления о зарядовом упорядоче-
нии при фазовом переходе [26]. Авторы работы [14]
предполагают, что переход в YbBaCo4O7 является
следствием ненасыщенных связей ионов Ba2+ в вы-
сокотемпературной фазе. В работе [26] переход при
TS относят к переходам типа смещения в тетраэд-
рической сетке и приписывают к конденсации либ-
рационной фононной моды, связанной с вращением
тетраэдров как целых внутри звездообразных тет-
раэдрических единиц, являющихся строительными
блоками сетки Кагоме.

Характер изменения параметров решетки (мет-
рика решетки) при структурном переходе, а также
изменение температуры перехода и величины иска-
жения при различных замещениях в Co- и РЗ- под-
решетках или отклонении от стехиометрии изучены
недостаточно. Влияние искажения структуры на по-
ведение фрустрированной Co-подсистемы исследо-
валось для серии Y-кобальтитов с небольшим откло-
нением от стехиометрии [27]. В частности, было об-
наружено, что упругие свойства слоистых кобальти-
тов YBaCo4O7+x в очень сильной степени зависят от
избытка кислорода. В настоящей работе исследует-
ся влияние диамагнитного разбавления в фрустри-
рованной кобальтовой подсистеме на структурные
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фазовые переходы, а также на структурные и упру-
гие характеристики в серии слоистых кобальтитов
YBaCo4−yZnyO7+x близких к стехиометрическим.

2. ОБРАЗЦЫ И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ
ТЕХНИКА

Исследования структурных и упругих свойств
проводились на поликристаллических образцах
YBaCo4−yZnyO7+x (y = 0.1, 0.2, 0.3), синтезиро-
ванных по керамической технологии. Для твердо-
фазного синтеза на воздухе использовались оксиды
Y2O3 (ИтО-МГр.), Co3O4 (99.7 %, Alfa-Aesar) и
карбонат BaCO3 (ос. ч.), предварительно отожжен-
ные при температурах соответственно 800◦С, 700◦С
и 400◦С. Синтез проводился в три стадии при
температурах 900, 1000 и 1100◦С (время отжига
при каждой температуре 20 часов) с закалкой в
конце отжига и промежуточным перетиранием.
Перед последним отжигом при температуре 1100◦С
порошок прессовался в таблетки диаметром 15 мм
и толщиной 3 мм (см. детали в [28]).

После синтеза и закалки от температуры 900–
950◦С керамики RBaCo4O7+x с ионами от Dy до Er
имеют, как правило, небольшой избыток кислорода,
а с более тяжелыми ионами Tm–Lu, близки к сте-
хиометрическим. Для получения требуемого содер-
жания кислорода (в том числе стехиометрического
с x = 0) и его однородного распределения по объе-
му образцы керамики подвергались дополнительной
термообработке [29].

В случае системы YBaCo4−yZnyO7+x закален-
ные образцы Q имели небольшой избыток кислоро-
да x ≤ 0.07, а для получения образцов A с x ≈ 0

проводился отжиг в вакууме при 500◦С [28]. По-
сле отжига величина отклонения от стехиометрии
по кислороду становилась отрицательной (дефицит)
и заметно уменьшалась по модулю для всех изучае-
мых образцов. Таким образом, несмотря на то, что
образцы после отжига в вакууме были слабо несте-
хиометрическими, величина отклонения x заметно
уменьшилась. Структурные и магнитные переходы
на таких образцах, как показывают исследования,
являются более резкими.

Рентгенографические исследования при комнат-
ной температуре проводились на дифрактометре
Stoe Stadi P с монохроматором на первичном пучке
(CoKα1-излучение). Температурные рентгеновские
измерения проводились на дифрактометре Rigaku
«Гейгерфлекс» на излучении CoKα1,α2 (а также на
FeKα1,α2) без монохроматора с низкотемпературной

камерой “Oxford Instruments” (Англия), позволяю-
щей получать и поддерживать температуру с точно-
стью 0.5 K в интервале (77–350) K. При комнатной
температуре все линии на рентгенограммах исследу-
емых образцов YBaCo4−yZnyO7+x (y = 0.1, 0.2, 0.3)
до и после отжига индицировались в рамках гекса-
гональной структуры (образцы содержали неболь-
шое количество, около 1–3%, оксида иттрия). Ана-
лиз рентгенограммы в интервале углов (18–120)◦

при температурах 300 и 80 K проводился по методу
Ритвельда с использованием программы Full Prof.
Это позволило определить значения параметров a,
b и c гексагональной или слабо искаженной гекса-
гональной (орторомбической) элементарной ячейки
(далее используются обозначения a, b и c для пара-
метров орторомбической ячейки). Качество описа-
ния рентгенограммы определялось величиной инте-
гральной разностной функции χ2. Для температур-
ных измерений трех параметров решетки ромбиче-
ской структуры использовались два близко распо-
ложенных (расщепленных) рефлекса ((260)+ (400))
и рефлекс (004) с углами соответственно 2θ1,2 ≈ 69◦

и 2θ3 ≈ 41◦.
Модуль Юнга E и коэффициент внутреннего

трения q−1 измерялись методом составного резона-
тора на частоте около 100 кГц в интервале тем-
ператур (80–300) K на оригинальной автоматизи-
рованной установке (более подробное описание см.
в [23]). Температурные измерения проводились в ре-
жиме стационарного состояния, а температурный
шаг (точность измерения ±0.03 K) и выдержка в
области фазового перехода варьировались в широ-
ких пределах. Из сглаженной экспериментальной
амплитудно-частотной характеристики Asm(f) в об-
ласти резонанса определялись амплитуды и часто-
ты резонанса и антирезонанса. Температурные за-
висимости амплитуд и частот резонанса и антирезо-
нанса позволяли определять изменение модуля Юн-
га E(T ) и поглощения (коэффициента внутреннего
трения) q−1(T ) в широком диапазоне температур.

Содержание кислорода в образцах определялось
йодометрическим титрованием [30] на оригиналь-
ной автоматизированной установке, управляемой
компьютерной программой (более подробное описа-
ние см. в [23]). Для каждого образца было прове-
дено два-три последовательных эксперимента, при
которых около 30 мг исследуемого образца раство-
рялись в 2 М-растворе HCl, содержащем избыток
KI. Восстановление высоковалентных ионов Co3+

до ионов Co2+ приводило к образованию в раство-
ре стехиометрического количества йода, который
титровался 0.02 М-раствором Na2S2O3, дозируемым
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электронной поршневой бюреткой. Конечная точка
титрования (точка эквивалентности) определялась
по скачку потенциала в процессе химической реак-
ции при измерении ЭДС обратимого гальваническо-
го элемента. Относительная ошибка определения от-
клонения x кислорода от стехиометрии составляет
примерно 1.5 %.

Рентгенограммы образцов YBaCo4−yZnyO7+x (y
= 0.1, 0.2, 0.3), снятые при комнатной темпера-
туре до и после отжига, обнаруживают заметное
изменение параметров решетки (рис. 1) при тер-
мообработке, особенно сильное для параметра c

(Δc/c = 2.5 ·10−3). Замещение атомов Co2+ атомами
Zn2+ в тетраэдрах (ионные радиусы равны соответ-
ственно 0.74 Å и 0.72 Å) приводит к систематическо-
му увеличению параметров a и c кристаллической
решетки отожженных образцов при увеличении y

(рис. 1; параметры для состава с y = 0 выпадают
из зависимости, так как этот образец при комнат-
ной температуре является уже искаженным). Отно-
сительные изменения параметров для отожженных
составов A при изменении от y = 0.1 до y = 0.3

составляют Δc/c = 0.41 ·10−3 и Δa/a = 0.59 ·10−3

Эти изменения примерно в 1.5 раза меньше, чем для
закаленных образцов Q. Для серии закаленных об-
разцов отметим аномальное уменьшение парамет-
ра a при увеличении концентрации y ионов Zn2+.
Отожженные образцы являются, на наш взгляд, бо-
лее равновесными по распределению ионов Zn2+ и
нестехиометрического кислорода.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ОБСУЖДЕНИЕ

3.1 Рентгеноструктурный анализ

Структурные исследования системы образцов
YBaCo4−yZnyO7+x представляют интерес с точ-
ки зрения выявления особенностей фазового пе-
рехода – зависимости его температуры и величи-
ны искажения от замещения. Для серии образцов
YBaCo4−yZnyO7 (y = 0.1, 0.2, 0.3) все линии на
рентгенограмме при комнатной температуре инди-
цируются в рамках гексагональной структуры. На
рентгенограмме при T = 80 K наблюдается замет-
ное различие для ряда рефлексов (наиболее сильно
для рефлексов с углами 2θ ≈ 63 и 69◦), чувстви-
тельных к ромбическому искажению) и структура
описывается с учетом небольшого ромбического ис-
кажения.

Измерение полной рентгенограммы с хорошей
статистикой при различных температурах требует

Рис. 1. Зависимости параметров a и c элементарной ячей-
ки от концентрации ионов Zn для закаленных (Q, темные
символы) и отожженных (A, светлые символы) образцов
YBaCo4−yZnyO7+x при комнатной температуре (а, б). За-
висимости температур структурного перехода при нагреве
TSU (темные символы) и при охлаждении TSD (светлые
символы) от концентрации ионов Zn для отожженных об-

разцов YBaCo4−yZnyO7+x (в)

значительного времени. Однако, если характер ис-
кажения структуры установлен при T = 80 K и с по-
вышением температуры не меняется, для исследова-
ния параметров искаженной ромбической решетки
достаточно измерения по температуре положения
трех пиков. Сильный пик, чувствительный к ром-
бическому искажению ((260) + (400)) с брэгговским
углом 2θ = 69◦, дает информацию о наличии ис-
кажений в образце. Для всех замещенных образцов
пик при угле 69◦ является одиночным при комнат-
ной температуре, что свидетельствует об отсутствии
искажений. При понижении температуры возникает
небольшое ромбическое искажение структуры, для
изучения которого снимался этот пик в интервале
(80–305) K. Обработка пика проводилась с помощью
одной из утилит программы Stoe WinXPow Profile
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Fitting. Экспериментальные пики аппроксимирова-
лись функцией псевдо-Войта, а оптимальное описа-
ние профиля расщепленного пика определялось по
минимальному значению разностной функции χ2.

Рассмотрим подробнее искажение структуры на
примере YBaCo4−yZnyO7+x с величиной разбавле-
ния y = 0.1. Расщепление рефлекса ((260) + (400)),
чувствительного к ромбическому искажению, на-
прямую дает величину искажения

ε = (a− b/
√

3)/a = 2(d21 − d22)/(4d
2
1 − d22),

d−1
1,2 = 2 sin(θ1,2)/λ,

где θ1 = θ400, θ2 = θ260 — брэгговские углы соот-
ветствующих рефлексов. При T = 300 K на Kα1,α2-
излучении Co наблюдается нерасщепленный дублет-
ный рефлекс для d1 = d2 при b = a

√
3, тогда как при

температуре ниже 280 K этот рефлекс обнаружива-
ет расщепление на две линии. При этом высокоугло-
вая компонента расщепленного рефлекса с 2θ2 оста-
ется на месте и возникает дополнительная линия,
смещенная на Δ(2θ1) ≈ 0.25◦. Расщепление рефлек-
са с углом 2θ1,2 ≈ 69◦ возникает скачком при темпе-
ратуре фазового перехода TS ≈ 280 K и уменьшается
при понижении температуры до 80 K. Сложный про-
филь расщепленной линии описывается двумя дуб-
летами с соотношением интенсивностей расщеплен-
ных компонент 2 : 1, соответствующим статистиче-
ской величине для этого типа искажения.

Рефлекс (004) позволяет определить измене-
ние параметра c с температурой. Брэгговский угол
2θ3 ≈ 41◦ скачком возрастает на Δ(2θ3) ≈ 0.2◦

при TS и продолжает увеличиваться при пониже-
нии температуры до 80 K. Этот рефлекс при ромби-
ческом искажении решетки остается нерасщеплен-
ным, и его двойная структура в области TS отра-
жает двухфазное состояние образца, когда в диа-
пазоне окопло 10 K сосуществуют две фазы. Нали-
чие двухфазного состояния вблизи TS на рефлексе
с углом 2θ1,2 ≈ 69◦ проявляется как увеличение ин-
тенсивности I2 высокоугловой компоненты, на кото-
рую накладывается рефлекс гексагональной фазы
с тем же брэгговским углом. В области двухфаз-
ного состояния интенсивность I1/(I1 + I2) малоуг-
ловой компоненты рефлекса уменьшается, а интен-
сивность I2/(I1 + I2) высокоугловой растет, так что
соотношение интенсивностей не соответствует ста-
тистическому 2 : 1 (вставка на рис. 2а).

Более подробно двухфазное состояние исследо-
валось для образца с y = 0.3. Интенсивность низко-
угловой компоненты рефлекса с углом 2θ1 ≈ 69◦ при
нагреве начинает падать выше T = 245 K и пропада-
ет полностью при 265 K (вставка на рис. 2б, левая

Рис. 2. Относительные изменения параметров решет-
ки (кривая 1 — Δa/a, 2 — Δb/b, 3 — Δc/c) с
температурой стехиометрических замещенных образцов
YBaCo4−yZnyO7+x с разбавлением y = 0.1 (а) и 0.3
(б). Все зависимости нормированы на значение пара-
метров при TS = 300 К: Δai/ai = (ai(T ) − ai0)/ai0,
ai0 = ai(T = 300K); ai = a, b, c. На вставке к панели а
показаны зависимости относительной интенсивности ком-
понент (400) (I1/I0, 1) и (260) (I2/I0, 2) расщепленного
пика при фазовом переходе. На вставке к панели б показа-
ны зависимости относительной интенсивности пиков (400)
(I1/II0, 1), (004) (I3/I0, 2) образца с y = 0.3 в области

двухфазного состояния при нагреве и охлаждении

шкала). При охлаждении, наоборот, эта компонен-
та появляется ниже T = 250 K, но при T = 245

K еще не достигает максимального значения. Ин-
тенсивность высокоугловой компоненты для пика с
углом 2θ3 ≈ 41◦ заметно уменьшается (а низкоугло-
вой начинает появляться) только выше T = 255 K
и полностью пропадает выше T = 270 K (вставка
на рис. 2б, правая шкала). Такое различие областей
двухфазного состояния по двум рефлексам разного
типа не совсем понятно и может свидетельствовать
о сложном характере искажения структуры при фа-
зовом переходе.

Значения параметров ячейки для образцов с
y = 0.1 и 0.3, полученные обработкой пиков
при различных температурах в области (80–305)
К, приведены на рис. 2. Для удобства сравнения
всех параметров решетки Δa/a, Δb/b, Δc/c, объ-
ема ΔV/V и величины ромбического искажения
(εo = Δa/a−Δb/b) далее на рисунках показаны их
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относительные изменения, нормированные на зна-
чения соответствующего параметра при T немного
выше TS , например

Δa/a = Δa(T )/a0,

Δa(T ) = a(T )− a0,

a0 = a(T = 300 K).

Рассмотрим характер изменения метрики решет-
ки при фазовом переходе для образца с y = 0.1

(рис. 2а). Интересно, что при фазовом переходе па-
раметр a не испытывает никаких скачков и прак-
тически не меняется по величине. Параметры b и c

обнаруживают скачки разного знака и разной вели-
чины Δb/b ≈ −4 · 10−3 и Δc/c ≈ 5 · 10−3, что приво-
дит к скачку объема ΔV/V ∼ 1 · 10−3. Ниже темпе-
ратуры перехода параметры b и a слабо меняются,
параметр c уменьшается при уменьшении темпера-
туры. Диапазон двухфазного состояния, определен-
ный по параметру c, составляет примерно (280–295)
К. Выше TS (в гексагональной фазе) параметры a

и b′=b/
√
3 совпадают. Для образца с y = 0.3 темпе-

ратура TS уменьшается, а максимальное изменение
параметра Δc/c в диапазоне (80–TS) K и скачок при
TS несколько увеличиваются (рис. 2б; для удобства
сравнения масштабы на рис. а и б по оси ординат
выбраны одинаковыми).

В образцах с различным замещением y полуши-
рина всех рефлексов на рентгенограмме в неиска-
женной фазе несколько увеличивается, что типич-
но для замещенных и разбавленных систем и от-
ражает неоднородность параметров структуры по
объему образца. Характер расщепления и измене-
ния рефлексов при структурном переходе в целом
остается таким же, меняются только величины ис-
кажения решетки и скачков параметров. Отметим,
что для всех замещенных образцов отношение ин-
тенсивностей компонент расщепленного рефлекса с
2θ1,2 ≈ 69◦ при ромбическом искажении структуры
соответствует статистическому 2 : 1. Это свидетель-
ствует о сохранении знака ромбического искажении.
Элементарная ячейка растягивается вдоль одной из
осей второго порядка, перпендикулярных гексаго-
нальной оси, тогда как вдоль двух других эквива-
лентных осей размер ячейки не меняется.

Небольшую деформацию решетки при структур-
ном переходе принято описывать в терминах ани-
зотропной (изменение степени ромбического иска-
жения) εo = (Δa/a − Δb/b) и изотропной (измене-
ние объема) ΔV/V = Δa/a + Δb/b + Δc/c дефор-
маций. Анизотропная деформация, как уже гово-
рилось, однозначно определяется расщеплением ре-

флекса ((400)+ (260)) и измеряется достаточно точ-
но, так как связанная с деюстировкой образца си-
стематическая ошибка не сказывается на точности
измерений. Изменение объема при условии Δa/a ≈
0 определяется, как следует из формулы, близкими
по величине и имеющими разные знаки изменения-
ми параметровΔb/b и Δc/c. Поэтому скачок объема
ΔV/V при фазовом переходе невелик, а ошибка его
определения значительная (за счет систематических
ошибок). Поэтому для анализа изменения деформа-
ции решетки при фазовом переходе в зависимости
от замещения y ионами Zn мы используем далее ве-
личины εo и Δc/c.

Для незамещенного образца с y = 0 фазовый
переход сопровождается скачками степени ромбиче-
ского искажения εo ≈ −4 · 10−3 (рис. 3) и параметра
Δc/c (рис. 3), а также объема ΔV/V ∼ −1 · 10−3.
С понижением температуры от T ≤ TS параметр
c уменьшается, параметр b практически не меня-
ется, а параметр a, наоборот, немного растет (от-
рицательное тепловое расширение), что приводит
к уменьшению степени ромбического искажения εo
(T ) в два раза при T = 80 K (кривая на нижней
части рис. 3). Похожее поведение наблюдалось ра-
нее для близкого соединения – стехиометрического
Er-кобальтита [31, 32].

При увеличении замещения y ионами Zn величи-
на скачка ромбической деформации при TS немно-
го растет, а монотонное изменение при более низ-
ких температурах уменьшается. Таким образом, для
образца с y = 0.3 величина ромбической дефор-
мации при T = 80 K максимальна и составляет
εo ≈ −5 · 10−3. Изменение параметра Δc/c в за-
висимости от замещения y ионами Zn обнаружи-
вает аналогичные закономерности. Величина скач-
ка Δc/c при TS немного растет, а монотонное из-
менение при более низких температурах уменьша-
ется (рис. 4). Скачки параметров Δb/b и Δc/c при
фазовом переходе обуславливают небольшой скачок
объема ΔV/V , который недостаточно надежно ре-
гистрируется на фоне разброса экспериментальных
данных. Отметим, что диамагнитное разбавление
ионами Zn в серии кобальтитов YBaCo4−yZnyO7+x

иначе сказывается на объемной деформации, чем
отклонение от стехиометрии по кислороду, исследу-
емое в Er-кобальтите [32, 36].

Фазовые переходы в тетраэдрических и октаэд-
рических сетках подразделяются на переходы ти-
па смещения и типа порядок-беспорядок. Фазовые
переходы смещения в тетраэдрических сетках опи-
саны в работе [33] и часто вызываются мягкими
оптическими фононами. Эти моды могут распро-
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Рис. 3. Изменения степени ромбического искажения εo =
(Δa/a - Δb/b) с температурой стехиометрических заме-
щенных образцов YBaCo4−yZnyO7+x с различным разбав-
лением Zn (кривая 1 — y = 0, 2 — y = 0.1, 3 — y = 0.2, 4
— y = 0.3). В нижней части рисунка показана зависимость
εo (T ) для образца с y = 0 в более широком диапазоне

температур

страняться в виде поворота тетраэдров без их ис-
кажений [34] (жесткие моды/rigid-unit modes или
RUM [35]) и наиболее характерны для систем, со-
держащих цепочки тетраэдров. В пределе смеще-
ния между температурой перехода TS и углом ϕ0

поворота тетраэдров при T = 0 К установлена связь
kBTS = Kϕ2

0. Таким образом, при понижении темпе-
ратуры TS угол ϕ0 поворота и связанная с ним ром-
бическая деформация уменьшаются. Для системы
YBaCo4−yZnyO7+x эксперимент обнаруживает, на-
оборот, увеличение анизотропной деформации при
понижении температуры по РЗ-ряду или при раз-
бавлении кобальтовой подсистемы.

3.2 Упругие свойства системы
YBaCo4−yZnyO7+x

Для исследования влияния разбавления в Co-
подсистеме ионами Zn2+ на структурные переходы
проводились также измерения упругих свойств
серии соединений YBaCo4−yZnyO7+x (y = 0.1,
0.2, 0.3). Для удобства сравнения на рисунках
приведены относительные изменения модуля

Рис. 4. Изменения параметраΔc(T )/c с температурой сте-
хиометрических замещенных образцов YBaCo4−yZnyO7+x

с различным разбавлением Zn (кривая 1 — y = 0, 2 —
y = 0.1, 3 — y = 0.2, 4 — y = 0.3). В нижней части ри-
сунка показана зависимость Δc/c(T ) для образца с y = 0

в более широком диапазоне температур

ΔE(T )/E0, ΔE(T ) = E(T )−E0, E0 = E(T = 300K),
нормированные на значение E0 при T = 300 К.

Кривые ΔE(T )/E0, полученные при медленном
охлаждении (темные точки) и медленном нагре-
ве (светлые точки), обнаруживают различие, кото-
рое постепенно уменьшается при последующих тер-
моциклированиях (гистерезис, рис. 5). Последова-
тельное термоциклирование приводит к стабильным
кривым с петлей гистерезиса, которые приводятся
далее на рисунках. Одной из причин гистерезиса на
кривой ΔE(T )/E0 может быть различное доменное
состояние образца ниже TS при термоциклировании.

Структурный фазовый переход в
YBaCo4−yZnyO7+x обусловливает смягчение мо-
дуля Юнга при понижении температуры, которое
начинается значительно выше температуры фазо-
вого перехода. Таким образом, наличие смягчения
и выраженного минимума на кривой ΔE(T )/E0

при понижении температуры свидетельствуют о
фазовом переходе. Кроме того, структурный пере-
ход сопровождается значительным гистерезисом,
при котором вблизи TS кривая, соответствующая
охлаждению образца, проходит выше кривой,
соответствующей нагреванию.

11 ЖЭТФ, вып. 5 (11)
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Рис. 5. Зависимости относительной величины модуля Юн-
га ΔE(T )/E0 от температуры для стехиометрических за-
мещенных образцов YBaCo4−yZnyO7+x с различным раз-
бавлением Zn (кривая 1 — y = 0.1, 2 — y = 0.2, 3 —
y = 0.3) при нагреве (светлые точки) и охлаждении (тем-
ные точки; кривые для различных образцов смещены по
вертикальной оси на произвольную величину). На вставке
показана зависимость от температуры модуля Юнга в об-
ласти структурного перехода для закаленного образца Q с

y = 0.2

При увеличении разбавления кобальтовой под-
системы на кривых ΔE(T )/E0 наблюдается умень-
шение минимумов и смещение их в область более
низких температур (рис. 5). Температуры локаль-
ных минимумов, обусловленных структурными пе-
реходами, для образцов с y = 0.1, 0.2, 0.3 при на-
греве TSU и охлаждении TSD лежат ниже 300 K, т.
е. искажение структуры при комнатной температу-
ре отсутствует. Это поведение упругих модулей для
образцов YBaCo4−yZnyO7+x согласуются с рентге-
новскими данными о температурах структурных пе-
реходов для этих соединений.

Полезно сравнить зависимости ΔE(T )/E0 моду-
ля Юнга от температуры для отожженного и зака-
ленного образцов (см. вставку на рис. 5 для образца
Q с y = 0.2). До отжига выраженных минимумов и
аномалий в области температур (200–280) К не на-
блюдалось ни для одного из образцов. В области пе-
рехода присутствовали только небольшие петли ги-
стерезиса у разбавленных образцов. После отжига
для всех образцов видны выраженные минимумы и
петли гистерезиса.

Изменение температуры перехода образцов при
разбавлении кобальтовой подсистемы ионами Zn2+

можно также обнаружить на температурных зави-
симостях коэффициента внутреннего трения q−1(T )

(рис. 6). Для образца с y = 0.1 на кривой q−1(T ) на-
блюдается λ-аномалия в области температур (275–
285) К, что указывает на наличие фазового пере-
хода. Для образцов с y = 0.2, 0.3 эта аномалия раз-
мывается и превращается в ступеньку. Для закален-
ных образцов YBaCo4−yZnyO7+x в области перехода
аномалий на кривой q−1(T ), так же как и на кривых
ΔE(T )/E0, не наблюдается (ср. кривые для образ-
цов A и Q на рис. 6 и вставке).

Рис. 6. Температурная зависимость коэффициента внут-
реннего трения q−1(T ) для стехиометрических замещен-
ных образцов YBaCo4−yZnyO7+x с различным разбавле-
нием Zn (кривая 1 — y = 0.1, 2 — y = 0.2, 3 — y = 0.3)
при нагреве (светлые точки) и охлаждении (темные точ-
ки) в области структурного перехода. На вставке показано
сравнение температурных зависимостей q−1(T ) для зака-
ленного и отожженного образцов YBaCo4−yZnyO7+x с раз-

бавлением y = 0.3

В замещенных и неоднородных образцах встает
вопрос об определении температуры фазового пе-
рехода по кривым ΔE(T )/E0. В чистых однород-
ных образцах переход, согласно термодинамике, со-
провождается скачком на кривой ΔE(T )/E0, кото-
рый очень близок к минимуму кривой. На производ-
ной (1/E0)dE(T )/dT эти точки соответствуют мак-
симуму кривой и нулю ее производной. Темпера-
тура λ-аномалии на кривой q−1(T) для образца с
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y = 0.1 ближе всего к минимуму на зависимости мо-
дуля Юнга ΔE(T )/E0 (или производной этой кри-
вой, равной нулю).

Для нестехиометрических или разбавленных об-
разцов из-за неоднородности состава по объему ано-
малии размываются (в частности, скачок умень-
шается) и указанные характерные температуры на
кривых ΔE(T )/E0 и (1/E0)dE(T )/dT могут за-
метно различаться. Для образца с y = 0.2 верх
ступеньки на зависимости q−1(T) («размытая» λ-
аномалия) также совпадает с минимумом на зависи-
мости модуля Юнга ΔE(T )/E0. Однако для образца
с y = 0.3 эта аномалия ближе к минимуму на кривой
(1/E0)dE(T )/dT , соответствующей наиболее выра-
женной точке на кривой ΔE(T )/E0. Для определе-
ния температуры структурного фазового перехода
и величины гистерезиса мы использовали темпера-
турные зависимости производной (1/E0)dE(T )/dT ,
где температура перехода соответствовала нулю (об-
разцы с y = 0.1 и 0.2) или минимуму производной
(образец с y = 0.3) (рис. 7).

Рис. 7. Зависимость производной модуля Юнга
(1/E0)dE(T )/dT от температуры для стехиометрических
замещенных образцов YBaCo 4−yZnyO7+x с различным
разбавлением Zn (кривые 1,1 ′ — y = 0.1, 2,2 ′ — y = 0.2)
при нагреве (светлые точки) и охлаждении (темные
точки) в области структурного перехода. На вставке
показана температурная зависимостеь (1/E0)dE(T )/dT

для отожженного образца с разбавлением Zn y = 0.3

Таким образом, из упругих данных следует на-
личие структурного перехода в отожженных сте-
хиометрических образцах YBaCo4−yZnyO7+x, что
подтверждают рентгеновские исследования струк-
туры образцов. Отметим, что TSU и TSD, опре-
деленные по рентгеновским данным и измерени-
ям упругих свойств, несколько различаются. Рент-
геновские данные определяют границы устойчиво-
сти симметричной и искаженной фаз, тогда как со-
ответствующие аномалии на кривых ΔE(T )/E0 и
q−1(T ) задают температуры, при которых низкотем-
пературная/высокотемпературная фаза имеют наи-
больший объем. Искажение кристаллической струк-
туры в стехиометрических разбавленных образцах
YBaCo4−yZnyO7+x приводит к снятию фрустраций
и, как уже говорилось, способствует последующему
установлению дальнего магнитного порядка в ко-
бальтовой подсистеме ниже TS. В этом случае мож-
но ожидать появление явно выраженного магнитно-
го фазового перехода и аномалий упругих свойств
системы при TN .

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе исследовано изменение ха-
рактеристик структурного фазового перехода при
замещении ионов Co ионами Zn в серии кобальти-
тов YBaCo4−yZnyO7+x (y = 0.1, 0.2, 0.3). Соглас-
но рентгеновским исследованиям для чистого об-
разца YBaCo4O7 при структурном переходе пара-
метр Δa/a особенности не обнаруживает, парамет-
ры b и c испытывают скачки разного знака и раз-
ной величины, что приводит к изменению отноше-
ния c/aav для структуры и отрицательному скачку
объема ΔV/V ≈ −1 · 10−3. Аналогичные аномалии
испытывают параметры структуры и у замещенных
образцов YBaCo4−yZnyO7+x с разбавлением y = 0.1,
0.2, 0.3. Температура структурного перехода TSU и
TSD монотонно и почти линейно падает при увели-
чении замещения y (рис. 1). Таким образом, темпе-
ратуры TSU и TSD в системе YBaCo4−yZnyO7+x па-
дают при увеличении параметров a и c решетки. Хо-
рошо известно, что при замещении в редкоземель-
ной подсистеме RBaCo4O7+x температура структур-
ного перехода, наоборот, растет при увеличении па-
раметров a и c решетки.

Искажение структуры сопровождается выра-
женными аномалиями модуля Юнга ΔE(T )/E0 и
внутреннего трения q−1(T ) в замещенных отожжен-
ных образцах, тогда как в закаленных образцах
аномалии упругих свойств практически не наблю-
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даются. Отличие упругих свойств закаленных и
отожженных образцов обусловлено, по-видимому,
небольшим отклонением x < 0.05 от стехиометрии
и неравновесным распределением нестехиометриче-
ского кислорода при закалке. Замещение ионами
Zn приводит к качественному изменению характе-
ра аномалии модуля Юнга в области TS , а имен-
но, к резкому уменьшению и далее полному исчез-
новению скачка на кривой ΔE(T )/E0. Это может
быть связано с изменением соотношения изотроп-
ной и анизотропной деформации при структурном
переходе при небольшом замещении в кобальтовой
подсистеме, так как вклады этих деформаций в мо-
дули Юнга различаются [36, 37].

Разбавление кобальтовой подсистемы и отклоне-
ние от стехиометрии по-разному сказываются на ис-
кажении структуры и упругих свойствах. Согласно
нашим рентгеновским данным при небольшом от-
клонении от стехиометрии (x < 0.05 для закаленных
образцов Q) величина ромбического искажения ме-
няется незначительно, а наибольшее изменение ис-
пытывает объемная аномалия, которая меняет знак.

В настоящее время отсутствует общепринятое
мнение о механизме структурного перехода в РЗ-
кобальтитах и обсуждаются различные модели. По-
лученные данные об искажении структуры при фа-
зовом переходе свидетельствуют об уменьшении от-
ношения параметров решетки c/aav, которое может
быть важным фактором для устойчивости структу-
ры.

Искажение структуры при фазовом переходе
в серии кобальтитов YBaCo4−yZnyO7+x снимает
фрустрацию обменных взаимодействий и должно
способствовать последующему установлению даль-
него магнитного порядка в кобальтовой подсистеме
при TN < TS [17,18]. Этот вопрос заслуживает даль-
нейшего отдельного исследования.
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Многоквантовая (МК) спектроскопия ЯМР твердого тела позволяет наблюдать за ростом многоспи-
новых корреляций и тем самым за распространением квантовой информации в исследуемом объекте.
Недавно в работе [11] было предложено управлять этим процессом с помощью привносимого в эффектив-
ный гамильтониан контролируемого возмущения, вызывающего деградацию кластеров коррелированных
спинов со скоростью, определяемой числом спинов K в кластере. Однако это возмущение может приво-
дить также и к деградации, скорость которой определяется порядком когерентности M . В предлагаемой
работе для исследования влияния малого привнесенного возмущения было использовано разложение
по ортогональным операторам, позволившее учесть распределение кластеров по размерам. При рас-
четах была реализована простая модель с известными амплитудами разложения по полному набору
ортогональных операторов при отсутствии возмущения. Выполнены численные расчеты зависимостей
от «времени приготовления» МК-спектров, их вторых моментов и значений порядков когерентностей,
при которых МК-спектры уменьшаются в e раз, а также средних размеров K кластера коррелирован-
ных спинов. Показано, что зависящий от порядка когерентности вклад в деградацию изменяет форму
МК-спектра. В частности, при увеличении времени приготовления может происходить стабилизация МК-
спектра при сохранении роста K. Вследствие изменения формы МК-спектра изменятся соотношения его
характеристик с числом K по сравнению с таковыми для функции Гаусса (традиционно используемой
для обработки экспериментов). Эти изменения необходимо учитывать при изучении с помощью МК-
спектроскопии распространения квантовой информации.

DOI: 10.31857/S0044451022110189
EDN: LBFTIB

1. ВВЕДЕНИЕ

Активное развитие многоквантовой (МК) спек-
троскопии ЯМР, появившейся как следствие интен-
сивного развития многоимпульсного ЯМР [1], нача-
лось в конце 70-х–начале 80-х годов в качестве мощ-
ного, а часто и фактически незаменимого средства
для практического исследования структуры макро-

* E-mail: rsa@iph.krasn.ru
** E-mail: yaandylun2012@yandex.ru

молекул (например, белков), кластеров и локальных
структур, размещенных на поверхностях [2] жидких
кристаллов [3], полостей наноразмеров [4] и т.п. В ос-
нове МК-спектроскопии лежит наблюдение за пове-
дением многоспиновых/многоквантовых когерент-
ных состояний. Эти состояния возникают под дей-
ствием внутренних взаимодействий в условиях об-
лучения ядерной спиновой подсистемы вещества,
находящегося в конденсированном состоянии, опре-
деленной последовательностью радиочастотных им-
пульсов [1, 5, 6].

Появившаяся возможность экспериментального
изучения с помощью МК-спектроскопии ЯМР раз-
вития с течением времени многоспиновых корреля-
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ций оказалась востребована в статистической фи-
зике необратимых процессов [7] и при изучении
физических процессов, необходимых для развития
квантовой информатики (создания квантовых реги-
стров) [8]. Дело в том, что система ядерных магнит-
ных моментов (спинов) твердого тела, наблюдаемая
методами ЯМР, служит хорошим примером замкну-
той системы, а, как известно, в замкнутой системе
квантовая информация сохраняется со временем [8].
При этом изначально локализованная в одночастич-
ных (односпиновых) состояниях эта информация пе-
рераспределяется по множеству степеней свободы,
что может быть отображено появлением временных
корреляционных функций (ВКФ) весьма сложной
структуры.

Распространение («растекание») квантовой ин-
формации по многочастичной системе называется
скремблингом (scrambling) (см., например, [9–11]).
Для теоретического описания указанных процессов
(скремблинга), как правило, используются четы-
рехоператорные ВКФ, относящиеся к классу ВКФ
с английской аббревиатурой OTOC (out-of-time-
order correlator) (см., например, [12–15]):

C(t) = 〈W+(t)V +(0)W (t)V (0)〉β .
Здесь V (0) и W (0) — два коммутирующих операто-
ра, а зависимость от времени определяется обычным
унитарным оператором с гамильтонианом системы
в показателе. Угловые скобки 〈. . .〉β означают ста-
тистическое среднее. OTOC ВКФ, связанные с ин-
формационной энтропией, содержат конкретную ин-
формацию о наиболее интимных процессах, проис-
ходящих в многочастичной системе: о многочастич-
ном запутывании, локализации в системе многих
тел, развитии квантового хаоса и так далее, вплоть
до некоторых аспектов физики черных дыр [12, 13,
15] (например, излучении Хоукинга). Следует от-
метить, что при экспериментальных исследовани-
ях МК ЯМР многоспиновых систем имеет ряд за-
метных преимуществ по сравнению с другими мно-
гочастичными системами, такими как ультрахолод-
ные нейтральные атомы [12] или ионы, захвачен-
ные в ловушки [13]. Дело в том, что используемые
(возникающие естественным путем при эксперимен-
тах) в MКспектроскопии ВКФ принадлежат к клас-
су OTOC, т. е. это четырехчастичные ВКФ, содер-
жащие (по определению) этап эволюции, обращен-
ный во времени [16, 17]. Следует сказать, что сре-
ди набора различных четырехчастичных ВКФ типа
OTOC, возникающих в МК ЯМР, весьма существен-
ную роль играет второй момент МК-спектра [18,
19], что обусловливается двумя обстоятельствами.

Его величина определяет нижнюю границу крите-
рия Фишера [20–22] для квантовой информации,
представляющего меру запутанности. Кроме того,
второй момент МК-спектра — величина, непосред-
ственно измеряемая в эксперименте и, следователь-
но, позволяющая экспериментально определять со-
ответствующую ему ВКФ ОТОС [23].

Построение последовательной теории формы
МК-спектра ЯМР твердых тел и скольконибудь
строгий расчет соответствующих ВКФ представ-
ляет собой чрезвычайно сложную многочастичную
и до сих пор очень мало исследованную задачу.
В традиционной статистической модели [5, 6] при
помощи простейшей алгебраической оценки числа
переходов между уровнями больших кластеров для
распределения когерентностей различного порядка
M в МК-спектре было получено распределение
Гаусса

GM (T ) =
1√

πK(T )
exp
(
− M2

K(T )

)
. (1)

Второй момент (дисперсия) распределения в этой
модели K(T )/2 определяется средним числом спи-
нов K(T ), между которыми за время приготовле-
ния T установилась динамическая корреляция. Это
число, получившее название числа коррелирован-
ных спинов или эффективного (среднего) размера
кластера, растет с увеличением времени приготов-
ления T .

В работе [19] нами было показано, что для трех-
мерных ядерных спиновых систем с секулярным
диполь-дипольным взаимодействием (или с эффек-
тивным двухспиновым/двухквантовым взаимодей-
ствием (см. ниже)) второй момент МК ЯМР, опре-
деляющий число коррелированных спинов, растет
в идеальном случае (при отсутствии каких-либо воз-
мущений) экспоненциально со временем T . Полу-
ченные в [19] результаты позволили, в частности,
объяснить экспериментальные данные работ [24–28]
по наблюдению возникновения кластеров коррели-
рованных спинов, содержащих примерно 105 частиц.

В реальной ситуации рост кластеров коррелиро-
ванных спинов ограничивается вследствие различ-
ных процессов, вызывающих деградацию кластеров.
Для их исследования в работах [11, 27, 29, 30] в эф-
фективный гамильтониан на подготовительном пе-
риоде добавлялось возмущение, величина которо-
го задавалась самими экспериментаторами. Было
обнаружено, что при увеличении возмущения рост
числа K с ростом времени T замедляется и мо-
жет вообще останавливаться. На этой основе ав-
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торы [11] предложили метод управления ростом
числа K и, тем самым, развили способ управле-
ния распространением квантовой информации с по-
мощью контролируемого возмущения. Для описа-
ния указанных процессов, сопровождающих разви-
тие кластеров, была предложена модель [31], в ос-
нову которой положены уравнения для амплитуд
кластеров разного размера, заимствованные из ра-
боты [32]. В рамках модели предполагался диффу-
зионный рост кластера (что, вообще говоря, не яв-
ляется корректным, см. [19]), а скорость его дегра-
дации определялась исключительно размером клас-
тера.

Следует указать, что обычно в экспериментах
среднее число коррелированных спинов K извле-
кается из ширины наблюдаемого МК-спектра при
предположении, что вследствие слабости внешних
возмущений это можно сделать в соответствии с со-
отношениями, полученными для идеального случая.
Описанная методика использовалась и для обработ-
ки экспериментальных результатов авторами [11, 27,
29]. Необходимо отметить, что сделанное предпо-
ложение, тем не менее, нуждается в обосновании,
поскольку возмущение может изменять саму фор-
му МК-спектра. Так, например, в работе [24] было
экспериментально установлено, что скорость дегра-
дации кластера зависит не только от его размера,
но и от порядка когерентности. Проведенные нами
ранее в работах [33–35] вычисления и оценки по-
казали, что быстрое затухание спектральных ком-
понент с большими порядками когерентностей мо-
жет привести при увеличении времени T к стабили-
зации МК-спектра, несмотря на продолжающийся
рост числа коррелированных спиновK. Таким обра-
зом, этот опущенный в работах [11, 31] физический
механизм деградации существенно влияет на наблю-
даемый размер кластера и его надлежит исследо-
вать в процессе совершенствования развиваемых ме-
тодов управления распространением квантовой ин-
формации.

В настоящей работе с помощью разложения ис-
комых ВКФ по бесконечному набору ортогональных
операторов и использования некоторых известных
фактов для традиционных модельных систем [19,
35–37] получены ряды по растущему числу спинов
в кластере для K, для МК-спектра и различных его
характеристик. Учтены оба физических механизма
деградации кластера: как зависящий от числа спи-
нов в кластере, так и зависящий от его порядка ко-
герентности. Для различных значений параметров,
входящих в окончательные выражения, выполнены
численные расчеты.

Статья имеет следующую структуру: в разд. 2
приведены общие формулы и ряды для идеального
случая, когда возмущения, приводящие к деграда-
ции кластера, отсутствуют. В разд. 3 получены вы-
ражения, в которых учтены процессы деградации
кластеров. В разд. 4 приведены результаты числен-
ных расчетов и их обсуждение. Раздел 5 — краткое
заключение. Наконец, в Приложении рассмотрены
особенности расчета для кластеров с малым числом
спинов.

2. ГАМИЛЬТОНИАН И ОСНОВНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ДЛЯ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ

ФУНКЦИЙ

Секулярная часть межъядерных дипольдиполь-
ных взаимодействий в неметаллических диамаг-
нитных твердых телах, единственно ответственная
за динамику спиновой системы, состоящей из лег-
ких ядер, например, таких как протоны или ядра
19F, в условиях ЯМР имеет вид [38]

Hdd =
∑
i�=j

bijSziSzj − 1

2

∑
i�=j

bijS+iS−j , (2)

где bij = γ2
�(1− 3 cos2 θij)/2r

3
ij , rij — вектор, соеди-

няющий спины i и j, θij — угол, образуемый векто-
ром rij с постоянным внешним магнитным полем,
γ — гиромагнитное отношение, Sαi — αкомпонента
(α = x, y, z) векторного оператора спина в узле i,
S+i = Sxi + iSyi, S−i = Sxi − iSyi. Здесь и ниже
энергия выражается в частотных единицах.

При традиционных экспериментах, использую-
щих магнитный резонанс, спиновая температура
обычно существенно превышает энергию зееманов-
ского и других взаимодействий в спиновой системе.
В связи с этим мы, как обычно, ограничимся ис-
следованием временных корреляционных функций
(ВКФ) в высокотемпературном приближении. Рав-
новесная высокотемпературная матрица плотности
в сильном постоянном магнитном поле H0 описыва-
ется выражением [38]

ρeq ∝ 1 +
γ�H0

kT

N∑
j=1

Szj ,

где k — постоянная Больцмана, T — температура
и N — полное число спинов в образце.

Гамильтониан (2) является базовым для «спи-
новой алхимии», преобразуясь под влиянием ра-
диочастотных импульсов в другие гамильтонианы,
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представляющие интерес для исследователя [1]. На-
пример, в традиционном МК ЯМР [1–6] гамильто-
ниан (2), как правило, превращается в двухспино-
вый/двухквантовый гамильтониан HDQ вида

HDQ = −1

4

∑
i�=j

bij(S+iS+j + S−iS−j). (3)

Под действием несекулярного (по отношению
к равновесной намагниченности) гамильтониана (3)
первоначальная намагниченность передается в раз-
личные ВКФ довольно сложной структуры, завися-
щие от произведения различного числа (K) спино-
вых операторов (многоспиновые кореляции). Ины-
ми словами, равновесная матрица плотности в силь-
ном магнитном поле ρeq превращается в неравновес-
ную матрицу плотности, которую удобно предста-
вить в виде суммы недиагональных элементов ρM
с определенной разностью M магнитных квантовых
чисел, получивших название многоквантовых коге-
рентностей (M — порядок когерентности):

ρ(t) = exp{iHt}ρeq exp{−iHt} =
∑
M

ρM (t),

ρM (t) =

K=N∑
K=|M|

∑
{i}

∑
q

gKMq{i}(t)
∣∣KMq{i}〉,

где
∣∣KMq{i}〉 — базисный оператор, в котором K

односпиновых операторов формируют произведе-
ние, связывающие различающиеся на M единиц зе-
емановские состояния. Индекс q нумерует разные
базисные состояния с одинаковыми значениями K

и M . В момент времени t = T появившиеся коге-
рентности метятся с помощью фазового сдвига ϕ.
Возникающий фазовый сдвиг пропорционален Mϕ,
где M — целое число. Таким образом, Kспиновые
корреляции в зависимости от M различают еще
и по числу квантов (M ≤ K) [1, 3, 5, 6]. Затем к си-
стеме прикладывается новая импульсная последо-
вательность, изменяющая знак упомянутого несеку-
лярного гамильтониана (3) и, тем самым, проводит-
ся «обращение времени» [39, 40], вследствие которо-
го система развивается «вспять». В момент времени
t = 2T наблюдается эхо Лошмидта, амплитуда ко-
торого Γ(ϕ, T ) зависит от ϕ и может быть записана
в следующем виде:

Γ(ϕ, T ) =

=
Tr
{
U+
2 (T )UϕU1(T )SzU

+
1 (T )U+

ϕ U2(T )Sz

}
Tr{S2

z}
, (4)

где U1(2)(t)— оператор эволюции с «работающим га-
мильтонианом (например, HDQ из формулы (3))».

Индекс 1 означает прямое эволюционное разви-
тие со временем, 2 — обратное, Uϕ = exp(iϕSz)

— оператор поворота на угол ϕ вокруг оси z,
Sz — zкомпонента полного спина ядерной систе-
мы. Амплитуда эха Γ(ϕ, T ) измеряется с помощью
π/2-импульса, поворачивающего намагниченность
в плоскость, перпендикулярную внешнему магнит-
ному полю. Проводится многократное повторение
эксперимента с разными значениями фазовых сдви-
гов ϕ облучающих импульсов для каждой дли-
тельности T подготовительного периода. Двумер-
ный спектр МК ЯМР GM (T ), являющийся функ-
цией двух переменных: M и T , может быть получен
с помощью преобразования Фурье от ВКФ Γ(ϕ, T )

по переменной ϕ.
Существенной характеристикой МК-спектра яв-

ляется его второй момент [11, 18, 19, 21, 23, 31], для
которого посредством соотношения (4) находим:

〈
M2
〉
=
∑
M

M2GM (T ) = −d2Γ(ϕ, T )dϕ2
∣∣∣
ϕ=0

=

=
Tr
{[
Sz, U1(T )SzU

+
1 (T )

][
U2(T )SzU

+
2 (T ), Sz

]}
Tr{S2

z}
.

(5)

Как ВКФ (4), так и (5) принадлежат к классу
OTOC, рассмотренному во Введении.

Для решения сформулированной задачи по рас-
чету формыМК-спектра и среднего размера класте-
ра коррелированных спинов целесообразно, как по-
казано в работе [35], воспользоваться разложением
зависящих от времени спиновых операторов по пол-
ной системе ортонормированных операторов [41]:

Sz(t) =

∞∑
j=0

Aj(t)|j〉 (6)

и исследовать изменения амплитуд этого разложе-
ния

Aj(t) =
〈j|Sz(t)〉
〈j|j〉 (7)

вследствие возмущения. Подобные разложения
неоднократно использовались в неравновесной
статистической механике и ранее (см., напри-
мер, [19, 42–46]) для описания разнообразных
ВКФ. Угловые скобки отражают взятие скалярного
произведения [41], т. е. фактически — вычисление
статистического среднего. Последнее в условиях вы-
сокотемпературного приближения означает просто
вычисление следа от соответствующего произве-
дения операторов. При ортогонализации обычно
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используется процедура Грама–Шмидта [19, 37, 41,
47]. Приведем несколько векторов:

|0〉 = Sz, |1〉 = i[H, |0〉],
|j + 1〉 = i[H, |j〉] + ν2j−1|j − 1〉 при j ≥ 1,

ν2j = 〈j + 1|j + 1〉/〈j|j〉.
(8)

Поскольку каждая коммутация с гамильтонианом
двухспинового взаимодействия добавляет максимум
один спиновый оператор в произведение спино-
вых операторов, из которых состоит вектор |j〉,
будем рассматривать ортогональный оператор |j〉
в качестве оператора, представляющего кластер
из K = j + 1 спинов. Такое представление (см.,
например, [35, 37, 45, 48]) обосновано при наличии
большого числа соседей, окружающих каждый (лю-
бой) спин в решетке, адекватного для большинства
обычных твердых тел (адамантан, флюорит и пр.).
В этом приближении МК-спектр в отсутствие воз-
мущений запишем в виде суммы МК-спектров gKM

(см. Приложение) от кластеров разного размера [35,
37]:

GM (T ) =

∞∑
K=|M|

gKMP (K,T ), (9)

где

P (K,T ) = A2
K−1(T )〈K − 1|K − 1〉/Tr(S2

z ) (10)

фактически представляет собой распределение
по числу кластеров с K = j + 1 спинами, поскольку
для него выполняется условие

Γ(ϕ = 0, T ) =

∞∑
K=1

P (K,T ) = 1.

В принятом представлении средний размер клас-
тера, равный удвоенному второму моменту МК-
спектра (9), описывается рядом

K(T ) =

∞∑
K=1

KP (K,T ). (11)

Для плотных спиновых систем, таких как ада-
мантан или флюорит, для которых характерен экс-
поненциальный рост K, воспользуемся хорошо из-
вестным выражением для искомых амплитуд [19, 35,
36]:

A0(t) =
1

ch2(t/
√
2)

,

Aj(t) =
1

ch2(t/
√
2)

thj(t/
√
2)

j!
.

(12)

Здесь и ниже время выражено в единицах обратно-
го второго момента

(
1/

√
m2

)
функции A0(t). Для

указанных амплитуд имеем

P (K,T ) =

(
th2(T/

√
2)
)K−1

K

ch4(T/
√
2)

, (13)

K(T ) = 1 + 2 sh2(T/
√
2). (14)

3. ПОТЕРИ КОГЕРЕНТНОСТИ В СИСТЕМЕ
И ИХ ВЛИЯНИЕ НА МК-СПЕКТР

Как уже отмечалось выше, при отсутствии
каких-либо внешних возмущений следует ожидать
неограниченный рост K с временной зависимостью
весьма близкой к экспоненциальной [19]:

K(t) = exp(at). (15)

Неидеальность радиочастотных импульсов, раз-
бросы полей, примешивание к основному гамильто-
ниану других возмущающих гамильтонианов [10, 11,
27, 29] приводят к неполному обращению времени
и вызывают деградацию кластеров вследствие появ-
ления потери когерентности (релаксации). Отмечен-
ные процессы тормозят рост величины K. На этом
основании в работе [11] было предложено управлять
ростом числа коррелированных спинов K с помо-
щью контролируемого малого возмущения, добав-
ляемого к HDQ на этапе приготовления:

H1 = (1− p)HDQ + pHdd. (16)

Здесь Hdd и HDQ — гамильтонианы, заданные фор-
мулами (2) и (3), |p| � 1.

В [11] число K извлекали из ширины экспери-
ментального МК-спектра, полагая, что при нали-
чии возмущения можно воспользоваться соотноше-
ниями, полученными в идеальном случае. Послед-
нее, однако, требует (как мы отмечали во введе-
нии) обоснования, поскольку возмущение может из-
менять форму МК-спектра.

Так, в статье [24] было экспериментально уста-
новлено, что взаимодействие Hdd вызывает релак-
сацию компонент МК-спектра, скорость которой за-
висит как от K, так и от M . В работе [49] мы по-
казали, что эта релаксация обусловлена локальны-
ми дипольными полями и представима произведени-
ем двух сомножителей от двух вкладов в локальное
поле:

exp(−KB2t2d/2) exp(−A2M2t2d). (17)

Здесь td — длительность интервала эволюции, рас-
положенного между подготовительным интервалом
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и интервалом смешивания. Параметр B2 характе-
ризует некоррелированный вклад в локальное поле
на каждом из спинов кластера, не зависящий от ло-
кального поля на других спинах. Параметр же A2

характеризует среднее по кластеру поле, коррели-
рованно действующее на все спины кластера. Отме-
тим, что величины константA и B и их соотношение
может изменяться в широких пределах, поскольку
это зависит от вида возмущения и свойств спиновой
системы. Первый из сомножителей действительно
может привести к ограничению размеров растущих
кластеров. Его проявление рассматривалось в рабо-
тах [29, 31]. Влияние второго сомножителя прояви-
лось, в частности, в наблюдавшемся в [26] сужении
МК-спектра. Результат воздействия второй компо-
ненты формулы (17) реализуется более сложным пу-
тем. Ниже рассмотрим ее влияние на спектр и раз-
мер кластера.

Поскольку возмущение в (16) предполагается ма-
лым (p � 1), будем учитывать его действие феноме-
нологически, добавляя релаксационный множитель
к распределению P (K,T ) в соотношении (9) и по-
лагая, что возмущение не повлияет непосредствен-
но на ВКФ {Aj(t)} и вектора {|j〉}. Этот множитель
в соответствии с результатами работ [33–35, 49] возь-
мем в виде произведения двух сомножителей:

ΓKM (T ) = exp(−Kp2B2t2T /2) exp(−p2A2M2t2T ) =

= FK(t)FM (t), (18)

t2T =
〈
(T − t)2

〉
=

T∫

0

(T − t)2R(t)dt. (19)

Здесь символ 〈. . .〉 обозначает усреднение по момен-
ту «возникновения» когерентности, tT — среднее
время возникновения когерентности на промежут-
ке [0, T ], R(t) — некоторая плотность вероятности,
характеризующая процесс возникновения когерент-
ностей:

R(t) = (dK(t)/dt)/K(T ), K(T ) = K.

Релаксационный множитель формулы (18) отли-
чен от формулы (17) вследствие разницы схем со-
ответствующих экспериментов. В ситуации, описы-
ваемой соотношением (17), рост кластера среднего
размера K под действием HDQ и его затухание под
действием Hdd происходят последовательно. Тогда
как в случае, задаваемом соотношением (18), на под-
готовительном периоде оба процесса происходят па-
раллельно. При этом учитывается, что растут кла-
стеры разного размераK и у каждого такого класте-

ра свой релаксационный множитель (18). При экспо-
ненциальном росте числа коррелированных спинов
в кластере с K(T ) = K, найдем для него:

K(t) = exp(aKt), aK =
1

T
lnK, (20)

〈
(T − t)2

〉
=

2

a2K
− 2T

aKK(T )
− T 2

K(T )
. (21)

Соотношения (18)–(21) получены при пренебреже-
нии вкладом от начального значения числа спинов
в кластере. Затухание с учетом начального значения
K(0) = 1 рассмотрено в Приложении.

Таким образом, с учетом протекания процессов
деградации кластеров форма МК-спектра может
быть записана в виде следующего ряда [35]:

GM (T ) =

∞∑
K=|M|

gKMFM (T )FK(T )P (K,T )/N1(T ).

(22)
Здесь N1(t) — нормировочный множитель,

N1(T ) =
∑
M

∞∑
K=|M|

gKMFM (T )FK(T )P (K,T ). (23)

Для среднего размера кластера K(T ) с учетом
затухания вместо ряда (11) получаем ряд

K(T ) =

=

∞∑
K=1

KFK(T )F〈M〉(K,T )P (K,T )/N2(T ), (24)

где

N2(T ) =

∞∑
K=1

FK(T )F〈M〉(K,T )P (K,T ) (25)

— нормировочный множитель, а

F〈M〉(K,T ) =

M=K∑
M=−K

gKMFM (T ) (26)

— затухание кластера из K спинов, усредненное
по M .

Выбирая для больших кластеров gKM в виде
функции Гаусса

gKM =
1√
πK

exp
(
−M2

K

)
(27)
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и заменяя в (26) суммирование на интегрирование,
найдем среднее по M затухание кластера из K спи-
нов (мы пренебрегаем граничными эффектами):

F〈M〉(K,T ) =

∞∫

−∞
gKMFM (T )dM =

=
[
1 +Kp2A2

〈
(T − t)2

〉]−1/2
, (28)

и второй момент МК-спектра для кластера из K

спинов:

〈M2〉K =

∞∫

−∞
M2gKMFM (T )dM =

= K
[
1 +Kp2A2

〈
(T − t)2

〉]−3/2
/2. (29)

После корректного учета затухания малых клас-
теров (см. Приложение) и соотношения (28) для
среднего размера кластера K(T ) приходим к выра-
жению

K(T ) = exp(−p2A2T 2)
P (1, T )

N3(T )
+

+

∞∑
K=2

KFK(T )
[
1 +Kp2A2

〈
(T − t)2

〉]−1/2 ×

× P (K,T )

N3(T )
, (30)

N3(T ) = exp(−p2A2T 2)P (1, T ) +

+ +

∞∑
K=2

FK(T )
[
1 +Kp2A2

〈
(T − t)2

〉]−1/2 ×

× P (K,T ), (31)

где N3(t) — нормировка.
В то же время для второго момента МК-

спектра GM (T ) (22) в принятом выше приближении
и при учете соотношения (29) ряд получается
другим:

〈M2〉 = 1

2
exp(−p2A2T 2)

P (1, T )

N3(T )
+

+
1

2

∞∑
K=2

KFK(T )
[
1 +Kp2A2

〈
(T − t)2

〉]−3/2 ×

× P (K,T )

N3(T )
. (32)

Следовательно, при наличии процессов деградации,
зависящих от M , ряды для среднего числа спи-
нов K(T ) (30) и второго момента 〈M2〉 (32) не сов-
падают. Они различаются показателями степеней

у множителя
[
1+Kp2A2

〈
(T−t)2

〉]
во вкладе в сумму

кластера из K спинов. В первом случае этот показа-
тель равен −1/2 (от средней деградации кластера),
а во втором случае равен −3/2 (от второго момента
кластера).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧEТОВ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Рис. 1. Зависимости характеристик среднего кластера кор-
релированных спинов от «времени приготовления» T .
Время приведено в единицах 1/

√
m2. K = 2〈M2〉 —

сплошные линии, M2
e (формула (34)) — штриховые ли-

нии. Пунктирными линиями показаны зависимостиK, рас-
считанные по формуле (35). На рисунке представлены ре-
зультаты расчетов для параметра α = 0 и трех значений

параметра C

Полученные в предыдущем разделе соотношения
представляют собой решение поставленной задачи
об изменении формы МК-спектра и среднего раз-
мера кластера коррелированных спинов вследствие
присутствующего возмущения. Поскольку в общем
виде ряды просуммировать не удается, нами бы-
ли проведены численные расчеты. Рассчитывались
МК-спектры (22), их вторые моменты 〈M2〉 (32)
и средние размеры кластеров K(T ) (30) для различ-
ных значений времени приготовления T и парамет-
ров, характеризующих затухание:

C = p2B2/m2, α = A2/B2. (33)

Суммирование рядов по числу вовлекаемых
спинов K заменялось интегрированием по K

от K = 2 до K = 105–106. По рассчитанным
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а б

Рис. 2. а) Спектр МК ЯМР при времени приготовления T = 8/
√
m2 и при значении параметра C = 0. Приведена

только правая половина. Спектр симметричен относительно вертикальной оси. Точки — результаты расчета по фор-
муле (22). Сплошная линия — функция Гаусса GM (T ) = (2π〈M2〉)−1/2 exp(−M2(2〈M2〉)), построенная при значении
2〈M2〉 = 37093.7m2 , рассчитанном по формуле (32). б) То же, что на рис. 2а, при C = 0.0001, α = 10 и 2〈M2〉 = 650.16m2

МК-спектрам (22) были найдены значения коге-
рентностей Me, при которых МК-спектр умень-
шается в e раз. Дело в том, что обычно при
экспериментах предполагается гауссовский ха-
рактер МК-спектра (1), для которого именно
посредством этой величины определяют средний
размер кластера:

Ke = M2
e . (34)

Результаты расчетов приведены на рис. 1–3.
На рис. 1 приведены результаты расчета для

ситуации, когда деградация кластера, зависящая
от порядка когерентностиM , отсутствует. Этому со-
ответствует значение α = 0. В указанном случае ря-
ды (30) и (32) совпадают, а значит, иK = 2〈M2〉. За-
висимости M2

e от времени приготовления T повто-
ряют зависимости K от T , но с некоторым смеще-
нием (в логарифмических координатах). Смещение
произошло изза того, что форма МК-спектра (22),
являющаяся суммой гауссовских функций, отлича-
ется от простой гауссовской функции, как это вид-
но на рис. 2а. Отметим, что форма МК-спектра при
полном отсутствии процессов деградации (идеаль-
ная ситуация, при которой C = 0) была исследована
нами в работе [37]. Было показано, что спектр хо-
рошо описывается простой экспонентой, наблюдав-
шейся ранее в экспериментах [29].

На рис. 1 видно, что при C = 0 наблюдается экс-
поненциальный рост K в зависимости от T , описы-
ваемый формулой (14). Включение сторонних воз-
мущений, вызывающих деградацию кластера, зави-
сящую от вовлекаемого числа спинов K, приводит
к замедлению роста числа K при больших време-
нах T и влечет остановку роста. В работе [35] при
условии

〈
(T − t)2

〉
= 2/a2 мы получили для этого

случая формулу (переписанную здесь при условии
a2 = 2m2 и в используемых сейчас обозначениях):

K(T ) = 1 + 2
sh2(T/

√
2) exp(−C/2)

1 + sh2(T/
√
2)(1 − exp(−C/2))

. (35)

Соответствующие зависимости показаны на рис. 1
пунктирными линиями при трех значениях пара-
метра C, и они качественно правильно описывают
замедление роста числа K при больших временах T .
Расчеты с более полным (детализированным) уче-
том всех слагаемых соотношения (21) для

〈
(T −t)2

〉
,

учитывающем его зависимость от K и T , приводят
к большему ограничению величины K при больших
временах T .

При наличии деградации (затухания), зависящей
от порядка когерентности M и изменяющей форму
МК-спектра, вид характеристик кластеров в зави-
симости от времени T существенно изменяется, как
это следует из рис. 3а, 3б, 3в. А именно: с ростом
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а б

в

Рис. 3. Среднее число спинов в кластере K (формула (30)
— сплошная линия), второй момент МК–спектра 2〈M2〉,
(формула (32) — пунктир) и число спинов в кластере,
определенное через падение амплитуды спектра в e раз
M2

e (формула (34) — штриховая линия) в зависимости
от «времени приготовления» T . Время приведено в едини-
цах 1/

√
m2. Значения параметров: а — C = 0.0001, α = 1;

б — C = 0.0001, α = 10; в — C = 0.001, α = 1

времени T расходятся кривые для среднего размера
кластера, определенного двумя способами:

1. по формуле (30) как среднее по изменяюще-
муся со временем T распределению кластеров по их
величине K(K);

2. по формуле (34) через суммарный (средний)
МКспектр (22) кластеров разного размера K(M2

e ).
Кроме того, удвоенный второй момент МК-

спектра при малых временах T равен K, тогда как
при больших временах его значение приближается
к M2

e . Подобное поведение второго момента связа-
но с изменением формы МК-спектра. Как следует
из рис. 2б, при α = 10, c = 10−4 форма МК-спектра
приближается к гауссовой форме, ширина которой
отличается от K и близка к M2

e . Наконец, приведен-
ные на рис. 3а, 3б, 3в зависимости демонстрируют
существование интервала времен приготовления T ,

при которых МК-спектр стабилизируется, а его ха-
рактеристикиM2

e и 〈M2〉 перестают расти, тогда как
рост среднего размера кластера K продолжается.

Таким образом, выполненные расчеты демон-
стрируют информацию о декогеренции и скрем-
блинге, получаемую из МК-спектров ЯМР в рам-
ках развитой теории. Так, в отсутствие декогерен-
ции в результате процессов скремблинга происхо-
дит неограниченный экспоненциальный рост, про-
порциональный sh2(aT ), ширины МК-спектра с уве-
личением времени приготовления T . Процессы де-
когеренции ограничивают этот рост при T → ∞
некоторой предельной шириной МК-спектра, каче-
ственная зависимость которой от величин парамет-
ров может быть представлена приближенной фор-
мулой [35]: 1/(p2B2/2a2 + 2p2A2/a2).
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Развиваемая модель позволила исследовать вли-
яние деградации кластеров, вызванной контролиру-
емым возмущением на подготовительном периоде,
на средний размер кластера коррелированных спи-
нов, форму МК-спектра и его второй момент. Каж-
дая из рассчитываемых величин была представле-
на в виде суммы взвешенных вкладов от кластеров
разного размера. Веса представляют собой произве-
дения вероятности появления кластера с когерент-
ностью M и числом спинов K на функцию, описы-
вающую деградацию. Учтены оба определенных на-
ми ранее физических механизма деградации клас-
тера: скорость первого определяется числом спи-
нов в кластере, а второго — порядком когерентно-
сти. Первый из механизмов приводит к непосред-
ственному замедлению роста числа K с ростом вре-
мени T и даже остановки роста числа коррелиро-
ванных спинов K (локализации), как это обсуж-
далось в работах [11, 29–31] при обосновании спо-
соба управления распространением квантовой ин-
формации посредством контролируемого возмуще-
ния. Второй механизм изменяет форму МК-спектра
и может приводить к стабилизации последнего. Ре-
зультаты проведенных расчетов подтвердили пред-
сказываемый нами ранее [33–35] эффект, состоящий
в том, что при стабилизации МК-спектра рост K

может продолжиться. Таким образом, при приме-
нении МК-спектроскопии к изучению распростране-
ния квантовой информации недостаточно измерить
ширину МК-спектра. Необходимо выяснить соотно-
шение скоростей двух механизмов деградации клас-
теров, вызванных возмущением в исследуемом объ-
екте.

Финансирование. Работа выполнена в рам-
ках государственного задания Министерства науки
и высшего образования Российской Федерации (ре-
гистрационный номер 1021051201992–1).

ПРИЛОЖЕНИЕ

В настоящем приложении более детально рас-
смотрим вклад от кластеров небольших размеров.

1) Затухание с учетом начального значения
K(0) = 1.

FK(T ) =

= exp

{
−p2B2

2

[
K(0)T 2 +

T∫

0

dK(t)

dt
(T − t)2dt

]}
=

= exp
(
K(0)p2B2T 2/2−K(T )p2B2t2T /2

)
. (A.1)

Поскольку начальный вклад exp
(
K(0)p2B2T 2/2

)
входит общим множителем для каждого слагаемого
из рядов (22) и (24) (и соответствующих рядов для
нормировочных множителей (23) и (25)), после нор-
мировки он сокращается. Для первых членов рядов
(22) и (24) сK = 1 = K(0) не происходит роста клас-
тера в процессе эволюции. Для них dK(t)dt = 0 и де-
градация (затухание) отсутствует, т. е. FK=1(T ) = 1.

2) В статистической модели МК-спектра для ве-
личины gKM была получена простая формула [6]:

gKM =

{
1
Ng

(
2K

K−M

)
, M = 0,

1
2Ng

[(
2K
K

)− 2K
]
, M = 0,

(A.2)

где

Ng = 4K − 1

2

[(
2K

K

)
+ 2K

]

— нормировочный множитель. Здесь
(
n
k

)
означа-

ет комбинаторный множитель: число сочетаний Ck
n.

При K = 1 соотношение (A.2) приводит к дубле-
ту. При K = 2 величина gKM состоит из пяти ли-
ний. Для больших кластеров биномиальную форму
МК-спектра, задаваемую соотношением (A.2), заме-
няют функцией Гаусса

gKM =
1√
πK

exp
(
−M2

K

)
. (A.3)

3) Рассмотрим ряд (22) для формы МК-спектра
при разных значенияхM . ПриM = 0 согласно (A.2)
g10 = 0 и ряд начинается со слагаемого, для которо-
го K = 2:

GM=0(T ) =

∞∑
K=2

gK0FK(T )P (K,T )/N1(T ).

Здесь учтено, что FM=0(T ) = 1.
При M = ±1 ряд начинается с значения K = 1:

GM=1(T ) =
1

2
FM=1(T )FK=1(T )P (1, T )/N1(T ) +

+

∞∑
K=2

gK1FM=1(T )FK(T )P (K,T )/N1(T ).

Здесь FK=1(T ) = exp(−p2B2T 2/2) — начальный
вклад, FM=1(T ) = exp(−p2A2T 2). В соответствии
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с предположением нашей статьи [49] это вклады
от ближайших и дальних спинов на единственном
спине кластера.

При M ≥ 2 ряд начинается с K = M ≥ 2.
С учетом сказанного выше в рядах (22), (30)

и (32) мы выделяем первое слагаемое, а при K ≥ 2

выбираем gKM в виде функции Гаусса. В функ-
ции FK(T ) из формулы (A.1) начальный вклад ис-
ключается, поскольку он входит общим множителем
для каждого члена ряда и сокращается при норми-
ровке.
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На основе предложенной методики выполнена обработка экспериментальных данных, полученных в раз-
ное время для проводимости неидеальной плазмы инертных газов. Однозначно выявить характерные
эффекты неидеальности по результатам обработки не удалось. На основе извлеченного из эксперимента
кулоновского логарифма выполнен анализ его поведения в области развитой кулоновской неидеальности.
Предложено расчетное выражение для кулоновского логарифма. Указано на недостаточную точность ме-
тодики измерений плазменных параметров в рассмотренных экспериментах.

DOI: 10.31857/S0044451022110190
EDN: LBGZCN

1. ВВЕДЕНИЕ

В 60-е годы широким фронтом развернулись ис-
следования различных свойств неидеальной плаз-
мы, в том числе и проводимости. Сформировалось
направление «Физика неидеальной плазмы». К на-
стоящему времени опубликовано несколько моно-
графий (см., например, [1–5]), в которых приводятся
основные экспериментальные и теоретические рабо-
ты, выполненные в этой области, что позволяет нам
не рассматривать подробно итоги этой работы.

Практически все ранние эксперименты, по-
священные измерению проводимости неидеальной
плазмы, были нацелены на исследование влия-
ния эффектов неидеальности на проводимость
полностью ионизованной плазмы, при расчете
которой возникал кулоновский логарифм, да и на
первом месте традиционно рассматривались эффек-
ты неидеальности, связанные с взаимодействием
между зарядами. Однако получить полностью
ионизованную плазму с развитой кулоновской
неидеальностью сразу, да и впоследствии оказалось
непросто. Измеряли проводимость плазмы частично
ионизованной. «Извлекаемая» из нее проводимость

* E-mail: shum−ac@mail.ru

«полностью ионизованной» плазмы содержала
неконтролируемые погрешности, связанные с ря-
дом факторов: неаддитивностью сопротивлений
атомарной и заряженной компонент, отсутствием
общепринятой методики расчета состава атомарной
плазмы и «кулоновского логарифма» и т. д. Тем не
менее «кулоновская» составляющая проводимости
тем или иным способом оценивалась и сравнивалась
с имеющимися аналитическими результатами [6–8].
С результатами обработки ранних экспериментов
можно ознакомиться в работе [9]. Мы ограничимся
одним единственным выводом — установить ярко
выраженные эффекты неидеальности при срав-
нении теории с экспериментом не удалось, кроме
одного — проводимость была конечной.

Процедура извлечения кулоновской составляю-
щей проводимости совершенствовалась, к тому же
были проведены дополнительные серии эксперимен-
тов [10] по измерению проводимости плазмы инерт-
ных газов. В работе [11] для извлечения кулонов-
ской составляющей проводимости была использова-
на более точная и сложная методика, в основе ко-
торой лежал расчет полной проводимости. Ожида-
емого согласия с экспериментом получено не было,
чем и объясняется, на наш взгляд, учет достаточно
экзотических эффектов при расчете. Была исполь-
зована модель, названная [12] моделью Лоренца–
Блоха. Эта плазменная модель была построена на
основе соотношений, предложенных еще в [13] для
расчета проводимости полупроводников, и развита
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в работе [14] для использования в плазме экстре-
мально высоких параметров, почти твердотельных.
В плазменной модели [14] было учтено вырожде-
ние термически ионизованных электронов проводи-
мости, возможность образования ионной решетки.
Частота столкновений электронов проводимости с
ионной решеткой в целом рассчитывалась в борнов-
ском приближении (фактически по Займану [15]),
что позволяло учесть эффекты появления ее струк-
туры. В расчетных формулах появлялся структур-
ный фактор ионной решетки и специфический ку-
лоновский логарифм. Согласие с экспериментом до-
стигалось коррекцией «кулоновской составляющей»
полной проводимости.

Авторы работы [16] также выполнили расчет
проводимости плазмы инертных газов, используя
исчерпывающий набор вариантов расчета кулонов-
ского логарифма. Достигнуть согласия с экспери-
ментальными данными [10], на наш взгляд, так и не
удалось. Заметим также, что по данным самих авто-
ров работы [11] эффектов сильного вырождения для
большинства экспериментальных точек не наблюда-
лось. Параметр вырождения ϑ, равный отношению
температуры к энергии Ферми, был везде заметно
больше единицы. Да и проявления ионной струк-
туры было весьма слабым, поскольку маделунгов-
ский параметр неидеальности Γi был заметно мень-
ше единицы для большинства точек:

Γi =
βq2

Ri
, (1)

где β = 1/kBT — обратная температура, q — за-
ряд электрона, Ri = (3/4πni)

1/3 — радиус ячейки
Вигнера–Зейтца, ni — концентрация ионов. В рабо-
те [9] используется другой параметр неидеальности:

Γ =
βq2

RD
, (2)

где
RD = 1/

√
4πβq2(ne + ni). (3)

Между параметрами неидеальности есть связь:
Γ3
i = 6Γ2.
Мы решили вновь обратиться к рассмотрению

данных экспериментов [9,10] в инертных газах, при-
няв во внимание ряд новых факторов, а также
несколько изменив методику расчета полной прово-
димости.

Действительно, в последнее время опубликова-
ны результаты нескольких серий численных ab initio
экспериментов [17, 18], где методом молекулярной
динамики рассчитывалась проводимость полностью

ионизованной неидеальной плазмы. При обработке
экспериментов в работах [10, 11, 16] эти данные не
рассматривались. Не учитывались и работы, свя-
занные с прямым решением уравнения Больцма-
на для полностью ионизованной неидеальной плаз-
мы [19,20].

В настоящей работе мы рассмотрим пробле-
му расчета проводимости частично ионизованной
неидеальной плазмы инертных газов, сформулиро-
вав достаточно простую, но единую методику рас-
чета уравнения состояния, состава, проводимости
и обработки исходных экспериментальных данных.
Единственной неопределенной величиной, извлекае-
мой из эксперимента, будем считать величину куло-
новского логарифма. Именно здесь следует ожидать
наиболее яркие эффекты кулоновской неидеально-
сти. В результате исследования хотелось бы понять,
с чем связаны наблюдаемые отклонения от теории,
— с ее несовершенством или с трудностями измере-
ний и диагностики неидеальной плазмы, получае-
мой в ударно-волновых экспериментах.

2. СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА,
УРАВНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ И СОСТАВ

ПЛАЗМЫ ИНЕРТНЫХ ГАЗОВ

Рассмотрим систему, состоящую из Na атомов,
Ne электронов и Ni ионов, находящихся в объеме
V , при температуре T . Будем считать газ свобод-
ных электронов невырожденным (ϑ > 1) с максве-
ловской функцией распределения. Свободная энер-
гия неидеальной смеси атомов, электронов и ионов
в аддитивном приближении запишем в виде суммы
свободных энергий атомарной и заряженной компо-
нент:

F = Fa + Fch, (4)

где

Fa = −NakBT ln
(eV ga exp (βI)

Naλ3
a

)
+NakBT

4η − 3η2

(1− η)2
, (5)

Fch = −NekBT ln
( eV ge
Neλ3

e

)
−NikBT ln

( eV gi
Niλ3

i

)
−

−(Ne +Ni)Δfei.(6)

В выражениях (5), (6) λe, λi и λa — соответственно
тепловые длины волн электрона, иона и атома, ge, gi
и ga — статистические веса электрона, иона и атома,
η — параметр упаковки, I — потенциал ионизации
атома.

Перекрестные слагаемые, связанные с взаимо-
действием атом–заряд, в первом приближении мы
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не учитываем (их учет выполнен в работе [21]), по-
скольку область, где одновременно высоки концен-
трации атомов и зарядов, в рассматриваемых нами
условиях невелика.

В термодинамике нами учтены два вида неиде-
альности: исключенный объем в приближении
Карнахана–Старлинга (второе слагаемое в (5))
для атомарной компоненты и кулоновское вза-
имодействие между разноименными зарядами
в приближении ближайшего соседа [22] (третье
слагаемое в (6)) для заряженной компоненты:

Δfei =
3

4

q2

Ri
. (7)

Наша практика показала [23], что этого вполне
достаточно для плазмы инертных газов в рассмат-
риваемых условиях, при расчетах с процентной точ-
ностью.

Равновесный состав газоплазменной смеси опре-
деляется из решения уравнений баланса, главным
из которых является связь химических потенциалов
атомов μa, электронов μe и ионов μi в реакции иони-
зации:

μa = μe + μi. (8)

Безразмерные (β = 1/kBT ) химические по-
тенциалы определяются из свободной энергии
βμa,e,i = ∂βF/∂Na,e,i и соответственно равны

βμa = − ln
( V ga
Naλ3

a

)
+HS(η), (9)

βμe,i = − ln
( V ge,i
Ne,iλ3

e,i

)
− βq2

Ri
, (10)

HS(η) =
8η − 9η2 + 3η3

(1 − η)3
. (11)

Вводя степень термической ионизации α = n(e,i)/n,
получим из (8) уравнение ионизационного равнове-
сия — формулу Саха:

1− α

α2
= nλ3

e

ga
2gi

exp
(
βI − βq2

Ri
−HS(η)

)
. (12)

Формулу Саха необходимо дополнить уравнени-
ями электронейтральности и баланса:

ne = ni, (13)
n = na + ni. (14)

Уравнения (12) и (13), (14) полностью определя-
ют состав газоплазменной смеси, а решением этих
уравнений будут зависимости na,e,i(n, T ). Наша ме-
тодика дает результаты, весьма близкие к данным

расчетов по коду SAHA IV [9, 11], что подтвержда-
ется сопоставлением результатов расчета состава —
существенной величиной при расчете проводимости.
На рис. 1 и 2 нанесены безразмерные величины
ne/n, na/n в зависимости от плотности. Для плаз-
мы аргона и ксенона различия в расчетах не пре-
восходят 5 % для аргона и 5–10 % для ксенона (см.
рис. 2). Для аргона температура в этих расчетах со-
ответствует 17000–20000 К, для ксенона T = 25000–
30000 К. Поскольку, как будет видно из дальнейше-
го, речь идет об отклонениях теории и эксперимента
в десятки процентов, в уточнении термодинамиче-
ской модели нет необходимости.

3. ПРОВОДИМОСТЬ НЕИДЕАЛЬНОЙ
ПЛАЗМЫ ИНЕРТНЫХ ГАЗОВ

По оценкам самих авторов работы [11] и нашим
расчетам роль эффектов вырождения и роль струк-
туры ионной решетки не велики. Для расчета про-
водимости мы воспользуемся хорошо зарекомендо-
вавшей себя [23] интерполяционной формулой Фро-
ста. Ее точность была установлена путем сравне-
ния с результатами расчетов, полученных на ос-
нове прямого решения уравнения Больцмана [24]
для частично ионизованной плазмы инертных газов.
Установленная погрешность расчетов по формуле
Фроста по сравнению с расчетами на основе урав-
нения Больцмана не превышала 10 %, что можно
считать вполне достаточной для реализации целей
настоящей работы. Надо отметить, что и формула
Лоренца–Блоха [12] и формула Фроста не являют-
ся точными соотношениями, а построены с исполь-
зованием τ -приближения для интеграла столкнове-
ний [7]. В этом приближении вместо транспортного
сечения, возникающего естественным образом в мо-
дели Лоренца [7], используется некое эффективное
время между столкновениями τ(E), что позволяет
существенно упростить интеграл столкновений [7]:

Df

Dt
=

f − f0
τ(E)

. (15)

Для проводимости сразу имеем:

στ =
4

3
√
π

q2ne

meT 5/2

∞∫

0

e−E/TE3/2τ(E)dE, (16)

где q, me и E — заряд, масса и энергия электро-
на проводимости. С формальной точки зрения, вы-
бор τ(E) произволен. Наличие точных соотношений
для полностью ионизованной и слабоионизованной
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Рис. 1. Состав плазмы паров Ar. Наш расчет: штриховая
кривая с кружками — концентрация электронов (ne/n);
штриховая кривая с треугольниками — концентрация ато-
мов (na/n). Saha IV [9]: пустые ромбы — концентрация
электронов; пустые треугольники — концентрация атомов

Рис. 2. Состав плазмы паров Xe. Наш расчет: штриховая
кривая с кружками — концентрация электронов (ne/n),
штриховая кривая с треугольниками — концентрация ато-
мов (na/n). Saha IV [9]: пустые ромбы — концентрация
электронов, пустые треугольники — концентрация атомов

плазмы позволило Фросту [25] предложить интер-
поляционную формулу, носящую его имя.

Формула Фроста строится с использованием
τ -приближения с временем пробега τF :

τF =
1

νea + γ−1
S νei(E,Γ)

. (17)

В частоту столкновений, которая определяет вели-
чину τF , введен множитель γS = 0.582, получен-
ный Спитцером для полностью ионизованной плаз-

мы и учитывающий межэлектронные столкновения.
Именно поэтому формула Фроста дает близкие к
точным результатам значения для полностью и сла-
боионизованной плазмы:

σF =
4

3
√
π

q2ne

meT 5/2

∞∫

0

e−E/TE3/2dE

νea + γ−1
S νei(E,Γ)

. (18)

Для последующей обработки эксперименталь-
ных данных мы запишем частоту столкновений
электронов проводимости с ионами в виде

νe,i(E,Γ) =

√
2E

me

(
4πni

( q2

2E

)2
A(Γ)

)
, (19)

где A(Γ) — искомый нами (на основе обработки экс-
периментов) кулоновский логарифм — величина, во-
круг которой идут основные дискуссии.

Качественно, кулоновский логарифм определя-
ется как логарифм отношения максимального при-
цельного параметра рассеяния к минимальному.
Можно говорить, что его величина надежно уста-
новлена лишь при его больших значениях в случае
плазмы термоядерных условий. Простейший вари-
ант кулоновского логарифма ln(1/Γ) мы находим у
Спитцера [6] и Ландау [26]. Возможны и иные вари-
анты, ln

(
1 + a/Γ

)
. В литературе можно найти де-

сяток «формул» для кулоновского логарифма, так
что предмет поиска присутствует.

Для расчета частоты столкновений электронов с
атомами инертных газов воспользуемся весьма точ-
ными (точность 6–9 % для Ar, Xe) аппроксимацион-
ными формулами, предложенными в работах [27,28]:

σea(ε) =
∑
i

Ai +Biε
Ci

1 +DiεEi
, (20)

где ε = E/I, I — потенциал ионизации атома инерт-
ного газа; Ai, Bi, Ci, Di, Ei — коэффициенты ап-
проксимации, приведенные в [27, 28].

4. МЕТОДИКА И РЕЗУЛЬТАТЫ
ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ

ДАННЫХ

Разобьем всю совокупность экспериментальных
данных на две группы: группа 1 — «ранние» [9]
эксперименты и группа 2 — «новые» [10, 11] экспе-
рименты. Такое разделение обусловлено прогрессом
в уровне диагностики и обработки эксперименталь-
ных данных, полученных в рассматриваемых экспе-
риментах в разное время.
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Рис. 3. Обратный кулоновский логарифм. Теория:
1 — ln

(
1/Γ

)
; 2 — ln

(
3
√
2/Γ

)
; 3 — ln

(
1 + 3

√
2/Γ

)
; 4

— решение уравнения Больцмана для потенциала Muffin
tin [19]; 5 — решение уравнения Больцмана для экраниро-
ванного потенциала [20]. Результаты ab initio расчетов: 6

— [17]; 7 — [18]. Эксперимент [9]: 8 — Ar; 9 — Xe

Рис. 4. Обратный кулоновский логарифм. Теория:
1 — ln

(
3
√
2/Γ

)
; 2 — ln

(
1 + 3

√
2/Γ

)
; 3 — решение урав-

нения Больцмана для потенциала Muffin tin [19]; 4 — ре-
шение уравнения Больцмана для экранированного потен-

циала [20]. Эксперимент [10,11]: 5 — Ar; 6 — Xe

В таблице приводятся диапазоны параметров,
при которых выполнены эксперименты [9, 11]. Дан-
ные двух групп экспериментов различаются диапа-
зонами давлений и температур. Для [9] это T ∼ (20–
30) · 103 K и P ∼ 300–2000 бар. Для [11] диапазон
несколько иной: T ∼ (6.5–18.3) · 103 K и P ∼ 392–
6500 бар. Важными являются диапазоны парамет-
ров неидеальности и вырождения. Видно, что эф-

Таблица 1.

Группа P , бар T , кК Γi Γ ϑ

1 — [9] 300–2000 20–30 — 0.5–4.5 —
2 — [10,11] 400–6500 6.5–18.3 0.05–1 — 104–10

фекты вырождения в первом приближении можно
не учитывать. Эксперименты [1] по измерению урав-
нения состояния плазмы инертных газов в рассмат-
риваемом диапазоне параметров неидеальности не
показали наличия существенных эффектов, требу-
ющих учета при расчете состава. Пробные расчеты
состава (см. рис. 1, 2) по нашей модели (4)–(6) с про-
центной точностью совпадают с расчетами по коду
SAHA IV, приведенными в [11].

Процедура обработки экспериментальных дан-
ных заключалась в следующем. Для каждой экспе-
риментальной точки по заданной плотности и тем-
пературе рассчитывался состав и полная проводи-
мость по формуле (18). Далее находилась величи-
на A, при которой расчет совпадал с эксперимен-
том. На рисунках откладывалась величина 1/A при
соответствующем параметре неидеальности Γ. При
обработке результатов численных ab initio расчетов
рассчитанное значение проводимости σc делилось на
величину σ0, и на рисунке откладывалась величина
1/A = σc/σ0, где

σ0[c−1] = 0.591
(kBT )

3/2

√
meq2

. (21)

На рис. 3 представлены результаты обработки,
которые можно назвать искомой величиной куло-
новского логарифма. При Γ < 1 результаты теории
и всех теоретических расчетов практически совпа-
дают. При Γ > 1 результаты эксперимента лежат
ближе к расчету по варианту 2 и не совпадают с
решениями уравнения Больцмана и с ab initio рас-
четами [18], но неплохо совпадают с данными рабо-
ты [17]. Однако результаты [17] при Γ > 1 лежат
вне границ применимости использованной при рас-
четах модели «с полочкой». При Γ = 3

√
2 расходи-

мость кулоновского логарифма отсутствует и имеет-
ся согласие [18] с результатами решений уравнения
Больцмана [19, 20].

На рис. 4 представлены данные по обработке экс-
периментов [10,11]. Ситуация при Γ > 1 немного из-
менилась. Экспериментальные точки заметно при-
близились к данным работ [19, 20], но обращает на
себя внимание группа точек при Γ < 1. Их отклоне-

794



ЖЭТФ, том 162, вып. 5 (11), 2022Проводимость неидеальной плазмы инертных газов и кулоновский логарифм

ния от теории, причем с разных сторон, однознач-
но говорят о недостаточной точности эксперимента.
Ярких эффектов неидеальности в этой серии также
не наблюдается.

Мы в своих расчетах проводимости плазмы па-
ров металлов и инертных газов пользовались и про-
должаем пользоваться вариантом под номером 3
(см. рис. 3):

A = ln
(
1 +

3
√
2

Γ

)
. (22)

Этот вариант при Γ > 1 проходит между результа-
тами численного моделирования [17, 18] и близок к
результатам, полученным при решении уравнения
Больцмана, что позволяет нам рекомендовать его
для расчетов в области Γ < 3, что вполне доста-
точно «для пользователей».

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведена обработка экспериментальных дан-
ных, полученных в разное время для проводимо-
сти неидеальной плазмы инертных газов с использо-
ванием новой методики. По результатам обработки
не удалось однозначно выявить эффекты неидеаль-
ности. Установленное поведение кулоновского лога-
рифма показывает его регулярность, но не позволя-
ет однозначно выявить его функциональную зави-
симость от параметра неидеальности. Скорее всего
это обусловлено трудностями измерения и диагно-
стики в эксперименте, а не недостатками теории.
Финансирование. Работа выполнена при фи-

нансовой поддержке Министерства науки и высшего
образования РФ (соглашение с ОИВТ РАН №075-
15-2020-785 от 23 сентября 2020 г.).
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На основе связи кинетического уравнения, описывающего взаимодействие двух солитонных облаков в
теории уравнения Кортевега–де Фриза, с уравнениями динамики для газа Чаплыгина показано, что
фундаментальным свойством нелинейной динамики солитонных газов является существование волн,
распространяющихся без изменения формы. Приведены решения нескольких типичных задач динамики
солитонных газов и указаны характерные черты такой динамики, позволяющие дать оценку эффектов
взаимодействия солитонных газов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Как известно, солитоны получили свое название
[1] по аналогии с названиями элементарных частиц
(электрон, протон и т.п.) в силу их упругого взаимо-
действия друг с другом для важного класса нели-
нейных волновых уравнений. А именно, две уеди-
ненные волны, находящиеся до их «столкновения»
вдали друг от друга, пройдя через стадию взаи-
модействия, возвращаются к своей первоначальной
форме без образования каких-либо дополнительных
волн. Тем не менее акт их взаимодействия не прохо-
дит совсем бесследно и в результате него траектории
солитонов приобретают дополнительные сдвиги по
сравнению с их первоначальными траекториями [2].
Например, в случае уравнения Кортевега–де Фри-
за (КдФ), являющегося универсальным волновым
уравнением для описания волн с учетом малых эф-
фектов нелинейности и дисперсии, которое мы за-
пишем в стандартных безразмерных переменных,

ut + 6uux + uxxx = 0, (1)

* E-mail: kamch@isan.troitsk.ru
** E-mail: shaykin.dv@phystech.edu

солитонное решение имеет вид

u(x, t) =
κ2

2

1

ch2[κ(x− κ2t− x0)/2]
, (2)

т.e. скорость солитона s = κ2 пропорциональна его
амплитуде a = κ2/2. Если в начальный момент вре-
мени волновое возбуждение может быть представ-
лено с хорошей точностью в виде двух удаленных
друг от друга солитонных импульсов (2), причем
более быстрый солитон с параметром κ = κ2 имеет
начальную координату x02 левее координаты x01 бо-
лее медленного солитона с параметром κ1 (κ1 < κ2),
то их первоначальные траектории x = κ2

1t + x01,
x = κ2

2t+x02 приобретут после столкновения сдвиги

x = κ2
1t+ x01 +Δx1, x = κ2

2t+ x02 +Δx2,

где

Δx1 = − 2

κ1
ln

κ2 + κ1

κ2 − κ1
, Δx2 =

2

κ2
ln

κ2 + κ1

κ2 − κ1
. (3)

Таким образом, быстрый солитон с большой ампли-
тудой сдвигается вперед, а медленный и низкий —
назад, причем по абсолютной величине сдвиг низко-
го больше, чем сдвиг высокого. Замечательно, что
для важного класса интегрируемых уравнений мо-
гут быть получены решения с любым числом соли-
тонов. При этом в результате одновременного столк-
новения трех или большего их числа суммарный
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сдвиг каждого солитона равен сумме сдвигов вида
(3) для парных столкновений (см., например, [3,4]),
т.е. множественные столкновения солитонов одно-
временно в одной области пространства не отлича-
ются в этом смысле от последовательных простран-
ственно разделенных парных столкновений солито-
нов друг с другом.

Представим теперь, что в нашей волновой си-
стеме возбуждено очень большое число солитонов,
каждый из которых характеризуется своим пара-
метром κ. Тогда можно говорить о газе солито-
нов и использовать для его описания представ-
ления газовой кинетики. Если обозначить через
f(κ, x, t)dxdκ число солитонов с координатами в ин-
тервале (x, x+dx), которые имеют параметр κ в ин-
тервале (κ, κ+ dκ) в момент времени t, то эволюция
такого газа характеризуется зависимостью функции
распределения f(κ, x, t) по координате и параметру
κ от времени. Задача найти кинетические уравнения
для такой эволюции была поставлена Захаровым в
работе [5] и решена им для разреженного газа соли-
тонов, когда их столкновения друг с другом в сред-
нем мало изменяют скорости s = κ2. Позже Эль, ис-
следуя специальный предел модуляционных уравне-
ний Уизема для бесконечнофазного решения урав-
нения КдФ, получил в работе [6] обобщение кине-
тического уравнения Захарова на плотный солитон-
ный газ. Более простой вывод этого уравнения на ос-
нове самосогласованного определения средней ско-
рости солитона, движущегося сквозь газ, был дан
в работе [7] и там же было получено простейшее
решение этих уравнений, описывающее столкнове-
ние двух облаков солитонных газов, в каждом из
которых параметры κ близки друг к другу. Фор-
мальные решения для любого числа таких обла-
ков изучались в работах [8, 9]. В настоящее вре-
мя теория кинетических уравнений для солитонов
стала частью активно развивающейся так называе-
мой «обобщенной гидродинамики», которая находит
приложения к различным интегрируемым моделям
систем многих взаимодействующих частиц (см., на-
пример, обзоры [10, 11] и имеющиеся там ссылки).
Однако, несмотря на такой значительный формаль-
ный прогресс, физическое понимание поведения со-
литонных газов представляется недостаточным, так
как до сих пор имеется лишь очень небольшое чис-
ло решенных задач, дающих представление о харак-
терных чертах динамики взаимодействующих соли-
тонных газов. В то же время в настоящее время на-
чались экспериментальные исследования динамики
солитонных газов в различных физических систе-
мах, включая волны на воде и холодные атомы (см.,

например, [12–14]), что требует создания ясной кар-
тины динамики солитонных газов. В данной статье
мы представим несколько примеров такой типичной
динамики, которые позволяют понять некоторые су-
щественные свойства газовой динамики солитонов,
отличающие ее от динамики обычных газов.

2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ГАЗА
СОЛИТОНОВ

Сначала приведем для полноты краткий вы-
вод кинетического уравнения для солитонного газа
КдФ, следуя методу работы [7]. Прежде всего заме-
тим, что в силу интегрируемости уравнения КдФ,
открытой в работе [15], эволюция волны u(x, t) про-
исходит таким образом, что спектр задачи на соб-
ственные значения для ассоциированного с урав-
нением КдФ стационарного уравнения Шрёдингера
ψxx = −(u(x, t)+λ)ψ не зависит от времени t и каж-
дому солитону отвечает некоторое значение λ < 0

дискретного спектра. Более удобный параметр κ, ис-
пользованный в записи солитонного решения в ви-
де (2), связан с λ соотношением κ =

√−λ. Следо-
вательно, при эволюции волны согласно уравнению
КдФ как спектр, так и набор значений κ при дви-
жении солитонов, сопровождаемом их столкновени-
ями, не изменяется. Если бы солитоны при их столк-
новениях не претерпевали сдвигов (3), то их скоро-
сти выражались бы формулой s = κ2 для всех соли-
тонов с параметром κ. Однако столкновения моди-
фицируют эту скорость. При каждом столкновении
солитона с более медленными солитонами, имеющи-
ми параметр η < κ, «пробный» κ-солитон продвига-
ется вперед на дополнительное расстояние

2

κ
ln

κ+ η

κ− η
,

и число таких столкновений в единицу времени рав-
но относительной скорости s(κ)− s(η), умноженной
на плотность η-солитонов. Следовательно, благода-
ря таким столкновениям κ-солитон приобретает до-
бавку к скорости

κ∫

0

2

κ
ln

κ+ η

κ− η
[s(κ)− s(η)]f(η)dη. (4)

Аналогичным образом каждый солитон с парамет-
ром η > κ, обгоняющий «пробный» κ-солитон, сме-
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щает его за единицу времени назад на расстояние

−
∞∫

κ

2

κ
ln

η + κ

η − κ
[s(η)− s(κ))]f(η)dη =

=

∞∫

κ

2

κ
ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ [s(κ)− s(η)]f(η)dη,

получаемое умножением сдвига − 2
κ ln η+κ

η−κ при еди-
ничном столкновении на число таких столкновений
[s(η) − s(κ))]f(η) и интегрированием по значениям
η > κ. Прибавляя эти добавки к немодифицирован-
ному значению скорости κ2, получаем самосогласо-
ванное уравнение

s(κ) = κ2 +
2

κ

∞∫

0

ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ [s(κ)− s(η)]f(η)dη. (5)

Таким образом, функция распределения солитонов
с параметром κ переносится вдоль оси x со скоро-
стью s(κ), определяемой интегральным уравнени-
ем (5), и условие сохранения спектра при эволюции
волны согласно уравнению КдФ записывается в ви-
де закона сохранения:

∂f(κ, x, t)

∂t
+

∂[s(κ)f(κ, x, t)]

∂x
= 0. (6)

Это уравнение, дополненное интегральным уравне-
нием (5), называется кинетическим уравнением для
газа солитонов КдФ, и оно было другим способом
получено в работе Эля [6]. Отметим, что учет лишь
парных столкновений в уравнении (5) в плотном
солитонном газе оправдывается упомянутым выше
сложением сдвигов при кратных столкновениях со-
литонов.

Если газ солитонов разреженный, т.е.∫
f(κ)dκ � κ0, где κ0 — характерное значение

параметра κ в распределении f(κ), то поправочный
член в формуле (5) мал и в него можно подставить
немодифицированное значение s(κ) ≈ κ2:

s(κ) = κ2 +
2

κ

∞∫

0

ln

∣∣∣∣κ+ η

κ− η

∣∣∣∣ (κ2 − η2)f(η)dη. (7)

Это выражение определяет функцию s(κ) замкну-
той формулой в отличие от интегрального уравне-
ния (5) для плотного газа солитонов. Система (6),
(7) была получена Захаровым в работе [5] вместе со
сформулированным здесь подходом к кинетике га-
за солитонов. Ясно, что такого рода кинетические
уравнения могут быть получены и для других пол-
ностью интегрируемых уравнений с изоспектраль-
ной эволюцией нелинейных волн.

3. ДВУХПОТОКОВЫЕ ТЕЧЕНИЯ
СОЛИТОННЫХ ГАЗОВ

Чтобы получить представление о динамике со-
литонных газов согласно кинетическому уравнению
(5), (6), предположим, что функция распределения
имеет два очень узких пика вблизи значений κ1 и
κ2, т.е. ее можно представить в виде

f(κ, x, t) = f1(x, t)δ(κ− κ1) + f2(x, t)δ(κ− κ2). (8)

Это означает, что мы рассматриваем динамику вза-
имодействующих газов на временах, когда столкно-
вениями солитонов одного сорта с очень близкими
скоростями можно пренебречь и учитывать только
столкновения между солитонами разных сортов. То-
гда подстановка функции распределения (8) в (6) и
(7) дает законы сохранения

∂f1
∂t

+
∂(s1f1)

∂x
= 0,

∂f2
∂t

+
∂(s2f2)

∂x
= 0, (9)

где скорости s1, s2 удовлетворяют уравнениям

s1 = κ2
1+α1f2(s1−s2), s2 = κ2

2+α2f1(s2−s1), (10)

и мы ввели для удобства обозначения

α1 =
2

κ1
ln

∣∣∣∣κ1 + κ2

κ1 − κ2

∣∣∣∣ , α2 =
2

κ2
ln

∣∣∣∣κ1 + κ2

κ1 − κ2

∣∣∣∣ . (11)

Уравнения (10) позволяют выразить перенормиро-
ванные скорости через плотности солитонных газов:

s1 =
κ2
1(1− α2f1)− κ2

2α1f2
1− α1f2 − α2f1

,

s2 =
κ2
2(1− α1f2)− κ2

1α2f1
1− α1f2 − α2f1

.

(12)

Если же выразить из (10) плотности f1,2 через ско-
рости s1,2,

f1 =
s2 − κ2

2

α2(s2 − s1)
, f2 =

κ2
1 − s1

α1(s2 − s1)
, (13)

и подставить эти выражения в (9), то эта система
приводится к замечательно простому диагонально-
му виду:

∂s1
∂t

+ s2
∂s1
∂x

= 0,
∂s2
∂t

+ s1
∂s2
∂x

= 0, (14)

где перенормированные скорости s1, s2 являются
римановыми инвариантами этой системы уравнений
гидродинамического типа.

Формально уравнения (14) похожи на уравнения
газовой динамики в римановой форме, но физиче-
ские свойства солитонного газа весьма отличны от
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свойств обычного газа. Прежде всего заметим, что,
хотя скорости солитонов перенормируются в обла-
сти перекрытия солитонных облаков, такое измене-
ние скорости нельзя интерпретировать как ускоре-
ние солитонов под действием давления: после вы-
хода из области перекрытия их скорости восстанав-
ливают свои первоначальные значения. Далее, га-
зы свободно протекают сквозь друг друга с пере-
нормированными скоростями, не испытывая ника-
ких диссипативных процессов. При этом динамиче-
ские уравнения (9) имеют форму законов сохране-
ния и, как и в теории вязких ударных волн, допус-
кают разрывные решения. Наконец, в нашем случае
можно считать, что солитонные газы имеют нуле-
вую температуру, так что переход через разрыв не
связан с увеличением энтропии, т.е. теорема Жуге–
Цемплена (см., например, [16]) неприменима и раз-
рыв может иметь любой знак. Из этого же следу-
ет, что существование таких формально разрывных
течений не связано с опрокидыванием солитонно-
го импульса и последующим формированием узко-
го переходного слоя, связывающего два течения с
разными параметрами, как это происходит в теории
вязких ударных волн. Прояснить этот вопрос помо-
гает связь уравнений (14) с теорией газа Чаплыги-
на. В работе [17] Чаплыгин указал, что уравнение
состояния газа

p = A− B

ρ
(15)

(p — давление газа, ρ — его плотность, A,B — по-
стоянные параметры) может служить удобным при-
ближением на отдельных участках адиабаты Пуасс-
сона, когда формулы теории значительно упроща-
ются. (Обратим внимание, что им также была отме-
чена связь уравнений газовой динамики для этого
случая с теорией минимальных поверхностей). Мы,
однако, подойдем к теории газа Чаплыгина с другой
стороны.

Еще на первоначальном этапе создания теории
ударных волн в работах Стокса и Кельвина обсуж-
дался вопрос, допускают ли уравнения газовой ди-
намики

ρt + (ρu)x = 0, ut + uux +
c2

ρ
ρx = 0 (16)

(c2 = dp/dρ, c — скорость звука) решения в виде ста-
ционарной распространяющейся волны. При такой
постановке вопроса ясно, что в стационарном реше-
нии как плотность ρ, так и скорость течения u явля-
ются функциями только координаты, ξ = x−V t, т.е.
они связаны друг с другом однозначной зависимо-
стью. Следовательно, такое решение должно быть

простой волной и выражаться формулой Пуассона
(см. [16])

ρ = ρ0[x− (c+ u)t], (17)

ρ0(x) — профиль плотности в такой волне, распро-
страняющейся со скоростью c + u. При этом связь
между ρ и u выражается условием постоянства ри-
манова инварианта:

u−
∫

cdρ/ρ = r− = const.

Для существования волны со стационарным про-
филем необходимо, чтобы выполнялось условие
c+ u = const. Подставляя сюда соотношения

c =

√
dp

dρ
, u =

ρ∫

0

√
dp

dρ

dρ

ρ
+ const,

получаем после дифференцирования по ρ уравнение
для допускающих стационарную волну уравнений
состояния газа p = p(ρ):

d2p

dρ2
+

2

ρ

dp

dρ
= 0.

Это уравнение легко решается и дает как раз ука-
занную выше зависимость (15). Приняв для просто-
ты B = 1, мы тогда имеем c2 = dp/dρ = 1/ρ2, c = 1/ρ

и римановы инварианты (см. [16]) оказываются рав-
ными

s1 = u+

∫
cdρ

ρ
= u− 1

ρ
,

s2 = u−
∫

cdρ

ρ
= u+

1

ρ
,

(18)

где u и ρ подчиняются уравнениям Эйлера для газа
Чаплыгина

ρt + (ρu)x = 0, ut + uux +
ρx
ρ3

= 0 (19)

и выражаются через римановы инварианты как

ρ =
2

s2 − s1
, u =

1

2
(s2 + s1). (20)

Если переписать уравнения (19) через римановы ин-
варианты (18), то простые вычисления приводят к
уравнениям для динамики газа Чаплыгина в диаго-
нальной римановой форме, совпадающей с уравне-
ниями (14), описывающими динамику двух взаимо-
действующих солитонных газов.

Если теперь мы будем искать решение уравне-
ний (19) в виде бегущей с постоянной скоростью V

волны ρ = ρ(ξ), u = u(ξ), ξ = x − V t, то легко най-
дем, что эти уравнения удовлетворяются при любой
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функции ρ(ξ), если скорость течения газа Чаплыги-
на выражается через ρ(ξ) формулой

u(ξ) = V +
1

ρ(ξ)
. (21)

В этом случае инварианты Римана равны

s1 = V, s2 = V +
2

ρ(ξ)
. (22)

Очевидно, что эти формулы дают решение уравне-
ний (14) в виде простой волны: если положить, на-
пример, s1 = V = const, то второе уравнение пре-
вращается в s2,t + V s2,x = 0 с общим решением
s2 = F (x − V t), что совпадает с (22), если записать
функцию F (ξ) в виде F (ξ) = V + 2/ρ(ξ). В частно-
сти, функция F (ξ) может включать в себя разрыв,
распространяющийся без изменения формы в обла-
сти перекрытия двух газов.

Связь между уравнениями для газа Чаплыгина и
кинетическим уравнением, описывающим динамику
двух взаимодействующих солитонных облаков, поз-
воляет строить поучительные примеры решений ки-
нетического уравнения.

4. СТОЛКНОВЕНИЕ ДВУХ СОЛИТОННЫХ
ГАЗОВ

Уравнения (14) имеют очевидное вырожденное
решение, в котором s1 и s2 являются постоянны-
ми, не зависящими ни от x, ни от t. Несмотря на
тривиальность этого решения, оно имеет ясное фи-
зическое содержание: оно может служить «плато»,
соединяющим два указанных выше решения в ви-
де простых волн. В частности, при столкновении
двух проникающих друг в друга газов с постоянны-
ми плотностями f1, f2 и, значит, значениями рима-
новых инвариантов s1, s2, образуется область двух-
потокового течения, в которой скорости солитонов
одного сорта перенормируются вследствие их взаи-
модействия с солитонами другого сорта. Таким об-
разом, задача о столкновении двух газов заключает-
ся в нахождении плотностей и скоростей солитонов
в области их «перемешивания», а также скоростей
краев этой области. Хотя эта задача уже обсужда-
лась в работах [7,18], мы кратко остановимся на ней,
так как соответствующие результаты будут исполь-
зованы в дальнейшем. Предположим, что в началь-
ный момент времени в распределениях плотностей
двух сортов солитонов имеется разрыв:

f2(x, 0) = f20, f1(x, 0) = 0, x < 0,

f2(x, 0) = 0, f1(x, 0) = f10, x > 0,
(23)

xc−t c+t

f20

f1c + f2c

f10
f1c

f2c

Рис. 1. Зависимость плотностей солитонных газов от коор-
динаты при их взаимопроникновении после столкновения
солитонных облаков с постоянными начальными плотно-

стями и скоростями.

причем мы считаем, что κ2 > κ1, так что более быст-
рое облако солитонов с плотностью f20 в момент
времени t = 0 настигает в точке x = 0 более мед-
ленное облако с плотностью f10 и начинается про-
цесс их взаимопроникновения. Как обычно в слу-
чае начального разрыва, решение должно зависеть
только от автомодельной переменной ζ = x/t. По-
этому начальный разрыв ведет к образованию плато
между двумя простыми волнами, каждая из кото-
рых представляет собой разрыв с постоянным зна-
чением одного из римановых инвариантов — суще-
ствование таких решений обусловлено указанными
выше свойствами газа Чаплыгина. В целом же ре-
шение представляет собой последовательность трех
течений с постоянными плотностями, которые раз-
деляются разрывами:

f(x, t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

f20, x < c−t,

f1c + f2c, c−t < x < c+t,

f10, x > c+t.

(24)

Из рис. 1 ясно, что передний край плато движется
с перенормированной скоростью s2c быстрого газа,
а задний край плато — с перенормированной ско-
ростью s1c медленного газа, так как на этих кра-
ях плотности соответствующих газов обращаются
скачком в нуль:

c− = s1c, c+ = s2c. (25)

В двухпотоковой области плато c−t < x < c+t скоро-
сти солитонов перенормированы их взаимодействи-
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ем и согласно (12) мы имеем

s1c =
κ2
1(1− α2f1c)− κ2

2α1f2c
1− α1f2c − α2f1c

,

s2c =
κ2
2(1− α1f2c)− κ2

1α2f1c
1− α1f2c − α2f1c

.

(26)

Медленный газ втекает через правый разрыв
в область плато и приравнивание выражений
для его потока по разные стороны от разры-
ва в системе отсчета, где он покоится, дает
f1c(s1c − c+) = f10(κ

2
1 − c+). Через левый разрыв в

область плато втекает быстрый газ и аналогичный
подсчет дает f20(κ

2
2 − c−) = f2с(s2c − c−). С уче-

том (25) и (26) полученные равенства приводят к
уравнениям

f1c = f10
s2c − κ2

1

s2c − s1c
= f10(1 − α1f2c),

f2c = f20
κ2
2 − s1c

s2c − s1c
= f20(1 − α2f1c),

(27)

откуда находим выражения

f1c =
f10(1 − α1f20)

1− α1α2f10f20
,

f2c =
f20(1 − α2f10)

1− α1α2f10f20

(28)

для плотностей солитонных газов в двухпотоковой
области плато. Ясно, что полученные формулы име-
ют смысл лишь при выполнении неравенства

α1f1c + α2f2c < 1, (29)

когда перенормированные скорости (26) положи-
тельны, т.е. плотности солитонных газов не могут
быть слишком большими. Фактически еще более
сильные ограничения на плотность солитонов нала-
гает условие, что вариация флуктуирующего вол-
нового поля u2 − u2 в солитонном газе должна быть
положительной (см. [19]). Полученные соотношения
хорошо согласуются с результатами численного ре-
шения уравнения КдФ с начальными данными в ви-
де большого числа солитонов двух разных типов, на-
ходящихся по разные стороны от начала координат
(см. [18]).

5. ТЕЧЕНИЕ ДВУХ СОЛИТОННЫХ ГАЗОВ В
ВИДЕ ПРОСТОЙ ВОЛНЫ

Формулы (22) дают более общую форму решения
для течения двух солитонных газов в виде простой

x

f1, f2
f2

f1

−4 −2 0 2 4

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

(а)

x

s1, s2

s1

s2

−4 −2 0 2 4

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

(б)

Рис. 2. Распределения плотностей солитонных газов (а)
и их перенормированных скоростей (б) в зависимости
от координаты для профиля волны, задаваемого форму-
лой (36). Параметры солитонных газов равны κ1 = 1,
κ2 = 1.8, f10 = 0.05, f20 = 0.1. Скорость волны, совпада-
ющая со скоростью течения медленных солитонов, равна
V = s1 = 0.174, а скорость течения газа быстрых солито-
нов на бесконечности равна s20 = 3.469, что больше, чем

неперенормированная скорость κ2
2 = 3.24.

волны. Пусть плотности солитонных газов на беско-
нечности стремятся к постоянным значениям:

f1 → f10, f2 → f20 при x → ±∞. (30)

Тогда постоянное значение риманова инварианта s1
равно скорости волны солитонного газа (см. (26))

V = s1 =
κ2
1(1− α2f10)− κ2

2α1f20
1− α1f20 − α2f10

, (31)

совпадающей с перенормированной скоростью мед-
ленного газа, а формулы (13) дают выражения для
плотностей солитонных газов:

f1(ξ) =
1

α2

[
1 +

1

2
(V − κ2

2)ρ(ξ)

]
,

f2(ξ) =
1

2α1
(κ2

1 − V )ρ(ξ).

(32)
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Легко видеть, что они связаны соотношением

1− α1f2 − α2f1 =
1

2
(κ2

2 − κ2
1)ρ, (33)

из которого следует, в частности, формула

ρ0 =
2(1− α1f20 − α2f10)

κ2
2 − κ2

1

. (34)

Распределения плотности (32) содержат произволь-
ную функцию ρ(ξ) и через нее же выражается рас-
пределение перенормированной скорости быстрого
солитонного газа согласно второй формуле (22). На
бесконечности s2 стремится к значению (см. (26))

s20 =
κ2
2(1− α1f20)− κ2

1α2f10
1− α1f20 − α2f10

. (35)

Полученное решение имеет физический смысл при
таких значениях параметров κ1, κ2, f10, f20, что и
распределения плотностей f1, f2 солитонных газов,
и их перенормированные скорости s1, s2 повсюду по-
ложительны.

Найденное нами течение двух солитонных газов
проиллюстрировано на рис. 2 для функции ρ(ξ),
равной

ρ(ξ) = ρ0 +
a

ch ξ
. (36)

В этом случае профиль плотности f1 медленного га-
за движется вместе с этой компонентой со скоро-
стью V = s1. Быстрый же газ течет сквозь медлен-
ный с локальной скоростью s2, которая уменьшает-
ся в области «ямы» в распределении f1, вследствие
чего плотность f2 в этой области увеличивается.

6. ОБЩЕЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ТЕЧЕНИЯ ДВУХ
СОЛИТОННЫХ ГАЗОВ

Известный из газовой динамики метод годогра-
фа (см., например, [16]) позволяет легко получить
общее решение уравнений (14), когда обе скоро-
сти s1 и s2 изменяются в пространстве и со време-
нем. Делая стандартное преобразование годографа
t = t(s1, s2), x = x(s1, s2), мы приводим эти уравне-
ния к виду

∂x

∂s1
− s1

∂t

∂s1
= 0,

∂x

∂s2
− s2

∂t

∂s2
= 0. (37)

Исключение x дает

∂2t

∂s1∂s2
=

1

s1

∂2x

∂s1∂s2
=

1

s1

∂

∂s1

(
s2

∂t

∂s2

)
=

s2
s1

∂2t

∂s1∂s2
.

Поскольку s1 = s2, приходим к уравнению

∂2t

∂s1∂s2
= 0, (38)

общее решение которого запишем через две произ-
вольные функции, которые удобно обозначить как
F ′′(s1) и G′′(s2), в виде

t(s1, s2) = F ′′(s1) +G′′(s2). (39)

Из уравнений (37) легко находим

x(s1, s2) = s1F
′′(s1)+s2G

′′(s2)−F ′(s1)−G′(s2). (40)

Это решение можно преобразовать к форме

x− s1t = (s2 − s1)G
′′(s2)− F ′(s1)−G′(s2),

x− s2t = −(s2 − s1)F
′′(s1)− F ′(s1)−G′(s2),

(41)

в которой оно было получено другим способом в ра-
боте [20].

Приведем для полноты другие представления об-
щего решения, которые могут оказаться более удоб-
ными при решении конкретных задач. Если обра-
титься к методу годографа в форме Царева [21], то
общее решение можно записать в форме

x− s2t =
∂W

∂s1
, x− s1t =

∂W

∂s2
, (42)

где функция W = W (s1, s2) должна удовлетворять
уравнению Эйлера–Пуассона:

∂2W

∂s1∂s2
+

1

s1 − s2

(
∂W

∂s1
− ∂W

∂s2

)
= 0. (43)

Легко убедиться, что решения уравнения (43) вы-
ражаются через две произвольные функции F (s1) и
G(s2) следующим образом:

W (s1, s2) = (s1−s2)[F
′(s1)−G′(s2)]−2[F (s1)+G(s2)].

(44)
Подстановка (44) в (42) дает решение в форме (41).
Функции F (s1) и G(s2) должны находиться из на-
чальных условий задачи.

Как было показано Риманом (см., например,
[22]), вместо использования этого общего решения,
выраженного через произвольные функции, часто
бывает удобно использовать метод, выражающий
решение задачи непосредственно через начальные
условия с помощью так называемой функции Ри-
мана. В нашем случае функция Римана может быть
получена из общей формулы для динамики полит-
ропного газа при показателе адиабаты γ = −1. Вхо-
дящая в это выражение гипергеометрическая функ-
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ция сводится к F (−1, 2; 1; z) = 1− 2z и функция Ри-
мана для уравнений (14) принимает особенно про-
стой вид:

R(r1, r2; s1, s2) =
(r1 + r2)(s1 + s2)− 2(r1r2 − s1s2)

(r1 − r2)2
,

(45)
где (r1, r2) — текущие координаты на плоскости го-
дографа, а (s1, s2) — координаты точки P , в которой
ищется значение функции W = W (P ) = W (s1, s2).
Мы не будем приводить здесь весьма громоздкие об-
щие формулы, которые мало что добавляют к пони-
манию динамики взаимодействующих солитонных
газов, а обратимся вместо этого к решению одной
из типичных задач газовой динамики — задаче о
расширении слоя газа. Решение может быть легко
получено в элементарной форме и его отличие от
решений этой же задачи для других физических си-
стем хорошо демонстрирует существенное различие
между обычной газовой динамикой и динамикой со-
литонных газов.

7. РАСШИРЕНИЕ СЛОЯ ИЗ СМЕСИ ДВУХ
СОЛИТОННЫХ ГАЗОВ

Одной из типичных задач, в которой возника-
ет область общего решения, является задача о рас-
ширении газового слоя. Она была рассмотрена в
[23] для классического одноатомного газа, в [24] для
бозе-эйнштейновского конденсата, в [25] для двух-
температурной плазмы и в [26–28] для ультрареля-
тивистского газа. Во всех этих случаях от краев слоя
вглубь него распространялись волны разрежения и
после их столкновения в центре образовывалась об-
ласть общего решения, граничащая по краям с вол-
нами разрежения. Однако в случае солитонного га-
за решения в виде волн разрежения отсутствуют, а
вместо них возникают разрывные решения, между
которыми образуется плато с постоянными значе-
ниями римановых инвариантов. Построенное таким
способом решение позволяет сделать некоторые за-
ключения общего характера об эволюции перекры-
вающихся облаков солитонных газов.

Если допустить, что в начальный момент време-
ни единственный солитонный газ с параметром κ1

имеет распределение плотности в виде столика со
значением f10 при −l/2 ≤ x ≤ l/2, то его движение
в последующие моменты времени очевидно: это рас-
пределение будет переноситься вдоль оси x со ско-
ростью κ2

1 без изменения формы. Однако если в на-
чальный момент времени в области −l/2 ≤ x ≤ l/2

x− l
2
+ s2t− l

2
+ κ2

1t
l
2
+ s1t

l
2
+ κ2

2t

f1, κ
2
1

f2, κ
2
2

f10, s1

f20, s2

Рис. 3. Зависимость плотностей облаков двух солитон-
ных газов от координаты при эволюции начального слоя
из двух таких газов до момента их разделения. Жирной
штриховой линией изображен график плотности медлен-
ного газа, а сплошной линией — график плотности быст-

рого газа.

имеется смесь двух солитонных газов с параметрами
κ1, κ2 (κ1 < κ2) и плотностями f10 и f20, то эволю-
ция этих газов будет более сложной: в процессе раз-
деления этих газов на два облака, движущихся со
скоростями κ2

1 и κ2
2, возникнет двухпотоковое плато.

Нашей целью является описание процесса простран-
ственного разделения солитонных облаков, а также
определение их параметров после разделения.

Ясно, что в возникшем в процессе разделения
плато газы будут двигаться с перенормированны-
ми скоростями s1, s2, сохраняя начальные плотности
f10, f20. Впереди этого слоя из смеси газов возник-
нет слой быстрого газа с плотностью f2, а позади —
слой медленного газа с плотностью f1. Левый край
области перекрытия движется со скоростью s2, а ее
правый край — со скоростью s1. Следовательно, об-
ласть перекрытия существует в течение времени

T =
l

s2 − s1
(46)

и при t > T газы разделяются. Из рис. 3 легко уви-
деть, что длины облаков медленного и быстрого га-
зов в момент разделения соответственно равны

l1 = l
s2 − κ2

1

s2 − s1
,

l2 = l
κ2
2 − s1

s2 − s1
,

(47)

причем обе они меньше первоначальной длины l, так
как s1 < κ2

1 и s2 > κ2
2. Из сохранения числа солито-

нов в каждой компоненте находим амплитуды:

f1 = f10
s2 − s1
s2 − κ2

1

,

f2 = f20
s2 − s1
κ2
2 − s2

.
(48)
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В момент разделения облаков центры тяжести об-
лака медленных солитонов и облака быстрых соли-
тонов находятся соответственно в точках

x1(T ) =
l

2

s1 + κ2
1

s2 − s1
,

x2(T ) =
l

2

s2 + κ2
2

s2 − s1
.

(49)

Если бы солитоны не взаимодействовали друг с дру-
гом, то эти облака двигались бы с неперенормиро-
ванными скоростями и находились бы в этот момент
в точках

x10(T ) =
κ2
1l

s2 − s1
,

x20(T ) =
κ2
2l

s2 − s1
,

т.е. из-за взаимодействия они сдвигаются соответ-

ственно на расстояния

Δx1 = x1(T )− x10(T ) =
l

2

s1 − κ2
1

s2 − s1
< 0,

Δx2 = x2(T )− x20(T ) =
l

2

s2 − κ2
2

s2 − s1
> 0.

(50)

Таким образом, вследствие взаимодействия облака
сужаются, плотности солитонов в обоих увеличива-
ются и медленное облако сдвигается назад, а быст-
рое — вперед. Переход к этим значениям сдвигов
иллюстрируется на рис. 4, полученном согласно чис-
ленному решению уравнений для газа Чаплыгина. В
начальный момент времени центры тяжести обоих
газов находились в начале координат и по мере раз-
деления облаков центр тяжести быстрого газа опе-
режал движение, которое он совершал бы со сво-
ей неперенормированной скоростью, а центр тяже-
сти медленного газа отставал от аналогичного дви-
жения со своей неперенормированной скоростью.
После момента разделения центры тяжести обоих
газов продолжают движение со своими неперенор-
мированными скоростям, приобретая дополнитель-
ные сдвиги вследствие взаимодействия с солитона-
ми другого сорта. Хорошее согласие предсказывае-
мых теорией значений сдвигов (50) с численным ре-
шением показывает, что наша картина формирова-
ния из начальных разрывов простых волн с разры-
вами соответствует реальной динамике взаимодей-
ствующих солитонных облаков согласно кинетиче-
скому уравнению.
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Рис. 4. Сдвиги центров тяжести облаков от их положе-
ний в отсутствие взаимодействия, полученные численным
решением уравнений для газа Чаплыгина при начальных
значениях параметров f10 = 0.05, f20 = 0.1, κ1 = 1.3,
κ2 = 2.5, l = 10. В момент T = 1.6 разделения они прини-
мают теоретические значения, даваемые формулами (50).

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе показано, что фундамен-
тальным свойством динамики двух взаимодейству-
ющих солитонных газов является существование
простых волн, распространяющихся без изменения
формы. В частности, такие простые волны могут
иметь разрывы, так что в задачах типа «разруше-
ния плотины» вместо волн разрежения динамики
обычных газов возникают простые волны с разрыва-
ми, соединяемые вместо общего решения, в котором
в обычной теории изменяются оба римановых инва-
рианта, областью плато с постоянными римановыми
инвариантами. Это свойство динамики солитонных
газов резко контрастирует со свойствами газовой ди-
намики обычных газов. В то же время на основе
указанной картины могут быть построены простые
аналитические решения типичных задач, подтвер-
ждаемые точными численными решениями кинети-
ческого уравнения, приведенного к эквивалентной
форме уравнений для динамики газа Чаплыгина. Из
построенных решений следует интуитивно понятная
картина поведения облаков солитонных газов: в ре-
зультате взаимодействия облако быстрых солитонов
сдвигается вперед, а облако медленных солитонов
сдвигается назад, причем оба облака сужаются, а
плотность солитонов в них возрастает. Полученные
формулы позволяют дать оценку этих эффектов в
ведущихся в настоящее время экспериментальных
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исследованиях солитонных газов в волнах на воде,
нелинейной оптике и физике холодных атомов (см.,
например, [12–14]).
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