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Представлен обзор применения методов спектрального и модально-
го анализа в исследованиях устойчивости электроэнергетических систем
и управлении ими. Рассмотрены теоретические основы этих методов и
опыт их использования для выявления неоднородности структуры си-
стем, идентификации когерентности движения генераторов и упрощения
математической модели динамики энергосистем, оценки их статической
устойчивости (устойчивости “в малом”) и выбора управляющих воздей-
ствий для ее обеспечения. Обсуждается анализ субграмианов при иссле-
довании устойчивости электроэнергетических систем и другие новые на-
правления развития модального подхода.
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1. Введение

Электроэнергетические системы (ЭЭС) — сложнейшие технические объек-
ты, созданные человеком и включающие тысячи генераторов электроэнергии,
объединяемых на совместную работу электрической сетью, роторы которых
в нормальном режиме вращаются с одинаковой (синхронной) угловой скоро-
стью. Со времени создания первых ЭЭС одной из важнейших проблем было
и остается обеспечение их устойчивости при малых и больших возмущениях.
Для современных больших ЭЭС эта проблема особенно актуальна в связи
с появлением новых факторов, определяемых нестационарностью генерации

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда в рамках
проекта № 19-19-00673.
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возобновляемых источников электроэнергии, активностью потребителей, ис-
пользованием эффективно управляемых устройств на базе силовой электро-
ники в электрической сети и у потребителей и ряда других, что существенно
ухудшает свойства ЭЭС с точки зрения возможностей обеспечения их устой-
чивости. Кроме того, вследствие неоднородности структуры электрической
сети остаются сечения (группы связей одного направления) с ограниченной
пропускной способностью (bottlenecks), особенно в ослабленной структуре се-
ти в послеаварийных и ремонтных режимах большой ЭЭС. Неоднородность
структуры сети определяется наличием в ней подсистем с сильными внутрен-
ними связями и слабых связей и узлов между этими подсистемами (см. раз-
дел 3). Ситуацию усугубляет расширение использования в ЭЭС установок
распределенной генерации, в том числе на базе возобновляемых энергоре-
сурсов, с малыми постоянными инерции роторов, а также подключаемых
к электрической сети через выпрямительно-инверторные блоки, что суще-
ственно снижает инерционность системы и повышает опасность нарушений
ее устойчивости. Нарушение устойчивости сложной системы может привести
к каскадному развитию аварийного процесса с массовым нарушением пита-
ния потребителей и тяжелыми последствиями для системы [1, 2] и др.

Основополагающие исследования в области анализа и обеспечения устой-
чивости ЭЭС, моделирования элементов и системы в целом в динамических
режимах, были выполнены еще в 1930–40-е гг. А.А. Горевым, Р. Парком,
П.С. Ждановым, Е.В. Кимбарком, А.С. Лебедевым и рядом других авторов
[3–5] и др. Соответствующие результаты для ЭЭС учитывали фундаменталь-
ные методы математической теории устойчивости динамических систем, по-
лученные в работах А.А. Ляпунова, Дж. Сильвестра и др. [6, 7] и др. Одним
из важных направлений в этой области является проблема устойчивости ЭЭС
“в малом”, исторически обозначаемая в электроэнергетике термином “стати-
ческая устойчивость”.

Существуют несколько видов статической устойчивости ЭЭС. Примени-
тельно к рассматриваемым в данной статье подходам для сложных ЭЭС ак-
туальными являются “устойчивость по углам” — angle stability (имеются в
виду взаимные углы роторов синхронных машин) и “устойчивость по напря-
жениям” в узлах электрической сети — voltage stability [3–5] и др. При иссле-
довании статической устойчивости ЭЭС при малых возмущениях (устойчи-
вости “в малом”) используется классический подход математической теории
устойчивости динамических систем, состоящий в линеаризации нелинейной
системы в окрестности рассматриваемого положения ее равновесия, что поз-
воляет использовать богатый арсенал строгих методов оценки устойчивости
линейных динамических систем. При этом в статье рассматриваются попыт-
ки распространения этих методов для анализа нелинейных эффектов.

Первоначально исследования слабо возмущенного движения ЭЭС концен-
трировались на анализе апериодической статической устойчивости по крите-
рию смены знака определителя матрицы Якоби, равного свободному члену
характеристического полинома. Считалось, что колебательные электромеха-
нические процессы должны демпфироваться автоматическим регулятором
возбуждения сильного действия (АРВ-СД) или стабилизаторами энергоси-
стемы (СЭС — power system stabilizers). Однако данные практики показа-
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ли многие случаи слабо демпфированных колебаний и самораскачивания из-
за возникновения специфических нерасчетных схемно-режимных ситуаций,
на которые не была рассчитана настройка коэффициентов регулирования
АРВ-СД и СЭС. Это стимулировало развитие более строгих методов ана-
лиза статической устойчивости ЭЭС на базе теории устойчивости “в малом”
А.А. Ляпунова, чему способствовало также появление эффективных методов
определения корней характеристического уравнения высоких порядков (соб-
ственных значений матрицы линейной динамической системы) [8] и др., со-
ставляющих основу спектрального анализа. Модальный анализ впервые был
исследован применительно к ЭЭС в [9, 10].

В широком смысле как спектральный анализ, так и модальный анализ
подразумевают изучение свойств динамических систем в терминах частот
и связанных с ними величин, таких как энергии, собственные значения и
векторы. Хотя термин “спектральный” имеет более общий математический
смысл, но применительно к методам оценки статической устойчивости ЭЭС
термины “модальный” и “спектральный” очень близки и связаны с анализом
расположения собственных значений матрицы линеаризованной системы на
комплексной плоскости. Для удобства изложения в этом обзоре к спектраль-
ным отнесены более ранние методы, названные измерительными и анализи-
рующие расположение на комплексной плоскости спектра матрицы линеари-
зованной динамической системы; к модальным — методы, связанные с иден-
тификацией конкретных мод колебаний при использовании так называемых
факторов (коэффициентов) участия, позволяющих соотнести эти моды коле-
баний с конкретными переменными состояния системы. Методы спектраль-
ного анализа и модального анализа активно развиваются и модернизируются.
По оценкам специалистов в настоящее время ежегодно в мире по проблемам
развития этих методов публикуется до сотни работ, причем большая часть
из них связана с задачами устойчивости ЭЭС.

В данной статье приведен обзор наиболее характерных результатов при-
менения методов спектрального и модального анализа для решения различ-
ных задач анализа структурных свойств ЭЭС, моделирования динамики этих
систем, исследования их устойчивости и управления ими — в основном за
последние годы, но с использованием при необходимости более ранних ре-
зультатов. В разделе 2 кратко даны теоретические основы спектрального и
модального методов. Применение этих подходов охватывает практически все
стадии исследования устойчивости сложных ЭЭС: изучение объекта исследо-
ваний, его свойств, прежде всего свойства неоднородности структуры систе-
мы (раздел 3); выявление когерентности движения генераторов в электроме-
ханическом переходном процессе в ЭЭС и упрощение (эквивалентирование)
математических моделей когерентных групп генераторов (раздел 4); оцен-
ка статической устойчивости ЭЭС и выбор управляющих воздействий для ее
обеспечения (раздел 5); анализ субграмианов при исследовании устойчивости
ЭЭС и другие новые направления развития модального подхода (раздел 6).
Раздел 7 (Заключение) подытоживает результаты статьи.

Потенциальные читатели обзора — это преимущественно электроэнерге-
тики, глубоко знакомые со структурой и свойствами больших ЭЭС и про-
блемами устойчивости этих систем. Тем не менее обзор может быть интере-
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сен и полезен специалистам по теории управления, имеющим определенные
наработки и понимание проблем устойчивости сложных ЭЭС. Эта двуеди-
ная направленность обзора определила его структуру и содержание, которые
представляются авторам определенным компромиссом с точки зрения изло-
жения материала для рассматриваемых двух групп специалистов.

Основным объектом рассмотрения в обзоре являются большие сложные
ЭЭС, для которых характерна неоднородность структуры электрической се-
ти, проявляющаяся в наличии подсистем с сильными связями внутри них и
слабыми связями и узлами между подсистемами (см. подробнее раздел 3),
а также такие специфичные для сложных ЭЭС явления, как межрайонные
колебания, когерентность возмущенного движения групп генераторов и ряд
других, что отражает специфические свойства сложных ЭЭС, важные с точ-
ки зрения обеспечения их устойчивости.

2. Теоретические основы

В общем виде математическая модель ЭЭС при исследовании электроме-
ханических переходных процессов может быть представлена системой нели-
нейных дифференциальных и алгебраических уравнений [11]

ẏ = f(y, z, v),

0 = g(y, z, v),
(1)

где y – вектор переменных состояния системы размерности n; z – вектор за-
висимых переменных размерности m; v – вектор управлений размерности l;
f (·) и g (·) – нелинейные вектор-функции, вид которых определяется моде-
лями синхронных машин, электрической сети и нагрузок.

Линеаризация системы уравнений (1) в окрестности установившегося по-
ложения равновесия (y0, z0) приводит к линейным алгебро-дифференциаль-
ным уравнениям в приращениях ∆y = y − y0, ∆z = z − z0, ∆v = v − v0:

∆y = (Fy
∣

∣Fz)

(

∆y

∆z

)

+ Fv∆v,

0 = (Gy
∣

∣Gz)

(

∆y

∆z

)

+Gv∆v.

(2)

Система уравнений (2) при условии обратимости матрицы Якоби преоб-
разуется к форме Коши

ẋ = Ax+Bu,(3)

где x = ∆y – вектор состояния размерности n; u = ∆v – вектор управления
размерности l.

Достаточно часто при решении различных задач исследования устойчи-
вости ЭЭС рассматривается так называемая классическая модель динамики
системы

Tiδ̈i (t) + diδ̇ (t) = ai −
N
∑

j=0

bij sin (δi (t)− δj (t)) , i = 1, N,(4)
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где δi – угол ротора генератора i относительно синхронной оси; Ti, di – по-
стоянная инерции и коэффициент демпфирования i-го ротора; ai – механи-
ческая мощность, вырабатываемая турбиной агрегата; bij = EiEjsij, где Ei,
Ej – ЭДС, определяемые потокосцеплениями магнитных полей, создаваемых
обмотками возбуждения синхронных машин i и j соответственно, а sij – про-
водимости ветвей между генераторами i и j.

Классическая модель динамики ЭЭС обычно используется при решении
вспомогательных задач спектрального и модального анализа (см., например,
раздел 4 данной статьи в части выявления когерентности движения генера-
торов и упрощения моделей ЭЭС). Такие вспомогательные задачи решают-
ся для удаленных от исследуемой подсистемы частей большой протяженной
ЭЭС, в которых классическая модель динамики системы отражает поведение
генераторов с приемлемой точностью. Определение исследуемой подсисте-
мы — самостоятельная задача, зависящая от характера решаемой проблемы.
В качестве исследуемой подсистемы может рассматриваться, например, тер-
риториально выделенный район ЭЭС. Генераторы исследуемой подсистемы
представляются достаточно детальной моделью их динамики с учетом дей-
ствия основных влияющих факторов, прежде всего регуляторов возбуждения
и скорости. Учитывая то, что выбор представительной модели генераторов
исследуемой подсистемы – самостоятельная задача, в работах, касающихся
методов исследования устойчивости ЭЭС, проблемы обоснования моделей ди-
намики генераторов обычно детально не рассматриваются, часто ограничи-
ваясь общим их представлением вида (1).

Линеаризация системы дифференциальных уравнений (4) в окрестности
положения равновесия системы дает линейную модель динамики ЭЭС в про-
странстве состояний, записываемую в общем виде как

ẋ (t) = Ax(t),(5)

где x – вектор состояния ЭЭС размерности N ;N – число синхронных машин в
системе; A – вещественная матрица постоянных коэффициентов размерности
N ×N .

При решении некоторых задач, связанных с проблемами устойчивости
ЭЭС (см., например, раздел 3), методами спектрального анализа рассматри-
ваются собственные значения и собственные векторы матрицы Якоби урав-
нений установившегося режима (состояния равновесия) системы, которые в
общем виде на основе (1) представляются как

0 = f (y, z, v) ,

0 = g (y, z, v) .
(6)

Одним из наиболее популярных методов изучения устойчивости моделей
ЭЭС вида (3) и (5) относительно малых возмущений является модальный
анализ, основанный на вычислении спектра динамической матрицы A, т.е.
множества ее собственных значений λi

Λ (A) =
{

λi : det (λiIN −A) = 0, i = 1, N
}

,(7)
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где IN обозначает единичную матрицу размерности N ×N . Собственные чис-
ла в (7) определяют частоты колебаний и коэффициенты демпфирования
мод, характеризующих динамику поведения линейной системы (отсюда и тер-
мин “модальный анализ”). В частности, если все собственные значения λi,
i = 1, N имеют отрицательные действительные части, т.е.

Re λi < 0, i = 1, N,(8)

то модели ЭЭС (3) или (5) являются статически (асимптотически) устойчи-
выми. Правый и левый собственные векторы vi и wi матрицы A, соответст-
вующие собственному значению λi, определяются выражениями

Avi = λivi, wТ
i A = λiw

T
i , vi 6= 0, wi 6= 0.(9)

Эти векторы позволяют связать собственные моды системы с соответствую-
щими им переменными состояния.

На начальном этапе развития спектральный анализ рассматривался в ос-
новном как совокупность измерительных методов и вычислительных алго-
ритмов для быстрого нахождения определенных групп собственных чисел
и векторов системы, интересных с точки зрения конкретных приложений.
В электроэнергетике прежде всего изучались медленные и плохо демпфируе-
мые колебания, которые могут приводить к потере статической устойчивости.
Эти колебания могут возникать между одной или несколькими машинами и
остальной частью системы (“локальные колебания” с частотой в диапазоне
от 1 до 2 Гц) или же между большими группами генераторов (“межрайонные
колебания” с частотой от 0,1 до 0,5 Гц) [12, 13].

Классические измерительные методы спектральных характеристик систе-
мы основаны на прямом преобразовании Фурье или на оценке корреляцион-
ной функции (периодограммы Шустера, модифицированные периодограммы,
методы Бартлетта, Уэлча, Блэкмана–Тьюки). В качестве измеряемой вели-
чины могут использоваться амплитуда, энергия, число осцилляций и другие
параметры сигнала. Более сложные методы динамических измерений для
оценки спектральных характеристик системы включают метод Прони, ме-
тоды Юла–Уолкера и Берга, модель скользящего среднего, вейвлет-анализ,
нейронные сети и генетические алгоритмы [14, 15] и др.

Вычислительные методы модального анализа предполагают, что динами-
ческая матрица системы уже известна, и необходимо предложить эффектив-
ные способы вычисления собственных чисел и векторов в заданной части
спектра. При этом сама матрица как правило имеет большую размерность,
может быть вырожденной или плохо обусловленной, а также иметь разрежен-
ную структуру. Среди известных и хорошо зарекомендовавших себя методов
выделения критических мод можно назвать QR метод, метод одновременных
итераций, метод Ланцоша (Lanczos method), модифицированный метод Ар-
нольди, различные их модификации [16–20] и др. Отметим также более новые
методы вычисления спектра доминирующих полюсов [21] и метод матричных
сигнум-функций [22].

Собственные числа имеют простую смысловую интерпретацию, однако при
анализе собственных векторов существует определенная проблема. Собствен-
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ные векторы не позволяют однозначно интерпретировать связь соответствую-
щих мод и переменных состояния, поскольку эти векторы зависят от выбора
единиц измерения переменных. В [12, 13] была предложена удачная формали-
зация селективного модального анализа для линейных систем, которая дала
возможность установить однозначную связь между модами и переменными
состояния на основе так называемых факторов (коэффициентов) участия,
которые не зависят от используемых единиц измерения. Это позволило од-
нозначно выделять элементы структуры системы, связанные с собственными
модами в динамике ее поведения. Факторы участия (ФУ) и обобщенные уча-
стия определяются соответственно как [23]

pki = vki w
k
i и pkil = vki w

l
i,(10)

где vki и wli обозначают k-ю и l-ю компоненты соответственно i-го правого и
левого собственных векторов матрицы A в (9). При этом предполагается, что
собственные векторы нормированы, т.е.

wT
i vj =

{

1 при i = j,
0 в остальных случаях.

(11)

Для линейных систем ФУ определяют относительные вклады собственных
мод системы в динамику эволюции переменных состояния, т.е.

xk (t) =

N
∑

i=1

pkixk (0) e
λit +

N
∑

i,l=1; l 6=k
pkilxl (0) e

λit.(12)

С конца XX в. развитие модального анализа происходило в нескольких
направлениях. Во-первых, концепция ФУ находила все новые области при-
менения. Сегодня эти показатели широко используются в электроэнергетике
и в других областях для анализа устойчивости [12, 13, 24], упрощения моде-
лей [25], размещения средств измерения и управления в сети [26], кластери-
зации [27] и др. Некоторые из этих применений будут рассмотрены подробнее
в последующих разделах обзора.

Во-вторых, расширялась смысловая интерпретация ФУ. Была установлена
их связь с чувствительностями собственных чисел [23], модальной управляе-
мостью и наблюдаемостью [28], а также с модальной подвижностью (modal
mobility) [29]. Согласно (12) ФУ определяют динамику переменной состоя-
ния xk(t) только в том случае, если xl (0) = 0, l 6= k, т.е. при специально
выбранном начальном условии. В [30] было показано, что такое предположе-
ние может приводить к противоестественным результатам, и был предложен
альтернативный метод усреднения по неопределенному множеству началь-
ных условий. В соответствии с этим подходом, исходное определение ФУ (10)
было сохранено для анализа участий “мод в состояниях”. А для анализа уча-
стия “состояний в модах” было предложено альтернативное определение ФУ
(или ФУСМ). Впоследствии подобные концепции ФУСМ были рассмотрены
для динамических нелинейных систем [31] и для систем, описываемых алгеб-
раическими уравнениями, такими, например, как уравнения потокораспреде-
ления (6) [24].
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В-третьих, были предприняты активные усилия распространить модаль-
ный анализ на случай нелинейных моделей. Попытки учесть нелинейные эф-
фекты и межмодальные взаимодействия в рамках модального анализа разви-
вались в основном в двух направлениях. Подходы, в которых предполагается
известной модель системы, связаны с учетом членов второго и более высоких
порядков в разложении ряда Тейлора, аппроксимирующего динамическую
систему. В основном это делается с помощью нормальных форм Пуанкаре
[31–33]. Исследование [34] показало, что учет таких членов может оказаться
важным при изучении межрайонных колебаний в ЭЭС, подвергнутых боль-
шим возмущениям. Основная идея метода Пуанкаре состоит в том, чтобы по-
добрать нелинейную замену переменных в виде полинома так, чтобы для пре-
образованной системы члены второго порядка (и, возможно, более высоких
порядков) в разложении Тейлора исчезли. Основной недостаток такого подхо-
да заключается в том, что он требует решения сильно нелинейной численной
задачи и использования затратных вычислительных алгоритмов. Поэтому
альтернативные подходы предлагают оценивать ФУ непосредственно на ос-
нове измерений. Например, это можно сделать на основе расширенной дина-
мической модальной декомпозиции (extended dynamic mode decomposition)
[35] или модальной декомпозиции Купмана (Koopman mode decomposi-
tion) [36]. Использование таких методов менее универсально и требует тща-
тельной проверки в практических приложениях.

Наряду с модальным анализом другой концептуальный метод в исследо-
вании устойчивости связан с именами Джеймса Сильвестра и Александра
Ляпунова, которые в конце XIX в. открыли и исследовали свойства матрич-
ных уравнений Сильвестра и Ляпунова [6, 7]. Эти уравнения играют сего-
дня важную роль во многих разделах современной теории управления, в том
числе при исследовании устойчивости линейных и нелинейных систем, в ро-
бастном и оптимальном управлении. Ляпунов показал, что условия асимпто-
тической статической устойчивости (8) линейных систем (3) или (5) эквива-
лентны тому, что для любой положительно определенной матрицы Q (Q > 0)
существует положительно определенное решение P (P > 0) алгебраического
матричного уравнения Ляпунова [7, 37] и др.

ATP + PA = −Q, Q = QT > 0,(13)

которое называется грамианом. В этом случае для спектра устойчивой мат-
рицы A справедлива оценка [38]:

min
i=1,...,N

|Re {λi}| ≤ − 1

2 ‖P‖ .(14)

Таким образом, вычисляя грамиан P как решение уравнения (13), можно оце-
нить степень устойчивости системы без вычисления ее спектра. Кроме того,
грамиан P в (13) может быть представлен в виде интеграла с матричными
экспонентами матрицы A

P =

∞
∫

0

eA
TtQeAtdt.(15)
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Предположим далее, что система (3) наблюдается по выходному сигналу

s (t) = Cx(t).(16)

Тогда для анализа системы (3) обычно используются грамианы управляе-
мости PC и наблюдаемости PO, когда в качестве положительной матрицы
в уравнении (13) выбираются Q = BBT > 0 и Q = CTC > 0 соответственно.
В целом можно сказать, что грамиан наблюдаемости характеризует устойчи-
вость системы в смысле ограничения энергии ее выходного сигнала, а грами-
ан управляемости характеризует устойчивость системы в смысле ее асимп-
тотической устойчивости к случайным возмущениям входного сигнала. Для
устойчивой линейной динамической системы грамианы тесно связаны с квад-
ратом H2-нормы ее передаточной функции или ее импульсной характери-
стики. Физическая интерпретация этих величин состоит в том, что они
определяют усиление энергии сигнала в системе, усредненное по времени
или частоте.

В середине XX в. были достигнуты серьезные прорывы в создании эф-
фективных методов решения матричных уравнений и, в частности, уравне-
ний Ляпунова и Сильвестра. Были разработаны методы ортогонализации,
среди которых следует упомянуть методы Бартельса–Стюарта и Голуба–
Нэша [39]. Первая работа по вычислению решений уравнений Ляпунова и
Сильвестра в виде интегралов от их матричной резольвенты в комплексной
плоскости была сделана в СССР М.Г. Крейном [40]. Д.К. Фаддеев разра-
ботал спектральное разложение резольвенты матрицы в ряд Фаддеева [41].
В [38, 42] были исследованы вопросы разрешимости матричных уравнений
Сильвестра–Ляпунова–Крейна, дихотомия и расслоения их спектров, а так-
же вычислительные проблемы их решения. В [43] обсуждаются структурные
свойства грамианов. В [44] предложены методы решения непрерывных и дис-
кретных матричных уравнений Ляпунова и Сильвестра, основанные на при-
ведении матрицы динамики к нормальной форме Жордана. За последние
30 лет интенсивно развивались вычислительные методы для решения мат-
ричных уравнений более сложных типов, имеющих все большую размерность
(см. ссылки в недавнем обзоре [45]).

Развивалась также и смысловая интерпретация метода Ляпунова. В част-
ности, интерпретация грамианов для уравнения (13), основанная на концеп-
ции “энергии”, в целом сохраняется и для параметрических линейных си-
стем с заменой матричной экспоненты eAt в (15) на фундаментальное реше-
ние Φ(0, t) однородного уравнения ẋ = A (t)x [46, 47]. Понятие грамианов в
дальнейшем было обобщено и интерпретировано для обобщенных уравнений
Ляпунова, описывающих свойства детерминированных билинейных и стоха-
стических линейных систем, и получило название энергетических функцио-
налов [48, 49].

Спектральные свойства грамианов и энергетических функционалов бы-
ли эффективно использованы в методах уменьшения размерности моделей
(model order reduction – MOR). Среди них отметим метод сбалансированного
отсечения [50], метод использования кросс-грамианов [51] и различные их мо-
дификации (см. обзор [52]). В монографии [53], посвященной аппроксимации
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больших динамических систем, были впервые получены сингулярные раз-
ложения бесконечных грамианов управляемости и наблюдаемости на основе
приведения матрицы динамики к диагональному виду. Более общая форма
спектральных разложений функций Ляпунова на компоненты, соответствую-
щие отдельным собственным числам и их парным комбинациям, была пред-
ложена в [54–56]. Каждый член в этих спектральных разложениях был назван
суб-грамианом. Суб-грамианы позволяют оценивать взаимодействия между
собственными модами системы. Они также дают возможность объединить
идеи модального анализа с методом оценки устойчивости по Ляпунову. Более
подробное описание этого метода и его применение к анализу устойчивости
электроэнергетических систем будет представлено в разделе 6 обзора.

3. Исследования неоднородностей в электроэнергетических системах

Структура электрической сети сложной ЭЭС всегда неоднородна. Неодно-
родность структуры — фундаментальное свойство сложных ЭЭС, равно как
и других систем со сложной структурой. Важно выявлять эту неоднород-
ность, количественно ее оценивать и использовать при моделировании ЭЭС,
их исследовании и управлении их режимами [57–59].

В процессе функционирования ЭЭС подвергается возмущениям и реаги-
рует на них изменением переменных режима системы. Эта реакция опреде-
ляется как величиной и местом приложения возмущения, так и внутренни-
ми свойствами самой системы. Возмущения, локализуемые в разных местах
ЭЭС, вызывают более заметную, по сравнению с другими местами, реак-
цию переменных режима в одних и тех же узлах и связях системы. Такие
элементы, переменные режима которых в наибольшей степени реагируют на
происходящие в электрической сети возмущения, названы сенсорами. Неод-
нородности, приводящие к наличию сенсоров, определяются топологией и
параметрами схемы электрической сети.

Элементы сети, изменение параметров которых приводит к наибольшей
реакции сенсоров на возмущения, названы слабыми местами. К слабым ме-
стам относятся слабые связи и сечения, изменение сопротивлений в которых
позволяет изменить значения переменных режима сенсоров, а также слабые
узлы, если фиксация напряжений в них приводит к аналогичному эффекту.
Переменные режима в слабых узлах при увеличении загрузки электрической
сети раньше всего достигают критических значений с точки зрения наруше-
ния устойчивости ЭЭС по напряжению. По слабым связям и сечениям чаще
всего происходят нарушения устойчивости по углу и каскадное развитие ава-
рийных процессов [57, 58].

Рассмотрим на основе [60] методы выявления сенсоров и слабых мест в
сложных ЭЭС, используя в общем случае линеаризованные уравнения ба-
ланса мощностей в узлах, связывающие изменения модулей ∆U и фаз ∆δ
узловых напряжений с изменениями активных ∆P и реактивных ∆Q нагру-
зок в виде

(

∆δ
∆U

)

= J−1

(

∆P
∆Q

)

,(17)
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где J – квадратная вещественная матрица Якоби

J =

(

∂P/∂δ ∂P/∂U

∂Q/∂δ ∂Q/∂U

)

.(18)

Для выявления сенсоров на основе анализа матрицы Якоби может исполь-
зоваться ее сингулярное разложение [61]

J = V ΣWT =

n
∑

i=1

viσiw
T
i ,(19)

где W = (w1, . . . , wn) и V = (v1, . . . , vn) – ортогональные матрицы раз-
мера n× n каждая, i-е столбцы которых являются соответственно
i-м левым и i-м правым ортонормированными сингулярными векторами;
Σ = diag(σ1, · · · , σn) – диагональная матрица сингулярных значений.

С учетом (19) выражение (17) может быть представлено как

(

∆δ
∆U

)

=

(

n
∑

i=1

viw
T
i /σi

)

(

∆P
∆Q

)

.(20)

Если для упорядоченных по возрастанию сингулярных значений
σ1 ≤ σ2 ≤ · · · ≤ σn первое из них существенно меньше остальных, то при про-
чих равных условиях наибольший вклад в изменения модулей и фаз напря-
жений вносит первое слагаемое суммы в (20). Это позволяет представить (20)
в виде

(

∆δ
∆U

)

=

(

∆δ
∆U

)(1)

+
n
∑

i=2

εi =
(

v1w
T
1 /σ1

)

(

∆P
∆Q

)

+
n
∑

i=2

εi,(21)

где
∑n

i=2 εi – погрешность определения напряжений вследствие отбрасывания
в (20) n− 1 слагаемых.

Чем больше отличие первого сингулярного значения от остальных, тем
меньше погрешность из-за отбрасывания n− 1 слагаемых, и тем больше осно-
ваний делать выводы о характере поведения переменных режима, используя
только первое слагаемое, связанное с σ1.

При отмеченных выше условиях очевидно, что максимальные изменения
модулей и фаз напряжений при изменениях нагрузок будут происходить в
узлах, соответствующих максимальным компонентам первого правого сингу-
лярного вектора,

(

∆δ
∆U

)(1)

= v1∆S
(1) =

(

v1w
T
1 /σ1

)

(

∆P
∆Q

)

.(22)

Введение скалярной величины ∆S(1), названной в [57] первым обобщенным
возмущением, позволяет установить, что максимальные изменения модулей
и фаз напряжений будут происходить в сенсорных узлах.
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Оценка неоднородности электрической сети связана с определением сла-
бых мест сети, от которых в большей степени зависит чувствительность
ЭЭС. Слабые узлы и связи при учете инвариантных к режиму факторов
могут быть найдены путем исследования следующих производных:

∂σ1
∂γsi

= ±v2i1,(23)

∂σ1
∂γij

= (vi1 + vj1)
2,(24)

где γij и γsi – проводимость линии ij и шунта в узле i. Здесь и далее двойным
индексом ij будем обозначать величины, которые относятся к связи между
узлами i и j (потери мощности, напряжения и т.д.).

Изменения перетоков активной и реактивной мощности в связи ij ∆Pij =
= (∂Pij/∂δij)∆δij и ∆Qij = (∂Qij/∂Uij)∆Uij во многом определяются значе-
ниями ∆δij и ∆Uij, которые можно найти по разности компонент первого
правого сингулярного вектора (vδi1 − vδj1) и (vUi1 − vUj1), соответствующих
фазам и модулям узловых напряжений в i-м и j-м узлах, и могут также
использоваться как показатели слабости связи. Чем на большую величину
при увеличении перетока по связи изменяются ∆δij и ∆Uij, тем быстрее бу-
дет достигнут в ней предел передаваемой мощности и наступит вырождение
матрицы Якоби.

Слабой может быть названа связь ij, изменение проводимости которой
приводит к максимальному изменению минимального сингулярного значе-
ния σ1:

∂σ1
∂γij

= wT
1

∂J

∂γij
v1 = (w1δ, w1U )











∂2P

∂δ ∂γij

∂2P

∂U ∂γij

∂2Q

∂δ ∂γij

∂2Q

∂U ∂γij











(

v1δ
v1U

)

.(25)

Из выражения (25) следует, что на минимальное сингулярное значение
оказывают влияние не только проводимости связей, но и переменные текуще-
го режима. Ослабление связи и, соответственно, ухудшение обусловленности
матрицы Якоби, связанные с изменением режима ЭЭС (например, его утя-
желением, в результате которого может произойти нарушение статической
устойчивости по углу или по напряжению), может быть ликвидировано со-
ответствующими управлениями с использованием устройств FACTS (flexible
alternating current transmission system — гибких систем передачи переменного
тока), накопителей электроэнергии и других средств.

Таким образом, приведенный подход позволяет обоснованно выявлять сла-
бые связи в структуре электрической сети ЭЭС и определять тем самым силь-
но связанные подсистемы, объединяемые в общую электросетевую структу-
ру ЭЭС. Как отмечалось выше, нарушения статической устойчивости ЭЭС и
каскадное развитие аварий при изменениях режима будут происходить преж-
де всего по слабым связям и менее вероятно по более сильным связям внутри
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сильно связанных подсистем. Поэтому исследования статической устойчи-
вости ЭЭС необходимо производить прежде всего по отношению к слабым
связям.

Структурная неоднородность ЭЭС определяет также специфику движе-
ния генераторов системы в переходном электромеханическом процессе, а
именно когерентное их движение (условие когерентности движения генера-
торов представлено далее выражением (26)). Когерентность движения гене-
раторов является объективным основанием для упрощения математической
модели динамики ЭЭС посредством агрегирования (объединения) генерато-
ров сильно связанных подсистем. Замена группы генераторов одним экви-
валентным вносит погрешность в математическую модель динамики ЭЭС,
определяемую пренебрежением межмашинными колебаниями. Погрешность
тем меньше, чем более когерентным является движение объединяемых ге-
нераторов. Поэтому требуется разработка методов выявления когерентности
движения генераторов ЭЭС.

Для решения перечисленных задач выявления когерентности движения
генераторов в сильно связанных подсистемах и агрегирования когерентных
групп генераторов, а также оценки статической устойчивости ЭЭС по отно-
шению к слабым связям и определения управляющих воздействий для обес-
печения устойчивости нашли применение методы модального анализа, рас-
смотренные в последующих разделах 4 и 5 данной статьи.

4. Выявление когерентности движения генераторов и
упрощение моделей электроэнергетических систем

При анализе устойчивости сложных многомашинных ЭЭС и обосновании
мероприятий по обеспечению их устойчивости исследователь сталкивается с
двумя противоречивыми проблемами: с одной стороны, очевидна необходи-
мость достаточно детального моделирования элементов (прежде всего, син-
хронных генераторов) и структуры системы для того, чтобы обоснованно
учесть в модели системы все влияющие на ее устойчивость факторы; с дру-
гой стороны, получаемая в результате математическая модель сложной ЭЭС
в целом в виде совместной системы нелинейных дифференциальных и алгеб-
раических уравнений вида (1) становится необозримой и часто неподъемной
для исследований, особенно в условиях дефицита времени при обосновании
управляющих воздействий в цикле оперативного управления ЭЭС, когда в те-
чение 10–15 мин требуется провести десятки расчетов по оценке статической
устойчивости сложной ЭЭС при различных условиях и выбору управляющих
воздействий для обеспечения устойчивости системы. В результате объективно
возникает задача обоснованного упрощения математической модели динами-
ки ЭЭС [25, 59, 62, 63] и др. Ключевым этапом упрощения математической
модели является выявление когерентности движения генераторов в переход-
ном процессе и представление (агрегирование) каждой из когерентных групп
генераторов одним эквивалентным генератором.

Когерентность движения генераторов i и j (до недавнего времени в рус-
скоязычной литературе использовался эквивалентный термин “синфазность”)
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определяется как

δi (t)− δj (t) = const,(26)

где обозначения соответствуют (4).

Первоначально задача выявления когерентности движения генераторов
решалась с использованием приближенных, часто эмпирических признаков
и критериев. Новым качественным шагом явилось введение понятий локаль-
ной и глобальной когерентности движения генераторов [64]. Локальная коге-
рентность определяется структурными свойствами подсистемы, генераторы
которой тестируются на когерентность движения, и возмущениями; глобаль-
ная когерентность — лишь структурными свойствами, т.е. она инвариантна к
возмущениям. Структурные свойства подсистемы отражают неоднородность
структуры ЭЭС — сильные связи в подсистеме, определяющие когерентность
движения ее генераторов, и слабые связи этой подсистемы с оставшейся ча-
стью системы (см. раздел 3) [58, 59, 65].

Развитие этого направления связано с использованием преобразования ко-
ординат [3, 66]

{δi, δj} −→ {δic, δjc, δc} ,(27)

где δic – угол ротора генератора i по отношению к центру инерции подси-
стемы δc. Показано, что центры инерции когерентных подсистем совершают
медленное движение, а координаты δic – быстрые движения [62, 67, 68]. На
этой основе введено понятие медленной когерентности, оценки которой инва-
риантны к возмущениям [69, 70].

Рассмотрим, используя [71], метод выявления когерентности движения на
основе анализа межсистемных колебаний с помощью селективного модаль-
ного анализа. При этом межсистемные моды колебаний определяются фак-
торами участия (10), матрицу которых обозначим в соответствии с [72]:

PF = [pf1, pf2, . . . , pfn] ,(28)

где

pfi =











v1iw
1
i

v2iw
2
i

...
vni w

n
i











,∀ i ∈ [1, . . . , n] .(29)

Абсолютные величины факторов участия, связанные с углами роторов
синхронных генераторов классической модели ЭЭС (4), ранжированные в
соответствии с их значениями, обозначены в (30) как PF sort

δ . Окончательно
минимальное количество j генераторов, удовлетворяющее требованию, сфор-
мулированному в (30), определяется для каждой моды, где g – общее коли-
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чество генераторов:

j
∑

i=1
PF sort

δ (i)

g
∑

i=1
PF sort

δ (i)

> c, ∀ j ∈ [1, g] .(30)

Значение c экспертно определяется в [71] величиной 0,9. Моды с более
высоким значением индекса j являются кандидатами на межсистемные ко-
лебания.

После идентификации межсистемных мод производится формирование
групп (кластеров) генераторов, которые определяются следующими требо-
ваниями:

— когерентность движения генераторов в группе;

— электрическая близость генераторов в группе.

Алгоритм идентификации когерентности работает при заданном количе-
стве кластеров. Кластеры формируются по критерию минимизации суммы
квадратов расстояний от центроида кластера [73].

В результате формируются два кластера для каждой межсистемной моды.
Два кластера необходимы для того, чтобы учесть взаимные колебания мод.
При этом с точки зрения принципа формирования кластеров предполагается
классическая ситуация в кластерном анализе, когда задается число класте-
ров (в данном случаев два), а алгоритм кластеризации сам выбирает, какой
объект куда отнести. Если существуют проблемы кластеризации собствен-
ных векторов в два независимых кластера (т.е. группировка нереалистична),
формируются меньшие кластеры с комбинированием их по два кластера для
каждой межсистемной моды.

Может оказаться, что когерентные генераторы в кластере расположены в
разных географических зонах. Для исключения таких ситуаций анализирует-
ся электрическая близость генераторов в кластере по соотношению собствен-
ных и взаимных проводимостей генераторных узлов классической модели
ЭЭС. Если генераторы в кластере располагаются в разных географических
зонах, рассматриваемый кластер разбивается на соответствующее количество
кластеров.

Динамический эквивалент когерентной группы генераторов (эквивалент-
ный генератор) определяется различными методами, например в [74] — ди-
намическим методом REI.

Рассмотрим еще некоторые характерные подходы к выявлению когерент-
ности движения генераторов и формированию упрощенных моделей подси-
стем ЭЭС, прежде всего обзор возможных методов построения динамических
эквивалентов ЭЭС [75], подготовленный рабочей группой IEEE PES, а также
обзор [76].

В [75] при формировании низкочастотных эквивалентов рассматривается
использование селективного модального анализа выделенной для упрощения
линеаризованной части ЭЭС, в том числе для выявления когерентности дви-
жения генераторов. При этом отмечаются особенности подхода при сохране-
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нии структуры системы. Эквивалентная модель сокращенной сети должна
правильно отражать ее реакцию; для ее настройки используется соответст-
вующая оптимизационная процедура.

В [76] первоначально ЭЭС разбивается на исследуемую и внешнюю под-
системы, эквивалентная модель рассматривается для внешней подсистемы.
Для этой подсистемы решается задача выявления когерентности движения
генераторов, и среди представленных методов идентификации когерентно-
сти рассматривается использование селективного модального анализа в виде,
близком описанному выше. Для построения внешнего эквивалента применя-
ются различные подходы, один из них основан на использовании факторов
участия, рассматриваемых в селективном модальном анализе, следующим
образом [77, 78].

В когерентной группе генераторов выбирается генератор с наибольшим
значением фактора участия, причем в качестве допущения принимается, что
этот генератор в наибольшей мере отражает динамические характеристики
когерентной группы. Остальные составляющие матрицы участия исключа-
ются из рассмотрения. Эквивалентная постоянная инерции ротора эквива-
лентного генератора определяется формулой

Teq =
∑

jǫGk

hjTj ,(31)

hj = Pkj/
∑

jǫGk

Pkj ,(32)

где Gk – множество генераторов в группе k; Pkj – мощность генератора j в
группе k.

В [79] представлен метод синхронного модального эквивалентирования
для динамических эквивалентов, сохраняющих структуру системы. Выде-
ляется исследуемая подсистема и одна или несколько внешних подсистем,
для которых идентифицируются когерентные группы генераторов на основе
оценки медленной когерентности с использованием селективного модально-
го анализа. Для каждой внешней подсистемы оставляется один генератор,
имеющий наибольшее значение фактора участия. Этот генератор описывает-
ся исходной моделью. Динамика остальных генераторов внешних подсистем
представляется линеаризованной моделью в пространстве состояний.

В [80] предлагается оценка медленной когерентности движения генерато-
ров ЭЭС на основе межсистемных модальных характеристик и иерархиче-
ской восходящей классификации. Межсистемные модальные характеристики
получаются с использованием преобразования Тэйлора–Фурье, которое инте-
грирует подпространства Тэйлора и Фурье в общее пространство. В резуль-
тате преобразование Тэйлора–Фурье образует некоторый фильтр, который
путем спектрального разложения колебательных мод выделяет моды, наиме-
нее восприимчивые к условиям наличия шумов. Иерархическая восходящая
классификация использует метод Эльбоу для выделения когерентных групп
генераторов.

В [81] представлен метод идентификации когерентных групп генераторов
на основе сингулярного разложения (singular value decomposition — SVD)
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матрицы ЭЭС. Посредством этого метода вектор углов роторов генераторов
высокой размерности проецируется на подпространство низкой размерности.
В результате получаются коэффициенты подпространства как ключевые ин-
дикаторы когерентности. Затем идентификация когерентности осуществля-
ется запуском кластеризации полученных коэффициентов методом k-сред-
них. Снижение размерности задачи для алгоритма кластеризации методом
SVD ускоряет идентификацию когерентности. Поскольку предложенный ме-
тод использует данные об углах роторов генераторов в режиме реального
времени, он имеет хорошие перспективы для реализации идентификации ко-
герентности в реальном времени.

В [82] рассматривается задача формирования динамической эквивалент-
ной модели участка распределительной сети с использованием метода Прони
(Prony analysis) и нелинейной оптимизации методом наименьших квадратов.
Метод Прони оперирует линейной суммой экспоненциальных функций от соб-
ственных значений системы и используется для начальных оценок парамет-
ров модели, представляемой зависимостью Y от X, которая в дальнейшем
оптимизируется нелинейным методом наименьших квадратов. В результате
оптимизации определяются амплитуда, фаза, частота и демпфирующий ко-
эффициент как параметры искомой модели, которая представляется в виде
передаточной функции.

Как видно из изложенных в данном разделе результатов, различные мо-
дификации селективного модального анализа, наряду с другими методами,
широко используются как для идентификации когерентных групп генера-
торов, так и при определении параметров упрощенных моделей подсистем,
внешних по отношению к исследуемой подсистеме.

5. Исследование устойчивости электроэнергетических систем
и управление ими

Как следует из условия (7), оценка статической устойчивости ЭЭС заклю-
чается в проверке выполнения этого условия для рассматриваемого состояния
системы. При выборе управлений для обеспечения устойчивости ЭЭС задача
заключается в том, чтобы за счет управлений обеспечить выполнение усло-
вия (7). Одновременно требуется, чтобы выбранное управление обеспечивало
хорошее демпфирование колебаний, вызываемых возмущениями. Методы се-
лективного модального анализа оказались эффективным инструментом для
решения двух названных задач. Тем не менее математический аппарат мо-
дального анализа применительно к решению проблем устойчивости ЭЭС раз-
вивается. В данном разделе, не претендуя на полноту, приведем некоторые
результаты в этом направлении.

Рассмотрим работы [83–89], характеризующие возрождение интереса к
модальному анализу для исследований устойчивости ЭЭС у российских
специалистов-электроэнергетиков.

В [83] изучается квадратическая проблема собственных значений с приме-
нением к различным задачам электроэнергетических систем. Соотношения
(7), (9) представляют так называемую стандартную проблему собственных
значений. В отличие от нее в квадратической проблеме собственных значений
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(КПСЗ) изучаются свойства n× n матричных полиномов степени 2 (квадра-
тических пучков матриц)

Q (λ) = λ2M + λC +K.(33)

КПСЗ заключается в определении комплексных скаляров λ и ненулевых
комплексных векторов v и w, удовлетворяющих алгебраическим уравнениям

Q (λ) v = 0, wTQ (λ) = 0.(34)

Использование КПСЗ дает определенные преимущества при анализе
устойчивости линейных динамических систем по сравнению с решением стан-
дартной проблемы собственных значений.

В [83] приводятся примеры использования КПСЗ в следующих электро-
энергетических задачах: исследование устойчивости “в малом” сложной ЭЭС;
анализ устойчивости валопроводов мощных турбоагрегатов; анализ сейсми-
ческой устойчивости арочных плотин гидроэлектростанций; экстраполяция
поведения ЭЭС; оценивание состояния ЭЭС. Рассматриваются проблемы ли-
неаризации и численных методов решения КПСЗ. Обсуждаются понятия
спектра и псевдоспектра ЭЭС. Понятие спектра определено в разделе 2 при
рассмотрении выражения (7). Теория псевдоспектров числовых матриц изу-
чает изменения в расположении собственных значений, соответствующих ис-
ходной матрице, под влиянием возмущений.

Работа [84] посвящена оценке влияния возмущений на устойчивость ЭЭС.
Отмечено, что элементы матрицы A в моделях реальных ЭЭС вида (5) опре-
деляются на основе физических наблюдений и измерений, а также расчетов
по конструктивным параметрам элементов системы, и поэтому они содержат
погрешности. Вследствие этого реальная матрица линеаризованной модели
ЭЭС выглядит как A+∆, а сама модель может быть записана в виде

ẋ (t) = (A+∆)x(t).(35)

Здесь ∆ǫRn×n – матрица неизвестных возмущений, содержащая помимо пе-
речисленных факторов также и реальные возмущения.

С помощью псевдоспектров формулируются и решаются две задачи:
1) можно ли определить, каким образом изменятся собственные значения
матрицы A, и останется ли ЭЭС, описываемая моделью (35), асимптотически
устойчивой при некоторых известных характеристиках матрицы возмуще-
ний ∆ (например, максимальные значения модулей или норма матрицы ∆);
2) насколько велико может быть возмущение ∆, чтобы ЭЭС, описываемая
моделью (35), оставалась асимптотически устойчивой.

Работа [85] рассматривает проблемы нелинейного модального взаимодей-
ствия в ЭЭС. Показано, что эффективным инструментом анализа нелинейно-
го модального взаимодействия является метод нормальных форм Пуанкаре–
Дюлака, дающий возможность в условиях отсутствия сильного резонанса мод
колебаний посредством невырожденного нелинейного преобразования выпол-
нять линеаризацию исходной нелинейной модели ЭЭС. Делается вывод, что
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полученные таким способом модели ЭЭС в виде нормальных форм могут
быть использованы при решении задач анализа устойчивости системы, а так-
же синтеза автоматических регуляторов (например, системных стабилизато-
ров) модальными методами.

Статья [86] посвящена анализу достоинств модального метода для ана-
лиза устойчивости ЭЭС. Отмечается, что возможности модального подхода
чрезвычайно широки, и он постоянно активно развивается. С его помощью
эффективно идентифицируются критические с точки зрения возможной по-
тери устойчивости колебания в ЭЭС. Модальный подход дает возможность
использовать разнообразные методы синтеза законов управления.

Статья [87] в определенном смысле обобщает результаты, полученные в
[83–86]. Предложено в качестве обобщенной переходной функции возмущен-
ного движения ЭЭС использовать норму матричной экспоненты. На основе
понятий радиуса устойчивости и псевдоспектра матрицы Якоби определе-
ны необходимые и достаточные условия существования запасов статической
устойчивости. Показаны возможности и преимущества совмещенного модаль-
ного и линейно-квадратического подходов при синтезе централизованного и
децентрализованного управлений, а также перспективы анализа нелинейных
колебаний и обеспечения динамической устойчивости ЭЭС.

В [88] рассматривается задача выбора координированного противоава-
рийного управления устройствами FACTS и традиционными дискретными
устройствами аварийного отключения генераторов и нагрузок для обеспе-
чения динамической устойчивости ЭЭС, при этом оптимизация настройки
пропорционально-интегрального регулятора FACTS обеспечивает приемле-
мое демпфирование колебаний в системе, которое контролируется положени-
ем собственных значений матрицы линеаризованной модели ЭЭС. В качестве
критерия оптимизации рассматривается минимум аварийного недоотпуска
электроэнергии потребителям.

Следует обратить внимание также на совместное российско-итальянское
исследование медленных межсистемных колебаний в супербольшом энерго-
объединении, представленном совместно работающими объединенными ЭЭС
(ОЭЭС) в составе систем континентальной Европы и ОЭЭС стран бывшего
СССР [89]. Особенностью линеаризованной модели этого суперэнергообъеди-
нения было представление в ней современных элементов, таких как линии
электропередачи и вставки постоянного тока, устройства FACTS, системные
стабилизаторы и др. Исследования показали, что внутри ОЭЭС континен-
тальной Европы и бывшего СССР могут возникать слабо-демпфированные
низкочастотные моды колебаний, они также возникают между зонами раз-
ных ОЭЭС в сценарии совместной работы двух ОЭЭС на переменном токе.
Использование устройств FACTS при соответствующих законах их регулиро-
вания позволяет демпфировать эти колебания.

В [90] авторы предлагают общее нелинейное модальное представление
крупномасштабных ЭЭС. Показаны возможности использования для модели-
рования нелинейных систем методологии нормальных форм векторного поля.
Для корректного представления поведения ЭЭС, ее колебаний и взаимодей-
ствия мод используется новый для электроэнергетики так называемый метод
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модальных рядов в форме рядов Тэйлора, имеющих полиномиальные нели-
нейности, которые характеризуют отклики нелинейной системы посредством
соотношений в замкнутой форме. Этот метод развивает концепции теории
линейных систем для понимания и анализа нелинейных систем, а также для
конструирования систем управления ими.

Вследствие нестабильности рынка электроэнергии и растущего спроса на
электроэнергию современные ЭЭС вынуждены работать все ближе к преде-
лам своей устойчивости. В свою очередь, это делает систему более уязвимой
и увеличивает риски потери устойчивости. Обычная практика оценки устой-
чивости и противоаварийного управления при планировании режимов и ана-
лизе возможных аварийных ситуаций (contingency analysis) включает задачу
выявления и оценки критических колебаний и соответствующих им сечений
сети, опасных с точки зрения потери устойчивости (слабых сечений – см. раз-
дел 3). При этом критические колебания определяются на основе анализа соб-
ственных чисел, а для нахождения критических линий и узлов используются
собственные векторы и матрицы чувствительностей токов и напряжений к со-
ответствующим изменениям переменных состояния (sensitivity analysis). При-
мер методологии анализа чувствительностей для системы противоаварийного
управления в случае неожиданного возникновения межрайонных колебаний
описан в [91], где также приводятся результаты тестирования этой системы
в большой реальной ЭЭС в Китае. Анализ чувствительностей к собствен-
ным модам позволяет также выявлять на графе электрической сети центры
и “коридоры” критических качаний, опасных для устойчивости системы [92].

Традиционно устойчивость ЭЭС оценивается с помощью численного ин-
тегрирования ее модели в режиме офлайн для разных сценариев аварий, ре-
жимов функционирования и топологий сети. Существенно ускорить такие
расчеты (как в режиме офлайн, так и в режиме реального времени) мож-
но с помощью селективного модального анализа (СМА), который позволяет
в итерационном процессе уменьшать размерность модели ЭЭС [12, 13] (см.
раздел 4). На каждой итерации отбор генераторов для сокращенной модели
происходит на основе величины соответствующих факторов участия. Напри-
мер, в [93] СМА позволяет настолько уменьшить модель ЭЭС, чтобы к ней
можно было применить метод линейных матричных неравенств (LMI) и по-
строить робастный стабилизатор для подавления межрайонных колебаний.

Повышенное использование пропускных способностей линий электропере-
дачи в последние десятилетия делает актуальной проблему неустойчивости
по напряжению, которая развивается в лавину напряжения (voltage collapse).
Для анализа устойчивости по напряжению факторы участия (ФУ) были опре-
делены для системы алгебраических уравнений потокораспределения как по-
казатели, которые измеряют вклад критической моды Якобиана уравнений
потокораспределения (power flow Jacobian) в переменную состояния систе-
мы [94] (см. (17)).

Кроме того, для задачи потокораспределения были определены как ФУ
“мод в состояниях”, так и ФУ “состояний в модах” (ФУСМ) [24]. При этом
ФУСМ зависят не только от переменных состояния в узлах сети, но и от
вводимых активных и реактивных мощностей на линиях. Поэтому ФУСМ
непосредственно показывают, какое необходимо сделать добавление актив-
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ной мощности и компенсацию реактивной мощности, чтобы повысить устой-
чивость системы по напряжению.

Традиционно устойчивость “в малом” обеспечивается оптимальным раз-
мещением системных стабилизаторов (PSS) и настройкой их управляющих
сигналов. В последние десятилетия контроллеры FACTS также признаны эф-
фективным инструментом демпфирования слабо затухающих низкочастот-
ных электромеханических колебаний, которые обычно имеют место в ЭЭС
с длинными линиями передачи в условиях их сильной нагрузки. Тем не ме-
нее известно, что демпфирующий эффект контроллеров FACTS сильно зави-
сит от их размещения и от настройки их систем управления. Соответствую-
щие задачи могут эффективно решаться методами модального анализа. По-
видимому, впервые метод факторов участия был применен для определения
оптимального размещения PSS на графе электрической сети в [95]. В [96]
факторы участия для критических мод используются для определения опти-
мального размещения статических регулируемых компенсаторов (staticvar-
compensators — SVCs) с целью стабилизации напряжения. В [97] решается
аналогичная задача оптимального расположения SVC и выбора управляю-
щих сигналов в ЭЭС. Обширный обзор литературы на тему применения мо-
дального анализа для определения оптимального расположения и настройки
управления контроллеров FACTS и PSS приведен в [26, раздел 3.1].

Особый вид управления в ЭЭС связан с разбиением больших взаимосвя-
занных электрических сетей на слабо связанные зоны, которыми можно бы-
ло бы легче и эффективнее управлять (см. также раздел 3 данной статьи).
Такое разбиение основано на теории графов и логически приводит к мето-
ду спектральной кластеризации [98, 99]. Как правило, разделение сети мо-
жет обеспечить гибкое, распределенное и адаптивное управление системой
электроснабжения крупного региона в рамках концепции интеллектуальных
ЭЭС. Это позволяет одновременно представлять различные уровни кластери-
зации и выявлять количественную зависимость параметров получаемых мо-
делей графов. Для организации и визуального представления иерархической
структуры электрической сети используют дендрограммы, т.е. графический
метод представления результатов иерархической кластеризации, который по-
казывает степень близости отдельных энергетических объектов и кластеров,
а также наглядно демонстрирует в графическом виде последовательность
их объединения или разделения. Дендрограммы хранят информацию о даль-
нейших разделениях (или объединениях) электрической сети на более мелкие
(более крупные) острова. В методе спектральной кластеризации используют-
ся собственные числа и векторы лапласовской матрицы электрической сети,
описывающие ее электрическую связность и потокораспределение. Норма-
лизованные координаты дендрограммы позволяют географически привязать
вершины и ребра графа к структуре электрической сети. В [99] технологии
спектральной кластеризации были продемонстрированы на примерах тесто-
вой модели IEEE со 118 узлами, а также на модели ЭЭС Польши.

В [100] рассматривается задача построения модели ЭЭС пониженного по-
рядка для настройки параметров системных стабилизаторов в крупных ЭЭС.
Для решения этой задачи реализуются алгоритмы оптимизации, применяе-
мые для упрощенной модели ЭЭС, в том числе модели с неустойчивыми
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полюсами. Метод построения упрощенной модели использует решение мат-
ричного уравнения Ляпунова высокой размерности на основе метода рас-
ширенных подпространств Крылова, а также разреженные матрицы Якоби
линеаризованной модели системы. В [101] рассматривается задача создания
глобального демпфирующего регулятора для демпфирования межрайонных
колебаний в крупных континентальных ЭЭС. Особенностью подхода явля-
ется использование систем мониторинга переходных режимов (СМПР) в ка-
честве устройств измерения состояний энергетической системы и интегра-
ция в регулятор существующих систем регулирования частоты в отдельных
районах ЭЭС. Центральный регулятор построен по архитектуре LQG (Linear
Quadratic Gaussian architecture) многосвязного регулятора, осуществляющего
координирующее управление регуляторами частоты отдельных энергорайо-
нов. Для настройки последних используется система оптимизации на прин-
ципах систем искусственного интеллекта — оптимизации роя частиц (Particle
Swarm Optimization). Следует отметить, что в литературе известны и дру-
гие подходы к решению данной задачи, начиная от адаптивного робастного
ПИД-регулятора и заканчивая сложными H2/Hinf регуляторами [102].

Работа [103] посвящена анализу устойчивости торсионных субсинхронных
колебаний генераторов основной электрической сети, вызванных присоеди-
нением к ней ветропарков. Показано, что причиной появления слабодемпфи-
рованных и даже неустойчивых торсионных колебаний турбин генераторов
является резонансное взаимодействие мод отдельных генераторов основной
сети с модами генераторов ветропарков. В работе предложен критерий оцен-
ки риска угрозы потери устойчивости колебаний, который основан на вычис-
лении вычетов передаточных функций объединенной ЭЭС.

В [55] метод спектральных разложений грамианов был применен для ана-
лиза статической устойчивости ЭЭС. На простом примере двухрайонной ЭЭС
с четырьмя электростанциями было показано, что нормы членов спектраль-
ного разложения позволяют идентифицировать как локальные электромеха-
нические моды, так и неустойчивости, вызванные межрайонными колебания-
ми. Работа [104] посвящена анализу устойчивости ЭЭС, основанному на спек-
тральном разложении квадрата H2-нормы передаточной функции системы.
Поведение отдельных компонентов разложения позволяет на ранней стадии
выявить и локализовать угрозу нарушения устойчивости. В тестовом числен-
ном эксперименте показано, что слабозатухающие низкочастотные колебания
являются результатом взаимодействия между локальной подсистемой остро-
ва Русский и материковой энергетической системой. Такие колебания могут
представлять наибольшую опасность для развития каскадной аварии и со-
здавать биения с характерной разностной частотой.

6. Метод спектральных разложений функций Ляпунова
в исследованиях электроэнергетических систем

В этом разделе рассматривается метод спектральных разложений функ-
ций Ляпунова, предложенный в [54, 55], и его применение для исследова-
ния динамического поведения ЭЭС. Интерес к этому методу обусловлен тем,
что он имеет хорошую перспективу, чтобы стать основой для естественно-
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го объединения двух основных методологий при исследовании устойчивости
ЭЭС, а именно, модального анализа и методов Ляпунова.

Рассмотрим динамическую систему (3) или (5) и алгебраическое уравне-
ние Ляпунова (13), которое используется для анализа ее стационарного со-
стояния. Для простоты дальнейшего изложения будем считать, что матрица
системы A имеет простой спектр σ(A). Определим матричные вычеты Ri как
коэффициенты в разложении резольвенты матрицы A:

(Is−A)−1 =
R1

s− λ1
+

R2

s− λ2
+ · · ·+ Rn

s− λn
.(36)

Если λ∗i + λj 6= 0 для всех λi, λj ∈ σ(A), то для любой матрицы Q существует
единственное решение уравнения Ляпунова (13), которое можно представить
в виде [56]

P =
n
∑

i=1

P̃i =
n
∑

i,j=1

Pij , P̃i =
n
∑

j=1

Pij ,(37)

P̃i = −
{

R∗
iQ(λ∗i I +A)−1

}

Herm
, Pij =

{ −1

λ∗i + λj
R∗
iQRj

}

Herm

,(38)

где {· · · }Herm – эрмитовая часть матрицы, а Ri и Rj – матричные вычеты,
определенные в (36) и соответствующие собственным числам λ = λi и λ = λj.

Каждый член P̃i или Pij в разложениях (37), (38) называется субграмианом.
Он характеризует вклад соответствующих собственных мод или их пар в
вариацию энергии системы, определяемую соответствующим грамианом на
бесконечном интервале времени. В частности, нормы субграмианов увели-
чиваются, если частоты соответствующих им колебательных мод сближают-
ся. Таким образом, найденные разложения открывают возможность количе-
ственной оценки резонансных модальных взаимодействий, происходящих в
системе.

Спектральные разложения вида (37) для уравнения (13) были обобщены
в [56] на более широкий класс решений матричных уравнений М.Г. Крейна,
который в качестве частных случаев включает непрерывные и дискретные
уравнения Ляпунова и Сильвестра. В [105] эти разложения были также рас-
пространены на случай обобщенных уравнений Ляпунова вида

ATP + PA+

m
∑

γ=1

NT
γ PNγ = −Q, где Q = QT > 0,(39)

которые характеризуют свойства управляемости и наблюдаемости векто-
ра состояний детерминированной билинейной системы [48], а матрицы
Nγ ∈ R

N×N учитывают билинейные компоненты. Такие же уравнения (39)
возникают при анализе устойчивости и стабилизации стохастических линей-
ных систем [49, 106].

В [104, 107] метод субграмианов был применен для исследования устой-
чивости модели линейных непрерывных динамических систем, функциони-
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рующих вблизи границы устойчивости. Эффективным методом анализа ста-
тической устойчивости ЭЭС является выделение доминирующих слабоустой-
чивых мод и построение асимптотических моделей субграмианов для групп
мод. Получены асимптотические выражения субграмианов в случае наличия
одной, двух или трех доминирующих слабоустойчивых мод. Разработанный
метод был применен для анализа статической устойчивости модели реаль-
ной ЭЭС на острове Русский. При этом была подтверждена принципиальная
возможность использования субграмианов для идентификации резонансно-
го взаимодействия между слабоустойчивыми собственными осцилляциями в
системе, находящейся вблизи границы устойчивости.

В статье [108] были получены спектральные разложения для решения диф-
ференциальных уравнений Ляпунова и Сильвестра с учетом ненулевых на-
чальных условий. Эти решения называются конечными грамианами. В отли-
чие от спектральных разложений бесконечных грамианов в (37) полученные
разложения зависят от времени и позволяют анализировать устойчивость
нестационарных систем, а также развитие неустойчивости в системе, поте-
рявшей устойчивость. В численном эксперименте с моделью электросистемы
острова Русский было показано, что предложенные разложения можно ис-
пользовать для предсказания промежутка времени, в течение которого мед-
ленные переходные процессы приведут систему к нарушению устойчивости.
Таким образом, спектральный анализ конечных грамианов позволяет полу-
чить прогноз риска на заданном временном отрезке и оценивать устойчивость
ЭЭС в случае медленных переходных процессов.

В [109] сформулирована и решена задача разработки принципов построе-
ния и алгоритмов иммунной интеллектуальной системы мониторинга стати-
ческой устойчивости ЭЭС на основе методов ассоциативного поиска, мультиа-
гентного управления и спектральных разложений грамианов. Основная идея
данного подхода состоит в формировании текущей дискретной динамической
модели на основе методов ассоциативного поиска, основанного на использо-
вании технологических архивов и интеллектуального анализа данных, и фор-
мировании оценки риска потери устойчивости ЭЭС с помощью спектральных
разложений грамианов для текущей модели. Виртуальный анализатор рис-
ка потери устойчивости реализуется на основе использования современных
методов идентификации и современных технологий обработки данных.

В статье [110] cформулирована и решена задача спектрального разло-
жения решения дискретных матричных уравнений Ляпунова для дискрет-
ных билинейных динамических систем. Для построения решения использо-
вана предложенная в [111] итеративная процедура, состоящая в том, что на
каждой итерации решается линейное матричное уравнение Ляпунова. Гра-
миан билинейной системы, являющийся решением обобщенного уравнения
Ляпунова, представляет собой матричный ряд Вольтерра. Выведены форму-
лы спектральных разложений итеративного процесса вычисления грамианов
управляемости и наблюдаемости дискретных билинейных систем. Получен-
ные спектральные разложения дают возможность реализовать процедуры
сбалансированного отсечения в задаче упрощения математической модели
билинейной системы с учетом спектральных свойств матрицы динамики ее
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линейного приближения, а также вычислять энергетические функционалы с
помощью предложенных итеративных процедур.

В [113] впервые субграмианы были соотнесены с переменными состояния
системы и проведено их сравнение с соответствующими факторами участия.
В численном эксперименте факторы участия и субграмианы были применены
для селективного модального анализа тестовой модели IEEE с 57 узлами.
Было отмечено, что наиболее влиятельные моды в смысле факторов участия
необязательно важны в смысле их участия в усилении энергии возмущений в
системе и наоборот. Это наблюдение открывает возможность создания нового
направления в модальном анализе, который бы включал в себя принципы
устойчивости Ляпунова на основе метода субграмианов [113]. Рассмотренные
первые результаты использования метода субграмианов дают представление
о перспективности этого направления применительно к задачам исследования
устойчивости ЭЭС.

7. Заключение

Статья содержит обзор общего развития спектральных и модальных ме-
тодов для оценки устойчивости динамических систем, а также их примене-
ния для мониторинга и управления устойчивостью больших сложных ЭЭС.
Рассмотрены практические задачи мониторинга ЭЭС, такие как выявление
критических межрайонных колебаний, неоднородностей структуры, слабых
узлов и линий в сети, исследование когерентности движения генераторов
и упрощение моделей ЭЭС. Рассмотрены также основные задачи управле-
ния устойчивостью в ЭЭС, такие как синтез и настройка автоматических
регуляторов, их оптимальное размещение в сети для подавления межрайон-
ных колебаний, координация противоаварийного управления между разными
устройствами, управление устойчивостью по напряжению путем компенсации
активной и реактивной мощностей на линиях, оптимальное разбиение сети
на острова при авариях. Помимо традиционных подходов, основывающих-
ся на линеаризованной модели системы, в обзоре также приводятся их рас-
ширения, позволяющие учитывать разные нелинейные эффекты. Например,
рассматривается использование квадратичной проблемы собственных чисел
и псевдоспектра матрицы динамики, метод нормальных форм Пуанкаре, ис-
пользование спектральных разложений функций Ляпунова в модальном ана-
лизе. Приведенные в данной статье материалы демонстрируют интенсивное
развитие методов модального анализа динамических систем вообще и актив-
ное применение и модернизацию этих методов для решения проблем анализа
структурных свойств сложных ЭЭС, упрощения моделей динамики рассмат-
риваемых систем, оценки их статической устойчивости и управления такими
системами. Представленный обзор новейших разработок в части развития
методов модального анализа с распространением его на нелинейные систе-
мы показывает потенциальные возможности эффективного решения проблем
устойчивости сложных ЭЭС.

В качестве основного объекта приложения спектральных и модальных
методов настоящий обзор рассматривает большие ЭЭС. При этом за пре-
делами анализа остаются мини- и микросистемы, формируемые соответ-
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ственно на основе распределительных электрических сетей напряжениями
6− 10− 20− 35 кВ и 0,4 кВ. Эти системы, работающие изолированно или
совместно с большими ЭЭС, имеют специфические структуру и свойства, по-
рождающие специфику проблем их устойчивости и ее обеспечения [1, 114] и
др. Анализ этих проблем и соответствующих методов их преодоления явля-
ется предметом отдельного исследования.
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Статья является второй частью обзора, посвященного наблюдателям
возмущений, появление которых в теории и практике автоматического
управления восходит к середине 60-х гг. XX в. Первая часть обзора посвя-
щена теоретическим результатам. Данная часть обзора посвящена прак-
тическому применению наблюдателей возмущений. Рассмотрены такие
приложения, как управление судами и подводными аппаратами, управле-
ние летательными аппаратами и роботами-манипуляторами, подавление
узкополосных вибрационных колебаний, оценивание и подавление возму-
щений в электротехнических системах, управление автомобилями и их
узлами и ряд других приложений.

Ключевые слова: возмущения, оценивание, наблюдатель.

DOI: 10.31857/S0005231020100025

1. Введение

История появления наблюдателей возмущений в теории и практике управ-
ления восходит к середине 60-х гг. XX века и связана с расширением ал-
гебраических методов синтеза регуляторов, появлением компьютерно-ориен-
тированных процедур синтеза, усложнением круга решаемых задач и стрем-
лением оптимизировать процесс управления. В первой части обзора, см. [1],
внимание сосредоточено на общих теоретических подходах и результатах.
В ней представлены методы оценки возмущений с использованием наблю-
дателей состояния, вспомогательных фильтров в форме передаточных функ-
ций, основанные на динамической инверсии модели объекта, наблюдатели
входных и выходных возмущений, описывается метод внутренней модели и
приведены результаты по наблюдателям гармонических возмущений. Данная
часть обзора посвящена практическим применениям представленных резуль-
татов. При выборе статей для обзора учитывалась их цитируемость (в системе

1 Результаты разделов 1–7 получены при финансовой поддержке гранта РФФИ (кон-
тракт № 18-38-20037). Результаты раздела 8 получены в ИПМаш РАН в рамках госзадания
Минобрнауки РФ (Рег. № НИОКТР АААА-А19-119120290136-9).
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Scopus) и наличие аппаратной реализации. Авторы понимают, не все публи-
кации оказались в фокусе данного обзора и заранее приносят свои извинения
коллегам, чьи работы в нем не рассмотрены.

Как отмечено в [2], метод управления, основанный на оценивании возму-
щений, в отличие от многих других современных методов, нашел широкое
применение в промышленно выпускаемых устройствах. Большой интерес к
этому методу как в академических, так и в промышленных кругах связан с
его простотой как альтернативы классическим ПИД-регуляторам.

Обзор недавних экспериментальных исследований и промышленных раз-
работок по активному подавлению возмущений, основанному на оценивании
внешних и внутренних воздействий, представлен в [3], где приведены приме-
ры успешного применения в системах управления движением; в реабилита-
ционной робототехнике для помощи пациентам в физических тренировках; в
системах электропитания с топливными элементами, использующих электро-
химическую реакцию между кислородом и водородом; для управления двух-
массовой системой с демпфером; для управления элементами производствен-
ных линий (электродвигателями, сервоприводами, температурой для экстру-
зии шлангов, систем регенерации энергии). Некоторые результаты описаны
далее в соответствующих разделах.

Применение наблюдателей возмущений к управлению судами и подводны-
ми аппаратами рассмотрено в разделе 2. Задачи управления летательными
аппаратами рассмотрены в разделе 3. Применению наблюдателей возмуще-
ния к управлению роботами-манипуляторами посвящен раздел 4. Подавление
узкополосных вибрационных колебаний рассмотрено в разделе 5. Раздел 6 по-
священ применению наблюдателей возмущений к электротехническим систе-
мам. Управление автомобилями и их подсистемами рассматривается в разде-
ле 7. Прочие применения, не вошедшие в приведенный список, рассмотрены
в разделе 8. Заключительные замечания даны в разделе 9.

2. Применение к задачам управления судами
и подводными аппаратами

Алгоритм адаптивного управления для подводных аппаратов с мани-
пулятором, служащий для обеспечения программного движения по задан-
ной траектории, представлен в [4]. Алгоритм основан на методе скоростно-
го градиента А.Л. Фрадкова [5–9] и на использовании наблюдателя состоя-
ния/возмущения. Рассмотрено кусочно-постоянное изменение массы аппара-
та в процессе работы манипулятора. Адаптивный закон управления обеспе-
чивает требуемое движение аппарата при неопределенности изменяющейся
массы аппарата. Для улучшения качества процесса управления при синтезе
регулятора в [4] учтена динамика двигателя. Чтобы использовать обратную
динамику двигателя в законе управления, производится оценка состояния и
входа двигателей. Для синтеза наблюдателя использованы результаты [10].

В [11] рассматривается задача перевалки грузов в открытом море по рам-
пе от крупнотоннажного судна к меньшему промежуточному судну (типа
T-Craft). Из-за сложности взаимодействия волн и судов эта задача представ-
ляет значительные проблемы для разработчиков кораблей и систем управ-
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ления. Для уменьшения колебаний соединяющей суда рампы предлагает-
ся алгоритм адаптивного подавления колебаний от волнения, управляющий
воздушным потоком. Когда корабли ориентированы бок о бок, возмущение
T-Craft от волн в вертикальной плоскости оценивается и подавляется вен-
тиляторами, управляющими давлением расположенной под судном воздуш-
ной подушки. Для конфигурации нос–корма предполагается двухкамерная
воздушная подушка, с помощью которой волновое возмущение по тангажу
оценивается и устраняется путем создания момента через перепад давления
между камерами. При описании динамики судов на волнении используется
модель из работы [12]. Для рассматриваемой задачи подавления колебаний
от волнения через обратную связь используется моногармоническая модель
волны, в которой ее частота, амплитуда и фаза отслеживаются алгоритмом
идентификации. Следуя [13, 14], неизвестное гармоническое волнение пред-
ставляется произведением неизвестного постоянного вектора на известный
регрессор. В [11] рассматриваются случаи как известных, так и неизвест-
ных параметров судна, для которых используются соответственно методы [13]
или [14].

Задача перевалки грузов в открытом море по рампе от большого сред-
нескоростного судна с накатом/спуском к меньшему соединительному судну
рассмотрена и в [15]. Целью управления является уменьшение перемещения
рампы между судами, чтобы обеспечить более безопасные условия для пе-
ревалки грузов. Как и в [11], здесь принята моногармоническая модель вол-
нения. Разработан регулятор для воздушной подушки, который выполняет
оценку и подавление действия волнового возмущения меньшего судна с по-
мощью обратной связи по ускорению вертикальных колебаний для случая,
когда гидродинамические и другие параметры судна априори не известны,
а динамика давления воздушной подушки содержит нелинейно параметри-
зованные неизвестные слагаемые. Для демонстрации приведены результаты
моделирования программой AEGIR.

Нелинейное управление динамическим позиционированием судов при дей-
ствии неизвестных нестационарных помех и насыщении управляющего воз-
действия развивается в [16]. Для решения задачи используются наблюда-
тель возмущения и вспомогательная динамическая система. Применяется ме-
тод динамического контроля поверхности (англ. – dynamic surface control ,
DSC) [17]. Наблюдатель служит для оценки неизвестных нестационарных
возмущений, вспомогательная динамическая система используется для отра-
ботки влияния входного насыщения, а метод динамического контроля поверх-
ности дает возможность разработать простой и легко реализуемый на прак-
тике закон динамического позиционирования. Доказано, что разработанный
робастный нелинейный закон позиционирования может поддерживать желае-
мые значения положения и курса судна, гарантируя при этом ограниченность
всех сигналов в замкнутой системе управления. Для описания динамики суд-
на используется модель из [18]

η̇ = J(ψ)v(2.1)

Mν̇ = −Dν + τ(t) + d(t),(2.2)
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где вектор η = [x, y, ψ]T образован координатами центра масс судна: x – про-
дольным перемещением, y – боковым перемещением в земной системе ко-
ординат, и ψ ∈ [0, 2π] – курсовым угол судна; вектор ν = [u, v, r]T состоит
из продольной и боковой скоростей судна u, v в связанной системе коор-

динат и скорости изменения угла рыскания r; J(ψ) =





cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1



 –

матрица перехода от связанной к земной системе координат; M – матри-
ца инерции, учитывающая присоединенные массы; τ = [τ1, τ2, τ3]

T – вектор
управляющих сил и момента, компоненты которого имеют заданные ограни-
чения; d = [d1, d2, d3]

T – вектор, образованный неизвестными внешними воз-
мущающими силами в продольном и поперечном направлениях и моментом
возмущения по рысканию. Для оценивания d(t) предлагается наблюдатель
возмущений

d̂(t) = q(t) +K0Mν,(2.3)

q̇(t) = −K0q(t)−K0(−Dν + τ +K0Mν),(2.4)

где d̂(t) ∈ R
3 – оценка d(t), q(t) ∈ R

3 – вектор состояния наблюдателя,
K0 = KT

0 > 0 – определяемая при синтезе квадратная матрица параметров,
у которой наименьшее собственное число λmin должно превосходить 1/2.

Близкая задача рассматривается в [19], где для динамического позициони-
рования судов при наличии изменяющихся во времени неизвестных внешних
возмущений предложена робастная по отношению к ошибкам позиционирова-
ния адаптивная схема управления. Возмущения представляются как выходы
линейной экзосистемы с неизвестными параметрами, у которой собственные
значения матрицы системы лежат на мнимой оси. Такое представление позво-
ляет построить наблюдатель для оценки неизмеряемого вектора состояния и,
следовательно, привести задачу компенсации возмущений при позициониро-
вании судов к задаче адаптивного управления. По результатам моделирова-
ния для судна Northern Clipper проведен сравнительный анализ с существую-
щим методом позиционирования, показывающий бо́льшую эффективность и
меньшую консервативность предложенной в [19] схемы управления.

3. Применение к задачам управления летательными аппаратами

Для задачи управления формацией из двух спутников (по схеме ведущий–
ведомый) в [20] рассмотрены различные методы применения непрерывного
управления на скользящих режимах, в том числе алгоритмы скользящих ре-
жимов второго порядка [21], например, – алгоритм супер-твистинга, непре-
рывное управление на скользящем режиме и с наблюдателем возмущений
в скользящем режиме (sliding mode disturbance observer , SMDO) [22–25], ал-
горитмы с интегральной поверхностью скольжения (integral sliding surface,
ISS) [26]. Широтно-импульсная модуляция (ШИМ) используется для преоб-
разования непрерывных сигналов управления в последовательность импуль-
сов, которые могут быть реализованы с помощью реактивных двигателей
спутника. Рассматривается числовой пример, в котором положение ведомого
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спутника относительно ведущего описывается в соответствующем масштабе
времени уравнениями











ẍ− 2ẏ − 3x = ux + dx,

ÿ + 2ẏ − 3x = uy + dy,

z̈ + z = uz + dz,

(3.1)

где x, y, z – координаты ведомого спутника относительно ведущего, ux, uy,
uz – управляющие силы, действующие на ведомый спутник, dx, dy, dz вклю-
чают в себя различные возмущения, действующие на двухспутниковую си-
стему, вызванные, например, нецентральностью поля тяготения, солнечным
давлением, лунно-солнечными приливами, вращательно-колебательным дви-
жением Земли в пространстве, колебаниями земного полюса и неравномер-
ностью вращения Земли, и погрешность линеаризации отклонения по по-
ложению. Желаемое взаимное положение спутников задается переменны-
ми xc, yc, zc. Формируются соответствующие скользящие переменные, вклю-
чающие интегральное слагаемое для компенсации постоянных возмущений,
см. [23, с. 147–153]:

ex = xc − x, ey = yc − y, ez = zc − z,

σi = ėi + ci,0ei + ci,−1

∫

ei(τ)dτ(3.2)

с некоторыми параметрами желаемого движения в скользящем режиме ci,0,
ci,−1, где i ∈ {x, y, z}. Для численного анализа приняты значения ci,0 = 1,8,
ci,−1 = 1,0. Рассматриваются следующие алгоритмы управления формацией:

1. Регулятор со скользящим режимом и наблюдателем возмущений в
скользящем режиме

ui = 10σi + v̂i eq, ˙̂vi eq = 20
(

− v̂i eq + 2 sign(si)
)

,

si = σi +

∫

(

ui − 2 sign(si)
)

dτ, i ∈ {x, y, z}.(3.3)

Здесь v̂i eq – “эквивалентное управление”, результат пропускания сигналов
vi = (Li + ρi)σ(si), где ρi > 0, через фильтры нижних частот2. Как отмечено
в [20], сигналы v̂i eq после переходного процесса за конечное время являют-
ся точной оценкой согласованных приведенных возмущений ψ0

i (·) (линейных
комбинаций выхода объекта и ошибки слежения ei, см. детали в [20, 26]).

2. Супер-твистинг алгоритм скользящих режимов второго порядка, обес-
печивающий сходимость переменных на поверхности скольжения и их про-
изводных к нулю за конечное время, имеет вид

ui = 3|σi|
1
2 sign(σi) +

∫

sign(σi) dτ , i ∈ {x, y, z};(3.4)

2 По мнению авторов обзора, v̂i eq не является в точности эквивалентным управлением,
как оно определено в [22, 23], так как в отличие от указанных работ, в (3.3) фильтрация
происходит внутри замкнутого контура управления, а не является внешней по отношению
к нему.
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3. Непрерывный алгоритм скользящих режимов с интегральной поверхно-
стью скольжения. Этот алгоритм, основанный на методе Ляпунова и реали-
зующий непрерывное управление в скользящем режиме, обеспечивает робаст-
ную стабилизацию σi по отношению к согласованным возмущениям. В алго-
ритме используются два вида скользящих переменных: σi и дополнительные
интегральные скользящие переменные ηi [26]. В общем виде алгоритм запи-
сывается как

ηi = σi + k̃0isi, ṡi = sign(σi),(3.5)

ũi = ψ0
i (·) + (ρ̃i/2

ai) |ηi|2ai−1 sign(ηi),(3.6)

где константы ρ̃i > 0, k̃0i > 0, 0,5 < ai < 1,0, ũ = E(x)u, где E(x) – неособая
матрица преобразования к новому базису, в котором исходная система приво-
дится кm независимым подсистемам. После того как ũ найдено, управление u
получается обратным преобразованием u = E−1(x)ũ. Для рассматриваемой
задачи управления системой (3.1) алгоритм (3.5), (3.6) принимает вид

ui =
ρ̃i
2ai

·
∣

∣

∣

∣

σi + k̃0i

∫

sign(σi) dτ

∣

∣

∣

∣

2ai−1

sign

(

σi + k̃0i

∫

sign(σi) dτ

)

,(3.7)

где ai = 0,9, k̃0i = 0,5, ρ̃i = 10, i ∈ {x, y, z}. Сигналы управления ui в (3.3)–
(3.7) непрерывны, так как разрывные высокочастотные компоненты филь-
труются или интегрируются. В [20] приводятся сравнительные результаты
применения предложенных алгоритмов управления.

Авторы [27] рассматривают задачу управления автономными летательны-
ми аппаратами с вертикальным взлетом и посадкой (Vertical Take-Off and
Landing , VTOL), применение которых вызвало в последнее десятилетие зна-
чительный интерес со стороны промышленности, научных кругов и государ-
ственных органов. В [27] используются результаты из [20, 26] по управлению
со скользящим режимом и наблюдателем возмущений на скользящем режи-
ме, а также представленная в [28] робастная система управления полетом
малого квадрокоптера. Этот подход позволяет сформировать непрерывное
управление, устойчивое к внешним возмущениям и неопределенности моде-
ли, не требующее большого коэффициента усиления или значительного объе-
ма вычислений. Робастность предложенного управления продемонстрирова-
на интенсивным моделированием системы с шестью степенями свободы при
действии возмущений, включающих порывы ветра, неисправность привода и
неопределенность модели.

Для управления ракетой-носителем многоразового использования в [29]
представлен подход к управлению на скользящем режиме, с наблюдателя-
ми возмущений на скользящем режиме и с адаптивным изменением коэф-
фициента усиления. Кроме повышения качества управления при действии
возмущений, по утверждению авторов [29], предлагаемая структура систе-
мы управления полетом может снизить затраты на цикл проектирования
и предполетный анализ. В качестве примера в [29] представлены резуль-
таты моделирования системы управления ракетой-носителем многоразового
использования X-33 , проект которой был разработан корпорацией Lockheed
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Martin3. Функция наведения X-33 мало отличается от предложенной для воз-
вращения космического челнока Space Shuttle, и система управления подобна
системе управления шаттлом. Базовый регулятор имеет три канала: крен,
тангаж и рыскание. В каждом из них команды наведения сглажены и при-
ведены к виду, требуемому для формирования команды управления угло-
вой скоростью. Затем для получения виртуальных команд отклонения рулей
используется ПИ-закон управления. Полученные таким образом командные
сигналы сочетаются с командами триммирования аэродинамических управ-
ляющих поверхностей, полученными путем табличной интерполяции, и с ко-
мандой гашения скорости. Каждый канал имеет перекрестные связи с дру-
гими для координированных разворотов по крену. Коэффициенты усиления
вычисляются как функции от числа Маха. Для ослабления эффектов упруго-
сти корпуса используются режекторные фильтры. Многоконтурная система
управления включает в себя наблюдатели возмущения низкого порядка, при
синтезе которых используется информация только о границах возмущений.
Алгоритм оценивания возмущений включает в себя адаптивную настройку
коэффициента усиления наблюдателя, обеспечивающий наименьшее значе-
ние усиления, необходимое для наличия скользящего режима. Разработан-
ный алгоритм многоразовой системы управления полетом ракеты-носителя
был программно реализован и численно исследован в среде моделирования
X-33 MAVERIC.

Для продольного движения высокоманевренной ракеты в [30] предлагается
улучшенный регулятор со скользящим режимом, основанный на нелинейном
наблюдателе возмущений. Цель работы – получить управление, робастное
к внешнему возмущению и неопределенности аэродинамических коэффици-
ентов без использования большого коэффициента усиления и значительных
вычислительных затрат. Для оптимизации параметров выбранной структуры
регулятора используется генетический алгоритм [31]4. Динамика продоль-
ного движения ракеты описывается приведенной в [33] моделью5















α̇ = KαM
(

Cn(α,M) + dnδn
)

cosα+ q,

q̇ = KqM
2
(

Cm(α,M) + dmδ
)

,

η = KηM
2
(

Cη(α,M) + dηδ
)

,

(3.8)

где α – угол атаки, q – угловая скорость тангажа, η – нормальная перегрузка
(управляемая переменная), управляющее воздействие – отклонение хвосто-
вого оперения. Автопилот должен обеспечить отслеживание поступающего

3 Lockheed Martin X-33 проектировался как непилотируемый суборбитальный космиче-
ский самолет для демонстрации технологий, разработанных в 1990-х гг. в рамках финанси-
руемой правительством США “Инициативы по запуску космического корабля”. X-33 являл-
ся технологическим демонстратором для орбитального космического самолета VentureStar,
который планировалось создать как коммерческую многоразовую ракету-носитель следую-
щего поколения.

4 Фактически, это разновидность известных алгоритмов случайного поиска с обучением
[32].

5 Заметим, что используемая в [30, 33] и в других зарубежных публикациях система
обозначений международного стандарта по динамике полета ISO 1151 [34] отличается от
отечественного ГОСТ 20058-80 [35].
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от алгоритма наведения задающего воздействия по перегрузке ηc, M – зна-
чение числа Маха, остальные символы обозначают параметры модели, ве-
личины Kα, Kα, Kα считаются постоянными. Привод рулей высоты моде-
лируется уравнениями второго порядка. (Заметим, что по уравнениям си-
стемы этого не видно; привод представляется безынерционным.) Далее, для
получения относительного порядка [25, 36] модели равного двум, и после-
дующего выполнения линеаризации вход–выход, подъемная сила рулей счи-
тается несущественной и уравнение для перегрузки в (3.8) записывается в
виде η = KηM

2Cη(α,M). При синтезе регулятора со скользящим режимом
поверхность скольжения задается через переменную

s = ė+ 2ce+ c2
t
∫

0

e(τ) dτ , e = η − ηc,(3.9)

где c > 0 – выбираемый при синтезе параметр, см. [25, § 4.3; 37]. Для сни-
жения колебаний “дребезга” (chattering), релейная характеристика в законе
управления заменяется насыщением (по мнению авторов обзора, такая замена
снижает частоту колебаний, но приводит к увеличению их амплитуды). Авто-
рами [30] отмечено, что робастность по отношению к вариациям параметров
объекта и устойчивость системы обеспечиваются, однако это достигается за
счет высокого коэффициента регулятора, а также снижения качества пере-
ходных процессов. Поэтому в [30] разрабатывается “улучшенный” регулятор
со скользящими режимами с использованием нелинейного наблюдателя для
оценки неизвестных возмущений. С этой целью модель объекта представля-
ется в виде аффинной по управлению системы

ẋ = f(x) + g(x)u+ h(x)d,(3.10)

где

x = [α, q]T, d = [dα, dq]
T.

Для поиска наилучших значений параметров регулятора и наблюдателя
при синтезе алгоритма управления используется генетический алгоритм. Из-
ложение иллюстрируется примером моделирования с 25 % отклонением па-
раметров от номинальных, из которого следует, что вид процесса управления
с наблюдателем возмущений лучше, чем у традиционной системы со сколь-
зящим режимом. Использование в законах управления (как в исходном, так
и в модифицированном) второй производной от задающего воздействия по
перегрузке η̈c может привести к сложности в реализации, если, как принято
в задачах слежения, задающее воздействие заранее не известно.

Публикация [38] посвящена задаче робастного управления продольным
движением гиперзвуковых транспортных средств с воздушно-реактивным
двигателем (airbreathing hypersonic vehicle, AHV) при несогласованных воз-
мущениях с помощью метода управления на основе нелинейного наблюда-
теля возмущений (nonlinear-disturbance-observer-based control, NDOBC). По
мнению авторов [38], в сравнении с другими робастными методами управле-
ния полетом предлагаемому методу свойственны не только многообещающие
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характеристики устойчивости и подавления возмущений, но и свойство вос-
становления номинальных характеристик. Для теоретического анализа ис-
пользуется достаточно общая нелинейная модель аффинного по управлению
объекта

ẋ = f(x) + g(x)u + p(x)w, y = h(x),(3.11)

где x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, w(t) ∈ R
n, y(t) ∈ R

m – векторы состояния, управ-
ления, возмущений и выхода соответственно f(x), g(x), p(x), h(x) – гладкие
векторные и матричные поля в R

n.

В [38] используется стандартная модель движения центра масс ЛА в про-
дольной плоскости, см., например [39], с линейной моделью второго порядка
двигателя и безынерционной моделью привода руля высоты. Аэродинами-
ческие коэффициенты взяты из [37]. Неизвестные возмущения входят адди-
тивно в каждое из уравнений системы, а параметрическая неопределенность
вводится в аэродинамические коэффициенты в процентах от номинального
значения (до 25 % по каждому коэффициенту). Полная нелинейная модель
седьмого порядка разбивается на две подсистемы вида (3.11), описывающие
изменение скорости (третьего порядка) и динамику углового движения ЛА
(порядка 4). Отмечается, что возмущения для данной модели несогласован-
ные [40], что приводит к необходимости разработки специальных подходов.
Дальнейшее изложение строится на предположении о том, что приведенные
к аддитивной форме возмущения дважды дифференцируемы. Используя ре-
зультаты [41–43], в работе [38] строится нелинейный наблюдатель с конечным
временем переходного процесса для оценивания состояния системы и возму-
щений. Далее полученные оценки используются в законе слежения за задаю-
щими воздействиями yr1, yr2 по скорости и угловому положению, компен-
сирующем несогласованные возмущения w(t). Результаты иллюстрируются
моделированием.

Подход к адаптивному управления по выходу классом нелинейных систем
с векторными входами и выходами (Multiple-Input, Multiple-Output , MIMO)
описан и проиллюстрирован на примере квадрокоптера в [44]. Предлагае-
мый подход основан на принципе высокого коэффициента усиления (англ. –
high-gain principle) и использует так называемый “метод последовательного
компенсатора” [25, 45, 46]. Регулятор строится на основе декомпозиции мате-
матической модели объекта управления (ОУ). В применении к квадрокопте-
ру это соответствует рассмотрению уравнений динамики MIMO системы с
шестью степенями свободы для координат центра масс и углов Эйлера и век-
торным тяговым усилием четырех управляемых пропеллеров6. Далее в эти
уравнения вводятся так называемые “виртуальные управления”, связанные с
управляющими силами через тригонометрические функции от углов Эйлера.
Принято, что внешние ветровые возмущения изменяются медленно и поэтому
могут рассматриваться (и компенсироваться) как неопределенные парамет-
ры. В результате преобразования MIMO система разбивается на шесть неза-
висимых подсистем со скалярными входами и выходами (англ. – Single-Input,

6 В [44] использованы стандартные уравнения динамики квадрокоптера с невысказан-
ными при описании углового движения предположениями о малости углов крена, тангажа,
а также угловых скоростей относительно осей связанной системы координат.
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Single-Output , SISO), для которых формируются виртуальные управления,
которые затем обратным преобразованием пересчитываются в управляющие
силы.

Авторы [47] используют наблюдатель возмущений для снижения влия-
ния нагрузок от порывов ветра для упругого высотного самолета большой
выносливости (high-altitude long-endurance aircraft , HALE aircraft). Исполь-
зуется нелинейная модель динамики аппарата с исходным линейным зако-
ном управления, разработанным методом обращения нелинейной динамики.
Локальные фильтры оценки возмущений (disturbance estimating filters, DEF)
предназначены для оценки и смягчения воздействия возмущений с использо-
ванием пар датчиков – исполнительных устройств самолета (например, дат-
чик скорости рыскания – руль направления ). Отдельные фильтры являются
наблюдателями возмущений с одним входом и одним выходом для сниже-
ния нагрузки от от порывов ветра (disturbance observers for gust-load allevia-
tion, DOGLA), и объединяются затем в развязанную многосвязную систему
(decoupled multi-input multi-output , D-MIMO) DOGLA. D-MIMO DOGLA со-
держит SISO DOGLA, предназначенные для устранения влияния порывов
ветра на скорости углов крена, тангажа и рыскания самолета, а также на
упругие колебания крыльев. Результаты моделирования системы с нелиней-
ной упругой моделью самолета HALE демонстрируют, что D-MIMO DOGLA
успешно снижает влияние на самолет порывов ветра для различных режимов
полета. Структура основного контура управления с фильтрами оценки воз-
мущений DEF аналогична описанной в [48, 49]; в качестве Q(s) используется
фильтр нижних частот (апериодическое звено первого порядка) с частотой
среза 1000 рад/c, на вход которого поступает сумма сигнала управления и
сигнала измерений, пропущенного через инверсную передаточную функцию
(ПФ) объекта управления, см. описание в [1, раздел 3]. Как и в [48], фильтр,
оценивающий возмущения, содержит нулевой полюс для точной компенса-
ции постоянных возмущений (другими словами – для обеспечения астатизма
первого порядка по возмущениям, [50]). Заметим, что столь широкая поло-
са пропускания фильтра, выходящая за область частот, в которой принятая
модель может считаться адекватной, вызывает сомнение в практической зна-
чимости рассмотренного примера.

Авторами [51] выполнен синтез адаптивного регулятора положением и вы-
сотой беспилотного летательного аппарата (БПЛА) типа “квадротор”, кото-
рый подвергается воздействию ветра. При синтезе регулятора предполагает-
ся, что общая масса, тензор инерции, длина плеч квадротора и коэффици-
енты тяги и сопротивления гребных винтов, прикрепленных к квадротору,
неизвестны. Как обычно, ветровые возмущения представляются суммой n
синусоидальных функций vi(t), i = 1, . . . n, с неизвестными частотами, ам-
плитудами и фазами. Составляющие возмущения представляются выходами
линейных экзосистем вида

ż(t) = Sz(t), d(t) = vTz(t), z(0) = z0,(3.12)

где z(t) ∈ R
2n+1, матрица S зависит от неизвестных частот ветровых воз-

мущений d(t), а их амплитуды и фазы определяются через неизвестные на-
чальные условия z0. Согласно [13] ветровые возмущения параметризуются

44



следующим образом:

χ̇(t) = Gχ(t) + Lv(t),(3.13)

v(t) = βTχ(t),(3.14)

где G – гурвицева матрица порядка (2n− 1), матрица L образует с G управ-
ляемую пару, а новые переменные χ связаны с z невырожденным преобразо-
ванием χ =Mz, где матрицы M порядка (2n − 1) удовлетворяют уравнению
Сильвестра MS −GM = LhT, а βT = hTM−1 ∈ R

2n+1. Таким образом, как
следует из (3.14), неизвестные возмущения vi(t) получаются произведением
неизвестного постоянного вектора βT и неизвестной вектор-функции χ(t),
для оценки которых в [51] используется наблюдатель, встроенный в закон
управления.

4. Применение к задачам управления роботами-манипуляторами

В [52, 53] излагается и экспериментально демонстрируется в примене-
нии к манипуляционным роботам метод синтеза сервоприводов, основанный
на использовании так называемых регуляторов с двумя степенями свободы
(two degrees of freedom, TDOF). Особенностью таких систем является возмож-
ность независимо задавать реакцию на задающее воздействие и характери-
стики замкнутого контура с помощью двух параметров (двух передаточных
функций), принадлежащих к кольцу устойчивых и правильных7 рациональ-
ных функций. Такой регулятор представляет собой классическую структуру
с последовательным корректирующим звеном в цепи главной обратной связи
с ПФ W1(s) и местной обратной связью по выходу объекта с ПФ W2(s), см.
[1, раздел 5; 50, 54]. Сигнал управления u на выходе регулятора формируется
в виде

u =W1(s)e−W2(s)v,(4.1)

где v = y + ζ – сигнал измерений выхода ОУ; y(t) – выход ОУ, подлежащий
управлению; ζ(t) – шум (погрешнсть) измерения: e(t) = r(t)− v(t) – сигнал
рассогласования; r(t) – задающее (командное) воздействие. Если исходить из
структуры с оценкой возмущений инверсией ПФ объекта и их последующей
компенсацией (см., например, [49, 55, 56], а также [1, раздел 3]), то эквива-
лентные ПФ в (4.1) получаются в виде

W1(s) =
Φyr(s)

1− Φyr(s)

1

Pn(s)
(

1−Q(s)
) ,

W2(s) =
Q(s)

Pn(s)
(

1−Q(s)
) ,

(4.2)

где Φyr(s) – желаемая ПФ замкнутой системы по задающему воздействию,
Q(s) – подлежащая нахождению при синтезе ПФ корректирующего звена

7 Proper – “правильная”, что часто неточно переводится как “собственная”.
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(фильтра)8. Таким образом, синтез регулятора (4.1), согласно [52, 53], состоит
в выборе желаемой ПФ Φyr(s) и определению, исходя из требований устойчи-
вости замкнутой системы, строго-правильной устойчивой ПФ Q(s). В [52, 53]
приведены условия разрешимости задачи и процедура синтеза.

В [53] данный метод применен и экспериментально исследован для управ-
ления двигателем постоянного тока в электроприводе и пространственными
траекториями движения робота-манипулятора с шестью сочленениями.

В [57] управление со скользящим режимом рассмотрено в применении
к нелинейным системам управления общего вида. Отмечено, что обычный
метод скользящих режимов требует знания верхних границ возмущений и
неопределенностей модели системы для обеспечения устойчивости, что не
всегда доступно. Предлагается использовать процесс оценки для этих ди-
намических возмущений совместно с использованием скользящих режимов –
“управление со скользящим режимом с оценкой возмущения” (sliding mode
control with perturbation estimation, SMCPE). Авторы [57] утверждают, что в
статье предлагается метод робастного управления с обратной связью, обла-
дающий, при медленно меняющихся возмущениях, гораздо более низкими ко-
эффициентами усиления по сравнению с обычными системами в скользящем
режиме. В качесте примера в [57] на результатах моделирования продемон-
стрировано применение предложенного метода управления для двухзвенного
плоского манипулятора.

В [58] предлагается метод оценки силы для управления силовым воздей-
ствием при отсутствии датчика силы. С этой целью для каждого сустава
манипулятора, имеющего n степеней свободы, вводится наблюдатель возму-
щения. Это дает возможность использовать простую эквивалентную модель
динамики робота (simple equivalent robot dynamics, SERD) в виде системы
независимых двойных интеграторов.

В качестве исходной модели робота-манипулятора в [58] используются
стандартные уравнения динамики

M(q)q̈ + c(q, q̇) + q(q) + f(q̇) = τ,(4.3)

где M(q) – матрица инерции порядка n, c(q, q̇), q(q), f(q̇) – соответственно
n-мерные векторы кориолисовых и центробежных сил, сил тяжести и трения;
τ = [τl . . . τn]

T ∈ R
n – вектор крутящих моментов, приложенных к суставам

робота-манипулятора; q, q̇, q̈ – n-мерные векторы угловых положений, скоро-
стей и ускорений соответственно. Уравнения динамики (4.3) записываются в
виде

M̄(q)q̈ + τd(q, q̇, q̈) = τ,(4.4)

где M̄ ≡ diag
{

M̄11 . . . M̄nn

}

– диагональная матрица порядка n, у которой

M̄ii – постоянные номинальные инерционные члены относительно i-й оси,
которые могут быть приблизительно оценены в результате активного экс-
перимента (например, по частотным характеристикам) с фиксацией всех

8 ПФ W1(s) вида (4.2) отличается от приведенной в [1, раздел 3, уравнение (3.2)] нали-
чием в ней множителя Φy

r(s)/
(

1− Φy
r (s)

)

, который в [1] представлен последовательной ПФ
регулятора R(s).
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приводов за исключением i-го и в работе предполагаются известными;
τd(q, q̇, q̈)≡ [τ1d . . . τ1d]

T ∈ R
n – вектор “эквивалентных возмущений”, опреде-

ленный через (4.3), (4.4) в виде

τd(q, q̇, q̈) =
(

M(q)− M̄ (q)
)

q̈ + c(q, q̇) + q(q) + f(q̇).(4.5)

Если τd(q, q̇, q̈) получено, то движения по каждой оси можно раз-
вязать (рассматривать независимо), устраняя эквивалентное возмущение.
Это возмущение можно получить с помощью наблюдателя возмущений,
см. [52, 59]. Полученная оценка эквивалетных возмущений по стандартной
схеме (см. [1, рис. 1]) подается аддитивно к сигналу управления. Применение
этого приема к каждому суставу манипулятора дает возможность рассмат-
ривать робот как простую эквивалентную динамическую систему вида

M̄ q̈ = τ.(4.6)

Для оценки выхода наблюдателя возмущений, вызванных внутренним
крутящим моментом, разработан оцениватель выхода наблюдателя возмуще-
ний (disturbance observer output estimator , DOOE), в котором неопределенные
параметры робота-манипулятора настраиваются градиентным методом, ми-
нимизирующим значение заданного показателя качества в виде квадратич-
ной формы от ошибки между выходом наблюдателя возмущения и DOOE.

В отсутствие внешней силы выход наблюдателя возмущений можно запи-
сать в виде

τd =W (q, q̇, q̈)ϕ + ν,(4.7)

где ϕ ∈ R
r – вектор неизвестных параметров, W (q, q̇, q̈) и ν – соответственно

матрица размера n× r и n-мерный вектор, зависящие от параметров суставов
робота [60]. Внешняя сила, если присутствует, оценивается по разности меж-
ду выходом наблюдателя возмущения и наблюдателя DOOE, так как выход
наблюдателя возмущения включает в себя величину внешнего вращающего
момента, а также и внутреннего вращающего момента, который оценивается
по выходу DOOE.

Выход DODE может быть представлен как

τ̂d =
(

M̂
(

q(q)
)

− M̄
)

q̈ + ĉ(q, q̇) + ĝ(q) + f̂(q) =W (q, q̇, q̈)ϕ̂+ ν,(4.8)

где ϕ̂ – оценка вектора неизвестных параметров. Для их настройки использу-
ется сигнал ошибки τ̃d = τd − τ̂d между выходами наблюдателя возмущений
и наблюдателя DOOE, который используется в локальном целевом функ-
ционале J = 1/2‖τ̃d‖2. Процедура метода скоростного градиента, описанная
в [5–8, 25], для такого функцонала приводит к алгоритму идентификации

˙̂ϕ = −ΓW (q, q̇, q̈)Tτ̃d(4.9)

с некоторой положительно определенной матрицей коэффициентов усиления
Γ = ΓT > 0 порядка r (в [58] считается, что матрица Γ диагональная; как
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следует из метода скоростного градиента [5–8, 25], это требование можно не
учитывать).

При контакте манипулятора с окружением выход наблюдателя возмуще-
ний включает вектор τe ∈ R

n момента внешних воздействий:

τ̂d =
(

M̂
(

q(q)
)

− M̄
)

q̈ + ĉ(q, q̇) + ĝ(q) + f̂(q) + τe.(4.10)

Оценка τ̂e внешнего момента получается как разность τ̂e = τd − τ̂d, на ос-
нове чего с использованием матрицы Якоби J(q) строится оценка f̂e внешней
силы fe:

f̂e =
(

J(q)T
)−1

τ̂e.(4.11)

Эта оценки используется в гибридном регуляторе обратной связи с управле-
нием положением и усилием.

Для демонстрации эффективности предложенного метода в [58] приведены
примеры моделирования и результаты экспериментальных исследований на
двухстепенном роботе-манипуляторе с прямым приводом SCARA.

Модификация наблюдателей возмущений для управления манипулятора-
ми с n степенями свободы рассматривается в [61], где предложен так называе-
мый “наблюдатель возмущения с обратной связью по моменту” (momentum
feedback disturbance observer , MFDOB). В [61] используется модель последо-
вательного (serial) манипулятора, действующего в m-мерном пространстве
декартовых координат,

τ = H(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) + τd,(4.12)

где τ ∈ T ⊂ R
m – обобщенный вектор моментов в сочленениях, H(q) ∈ R

n×n,
H(q) = H(q)T > 0 – матрица инерции, слагаемое C(q, q̇)q̇ ∈ R

n соответству-
ет кориолисовым и центробежным моментам, g(q) ∈ R

n – вектор гравитаци-
онных моментов, τd – обобщенный возмущающий момент, который, кроме
собственно возмущений, и моментов сил трения в сочленениях, учитывает и
отклонения параметров манипулятора от принятых в расчетной модели (4.12)
“номинальных” значений. Этот момент подлежит оцениванию и компенсации.
Основываясь на [62] (см. также [1, раздел 2]), вводится модель возмущений

ẇ = Aw, τd = Fw,(4.13)

где A ∈ R
d×d, F ∈ R

n×d – матрицы, выбираемые при синтезе. Определени-
ем новой переменной p = H(q)q̇ и вектора состояния расширенной системы
z = col {p,w} уравнения (4.12), (4.13) приводятся к виду

{

ż1 = −Fz2 + τ∗, p = z1,

ż2 = Az2,
(4.14)

где τ∗ = τ + CT(q, q̇)− g(q). В [61] принято, что переменные q, q̇ измеряются,
поэтому сигнал p может быть вычислен и принимается за измеряемый выход
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системы (4.14), для которой стандартным образом получается наблюдатель
состояния пониженного порядка для оценки возмущения τd

ν̇ = (A− LF )ν − (A− LF )Lp+ Lτ∗, τ̂d = F (ν + Lp),(4.15)

где ν ∈ R
d – вектор состояния, а L ∈ R

d×n – матрица коэффициентов усиле-
ния наблюдателя.

Работоспособность предлагаемого закона управления экспериментально
продемонстрирована в [61] на трехзвенном планарном манипуляторе с пря-
мым приводом. Каждый двигатель манипулятора приводится в действие уси-
лителем, который использует внутреннюю обратную связь по току. Взаимное
положение измеряется кодером высокого разрешения, скорость вычисляется
путем численного дифференцирования с фильтрацией. В качестве управляю-
щего компьютера использован Pentium MMX-200 MHz PC, частота кванто-
вания составила 1 кГц. Эксперименты показали определенное превосходство
в качестве процессов управления по сравнению с системой, в которой наблю-
датель возмущений не используется.

В [63] предлагается наблюдатель нелинейных возмущений для робо-
тизированных манипуляторов. Гарантируется глобальная экспоненциальная
устойчивость наблюдателя возмущения за счет выбора параметров, завися-
щих от максимальной скорости перемещения и физических характеристик
манипулятора. Предлагается применение наблюдателя для различных целей,
таких как компенсация трения, независимое управление суставами, контроль
вращающего момента в отсутствие датчиков и диагностика неисправностей.
Приведена иллюстрация оценки трения и его компенсации в двухзвенном ро-
ботизированном манипуляторе.

Для простоты изложения в [63] рассматривается стандартная модель двух-
звенного манипулятора

J(θ)θ̈(t) +G(θ, θ̇) = T (t) + d,(4.16)

где θ(t) ∈ R
2, θ̇(t) ∈ R

2 и T (t) ∈ R
2 – перемещение, скорость и вектор управле-

ния соответственно, d(t) ∈ R
2 – вектор возмущающих сил или моментов. Ста-

вится задача синтеза наблюдателя, вырабатывающего оценку d̂(t) возмуще-

ния d(t), асимптотически стремящуюся к d(t) при всех θ(t), θ̇(t) и t ∈ [t0,∞).
Относительно физического смысла переменных в правой части (4.16), в [63]
отмечено, что: “Когда в модели рассматривается только динамика звеньев
[манипулятора], то управляющим входом T является или момент, или сила,
а d ∈ R

2 есть векторный возмущающий момент или сила . . . Когда уравне-
ния динамики первого порядка двигателя постоянного тока включены в ука-
занную модель, T является векторным напряжением, приложенным к дви-
гателям, а не вектором моментов. В результате момент возмущений также
эквивалентен возмущению напряжений, приложенных к двигателям. Соот-
ветственно в этом случае d есть возмущающее напряжение.” Таким образом,
физическая природа возмущения d может быть различной, кроме того, это
возмущение может считаться следствием влияния “немоделируемой динами-
ки” (англ. – unmodeled dynamics) – невозможности описания поведения ре-

49



альной системы на основе принятой математической модели с достаточной
точностью.

В качестве исходного в [63] предлагается наблюдатель возмущения вида

˙̂
d = −L(θ, θ̇)d̂+ L(θ, θ̇)

(

J(θ)θ̈ +G(θ, θ̇)− T
)

(4.17)

с некоторой выбираемой при синтезе матрицей L(θ, θ̇). Далее в [63] указа-
но: “Поскольку нет априорной информации о производной от возмущения d,
естественно предположить, что ḋ = 0.” (С точки зрения авторов обзора, есте-
ственность этого предположения сомнительна.) На основе этого в [63] пока-

зан очевидный факт, что если взять L(θ, θ̇) = diag {c, c}, где c > 0, то ошиб-

ка оценивания e(t) = d̂(t)− d ∈ R
2 асимптотически затухает. Действительно,

при указанных условиях каждая компонента ошибки оценивания e(t) ∈ R
2

описывается импульсной характеристикой апериодического звена первого по-
рядка [50]. Далее, в [63] отмечено, что поскольку ускорение θ̈(t) в большин-
стве манипуляционных роботов не измеряется, то практическая реализация
наблюдателя (4.17) затруднена, но он используется в работе в качестве ис-
ходного для построения нелинейного наблюдателя. С этой целью вводится
вспомогательная вектор-функция

z = d̂− p(θ, θ̇),(4.18)

где p(θ, θ̇) ∈ R
2 подлежит определению при синтезе. Далее принято, что

функция L(θ, θ̇) в (4.17) удовлетворяет нелинейному уравнению

L(θ, θ̇)J(θ)θ̈ =

[

∂p(θ, θ̇)

∂θ

∂p(θ, θ̇)

∂θ̇

]

[

θ̇

θ̈

]

,(4.19)

откуда с учетом (4.18) следует, что

ż = −L(θ, θ̇)
(

z + p(θ, θ̇)
)

+ L(θ, θ̇)
(

G(θ, θ̇)− T
)

.(4.20)

В итоге, нелинейный наблюдатель возмущений описывается уравнениями
(4.19), (4.20) и

d̂ = z + p(θ, θ̇).(4.21)

Для затухания ошибки оценивания e(t) требуется выбором L(θ, θ̇) обеспе-

чить устойчивость уравнения ė(t) = −L(θ, θ̇)e(t), что в свою очередь налагает

требования к выбору p(θ, θ̇). Эта, в общем случае сложная, задача может быть
решена с учетом специфики уравнений двухзвенных манипуляторов. В [63]

доказано, что функция p(θ, θ̇) вида

p(θ, θ̇) = c

[

θ̇1

θ̇1 + θ̇2

]

(4.22)
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при c > Xθ̇2m обеспечивает глобальную асимптотическую устойчивость на-
блюдателя (4.19)–(4.21). Здесь θ̇2m – максимальная скорость движения вто-
рого звена, X – параметр инерции манипулятора. При таком выборе имеет
место равенство

L(θ, θ̇) = c

[

1 0
1 1

]

J(θ)−1.(4.23)

Работа [63] иллюстрируется разнообразными результатами моделирования
и экспериментальных исследований, показывающих применимость предло-
женного подхода.

В [64] представлен алгоритм адаптивного управления с итеративым обу-
чением, основанный на процедуре оценивания возмущений с использовани-
ем фильтра Калмана и оптимизации квадратичного критерия. Управление
с итеративным обучением (УИО, англ. – Iterative Learning Control , ILC) яв-
ляется хорошо разработанным методом управления повторяющимися про-
цессами [65–67]. Отмечено, что цель управления с итеративым обучением
состоит в том, чтобы итеративно найти входной сигнал системы, миними-
зирующий некоторую целевую функцию. В формулировке подавления воз-
мущения d(t) требуется минимизировать модуль вызванной им ошибки. Если
система известна и обратима, а возмущение приложено аддитивно к выходу
объекта и тоже известно, то очевидным подходом будет фильтрация d(t) че-
рез инверсную систему и использование результирующего сигнала в качестве
управления u(t). Для описания системы в [64] используется номер итерации
k = 0, 1, . . ., который обозначается нижним индексом у переменных, а аргу-
ментом в круглых скобках указывается (целочисленное) дискретное время
t ∈ [0, . . . , n]. Вводится модель ОУ в матричной форме

zk = G0uk + dk, yk = zk + nk,(4.24)

dk+1 = dk +∆dk ,(4.25)

где zk, uk, dk, yk, nk, ∆dk ∈ R
n, G0 ∈ R

n×n. Вектор состояния ОУ (с учетом
возмущения dk) определен как zk =

[

zk(0) . . . zk(n− 1)
]

. Принято, что воз-
мущение dk и “шум измерений” nk – случайные процессы с ковариационными
матрицами для ∆dk и nk, равными R∆d,k и Rn,k соответственно. Учитывая
(4.25) и представив модель ОУ с матрицей системы G0 = G(I + ∆G), где ∆G –
матрица относительной ошибки модели, (4.24) можно записать в виде

zk+1 = zk +G (uk+1 − uk) +G∆G (uk+1 − uk) + ∆dk , yk = zk + nk.(4.26)

Последние два слагаемых в первом уравнении (4.26) можно рассматривать
как возмущения, так как они оба неизвестны. Однако видно, что первое сла-
гаемое зависит от разницы между двумя последовательными управляющи-
ми сигналами. Если неопределенность модели мала или процесс обновления
управляющего сигнала медленный, то это слагаемое будет иметь небольшое
влияние на поведение системы.

Для системы (4.26), в предположении отсутствия корреляции между ∆dk
и nk, стандартным образом строится фильтр Калмана [68]. Далее решается
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оптимизационная задача для УИО системы (4.24) с использованием квадра-
тичного критерия Jk = zT

kWzzk + uT
kWuuk. После некоторых преобразований

и упрощающих предположений в [64] выведен алгоритм управления

uk+1 =
(

I−
(

I +W−1
u GTWzG

)−1
Kk

)

uk −

−W−1
u GTWz

(

I +GW−1
u GTWz

)−1
Kkyk.

Далее в [64] дается адаптивное расширение алгоритма калмановской филь-
трации, при котором значение Kk зависит от меры изменчивости возмуще-
ния, полученной через матрицу Pk. Показано, что с учетом возмущений в
измерениях результирующие фильтры итеративного управления обучением
изменяются в процессе итераций.

В [64] приводятся результаты экспериментов, выполненных на промыш-
ленном роботе IRB1400. Робот имеет в шесть степеней свободы, но для трех
суставов итеративное обучение не применялось. Каждый из суставов модели-
руется как оператор передачи от управляющего входа УИО к измеряемому
положению двигателя робота, то есть в виде G0 в (4.24). Отмечено, что G0

фактически является замкнутой системой благодаря регулятору в обратной
связи, который работает параллельно с УИО. Благодаря этому замкнутая
система между задающим воздействием и измеренным угловым положением
может быть описана с использованием дискретной линейной модели невысо-
кого порядка (в [64] использована модель первого порядка). Точность повто-
рения одной и той же задачи для IRB1400 очень высока, поэтому считается,
что исходная ошибка одинакова на каждой итерации. Выполненные экспери-
менты продемонстрировали успешное применение предложенного алгоритма.

Блочная процедура синтеза обратной связи для управления положением
конечной точки манипулятора с электроприводом представлена в [69, 70]. Ис-
пользована модель жесткого манипулятора

q̈ = H−1(q)
(

v − C(q, q̇)q̇ −G(q) + η(t)
)

,(4.27)

v̇ = −Av −Dq̇ +Bu,(4.28)

где q ∈ Q⊂ R
N – вектор обобщенных координат манипулятора; H(q) ∈ R

n×n –
матрица инерции (detH 6= 0 для всех q ∈ Q); C(q, q̇) ∈ R

n×n – матрица цен-
тростремительных и кориолисовых сил; G(q) ∈ R

n – вектор гравитационных
сил; η(t) = col

{

η1(t), . . . , ηt(t)
}

– вектор неизвестных возмущений, которые
считаются ограниченными кусочно-гладкими функциями от времени с огра-
ниченными производными; v ∈ R

n – вектор моментов, развиваемых испол-
нительными механизмами. Подсистема (4.28) описывает динамику исполни-
тельных электроприводов постоянного тока, где A, D, B – диагональные
матрицы с известными положительными постоянными элементами; u ∈ R

n –
управляющие напряжения, приложенные к якорным обмоткам двигателей.
Измеряются обобщенные координаты q(t) и якорные токи двигателей, пре-
образованные в моменты v(t). Рассматривается задача синтеза разрывно-
го управления u, обеспечивающего отслеживание задающего воздействия
g(t) ∈ R

n выходными координатами y = h(q) ∈ R
n с заданной точностью с
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учетом заданных ограничений на обобщенные моменты v(t) и скорости их из-
менения. Диффеоморфной заменой локальных переменных выполняется пе-
реход к синтезу управления непосредственно относительно переменной y(t) и
ее производных. При синтезе используется изложенный в [71, 72] каскадный
метод. При формировании управления используются сигмоидные функции
σ(x) = 2/

(

1 + e−kx
)

− 1, которые при достаточно большом k приближаются
к разрывной функции sign(x). Функции такого вида используются в [69, 70]
и в наблюдателе пониженного порядка, служащего для оценки используемых
для управления неизмеряемых переменных.

В [73] представлен подход к слежению рабочим органом робота-манипу-
лятора за задающим воздействием. Используется общая модель динамики
механической системы

q̈ = f̂(q, q̇, t) + B̂u(t) + ∆f(q, q̇, t) + ∆Bu(t) + d(t),(4.29)

где q = [q1, . . . , qn]
T ∈ R

n – вектор обобщенных координат; d(t) ∈ R
n – век-

тор ограниченных внешних возмущений; u(t) ∈ R
m – вектор управлений;

f̂(q, q̇, t), ∆f(q, q̇, t) – известная и неизвестная вектор-функции, описываю-

щие собственную динамику системы; B̂(q, t), ∆B(q, t) – известная и неиз-
вестная матричные функции размера n×m, причем считается, что матрица
B(q, t) = B̂(q, t) + ∆B(q, t), соответствующая “точной” динамике системы, –
обратимая и ограниченная положительно определенная во всем простран-
стве состояний нелинейная функция. Аналогичное предположение делает-
ся и относительно B̂(q, t). Условия согласованности предполагаются выпол-
ненными, поэтому все неопределенные элементы объединяются выражением
F̃ = ∆f +∆Bu(t) + d(t) и (4.29) представляется в виде

q̈ = f̂ + B̂u(t) + F̃ .(4.30)

В итоге, модель обратной динамики системы имеет вид

u(t) = B̂−1q̈ − B̂−1f̂ − B̂−1F̃ .(4.31)

В [73] предлагается закон управления

u(t) = B̂−1
(

q̈ − f̂ −KS − F̃est

)

.(4.32)

Он включает в себя: выход приблизительно известной обратной дина-
мики системы q̈ − f̂ в качестве базовой части; оценку неопределенного
слагаемого F̃est, чтобы компенсировать немоделируемую динамику, внеш-
ние возмущения и изменяющиеся во времени параметры; ПИД-регулятор
uPID = −B̂−1KS, где S = ė+ 2Λe +Λ2

∫

edt, используемый в качестве ком-
поненты обратной связи для повышения устойчивости замкнутого контура и
учета ошибки оценки неопределенностей. Здесь K – диагональная положи-
тельно определенная матрица коэффициентов усиления, выбираемая разра-
ботчиком, e = q − qd – векторная ошибка слежения за задающим воздействи-
ем qd(t). Оценка F̃est вырабатывается градиентной процедурой идентифика-

ции ˙̃Fest = ΓS, Γ = ΓT > 0 – параметр алгоритма.
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Робастность и возможности предложенного подхода исследуются в [73]
моделированием на примере робота с двумя степенями свободы.

В [74] предлагается метод управления со скользящим режимом на ос-
нове “множественной модели”, в котором снижение коэффициентов усиле-
ния наблюдателя и регулятора достигается уменьшением уровня парамет-
рической неопределенности. Для этого компактный набор неизвестных па-
раметров равномерно разбивается на конечное число меньших компактных
подмножеств. Затем синтезируется система-кандидат со скользящим режи-
мом, соответствующая каждому из этих меньших подмножеств. Производ-
ная функции Ляпунова-кандидата используется в качестве критерия пере-
установки для идентификации модели-кандидата, которая в каждый момент
времени приближается к модели ОУ. Ключевая идея заключается в том,
чтобы дать возможность оценкой параметров традиционной схемы управле-
ния с адаптивным скользящим режимом установить модель, которая наилуч-
шим образом оценивает объект среди конечного набора моделей-кандидатов.
Предлагаемый метод исследуется моделированием на двухстепенном роботе-
манипуляторе.

В [75] рассматривается задача робастного отслеживания траектории для
робота-манипулятора при наличии неопределенности и помехи. Предлагается
использовать нейросетевое адаптивное управление со скользящим режимом
(neural network-based sliding mode adaptive control , NNSMAC), представляю-
щее собой комбинацию метода скользящего режима, аппроксимации нейрон-
ной сетью и адаптивного метода. В [75] отмечено, что предположение о до-
ступности модели динамики робота-манипулятора не всегда выполнимо на
практике, поэтому в алгоритм управления включается адаптивный нейросе-
тевой наблюдатель, предназначенный для оценки скоростей звеньев.

Используется стандартное описание динамики n-звенного робота-манипу-
лятора

M(q)q̈ + Vm(q, q̇)q̇ + F q̇ + fc(q̇) +G(q) + τd = τ,(4.33)

в которое входят: M(q) ∈ R
n×n – симметричная положительно определен-

ная матрица инерции; матрица центростремительных и кориолисовых сил
Vm(q, q̇); коэффициент вязкого трения F ; сухое трение fc(q̇); векторы грави-
тационных сил G(q), ограниченных неизвестных возмущений τd и входного
вращающего момента τ (соответственно).

Цель управления траекторией – на основе данных о q(t) и желаемом
процессе qd(t) разработать регулятор для мобильного робота (4.33), та-
кой что для любого q(0) ∈ R

n и заданной функции qd(t) было выполне-
но q(t)− qd(t)≡ e(t) → 0 при t→ ∞. Для этого вводится вспомогательная
переменная q̇r(t) = q̇d(t)− Λe с некоторой выбранной постоянной матрицей
Λ = ΛT > 0 и определяется скользящая переменная

s = q̇ − q̇r ≡ ė+ Λe.(4.34)

Видно, что на скользящем режиме, когда s(t)≡ 0, динамика ошибки слеже-
ния e(t) определяется однородным уравнением ė+ Λe = 0.
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Уравнения (4.33), (4.34) можно записать относительно s в виде

M(q)ṡ = −Vmsq + f(X)− τd + τ,(4.35)

где X – вектор-столбец X = col {q̈d, q̇d, qd, q̇, q} ∈ R
5n. Функция f(X) в (4.35)

заменяется ее оценкой f̂(X), полученной аппроксимацией с помощью ней-

ронной сети (НС): f̂(X) = ŴTϕ(X), где Ŵ – настраиваемая по адаптивному
алгоритму весовая матрица НС, ϕ(·) – набор радиальных базисных функ-
ций [76].

Поскольку желательно обойтись измерением только положений, а не ско-
ростей звеньев, уравнение (4.33) приводится к виду

{

q̇ = p,

ṗ = H(q, p)−M−1(q)τd +M−1(q)τ,
(4.36)

где

H(q, p) = −M−1(q)
(

Vm(q, p)p + Fp+ fc(p) +G(q)
)

.

Функция H(q, p) аппроксимируется настраиваемой НС в виде Ĥ(q̂, p̂) =

= ŴT
0 ϕ0(q̂, p̂), и для полученной модели строится наблюдатель полного по-

рядка. Этот наблюдатель входит в состав адаптивного закона управления
с обратной связью по выходу со скользящим режимом на основе нейрон-
ной сети (neural network-based sliding mode adaptive output feedback control ,
NNSMAOFC). Методом Ляпунова показано, что ошибки отслеживания тра-
ектории и ошибки оценивания наблюдателя асимптотически стремятся к ну-
лю. Эффективность разработанного NNSMAC, адаптивного наблюдателя на
основе НС и NNSMAOFC иллюстрируется путем моделирования системы
управления двухзвенным манипулятором.

Экспериментальному исследованию применимости активного подавления
возмущения (active disturbance rejection control , ADRC) для управления мани-
пуляционными роботами посвящена работа [77], в которой регулятор указан-
ного типа используется для управления реалистичным устройством трениро-
вок для реабилитации конечностей. Экспериментальные исследования прове-
дены на лабораторной модели манипулятора, поведение которой напоминает
реальную робототехническую реабилитационную установку [78]. Механиче-
ская часть установки “Манипулятор с изменяемой жесткостью” (Changeable
Stiffness Manipulator , CSM) – манипулятор с одной степенью свободы, имею-
щий жесткое звено и гибкое сочленение. Возможность изменения жесткости
полезна, например, чтобы лучше адаптировать роботов на ножках к различ-
ным и неизвестным условиям местности. В данной конструкции приводной
ремень растягивается пружинами и нелинейно соединяет главный вал, имею-
щий угол поворота qm, с антагонистической парой шкивов исполнительных
механизмов с углами поворота q1, q2, жестко соединенных с управляемыми
двигателями постоянного тока со способностью к восстановлению исходного
положения. Пружины на холостых шкивах гарантируют правильное натяже-
ние ремня на холостом ходу.
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В [77] принята модель динамики рассматриваемой системы, см. [78],















IRq̈1 + ξRq̇1 = ϕ1,2 − ϕL,1 + τ1,

IRq̈2 + ξRq̇2 = ϕ2,L − ϕ1,2 + τ2,

ILq̈L + ξLq̇1 = ϕL,1 − ϕ2,L − τext,

(4.37)

где индексы R и L соответствуют элементам, связанным с рулевым приводом
и звеном манипулятора соответственно; IR, IL – моменты инерции; ξR, ξL –
коэффициенты вязкого трения; τext – момент внешних сил, приложенных к
установке; ϕL,1 – момент, действующий на шкив, прикрепленный к звену (qL),
вызванный пружиной с коэффициентом жесткости KL,1; τ1, τ2 – моменты,
развиваемые двигателями постоянного тока.

Вводятся переменная τs = (τ1 − τ2)/2, представляющая собой момент,
ответственный за изменение жесткости системы, и переменная τp =
= (τ1 − τ2)/2 — момент, определяющий движение звена манипулятора. Эти
моменты определяются по модели динамики двигателей постоянного тока

τp = ki(ūp − keq̇p)/R, τs = ki(ūs − keq̇s)/R,(4.38)

в которой ūp, ūs – управляющие напряжения, R, ki, ke – параметры двигате-
лей.

С управленческой точки зрения, манипулятор с изменяемой жесткостью
может выполнять две следующие задачи: изменение углового положения qL,
полученное одновременным движением обоих двигателей, которое приводит к
изменению среднего положения валов двигателей qp = (q1 + q2)/2; изменение
относительного углового положения между валами для увеличения значения
qs = (q1 − q2)/2, что приводит к возрастанию жесткости системы.

Для применения метода активного подавления возмущений в [77] выпол-
нена декомпозиция модели (4.37). Уравнения (4.37), (4.38) представляются в
виде

q̈s = fs(q̇s, ϕs) + bsūs,(4.39)

где

fs(·) =
−(ξRR+ kike)qs + ϕsR

RIR
, bi =

ki
RIR

.

Далее функция fs(·) ∈ R считается неизвестным результирующим возмуще-
нием, подлежащим оцениванию. Как и во многих других работах, это воз-
мущение вводится как третья (“виртуальная”) компонента вектора состояния
расширенного объекта, для которого строится наблюдатель состояния. По-
лученные с его помощью оценки используются при формировании компенси-
рующих возмущение сигналов управления.

В [77] представлены результаты различных экспериментальных исследо-
ваний на лабораторном стенде CSM для проведения изометрических и изо-
тонических тренировок.
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5. Применение к задачам подавления узкополосных
вибрационных колебаний

В [79] предлагается робастный метод управления с “составной нелинейной
обратной связью” (composite nonlinear feedback , CNF), восходящий к публика-
ции [80], для обеспечения быстрого и точного слежения для линейных систем,
подверженных насыщению управляющего сигнала и возмущениям. Основ-
ная идея состоит в том, чтобы включить оценку и компенсацию возмущений
в структуру исходного управления CNF, чтобы устранить установившуюся
ошибку от возмущений и сохранить быстрые переходные характеристики ис-
ходного управления CNF. Показано применение метода для разработки зако-
на управления для системы позиционирования серводвигателя постоянного
тока. Результаты моделирования и эксперимента показывают, что метод [79]
может обеспечить лучшие переходные характеристики и точность в устано-
вившемся режиме при отслеживании заданных воздействий и является более
устойчивым к изменениям амплитуды возмущения и заданного значения по
сравнению с управлением на основе интеграла в контуре управления.

Подавлению резонансных явлений в системах управления движением по-
священа публикация [81]. Рассмативается модель, представленная двумя
взаимосвязанными инерционными системами, которая часто используется в
задачах управления движением для описания взаимодействия между двига-
телем и нагрузкой. Существенным при описании системы является наличие
в пределах ее полосы пропускания неизвестной резонансной частоты. В [81]
используется подход, при котором неточность в описании динамики системы
рассматривается совместно с внешними возмущениями как некоторое общее
возмущение, для оценки которого служит расширенный наблюдатель состоя-
ния (extended state observer , ESO) [82]. В [81] используется следующая модель
двигателя, связанного упругим соединением с инерционной нагрузкой:

...
ym + a1ÿm + a2ẏm = b0ü+ b1u̇+ b2u+w,(5.1)

где ym – скорость вращения ротора двигателя, u – приложенный к нему
управляющий момент, w(t) – общее возмущение, включающее как сигналь-
ную составляющую, так и неточности в описании динамики системы, в том
числе ее резонансные свойства с неопределенной частотой собственных коле-
баний. Путем повторного интегрирования по времени модель (5.1) приводит-
ся к уравнению первого порядка ẏm = b0u+ f , в котором функция f(·) вклю-
чает как внешние возмущения, так и внутреннюю динамику и предполагается
ограниченной. Это “полное возмущение” представляется как компонента x2
вектора состояния системы второго порядка

{

ẋ1 = x2 + b0u, ym = x1,

ẋ2 = ḟ ,
(5.2)

для которой строится стандартный наблюдатель состояния второго порядка.
Со ссылкой на [83, 84] указано, что ошибка оценивания ограничена при огра-

ниченности производной от возмущения ḟ и величина ошибки обратно про-
порциональна ширине полосы пропускания наблюдателя. Полученная оценка
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возмущений используется для введения компенсирующего воздействия в ста-
тический закон управления. В качестве достоинства метода отмечается воз-
можность использования простого описания объекта управления без знания
его параметров (таких как момент инерции двигателя и резонансная частота).
Очевидна недостаточная обоснованность подхода, вытекающая из указанно-
го предположения об ограниченности ḟ , поскольку это “возмущение” зависит
от переменных состояния системы, на которые, в свою очередь, влияет полу-
ченная оценка возмущения.

В [81] рассматривается также управление скоростью движения нагрузки.
С этой целью вводится модель (и наблюдатель состояния) третьего порядка
с ПД-регулятором в обратной связи. Приводятся многочисленные результа-
ты моделирования и экспериментов по управлению скоростью через обрат-
ную связь двигателя на торсионном аппарате Model 205 от Education Control
Products (Bell Canyon, CA, USA). Алгоритм управления реализован с исполь-
зованием пакета реального времени системы MATLAB (Real-Time toolbox),
см. также [85].

Авторами [86] представлен прямой адаптивный алгоритм для подавления
неизвестных нестационарных узкополосных помех, применяемый к установке
для тестирования адаптивных регуляторов [87]. Задача состоит в том, что-
бы минимизировать остаточную силу путем подачи соответствующего управ-
ляющего сигнала на инерционный привод при наличии множественных и/или
неизвестных нестационарных возмущений. Алгоритм прямого адаптивного
управления основан на принципе внутренней модели [88] и использует па-
раметризацию Юлы–Кучеры (Youla-Kučera) [89]. В [86] предложено прямое
адаптивное управление с обратной связью, эффективность которого оценена
как моделированием, так и экспериментально. Для повышения робастности
системы вводятся полосовые фильтры, формирующие функции чувствитель-
ности системы.

Как отмечено в [86], параметризация Юлы–Кучеры позволяет ввести
в регулятор, реализующий прямое адаптивное управление (см., например
[87, 90–94]), настраиваемую внутреннюю модель возмущений. Настройка про-
исходит через изменение коэффициентов фильтра в контуре управления без
пересчета параметров регулятора в “основном контуре” (central controller).
Число настраиваемых параметров приблизительно равно порядку уравнения
модели возмущений, следовательно размерность алгоритма адаптации зави-
сит от сложности (порядка) модели возмущений, а не объекта управления.
Основные проблемы, которые возникают при таком подходе, связаны с син-
тезом регулятора основного контура такого, чтобы для всех возможных ам-
плитуд и частот возмущений в рассматриваемом диапазоне обеспечивалась
достаточная робастность системы (в терминах запасов устойчивости по уси-
лению и фазе, малости амплитудно-частотной характеристики вне области
подавления входного сигнала). Проблема становится еще более сложной, ко-
гда есть несколько узкополосных возмущений, которые должны быть ком-
пенсированы одновременно, что характерно для используемой тестовой уста-
новки. Даже линейная модель установки с постоянными параметрами ха-
рактеризуется двумя парами слабо-демпфированных нулей, расположенных
весьма близко к области частот, в которой должно выполняться подавление
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возмущений. В [86] изложена методология разработки регулятора основного
контура для указанных условий.

Для установки, описанной в [87], представленной моделью в дискретном
времени, в [95] разработан компенсатор подавления вибраций, выход которо-
го имеет вид взвешенной суммы выходных сигналов устойчивых фильтров.
Предложена идентификационная процедура для адаптивной настройки ко-
эффициентов при неизвестном возмущении, а также инвариантный по вре-
мени компенсатор, обеспечивающий идеальное ослабление возмущения для
случая, когда ошибка идентификации модели достаточно мала и частоты воз-
мущения известны. Моделированием и экспериментально показано успешное
подавление возмущения, представленного суммой до трех синусоидальных
сигналов с неизвестными / изменяющимися во времени частотами.

6. Применение к задачам управления электротехническими и
энергетическими системами

Применение наблюдателя возмущений для управления электрическим
двигателем постоянного тока рассмотрено в публикации [96], в которой дей-
ствующий на серводвигатель неизвестный и неизмеряемый момент нагрузки,
возникающий, например, благодаря кулоновскому трению или действию си-
лы тяжести, вводится в модель расширенного объекта управления и оценива-
ется наблюдателем состояния. Синтез наблюдателя, как и всего регулятора,
выполнен в дискретной области для реализации на 16-ти разрядном мик-
ропроцессоре. Приведены результаты численного анализа и экспериментов,
выполнено сравнение с поведением системы со стандартным П-регулятором.

В [97] предложен подход к управлению с цифровой обратной связью инвер-
тора с широтно-импульсной модуляцией, в котором достигается управление
выходом за конечное число шагов [98] в сочетании с наблюдателем возмуще-
ния. В предложенной схеме расположения полюсов наблюдателя состояния и
наблюдателя возмущения выбираются отдельно. Замечено, что когда в обоих
наблюдателях использовано одинаковое расположение полюсов, эксперимен-
тальная установка имела тенденцию становиться неустойчивой из-за ошиб-
ки обнаружения. Посредством выбора различных положений полюсов уда-
ется построить наблюдатель возмущения, быстро оценивающий возмущение
и обеспечивающий подавление возмущения через прямую связь. Затем на-
блюдатель состояния оценивает переменные состояния в следующий момент
выборки, и к номинальной системе применяется закон управления выходом
за конечное число шагов. В [97] с помощью моделирования и экспериментов
оцениваются преимущества и недостатки предложенного подхода с точки зре-
ния применения в бесперебойных источниках питания (uninterruptible power
supply , UPS).

Публикации [99, 100] посвящены синтезу и реализации регулятора следя-
щей системы с дискретным временем для стола точного позиционирования,
приводимого в действие двигателями с прямым приводом. Стол использу-
ется, например, для упаковки полупроводниковых элементов. Он может пе-
ремещаться с ускорением свыше 5 g и точностью позиционирования на мик-
ронном уровне. В отличие от системы с шариковой винтовой передачей регу-
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лятор в системе с прямым приводом должен обеспечивать высокий уровень
подавления помех, избегая проблем из-за относительно медленной динами-
ки электрической цепи двигателя и усилителя мощности. Предлагаемый в
[99, 100] регулятор использует наблюдатель возмущения и пропорционально-
дифференциальный (ПД) регулятор в канале обратной связи, а также регуля-
тор слежения ошибок нулевой фазы и фильтр нижних частот нулевой фазы
в прямой связи. В [100] рассматриваются два вида задач управления: слеже-
ние за задающим воздействием как некоторой функции времени и контурное
управление (contouring control), задача которого – минимизировать разницу
между пространственной траекторией, отслеживаемой задающими воздей-
ствиями, и пространственной траекторией, отслеживаемой выходом управ-
ляемой установки. Во многих случаях выбор между слежением и контурным
управлением продиктован проблемами реализации. В регуляторе общего кон-
тура требуется связь в реальном времени между сервоприводами оси и, кро-
ме того, коэффициенты усиления системы изменяются во времени, посколь-
ку они зависят от пространственной траектории. За исключением некоторых
высокопроизводительных регуляторов станков и роботов, требуемый уровень
вычислительной мощности и связи редко доступен.

Для синтеза регулятора и исследования свойств системы в [100] использу-
ется номинальная модель объекта в дискретном времени, заданная переда-
точной функцией

Gn(z
−1) =

z−4b0
(

1 + z−1
)

1− 2z−1 + z−2
,(6.1)

где z ∈ C – аргумент дискретного преобразования Лапласа, во временно́й
области соответствующий оператору упреждения [50], b0 – параметр модели.
При моделировании используется модель более высокого порядка.

Для обеспечения точности системы в [100] используется наблюдатель ад-
дитивных управлению возмущений. При синтезе наблюдателя используется
подход [52, 56, 101]. По мнению авторов [100], по сравнению с интегральным
законом управления наблюдатели возмущений обеспечивают большую гиб-
кость благодаря выбору порядка, относительной степени и полосы пропуска-
ния фильтров нижних частот. Авторы отмечают что, хотя техника введения
состояния модели возмущения к традиционному наблюдателю состояния хо-
рошо известна, см. например, [102], использование структуры наблюдателя
возмущения из работ [52, 56] позволяет осуществлять простую и интуитивно
ясную настройку усиления контура наблюдения возмущения и не зависит от
коэффициентов обратной связи по состоянию. Предложенный закон управ-
ления экспериментально исследован с помощью процессора цифровой обра-
ботки сигналов (DSP-процессор) с частотой квантования 10 кГц при общей
массе стола и полезной нагрузки 7,5 кг и ускорениями до 3 g.

В [103] представлен синтез расширенного комплексного фильтра Калмана
для измерения частоты энергосистемы. Теоретические результаты примене-
ны к стандартным тестовым сигналам, представляющим измерения наихуд-
шего случая и условия сети в типичной энергосистеме. Предложенный ал-
горитм направлен на приложения реального времени, где шум измерений и
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другие возмущения высоки. Приводятся результаты сравнения предлагаемо-
го метода с результатами, полученными на реальном расширенном фильтре
Калмана.

В [104] предлагается наблюдатель нелинейных возмущений для многопа-
раметрических минимально-фазовых систем с произвольными относительны-
ми степенями. Рассматриваются модели вида

A(p)y(t) = B(p)u(t) +K(p)v(t),(6.2)

где u(t) =
[

u1(t) . . . ur(t)
]T ∈ R

r, y(t) =
[

y1(t) . . . yq(t)
]T ∈ R

q – векторы

управлений и выходов ОУ; v(t) =
[

v1(t) . . . vm(t)
]T ∈ R

m – вектор неизвест-
ных и неизмеряемых возмущений (включающих также неточность модели и
свойственные ОУ нелинейности); A(p), B(p), K(p) – полиномиальные матри-
цы от оператора дифференцирования p = d/dt соответствующих размеров.
Принято, что m = q, а также считается, что компоненты vi(t) – ограничены
и кусочно-дифференцируемы, а их первые производные ограничены. Кроме
того, считается, что многочлен k(λ) = detK(λ) = k0λ

l + k1λ
l−1 + · · ·+ kl —

гурвицев (l = deg k(λ), k0 6= 0, λ ∈ C). Последнее предположение означает
минимально-фазовость ОУ (6.2) по отношению возмущение/выход (см., на-
пример, [6, 8]).

Неопределенности модели и нелинейности системы рассматриваются как
возмущения. Оценки отдельных возмущений не зависит друг от друга, и про-
изводные от возмущений могут оцениваться независимо. Предлагаемая фор-
мулировка основана на методе управления c переменной структурой и адап-
тивных алгоритмах, в которых не требуется априорная информация относи-
тельно верхних границ возмущений и их производных. Наблюдатель нели-
нейных возмущений устойчив к различным типам возмущений. Проведен-
ный в [104] анализ устойчивости показывает, что ошибка оценки экспонен-
циально уменьшается до установившегося значения, которое определяется
выбранными при синтезе параметрами. Для иллюстрации метода, предло-
женная структура применяется к вертикальному валу системы магнитного
подшипника. Дисбаланс в массе ротора вызовет вибрацию во вращающихся
машинах. Балансировка ротора очень трудна, и часто возникает остаточный
дисбаланс. Проблему дисбаланса можно решить с помощью управления с
обратной связью. Одним из методов является компенсация сил дисбаланса
путем генерации электромагнитных сил подавления. Парирование сил дис-
баланса подразумевает прежде всего, что эти силы должны быть оценены.
Однако оценка сил дисбаланса является нетривиальной задачей. В [104] вра-
щательные возмущения и их производные оцениваются на основе линеари-
зованной модели вращательного движения. Приведенные в [104] результаты
моделирования показывают эффективность предложенного способа.

Метод цифрового управления для инверторного каскада источника беспе-
ребойного питания на основе интеллектуального регулятора выходного на-
пряжения и тока индуктора предложен в [105]. Ставится задача обеспечения
конечного времени переходного процесса дискретного времени для управляе-
мых переменных (выходное напряжение и ток инвертора). Помимо линейной
обратной связи по состоянию, которая обеспечивает расположение полюсов
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ПФ замкнутой системы в начале координат (и тем самым конечного времени
переходного процесса [24, 50]), используется дискретный наблюдатель Луен-
бергера [24, 106, 107] для оценки тока нагрузки, а также других возможных
возмущений (например, параметров принятой модели и ее несоответствия
реальной системе). Предлагаемое решение способно гарантировать быстрый
динамический отклик, а также точную компенсацию непредсказуемых возму-
щений. Алгоритм управления требует только измерения выходного напряже-
ния и тока индуктора. Приведены результаты экспериментов на однофазном
2-кВА прототипе, показывающие эффективность предложенного подхода.

В [69, 108] в качестве иллюстрации применения предложенных там ал-
горитмов, реализующих процедуру синтеза наблюдателей состояний и воз-
мущений для нелинейных квазиканонических систем на основе декомпози-
ции, рассмотрена задача управления асинхронным электродвигателем, под-
верженного действию возмущений при неполноте измерений. Динамика элек-
тродвигателя в неподвижной системе координат (α, β) описывается уравне-
ниями [109, 110]

ẋ1 = d1
(

d2P (x3)x2 − d5x1 + u
)

,

ẋ2 = −P (x3)x2 + d4x4,

ẋ3 = J−1(d2x
T
2 S

Tx1 − x4),

ẋ4 = f(t),

где x1 = col {x1α, x1β} ∈ R
2 – вектор токов статора, x2 = col {x2α, x2β} ∈ R

2 –
вектор потокосцепления ротора, x3 – скорость вращения ротора, x4 – неиз-
вестный (неизмеряемый) момент нагрузки, u = col {uα, uβ} ∈ R

2 – вектор

управляющих воздействий, P (x3) =

[

d3 x3
−x3 d3

]

> 0, S =

[

0 −1
1 0

]

. Измеряемы-

ми величинами считаются только токи статора x1(t) и скорость вращения ро-
тора x3(t). Ставится задача отслеживания заданной скорости вращения вала
двигателя при некоторой величине потока. Эта задача решается использова-
нием разрывного (релейного) векторного управления. Требуемые для форми-
рования управления потокосцепление ротора и возмущение (момент нагруз-
ки) оцениваются по данным измерений с помощью наблюдателя

ż1 = d1
(

d2P (x3)z2 − d5x1 + u
)

+ ν1,

ż2 = −P (x3)z2 + d4x4 + ν2

ż3 = J−1(d2z
T
2 S

Tx1 − z4) + ν3,

ż4 = ν4

с вектором состояния z ∈ R
4 и вектором ν ∈ R

4 сигналов коррекции. Эти сиг-
налы определяются в виде сигмоидных функций (см. [70] и выше, с. 52) от
ошибок оценивания по выходам εi = xi − zi, i = 1, 3. Аналитическое обосно-
вание алгоритма управления дано в основной части статьи [108], см. так-
же [69, 111]. Для рассматриваемого примера при конкретных значениях па-
раметров в [108] приведены результаты моделирования.
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В [112] представлена робастная схема управления током синхронного
двигателя с постоянным магнитом (permanent-magnet synchronous motor
(PMSM)) и простым адаптивным наблюдателем возмущений. Робастный ре-
гулятор реализуется путем включения адаптивного элемента на этапе гене-
рации опорного напряжения с использованием управления в прямой связи.
Из-за изменяющейся во времени динамики и высокочастотной пропускной
способности неопределенностей в практических системах PMSM-приводов
адаптивный элемент выбирается просто как функция оценки неопределен-
ности, которая адаптивно меняется в зависимости от условий эксплуатации.
Затем частотные режимы функции неопределенности вносятся в управляю-
щее воздействие, на основе чего выполняется робастное управление силой
тока. В [112] используется модель динамики двигателя в связанных с рото-
ром координатах

vq = Roiq + Lqo
diq
dt

+ Ldoωrid + ωrψfo + fq,(6.3)

vd = Roid + Ldo
diq
dt

− Lqoωrid + fd,(6.4)

Te =
3P

2

(

ψfoiq − idiq(Lqo − Ldo)
)

+ fTe,(6.5)

где ωr – угловая скорость вращения электрического поля; vd и vq – напряже-
ния статорной обмотки по d- и q-осям, соответственно; id и iq – токи статорной
обмотки по d- и q-осям; Ld и Lq – индуктивности статорной обмотки по d-
и q-осям; ψfo – потокосцепление, вызванное постоянным магнитом; R – сопро-
тивление на фазу; P – число пар полюсов, Te – электромагнитный момент; ин-
декс “o” означает номинальный режим; fq, fd, fTe представляют набор неопре-
деленностей вызванных соответственно вариациями параметров, побочными
гармониками потока и другими неучтенными неопределенностями. При син-
тезе адаптивного наблюдателя принято во внимание, что гармонические со-
ставляющие, которые входят в выход инвертора, не коррелируют с дискре-
тизованными задающими токами, поэтому широтно-импульсно модулирован-
ный (ШИМ) инвертор источника напряжения можно рассматривать как экс-

траполятор нулевого порядка с передаточной функцией H(s) = 1−e−sT

s , где
T – интервал квантования (дискретизации по времени), s ∈ C – аргумент
преобразования Лапласа [50]. Для синтеза алгоритма управления и наблюда-
теля возмущений уравнения (6.3), (6.4) представляются в дискретизованном
виде, наблюдатель состояния копирует разностные уравнения модели объ-
екта, а входящая в них оценка возмущений рекуррентно идентифицирует-
ся с использованием градиентного метода [102, 113] по квадрату отклонения
оценок токов статорной обмотки от их измеренных значений iq(kT ), id(kT ).
В [112] проведен анализ сходимости процедуры идентификации и приведены
результаты разнообразных экспериментальных исследований на лаборатор-
ной установке.

В [114] представлена робастная схема управления током с дискретным
временем, обладающая высокой пропускной способностью для преобразова-
телей с широтно-импульсной модуляцией (voltage-source pulsewidth-modulated
(VS-PWM) converter). Используется модель преобразователя в уравнениях
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состояния

ẋ = Ac0x+Bc0u+Gc0f,(6.6)

где

x =
[

iq id
]T
, u =

[

vq − ωL0id vd + ωL0iq
]T
, f =

[

fq fd
]T

;

vd, vq, id, iq – напряжения и токи преобразователя по d- и q-осям; L – ин-
дуктивность нагрузки; R –активное сопротивление нагрузки на фазу; vsd,
vsq – компоненты противоэдс по d- и q-осям; матрицы номинальной системы
следующие:

Ac0 = −R0 L
−1
0 I2, Bc0 = L−1

0 I2, Gc0 = −1/L−1
0 I2.

Здесь I2 – единичная матрица порядка 2. В модели (6.6), u – эквивалентное
управляющее воздействие, а вектор f представляет совокупность неопреде-
ленностей, вызванных изменениями параметров, возмущением от противо-
эдс, и других неструктурированных неопределенностей. Далее в [114] рас-
сматривается дискретная по времени модель преобразователя

x(k + 1) = A0x(k) +B0u(k) +G0f(k),(6.7)

в которой номинальные матрицы уравнений состояния рассчитываются ап-
проксимацией Эйлера с заданным интервалом выборки (дискретизации T ).
При известном обобщенном возмущении f(k), традиционный предсказываю-
щий закон управления имел бы вид [115]

u∗(k) = B−1
0

(

x∗(k + 1)−A0x(k)−G0f(k)
)

,(6.8)

где знаком “ * ” отмечены задающие сигналы. Закон управления (6.8) не учи-
тывает запаздывания в системе, что допустимо, если период квантования
существенно превосходит время вычислений управления по (6.8). Пропуск-
ная способность регулятора обычно уменьшается, чтобы учесть имеющееся
в системе практическое запаздывание. Это приводит к снижению точности
управления и неспособности регулятора отслеживать переходный процесс.
Компенсация запаздывания значительно увеличивает текущую пропускную
способность регулятора без увеличения частоты переключения инвертора.
В [114] для компенсации используется наблюдатель текущего состояния с
адаптивной внутренней моделью для неопределенностей системы. Предло-
женный наблюдатель имеет стандартный вид “расширенного фильтра Кал-
мана” с оцениванием на скользящих режимах и градиентным алгоритмом
идентификации (см., например, [22, 25]):

˙̂x = Ac0x̂+Bc0u+Gc0f̂ +Ksm,(6.9)

˙̂
f = γGc0e,(6.10)

в котором e = [eiq eid]
T ≡ x− x̂, Ksm = [Ksiq sign(eiq)Ksid sign(eid)]

T – век-
тор разрывных (“скользящих”) сигналов, sign(·) ∈ [−1, 1] – функция знака,
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γ > 0 – выбранный разработчиком коэффициент усиления алгоритма иден-
тификации.

Чтобы продемонстрировать обоснованность и эффективность предложен-
ной схемы управления при различных условиях эксплуатации, в [114] бы-
ли проведены сравнительные оценочные испытания на подключенном к сети
преобразователем с широтно-импульсной модуляцией и к системе привода с
синхронным электродвигателем с постоянным магнитом с прямым приводом.

В [116] представлен подход для получения в реальном времени частоты,
фазового угла и симметричных составляющих процесса в энергосистеме, что
имеет большое значение для многих применений, таких как обеспечение ка-
чества электроэнергии и защита. Предлагаемый способ основан на концепции
адаптивного режекторного фильтра, который обеспечивает быструю и точ-
ную оценку симметричных составляющих при наличии вариаций частоты и
амплитуды. Кроме того, система обеспечивает высокую степень невоспри-
имчивости и нечувствительности к помехам энергосистемы, гармоникам и
другим типам искажений, которые существуют в сетевом сигнале. В [116]
представлены математические выводы для описания принципов работы и
результаты экспериментов, подтверждающие обоснованность аналитических
исследований.

Принимая во внимание изменение инерции в реальных системах, в [117]
предложена адаптивная схема управления для системы регулирования скоро-
сти синхронного двигателя с постоянным магнитом поверхностной установки
(surface-mounted permanent-magnet synchronous motors). Работа ориентирует-
ся на распространенный полеориентированный векторный подход к управле-
нию синхронным двигателем с постоянными магнитами (СДПМ) [118, 119].
По этой схеме вызывающие крутящий момент и магнитный поток компонен-
ты тока статора развязаны так, чтобы получить, насколько это возможно
в двигателях постоянного тока, независимое управление крутящим момен-
том и потоком. Обычно задающее значение i∗d тока по оси d устанавливается
нулевым, i∗d = 0, чтобы приблизительно устранить связь между угловой ско-
ростью и токами. Если регуляторы для двух токовых контуров работают
хорошо, то можно считать, что id ≡ 0, на основании чего в [117] используется
упрощенная модель СДПМ

d

dt

[

iq

ω

]

=









−R
L

npψf
L

−Kt

J
−B
J









[

iq

ω

]

+







uq
L

−TL
J






,(6.11)

где iq – ток статора по оси q, uq – напряжение статора по оси q, np – число пар
полюсов, R – активное сопротивление статора, L – индуктивность статора,
ψf – потокосцепление магнитного потока ротора, Kt – постоянная крутящего
момента, ω – угловая скорость, B – коэффициент вязкого трения, J – момент
инерции, TL – нагрузочный момент.

Для обеспечения требований к качеству работы системы с обратной свя-
зью используется комбинированный способ управления, основанный на на-
блюдателе состояния расширенной системы с одновременным оцениванием
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как собственно состояния объекта, так и возмущения. Предлагаемый в [117]
наблюдатель описывается системой

{

ż1 = z2 − 2p(z1 − ω) + b0i
∗
q ,

ż2 = −p2(z1 − ω),
(6.12)

где (−p) – желаемое значение корня характеристического многочлена на-
блюдателя (кратности два), i∗ = satiq max

(u) – функция насыщения задающей
величины тока iq с ограничением по модулю на уровне iqmax. Переменная
z1 является оценкой угловой скорости ротора ω, а z2 – оценкой приведен-
ных к угловому ускорению ω̇ = a(t) + b0i

∗
q возмущений a(t) =

(

−Bω − TL+

+Kt(iq − i∗q) +Kti
∗
q

)

J−1 − b0iq, где коэффициент b0 = KtJ
−1 и зависит от па-

раметров системы, в частности от момента инерции J .

Предлагаемый комбинированный способ управления в контуре скорости
имеет вид

u0 = k(ω∗ − z1), i∗q = satiq max

(

u0 −
z2
b0

)

,(6.13)

в котором k – коэффициент пропорциональной составляющей управления,
ω∗ – задающее воздействие по угловой скорости.

Адаптивное управление вызвано целью парировать изменение инерцион-
ности нагрузки J . С этой целью в [117] разработана адаптивная схема управ-
ления путем анализа взаимосвязи характеристик управления по коэффици-
енту передачи в прямой связи и инерционностью системы. Идентификация
инерции J осуществляется подачей периодического с периодом T командно-
го воздействия по скорости ω∗(t+ T ) = ω∗(t)s с последующим применением
градиентного метода идентификации.

В [116] разработана подсистема принятия решений, действующая на осно-
ве нечеткого логического вывода, предназначенная для автоматической на-
стройки коэффициента компенсации в прямой связи в соответствии с иден-
тифицированным значением инерции. В [117] приведены результаты моде-
лирования и экспериментальных исследований на специально разработанной
лабораторной установке, показывающие высокую скорость реакции предло-
женного метода управления на изменение инерции.

В [120] разработано семейство наблюдателей со скользящим режимом без
датчика скорости для приводов асинхронных двигателей. Три структуры ис-
следуются с целью определения их реализуемости, чувствительности пара-
метров и практической применимости. Наиболее существенной особенностью
всех схем является то, что они не требуют адаптации скорости вращения ро-
тора, то есть они по своей природе являются наблюдателями без датчиков.
Наиболее универсальным и робастным оказался наблюдатель потока полного
порядка с двойной системой отсчета. Две другие схемы были наблюдателя-
ми потока, реализованными в раме статора и раме ротора соответственно.
Они проще, чем первый, и используют инвариантность скользящего режи-
ма в заданном диапазоне неопределенностей и возмущений моделирования.
Для каждого наблюдателя в [120] приведены основные теоретические аспек-
ты, результаты анализа чувствительности параметров и детали реализации.
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Представлены и обсуждены экспериментальные результаты с наблюдателем
с двойной системой отсчета, который считается авторами [120] наиболее под-
ходящими для практического применения. Продемонстрирована работа без
датчика с приводом с прямым вращающим моментом в скользящем режиме
на очень низких скоростях. Сделан вывод, что предложенные наблюдатели
представляют собой реальную альтернативу классическим адаптивным на-
блюдателям скорости потока.

Cтатья [121] посвящена высокоточному управлению позиционированием
двухступенчатого привода подачи. Конструкция системы управления ос-
нована на подходе эквивалентных входных возмущений (equivalent input-
disturbance, EID) для улучшения характеристик подавления помех. Проце-
дура проектирования иллюстрируется числовым примером. Результаты мо-
делирования показывают, что система управления EID не только парирует
возмущения, но также подавляет неопределенности и нелинейности в уста-
новке. Для сравнения предложенного метода с методом наблюдателя возму-
щения в [121] приведены результаты синтеза, моделирования и анализа для
числового примера привода подачи.

В [122] рассматривается применение алгоритмов оценки оптимального со-
стояния и оптимальной обратной связи по состоянию для управления актив-
ным магнитным подвесом в реальном времени. Реализован линейный квад-
ратичный гауссовский регулятор, состоящий из расширенного фильтра Кал-
мана и оптимального регулятора обратной связи по состоянию. Показано,
что этот регулятор обеспечивает улучшенную точность позиционирования
ротора, лучшую динамику системы, более высокую жесткость подшипника и
пониженное усилие управления по сравнению с обычно используемыми под-
ходами ПИД-управления. Кроме того, представлен способ компенсации вы-
званных дисбалансом сил и колебаний ротора с магнитым подвесом, основан-
ный на оценке неизвестных сил возмущения. Приведенные в [122] результаты
проверены экспериментально на испытательной установке, состоящей из вен-
тилятора, полностью находящегося на магнитном подвесе с массой ротора
250 кг и привода с односторонним магнитным подвесом, имеющего массу ро-
тора 25 кг. Алгоритм фильтрации реализован на плате контроллера dSpace
DS1103 PowerPC (время расчета для одной оси подшипника составило около
20 мкс).

Публикация [123] развивает подход управления со скользящим режимом
для систем с несогласованными (mismatched) неопределенностями с помощью
нелинейного наблюдателя возмущения. Рассматриваются нелинейные объек-
ты второго порядка











ẋ1 = x2 + d(t),

ẋ2 = a(x) + b(x)u,

y = x1,

(6.14)

где x1(t), x2(t) – переменные состояния, u – управляющее воздействие,
y(t) – выход, d(t) – возмущение, которое ограничено некоторым значением
d∗ = supt>0 |d(t)|. В векторной форме (6.14) имеет вид

ẋ = f(x) + g1(x)u+ g2d(t), y = x1,(6.15)
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где

x = [x1, x2]
T, f(x) = [x2, a(x)]

T, g2 = [1, 0]T.

Для системы (6.15) предлагается использовать нелинейный наблюдатель воз-
мущений [40, 124–126]

{

ṗ = −lg2p− l
(

g2lx+ f(x) + g1(x)u
)

,

d̂ = p+ lx,
(6.16)

где d̂, p и l – оценка возмущения, состояние наблюдателя и вектор коэффи-
циентов усиления наблюдателя (параметр проектирования) соответственно.

При разработке скользящей поверхности на основе оценки возмущения
в [123] разработан метод управления в скользящем режиме на основе на-
блюдателя возмущений для противодействия несогласованному возмущению.
Вводится выражение для поверхности скольжения

σ = x2 + cx1 + d̂,(6.17)

в котором c > 0 – параметр проектирования. Для обеспечения скользящего
режима по поверхности разрыва σ ≡ 0 предложен алгоритм управления

u = −b−1(x)
(

a(x) + c(x2 + d̂) + k sign(σ)
)

,(6.18)

где k > 0 – параметр алгоритма (величина “полки реле”). Доказана теоре-
ма, согласно которой при выполнении дополнительных (к ограниченности
возмущения) предположений, что производная от возмущения d(t) ограниче-

на и затухает, limt→∞ ḋ(t) = 0, а также что ошибка оценивания возмущений

ed(t) = d(t)− d̂(t) ограничена, e∗d = supt>0 |ed(t)|, замкнутая система (6.14),
(6.16), (6.17), (6.18) асимптотически устойчива если k > (c+ lg2)e

∗
d и lg2 > 0.

Предложенный метод имеет следующие особенности. Во-первых, переклю-
чение коэффициента усиления требуется только для того, чтобы преодолеть
границы ошибки оценки возмущения, а не сами возмущения, что существенно
облегчает проблему “дребезга” (chattering) в скользящем режиме. Во-вторых,
предлагаемый способ сохраняет номинальные характеристики, то есть в от-
сутствие неопределенностей действует так же, как базовый регулятор со
скользящим режимом.

Моделированием в [123] проведен сравнительный анализ предложенного
алгоритма с “традиционным” алгоритмом управления со скользящим режи-
мом

σ = x2 + cx1, u = −b−1(x) (a(x) + cx2 + k sign(σ)) ,(6.19)

и с “интегральным” алгоритмом управления со скользящим режимом [127,
128]

σ = x2 + c1x1 + c2

t
∫

0

x1(τ)dτ ,

u = −b−1(x) (a(x) + c1x2 + c2x1 + k sign(σ)) .

(6.20)
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В качестве прикладного примера рассмотрена система магнитной левита-
ции (англ. – magnetic levitation, MAGLEV) – транспортной системы, в кото-
рой транспортное средство подвешено на направляющей рейке по принципу
электромагнитной подвески [129]. Результаты моделирования как на число-
вом, так и на прикладном примерах показывают, что предлагаемый метод
демонстрирует гораздо лучшую эффективность управления, чем базовые и
интегральные методы управления со скользящим режимом в отношении сни-
жения дребезга и обеспечения номинальных характеристик.

В [130] дается обзор методов оценки возмущения, неопределенности моде-
ли и путей ослабления их влияния в приводах с синхронным двигателем и по-
стоянными магнитами (СДПМ-приводы). Сначала рассматриваются различ-
ные помехи и неопределенности в СДПМ-приводах и в других приводах пере-
менного тока. Результаты показывают, что эти возмущения по-разному и про-
являются в разных контурах управления системы. Обсуждаются и обобща-
ются широко используемые в СДПМ-приводах существующие методы оценки
и парирования возмущений, как и другие соответствующие методы управле-
ния при обращении с помехами и неопределенностями. Статья заканчивается
обсуждением перспективных направлений в этой области.

7. Применение к задачам управления автомобилями
и их подсистемами

Публикация [131] посвящена применению стохастических оценок состоя-
ния в управлении динамикой автомобиля. Поскольку не все переменные со-
стояния транспортного средства и действующие на него возмущения могут
быть измерены, то для их оценки естественно использовать фильтр Кал-
мана. В [131] приведено три примера применения этого подхода к управ-
лению автомобилями. Первый из них – адаптивный круиз-контроль (Adap-
tive Cruise Control , ACC) – включает в себя продольное (дроссельное и тор-
мозное) управление автомобилем. В него входит управление скоростью ав-
томобиля в зависимости от дороги, курса и расстояния до предшествующих
транспортных средств и препятствий. Предполагается наличие датчиков для
обнаружения объектов в потенциальной возможности столкновения с автомо-
билем, например радиолокационных или лазерных зондов. Рассматривается
следующий пример, в котором продольная динамика окружающих объектов
и адаптивный круиз-контроль автомобиля сосредоточены в одном фильтре
Калмана. Предполагается наличие одной цели (автомобиля) на расстоянии d1
и с азимутом ϕ1 перед автомобилем. Для описания динамики системы из двух
автомобилей используется модель







































v̇0x = a0x + u,

ȧ0x = w1,

ḋ1x = −v0x + v1x,

v̇1x = a1x,

ȧ1x = w2,

(7.1)
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в которой d1x, v
1
x, a

1
x – продольное положение, скорость и ускорение цели

по отношению к транспортному средству c круиз-контролем. Переменная u
обозначает ускорение (или замедление) транспортного средства c круиз-
контролем, которое считается известным. Кроме того, в ускорения автомо-
билей входят интегралы от белошумовых возмущений w. Считаются извест-
ными (измеряемыми) расстояние d1x, скорость v0x и азимут ϕ1. Учитываются
погрешности датчиков, которые моделируются аддитивными процессами бе-
лого шума. Для дискретизованной модели системы (7.1) строится стандарт-
ный фильтр Калмана.

Другим примером является удержание полосы движения (Lane Keeping).
Для бокового управления транспортным средством важно знать, какие воз-
мущения (например, боковые ветровое и возвышение дорожного полотна)
действуют на кузов автомобиля сбоку. Оценка возмущений может быть полу-
чена с помощью фильтра Калмана, который включает в себя простую модель
транспортного средства и требует разумного набора измерений. Самая про-
стая концепция оценки боковых возмущений заключается в сравнении угла
поворота рулевого колеса со скоростью рыскания. Например, при движении
по прямой дороге с боковым ветром скорость рыскания будет нулевой, но
угол поворота рулевого колеса не будет равен нулю, потому что водитель
будет противодействовать возмущению со стороны ветра. Эти данные могут
быть полезны для оценки возмущения. Основой фильтра Калмана является
модель транспортного средства, которая описывает всю интересующую ди-
намику, но при этом проста, насколько это возможно. Для оценки бокового
возмущения достаточно рассмотреть две степени свободы, связанные со ско-
ростью скольжения v и скоростью рыскания r. В [131] излагается следующая
модель. При известной скорости рыскания r и угле поворота рулевого ко-
леса δ можно оценить только одно боковое возмущение Fd1 (боковую силу),
действующее на транспортное средство. Точку приложения этого возмуще-
ния на кузов автомобиля выбирает инженер-конструктор. Второй датчик в
дополнение к скорости рыскания необходим, если должны быть определены
как возмущающая сила, так и возмущающий момент рыскания, действующие
на автомобиль. Соответствующие уравнения движения для модели с двумя
степенями свободы имеют вид

{

mv (v̇ + Uṙ) = Fy1 + Fd1 + Fy2,

Iz ṙ = (Fy1 + Fd1) · a− Fy2b.
(7.2)

Неизвестные силы шин Fy1 и Fy2 можно смоделировать, используя коэф-
фициент жесткости при установившемся режиме разворота транспортного
средства. Далее для оценки боковых возмущений предлагается использовать
стандартный фильтр Калмана.

С точки зрения авторов [131], большинство фильтров Калмана можно рас-
сматривать как виртуальные датчики, потому что с помощью математиче-
ской модели и определенных измеряемых сигналов они дают возможность
оценить неизмеряемые переменные, которые либо слишком сложно непосред-
ственно измерить (потому что нет доступного датчика для этого), либо необ-
ходимые датчики слишком дороги. Затраты можно значительно снизить, ис-
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пользуя существующие датчики в комбинации с фильтром Калмана. Напри-
мер, антиблокировочные тормозные датчики скорости вращения колес под-
ходят, чтобы определить скорость рыскания автомобиля и поперечное уско-
рение при определенных условиях работы. В качестве примера рассмотрено,
как сигнал частоты вращения колеса антиблокировочной системы (anti lock
braking system, ABS) может использоваться для определения скорости рыс-
кания автомобиля и угла скольжения шины на основе двухколейной модели
автомобиля.

В [69] для задачи управления топливоподачей в двигатель внутреннего
сгорания (ДВС) применен метод каскадного синтеза. В качестве объекта
управления рассматривается ДВС с искровым зажиганием, укомплектован-
ный топливными форсунками с центральной или распределительной (поци-
линдровой) системой впрыска и трехкомпонентовым нейтрализатором вы-
хлопных газов с λ-зондом непрерывного или релейного типа. Модель топ-
ливоподачи включает в себя динамику подачи топлива в цилиндр с учетом
выпадения части топлива в виде пленки с последующим его испарением, опи-
сываемую уравнениями (модель Акино) [132]

Tfṁf = −mf + bfuf , mfc = (1−X)uf +mf ,

где mf – масса топлива, выпадающая в виде пленки на стенках впускного
воздуховода, mfc – масса топлива, подаваемая в цилиндр, uf – масса впрыс-
киваемого топлива (входной сигнал), bf , Tf – числа, характеризующие дина-
мику контура топливоподачи.

Динамика сгорания топливо-воздушной смеси в цилиндре описывается
уравнением

Tcλ̇ex = −λex + bcλin,

где Tc, bc – числа, характеризующие динамику сгорания.

Предполагается, что кислород и топливо сгорают в стехиометрической
пропорции 14,7. Несгоревший кислород

x(t) = ṁc(t)− 14,7ṁfc(t),

в случае его наличия, проходит через двигатель, выпускной коллектор и уча-
сток выхлопной трубы.

Решена задача управления выработки задания на впрыск топлива uf
с обеспечением заданного соотношения воздух–топливо, в частности сте-
хиометрического соотношения (x(t) = 0) при использовании трехкомпонент-
ных нейтрализаторов. Для синтеза закона управления используются методы
каскадного синтеза с использованием наблюдателя состояния [69], см. так-
же [1, раздел 4]. При наличии запаздывания в канале управления дополни-
тельно используется упредитель Смита [133].

В [134] рассмотрено применение наблюдателя и компенсатора синусои-
дальных возмущений для подавления вибраций в подвеске автомобиля, кото-
рые возникают из-за соприкосновения с неровной поверхностью. Динамика
движения автомобиля описывается следующей дифференциальных уравне-
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ний

mbz̈b(t) = −cs
(

żb(t)− żw(t)
)

− k1
(

zb(t)− zw(t)
)

+ u(t),(7.3)

mwz̈w(t) = −k2
(

żw(t)− r(t)
)

− k1
(

zb(t)− zw(t)
)

− u(t),(7.4)

где mb и mw – массы корпуса автомобиля и колеса соответственно; k1, k2 –
коэффициенты жесткости пружин, cs – коэффициент демпфирования; r(t) –
возмущение, действующее со стороны дорожного полотна; zb и zw – верти-
кальные координаты корпуса и колеса (точнее, их отклонения от равновесных
состояний, полученных при u(t)≡ 0, r(t)≡ 0) соответственно, u(t) – управ-
ляющая сила.

Рассматривается гармоническое внешнее возмущение r(t) = µ sin(ωt+ ϕ1)
с неизвестными амплитудой µ, фазой ϕ1 и частотой ω, для описания которого
используется стандартное представление вида

r̈(t) + ω2r(t) = 0.(7.5)

Считается, что параметры системы известны, и также известна нижняя
граница частоты возмущений. На первом шаге выполняется оценка неизвест-
ной частоты возмущений, для чего на основе изложенного в [135, 136] подхода
строится адаптивный алгоритм идентификации, использующий, во избежа-
ние двукратного дифференцирования входного сигнала, введение фильтра
состояния третьего порядка (см. также [137–142], [25, § 4.8.5]). Далее полу-
ченная оценки частоты возмущений используется для синтеза регулятора,
подавляющего их влияние, [134, теорема 7].

В [143] предлагается адаптивное управление c активным подавлением воз-
мущения (active disturbance rejection control , ADRC), основанное на адаптив-
ном расширенном наблюдателе (adaptive extended state observer , AESO), для
устранения неопределенностей как в установке, так и в датчиках. Усиление
расширенного наблюдателя состояния (extended state observer , ESO) автома-
тически настраивается, чтобы уменьшить ошибки оценки обоих состояний и
“общего возмущения” по отношению к шуму измерения. Кроме того, удовле-
творительная работа системы с обратной связью достигается компенсацией
неопределенностей. В [143] показано применение регулятора такой структуры
для управления воздушно-топливным отношением (air-fuel ratio, AFR) бензи-
нового двигателя, которому свойственны значительные нелинейности харак-
теристик и параметрические неопределенности из-за неизвестного изменения
скорости, динамики топливного слоя и др. Кроме того, измерение искажает-
ся шумом датчика. Результаты эксперимента показывают, что предлагаемый
регулятор может обеспечить высокую точность воздушно-топливного отно-
шения несмотря на неопределенность динамики модели и шум измерений.
Кроме того, экспериментальное сравнение подтверждает эффективность вве-
дения усиления AESO, с помощью которого можно улучшить работу ADRC
по снижению влияния неопределенностей.

Задача синтеза закона управления для подавления вибраций в подвеске
автомобиля рассмотрена и в [144]. Возмущение со стороны дорожного полот-
на моделируется конечной суммой синусоидальных функций с неизвестными
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частотами, амплитудами и фазами. Для описания вертикального движения
кузова используется следующая модель системы с двумя степенями свободы:

mbz̈b(t) = −cb
(

żb(t)− żu(t)
)

− kb
(

zb(t)− zu(t)
)

+ u(t),(7.6)

mwz̈w(t) = −cb
(

żw(t)− żb(t)
)

− kb
(

zw(t)− zb(t)
)

−
− kt

(

zw(t)− r(t)
)

− ct
(

żw(t)− ṙ(t)
)

− u(t),(7.7)

отличающаяся от (7.3), (7.4) тем, что она учитывает и демпфирование в
шине. Принято, что измеряются относительное положение кузова и колеса,
(zb − zw), смещение колеса относительно поверхности, (zw − r), а также ско-
рости żb, żw. Считается, что возмущения со стороны дороги можно описать
суммой гармонических составляющих

r(t) =

q
∑

i=1

gi sin(ωit+ ϕi)

с неизвестными амплитудами gi, частотами ωi и фазами ϕi. Целью управле-
ния является обеспечение близости к нулю значения вертикального ускорения
z̈b(t) кузова автомобиля. Как и в [134], параметры системы (7.7) считаются
известными.

В [144] отмечено, что так как (zw − r) измеряется, основным действующим
на систему возмущением является процесс

ct
mw

ṙ(t)≡
q
∑

i=1

ct
mw

ωigi cos(ωit+ ϕi),

который, как обычно [1], представляется через выход внешней линейной си-
стемы

ẇ(t) = Sw(t), ṙ(t) = hTw(t)(7.8)

с w(t) ∈ R
2q и матрицей S, зависящей от неизвестных частот возмущений.

Далее, аналогично описанной выше публикации [51] с использованием подхо-
да из [13] происходит параметризация источника возмущений и применяется
метод бэкстеппинга [145] для синтеза регулятора, стабилизирующего систему.

8. Прочие применения

Согласно [146] робастность систем управления движением можно пред-
ставить как функцию “жесткости”, которая вводится следующим образом.
Предположим, что x – положение управляемого объекта и f – полная при-
ложенная к объекту сила. Из уравнений движения следует что

f = g(ẍ, ẋ, x).(8.1)

Жесткость κ определяется через частную производную:

κ =
∂f

∂x
.(8.2)
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Идеальное управление положением предотвращает любое отклонение поло-
жения от заданного при любом отклонении силы. При таком управлении κ

будет бесконечно большим. Естественно, интегратор в прямой цепи компенси-
рует постоянную ошибку и асимптотически δx будет стремиться со временем
к нулю. Однако такая функция не отражается в (8.2). С другой стороны, иде-
альное управление силой предотвращает отклонение силы при любом откло-
нения положения. Тем самым при идеальном управлении силой κ = 0. При
согласованном (compliance) управлении должно иметься соотношение меж-
ду положением и силой. Например, виртуальное согласованное управление
будет использовать механический импеданс, который вычисляется в регуля-
торе в соответствии с указанной динамикой. Поэтому жесткость может слу-
жить удобным показателем, представляющим цель движения. Робастность
системы управления движением всегда требует очень высокой жесткости в
регуляторе. В [146] показано, что управление ускорением осуществляет за-
данное движение одновременно с сохранением очень высокой устойчивости.
Ускорение является мостом между робастностью и жесткостью.

Для рассмотрения робастного управления движением с электродвигате-
лем в [146] определяется эквивалентное возмущение и рассматривается внеш-
нее неизмеряемое возмущение, действующее аддитивно с сигналом управле-
ния. Используется модель линейной SISO системы (с одним входом и од-
ним выходом), в которой уравнения состояния представлены в канонической
форме управляемости (каноническая форма фазовой переменной, см., напри-
мер, [24, 107, 147])

ẋ = A0x+ b0u+ ed̄, y = cx,(8.3)

где A0, b0 обозначают “номинальные” матрицы уравнений состояния систе-
мы, d̄ – эквивалентное возмущение, имеющее размерность силы или момента,
в котором учитывается как “сигнальная” составляющая внешнего возмуще-
ния d(t), приложенная аддитивно управлению на входе системы, так и откло-
нения матриц A, b уравнений состояния от их номинальных значений A0, b0.
В соответствии с принятой в [146] канонической формой уравнений состояния

e =
[

0, . . . , 0, 1
]T

, b =
[

0, . . . , 0,K
]T

и с аддитивным характером внешнего воз-
мущения все перечисленные возмущения можно эквивалентно представить
в виде аддитивного к управлению скалярного возмущения d̄(t). Для этого
расширенного возмущения делается предположение, что оно является мно-
гочленом от времени с известной (заданной разработчиком) степенью p− 1,
т.е. может быть описано решением однородного дифференциального уравне-
ния dp

dtp d̄(t) = 0. Далее уравнения исходной системы объединяются с моделью
возмущений и стандартным образом для полученной расширенной системы
строится наблюдатель состояния (см. [1, раздел 6]). С точки зрения авторов
обзора, такая модель возмущений может привести к существенным ошибкам,
поскольку вариации матриц уравнений состояния умножаются при пересчете
в возмущения на x(t) и на сигнал управления u(t), которые могут менять-
ся весьма разнообразным образом. Можно сделать вывод, что, хотя в [146]
об этом прямо не говорится, авторов [146] интересует только установившая-
ся (например, статическая) ошибка. Как отмечено в и [1, раздел 6], такой
подход к подавлению возмущений может быть осуществлен в рамках клас-
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сического подхода с введением интегральной составляющей в закон управле-
ния для повышения порядка астатизма по возмущению [50, 54]. Заметим, что
возможность потери устойчивости замкнутой системы вследствие вариаций
параметров в [146] не рассматривается.

Далее в [146] приводится пример применения этого подхода к систе-
ме управления скоростью ω электродвигателя, моделируемой уравнением
Jω̇ = KtI

ref
a − Tl, в котором Tl – момент нагрузки. Для оценивания эквива-

лентного возмущения, включающего кроме Tl вариации момента инерции и
крутящего момента двигателя, используются измерения угла поворота вала
двигателя.

Для практических применений введена методика оценки возмущения, что-
бы система управления движением была бы регулятором. Рассмотрено также
управление движением упругой структуры и идентификация механических
параметров.

Подавление мультигармонических возмущений в маятниковой системе с
инерционным маховиком в качестве движителя (маятник Шмида, [148–150]),
расположенной на подвижной платформе, рассмотрено в [151]. Как и в ря-
де других работ, в [152] возмущение δ(t) представляется суммой гармоник с
неизвестными параметрами и смещением. Принята линейная модель объек-
та с известными коэффициентами замкнутого через известную нелинейную
функцию от скалярного выходного сигнала, с учетом запаздывания по управ-
лению u(t) на время τ = const > 0:

a(p)y(t) = b(p)u(t− τ) + g(p)f
(

y(t)
)

+ e(p)δ(t), p = d/dt.(8.4)

Считается, что измеряется только выход y, относительный порядок ОУ про-
изволен, а коэффициенты операторных многочленов в (8.4) известны. Для
идентификации возмущений модель (8.4) приводится к виду

ȳ(t) = ū(t) + f̄(t) + δ̄(t)σ(t) +
k
∑

i=1

δ̄i(t),(8.5)

где

δ̄(t) = σ̄(t) +

k
∑

i=1

δ̄i(t),

сигналы δ̄i(t), ū(t), f̄(t) – выходы соответствующих фильтров состояния. Пре-
образованый процесс возмущений δ̄(t) подлежит идентификации и последую-
щей компенсации. Для этого он описывается моделью

p2k+1δ̄(t) = θ̄1p
2k−1δ̄(t) + · · · + θ̄k−1p

3δ̄(t) + θ̄kδ̄(t),(8.6)

в которую входят неизвестные параметры θ̄1, . . . , θ̄k, соответствующие значе-
ниям неизвестных частот составляющих возмущение гармоник. Для оценки
этих параметров используется стандартная процедура идентификации гра-
диентного типа с введением фильтров состояния порядка 2k, чтобы исклю-
чить дифференцирование результатов измерений. Теоретические положения
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доведены до экспериментальных результатов для маятника с маховичным
движителем, расположенным на тележке. Проведено сравнение с поведением
разомкнутой системы (с точки зрения авторов обзора, более показательным
было бы сравнение использования предложенного и типового регуляторов).

В [153] описывается фильтр Калмана для оценки ориентации сегментов
человеческого тела путем объединения сигналов гироскопа, акселерометра и
магнитометра от миниатюрных датчиков. Ферромагнитные материалы или
другие магнитные поля вблизи модуля датчика нарушают локальное магнит-
ное поле Земли и, следовательно, оценку ориентации, которая препятствует
многим (амбулаторным) применениям. В фильтре оцениваются ошибка сме-
щения гироскопа, ошибка ориентации и ошибка от магнитного возмущения.
Приведенные в [153] результаты показывают точные и бездрейфовые оценки
ориентации.

Подавление возмущений в микроэлектромеханическом (МЭМС, Micro-
Electro-Mechanical Systems, MEMS) гироскопе, связанных с влиянием неиз-
вестных перекрестных связей при управлении положением подвешенной мас-
сы в двух направлениях, рассмотрено в [154]. Принятый подход основан на
стратегии управления с активным подавлением возмущений (active distur-
bance rejection control , ADRC), при которой в реальном времени оцениваются
и компенсируются внутренние динамические процессы и внешние возмуще-
ния.

В качестве исходной модели движения подвижного груза взяты известные
уравнения

ẍ+ 2ξωnẋ+ ω2
nx+ ωxyy − 2Ωẏ =

k

m
ud(t),(8.7)

ÿ + 2ξyωyẏ + ω2
yy + ωxyy + 2Ωẋ =

k

m
us(t),(8.8)

где x – перемещение груза вдоль оси привода OX; y – перемещение вдоль
оси чувствительности OY ; ωn, ωy – парциальные частоты собственных коле-
баний груза по соответствующим осям; ud(t), us(t) – управляющие сигналы по
осям привода и чувствительности; m – масса подвижного груза; параметр k –
общий коэффициент передачи чувствительного элемента, исполнительного
устройства и усилителя. Слагаемые 2Ωẋ и 2Ωẋ – кориолисовы ускорения, где
Ω – неизвестная (и подлежащая определению) изменяющаяся скорость угло-
вого вращения основания относительно оси OZ. Перекрестные связи между
осями представлены слагаемыми ωxyy и ωxyx.

Уравнение (8.7) записывается в виде ẍ = fd + km−1ud, где функция fd
включает как слагаемые, представляющие внутреннюю динамику, так и
внешние возмущения w (которые, заметим, в (8.7) не учтены). Далее строит-
ся расширенная модель объекта, в которой “обобщенное возмущение” fd счи-
тается постоянным, ḟd = 0. Для полученной модели третьего порядка стан-
дартным образом строится наблюдатель состояния. Закон управления с по-

давлением возмущения имеет вид ud = (u0 + f̂d)mk
−1, где f̂ — выработанная

наблюдателем оценка f(t), u0 — выход ПД-регулятора с прямой связью по
второй производной (ускорению) от задающего воздействия r(t) и оценкам x̂,
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ˆ̇x положения и скорости перемещения груза:

u0 = kp(r − x̂) + kd(ṙ − ˆ̇x) + r̈.

Сигнал управления по оси чувствительности us вырабатывается анало-
гичным алгоритмом вида us = (u0 − f̂s)mk

−1 с выходом u0 соответствую-

щего ПД-регулятора и оценкой f̂s возмущения по переменной y, имеющего
вид fs = −2ξyωyẏ − ω2

yy − ωxyx− 2Ωẋ. Для нахождения скорости вращения Ω
сначала производится калибровка гироскопа в неподвижном состоянии. По-
лученный при этом калибровочный сигнал управления uscal используется вне
интервалов на которых ẋ≈ 0 для оценки угловой скорости

Ω̂ =
(us − uscal)k

2ẋm
.(8.9)

Результативность предлагаемого метода продемонстрирована путем моде-
лирования.

Cтратегия управления с активным подавлением возмущений использова-
на и в [155] для приведения движения по приводной оси МЭМС гироскопа в
резонанс и управления выходной амплитудой колебаний вдоль приводной оси
до фиксированного уровня. Уравнения наблюдателя и регулятора идентичны
приведенным в [154] уравнениям для приводной оси OX. В [155] выполнен
анализ устойчивости системы, который показывает, что и ошибка оценива-
ния, и ошибка отслеживания выходного сигнала по оси привода ограничены
и что верхние границы ошибок монотонно уменьшаются с увеличением шири-
ны полосы пропускания регулятора. Система управления промоделирована
и экспериментально тестирована на вибрационно-лучевом гироскопе с пьезо-
электрическим приводом, который является альтернативой МЭМС гироско-
пу для экспериментального исследования. Результаты исследования показа-
ли, что предлагаемый регулятор не только заставляет ось привода вибриро-
вать вдоль желаемой траектории, но и робастно компенсирует погрешности
изготовления, что делает характеристики гироскопа нечувствительными к
изменениям параметров и возмущениям.

Практическому применению наблюдателя для совместной оценки состоя-
ния объекта и возмущений с целью подавления колебаний прилипания–
скольжения в буровых установках посвящена публикация [156]. Синтез си-
стемы управления основан на распределенной модели буровой установки, ко-
торая преобразуется в систему обыкновенных дифференциальных уравнений
совместно с дифференциальными уравнениями в частных производных. Син-
тезируется наблюдатель, применение которого позволяет использовать толь-
ко измерения на поверхности. Задача управления формулируется как задача
стабилизации линейной системы с постоянными параметрами, на которую
действует постоянное неизвестное возмущение, вызванное силами кулонов-
ского трения, с учетом временны́х задержек в приводе и датчике. Для реше-
ния задачи использованы теоретические результаты из [157, 158].

Статья [159] посвящена задаче синтеза наблюдателей для политопных ли-
нейных систем с переменными параметрами (linear-parameter-varying, LPV)
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и с неопределенными измерениями управляемых переменных. Неопределен-
ности в измерениях учитываются через весовые коэффициенты. Система с
переменными параметрами и с неопределенными весовыми коэффициента-
ми преобразуется к системе с переменными параметрами с неопределенно-
стью. Чтобы справиться с неопределенностями и неизвестными возмущения-
ми в процессе синтеза наблюдателя, авторы [159] предлагают использовать
наблюдатель скользящего режима с изменяемым по программе коэффици-
ентом усиления. Метод расчета наблюдателя на скользящем режиме разра-
ботан на основе результатов анализа установленной системы оценки ошибок.
Предложенный метод синтеза наблюдателя затем применяется к электри-
ческому наземному транспортному средству (electric ground vehicle, EGV),
в котором измерение продольной скорости считается неопределенным. При-
водятся сравнительные результаты экспериментальных испытаний, показы-
вающие преимущества предложенного метода синтеза системы управления и
наблюдателя.

Процесс управления уровнем жидкости в баке рассматривается и исследу-
ется как моделированем, так и экспериментально на лабораторной установке
в [160]. Для описания объекта используется типичная для промышленных
систем модель апериодического звена первого порядка и транспортного за-
паздывания

ARḢ(t) +H(t) = RQi(t− θ) +RHd(t),(8.10)

где H – уровень жидкости в баке; Qi – входной поток жидкости в бак (управ-
ление); Hd – неизмеряемое возмущение потока жидкости; A – площадь по-
перечного сечения бака; θ – временно́е запаздывание. Поскольку действие
значительных возмущений и помех обычно приводит к существенному сни-
жению качества системы управления промышленным процессом, в [160] пред-
лагается улучшенное каскадное управление, включающее управление с про-
гнозирующей моделью, ПИД-управление и оценивание возмущений. Наблю-
датель возмущений используется для их компенсации через прямую связь.
При синтезе наблюдателя используется инверсия модели объекта с введе-
нием дополнительного фильтра нижних частот, имеющего статический ко-
эффициент передачи, равный единице. Более подробно: сигнал управления
u(t) имеет вид u = v − w, где v(t) – управление, формируемое через глав-
ную обратную связь регулятора во внешнем контуре, реализующего управ-
ление с прогнозирующей моделью, а вспомогательный сигнал w(t) получает-
ся в виде w = −Q(s)e−θsu+Q(s)P (s)−1H, где H(t) – управляемая величина.
Возмущение d(t) считается приложенным аддитивно к выходу, т.е. приня-
то, что H = P (s)e−θsu+ d. Тогда после преобразований нетрудно получить,
что H = P (s)e−θsv +

(

1−Q(s)e−θs
)

d. В результате видно, что при выборе
Q(0) = 1 в установившемся режиме происходит полная компенсация постоян-
ного возмущения и величина H получается в виде H = P (s)e−θsv, т.е. от воз-
мущения не зависит. Передаточная функция фильтра выбирается из условия
обеспечения правильной функцииQ(s)P (s)−1. Для рассматриваемой ПФ объ-
екта (8.10) в [160] принято Q(s) = (Ts+ 1)−1, T > 0. Представленные в [160]
результаты исследований показывают, что предлагаемый комбинированный
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метод управления значительно улучшает возможность парирования возму-
щений по сравнению с алгоритмом управления без их оценки.

В работе [161] рассматривается сверхскоростной центробежный компрес-
сор, используемый для подачи сжатого воздуха в топливный элемент. В каче-
стве исходной модели, связывающей массу воздуха m в коллекторе компрес-
сора с давлением p в нем приняты уравнения (см. например, [162, 163])

ṁ = qcp − qout,(8.11)

ṗ =
γ RT

MairV
(qcp − qout),(8.12)

где qcp и qout – массовые потоки воздуха, выходящего из компрессора и кол-
лектора соответственно, T – температура газа в коллекторе; Mair – молярная
масса атмосферного воздуха; γ – показатель адиабаты воздуха, R – универ-
сальная газовая постоянная, V – объем полости коллектора. Значение qout

зависит от ряда переменных, в том числе от управляющей величины θ – по-
ложения клапана [163]. После преобразований и упрощающих предположений
(8.12) приводится к виду

ṗ = f1 + b1θ,(8.13)

где

f1 =
γRT

Mair

qcp,

а b1 – нелинейная функция от p.

В центробежных компрессорах зависимость массового расхода qc от уг-
ловой скорости вращения ротора ω и давления p выражается нелинейной
функцией qc = h(ω, p), вид и параметры которой весьма сложно получить.
В [161] используется упрощенная модель

q̇cp =
∂h(ω, p)

∂p
ṗ+

∂h(ω, p)

∂p
ω̇,(8.14)

а для описания динамики угловой скорости берется апериодическое звено
первого порядка

Tmω̇ + ω = ω∗(8.15)

с некоторой постоянной времени Tm (получаемой экспериментально) и задан-
ным значением угловой скорости ω∗. Поэтому (8.14) записывается в виде

q̇cp = f2 + b2ω
∗,(8.16)

где

f2 =
∂h(ω, p)

∂p
ṗ+

∂h(ω, p)

∂p

ω

Tm

,

b2 =
1

Tm

∂h(ω, p)

∂ω
.
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Для оценивания в реальном времени поведения объекта и внешних возму-
щений в [161] используется расширенный наблюдатель состояния. С этой це-
лью вводятся переменные y1 = p, y2 = qcp, u1 = θ, u2 = ω∗, x1,i = yi, x2,i = fi,

hi = ḟi, i = 1, 2. С учетом введенных обозначений уравнения (8.13), (8.16) за-
писываются в виде

{

ẋ1,i = x2,i + biui, y = x1,i,

ẋ2,i = hi, i = 1, 2.
(8.17)

Для системы (8.17) строится наблюдатель состояния

{

˙̂x1,i = x2,i + l1,i(x1,i − x̂1,i) + biui,

˙̂x2,i = l2,i(x1,i − x̂1,i),
(8.18)

коэффициенты усиления li,j которого выбираются стандартным образом на
основе желаемого расположения полюсов наблюдателя.

Полученные оценки используются в пропорционально-дифференциальном
алгоритме управления

ui = b−1
i

(

ki(ri − x̂1,i)− x̂2,i + ṙi
)

,(8.19)

где ki – коэффициент усиления регулятора, ri – задающее воздействие по
соответствующей переменной. Параметры b1, b2 определяются линеаризацией
относительно рабочей точки на основе экспериментальных данных.

В [161] приводятся результаты экспериментальной проверки предложен-
ного метода управления на лабораторной установке, включающей центро-
бежный компрессор, коллекторы, клапаны, контроллер реального времени,
датчики, воздушный фильтр и т.д., которые показали работоспособность
предложенной схемы управления. Выполнено экспериментальное сравне-
ние работы предложенного и стандартного пропорционально-интегрального
регуляторов.

Робастный синтез системы управления парогенератора, подверженного
внешним возмущениям, опирающийся на теорию систем с разделяемыми дви-
жениями с использованием глубоких обратных связей и разрывных управ-
лений [164–166], представлен в [167]. В качестве исходной, принята модель
третьего порядка

CnṖT = ks
√

PD − PT − kµPT q,

CbṖD = kmDQ − ks
√

PD − PT ,

TbḊQ = −DQ + u,

в которой PT – давление пара перед управляющим клапаном, PD – давле-
ние пара на выходе из котла, DQ – тепловой поток печи, q – угол открытия
клапана подачи пара на турбину, u – управляющее воздействие, меняющее
расход топлива в топке, Cn, ks, kµ, km, Cb, Tb – постоянные параметры, ко-
торые считаются неизвестными. Неизвестной считается также величина q,
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которая рассматривается как неизмеряемое внешнее возмущение. Ставится
задача обеспечения, с некоторого момента времени t∗, заданного ограничения
на ошибку слежения e = PT − PTd , где PTd – требуемая величина давления,
причем только рассогласование e(t) может быть измерено.

После ряда преобразований исходная задача слежения сводится к стаби-
лизации системы

ė = −k1e+ P̄D,

˙̄PD = −k2P̄D + D̄Q,

˙̄DQ = −k3D̄Q + z̄,

˙̄z = v + η(t),(8.20)

где P̄D, D̄Q, z̄ – новые переменные, введенные при преобразовании, v – (фик-
тивное) управляющее воздействие, η – неизмеряемое ограниченное возмуще-
ние.

Стабилизирующее управление v выбрано в релейной форме v = −M signz̄,
что обеспечивает возникновение скользящего режима на поверхности z̄ ≡ 0.
Поскольку z̄ непосредственно не измеряется, используется ее оценка, полу-
ченная наблюдателем пониженного (третьего) порядка для системы (8.20).

В [167] выполнено аналитическое исследование системы с предложенным
алгоритмом управления и приведены результаты моделирования для кон-
кретных параметров парогенератора и вида возмущений.

9. Заключение

В данной статье представленные в [1] теоретические результаты и методы
синтеза наблюдателей возмущений дополняются обзором их применений при
решении прикладных задач управления. Рассмотрены такие приложения, как
управление судами и подводными аппаратами, управление летательными ап-
паратами, роботами-манипуляторами, подавление узкополосных вибрацион-
ных колебаний, оценивание и подавление возмущений в электротехнических
системах, управление автомобилями и их узлами, а также некоторые прило-
жения к промышленным и медицинским системам.

Следует заметить, что многие из представленных в настоящей статье пуб-
ликаций содержат в себе не только применение известных теоретических ре-
зультатов к прикладным задачам, но и предлагают новые, достаточно широ-
кие подходы и методы синтеза. Поэтому далеко не всегда удается аттрибу-
тировать статью как “теоретическую” или “прикладную”, что, конечно, проя-
вилось при делении обзора на части 1 и 2, которое, в известной степени,
условно.

Заметим также большой интерес исследователей к публикациям, имею-
щим прикладную направленность. Так, статья [82] к моменту написания об-
зора получила 2396 цитирований в системе Scopus (в среднем – более 200 ци-
тирований в год), статья [146] – 1454 цитирования, статья [63] – 886 цитиро-
ваний, статья [37] – 760 цитирований, работа [2] – 653 цитирования в течение
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четырех лет с момента выхода, статьи [123] – 606, [117] – 398 цитирований,
что выводит публикации по практическому применению наблюдателей воз-
мущений в число наиболее востребованных среди работ по автоматическому
управлению. Несомненно, интерес к данной тематике со стороны теоретиков
и разработчиков систем управления будет возрастать и в дальнейшем.
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16. Du J., Hu X., Krstić M., Sun Y. Robust Dynamic Positioning of Ships with Dis-
turbances Under Input Saturation // Automatica. 2016. V. 73. P. 207–214.

17. Swaroop D., Hedrick J.K., Yip P.P., Gerdes J.C. Dynamic Surface Control for
a Class of Nonlinear Systems // IEEE T. Automat. Contr. 2000. V. 45. No. 10.
P. 1893–1899.

18. Fossen T.I., Strand J.P. Passive Nonlinear Observer Design for Ships Using Lya-
punov Methods: Full-Scale Experiments with a Supply Vessel // Automatica. 1999.
Jan. V. 35. No. 1. P. 3–16.

19. Hu X., Du J., Sun Y. Robust Adaptive Control for Dynamic Positioning of Ships //
IEEE J. Oceanic Eng. 2017. Oct. V. 42. No. 4. P. 826–835.

20. Massey T., Shtessel Y. Continuous Traditional and High-Order Sliding Modes for
Satellite Formation Control // J. Guid. Control Dynam. 2005. July–Aug. V. 28.
No. 4. P. 826–831.

21. Levant A. Universal SISO Sliding-Mode Controllers with Finite-Time Conver-
gence // IEEE T. Automat. Contr. 2001. Sep. V. 49. No. 9. P. 1447–1451.

22. Уткин В.И. Скользящие режимы и их применения в системах с переменной
структурой. Наука: М., 1974.

23. Utkin V., Guldner J., Shi J. Sliding Mode Control in Electromechanical Systems.
London: Taylor & Francis, 1999.

24. Андриевский Б.Р., Фрадков А.Л. Избранные главы теории автоматического
управления с примерами на языке MATLAB. СПб: Наука, 1999.

25. Андриевский Б.Р., Бобцов А.А., Фрадков А.Л. Методы анализа и синтеза нели-
нейных систем управления. М.–Ижевск: ИКИ, 2018.

26. Brown M., Shtessel Y.B. Disturbance Rejection Techniques for Finite Reaching
Time Continuous Sliding Mode Control // Proc. American Control Conf. (ACC
2001), Arlington, Virginia, USA. V. 6. Piscataway, NJ: IEEE Publications, 2001.
June, 24. P. 4998–5003.

27. Besnard L., Shtessel Y.B., Landrum B. Quadrotor Vehicle Control Via Sliding Mode
Controller Driven By Sliding Mode Disturbance Observer // J. Franklin I. 2012.
Vol. 349. No. 2. P. 658–684.

28. Besnard L., Shtessel Y.B., Landrum B. Control of a Quadrotor Vehicle Using Slid-
ing Mode Disturbance Observer // Proc. AIAA Conf. Guidance, Navigation and
Control. 2007. Aug. P. Paper AIAA–2007–6316.

83



29. Hall C.E., Shtessel Y.B. Sliding Mode Disturbance Observer-Based Control for a
Reusable Launch Vehicle // J. Guid. Control Dynam. 2006. Nov.–Dec. V. 29. No. 6.
P. 1315–1328.

30. Lee H., Huang X., Yin H. Enhanced Sliding Mode Control for Missile Autopilot
Based on Nonlinear Disturbance Observer // Proc. Int. Joint Conf. Computational
Sciences and Optimization (CSO 2009), Sanya, Hainan, China. Piscataway, NJ,
USA: IEEE, 2009. 24–26 Apr. P. 210–213.

31. Goldberg D.E. Genetic Algorithms in Search, Optimization and Machine Learning.
Boston, MA, USA: Addison-Wesley Longman Publishing Co., Inc., 1989.

32. Растригин Л.А. Статистические методы поиска. М.: Наука, 1968.

33. Nichols R.A., Reichert R.T., Rugh W.J. Gain Scheduling for H-Infinity Controllers:
A Flight Control Example // IEEE T. Contr. Syst. Technol. 1993. Jun. V. 1. No. 2.
P. 69–79.

34. TC ISO/TC 20/SC 8. Flight Dynamics – Concepts, Quantities and Symbols –
Part 1: Aircraft Motion Relative to the Air. 1988. Apr.

URL: https://www.iso.org/ru/standard/5699.html.

35. ГОСТ 20058-80. Динамика летательных аппаратов в атмосфере: Термины,
определения и обозначения. М.: Изд-во стандартов, 1981.

36. Халил Х.К. Нелинейные системы / Под. ред. А.Л. Фрадкова. М.–Ижевск: Ре-
гулярная и хаотическая динамика: Ин-т компьютерных исследований, 2009.

37. Xu H., Mirmirani M.D., Ioannou P.A. Adaptive Sliding Mode Control Design for
a Hypersonic Flight Vehicle // J. Guid. Control Dynam. 2004. Sep.–Oct. V. 27.
No. 5. P. 829–838.

38. Yang J., Li S., Sun C., Guo L. Nonlinear-Disturbance-Observer-Based Robust
Flight Control for Airbreathing Hypersonic Vehicles // IEEE T. Aerosp. Electron.
Syst. 2013. V. 49. No. 2. P. 1263–1275.

39. Буков В.Н. Вложение систем. Аналитический подход к анализу и синтезу мат-
ричных систем. Калуга: Изд–во научной литературы Н.Ф. Бочкаревой, 2006.

40. Yang J., Chen W.-H., Li S. Non-Linear Disturbance Observer-Based Robust Con-
trol for Systems with Mismatched Disturbances/Uncertainties // IET Control The-
ory A. 2011. V. 5. No. 18. P. 2053–2062.

41. Levant A. High-Order Sliding Models, Differentiation and Output-Feedback Con-
trol // Int. J. Control. 2003. June–July. V. 9. No. 10. P. 924–941.

42. Levant A. Quasi-Continuous High-Order Sliding-Mode Controllers // IEEE T. Au-
tomat. Contr. 2005. Nov. V. 50. No. 11. P. 1812–1816.

43. Shtessel Y.B., Shkolnikov I.A., Levant A. Guidance and Control of Missile Inter-
ceptor Using Second-Order Sliding Modes // IEEE T. Aerosp. Electron. Syst. 2009.
V. 45. No. 1. P. 110–124.

44. Pyrkin A.A., Bobtsov A.A., Kolyubin S.A., et al. Output Controller for Quad-
copters with Wind Disturbance Cancellation // Proc. 2014 IEEE Conf. on Control
Applications (CCA 2014), Antibes, France. IEEE, 2014. P. 166–170.

45. Бобцов А.А. Робастное управление по выходу линейной системой с неопреде-
ленными коэффициентами // АиТ. 2002. № 11. С. 108–117.

URL: http://mi.mathnet.ru/at2180.

Bobtsov A.A. Robust Output-Control for a Linear System with Uncertain Coeffi-
cients // Autom. Remote Control. 2002. V. 63. No. 11. P. 1794–1802.

84



46. Бобцов А.А., Капитонов А.А., Николаев Н.А. Управление по выходу нелиней-
ными системами с неучтенной динамикой // АиТ. 2010. № 12. С. 3–10.

Bobtsov A.A., Kapitonov A.A., Nikolaev N.A. Control Over the Output of Nonlin-
ear Systems with Unaccounted-Dynamics //Autom. Remote Control. 2010. V. 71.
No. 12. P. 2497–2504.

47. Caverly R., Forbes J.R., Danowsky B., Suh P.M. Gust-Load Alleviation of a Flex-
ible Aircraft using a Disturbance Observer // Proc. AIAA Guidance, Navigation,
and Control Conf., AIAA SciTech Forum, (AIAA 2017-1718). Grapevine, Texas,
USA: AIAA, 2017. P. 1–15.

48. Schrijver E., van Dijk J. Disturbance Observers for Rigid Mechanical Systems:
Equivalence, Stability, and Design // J. Dyn. Sys., Meas., Control. 2002. Dec.
Vol. 124. No. 4. P. 539–548.

49. Sun J., Wang C., Xin R. Anti-Disturbance Study of Position Servo System Based
on Disturbance Observer // IFAC-PapersOnLine. 2018. V. 51. No. 4. P. 202–207.

50. Бесекерский В.А., Попов Е.П. Теория систем автоматического регулирования.
Изд. 4-е, перераб. и дополн. СПб: “Профессия”, 2003. 752 С.

51. Demircioglu H., Basturk H.I. Adaptive Attitude and Altitude Control of a Quadro-
tor Despite Unknown Wind Disturbances // Proc. 56th Annual Conf. Decision and
Control (CDC 2017), Melbourne, Australia. V. 2018-January. 2018. P. 274–279.

52. Umeno T., Hori Y. Robust Speed Control of DC Servomotors Using Modern Two
Degrees-of-Freedom Controller Design // IEEE T. Ind. Electron. 1991. Oct. V. 38.
No. 5. P. 363–368.

53. Umeno T., Kaneko T., Hori Y. Robust Servosystem Design with Two Degrees of
Freedom and Its Application to Novel Motion Control of Robot Manipulators //
IEEE T. Ind. Electron. 1993. Oct. V. 40. No. 5. P. 473–485.

54. Попов Е.П. Теория линейных систем автоматического регулирования и управ-
ления: Учебное пособие для втузов. – Второе издание, пероработанное и до-
полненное. М.: Наука, Главная редакция физико-математической литературы,
1989.

55. Ohishi K., Ohnishi K., Miyachi K. Torque-Speed Regulation of DC Motor Based
on Load Torque Estimation Method // Proc. Int. Power Electronics Conf. (IPEC–
Tokyo ’83) Tokyo, Japan / Ed. by D. Gakkai. Inst. Electrical Engineers of Japan,
1983. March 27–31. V. 2. P. 1209–1218.

56. Ohnishi K. New Development of Servo Technology in Mechatronics // IEEE T. Ind.
Applicat. 1987. Vol. 107. No. 1. P. 83–86.

57. Elmali H., Olgac N. Sliding Mode Control With Perturbation Estimation (SMCPE):
A New Approach // Int. J. Control. 1992. V. 56. No. 4. P. 923–941.

58. Eom K., Suh I., Chung W., Oh S.-R. Disturbance Observer Based Force Control
of Robot Manipulator Without Force Sensor // Proc. IEEE Int. Conf. on Robotics
and Automation. V. 4. 1998. P. 3012–3017.

59. Hacksel P., Salcudean S. Estimation Of Environment Forces and Rigid-Body Ve-
locities Using Observers // Proc. IEEE Int. Conf. on Robotics and Automation.
V. 2. 1994. P. 931–936.

60. Lewis F., Abdallah C., Dawson D. Control of Robot Manipulators. Macmillan Pub-
lishing Company, 1993.

61. Oh H., Chung W. Disturbance-Observer-Based Motion Control of Redundant Ma-
nipulators Using Inertially Decoupled Dynamics // IEEE/ASME T. Mechatronics.
1999. V. 4. No. 2. P. 133–146.

85



62. Johnson C. Accommodation Of Disturbances in Optimal Control Problems // Int.
J. Control. 1972. V. 15. No. 2. P. 209–231.

63. Chen W.-H., Ballance D.J., Gawthrop P.J., O’Reilly J. A Nonlinear Disturbance
Observer for Robotic Manipulators // IEEE T. Ind. Electron. 2000. Aug. V. 47.
No. 4. P. 932–938.
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158. Krstic M., Smyshlyaev A. Backstepping Boundary Control for First-Order Hyper-
bolic PDEs and Application to Systems With Actuator and Sensor Delays // Syst.
Control Lett. 2008. V. 57. No. 9. P. 750–758.

159. Zhang H., Zhang G., Wang J. H∞ Observer Design for LPV Systems with Un-
certain Measurements on Scheduling Variables: Application to an Electric Ground
Vehicle // IEEE/ASME Trans. Mechatron. 2016. V. 21. No. 3. P. 1659–1670.

160. Chen X., Li J., Yang J., Li S. A Disturbance Observer Enhanced Composite Cas-
cade Control with Experimental Studies // Int. J. Control, Automation and Sys-
tems. 2013. V. 11. No. 3. P. 555–562.

161. Zhao D., Zheng Q., Gao F., et al. Disturbance Decoupling Control of an Ultra-High
Speed Centrifugal Compressor for the Air Management of Fuel Cell Systems // Int.
J. Hydrogen Energ. 2014. V. 39. No. 4. P. 1788–1798.

162. Vahidi A., Kolmanovsky I., Stefanopoulou A. Constraint Management in Fuel Cells:
A Fast Reference Governor Approach // Proc. 2005, American Control Conf. (ACC
2005), Portland, OR, USA. 2005. V. 6. P. 3865–3870.

163. Zhao D., Dou M., Blunier B., Miraoui A. Control of an Ultra High Speed Centrifu-
gal Compressor for the Air Management of Fuel Cell Systems // Conf. Record –
IAS Annual Meeting (IEEE Industry Applications Society). 2012.

91



164. Уткин В.А. Метод разделения движений в задачах наблюдения // АиТ. 1990.
№ 3. С. 27–37.

Utkin V.A. Method of Separation of Motions in Observation Problems// Autom.
Remote Control. 1990. V. 51. No. 3. P. 300–308.

165. Уткин В.А. Инвариантность и автономность в системах с разделяемыми дви-
жениями // АиТ. 2001. № 11. С. 73–94.

Utkin V.A. Invariance and Independence in Systems with Separable Motion //
Autom. Remote Control. 2001. V. 62. No. 11. P. 1825–1843.

166. Краснова С.А., Уткин В.А., Уткин А.В. Блочный подход к анализу и синтезу
инвариантных нелинейных систем слежения // АиТ. 2017. № 12. С. 26–53.

Krasnova S.A., Utkin V.A., Utkin A.V. Block Approach to Analysis and Design of
the Invariant Nonlinear Tracking Systems // Autom Remote Control. 2017. V. 78.
No. 12. P. 2120–2140.

167. Уткин А.В., Уткин В.А. Робастный синтез системы управления парогенера-
тором при воздействии внешних возмущений// Сб. тр. XIV Междунар. на-
уч. конф. “Устойчивость и колебания нелинейных систем управления (Кон-
ференция Пятницкого)”, 30 мая–01 июня 2018 г. Изд.-во: ИПУ РАН, Москва.
С. 445–448.

Utkin A.V., Utkin V.A. Robust Synthesis of the Control System of a Steam Gen-
erator Under the Action of External Disturbances // Proc. 2018 14th Int. Conf.
Stability and Oscillations of Nonlinear Control Systems (Pyatnitskiys Conf.), STAB
2018. 2018. P. 1–4.

Статья представлена к публикации членом редколлегии М.В. Хлебниковым.

Поступила в редакцию 22.10.2019

После доработки 16.03.2020

Принята к публикации 25.05.2020

92



Автоматика и телемеханика, № 10, 2020

Стохастические системы

c© 2020 г. В.М. АЗАНОВ, канд. физ.-мат. наук (azanov59@gmail.com),
А.Н. ТАРАСОВ (tarrapid@gmail.com)
(Московский авиационный институт)

ДВУСТОРОННЯЯ ОЦЕНКА ФУНКЦИИ БЕЛЛМАНА
В ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УДЕРЖАНИЯ

ТРАЕКТОРИЙ ДИСКРЕТНОЙ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
В ТРУБКЕ ПО КРИТЕРИЮ ВЕРОЯТНОСТИ1

Исследуется задача оптимального управления дискретной стохастиче-
ской системой с критерием вероятности удержания траекторий системы
на заранее заданных множествах. С помощью метода динамического про-
граммирования и поверхностей уровня 1 и 0 функции Беллмана нахо-
дятся двусторонние оценки функции правой части соотношения динами-
ческого программирования, двусторонние оценки функции Беллмана и
функции оптимального значения вероятностного критерия. С помощью
этих результатов выводятся выражения для приближенного определения
оптимального управления. В качестве примера рассматривается задача
удержания перевернутого маятника в окрестности неустойчивого поло-
жения равновесия.

Ключевые слова: дискретные системы, стохастическое оптимальное
управление, вероятностный критерий, метод динамического программи-
рования, функция Беллмана, перевернутый маятник.

DOI: 10.31857/S0005231020100037

1. Введение

Задачи оптимального управления дискретными стохастическими систе-
мами с вероятностным критерием представляют интерес в аэрокосмических
[1–3], экономических [4–6] и робототехнических [7–9] приложениях. К настоя-
щему моменту качественная теория этих задач проработана в плоскости во-
просов существования оптимальных стратегий [1, 10]. В этих работах для
случая, когда критерий представляет собой вероятность попадания терми-
нального состояния на некоторое множество, получены достаточные условия
оптимальности в форме метода динамического программирования. В [11] по-
добные условия получены для случая, когда критерий задан в виде вероят-
ности пребывания траекторий стохастической системы в трубке. В [11] также
показано, что указанные случаи являются взаимно приводимыми.

1 Работа, за исключением раздела 4, выполнена при поддержке Российского научного
фонда (проект № 16-11-00062). Результаты раздела 4 получены при поддержке Российского
фонда фундаментальных исследований (проект № 18-08-00595).
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Менее проработанной является методологическая и алгоритмическая сто-
рона вопроса. Метод динамического программирования [1, 10] вычислительно
связан с “проклятьем размерности”, а в случае его аналитического примене-
ния даже для относительно “простых” малоразмерных задач известны резуль-
таты в основном для одношаговых [12, 13] и двухшаговых постановок [2, 5, 14].
Впоследствии данное направление получило развитие в [15, 16], где были най-
дены двусторонние границы функции Беллмана, на основе которых был пред-
ложен алгоритм поиска субоптимального управления. В [7–9] для широкого
класса систем, точностных функционалов и случайных возмущений предло-
жен численный метод поиска оптимального управления в классе полиномов.
Данный результат не связан с методом динамического программирования и
основан на сведении исходной задачи к задаче стохастического программиро-
вания большой размерности. В [17] этот метод был применен для решения за-
дачи оптимального управления полиномиальной дискретной стохастической
системой с критерием вероятности пребывания вектора состояния на задан-
ных множествах, имеющих выпуклую структуру, в каждый момент времени.

В настоящей статье исследуется задача оптимального управления дис-
кретной стохастической системой с критерием вероятности пребывания ее
траекторий в трубке. С помощью метода динамического программирования
находятся соотношения для поверхностей уровня 1 и 0 функции Беллма-
на, двусторонние границы функции правой части уравнения динамическо-
го программирования, двусторонние границы функции Беллмана и функции
оптимального значения вероятностного критерия. С помощью нижней гра-
ницы функции Беллмана находятся выражения для поиска субоптимального
управления. Предлагается оценка точности субоптимального управления, ис-
следуются его свойства. В качестве примера рассматривается задача управ-
ления простейшей маятниковой системой.

2. Постановка задачи

Рассмотрим стохастическую управляемую систему с дискретным време-
нем

{

xk+1 = fk (xk, uk, ξk) ,

x0 = X,
k = 0, N,(1)

где xk ∈ R
n – вектор состояния, uk ∈ Uk ⊂ R

m – вектор управления, Uk – мно-
жество ограничений на управление, ξk – вектор случайных возмущений с зна-
чениями на R

s и известным распределением Pk, fk : R
n × R

m × R
s → R

n –
функция перехода (функция системы), N ∈ {0} ∪ N – горизонт управления.

В отношении системы (1) введем предположения:

1) известна полная информация о векторе состояния xk (данный факт позво-
ляет строить управление в классе функций uk = γk (xk), где γk (·) – некото-
рая измеримая функция. В данном случае говорят, что “управление ищет-
ся в классе полной обратной связи по состоянию”;

2) начальное состояние x0 = X является в общем случае случайным вектором
с значениями в R

n и с известным распределением PX ;
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3) функция системы fk (xk, uk, ξk) непрерывна для всех k;
4) вектор управления uk формируется следующим образом: uk = γk (xk), где

γk : R
n → R

m – измеримая функция с ограниченными значениями uk ∈ Uk,
причем Uk – компактное множество;

5) вектор состояния xk+1 формируется следующим образом: на шаге k реа-
лизуется вектор xk, далее формируется вектор управления uk = γk (xk) и
в последнюю очередь реализуется случайное возмущение ξk;

6) управлением называется набор функций u (·) = (γ0 (·) , . . . , γN (·)) ∈ U ,
классом допустимых управлений называется множество U = U0× . . .×UN ,
где Uk – множество борелевских функций γk (·) с ограниченными на Uk
значениями;

7) случайный вектор ξk является непрерывным с значениями в R
s и извест-

ным распределением Pk, причем компоненты вектора ζ = (X, ξ0, . . . , ξN )
независимы.

Заметим, что система (1) является марковской, т.е. ее поведение в будущем
не зависит от прошлого и полностью определяется текущим состоянием.

На траекториях системы (1) определим функционал вероятности

Pϕ (u (·)) = P

(

N
⋂

k=0

{xk+1 ∈ Fk+1}
)

,

множества Fk имеют вид
{

Fk = {x ∈ R
n : Φk (x) 6 ϕ} , k = 1, N + 1,

F0 = R
n,

где ϕ ∈ R — известный скаляр, Φk : R
n → R — непрерывные функции,

k = 1, . . . , N + 1, причем ΦN+1 (x) ограничена снизу.

Рассматривается задача

Pϕ (u (·)) → max
u(·)∈U

,(2)

где U = U0 × . . . × UN .

Сформулируем достаточные условия оптимальности для задачи (2), дока-
занные в [11], имеющие форму метода динамического программирования.

3. Условия оптимальности в форме уравнения Беллмана

Определим функцию Беллмана Bk : R
n → [0, 1] в задаче (2) как

Bk (x) = sup
γk(·)∈Uk,...,γN (·)∈UN

P

(

max
i=k,N

Φi+1

(

xi+1

(

xk, γk (·) , . . .

. . . , γi (·) , ξk, . . . , ξi
))

6 ϕ
∣

∣

∣
xk = x

)

.

Принимая во внимание сделанные в разделе 2 предположения, cформулируем
теорему об уравнении Беллмана для задачи (2) в пространстве состояний
размерности n.
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Те ор ем а 1 [11]. Пусть выполнены условия:

1) функции fk (xk, uk, ξk) непрерывны для всех k = 0, N ;

2) функции Φk (xk) непрерывны для всех k = 1, N + 1;

3) функция ΦN+1 (xN+1) ограничена снизу ;

4) случайные векторы X, ξ0, . . . , ξN независимы в совокупности;

5) множества U0, . . . , UN компактны.

Тогда оптимальная стратегия в задаче (2) существует в классе изме-
римых функций u∗ (·) ∈ U и определяется в результате решения следующих
задач:

u∗k = arg max
uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk

]

,(3)

Bk (x) = max
uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

, k = 0, N,(4)

BN+1 (x) = IFN+1
(x) .(5)

В формулах (3), (4) Mk [·] означает оператор математического ожидания
по распределению Pk. Отличием уравнений (3)–(5) от уравнения Беллмана
для задачи с вероятностным терминальным критерием является наличие в
правой части сомножителя в виде индикаторной функции IFk

(xk) множе-
ства Fk.

Отметим, что поиск оптимальной стратегии в соответствии с методом ди-
намического программирования (3)–(5) даже для относительно простых при-
меров, например для задачи оптимальной импульсной коррекции траектории
движения искусственного спутника Земли [18], затруднен. Причем трудности
вычисления функции Беллмана распространяются как на численный, так и
на аналитический пути решения задач. Как правило, удается найти управле-
ние, оптимальное лишь на последнем k = N шаге по времени [2, 12, 13], и в
более редких случаях так называемое двухшаговое управление k = N − 1, N
[4, 5, 14]. В [15, 16] для задачи оптимального управления дискретной системой
с вероятностным терминальным критерием общего вида с помощью поверхно-
стей уровня 1 и 0 функции Беллмана найдены двусторонние оценки функции
правой части уравнения метода динамического программирования, функции
Беллмана и функции оптимального значения вероятностного критерия. На
этом фундаменте предложен алгоритм приближенного поиска оптимально-
го управления, который при определенных условиях дает точное решение.
В следующем разделе аналогичные результаты распространяются на настоя-
щую задачу (2).

4. Двусторонние оценки функции Беллмана

Введем в рассмотрение поверхности уровней 1 и 0 функции Беллмана

Ik = {x ∈ R
n : Bk (x) = 1} , Ok = {x ∈ R

n : Bk (x) = 0}

и множество Bk = R
n \ {Ik ∪ Ok}. Для удобства введем обозначение Fk =

= R
n \ Fk. Нетрудно видеть, что из определения введенных множеств вы-
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текает, что

Ik ∪ Bk ∪Ok = R
n,











Bk (x) = 1, x ∈ Ik,
Bk (x) ∈ (0, 1) , x ∈ Bk,
Bk (x) = 0, x ∈ Ok.

Те ор ем а 2. Справедливы утверждения:

1. Множества Ik, k = 0, N удовлетворяют рекуррентным соотношени-
ям в обратном времени

Ik = Fk ∩
{

x ∈ R
n : ∃u ∈ Uk : Pk (fk (x, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1

}

, k = 0, N,

IN+1 = FN+1;

2. Множества Ok, k = 0, N удовлетворяют рекуррентным соотношени-
ям в обратном времени

Ok = Fk ∪
{

x ∈ R
n : ∀u ∈ Uk : Pk (fk (x, u, ξk) ∈ Ok+1) = 1

}

, k = 0, N,

ON+1 = FN+1;

3. Для xk ∈ Ik оптимальным управлением на шаге k является любой эле-
мент из множества UI

k (xk)

UI
k (xk) =

{

u ∈ Uk : Pk (fk (xk, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1
}

;(6)

4. Для xk ∈ Ok оптимальным управлением на шаге k является любой
элемент из множества Uk;

5. Уравнение Беллмана в области x ∈ Bk допускает представление

(7) Bk (x) = max
uk∈Uk

{

Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)+

+Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1)Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣
fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]}

;

6. Для x ∈ Bk и uk ∈ Uk справедлива система неравенств














Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] > Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) ,

Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] 6 Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Fk+1) ,

Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] 6 1−Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) ,

(8)

причем

1−Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) 6 Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Fk+1) ;(9)

7. Для x ∈ Bk функция Беллмана удовлетворяет двустороннему неравен-
ству

Bk (x) 6 Bk (x) 6 Bk (x) 6 Fk (x) ,(10)
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где

Fk (x) = sup
uk∈Uk

Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Fk+1) ,(11)

Bk (x) – нижняя, а Bk (x) – верхняя оценки функции Беллмана:

Bk (x) = sup
uk∈Uk

Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) ,

Bk (x) = sup
uk∈Uk

{1−Pk (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1)} ,

причем BN (x) = BN (x) = BN (x).

Доказательство теоремы 2 вынесено в Приложение.

Отличием правой части соотношений п. 1 теоремы 2 от соотношений для
поверхности уровня 1 функции Беллмана в задаче с терминальным вероят-
ностным критерием [15] является наличие операции пересечения с множе-
ством Fk. Для поверхности уровня 0 функции Беллмана отличие заключа-
ется в наличии операции объединения с множеством Fk. Пп. 3 и 4 устанав-
ливают простейшие (относительно (3)) выражения для определения опти-
мального управления при xk ∈ Ik ∪ Ok, которые с точностью до конструкций
множеств Ik совпадают с аналогичными в задаче с терминальным вероят-
ностным критерием. Пп. 6 и 7 теоремы 2 устанавливают двусторонние оценки
функции правой части уравнения динамического программирования и функ-
ции Беллмана соответственно. При этом выражения для нижних и верхних
границ с точностью до конструкций множеств Ik и Ok совпадают с анало-
гичными в задаче с терминальным критерием [15, 16]. Отличием же являет-
ся наличие дополнительного неравенства (9) и, как следствие, неравенства
Bk (x) 6 Fk (x), которые усиливают верхние границы функции правой части
уравнения метода динамического программирования и функции Беллмана.
Отметим также, что из теоремы 1 и пп. 1 и 2 теоремы 2 следует важное
геометрическое свойство множеств Ik, Bk и Fk, сформулированное в виде
следствия.

Сл ед с т в и е. Для всех k = 0, N выполнено включение Ik ∪ Bk ⊆Fk.
В [15, 16, 18] предложена идея поиска управления, которое максимизирует

нижнюю границу функции правой части уравнения динамического програм-
мирования. В [18] получены условия, при которых такое управление является
оптимальным, однако данные условия достаточно трудно проверить. В слу-
чае, когда такие условия не выполняются, ставится вопрос о том, насколько
“хороша” предлагаемая стратегия и какое значение критерия она обеспечи-
вает. В следующем разделе разъясняются некоторые из этих вопросов.

5. Субоптимальная стратегия и оценка точности

Рассмотрим стратегию u (·) =
(

γ
0
(·) , . . . , γ

N
(·)
)

, где uk = γ
k
(xk), которая

на каждом шаге k максимизирует нижнюю оценку функции правой части
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уравнения динамического программирования

uk = γ
k
(xk) = arg max

u∈Uk

Pk (fk (xk, u, ξk) ∈ Ik+1) , k = 0, N.(12)

Ввиду громоздкости выкладок и отсутствия общности опустим важнейшие
вопросы существования такой стратегии и далее будем предполагать, что она
существует в классе измеримых функций. Отметим, что необходимым усло-
вием существования, дополняющим условия 1–5 теоремы 1, является непу-
стота множеств Ik, k = 0, N . Исследования вопросов существования решения
задач стохастического программирования с вероятностным критерием мож-
но найти в монографии [19]. Получение таких условий является предметом
дальнейших исследований.

Заметим, что из теоремы 1 и пп. 3 и 4 теоремы 2 следует, что такая стра-
тегия является оптимальной при xk ∈ Ik ∪ Ok, k = 0, N и оптимальной для
любых xk ∈ R

n при k = N . В случае xk ∈ Bk, k = 0, N , как было сказано ра-
нее, эта стратегия максимизирует нижнюю границу функции правой части
уравнения динамического программирования. В настоящем разделе исследу-
ются вопросы нижней границы значений вероятностного критерия на субоп-
тимальной стратегии Pϕ (u (·)).

Те ор ем а 3. Пусть стратегия u (·), определяющаяся в результате ре-
шений задач (12), существует в классе U . Тогда справедливы утверждения:

1. Справедливо представление

Pϕ (u (·)) = F (ϕ,N)+

+
N−1
∑

l=1

P

(

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

l
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

,

(13)

где xk – вектор состояния системы (1), замкнутой управлением (12),

{

xk+1 = fk (xk, uk, ξk) ,

x0 = X,
k = 0, N ;

2. Справедливо представление

F (ϕ,N) = F (ϕ,N) +

+

N−1
∑

l=1

P

(

l
⋃

k=0

{x∗k /∈ Ik}
)

P

(

l
⋂

k=0

{

x∗k+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

l
⋃

k=0

{x∗k /∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{x∗k /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

x∗k+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{x∗k /∈ Ik}
)

,

(14)
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где x∗k – вектор состояния системы (1), замкнутой оптимальным управле-
нием,

{

x∗k+1 = fk (x
∗
k, u

∗
k, ξk) ,

x∗0 = X,
k = 0, N ;

3. Выполнена система неравенств

F (ϕ,N) 6 Pϕ (u (·)) 6 F (ϕ,N) 6 F (ϕ,N) 6 MX [F0 (X)] ,(15)

где F0 : R
n → [0, 1] определяется в соответствии с (11) и

F (ϕ,N) = sup
u(·)∈U

Pϕ(u (·)), F (ϕ,N) =MX [B0 (X)] , F (ϕ,N) =MX [B0 (X)].

Выше MX [·] – оператор математического ожидания по распределению PX .

Доказательство теоремы 3 вынесено в Приложение.

Из теоремы 3 видно, для субоптимальной стратегии u (·) справедлива оцен-
ка точности

F (ϕ,N) − Pϕ (u (·)) 6 ∆(ϕ,N) ,(16)

где

∆(ϕ,N) = F (ϕ,N) − F (ϕ,N)−

−
N−1
∑

l=1

P

(

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

l
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

−

−P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

,

(17)

причем ∆(ϕ,N) ∈ [0, 1]. Следует отметить вычислительную простоту полу-
чения оценки точности (17) субоптимальной стратегии. А именно, если най-
дена стратегия u (·) и найдены нижняя F (ϕ,N) и верхняя F (ϕ,N) грани-
цы функции оптимальных значений вероятностного критерия, то достаточно
воспользоваться методом Монте-Карло для оценки неизвестных вероятностей
в правой части (17).

Применим полученные результаты в задаче оптимального управления пе-
ревернутым маятником.

6. Пример

Рассмотрим простейшую модель управления математическим маятником
в окрестности неустойчивого положения равновесия. Динамика системы опи-
сывается разностным уравнением























θk+1 = θk +∆tkθ̇k,

θ̇k+1 = θ̇k + (−γ∆tkθk + uk) ξk,

θ0 = Θ,

θ̇0 = Θ̇,

k = 0, N,(18)
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где θk – угол отклонения маятника, θ̇k – угловая скорость отклонения маят-
ника, uk – управляющее воздействие, ξk – непрерывная случайная величи-
на, распределение которой конкретизируется ниже, ∆tk – параметр дискре-
тизации непрерывной системы, γ – детерминированный параметр системы,
(

Θ, Θ̇
)

– начальные условия.

Пусть на траекториях системы (18) задан функционал вероятности.

Pϕ (u (·)) = P

(

max
k=0,N

max
{

ω |θk+1| , ω̇
∣

∣

∣θ̇k+1

∣

∣

∣

}

6 ϕ

)

,(19)

где ω, ω̇, ϕ > 0 – известные параметры. Ставится задача (2). Ее физиче-
ский смысл в том, чтобы найти управление, которое удерживает маятник
в окрестности неустойчивого положения равновесия, являющейся прямо-
угольником Fk =

[

−ϕω−1, ϕω−1
]

×
[

−ϕω̇−1, ϕω̇−1
]

в пространстве состояний,
с максимальной вероятностью. Введем обозначения

xk =

(

θk

θ̇k

)

, Ak =

(

1 ∆tk

0 1

)

, Aξk =

(

0 0

−γ∆tk 0

)

,

Bk =

(

0

1

)

, Ω =

(

ω 0

0 ω̇

)

и запишем систему (18) и функционал вероятности (19) в векторном виде
{

xk+1 = Akxk +
(

Aξkxk +Bkuk

)

ξk,

x0 = X,
k = 0, N,

Pϕ (u (·)) = P

(

max
k=0,N

‖Ωxk+1‖∞ 6 ϕ

)

.

Во введенных в статье обозначениях имеем n=2, m=1, s=1, fk(xk, uk, ξk) =

= Akxk +
(

Aξkxk +Bkuk

)

ξk, Uk = R, Fk =
{

x ∈ R
2 : ‖Ωx‖∞ 6 ϕ

}

, Φk (x) =

= ‖Ωx‖∞, где ‖x‖∞ = max
i=1,n

∣

∣xi
∣

∣ – Гельдерова норма вектора. Заметим так-

же, что несмотря на то, что Uk не является компактом (что является одним
из условий теоремы 1), теорема 1 не будет использована непосредственно в
данном примере и, более того, условия теоремы 1 являются достаточными.
Последнее означает, что если все-таки удается найти стратегию u∗ (·) исполь-
зуя соотношения динамического программирования (3)–(5), то она является
оптимальной [1].

Воспользуемся теоремой 2 и найдем поверхности уровней 1 и 0 функции
Беллмана и оптимальное управление при xk ∈ Ik.

Пусть

e1 =

(

1

0

)

, e2 =

(

0

1

)

, βk =





N
∏

j=k

AT

j



 e1 =









1
N
∑

j=k

∆tj









.
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Лемма 1. Справедливы утверждения:

1. Поверхность уровня 1 функции Беллмана имеет вид

Ik =
{

x ∈ R
2 : max

{

‖Ωx‖∞, max
l=k,N

ω
∣

∣βTl x
∣

∣

}

6 ϕ

}

, k = 0, N ;

2. Поверхность уровня 0 функции Беллмана имеет вид

Ok = Fk =
{

x ∈ R
2 : ‖Ωx‖∞ > ϕ

}

, k = 0, N ;

3. Оптимальное управление при xk ∈ Ik единственно и имеет вид

u∗k = −BT

kA
ξ
kxk = γ∆tkθk, xk ∈ Ik, k = 0, N.

Доказательство леммы 1 вынесено в Приложение.

Из леммы 1 видно, что поверхность уровня 0 не меняется со временем,
в то время как поверхность уровня 1 “уменьшается” с уменьшением k, т.е.
I0 ⊂ I1 ⊂ . . .⊂ IN . Следует также отметить, что в данном примере выполнено
Ik ∪ Bk = Fk.

Выпишем выражения для нижней и верхней границ функции Беллмана
при x ∈ Bk, k = 0, N − 1

(20) Bk (x) = max
u

P

(

max

{

ω̇
∣

∣

∣eT2

(

Akx+
(

Aξkx+Bku
)

ξk

)∣

∣

∣ ,

max
l=k,N

ω
∣

∣

∣
βTl+1

(

Akx+
(

Aξkx+Bku
)

ξk

)∣

∣

∣

}

6 ϕ

)

,

Bk (x) = Fk (x) = max
u

P

(

ω̇
∣

∣

∣
eT2

(

Akx+
(

Aξkx+Bku
)

ξk

)∣

∣

∣
6 ϕ

)

.(21)

Поскольку поиск решений задач (20) и (21) при любом распределении слу-
чайного возмущения ξk затруднен, рассмотрим случай гауссовского распре-
деления.

Лемма 2. Пусть ξk ∼ N
(

mξ, σ
2
ξ

)

, где mξ > 0. Тогда справедливы

утверждения:

1. Решения задач стохастического программирования (20) при xk ∈ Bk,
k = 0, N − 1 имеют вид

uk = −2ck (xk)



1 +

√

√

√

√1 +
2σ2ξ
m2
ξ

ln

( |ck (xk)|+ rk (xk)

|ck (xk)| − rk (xk)

)





−1

−BT

kA
ξ
kxk,(22)

где функции ϕ
k
: R2 → R, ϕk : R

2 → R, ck : R
2 → R, ck : R

2 → R имеют вид

ϕ
k
(x) = max

{

−ϕω̇−1 − eT2Akx

mξ
, max
l=k,N

−ϕω−1 − βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1

}

,
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ϕk (x) = min

{

ϕω̇−1 − eT2Akx

mξ
, min
l=k,N

ϕω−1 − βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1

}

,

ck (x) = −1

2

(

ϕ
k
(x) + ϕk (x)

)

, rk (x) =
1

2

(

ϕk (x)− ϕ
k
(x)
)

;

2. Нижняя граница функции Беллмана при x ∈ Bk имеет вид

Bk (x) = Φ





rk (x) + |ck (x)|
σξm

−1
ξ

∣

∣

∣eT2

(

Aξkx+Bkuk

)∣

∣

∣

− mξ

σξ



−

− Φ





−rk (x) + |ck (x)|
σξm

−1
ξ

∣

∣

∣
eT2

(

Aξkx+Bkuk

)∣

∣

∣

− mξ

σξ



 ;

(23)

3. Решения задач стохастического программирования (21) при xk ∈ Bk,
k = 0, N − 1 имеют вид

uk=



































−BT

kA
ξ
kxk,

∣

∣eT2Akxk
∣

∣ 6ϕω̇−1,

−2eT2Akxk
mξ



1+

√

√

√

√1+
2σ2ξ
m2
ξ

ln

(
∣

∣eT2Akxk
∣

∣+ ϕω̇−1

|eT2Akxk| − ϕω̇−1

)





−1

−BT

kA
ξ
kxk,

∣

∣eT2Akxk
∣

∣ >ϕω̇−1;

(24)

4. Верхняя граница функции Беллмана при x ∈ Bk имеет вид

(25) Bk(x) =

=







































1,
∣

∣eT2Akx
∣

∣ 6ϕω̇−1,

Φ





ϕω̇−1 +
∣

∣eT2Akx
∣

∣

σξ

∣

∣

∣
eT2

(

Aξkx+Bkuk

)∣

∣

∣

− mξ

σξ



−Φ





−ϕω̇−1 +
∣

∣eT2Akx
∣

∣

σξ

∣

∣

∣
eT2

(

Aξkx+Bkuk

)∣

∣

∣

− mξ

σξ



 ,

∣

∣eT2Akx
∣

∣ >ϕω̇−1.

Доказательство леммы 2 вынесено в Приложение.

В лемме 2 введено обозначение Φ (x) – функция Лапласса

Φ (x) =

x
∫

−∞

et
2/2dt.
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Рис. 1. Множества Ok (черная область), Bk (темно-серая область), Ik (светло-
серая область), k = 0, 1, 11, 12.

Итого получаем следующее выражение субоптимального управления для
всех k = 0, N .

uk =















































−BT

kA
ξ
kxk, xk ∈Ik,

−2ck (xk)

(

1+

√

1+
2σ2ξ
m2
ξ

ln

( |ck (xk)|+ rk (xk)

|ck (xk)| − rk (xk)

)

)−1

−BT

kA
ξ
kxk,

xk ∈Bk,

любое, xk ∈Ok,

(26)
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Рис. 2. Нижняя Bk(x) и верхняя Bk(x) границы функции Беллмана при k =
= 0, 1, 11, 12.
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Рис. 3. Значение критериальной функции в зависимости от ϕ.

а замкнутая система принимает вид

xk+1 =







Akxk, xk ∈ Ik,
Akxk +

(

Aξkxk +Bkuk

)

ξk, xk ∈ Bk ∪ Ok.

Отметим интересное свойство найденного управления. При xk ∈ Ik в силу
включения Ik ⊆Fk (см. следствие к теореме 2) система уже находится в
окрестности неустойчивого положения равновесия Fk. Причем режим управ-
ления, соответствующий первой ветви (26), “зануляет” стохастическое сла-
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Значения параметров системы

N tk ϕ γ ω ω̇ mξ dξ x0
15 0,05 1,1 0,8 1 0,1 0,9 0.1 [0,65, 2,5]

гаемое в системе, и она таким образом становится детерминированной при
xk ∈ Ik.

Проведем численный эксперимент для системы (18), замкнутой управле-
нием (26). Значения параметров системы занесены в таблицу.

На рис. 1 изображены поверхности уровней 1 и 0 функции Беллмана в про-
странстве состояний на разных шагах дискретного времени. На рис. 2 изоб-
ражены нижняя и верхняя границы функции Беллмана. На рис. 3 приведен
график значений вероятностного критерия при субоптимальном управлении.
Оценка точности (17) субоптимального управления равна 0,059, что демон-
стрирует его близость к оптимальному и обоснованность предлагаемого в
статье подхода.

7. Заключение

В статье рассмотрена задача оптимального управления дискретной сто-
хастической системой с критерием вероятности пребывания вектора состоя-
ния в каждый момент времени на заданных множествах. С помощью по-
верхностей уровня 1 и 0 функции Беллмана получены двусторонние оценки
функции правой части уравнения динамического программирования, двусто-
ронние оценки функции Беллмана и функции оптимального значения веро-
ятностного критерия. Найдены выражения для приближенного поиска оп-
тимального управления. В качестве примера рассмотрена модельная задача
удержания перевернутого маятника в неустойчивом положении равновесия.
Для данной модели субоптимальное управление найдено в явном виде.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Из определения множеств Ik и Ok и
соотношений динамического программирования (3)–(5) имеем:

Ik =
{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

= 1

}

,(Π.1)

Ok =

{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

= 0

}

.(Π.2)

Рассмотрим некоторый шаг k алгоритма динамического программирования
(3)–(5). С учетом базовых свойств множеств Ik, Bk, Ok выполнено тождество

Bk+1 (x) = IIk (x)Bk+1 (x) + IBk
(x)Bk+1 (x) + IOk

(x)Bk+1 (x) =

= IIk (x)Bk+1 (x) + IBk
(x)Bk+1 (x) .

Введем в рассмотрение систему гипотез, образующих полную группу несов-
местных событий,

{fk (xk, uk, ξk) ∈ Ik+1} , {fk (xk, uk, ξk) /∈ Ik+1} .
106



Преобразуем выражение (4) с использованием формулы полного математи-
ческого ожидания

Bk (x) = max
uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

=(Π.3)

= max
uk∈Uk

Mk [IFk
(x)Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] =

= max
uk∈Uk

IFk
(x)Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] =

= max
uk∈Uk

IFk
(x)

(

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1

]

+

+P (fk (x, uk, ξk) /∈ Ik+1)Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣
fk (x, uk, ξk) /∈ Ik+1

]

)

.

С учетом равенства

Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1

]

= 1

выражение (П.3) принимает вид

(Π.4) Bk (x) = max
uk∈Uk

IFk
(x)
(

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)+

+P(fk(x, uk, ξk) /∈ Ik+1)Mk

[

Bk+1(fk(x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk(x, uk, ξk) /∈ Ik+1

] )

=

= max
uk∈Uk

IFk
(x)
(

P(fk(x, uk, ξk) ∈ Ik+1) + (1−P(fk(x, uk, ξk) ∈ Ik+1))×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) /∈ Ik+1

] )

.

Поскольку выполнено

Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) /∈ Ik+1

]

∈ [0, 1) ,

то правая часть (П.4) принимает значение 1 тогда и только тогда, когда

max
uk∈Uk

IFk
(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 1.

Отсюда видно, что (П.1) принимает вид

Ik =
{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

= 1

}

=

=

{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

IFk
(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 1

}

=

= Fk ∩
{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 1

}

=

= Fk ∩
{

x ∈ R
n : ∃uk ∈ Uk : P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 1

}

.

(Π.5)
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Из (П.5) получаем, что при xk ∈ Ik оптимальным управлением является лю-
бой элемент из множества

UI
k (xk) = {u ∈ Uk : P (fk (xk, u, ξk) ∈ Ik+1) = 1} .(Π.6)

Пп. 1, 3 и 5 теоремы 2 доказаны.

Введем в рассмотрение систему гипотез, образующих полную группу
несовместных событий,

{fk (xk, uk, ξk) ∈ Ik+1} , {fk (xk, uk, ξk) ∈ Bk+1} , {fk (xk, uk, ξk) ∈ Ok+1} .
Преобразуем выражение (4) с использованием формулы полного математи-
ческого ожидания

Bk (x) = max
uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

=(Π.7)

= max
uk∈Uk

Mk [IFk
(x)Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] =

= max
uk∈Uk

IFk
(x)Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] =

= max
uk∈Uk

IFk
(x)

(

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1

]

+

+P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1)Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]

+

+P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1)Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣
fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1

]

)

.

С учетом справедливости равенств

Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1

]

= 1,

Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1

]

= 0

выражение (П.1) принимает вид

(Π.8) Bk (x) = max
uk∈Uk

IFk
(x)
(

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +

+P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1)Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣
fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

] )

.

Поскольку выполнено

Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]

∈ (0, 1) ,

то правая часть выражения (П.8) равна 0, если






max
uk∈Uk

IFk
(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 0,

max
uk∈Uk

IFk
(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1) = 0
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или, что то же самое,

∀uk ∈Uk :
{

IFk
(x)P(fk(x, uk, ξk) ∈ Ik+1) = 0,

IFk
(x)(1 −P(fk(x, uk, ξk)∈Ik+1)−P(fk(x, uk, ξk)∈Ok+1)) = 0.

Отсюда с учетом (П.2) получаем

Ok =

{

x∈R
n : max

uk∈Uk

Mk

[

IFk
(xk)Bk+1 (fk (xk, uk, ξk))

∣

∣xk = x
]

=0

}

=

=

{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

IFk
(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) = 1

}

=

= Fk ∪
{

x ∈ R
n : max

uk∈Uk

(x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) = 1

}

=

= Fk ∪ {x ∈ R
n : ∀uk ∈ Uk : (x)P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) = 1} .

(Π.9)

Из (П.9) видно, что при xk ∈ Ok любое допустимое управление uk ∈ Uk явля-
ется оптимальным.

Пп. 2 и 4 теоремы 2 доказаны.

Рассмотрим уравнение Беллмана в форме (П.8). Пусть x ∈ Bk, тогда

Bk (x) = max
uk∈Uk

{

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1)×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]}

=

= max
uk∈Uk

{

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +

+
(

1−P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)−P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1)
)

×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]}

=

= max
uk∈Uk

{

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1)×

×
(

1−Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

])

+

+ (1−P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1))×

×Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]}

.

(Π.10)

Воспользуемся известным неравенством

min
i=1,n

zi 6
n
∑

i=1

aizi 6 max
i=1,n

zi, a1, . . . , an > 0,
n
∑

i=1

ai = 1.
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Если формально принять, что

a1 = Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣
fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]

,

a2 = 1−Mk

[

Bk+1 (fk (x, uk, ξk))
∣

∣

∣fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1

]

,

z1 = P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) , z2 = 1−P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ok+1) ,

то справедлива двусторонняя оценка для функции правой части уравнения
Беллмана при x ∈ Bk

min
i=1,2

zi 6 Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] 6 max
i=1,2

zi.

В силу равенства

P(fk(x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +P(fk(x, uk, ξk) ∈ Bk+1) +P(fk(x, uk, ξk) ∈ Ok+1) = 1

для z2 справедливо другое представление

z2 = P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1) .

Cледовательно z2 > z1 и выполнено

z1 6 Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] 6 z2.

Из пп. 1 и 2 теоремы 2 видно, что для всех k = 0, N выполнено Ik ⊆Fk и
Fk ⊆Ok, откуда получаем Ik ∪ Bk ⊆Fk. Следовательно, справедливо нера-
венство

P (fk (x, uk, ξk) ∈ Ik+1) +P (fk (x, uk, ξk) ∈ Bk+1) 6 P (fk (x, uk, ξk) ∈ Fk+1) ,

и, следовательно,

Mk [Bk+1 (fk (x, uk, ξk))] 6 P (fk (x, uk, ξk) ∈ Fk+1) .

Таким образом, справедлива система неравенств (8). Если взять супремум
по uk ∈ Uk во всех частях неравенств, то получаем (10). Пп. 6 и 7 теоремы 2
доказаны.

Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Введем систему гипотез, образующих
полную группу несовместных событий:

{

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
}

,

{

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
}

.

Тогда с учетом формулы полной вероятности справедлива цепочка равенств

Pϕ (u (·)) = P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

)

=

= P

(

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.11)
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Заметим, что из определения стратегии u (·), а также из свойств множества Ik
(п. 1 теоремы 2) следует, что

P
(

xk+1 ∈ Ik+1

)

= 1 при xk ∈ Ik, k = 0, N.(Π.12)

Тогда с учетом включения Ik ⊆Fk для всех k = 1, N + 1 выполнено равенство

P
(

xk+1 ∈ Fk+1

)

= 1 при xk ∈ Ik, k = 0, N,

и, следовательно,

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

= 1.

С учетом последнего равенства выражение (П.11) принимает вид

Pϕ (u (·)) = P

(

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.13)

Введем в рассмотрение систему гипотез, образующих полную группу несов-
местных событий:

{

N−1
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
}

,

{

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
}

.

Воспользуемся формулой полной вероятности для первого слагаемого в пра-
вой части (П.13)

P

(

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

=

= P

(

N−1
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

P

(

N−1
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

+

+P

(

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N−1
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.14)

С учетом (П.12) преобразуем правую часть (П.14), откуда получим

P

(

N
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

= P

(

N−1
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

+

+P

(

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N−1
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.15)
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Выполним подстановку (П.15) в (П.13)

Pϕ (u (·)) = P

(

N−1
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
)

+

+P

(

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N−1
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.16)

Проводя аналогичные преобразования в отношении первого слагаемого в
(П.16), вводя системы гипотез

{

l
⋂

k=0

{xk ∈ Ik}
}

,

{

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
}

, l = 1, . . . , N − 2,

получаем следующее выражение для значения вероятностного критерия на
стратегии u (·):

Pϕ (u (·)) = P (x1 ∈ I1)+

+

N−1
∑

l=1

P

(

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

l
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Ik+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

l
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

+

+P

(

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

P

(

N
⋂

k=0

{

xk+1 ∈ Fk+1

}

∣

∣

∣

∣

∣

N
⋃

k=0

{xk /∈ Ik}
)

.

(Π.17)

Заметим теперь, что для первого слагаемого (П.17) справедлива цепочка ра-
венств

P (x1 ∈ I1) = P (f0 (X,u0, ξ0) ∈ I1) = B0 (X) ,

откуда следует выражение (14).

Первый пункт теоремы 3 доказан.

Для доказательства второго пункта теоремы 3 достаточно заметить, что
при xk ∈ Ik выполнено u∗k = uk для всех k = 0, N , откуда аналогичным спо-
собом можно получить выражение (14) для функции оптимального значения

вероятностного критерия на траекториях системы {x∗k}N+1
k=1 , замкнутой опти-

мальным управлением u∗ (·).
Второй пункт теоремы 3 доказан.

Третий пункт теоремы 3 непосредственно следует из п. 7 теоремы 2 и п. 1
теоремы 3.

Теорема доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Воспользуемся п. 1 теоремы 2 и запишем
выражение для поверхности уровня 1 функции Беллмана при k = N

IN =FN ∩
{

x∈R
2 : ∃u∈UN : P

(∥

∥

∥Ω
(

ANx+
(

AξNx+BNu
)

ξN

)∥

∥

∥

∞
6ϕ
)

=1
}

.

112



С учетом того, что случайная величина ξN имеет неограниченный носитель,
оптимальное управление при k = N и xN−1 ∈ IN единственно и имеет вид

u∗N = −BT

NA
ξ
NxN−1, а поверхность уровня 1 функции Беллмана имеет вид

IN = FN ∩
{

x ∈ R
2 : ‖ΩANx‖∞ 6 ϕ

}

=

=
{

x ∈ R
2 : max

{

‖Ωx‖∞ ,
∣

∣βTNx
∣

∣

}

6 ϕ
}

.

Из п. 2 теоремы 2 получаем поверхность уровня 0 функции Беллмана при
k = N

ON =FN ∪
{

x∈R
2 : ∀u∈UN : P

(∥

∥

∥Ω
(

ANx+
(

AξNx+BNu
)

ξN

)∥

∥

∥

∞
>ϕ
)

=1

}

=

= FN ∪∅ =
{

x ∈ R
2 : ‖Ωx‖∞ > ϕ

}

.

Аналогично шагу k = N при k = N − 1 получаем поверхность уровня 1

IN−1 = FN−1 ∩
{

x ∈ R
2 : ∃u ∈ UN−1 :

P

(

max

{

∥

∥

∥
Ω
(

AN−1x+
(

AξN−1x+BN−1u
)

ξN−1

)∥

∥

∥

∞
,

∥

∥

∥
ΩAN

(

AN−1x+
(

AξN−1x+BN−1u
)

ξN−1

)∥

∥

∥

∞

}

6 ϕ

)

= 1

}

=

=

{

x ∈ R
2 : max

{

‖Ωx‖∞ , max
j=N−1,N

∣

∣βTjx
∣

∣

}

6 ϕ

}

,

причем, как и при k = N , если xN−1 ∈ IN−1, то выполнено

u∗N−1 = −BT

N−1A
ξ
N−1xN−1,

и поверхность уровня 0 функции Беллмана равна

ON−1 = FN−1 ∪
{

x ∈ R
2 : ∀u ∈ UN−1 :

P

(∥

∥

∥Ω
(

AN−1x+
(

AξN−1x+BN−1u
)

ξN−1

)∥

∥

∥

∞
> ϕ

)

= 1

}

=

= FN−1 ∪∅ =
{

x ∈ R
2 : ‖Ωx‖∞ > ϕ

}

.

Продолжая аналогичные размышления по индукции, завершаем доказатель-
ство леммы 1.

Лемма 1 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Проведем серию преобразований правой
части выражения (20):

Bk (x) = max
u

P

(

max

{

ω̇
∣

∣

∣
eT2

(

Akx+
(

Aξkx+Bkuk

)

ξk

)∣

∣

∣
,

max
l=k,N

ω
∣

∣

∣
βTl+1

(

Akx+
(

Aξkx+Bkuk

)

ξk

)∣

∣

∣

}

6 ϕ

)

=

= P

(

N
⋂

l=k

{

ω
∣

∣

∣
βTl+1

(

Akx+
(

Aξkx+Bkuk

)

ξk

)∣

∣

∣
6 ϕ

}

∩

∩
{

ω̇
∣

∣

∣
eT2

(

Akx+
(

Aξkx+Bkuk

)

ξk

)∣

∣

∣
6 ϕ

}

)

=

= P

(

N
⋂

l=k

{

−ϕω−1−βTl+1Akx

eT2βl+1
6 eT2

(

Aξkx+Bkuk

)

ξk 6
−ϕω−1−βTl+1Akx

eT2βl+1

}

∩

∩
{

−ϕω̇−1 − eT2Akx 6 eT2

(

Aξkx+Bkuk

)

ξk 6 ϕω̇−1 − eT2Akx
}

)

.

Введем замену переменных для управления ũk = eT2

(

Aξkx+Bkuk

)

и обозна-

чение для центрированной случайной величины
◦
ξk = ξk −mξ. Продолжим

преобразования функции правой части выражения (20):

P

(

N
⋂

l=k

{

−ϕω−1 − βTl+1Akx

eT2βl+1
6 ũkξk 6

−ϕω−1 − βTl+1Akx

eT2βl+1

}

∩

∩
{

− ϕω̇−1 − eT2Akx 6 ũkξk 6 ϕω̇−1 − eT2Akx
}

)

=

= P

(

N
⋂

l=k

{

−ϕω−1 − βTl+1Akx

eT2βl+1
6 ũk

(◦
ξk +mξ

)

6
−ϕω−1 − βTl+1Akx

eT2βl+1

}

∩

∩
{

−ϕω̇−1 − eT2Akx 6 ũk

(◦
ξk +mξ

)

6 ϕω̇−1 − eT2Akx

}

)

=

= P

(

N
⋂

l=k

{

−ϕω−1−βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1
6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk+1

)

6
−ϕω−1−βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1

}

∩

∩
{−ϕω̇−1 − eT2Akx

mξ
6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk + 1

)

6
ϕω̇−1 − eT2Akx

mξ

}

)

=
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= P

(

max

{

−ϕω̇−1− eT2Akx
mξ

, max
l=k,N

−ϕω−1−βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1

}

6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk+1

)

6

6 min

{

ϕω̇−1 − eT2Akx

mξ
, min
l=k,N

ϕω−1 − βTl+1Akx

mξe
T

2βl+1

})

=

= P

(

ϕ
k
(x) 6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk + 1

)

6 ϕk (x)

)

=

= P

(

−
ϕk (x)− ϕ

k
(x)

2
+
ϕk (x) + ϕk (x)

2
6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk + 1

)

6

6
ϕk (x)− ϕ

k
(x)

2
+
ϕk (x) + ϕk (x)

2

)

=

= P

(

−rk (x)− ck (x) 6 ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk + 1

)

6 rk (x)− ck (x)

)

.

Для удобства обозначим: ηk = m−1
ξ

◦
ξk, ηk ∼ N

(

0, σ2η
)

, σ2η = σ2ξm
−2
ξ . Нетрудно

видеть, что выражение (20) с учетом сделанных преобразований и введенных
функций можно представить в следующем виде

Bk (x) = max
ũk

P

(

|ck (x) + ũk (1 + ηk)| 6 rk (x)
)

.(Π.18)

Решение задачи стохастического программирования в правой части (П.18) с
точностью до параметров ck (x), rk (x) известно [2, 15]. При условии x ∈ Bk
это решение имеет вид

ũ∗k = −2ck (x)

(

1 +

√

1 + 2σ2η ln

( |ck (x)|+ rk (x)

|ck (x)| − rk (x)

)

)−1

,(Π.19)

откуда с учетом замены переменных для u окончательно получаем (22).

Пп. 1 и 2 леммы 2 доказаны.

Для доказательства пп. 3 и 4 леммы 2 достаточно заметить, что по анало-
гии со сделанными преобразованиями при доказательстве пп. 1 и 2 настоящей
леммы можно получить следующее выражение для верхней оценки функции
Беллмана (21):

Bk (x) = max
uk

P

(

ω̇
∣

∣

∣
eT2

(

Akx+
(

Aξkx+Bkuk

)

ξk

)∣

∣

∣
6 ϕ

)

=

= max
ũk

P

(∣

∣

∣

∣

eT2Akm
−1
ξ x+ ũk

(

m−1
ξ

◦
ξk + 1

)∣

∣

∣

∣

6 ϕω̇−1m−1
ξ

)

=

= max
ũk

P

(∣

∣

∣eT2Akm
−1
ξ x+ ũk (1 + ηk)

∣

∣

∣ 6 ϕω̇−1m−1
ξ

)

.

(Π.20)
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Задача стохастического программирования в правой части (П.20) с точно-
стью до параметров совпадает с задачей стохастического программирования
в правой части (П.18), откуда по аналогии с доказательствами пп. 1 и 2 лем-
мы 2 получаем (24) и (25).

Лемма 2 доказана.
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Полученные ранее условия терминальной инвариантности стохастиче-
ских систем диффузионного типа конкретизируются для квазилинейных
систем нелинейных по управлению и даются рекомендации по синтезу
управлений, обеспечивающих терминальную инвариантность.
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1. Введение

Важной задачей теории управления динамическими системами является
задача синтеза стратегии управления, обеспечивающей постоянное значение
терминального критерия (в общем случае векторного) независимо от дейст-
вующих на систему детерминированных, но заранее не известных, перемен-
ных во времени возмущений. Эту задачу Л.И. Розоноэр назвал задачей сла-
бой инвариантности и получил для нее локальные необходимые условия [1].
Однако более естественен для этого вида инвариантности термин — «терми-
нальная инвариантность», соответствующий термину «терминальное управ-
ление» в работах по управлению конечным состоянием объекта. В этой задаче
автором были получены необходимые и одновременно достаточные условия,
а в ее обобщении — задаче абсолютной инвариантности — достаточные усло-
вия [2].

В [3, 4] была поставлена новая задача теории инвариантности – задача
о терминальной инвариантности управляемых стохастических динамических
систем диффузионного типа. Для этой задачи были получены общие доста-
точные условия инвариантности [3, 4]. В [5] эти условия исследованы для
простого случая линейных стохастических систем. Данная работа является
непосредственным продолжением работ [3, 4]. В ней условия работ [3, 4] кон-
кретизируются для квазилинейных стохастических систем диффузионного
типа, нелинейных по управлению. Для этого класса систем они доводятся до
достаточно конструктивных алгоритмов синтеза стратегий управления, обес-
печивающих инвариантность. Так как будет изучаться только терминальная
инвариантность, слово «терминальная» далее будем опускать.

1 Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (проект № 20-08-00400).
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2. Формулировка задач терминальной инвариантности

Будем предполагать, что управляемая динамическая система описывается
векторным дифференциальным уравнением Ито:

dx(t) = f(t, x(t), u(t))dt + g(t, x(t), u(t))dw(t),(1)

с начальным условием x(t0) = x0, где t ∈ [t0, t1] — время (tmin ≤ t0 < t1);

x := (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn — состояние системы; w(t) := (w1(t), . . . , wq(t))

T ∈ Rq,
w(t) = w̃(t− t0), где w̃(·) — q-мерный стандартный винеровский процесс;

(·)T — операция транспонирования. Управление u(t) ∈ Rm представляет со-
бой сужение на интервал [t0, t1] фиксированной, непрерывной на полуоткры-
том интервале [tmin, t1) функции t→ ũ(t) : [tmin, t1] → Rm. Далее, что не вы-
зовет недоразумений, функцию ũ(t) также будем называть управлением и
использовать для нее обозначение u(t). Начальная точка (t0, x0) и момент t1
заданы. Моменты времени tmin, t1 фиксированы в отличие от момента t0, ко-
торый может принимать различные значения.

Здесь будет рассматриваться частный случай системы (1), в которой функ-
ция f(t, x, u) имеет вид f(t, x, u) = A0(t, u)x+B0(t, u), а столбцы матрицы
g(t, x, u) задаются равенствами gk(t, x, u) = Ak(t, u)x+Bk(t, u), k = 1, q. Мат-
рицы Ak(t, u), Bk(t, u), k = 0, q, имеют соответствующие размеры, их элемен-
ты — заданные на [tmin, t1]×Rm непрерывные функции. В результате рас-
сматриваемая система (1) имеет вид

dx(t) = A0(t, u(t))x(t) +B0(t, u(t)) +

q
∑

k=1

(Ak(t, u(t))x(t) +Bk(t, u(t)))dwk(t).

Более общий вид системы в форме (1) приведен здесь для того, чтобы удоб-
но было привести формулировки соответствующих теорем из [4], конкрети-
зированные для рассматриваемого здесь случая, необходимые для получения
результатов данной работы.

Частным случаем системы является система с афинной по состоянию стра-
тегией управления:

dx(t) = (α0(t)x(t) + β0(t)v(t, x(t)) + γ0(t))dt+

+

q
∑

k=1

(αk(t)x(t) + βk(t)v(t, x(t)) + γk(t))dwk(t),
(2)

где

v(t, x) = −L(t)x+ L0(t) ∈ Rmv(3)

– афинная стратегия управления.

Если через u(t) обозначить совокупность компонент матриц L(t) и L0(t) и
положить Ak(t, u) = αk(t)− βk(t)L, Bk(t, u) = βk(t)L

0 + γk(t) при k = 0, q, то
система (2) примет вид системы (1).
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Этот частный случай приведен, чтобы подчеркнуть, что для достижения
инвариантности системы исследуемого здесь типа иногда можно использо-
вать и афинную по состоянию обратную связь.

При сделанных выше предположениях в случае, когда управление u(t)
непрерывно на замкнутом интервале [tmin, t1], уравнение (1) для любой на-
чальной точки (t0, x0) ∈ B0, где B0 = [tmin, t1)×Rn, имеет сильное решение
[6, с. 484, теорема 1]. Действительно, условия указанной теоремы заведомо
выполнены, так как функции f(t, x, u) и g(t, x, u) в системе (1) непрерывны и
линейны по x. Если же управление u(t) непрерывно лишь на полуоткрытом
интервале [t0, t1), то факт существования решения уравнения (1) (сильного
или слабого) на интервале [t0, t1], как и в общих теоремах из [4], приходится
постулировать. Детальный комментарий по этому вопросу будет приведен в
разделе 3 после формулировки теорем из [4].

Далее всюду в теоретических построениях будем предполагать, что управ-
ление u(t) в системе (1) фиксировано. Для фиксированной начальной точки
через D(t0, x0) обозначим множество реализаций x(·) случайного процесса,
описываемого уравнением (1). Пусть также DΣ =

⋃

D(t0, x0), (t0, x0) ∈ B0.

На множестве DΣ определим функционал (терминальный критерий):

J(x(·)) = F (x(t1)), F (x) =
1

2
xTGx+QTx,(4)

где G, Q– заданные постоянные матрицы соответствующих размеров (в [4]
считается, что F (x) — произвольная функция из C2(Rn)).

Опр е д е л е н и е 1. Динамическую систему (1) при фиксированном
управлении u(t) будем называть инвариантной по возмущениям, если для
любой фиксированной начальной точки (t0, x0) ∈ B0 критерий (4) прини-
мает постоянное значение Jc(t0, x0) с вероятностью 1 на множестве
D(t0, x0).

Опр е д е л е н и е 2. Динамическую систему (1) при фиксированном
управлении u(t) будем называть абсолютно инвариантной, если крите-
рий (4) принимает одно и то же постоянное значение Jac на множе-
стве DΣс вероятностью 1 для каждой начальной точки (t0, x0) ∈ B0.

Целью выбора управления u(t) является обеспечение инвариантности си-
стемы (1) в смысле определения 1 или 2.

3. Достаточные условия терминальной инвариантности

Следуя [4], введем в рассмотрение множество Φ функций (t, x) → ϕ(t, x) :
[tmin, t1]×Rn → R1, имеющих непрерывные производные ϕt, ϕx = (ϕx1 , . . .
. . . , ϕxn)

T ∈ Rn, ϕxx = {ϕxixj}, i, j = 1, n, множество M непрерывных функ-

ций t→ µ(t) : [tmin, t1] → R1 и обозначим:

K(t, x, u) = ϕt(t, x) + ϕT
x (t, x)f(t, x, u) +

1

2
tr[σ(t, x, u)ϕxx(t, x)],

S(t, x, u) = ϕT
x (t, x)g(t, x, u),
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где

σ(t, x, u) = g(t, x, u)gT(t, x, u).

В [4] получены достаточные условия инвариантности (по возмущениям и
абсолютной) для управляемых стохастических систем диффузионного типа с
позиционными стратегиями управления и дополнительным детерминирован-
ным возмущением, которые без изменений справедливы и в случае программ-
ного управления при отсутствии детерминированных возмущений. Приведен-
ные ниже теоремы 1, 2 являются формальной конкретизацией теорем из [4]
на изучаемый здесь случай. Следствие из теоремы 2 и замечания 1–3 также
перенесены из [4].

Те ор ем а 1. 1. Для того чтобы система (1) была инвариантна по воз-
мущениям, достаточно существования функций ϕ ∈ Φ, µ ∈ M, таких что

1) ϕ(t1, x) = F (x), x ∈ Rn,

для всех x ∈ Rn, t ∈ [tmin, t1) выполнены условия:

2) K(t, x, u(t)) = µ(t),

3) S(t, x, u(t)) = 0.

2. Если условия п. 1 теоремы выполнены, то для любой фиксированной
начальной точки (t0, x0) ∈ B0 критерий (4) принимает постоянное значе-
ние

Jc(t0, x0) = ϕ(t0, x0) +

t1
∫

t0

µ(t)dt

с вероятностью 1 на множестве D(t0, x0).

Те ор ем а 2. 1. Для того чтобы система (1) была абсолютно инвари-
антна, достаточно существования функции ϕ ∈ Φ, функции µ ∈ M и по-
стоянной A > 0, таких что

1) ϕ(t1, x) = F (x), x ∈ Rn,

для всех x ∈ Rn, t ∈ [tmin, t1) выполнены условия:

2) K(t, x, u(t)) = (µ(t)−Aϕ(t, x))(t1 − t)−1,

3) S(t, x, u(t)) = 0.

2. Если условия п. 1 теоремы выполнены, то для всех (t0, x0) ∈ B0 с веро-
ятностью 1 на множестве D(t0, x0) справедливо равенство:

J(x(·)) = F (x(t1)) = Jac , Jac =
µ(t1)

A
.

В [4, с. 85, следствие 3], кроме теорем 1, 2, имеется следующий результат.

Сл ед с т в и е. Если в теореме 2 A > 1 и µ(t)≡ 0, то для каждой точки
(t0, x0) ∈ B0 с вероятностью 1 для реализаций x(·) ∈ D(t0, x0) при почти
всех t ∈ [t0, t1] справедливо равенство:

K(t, x(t), u(t)) = −Aϕ(t0, x0)(t1 − t0)
−A(t1 − t)A−1,
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или, что то же самое,

ϕ(t, x(t)) = C(t0, x0)(t1 − t)A, C(t0, x0) = Aϕ(t0, x0)(t1 − t0)
−A.(5)

Этот результат понадобится при анализе примеров в разделе 5.

Зам е ч а ни е 1. Если терминальных условий несколько, можно считать,
что критерий (4) векторный, и записать условия теоремы 1 или 2 для каждой
компоненты критерия.

Зам е ч а ни е 2. В [4, с. 85, замечание 4] отмечается, что при достаточно
слабых предположениях без уменьшения общности можно считать, что µ(t)≡
≡ 0.

Зам е ч а ни е 3. Из самого определения абсолютной инвариантности сле-
дует, что для наличия этого свойства у системы (1) достаточно, чтобы усло-
вия теоремы 2 выполнялись для почти всех реализаций случайного процесса
лишь в моменты времени малого интервала [t1 − ε, t1). Величина числа ε > 0
может быть различной для каждой реализации.

Зам е ч а ни е 4. Как указывалось в разделе 2, в случае, когда управле-
ние u(t) непрерывно лишь на полуоткрытом интервале [tmin, t1), возникает
проблема с доказательством существования решения (сильного или слабого)
системы (1).

Общая рекомендация следующая. В каждой прикладной задаче или мо-
дельном примере следует пытаться провести такое доказательство. Особенно
плохая ситуация возникает в случае теоремы 2 об абсолютной инвариантно-
сти в связи с тем, что условие 2) теоремы содержит сингулярность в точке
t = t1, которая приведет к сингулярности управления. Однако здесь может
помочь тот факт, что существование решения нужно доказать при фиксиро-
ванной начальной точке (t0, x0). В этом случае использование равенства (5)
позволяет при A > 1 ликвидировать сингулярность в условии 2) теоремы 2.
Во всех приведенных в разделе 6 примерах соответствующее обоснование вы-
полнено.

Если такое обоснование существования решения в сложных прикладных
задачах провести не удается, то условия теорем можно использовать, как
эвристическое средство синтеза инвариантной системы и проверять ее рабо-
тоспособность численным моделированием.

Замечания 3, 4 справедливы и в отношении ниже следующих теорем 2а,
2б, 2в, конкретизирующих теорему 2.

Конкретизируем теоремы 1, 2 для рассматриваемой здесь задачи с квази-
линейным уравнением системы (1). Функцию ϕ(t, x) возьмем в виде

ϕ(t, x) = ψT(t)x+
1

2
xTΛ(t)x+ ξ(t),(6)

где векторная функция ψ(t) ∈ Rn, матричная функция Λ(t) и скалярная
функция ξ(t) предполагаются непрерывно дифференцируемыми на интер-
вале [tmin, t1]. Тогда условие 1) теорем 1, 2 приобретает форму ψ(t1) = Q,
Λ(t1) = G, ξ(t1) = 0; а функции K(t, x, u) и S(t, x, u) в условиях 2), 3) этих
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теорем имеют вид

K =
dξ

dt
+ ψTB0 +

1

2

q
∑

k=1

BT
k ΛBk +

(

dψT

dt
+ ψTA0 +BT

0 Λ+

q
∑

k=1

BT
k ΛAk

)

x+

+
1

2
xT

(

dΛ

dt
+ΛA0 +AT

0 Λ+

q
∑

k=1

AT
k ΛAk

)

x,

S = (S1, S2, . . . , Sq),

Sk = ψTBk + (ψTAk +BT
k Λ)x+

1

2
xT(ΛAk +AT

kΛ)x, k = 1, q.

В результате теоремы 1 и 2 принимают следующий вид.

Те ор ем а 1a. Пусть система (1), функция ϕ вида (6) и функция µ ∈ M
таковы, что:

1. а) ψ(t1) = Q,

б) Λ(t1) = G,

в) ξ(t1) = 0;

при всех t ∈ [tmin, t1) выполнены условия:

2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t) +
1

2

q
∑

k=1

BT
k (t, u(t))Λ(t)Bk(t, u(t)) = µ(t),

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t) + Λ(t)B0(t, u(t)) +

+

q
∑

k=1

AT
k (t, u(t))Λ(t)Bk(t, u(t)) = 0,

в)
dΛ(t)

dt
+Λ(t)A0(t, u(t)) +AT

0 (t, u(t))Λ(t) +

+

q
∑

k=1

AT
k (t, u(t))Λ(t)Ak(t, u(t)) = 0;

при всех k = 1, q справедливы равенства:

3. а) BT
k (t, u(t))ψ(t) = 0,

б) AT
k (t, u(t))ψ(t) + Λ(t)Bk(t, u(t)) = 0,

в) Λ(t)Ak(t, u(t)) +AT
k (t, u(t))Λ(t) = 0.

Тогда система (1) инвариантна по возмущениям, при этом

Jc(t0, x0) = ψT(t0)x0 +
1

2
xT
0 Λ(t0)x0 + ξ(t0) +

t1
∫

t0

µ(t)dt.(7)

Те ор ем а 2a. Пусть система (1), функция ϕ вида (6), функция µ ∈ M и
постоянная A > 0 таковы, что выполнены условия 1, 3 теоремы 1а и при
всех t ∈ [tmin, t1) условия:
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2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t)+
1

2

q
∑

k=1

BT
k (t, u(t))Λ(t)Bk(t, u(t)) =

µ(t)−Aξ(t)

t1 − t
,

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t)+Λ(t)B0(t, u(t))+

q
∑

k=1

AT
k (t, u(t))Λ(t)Bk(t, u(t)) =

= − A

t1 − t
ψ(t),

в)
dΛ(t)

dt
+Λ(t)A0(t, u(t))+A

T
0 (t, u(t))Λ(t)+

q
∑

k=1

AT
k (t, u(t))Λ(t)Ak(t, u(t)) =

= − A

t1 − t
Λ(t).

Тогда система (1) абсолютно инвариантна, при этом

Jac =
µ(t1)

A
.(8)

4. Частные случаи — линейный критерий, линейная система

Рассмотрим частный случай, когда критерий инвариантности линеен по
состоянию:

J(x(·)) = QTx.(9)

Он получается, если в (4) положить G = 0. В этом случае функцию ϕ также
можно взять линейной:

ϕ(t, x) = ψT(t)x+ ξ(t),(10)

положив в (6) Λ(t)≡ 0. В результате условия инвариантности сильно упро-
щаются. Эти условия содержатся в нижеследующих теоремах 1б, 2б, непо-
средственно вытекающих из теорем 1а, 2а.

Те ор ем а 1б. Пусть система (1), функция ϕ вида (10) и функция µ ∈ M
таковы, что:

1. а) ψ(t1) = Q,

б) ξ(t1) = 0;

при всех t ∈ [tmin, t1) выполнены условия:

2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t) = µ(t),

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t) = 0;

при всех k = 1, q справедливы равенства:

3. а) BT
k (t, u(t))ψ(t) = 0,

б) AT
k (t, u(t))ψ(t) = 0.
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Тогда система (1) инвариантна по возмущениям, при этом

Jc(t0, x0) = ψT(t0)x0 + ξ(t0) +

t1
∫

t0

µ(t)dt.(11)

Те ор ем а 2 б. Пусть система (1), функция ϕ вида (10), функция µ∈M
и постоянная A > 0 таковы, что выполнены условия 1, 3 теоремы 1б и при
всех t ∈ [tmin, t1) условия:

2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t) =
µ(t)−Aξ(t)

t1 − t
,

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t) = − A

t1 − t
ψ(t).

Тогда система (1) абсолютно инвариантна, при этом Jac =
µ(t1)

A
.

Рассмотрим еще более частный случай, когда система (1) не содержит
мультипликативных возмущений – линейна по состоянию и винеровскому
процессу, но в общем случае нелинейна по управлению. Такая система полу-
чается, если положить Ak(t, u) = 0, k = 1, q. Критерий инвариантности также
линеен вида (9). Результат представлен в теоремах 1в, 2в.

Те ор ем а 1 в. Пусть система (1), функция ϕ вида (10) и функция µ ∈ M
таковы, что:

1. а) ψ(t1) = Q,

б) ξ(t1) = 0;

при всех t ∈ [tmin, t1) выполнены условия:

2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t) = µ(t),

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t) = 0;

при всех k = 1, q справедливы равенства:

3. BT
k (t, u(t))ψ(t) = 0.

Тогда система (1) инвариантна по возмущениям, при этом

Jc(t0, x0) = ψT(t0)x0 + ξ(t0) +

t1
∫

t0

µ(t)dt.

Те ор ем а 2 в. Пусть система (1), функция ϕ вида (10), функция µ ∈ M
и постоянная A > 0 таковы, что выполнены условия 1, 3 теоремы 1в и при
всех t ∈ [tmin, t1) условия:

2. а)
dξ(t)

dt
+BT

0 (t, u(t))ψ(t) =
µ(t)−Aξ(t)

t1 − t
,

б)
dψ(t)

dt
+AT

0 (t, u(t))ψ(t) = − A

t1 − t
ψ(t).

Тогда система (1) абсолютно инвариантна, при этом Jac =
µ(t1)

A
.
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Доказательства теорем 1а, 2а, 1б, 2б, 1в, 2в состоят в записи условий тео-
рем 1, 2 для соответствующих частных случаев. При этом видно, что при
сужении общности задачи количество условий теорем сокращается.

5. Рекомендации по конструированию алгоритмов синтеза
инвариантных систем

Сначала рассмотрим случай инвариантности по возмущениям (теорема 1а).

Если компоненты управления u(t), входящие в условия 2 теоремы 1а, и
функция µ(t) заданы, то условия 2 совместно с граничными условиями 1 од-
нозначно определяют функции ξ(t), ψ(t) и Λ(t). Остается выполнить условия
3 теоремы. Их можно выполнить за счет выбора компонент управления u(t),
входящих в условия 3.

В частности, когда система (1) линейна (Ak(t, u) = 0, k = 1, q), критерий
инвариантности имеет вид (9) (линеен) и матрицы Bk(t, u), k = 1, q, линейны
по u, условия 3 теорем 1в, 2в имеют вид системы линейных уравнений от-
носительно u. В этом случае нетрудно записать условия разрешимости этой
системы уравнений [5] и тем самым условия выполнимости условия 3 в тео-
ремах 1в, 2в.

Однако, если указанных компонент управления u(t) не достаточно для
выполнения условий 3, то задача усложняется. В этом случае приходится
использовать компоненты матрицы Λ(t) и вектора ψ(t), и тогда связи, на-
ложенные на функции Λ(t), ψ(t) в условиях 2, приходится компенсировать
за счет компонент вектора управления u(t), входящих в функцию f(t, x, u).
Такая схема применяется в примере 2, приведенном в разделе 6.

Особенно сложен для синтеза инвариантной системы случай линейно-
квадратичного критерия инвариантности вида (6) (G 6= 0). В этом случае
условие 3 теорем 1а, 2а содержит 1 + n(n+ 3)/2 условий и создается впечат-
ление, что единственный случай, когда условия 3 можно выполнить, — это
случай, когда за счет управления u(t) можно обнулить диффузионный член
уравнения (1), g(t, x, u(t)) = 0. Однако удалось привести нетривиальные при-
меры, рассеивающие это опасение (примеры 4, 4.1–4.5, 5 в разделе 6).

Выполнение условий теоремы 2а можно обеспечивать по описанной вы-
ше схеме для теоремы 1а. Однако, здесь все намного сложнее в связи с
тем, что условия 2 теоремы 2а содержат сингулярности, которые приходится
компенсировать соответствующими сингулярностями в компонентах управ-
ления u(t), входящих в функцию сноса f(t, x, u) (примеры 3, 5 в разделе 6).

6. Примеры

Прим ер 1.

dx1 = u24(x2 − x3)dt+ x2dw,

dx2 = (x1 − x3)dt− x1dw,

dx3 = (−x2 + u4x1)dt+ vdw.

(12)
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Здесь

v(t, x) = u1(t)x1+u2(t)x2+u3(t)x3, u4 = u4(t), t∈ [tmin, 0], tmin<0,(13)

— стратегии управления. Критерий инвариантности по возмущениям имеет
вид

J = x3(0).(14)

Заметим, что в соответствии с общей постановкой задачи в этом приме-
ре и всех последующих начальная точка (t0, x0) выбирается произвольно из
множества B0 = [tmin, t1)×Rn и система должна быть инвариантна для всех
таких начальных точек. В этом примере t1 = 0, n = 3.

Применим теорему 1б. Функцию µ(t) положим тождественно равной нулю,
µ(t)≡ 0. Так как в этом примере B0(t, u)≡ 0, то из условий 1, 2 теоремы
следует, что ξ(t)≡ 0.

Стратегии управления

v(t, x) =
1

ψ3(t)
(ψ2(t)x1 − ψ1(t)x2), u4(t) = 1(15)

и функции

ψ1(t) = 1− et, ψ2(t) = −1 + et, ψ3(t) = 1(16)

обеспечивают выполнение всех условий теоремы 1б. Подставляя выражения
(16) в (15), получим окончательные выражения для стратегий v(t, x) и u4(t):

v(t, x) = (et − 1)(x1 + x2), u4(t) = 1.(17)

Терминальное значение критерия вычисляется по формуле (11): Jc =
= (1− et0)(x10 − x20).

Прим ер 2. Рассмотрим ту же управляемую систему (12), (13), что и в
примере 1, с тем же критерием инвариантности по возмущениям (14). Реше-
ние задачи терминальной инвариантности как правило не единственно, и это
можно использовать для выполнения дополнительных условий на стратегии
управления. В примере 1 стратегия управления v(t, x) зависит от перемен-
ных состояния x1 и x2. Оказывается можно дать другое решение задачи с
зависимостью v(t, x) только от переменной x1.

Функции µ(t)≡ 0 , ξ(t)≡ 0, ψ1(t) = 0, ψ2(t) = sh(t), ψ3(t) = ch(t) и стра-

тегии v(t, x) = ψ2(t)
ψ3(t)

x1 = x1 th(t), u4(t) = −ψ2(t)
ψ3(t)

= − th(t) удовлетворяют всем

условиям теоремы 1б.

Инвариантное значение критерия вычисляется по формуле (11):

Jc(t0, x0) = x20 sh(t0) + x30 ch(t0).
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Прим ер 3 (абсолютная инвариантность).

dx1 = (x2 − x3 + v2)dt+ x2dw,

dx2 = (x1 − x3)dt− x1dw,

dx3 = (x1 − x2)dt+ v1dw.

(18)

Здесь

v1(t, x) = u1(t)x1 + u2(t)x2 + u3(t)x3, v2(t, x) = u4(t)x1 + u5(t)x2 + u6(t)x3

— стратегии управления. Критерий терминальной инвариантности имеет тот
же вид, что и в примерах 1, 2, но здесь требуется обеспечить абсолютную
инвариантность.

Для решения задачи применим теорему 2б. Здесь, как и в предыдущих
примерах, положим µ(t)≡ 0, и тогда, как и в примерах 1, 2, ξ(t)≡ 0. Ком-
поненты вектор-функции ψ(t) возьмем такими же, как в примере 1 (равен-
ства (16)), так что функция ϕ(t, x) имеет вид (10):

ϕ(t, x) = ψ1(t)x1 + ψ2(t)x2 + ψ3(t)x3 = (1− et)(x1 − x2) + x3.(19)

В этом случае условие 3 будет выполнено, если стратегию v1(t, x) выбрать
совпадающей со стратегией v(t, x) в примере 1 (равенства (15), (17)):

v1(t, x) = (et − 1)(x1 + x2).(20)

Для выполнения векторного дифференциального уравнения 2б) теоре-
мы 2б следует выбрать стратегию v2(t, x) в виде

v2(t, x) =
A

tψ1(t)
(ψ1(t)x1 + ψ2(t)x2 + ψ3(t)x3).(21)

Если в (21) подставить выражения (16) для ψi(t), i = 1, 3, то стратегия v2(t, x)
приобретает следующий конкретный вид:

v2(t, x) =
A

t
x1 −

A

t
x2 +

A

t(1− et)
x3.(22)

Нетрудно видеть, что стратегия v2(t, x) имеет сингулярность в окрестно-
сти конечной точки движения t1 = 0. Однако, если использовать следствие
из теоремы 2, конкретизацией которой является теорема 2б, то можно уста-
новить, что почти для всех реализаций случайного процесса x(·), исходящих
из начальной точки (t0, x0), функция v2(t, x(t)) одна и та же:

v2(t, x(t)) = v̄(t; t0, x0)(23)

и эта функция при A ≥ 2 ограничена, а при A > 2

lim
t→−0

v̄(t; t0, x0) = 0.(24)
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Действительно, учитывая (19), (21), стратегию v2(t, x) можно представить в
виде

v2(t, x) =
A

tψ1(t)
ϕ(t, x).

А тогда, учитывая равенство (5) и вид функции ψ1(t) (равенства (16)), будем
иметь:

v2(t, x(t)) =
A

t(1− et)
C(t0, x0)(−t)A.(25)

Из равенства (25) следует справедливость равенства (23), ограниченность
функции v̄(t; t0, x0) при A ≥ 2 и выполнение равенства (24) при A > 2.

В результате сильное решение системы (18) при фиксированном началь-
ном условии x(t0) = x0 существует [6, стр. 484] и полученные стратегии
управления (20), (22) обеспечивают абсолютную инвариантность относитель-
но критерия (14). Терминальное значение критерия для всех начальных точек
(t0, x0) ∈ (−∞, 0) ×R3 одно и то же и равно нулю (с вероятностью 1).

Прим ер 4.

dx1 = (a11x1 + a12x2)dt+ (b11x1 + b12x2)dw,

dx2 = (a21x1 + a22x2)dt+ (b21x1 + b22x2)dw.
(26)

Система (26) не содержит управлений в явном виде. Считается, что век-
торное управление u(t) уже подставлено в систему. Используя соответству-
ющие теоремы из разделов 3, 4, запишем условия на коэффициенты систе-
мы, которые обеспечат инвариантность. Имеющиеся в этих коэффициентах
управления должны обеспечить выполнение этих условий. Коэффициенты
системы (26) в общем случае могут быть функциями переменной t.

Критерий инвариантности (по возмущениям или абсолютной) имеет вид

J =
1

2
x21(0) +

1

2
x22(0), t ∈ [tmin, 0], tmin < 0.(27)

Критерий (27) квадратичен. В связи с этим будем использовать теоремы 1а
и 2а. Сначала исследуем более простой случай инвариантности по возмуще-
ниям (теорема 1а).

Выпишем условия теоремы 1а для системы (26), положив µ(t)≡ 0. Усло-
вие 1 примет вид: 1. а) ψ1(0) = 0, ψ2(0) = 0, б) Λ11(0) = 1, Λ12(0) = 0,
Λ22(0) = 1, в) ξ(0) = 0. Нетрудно установить, что из этих условий и усло-
вий 2а), 2б) следует, что ξ(t)≡ 0, ψ(t)≡ 0 и условия 3а), 3б) выполняются
тривиально.

В результате остаются следующие условия:

Λ11(0) = 1, Λ12(0) = 0, Λ22(0) = 1;(28)

dΛ11

dt
+ 2a11Λ11 + 2a21Λ12 + b221Λ22 = 0,
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dΛ12

dt
+ a12Λ11 + (a11 + a22 + b11b22 − b12b21)Λ12 + a21Λ22 = 0,(29)

dΛ22

dt
+ b212Λ11 + 2a12Λ12 + 2a22Λ22 = 0;

b11Λ11 + b21Λ12 = 0,

b12Λ11 + (b11 + b22)Λ12 + b21Λ22 = 0,(30)

b12Λ12 + b22Λ22 = 0.

Прим ер 4 .1. Пусть в задаче примера 4

b11 = 0, b22 = 0, Λ12(t)≡ 0.(31)

Тогда для инвариантности по возмущениям должны быть выполнены
условия:

dΛ11

dt
+ 2a11Λ11 + b221Λ22 = 0,

dΛ22

dt
+ b212Λ11 + 2a22Λ22 = 0;

a12Λ11 + a21Λ22 = 0, b12Λ11 + b21Λ22 = 0.

Прим ер 4 .2. Пусть дополнительно к условиям (31) примера 4.1 вы-
полнены условия: a12 = −a21, a11 = a22, b12 = −b21. Тогда можно положить
Λ11 = Λ22 = Λ, и для инвариантности по возмущениям должно быть выпол-
нено единственное условие:

dΛ

dt
+ (2a11 + b212)Λ = 0, Λ(0) = 1.

Прим ер 4 .3. Наложим на коэффициенты системы (26) следующие усло-
вия: b11 = −αΛ12, b12 = −αΛ22, b21 = αΛ11, b22 = αΛ12, где α — постоянная
или заданная функция переменной t.

В этом случае условия (30) будут выполнены, и для инвариантности по
возмущениям достаточно, чтобы функции Λ11(t), Λ12(t), Λ22(t) удовлетворяли
системе дифференциальных уравнений

dΛ11

dt
+ 2a11Λ11 + 2a21Λ12 − α2Λ11Λ

2
12 + α2Λ2

11Λ22 = 0,

dΛ12

dt
+ a12Λ11 + (a11 + a22)Λ12 + a21Λ22 − α2Λ3

12 + α2Λ11Λ12Λ22 = 0,

dΛ22

dt
+ 2a22Λ22 + 2a12Λ12 − α2Λ22Λ

2
12 + α2Λ11Λ

2
22 = 0

(32)

с граничными условиями

Λ11(0) = 1, Λ12(0) = 0, Λ22(0) = 1.(33)

Сложность в этом примере состоит в том, что уравнения (32) нелинейны
и их решение может существовать не для любого интервала [tmin, 0], tmin < 0.
Тем не менее для достаточно близкого к нулю tmin оно обязательно существу-
ет.
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Прим ер 4 .4. Дополнительно к условиям примера 4.3 потребуем, чтобы
Λ12(t)≡ 0, тогда нужно считать, что b11 = b22 = 0. В этом случае условия
(32), (33), гарантирующие инвариантность, примут более простой вид:

dΛ11

dt
+ 2a11Λ11 + α2Λ2

11Λ22 = 0,

a12Λ11 + a21Λ22 = 0,

dΛ22

dt
+ 2a22Λ22 + α2Λ11Λ

2
22 = 0;

(34)

Λ11(0) = 1, Λ22(0) = 1.(35)

Прим ер 4 .5. Условия (34), (35) можно упростить еще больше, потре-
бовав в дополнение к условиям примера 4.4 выполнение следующих усло-
вий: a11 = a22, a12 = −a21. В этом случае Λ11(t) = Λ22(t) = Λ(t), b12 = −αΛ,
b21 = αΛ и функция Λ(t) должна удовлетворять уравнению

dΛ

dt
+ 2a11Λ + α2Λ3 = 0, Λ(0) = 1.(36)

Если a11 < 0 и d = −2a11
α2 ≥ 1, то решение уравнения (36) существует, опре-

делено на интервале (−∞, 0] и имеет вид:

Λ(t) =

√

d

1 + (d− 1)e4a11t
.

При a11 < 0 и d < 1 решение определено на интервале (t∗, 0], где t∗ =
= − 1

4a11
ln(1− d). При a11 < 0 и d = 1 Λ(t)≡ 1. Терминальное значение кри-

терия определяется равенством (7): Jc(t0, x0) = Λ(t0)(x
2
10 + x220).

Прим ер 4. 6 (абсолютная инвариантность).

Пусть в системе (26) b11 = b22 = 0, b12 = −b21, a11 = a22, a12 = a21.

Модифицируем полученную систему, добавив в первое и второе уравнения
управления v1(t, x), v2(t, x). В результате получим систему

dx1 = (a11x1 + a12x2 + v1)dt+ b12x2dw,

dx2 = (−a12x1 + a11x2 + v2)dt− b12x1dw.
(37)

Критерий абсолютной инвариантности по-прежнему имеет вид (27).

Функцию ϕ(t, x) возьмем в виде ϕ(t, x1, x2) =
1
2Λ(t)(x

2
1 + x22), где Λ(t) удо-

влетворяет уравнению: dΛ
dt + (2a11 + b212)Λ = 0, Λ(0) = 1. Если положить

v1 =
1

2

A

t
x1, v2 =

1

2

A

t
x2, A > 2,(38)

то все условия теоремы 2а будут выполнены.
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Рис. 1. Физическая интерпретация примера 4.6 – колебания маятника с по-
движным основанием.

Однако управления (38) содержат сингулярность в точке t = t1 = 0 и воз-
никает вопрос, обсуждавшийся в замечании 4, о существовании решения си-
стемы (37). Для разрешения этого вопроса подставим управления (38) в си-
стему (37) и сделаем в ней замену переменных:

x1 =
1

2
Aty1, x2 =

1

2
Aty2.

В результате для переменных y1, y2 получим линейную систему уравнений

dy1 = (a11y1 + a12y2)dt+ b12y2dw, dy2 = (−a12y1 + a11y2)dt− b12y1dw,

которая, естественно, имеет сильное решение на интервале [tmin, 0], где tmin —
любое отрицательное число. А тогда и система (37) имеет решение на том же
интервале.

Как следует из формулы (8), терминальное значение критерия (27) рав-
но нулю. Из этого очевидно следует, что для любых начальных условий с
вероятностью 1 x1(0) = 0, x2(0) = 0.

Для этого примера 4.6 можно дать физическое истолкование.

Рассмотрим процесс колебаний в вертикальной плоскости маятника
(рис. 1), состоящего из груза массы m, подвешенного на невесомом стержне
длины l, точка подвеса которого a может перемещаться горизонтально со
скоростью V (t). На груз m действует сила тяжести mg и перпендикулярная
к стержню l сила P (t) (например, тяга реактивного двигателя или механизм,
создающий момент силы относительно точки подвеса).

Величины V (t) и P (t) играют роль управлений и могут менять знак.

Линеаризованные уравнения движения маятника имеют вид

dθ

dt
= ω − V

l
,

dω

dt
=

P

ml
− g

l
θ.(39)
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Рис. 2. Результаты моделирования трех реализаций случайного процесса для
различных начальных точек в примере 4.6, демонстрирующие абсолютную
инвариантность величины x1(0).

6

x2(t)

4

2
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Рис. 3. Результаты моделирования трех реализаций случайного процесса для
различных начальных точек в примере 4.6, демонстрирующие абсолютную
инвариантность величины x2(0).

Линейная замена переменных θ = x1, ω =
√

g
l x2, t =

√

l
g τ , V = −√

glv1,

P = mgv2 приводит систему (39) к виду

dx1
dτ

= x2 + v1,
dx2
dτ

= −x1 + v2.(40)

133



x2(t)

x1(t)

6

6

4

4

2

2
0

-2

-2
-4

-6

-1,0-1,0

-2,0-2,0
-1,5-1,5

-0,5-0,5
tt

Рис. 4. Результаты моделирования трех реализаций случайного процесса для
различных начальных точек в примере 4.6 – пространственная картина пове-
дения переменных состояния x1(t), x2(t) во времени.

Предположим, что на предложенную механическую систему действует
случайное возмущение в виде винеровского процесса, так что система (40)
с учетом возмущения имеет вид системы уравнений Ито:

dx1 = (x2 + v1)dt+ bx2dw,

dx2 = (−x1 + v2)dt+ ux1dw.
(41)

Здесь для удобства использования теории переменная τ заменена на t. Пе-
ременная u = u(t) — дополнительное управление, позволяющее изменять ха-
рактер действующих возмущений, а b 6= 0 – постоянная величина.

Если управление u(t) взять в виде

u(t) = −b,(42)

то система (41) представляет собой частный случай системы (37) и управ-
ления (38), (42) обеспечивают абсолютную инвариантность системы (41) по
критерию (27). Физически это означает, что управления (38), (42) гасят ко-
лебания маятника в терминальный момент времени t1 = 0.

На рис. 2, 3 показаны результаты моделирования реализаций случайно-
го процесса x(t) = (x1(t), x2(t))

T, t ∈ [−2, 0] для трех различных начальных
точек x0 = x(−2) = (6, 0), x0 = x(−2) = (0, 6), x0 = x(−2) = (−6, 0) (по одной
реализации для каждой точки), демонстрирующие абсолютную инвариант-
ность величин x1(0), x2(0). Величина A была выбрана равной 4. На рис. 4
показано поведение маятника в пространстве координат и времени.

Моделирование проводилось в системе MAPLE. Численное интегрирова-
ние системы уравнений Ито выполнялось классическим методом Эйлера [7].
Интервал интегрирования [−2, 0] разбивался на 500 шагов. Величины x1(0),
x2(0) на всех трех реализациях равны нулю с точностью до пятого знака
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после запятой. Их малое отличие от нуля обусловлено ошибкой численного
счета реализаций случайного процесса. Численный расчет реализаций имеет
чисто демонстрационный характер.

7. Заключение

Условия терминальной инвариантности работ [3, 4] конкретизированы для
квазилинейных стохастических систем диффузионного типа, нелинейных по
управлению, и приобрели достаточно конструктивный вид.

В настоящее время достаточно интенсивно развивается и используется в
приложениях теория робастности — ограниченности действия возмущений.
На этом фоне возможность добиться полной компенсации возмущений (ин-
вариантности) выглядит весьма привлекательно.

Следует отметить, что, несмотря на трудности синтеза систем, обладаю-
щих свойством терминальной инвариантности (по возмущениям или абсо-
лютной), эта задача намного “мягче” аналогичной задачи классической тео-
рии инвариантности, когда нужно синтезировать систему, в которой при за-
данном начальном условии (t0, x0) изменение во времени заданной функ-
ции α(t, x) не зависит от возмущений. В стохастическом варианте в случае,
когда с вероятностью единица α(t, x(t)) = const, такая функция по аналогии
с детерминированными системами называется первым интегралом стохасти-
ческой системы [8].

“Мягкость” задачи терминальной инвариантности состоит в том, что в
ней первый интеграл α(t, x) = ϕ(t, x) не задается априори, а выбирается в
процессе решения задачи, в результате ее решение зачастую не единствен-
но. Используя это, часто можно выполнить дополнительные требования к
алгоритму управления. Например, в случае, когда система имеет вид (2) и
ищется линейная стратегия управления (3), можно потребовать, чтобы стра-
тегия управления не зависела от некоторых компонент вектора состояния x
не доступных измерению (пример 2 в разделе 6).

Абсолютная терминальная инвариантность не имеет аналогов в классиче-
ской теории инвариантности.
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О ПОДХОДЕ К ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОМУ УПРАВЛЕНИЮ
СЛОЖНЫМИ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

НА ПРИМЕРЕ ЧЕРНОЙ МЕТАЛЛУРГИИ

Предлагается оригинальный подход к синтезу интеллектуальных си-
стем управления сложными нестационарными объектами, в которых про-
исходит многократное воспроизведение производственных процессов за
определенный отрезок времени, что позволяет накопить данные и зна-
ния о программах управления, условиях и результатах их реализации,
о траекториях изменения контролируемых переменных. Рассматривается
декомпозиция движения объекта управления на возмущенное и невозму-
щенное движение, для отображения невозмущенного программного дви-
жения объекта предлагается использовать экспертные системы и концеп-
цию рассуждения по прецедентам, а для возмущенного движения — ис-
кусственные нейронные сети.

Ключевые слова: управление, прецедент, экспертные системы, искус-
ственные нейронные сети, распознавание.

DOI: 10.31857/S0005231020100050

1. Введение

В автоматизированных системах управления сложными технологически-
ми объектами целесообразно использовать прогнозирующие модели на основе
искусственных нейронных сетей, экспертных систем и концепции рассужде-
ния (обучения) по прецедентам [1–4]. Методы искусственного интеллекта ис-
пользуются как способ борьбы с неопределенностью внешней среды и неста-
ционарностью объекта управления.

Переход к современным интеллектуальным производственным технологи-
ям, создание систем обработки больших объемов данных, машинного обуче-
ния и искусственного интеллекта является актуальным направлением Стра-
тегии научно-технологического развития Российской Федерации.

Большинство технологических объектов, особенно в черной металлургии,
характеризуется нестационарностью, которая проявляется в изменении их
параметров. Причина заключается в том, что они изнашиваются в процес-
се эксплуатации («стареют» элементы объектов), происходит изменение их
конструктивных характеристик (модернизация, ремонт, замена, т.е. влия-
ние внутренней структуры), изменение контролируемых и неконтролируемых
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возмущений (например, изменение химического состава и качества перера-
батываемого сырья, т.е. влияние внешней среды), существенное изменение
технологического регламента производственных процессов на различных эта-
пах (влияние внутренних условий). Управление объектами, функционирова-
ние которых организовано циклически, предполагает повторение, с некото-
рой точностью, определенного набора действий для достижения желаемого
результата по окончании каждого цикла работы. Многократное воспроизве-
дение циклов за определенный отрезок времени позволяет накопить данные
и знания о программах управления, условиях и результатах их реализации,
о траекториях изменения контролируемых переменных. Прецеденты предла-
гается использовать для формирования эффективных программ управления
предстоящим циклом работы объекта в условиях изменения динамических
характеристик возмущающих воздействий, свойств каналов управления и за-
дающих воздействий. Циклы работы объекта различаются целями управле-
ния, требуемыми характеристиками выпускаемого продукта, изменяющими-
ся свойствами объекта, способами принятия управленческих решений разны-
ми операторами-технологами, свойствами внешних воздействий.

Актуальным направлением развития систем искусственного интеллекта
является создание методов правдоподобных рассуждений на основе преце-
дентов (Case-Based Reasoning (CBR) — концепция обучения по примерам или
концепция рассуждения по прецедентам) [1–4]. Повторное использование пре-
цедентов позволяет уменьшить время, затрачиваемое на решение новой зада-
чи, повысить качество управления, объяснить полученное решение путем де-
монстрации успешного прецедента с отражением показателей сходства, обу-
чаться в процессе работы, избежать повторения ошибки [1, 2]. Использование
прецедентов позволяет принимать управленческие решения, учитывающие
множество реальных ограничений, в том числе по времени и эффективно-
сти [4].

Для отображения программного движения объекта управления предла-
гается использовать экспертные системы на основе CBR-концепции с вы-
делением типовых технологических ситуаций (траекторий), их признаков, а
для отображения возмущенного движения — искусственные нейронные сети.
В экспертных системах представление знаний о программном движении осу-
ществляется в явном виде с помощью продукционных правил (в библиотеке
прецедентов — на основе текущей информации в режиме реального време-
ни), а в нейронных сетях представление знаний о возмущенном движении
осуществляется в неявном виде — в архитектуре сети, параметрах нейронов
и связей.

Большое количество входных элементов нейронной сети позволяет учи-
тывать внешние воздействия, которые обуславливают нестационарность объ-
екта управления. Сеть эффективно отображает поведение сложного объекта
управления в малом диапазоне изменений входных и выходных величин, по-
скольку может воспроизводить сложные нелинейные зависимости, обучаться
на примерах и «узнавать» в потоке зашумленной и противоречивой инфор-
мации черты ранее встреченных ситуаций. Использование экспертных систем
с несколькими библиотеками прецедентов позволяет существенно повысить
гибкость управления.
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Актуальной задачей модификации CBR-цикла, основанного на опыте про-
шлых подобных ситуаций, является разработка процедур прогнозирования
возможных последствий от применения прецедентного решения. Прогнози-
рование необходимо в связи с тем, что последствия реализованных управ-
ляющих воздействий сказываются на состояниях и выходных воздействиях
сложных технологических объектов длительное время, технологические цик-
лы (ситуации) в черной металлургии часто не являются точным повторением
ранее реализованных циклов.

2. Прецедентный подход к интеллектуальному управлению

Предлагаемый подход основан на концепции возмущенного-невозмущен-
ного (программного) движения, которая была разработана А.М. Ляпуновым
и развита Н.Н. Красовским, А.М. Летовым для решения задач устойчиво-
сти [5]. Программное управляющее воздействие, поступая на технологиче-
ский объект управления совместно с параметрическими и координатными
возмущениями, вызывает «движение» объекта, координаты которого отлича-
ются от координат невозмущенного движения на значение координат возму-
щенного движения, которые затем поступают в регулятор. Даже при точном
исполнении программы действительное движение объекта будет отличать-
ся от программного движения. Под невозмущенным движением будем по-
нимать «нормальный» («программный», «номинальный», «базовый», «опор-
ный», «нормативный», «штатный») режим работы объекта, соответствующий
требованиям технологической инструкции, а под возмущенным движением —
отклонение от «нормального» режима. Необходимость создания интеллекту-
альных систем управления, способных функционировать в условиях развития
«расстройства» объекта управления, обуславливается тем, что именно этот
период работы объекта характеризуется максимальными затратами матери-
альных и временных ресурсов на ликвидацию этих «расстройств» (аварий-
ных ситуаций), значительными потерями производства и снижением качества
продукции. Подход основан на многолетней практике восстановительно-про-
гнозирующего управления металлургическими объектами АО «ЕВРАЗ Объ-
единенного Западно-Сибирского металлургического комбината».

Информационная модель (структурированное представление накопленно-
го опыта в виде данных и знаний) каждого прецедента включает описание
проблемной ситуации (информативные признаки прецедента для его иденти-
фикации, описание условий, когда целесообразно его использовать), совокуп-
ности действий (управленческих решений, программ управления), принимае-
мых для устранения данной проблемной ситуации, и результата применения
решения (оценка его эффективности).

Предлагаемый подход включает:

— многоструктурное распознавание ситуации в системе управления на
основе текущей входной информации, поступающей из подсистемы оцени-
вания, т.е. обнаружение типовых образов-знаний (признаков), отражающих
неслучайные причинно-следственные связи событий в системе, которые мож-
но использовать для управления, и запоминать их в базе знаний (распознава-
ние осуществляется на основе коллективного принятия решений множеством
классификаторов);
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— извлечение из базы знаний прецедента или подмножества прецедентов,
соответствующих текущей ситуации, и их ранжирование по коэффициенту
уверенности (или по мере доверия), а также по зафиксированной ранее эф-
фективности (например, минимальное время исполнения программы, надеж-
ность), т.е. отбор прецедентов из множества прошлых циклов (ситуаций) по
отношению к предстоящему циклу может осуществляться исходя из совпаде-
ния целей и ограничений, близости (подобия) параметров качества получае-
мой продукции, близости продолжительности свершившегося и предстоящего
циклов, близости начальных условий, а также из наименьших затрат [6];

— многовариантное прогнозирование возможных последствий от прини-
маемого решения, содержащегося в извлеченном прецеденте-победителе;

— повторное использование извлеченного прецедента-победителя (преце-
дентов) для принятия очередного решения (т.е. повторное применение тра-
екторий программных управляющих воздействий, программных выходных
воздействий, базовых уровней контролируемых внешних воздействий на за-
данном интервале времени);

— пересмотр («автоматическая коррекция», «адаптация», «преобразова-
ние») прецедентного решения в соответствии с поставленной задачей путем
установления отличия между новым и «извлеченным» прецедентами с учетом
цели управления на основе применения экспертной системы, использующей
обобщенные знания из базы правил для решения текущей задачи;

— пополнение или корректировка библиотеки прецедентов («обучение си-
стемы» или «пополнение знаний»), т.е. сохранение вновь принятого решения
как части нового прецедента для будущих аналогичных ситуаций или до-
бавление скорректированного прецедента в базу знаний в случае успешного
решения задачи, а также удаление или архивирование прецедентов, потеряв-
ших актуальность.

Таким образом, чем дольше функционирует система, тем разнообразнее у
нее база знаний и тем эффективнее будут принимаемые решения.

Предпосылки предлагаемого подхода: 1) подобные задачи должны иметь
подобные решения; 2) производственные задачи должны повторяться, т.е.
для многих предстоящих проблем должен существовать аналог в базе зна-
ний; 3) имеется возможность приобретения и представления знаний о типо-
вых ситуациях из работы объекта управления; 4) предметная область являет-
ся слабоструктурированной, а задачи плохо математически формализуемые;
5) наличие достаточно большого числа примеров эффективных управленче-
ских решений, найденных оператором-технологом для различных типопред-
ставительных ситуаций, а также наличие большого объема данных о внешних
влияющих факторах.

На рис. 1 представлена схема интеллектуальной системы управления, ко-
торая реализует данный подход. На этом рисунке приняты следующие обо-
значения: Y D(t) — действительные (индекс D) выходные воздействия объ-
екта управления на внешнюю среду в момент времени t; UD(t) – управляю-
щие воздействия; WD

K (t) – контролируемые (индекс K ) внешние воздействия;
WD
HK(t) — неконтролируемые (индекс HK ) внешние воздействия; ZHj (ti) =

= {Y H
j (ti), S

H
j (ti),W

H
Kj(ti), U

H
j (ti)} — вектор натурных (индекс Н ) сигналов,

140



Рис. 1. Схема интеллектуальной системы управления на основе CBR-концепции.
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относящихся к j -му технологическому циклу (ситуации, событию) и дискрет-
ному моменту времени ti; Y

H
j (ti) = Ψy(Y

И(t)) — вектор натурных дискрет-

ных данных, полученных из измерительных (индекс И) сигналов о выходных
воздействиях объекта Y И(t); UHj (ti) = Ψu(U

И(t)) — вектор натурных дис-
кретных данных, полученных из измерительных сигналов об управляющих
воздействиях UИ(t); WH

Kj(ti) = Ψw(W
И
K (t)) — вектор натурных дискретных

данных, полученных из измерительных сигналов о контролируемых внеш-
них воздействиях WИ

K (t); SHj (ti) = Ψs(S
И(t)) — вектор натурных дискретных

данных, полученных из измерительных сигналов о состоянии объекта SИ(t);
Ψy(·), Ψu(·), Ψw(·), Ψs(·) — процедуры оценивания (фильтрации); НИ — неин-
струментальная информация; ИБ — интерфейсный блок.

В системе осуществляются следующие операции.

1. Сбор данных о прошедшем процессе (цикле процесса), проверка их на
достоверность, контроль и оценивание ZHj (ti), расчет критериев эффектив-

ности управления QHm(Tj) = Fm{ZHj (ti), ti ∈ [0, Tj ]}, m = 1, . . . ,M по ходу и

по окончанию j -го временного отрезка [0, Tj ]. В качестве основного показа-
теля эффективности можно использовать, например, себестоимость продук-
ции, полученной в j -м технологическом цикле, или затраты на ликвидацию
j -й аварийной (нештатной) ситуации.

2. Сохранение траекторий вектора ZHj (·), компоненты которого имеют вид:

Y H
j (ti) =

[

yH1 (ti), . . . , y
H
n (ti), . . . , y

H
N (ti)

]

j
;

SHj (ti) =
[

sH1 (ti), . . . , s
H
ℓ (ti), . . . , s

H
L (ti)

]

j
;

WH
Kj(ti) =

[

wHK1(ti), . . . , w
H
Kr(ti), . . . , w

H
KR(ti)

]

j
;

UHj (ti) =
[

uH1 (ti), . . . , u
H
p (ti), . . . , uP (ti)

]

j
.

Натурные сигналы ZHj (ti), натурное программное управляющее воздей-

ствие UHΠj(ti), задающее воздействие Y ∗
j (ti), значения критериев эффектив-

ность управления QHm(Tj), распознанное состояние объекта (его класс) S̃j(ti),

составляющие прецедент PRH(j, ti)={ZHj (ti), UΠj(ti), Y
∗
j (ti), Q

H
m(Tj), S̃j(ti)},

сохраняются в библиотеке прецедентов.

3. Оценивание экспертом (оператором-технологом) полученных прецеден-
тов, установление им меры доверия от 0 до 1. Мера доверия равная 1 означа-
ет то, что эксперт считает данный прецедент полностью достоверным, а 0 –
абсолютно недостоверным. Также эксперт выявляет наиболее эффективные
прецеденты по их результатам с учетом состояния объекта управления.

4. Оценивание характеристик каналов управления, определение времени
запаздывания, времени инерции и коэффициентов передачи по этим каналам
путем нанесения тестовых воздействий.

5. Если прецедент обеспечил точное совпадение измеренных и заданных
выходных величин, то он сохраняется в библиотеке прецедентов, в противном
случае осуществляется его ретроспективная адаптация (пересмотр, пересчет)
по окончании j-го технологического цикла (ситуации). Пересмотр осуществ-
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ляется путем использования обратной нейросетевой пересчетной модели объ-
екта управления. В качестве типа сети был выбран стандартный многослой-
ный персептрон, в промежуточных и выходном слоях которого использованы
нейроны сигмоидального типа с униполярной функцией активации.

Корректировка программного управляющего воздействия осуществляется
следующим образом:

UAΠj(ti) = UHΠj(ti) + Fинс

(

Y ∗
j (ti)− Y H

j (ti)
)

,

где Fинс(·) — нейросетевой оператор.

Оператор Fинс(·) описывается следующими формулами:

xн
c (i) =

xc(i)− xmin
c

xmax
c − xmin

c

;

vн
p(i) =



1 + exp



−
M
∑

m=0

w(3)
pm



1 +

+ exp



−
K
∑

k=0

w
(2)
mk

[

1 + exp

(

−
C
∑

c=0

w
(1)
kc x

н
c (i)

)]−1








−1







−1

;

vp(i) = vmin
p +

[

vmax
p − vmin

p

]

vн
p(i),

где xc(i) — отклонение натурного выходного воздействия от заданного (вход
сети); vp(i) — корректирующее значения p-й программы управления (выход
сети), p = 1, . . . , P (выходной нейрон, у которого p = 1, отвечает за корректи-
ровку программного управления по первому каналу управления и т.д.); xн

c (i)
и vн

p(i) — нормированные значения xc(i) и vc(i); x
max
c , xmin

c и vmax
p , vmin

p — мак-
симальное и минимальное значения xc(i) и vp(i), взятые из обучающей выбор-

ки; w
(1)
kc , w

(2)
mk, w

(3)
pm — весовые коэффициенты, оптимальные значения которых

определяются в процессе обучения сети по алгоритму обратного распростра-
нения ошибки, например, на основе высокоуровневого языка программиро-
вания Python.

То есть происходит пересмотр управлений программного вида путем
ретроспективной корректировки реализованных программных управлений
(траекторий управления) по контролируемым данным об отклонениях вы-
ходных параметров по ходу процесса и в конце его от желаемого режима.
Определяются те программные управляющие воздействия, которые следова-
ло бы нанести на объект для того, чтобы обеспечить точное попадание выход-
ных результатов процесса в их заданные значения. Это позволяет уменьшить
влияние допущенных ошибок на последующие результаты ведения техноло-
гического процесса. Пересмотренные программы управления сохраняются в
библиотеке адаптированных прецедентов, которые целесообразно использо-
вать на предстоящих технологических циклах PRA(j, ti). Эксперт принимает
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решение о включении нового прецедента в базу знаний для его последующего
применения.

6. Формирование множества актуальных прецедентов для предстояще-
го (j + 1)-го периода работы объекта осуществляется по критерию макси-
мальной близости (схожести) заданных значений целевых переменных пред-
стоящего (j + 1)-го цикла к соответствующим параметрам прецедента. Для
оценивания степени близости целесообразно использовать евклидову метри-
ку, квадрат евклидового расстояния, манхэттенскую метрику, меру сходства
Хемминга, вероятностную меру сходства, меру сходства Роджерса–Танимото,
расстояние Чебышева, меру близости Журавлева, метрику Махалонобиса,
Брея–Кертиса, Жаккара, Чекановского [2]. При отборе учитываются возмож-
ные последствия от принимаемых решений, также текущие ограничения на
управляющие воздействия, т.е. осуществляется проверка предлагаемых ре-
шений на реализуемость. Если рекомендация не прошла проверку, то можно
взять результаты предыдущего цикла процесса, использовать базовые (сред-
ние) значения контролируемых переменных, либо взять данные типопредста-
вительного процесса, которые хранятся в базе знаний и периодически обнов-
ляются.

7. Многовариантное прогнозирование выходных воздействий объекта пу-
тем многократного «проигрывания» различных вариантов управляющих воз-
действий в ускоренном времени по следующей формуле:

{

ŶM (θ | θ + TΠ/χ)
}

= Φ1(UΠ(θ | θ + TΠ/χ),W
Б
K(θ | θ + TΠ/χ)) +

+ Φ2

({

δÛ (θ | θ + TΠ/χ)
}

, δŴK(θ | θ + TΠ/χ)
)

+ δŶ (θ | θ + TΠ/χ);

{

Û(θ | θ + TΠ/χ)
}

= UΠ(θ | θ + TΠ/χ) +
{

δÛ (θ | θ + TΠ/χ)
}

;

ŴK(θ | θ + TΠ/χ) =WБ
K(θ | θ + TΠ/χ) + δŴK(θ | θ + TΠ/χ),

где Φ1(·) — продукционная модель соответствия программных управляю-
щих воздействий UΠ(·) и базовых уровней контролируемых внешний воздей-
ствий WБ

K(·) программной составляющей выходного воздействия, накапли-
ваемых и модифицируемых в базе знаний; Φ2(·) — нейросетевая модель влия-
ния отклонений от программных и базовых уровней входных воздействий
на изменение выходного воздействия; {δÛ (θ | θ + TΠ/χ)} — возможные ва-
рианты корректирующих воздействий; UΠ(θ | θ + TΠ/χ), W

Б
K(θ | θ + TΠ/χ) —

программные управления и базовые уровни контролируемых внешних воз-
действий, считываемые из базы знаний на интервале прогнозирования TΠ;
δŴK(θ | θ + TΠ/χ) — прогноз отклонений от базовых уровней контролируе-

мых внешний воздействий в ускоренном режиме времени; δŶ (θ | θ + TΠ/χ) —
прогнозируемые в ускоренном времени косвенные оценки эффектов некон-
тролируемых внешних воздействий; {ŶM (θ | θ + TΠ/χ)} — прогнозные оцен-
ки выходных воздействий объекта управления, полученные в ускоренном
времени при различных вариантах возможных управляющих воздействий;
θ = t/χ — ускоренное время; t — реальное время; χ≫1 — коэффициент уско-
рения времени.
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8. Выбор оператором-технологом на предстоящий период T (j + 1) тако-
го прецедента, содержащего ретроспективно-оптимальную программу, ко-
торый соответствует его предпочтениям и требованиям технологической
инструкции.

9. Корректировка выбранной программы-прецедента PR∗(j + 1, ti) при на-

личии существенных отклонений параметров возмущений WИ
K (j + 1, ti) от со-

ответствующих параметров WH
K (j + 1, ti) выбранной программы. При этом

используется аналогичная нейросетевая модель, учитывающая влияние кон-
тролируемых возмущающих воздействий.

3. Применение прецедентного похода в управлении

CBR-системы разрабатывают на платформах CBR-Works, CAT-CBR,
myCBR. Предлагаемый подход целесообразно использовать для управления
доменной печью, агломерационной машиной, сталеплавильным конвертером,
они характеризуются большими объемами натурных данных [7].

Сталеплавильный процесс в конвертерах принадлежит к классу сложных
периодических производственных процессов, количество плавок (прецеден-

Таблица 1. Хронометраж плавки (описание решения проблемы)

Время,
ч:мин

Длительность
операции, мин:с

Наименование операции

09:55 присадка в конвертер: известь (1,61 т), ФМ-1 (0,40 т)

09:59 02:28 завалка лома

10:01 присадка в конвертер: известь (1,53 т),
флюс ФОМИ (1 т)

10:02 06:04 нагрев лома: расход кислорода 1552 м3,
положение фурмы до зеркала металла 3,54 м

10:03 присадка в конвертер: уголь ТОМО1 (2,44 т)

10:06 присадка в конвертер: известь (0,49 т),
уголь ТОМО1 (0,58 т)

10:11 02:18 заливка чугуна

10:13 19:13 продувка: расход кислорода 7664 м3

10:32 10:01 повалка

10:42 05:07 выпуск металла

10:48 01:36 прерывание выпуска

10:49 00:16 слив шлака

10:49 47:03 цикл плавки

Таблица 2. Результаты экспресс-анализа стали (в 10:44, описание результата)

Al, % C, % Mn, % S, % P, % Cr, % Ni, % Cu, %

0,38 0,04 0,09 0,033 0,012 0,03 0,03 0,04

Полученная марка стали СТ3ПС.4/ЭТ (ГОСТ 380-2005)

Температура стали 1621 ◦С (в 10:38)
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Рис. 2. Экранная форма CBR-системы для управления конвертером.

тов) в год достигает несколько тысяч. Каждая плавка состоит из периодов:
завалка и нагрев лома; заливка чугуна; продувка кислородом; повалка (на-
клонение конвертера и взятие пробы); выпуск металла и шлака. Состав и
масса исходных материалов плавки являются разовыми управляющими воз-
действиями, добавки сыпучих материалов — периодическими, а расход кисло-
рода (интенсивность дутья) и изменение положения фурмы — непрерывным
управлением. В этом случае прецедент включает:

— описание проблемной ситуации («химический состав чугуна, его тем-
пература и вес, вид лома и его вес, номер и состояние фурмы, футеровки,
заданная марка стали, вид ферромарганца, флюса, тип угля, химический со-
став извести», «сворачивание шлака», «выбросы», «переливы шлака»);
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— описание совокупности управляющих воздействий (расход кислорода и
его программная траектория, положение фурмы и ее программная траекто-
рия, время начала и окончания плавки, количество чугуна, залитого в кон-
вертер, количество лома, извести, ферромарганца, флюса, угля, поданного в
конвертер, длительность нагрева лома, табл. 1);

— описание результата применения решения (химический состав получен-
ной стали, ее температура, параметры отходящих технологических газов, по-
лученная марка стали, табл. 2).

Применение CBR-системы способствует получению заданной марки стали,
уменьшению дисперсии температуры металла.

На рис. 2 представлена экранная форма CBR-системы, созданная на от-
крытой платформе myCBR. Система обеспечивает стабильность работы кон-
вертера.

4. Заключение

Эффективность предлагаемого подхода зависит от количества высокока-
чественных и актуальных прецедентов, т.е. прецедентов соответствующих те-
кущему состоянию объекта, внешним воздействиям и цели управления, от
размера базы знаний. При значительном разнообразии заданий на выпуск
продукции (в современном сталеплавильном конвертерном цехе может вы-
плавляться более 400 марок стали), а также при большом множестве ситуаций
по внешним воздействиям и ошибкам измерений отобрать хотя бы несколько
безупречных прецедентов на каждый вид продукции весьма сложно. Поэто-
му целесообразно по окончании каждого технологического цикла не отбра-
сывать ошибочные решения, а корректировать их, решая задачу пересмотра
и расширения базы знаний с учетом доверия к этому новому прецеденту.

Предлагаемый подход отличается от других подходов, основанных на на-
коплении опыта управления, использованием разнообразных данных и зна-
ний (количественных и качественных признаков) о работе действующей си-
стемы управления в режиме реального времени, оперативным сохранением
в базе знаний не только лучших практик управления технологическим объ-
ектом, но и адаптированных решений, существенным разнообразием преце-
дентов в базе знаний, использованием информационных моделей прецеден-
тов, применением многовариантного прогнозирования последствий от пре-
цедентных решений, а также совместным использованием искусственных
нейронных сетей и экспертных систем на основе концепции возмущенного-
невозмущенного движения для технологического объекта.
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CОЦИАЛЬНАЯ ДИНАМИКА, ОПРЕДЕЛЯЕМАЯ ГОЛОСОВАНИЕМ:
КВАРТИЛЬНЫЙ УЧЕТ ОСОБЕННОСТЕЙ

СТОХАСТИЧЕСКОЙ СРЕДЫ

В рамках модели социальной динамики, определяемой голосованием
в стохастической среде (модель ViSE), исследуется влияние тяжести хво-
стов распределения на эффективность эгоистической и альтруистических
стратегий в отношении максимизации двух критериев: среднего прира-
щения капитала и числа неразорившихся участников. Рассмотрены одно-
родные общества и четыре типа распределений, генерирующих предложе-
ния: нормальные, логистические, Стьюдента с тремя степенями свободы и
симметризованные распределения Парето. Для оценки влияния тяжести
хвостов стандартизация распределений по разбросу проводится на основе
квартилей. Это позволяет отобрать для сопоставления распределения с
тяжелыми хвостами, сравнимые по плотности с другими рассматривае-
мыми распределениями на интервале, включающем 90 % наблюдений.

Ключевые слова: модель ViSE, социальная динамика, динамическое го-
лосование, стохастическая среда, яма ущерба, эгоизм, альтруизм, распре-
деления с тяжелыми хвостами.
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1. Введение

Основные положения модели ViSE (Voting in Stochastic Environment),
предложенной для анализа полезности коллективных решений, состоят в сле-
дующем [1, 2].

Общество исходно состоит из n участников (агентов), каждый из кото-
рых характеризуется текущим значением капитала (его отрицательное зна-
чение — долг), или полезности. Задается вектор неотрицательных начальных
значений капитала участников. На каждом шагеm = 1, . . . ,M на голосование
ставится предложение, и участники голосуют, руководствуясь определенны-
ми стратегиями, за или против его принятия. Предложение есть вектор ал-
гебраических приращений капиталов участников. Предложения, одобренные
посредством принятой процедуры голосования, реализуются. Один из вари-
антов модели предполагает выбывание разорившихся участников, т.е. участ-
ников, чей капитал стал отрицательным (вариант “с вымиранием”). Анализ
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динамики капиталов участников позволяет сравнивать стратегии голосова-
ния и процедуры принятия коллективных решений и выбирать среди них
оптимальные в отношении максимизации того или иного критерия.

Предполагается, что каждое предложение формируется стохастически: его
компоненты есть реализации случайных величин, в простейшем случае неза-
висимых и одинаково распределенных, с заданными математическим ожи-
данием µ и стандартным отклонением σ. Поэтому предложения, выносимые
на голосование, могут быть также названы предложениями стохастической
среды, или предложениями среды. Среда благоприятна при µ > 0, нейтраль-
на при µ = 0 и неблагоприятна при µ < 0.

Пусть c(m) — вектор капиталов участников по окончании шага m ≥ 0;
c(0) – вектор начальных значений капитала. В случае модели с вымиранием
в число этих участников входят лишь те, чей капитал по окончании шага m
неотрицателен. В случае без вымирания число компонент вектора c(m) оста-
ется равным n. Тогда

c (m) = r (c (m− 1) + ζ (m) I (m)) , 0 < m ≤M,(1)

где ζ (m) — вектор предложения среды на шаге m; M — общее число пред-
ложений;

I (m) =

{

1, если предложение ζ (m) принято голосованием;
0 в противном случае;

r(·) — оператор, исключающий из вектора отрицательные компоненты в мо-
дели с вымиранием и тождественный оператор в модели без вымирания.

Сравнение эффективности индивидуальных стратегий голосования и про-
цедур принятия коллективных решений проводится на основании анализа
статистических закономерностей изменения вектора капиталов (1) в разных
средах, т.е. при различных распределениях, используемых для генерации
предложений.

В данной работе статье исследуются решения, принимаемые простым
большинством голосов, и следующие принципы голосования участников. Эго-
ист поддерживает предложение тогда и только тогда, когда оно увеличи-
вает его капитал. Рассматриваются альтруисты со следующей стратегией.
Участники упорядочиваются по возрастанию текущего значения капитала.
Фиксируется δ ∈

[

1
n ; 1
]

, и для текущего предложения среды находится сумма

приращений капиталов [δn] беднейших1 участников, где [·] — целая часть.
Альтруист поддерживает предложение тогда и только тогда, когда эта сум-
ма положительна. Окном поддержки альтруистов называется отрезок [0; δ];
δ может выражаться в процентах.

В [2] для нескольких типов стохастических сред исследовалось влияние со-
циальных установок (эгоизм, альтруизм) на динамику благосостояния обще-
ства. Для анализа влияния типа распределения необходимо унифицировать

1 Уже после первого принятого предложения капиталы участников можно считать раз-
личными, т.к. предложения генерируются случайными величинами с непрерывным распре-
делением. Если в начальном состоянии капиталы не различаются, то до принятия первого
предложения альтруисты находят сумму приращений капитала участников с порядковыми
номерами 1, . . . , [δn].
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распределения по параметрам положения и масштаба. Предложения гене-
рировались посредством симметричных распределений, поэтому в качестве
параметра положения использовалась медиана (совпадавшая со средним, по-
скольку для рассматриваемых распределений оно существовало). Масштаб
оценивался стандартным отклонением, однако был сделан вывод, что это
приводит к не совсем естественным результатам, а именно, к сопоставлению
распределений, кардинально различающихся на интервале, где сосредоточе-
на почти вся вероятность. Поэтому было указано на необходимость проведе-
ния нового исследования с использованием меры масштаба, более адекватной
решаемой задаче.

Эта программа реализована в настоящей статье. В разделах 2 и 3 обсужда-
ются модель ViSE и недостатки унификации распределений по дисперсии при
ее исследовании. В разделе 4 приведены основания другого подхода к стан-
дартизации распределений – по квартилям. В разделе 5 этот подход применен
для анализа социальной динамики при генерации предложений посредством
нормального распределения и симметризованных распределений Парето. В
разделе 6 в сравнение включены логистическое распределение и распреде-
ление Стьюдента. В разделах 5 и 6 формулируются качественные выводы о
влиянии социальных установок участников и типа стохастической среды на
динамику капиталов и скорость разорения. Получение этих выводов состав-
ляет главную цель статьи. Исследование проводится посредством имитаци-
онного моделирования, поскольку аналитические методы, разработанные в
[1], не позволяют получить конечные выражения исследуемых величин для
участников с альтруистическими стратегиями. В разделе 7 сформулированы
основные результаты статьи.

2. Модель ViSE: основания и связь с реальностью

Модель ViSE — вариант развития модели голосования, предложенной
А.В. Малишевским (см., например, [3], глава 2, раздел 1.3). А.В. Мали-
шевский первым показал, что, лицо, обладающее монопольным правом ста-
вить предложения на голосование (назовем его “предлагающим”), может за
несколько шагов провести через голосующий орган фактически любое ре-
шение. В модели каждый голосующий поддерживает любое предложение,
увеличивающее его индивидуальную полезность, при этом процедура голосо-
вания — квалифицированное большинство, но не единогласие. Для достиже-
ния своей цели предлагающий использует алгоритм “мелких подачек боль-
шинству”. Каждое предложение, которое он ставит на голосование, выгод-
но некоторому большинству, достаточному для принятия решения, но дает
этому большинству суммарно меньше, чем отнимает у меньшинства. Ясно,
что если в меньшинстве хотя бы по одному разу окажется каждый, то со-
вокупный результат серии таких предложений можно сделать сколь угодно
невыгодным для всех голосующих. Настолько невыгодным, что намеченное
исходно “предлагающим” решение будет одобрено единогласно.

Как “снять” этот парадокс, демонстрирующий уязвимость демократиче-
ских процедур? Можно попытаться исключить его, сделав модель более
жесткой. В исходной модели “предлагающий” обладает огромной свободой:
ему доступны любые предложения из пространства, размерность которого
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равна числу голосующих. На практике предложения обычно принадлежат
пространству более низкой размерности. Сохранится ли парадокс, если раз-
мерность пространства предложений равна, например, 2 или 3? Из работ
Ч. Плотта, Р. Маккельви, Н. Скофилда, Д. Саари и др. [4–8] следует, что
во многих случаях сохранится, хотя и необходимо выполнить определенные
условия, в частности, связывающие порог большинства с размерностью про-
странства.

Как же реабилитировать демократию? Ясно, что необходимо ограничить
монополию “предлагающего” либо изменить стратегии2 голосования. Напри-
мер, пусть предлагать могут сами участники голосования. Но в каком поряд-
ке? Одновременно (чтобы был выбор из нескольких проектов) или поперемен-
но? Поодиночке или группами? Альянсы постоянны или ситуативны? Есть ли
внешние предлагающие и сколько? Какой информацией обладают участни-
ки о предложениях и стратегиях остальных? Могут ли стратегии строиться
рефлексивно? В зависимости от деталей процедуры, объема прав участников
и их информированности возникает множество игровых постановок и. . . до-
вольно хаотическая ситуация. Ряд задач такого рода можно решить [9–14],
но результаты разнородны и локальны. Итог — скорее мозаика, чем общая
система закономерностей. Причина, главным образом, в том, что постановки
не образуют иерархической структуры, дерева. Нет основного “нулевого” ва-
рианта, после исследования которого можно было бы двигаться по боковым
ветвям к все более изощренным постановкам.

Модель ViSE — это возможный нулевой вариант. Нет “предлагающего”
со своей стратегией, вместо него внешняя среда, благоприятная, нейтраль-
ная или неблагоприятная, наделенная прерогативой предлагать. Разнообра-
зие предложений обеспечивается ее стохастической природой. В простейшем
варианте среда характеризуется благоприятностью — это µ/σ, где µ — сред-
нее значение индивидуального предложения, σ — стандартное отклонение.
Последнее можно рассматривать как масштаб, единицу измерения µ. Наибо-
лее естественное распределение в нулевом варианте — нормальное.

Сохранится ли при этом парадокс Малишевского? Иными словами, могут
ли серии решений, принимаемых большинством, быть в конечном счете невы-
годны для всех? Причем невыгодны не иногда, а при определенных условиях
систематически, “как правило”.

Этот вопрос фундаментален, поскольку касается само́й природы коллек-
тивных решений, а не внешнего манипулирования ими. Иначе его можно
сформулировать так: служит ли голосование эффективным фильтром при
взаимодействии общества с неблагоприятной (но не изощренно-изобретатель-
ной) средой, требующей от него бинарных решений?

Этот вопрос нетривиален, и ответ в нулевом варианте таков [15]: да, в
умеренно неблагоприятной среде реализуется парадокс “ямы ущерба” (вари-
ант парадокса Малишевского). А именно: решения, принятые большинством
голосов, как правило, невыгодны для общества.

2 Под стратегией в моделях голосования рассматриваемого типа понимается алгоритм
использования агентом имеющейся у него информации для принятия индивидуальных ре-
шений о поддержке предложений/кандидатов.
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Не продолжая обсуждение этой темы в деталях, коснемся теперь жиз-
ненных прототипов модели ViSE. Представим себе страну, где решения при-
нимает парламент, назовем его Госдумой. Предложения исходят от внешней
по отношению к ней среды, например, ОПЕК+ предлагает соглашение об
ограничении добычи нефти. Это предложение одни акторы внутри страны
готовы поддержать, другие – нет. Одним силам (в том числе лоббистским),
представленным в Госдуме, оно выгодно, другим нет. И его надо принять или
отвергнуть. Другой пример: США или НАТО предлагают подписать новое
соглашение о контроле над вооружениями. Та же ситуация. Или решение
Гаагского окружного суда предписывает выплатить компенсации семьям по-
гибших пассажиров сбитого Боинга. Надо решить, выполнить его или нет.
Разные политические силы придерживаются разных мнений. Или может по-
ступить предложение об участии в новом соглашении по ограничению выбро-
сов парниковых газов. Если внешнеполитическая конъюнктура для страны
благоприятна, то будет больше выгодных предложений, если нет, то наоборот.

Далее, поскольку решения принимает Госдума, предложения, приходящие
из администрации президента или из правительства, для нее тоже внешние.
И они отражают определенную внешнюю конъюнктуру: во-первых, насколь-
ко президент и/или правительство действуют в интересах страны, во-вторых,
эти предложения неизбежно транслируют общие экономические, социальные,
политические тенденции и вызовы. В качестве актуальных примеров можно
привести предложение о поправках в Конституцию или предложение о вве-
дении экстренных мер в связи с пандемией коронавируса. Общая ситуация
влияет на страну и помимо решений Госдумы, но предметом изучения яв-
ляется не это безусловное воздействие, а эффективность и рациональность
коллективных решений.

Другой класс примеров. Представим себе совет директоров компании. Ме-
неджмент или отдел планирования предлагает новую стратегию развития
компании. Нужно ее принять либо отвергнуть, отправить на доработку и по-
ка двигаться прежним курсом. При этом у каждого члена совета директоров
есть свое мнение и свои интересы. Можно рассмотреть “игры” с менеджмен-
том или отделом планирования, но есть другой важный круг вопросов, свя-
занный с эффективностью процедуры голосования и стратегиями его участ-
ников. Либо другая компания – потенциальный партнер — предлагает нашей
компании сделку. В чем-то сделка выгодна, в чем-то нет. Нужно принять
или отклонить предложение. А если оно не отклонено безусловно, его мож-
но послать на доработку. Причем чем лучше идут дела у компании (и чем
лучше экономическая ситуация), тем благосклоннее к ней “среда”, тем более
выгодные предложения потенциальных партнеров она в среднем генерирует
и предлагает для голосования.

Разумно ли полагать компоненты комплексного предложения, относящие-
ся к разным агентам, статистически независимыми? Поскольку предложения
достаточно разнородны, из выгодности предложения для политических сил
(или членов совета директоров) A и B не следует ни выгодность, ни невы-
годность его для силы C. Как известно, в политике по разным поводам мо-
гут возникать неожиданные альянсы: левых с ультраправыми и т.п. Поэтому
независимость — вполне допустимый нулевой вариант. Если рассматривает-

153



ся класс ситуаций, в которых выигрыши разных сил имеют фиксированную
сумму или жестко связаны иным образом, в рамках модели могут быть на-
ложены соответствующие дополнительные ограничения.

Позволяет ли модель ViSE получать выводы, приложимые к реальности?
Приведем несколько примеров.

1. В модели реализуется [16] известный “эффект малой партии”, состоящий в
том, что в присутствии двух больших партий, ни одна из которых не имеет
большинства, малая партия, образующая большинство с любой из боль-
ших, получает преимущество, а иногда, когда большие партии выступают
с противоположных позиций, — и положение, сравнимое с диктаторским.

2. Модель ViSE выявляет [16] один из механизмов устойчивости двухпартий-
ной системы с почти равными по силе партиями.

3. В модели реализуется [16, 17] механизм “снежного кома кооперации”: по-
скольку принадлежность к группе обычно выгоднее, чем индивидуальная
защита своих интересов, участники присоединяются к группе, и по мере
ее роста групповой эгоизм становится все ближе к альтруизму.

4. Давно является классическим такой инструмент анализа, как индексы
влияния фракций в парламенте. Исследование зависимости приращений
полезности в модели ViSE и индексов влияния приводит к следующему
выводу: при простейшем наборе параметров средние приращения полез-
ностей линейно связаны (после естественной нормировки) со значениями
индекса Банцафа. Это, с одной стороны, дает новую интерпретацию полез-
ностям модели ViSE, с другой — позволяет среди разнообразия индексов
влияния выделить индекс Банцафа как имеющий “внешние” интерпрета-
цию и подтверждение. Таким образом, модель влияния Банцафа и модель
ViSE подкрепляют друг друга (это вывод еще не опубликованной работы).

5. Обсуждавшийся выше результат анализа модели ViSE — парадокс “ямы
ущерба”. Он имеет [15] механизм, несомненно, реализующийся на прак-
тике. А именно: в неблагоприятной среде выигрыши в среднем меньше,
а проигрыши больше, чем в нейтральной среде с тем же разбросом, тем
самым средняя разность модулей выигрыша и проигрыша отрицательна.
Поэтому предложения, принятые простым большинством с малым переве-
сом голосов “за”, будут чаще давать суммарный проигрыш, чем выигрыш.
Этот механизм едва ли четко выявляется другими моделями. Практиче-
ское следствие: чем среда менее благоприятна, тем выше в ней должен
быть порог голосования для принятия новых предложений.

6. Вывод предыдущего пункта 5 допускает исключения. Последние связаны с
распределениями с тяжелыми хвостами, которые в ряде случаев адекватно
описывают политико-экономическую неопределенность. Изучение данного
круга вопросов позволяет ввести понятие оптимального порога голосова-
ния [15] и выразить его общей формулой [18].

7. Сравнение распределений с легкими и тяжелыми хвостами в качестве ге-
нераторов неопределенности в модели ViSE и альтруистических стратегий
с разными окнами поддержки позволяет [2] указать эффекты, соотноси-
мые с явлением “антихрупкости”, и “стратегией штанги”, обсуждаемыми
Н. Талебом.

154



8. Кроме парадокса “ямы ущерба”, анализ модели ViSE позволяет выявить
еще один интересный парадокс голосования: в действительно благоприят-
ной среде при определенных условиях голосование большинством может
давать худшие в среднем результаты для общества, чем принятие всех
предложений “не глядя”. Численно данный парадокс симметричен пара-
доксу “ямы ущерба”, что кажется на первый взгляд простым фактом, но
имеет нетривиальное доказательство.

9. Одна из ключевых проблем не только общественных наук, но и обще-
ственной практики — сравнение рациональности (с позиций индивидуума
и общества) социальных стратегий — узкоэгоистических и просоциальных,
включая коллективистские, ориентированные на общее благо, предпола-
гающие филантропию и т.д. Одна из возможных целей таких исследова-
ний — показать гражданину, что он не проиграет, если будет придержи-
ваться просоциальных стратегий. А точнее — выяснить, в каких услови-
ях какая стратегия что ему принесет. Численный анализ проблем такого
рода традиционно проводится на материале матричных игр. Но совокуп-
ность получаемых результатов, как и в стратегических задачах голосова-
ния, больше похожа на мозаику, чем на общие закономерности. Модель
ViSE дает необыкновенную гибкость задания внешних условий, структур
общества и социальных установок. Например, в ее рамках можно описать
большое разнообразие просоциальных стратегий, причем выводы из ана-
лиза имеют форму закономерностей. Эти выводы можно соотнести с ре-
альностью и оценить, насколько жизненны модельные механизмы, к ним
приводящие. Данный пункт перечисления применений модели ViSE объ-
емнее предыдущих, поэтому продолжим его обсуждение отдельно.

Итак, исследование феноменов кооперации, коллективизма и альтруизма,
как отмечено выше, часто ведется посредством изучения динамики простых
игр с использованием имитационного моделирования и “лабораторных” экспе-
риментов с людьми. Одна из наиболее популярных среди этих игр — дилемма
заключенного.

Однако достаточно очевидна метафорическая условность данного подхо-
да. Жизненные ситуации, в которых человек выбирает линию социального
поведения, не так уж часто похожи на дилемму заключенного. Ее ключевое
условие — недостаток информации: игрок не знает, какую стратегию выбе-
рет визави, а именно этим во многом определяется его выигрыш/проигрыш.
Если другой также протянет ему руку, оба выиграют по сравнению с индиви-
дуализмом каждого, а если откажет, то отказавший “сорвет банк”, а тот, чья
рука повиснет в воздухе, проиграет. Особенность реальной жизни в том, что
люди могут договариваться3 и в существенной мере контролировать соблю-
дение договоренностей. То есть ключевой элемент данной модели не всегда
отвечает реальности. Кроме того, дилемма заключенного — это игра двух
лиц, а в жизни в кооперацию вовлечено обычно большее число агентов, при-
чем механизм ее не сводится к попарным взаимодействиям. Несмотря на то,
что лишь малая часть проблем реальной кооперации адекватно описывается
моделями, основанными на дилемме заключенного (а в остальных случаях

3 Не учитывается это и в таких играх, как “Ультиматум”, “Диктатор”.
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связь этих моделей с реальностью лишь метафорическая), соответствующие
модели ценны и интересны. Они затрагивают важный аспект реальности —
влияние информационной неопределенности на кооперацию двух лиц, и в их
рамках можно получать нетривиальные результаты.

Отмеченная ограниченность дилеммы заключенного как модели коопера-
ции — “парность” взаимодействий — снимается рассмотрением других игр,
таких, например, как Public Goods (общественные блага). Но и здесь выгода
участника всецело зависит от соотношения его стратегии и неизвестных ему
стратегий других игроков, и в центре оказывается проблема “фрирайдерства”
(безбилетничества, паразитизма).

В жизни также есть “фрирайдерство”, затрудняющее кооперацию, но про-
блематика кооперации не сводится к этому феномену.

Проблема реального человека, определяющего степень кооперативности
своего поведения, главным образом, не в незнании, как поступят другие, а в
том, что “своя рубашка ближе к телу”. Он может пойти и купить себе и своим
детям рубашки, и, надев их, они будут рады. А может вложить свои день-
ги / усилия в более или менее абстрактное общее благо, но его дети продол-
жат ходить в старых рубашках. Общее благо принесет, скорее всего, пользу
со временем всем, либо незащищенным уже сегодня, но оптимальная пропор-
ция вложений в общее и индивидуальное благо для каждого своя и зависит
от обстоятельств.

Важно отметить, что в жизни даже адекватная информация о поведе-
нии других агентов (нередко имеющаяся) не устраняет сложности выбора
стратегии. Она в том, что эффект вложений в общее благо отложен и трудно
прогнозируем. Потому что, образно говоря, агенты плывут на общем корабле
(или на разных лодках) по бурному морю, где их ждут различные сюрпри-
зы. Новая рубашка уже сейчас полезна, а что и когда вернется ему с руб-
ля, вложенного в общее благо, оценить трудно. Таким образом, источником
неоднозначности служат не только (а часто не столько) неизвестные страте-
гии “коллег”, но и неопределенность внешней среды (не говоря о непростой
проблеме дисконтирования).

Именно такая внешняя среда является одним из основных элементов мо-
дели ViSE. Участник может вложить свой ресурс (голос при голосовании) в
свое благо или в благо всего общества или какой-либо его страты, ему небез-
различной (куда сам он может и не входить, например, это может быть груп-
па беднейших). Кроме того, у него может быть сколь угодно сложная “ком-
бинированная” стратегия голосования, с разными весами учитывающая его
благо, благо всего общества и благо любого числа групп. Это дает большую
гибкость задания стратегий поведения, похожих по структуре на стратегии
в реальном мире. Например, используя комбинированные стратегии, можно
моделировать такую страту общества, как ответственная элита [19]. Вклю-
чение комбинированных функций полезности в модели игр типа Public Goods
не представляется столь же естественным.

Выше отмечалось, что анализ модели ViSE с альтруистическими агентами
позволяет сформулировать определенные закономерности. Перечислим неко-
торые из простейших выводов [2, 19, 20]. 1. “Принципиальный” (“hard-core”
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по терминологии Эдварда Уилсона [21]) альтруизм, являющийся относитель-
ной редкостью, может быть в ряде случаев заменен рациональной стратеги-
ей, исходящей из подтверждаемой теоретически выгодности коллективизма,
что может вести к восприятию все большей части общества как своего кол-
лектива. 2. Обществу, вообще говоря, не обязательно, чтобы большинство
его членов были альтруистами: к сопоставимому результату приводит нали-
чие весьма умеренной их доли. В частности, сравнительно небольшая альт-
руистическая фракция может защитить общество от разорения, но сама эта
фракция оказывается в наиболее уязвимом положении. 3. Если альтруисти-
ческая фракция достигает определенной критической массы, ее уязвимость
снижается до допустимых границ. 4. Полезность для общества тех или иных
альтруистических стратегий сильно зависит от свойств внешней среды: так,
в благоприятной среде рациональна благотворительность по отношению к
сравнительно немногим, но в неблагоприятной среде правильнее помогать
всем, поскольку все находятся в зоне риска. 5. Поскольку обществу весь-
ма полезно наличие участников с просоциальной стратегией голосования, но
сами эти участники наименее защищены, обществу имеет смысл оказывать
этим участникам дополнительную поддержку; при этом польза для осталь-
ных оказывается выше их издержек на поддержку.

Исследование модели позволяет проследить теоретические механизмы реа-
лизации этих и других выводов. Указанные механизмы могут быть соотнесе-
ны с реальностью, что позволяет оценить адекватность выводов определен-
ным жизненным ситуациям.

Последний (5-й) вывод определяет подход к сравнению схем налогообло-
жения. Поэтому в перечисление применений обсуждаемой модели можно до-
бавить следующий пункт.

10. Модель ViSE может быть состыкована с финансовыми моделями нало-
гообложения, распределяемого в пользу участников, работающих на об-
щество. Использование для той же цели игровых моделей кооперации
представляется менее продуктивным.

Элементом применения математических моделей нередко является их
идентификация, т.е. определение значений параметров, соответствующих на-
блюдениям.

Идентификация модели ViSE в принципе возможна. Так, для совета ди-
ректоров фирмы или парламента, где представлены разные силы, можно пы-
таться оценить выгодность серии вносимых извне проектов для отдельных го-
лосующих / политических сил и тем самым оценить µ, σ и вид распределения-
генератора. В свою очередь, это даст возможность найти оптимальный порог
голосования для предложений исследуемого типа, а также оценить динамику
полезностей и выраженность различных эффектов.

Однако, как и в случае ряда игровых моделей, применение модели ViSE
не сводится к расчету параметров и эффектов по наблюдениям. Ценность
представляет также выявление феноменов и механизмов, которые без мо-
дели выявить трудно. Один из простых примеров, уже обсуждавшихся вы-
ше, — разносоставное меньшинство, которое систематически теряет больше,
чем приобретает большинство. Это фундаментальный и очень важный фено-
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мен, который можно назвать основным пороком голосования. Его всегда, при
любом принятии коллективных решений, нужно иметь в виду, и он требует
применения конкретных мер, которые могут быть сначала опробованы на
модели. А пример механизма, который можно использовать на практике, —
“снежный ком кооперации”, т.е. приближение группового эгоизма успешной
и открытой (для вступления в нее) группы — к альтруизму. Этот образ ис-
пользовался в статье [22], где на материале исследования модели ViSE об-
суждались механизмы развития гражданского общества, а именно, речь шла
о выстраивании сети взаимоподдержки его ячеек. При этом решение о под-
держке любого запроса принимается каждой ячейкой самостоятельно, но те
ячейки, которые систематически отказывают другим в поддержке, исклю-
чаются из сети. В приведенном выше перечислении приложений (в частно-
сти, в п. 9) отмечено также несколько других феноменов и механизмов. Их
можно соотносить с реальностью, оценивая их действенность в конкретных
условиях.

3. Унификация распределений по дисперсии при анализе модели ViSE

В [2] в числе прочих рассматривались среды, генерирующие предложения,
подчиняющиеся симметризованному распределению Парето (СП-распределе-
нию) со сверхтяжелыми хвостами.

СП-распределение с параметрами k > 0, a > 0 и µ имеет [2] плотность

f (x) =
k

2a

( |x− µ|
a

+ 1

)−(k+1)

, x ∈ R,(2)

среднее µ при k > 1 и дисперсию σ2 = 2a2/ ((k − 1)(k − 2)) при k > 2. При
невыполнении указанных неравенств соответствующие интегралы расходят-
ся. При k → ∞ СП-распределение сходится к распределению Лапласа с плот-

ностью f (x) = 1
σ
√
2
exp

(

− |x−µ|
√
2

σ

)

(лемма 3 в [2]).

В [2] сравнивались средние значения капитала участника за один шаг голо-
сования для нескольких симметричных распределений, имеющих одинаковые
математическое ожидание µ и дисперсию σ2. При этом было отмечено, что
два симметричных распределения с совпадающими µ и σ могут отличаться
кардинально. Так, помимо непрерывности, симметричности, инфинитности и
общей моды, у распределений, плотности которых показаны на рис. 1, сложно
обнаружить какую-либо общность. В точке моды x = 1 их плотности отно-
сятся как 20 к 1, а в точке x = 0 — как 1 к 43.

По рис. 1 трудно предположить, что эти два распределения имеют рав-
ную дисперсию: “на глаз” типичные отклонения от µ = 1 для распределения
с k = 1000 существенно выше. Объяснить равенство их дисперсий позволяет
рис. 2, где те же две плотности (при x ≥ 1) показаны в логарифмических
шкалах. Хвосты распределения с k = 2,01, кажущиеся “легкими” в пределах
рис. 1, на большом удалении от среднего (при |x− µ| > 8) оказываются зна-
чительно более тяжелыми, чем хвосты распределения с k = 1000. Посколь-
ку P (|x− µ| > 8)≈ 7,4 · 10−5, наблюдения, относящиеся к столь отдаленным
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Рис. 1. Плотности двух симметризованных распределений Парето с µ = 1,
σ = 1. Серая линия: k = 2,01; черная линия: k = 1000.
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Рис. 2. Плотности двух симметризованных распределений Парето с µ = 1,
σ = 1 в логарифмических шкалах при x ≥ 1. Серая линия: k = 2,01; черная
линия: k = 1000.

хвостам, встречаются крайне редко. Влияние относительной тяжести этих
хвостов в экспериментах небольшого объема может быть описано в терминах
отличия понятий “почти невероятно” и “практически невероятно”.

Oднако благодаря этим хвостам СП-распределение с k = 2,01 имеет еди-
ничную дисперсию, как и показанное на рис. 1 распределение Парето с
k = 1000. Таким образом, слабо влияющие на результаты экспериментов (во
всяком случае, при исследовании модели ViSE) хвосты заставляют сравни-
вать СП-распределение с k = 2,01 с не похожими на него другими распреде-
лениями — если стандартизация распределений производится по µ и σ. Тем
самым возникает потребность в ином принципе установления соответствия
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Рис. 3. Примеры функций плотности симметризованных распределений Па-
рето с µ = 1.

между распределениями. Такой принцип обсуждается в следующем разде-
ле 4.

Спорность в данном контексте соответствия, установленного по средне-
му и дисперсии, была отмечена в [2]: “В статье анализируется социальная
динамика в модели ViSE при разнотипных вероятностных распределениях,
имеющих одинаковые математическое ожидание и дисперсию. Такая стандар-
тизация по параметрам часто используется и представляется естественной.
Однако обратимся к рис. 3 [нумерация приведена в соответствие с настоящей
статьей], где показаны две пары СП-распределений, сравнительно близких в
большой окрестности моды — точки µ.

Как было отмечено, распределения, входящие в каждую пару, отличают-
ся по σ в 20 раз. Если привести распределения со сверхтяжелыми хвостами
(k = 2,01) к той же дисперсии, что и распределения с k = 1000, то первые
“сконцентрируются” в 20 раз, и никакого сходства в окрестности моды уже
не будет. Вопрос: какое из распределений с k = 2,01 имеет смысл сопостав-
лять с распределением, у которого k = 1000? Исходное, близкое к нему при
заметных значения плотности, но с большей в 400 раз дисперсией, или имею-
щее ту же дисперсию и при этом плотность, очень быстро убывающую при
удалении от µ? Есть сильные аргументы, свидетельствующие в пользу перво-
го ответа. Это указывает на осмысленность иных подходов к стандартизации
распределений. Так, аналогичными можно считать распределения, одинако-
вые по µ и по ширине интервала с центром в µ, содержащего “половину” или
“бóльшую часть” распределения. Тогда [. . . ] выводы проведенного исследова-
ния дополнятся новыми”.

Тот факт, что стандартизация по дисперсии чрезмерно сосредотачивает
распределения Парето с тяжелыми хвостами вблизи моды, объясняется тем,
что любое увеличение вероятности больших выбросов (учитываемых при вы-
числении дисперсии квадратично) должно быть уравновешено снижением ве-
роятности отклонений среднего диапазона, превосходящих σ, и/или увеличе-
нием вероятности отклонений, меньших σ. Тем самым утяжеление хвостов
при фиксированной дисперсии приводит к ускорению убывания плотности
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при удалении от среднего (совпадающего с модой) и, возможно, к увеличе-
нию плотности в самой моде.

В настоящей статье в рамках модели ViSE сопоставляются несколько сим-
метричных непрерывных распределений с равными значениями среднего µ и
ширины интервала с центром в µ, содержащего “половину” распределения,
т.е. интервала, интеграл по которому от плотности равен 0,5. Данный подход
будем называть стандартизацией симметричных распределений по кварти-
лям, или по математическому ожиданию и односторонней медиане.

4. Стандартизация распределений по квартилям для анализа модели ViSE

При исследовании модели ViSE большой интерес представляет анализ
влияния на социальную динамику типа распределения, посредством которого
генерируются предложения. Рассматриваемые распределения унимодальны
и симметричны относительно моды. При этом понятие типа распределения
включает, в частности, тяжесть хвостов и вид функции плотности вблизи мо-
ды, но исключает [23, 24] параметры положения (среднее, в данном случае
совпадающее с модой и медианой) и разброса/масштаба (к которым отно-
сится дисперсия). Для симметризованных распределений Парето [2] тип рас-
пределения задается параметром k > 0: чем меньше k, тем тяжелее хвосты
распределения. При k ≤ 2 распределение Парето не имеет дисперсии, а при
k ≤ 1 не имеет и математического ожидания.

Мерой, часто используемой для характеризации тяжести хвостов распре-
деления (и одновременно формы его пика), является предложенный К. Пир-

соном эксцесс: γ2 =
µ4
σ4

− 3, где µ4 = E[(X − EX)4] — четвертый центральный
момент распределения, σ — его стандартное отклонение. Однако в данном
случае эксцесс неприменим, поскольку для распределений Парето он суще-
ствует лишь при k > 4, а в [2] и данной статье рассматриваются в числе
прочих распределения Парето со значениями k, близкими к 2. Альтернатив-
ные меры, как правило, определяются через квантили распределения (см.,
например, [23]).

Для оценки влияния типа распределения на социальную динамику бу-
дем сравнивать распределения, имеющие одинаковые значения квартилей Q1,
Q2 и Q3, отсекающих 1/4, 1/2 и 3/4 единичной вероятности соответственно:
Qs = F−1

(

s
4

)

, s = 1, 2, 3, где F (·) — непрерывная функция распределения.
Такие распределения будем считать аналогичными по моде (ею в силу сим-
метрии и унимодальности является медиана — центральный квартиль), и
масштабу (разбросу).

Таким образом, условием включения двух симметричных функций рас-
пределения F1(x) и F2(x) в один класс является выполнение равенств

F−1
1 (0,25) = F−1

2 (0,25) ; F−1
1 (0,5) = F−1

2 (0,5) ,(3)

из которых в силу симметрии распределений следует F−1
1 (0,75) = F−1

2 (0,75).
Отметим, что данный способ сопоставимого шкалирования распределений
рассматривался как наиболее приемлемый в [23, 25] и ряде других публика-
ций.
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Рис. 4. Плотности рассматриваемых распределений, для которых µ = 0 и
Q3 ≈ 53,95918: нормального (σ = 80), логистического, распределения Стью-
дента с 3 степенями свободы (“3 св.”) и симметризованных распределений Па-
рето с разными k.

Для определенности будем рассматривать классы распределений, вклю-
чающие распределение Гаусса (нормальное распределение) с параметром
σ = 80. Каждый такой класс характеризуется медианой F−1(0,5) всех входя-
щих в него распределений. На рис. 4 плотность нормального распределения
с параметром σ = 80 представлена наряду с плотностями нескольких дру-
гих распределений: Стьюдента с тремя степенями свободы, логистического и
симметризованного Парето с четырьмя значениями параметра k.

Распределения с k = 2,1 и k = 2,01 можно назвать распределениями со
сверхтяжелыми хвостами, поскольку при еще большей тяжести хвостов
(k ≤ 2) параметры социальной динамики не удается оценить усреднением ре-
зультатов имитационного моделирования из-за отсутствия дисперсии. В “худ-
шем случае” при k = 2,01 в интервал [−281; 281] попадает 90 % наблюдений.

Следует заметить, что квартильный подход служит основой разработки
семейства мер тяжести хвостов, предложенных в [25]. Эти меры оценивают
распределение по отношению к его квартилям и в свою очередь восходят к
мерам Хинкли [26]. Так, левый квантильный вес (LQW) и правый квантиль-
ный вес (RQW) определяются формулами

LQWF (p) =
F−1

(p
2

)

+ F−1
(

1
2 −

p
2

)

− 2F−1
(

1
4

)

F−1
(p
2

)

− F−1
(

1
2 −

p
2

) ;

RQWF (q) =
F−1

(

1
2 + q

2

)

+ F−1
(

1− q
2

)

− 2F−1
(

3
4

)

F−1
(

1
2 + q

2

)

− F−1
(

1− q
2

) ,

где 0 < p < 0,5 < q < 1. Для оценки тяжести левого и правого хвоста распре-
деления используются, в частности, LQWF (0,25) и RQWF (0,75).
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Стандартизация (3), в отличие от использованной в [2], где разброс оцени-
вался среднеквадратичным отклонением, приводит к сопоставлению функ-
ций плотности, сравнимых по значениям в окрестности среднего, включаю-
щей бóльшую часть распределения. Это позволяет получить выводы о зави-
симости динамических свойств модели ViSE от типа распределений, лучше
интерпретируемые в терминах приложений.

5. Исследование социальной динамики при стандартизации
распределений по квартилям

Перейдем к анализу результатов исследования социальной динамики в мо-
дели ViSE при стандартизации распределений по квартилям. На рис. 5,а гра-
фики среднего приращения капитала за один шаг голосования (СПК ; см. [2])
эгоистов при СП-распределении не имеют (в отличие от распределения Гаус-
са) существенной “ямы ущерба” [2], т.е. участка по µ, где голосование в сред-
нем приводит к невыгодным для общества решениям. В обществе, состоящем
из эгоистов, при отсутствии вымирания утяжеление хвостов симметризован-
ного распределения Парето приводит к бо́льшим значениям СПК при тех
же µ.

В обществе из альтруистов с окном поддержки [0; 65%] (рис. 5,б ), если k
достаточно велико (в данном случае — при k > 2,3), то график СПК имеет
заметную яму ущерба; при увеличении k она сдвигается вправо. Чем тяжелее
хвосты распределения, тем выше положительные значения СПК. При отри-
цательных СПК (в яме ущерба) это утверждение выполняется не всегда. На-
личие ямы ущерба связано с тем, что альтруисты поддерживают лишь 65%
общества; при окне поддержки [0; 100%] она невозможна по определению
альтруистической стратегии.

Положительное влияние тяжести хвостов на скорость роста СПК — свой-
ство, ярко проявляющееся именно при стандартизации распределений по
квартилям. При содержательно неоправданной стандартизации по среднему
и дисперсии реализуется обратная закономерность (см. рис. 5 в [2]), поскольку
увеличивающие СПК большие выбросы получают при k, близких к 2, очень
низкую вероятность, и их присутствие компенсируется малостью типичных
положительных отклонений от среднего (см. рис. 1).

В случае с вымиранием (рис. 5,в) тяжесть хвостов также увеличивает
СПК — как эгоистов, так и альтруистов с окном [0; 65%], но на СПК аль-
труистов влияет намного сильнее. При фиксированном k СПК альтруистов
существенно выше, чем у эгоистов; СПК альтруистов при k = 20 сравнимо
с СПК эгоистов при k = 2,1. Таким образом, альтруистические общества с
вымиранием эффективнее эгоистических по критерию СПК.

На рис. 5,г показаны линии относительной численности (в случае с вы-
миранием) участников после 500-го хода: эгоистов и альтруистов с окнами
поддержки [0; 65%] и [0; 100%] при значениях k, равных 2,01, 2,1 и 200. Все
рассматриваемые функции численности при µ = −10 принимают значения на
небольшом отрезке [0,15; 0,16]. При µ < −13 и фиксированном k лучше всех
сохраняют численность эгоисты, затем альтруисты с окном [0; 100%] и, нако-
нец, альтруисты с окном [0; 65%], но при µ > −2 порядок обратный! В рамках
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Рис. 5. СП-распределения с k ∈ (2; 2,3] в сравнении с другими распределени-
ями. СПК за один шаг без вымирания: а — эгоисты, б — альтруисты с окном
[0; 65%]. Эгоисты и альтруисты с вымиранием: в — СПК за 1 шаг, г — доля
участников после 500 шагов. Начальное число участников n = 201; начальный
капитал участникаC0 = 40; стандартизация по квартилям; для распределения
Гаусса σ = 80.

этой закономерности различия в численности в одних случаях почти отсут-
ствуют, в других – весьма велики. То, что при заметных отрицательных µ
и симметризованных распределениях Парето эгоисты лучше сохраняют чис-
ленность, чем альтруисты с окном [0; 100%], уже отмечалось ранее (в связи
с рис. 3,б в [2]).

При µ < −6,6 численность эгоистов лучше сохраняется в случае распреде-
лений с тяжелыми хвостами; при µ > −6,6 — напротив, для распределений с
более легкими хвостами. Скорости разорения при распределениях с k = 2,01
и k = 2,1 отличаются незначительно, однако при k = 200 отличие от распре-
делений с тяжелыми хвостами значимо.
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На численность альтруистов тяжесть хвостов распределения влияет от-
рицательно и весьма существенно. Так, для альтруистов с окном поддерж-
ки [0; 65%] при k = 200 и µ = −50 после 500-го шага общество сохраняется
практически полностью, а при k = 2,1 остается лишь 7% участников. В слу-
чае µ > 20 такое общество также заметно лучше сохраняется при высоких k.
Лишь в интервале −20 < µ < 5 (особенно в слабо неблагоприятной среде, при
µ ∈ [−20; −3]) значение k почти не влияет на финальную относительную чис-
ленность, растущую с увеличением µ от 0,12 до 0,22. При µ ∈ [−20; −10] в сре-
де с k = 200 разорение даже чуть быстрее, чем в средах с k = 2,1 и k = 2,01.
Для альтруистов с окном поддержки [0; 100%] в целом наблюдаются те же
качественные закономерности, причем на луче µ < −10 численность сохра-
няется лучше, чем при окне [0; 65%], а на луче µ > 0 — хуже.

Таким образом, наличие больших выбросов заметно интенсифицирует про-
цесс разорения альтруистов, а при достаточно высоких µ (в данном случае
при µ > −6,6) также и эгоистов. При стандартизации распределений по сред-
нему и дисперсии, приводящей к сопоставлению очень непохожих распреде-
лений, этот эффект не проявляется и численность, напротив, лучше сохра-
няется при распределениях с тяжелыми хвостами (рис. 5,г в [2]).

Быстрее всего общество разоряется при умеренных отрицательных значе-
ниях µ; исключение составляют общества из эгоистов при распределениях со
сверхтяжелыми хвостами (k = 2,01, k = 2,1), еще интенсивнее разоряющиеся
в слабо благоприятной среде. Отклонение µ от указанных значений ослабляет
разорение: при уменьшении µ — из-за отказа от большей части разоряющих
предложений, при увеличении µ — за счет повышения благоприятности пред-
ложений.

Сравнение графиков на рис. 5,в и 5,г приводит к следующим выводам.
СПК всегда растет с тяжестью хвостов, но этот рост сопровождается (для
альтруистов, а при µ > −6,6 и для эгоистов) увеличением темпов разоре-
ния. Исключение составляют эгоисты при µ < −6,6: для них с увеличением
тяжести хвостов разорение замедляется одновременно с ростом СПК. Одна-
ко при увеличении µ от этих значений растет доля принятых предложений.
В результате заметной величины достигает частота больших разорительных
потерь, внедряемых в принятые предложения распределениями с тяжелы-
ми хвостами. Поэтому рост µ увеличивает сравнительную опасность таких
распределений в отношении разорения.

Рисунки 6,а и 6,б представляют (в более мелком масштабе, чем на рис. 5)
линии СПК эгоистов и альтруистов при отрицательных и положительных µ
в модели с вымиранием. В случае µ > 0 СПК также растет с убыванием k,
т.е. с увеличением тяжести хвостов.

В благоприятной среде (как и в умеренно неблагоприятной) самое высокое
СПК имеют альтруисты с окном поддержки [0; 100%], ниже СПК альтруис-
тов с окном [0; 65%], еще ниже СПК эгоистов, причем этот порядок, разу-
меется, не зависит от стандартизации распределений, поскольку не требует
сравнения распределений друг с другом.

Графики численности (рис. 6,в) на дополнительном материале (добавлено
СП-распределение с k = 3) подтверждают выводы, полученные при анализе
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Рис. 6. Показатели социальной динамики при СП-распределениях и выми-
рании; n = 201; начальный капитал C0 = 40; стандартизация по квартилям;
распределения из класса, включающего распределение Гаусса с σ = 80. а, б —
СПК, в — доля участников после 500 шагов.

рис. 5,г: при распределениях с тяжелыми хвостами общество сохраняется
хуже (исключение — общество из эгоистов при µ < −6), достигая при этом,
однако, более высокого среднего приращения капитала участников. Отметим
близость значений остаточной численности альтруистов и эгоистов в случаях
слабо неблагоприятной и благоприятной (µ > −12) среды при сравнительно
легких (k = 200) хвостах распределения, генерирующего предложения.

На рис. 6,а графики обществ из эгоистов при k = 2,1 и k = 2,3 почти не
отличаются. На представленном диапазоне изменения µ СПК альтруистов с
окном [0; 65%] и теми же k положительно и значительно выше, чем СПК эго-
истов. Последнее почти не отличается от нуля при µ < −15, а при бóльших
значениях µ положительно. В случае k = 20 разница между графиками СПК
альтруистов с окном [0; 65%] и эгоистов гораздо меньше: первые заметно от-
личаются (и опережают) лишь при −23 < µ < 5, а при µ < −23 СПК и тех,
и других близко к нулю. Альтруисты не опережают эгоистов значительнее, в
частности, из-за того, что при окне поддержки [0; 65%] они игнорируют при-
ращения капитала 35% участников. Общий простой вывод: тяжелые хвосты
распределения повышают СПК как эгоистов, так и альтруистов, но альтруис-
тов заметно сильнее. Перечень основных выводов будет приведен в разделе 6.

6. Логистическое распределение и распределение Стьюдента

В предыдущем разделе 5 представлен анализ динамики капиталов при ге-
нерации предложений посредством распределения Гаусса и симметризован-
ных распределений Парето. Эти два генератора контрастны по двум при-

знакам: классическое колоколообразное распределение с легкими (∼ e−x
2

)
хвостами и распределения с тяжелыми хвостами и острым пиком. Разумеет-
ся, класс симметричных унимодальных распределений на прямой включает
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Рис. 7. Логистическое распределение и распределение Стьюдента с 3 степеня-
ми свободы в сравнении с другими. СПК за один шаг в модели без вымирания:
а — эгоисты, б — альтруисты с окном [0; 65%]. Эгоисты и альтруисты в модели
с вымиранием: в, г — СПК за 1 шаг, д — доля участников после 500 шагов при
начальном капитале участника C0 = 40. Начальное число участников n = 201;
стандартизация по квартилям; для распределения Гаусса σ = 80.

большое разнообразие представителей с иными свойствами. Чтобы оценить
степень влияния типа распределения на динамику капитала, рассмотрим так-
же распределение Стьюдента с тремя степенями свободы (при двух степенях
свободы распределение не имеет дисперсии) и логистическое распределение.
Соответствующие показатели социальной динамики в сравнении с распреде-
лениями, рассмотренными ранее, показаны на рис. 7.

Для общества из эгоистов (рис. 7,а) все рассматриваемые распределения
при µ < 0 однозначно упорядочиваются по СПК: при распределении Гаусса
СПК самое низкое, далее следует логистическое, заметно обгоняет его рас-
пределение Стьюдента и, наконец, приводящие примерно к тем же значениям
СПК симметризованные распределения Парето с k = 500 и k = 20. Это упо-
рядочение совпадает с упорядочением по тяжести хвостов. Тем самым до-
бавленные распределения подтверждают закономерности, выявленные при
анализе рис. 5,а.
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В случае общества из альтруистов с окном поддержки [0; 65%] закономер-
ность несколько сложнее (рис. 7,б ). Линии СПК(µ) для логистического рас-
пределения и распределения Стьюдента могут быть получены из линии для
распределения Гаусса последовательными сдвигами влево и немного вниз с
небольшими дополнительными растяжениями. Тем самым при µ, меньших на
несколько единиц, достигаются несколько меньшие, чем для распределения
Гаусса, значения СПК. В результате увеличение тяжести хвостов приводит
к увеличению СПК лишь при положительных и сравнительно небольших по
модулю отрицательных µ, при дальнейшем же уменьшении µ выгоднее, что-
бы хвосты распределения были легче. СПК для распределения Стьюдента и
СП-распределений с k = 20 и k = 500, как и в обществе из эгоистов, довольно
близки, но в данном случае распределение Стьюдента с 3 степенями свободы
чуть больше похоже по СПК на СП-распределение с k = 20.

В модели с вымиранием (рис. 7,в) логистическое распределение имеет ту
же особенность, что и распределение Гаусса: линии СПК эгоистов и альтруис-
тов с окном поддержки [0; 65%] очень близки, но логистическое распределе-
ние позволяет получить несколько бóльшие значения СПК. Распределение
Стьюдента для альтруистов с окном поддержки [0; 65%] дает большой вы-
игрыш в сравнении с логистическим распределением, но для эгоистов этот
выигрыш меньше. Тем самым при распределении Стьюдента участникам за-
метно выгоднее (в смысле СПК) быть альтруистами с окном [0; 65%], чем
эгоистами, и эта специфика сближает указанное распределение с распределе-
ниями Парето. Наиболее близко оно к СП-распределению с k = 20: отличие их
кривых приращения капитала для обоих типов обществ незначительно. В ка-
честве тонкого эффекта можно отметить, что при заметных отрицательных
значениях µ эгоисты имеют более высокое СПК, когда предложения гене-
рируются распределением Стьюдента с 3 степенями свободы, но при µ > −5
более выгодным для них оказывается уже распределение Парето с k = 20.
Аналогично для альтруистов с окном [0; 65%] распределение Парето с k = 20
“догоняет” при µ = −1 распределение Стьюдента по СПК.

На рис. 7,г показаны линии СПК альтруистов с окнами поддержки [0; 65%]
и [0; 100%] для распределений Стьюдента, логистического и СП-распреде-
ления с k = 200. При каждом из них большее окно поддержки приводит к
бóльшим значениям СПК, причем разрыв увеличивается с ростом µ. Иными
словами, чем благоприятнее среда на рассматриваемом диапазоне µ, тем ме-
нее осмысленна (по критерию СПК) поддержка не всего общества, а лишь
65% беднейших. Если СП-распределение с k = 20 приводит примерно к та-
ким же результатам, как распределение Стьюдента с тремя степенями сво-
боды (рис. 7,в), то при СП-распределении с k = 200, имеющем более легкие
хвосты, СПК как эгоистов, так и альтруистов ниже.

Кривые остаточной численности общества представлены на рис. 7,д. Заме-
тим, что линии эгоистов для распределений Стьюдента и логистического при
µ < 0 весьма близки, а при µ > 0 более высокие значения дает логистическое
распределение. При этом для распределения Стьюдента при достаточно боль-
ших по модулю отрицательных µ эгоисты сохраняют численность лучше, чем
альтруисты, а при логистическом распределении численность эгоистов лежит
между численностями альтруистов с окнами [0; 65%] и [0; 100%]. Таким об-
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разом, и здесь распределение Стьюдента демонстрирует те же качественные
свойства, что и распределения Парето, а логистическое распределение лишь
несколько отклоняется от нормального (для которого численности эгоистов и
альтруистов с окном поддержки [0; 65%] близки, см. рис. 3,а в [2]) в сторону
распределений с тяжелыми хвостами.

Если по СПК в модели с вымиранием распределения Стьюдента и Па-
рето с k = 20 приводят к близким результатам (рис. 7,в), то по численно-
сти в достаточно неблагоприятной среде как эгоистам, так и альтруистам
заметно выгоднее распределение Парето, а в существенно благоприятной —
несколько выгоднее распределение Стьюдента. В нейтральной среде (а для
альтруистов — при −4 < µ < 10) остаточные численности для этих двух рас-
пределений практически совпадают. При µ < −4 почти одинаковую остаточ-
ную численность, как отмечалось выше, дают уже распределение Стьюдента
и логистическое распределение.

Для эгоистов при µ < −4 самое выгодное из сравниваемых в отношении
численности — СП-распределение, а при µ > −4 логистическое распределе-
ние. Для альтруистов при всех µ наиболее выгодно логистическое распреде-
ление, однако при −10 < µ < 5 распределения Стьюдента и Парето обеспечи-
вают практически такие же значения численности.

Общее лидерство по численности при µ < −4 принадлежит эгоистам при
распределении Парето, но для положительных значений µ они уже на послед-
нем месте, а на первом — альтруисты с окном поддержки [0; 65%] в среде с
логистическим распределением. При µ = 20 их догоняют как альтруисты с
окном [0; 100%], так и эгоисты – также при логистическом распределении.

7. Основные результаты

К основным (и наиболее простым) результатам исследования динамики
модели ViSE, полученным в данной статье, можно отнести следующие.

1. При стандартизации по квартилям тяжесть хвостов распределения повы-
шает СПК как эгоистов, так и альтруистов — как в случае с вымиранием,
так и в модели без него. При этом СПК альтруистов повышается суще-
ственно сильнее, но с одним исключением: при заметных отрицательных µ
увеличение тяжести хвостов может приводить не к увеличению СПК аль-
труистов с окном поддержки [0; 65%], а к сдвигу ямы ущерба влево и даже
к ее углублению.

2. В случае с вымиранием тяжесть хвостов распределения ускоряет разоре-
ние как эгоистов, так и альтруистов, но также с одним исключением: при
заметных отрицательных µ разорение эгоистов при распределениях с тя-
желыми хвостами, напротив, несколько замедляется. Таким образом, рост
одного критерия (СПК) при вариации параметров распределения часто
сопровождается уменьшением другого (численности).

3. Логистическое распределение в рамках модели ViSE дает результаты, уме-
ренно отличающиеся от результатов распределения Гаусса в сторону рас-
пределений с более тяжелыми хвостами.
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4. Распределение Стьюдента с тремя степенями свободы похоже по СПК на
СП-распределение с k = 20, особенно — для эгоистов и альтруистов с ок-
ном поддержки [0; 65%] в модели с вымиранием. В случае без вымирания
для эгоистов СПК при распределении Стьюдента примерно такое же, как
для распределений с более легкими хвостами (даже ниже, чем у СП-рас-
пределения с k = 500), а для альтруистов с окном [0; 65%] — напротив,
как у одного из СП-распределений с более тяжелыми хвостами, чем при
k = 20. Еще ярче последняя закономерность проявляется для графиков
остаточной численности. Для эгоистов кривая распределения Стьюдента
лежит между кривыми логистического и СП-распределения, почти слива-
ясь с первой при существенных отрицательных µ и со второй при µ > 0.
Для альтруистов с окнами поддержки [0; 65%] и [0; 100%] распределение
Стьюдента дает значения, характерные для распределений с более тяже-
лыми хвостами, чем СП-распределение с k = 20. Это отличие кривых мо-
жет быть связано с различием формы: острый пик у СП-распределений и
колоколообразная форма распределения Стьюдента.

Ряд других установленных закономерностей приведен в разделах 4 и 5.

8. Заключение

В статье изучена динамика однородных обществ в модели ViSE при гене-
рации предложений посредством распределений, различающихся тяжестью
хвостов: нормального, логистического, Стьюдента и симметризованных рас-
пределений Парето. В [2] было установлено, что тяжесть хвостов распределе-
ния случайных величин, генерирующих предложения, существенно влияет на
динамику капиталов и эффективность стратегий участников. Количествен-
ный учет влияния данного фактора требует введения классов распределе-
ний, различающихся по нему и близких по другим существенным парамет-
рам. В [2] такие классы строились посредством унификации математического
ожидания µ и дисперсии σ2, что приводило к рассмотрению распределений
с тяжелыми хвостами, для которых вероятность заметных (в масштабе σ)
отклонений от среднего слишком низка. Это делает стандартное отклонение
контринтуитивной мерой разброса в случае распределений со сверхтяжелыми
хвостами и исследований рассматриваемого типа.

В данной статье разброс оценивался с помощью квартилей, результатом
чего было включение в один класс распределений, плотности которых уме-
ренно различаются на интервале, где сосредоточена бóльшая часть вероятно-
сти. При данном подходе к унификации распределений установлено, что утя-
желение хвостов распределения (означающее переток вероятности от сред-
них выбросов к большии́м, а также, возможно, к наблюдениям, близким к
среднему) приводит к более высоким темпам разорения, но одновременно
позволяет участникам аккумулировать более высокий капитал посредством
реализации коллективных решений. Исключение — общества из альтруистов
в неблагоприятной среде, для которых увеличение тяжести хвостов распре-
деления может приводить к сдвигу “ямы ущерба” влево и вниз. Установлен и
ряд более тонких эффектов, характеризующих динамику капитала однород-
ных обществ с различными социальными установками участников в разных
стохастических средах.
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