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Приведены результаты исследований транспорта фононов тепловых частот в аморфных диэлектри-
ках (стеклах и стеклоподобных материалах). Показано, что формирование области плато на темпе-
ратурной зависимости теплопроводности при Т < 10 K может быть связано с возникновением “ще-
ли” в спектре фононных состояний. Проанализированы особенности транспортных характеристик
фононов в монокристаллах твердых растворов алюмо-редкоземельных гранатов (АРГ) в области ге-
лиевых температур при наличии низкоэнергетических возбуждений парамагнитной природы. По-
казано, что в условиях нестационарного процесса распространения теплового импульса при данной
температуре термостата возможно установление равновесия в системе неравновесные фононы-
двухуровневые системы (ДУС) в образце определенной длины. Найдено, что эффективность взаи-
модействия фононов с ДУС и их транспорт зависят от типа, магнитного момента редкоземельного
иона, энергии и спектральных особенностей в решетке АРГ.

DOI: 10.31857/S0033849422060183

ВВЕДЕНИЕ
Фононы тепловых частот определяют основ-

ные термодинамические характеристики твердо-
го тела. Температурные зависимости термодина-
мических характеристик твердых диэлектриков
являются сложными интегральными характери-
стиками, зависящими от большого числа незави-
симых параметров [1]. Данный факт затрудняет
конкретизацию механизмов рассеяния фононов
при анализе теплопроводности в области гелие-
вых температур, когда особенности распростра-
нения фононов требуют интерпретации в рамках
модели нелокальной фононной теплопроводно-
сти, когда поток энергии в данной точке опреде-
ляется распределением температуры во всем про-
странстве исследуемого образца [2]. В этом случае
важны трехфононные процессы, обусловленные
ангармонизмом кристаллической решетки, когда
по мере роста температуры (энергии) фононов на
фоне интенсивного упругого рассеяния на дефек-
тах структуры возрастает вероятность неупругих
фонон-фононных процессов, меняющих спек-
тральный состав фононного распределения. При
этом возможно формирование различных режи-

мов транспорта фононов от классической диффу-
зии до “горячего пятна” [3, 4], т.е. установление
температуры в области непосредственно за ин-
жектором фононов. Метод тепловых импульсов
(ТИ) [5] позволяет детально исследовать особен-
ности транспорта фононов в твердых диэлектри-
ках, которые ранее исследовались методом теп-
лопроводности. Закономерности, наблюдаемые в
экспериментах с ТИ в монокристаллах твердых рас-
творов алюмо-редкоземельных гранатов (АРГ) [4]
согласуются с теоретическими представлениями
[2]. Неравновесные фононы (НФ) теплового им-
пульса, инжектированные в решетку образца с
центрами упругого рассеяния при Не-температурах,
могут распространяться баллистически, диффу-
зионно, квазидиффузионно или в режиме нело-
кальной фононной теплопроводности в зависи-
мости от энергии, рассеиваемой в инжекторе.
При этом в отсутствие неупругих процессов, в ре-
жиме диффузии, форма регистрируемых сигналов
хорошо описывается решением нестационарного
уравнения теплопроводности, а время регистрации
максимума сигнала НФ однозначно зависит от ки-
нетических характеристик упругого рассеяния [6].
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Данный подход был применен к исследованию
нано- и микроструктурных особенностей поли-
кристаллических керамик в зависимости от тех-
нологических условий синтеза [7], неоднородно-
стей фазового состава ряда твердых растворов
[8, 9], структурных дефектов, размер которых со-
поставим с длиной волны фононов тепловых ча-
стот [10]. Полученные результаты приведены в
обзоре [11]. Однако в [11] не были рассмотрены
вопросы взаимодействия фононов тепловых ча-
стот со структурными дефектами в аморфных ди-
электриках (стекле) [12] и стеклоподобных матери-
алах, а также в монокристаллах и твердых растворах
на основе или с примесями ионов редкоземельных
металлов [13–15], определяющих низкотемператур-
ную теплоемкость в области Не-температур. Также
в [11] не рассматривались условия установления
равновесия в системе фононы–низкоэнергетиче-
ские возбуждения в модели двухуровневых си-
стем (ДУС).

Во всех случаях метод исследования транс-
портных характеристик фононов в конкретном
образце основан на анализе временных характе-

ристик распространения короткого теплового
импульса, регистрируемого болометром в режиме
диффузии, когда превышение температуры ин-
жектора фононов над температурой термостата
незначительно, а время наблюдения меньше, чем
характерное время “включения” неупругих фо-
нон-фононных процессов, обусловленных ангар-
монизмом решетки. При этом коэффициент
диффузии фононов D0(T) в исследуемом образце
в условиях эксперимента однозначно связан со
временем регистрации максимума сигнала tm0:

(1)
где D0(T) = v2τ0 ∝ Т–4.

Наличие в исследуемом диапазоне температур
низкоэнергетических возбуждений может давать
свой вклад в рассеяние фононов теплового им-
пульса. Длина lR и время τR пробега фононов в ре-
жиме диффузии относительно неупругого взаи-
модействия различной природы на фоне упругого
рассеяния рассмотрены в работе [3] и могут быть
оценены из выражения:

(2)
Это означает, что фонон частоты ω, пройдя рассто-
яние lR, может многократно упруго рассеяться,
прежде чем провзаимодействует с ДУС (константа
ангармонизма ДУС на несколько порядков величи-
ны меньше константы ангармонизма решетки [16]).

1. ОСОБЕННОСТИ ТРАНСПОРТА ФОНОНОВ 
В АМОРФИЗОВАННЫХ ДИЭЛЕКТРИКАХ

Известно, что низкотемпературные свойства
стекол универсальны [17, 18] и характеризуются
двумя основными аномалиями – избыточной по
сравнению с дебаевской низкотемпературной
теплоемкостью и наличием области “плато” на
температурной зависимости теплопроводности
κ(T) при T < 10 K. Чтобы объяснить аномальное по-
ведение теплофизических свойств аморфного со-
стояния в области низких температур, были разра-
ботаны различные феноменологические модели, в
рамках которых рассмотрен ряд низкоэнергетиче-
ских элементарных возбуждений, описываемых мо-
делью мягких потенциалов [19].

К сожалению, в теоретических работах не объ-
яснялись особенности зависимости κ(Т) в обла-
сти перехода от плато к дальнейшему росту (см.,
например, [18, 20] и [21, рис. 1]) и сам этот рост.
При этом во всех теоретических работах, посвя-
щенных проблеме, анализируется, как правило,
только характер κ(T), зависящей от многих пара-
метров, в частности от коэффициента диффузии
фононов D(T), хотя понятно, что в области гели-
евых температур аномалии в теплопроводности
стекла должны сопровождаться существенными
изменениями транспортных свойств фононов,

2
0 0( ) ,( )2mt T L D T=

( ) ( )( )1/2
0 .R Rl D≈ ω τ ω

Рис. 1. Зависимости от температуры коэффициентов
теплопроводности (1–3) для керамик и стекла, а так-
же диффузии (1 '–3 ') Dэф = L2/tm [28]: SiO2 (1, 1 '),
PMN (2, 2 '), PZTL (3, 3 ').
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что и наблюдалось экспериментально при анали-
зе характеристик транспорта слабонеравновес-
ных фононов [12].

Используя метод ТИ, в работе [22] в плавленом
кварце была обнаружена аномальная (близкая к
T–5) температурная зависимость коэффициента
диффузии фононов D(T) в области, предшеству-
ющей плато. Возможность более резкой, чем в
случае релеевского рассеяния, зависимости D(T)
в аморфных средах обсуждалась в теоретических
работах [23, 24]. С появлением новых материалов,
демонстрирующих стеклоподобные свойства –
твердые спирты [21, 25], клатраны [26, 27], сегнето-
электрики-релаксоры [28], – вопрос об описании
их транспортных свойств стал более актуальным.

Так, например, упомянутые выше сегнето-
электрики-релаксоры, в отличие от классических
сегнетоэлектриков с резким фазовым переходом,
демонстрируют ниже температуры перехода в ре-
лаксорное состояние свойства, являющие уни-
версальными для стеклоподобных систем [28], а
структура как монокристаллов, так и керамики
представляет собой неполярную матрицу со ста-
тистическим набором 3D-полярных наноразмер-
ных кластеров размером ≥10…20 нм [29].

На рис. 1 из [28] представлены зависимости
κ(Т) для стекла и релаксоров PZTL и PMN с ха-
рактерным участком плато при Т ≤ 10 K, там же
приведены эффективные коэффициенты диффу-
зии фононов тепловых частот D(T) ∝ T–5. Темпе-
ратурные интервалы зависимостей области плато
и коэффициента диффузии хорошо коррелируют
между собой.

В работе [12] была рассмотрена модель струк-
туры аморфного состояния, предполагающая,
что динамические свойства аморфизованного ма-
териала качественно соответствуют поведению
кристаллической решетки, включающей объем-
ные структурные дефекты – кластеры, размеры
которых иногда составляют десятки нанометров
[30]. Некоторым коллективным степеням свобо-
ды атомов такого кластера соответствуют много-
ямные потенциалы, переходы между минимума-
ми которых происходят путем туннелирования, а
функция распределения ДУС (∆ < 1 K) по энер-
гии ρ(∆) может быть определена из низкотемпе-
ратурного поведения теплопроводности [31].
Другим степеням свободы может соответствовать
достаточно большая эффективная масса (порядка
суммы масс всех атомов кластера) и их слабая
связь с матрицей, что может предполагать резо-
нансное рассеяние длинноволновых фононов на
подобных дефектах. Естественно, что функция
распределения этих резонансных частот никак не
связана с ρ(∆), и в качестве матрицы рассеяния
можно использовать усредненную матрицу рассе-
яния [32] в виде, полученном для рассеяния длин-
новолновых фононов на упругих сферических

оболочках радиусом R толщиной d с параметром
упругости K1, отличным от последнего в матрице
(K0) [33]:

где v – скорость звука в матрице, x = ωR/v – без-
размерная частота,  - резонансная
частота, Γ – ширина резонанса, σ – сечение рассея-
ния на сфере объемом V. Слагаемое  в числителе
обеспечивает “сшивку” резонансного рассеяния с
геометрическим (σ = 2πR2) при больших x.

Выражение для коэффициента диффузии фо-
нонов имеет вид [34]

где n – объемная доля дефектов,

Появление этого сомножителя в выражении для
коэффициента диффузии связано с перенорми-
ровкой закона дисперсии фононов в присутствии
центров рассеяния.

Зависимости коэффициента диффузии от резо-
нансной частоты представлены на рис. 2, из которо-
го следует, что в такой модели можно описать ши-
рокий спектр температурных зависимостей D(T)
вблизи x = xr. Естественно, что в стеклах и сегнето-
электриках-релаксорах резонансное рассеяние
фононов на кластерах может быть обусловлено
различными причинами. Если в стекле это струк-
турные неоднородности, например [35], то в ре-
лаксорах – 3D-полярные области (xr и n – подго-

( )
3

2 2 3
3 2 Γ ,
2 Γr

x xt
R x x i x

+ω =
− −

v

1 0rx K R K d=

3 Γx

( ) ( )( )
22, ,

Φ Im
D x R

n t
=

ω
v

( )( )2

2

ln  Re
Φ .

ln

x c t x

x

 ∂ + =
∂

Рис. 2. Коэффициент диффузии D(x), рассчитанный
при n = 0.5 для различных значений резонансной ча-
стоты: xr = 0.5 (1), 1.0 (2), 1.5 (3) [33].
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ночные параметры при описании коэффициен-
тов диффузии и теплопроводности). В качестве
примера на рис. 3 показаны плотность фононных
состояний и коэффициент диффузии D(ω) при
ωr = 0.05ωD (ωD – частота Дебая) и n = 0.12. Имен-
но эти значения параметров определяют положе-
ние плато в коэффициенте теплопроводности
SiO2 (рис. 4), рассчитанном по стандартной фор-
муле [31]

где , kB – постоянная Больцмана. В до-
полнение к механизмам рассеивания, рассмот-
ренным в работе [31] при вычислении теплопро-
водности, были учтены U-процессы.

При кроссовом расщеплении фононного
спектра, приводящем к образованию двух зон, в
U-процессах могут принимать участие коротко-
волновые фононы обеих зон. Для нижней зоны
это фононы с частотой, лежащей чуть ниже ее
верхней границы (ωr), а для верхней – фононы с
частотой порядка ωD. Интенсивность U-процессов
для фононов этих зон определяется, соответствен-
но, температурой Tr ∝ ωr и температурой Дебая.

Вклады от нижней (1) и верхней (2) зон в об-
щую теплопроводность изображены на рис. 4 со-
ответственно пунктирными линиями 1 и 2. Как
следует из рис. 4, в этой модели теплопровод-
ность при низких температурах (до плато) фор-
мируется фононами первой зоны, а ее рост выше
плато обусловлен “включением” фононов второй
зоны. В области пересечения зависимостей 1 и 2
возможно образование особенности – локально-
го минимума, что и наблюдалось неоднократно
на экспериментальных зависимостях κ(T) [20].

( ) ( ) ( ) ( ) ( )β βωκ = ω ω ω ω
2

2B ch ,
4 2
kT d g D

Bk Tβ = �

На рис. 4 также представлена экспериментальная
и расчетная зависимости коэффициента диффу-
зии от температуры. Необходимо отметить, что
при тех температурах, для которых измерялся ко-
эффициент диффузии (2…4 K), низкоэнергетиче-
ские (Δ < 1 K) ДУС не могут являться эффектив-
ными ловушками для тепловых фононов [32].

На рис. 5 в качестве примера реальности ис-
пользованной модели приведены температурные
зависимости низкотемпературной теплоемкости
монокристалла и стекла одного состава – пента-
фосфата гадолиния GdP5O14. Увеличение тепло-
емкости в стекле в области T ≈ 10 K по сравнению
с монокристаллом можно объяснить, помимо
присутствия низкоэнергетических возбуждений
иона Gd3+, наличием дополнительной локальной
моды ∆ ≈ 45…50 K, характерной для наноразмер-
ной структуры стекла.

Таким образом, предложенная модель позво-
ляет описать транспортные свойства стекол в ши-
роком интервале температур.

2. ОСОБЕННОСТИ ТРАНСПОРТА
ФОНОНОВ ТЕПЛОВЫХ

ЧАСТОТ В МОНОКРИСТАЛЛАХ
ТВЕРДЫХ РАСТВОРОВ АРГ

С НИЗКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИМИ ДУС
В ОБЛАСТИ ГЕЛИЕВЫХ ТЕМПЕРАТУР
Материалы на основе твердых растворов АРГ,

как монокристаллы, так и поликристаллические
керамики, широко используются в квантовой
электронике [36]. В данном случае твердые рас-
творы YAG:Re оказались идеальным модельным
материалом для исследований. Редкоземельные

Рис. 3. Качественное поведение фононной плотности
колебательных состояний (1) и коэффициента диф-
фузии (2), а также плотность фононных состояний в
модели Дебая (3).
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Рис. 4. Экспериментальные (точки) и расчетные
(кривые) зависимости коэффициентов диффузии и
теплопроводности от температуры; кривые 1 и 2 –
вклад от первой и второй зон соответственно.
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ионы (Re) изоморфно замещают ионы Y на доде-
каэдрических С-позициях кристаллической ре-
шетки YAG. Данные центры контролируемо рас-
сеивают фононы за счет большой разницы масс
ионов на позициях замещения [6]. При наличии
ДУС парамагнитной природы, обусловленных
присутствием редкоземельных ионов на позици-
ях замещения Y3+ ↔ Re3+, в случае tm0/τR  1 (см.
формулы (1), (2)) транспорт НФ будет преимуще-
ственно определяться взаимодействием НФ с
ДУС, в случае (tm0/τR  1) – преимущественно
упругим рассеянием. При tm0/τR ~ 1 в относитель-
но длинном образце в регистрируемом сигнале
можно наблюдать два максимума – особенность,
связанную с взаимодействием НФ с ДУС и упругое
рассеяние фононов дефектами структуры (рис. 6а).
Зарегистрированные болометром сигналы для раз-

@

!

ных температур в образце Y2.7Tb0.3Al5O12 (L = 1 cм)
обусловлены только упругим взаимодействием
tm0(Т) < 4 × 10–5 с (Т = 3 K). На вставке, на задних
фронтах регистрируемых сигналов, на зависимости
S(t) ∝ , характерной для режима классической
диффузии (1), появляется особенность, обуслов-
ленная взаимодействием НФ с ДУС на временах
≥10–3 с (штарковский уровень иона Tb3+ в YAG,
Δ = 5.76 K [1]).

В отличие от данных, приведенных на рис. 6а,
для образца твердого раствора Y2.5Tb0.5Al5O12 (рис. 6б)
при увеличении концентрации Tb3+ взаимодей-
ствие НФ с ДУС становится определяющим и ос-
новная часть энергии НФ сосредоточена в системе
ДУС. На основании выражения (2) по пропада-
нию сигнала, связанного с рассеянием на ДУС
при T = 3 K (см. рис. 6б, вставка) при последова-

1/2
0mt

−

Рис. 5. Зависимости C(T) для монокристалла (крести-
ки) и стекла (кружочки) GdP5O14 (на вставке – то же
в координатах C/T3(T)), кривые – аппроксимация
(сплошная кривая) как вкладов фононной теплоем-
кости TD = 400 K (1), локальной моды Δ = 55 K (2) и
энергии иона Gd3+ Δэф = 1.4 K (3) [14], возбуждений
иона Gd3+ Δэф = 1.4 K (3) [14].
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Рис. 6. Сигналы НФ: а – в образце Y2.7Tb0.3Al5O12
(L = 1 cм) при Т = 3.8 (1), 3.6 (2), 3.4 (3), 3 (4) и 2.7 K
(5) (на вставке – задние фронты в двойном логариф-
мическом масштабе из [8] при Т = 3.8 (1) и 3 K (2));
б – в образце Y2.5Tb0.5Al5O12 (L = 0.75 см) при Т = 3 .8 (1)
и 3.6 K (2) из работы [8] (на вставке L = 0.6 см при Т =
= 3.8 (1); 3.6 (2) и 3.0 K (3)).
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тельном уменьшении размера образца до 0.6 см,
выполнена оценка величины τR = 2.4 × 10–5 с.

Измеренная подобным образом зависимость
значений τR от концентрации твердого раствора для
YAG:Er при Т = 3 K [13], показала, что в образце
Y2.5Er0.5Al5O12 при Т = 3 K по сравнению с твердым
раствором Y2.5Тb0.5Al5O12 значение τR = 4 × 10–6 с
(меньше в шесть раз, τR ∝ Т–5). Это же справедливо
и в отношении состава Y1.5Ho1.5Al5O12 с близким
значением нижнего штарковского уровня Δ ≈ 5.70 K
[39]. Подобную активность ион Er3+ проявляет и в
других твердотельных матрицах: иттриевых мо-
ноалюминатах [9], катион-вакансионных грана-
тах, структурах флюорита [37].

Температурная зависимость теплоемкости C(T)
имеет аддитивный характер и помимо фононных
мод Сф может отражать наличие как низкоэнерге-
тических колебательных состояний различной
природы СДУС, так и отдельных колебательных мод,
обусловленных наноструктурными особенностя-
ми твердого тела [14, 38]. Очевидно, что характер

температурных зависимостей упомянутых харак-
теристик может сопровождаться изменением
транспортных характеристик фононов.

На рис. 7 и 8 приведены температурные зави-
симости С(Т) и нормированные на размер образ-
ца температурные зависимости tm(T)/L для ряда
концентраций твердых растворов монокристал-
лов YAG:Re (Re – Er, Gd, Ho, Dy,) и TmAG:Er.
Видно, что в низкотемпературной части диапазо-
на характер зависимостей С(Т) ∝ Т–2 отражает
вклад в суммарную теплоемкость низкоэнергети-
ческих возбуждений на фоне первых возбужден-
ных штарковских уровней ионов Er3+ [39], Dy3+,
Gd3+,Tm3+ [40] и Ho3+ [39]. Ионы Er3+, Dy3+, Gd3+

имеют крамерсову природу, что при отсутствии
внешнего магнитного поля может приводить к
снятию вырождения основного уровня иона за
счет локальных магнитных полей ближайших со-
седей. В исследуемом диапазоне температур зави-
симости tm(T) ∝ Т–2 (см. рис. 8) отражают характер

Рис. 7. Зависимости теплоемкости С(Т) для твердых
растворов следующих составов: Y1.5Ho1.5Al5O12 (1),
Er3Al5O12 (2), Y2Dy1Al5O12 (3), Y2Er1Al5O12 (4),
Tm1Er2Al5O12 (5), Tm2Er1Al5O12 (6), Tm3Al5O12 (7),
Y3Al5O12 (8); оценки фононного (дебаевского) вклада
в теплоемкость для Er1Y2Al5O12 (9) и Er3Al5O12 (10);
прямая 11 – зависимость C(T) ∝ T–2.
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Рис. 8. Зависимости tm от температуры, нормирован-
ные на длину образца L, в ряде Er- и Но-содержащих
монокристаллов твердых растворов алюмогранатов:
1 – Er3Al5O12 для L = 0.07, 0.14, 0.22 и 0.3 см; 2 –
Y2Er1Al5O12 для L = 0.12, 0.25 и 0.5 см; 3 –
Tm2Er1Al5O12 для L = 0.39 cм ; 4 – Tm1Er2Al5O12 для
L = 0.39 см; 5 – Y1.5Er1.5Al5O12 для L = 0.6 см ; 6 –
Y1.5Ho1.5Al5O12 для L = 0.3 см ; прямая линия – зави-
симость tm ∝ T–2.
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зависимостей С(Т) (см. рис. 7). Данный факт сви-
детельствует о том, что в области Не-температур
рассеяние НФ также определяется наличием низ-
коэнергетических возбуждений. При этом дан-
ные для образцов Y2Er1Al5O12 и Er3Al5O12 на рис. 8
нормированы по трем и четырем образцам раз-
личной длины соответственно.

Для некрамерсова иона Ho3+ в YAG наличие
низколежащего штарковского уровня с энергией
Δ ≈5.7 K было определено в [39]. Вклад его в сум-
марную теплоемкость в предположении, что вы-
шележащие уровни не вносят значительного
вклада в исследуемом диапазоне температур,
можно описать выражением

(3)

где R – газовая постоянная. При этом максимум,
наблюдаемый на зависимости С(Т) (см. рис. 7а), хо-
рошо согласуется со значением Tmax = 0.417Δ = 2.4 K.

Для крамерсовых ионов энергия ДУС зависит
от концентрации твердого раствора [39]. При рас-
пространении НФ в образцах твердых растворов
YAG:Re с различной концентрацией низкоэнер-
гетических возбуждений мерой эффективности
взаимодействия НФ с ДУС, обусловленной кон-
кретным редкоземельным ионом, помимо времени
регистрации максимума сигнала tm(Т), являются
длина lR и время τR свободного пробега относитель-
но взаимодействия НФ с ДУС. В условиях экспери-
мента (tm0/τR  1), tm(L)∝ L, а τR ∝ Т–5/n [13] (n –
концентрация редкоземельных ионов). Линейная
зависимость tm(L) ∝ L свидетельствует о наличии
неупругого процесса во взаимодействии НФ с
ДУС [16]. В работе [41] было получено выражение,
отражающее связь кинетических характеристик с
данными теплоемкости при условии СДУС Сф в об-
разцах того же состава:

(4)

Значение tm0 однозначно связано с темпом упру-
гого рассеяния, хорошо поддается расчету [6] и,
как показано на рис. 9, может быть определено
для любой концентрации примеси замещения.
Единственной оценочной величиной в выраже-
нии (4) является Сф(Т):

(5)

n = 20 – число атомов в формульной единице, TD –
температура Дебая.

Выражение (4) позволяет оценить условия
равновесия в системе НФ-ДУС при данной тем-
пературе в образце конкретной длины. На рис. 10а,
10б приведены температурные зависимости ле-
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вой и правой частей (пунктир) выражения (4) для
образцов разной длины в Y2Er1Al5O12 и Er3Al5O12.
На рис. 10а видно, что температурные зависимо-
сти для образца длиной L = 0.25 см практически
совпадают. Для более короткого образца, L = 0.12 см,
левая часть выражения (4) больше правой. Это
может означать, что на этой длине взаимодей-
ствие НФ с ДУС уже эффективно, т.е. lR < L, но
образец слишком короткий для установления рав-
новесия в системе НФ–ДУС. Похожий характер за-
висимостей наблюдается и на рис. 10б в Er3Al5O12
для образца чуть меньшей длины, L = 0.22 см. От-
личие в том, что равновесие в Er3Al5O12 возможно
и в более коротких образцах (L = 0.07…0.14 см)
при самых низких температурах в исследуемом
диапазоне как результат увеличения концентра-
ции Er и, соответственно, значений отношения
С/Cф.

Необходимым условием установления равно-
весия в системе НФ–ДУС в условиях исследуе-
мого нестационарного процесса является значе-
ние времени спин-решеточной релаксации, ко-

Рис. 9. Зависимость нормированного на L2 времени
упругого рассеяния НФ tm0 от концентрации при T =
= 3.4 K в твердых растворах YAG:Re (1) и зависимость
tm(x)/L2 в YAG:Er, когда рассеяние на ДУС становит-
ся преобладающим (2); также приведены значения
tm/L2 для образцов YAG:Tb и HoAG:Er (3).
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торое в условиях эксперимента должно быть по
крайней мере сопоставимо со временем наблюде-
ния (регистрации) теплового импульса.

На рис. 11 приведены температурные зависи-
мости времени спин-решеточной релаксации τср
в макроскопическом и микроструктурированном
образцах монокристалла Y3 – xErxAl5O12 (x = 0.6) на
основе данных работы [42]. При данной концен-
трации в макроскопическом образце при обмене
энергии с термостатом уже проявляется эффект

“узкого фононного горла”. Таким образом, при
более высокой концентрации Еr в составе твердо-
го раствора (≥20%) значение времени спин-реше-
точной релаксации τср оказывается сопоставимо с
приведенным в тех же координатах значениями
времени tm(T) для концентраций х = 1 и 3 в образ-
цах длиной L = 0.25 и 0.22 см соответственно, для
которых, согласно (4), выполняются условия рав-
новесия в системе НФ–ДУС. При этом время
спин-решеточной релаксации для упомянутых
выше концентраций твердого раствора в исследу-
емом диапазоне температур лежит в интервале
τср = (1…3) × 10–4 с [42], что на два порядка вели-
чины больше, чем измеренные значения времени
взаимодействия с ДУС при T = 3 K, т.е. τR =
= (0.7…3) × 10–6 с, это свидетельствует о возмож-
ности накопления энергии теплового импульса в
системе ДУС.

В случае, когда время спин-решеточной ре-
лаксации меньше времени взаимодействия НФ с
ДУС, как, например, для крамерсова иона Dy3+ в
образцах YAG:Dy [15], вклад в рассеяние фоно-
нов за счет взаимодействия с ДУС отсутствует и
рассеяние НФ в условиях эксперимента опреде-
ляется только упругим, обусловленном разницей

Рис. 10. Зависимости от температуры левой функций
(сплошные кривые) и правой функции (штрихпунк-
тир) выражения (4): a – для образца Y2Er1Al5O12 для
L = 0.12 (1), 0.25 (2), 0.5 см (3); б – для образца
Er3Al5O12 для L = 0.07 (1), 0.14 (2), 0.22 (3), 0.3 см (4).
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Рис. 11. Зависимости времени прихода максимума
сигнала tm от температуры в образцах Er3Al5O12 для
L = 0.22 (1), Y2ErAl5O12 для L = 0.25 см (2) и
Y2.4Er0.6Al5O12 для L = 0.68 см (3) и времени спин-ре-
шеточной релаксации τср в макроскопическом (4) и
микроструктурированном (5) образцах Y2.4Er0.6Al5O12.
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масс ионов на позициях замещения Y ↔ Dy. Если
для ионов Er3+, Tb3+ [43] и Gd3+ [44] при средней
температуре измерений транспортных характери-
стик фононов Т = 3 K время спин-решеточной
релаксации составляет ≥10–3 с, то для иона Dy3+

по данным [43, 45] оно составляет 10–9…10–7 с  τ0
и τR. Столь быстрая релаксация затрудняет воз-
можность накопления и дополнительной задерж-
ки НФ в исследуемом образце. Этот результат для
ионов Dy3+ в YAG нашел свое отражение среди
данных рис. 8, где результаты для всего ряда кон-
центраций YAG:Dy лежат на зависимости, харак-
теризующей упругое рассеяние НФ. Судя по ре-
зультатам, представленным на рис. 8, в условиях
эксперимента ионы Yb3+ и Gd+3 в структуре YAG
также проявляют только упругое рассеяние. Для
иона Yb3+ это связано с минимальным значением
магнитного момента среди ионов Y-ряда [46]. Для
крамерсова иона Gd+3 взаимодействие НФ с ДУС
отсутствует, что объясняется нулевой спин-орби-
тальной составляющей магнитного момента
иона, отвечающей за взаимодействие спинов с
фононами [47].

Рассмотрим теперь особенности взаимодей-
ствия фононов тепловых частот с низкоэнергетиче-
скими возбуждениями парамагнитной природы в
структуре твердых растворов алюмо-редкоземель-
ных гранатов в области гелиевых температур. Пока-
зано, что температурные зависимости теплоемко-
сти С(Т) и транспортные характеристики фононов
тепловых частот в твердых растворах редкоземель-
ных гранатов в области гелиевых температур в зна-
чительной мере определяются наличием низко-
энергетических возбуждений. При этом практиче-
ски для всех парамагнитных ионов Y-ряда – Gd+3;
Tb+3; Dy3+; Ho+3; Er3+(кроме Tm+3, Lu+3 и Yb3+)
значение низкотемпературной теплоемкости в
нулевом внешнем магнитном поле на 2…3 поряд-
ка величины превышают значение фононной (де-
баевской) теплоемкости, а эффективность взаи-
модействия НФ с низкоэнергетическими возбуж-
дениями в модели ДУС помимо концентрации
твердого раствора зависит от типа конкретного ред-
коземельного иона, времени спин-решеточной ре-
лаксации, величины механического момента.

Смоделирован процесс установления равнове-
сия при взаимодействии НФ с ДУС в условиях
нестационарного распространения теплового
импульса в образцах монокристаллов твердых
растворов ARG:Er3+, когда образец находится в
диапазоне температур термостата (жидкий гелий)
2.2 < Т < 4 K. Показано, что процесс зависит от
условий обмена энергией с термостатом, абсолют-
ных значений и распределения ДУС по энергии.
Ближайшими аналогами исследуемого процесса
могут являться физические процессы охлаждения
электронно-дырочной плазмы полупроводниках
в динамическом режиме после ее импульсного

!

разогрева [48], установление температуры в ди-
электрических стеклах [16]. В данном случае смо-
делирован процесс установления равновесия в
системе фононы–низкоэнергетические ДУС па-
рамагнитной природы в монокристаллах ряда
твердых растворов YAG:Re в области гелиевых
температур [49].
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Рассмотрена двумерная задача дифракции плоской волны светового диапазона, (300 нм < λ < 900 нм,
– длина волны) на линейном кластере, состоящем из шести одинаковых серебряных наноцилин-

дров. Строгими численными методами рассчитаны частотные характеристики поперечника рассе-
яния, диаграммы рассеяния и пространственное распределение поля плазмонов вблизи цилиндров.
Исследовано влияние угла падения, радиуса цилиндров и расстояния между цилиндрами на спек-
тры поперечника рассеяния, диаграмму рассеяния и структуру ближнего поля плазмонов. Показа-
но, что структура спектра нормированного поперечника рассеяния  – число его максимумов
(резонансов), эффект вырождения максимумов, а также характер связанных колебаний и резонан-
сов плазмонов существенно зависит от геометрических параметров кластера.

DOI: 10.31857/S003384942206002X

ВВЕДЕНИЕ
Как известно, в нанопроводах (цилиндрах) из

благородных металлов (например, из серебра или
золота) в оптическом диапазоне волн существуют
резонансы поверхностных волн (плазмон-поляри-
тонов) [1–3]. Поэтому такие нанопровода находят
применение в спектроскопии, а также используют-
ся в качестве сенсоров. Спектры рассеяния и погло-
щения на одиночных цилиндрах с прямоугольной
формой поперечного сечения рассчитаны в [4–6].
В работах [5–11] исследовано рассеяние на ци-
линдрах прямоугольного, круглого или эллиптиче-
ского сечения из золота, серебра и метаматериала.
Случаи линейных кластеров из двух или трех ци-
линдров из серебра рассматривался в [4–6, 12–14].

Цель данной работы состоит в строгом элек-
тродинамическом исследовании особенностей
резонансного рассеяния плоской волны светово-
го диапазона длин волн линейным кластером, об-
разованным шестью одинаковыми серебряными
цилиндрами.

1. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ.
МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассмотрим двумерную задачу дифракции
плоской электромагнитной волны на линейном
кластере (структуре), состоящем из шести одинако-
вых серебряных наноцилиндров. Считается, что

цилиндры расположены вдоль оси  декартовой си-
стемы координат ( ) на одинаковом расстоянии

 и имеют одинаковые радиусы 
( , …, 6) (рис. 1). Предполагается, что длина
электромагнитной волны  принадлежит светово-
му диапазону длин волн ( ).

Геометрия исследуемой задачи представлена на
рис. 1. Относительную диэлектрическую проницае-
мость серебра   в
световом диапазоне длин волн определяли путем
аппроксимации кубическими сплайнами экспе-
риментальных данных работы [15]. Отметим, что
использование результатов работы [15], так же
как и теории Друде [1], накладывает ограничение
на минимальный диаметр  серебряных цилин-
дров  нм, так как при  нм необходи-
мо учитывать явления пространственной диспер-
сии [1].

Таким образом, с точки зрения классической
электродинамики речь идет о решении задачи ди-
фракции плоской электромагнитной волны на
шести диэлектрических цилиндрах.

Исследуем случай ТМ-поляризации, когда в
электромагнитном поле присутствуют компонен-
ты   . При этом задача ди-
фракции сводится к нахождению скалярной

λ

Skσ

x
,x y

2h a d= + la a=
1,2l =
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Ag ' "iε = ε − ε Ag AgRe( ) Im( )i≡ ε − ε
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функции , а волновое поле пада-
ющей плоской волны задается выражением

(1)

где угол  определяет направление распростра-
нения волны. В работе используется гауссовская
система физических единиц, зависимость от вре-
мени выбрана в виде ,  –
волновое число вакуума,  – круговая частота,

– скорость света в вакууме.
Полное поле  в кусочно-однородной

среде удовлетворяет уравнению Гельмгольца

(2)

где диэлектрическая проницаемость  среды
определяется выражением

(3)

Уравнение (2) необходимо дополнить условием
непрерывности величин

(4)

на границах цилиндров, где  – нормаль к гра-
ницам цилиндров.

Полное поле вне цилиндров состоит из падаю-
щего  и рассеянного  полей

(5)
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где рассеянное поле  представляет собой сумму
полей , рассеянных каждым цилиндром

(6)

Отметим, что в цилиндрической системе коорди-
нат ( ) рассеянное  поле
должно удовлетворять в дальней зоне условию из-
лучения

(7)

где  – диаграмма рассеяния кластера. Полное
сечение рассеяния  выражается через решение
краевой задачи (1)–(5) по формуле

(8)

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численное решение краевой задачи проводи-
ли модифицированным методом дискретных ис-
точников [16–18]. Точность численного решения
оценивали невязкой граничных условий  в ли-
нейной норме на цилиндрах, и во всех расчетах
она была не хуже чем .

Рассмотрим сначала случай кластера, когда
радиусы цилиндров из реального серебра полага-
лись равными a = 25 нм. На рис. 2а–2в представ-
лены результаты расчетов спектра нормирован-
ного поперечника рассеяния  для трех углов
падения плоской волны ϕ = 0, π/4 и π/2. Расстоя-
ния между цилиндрами на всех рисунках κа =
= 0.05а, 0.1а, 0.2а, 0.5а, 1а и 2а.

sU
s
lU

6

1
.s s

l
l

U U
=

= 

cos , sinx r y r= ϕ = ϕ sU

2( ) exp( 4), ,sU ikr i kr
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π
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π

σ = Φ ϕ ϕ
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Δ

310−Δ =
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Рис. 1. Геометрия задачи: 1…6 – номера цилиндров.
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Из рис. 2 видно, что кривые спектра нормиро-
ванного поперечника рассеяния  содержат
максимумы (резонансы), число и положение кото-
рых зависят от угла падения плоской волны и рас-
стояния между цилиндрами. Так, при угле падения
плоской волны  и κа = 0.05а первый макси-
мум поперечника рассеяния  располагается при

Skσ

0 0ϕ =
Skσ

 (см. рис. 2а), при  – 
(см. рис. 2б), а при  –  (см.
рис. 2в). Увеличение κa приводит к смешению
резонансных максимумов в сторону меньших
длин волн и уменьшению их числа (при κа = 2а
остается только один максимум ). Отметим,
что характер поведения процесса уменьшения
числа максимумов свидетельствует о наличии
процесса вырождения резонансов плазмонов.

На рис. 3 приведены результаты расчетов спек-
тра нормированного поперечника рассеяния 
для кластера с параметрами κa = 0.2a при угле па-
дения плоской волны  и четырех значе-
ниях радиуса цилиндров:

a = 25, 50, 75 и 100 нм. Из представленных ре-
зультатов следует, что каждая кривая имеет “глав-
ный” максимум, значения которого увеличива-
ются и смещаются в сторону больших длин волн
при увеличении радиуса цилиндров.

Выше была рассмотрена интегральная характе-
ристика рассеянного поля, теперь обсудим структу-
ру ближнего поля кластера при его различных пара-
метрах.

На рис. 4а–4в изображены пространственные
распределения линий равных амплитуд компо-
ненты магнитного поля  в линейном кластере
из шести одинаковых серебряных наноцилин-
дров при радиусе цилиндра а = 25 нм, угле паде-
ния плоской волны ϕ0 = 0, расстоянии между ци-
линдрами κа = 0.1а и трех разных длинах волн:
двух резонансных λ = 390.2 и 356.64 нм и одной
нерезонансной λ = 600.2 нм. Отметим, что при та-
ком угле падения падающая волна “освещает”
первый цилиндр и “бежит” вдоль линейного кла-
стера, взаимодействуя поочередно с каждым ци-

410 нмλ ≈ 0 4ϕ = π 450 нмλ ≈
0 2ϕ = π 500 нмλ ≈

Skσ

Skσ

0 4ϕ = π

zH

Рис. 2. Спектр поперечника рассеяния для линейного
кластера из шести одинаковых серебряных наноцилин-
дров при трех углах падения плоской волны ϕ0 = 0 (а),
π/4 (б), π/2 (в) и различных расстояниях между ци-
линдрами: κa = 0.05a (1), 0.1a (2), 0.2a (3), 0.5a (4),
1a (5), 2a (6), и радиусе цилиндров а = 25 нм.
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Рис. 3. Спектр поперечника рассеяния для линейного
кластера из шести одинаковых серебряных наноци-
линдров при угле падения плоской волны π/4 , κ = 0.2
и радиусах цилиндров а = 25 (1), 50 (2), 75 (3), 100 нм (4).
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линдром. Из представленных результатов следует,
что структуры ближнего поля кластера в резо-
нансном и нерезонансном случаях существенно
различаются друг от друга. Так, в резонансных
случаях (см. рис. 4а, 4б) наблюдаются связанные
резонансы, возникающие только между частями
двух соседних цилиндров, лежащих друг против
друга. В нерезонансном случае (см. рис. 4в) на-
блюдаем взаимодействие плазмонов как между
соседними цилиндрами, так и цилиндрами 1–6,
2–6, 2–5, 3–5.

На рис. 5а–5в изображены пространственное
распределение линий равных амплитуд компо-
ненты магнитного поля  в том же самом линей-
ном кластере но при угле падения плоской волны
ϕ0 = π/4 и двух резонансных длинах волн λ = 354.9

zH

и 418.4 нм и нерезонансной λ = 600 нм. При таком
падении плоской волны “освещается” вся ниж-
няя часть всех цилиндров кластера. Из рис. 5 вид-
но, что в этом случае изолированные связанные
резонансы между двумя соседними цилиндрами
уже не имеют место и заменяются на связанные
резонансы, объединяющие несколько цилин-
дров. В нерезонансном случае (см. рис. 5в) струк-
тура ближнего поля напоминает рассмотренный
выше нерезонансный случай падения плоской
волны ϕ0 = 0.

Пространственное распределение линий рав-
ных амплитуд компоненты магнитного поля  в
том же самом линейном кластере, но при нор-
мальном угле падения плоской волны ϕ0 = π/2 и
длинах волн λ = 350 и 410 нм представлены соот-

zH

Рис. 4. Пространственное распределение линий равных амплитуд компоненты магнитного поля  в линейном кла-
стере из шести одинаковых серебряных наноцилиндров при радиусе цилиндра а = 25 нм, угле падения плоской волны
ϕ0 = 0, параметре κ = 0.1 и двух резонансных длинах волн λ = 390.2 (а), 356.64 нм (б) и нерезонансной длине волны
λ = 600 нм (в).
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ветственно на рис. 5а, 5б, а для кластера с рассто-
янием между цилиндрами κа = 1а на резонансной
длине волны λ = 360 нм – на рис. 5в. Отметим, что
при длине волны λ = 350 нм наблюдается мини-
мум нормированного поперечника рассеяния

, а при длине волны λ = 410 нм – его максимум
(см. рис. 2в, кривая 3). Как видно из рис. 5а, при
таком падении плоской волны наиболее сильно
связанные резонансы проявляются в первых двух
и последних двух (крайних) цилиндрах. Структу-
ра ближнего поля в резонансном случае для рас-
стояний между цилиндрами κа = 0.2а и 1.0а суще-
ственно различается. Так, при κа = 0.2а связан-

Skσ

ные резонансы возбуждаются только в средней
части кластера (цилиндры 2–5, см. рис. 1) и не
возбуждаются в крайних цилиндрах (1 и 6). В слу-
чае κа = 1а связанные резонансы возбуждаются
во всех цилиндрах, но наиболее сильно – в пер-
вых двух и последних двух цилиндрах. 

Наконец обсудим результаты расчетов диаграмм
рассеяния. На рис. 7а представлены диаграммы рас-
сеяния для случая кластера с параметрами а = 25 нм,
угле падения плоской волны ϕ0 = 0, κа = 0.1а и двух
резонансных длинах волн λ = 390.2 и 356.64 нм и
нерезонансной длине волны λ = 600.2 нм.

Рис. 5. Пространственное распределение линий равных амплитуд компоненты магнитного поля  в линейном кла-
стере из шести одинаковых серебряных наноцилиндров при радиусе цилиндра а = 25 нм, угле падения плоской волны
ϕ0 = π/4, параметре κ = 0.1, двух резонансных длинах волн λ = 354.9 (а), 418.4 нм (б) и нерезонансной λ = 600.2 нм (в).

(а)

(б)

(в)

zH
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Из представленных результатов видно, что
диаграмма рассеяния имеет только два лепестка
как в резонансных, так и в нерезонансном случае.
При этом направления максимумов диаграммы
рассеяния соответствуют углам ϕ = 0, π. Отсут-
ствие большего числа лепестков связано с отме-
ченным выше эффектом вырождения ближнего
поля кластера. На рис.7б представлены расчеты
диаграмм рассеяния для случая такого же класте-
ра, но при угле падения плоской волны ϕ0 = π/4,
двух резонансных длинах волн λ = 354.9, 418.4 нм
и одной нерезонансной длине волны λ = 600 нм.
Здесь диаграммы рассеяния для резонансных и
нерезонансного случаев отличаются числом ле-
пестков. Следует отметить, что направления макси-
мумов диаграмм рассеяния в резонансных случаях
отличаются друг от друга. Расчеты диаграммы рас-
сеяния при нормальном угле падения плоской
волны ϕ0 = π/2 и длинах волн λ = 350, 410 и 700 нм

представлены на рис. 7в. В этом случае диаграммы
рассеяния имеют только два лепестка и максимумы
излучения в направлениях углов ϕ = ±π/2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из представленных выше результатов следует,
что в световом диапазоне длин волн дифракция
ТМ-поляризованной плоской волны на линей-
ном кластере, состоящем из шести серебряных
круговых наноцилиндров одинакового диаметра,
сопровождается образованием плазмонов, их вы-
рождением и наличием связанных резонансов.
Показано, что на эти процессы, а также на спек-
тры поперечника рассеяния и диаграммы рассея-
ния оказывают существенное влияние угол паде-
ния плоской волны, величина радиуса цилиндров
и расстояния между цилиндрами.

Рис. 6. Пространственное распределение линий равных амплитуд компоненты магнитного поля  в линейном кла-
стере из шести одинаковых серебряных наноцилиндров при радиусе цилиндра а = 25 нм, угле падения плоской волны
ϕ0 = π/2, параметре κ = 0.2 и длинах волн λ = 350 нм (а), λ = 410 нм (б) и параметре κ = 1 и λ = 360 нм (в).
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Рис. 7. Диаграмма рассеяния кластера из шести одинаковых серебряных наноцилиндров при радиусе цилиндра а = 25 нм,
κ = 0.1; а) ϕ0 = 0, λ = 390.2 (1), 356.64 (2) и 600 нм (3); б) ϕ0 = π/4, λ = 354.9 (1), 418.4 (2) и 600.2 нм (3); в) ϕ0 = π/2, λ = 350 (1),
410 (2), 700 нм (3).
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В исследовании природных ресурсов Земли
важную роль играют дистанционные методы из-
мерения физических характеристик, основное
преимущество которых по сравнению с контактны-
ми измерениями заключается в высокой скорости
регистрации данных. Наряду с оптическими в по-
следнее время все более широкое применение на-
ходят радиометрические методы исследования,
которые позволяют получать не только поверх-
ностные характеристики Земного покрова, но
также и глубинные характеристики покрова [1, 2].
Такие характеристики позволяют, например, сле-
дить за влажностью почвы сельскохозяйственных
полей, обнаруживать очаги пожаров, возникаю-
щие в торфяных образованиях, и решить ряд дру-
гих народно-хозяйственных задач.

В измерениях, производимых с помощью ра-
диометров различных диапазонов, устанавливае-
мых на борту самолета или искусственного спут-
ника Земли, широко используется соотношение,
связывающее радиояркостную температуру Tяi на
рабочей частоте νi с термодинамическими и элек-
трофизическими характеристиками среды [3, 6]:

(1)

где h – глубина проникновения электромагнит-
ной волны в поглощающую среду; γi(h) – коэффи-
циент поглощения энергии радиосигнала (γi(h) > 0);
aei – излучательная способность среды; T(h) –
термодинамическая температура среды.

Соотношение (1) позволяет по T(h) и γi(h) нахо-
дить значение Tяi (прямая задача) и по Tяi находить
T(h) и γi(h) (обратная задача). Поиск аналитических
соотношений, связывающих радиояркостную тем-
пературу среды с ее термодинамическими и элек-
трофизическими характеристиками, является акту-
альным как для решения прямой, так и обратной
радиометрических задач.

Приводимые ниже соотношения являются от-
носительно простыми формулами, включающи-
ми в себя значения T(h) и γi(h) и их производных
в точке h = 0. Опыт работы, проведенной автором
по вычислению радиояркостных температур чи-
стой атмосферы и паров воды в диапазоне волн
0.7…2.0 мм, показал эффективность вычислений
на основе таких соотношений. Так, применение
этих соотношений позволило сократить объем
вычислений по сравнению с прямым просчетом в
среднем в пять раз. Приведем фрагмент алгорит-
ма, соответствующий вычислению радиояркост-
ной температуры по предлагаемому методу:

for i: =1 step 1 until BB do begin x:=0;
for i1:=j step 1 until HH do begin
h:=(W[i1+1,1] – W[i1,1])/5; dT:=(W[i1+1,4] –

W[i1,4]/5;

я
0 0

0

( ) ( )exp ( ') '

( ) ( ) ,

h

i i i

i i

T ae T h h h dh dh

ae T h dF h

∞

∞
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d3:=(i,i1+1) – G(I, i1))/5; GH:=G(i, i1) – d3/2;
TH:=W[i1, 4] – dT/2;

for j1:=1 step 1 until 5 do begin

GH:=GH+d3; TH:=TH+dT;

x:=x+TH·(1 – exp(-GH·H))·exp(–x1);

x1:=x1+GH·H end end; G3[i]:=x end; вывод (G3).

Здесь i – номер частоты, i1 – номер высоты, j –
текущая высота наблюдения, G3 – значение ра-
диояркостной температуры, W[i1, 1] – заданная
моделью атмосферы высота, W[i1, 4] – заданная
моделью атмосферы температура.

Перейдем к обобщению этого алгоритма. От-
метим, что

(2)

(3)

Для удобства дальнейшего рассмотрения введем
следующие обозначения:

(4)

Представление яркостной температуры дает сле-
дующая лемма.

Лемма 1. Пусть функции T(h) и γi(h) таковы, что

(5)

тогда

(6)

где Pk,i(0) – значение Pk,i(h) при h = 0.
Доказательство. Интегрируя (1) по частям и

учитывая (3) получим

(7)

где T0 = T(0) – температура поверхности.
Таким образом, имеем

Разделив и умножив подынтегральное выраже-
ние (7) на γi(h) и интегрируя полученное выраже-
ние, получим

(8)

Таким образом, имеем

Разделив и умножив подынтегральное выраже-
ние (8) на γi(h) и интегрируя полученное выраже-
ние, получим

где

Покажем, что при любом N справедливо

(9)

Для N = 1, 2, 3 справедливость (9) доказана. Пусть
утверждение справедливо для N = l, докажем его
для N = l + 1. Имеем

(10)

Учитывая, что , получим

(11)

и, интегрируя (11) по частям, получим

(12)

Подставляя (12) в разложение (10), получим тре-
буемый результат.

0
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Лемма 2. Пусть  тогда со-
отношение (5) выполняется по крайней мере для
следующих функций:

(13)

(14)

(15)

Доказательство. Пусть справедливо (13), то-
гда, используя (4), получим

Пусть справедливо (14). Поскольку

то

В предпоследнем равенстве использовалось Fi(h) =
= γi(h)Fi(h). Пусть выполняется (15), тогда

Рассмотрим теперь несколько примеров вы-
числения радиояркостной температуры для раз-
личных видов γi(h). В случае однородной среды,
т.е. когда γi(h) ≡ γi(0) = γi > 0, используя соотноше-
ние (4) и лемму 1, получим

(16)
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Лемма 3. Пусть ϕN,i(h) ≡ , тогда

(17)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h), BN,i =
= δN,i /N!, Bti – некоторые константы при t = 0,
1,…, N – 1.

Пусть

тогда

где Ci – некоторая константа, и по лемме 3 получим

(18)

Рассмотрим случай, когда , при этом

где Ci – некоторая константа. Находясь в условии
леммы 3, получим

(19)

И, наконец, если

то

(20)

Находясь в условии леммы 3, получим

(21)

где Ci – некоторая константа.
Представление термодинамической темпера-

туры дает следующая лемма.
Лемма 4. Пусть , тогда

(22)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h),
ΦN + 1,i(h) – первообразная функция для
[γi(h)ΦN,i(h)], …., Φ0,i(h) = ϕN,i(h), Bk,i – некоторая
константа.
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Доказательство. Из соотношений (4) следует,
что

(23)
Интегрируя (23), находим

(24)

Подставляя (24) в (4), получим дифференциаль-
ное уравнение

решение которого имеет вид

Повторяя эту процедуру (N – 1) раз, получим раз-
ложение (22).

Лемма 5. Если ϕN,i(h) ≡ 1, то

(25)

где Λi(h) – первообразная функция для γi(h), BNi =
= δN,i/N!, Bti – некоторые константы при t = 0, 1,…,
N – 1.

Доказательство. В силу сделанных предполо-
жений

и значит, по лемме 4 имеем

(26)

При k =1 разложение (25) очевидно, при k = 2
имеем

Предполагая, что (25) справедливо для k = l, дока-
жем его для k = l + 1. Имеем

Таким образом, справедливость (25) доказана.
Теперь справедливость леммы 3 не вызывает

сомнений. Действительно, если в выражение (6)
подставить Pk,i(h), вычисленное по формуле (25)
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при h = 0, то полученное выражение даст нам
формулу (17).

Рассмотрим более подробно случай, когда
ϕN,i(h) ≡ 1. В этом случае термодинамическая темпе-
ратура запишется в виде (26). Пусть ,
тогда

Будем искать T(h) в виде . При-
равнивая коэффициенты при одинаковых степе-
нях, получим при N = 1:

(27)

Как следует из (27), произвольным образом можно
задавать только T0. Приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях при N = 2, получим

(28)

Как это следует из формул (28), коэффициенты T0
и T1 можно задавать произвольно. Таким обра-
зом, увеличивая N, мы можем варьировать коэф-
фициенты Ti при больших значениях индекса i.

Если

то по лемме 4 имеем

где  – некоторые константы
при k = 0, 1, …, N – 1.

В случае  термодинамическая
температура будет равна
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то

где Qnk(h) – многочлен степени (n × k).
Для многих практических ситуаций достаточ-

ная степень точности расчета обеспечивается при
N = 3 или когда

(29)

Из этого соотношения, в частности, следует, что
в коротковолновой части спектра коэффициент
поглощения реальных сред достаточно большой
и значение радиояркостной температуры опреде-
ляется в основном температурой на поверхности.
С увеличением длины волны уменьшается погло-
щение среды и становится существенным вклад
второго и третьего члена в разложении (29). При
этом для частоты ν1, для которой , проис-
ходит смена знака второго члена. Это обстоятель-
ство свидетельствует о взаимности появления ло-
кального экстремума в спектре радиояркостной
температуры, что, в частности, подтверждается
рядом натурных экспериментов, выполненных с
торфяными образованиями с борта самолета
[4, 5].

Для иллюстрации возможности использования
полученных выше соотношений при решении об-
ратных задач будем считать, что функции γi(h) зада-
ны и требуется определить термодинамический
профиль по известным значениям .

При сделанных предположениях в соответ-
ствии с (6) образуется система линейных уравне-
ний вида

(30)

где Aik определяется соотношениями (4) через значе-

ния . Если при каждом i мож-
но пренебречь членом aeiδN,i, то указанная система
решается относительно T(0), T'(0),…, T(N – 1)(0)
обычными методами. Если при некоторых i членом
aeiδN,i пренебречь нельзя, то система решается отно-

сительно  
после присоединения к системе (30) необходимо-
го числа уравнений с пренебрежимым членом
aeiδN,i.

Рассмотрим случай однородной среды
. В этом случае система (30) за-

пишется в виде

(31)

Предположим, что членами aeiδN,i можно прене-
бречь. Пусть i = 1, 2, …, N и WN – определитель си-
стемы (31) относительно T(0), T'(0),…, T(N – 1)(0),
тогда

Нетрудно заметить, что

где DN – определитель Вандермонда, и, значит,

Таким образом, если γp ≠ γk ни при каких p > k, то
WN ≠ 0 и система уравнений (31) имеет един-
ственное решение при любой левой части. Зна-
чит, частоты следует выбирать из диапазона, на
котором функция γ1 = γ(ν1) монотонна.
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Получено приближенное асимптотическое представление электромагнитного поля в приповерх-
ностном слое квазипериодической выпуклой фазированной антенной решетки (ФАР) в виде ли-
нейной суперпозиции пространственных гармоник, обобщающее разложение Флоке для плоских
ФАР. Пространственные гармоники имеют вид уходящих и стоячих волн двух поляризаций, зави-
симость которых от координаты, направленной по нормали к поверхности, описывается функция-
ми Эйри. Коэффициенты разложения связаны интегральным преобразованием с электрическими
и магнитными токами излучателей. Полученные выражения применены для анализа выпуклой ква-
зипериодической ФАР с учетом взаимного влияния многовибраторных элементов с помощью ме-
тода моментов, примененного в единичной ячейке ФАР. Численные результаты получены для виб-
раторных осесимметричных сферических ФАР с числом элементов N = 6106…7310.

DOI: 10.31857/S0033849422050060

ВВЕДЕНИЕ
Выпуклые фазированные антенные решетки

(ФАР) могут применяться для широкоугольного
(полусферического и более) электрического ска-
нирования или совмещения поверхности ФАР с
выпуклой поверхностью летательного аппарата
(конформные ФАР) [1–3].

Для корректной оценки характеристик выпук-
лых ФАР необходимо учитывать взаимное влия-
ние ее излучающих элементов. При больших по
сравнению с длиной волны размерах поверхности
ФАР для расчета взаимного влияния элементов
используются асимптотические (коротковолно-
вые) методы. Один из них основан на так называ-
емом поэлементном подходе [4], при котором на
основе геометрической теории дифракции (ГТД)
вычисляется матрица взаимных проводимостей
(в случае вибраторов − матрица импедансов) эле-
ментов, являющаяся матрицей коэффициентов
системы линейных уравнений, решение которой
позволяет найти амплитуды напряжений (токов)
в излучателях при заданном распределении пада-
ющих волн в питающих фидерах излучателей
[5, 6]. Недостатком поэлементного подхода при
большом числе излучающих элементов ФАР яв-
ляется необходимость вычисления и обращения
матрицы взаимных проводимостей (импедансов)

большого размера, что представляет определен-
ные вычислительные трудности.

Альтернативный асимптотический метод пер-
воначально развит для периодических цилиндри-
ческих ФАР с произвольной выпуклой направля-
ющей [1, 5, 7] и в дальнейшем распространен на
квазипериодические выпуклые антенные решет-
ки, характеризующиеся плавно меняющимися
размерами единичной ячейки антенной решетки,
для случая апертурных излучателей [8, 9]. Для
представления электромагнитного ФАР в данном
методе используются периодические граничные
условия на боковой поверхности единичной
ячейки решетки. Аналогично методу разложения
Флоке для бесконечной плоской ФАР, разложе-
ние электромагнитного поля вблизи выпуклой
поверхности антенны представляется в виде ряда
пространственных гармоник, выражающихся, в
отличие от случая плоской ФАР, через функции
Эйри.

Для периодических выпуклых цилиндриче-
ских ФАР, как и для плоской ФАР, определение
амплитуд напряжений или токов в излучателях
сводится к решению системы линейных алгебра-
ических уравнений, получающихся в результате
применения численного метода для определения
электромагнитного поля в одной ячейке решетки

УДК 621.396.677
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[1, 7, 8]. Порядок этой системы уравнений не зави-
сит от числа элементов ФАР, а только от сложности
описания поля одного элемента. Первоначально
для квазипериодических ФАР система линейных
уравнений заменялась системой интегральных
уравнений той же размерности вдоль некоторой
кривой на поверхности антенны [8, 9]. В дальней-
шем для сферической решетки щелевых излучате-
лей было показано, что решение на основе системы
интегральных уравнений может быть с хорошей
точностью заменено решением на основе системы
линейных алгебраических уравнений [10]. Это поз-
воляет существенно упростить решение задачи и
применить данный метод для других типов излу-
чающих элементов.

Цель данной работы – представить общие
асимптотические выражения электромагнитного
поля в приповерхностном слое выпуклой квази-
периодической ФАР с учетом выявленной воз-
можности упрощений и применить их для анали-
за взаимного влияния многовибраторных излуча-
телей в составе осесимметричной выпуклой ФАР.

1. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ ФАР

1.1. Спектральное разложение возбуждения ФАР

Произвольное возбуждение ФАР системой па-
дающих волн в фидерах излучателей запишем в
виде N-элементного вектора-столбца комплекс-
ных амплитуд этих волн a (N – число элементов
ФАР). Это возбуждение можно представить в ви-
де спектра парциальных возбуждений с единич-
ной амплитудой и линейной фазой [7, 8], исполь-
зуя тождество

(1)

где

(2)

– спектр возбуждения a, + – знак эрмитова со-

пряжения, ,

(3)

– вектор-столбец амплитуд падающих волн пар-
циального возбуждения, m1, m2 – номера излуча-
ющего элемента.

Электромагнитное поле ФАР или любая ли-
нейно связанная с ним величина при произволь-
ном возбуждении a в силу принципа линейной
суперпозиции может быть представлена в анало-
гичном (1) виде. Например, электрическое поле
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 выражается через электрическое поле при
парциальном возбуждении :

(4)

Таким образом, характеристики ФАР, линейно
связанные с возбуждением, можно сначала найти
при парциальном возбуждении (3), а затем опре-
делить их с помощью (4) при любом другом воз-
буждении a с использованием его спектра (2).

1.2. Электромагнитное поле 
вблизи поверхности ФАР

Введем на гладкой выпуклой поверхности ан-
тенны систему поверхностных координат ς, h, в
которых излучатели расположены с постоянны-
ми шагами dς и dh соответственно (рис. 1). При
этом расстояния между элементами

в общем случае зависят от координат точки на по-
верхности ς, h. Условием применимости предла-
гаемого метода является квазипериодичность вы-
пуклой ФАР, означающая, что изменение разме-
ров ее единичной ячейки должно быть не более
среднего размера ячейки на размере поверхности
порядка характерного радиуса кривизны ρ. Это
можно выразить в виде условий медленности из-
менения компонент метрического тензора (коэф-
фициентов первой квадратичной формы) поверх-
ности , , 

(5)

где grad – функция градиента на поверхности, g –
определитель метрического тензора. Излучатели
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Рис. 1. Система координат на поверхности выпуклой
ФАР, точки обозначают положение центров нор-
мальных проекций элементов на проводящую по-
верхность ФАР.
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ФАР должны быть идентичны и расположены
одинаковым образом в единичной ячейке.

Электрическое и магнитное поля в свобод-
ном пространстве вблизи проводящей поверх-

ности при парциальном возбуждении (3) в
этом случае могут быть представлены в виде
двойного ряда пространственных гармоник
[8, 9]

(6а)

(6б)

где  – длина отрезка нормали от поверхности до
точки наблюдения вблизи поверхности,
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Амплитуды пространственных гармоник для ква-
зипериодической антенной решетки представля-
ются интегралами по бесконечному спектру
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поверхности волн и i = 2 для уходящих от поверхно-
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ризаций (квази-LSE-волны). Компоненты вектор-
ных пространственных гармоник имеют вид
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где Z = 120π; i, l = 1, 2; функции  в наиболее
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второй функций Эйри
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– большой параметр, по степеням которого раз-
лагается асимптотическое решение; ρξ – радиус
кривизны нормального сечения поверхности
вдоль направления движения фронта простран-
ственной гармоники, k = 2π/λ;
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(17)

( ) ( )ˆ(ς, , ) ς, , ;γ ,ν exp (γ ς ν ) ,p q p q

p q

E h n E h n j h

∞ ∞

=−∞ =−∞
= − + 

�

�

( ) ( )ˆ(ς, , ) ς, , ;γ ,ν exp (γ ς ν ) ,p q p q

p q

H h n H h n j h

∞ ∞

=−∞ =−∞
= − + 

�

�

n

ς

2π 2πγ γ , ν ν ;p q

h

p q

d d
= + = +

1 2

ς

γ , ν .
h

u u

d d
= =

( ) ( )
∞

= = −∞

 = − 
 

 
�

�

2 2
( )

ξ
01 1

ˆ ς, , ;γ,ν ( ;γ,ν; ) ;ς, , ;γ,ν exp ( ) ' ,
x

il

il

i l

E h n C n t e t h n j t t dx dt

( ) ( )
∞

= = −∞

 
= − 

 
 

  
�

�

2 2
( )

ξ
1 1 0

ˆ ς, , ;γ,ν ( ;γ,ν; ) ;ς, , ;γ,ν exp ( ) ' ,
x

il

il

i l

H h n C n t h t h n j t t dx dt

( )il
e
� ( )il

h
�

( )
( ) 1
ξ

ξ

( ) ( ) ( ) ( )
2 1

11

ψ1 ,

1ψ , ψ ,

il
il

il il il il

n

e
jm s

e e
g

η

∂≅
∂

≅ ≅

( )
( ) ( ) ( )2

1
ξ

( ) ( )
2

11

ψ1 1, ψ ,

1 ψ ,

il
il il il

il il

n

h h
jZm s Z

h
Z g

ξ η
∂≅ ≅ −

∂

≅

( )
1,2ψ il

( ) ( ) ( ) ( )
1 2ψ ( ), ψ ( ).il il il il

s s= =Px w x w

1 ξ

2 ξ

1 ξ

2 ξ

( )
( )

( ) ,
( )
( )

w t s x

w t s x
s

w t s x

w t s x

− + 
 − +
 =

− − 
 − − 

w

ξ

,kn
s

m
=

1 3
ξ

ξ
ρ
2

k
m

 =  
 

( )2 1
ξ ξ 11 1 ,t m g

−= −

11 12
ξ

ξ 22 11

1 ,g b
x

m g b
=

γ νξ ς ,h
k k

= +



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

МЕТОД РАСЧЕТА ВЗАИМНОГО ВЛИЯНИЯ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ 549

а вторая ей ортогональна;

(18а)

(18б)

(19)

(20)

Верхний предел интегрирования по dx' в (9) свя-
зан с координатой ξ соотношением

(21)

Спектральные амплитуды пространственных гар-
моник ,  являются медленно меняющими-
ся функциями точки на поверхности. Касатель-
ные составляющие электрического вектора стоя-
чих пространственных гармоник равны нулю при
n = 0.
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радиусов кривизны поверхности gradρ ~ 1 и усло-
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ностей выражения поля справедливы на достаточ-
ном удалении от них, чтобы полем дифракции на
неоднородностях можно было пренебречь.

Интегральное представление (9) является преоб-
разованием Фурье, что позволяет связать коэффи-
циенты разложения с токами излучателей с помо-
щью леммы Лоренца, примененной к единичной
ячейке антенной решетки так же, как в случае пери-
одической антенной решетки [8]. Вспомогательное
поле в лемме Лоренца выберем в виде

При интегрировании по поперечному сечению
ячейки используем ортогональность простран-
ственных гармоник, считая, что изменением ам-
плитуд пространственных гармоник в пределах
единичной ячейки можно пренебречь. Затем вы-
полним интегрирование по dx с применением из-
вестного соотношения

В результате получаем коэффициенты разложения

(22)

где  – электрический ток,  – магнитный ток
излучателя; V1(n) ‒ часть объема единичной ячей-
ки, расположенная между сечениями 0 ≤ n' ≤ n,
V2(n) ‒ часть объема единичной ячейки, располо-
женная между сечениями n ≤ n' ≤ n0, где n0 – тол-
щина поверхностного слоя, содержащего излуча-
тели; S0 ‒ площадь единичной ячейки. В области
протекания токов излучателей коэффициенты
возбуждения пространственных гармоник Cil за-
висят от координаты n; при n ≥ n0, C1l = 0, а C2l не
зависят от n.

В области протекания токов, при наличии про-
дольных компонент электрических и магнитных
токов относительно нормали к поверхности, к нор-
мальным компонентам выражений для электриче-
ского (9а) и магнитного (9б) полей необходимо
прибавить дополнительные слагаемые [8, 13]:
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(23а)

(23б)

также представленные здесь в виде разложений,
коэффициенты которых имеют вид

(24)

Выражения (6), (9), (22)−(24) обобщают и разви-
вают аналогичные выражения для апертурных из-
лучателей [9] на общий случай произвольных из-
лучателей, представимых системой электриче-
ских и магнитных токов в приповерхностном
слое выпуклой квазипериодической ФАР.

Подставим (22), (24) в (9), (23) и выполним ин-
тегрирование по dtdx' методом стационарной фа-
зы. Точка стационарной фазы x' = x, t = tξ(x); опре-
делитель, составленный из вторых частных произ-
водных фазовой функции, (гессиан) равен −1, и в
результате применения метода стационарной фа-
зы [15] получаем

(25а)

(25б)

(26)

(27)

Так как

то формально большим параметром для метода
стационарной фазы является волновое число k, а
фактически kρξ  1. Применение метода стацио-
нарной фазы математически не вполне обоснова-
но в переходной области (области “полутени”)
tξ(x) ~ 1, так как в этой области изменение ампли-
тудного множителя не может считаться достаточно
медленным. Несмотря на эту слабость математи-
ческого обоснования, результаты численного ис-
следования осесимметричной сферической ФАР
щелевых излучателей в данном приближении, на-
званном автором асимптотическим приближени-
ем первого порядка, показали их хорошее совпаде-
ние с результатами строгого решения [10].

Выражения для амплитуд пространственных
гармоник (9), (22) дают в переходной области tξ ~ 1
порядок отброшенных асимптотических членов
разложения (6), (23) . Для приближения
первого порядка (25)–(27) порядок первой про-
изводной амплитуд пространственных гармоник
в этой области равен

Отсюда следует, что порядок отброшенных чле-
нов асимптотического приближения первого по-
рядка (25) в переходной области увеличился и ра-
вен . Вне переходной области |tξ|  1 дей-
ствует приближение геометрической оптики,
порядок отброшенных членов  в обоих
случаях и выражения (6), (23) и (25) асимптотиче-
ски эквивалентны. Для ФАР с периодической
сеткой расположения элементов разложения (6),
(25) переходят в ранее полученные для этого част-
ного случая в [8], а порядок отброшенных членов
становится .

Выражения (25)−(27) носят локальный харак-
тер: с их помощью амплитуды токов и напряже-
ний в излучающих элементах ФАР могут быть
найдены из рассмотрения только текущей ячейки
антенной решетки без решения интегрального
уравнения (или системы таких уравнений), свя-
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зывающего амплитуды токов в соседних ячейках,
к которой приводит преставление (6), (22).

1.3. Поле в дальней зоне

Учтем, что электромагнитное поле ФАР при
парциальном возбуждении не изменяется при из-
менении фазовых сдвигов между излучателями u1,
u2 на 2πm, где m – любое целое число. Тогда диаграм-
ма направленности элемента в составе антенной ре-
шетки (парциальная диаграмма элемента) с исполь-
зованием (4) и спектра падающих волн при возбуж-
дении одного элемента 
может быть записана в виде

(28)

где  – диаграмма направленности одной про-
странственной гармоники, которая определяется
по электромагнитному полю на поверхности S ':
n = n0, охватывающей излучатели ФАР, форму-
лой типа Гюйгенса–Кирхгофа [8, 14]:

(29)

где  – единичный вектор в направлении
наблюдения,  – радиус-вектор точки на поверх-
ности S ', а величину

(30)

назовем для удобства изложения “вектором излуче-

ния”, ,  – амплитуды векторов поля простран-
ственной гармоники. Поверхность интегрирования
в (29) можно перенести на проводящую поверх-
ность S (n = 0), так как в вектор излучения входит
поле только уходящей пространственной гармони-
ки (С1l(n0) = 0), источники которого находятся на
поверхности S, а результат интегрирования по
формуле типа Гюйгенса–Кирхгофа не зависит от
того, по какой охватывающей источники поверх-
ности производится интегрирование. При этом
коэффициенты возбуждения гармоники С2l(n0),
конечно, должны быть вычислены при n = n0.

Поскольку вектор излучения ортогонален еди-
ничному вектору , направленному в точку наблю-
дения, введем для его представления ортонормиро-
ванный поляризационный базис (рис. 2):

(31)
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Проекции вектора излучения в этом базисе

(32)

где ,  ‒ единичные векторы
вдоль координатных линий ξ и η.

Вычисление интегралов (28), (29) в общем слу-
чае даже асимптотическими методами затрудни-
тельно. Однако в случае отсутствия условий воз-
никновения дифракционных лепестков (шаги
антенной решетки меньше λ/2 для прямоуголь-
ной ячейки и меньше  для гексагональной
ячейки) диаграмма элемента приближенно может
быть вычислена методом стационарной фазы,
примененным к четырехкратному интегралу, по-
лучающемуся после подстановки (29) в (28).

Стационарная точка единственная и опреде-
ляется соотношениями

(33)
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Рис. 2. Базисы на поверхности антенной решетки.
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В результате применения общей формулы метода
стационарной фазы [15] получим простое выра-
жение для парциальной диаграммы элемента

(34)

где  – площадь единичной ячейки. Это
выражение остается равномерно непрерывным для
всех углов наблюдения, как при 
(освещенная элементом область), так и при

 (теневая область). Выражения для
вектора излучения (32) в стационарной точке
упрощаются:

(35)

Переход к проекциям на орты сферической си-
стемы координат ,  осуществляется преобра-
зованием вращения поляризационного базиса

(36)

(37)

где .

Диаграмма направленности ФАР в целом с уче-
том взаимной связи элементов может быть получе-
на суммированием парциальных диаграмм элемен-
тов ФАР с весовыми коэффициентами, равными
амплитудам падающих волн на их входах.
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2. АНТЕННАЯ РЕШЕТКА
ВИБРАТОРНЫХ ИЗЛУЧАТЕЛЕЙ

Применим асимптотическое приближение
первого порядка для анализа антенной решетки
вибраторных (в общем случае многовибратор-
ных, директорных) излучателей ленточного типа,
плоскость ленты которых параллельна проводя-
щей поверхности антенной решетки (рис. 3).
Ширину лент примем достаточно узкой для того,
чтобы токи вибраторов можно было считать па-
раллельными их продольной оси. На входе излу-
чателей предполагается наличие включенной в
узком зазоре активного вибратора согласующей
цепочки, эквивалентная схема которой приведе-
на на рис. 4.

Для определения токов в вибраторах одного
элемента при парциальном возбуждении (3) вос-
пользуемся методом моментов. Взаимные сопро-
тивления базисных функций тока имеют вид [11]

(38)

где  ‒ вещественная базисная функция тока,
‒ единичный вектор, направленный вдоль про-

дольной оси вибратора, n, n' – номера вибраторов
в одном элементе решетки, m, m' – номера базис-
ных функций.

Использовав разложение электрического поля
по пространственным гармоникам (25), (26), за-
пишем (38) в виде
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Рис. 3. Излучатель с тремя вибраторами в единичной
ячейке ФАР: n1, n2, n3 – высота вибраторов над экра-
ном; b – ширина вибратора; χ – угол между осями
вибраторов и координатной линией.
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Рис. 4. Эквивалентная схема входной цепи излучате-
ля: Z – входное сопротивление излучателя; W ‒ вол-
новое сопротивление подводящего фидера; X – со-
гласующая реактивность; n – коэффициент транс-
формации входной цепи; U, I – напряжение и ток в
зазоре вибратора.
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где sn ‒ приведенная высота (13) n-го вибратора над
поверхностью, , ,

(40)

lξ, lη – проекции единичного вектора на орты по-
верхностных координат ξ, η.

Использовав выражения (10), (11), преобразу-
ем (39) к виду

(41)

где матрица P определяется (20), штрих означает
производную, T – знак транспонирования;

(42)

(43)

(44)

(45)

Вектор коэффициентов разложения плотности
тока по базисным функциям x находится из ре-
шения системы линейных уравнений

(46)
где W ‒ волновое сопротивление подводящего
фидера, n – коэффициент трансформации вход-
ной цепи (рис. 4). Коэффициенты матрицы 
определяются по формуле

(47)

где
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‒ внутреннее входное сопротивление входной
цепи со стороны вибратора,
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‒ ток, переносимый базисной функцией через
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подключения фидера, b ‒ ширина активного вибра-
тора, δ0n – символ Кронекера. Компоненты вектора
i0 в правой части системы уравнений (46) равны

(50)
Ток активного (ведущего) вибратора –

(51)
Входное (действующее) сопротивление в зазоре
вибратора выражается через этот ток формулой

(52)

Действующий коэффициент отражения на входе
входной цепи элемента дается соотношением

(53)

При выборе параметров входной цепи из условий
согласования элемента решетки, расположенного
на поверхности антенной решетки в точке с коор-
динатами ς0, h0, для некоторого фиксированного
значения постоянных парциального возбуждения
γ0, ν0, коэффициент трансформации и согласую-
щая реактивность выражаются через входное со-
противление вибратора

(54)

а внутреннее сопротивление входной цепи (48)
принимает вид

Вектор излучения для расчета диаграммы эле-
мента вибраторной антенной решетки (34) мож-
но представить в виде

(55)

где Mil выражаются через функции ,  по
формуле (35) при значении аргумента s = 0. При
этом коэффициенты возбуждения (26) равны
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где xnm – компоненты вектора коэффициентов
разложения плотности тока по базисным функ-
циям x, полученного из решения системы уравне-
ний (46). Суммирование в (56) ведется по всем ба-
зисным функциям всех вибраторов в одной ячей-
ке антенной решетки.
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между элементами по направляющей, получены в
виде ряда по азимутальным гармоникам для слу-
чая осесимметричной выпуклой антенной решет-
ки щелевых излучателей [12]. Они применимы и
для осесимметричной вибраторной ФАР при ис-
пользовании в них вектора излучения (55), где ве-
личины Mil в этом случае выражаются через функ-

ции ,  по формуле (32). Там же приведены
выражения для проекций единичного вектора 
на орты системы координат поверхности , а
также для других параметров дифференциальной
геометрии поверхности осесимметричной ФАР.

3. ИССЛЕДОВАНИЕ 
СФЕРИЧЕСКОЙ ВИБРАТОРНОЙ ФАР

Результаты расчета парциальной диаграммы
элемента вибраторной осесимметричной сфери-
ческой ФАР приведены на рис. 5. Вибраторы дли-
ной l1 = 0.5λ расположены на высоте n1 = 0.243λ
над проводящей поверхностью сферы радиусом
a = 4.016λ в узлах прямоугольной сетки параллелей
и меридианов и ориентированы вдоль меридианов.
Число элементов вдоль параллелей Nϕ = 46, вдоль
меридианов Nθ = 23; расстояние между элемента-
ми вдоль меридианов dθ = 0.56λ, вдоль экватора
dϕmax = 0.56λ. Входная цепь настроена на согласо-
вание элементов, расположенных на экваторе, в
синфазном режиме.

Диаграммы рассчитаны в зависимости от азиму-
тального угла ϕ для двух значений угла θ с помощью
ряда азимутальных гармоник [12] и по методу ста-
ционарной фазы (34) и нормированы на корень
квадратный из коэффициента направленного дей-

2
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l
e

2
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l
h

Ri
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η, ,i i nξ
� �

�

ствия (КНД) единичной ячейки. Активный излуча-
ющий элемент расположен при ϑn = 90°.

Поскольку вклад быстрых ползущих волн [1] в
случае шагов решетки, близких к половине дли-
ны волны, достаточно мал, метод стационарной
фазы достаточно близко описывает парциальную
диаграмму вибраторного элемента, причем инте-
ресно отметить, что не только в освещенной, но и
в теневой области излучателя.

Парциальные диаграммы элементов позволя-
ют определить зависимость максимального ко-
эффициента усиления (КУ) ФАР от углов скани-
рования, иначе, диаграмму сканирования [8]:

(58)

где  – единичный вектор поляризации поля из-
лучения в направлении максимума излучения, θ0,
ϕ0 – углы сканирования, а суммирование идет по
всем элементам ФАР. Парциальные диаграммы
в (58) не нормированы, а имеют масштаб усиле-
ния (34).

Диаграммы сканирования осесимметричных
сферических ФАР аксиальных и азимутальных
вибраторов с прямоугольной сеткой размещения
при радиусе поверхности сферы a = 13.5λ, разме-
рах вибраторов n1 = 0.243λ, l1 = 0.5λ и расстоянии
между ними по меридианам dθ = 0.5λ приведены
на рис. 6. Активные элементы располагаются в
поясе сферы 30° ≤ ϑ ≤ 120°. Для сравнения также
приведена зависимость максимального КНД в
приближении физической оптики, равного КНД
равномерного эквивалентного плоского раскры-
ва [1, 10]. Угол сканирования отсчитывается от
экваториальной плоскости ε0 = π/2 – θ0 (угол ме-
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Рис. 5. Парциальная диаграмма аксиального вибратора в сферической антенной решетке в сечении θ = 90° (а) и θ =
= 30° (б); ϑn = 90°: 1, 2 − θ-поляризация; 3, 4 – ϕ-поляризация; 1, 3 − ряд Фурье; 2, 4 – метод стационарной фазы.
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ста). Значения КУ и КНД нормированы на КНД
D0 при ε0 = 0.

Уменьшение КУ ФАР при сканировании свя-
зано с отражением части падающей мощности от
входов элементов (уменьшение КПД), неопти-
мальной поляризацией части излучающих эле-
ментов, приводящей к кроссполяризационным
потерям, и в случае dϕmax = 0.6λ – с наличием ди-
фракционных лепестков. Как следует из расчета,
меньшие потери КУ имеет ФАР аксиальных виб-
раторов.

Учет эффектов взаимного влияния излучате-
лей позволяет также определить амплитуды отра-
женных волн на входах излучателей и рассчитать
КПД ФАР [10]. На рис. 7 приведены зависимо-
сти КПД η рассматриваемых вибраторных сфе-
рических ФАР при возбуждении, соответствую-
щем максимальному КУ ФАР [8], от угла скани-
рования.

Потери из-за рассогласования входов и поляри-
зационные потери меньше для ФАР аксиальных

вибраторов. Для уменьшения потерь из-за рассо-
гласования входов могут быть использованы бо-
лее сложные излучающие элементы, например,
такие как охватываемые соотношениями работы
директорные излучатели. Поляризационные поте-
ри можно устранить только за счет использования в
каждом элементе ФАР вибраторов двух ортогональ-
ных поляризаций с независимым управлением их
возбуждением при сканировании.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Электромагнитное поле выпуклой ФАР пред-
ставлено в виде линейной суперпозиции полей
при парциальных возбуждениях, при которых ам-
плитуды падающих волн в фидерах излучателей
ФАР имеют одинаковую амплитуду и постоян-
ный сдвиг фазы между соседними излучателями.
Для электромагнитного поля в приповерхност-
ном слое квазипериодической выпуклой ФАР
при парциальном возбуждении получено при-

Рис. 6. Диаграммы сканирования сферических ФАР аксиальных (а) и азимутальных (б) вибраторов: dϕmax = 0.5λ (1),
0.6λ (2); КНД (3).
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Рис. 7. КПД сферической ФАР аксиальных (а) и азимутальных (б) вибраторов для dϕmax = 0.5λ (1) и 0.6λ (2).
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ближенное асимптотическое представление в ви-
де ряда пространственных гармоник, обобщаю-
щее разложение Флоке для плоских ФАР. Про-
странственные гармоники имеют вид уходящих и
стоячих волн двух поляризаций у выпуклой по-
верхности, зависимость которых от продольной
координаты, направленной по нормали к поверх-
ности, описывается функциями Эйри. Коэффи-
циенты разложения связаны интегральным пре-
образованием с электрическими и магнитными
токами излучателей. В приближении первого по-
рядка связь локальна, так что поле в данной ячей-
ке ФАР определяется токами излучателя, распо-
ложенного в этой же ячейке. Выражения поля в
приближении первого порядка использованы для
анализа выпуклой квазипериодической вибра-
торной или директорной ФАР методом момен-
тов. Для парциальной диаграммы направленно-
сти излучающего элемента в составе ФАР получе-
но равномерное приближенное асимптотическое
выражение, справедливое при расстоянии между
элементами ФАР не более порядка половины
длины волны.

Метод позволяет рассчитать характеристики
ФАР большого электрического размера с большим
числом элементов при учете их взаимного влияния.
Так, для вибраторных осесимметричных сфериче-
ских ФАР с числом элементов N = 6106…7310 рас-
считаны зависимости от угла сканирования ко-
эффициента усиления и коэффициента полезного
действия, определяемого рассогласованием на
входах элементов. Все численные расчеты выпол-
нены в математической среде Mathcad 15.
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ВВЕДЕНИЕ
Сверхширокополосные (СШП) антенные ре-

шетки ТЕМ-рупоров интенсивно исследуются в
настоящее время. Интерес к ним связан с требо-
ванием расширения полосы рабочих частот ра-
диотехнических систем. При этом большинство
известных работ (см., например, [1–5]) посвяще-
но численному и экспериментальному исследо-
ванию конструкций таких решеток. В отличие от
линейных и кольцевых решеток при использовании
ТЕМ-рупора в качестве элемента двумерной решет-
ки возникает эффект аномально высокого заднего
излучения [6, 7], а использование металлического
экрана приводит к значительному сужению полосы
согласования. Для частичного преодоления ука-
занной проблемы были предложены [8, 9] дву-
мерные решетки ТЕМ-рупоров с металлизаци-
ей межрупорного пространства. В указанных
работах моделирование проводилось численно-
аналитическим методом Бубнова–Галеркина
для решения интегрального уравнения, а также
при помощи электродинамического моделиро-
вания.

Для моделирования больших антенных решеток
было использовано приближение бесконечной ре-
шетки [7, 8, 10]. Анализ такой структуры сводится к
анализу одного ее периода, получившего название
канала Флоке, т.е. фактически исследовали соб-

ственные волны канала Флоке. Аналогичный
подход использован для решеток антенн Виваль-
ди без диэлектрического заполнения [11, 12].

В рамках указанного метода канал Флоке рас-
сматривается как ступенчатый волноводный транс-
форматор, преобразующий волны, возбужденные
источником, в волны пустого канала Флоке (т.е.
свободного пространства). Анализ неоднородного
канала Флоке проводится в два этапа. На первом
решается задача о собственных волнах однородного
канала. Иными словами, строится математическая
модель, связывающая параметры собственных
волн с геометрическими параметрами структуры.
На втором этапе строится математическая модель
неоднородной структуры: исследуемый ТЕМ-ру-
пор разбиваем на парциальные ступеньки и для
каждой определяем волновую матрицу передачи,
а затем находим результирующую матрицу путем
их перемножения.

В работе [10] для нахождения импеданса в се-
чении канала Флоке использовали метод Бубнова–
Галеркина [7]. Цель данной работы – развитие
альтернативного способа анализа СШП-решеток
ТЕМ-рупоров с металлизацией межрупорного
пространства с помощью метода конформного
отображения.
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2. МЕТОД 
КОНФОРМНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

Метод конформного отображения является
строгим методом решения электростатических
задач. Определение характеристического сопро-
тивления (импеданса) одиночного ТЕМ-рупора
методом конформного отображения проводилось
в [13], причем было показано, что импеданс регу-
лярного бесконечного ТЕМ-рупора в квазистати-
ческом приближении зависит только от двух уг-
ловых параметров и не меняется вдоль его длины.
В данной работе аналогичный метод был приме-
нен для определения импеданса в сечении беско-
нечной решетки ТЕМ-рупоров.

На рис. 1а и 1б показаны соответственно канал
Флоке и его поперечное сечение. В синфазной
решетке на боковых поверхностях канала Флоке
могут быть установлены идеальные электриче-
ские и идеальные магнитные стенки. В результате
задача сводится к четверти поперечного сечения
канала Флоке (рис. 2).

Чтобы определить импеданс, отобразим этот
элемент на прямоугольник, причем на его горизон-
тальных ребрах выполняются граничные условия
идеальной электрической проводимости, а на
вертикальных ребрах – идеальной магнитной

проводимости. Такую структуру принято назы-
вать ТЕМ-волноводом. Его импеданс определяет-
ся как отношение его сторон [14]. В связи с тем,
что не существует прямого решения для кон-
формного отображения многоугольника на пря-
моугольник, отображение будем осуществлять в два
этапа, используя известные отображения много-
угольника на полуплоскость интеграла Шварца–
Кристоффеля и полуплоскости на прямоугольник.
Конформное отображение многоугольника на
полуплоскость [15] осуществляют с использовани-
ем выражения (1), которое устанавливает соответ-
ствие между вершинами многоугольника на плос-
кости z1 и точками  на нижней границе верхней
полуплоскости Im(ω) > 0. Для произвольного
многоугольника преобразование Шварца–Кри-
стоффеля имеет следующий вид:

(1)

где n – общее число вершин многоугольника,
– внутренний угол многоугольника в верши-

не Aj. Основной проблемой метода конформного
отображения при использовании интеграла Швар-
ца–Кристоффеля является определение неиз-
вестных констант, входящих в выражение (1). Их
определяют из условий тождества многоугольни-
ка, который задается отображением (1) и попе-
речного сечения канала Флоке. Для определения
констант конформного отображения (1) нами
предложен следующий численный алгоритм.

Первый этап преобразования отображает
плоскость z1 (рис. 3а) на комплексную плоскость

na
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Рис. 1. Канал Флоке: а – общий вид, б – поперечное
сечение.
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ω (рис. 3б). Тогда общее выражение (1) принима-
ет вид

(2)

причем контур многоугольника на плоскости
z1 соответствует действительной оси плоскости ω,
вершины А0…А5 соответствуют точкам а0, …, а5 дей-
ствительной оси плоскости ω, внутренний угол мно-
гоугольника при вершине Aj равен αjπ (j = 0, 1, …,
n ‒ 1). Для каждого многоугольника в плоскости
z1 три точки аj из шести могут быть выбраны про-
извольно, а остальные точки и константы С1 и С2
определяются единственным образом.

Введем длины сторон многоугольника :

(3)

Для однозначного определения конформного
отображения получаем следующие соотношения:

(4)

Постоянную С1, задающую масштаб фигуры, на-
ходят из следующего равенства:

(5)

Постоянная C2 определяет положение много-
угольника на плоскости z1 относительно начала
координат. Примем ее равной . Тогда вер-
шина А5 окажется в точке z = 0.

Соотношения (4) используем для определения
параметров а0, …, а5. Видно, что число неизвест-
ных превышает число уравнений, что дает нам
возможность сформулировать для параметров
а0, …, а5 дополнительные условия. Потребуем вы-
полнения следующих соотношений:

(6)

С учетом равенств (6) находим три неизвестные
постоянные а1, …, а3 и три уравнения (4) для их
определения.

Зададим положение точек а1, …, а3 с помощью
коэффициентов k1, …, k3:

(7)

где все указанные коэффициенты меняются в
пределах интервала от 0 до 1. Определение точек
а1, …, а3 (7) автоматически обеспечивает выпол-
нение неравенств .
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Введем следующие функции:

(8)

Подстановка (8) приводит нас к системе трех
уравнений относительно коэффициентов k1, …, k3.
Непосредственное ее решение представляет со-
бой достаточно трудоемкий процесс, связанный с
численным определением интегралов (3). Чтобы
избежать больших затрат компьютерного времени,
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Рис. 3. Схема метода конформного отображения.
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мы использовали процедуру многомерной аппрок-
симации. Для этого функции А1, …, А3 были рассчи-
таны для дискретных значений аргументов:

(9)

По полученным массивам данных строится сплайн-
аппроксимация. Для контроля точности получае-
мого решения введем параметр Δ:

(10)

Он позволяет оценить отличие между фигурой на
плоскости  и истинным сечением канала Флоке.
На рис. 4 показана зависимость параметра Δ от
расстояния h (см. рис. 1). Кривая получена для

 = 0.4. Видно, что конформное отображение
в описываемом примере осуществляется с отно-
сительной погрешностью, не превышающей 10–7.

На втором этапе с помощью эллиптического
интеграла первого рода (11) конформно отобра-
зим верхнюю полуплоскость Im(ω) > 0 на прямо-
угольник АВСD в плоскости z2 (см. рис. 3в).

(11)

При этом потребуем, чтобы вершины А0–А3 на
плоскости z1 перешли на левую вертикальную
границу прямоугольника на плоскости z2, а вер-
шины А4, А5 на его правую границу. В этом случае
получаем искомое расположение электрических
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и магнитных стенок, позволяющее записать для
импеданса Zc простое соотношение

(12)
где W0 – волновое сопротивление свободного
пространства, отрезки AD, CD (cм. рис. 3в).

Отображение в форме (11) переводит точку ω = 0
на плоскости ω в нулевую точку на плоскости z2.
Точкам а0, а3, а4, а5 на плоскости ω будут соответ-
ствовать точки АBCD на плоскости z2. Параметр k,
задающий положение точки перехода с горизон-
тальной стороны прямоугольника на вертикаль-
ную, выбирается из условия k = 1/a4. При 0 < u < 1/k,
u = Re(ω) подынтегральное выражение в формуле
(11) будет чисто действительным, т.е. движению
точки в этом интервале в плоскости ω соответ-
ствует движение точки вдоль стороны ВС (от 0 до
С) в плоскости z2, а при 1/k < u < 1 выражение ста-
новится чисто мнимым и движению точки в этом
интервале на плоскости ω будет соответствовать
вертикальный отрезок СD. Вычисляя соответству-
ющие интегралы, определяем длины отрезков ВС и
СD. Отметим, что величина постоянной С3, входя-
щей в отображение (11), не влияет на характери-
стическое сопротивление, так как в него входит
отношение длин отрезков и данная константа со-
кращается.

Отметим, что в результате отображений исход-
ной фигуры на прямоугольник ее две электриче-
ские стенки перешли в вертикальные отрезки АВ
и CD, а магнитные соответственно в горизонталь-
ные AD и BC, т.е. мы пришли к так называемому
ТЕМ-волноводу, для которого известно соотно-
шение (12). Физически это отношение разности
потенциалов между двумя металлическими пла-
стинами к полному току на одной из них.

Таким образом, осуществив преобразования (1)
и (11) и определив необходимые константы, мы
получили решение задачи о характеристическом
сопротивлении (импедансе) в сечении канала
Флоке.

5. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Результаты расчетов импеданса, полученных

при использовании конформного отображения и
расчетов с помощью системы электродинамиче-
ского моделирования HFSS приведены на рис. 5.
Расчет был проведен для ячеек Флоке, имеющих
вдоль оси 0z постоянное сечение при w = 3, 4, 5 мм
и изменении параметра h от 2 до 12 мм. Как видно
на рисунке, результаты совпадают с графической
точностью.

На рис. 6 представлены зависимости коэффици-
ента отражения от частоты для решетки регулярных
ТЕМ-рупоров, расчитанные методом матрицы рас-
сеяния и конформного отображения (точки) и при
помощи НFSS (сплошные линии). Результаты

0 ,cZ W AD CD=

Рис. 4. Зависимость погрешности решения от пара-
метра h/Py.
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совпадают с графической точностью до уровня
‒20 дБ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленные результаты показали, что метод

конформного отображения может быть применен
для расчета характеристического сопротивления
(импеданса) в сечениях канала Флоке сверхширо-
кополосной синфазной антенной решетки ТЕМ-
рупоров с металлизацией межрупорного простран-

ства. Этот вывод подтверждается результатами
сравнения с расчетами регулярных ячеек Флоке с
использованием HFSS, а также сопоставлением
расчетов частотной зависимости коэффициента
отражения бесконечной двумерно-периодиче-
ской решетки регулярных ТЕМ-рупоров.
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Рис. 5. Зависимость характеристического сопротив-
ления от геометрических параметров структуры: w =
= 4 (1), 5 (2) и 6 мм (3).
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Рис. 6. Зависимости коэффициента отражения от ча-
стоты бесконечной двумерно-периодической решет-
ки регулярных ТЕМ-рупоров длиной L = 100 (1),
200 (2) и 300 мм (3); точки – расчет методом матрицы
рассеяния и конформного отображения, сплошная
линия – моделирование на НFSS.
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сигналов, представленной двумя каналами со сдвинутыми на 90° опорными напряжениями. Иссле-
довано влияния практически неизбежных амплитудных и фазовых рассогласований параметров
квадратурных каналов на частотные свойства комплексного сигнала. Получены выражения для
спектральной плотности комплексного сигнала в случае неравенства коэффициентов передачи ка-
налов и отличия от 90° фазового сдвига опорных напряжений при преобразовании на видеочастоту
высокочастотных входных радиосигналов. Показано, что отклонение коэффициентов передачи и
фазовое рассогласование квадратурных каналов когерентной системы приводит к появлению в вы-
ходном сигнале дополнительной вещественной составляющей, уровень которой определяется ве-
личиной отклонения коэффициентов передачи квадратурных каналов и значением фазового рассо-
гласования опорных напряжений.

DOI: 10.31857/S0033849422060213

ВВЕДЕНИЕ
В импульсных радиосистемах реализация ко-

герентной обработки на радиочастоте при дли-
тельностях радиоимпульсов от десятых долей
микросекунд до наносекунд с частотами заполне-
ния от сотен до тысяч мегагерц является сложной
технической задачей. Поэтому в ряде практиче-
ских случаев при построении когерентных си-
стем, таких как обнаружители и измерители пара-
метров сигналов, систем селекции движущихся
целей (СДЦ), систем автоматического сопровож-
дения по дальности и угловым координатам ис-
пользуют преобразование принимаемых высоко-
частотных радиосигналов на видеочастоту, что
позволяет существенно упростить реализацию
устройств обработки [1]. Данное преобразование
осуществляется с помощью пары преобразовате-
лей (квадратурных каналов) со сдвинутыми на
90° опорными напряжениями. В результате фор-
мируется на видеочастоте комплексный сигнал в
виде двух квадратурных составляющих, исполь-
зуя которые решаются все задачи обработки сиг-
налов [2].

Рассмотренные в литературе вопросы обработки
комплексных сигналов на основе их квадратурных
составляющих базируются на безошибочном пре-
образовании высокочастотных сигналов на видео-

частоту [3]. На практике реализовать квадратур-
ные каналы с абсолютно одинаковыми характери-
стиками не представляется возможным. Каналы
могут иметь различные коэффициенты передачи, а
используемые опорные напряжения могут иметь
фазовый сдвиг, отличный от 90°. Данные погреш-
ности приводят к ошибкам оценки параметров
комплексного сигнала [4], снижению качества
работы системы СДЦ [5], систем автоматическо-
го сопровождения. Так, в работе [4] показано, что
наличие амплитудных и фазовых рассогласова-
ний квадратурных каналов приводит к ошибкам
оценки таких важнейших параметров комплекс-
ного сигнала, как его амплитуда и частота. При
незначительных отклонениях коэффициентов
передачи квадратурных каналов возникающие
ошибки измерения амплитуды и частоты пропор-
циональны величине отклонения коэффициен-
тов передачи. При этом ошибка измерения ам-
плитуды комплексного сигнала, вызванная фазо-
вым рассогласованием квадратурных каналов,
пропорциональна отклонению коэффициентов
передачи каналов. В то же время ошибка измере-
ния частоты комплексного сигнала пропорцио-
нальна квадрату фазового рассогласования.

В работе [5] дана оценка влияния рассогласова-
ний параметров квадратурных каналов на работу
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адаптивной системы селекции движущихся целей.
В результате показано, что наличие амплитудных
и фазовых рассогласований квадратурных кана-
лов приводит к существенному уменьшению ко-
эффициента подавления пассивных помех.

В связи с этим представляет интерес установ-
ление на уровне параметров обрабатываемых сиг-
налов причины ухудшения характеристик систем
обработки при наличии погрешностей в настрой-
ке квадратурных каналов.

Цель данной работы – исследовать влияние
погрешностей реализации квадратурных каналов
когерентной системы на частотные свойства ком-
плексного сигнала.

1. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
КОМПЛЕКСНОГО СИГНАЛА

Рассмотрим случай, когда для формирования
квадратурных сигналов в когерентных системах
обработки используются два фазовых детектора
со сдвинутыми по фазе на 90° опорными напря-
жениями. При подаче на входы фазовых детекто-
ров принимаемого высокочастотного сигнала на
выходах фазовых детекторов появляются на видео-
частоте два квадратурных сигнала, образующие
комплексный сигнал, который запишем в виде

где x(t) и y(t) – квадратурные составляющие ком-
плексного выходного сигнала квадратурных ка-
налов. В случае отсутствия ошибок преобразова-
ния данные сигналы можно представить следую-
щим образом [6]:

(1)

где U(t) и ϕ0(t) – флуктуирующие амплитуда и на-
чальная фаза квадратурных сигналов; ω0 – сред-
няя частота.

Выражения (1) позволяют записать комплекс-
ный сигнал z(t) в виде

(2)

Применим к (2) прямое преобразование Фурье.
Тогда спектральная плотность комплексного сиг-
нала z(t) будет определяться выражением

(3)

Вид модуля спектральной плотности (3) показан
на рис. 1. Спектральная плотность комплексного
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сигнала является односторонней относительно
нуля частот и может располагаться как в области
положительных частот, так и в области отрица-
тельных частот.

В дальнейшем будем считать, что квадратур-
ные каналы имеют различные коэффициенты пе-
редачи, а фазовые сдвиги опорных напряжений
имеют отличный от 90° фазовый сдвиг. В этом
случае выходные сигналы квадратурных каналов
можно представить следующим образом:

(4)

где k = 1 + Δk; Δk – отклонение коэффициентов
передачи квадратурных каналов; Δϕ – отклоне-
ние от 90° фазового сдвига опорных напряжений.

2. ВЛИЯНИЕ ОТКЛОНЕНИЯ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ ПЕРЕДАЧИ 

КВАДРАТУРНЫХ КАНАЛОВ
НА СПЕКТРАЛЬНУЮ ПЛОТНОСТЬ 

КОМПЛЕКСНОГО СИГНАЛА

Рассмотрим отдельно влияние параметров Δk
и Δϕ на частотные свойства комплексного сигна-
ла (4). Для этого положим в (4) Δk ≠ 0 и Δϕ = 0. То-
гда выражения (4) примут вид

(5)
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Рис. 1. Модуль спектральной плотности комплексно-
го сигнала.
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Используя соотношения (5), найдем спектраль-
ную плотность комплексного сигнала:

(6)

Подставим в (6) k = 1 + Δk. В результате получим

(7)

Перепишем (7) в виде

(8)

В выражении (8) первый интеграл представляет
спектральную плотность комплексного сигнала
Gком(jω), соответствующую спектральной плот-
ности (3), модуль которой показан на рис. 1.
Второй интеграл в (8) представляет спектраль-
ную плотность Gвещ(jω) вещественного сигнала
ΔkU(t)cos[(ω0t + ϕ0(t)], которая является двухсто-
ронней относительно нуля частот [7]. Модуль
данной спектральной плотности показан на рис. 2.

Таким образом, можно записать, что
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где

Графически модуль спектральной плотности (9)
показан на рис. 3.

Из полученных результатов следует, что при
отклонении коэффициентов передачи квадратур-
ных каналов в спектре выходного сигнала кроме
спектральной плотности комплексного сигнала
появляется спектральная плотность веществен-
ного сигнала, величина которой определяется
разностью коэффициентов передачи квадратур-
ных каналов.

3. ВЛИЯНИЕ 
ФАЗОВОГО РАССОГЛАСОВАНИЯ 

КВАДРАТУРНЫХ КАНАЛОВ 
НА СПЕКТРАЛЬНУЮ ПЛОТНОСТЬ 

КОМПЛЕКСНОГО СИГНАЛА

Примем в (4) Δk = 0 и Δϕ ≠ 0. Для этих условий
квадратурные составляющие (4) записываются
в виде

(10)
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Рис. 2. Модуль спектральной плотности веществен-
ного сигнала.

Gвещ(�)

0 �0–�0 �

Рис. 3. Модуль спектральной плотности сигнала при
амплитудном (фазовом) рассогласовании квадратур-
ных составляющих.
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Первое выражение в (10) можно представить сле-
дующим образом:

Тогда комплексный сигнал записывается в виде

(11)

В выражении (11) сделаем следующую подстанов-
ку cos∆ϕ = 1 – d. В результате (11) можно предста-
вить как

(12)

В полученном соотношении (12) первое слагаемое
является комплексным сигналом и определяет
спектральную плотность Gком(jω) комплексной со-
ставляющей выходного сигнал квадратурных ка-
налов, второе слагаемое является вещественным
сигналом и определяет спектральную плотность
Gвещ(jω) вещественной составляющей выходного
сигнала квадратурных каналов.

Найдем составляющую Gвещ(jω) выходного
сигнала квадратурных каналов. Для этого ко вто-
рому слагаемому выражения (12) применим пря-
мое преобразование Фурье

(13)

Соотношение (13) перепишем в виде

(14)
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– спектральные плотности вещественных сигна-
лов U(t)cos[ω0t + ϕ0(t)] и U(t)sin[ω0t + ϕ0(t)] соот-
ветственно.

При малых углах фазового рассогласования
квадратурных каналов ∆ϕ, не превышающих еди-
ниц градусов, с учетом того, что d ≈ Δϕ2/2  Δϕ
выражение (14) можно представить следующим
образом:

В результате спектральная плотность выходного
сигнала квадратурных каналов принимает вид

(15)

Графически модуль спектральной плотности (15)
имеет такой же вид, как и спектральная плот-
ность (9), представленная на рис. 3.

Полученные результаты позволяют сделать вы-
вод о том, что при фазовом рассогласовании квад-
ратурных каналов в спектре выходного сигнала
присутствует спектральная плотность как ком-
плексного, так и вещественного сигнала, величина
которой определяется уровнем фазового рассогла-
сования каналов. Возможные по разным причинам
изменения параметров настройки квадратурных
каналов могут быть скомпенсированы путем ис-
пользования устройства автоматического регули-
рования усиления и схемы фазовой автопод-
стройки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

К качеству настройки квадратурных каналов
когерентной системы обработки сигналов должны
предъявляться весьма жесткие требования. Нали-
чие амплитудных и фазовых рассогласований квад-
ратурных каналов обусловливает искажение спек-
тральной плотности выходного комплексного сиг-
нала. Ошибки настройки квадратурных каналов
когерентной системы приводят к появлению в
выходном сигнале каналов вещественной состав-
ляющей, уровень которой пропорционален раз-
ности коэффициентов передачи и величине фа-
зового отклонения опорных напряжений от 90°.
Наличие в выходном сигнале квадратурных кана-
лов когерентной системы вещественной состав-
ляющей приводит к ошибкам оценки параметров
комплексного сигнала, к ошибкам при решении
задач обнаружения сигналов, снижению качества
работы систем селекции движущихся целей.

!

( ) ( )вещ ω Δφ * ω .G j G j≈

( ) ( ) ( )Δφ ком вещω ω ω .G j G j G j= +
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Теоретически изучено влияние граничных условий типа “идеального металла” и “идеальной маг-
нитной стенки”, создаваемых в различных сочетаниях вблизи или на каждой поверхности касатель-
но намагниченной ферритовой пластины, на возможность неискаженной передачи полезного сиг-
нала с помощью поверхностных спиновых волн в данной структуре. Установлено, что в зависимо-
сти от параметров структуры и граничных условий, на дисперсионной зависимости спиновых волн
могут возникать квазилинейные участки, занимающие интервал частот шириной от 75 до 220 МГц
и интервал волновых чисел шириной от 40 до 200 см–1. Показано, что для неискаженной передачи
полезного сигнала, модулирующего спиновую волну, необходимо использовать спиновые волны,
параметры которых соответствуют указанным квазилинейным участкам.
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ВВЕДЕНИЕ
В касательно намагниченной ферритовой пла-

стине могут распространяться поверхностные и
обратные объемные дипольные спиновые волны
(СВ), впервые описанные в магнитостатическом
приближении в работе [1] и поэтому часто назы-
ваемые магнитостатическими волнами. В даль-
нейшем свойства и характеристики СВ в ферри-
товой пластине и в структурах на ее основе были
исследованы в сотнях статей и описаны в ряде
монографий и обзорных работ [2–7]. Однако, не-
смотря на разнообразие физических эффектов,
наблюдающихся при распространении СВ [5],
разработка приборов с использованием СВ не по-
лучила заметного распространения в технике
СВЧ по ряду причин. Одна из них – нелинейный
характер дисперсионных зависимостей СВ в фер-
ритовой пластине и структурах на ее основе, что
не позволяет использовать эти волны при созда-
нии устройств по обработке информации.

Ниже мы рассчитаем дисперсионные зависи-
мости и величину групповой скорости СВ в фер-
ритовых структурах, созданных на основе ферри-
товой пластины, а также оценим линейность этих
дисперсионных зависимостей. Очевидно, что для
СВ невозможно получить такую же линейную
дисперсионную зависимость, какой обладают в
широком диапазоне частот акустические волны в

акустических кристаллах. Однако в ряде структур
в некотором интервале частот на дисперсионной
зависимости СВ можно создать квазилинейный
участок, степень линейности которого будет за-
висеть от параметров структуры и может удовле-
творять требованиям, предъявляемым к устрой-
ствам аналоговой обработки сигналов. Отметим,
что данная проблема не изучалась ранее основа-
тельно, поскольку в диспергирующих средах само
понятие “групповая скорость” (т.е. скорость пе-
ремещения полезного сигнала, модулирующего
распространяющуюся в среде высокочастотную
синусоидальную волну) теряет смысл из-за изме-
нения формы полезного сигнала по мере распро-
странения волны. Поэтому, опираясь на резуль-
таты работ [8–10], ниже мы кратко сформулиро-
вали условия применимости понятия “групповая
скорость” для волн в диспергирующих средах.

Как будет показано далее, дисперсионная за-
висимость СВ может иметь квазилинейные участ-
ки, если на поверхностях ферритовой пластины
(или на некотором расстоянии от них) создать гра-
ничные условия типа “идеального металла” или
“идеальной магнитной стенки”. На практике гра-
ничные условия типа “идеальной магнитной стен-
ки” [11–15] (когда тангенциальная компонента маг-
нитного СВЧ-поля на поверхности феррита равна
нулю), по-видимому, можно создать лишь с ис-
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пользованием метаматериалов по аналогии с тем,
как подобные граничные условия создают на по-
верхности изотропных диэлектриков (см., напри-
мер, [16, 17]). Однако при разработке таких метама-
териалов применительно к ферритам необходимо
учитывать, что в СВЧ-диапазоне СВ имеют длины
волн ~50 мкм < λСВ < 5 мм, что на 2…5 порядков
меньше, чем длины электромагнитных волн в
воздухе и в обычных диэлектриках в этом же диа-
пазоне частот. Поэтому результаты, полученные в
[16, 17], не могут быть использованы непосред-
ственно для ферритов.

1. УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ
ПОНЯТИЯ ГРУППОВАЯ СКОРОСТЬ

В ДИСПЕРГИРУЮЩИХ 
АНИЗОТРОПНЫХ СРЕДАХ

Как известно, групповая скорость – это ско-
рость перемещения полезного сигнала, модули-
рующего синусоидальную волну (с более высокой
частотой), при условии, что форма этого сигнала
по мере распространения волны сохраняется.
Очевидно, что это условие безоговорочно выпол-
няется только в средах с линейной дисперсией. В
диспергирующих же средах, к которым относятся
ферромагнетики и анизотропные структуры на их
основе, следует оговорить условия применимо-
сти понятия “групповая скорость”. Так, в работе
[8] было предложено использовать термин “груп-
повая скорость” в анизотропных средах лишь на
некотором конечном расстоянии S, на котором
полезный сигнал практически сохраняет свою
форму. В частности, в [8] было показано, что в не-
которой среде полезный сигнал, модулирующий
волну с заданной частотой f0 = ω/2π, может про-
бежать без искажений вдоль какой-либо оси (на-
пример, вдоль оси y) расстояние S, ограниченное
условием

(1)

где U – модуль вектора групповой скорости моду-
лируемой волны, λ0 = 2π/ky0 – длина модулируе-
мой волны, а ∂U/∂λ – значение производной, вы-
числяемое при λ = λ0.

В работе [9] было предложено записать усло-
вие (1) в виде

(2)
где критическое расстояние Scr вычисляется по
формуле
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которую определяют характеристики дисперси-
онной зависимости среды.

На практике имеет смысл рассчитывать не аб-
солютные значения величины Scr, а отношение
Scr/λ, из которого видно, сколько длин волн λ мо-
жет пробежать полезный сигнал практически без
искажений в зависимости от параметров модули-
руемой волны ky и f. Очевидно, что формулы (1)–
(3) справедливы для волн различной природы в
анизотропных средах и структурах.

Таким образом, рассчитывая дисперсионные
характеристики анизотропной среды, можно
оценить расстояние S, на котором при данных па-
раметрах волны мы вправе использовать понятие
групповой скорости. Отметим, что на практике
могут возникнуть случаи, когда свойства анизо-
тропной среды или структуры заранее неизвест-
ны. В этих случаях использовать понятие группо-
вой скорости можно лишь в пределах очень ма-
леньких (бесконечно малых) расстояний, на
которые распространяется модулируемая волна.

Основываясь на приведенных выше условиях (1)
и (2), можно считать, что в пределах расстояния S
вектор групповой скорости волны  всегда адек-
ватно характеризует величину скорости и направ-
ление перемещения полезного сигнала, модули-
рующего волну с частотой ω и волновым векто-
ром , и определяется выражением [3, 8, 10]

(4)

где kx, ky и kz – компоненты волнового вектора 
в декартовой системе координат.

Отметим, что при исследовании реальных сред
и структур зависимость  редко можно получить
в явном виде, тогда как вывести дисперсионное
уравнение волны  удается гораздо чаще. По-
этому, используя правило дифференцирования не-
явной функции, выражение (4) можно записать
в виде

(5)

Выражение (5) удобно использовать при исследо-
вании волн в анизотропных средах, где групповая
скорость отличается от фазовой не только по ве-
личине, но и по направлению. Так, вектор gradkF
определяет пространственную ориентацию век-
тора , а производная ∂F/∂ω – это число, которое
вместе с модулем вектора  определяет мо-
дуль вектора .
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2. РАССТОЯНИЯ S, КОТОРЫЕ МОГУТ БЫТЬ 
ПОЛУЧЕНЫ ПРИ ПЕРЕДАЧЕ ПОЛЕЗНОГО 

СИГНАЛА С ПОМОЩЬЮ СПИНОВЫХ ВОЛН 
В ФЕРРИТОВОЙ ПЛАСТИНЕ

Ранее без использования магнитостатического
приближения были выполнены расчеты отноше-
ния Scr/λ в зависимости от волнового числа ky для
поверхностной СВ (ПСВ), распространяющейся
в касательно намагниченной ферритовой пласти-
не вдоль оси y [9]. Как видно из этой работы, ис-
пользование ПСВ в ферритовой пластине для не-
искаженной передачи информации не имеет пер-
спектив практического применения, поскольку
максимальное отношение Scr/λ ~ 12 имеет место в
узкой полосе частот и значений волнового числа
вблизи значения ky ~ 10 см–1. В соответствии с
условием (2) из этого следует, что расстояние S
между возбуждающим и приемным преобразова-
телями ПСВ в лучшем случае может быть лишь
порядка длины волны λ (что составляет ~6 мм при
ky ~ 10 см–1). Для других значений ky величина S
еще меньше и составляет доли длины волны (т.е.
речь идет о расстояниях между преобразователя-
ми порядка миллиметра). Такая ситуация возни-
кает из-за того, что дисперсионная зависимость
ПСВ в ферритовой пластине не имеет точек пере-
гиба (производная  в формуле (3) никогда
не бывает равна нулю), и в итоге отношение Scr/λ
принимает лишь небольшие значения.

Ситуация с передачей полезного сигнала с по-
мощью обратной СВ (ОСВ), распространяющейся
в касательно намагниченной ферритовой пластине
вдоль оси z [18], складывается немного лучше, по-
скольку дисперсионные зависимости всех мод
ОСВ f(kz) в ферритовой пластине имеют точку пе-
региба, в которой выполняется равенство

 = 0 и, в соответствии с (3), Scr → ∞. Так,
для первой моды ОСВ существуют небольшие
интервалы волнового числа (~15 см–1) и частоты
(~4 МГц), которые можно использовать при пе-
редаче полезного сигнала путем модуляции пер-
вой моды ОСВ с минимальными искажениями.

3. СПОСОБ ЛИНЕАРИЗАЦИИ 
ДИСПЕРСИОННЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 

СПИНОВЫХ ВОЛН В СТРУКТУРАХ 
НА ОСНОВЕ ФЕРРИТОВОЙ ПЛАСТИНЫ

Из описанных выше результатов следует, что
весьма актуальной проблемой является поиск
способов, которые позволят так изменить диспер-
сионную зависимость СВ, чтобы она стала похожа
на линейную. В связи с этим далее исследуем харак-
теристики ПСВ в некоторой обобщенной, каса-
тельно намагниченной до насыщения феррито-

2 2
yk∂ ω ∂

2 2
zk∂ ω ∂

вой структуре, изображенной на рис. 1. В состав
этой структуры входит ферритовая пластина 2,
вблизи которой сверху и снизу на некоторых рас-
стояниях d и w находятся слои вещества, обеспечи-
вающие либо граничные условия типа “идеально
проводящего металла”, либо граничные условия
типа “идеальной магнитной стенки”. Пусть для
простоты ПСВ распространяется вдоль оси y, при-
чем ее волновой вектор  и вектор групповой ско-
рости  коллинеарны.

Дисперсионные уравнения, описывающие
распространение ПСВ в такой структуре, пред-
ставлены в работе [14, таблица], а слагаемые
a1…a4, входящие в эти уравнения, описаны в магни-
тостатическом приближении и без него соответ-
ственно в [14, формулы (22)–(27)] и в [15, формулы
(15)–(26)]. Анализ дисперсионных зависимостей
ПСВ в структуре, изображенной на рис. 1, при
различных значениях d и w, а также при различ-
ных материалах слоев 4 (см. [14, 15]) показывает,
что расположение вблизи ферритовой пластины
слоев металла или магнитной стенки приводит к
появлению на дисперсионной зависимости ПСВ
нескольких точек перегиба, в которых ∂U/∂k =
= ∂2ω/∂k2 = 0 (и значит, Scr → ∞). Варьируя пара-
метры структуры, иногда можно “приблизить”
точки перегиба друг к другу и получить более ши-
рокие интервалы частоты или волнового числа, в
которых степень линейности дисперсионной за-
висимости ПСВ будет удовлетворять определен-
ным техническим требованиям по отношению к
величине Scr/λ.

k
��

U
��

Рис. 1. Геометрия задачи: 1, 3 – промежутки воздуха
(или слои диэлектрика), 2 – ферритовая пластина,
4 – идеально проводящий металл или метаматериал,
на поверхности которого существуют граничные
условия идеальной магнитной стенки.
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4. РАССТОЯНИЯ S, КОТОРЫЕ МОГУТ
БЫТЬ ПОЛУЧЕНЫ ПРИ ПЕРЕДАЧЕ 

ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА С ПОМОЩЬЮ 
СПИНОВЫХ ВОЛН В СТРУКТУРАХ

НА ОСНОВЕ ФЕРРИТОВОЙ ПЛАСТИНЫ

Очевидно, что наиболее простой и реализуе-
мой на практике структурой является геометрия,
в которой над ферритовой пластиной расположе-
на металлическая поверхность, параллельная
плоскости пластины [19, 20]. В получающейся
структуре металл–диэлектрик–феррит (МДФ)

(см. рис. 1 при w → ∞) слой 1 может представлять
собой как диэлектрик, так и зазор воздуха. Как
показали расчеты, дисперсионные зависимости
ПСВ f(ky) в данной структуре могут иметь точки

перегиба, в которых  = ∂U/∂ky = 0 [21]. Если
ПСВ имеет частоту f или волновое число ky, соответ-
ствующее одной из точек перегиба, то при модуля-
ции такой ПСВ полезным сигналом Scr/λ →∞.
Вблизи этих значений ky и f возникают небольшие
интервалы волнового числа шириной 5…10 см–1 и
интервалы частоты шириной 3…10 МГц, которые
можно использовать при разработке спинволно-
вых приборов для реализации неискаженной пе-
редачи полезного сигнала. Казалось бы, изменяя
величину d в структуре МДФ, можно добиться бо-
лее близкого расположения точек перегиба друг к
другу и таким способом увеличить ширину указан-
ных интервалов частоты и волнового числа. Дей-
ствительно, при изменении величины d точки пе-
региба немного приближаются друг к другу, но
затем опять начинают удаляться друг от друга. В
итоге при наибольшем сближении точек перегиба
мы имеем между ними Scr/λ ≈ 12, хотя в самих точ-
ках перегиба Scr/λ → ∞ (см. [21, рис. 2]). Таким
образом, в структуре МДФ не удается заметно
увеличить интервалы волнового числа и частоты,
в которых можно было бы иметь отношение Scr/λ,
например, больше 50 или 100.

Можно полагать, что для “сближения” точек
перегиба следует выбрать структуру, имеющую
более сложное дисперсионное уравнение и боль-
ше варьируемых параметров. То есть необходимо
исследовать, например, изменение отношения
Scr/λ в структуре металл–диэлектрик–феррит–
диэлектрик–металл (МДФДМ), где можно ва-
рьировать два параметра – d и w. Дисперсионные
зависимости ПСВ, распространяющихся в струк-
туре МДФДМ вдоль оси y, исследовались ранее
как в магнитостатическом приближении [14, 22–
24], так и без него [15]. Опираясь на полученные
результаты, можно подобрать такие параметры
структуры МДФДМ, при которых дисперсионная
зависимость ПСВ будет иметь квазилинейные
участки. Используя дисперсионное уравнение,
полученное в работе [15] без магнитостатического
приближения1, рассчитаем ниже характеристики
ПСВ в структуре МДФДМ, намагниченной одно-
родным магнитным полем, величина которого

1 Сравнение расчетов отношения Scr/λ, выполненных в маг-
нитостатическом приближении и без него для ПСВ, рас-
пространяющейся в ферритовой пластине [9], показало,
что в первом случае возникают ошибочное представление
о том, что Scr/λ →∞ в начальной части спектра ПСВ (см.
[9, рис. 3, кривые 1 и 2]). Поэтому все расчеты в данной ра-
боте выполнены без использования магнитостатического
приближения.

2 2
yk∂ ω ∂

Рис. 2. Дисперсионные зависимости ПСВ f(ky) (а) и
зависимости групповой скорости ПСВ U от волново-
го числа ky (б) в структуре МДФДМ при d = 0 и w = 5 (1),
6 (2), 8 (3), 12 (4), 16 мкм (5) и ∞ (6); показана также
аналогичная зависимость для свободной ферритовой
пластины (кривая 7), т.е. когда w → ∞ и d → ∞.
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H0 = 300 Э. Пусть структура состоит из феррито-
вой пластины 2, имеющей толщину s = 10 мкм,
диэлектрическую проницаемость ε2 = 15 и намаг-
ниченность насыщения 4πM0 = 1750 Гс, и воздуш-
ных зазоров 1 и 3, имеющих диэлектрические и
магнитные проницаемости ε1 = ε3 = μ1 = μ3 = 1.
Дисперсионные зависимости ПСВ, рассчитанные
для структуры МДФДМ, у которой d = 0, показаны
на рис. 2а, а соответствующие зависимости группо-
вой скорости ПСВ U от волнового числа ky – на
рис. 2б. Представлены также зависимости отно-
шения Scr/λ от волнового числа ПСВ ky (рис. 3а) и
от частоты ПСВ f (рис. 3б).

Как видно из рис. 2 и 3, при приближении сни-
зу к ферритовой пластине второй металлической
поверхности, характеристики ПСВ изменяются
таким образом, что при величине w примерно
6…9 мкм на дисперсионной зависимости волны
f(ky) вблизи малых значений ky возникает квази-
линейный участок, на котором ПСВ имеет почти
постоянное значение групповой скорости U в бо-
лее широком интервале частот и волновых чисел,
чем при других значениях w (см. кривые 2 и 3 на
рис. 2). Такая трансформация зависимости f(ky)
возникает из-за того, что при w ~ 6…9 мкм две
точки, в которых отношение Scr/λ велико, оказы-
ваются расположены достаточно близко друг к
другу (см. рис. 3, кривые 2 и 3), что и позволяет
увеличить интервал волновых чисел Δky и интер-
вал частоты Δf, в которых Scr/λ > 100, до значений
порядка 130 см–1 и 130 МГц соответственно, т.е.
увеличить эти интервалы на порядок по сравне-
нию со структурой МДФ, исследованной в [21].
Отметим лишь, что при проектировании приборов
с использованием ПСВ в данной структуре необхо-
димо учитывать следующее: при  < ~1 см–1 дис-
персионное уравнение, описывающее ПСВ в
структуре МДФДМ без магнитостатического
приближения, не имеет решений [15].

Рассмотрим теперь аналогичные характери-
стики ПСВ в структуре “магнитная стенка”–ди-
электрик–феррит–диэлектрик–“магнитная стен-
ка” (МСДФДМС) для приведенных выше пара-
метров s, 4πM0, ε2, ε1, ε3, μ1, μ3 и H0. Рассчитаем
характеристики ПСВ в структуре МСДФДМС на
основе полученного в [15] дисперсионного урав-
нения для случая структуры, когда w = 0. Диспер-
сионные зависимости ПСВ для такой структуры
показаны на рис. 4а, а соответствующие зависи-
мости групповой скорости U от волнового числа
ky – на рис. 4б. Также представлены зависимости
отношения Scr/λ λ от волнового числа ПСВ ky

(рис. 5а) и от частоты ПСВ f (рис. 5б).
Как видно из рис. 4 и 5, при приближении

сверху к ферритовой пластине второго слоя “маг-

yk

нитной стенки” характеристики ПСВ изменяют-
ся таким образом, что при d ~ 26.3…28 мкм на
дисперсионной зависимости волны f(ky) в интер-
вале волновых чисел 30 см–1 < ky < 90 см–1 возни-
кает квазилинейный участок, на котором ПСВ
имеет почти постоянное значение групповой ско-
рости U (см. рис. 4, кривые 3 и 4). Такая транс-
формация зависимости f(ky) возникает из-за того,
что при d ~ 26.3…28 мкм две точки перегиба, в ко-
торых отношение Scr/λ →∞, оказываются распо-
ложены близко друг к другу (см. рис. 5, кривые 3
и 4). Благодаря этому интервал волновых чисел
Δky и интервал частоты Δf, в которых Scr/λ > 100,

Рис. 3. Зависимости отношения Scr/λ от волнового
числа ПСВ ky (а) и от частоты ПСВ f (б) в структуре
МДФДМ при d = 0 и w = 5 (1), 6 (2), 8 (3), 12 (4), 16 мкм
(5) и ∞ (6).
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увеличиваются до значений 45 см–1 и 75 МГц со-
ответственно, что намного больше аналогичных
интервалов в структуре МДФ [21].

Рассмотрим еще возможность получения ква-
зилинейной дисперсионной зависимости ПСВ в
структуре метал–диэлектрик–феррит–диэлек-
трик–“магнитная стенка” (МДФДМС), т.е. когда
вблизи разных поверхностей ферритовой пласти-
ны существуют разные граничные условия. Ниже
на основе полученного в [15] дисперсионного
уравнения выполнены расчеты характеристик

ПСВ в такой структуре при приведенных выше
параметрах s, 4πM0, ε2, ε1, ε3, μ1, μ3, H0 и d = w = 0:
дисперсионная зависимость ПСВ f(ky) и зависи-
мость групповой скорости U от волнового числа
ky показаны на рис. 6 (кривая 1), а зависимости
отношения Scr/λ от волнового числа ky – на рис. 7
(кривая 1). Как видно, весьма актуально было бы
“поднять” уровень кривой 1 на рис. 7 до ~ 100 и по-
лучить квазилинейную зависимость ПСВ в интерва-
ле 300 см–1 (и соответственно в интервале 1.5 ГГц)!
Однако сделать это непросто, поскольку, как по-

Рис. 4. Дисперсионные зависимости ПСВ f(ky) (а) и
зависимости групповой скорости ПСВ U от волново-
го числа ky (б) в структуре МСДФДМС (для положи-
тельных ky) при w = 0 и d = 15 (1), 20 (2), 26.3 (3), 28 (4),
31 мкм (5) и ∞ (6), показана также дисперсионная за-
висимость для свободной ферритовой пластины
(кривая 7).
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Рис. 5. Зависимости отношения Scr/λ от волнового
числа ПСВ ky (а) и от частоты ПСВ f (б) в структуре
МСДФДМС (для положительных ky) при w = 0 и d =
= 15 (1), 20 (2), 26.3 (3), 28 (4), 31 мкм (5) и ∞ (6), по-
казана также аналогичная зависимость для свобод-
ной ферритовой пластины (кривая 7).
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казали расчеты, увеличение расстояний d и w

приводит либо к ухудшению линейности зависи-
мости f(ky), либо к сильному уменьшению шири-
ны указанных интервалов. Тем не менее, если в
качестве варьируемых параметров использовать и
остальные параметры структуры, например s,
4πM0 и H0, то можно получить достаточно широ-
кие интервалы частоты и волнового числа, где от-
ношение Scr/λ велико.

Расчеты характеристик ПСВ для структуры
МДФДМС в зависимости от величины H0 при d =
= w = 0 также представлены на рис. 6 и 7 (кривые
2–4). Как видно из рис. 6 и 7, при изменении ве-
личины однородного магнитного поля в интервале
3000 Э ≤ H0 ≤ 5000 Э на дисперсионной зависимо-
сти волны f(ky) в интервале значений 0 см–1 < ky <
< 200 см–1 возникает квазилинейный участок, на
котором ПСВ имеет почти постоянное значение
групповой скорости U ~ 155 км/c (см. рис. 6, кри-
вые 3 и 4), а две точки зависимости f(ky), в которых
отношение Scr/λ велико, оказываются располо-
жены так близко друг к другу, что возникают ши-
рокие интервалы частоты2 Δf ~ 220 МГц и волно-
вого числа Δky ~ 100 см–1, в которых Scr/λ > 100
(см. рис. 7, кривая 4, для H0 = 5000 Э). Поскольку
использование полей H0 ~ 5000 Э приводит к су-
щественному увеличению габаритов магнитной
системы спинволновых приборов, отметим, что,
например, для величины H0 = 2000 Э также мож-
но получить зависимость отношения Scr/λ от ча-
стоты f, у которой Scr/λ > 100 в широком интервале
частоты Δf и волнового числа Δky: при H0 = 2000 Э,
d = 1 мкм и w = 0 получим, что Scr/λ > 100 в ин-

2 Зависимости отношения Scr/λ от частоты ПСВ f (анало-
гичные кривым 2–4 на рис. 7) не приведены на рисунке,
поскольку эти зависимости расположены достаточно дале-
ко друг от друга вдоль оси частот.

Рис. 6. Дисперсионные зависимости ПСВ f(ky) (а) и
зависимости групповой скорости ПСВ U от волново-
го числа ky (б) в структуре МДФДМС (для положи-
тельных ky) при d = w = 0 для различных значений H0:
300 (1), 2000 (2), 3000 (3) и 5000 Э (4); для сравнения
показаны также дисперсионные зависимости ПСВ в
структуре МФ, когда d = 0, w → ∞ (кривая 5) и в сво-
бодной ферритовой пластине (кривая 6).
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Рис. 7. Зависимости отношения Scr/λ от волнового
числа ПСВ ky в структуре МСДФДМС (для положи-
тельных ky) при d = w = 0 для различных значений H0:
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d = 0 и w → ∞ (кривая 5) и в свободной ферритовой
пластине (кривая 6).
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тервалах Δky = 80 см–1 и Δf = 7870 – 7680 МГц =
= 190 МГц.

Полученные выше результаты дают основание
полагать, что для создания квазилинейных участ-
ков дисперсионной зависимости в структуре, по-
казанной на рис. 1, можно использовать в каче-
стве варьируемых параметров все параметры
структуры: толщину ферритовой пленки s, ее на-
магниченность 4πM0, величину внешнего поля
H0, толщины слоев 1 и 3 – d и w, а также свойства
материала, из которого состоят слои 1, 3 и 4 на
рис. 1.

Отметим, что при выполнении описанного вы-
ше исследования мы не стремились получить ка-
кие-то рекордные значения ширины интервалов Δf

и Δky, а просто продемонстрировали возможность
получения квазилинейных участков дисперсион-
ной зависимости в обобщенной ферритовой
структуре с помощью варьирования ее различных
параметров.

Таким образом, полученные результаты поз-
воляют полагать, что для неискаженной передачи
полезного сигнала с помощью СВ в ферритовых
структурах необходима разработка как специаль-
ных метаматериалов, позволяющих создать вбли-
зи или на поверхности ферритовой пластины гра-
ничные условия типа “идеальной магнитной
стенки”, так и компьютерных программ, позво-
ляющих подобрать такую конфигурацию пара-
метров структуры, которая обеспечивает появле-
ние квазилинейных участков на дисперсионной
зависимости СВ в соответствии с техническими
требованиями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Теоретически исследованы условия, при кото-

рых в плоских анизотропных структурах на основе
касательно намагниченной ферритовой пластины
практически не возникает искажение полезного
сигнала, модулирующего распространяющуюся в
структуре высокочастотную синусоидальную СВ.
Сформулировано условие для расстояния S, ко-
торое полезный сигнал может пробежать в такой
структуре практически без искажений. Определе-
ны также условия, при которых понятие группо-
вой скорости, описывающей скорость перемеще-
ния полезного сигнала, можно использовать в
диспергирующих анизотропных средах. Исследова-
но влияние граничных условий типа “идеального
металла” и “идеальной магнитной стенки”, созда-
ваемых в различных сочетаниях вблизи (или на) по-
верхностей ферритовой пластины, на возможность
неискаженной передачи полезного сигнала. Уста-
новлено, что в зависимости от параметров струк-
туры и граничных условий, на дисперсионной за-

висимости СВ в этой структуре могут возникать
квазилинейные участки, обеспечивающие неис-
каженную передачу полезного сигнала. Предло-
жен ряд конкретных структур с квазилинейными
участками на дисперсионной зависимости ПСВ,
в пределах которых соотношение Scr/λ > 100 вы-
полняется в интервале частот Δf шириной от 75 до
220 МГц и в интервале волновых чисел Δky шири-
ной от 40 до 200 см–1. Обоснована необходимость
разработки метаматериалов, позволяющих со-
здать вблизи или на поверхности ферритовой
пластины граничные условия типа “идеальной
магнитной стенки”.
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Рассмотрены дисперсионные свойства электромагнитных волн, распространяющихся в касательно
намагниченной ферритовой пластине, обладающей бигиротропными свойствами в сочетании с
магнитной диссипацией. Получено дисперсионное соотношение, имеющее комплексный характер
благодаря диссипации. Обнаружены ветви дисперсионных кривых, свойственные только диссипа-
тивной среде. Установлено критическое значение параметра затухания, разделяющее две области
дисперсии, различающиеся по характеру существенным образом. Показано, что критическое зна-
чение параметра затухания соответствует переходу магнитных колебаний из периодического режи-
ма в апериодический.

DOI: 10.31857/S003384942206016X

ВВЕДЕНИЕ
Электромагнитные и магнитостатические вол-

ны (ЭМВ, МСВ) являются основой для устройств
обработки аналоговой информации в диапазоне
СВЧ. Малые габариты, широкий частотный диа-
пазон и легкость управления путем перестройки
магнитного поля обеспечили создание широкого
класса таких устройств начиная еще с 60-х годов
ХХ в. [1–3]. В последние годы важное значение
приобретают работы, направленные на обработку
информации в цифровой форме, для чего использу-
ется воздействие на магнитную среду мощными
импульсами света от фемтосекундного лазера [4–6].

Предметом внимания большинства перечис-
ленных работ являются короткие МСВ, длина ко-
торых на несколько порядков меньше длины
электромагнитных волн той же частоты. Рассмотре-
ние базируется на приближении магнитостатики
без учета диэлектрических свойств среды [7–9]. Од-
нако в работах [10, 11] показана важность рас-
смотрения волн в магнитных средах на основе
полных уравнений электродинамики с учетом ди-
электрической проницаемости среды. Исследу-
ются в первую очередь гиромагнитные волны,
распространяющиеся в касательно намагничен-

ной ферритовой пластине перпендикулярно при-
ложенному постоянному полю [9]. В работе [12]
рассмотрены свойства гиромагнитных волн в ши-
роком диапазоне частот, от нуля и до частот, превы-
шающих частоты традиционных МСВ в несколько
раз. Выявлено существование ряда новых ветвей и
диапазонов волн, в которых электрическое поле
участвует наравне с магнитным.

Распространение и дисперсия волн рассмат-
ривались в среде, полностью бездиссипативной,
однако в работах [13, 14] было показано, что учет
магнитной диссипации уже в магнитостатиче-
ском приближении приводит к ограничению до-
пустимого диапазона волновых чисел и появле-
нию новых диссипативных ветвей, в среде без по-
терь отсутствующих. В работах [15, 16] отмечено
ограничение сектора допустимых направлений
распространения магнитостатических волн, а
также получены изочастотные зависимости. В ра-
ботах [17–24] в том же магнитостатическом при-
ближении были получены дисперсионные соот-
ношения для действительной и мнимой частей
волнового числа, определены диапазоны суще-
ствования диссипативных волн по частоте и по
волновому числу.

УДК 537.874;537.624

РАДИОФИЗИЧЕСКИЕ ЯВЛЕНИЯ
В ТВЕРДОМ ТЕЛЕ И ПЛАЗМЕ
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В работе [25] рассмотрение проведено уже в
рамках полной электродинамики, то есть с уче-
том диэлектрических свойств среды, что позво-
лило выявить сложный характер дисперсии и
предсказать существование ряда новых ветвей, в
том числе имеющих обратный характер. Настоящая
работа является продолжением исследований, вы-
полненных в работе [25], причем основное внима-
ние уделяется вариации параметра затухания.

1. ОБЩАЯ ГЕОМЕТРИЯ ЗАДАЧИ
Общая геометрия задачи совпадает с принятой

в [25]. Ее схема показана на рис. 1. Основу геомет-
рии составляет пластина толщины , намагни-
ченная в плоскости полем . Декартова система
координат  ориентирована так, что плос-
кость  совпадает с плоскостью пластины, а
ось  ей перпендикулярна. Поле направлено
вдоль оси , волна, имеющая волновой вектор

, распространяется вдоль оси . Такая геомет-
рия подобна геометрии классической задачи
Дэймона–Эшбаха [7–9]. Главное отличие состо-
ит в том, что здесь задача рассматривается не в
магнитостатическом приближении, а в рамках
полной электродинамики, т.е. с учетом как маг-
нитного, так и электрического поля.

2. ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ
Материал пластины будем считать бигиро-

тропной средой, электродинамические свойства
которой описываются двумя тензорами – диэлек-
трической и магнитной проницаемости [26, 9]:

(1)

В работе [9] показано, что в этом случае в пластине
может распространяться гиромагнитная волна, в
отсутствие зависимости от координаты  опреде-
ляемая уравнениями

(2)

(3)

где  – волновое число волны частоты ,
распространяющейся в свободном пространстве.

Разрешение этой системы относительно  и
 дает поля гиромагнитной волны в виде [12]

(4)
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При координатной зависимости волны вида
 эти формулы переходят в приве-

денные в [9].

В рамках полной электродинамики условие
равенства нулю ротора от магнитного поля не вы-
полняется, так что введение магнитостатического
потенциала исключено, поэтому следует вос-
пользоваться решением задачи Дэймона–Эшбаха
через поля [27]. Следуя такому способу решения и
полагая координатно-временную зависимость
полей волны в виде

(6)

с использованием традиционных граничных
условий равенства касательных компонент поля
и нормальной компоненты индукции на грани-
цах раздела сред, получаем дисперсионное соот-
ношение в виде [12]

(7)

где  и  определяются выражениями

(8)

(9)

где с целью упрощения записи формул обозначе-
ние  заменено на . В работе [12] это дисперси-
онное соотношение рассмотрено в отсутствие
диссипации, причем решение выполнено мето-
дом поиска нуля. Учет диссипации приводит к
определенному усложнению задачи, которое рас-
смотрим далее.
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Рис. 1. Общая геометрия задачи.
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3. ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ 
В СРЕДЕ С ДИССИПАЦИЕЙ

В среде с диссипацией соотношение (7)–(9)
содержит три комплексные величины: волновое
число  и компоненты магнитной проницаемо-
сти  и . В результате и само дисперсионное со-
отношение приобретает комплексный характер.
Дальнейшая задача состоит в том, чтобы выде-
лить действительную и мнимую части этого соот-
ношения, чтобы каждая из частей была бы дей-
ствительной. Тогда, поскольку дисперсионное
соотношение в целом (7)–(9) равно нулю, то
можно считать и действительную и мнимую его
части также равными нулю. При этом равенство
нулю действительной части даст закон дисперсии
волны как соотношение между частотой и дей-
ствительной частью волнового числа. Реализация
такой задачи в аналитическом виде [25] является
довольно громоздкой. Вместе с тем при числен-
ном решении нет необходимости аналитическим
путем выделять действительную и мнимую части
соотношения (7)–(9), а достаточно поручить та-
кое выделение машинной программе. То есть, за-
давая действительное значение частоты, можно
так подобрать действительную часть волнового
числа, чтобы действительная часть соотношения
(7)–(9) равнялась нулю. Такой подбор можно
осуществить с помощью процедуры поиска нуля.
Таким образом, следует вычислить параметры 
и , подставить их в (7) и осуществить поиск нуля
действительной части полученного соотноше-
ния, что и даст искомый закон дисперсии.

4. ТЕНЗОР 
МАГНИТНОЙ ПРОНИЦАЕМОСТИ 

И ХАРАКТЕРНЫЕ ЧАСТОТЫ
Из выражений (7)–(9) можно видеть, что пара-

метрами, определяющими закон дисперсии, яв-
ляются компоненты тензора магнитной прони-
цаемости  и . В среде с диссипацией эти ком-
поненты включают в себя параметр затухания
Гильберта  [26]. С точностью до первой степени
этого параметра компоненты тензора проницае-
мости принимают вид [25]

(10)

(11)

где для частот использованы традиционные обо-
значения [25]:
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Характерные частоты, следующие из анализа рас-
ходимостей и нулевых значений частотных зави-
симостей для магнитной восприимчивости [8],
при  = 437.5 Э,  = 1750 Гс,  = 2.8 МГц/Э
имеют значения

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Интервал существования классической поверх-
ностной волны Дэймона–Эшбаха находится между
частотами  и . В области между частотами  и

 магнитостатическое приближение дает суще-
ствование обратной поверхностной волны дисси-
пативного типа [17–19]. Другие решения магнито-
статическое приближение получить не позволяет.

Процедура поиска нуля состоит в определении
изменения знака дисперсионного соотношения
при изменении варьируемого параметра с после-
дующим уточнением полученного значения пу-
тем уменьшения шага варьирования до величи-
ны, требуемой желаемой точностью.

5. ДИСПЕРСИЯ 
В ОТСУТСТВИЕ ДИССИПАЦИИ

В качестве отправной точки для дальнейшего
исследования, рассмотрим сначала дисперсию
волны в геометрии рис. 1 в случае отсутствия дис-
сипации. На рис. 2 показаны соответствующие
дисперсионные кривые, полученные в рамках
полной электродинамики с помощью соотноше-
ний (7)–(9). Видно, что спектр имеет несколько
ветвей, подобных наблюдавшимся ранее [12].
Рассмотрим эти ветви по отдельности.

Кривая 1 соответствует дисперсии электро-
магнитной волны в свободном пространстве, т.е.
представляет собой прямую, описываемую фор-
мулой

(18)

Все остальные кривые являются решениями дис-
персионного соотношения (7)–(9), т.е. соответ-
ствуют волнам, распространяющимся в пластине
с магнитными свойствами.

Кривая 2 при достаточной величине волнового
числа (более 10 см–1) отражает закон дисперсии
для классической поверхностной волны Дэймо-
на–Эшбаха, полученной в магнитостатическом
приближении. Здесь показан только начальный
участок кривой, где частота из-за крайней мало-
сти волнового числа еще не смогла удалиться на
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заметное расстояние от величины , так что кри-
вая смотрится как горизонтальная линия. Однако
проверка показывает, что при дальнейшем увели-
чении волнового числа эта кривая практически
точно следует дисперсионной кривой Дэймона–
Эшбаха, асимптотически приближаясь к гори-
зонтальной прямой на частоте .

Кривая 3 соответствует ветви прямых волн,
имеющей место только в рамках полной электро-
динамики. При достаточных волновых числах
она превращается в горизонтальную прямую на
частоте .

Кривые 4 и 5 представляют собой дополни-
тельные ветви, подобные ветвям аномальной
дисперсии в оптике. Эти ветви располагаются ле-
вее прямой 1, так что их фазовая скорость превы-
шает скорость света, т.е. они не являются физиче-
ски реализуемыми. Однако такое положение
имеет место только при небольших значениях ди-
электрической проницаемости. В работе [25] по-
казано, что при  = 10 эти кривые смещаются в
сторону больших значений волнового числа и
трансформируются в две ветви, расположенные на-
много правее кривой 1 (см. [25, рис. 5, кривые 4, 5]),
т.е. их физическая реализация становится воз-
можной.

Замечание. В рамках данной работы авторы
ограничиваются рассмотрением случая  = 1 и
исследуют далее кривые 4 и 5 с формальной сто-
роны, отвлекаясь от вопроса об их физической
реализации, более подробное решение которого
оставляют для дальнейших исследований.

6. ДИСПЕРСИЯ ВОЛНЫ 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УРОВНЯХ ЗАТУХАНИЯ

Предварительное исследование дисперсион-
ных кривых при наличии диссипации выявило
существенное различие их характера в случае ма-
лого и большого затухания. При этом имеется
критическое значение параметра затухания ,
при переходе через которое характер кривых ко-
ренным образом меняется. Величина критиче-
ского значения параметра затухания при приня-
тых в разд. 5 параметрах составляет около 0.75.
Рассмотрим случаи большого и малого затухания
по отдельности.

Затухание малое. На рис. 3 представлены дис-
персионные кривые при различных значениях
параметра затухания , номера кривых 1…5 со-
хранены теми же, что на рис. 2. Как и ранее кри-
вая 1 соответствует дисперсии волны в свободном
пространстве, кривая 2 – классической поверх-
ностной волне Дэймона–Эшбаха, кривая 3 – до-
полнительной ветви прямых волн, кривые 4 и 5 –
ветвям аномальной дисперсии. Видно, что характер
кривых 1 и 2 при всех значениях параметра затуха-
ния не меняется, т.е. от диссипации не зависит.

2f

3f

4f

ε

ε

cα

α

Кривая 3 имеет место только при значениях  =
= 0.1 (а) и 0.4 (б), а при  = 0.7 (в) отсутствует, т.е.
условием существования этой ветви является
сравнительно небольшое затухание. Кривые 4 и 5
уже при малом затухании,  = 0.1 (а), претерпева-
ют значительное изменение. Так, на кривой 4 по-
является загиб в сторону меньших значений вол-
нового числа, а на кривой 5 – загиб в сторону
больших, причем оба загиба наблюдаются в
окрестности частоты , равной 6125 МГц при
принятых параметрах. Картина соответствует
как бы расщеплению первоначально цельных
ветвей 4 и 5 на две части, которые “расталкивают-
ся” в окрестности этой частоты.

При увеличении затухания до  = 0.4 (б) кри-
вая 5 вообще исчезает, а кривая 4 смещается в
сторону меньших значений волнового числа. Од-
нако при дальнейшем увеличении затухания до

= 0.7 (в) кривая 4 как бы слегка возвращается в
сторону больших значений волнового числа, од-
нако не достигая кривой 1. Кроме перечисленных
кривых при наличии затухания в спектре волн появ-
ляются новые ветви. Так, на частоте  = 1225 МГц
появляется ветвь 6, которая далее сохраняется
при всех значениях параметра затухания.

При достаточно большом уровне затухания
= 0.7 (в) кривая 2 в области, левее кривой 1, рас-

щепляется на две ветви 7 и 8, из которых 7, как бы
отщепляясь от кривой 1 при повышении частоты
вблизи , поворачивает в сторону уменьшения
волнового числа, создавая иллюзию расталкива-

α
α

α

5f

α

α

1f

α

2f

Рис. 2. Дисперсионные кривые в отсутствие диссипа-
ции (  = 0): кривая 1 соответствует дисперсии волны
в свободном пространстве, кривая 2 – классической
поверхностной волне Дэймона–Эшбаха, кривая 3 –
дополнительной ветви прямых волн, кривые 4 и 5 – вет-
вям аномальной дисперсии; параметры: = 437.5 Э,

 = 1750 Гс,  = 15 мкм,  = 1.
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ния ветвей, подобную расталкиванию кривых 4 и
5 при  = 0.1 (а).

Затухание большое. Рассмотрим теперь дис-
персию волны при большом затухании, для чего
обратимся к рис. 4, где показаны дисперсионные
кривые в случае большой диссипации (  > 0.75)
при различных значениях параметра затухания .
Видно, что в этом случае кривые 1, 2, 6 и 7 сохра-
няются теми же, что и при малом затухании, од-
нако кривая 7 исчезает. Главным отличием от
случая малого затухания является полное исчез-
новение кривых 4 и 5 и появление на их месте
кривой 9, являющейся как бы продолжением
кривой 2 левее кривой 1. В процессе увеличения
затухания кривая 9 является как бы разрастанием
кривой 4 на рис. 3в в сторону меньшей частоты,
где она претерпевает изгиб в сторону больших

α

α
α

значений волнового числа и сливается левым
концом c кривой 2. По мере увеличения затуха-
ния верхняя часть кривой 9 наклоняется в сторо-
ну больших значений волнового числа, прибли-
жаясь к кривой 1.

7. ЗАВИСИМОСТЬ КРИТИЧЕСКОГО 
ЗНАЧЕНИЯ ПАРАМЕТРА ЗАТУХАНИЯ

ОТ ВРЕМЕНИ РЕЛАКСАЦИИ
Главным результатом разд. 6 является резкое

изменение характера дисперсионных кривых при
переходе через критическое значение параметра
затухания. Для выяснения причины такого изме-
нения было выполнено исследование развития

Рис. 4. Дисперсионные кривые в случае большой
диссипации (  > 0.75) при  = 0.8 (а), 1.0 (б), 1.5 (в);
обозначения кривых 1…8 см. на рис. 2 и 3, кривая 9 –
новая диссипативная ветвь, являющаяся продолже-
нием кривой 2 в области малых волновых чисел; па-
раметры те же, что на рис. 2.
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Рис. 3. Дисперсионные кривые в случае малой дисси-
пации (  < 0.75) при  = 0.1 (а), 0.4 (б), 0.7 (в); обо-
значения кривых 1…5 см. на рис. 2, кривые 6–8 – но-
вые диссипативные ветви; параметры те же, что на
рис. 2.

k, см–1

8000

6000

4000

2000

0 0.5 1.0 1.5

2

4 1

6

8

7

2.0

f1

f2

f3

f4

f5

f, МГц
8000

6000

4000

2000

0 0.5 1.0

(а)

(в)

8000

6000

4000

2000

0 0.5 1.0 1.5

2

4 1

6

3

2.0

f1

f2

f3

f4

f5

(б)

1.5

2

6

3

14

5

2.0

f1

f2

f3

f4

f5

α α



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

ДИСПЕРСИОННЫЕ СВОЙСТВА ГИРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 581

колебаний во времени после включения возбуж-
дающего воздействия. Возбуждение осуществля-
лось на частоте 2800 МГц, постоянное поле со-
ставляло 2750 Э, амплитуда возбуждающего поля
равнялась 0.01 Э. Остальные параметры задачи
совпадали с введенными ранее. Наблюдение раз-
вития колебаний во времени позволило опреде-
лить две величины – время релаксации колеба-
ний магнитной системы и амплитуду колебаний
намагниченности, установившуюся после окон-
чания релаксации.

Полученные результаты представлены на рис. 5.
Основную часть рисунка составляет зависимость
времени релаксации от параметра затухания.
Приведены результаты машинного эксперимента
(точки) и аппроксимирующая их плавная кривая
в виде полинома четвертого порядка:

(19)

при построении которого использовался метод
наименьших квадратов.

Из рис. 5 видно, что с увеличением параметра
затухания время релаксации сначала падает до-
вольно быстро, однако далее его падение замед-
ляется, при достаточно больших значениях пара-
метра затухания стремясь к нулю. Наиболее силь-
но выраженное изменение характера спада

4 3 2

8

(4.12 15.32 20.53

12.06 2.89) 10 ,
c

−

τ = α − α + α −
− α + ×

времени релаксации происходит при значении
параметра затухания  = 0.75, которое как раз и
является критическим для резкого изменения ха-
рактера дисперсии, представленного на рис. 3 и 4.

По вертикальной оси сплошными горизонталь-
ными линиями дополнительно отложено время пе-

риода возбуждаемых колебаний  =  с, а

также его половина  =  с. Видно,
что замедление падения времени релаксации
происходит как раз при значениях параметра за-
тухания, соответствующих близости между вре-
менем релаксации и периодом или полупериодом
возбуждаемых колебаний. Затухание колебаний
за время собственного периода означает, что они
становятся апериодическими. Это происходит
как раз при значении параметра затухания, рав-
ном критическому по изменению характера дис-
персии. То есть можно считать, что изменение ха-
рактера дисперсии обусловлено именно установ-
лением апериодического характера магнитных
колебаний. Из вставки на рисунке можно видеть,
что падение амплитуды колебаний при этом за-
медляется и стремится к постоянному значению
около 0.05 отн. ед., с резонансом никак не свя-
занному.

cα

0T
103.57 10−×

0 2T
101.78 10−×

Рис. 5. Зависимость времени релаксации от параметра затухания, точки – результаты машинного эксперимента,
сплошная линия построена по формуле (19); на вставке – зависимость амплитуды колебаний намагниченности от па-
раметра затухания; параметры те же, что на рис. 2.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены дисперсионные свойства электро-
магнитных волн, распространяющихся в касатель-
но намагниченной ферритовой пластине, обладаю-
щей бигиротропными свойствами в сочетании с
магнитной диссипацией. В геометрии задачи Дэй-
мона–Эшбаха рассмотрено общее волновое уравне-
ние для гиромагнитной волны. Получено дисперси-
онное соотношение, по структуре совпадающее с
классическим соотношением Дэймона–Эшбаха.
Показано, что благодаря диссипации составляющие
дисперсионного соотношения и само соотношение
в целом имеют комплексный характер, происхо-
дящий из-за комплексного характера тензора
магнитной проницаемости среды. Установлено,
что закон дисперсии гиромагнитной волны в среде
с диссипацией определяется равенством нулю дей-
ствительной части комплексного дисперсионного
соотношения. Решение полученного уравнения
методом поиска нуля позволило получить закон
дисперсии гиромагнитной волны в широком диа-
пазоне значений параметра затухания. Рассмотре-
ны дисперсионные кривые в случаях отсутствия и
наличия диссипации. Отмечено, что в отсутствие
диссипации дисперсионные кривые, кроме
обычной ветви поверхностной волны типа Дэй-
мона–Эшбаха, имеют еще одну ветвь, лежащую
выше по частоте. При наличии диссипации ха-
рактер дисперсионных кривых усложняется, по-
являются ветви, свойственные только диссипа-
тивной среде. Установлено критическое значение
параметра затухания, разделяющее две области,
различающиеся по характеру дисперсии суще-
ственным образом. Показано, что при величине
параметра затухания меньшей критического зна-
чения в области частот выше волны Дэймона–
Эшбаха имеют место разделенные промежутком
две диссипативные ветви, характер которых по-
добен аномальной дисперсии в оптике. При вели-
чине параметра затухания, большей критиче-
ской, две диссипативные ветви сливаются в одну,
начинающуюся с частоты волны Дэймона–Эш-
баха и уходящую по частоте в бесконечность,
стремясь к дисперсионной ветви волны в свобод-
ном пространстве. Показано, что критическое
значение параметра затухания соответствует пе-
реходу магнитных колебаний из периодического
режима в апериодический.
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Представлена модель псевдоэллиптического фильтра верхних частот (ФВЧ) на основе квазисосре-
доточенных элементов, реализованного по технологии низкотемпературной совместно обжигаемой
керамики (LTCC). Два нуля коэффициента передачи введены в схему ФВЧ пятого порядка за счет
дополнительных электрической и магнитной связей между несмежными элементами. Приведено
сравнение результатов моделирования предложенной структуры с измерениями макета ФВЧ. По-
казано, что изготовленный по LTCC-технологии образец по крутизне амплитудно-частотной харак-
теристики (АЧХ) превосходит чебышевский ФВЧ на идеальных элементах.

DOI: 10.31857/S0033849422050114

ВВЕДЕНИЕ

В условиях непрерывно усложняющейся элек-
тромагнитной обстановки задача качественного
приема и фильтрации слабого полезного сигнала
является актуальной проблемой современной ра-
диотехники [1–3]. Современные радиосистемы
различного назначения предъявляют достаточно
жесткие требования к используемым фильтрам
по массе, габаритным размерам и частотно-изби-
рательным параметрам. Одним из таких парамет-
ров является крутизна скатов АЧХ. При прочих
равных условиях наибольшую крутизну АЧХ дает
аппроксимация эллиптическими функциями [4].
Но практическая реализация таких фильтров до-
статочно сложна [5], и поэтому разработчики ча-
ще используют аппроксимацию Чебышева. Од-
нако фильтры с парой нулей коэффициента пере-
дачи имеют более высокую прямоугольность, чем
фильтры Чебышева. Эта пара нулей коэффици-
ента передачи может быть получена введением в
фильтр Чебышева дополнительной связи между
несмежными резонаторами [5, 6]. Такие фильтры
часто называют псевдоэллиптическими [7, 8], по-
скольку у них только некоторые нули функции
передачи расположены на конечных частотах, в
то время как у эллиптических фильтров − все.
Известно, что при одном и том же порядке квази-
эллиптические фильтры всегда будут обладать

лучшей прямоугольностью, чем фильтры Чебы-
шева [9].

Основные мировые тенденции в области ис-
следований и разработок СВЧ-фильтров направ-
лены не только на то, чтобы улучшить частотную
избирательность, но и уменьшить массу и габарит-
ные размеры проектируемых устройств. Появление
новых технологий и материалов стимулируют со-
здание и развитие новых типов фильтров. Среди
них следует отметить фильтры на основе техноло-
гии LTCC (Low-Temperature Cofired Ceramic, низ-
котемпературной совместно обжигаемой кера-
мики), которая позволяет создавать монолитные
объемные СВЧ-устройства с высокой степенью
интеграции [10]. Использование объемных струк-
тур, а также керамики с высокой относительной
диэлектрической проницаемостью приводит к
существенному уменьшению общих размеров
фильтров и появлению новых технических реше-
ний при их проектировании [11].

Цель работы – создать псевдоэллиптический
фильтр верхних частот (ФВЧ) на основе LTCC-
технологии, имеющий два нуля коэффициента
передачи на заданных частотах.

Решаемые задачи: 1) построение модели псев-
доэллиптического ФВЧ; 2) анализ полученной
модели; 3) реализация элементов схемы ФВЧ в
“квазисосредоточенном” виде на основе LTCC-

УДК 621.372.542

ЭЛЕКТРОНИКА
СВЧ

EDN: LVKGJP
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технологии; 4) численное моделирование ФВЧ с
помощью метода конечных элементов; 5) изго-
товление макета и проведение эксперименталь-
ных исследований.

1. МОДЕЛЬ ФВЧ

Возьмем за основу ФВЧ пятого порядка с че-
бышевской аппроксимацией, эквивалентная схе-
ма которого приведена на рис. 1а. Дополнитель-
ные нули коэффициента передачи можно ввести,
установив емкостную связь между крайними
конденсаторами и индуктивную связь между ка-
тушками индуктивности. Эквивалентная схема
полученного таким образом ФВЧ приведена на
рис. 1б.

Поскольку схема симметрична, ее анализ
можно значительно упростить, воспользовав-
шись методом синфазно-противофазного воз-
буждения [12]. Применяя этот метод, получаем

следующие две схемы для парциальных двухпо-
люсников четного и нечетного типов (рис. 2). Вы-
числяя входное сопротивление для каждого из
двух случаев, получаем

(1)

(2)

Величины индуктивностей для двухполюсни-
ков четного ( ) и нечетного ( ) типов опреде-
ляются следующим образом:

(3)

2
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Рис. 1. Чебышевский ФВЧ пятого порядка с двумя дополнительными связями между несмежными элементами (а) и
его эквивалентная схема (б).
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Рис. 2. Эквивалентные схемы, для двухполюсников четного (а) и нечетного (б) типов.
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где k ‒ коэффициент взаимной индукции, опре-
деляющий силу магнитной связи (или эквива-
лентное значение ).

Поскольку коэффициент передачи  выра-
жается формулой [5]

(4)

где  ‒ это характеристический импеданс источ-
ника и нагрузки, то, подставляя выражения (1)‒(3)
в (4) и полагая  равным нулю, можем решить
уравнение относительно , найдя тем самым ча-
стоты, на которых будут иметь место нули коэф-
фициента передачи при данных параметрах схе-
мы ( ).

Аналогично, задавая частоты, на которых тре-
буется получить дополнительные нули коэффи-
циента передачи и зная исходные параметры
ФВЧ ( ), можно решить систему из двух
уравнений относительно .

При этом следует иметь в виду, что введение
элементов  приведет к искажению исходной
характеристики фильтра с чебышевской аппрок-
симацией. Для возвращения к исходной характе-
ристике ФВЧ (но уже с двумя дополнительными
нулями коэффициента передачи) необходимо
произвести корректировку  к некоторым но-
вым значениям  и . Это можно сделать, при-
равняв коэффициенты передачи исходной и но-
вой схем ФВЧ на двух произвольных частотах и
решив систему из двух уравнений относительно

 и .

2. РЕАЛИЗАЦИЯ ЭЛЕМЕНТОВ 
СХЕМЫ ФВЧ

В нижней части СВЧ-диапазона (например, в
L-диапазоне) при использовании сосредоточен-
ных элементов для реализации схемы фильтра
возникает ряд трудностей. Во-первых, серийно
выпускаемые конденсаторы и катушки индук-
тивности доступны в ограниченных стандартами
рядах номиналов, что усложняет разработку, так
как требуется “подгонка” схемы под имеющиеся
в ряду значения. Во-вторых, с ростом частоты на
функциональный отклик схемы все сильнее на-
чинают влиять паразитные параметры, связан-
ные с физической структурой сосредоточенных
элементов (сопротивление и емкость контактных
площадок, индуктивность выводов, и пр.). Физиче-
ская длина самих элементов будет соизмеримой с
длиной волны в линии передачи, это приведет к до-
полнительным набегам фазы и не даст таким обра-
зом реализовать их в чистом, “сосредоточенном”
виде. Более того, уже нельзя пренебрегать рассто-
янием между соседними элементами. Ряд этих

2L
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проблем решается с помощью известного преоб-
разования Ричардса [13], которое ставит в соот-
ветствие идеальным сосредоточенным элементам
распределенные, например, разомкнутые или ко-
роткозамкнутые отрезки линии передачи опреде-
ленной длины (шлейфы). Для физического раз-
деления распределенных элементов могут быть
использованы тождества Куроды [14]. Однако в
нижней части СВЧ-диапазона отрезки линий пе-
редачи с электрической длиной  даже при ис-
пользовании подложек с высокой диэлектриче-
ской проницаемостью ( ) имеют геомет-
рические размеры порядка 10…20 мм. Преодолеть
этот недостаток можно с помощью так называе-
мых квазисосредоточенных элементов, реализуе-
мых на основе тех или иных линий передачи
(встречноштыревые конденсаторы, индуктивно-
сти в виде меандра или спирали и т.д.) [5, 15, 16].
Еще большего уменьшения размеров можно до-
стичь, используя совместно с квазисосредоточен-
ными элементами вырезы в заземленном провод-
нике. Известны работы, реализующие компактные
фильтры на квазисосредоточенных элементах с
вырезами (дефектами) в заземленной пластине
[17, 18].

Рассмотрим реализацию таких элементов для
выбранной модели ФВЧ на основе объемной ин-
тегральной схемы (ОИС) с использованием техно-
логии LTCC. Если в качестве основной линии пе-
редачи на поверхности LTCC структуры выбрать
микрополосковую линию (МПЛ), а внутри ‒ сим-
метричную полосковую линию (СПЛ), то после-
довательно включенные конденсаторы можно
реализовать в виде плоскопараллельных пластин
[19]. Для увеличения емкости и снижения пара-
зитных эффектов заземление в районе этих пла-
стин может быть удалено. Емкость такого кон-
денсатора может приближенно оценена с помо-
щью формулы

(5)

где  ‒ площадь пластины,  ‒ расстояние между
пластинами,  ‒ диэлектрическая проницаемость
материала. Точное значение может быть получе-
но только с использованием электродинамиче-
ских расчетов, учитывающих все краевые и пара-
зитные эффекты [5, 20]. Катушки индуктивности
могут быть выполнены в виде отрезков линии пе-
редачи длиной  с высоким волновым сопротив-
лением , индуктивность которой оценивается
по формуле

(6)

где  ‒ длина волны в волноводе. Для увеличе-
ния индуктивности при малых линейных разме-
рах  необходимо увеличивать волновое сопро-
тивление за счет сужения ширины линии. Однако
это уменьшение ширины имеет своим пределом
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технологические возможности метода нанесения
проводников. Альтернативным методом увеличе-
ния волнового сопротивления может послужить
увеличение высоты всей подложки или, как и в
случае с конденсатором, удаление заземления над
индуктивностью. Вырезы в заземленном провод-
нике представляются наиболее удобным вариан-
том, но вместе с тем надо иметь в виду, что  и 
в формуле (6) должны быть пересчитаны для бо-
лее сложного волновода, включающего подлож-
ку, корпус и воздушное заполнение.

Располагая плоскопараллельные конденсато-
ры в разных слоях так, что верхняя пластина од-
ного конденсатора переходит в нижнюю пласти-
ну конденсатора, расположенного выше, можно
избежать дополнительных линий связи между
ними. Индуктивности могут быть подключены
непосредственно к пластинам конденсаторов под
углом в 90 градусов. Дополнительный конденса-
тор связи  образуется из пластин, одна из кото-
рых стыкуется с самой нижней пластиной перво-
го конденсатора , а вторая с самой верхней пла-
стиной второго конденсатора  (рис. 3).

3. РАСЧЕТ, МОДЕЛИРОВАНИЕ
И ПРОИЗВОДСТВО ФВЧ

Для примера реализации топологии ФВЧ про-
ведем расчет фильтра с частотой среза 1550 МГц.
Найдем из таблиц для чебышевской аппроксима-
ции [5] значения нормированных элементов
фильтра прототипа нижних частот для . Да-
лее, преобразовав частоту от ФНЧ к ФВЧ и про-
водя денормировку, получаем следующие значе-
ния элементов:  

. Для того чтобы обеспечить

LZ вλ

3C

1C
1C

5N =

1 3 2.057 пФ,C C= = 2 1.123 пФ,C =
1 2 3.735 нГнL L= =

требуемое затухание в полосе заграждения (не ме-
нее 50 дБ) и увеличить крутизну АЧХ, заданы на
частотах 450 и 750 МГц два дополнительных нуля
коэффициента передачи. В качестве входной и
выходной линий передачи выбрана микрополос-
ковая линия передачи, в качестве основной ли-
нии – симметричная полосковая линия. Переход
между линиями передачи выполнен посредством
металлизированных отверстий (см. рис. 3). Гео-
метрические размеры всех элементов ФВЧ при-
ведены в табл. 1.

Чтобы уменьшить габаритные размеры, ин-
дуктивности свернуты в виде Г-образных корот-
козамкнутых шлейфов. Точные геометрические
размеры конденсаторов , индуктивностей 
и расстояние между ними определяли с помощью
моделирования методом конечных элементов
[21]. Так, для коэффициента связи  (или индук-
тивности ) при длине области связи 2.22 мм полу-
чаем расстояние 1.8 мм. Устройство реализовано в
рамках технологического процесса на керамике
“Green Tape” 951 с диэлектрической проницае-
мостью 7.8 (фирма DuPont). LTCC-подложка тол-

1 2,C C 1L

k
2L

Рис. 3. Вид ФВЧ (1550 МГц) внутри LTCC-структуры, размеры макета 11 × 5.8 × 12 мм при толщине LTCC-подложки
2.2 мм.

L1
L1

C1C1
C2

C3

k

Таблица 1. Геометрические размеры элементов

Элемент Длина, мм Ширина, мм

2.5 1.35

1.2 1.15

0.2 0.3

4.1 0.12

1C

2C

3C

1L
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щиной 2.2 мм состоит из 12 слоев (6 шт. 951 PX и
6 шт. 951 P2).

4. ОБСУЖДЕНИЕ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

На рис. 4 приведено сравнение S-параметров
модели ФВЧ полученных с помощью полной
электромагнитной симуляции методом конечных
элементов [21], с S-параметрами идеального че-
бышевского фильтра (ИЧФ) и измеренного маке-
та ФВЧ. На экспериментальной кривой отчетли-
во видны два дополнительных нуля коэффициен-
та передачи, коррелирующие с результатами
моделирования.

В рабочей полосе частот (1550…2100 МГц) фильтр
достаточно хорошо согласован ( ) и
имеет малые вносимые потери ( ). По-
тери в полосе заграждения начиная с частоты
800 МГц составляют не менее 50 дБ. По сравнению
даже с идеальным чебышевским фильтром виден
существенный выигрыш в крутизне ската АЧХ.

Предложенная модель псевдоэллиптического
ФВЧ, построенная путем введения в схему двух
дополнительных связей между несмежными эле-
ментами, обладает рядом достоинств с точки зре-
ния ее реализации по технологии LTCC. Отме-
тим, что установить нули коэффициента переда-
чи можно и традиционным способом [4], как это
показано на рис. 5. Полученная схема (рис. 5б)
содержит то же число элементов, что и предло-
женный в статье фильтр, а ее расчет и реализация
выглядят даже проще. Однако по сравнению с на-
чальной схемой рис. 5а она теряет симметрию,
что повышает чувствительность к разбросу пара-
метров при изготовлении и, кроме того, приводит
к появлению конденсаторов значительно боль-
ших емкостей. Так, емкость  схемы рис. 5б в
15.5 раз превышает емкость самых больших конден-
саторов  схемы рис. 5а, что при изготовлении
по LTCC-технологии приведет к существенному
увеличению площади пластин (обкладок) конден-
сатора и, как следствие, к увеличению общего
размера ФВЧ. В то же время для рассматриваемо-
го в работе фильтра реализация нулей коэффици-
ента передачи возникает “естественным” обра-
зом, при топологическом сближении несмежных
элементов схемы и не требует введения новых
элементов больших размеров.

11 18  дБS < −
21 0.8 дБS <

4C

1 3, C C

Рис. 4. Параметры  (1, 3, 5) и  (2, 4, 6) модели
ФВЧ (1, 2), измеренного макета ФВЧ (3, 4) и идеаль-
ного чебышевского фильтра (5, 6).
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе изложен процесс топологической ре-

ализации элементов схемы ФВЧ в “квазисосредо-
точенном” виде на основе LTCC-технологии.
Приведенные формулы для расчета, основанные
на методе синфазно-противофазного возбужде-
ния, а также конечно-элементный анализ позво-
ляют разработчику “скорректировать” положе-
ние нулей коэффициента передачи и превратить
их из “паразитных” (когда, например, они попа-
дают в рабочую полосу частот) в “полезные”,
установив их на требуемые частоты.

Разработанное устройство может использо-
ваться как самостоятельно (в корпусе), так и в со-
ставе более сложной ОИС на основе LTCC-тех-
нологии.

Автор заявляет об отсутствии конфликта инте-
ресов.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена при финансовой поддержке
Правительства Российской Федерации (проект № 075-
15-2019-1928).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Седельников Ю.Е., Веденькин Д.А. Электромагнит-

ная совместимость радиоэлектронных средств.
Казань: Новое знание, 2016.

2. Андрющенко М.С., Гусаковский В.Е., Штагер Е.А.,
Штагер Д.Е. Методы расчета средств защиты ра-
диоэлектронных систем от электромагнитного из-
лучения. СПб.: Изд-во ВВМ, 2016.

3. Вышков Ю.Д., Кириллов В.Ю. Защита информации
бортовых комплексов летательных аппаратов от
электромагнитных воздействий и несанкциониро-
ванного доступа. М.: Изд-во МАИ, 2015.

4. Лэм Г. Аналоговые и цифровые фильтры. Расчет и
реализация. М.: Мир, 1982.

5. Hong Jia-Sheng, Lancaster M.J. Microstrip Filters for
RF/Microwave Applications. N.Y.: John Wiley & Sons,
Inc., 2001.

6. Dutta Sujesh, Kaur Dalveer // 4th Int. Conf. on Ad-
vancements in Engineering & Technology (ICAET-
2016), Sangrur, 18–19 Mar., 2016. MATEC Web of
Conferences. 2016. V. 57. P. 01002.

7. Влостовский Э.Г., Петров А.С. // РЭ. 1997. Т. 42.
№ 1. С. 76.

8. Ness J.B. // IEEE Trans. 1998. V. MTT-46. № 4.
P. 343.

9. Thomas J.B. // IEEE Trans. 2003. V. MTT-51. № 4.
P. 1356.

10. Kopp B.A., Francomacaro A.S. // 1992 IEEE MTT-S.
Microwave Symp. Digest. Albuquerque. 1–5 Jun. N.Y.:
IEEE, 1992. V. 3. P. 1513.

11. Huang H.H., Xu S.Y., Horng T.S. // Proc. 36th Europe-
an Microwave Conf. Manchester, 10–15 Oct. 2006.
N.Y.: IEEE, 2006. P. 545.

12. Reed J., Wheeler G.J. // IRE Trans. Microwave Theory
and Techniques. 1956. V. 36. P. 246.

13. Richards P.I. // Proc. IRE. 1948. V. 36. P. 217.
14. Kuroda K. Synthesis of Distribute-Constant Networks.

Tokyo: Kyoritsu Publ., 1959.
15. Фуско В. СВЧ Цепи. Анализ и автоматическое про-

ектирование. М.: Радио и связь, 1990.
16. Pozar D.M. Microwave Engineering. Hoboken: John

Wiley & Sons Inc., 2012.
17. Li JiaLin, Chen JianXin, Xue Quan, et al. // IEEE

MTT-S. Int. Microwave Symp. Digest. Long Beach.
17 Jun. 2005. N.Y.: IEEE, 2005. P. 1483.

18. Boutejdar A., Ramadan A., Makkey M., Omar A.S. //
Proc. 36th European Microwave Conf. Manchester.
10–15 Oct. 2006. N.Y.: IEEE, 2006. P. 267.

19. Hong Heon Jin, Park Dong Chul. // Int. Microwave
Symp. Digest. Long Beach, 17 Jun. 2005. N.Y.: IEEE,
2005. P. 2223.

20. Gupta K.C., Garg R., Bahl I.J. Microstrip Lines and
Slotlines. Dedham: Artech House, 1979.

21. Наседкин А.В., Наседкина А.А. Конечно-элемент-
ное моделирование связанных задач. Ростов-на-
Дону: Южный федер. ун-т, 2015.



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА, 2022, том 67, № 6, с. 590–595

590

КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК ШИРОКОПОЛОСНОГО 

БАЛАНСНОГО СМЕСИТЕЛЯ СВЕРХВЫСОКОЧАСТОТНОГО ДИАПАЗОНА 
НА БАЗЕ РЕЗОНАНСНО-ТУННЕЛЬНЫХ ДИОДОВ

© 2022 г.   К. В. Черкасовa, *, С. А. Мешковa, М. О. Макеевa, В. Д. Шашуринa

aМосковский государственный технический университет имени Н.Э. Баумана,
2-я Бауманская ул., 5, Москва, 105005 Российская Федерация

*E-mail: kvche@mail.ru
Поступила в редакцию 21.04.2021 г.

После доработки 17.09.2021 г.
Принята к публикации 27.09.2021 г.

Предложено решение задачи конструкторско-технологической оптимизации (К-ТО) электриче-
ских характеристик нелинейных преобразователей частоты (ПЧ) СВЧ-радиосигналов на базе резо-
нансно-туннельных диодов (РТД) для обеспечения надежности в заданных условиях эксплуатации.
Разработан программный комплекс, позволяющий выполнять анализ надежности ПЧ СВЧ-радио-
сигналов на базе РТД и проводить К-ТО электрических характеристик ПЧ с целью обеспечения на-
дежности в заданных условиях эксплуатации. Проведена апробация разработанного программного
комплекса на примере широкополосного балансного смесителя СВЧ-радиосигналов на базе РТД.
Показано, что в результате оптимизации электрических характеристик рассматриваемого смесите-
ля гамма-процентный ресурс может быть увеличен в 7.5 раз, что доказывает перспективность кон-
структорско-технологической оптимизации для решения задачи обеспечения надежности ПЧ ра-
диосигналов на базе РТД.

DOI: 10.31857/S0033849422060079

ВВЕДЕНИЕ
Нелинейные преобразователи частоты (ПЧ)

радиосигналов являются ключевыми элементами
радиотехнических систем, так как с их помощью
осуществляются основные радиотехнические пре-
образования. Одним из путей улучшения электри-
ческих характеристик ПЧ радиосигналов является
использование наноэлектронных приборов, к ко-
торым относятся резонансно-туннельные диоды
(РТД) на основе AlGaAs/GaAs многослойных ге-
тероструктур с поперечным токопереносом [1].
Применение РТД в качестве нелинейных элемен-
тов (НЭ) ПЧ радиосигналов позволяет расширить
рабочий диапазон частот и повысить их помехо-
устойчивость [2–10]. Производство РТД возможно
с использованием отработанных технологий мик-
роэлектроники.

При проектировании ПЧ радиосигналов поми-
мо обеспечения заданных электрических характе-
ристик приоритетной является задача обеспечения
надежности в заданных условиях эксплуатации.
Одним из путей решения задачи обеспечения на-
дежности ПЧ радиосигналов на базе РТД в задан-

ных условиях эксплуатации является изложенная
в [11] методология проектирования микро- и на-
ноприборов, которая предусматривает введение
этапа конструкторско-технологической оптими-
зации (К-ТО), позволяющего определить номи-
нальные значения параметров конструкции при-
бора и его электрических характеристик, макси-
мизирующие заданную целевую функцию, при
этом оставляя неизменными технологические до-
пуски на параметры конструкции и задаваемые
конструктором допуски на электрические харак-
теристики оптимизируемого прибора.

Цель данной работы – рассмотреть методику и
алгоритм К-ТО электрических характеристик ПЧ
радиосигналов на базе РТД, провести апроба-
цию разработанного авторами программного
комплекса, позволяющего осуществлять анализ
надежности ПЧ расчетными методами и прово-
дить конструкторско-технологическую оптими-
зацию электрических характеристик ПЧ радио-
сигналов на базе РТД в заданных условиях экс-
плуатации.

УДК 621.382.2,621.372.622,621.3.019.3

ЭЛЕКТРОНИКА
СВЧ

EDN: SCVGNG
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1. ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА ИССЛЕДОВАНИЯ, 
МЕТОДИКИ И АЛГОРИТМОВ 

ОПТИМИЗАЦИИ

Объектом исследования является широкопо-
лосный балансный смеситель частот (БС) диапа-
зона 4…8 ГГц на базе РТД, выполненный в виде
гибридной интегральной схемы. Начальный уча-
сток вольт-амперной характеристики (ВАХ) РТД
приведен на рис. 1, резонансно-туннельная струк-
тура диода состоит из двух AlAs-барьеров и распо-
лагающейся между ними GaAs-квантовой ямы.
Моделирование электрических характеристик сме-
сителя проводится в системе автоматизированного
проектирования (САПР) AWR Microwave Office,
схема смесителя в данной САПР представлена на
рис. 2а, 2б. Номера на рис. 2б соответствуют но-
мерам портов на рис. 2а.

Оптимизация электрических характеристик
ПЧ радиосигналов достигается за счет измене-

ния номинальных значений параметров кон-
струкции.

В качестве целевой функции (ЦФ) вида f(t, Y, σ, Δ),
где t – время эксплуатации прибора, Y – вектор его
электрических характеристик, σ – вектор техноло-
гических разбросов параметров конструкции при-
бора, Δ – вектор допустимых отклонений (допус-
ки) электрических характеристик прибора, могут
быть выбраны вероятность выполнения заданных
функций партией приборов в течение определен-
ного срока эксплуатации, вероятность попадания
параметров в установленные допуски (вероят-
ность выхода годных) Pг за время эксплуатации
прибора и гамма-процентный ресурс Tγ в задан-
ных условиях эксплуатации.

В качестве целевой функции нами был выбран
гамма-процентный ресурс. В этом случае:

1) критерий оптимальности: max Tγ;
2) управляемые параметры: вектор  номи-

нальных значений параметров конструкции при-
бора;

3) ограничения: Δ = const, σ = const, X ∈ Oк,

X ∈ Oт, Pг( t = 0, Y, σ, Δ) ≥ , где Ок, Oт – огра-
ничения конструкторского и технологического
характера,  – минимально допустимое значе-
ние функции вероятности выхода годных после
изготовления.

В результате решения задачи оптимизации полу-
чают новые значения номиналов Xопт и Yопт, кото-
рым соответствует максимум выбранной целевой
функции. Устройство считается годным/работо-
способным в момент времени ti, если все электри-
ческие параметры Y одновременно попадают в
соответствующие допуски.

Данный подход предполагает использование
методов имитационного, в том числе вероятност-
ного, моделирования электрических характеристик
прибора, закономерностей их деградации в задан-
ных условиях эксплуатации, а также технологиче-

X

min
гP

min
гP

Рис. 1. Начальный участок ВАХ РТД (1) и ДБШ (2).
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Рис. 2. Топология широкополосного балансного смесителя в САПР AWR Microwave Office.
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ских погрешностей и основывается на результатах
исследований процессов деградации элементов
прибора в условиях воздействия внешних факторов.

Большинство современных САПР, использу-
емых при проектировании микроэлектронных
устройств, имеют в своем составе специализиро-
ванные модули, позволяющие автоматизировать
процесс оптимизации электрических характери-
стик проектируемых устройств. Необходимым
условием для проведения такой оптимизации яв-
ляется наличие в САПР математических моделей,
связывающих параметры конструкции с электри-
ческими характеристиками, для всех элементов,
входящих в состав рассматриваемого устройства.
Поскольку НЭ БС в исследуемом смесителе явля-
ются РТД, математические модели которых от-
сутствуют в САПР, задача оптимизации не может
быть решена их средствами. Поэтому нами разрабо-
тан программный модуль, позволяющий произво-
дить оптимизацию электрических характеристик
микроэлектронных устройств, в состав которых вхо-
дят элементы наноэлектроники. В данной работе
этот модуль используется для моделирования БС с
РТД в качестве НЭ, но он может быть использован
для оптимизации электрических характеристик
других микроэлектронных устройств.

Основной идеей алгоритма работы описываемо-
го модуля является разделение процесса оптимиза-
ции на несколько независимых этапов, последова-
тельно связанных друг с другом: результаты каждого
этапа являются входными параметрами следую-
щего. Таким образом, решение задачи оптимиза-
ции, которую можно записать в виде

где Yопт = Y(XБС,опт, XРТД_опт), Δ = const, σ = const,

XБС, РТД ∈ Oк, XБС, РТД ∈ Oт, Pг(t = 0 Y, σ, Δ) ≥ ,
XБС – вектор параметров конструкции оптимизи-
руемого устройства, XРТД – вектор параметров
конструкции РТД, сводится к последовательному
выполнению следующих этапов.

1. Поиск такого целевого сочетания электри-
ческих характеристик оптимизируемого прибора
Yц, которое обеспечивает решение задачи опти-
мизации ЦФ(t, Yц, σ, Δ) = max(ЦФ(t, Y, σ, Δ)).

2. Поиск такого сочетания параметров кон-
струкции оптимизируемого прибора (в данном
случае смесителя частот) Xц,БС и коэффициентов
полинома, описывающего форму ВАХ НЭ прибора
Xц,ВАХ, которое обеспечивает максимально близ-
кие к целевым значения электрических характе-
ристик

оптЦФ , , , ma( ) ( (x ЦФ , , , ) ,)t t=Y Δ Y σ Δσ

min
гP

( )ц ц,ВАХ ц БС ВАХ(min , ,)− = −Y Y Y Y X X

ц,ВАХ ц,БС ц,ВАХ,( .)=Y Y X X

При выполнении данного условия транзитивно
обеспечивается выполнение условия

т.е. ЦФ(t, Yц, σ, Δ) ≈ ЦФ(t, Yц,ВАХ, σ, Δ) с точно-
стью до приведенной выше разности.

3. Поиск сочетания параметров конструкции
оптимизируемого устройства XБС,опт и его нели-
нейного элемента XРТД, опт, при которых электри-
ческие характеристики прибора Yопт максимально
близки к Yц,ВАХ = Y(Xц,БС, Xц,ВАХ), а следовательно,
и к Yц:

т.е. Y(XБС,опт, XРТД,опт) ≈ Y(Xц,БС, Xц,ВАХ) ≈ Yц.
4. Проверка полученного решения.
На этапе 1 оптимизируемое устройство моде-

лируется как “черный ящик”, обладающий рядом
электрических характеристик Y, которые являют-
ся управляемыми параметрами на данном этапе.
Перед началом этапа 1 необходимо выбрать ЦФ,
по которой будет проводиться оптимизация
(в рассматриваемом случае Tγ при γ = 0.99), сфор-
мулировать количественные критерии годности
Yг для электрических характеристик прибора (за-
дать допуски Δ для всех элементов Y), а также за-
дать коэффициенты полиномов, описывающих
кинетику Y в заданных условиях эксплуатации.
Зависимость задается в виде функции y(t, A),
y(0, A) = Y0, где t – параметр, прямо или косвенно
характеризующий длительность воздействия деста-
билизирующего фактора, Y0 – значение электриче-
ской характеристики до воздействия дестабилизи-
рующего фактора, A – величина воздействия экс-
плуатационного фактора.

Далее строится групповая кинетика каждой
электрической характеристики в условиях воз-
действия указанного фактора с учетом влияния
технологических разбросов параметров кон-
струкции прибора. Под групповой кинетикой
понимается кинетика статистического распределе-
ния электрической характеристики, получаемого
посредством компьютерного статистического экс-
перимента, учитывающего влияние технологиче-
ских разбросов параметров конструкции прибора
на его электрические характеристики. На основа-
нии полученной групповой кинетики для каждой
электрической характеристики определяется но-
вое номинальное значение, затем вычисляется
значение ЦФ для нового и старого номиналов
(в случае нового номинала распределение сдвигает-
ся на величину dY = Yнов – Yстар). Процесс повторя-
ется до тех пор, пока приращение ЦФ для очеред-
ного Yнов по сравнению с предыдущим значением

( )
ц ц,ВАХ

ц БС ВАХ

ЦФ , , , ЦФ , , ,
min ЦФ , , , Ц

( ) ( )
( ) ( ( )Ф , , , , ,)
t t
t t

− =
= −

Y σ Δ Y σ Δ
Y σ Δ Y X X σ Δ

( ) ( )
( ) ( )( )

ц,БС ц,ВАХ БС,опт РТД,опт

ц_БС ц,ВАХ БС РТД

, ,
min , , ,

=
−

−
=
Y X X Y X X

Y X X Y X X



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

КОНСТРУКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 593

не станет меньше некоторого предельного значе-
ния eps. Результатом работы данного этапа явля-
ется вектор целевых значений электрических ха-
рактеристик Yц.

Этап 2 оптимизации заключается в подборе
формы ВАХ НЭ и параметров конструкции ПЧ,
обеспечивающей максимально близкие к Yц зна-
чения электрических характеристик, что предпо-
лагает моделирование оптимизируемого устрой-
ства с учетом параметров конструкции ПЧ XБС за
исключением параметров конструкции НЭ – на
данном этапе они понимаются как нелинейные
сопротивления, ВАХ которых задается некоторой
функцией. Исходными данными на этапе 2 явля-
ются: полученный на этапе 1 вектор Yц; вектор пара-
метров конструкции устройства ХБС; вектор техно-
логических разбросов параметров конструкции
устройства sigma; вектор параметров полинома ВАХ
НЭ ХВАХ. ЦФ оптимизации на этапе 2 может быть
представлена как min(|Yц – YВАХ|), где YВАХ =
= Y(XБС, XВАХ) – вектор электрических характери-
стик, полученный на текущей итерации оптимиза-
ции. Управляемыми параметрами являются ХВАХ и
ХБС, причем параметры конструкции БС оптими-
зируются средствами используемого САПР
(в описываемом случае – AWR Microwave Office)
под каждую из получаемых конфигураций ХВАХ
отдельно с целью обеспечения согласования волно-
вых сопротивлений диодных секций ПЧ с сопро-
тивлениями НЭ. Результатом этапа 2 оптимизации
является пара векторов Хц,ВАХ и Хц,БС, содержащие
коэффициенты полинома ВАХ и параметры кон-
струкции оптимизируемого ПЧ, при которых до-
стигается максимальное приближение к целевым
значениям электрических характеристик.

Завершающим этапом цикла оптимизации яв-
ляется определение параметров конструкции НЭ,
обеспечивающих наиболее близкую к целевой
форму ВАХ. Поскольку математические модели,
позволяющие проводить подобную оптимизацию
конструкции РТД, в открытом доступе отсутствуют,
для этих целей нами был разработан дополни-
тельный модуль к программному комплексу
RTSVAС. В качестве метода оптимизации ВАХ
РТД используется покоординатный спуск. ЦФ на
данном этапе – min(R2), где R2 – средний квадрат
разности между полиномиально заданной и смо-
делированной по ХРТД ВАХ. Управляемыми пара-
метрами являются параметры конструкции РТД
ХРТД, в качестве начальных значений ХРТД принима-
ются параметры конструкции НЭ ПЧ, при которых
были получены исходные (до начала оптимизации)
значения Y. Как и на предыдущем этапе, параметры
ХПЧ варьируются с целью обеспечения согласова-
ния волновых сопротивлений диодных секций
ПЧ с сопротивлениями НЭ ПЧ. Результатом ра-
боты этапа 3 оптимизации являются векторы

ХРТД, опт, ХБС, опт и Yопт, содержащие оптимальные
параметры конструкции РТД, ПЧ и оптимальные
значения электрических характеристик ПЧ, обес-
печивающие максимум выбранной в начале опти-
мизации ЦФ.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ

Для реализации описанной выше методики
нами был разработан программный комплекс,
позволяющий проводить конструкторско-техно-
логическую оптимизацию ПЧ радиосигналов на
базе РТД. Для моделирования электрических ха-
рактеристик ПЧ и учета влияния технологиче-
ских разбросов параметров конструкции ПЧ на
разброс этих характеристик использован САПР
AWR Microwave Office. Для моделирования ВАХ
РТД, ее кинетики в условиях воздействия деста-
билизирующих факторов с учетом влияния тех-
нологических разбросов параметров конструк-
ции диода нами разработан соответствующий
программный комплекс на основе алгоритмов
высокоскоростного моделирования начального
участка ВАХ РТД, реализованных в [12]. Помимо
алгоритмов моделирования ВАХ в данном ком-
плексе реализованы алгоритмы оптимизации ее
формы путем подбора параметров конструкции
РТД, обеспечивающих наиболее близкую к за-
данному полиному форму ВАХ диода. Смодели-
рованные в данном комплексе ВАХ аппроксими-
руются полиномами и подставляются в модель
ПЧ в САПР Microwave Office для получения элек-
трических характеристик ПЧ. Параметры дегра-
дационных процессов, происходящих в структуре
РТД в условиях воздействия температурного фак-
тора и ионизирующих излучения и приводящих к
дрейфу ВАХ, определены в ходе проведения экс-
периментальных исследований [13–16].

Рассматриваемый ПЧ рассчитывали на усло-
вия эксплуатации в составе бортовой аппаратуры
автономных космических аппаратов (КА), нахо-
дящихся на околоземной орбите. Таким услови-
ям эксплуатации соответствует воздействие дозы
гамма-излучения мощностью до 30 крад/год (ха-
рактерное значение для бортовой аппаратуры
КА, находящейся за массовой защитой величи-
ной 1…2 г/см2 (что соответствует типовым значе-
ниям для материалов защит, применяемых в КА),
согласно [17–21]) и повышенной температуры до
200°С.

В качестве электрических характеристик опти-
мизируемого БС РТД рассматривали потери преоб-
разования комбинационных частот (КЧ) 1-1 (первая
цифра – номер гармоники сигнала, вторая – номер
гармоники гетеродина) и 2-2. В качестве критери-
ев годности на основании представленных разра-
ботчиком требований выбраны следующие: поте-
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ри преобразования КЧ 1-1 не более 16 дБ; потери
преобразования КЧ 2-2 не менее 66 дБ.

Анализ надежности БС показал, что наиболее
опасной с точки зрения возникновения отказов
является частота сигнала 7.5 ГГц, так как потери
преобразования КЧ 1-1 на данной частоте наибо-
лее близки к пороговому значению, а сами отказы
возникают в результате роста потерь преобразо-
вания КЧ 1-1, вызванного необратимыми про-
цессами деградации НЭ в условиях воздействия
дестабилизирующих факторов. Зависимость потерь
преобразования КЧ 2-2 от длительности воздей-
ствия эксплуатационных факторов имеет монотон-
но растущий характер, что делает невозможным от-
каз БС из-за уменьшения потерь преобразования

КЧ 2-2. Установлено, что гамма-процентный ре-
сурс исследуемого БС при γ = 0.99 (tγ = 0.99) в условиях
воздействия гамма-излучения превышает 25 лет. В
то же время tγ = 0.99 данного БС в условиях воздей-
ствия повышенной температуры не превышает
6.5 лет, что свидетельствует о необходимости про-
ведения К-ТО его электрических характеристик с
целью обеспечения надежности.

В результате оптимизации, проведенной по-
средством разработанного программного ком-
плекса, подобраны параметры конструкции РТД
(начальная и оптимизированная ВАХ приведены
на рис. 3) и пассивных элементов БС, позволившие
увеличить гамма-процентный ресурс при γ = 0.99
Tγ = 0.99 в условиях воздействия повышенной тем-
пературы в 7.5 раз (зависимость вероятности без-
отказной работы (ВБР) БС от наработки приведе-
на на рис. 4). Оценка гамма-процентного ресурса
получена из анализа графика зависимости ВБР
смоделированной выборки из 100 БС от наработ-
ки в условиях воздействия повышенной темпера-
туры для температур эксплуатации 85 и 125°С.
ВБР партии в момент времени t определяется как
отношение числа отказавших приборов к размеру
выборки. Отказ прибора фиксируется при выходе
хотя бы одной из рассматриваемых электриче-
ских характеристик за пределы установленных
допусков.

Для получения оптимальной формы ВАХ РТД
ширина симметричных барьеров его двухбарьер-
ной AlAs/GaAs резонансно-туннельной структу-
ры (РТС) уменьшена в 2.5 раза по сравнению с
исходной (с 2.83 до 1.13 нм), ширина ямы увели-
чена на 40% (с 2.83 до 3.96 нм), диаметр мезы – в
2.25 раза (с 20 до 45 мкм), химический состав сло-
ев РТС не изменялся, параметры пассивных эле-
ментов БС были оптимизированы под новую
форму ВАХ НЭ.

Рис. 3. Номинальная (1) и оптимальная (2) формы на-
чального участка ВАХ НЭ оптимизируемого смесите-
ля на основе РТД и начальный участок ВАХ ДБШ (3).
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Рис. 4. Зависимость вероятности безотказной работы широкополосного балансного смесителя на основе РТД от вре-
мени до оптимизации (1–4) и после (1 '–4 '): ВБР при температуре эксплуатации 125 (1, 1') и 85°С (2, 2 '); tγ = 0.99 при
температуре эксплуатации 125 (3, 3 ') и 85°С (4, 4').
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Оптимизация параметров конструкции РТД и

топологии широкополосного БС посредством
разработанного программного комплекса позво-
лила увеличить Tγ = 0.99 в условиях воздействия по-
вышенной температуры в 7.5 раз. Это доказывает,
что задачу обеспечения надежности прибора в за-
данных условиях эксплуатации возможно решить
посредством К-ТО электрических характеристик
ПЧ радиосигналов без изменения технологии их
изготовления. Полученные результаты также де-
монстрируют перспективность дальнейших ис-
следований в сфере применения РТД как НЭ ПЧ
радиосигналов, поскольку проведенное исследо-
вание показало возможность обеспечить надеж-
ность ПЧ на базе РТД путем задействования ос-
новного преимущества РТД – возможности под-
бирать оптимальную для конкретного ПЧ форму
ВАХ диода с помощью варьирования параметров
конструкции диода.
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Смоделирован PIC-методом релятивистский магнитоизолированный виркатор с коаксиальным выво-
дом СВЧ-излучения. Показано, что после рождения во 2-й по ходу движения электронного пучка трубе
виртуального катода в 1-й трубе устанавливается сжатое состояние электронного пучка, представля-
ющее плотную горячую однокомпонентную электронную плазму с концентрацией электронов

 см–3 и температурой 50 кэВ; длительность процесса ее формирования 125 нс. Рассчи-
таны СВЧ-характеристики виркатора. Пиковая мощность СВЧ-излучения, которая была сгенери-
рована в первые 100 нс (пиковая эффективность ~17.5%), оказалась ~1.4 ГВт, а после установления
сжатого состояния мощность генерации уменьшилась до среднего значения ~250 МВт (средняя эф-
фективность ~3%). Вычислена спектрограмма радиальной компоненты электрического поля в ко-
аксиальной линии. Найдено, что частота генерации растет в первые 100 нс и далее остается неиз-
менной,  ГГц.

DOI: 10.31857/S0033849422050059

ВВЕДЕНИЕ
Сверхвысокочастотные генераторы с вирту-

альным катодом (ВК) – виркаторы – представля-
ют собой особый класс источников мощных
СВЧ-импульсов на базе сильноточных реляти-
вистских электронных пучков (СРЭП), на которых
уже несколько десятилетий назад достигнут муль-
тигигаваттный выходной уровень мощности выве-
денного излучения [1, 2]. Именно на виркаторе в
1988 г. был установлен рекорд по величине гене-
рируемой СВЧ-мощности – 22 ГВт [3], не пре-
взойденный до сих пор ни на одном из СВЧ-гене-
раторов других классов.

Принцип действия виркаторов заключаются в
инжекции СРЭП в некую вакуумированную тру-
бу так, чтобы его ток превышал значение пре-
дельного тока в этой трубе. Тогда внутри трубы
возникает ВК, колебания которого являются ис-
точником СВЧ-излучения. Обзоры разных лет
перспективных схем генераторов с ВК, физики их
работы и достижений представлены в [4–9].

Виркаторы обладают целым рядом очевидных
достоинств по сравнению с другими типами мощ-
ных СВЧ-генераторов: компактность и возмож-
ность работы со сверхпредельным СРЭП, про-
стота конструкции, низкие требования к качеству
СРЭП и др. Но несмотря на эти достоинства в них
пока не удалось достичь высокой эффективности
(например, в [10] эффективность составляет все-
го 11%).

В традиционных виркаторах с плоско-парал-
лельными электронными диодами длительность
СВЧ-импульса ограничена временем перекрытия
катодной плазмой диодного промежутка и состав-
ляет несколько сотен наносекунд. Для увеличения
длительности СВЧ-импульса до нескольких мик-
росекунд был изобретен магнитоизолированный
виркатор с протяженной трубой дрейфа и волно-
водно-рупорным выводом излучения [11]. Такие
магнитоизолированные виркаторы интенсивно
исследовались в [12–15], но эффективность их

111.4 10n ≅ ×

1.4f ≅

УДК 621.385.69

ЭЛЕКТРОНИКА
СВЧ

EDN: EAXKAS
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СВЧ-генерации оказались весьма малой (в [12] не
более 1.5%, в [13, 14] еще меньше).

При моделировании типичных магнитоизолиро-
ванных виркаторов с волноводным выводом СВЧ-
излучения было найдено, что в протяженной тру-
бе дрейфа формируется так называемое сжатое
состояние пучка [16], являющееся по сути рас-
пределенным по длине трубы ВК и представляю-
щее собой плотную горячую однокомпонентную
электронную плазму. Моделирование также по-
казало, что сжатое состояние негативно влияет на
характеристики виркатора и приводит к суще-
ственному снижению эффективности [17].

В патенте [18] был предложен виркатор с коак-
сиальным выводом СВЧ-излучения. Недавнее
моделирование виркатора с коаксиальным выво-
дом СВЧ-излучения на двух встречных пучках
показало, что эффективность виркатора может
быть достаточно высокой (пиковая эффектив-
ность до 50%) как за счет коаксиального выхода
излучения, так и за счет множественности ВК,
возникающих на встречных пучках [19].

Цель данной работы – смоделировать реляти-
вистский магнитоизолированный виркатор с коак-
сиальным выводом СВЧ-излучения, исследовать
динамику электронов в виркаторе и вычислить вы-
ходные СВЧ-характеристики этого виркатора.

1. ГЕОМЕТРИЯ ВИРКАТОРОВ. 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

И МЕТОД РЕШЕНИЯ
Упрощенная схема моделируемого виркатора

показана на рис. 1. Он содержит две соосные ци-
линдрические трубы, состыкованные друг с дру-
гом торцами и отделенные друг от друга тонкой,
прозрачной для частиц фольгой. Было задано, что
стенки обеих труб находятся под нулевым элек-
тростатическим потенциалом.

Первая труба меньшего диаметра представляет
собой вакуумную полость виркатора длиной

 см и диаметром  см. Вторая ваку-
умированная труба – длиной  см и диамет-
ром  см – служит выходным СВЧ-резо-
натором виркатора, в котором формируется ВК и
генерируется СВЧ-излучение. Она состыкована с
коаксиальной линией длиной  см с волно-
вым сопротивлением  Ом. Линия открыта
для СВЧ-изучения с правой стороны с помощью
держащего вакуум диэлектрического окна.

Было задано сильное аксиальное однородное
магнитное поле величиной  T. Считалось,
что в нулевой момент времени с левого торца га-
зоразрядной трубы в ее полость начинает инжек-
тироваться трубчатый моноэнергетический СРЭП
с постоянным по времени током  кА, внеш-
ним радиусом  см и толщиной трубки тока

1 300L = 12 20R =
2 70L =

22 40R =

30h =
9.75ρ =

10zB =

8bI =
4br =

 см. Энергия электронов в инжектируемом
пучке составляет  MэВ (лоренц-фактор

). Укажем, что для выбранных геометрии
труб и параметров СРЭП значения предельных
вакуумных токов вычислены по формуле для труб
бесконечной длины [12, 20]

(1)

(  кА) и составляют  кА
и  кА соответственно. Таким образом,
задаваемый ток СРЭП является слегка допредель-
ным в 1-й трубе и существенно сверхпредельным во
2-й. Выбранное значение тока СРЭП подходит для
формирования сжатого состояния СРЭП в первой
трубе. Укажем, что геометрия рассматриваемого
виркатора близка к геометрии виркатора с волно-
водным выводом излучения, рассмотренным в
[21], а параметры пучков полностью совпадают.

Моделирование виркатора осуществлялось с
помощью кода “КАРАТ” [22], который представля-
ет собой электромагнитный код на базе релятивист-
ского метода “частица-в-ячейке”. Он предназначен
для решения нестационарных электродинамиче-
ских задач, имеющих сложную геометрию и вклю-
чающих динамику, в общем случае, нескольких
сортов частиц (электронов, ионов, нейтралов). Код
ранее многократно тестировался и широко исполь-
зовался для моделирования пучковых и СВЧ-при-
боров [16, 17, 19–21, 23–25].

2. ДИНАМИКА ЭЛЕКТРОНОВ 
В МАГНИТОИЗОЛИРОВАННОМ ВИРКАТОРЕ

Приведем сначала результаты моделирования
динамики электронов СРЭП. Моделирование
показало, что в СРЭП действительно возникает
сжатое состояние пучка, т.е. распределенный ВК.
Сложную нелинейную динамику возникновения
этого ВК удобно проследить по эволюции его фа-
зового портрета. На рис. 2 показана эта эволюция
с шагом 25 нс на протяжении 25…150 нс, т.е. на
интервале времени, пока изменения фазового
портрета значительны.

1bδ =
1U =

2.96γ ≅

( )3/22/3

пред1,2 0
1,2

1
,

2 ln( )b b

I I
r R r

γ −
=

δ +
3

0 17.03I mc e= ≅ пред1 8.9I =
пред2 5.3I =

Рис. 1. Геометрия виркатора и СРЭП.
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Прокомментируем основные фазы эволюции
фазового портрета СРЭП. К 25 нс во второй трубе
сформировался локальный ВК, и отраженный от
ВК пучок почти полностью повторно прошел
первую трубу. Далее, увеличенного пространствен-
ного заряда в первой трубе за счет отраженного пуч-
ка становится достаточно, чтобы к 50 нс и в левой
части первой трубы начал формироваться еще
один локальный ВК. Далее в течение от 75 до 125 нс
оба ВК расширяются в продольном направлении,
формируя сжатое состояние, которое представляет
собой достаточно плотную электронную плазму.
После 125 нс сжатое состояние занимает почти
всю первую трубу и фазовая эволюция СРЭП на
этом прекращается.

Таким образом, получено, что к моменту време-
ни 125 нс в первой трубе устанавливается квазиста-
ционарное однородное сжатое состояние (или рас-
пределенный ВК), представляющее собой трубча-
тую плотную заряженную электронную плазму в

форме тонкостенного цилиндра длиной  см,
внешним радиусом  см и толщиной трубки то-
ка  см.

Были оценены параметры этой плазмы: кон-
центрация электронов в нем близка к значению

 см–3, а температура – к 50 кэВ. Рас-
пределение концентрации электронов в трубах к
моменту времени 500 нс представлено на рис. 3.
Такая плазма может быть эффективным источни-
ком ионизации газа в первой трубе, если бы он
там находился. Плазма может найти применение
в плазменно-пучковых лазерах [21] или источни-
ков многозарядных ионов на основе электронных
пучков [26].

Интересно проследить за поведением полного
числа электронов во времени. Рассчитанная за-
висимость числа электронов от времени в тече-
ние первых 500 нс показана на рис. 4. На этой за-
висимости заметны три характерных временных
интервала (вблизи ~75, ~125 и ~150 нс), в которые
происходит некоторое уменьшение числа элек-
тронов за счет сброса электронов на левый торец
первой трубы, причем с окончанием последнего

250l ≅
4br =

1δ =

111.4 10n ≅ ×

Рис. 2. Изменения фазового портрета СРЭП в ваку-
умном виркаторе в зависимости от времени: 25 (а),
50 (б), 75 (в), 100 (г), 125 (д) и 150 нс (е).
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Рис. 3. Мгновенное распределение концентрации
электронов в виркаторе в момент времени 500 нс.

z, см
r, с

м

n × 10–11, см–3

2
1
0

10
15

5300
200

100 20

Рис. 4. Динамика полного числа электронов в вирка-
торе на протяжении 500 нс.
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из указанных интервалов завершается процесс
установления сжатого состояния в первой трубе.

3. СВЧ-ГЕНЕРАЦИОННЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ВИРКАТОРА

Для нахождения мощностных характеристик
виркатора вычисляли поток вектора Пойнтинга
вблизи открытого торца коаксиальной линии в
поперечном сечении  см. Рассчитанный
временной ход этого потока представлен на
рис. 5. Оказалось, что огибающая временного хо-
да потока вектора Пойнтинга немонотонна: в те-
чение первых 100 нс наблюдается ее быстрый
подъем до пиковой мощности СВЧ-излучения
~1.4 ГВт (пиковая эффективность составила при
этом ~17.5%), а затем, после установления сжатого
состояния пучка и возникновения там горячей
электронной плазмы, мощность генерации
уменьшилась до среднего значения ~250 МВт
(средняя эффективность ~3%). Это еще раз под-
твердило выводы работы [17] о том, что горячая
турбулентная электронная плазма сжатого состо-
яния негативно влияет на мощность виркатора,
подавляя когерентные продольные колебания в
СРЭП. Следует отметить, что аналогичный вир-
катор с волноводным выводом излучения из [21]
показал пиковую эффективность менее 2.5%, а
после установления сжатого состояния пучка в
первой трубе эффективность падает почти до ну-
ля. Это сравнение свидетельствует о том, что со-
гласование резонатора с ВК с коаксиалом оказа-
лось гораздо более эффективным, чем с круглым
волноводом.

Для установления спектральных характери-
стик СВЧ-полей, генерируемых различными
приборами, обычно вычисляются фурье-спектры
колебаний одной из компонент электромагнит-

399z =

ной волны в выходном волноводе [27]. Для длин-
но-импульсных СВЧ-генераторов, в которых ча-
стоты генерации могут существенно изменяться
за время одного импульса, принято вычислять
спектрограммы сигналов [28‒30]. Мы вычисляли
спектрограмму радиальной компоненты электри-
ческого поля в волне  во внутренней точке ко-
аксиала в сечении  см. Метод вычисления –
преобразование Фурье в скользящем временном
окне длительностью 20 нс. Рассчитанная спектро-
грамма представлена на рис. 6. Анализ спектрограм-
мы свидетельствует о росте частоты генерации в
первые 100 нс и последующей почти неизменности
частоты СВЧ-генерации в виркаторе (  ГГц).
Известно, что СВЧ-частота генерации в виркаторах
пропорциональна плазменной частоте электронно-
го пучка [10, 31], поэтому на тех интервалах време-
ни, когда число электронов растет, должна расти и
частота генерации. Сравнение рис. 4 и 6 еще раз
подтверждает это обстоятельство.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в работе смоделирован и ис-
следован релятивистский магнитоизолирован-
ный виркатор с коаксиальным выводом СВЧ-из-
лучения.

Исследована динамика СРЭП. Показано, что
после рождения во второй  по ходу движения пучка
трубе ВК в первой трубе устанавливается сжатое
состояние СРЭП, представляющее плотную го-
рячую однокомпонентную электронную плазму.
Были вычислены параметры этой плазмы: кон-
центрация электронов  см–3 и темпе-
ратура 50 кэВ. Длительность процесса формиро-
вания этой плазмы составила 125 нс.

Были рассчитаны СВЧ-генерационные харак-
теристики виркатора. Расчеты показали немоно-
тонный характер изменения огибающей потока
вектора Пойнтинга во времени: в первые 100 нс
наблюдается быстрый рост мощности СВЧ-излу-

rE
399z =

1.4f ≅

111.4 10n ≅ ×

Рис. 5. Зависимость мощности СВЧ-генерации вир-
катора от времени на протяжении 500 нс.
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Рис. 6. Спектрограмма электрического поля в коак-
сиальной линии виркатора от времени на протяже-
нии 250 нс.
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чения до пикового значения ~1.4 ГВт (пиковая
эффективность при этом ~17.5%), а затем, после
установления сжатого состояния пучка и возник-
новения там горячей турбулентной электронной
плазмы мощность генерации уменьшилась до
среднего значения ~250 МВт при средней эффек-
тивности ~3%. Пиковые и средние значения
мощности оказались значительно выше (пример-
но в семь раз) аналогичного магнитоизолирован-
ного виркатора с волноводным выводом излуче-
ния из [20].

Была вычислена спектрограмма радиальной
компоненты электрического поля в коаксиальной
линии. Ее поведение согласуется с более ранними
утверждениями о том, что частота СВЧ-генерации в
виркаторе пропорциональна плазменной частоте
СРЭП.
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Обнаружено, что под воздействием СВЧ-излучения малой мощности на поверхности арсенида гал-
лия изменяется количественное соотношение между атомами (ионами) Ga и As, которое зависит от
частоты электромагнитного поля. Показано, что изменение отношения Ga/As является результа-
том резонансно-релаксационных процессов, обусловленных дрейфом избыточных носителей заря-
да и их временем жизни, при этом движение заряженных частиц осуществляется по колеблющейся
подкладке и определяется как дрейфом, так и диффузией в поле электромеханических напряжений,
изменяющихся с частотой. Обнаружено, что под воздействием изменяется не только состав, но так-
же концентрация и тип свободных носителей заряда, что в свою очередь вызывает изменения рео-
логических и электрических параметров поверхности, включая изменение направления и скорости
заряженных частиц, сопровождаемое электронной и акустической эмиссией.

DOI: 10.31857/S0033849422060067

ВВЕДЕНИЕ
В процессе создания и эксплуатации полу-

проводниковых приборов поверхность исполь-
зуемых материалов подвергается, как правило,
воздействию различных технологических фак-
торов, в том числе и электромагнитных излуче-
ний [1, 2]. Воздействие сверхвысокочастотного
(СВЧ) электромагнитного поля на твердое тело
помимо термического нагрева может приводить
к изменению скорости физико-химических ре-
акций, а также к изменению степени солидифи-
кации и аморфизации приповерхностных слоев
[2–4]. Облучение поверхности является причи-
ной разрыва межатомных связей, и движения
электронов и ионов.

При этом возникают новые кластеры с пере-
строенной структурой решетки и изменение по-
тенциального рельефа поверхности. В результате
физико-химических реакций осуществляется пе-
рераспределение свободных зарядов, создание но-
вой структуры встроенных поверхностных элек-
трических полей и, как результат, возникновение
новых видов колебаний (гиперзвук). При этом
реализуется обмен фононами поверхности с объ-
емом диэлектрика (полупроводника). Эти эф-

фекты могут носить нетепловой характер и про-
являться при очень малых уровнях поглощенной
мощности. Они приводят к модуляции потенци-
ального барьера и, как следствие, к разориента-
ции решеток [2–5, 7]. Данный эффект особенно
характерен для тонкопленочных структур и реа-
лизуется в том числе в контактах металл–полу-
проводник.

Зависимость содержания свободных атомов
галлия и мышьяка на поверхности, не связанных
с кристаллической решеткой GaAs, от мощности
падающего излучения миллиметрового диапазо-
на волн была исследована в [3, 4, 7] с использова-
нием метода тонкого химического анализа. Це-
лью данной работы было исследование методом
фотометрирования изменения состава припо-
верхностных слоев GaAs под воздействием элек-
тромагнитной волны малой мощности в зависи-
мости от частоты в диапазоне 55…75 ГГц.

1. МЕТОДИКА 
И ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Исследуемые образцы, площадью 5 × 5 мм2 на-
резались из эпитаксиальных структур n+–n–n++

УДК 538.913

НАНОЭЛЕКТРОНИКА

EDN: XAXLHV
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(100) GaAs, обычно используемых для создания
диодов Ганна. Толщина слоя c концентрацией
электронов n+ ~ 1017 см–3 составляла 0.33 мкм, тол-
щина подложки с n++ ~ 1018 см–3 – d ~ 300 мкм.
Блок-схема экспериментальной установки пока-
зана на рис. 1. Облучение образцов проводилось в
диапазоне частот 55…75 ГГц при мощности излу-
чения Рген. = 9 мВт и с выдержкой 1 с для миними-
зации термического нагрева.

Образцы размещали на расстоянии l = 100 мм
от рупора (см. рис. 1), что позволило рассматри-
вать поверхность образца как дальнюю зону для
падающей волны и оценить плотность мощности
облучения. Часть падающей волны отражалась от
поверхности, коэффициент отражения составлял
0.55. В зависимости от частоты толщина скин-слоя
для GaAs с n ~ 1017 см–3 соответствовала 1.3…1.5 мм,
а для подложки с n ~ 1018 cм–3 0.4…0.5 мм, т.е. волна
частично поглощалась в подложке. Однако оцен-
ка возможного термического нагрева показывает,
что в условиях эксперимента изменение темпера-
туры образца не превышало 0.015°C. Общая пло-
щадь облучения плоскости образца соответство-
вала 0.7 см2.

Для оценки количеств галлия и мышьяка, не
связанных с кристаллической решеткой, был вы-
бран метод травления поверхности в концентри-

рованной соляной кислоте [6, 7]. Как известно,
HCl плохо растворяет соединение GaAs, тогда как
свободные атомы мышьяка и галлия, а также их
соединения с кислородом, водой или углеродом,
в том числе атомы, входящие в слой природного
оксида, растворяются в ней легко. Уходящие с
поверхности элементы анализировались в рас-
творенном виде с помощью метода фотометриро-
вания. Этот метод позволял с точностью до 5%
определять количественное содержание “свобод-
ных” атомов галлия и мышьяка в приповерхност-
ном слое арсенида галлия до и после облучения.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ

Изменения содержания по Ga и As в припо-
верхностном слое в зависимости от частоты элек-
тромагнитного поля для исследуемых образцов
приведены на рис. 2. Анализ зависимостей пока-
зан на рис. 3–5 (на графиках выделены реперные
точки).

Данные химического анализа показывают, что
на поверхности (100) GaAs еще до облучения (см.
рис. 2–4, в точке f = 0) в малом количестве при-
сутствуют “свободные” Ga и As, и отношение
Ga/As соответствует единице.

Рис. 1. Блок-схема установки для СВЧ-облучения поверхности образца.
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На рис. 3 показаны изменения соотношения
Ga/As в зависимости от частоты электромагнит-
ного поля. Оказалось, что величина Ga/As имеет
резонансный пик вблизи частоты f = 63 ГГц. Об-
щая зависимость, исключая пик f = 63 ГГц, опре-
деляется линейным уравнением (см. рис. 4):

(1)

Частотная зависимость в этом случае соответ-
ствует обратному пьезоэффекту [8].

На рис. 5 выделяются два участка нелинейно-
сти, при f ≤ 63 ГГц и f ≥ 63 ГГц (часть 1 и 2), кото-
рые соответствуют уравнениям (2) и (3):

(2)

( )A-Ga A-As

A-Ga

0.00654 0.00428    ГГц .m m f
m

− = − +

20 10.75A-Ga

A-As

ln 0.06338 5.49342 10 ,m f
m

−= + ×

(3)

Уравнение (2) соответствует, скорее всего, эф-
фектам электрострикции [8], а уравнение (3) –
явлениям фазовых превращений на поверхности
GaAs за счет пьезоэффекта и эффектов релакса-
ции [8, 9]. Таким образом, уравнения (1)–(3) сви-
детельствуют о различных типах механизмов воз-
действия СВЧ-поля в зависимости от частоты.

5.5 A-Ga

A-As

11 11

ln

12.35693 10 9.77256 10    .
ln  

mf
m

f

=

= × − ×

Рис. 2. Содержание атомов Ga и As в мкг/1 см2 от ча-
стоты мм-волн (f): время облучения 1 с, мощность из-
лучения 9 мВт.
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Рис. 3. Зависимость Ga/As (в ат. мас.) от частоты
мм-волн: время облучения 1 с, мощность излучения
9 мВт.
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Рис. 5. Зависимость Ga/As (в ат.мас.) от частоты мм-
волн: точки – эксперимент, кривые – аппроксима-
ция часть 1 (1) и часть 2 (2); время облучения 1 с,
мощность излучения 9 мВт.
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Рис. 4. Отклонение от единицы Ga/As (в ат. мас.) в за-
висимости от частоты мм-волн; точки – экспери-
мент.
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3. АНАЛИЗ 
И ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

3.1. Отклонения от стехиометрического состава

Поверхность исходного образца до облучения
при Ga/As = 1 находится в квазиравновесном со-
стоянии. При этом на поверхности GaAs присут-
ствует тонкий слой природного оксида, который,
достигая определенной толщины, в дальнейшем
пассивирует поверхность [6]. В то же время обнару-
жение свободных атомов Ga и As на поверхности
свидетельствует о наличии дефектов (вакансий Ga
и As или дислокаций) в подлежащем слое GaAs. Су-
ществование слоя оксида постоянной толщины
предполагает наличие двух потоков атомов (ионов)
Ga и As и их вакансий, помимо электронов и дырок:
удвоенный по направлению к поверхности GaAs
и один – по направлению в объем арсенида гал-
лия. При этом, как известно [10], концентрации
электронов и дырок находятся в равновесии и
описываются выражениями

где εF – уровень Ферми, εс – энергетический за-
зор в зоне проводимости,  – энергетический за-
зор в валентной зоне.

В квазиравновесном состоянии возмущения
на поверхности GaAs со стороны слоя оксида воз-
никают за счет различия по плотности и величине
коэффициента расширения природного оксида и
подслоя GaAs. Величина отношения Ga/As
(атомных масс) характеризует не только степень
стехиометрии, но и изменение значения поверх-
ностного электрического потенциала ϕ [11]. Так,
например, из выражения электродного потенци-
ала Нернста следует

где F – число Фарадея, z – заряд катиона, aп и a0 –
активность иона на поверхности и в объеме GaAs.

Согласно уравнениям Липпмана: 
где q = q/s = qs – заряд единицы поверхности при
постоянной температуре. В то же время измене-
ние поверхностной энергии выражается как σds,
где σ – величина поверхностного натяжения, s –
площадь межграничной поверхности [11]. Диф-

F
0

0

exp ,cn n
k T

ε − ε=

υε − ε= F
0

0

exp ,p p
k T

υε

0  ln ,
п

aRT d d
Fz a

= ϕ

,sd d qσ = −

ференциальная емкость двойного электрическо-
го слоя С, возникающая при этом, определяется как

Отсюда следует, что если знак плотности заряда и
потенциала находятся в одинаковой фазе, то по-
верхностное натяжение уменьшается с ростом
потенциала, когда же их знаки находятся в проти-
вофазе – рост потенциала приводит к повыше-
нию поверхностного натяжения.

В то же время движение положительных и отри-
цательных ионов As– и Ga+ и их вакансий совмест-
но с электронами и дырками, как известно, создает
локальное электрическое поле  и
записывается в форме бегущей волны с различ-
ными амплитудами uGa и υAs [12].

Изменение состава в зависимости от частоты
падающего излучения (1) (рис. 4) могут быть ре-
зультатом направленного движения заряженных
частиц, являющихся следствием возникновения
пластической деформации или тепловой ориента-
ционной поляризации [13]. При этом, как известно,
меняется вязкость, и поэтому на поверхности воз-
никают значительные скалывающие напряжения
[2, 11]. Выражение (1) можно записать и в виде

где f0 = 1.5. При f → 0 процесс воздействия элек-
тромагнитного излучения определяется реакцией
с пороговой энергией , что соответствует
энергии всестороннего сжатия (100)GaAs [14]. При
условии ,  и энергия ве-
роятности изменения соотношения mAs/mGa соот-
ветствует . Учиты-
вая, что осуществляется сложение энергий дви-
жения четырех элементов , то,
скорее всего,  соответствует потенциалу двой-
ного электрического слоя на поверхности стехио-
метрического арсенида галлия [15]. В этом случае
предполагается, что образец находится в равнове-
сии и при неравновесном воздействии создаются
электронно-дырочные пары и p = n. Тогда ϕn на-
столько выше уровня Ферми, насколько ϕp опу-
стится ниже.

При увеличении массы Ga в 2.7 раза по отно-
шению к As энергия вероятности изменения со-
отношения mGa/mAs будет равна

что равно удвоенной энергии ионноплазменных
осцилляций в GaAs [19].

2

2 ,dqd C
dd

= − = −
ϕϕ

σ

2

макс .
2

Cϕσ = σ −

( )0 expE E i t= − ω

A-As

A-Ga 0

1 0.00654 1 ,m f
m f

 − ≈ − − 
 

1 3.9 эВQ =

As Gam m→ ( )0ln 5.02f f =

( )1Φ 0.13 эВ 0.065 2  эВ= = ×

( )1Φ 0.0325 4  эВ= ×
1Φ

( ) ( )2 0.144 эВ = 0.072 2 эВ = 0.036 4 эВ,Φ = × ×
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При увеличении массы As в 2.7 раза по отно-
шению к галлию энергия вероятности изменения
соотношения будет

и это равно удвоенной энергии смещения вакансий
галлия [14]. Следует отметить также, что энергия
потока электронов с поверхности полупроводни-
ка при эмиссии составляет  [10].

Величина Ф соответствует учетверенным зна-
чениям энергии поперечных оптических колеба-
ний ТO1 и ТO2 (табл. 1),

что может указывать на поглощение энергии
при рассеянии акустических колебаний. Из этой
же зависимости можно сделать вывод, что на
участке вблизи 63 ГГц выделяется (потребляется)
энергия порядка 180 кал/моль (0.0079 эВ), значе-
ние которой соответствует энергии ориентацион-
ного перехода (100) GaAs ↔ (111)GaAs.

Наблюдаемая частотная зависимость объясняет-
ся тем фактом, что в ответ на воздействие электри-
ческого поля полярные молекулы совершают скач-
ки в их угловой ориентации из одного стабильного
положения в другое [10] и угол между дипольным
моментом и электрическим полем уменьшается.
Изменения угловой ориентации допускаются
симметрией кристалла. В нашем случае можно
предположить, что молекулы из ориентированных
в направлении [211] становятся ориентированными
в направлении [110] на (100) GaAs поверхности.
Скорость, с которой происходят эти перескоки,
определяется постоянной времени релаксации, вы-
ражаемой как

где  – дебаевская частота: собственная частота
перескоков, выражаемая через максимальную ча-
стоту в спектре колебаний решетки, y – высота
энергетического барьера между двумя возможными
ориентациями. При приложении внешнего элек-
трического поля и сжатии согласно [10] энергетиче-
ские минимумы перестают быть эквивалентными и
переходы способствуют повышению заселенности
одного из них за счет заселенности другого. Если
поле приложено в течение времени, достаточного
для установления стационарного состояния, то от-
ношение заселенностей для ориентаций 1 и 2 со-
гласно соотношению  и за-
кону распределения Больцмана, имеет вид

Разность заселенностей (N2 – N1) приводит к по-
явлению объемной поляризации Р.

Из сказанного выше следует, что этот переход
может осуществляться под воздействием суммар-

( ) ( )3 0.118 эВ 0.059 2  эВ  0.029 4  эВ,Φ = = × = ×

0.11 эВΦ ≈

( )
Д

exp
,

2
y kT

τ =
πν

Дν

= − ⋅ = −
� �

cos θU P E PE

1 2

2 0

cos θ cos θexp .N
N k T PE

−=

ного электрического поля, формирующегося на
поверхности GaAs в результате пластической де-
формации σ = 0.072 эВ и/или вследствие ориента-
ционной поляризации ϕ = 0.066 эВ. Из данных,
представленных на рис. 4 можно найти время пол-
ной релаксации исходного напряжения τ0 = 231.3 с.
Здесь τ, по-видимому, время перехода дефектов
двойникования – фасеток (111)GaAs ↔ (100)GaAs.
Таким образом, линейная составляющая частот-
ной зависимости определяется эффектами все-
стороннего сжатия исходной поверхности и вре-
менем релаксации.

Следует отметить, что энергия активации изме-
нения содержания As найдена равной qAs ≈ 0.036 эВ,
т.е. изменение осуществляется с участием колеба-
ний решетки с частотой, близкой к частоте длинно-
волновых оптических фононов, (см. рис. 2, табл. 1).
Энергия активации изменения концентрации Ga
(см. рис. 2) оказалась равной qGa ≈ 0.0086 эВ, что
соответствует энергии поперечных акустических
фононов.

3.2. Электромеханические напряжения
Поток энергии частиц. При f < 60 ГГц величина

Ga/As в выражении (2) определяется величиной
потока энергии заряженных частиц, определяе-
мой временем релаксации [13, 15]. В этом случае,
как известно, величина потока энергии частиц
соответствует энергии, отнимаемой у движущих-
ся дефектов по поверхности подложки осцилля-
торами подложки, имеющими собственную ча-
стоту, на которые в течение промежутка времени
t действует сила. Эта сила, как известно, равна

, а величина  является энергией, теряе-

мой за единицу времени. Из уравнения (2) можно
найти время релаксации напряжений τ1 = 100 с и
величины выделенной или поглощенной энер-
гии, определяющие скорость соответствующих
физикохимических реакций. Так, например, при
f → 0 энергия активации изменения Ga/As соот-
ветствует Q = 0.41 эВ, что равно половине энер-
гии образования GaAs [17].

Скорость потока энергии. При f > 60 ГГц зависи-
мость (3) изменения отношения Ga/As от частоты
имеет другой характер. Соотношение Ga/As, судя

t Wδ
τ

1 Wδ
τ

Таблица 1. GaAs: тип фононов и их энергия [15]

Тип фонона Энергия, эВ

TO1 0.0324
TO2 0.0316
LO 0.0292
LA 0.0230
TA 0.0086



606

РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 67  № 6  2022

БРЯНЦЕВА и др.

по всему, при облучении образца GaAs определяет-

ся скоростью потока энергии  (интенсивно-

стью) движущихся дефектов, связанной с изме-
нением частоты колебаний решетки GaAs, время
релаксации τ ~ 113 с. При f → 0 энергия активации
изменения Ga/As равна Q = 0.254 эВ, что соответ-
ствует половине энергии однократной иониза-
ции GaAs [14].

Полученные результаты прежде всего указывают
на тот факт, что в первом случае поверхностный по-
тенциал определяется величиной собственной про-
водимости: электронов и дырок, когда Q = W + E,
W – энергия образования дефектов и Е – энергия
электрического поля. Наблюдаемые изменения
состава при этом являются следствием разогрева
поверхности [19]. Во втором случае поверхност-
ный потенциал определяется величиной примес-
ной проводимости (дырок), причем Q = E. Пик
при f ~ 63 ГГц является границей между горячей и
холодной областями. Таким образом, изменение
состава поверхности может быть как следствием,
так и причиной изменения поверхностной энер-
гии образцов.

Радиус кривизны поверхности. Помимо пере-
численных выше явлений в результате изменения
состава изменяется и радиус кривизны поверхно-
сти, что, как известно, приводит к накоплению
или обеднению заряда в этих местах [11]. В ре-
зультате изменения содержания галлия максимум
кривизны поверхности достигается при f ~ 55 ГГц, а
энергия активации соответствует 0.075 эВ. В то же
время из графика изменения по As видно, что
максимум изгиба поверхности формируется при
f ~73 ГГц, а энергия активации ~ 0.064 эВ.

Энергетический зазор электронов. Любой объ-
емный заряд при накоплении или обеднении за-
рядами, как следует из уравнения Пуассона, со-
провождается возникновением электростатиче-
ского потенциала [8].

Обращает на себя внимание тот факт, что при
f ≤ 60 ГГц энергия активации изменения величины
mGa/mAs совпадает с энергетическим зазором элек-
тронов  в GaAs. В этом
случае движение приведенного волнового вектора
осуществляется из Г(000) к Х(100), когда приведен-
ный волновой вектор  = 0 [10]. При f ≥ 64 ГГц
энергия активации изменения mGa/mAs соответ-
ствует Q2 = 0.254 эВ и находится в корреляции с
величиной энергетического зазора электронов в
том случае, когда приведенный волновой вектор
сдвигается из Г(000) к L(111). Следует учитывать,
что на поверхности, находящейся под внешним

1 Wδ
τ

( )= ϕ − ε =1        0.41  эВn сQ

r�

воздействием, концентрация свободных электро-
нов и дырок записывается как

где ϕn и ϕp – связаны с параметрами нормировки,
имеющими размерность энергии и представляю-
щие собой квазиуровни Ферми [10].

3.3. Воздействие излучений 
на атомно-молекулярном уровне

Атомная диффузия. Релаксационно-резонанс-
ный пик f ~ 63 ГГц, как оказалось, соответствует
резонансной частоте атомных перескоков, про-
исходящих посредством межузельной атомной
диффузии, подобной наблюдаемым в [19]. Резо-
нансная частота перескоков, судя по всему, равна

В случае f < 63ГГц (2) имеем

и Ф2/RT = 2.74, а отсюда энергия активации изме-
нения частоты будет ε1 = 0.072 эВ, и это соответ-
ствует вероятности того, что атом получит избы-
точную энергию, достаточную для преодоления
“горба” потенциальной энергии, чтобы совершить
перескок между двумя соседними междоузлиями.
При этом ионно-плазменная частота в GaAs [9]
равна f0 ≈ 9.8 × 1011 с–1, отсюда f ≈ 6.3 × 1010 с–1.

В области f > 63 ГГц (3)

и Ф3/RT = 2.28, Ф3 = 0.059 эВ (0.029 × 2 эВ) и f0 ≈
≈ 1.27 × 1012 с–1, что соответствует частоте попе-
речных оптических колебаний в арсениде галлия.
Отсюда:

Таким образом, при облучении поверхности
миллиметровыми волнами на частоте до 75 ГГц в
приповерхностном слое GaAs возникают высокоча-
стотные оптические колебания решетки, причем в
случае f ≤ 63 ГГц эти колебания близки к попереч-
ным, a состояние f ≥ 63ГГц – длинноволновым оп-
тическим фононам. То есть при частоте ~63 ГГц
происходит дисперсия диэлектрической прони-
цаемости.

На молекулярном уровне. Под воздействием элек-
тромагнитных излучений, как известно, может

0
0
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k T
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происходить деформация молекулярных элек-
тронных облаков, растяжение или сжатие моле-
кул, а также их поворот [2, 12, 13], что может ха-
рактеризоваться, в частности, таким параметром
как диэлектрическая проницаемость ε. Оказа-
лось, что и при f ≤ 63 ГГц, и при f ≥ 63 ГГц получа-
ем , что в свою очередь
соответствует значению ωL/ωT [12]. При этом

где ωT, ωL – частота поперечных и продольных
оптических колебаний соответственно, ε(0) –
статическая диэлектрическая проницаемость,
ε(∞) – высокочастотная (оптическая) диэлектри-
ческая проницаемость, обусловленная смещени-
ем электронных облаков.

Смещение приведенного уровня Ферми. В обла-
сти f ≤ 63 ГГц при

энергия активации изменения химического потен-
циала будет равна , а величина энергии
смещения приведенного уровня Ферми согласно
[15] (табл. 2) – , что
соответствует μ = +0.032 эВ.

( )0 0ln ln 1.08f f = ε ε =

( )
( )

2

2 ,
0

T

L

ε ∞ω =
εω

A-Ga A-Ga0

A-As A-As0

ln 2.7ln ,m m
m m

=

0 0

1ln
10.75 

f
f

≈
β

1.46U RT ≈

1.46 1.21RT U RTμ ≈ = =

В области f ≥ 63 ГГц при увеличении массы Ga
в 2.7 раз по отношению к As выражение (3) может
быть записано как

и тогда ,  эВ, что соответ-
ствует энергии сдвига уровня Ферми и измене-
нию концентрации в слое GaAs (табл. 3) [13]. От-
сюда следует вывод, что в процессе облучения
происходит смещение уровня Ферми выше или
ниже дна зоны проводимости. Изменяется элек-
трохимический потенциал и величина поверх-
ностного заряда, как это можно видеть из данных,
представленных в табл. 2.

Переход электронов внутри зоны проводимости.
Выделяемое или поглощаемое тепло за счет переме-
щения заряженных частиц, таких как электроны,
ионы, дислокации, включая дрейф или диффузию в
поле возникающих электромеханических напря-
жений, а также движения молекул или диполей,
такие как растяжение–сжатие или поворот в
электрическом поле (поляризация), распределя-
ется анизотропно вдоль выделенных направле-
ний. В GaAs этим направлением является [110] As
как наиболее нестабильное.

Соотношение между величинами поглощен-
ной или выделенной энергий для состояний 1) f <
< 63 ГГц и 2) f > 63 ГГц определяется величинами
углов между этими направлениями, связанными,
в частности, с переориентациями решетки. В
этом случае изменение углов, скорее всего, опи-

0

0

ln5.5 ln ln 1 ,
ln

ff
f f

 = − 
 

0ln ln ln 5.5ln ,
ln ln 4.16

f f f
f f

− Δ≈ =

1.322KTμ ≈ 0.034μ =

Таблица 2. Зависимость электрохимического потенциала от частоты

* Энергия смещения приведенного уровня Ферми.

*
n, см–3

μ, эВ
Примечание

Эксперимент Расчет Эксперимент Расчет

+1.21 +1.21 1018 +0.031 +0.031 f < 63 ГГц

0 – 0 Дно зоны проводимости ε = 0 – граница 
между вырожденным и невырожденным 
состояниями

–1.32 –1.3 1017 –0.034 –0.03379 f > 63 ГГц

+5.48 +6 1019 +0.142 +0.15 При n = 1019 см–3 расстояние от уровня 
Ферми до дна второй зоны 0.15…0.2 эВ

kTμ = μ�
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сывается хорошо известным выражением Рида–
Шокли для энергии границ зерен [20]:

.

Первая часть этого выражения  увеличивается
с возрастанием угла, вторая часть –E0θlnθ =
= E0θln(1/θ) представляет собой энергию атомно-
го несоответствия на единицу площади и является
переменной. Эти функции дают в результате кри-
вую, круто возрастающую при малых углах и до-
стигающую максимума при θ = 25°.

Соотношение энергий активации изменения
Ga/As для случаев 1 и 2 равно tgθ = 0.072/0.059 = 1.2
и θ = 2 × 25°. При этом величина энергии актива-
ции изменения состояний 1 и 2, т.е., энергия ак-
тивации изменения угла между выделенными на-
правлениями равна ±(0.22–0.024) эВ.

Судя по энергиям, время переходов ~10–12 с со-
ответствует времени перескока электронов внутри
зоны проводимости [10, 19]. Изгиб приповерхност-
ного слоя, в свою очередь, также может являться
причиной перехода электронов внутри зоны про-
водимости.

3.4. Движение дефектов и распределение 
векторов внутрикристаллических полей

в приповерхностных слоях
Поскольку ионы галлия и мышьяка являются

потенциалообразующими, то энергии активации
изменения соотношения их масс позволяют су-
дить не только о величине напряженности, но и о
распределении векторов внутрикристаллических
полей, что дает возможность определить соответ-
ствующие физико-механические реакции.

1. В области f ≤ 55 ГГц при 

энергия активации изменения Ga/As, определяе-
мая из выражения (2), составляет q1 ~ 0.027 эВ
(0.072 эВ/2.7) и соответствует энергии продоль-

( )0θ ln θE E A= −

0θE A

A-Ga A-Ga0

A-As A-As0

1
2.7

m m
m m

=

ных оптических фононов. В этом случае, судя по
всему, происходит растяжение молекул приповерх-
ностного слоя за счет увеличения расстояния между
ионами As─ и Ga+ в направлениях [110]Ga и [110]As,
т.е. осуществляется перемещение вектора встроен-
ного электрического поля [100]GaAs. Движение за-
ряженных частиц – электронов и дырок (помимо
ионов) – происходит преимущественно в изме-
ненном направлении [100]GaAs. Перпендикуляр-
но к нему изменяется и положение вектора меха-
нического напряжения. Вектор плоскости сколь-
жения, формирующейся как результат изменения
вязкости, стремится занять место, параллельное
направлению механического напряжения.

2. В области 55…63 ГГц при 

из выражения (2) можно найти q2 ~ 0.024 эВ
(0.066 эВ/2.7), что соответствует энергии про-
дольных акустических фононов и объясняется
воздействием миллиметровой (мм) волны на ско-
рость движущихся электронов. Когда время жизни
электронов совпадает с частотой электромагнит-
ных волн вследствие резонансного эффекта, воз-
никает разогрев поверхности преимущественно в
направлении [100] GaAs, являющимся направле-
нием встроенного электрического поля. Наи-
большее растяжение наблюдается в этом же на-
правлении. Вектор плоскости скольжения, в свою
очередь, стремится занять положение, параллель-
ное направлению механического напряжения.
Вслед за ним изменяется и направление вектора
встроенного электрического поля.

3. В области f ≥ 63 ГГц, при 

согласно с (3) энергия активации изменения сво-
бодной энергии поверхности становится равной
q3 ~ 0.008 эВ (0.066 эВ/2.72), что соответствует
энергии поперечных акустических фононов. Отку-
да следует, что при воздействии электромагнитных
волн на заряженные частицы (в этом случае дырки)

A-Ga A-Ga0

A-As A-As0

2.7m m
m m

=

A-Ga A-Ga0

A-As A-As0

1 ln  
2.7

m m
m m

=

Таблица 3. Энергетические характеристики реакций

Примечание: q – энергия активации изменения Ga/As, ∆ϕ – энергия сдвига уровня Ферми, n – концентрация электронов,
Т – внутренняя термодинамическая температура приповерхностного слоя (↑ – увеличение Т; ↓ – снижение Т).

f, ГГц q, эВ ∆ϕ, эВ n, см–3 Т
Энергетический 

зазор, эВ
Энергия

колебаний
f0, с–1

(тип колебаний)

f ≤ 55
55 < f < 60

0.028
0.024

–0.036
+0.032 1017 ↑↑

(100) ↔ (111)
ε–ε

v
 = –0.41 0.072 9.8 × 1011

(ионно-плазменный)

75 > f > 60 0.008 0.034 1018 ↑
(111) ↔ (100)
(ε–εc) = 0.25 0.058 1.27 × 1012

(оптические)

80 > f > 40 0.039 +0.144 1019 ↓
(111) → (100)

фасетки
– –
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вследствие резонансного эффекта приповерх-
ностный слой охлаждается в направлении [100]. В
результате в этом направлении осуществляется
сжатие приповерхностного слоя. Вектор плоско-
сти скольжения стремится к направлению, пер-
пендикулярному линиям напряженности элек-
трического поля. Вслед за ним также изменяется
положение вектора встроенного электрического
поля.

Таким образом, энергия активации физико-
механических реакций, протекающих одновре-
менно, сопровождается взаимосвязанными изме-
нениями направлений вектора напряженностей
встроенного электрического поля (решеточное
поглощение) и механических напряжений (рас-
сеяние на электронах и дырках) на поверхности.
Полученные результаты, кроме того, указывают
на тот факт, что в первых двух случаях поверх-
ностный потенциал определяется величиной соб-
ственной проводимости – электронов и дырок, а
в третьем случае – величиной примесной прово-
димости, дырок [19].

В табл. 3 приведены полученные в данной ра-
боте энергетические характеристики электрохи-
мико-механических реакций, возникающих в
приповерхностном слое GaAs под воздействием
СВЧ-поля в зависимости от частоты.

3.5. Электронная и акустическая эмиссия

Эмиссия электронов. Вероятность электронной
эмиссии связана, скорее всего, с появлением сво-
бодной энергии вследствие переходов растяже-
ние–сжатие с последующим ориентационными
переходами (100)GaAs ↔ (111)GaAs, сопровожда-
емыми изменением величины работы выхода
электронов помимо изменения радиуса кривиз-
ны поверхности. Суммарная величина энергии,
достигаемая за счет сложения выделяемых при
этих переходах энергий, становится равной поро-
говой энергии фотоэмиссии  эВ [14].
Следует отметить, что при f < 55 ГГц электроны
удаляются с поверхности арсенида галлия в окружа-
ющую среду, скорее всего, посредством механизма

автоэлектронной эмиссии. При увеличении  в

2.7 раз энергия потока электронов соответствует
энергии вероятности изменения колебаний ре-
шетки Ф ~ +0.11 эВ, при этом поверхность разо-
гревается. При 55 ГГц < f > 63 ГГц и увеличении

 в 2.7 раз электроны удаляются с поверхно-

сти GaAs посредством термоэлектронной эмис-
сии, поверхность нагревается в меньшей степени.
При f > 60 ГГц происходит инжекция электронов
с поверхности в объем полупроводника, поверх-
ность GaAs охлаждается.

0 5.5hν ≥

A-Ga

A-As

m
m

A-Ga

A-As

m
m

Изменение внутренней термодинамической
температуры. Поскольку нарушенный подслой
GaAs в качестве подкладки обладает плохой теп-
ло- и электропроводностью, в результате физико-
химических процессов приповерхностный слой
GaAs может как разогреваться, так и охлаждаться.
Причиной могут быть физико-химические про-
цессы, такие как:

1) движение заряженных частиц под воздей-
ствием мм-волн;

2) присоединение атомов Ga и As к решетке
арсенида галлия;

3) превращение ионов галлия и мышьяка, по-
ступающих на поверхность GaAs, в нейтральные
атомы с выделением энергии;

4) электронная и акустическая эмиссия.
Величина двойного электрического слоя. Как сле-

дует из изложенного выше, повышение внутренней
термодинамической температуры за счет движения
ионов и изгиба поверхности в области f ≤ 55 ГГц
способствуют эмиссии электронов. Электроны в
виде облака удерживаются вблизи поверхности
полупроводника, изменяя величину и знак двойно-
го электрического слоя. В то же время формирова-
ние электронного облака замедляет эмиссию. В об-
ласти 55 ГГц ≤ f ≤ 63 ГГц наряду с эмиссией и обра-
зованием электронного облака увеличивается
время жизни и длина свободного пробега элек-
тронов в приповерхностном слое GaAs за счет
уменьшения их количества. В результате дрейфа
электронов поверхность GaAs разогревается и
осуществляется переход (100)GaAs → (111)GaAs.
Поскольку работа выхода в (111)GaAs больше
(100)GaAs [14], поверхность GaAs обогащается
электронами. При f = 63 ГГц потенциал двойного
электрического слоя на границе электронное об-
лако–полупроводник стремится к нулю. В ре-
зультате при f ≥ 63 ГГц осуществляется обратный
переход (111)GaAs → (100)GaAs.

3.6. Фононный спектр

Результатом возмущения электрического потен-
циала на границе с окружающей средой является
нарушение равновесного распределения фононов,
уже существующих в кристалле при комнатной тем-
пературе. За счет перераспределения их по спектру
энергий выделяется преимущественная (резонанс-
ная) частота и возникает акустическая волна. Это
дает возможность предположить, что мм-волны
воздействуют на движение заряженных частиц
(дефектов), таких, например, как электроны в
связке с положительно заряженными вакансиями

 и ионами Ga+ или дырки в паре с отрицатель-
но заряженными вакансиями  и ионами As–,
включая дислокации.

As+
v

Ga−
v
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Вблизи поверхности GaAs как пьезоэлектрика
при этом возбуждается два вида упругих колеба-
ний. Первый – за счет наличия слоя оксида на ос-
нове Ga2O3 + As2O3 + GaAsO4 [6], имеющего вид
резонансного преобразователя пластинчатого ти-
па малой толщины из-за эффектов электрострик-
ции и/или пьезоэлектричества. Второй – нерезо-
нансный метод возбуждения гиперзвука как ре-
зультат скачка диэлектрической проницаемости
кристалла. Это приводит к появлению на его по-
верхности зарядов, меняющихся с частотой поля
и вызывающих переменную пьезоэлектрическую
деформацию, которая в виде продольной или
сдвиговой упругой волны распространяется по
кристаллу. Нелинейное взаимодействие этих вы-
нужденных колебаний приводит к образованию
третьей волны [21]. Вследствие взаимодействия
акустических волн, возбуждаемых в резонаторных
пластинках (оксида и нарушенного слоя GaAs),
энергии волн могут увеличиваться (складывать-
ся) или уменьшаться (вычитаться) как следствие
фонон-фононного взаимодействия, как показано
ниже.

1. В области f ≤ 55 ГГц значение энергии соот-
ветствует

что является результатом фонон-фононного вза-
имодействия.

2. При 55 ГГц ≤ f ≤ 65 ГГц выполняется соотно-
шение

что является результатом электрон-фононного
взаимодействия, в согласии с условиями синхро-
низма.

3. Для f ≥ 65 ГГц энергия результирующей вол-
ны соответствует

что также является результатом электрон-фонон-
ного взаимодействия с участием дырок.

Сравнение с данными, представленными в
таблице разрешенных колебаний в [15] для раз-
личных плоскостей, показывает, что смена выде-
ляющихся энергий результирующих колебаний
соответствует процессу смены поверхностной
ориентации. Кроме того, вследствие реакций вза-
имодействия типа “деформация–электрическое
поле” появляются акустические и электроакусти-
ческие волны на комбинационных частотах
[15, 21]. Смещение атомов решетки при этом при-
водит к воздействию волны на свободные элек-
троны полупроводника.

Таким образом, в рассматриваемом случае
воздействие мм-волн осуществляется с помощью
таких механизмов как:

( ) ( ) ( )0.036 эВ ТО 0.008 эВ ТА 0.028 эВ LO ,− =

( ) ( ) ( )0.032 эВ ТО 0.008 эВ ТА 0.024 эВ LA ,− =

( ) ( ) ( )0.032 эВ ТО 0.024 эВ LA 0.008 эВ ТА ,− =

1) потенциал-деформационный механизм, за
счет изменения ширины запрещенной зоны по-
лупроводника и работы выхода электронов при
переходе плоскости (100) ↔ (111),

2) пьезоэлектрический механизм как след-
ствие воздействия акустической волны на элек-
троны проводимости, который, как известно, яв-
ляется наиболее эффективным на частотах до
1011 Гц [20].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Зависимость соотношения количеств As и Ga
от частоты СВЧ-поля носит ярко выраженный
резонансно-релаксационный характер с частотой
резонанса ~6.5 × 1010 Гц, что соответствует часто-
те перескока атомов в кристаллической решетке.

Аппроксимация зависимостей изменения
массы свободных галлия и мышьяка показывает,
что каждая из них (и по галлию, и по мышьяку)
состоит по крайней мере из трех функций. Пер-
вая – логарифмическая, вторая – является двой-
ной логарифмической функцией от частоты, а
третья – экспоненциальная. Это, в свою очередь,
указывает на три реакции различной природы,
протекающих одновременно. Первая соотносится с
движением частиц посредством диффузии (μ – хи-
мический потенциал) или дрейфа в электрическом
поле (ϕ – электрический потенциал), вторая – от-
носится к изменению поверхностной энергии,
включая химический и электрический потенциалы
(∆μ, ∆ϕ), третья – к эмиссии электронов и дырок,
включающих в себя термоэлектронную и авто-
электронные эмиссии. При этом происходят из-
менения реологических параметров.

Таким образом, под воздействием электромаг-
нитных волн миллиметрового диапазона малой
мощности на поверхности GaAs помимо измене-
ния состава происходит изменение концентрации
электронов и дырок, а следовательно, и скорости
движения заряженных частиц. Осуществляется
деформация поверхности типа растяжение-сжа-
тие с участием ориентационных переходов типа
(100)GaAs ↔ (111)GaAs, деформация сдвига, из-
гиба и, как следствие, акустическая и/или элек-
тронная эмиссия.
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Предложен и опробован двухстадийный процесс спекания керамики железоиттриевого граната для
магнетронного распыления. Показано, что при использовании одноосного прессования компактов
происходит синтез наноразмерных кристаллитов железоиттриевого граната. Исследована кристал-
лическая структура полученных образцов керамики. Методом магнетронного распыления получен-
ной мишени выращены эпитаксиальные пленки на подложках из алюмоиттриевого граната.

DOI: 10.31857/S0033849422060158

ВВЕДЕНИЕ
Железоиттриевый гранат (ЖИГ) является одним

из наиболее исследуемых материалов в области
микроэлектроники, магноники, акустоэлектрони-
ки, спинтроники. Пленочные структуры на основе
ЖИГ представляют особенно большой интерес. В
настоящее время для изготовления пленок ЖИГ
используются различные методы: жидкофазная
эпитаксия [1], ионно-лучевое распыление [2],
MOCVD [3], импульсное лазерное распыление
[4], магнетронное ВЧ-распыление [5]. В двух по-
следних в качестве источника используют спрес-
сованные мишени из ЖИГ. Для изготовления ке-
рамических мишеней обычно используется горя-
чее изостатическое прессование – довольно
сложный технологический процесс, требующий
высоких давлений газа при повышенных темпе-
ратурах.

Цель данной работы – исследовать возможность
осаждения высококачественных пленок ЖИГ ме-
тодом магнетронного распыления керамической
мишени, полученной двухстадийным спеканием
без использования изостатического пресса.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
В качестве исходных материалов применяли

высокочистые оксид иттрия и оксид железа. Сте-
хиометрические количества оксидных порошков
смешивали в течение 15 ч в безводном изопропи-
ловом спирте вместе со связующим (поливинил-

бутираль – 1% вес. к порошку). После смешива-
ния и последующей сушки до влажности порядка
1% при 50°С порошки просеивали через сито с
ячейками 500 мкм для гранулирования. Компак-
тирование производилось одноосным прессова-
нием в пресс-форме из нержавеющей стали диа-
метром 70 мм при давлении 20 МПа. Толщина
компактов составила 6 мм. На первом этапе после
прессования компакты прокаливали при 1000°С в
течение 20 ч для удаления остаточных органиче-
ских веществ. Кристаллическую структуру полу-
ченных образцов исследовали методом рентге-
новской дифракции. Рентгеновская дифракто-
грамма от полученного компакта приведена на
рис. 1. Как можно видеть, в составе полученного
компакта присутствуют простые оксиды иттрия и
железа. Кроме того, наблюдается наличие синте-
зированного оксида железа – иттрия YFeO3.

На втором этапе для синтеза ЖИГ и придания
прочности был проведен отжиг при температуре
1250°С в течение 20 ч. Вместо обычной усадки на-
блюдалось увеличение диаметра образца до 75 мм
из-за одноосной направленности давления при
прессовании. На рис. 2 приведена рентгеновская
дифрактограмма. Все наблюдаемые линии соот-
ветствуют железоиттриевому гранату Y3Fe5O12. На
рис. 3 представлен профиль линии для отражения
(402). По уширению линии в полученной керами-
ке был определен средний размер областей коге-
рентного рассеяния. Он составил около 100 нм.

УДК 539.23,621.793.18
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Полученная керамическая мишень была уста-
новлена в магнетронное распылительное устрой-
ство, описанное в [6]. Диаметр катода составлял
75 мм. После предварительного распыления в те-
чение 30 мин было проведено осаждение пленки
на подложку из алюмоиттриевого граната. Темпе-
ратура подложки составляла 25°С. Распыление про-
ходило в атмосфере аргона при давлении 10–3 мбар.
Мощность ВЧ-разряда на мишени составляла
100 Вт. После осаждения полученную пленку от-
жигали в атмосфере при температуре 700°С в те-
чение 3 ч. В результате отжига произошла рекри-
сталлизация осажденной пленки с образованием
эпитаксиального монокристаллического слоя
Y3Fe5O12. Рентгеновская дифрактограмма от по-

лученной пленки (рис. 4) содержит только линии
(400) от пленки ЖИГ и от подложки из Y3Al5O12.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что двухстадийное спекание кера-
мики железоиттриевого граната без использова-
ния изостата позволяет получать стехиометриче-
ские керамические мишени, пригодные для эпи-
таксиального осаждения пленок ЖИГ методом
магнетронного распыления. При использовании
такой мишени получены структурно совершен-
ные эпитаксиальные пленки на подложках из
алюмоиттриевого граната.

Рис. 1. Рентгеновская дифрактограмма от образца по-
сле первого этапа отжига при температуре 1000°С.
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Рис. 2. Рентгеновская дифрактограмма от образца по-
сле второго этапа отжига при температуре 1250°С.
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Рис. 3.  Профиль дифракционной линии Y3Fe5O12.
Отражение от плоскости (402).
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Рис. 4. Рентгеновская дифрактограмма от пленки
Y3Fe5O12, осажденной на подложку из Y3Al5O12.
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В системе координат, связанной с заранее неизвестными трубками тока, построена геометризован-
ная модель трехмерных потенциальных релятивистских электронных пучков во внешнем магнит-
ном поле при использовании в качестве продольной координаты действия (потенциала обобщен-
ного импульса). Для двумерных течений проведена декомпозиция уравнений пучка, позволяющая
синтезировать непараксиальные потоки с заданными формой катода и распределением плотности
тока эмиссии или электрического поля.

DOI: 10.31857/S0033849422060195

ВВЕДЕНИЕ
Геометризованная теория, основанная на вве-

дении заранее неизвестной неортогональной си-
стемы координат  (i = 1, 2, 3), связанной с тра-
екториями или трубками тока, в наиболее полном
виде изложена в монографиях [1, 2]. Там же при-
ведено минимальное количество сведений из
тензорного анализа и дифференциальной геомет-
рии координатных поверхностей, необходимое
для понимания и использования результатов это-
го подхода.

При синтезе непараксиальных потоков на ба-
зовой траектории или трубке тока роль продоль-
ной координаты играет [1, 2] длина дуги l соответ-
ствующей кривой или любая функция l. По этой
причине удобно говорить о l-представлении или
l-варианте теории. В работе [3] при тестировании
двумерных геометризованных моделей на пол-
ном наборе точных решений уравнений пучка с
аддитивным и мультипликативным разделением
переменных обнаружено, что точность прибли-
женного решения может возрастать, если в каче-
стве продольной координаты  использовать по-
тенциал электрического поля : . При этом
подходе делается еще один шаг от физической
постановки к полной геометризации задачи, сво-
дящейся к нахождению системы координат (ее
метрического тензора ), а модель естественно
назвать -вариантом теории [4–6].

Релятивистские потоки с потенциальным век-
тором  обобщенного импульса  позво-
ляют сформулировать еще один вариант модели с
потенциалом W (действием) в качестве продоль-
ной координаты (W-представление).

Зависимость точности приближенного реше-
ния от способа измерения продольной координа-
ты известна, помимо [3], в теории антипаракси-
альных разложений [1, 2] (понятие оптимального
параметра, логарифм радиуса в классических реше-
ниях И. Лэнгмюра для цилиндрического и сфери-
ческого диодов). Кроме того, в работе [3] обнаруже-
но существенное влияние на точность решения
способа отсчета поперечной координаты.

Построение W-варианта геометризованной
теории, связанной, как и предыдущие модели [1,
2, 4–6], с действительными характеристиками [7]
системы дифференциальных уравнений интен-
сивного электронного пучка в частных производ-
ных, которое является целью работы, поставляет
новый материал, относящийся к формулировке
наиболее эффективных приближенных моделей
синтеза плотных непараксиальных потоков, об-
ладающих не меньшими возможностями [8–10],
чем численные модели.

Частным случаем потенциального течения яв-
ляется электронный пучок с катодом, экраниро-
ванным от магнитного поля.
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СЫРОВОЙ

1. УРАВНЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОГО 
РЕЛЯТИВИСТСКОГО ПОТОКА

Трехмерные течения. Стационарный потенци-
альный моноэнергетический пучок в произволь-
ной системе координат  с метрическим тензо-
ром  описывается уравнениями движения и
уравнениями Максвелла для самосогласованного
электромагнитного поля. В релятивистской нор-
мировке [1, 2], исключающей из уравнений все
физические константы используемой системы
единиц, имеем

(1)

Замыкается система (1) тремя тождествами Ляме,
содержащими вторые производные по продоль-
ной координате от элементов , ,  метриче-
ского тензора, которые выражают факт эвклидо-
вости пространства и приведены в [4].

Помимо уравнений (1) полезны следующие из
них уравнение сохранения тока, уравнения для

 и :

(2)

В формулах (1), (2) использованы следующие
обозначения:  – импульс частицы; ,  – скаляр-
ный потенциал электрического поля и плотность
пространственного заряда; ,  – напряженность
магнитного поля и векторный потенциал;  –
контравариантный метрический тензор; тильдой
отмечены члены, исчезающие в нерелятивист-
ском пределе; индекс после запятой означает
частную производную по соответствующей коор-
динате:

(3)

Не ограничивая общности, доопределим вектор-
ный потенциал  условием

(4)
Диагональные элементы метрического тензора

, ,  удобно определить через функции ,
становящиеся в случае ортогональной системы
коэффициентами Ляме:

(5)
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Геометризованные уравнения пучка для потен-
циальных потоков при наличии магнитного поля
возможны только в варианте с трубками тока

, так как координатные линии 
не совпадают с траекториями:

(6)

Введем косоугольные проекции L, M, N вектора
 и u, w вектора скорости  на касательные к ко-

ординатным осям

(7)

Детерминант метрического тензора определен
выражением

(8)

где  – угол между осями  и .

2. СТРУКТУРА РЕШЕНИЯ
Эмиссия в -режиме. В l-варианте теории [1, 2]

при эмиссии в -режиме структура метрики и па-
раметров потока определена рядами по  с глав-
ными членами вида
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, найдем значения производных в дифферен-
циале :
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В результате метрика в системе  определяется
выражениями

(12)

Учитывая формулы (9), убеждаемся, что парамет-
ром антипараксиальных разложений вблизи ка-
тода будет , а главные члены, соответствую-
щие (9), имеют вид (черту опускаем)

(13)

Таким образом, при переходе к  метрика
получилась сингулярной, причем в отличие от

-варианта теории [4–6] в бесконечность на ка-
тоде обращается не только , но и недиагональ-
ные элементы , .

Асимптотики (13) не противоречат известному
факту старта частиц с нулевой начальной скоро-
стью по нормали к эквипотенциальному катоду

 (далее – ):
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Для полной и гауссовой кривизн катода справед-
ливы выражения [1, 2]
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значения, если разложения для функций , , 
имеют вид
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В соответствии с (13) для прочих искомых функ-
ций справедливы разложения
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Элемент  имеет разложение, подобное разло-
жению для ; компоненты М, N магнитного по-
ля представимы рядами, однотипными с рядом
для L с коэффициентами , .

Эмиссия в Т-режиме. При эмиссии, ограничен-
ной температурой, ряды идут по полуцелым сте-
пеням l с главными членами, описываемыми
формулами:
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СЫРОВОЙ

3. УРАВНЕНИЯ W-ВАРИАНТА 
ГЕОМЕТРИЗОВАННОЙ ТЕОРИИ

Трехмерные потоки в магнитном поле. Переход
к  не меняет числа уравнений и искомых
функций: четырнадцать уравнений в (1) при пят-
надцати подлежащих определению функциях,
шесть из которых – элементы , позволяют ис-
пользовать систему  с нулевым элементом :

(20)

Выбор (20) при симметричных направлениях ,
 объясняется тем, что при переходе к двумер-

ным потокам (осесимметричным и плоским)
циклическая координата  ортогональна осям

,  в плоскости течения (меридиональной в
первом случае):

(21)
Для элементов контравариантного метрического
тензора  и детерминанта  получаем

(22)

Уравнения (1) принимают вид

(23)

где ,  – косоугольные проекции импульса на
оси , .
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Вместо двух первых уравнений (2) имеем

(24)

Уравнения для  из (2) запишутся следующим
образом:

(25)

Трехмерные электростатические потоки. При
отсутствии магнитного поля ось  совпадает с
траекторией и формулы (22) принимают вид

(26)

а вместо уравнений (23), (24) имеем

(27)
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Двумерные потоки в магнитном поле. Наличие
циклической координаты (азимута в осесиммет-
ричном случае и декартовой координаты для
плоских течений) приводит к ортогональности
осей ,  и :

(29)

Двумерный пучок описывается уравнениями

(30)

Уравнения (24) принимают вид

(31)

где J – плотность тока эмиссии; индекс нуль от-
носит величины к катоду.

Уравнения (25) для  определены соотно-
шениями

(32)

Условия эвклидовости пространства для двумер-
ных течений состоят из двух уравнений:

(33)

Элемент  метрического тензора для осесим-
метричных течений известен: ,
для плоских потоков .
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Двумерные электростатические потоки. Тече-
ния этого вида могут быть описаны в ортогональ-
ной системе координат:

(34)

Уравнения (34) дополняются соотношениями (33).
Формулы, в общем случае связывающие кри-

волинейные и декартовы координаты, необходи-
мые после построения решения в системе ,
приведены в работе [4].

4. РЕШЕНИЕ В ОКРЕСТНОСТИ
СТАРТОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ

ДЛЯ ТРЕХМЕРНЫХ ПОТОКОВ
Построение без потери общности локального

решения уравнений пучка на основе выявленных
выше асимптотик элементов  и параметров по-
тока доказывает непротиворечивость предлагае-
мой модели, дает описание зоны вблизи сингу-
лярной стартовой поверхности и позволяет уста-
новить возможные произвольные элементы,
обращение которых в нуль способствует упроще-
нию результатов.

Эмиссия в -режиме. Начнем рассмотрение с
уравнения Пуассона и интеграла энергии в (23), а
также уравнения сохранения тока из (24). Первый
член в первой квадратной скобке в уравнении
Пуассона имеет порядок , в то время как все
остальные слагаемые в левой части – порядок 
и, таким образом, не участвуют в балансах вплоть
до этого порядка. Приравнивая слагаемые поряд-
ка , используя интеграл энергии и определе-
ние плотности тока эмиссии, найдем выражения
для первых коэффициентов разложений (17)
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Следующая тройка соотношений позволяет вы-
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Рассмотрим первые коэффициенты разложения
полной Т и гауссовой К кривизн поверхности

 из (15) в окрестности :

(38)

Главные кривизны ,  связаны с Т, К двумя со-
отношениями, включающими три функции , ,

. Не теряя общности, последнюю из них можно
принять равной нулю

(39)

Кривизны ,  при этом определены формулами

(40)

Для функции  из (8) получаем

(41)

Функция  принимает более простой вид

(42)

Приравнивая в соотношениях из (23), (24) члены
более высокого порядка малости, получаем си-
стемы уравнений для вычисления коэффициен-
тов с возрастающими индексами. Уравнение
Пуассона дает

(43)

Интеграл энергии порождает соотношения

(44)
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Уравнение сохранения тока приводит к следую-
щим балансам:

(45)

Второе уравнение для  из (25) связывает
функции  и :

(46)

в то время как третье уравнение служит для опреде-
ления коэффициентов разложения элемента :

(47)

Уравнение для  позволяет выразить функ-
ции  через коэффициенты разложений компо-
нент касательного к катоду магнитного поля с
меньшими индексами

(48)

Первое уравнение для  из (23) связывает
компоненты ,  на поверхности катода:

(49)

второе и третье уравнения образуют системы для
определения коэффициентов ,  при извест-
ных , :

(50)
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Первое уравнение для  из (23) приводит к
следующим равенствам:

(51)

Обращение в нуль нормальной компоненты маг-
нитного поля на катоде является условием реализа-
ции потенциального течения, на что впервые было
указано в работе [11], где также отмечен факт старта
частиц по нормали к эквипотенциальному катоду
при нулевой начальной скорости.

Уравнение для  в (23) связывает коэффици-
енты , :

(52)

Компоненты векторного потенциала определены
через скорость w на основании равенств 

(53)

Первое уравнение (48) может быть преобразовано
следующим образом:

(54)

Величины в формулах (54) имеют ясный геомет-
рический или физический смысл: ,  и ,  –

главные кривизны поверхностей  и

 при ; , ,  – ор-
тогональные проекции градиентов функций L,
M, N на касательные к координатным осям при

; аналогичный смысл у агрегатов
, .

Тождества Ляме служат для определения
функций , , , начиная с .
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Разрешая оследовательно уравнения (43)–
(47) относительно искомых функций, имеем

(55)

где  – ортогональная проекция магнитного
поля на касательную к оси .

Первая пара уравнений (50) относительно ,
 позволяет определить эти функции

(56)

Следующая группа соотношений описывает па-
раметры с возросшими на единицу индексами

(57)

Эмиссия в Т-режиме. Главные члены, описыва-
ющие потенциал, скорость и действие вблизи ка-
тода при эмиссии, ограниченной температурой,
определены формулами

(58)

где Е – электрическое поле при . Выраже-
ния (56) позволяют вычислить коэффициент  в
асимптотике потенциала из (19):

(59)

Уравнения Пуассона, сохранения тока, интеграл
энергии и равенство  из (23) приводят к пер-
вой группе соотношений

(60)
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разрешая которые относительно искомых функций,
имеем

(61)

Следующая система балансов принимает вид

(62)

Удовлетворяющие ей функции описываются фор-
мулами

(63)

Для продольного магнитного поля получаем

(64)

Функции ,  удовлетворяют уравнению (49),
а для коэффициентов с индексами 1, 2 имеют ме-
сто связи

(65)
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Из уравнений (64), (65) следуют выражения

(66)

Коэффициенты разложений элемента  и ком-
поненты скорости w описываются формулами

(67)

Формулы (58)–(67) определяют локальное реше-
ние геометризованных уравнений при эмиссии в
Т-режиме.

5. ДЕКОМПОЗИЦИЯ УРАВНЕНИЙ 
ОСЕСИММЕТРИЧНОГО ПУЧКА

Уравнения геометризованной теории в l-вари-
анте удалось представить [1, 2] в виде соотноше-
ния на трубке тока, формально имеющего вид
обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка относительно функции , в
которое поперечная координата  входит как па-
раметр, и системы уравнений первого порядка,
выражающих частные производные по  от физи-
ческих и геометрических параметров пучка через
информацию на базовой трубке тока. Тем самым
появляется возможность синтеза непараксиальных
потоков либо за счет сращивания решения в не-
скольких узких полосах вблизи поверхности ,
либо в результате построения высших приближе-
ний теории, приводящего к фрагментам тэйло-
ровских разложений параметров пучка по .

Как первая, так и вторая группы связей выпи-
саны для произвольного значения элемента 
метрического тензора, который в l-варианте тео-
рии имеет локальный характер и назначается, ис-
ходя из соображений регуляризации решения,
обеспечивающей выполнение условий термо-
эмиссии на стартовой поверхности.

В силу сказанного исходным материалом для
декомпозиции уравнений в W-варианте теории
являются формулы l-варианта, которые необхо-
димо подвергнуть модификациям, связанным с
новым подходом.
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Соотношение на трубке тока для потенциаль-
ных течений имеет вид

(68)

где ,  – главные кривизны трубки тока, при-
чем  отвечает за осесимметричность;  – ор-
тогональная проекция магнитного поля на каса-
тельную к оси ;  – нормальное электрическое
поле на трубке тока;  – угол наклона образую-
щей трубки тока к продольной декартовой оси z.

Часть эволюционной системы, относящаяся
к геометрическим величинам, описывается фор-
мулами

(69)
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Поперечные производные от физических пара-
метров потока с учетом особенностей W-пред-
ставления определены выражениями

(70)

Производная  легко получается из определе-
ния нормального поля и приведенных уравнений
эволюционной системы. Для компонент магнит-
ного поля имеем

(71)

Принципиальное отличие рассматриваемой моде-
ли от l-варианта состоит в том, что недиагональный
элемент метрического тензора  является иско-
мой функцией, лишенной статуса локальности. В
l-представлении азимутальная скорость w при

 описывается уравнением первого порядка,
не зависящим от соотношения на трубке тока, и
определена компонентой М магнитного поля. В
W-варианте теории задание продольного импуль-
са  при  приводит к выражению для функ-
ции 

(72)
и связывает в систему три уравнения: соотноше-
ние на трубке тока, уравнение для изменения ази-
мутального импульса  в продольном направле-
нии (второе уравнение (32))

(73)

и трансформированное уравнение из (32), описы-
вающее эволюцию функции :

(74)

При известных компонентах импульса потенциал
определен выражением

(75)

которое путем дифференцирования по  может
быть преобразовано в уравнение для  при
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СЫРОВОЙ

Встречающиеся в уравнениях (68)–(71) произ-
водные от , , ,  исключим при по-
мощи соотношений, следующих из формулы (74):

(76)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен третий вариант геомет-
ризованной теории, описывающей плотные по-
тенциальные релятивистские электронные пучки
при использовании в качестве продольной коорди-
наты действия (потенциала обобщенного импуль-
са). Для двумерных потоков проведена декомпози-
ция уравнений пучка, которые представлены как
соотношение на трубке тока , связываю-
щее функции продольной координаты , и систе-
ма эволюционных уравнений. Первое имеет вид
обыкновенного дифференциального уравнения
второго порядка относительно элемента  мет-
рического тензора ( ), в которое коорди-
ната  входит как параметр; вторая выражает
частные производные по поперечной координате

 от геометрических и физических параметров
потока через известную информацию на базовой
трубке тока .

Подобное представление открывает возмож-
ность синтеза непараксиальных пучков либо
сшиванием решения в нескольких узких полосах,
либо при формулировке фрагментов рядов Тэй-
лора по поперечной координате в высших при-
ближениях теории.

Как и в -формализме (потенциал электриче-
ского поля в качестве продольной координаты),
модель описывается существенно нелинейными
дифференциальными соотношениями на трубке
тока в неортогональной системе координат в от-
личие от первого l-варианта теории (продольная
координата – произвольная функция длины дуги
образующей трубки тока), где неортогональность
координат и нелинейность уравнений носили ло-
кальный характер.

Использование как потенциала, так и дей-
ствия для отсчета в продольном направлении
меняет структуру исходных уравнений пучка
(в -варианте уравнение Пуассона становится
уравнением первого порядка) и по этой причине
не эквивалентно переходу от одной криволиней-
ной системы координат к другой.

Можно предположить, что эффект повыше-
ния точности приближенного решения при ис-
пользовании -формализма [3] связан с нели-
нейным характером уравнений модели.

Определение первых коэффициентов антипа-
раксиальных разложений в W-варианте путем обра-
щения к известным результатам l-представления
возможно только в непосредственной близости к
катоду, где действие определяется продольной ком-
понентой импульса в силу локально одномерного
характера течения. Антипараксиальные разложе-
ния W-модели не переходят в разложения l-вари-
анта, как и сами два этих подхода.
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