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Представлены результаты исследования колебаний профиля на упругом шарнире, соверша-
ющем поперечные синусоидальные колебания в набегающем потоке вязкой несжимаемой
жидкости. Движение шарнира задано, а угловые колебания профиля происходят под дей-
ствием гидродинамических и упругих сил. Задача взаимодействия тела и жидкости решается
в полной сопряженной постановке. Жидкость описывается уравнениями Навье–Стокса,
численное решение которых строится безсеточным методом вязких вихревых доменов. Мо-
делирование связанного движения сплошной среды и твердого тела достигается путем реше-
ния единой линейной системы уравнений, неизвестными величинами в которой являются
потоки завихренности с поверхности тела и скорость вращательного движения тела. В ре-
зультате все неизвестные величины на каждом шаге по времени вычисляются одновременно,
минуя традиционную процедуру расщепления шага на гидродинамическую и динамическую
части с последующими итерациями. Объяснены механизмы возникновения тяги при таком
движении профиля и роль в этом процессе силы присоединенных масс.

Ключевые слова: машущий профиль, пропульсивная сила, связанное движение тела и жидко-
сти, упругая связь, метод вязких вихревых доменов
DOI: 10.31857/S0568528122050073

В независимых исследованиях Кноллера [1] и Бетса [2] было впервые обнаружено, что при
вертикальных поступательных синусоидальных колебаниях симметричного профиля в набегаю-
щем горизонтальном потоке возникает подъемная сила и сопротивление становится отрица-
тельным, т.е. возникает тяга. В работе [3] эффект Кноллера–Бетса исследовался эксперимен-
тально и был воспроизведен численно методом дискретных вихрей для двумерного обтекания
колеблющегося профиля. В настоящее время существует большое количество работ, посвящен-
ных исследованию аэродинамики двумерных и трехмерных машущих крыльев (см., например,
обзоры [4–6]). В [6] приведено около трехсот ссылок на работы, в которых численно или экспе-
риментально исследуются структура течения и силы, действующие на профили, совершающие
разнообразные комбинации поступательных и угловых колебаний. В большинстве этих работ
движение профиля считается полностью детерминированным. В работах [7–13] численно и экс-
периментально исследуется влияние упругости профиля на подъемную силу и тягу. В этих рабо-
тах возникновение тяги и подъемной силы объясняется структурой вихревых следов. Гидроди-
намические силы действительно тесно связаны с образованием вихрей, однако их образование
скорее является индикатором этих сил, а не их причиной. В [14] показано, что при детермини-
рованных угловых колебаниях профиля вокруг неподвижной оси основной вклад в тягу дает сила
присоединенных масс.

УДК 532.3:532.5

EDN: LVYBFY
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Для адекватного учета влияния упругости на аэродинамику колеблющегося профиля необхо-
димо решать связанную задачу взаимодействия тела и жидкости. В настоящей работе она реша-
ется с использованием бессеточного численного метода вязких вихревых доменов (ВВД-метод) [15].
Исследуются гидродинамические механизмы возникновения подъемной и пропульсивной сил.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ
Рассматривается двумерное течение вязкой несжимаемой жидкости вокруг симметричного

профиля, образованного дугой окружности и двумя касательными к ней – рис. 1. Отношение ра-
диуса дуги R к длине отрезка L равно R/L = 0.078. Профиль закреплен в упругом вращательном
шарнире, ось которого находится в центре кривизны головной части профиля. Шарнир совер-
шает поперечные колебания вдоль оси Y по закону , t > 0. При этом угловые пе-
ремещения профиля не заданы, а вырабатываются под действием гидродинамических сил со
стороны жидкости и упругих сил в шарнире.

Течение жидкости подчиняется уравнениям Навье–Стокса, которые после применения опе-
ратора ротор записаны в форме [16]

где u – скорость жидкости,  – так называемая диффузионная скорость, ν – кинематический
коэффициент вязкости. На поверхности профиля ставится условие прилипания. На бесконеч-
ности течение однородно u = U. В начальный момент (t = 0) реализуется мгновенный старт дви-
жения профиля из состояния покоя относительно жидкости, хорда профиля в начальный мо-
мент направлена вдоль потока, что соответствует равновесному положению шарнира в отсут-
ствие внешних сил.

Изменение угла атаки α подчиняется уравнению динамики

(1.1)

Здесь I – погонный момент инерции профиля, r0 – координата оси шарнира. Mhinge – крутя-
щий момент шарнира

k – коэффициент жесткости шарнира. Minertia – момент силы инерции, связанной с ускоренным
движением оси

m, rm – масса и центр масс профиля. Момент гидродинамических сил Mhydro связан с потоком за-

вихренности с поверхности  соотношением [15]
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Рис. 1. Схема движения профиля.
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(1.2)

где ρf, mf, If – плотность, масса и момент инерции вытесненной профилем жидкости соответ-
ственно, Mw – момент силы трения. Фигурирующие в приведенных выше соотношениях пара-
метры I, m, rm характеризуют инерционность профиля и в общем случае являются независимы-
ми. Однако далее ограничимся вариантом, когда профиль инерционно симметричный и харак-
теризуется однородной плотностью ρ = const. В этом случае параметры I, m, rm перестают быть

независимыми и вычисляются непосредственно через ρ, например .

Численное моделирование выполнено с помощью программного комплекса Vvflow CFD1, ос-
нованного на методе вязких вихревых доменов (ВВД) [15]. Метод ВВД представляет собой улуч-
шенную версию метода диффузионной скорости (ДС) [16]. Вихревые области течения модели-
руются набором мелких вихревых частиц (доменов), которые движутся относительно жидкости
с диффузионной скоростью и сохраняющейся циркуляцией. В отличие от метода ДС в методе
ВВД для вычисления диффузионной скорости используются улучшенные дискретные выраже-
ния, позволяющие адекватно описывать поведение частиц вблизи поверхностей и вычислять на-
пряжение трения с необходимой точностью. Метод протестирован в широком диапазоне значе-
ний числа Рейнольдса [17]. Он является робастным и обладает низкой схемной вязкостью [18].

На каждом шаге по времени в узлах контура профиля образуются новые частицы, циркуляции
которых  (k = 1, 2, …, Nk, где Nk – число узлов) должны обеспечивать граничные условия и
выполнение уравнения движения профиля (1.1). С целью определения циркуляций новых доме-
нов составляются уравнения на основе условия непротекания на контуре. Эти уравнения линей-
ны относительно циркуляций  и скорости движения профиля. Система уравнений замыка-
ется уравнением (1.1), которое в дискретном виде также линейно относительно , так как ве-
личина  связана с потоком завихренности σk в k-й точке соотношением , где

 – длина отрезка контура. Соответственно интеграл в выражении (1.2) аппроксимируется
суммой

В результате решения указанной системы уравнений все неизвестные значения циркуляций
и угловой скорости вычисляются одновременно без расщепления шага по времени на части,
описывающие движение жидкости и тела, и последующих итераций, как это обычно делается
при решении сопряженных задач аэрогидроупругости.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ

Расчеты выполнены в безразмерных параметрах: , , , ,
, , , ,  . Количество

узлов на контуре равнялось 1200, безразмерный шаг по времени . Дальнейшее измель-
чение отрезков контура и шага по времени не приводило к заметным изменениям результатов.

На рис. 2 показаны вихревые следы, полученные при Re = 200, Sh = 0.75,  для различ-
ных значений жесткости пружины . Здесь и всюду далее .

Следы асимметричны так же, как в численных и экспериментальных результатах [3, 4, 19], по-
лученных для жестких профилей, совершающих поступательные или угловые колебания. При-
чины нарушения симметрии объяснены в [20] неустойчивостью реверсивной полубесконечной
вихревой дорожки, образующейся за профилем, к изгибным деформациям при определенных
соотношениях геометрических параметров и интенсивности вихрей. Отклонение следа может
быть как в одну, так и в другую сторону. Это зависит от начальных условий, но не только. В [3]

1 https://github.com/vvflow/vvflow/

( )

( )

ρ
= = − +

+ − × − +


�� ��

�

2hydro hydro
0

0 0

d
2

2α

f
z new

C

f z m f w

M l

I m

M e r r σ

e r r r M

( )= ρ −
2

0
s

I dsr r

Γnew
k

Γnew
k

Γnew
k

Γnew
k Γ = σ Δ Δnew

k k kl t
Δ kl

( ) ( )
=

− σ ≈ − Γ
Δ �

2 2
0 0

1

1 kN
new

new k k
kC

r r dl
t

r r

= /h h L = /t tU L = /Uu u =Sh /fL U
= νRe /UL ρ = ρ ρ/ f = ρ 2 2/( )fU LF F = ρ 2 3( )fU LM M = ρ 4/( ),fk k UL = ρ 3/( )m m L

Δ = 0.001t

= 0.5h
k ρ = 1



6

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ГУВЕРНЮК и др.

экспериментально наблюдалось, что направление следа может переключаться случайным обра-
зом. Это указывает на то, что относительно небольшого возмущения может быть достаточно,
чтобы инициировать переключение. Бифуркационное поведение следа наблюдалось в [21] при
медленном изменении частоты колебания профиля.

На рис. 3 представлены зависимости силы сопротивления от жесткости шарнира при  = 0.5,
Re = 200, и различных значениях Sh. Отрицательная сила сопротивления представляет собой тя-
гу (пропульсивную силу). Видно, что для фиксированной частоты существует значение , при
котором тяга максимальна.

h

k

Рис. 2. Вихревые следы при Re = 200, ,  и различных .

k = 0.5�
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k = 5�
k = 10�
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На рис. 4 показаны полученные в расчетах векторы гидродинамических сил и положение хор-
ды профиля при Re = 500,  = 0.5, Sh = 0.5 и двух значениях жесткости шарнира в системе коор-
динат, связанной с набегающим потоком. В этой системе координат скорость жидкости в беско-
нечно удаленной точке равна нулю, а горизонтальная скорость оси шарнира равна –U. Из рисун-
ка видно, что направление гидродинамической силы близко к перпендикуляру к хорде. Это
объясняется малой толщиной профиля и преобладанием сил давления над силами трения. По-
скольку горизонтальное положение хорды в отсутствие гидродинамических сил является для

h

Рис. 3. Зависимость силы сопротивления от жесткости шарнира при , Re = 200: 1–4 – Sh = 0.25, 0.5,
0.75, 1.0.
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Рис. 4. Траектория движения оси шарнира в системе координат, связанной с набегающим потоком при Re = 500,
, Sh = 0.5: а, б –  = 1, 5. Отрезки показывают направление хорды, векторы изображают безразмерную

гидродинамическую силу в масштабе 1:10.
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шарнира равновесным, то отклонение хорды вверх происходит, если гидродинамическая сила
направлена вверх. Аналогично при отклонении хорды вниз сила направлена вниз. В обоих слу-
чаях горизонтальная составляющая гидродинамической силы направлена навстречу набегающе-
му потоку, следовательно, сопротивление является отрицательным, т.е. имеет место тяга. При
малой амплитуде и низкой частоте колебаний вклад силы давления по сравнению с силой трения
уменьшается, поэтому сопротивление становится положительным, как это видно на рис. 3 при
Sh = 0.25.

Из рис. 4 видно, что пропульсивная сила максимальна при движении профиля из крайних по-
ложений к средней линии траектории. Ниже показано, что это связано с влиянием силы присо-
единенных масс. В [22] строго доказано, что гидродинамическая сила, действующая на движу-
щееся с ускорением тело, равна сумме двух сил , где  – сила, действующая на
тело, движущееся без ускорения при том же мгновенном распределении завихренности в про-
странстве, а  – сила присоединенных масс, действующая на тело при движении с тем же уско-
рением в потенциальном потоке. Если известны значения коэффициентов присоединенных
масс тела при потенциальном обтекании, эта сила может быть вычислена аналитически. В систе-
ме координат, показанной на рис. 1, справедливо выражение

(2.1)

где тензор присоединенных масс  выражается через с тензор , вычисленный в связанной с
профилем системе координат, как

(2.2)

Учитывая, что для симметричного профиля λx′y′ = λy′x′ = λx′α = λαx′ = 0, и λx′x′  λ y′y′ λy′α = λαy′,
подстановкой (2.2) в (2.1) получаем

(2.3)

Из (2.3) следует, что направление силы присоединенных масс близко к нормали к хорде.
Для профиля, рассматриваемого в данной работе, коэффициенты присоединенных масс име-

ют следующие значения

Подставляя эти значения в (2.3), получим

На рис. 5 показаны зависимости  и y от времени на одном периоде при Re = 500,  = 0.5,
Sh = 0.5. Из рисунка видно, что вертикальная составляющая силы Fad в верхней части траектории
положительна, а в нижней – отрицательна. Сила Fst, зависящая от скорости в отсутствие ускоре-
ния, направлена вниз при движении вверх и вниз при обратном движении – рис. 6. В результате
при движении из крайних точек траектории к средней линии эти силы сонаправленны и их мо-
дули складываются, а при движении от нее направлены в противоположные стороны, что при-
водит к уменьшению равнодействующей. Этим объясняется поведение пропульсивной силы в
разных фазах движения. Отметим, что в отличие от результатов [14], полученных для детермини-
рованных угловых колебаний профиля относительно неподвижной оси, вклад силы присоеди-
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ненных масс в тягу при рассматриваемом в данной работе типе движения не является доминиру-
ющим.

Сравнение рис. 4а и 4б показывает, что с увеличением жесткости шарнира амплитуда измене-
ния угла уменьшается, а модуль гидродинамической силы увеличивается. Уменьшение угла при-
водит к уменьшению проекции силы на ось X, а увеличение модуля силы –к ее увеличению. Эти
два противоположно направленных процесса являются причиной существования оптимального
значения жесткости шарнира.

Вертикальная сила в отличие от горизонтальной меняет знак во времени. Она положительна,
когда ось профиля движется вниз, и отрицательна, когда ось поднимается. Если при движении
вверх и вниз силы изменяются симметрично, то средняя подъемная сила равна нулю. При нару-
шении симметрии возникает положительная или отрицательная средняя подъемная сила.

Рис. 5. Зависимости вертикальной составляющей силы присоединенных масс и ординаты оси шарнира от вре-
мени на одном периоде при Re = 500,  = 0.5, Sh = 0.5.
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Рис. 6. Направление сил Fad и Fst в разных фазах движения.
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В табл. 1 приведены значения вертикальной составляющей осредненной гидродинамической
силы, соответствующие вихревым картинам на рис. 2. Как было сказано выше, направление
осредненной вертикальной составляющей силы зависит от отклонения вихревого следа.

Представляется неожиданным, что средняя подъемная сила направлена в ту же сторону, что
и отклонение вихревой дорожки. Однако аналогичный результат в рамках модели идеальной
жидкости отмечался также в [3], где данное свойство объяснялось ненулевым значением средней
циркуляции скорости вокруг профиля. При отклонении ближнего следа вверх среднее значение
циркуляции, полученное в расчетах [3], отрицательно, а при отклонении вниз – положительно.
Соответственно среднее значение силы Жуковского отрицательно в первом случае и положи-
тельно во втором.

На рис. 7 изображены линии тока осредненного поля скорости u' = u – U асимметричного
вихревого следа, полученного при численном решении задачи, когда профиль совершает детер-
минированные угловые колебания около неподвижной оси с амплитудой α0 = 10°, частотой
Sh = 1.8 при Re = 1000. Осреднение выполнено по одному периоду колебания. Как видно из ри-
сунка, циркуляция скорости вокруг профиля положительна (против часовой стрелки). При этом
вихревая дорожка за профилем отклонена вниз, т.е. в ту же сторону, что и вертикальная состав-
ляющая гидродинамической силы. Таким образом, подтверждается вывод, сделанный в работе [3].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В полной сопряженной постановке исследована задача о полудетерминированных колебани-

ях симметричного крылового профиля в неограниченном потоке вязкой несжимаемой жидко-
сти в условиях, когда профиль установлен в упругом шарнире вращения, который совершает за-
данные поперечные по отношению к набегающему потоку гармонические колебания. Числен-
ные решения связанной задачи динамики и гидродинамики построены с помощью авторских
кодов бессеточного безытерационного моделирования на основе метода вязких вихревых доме-
нов (ВВД). Раскрыты механизмы возникновения пропульсивной силы (тяги) и подъемной силы
колеблющегося профиля.

Тяга возникает благодаря корреляции направления гидродинамической силы и отклонения
профиля от равновесного состояния шарнира. При этом проекция силы давления на направле-
ние набегающего потока оказывается отрицательной во всех фазах колебания. При прочих рав-
ных условиях влияние величины упругой жесткости шарнира на тягу, развиваемую колеблю-
щимся профилем, не монотонное. Для всех сочетаний параметров задачи, при которых возника-
ет пропульсивная сила, существует оптимальное значение жесткости пружины, доставляющее
максимум тяги. Аналитически показано, что при движении шарнира от периферии к центру си-

Таблица 1

· 0.5 1 5 10 15 20 25 30 40 ∞

–001 –0.03 0.31 0.70 0.69 0.64 0.49 –1.70 –1.35 –4.7

k

hydro
yF

Рис. 7. Линии тока осредненного поля скорости u' = u – U.
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ла присоединенных масс вносит положительный вклад в тягу профиля, а при обратном движе-
нии ослабляет ее.

Причиной возникновения средней за период колебаний подъемной силы геометрически и
инерционно симметричного профиля является нарушение симметрии реверсивной вихревой
дорожки, неустойчивой к изгибным деформациям. При этом осредненная по времени подъем-
ная сила направлена в ту же сторону, что и отклонение вихревой дорожки за профилем, что объ-
ясняется ненулевым значением осредненной циркуляции скорости вокруг профиля.

Работа выполнена в рамках темы № гос. рег. АААА-А16-116021110201-2.
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Обзор эволюции научного направления по вихревой интенсификации теплообмена на струк-
турированных лунками энергоэффективных поверхностях представляется. Обсуждается от-
крытое явление аномальной интенсификации отрывного течения и теплообмена в наклонных
канавках со сферическими законцовками, связанное с интерференцией взаимодействующего
с наветренным склоном входящего в канавку струйного потока и самоорганизующегося торна-
доподобного вихря. Особое внимание уделяется экспериментальному подтверждению обнару-
женных численно экстраординарных перепадов статического давления внутри входной части
канавки и ускорения пристеночного потока над входом до скоростей, в полтора раза превыша-
ющих максимальную скорость в плоскопараллельном канале.

Ключевые слова: интенсификация отрывного и вторичного течения, торнадоподобные вихри,
наклонные канавки
DOI: 10.31857/S0568528122050085

Создание структурированных энергоэффективных поверхностей представляет важную инже-
нерную и фундаментальную научную проблему. Пассивные методы интенсификации теплооб-
мена при нанесении на поверхности рельефов из упорядоченных элементов шероховатости поз-
воляют значительно увеличить теплоотдачу от стенки при прокачке теплоносителя в мультимас-
штабных системах охлаждения. При этом гидравлические потери, определяемые перепадами
полного давления, могут расти со значительным опережающим темпом. Яркий пример такого
успешного метода, нашедшего широкое применение в авиационной промышленности, – накат-
ка валиков в трубах и каналах, предложенная в открытии Г. Дрейцера и его коллектива из Мос-
ковского авиационного института [1, 2]. Однако в технических системах подчас ресурсы полного
давления сильно ограничены, что затрудняет применение упорядоченных выступов для интен-
сификации теплообмена. Альтернативой являются луночные технологии, в том числе основан-
ные на нанесении упорядоченных траншей [3, 4], позволяющие кардинально снизить гидравли-
ческие потери и повысить теплогидравлическую эффективность, сохраняя высокий уровень
теплоотдачи в микро- и макро размерных устройствах.

Долгое время технология нанесения покрытий ограничивала конструирование энергоэффек-
тивных поверхностей. Обработка металлов резанием (фрезерование), штамповка, литье стиму-
лировали выбор простых форм лунок, а именно сферических, конических и цилиндрических.
Эмпирический инженерный подход к построению структурированных поверхностей преобла-
дал над фундаментальными научными исследованиями по изучению физических механизмов
интенсификации теплообмена. Однако спектр приложений зарождающихся луночных техноло-
гий был довольно широким. Это прежде всего теплообменники (пластинчатые и трубчатые),
тракты двигательных и энергетических установок (ГТУ, атомные станции и др.), в том числе си-
стемы охлаждения турбинных лопаток, воздушные конденсаторы, а в последнее десятилетие
микроканалы в устройствах микроэлектроники [5–8]. Постепенно упорядоченная дискретная
шероховатость на пластинах, стенках каналов и труб стала объектом внимания исследователей
фундаментальных механизмов интенсификации теплообмена [9–20]. Следует отметить, что по-
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явление аддитивных технологий кардинально изменило ситуацию с реализацией нанесения по-
крытий, позволив воссоздавать запрограммированные компьютером поверхностные рельефы.
Тем не менее и в них еще пока не вполне решены проблемы создания изделий из огнестойких
материалов и качества получаемых поверхностей.

Перспективная научная тематика вихревой интенсификации теплообмена на луночных ре-
льефах сформировала международные научные школы Г. Кикнадзе [21, 22], А. Леонтьева [23, 24],
Ф. Лиграни [25–30], Р. Банкера [31, 32], Б. Вайнганда [33, 34], Б. Кхо [35, 36], А. Халатова [37, 38].
Также выделились национальные научные коллективы в Корее и Китае [37–46]. Хотелось бы от-
метить экспериментальные [47–55] и расчетные [56, 57] работы. Подавляющее большинство пе-
речисленных исследований посвящено интенсификации теплообмена на плоских пластинах и
стенках каналов с уединенными и пакетными сферическими лунками. К ним следует добавить
работы коллектива С. Исаева [58–114], посвященные в основном численным исследованиям от-
рывных течений и теплообмена в уединенных сферических лунках на плоской пластине и стенке
узкого канала. Акцент в них, как и в работах Кикнадзе, делался на анализ самоорганизующихся
струйно-вихревых структур в лунках, на определение влияния на них геометрических и режим-
ных параметров, в особенности глубины лунки, радиуса скругления кромки и числа Рейнольдса.
В работах, посвященным ансамблям лунок, в основном рассматривались традиционные ямки –
лунки, сферические, конические, эллиптические небольшого удлинения, каплевидные. Ансам-
бли лунок подобно расположению труб в теплообменниках компоновались как коридорные и
шахматные. Во втором случае, следуя Кикнадзе, центры соседних лунок составляют равносто-
ронний треугольник, а по предложению Лиграни в центре квадрата между соседними лунками
размещается еще одна лунка. Характерная особенность рассматриваемых луночных ансамблей
– высокие плотности облунения поверхностей, доходящие до 70–80%. Она связана с образова-
нием в лунках довольно слабых возвратных течений и крайней низкой теплоотдаче в отрывных
зонах, занимающих их значительную часть. Повышение теплоотдачи на облуненных поверхно-
стях наблюдается на наветренных склонах лунок и в промежутках между лунками. Во многих ис-
следованиях внимание обращается на генерацию асимметричных вихревых структур и интенси-
фикацию вторичного и отрывного течения за счет формирования рельефа внутри лунок. Значи-
тельный интерес проявлен к разработке математических моделей и технологий численного
моделирования [74], методов диагностики вихревых потоков и теплообмена, включая градиент-
ную теплометрию [75, 76].

Особый интерес проявлен к исследованиям интенсификации теплообмена на структуриро-
ванных пластинах и стенках каналов с нетрадиционными поверхностными вихрегенераторами – на-
клонными овально-траншейными лунками (ОТЛ) (рис. 1) [77]. Первоначальная идея, приме-
ненная при проектировании асимметричных лунок, заключалась в интенсификации пристеноч-
ного течения при генерации наклонных вихревых структур, что было продемонстрировано при
выдуве наклонной струи в сносящий поток [78]. Сначала рассматривались асимметричные лун-
ки, составленные из половинок сферической и эллиптической лунок [59, 60], но интенсивность
отрывного и вторичного течения в них оказалась невелика. В [79] предложена форма наклонной
по отношению к набегающему потоку овальной лунки, составленной из двух половинок сфери-
ческой лунки и соединяющей их цилиндрической вставки. Показана генерация в них устойчи-
вых спиралевидных вихревых структур в отличие от образования периодических вихрей в глубо-
ких сферических лунках [80–85]. Тепловая и теплогидравлическая эффективность овальных лу-
нок на пластине и на стенке узкого канала оказалась существенно выше, чем их сферических
аналогов. В проведенных исследованиях начального периода длины вставок были небольшими
(не более 0.5–1 диаметра исходной сферической лунки). Помимо уединенных лунок рассматри-
вались коридорные и шахматные ансамбли таких лунок на нагреваемой стенке узкого канала.

Прорыв в исследованиях интенсификации теплообмена при обтекании наклонных овальных
лунок произошел, когда было выполнено условие постоянства площади пятна уединенной лун-
ки на стенке узкого канала в процессе ее удлинения [86–89]. Фактически овальная лунка при
большом удлинении преобразуется в канавку с полусферическими законцовками.

Анализ растекания теплоносителя по внутренней поверхности наклонной овальной лунки с
большим относительным удлинением порядка 3–5, названной овально-траншейной лункой,
показал, что начиная с некоторого удлинения лунка становится проточной, т.е. зона отрывного
течения локализуется во входной (или головной) части наклонной ОТЛ. С увеличением относи-
тельной длины гидравлические потери на прямоугольном участке с лункой сначала возросли до
максимума, а затем снизились до величины, близкой к гидравлическим потерям выбранного
участка канала с эквивалентной по площади сферической лункой одинаковой глубины с ОТЛ.
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Теплоотдача на участке стенки канала с ОТЛ оказалась значительно выше, чем в случае сфери-
ческого аналога. При обтекании турбулентным потоком воды уединенной OTЛ глубиной 0.39 и
углом наклона 45° в узком канале высотой 1 и шириной 7.5 максимальная скорость вторичного
течения в лунке приблизилась к 80% от среднемассовой скорости, а минимум относительного
отрицательного трения и максимум относительной теплоотдачи в зоне возвратного течения лун-
ки составили –1.5 и 2 соответственно.

Явление аномальной интенсификации отрывного течения и теплообмена во входной части
наклонной ОТЛ [90–96], а также ускорение в ядре канального потока открыто численно для ла-
минарного и турбулентного стабилизированного течения воздуха в узких каналах с однорядны-
ми пакетами наклонных ОТЛ [97–99]. Явление связано с интерференцией входящего в лунку
внешнего потока, растекающегося по ее наветренному склону, и сгенерированного во входном
сферическом сегменте торнадоподобного вихря (рис. 2). В результате возник большой перепад
полного давления между зонами торможения и разрежения, сопоставимый с перепадом давле-
ния в критических точках при обтекании шара или кругового цилиндра. В проведенных расчетах
числа Рейнольдса, определенные по среднемассовой скорости и высоте канала, заданы равными
103 и 104. Обычно угол наклона ОТЛ выбирался равным 45°. В случае турбулентного воздушного
потока для разреженного пакета ОТЛ с одной лункой длиной 7.05, шириной 1.05 и глубиной 0.3
в центре периодического участка канала длиной 6 и шириной 7 на нагретой внутренней поверх-
ности абсолютная величина минимального относительного трения увеличивается четырехкрат-
но, а максимальная относительная теплоотдача возрастает пятикратно по отношению к соответ-
ствующим величинам в плоскопараллельном канале. Максимальная абсолютная величина ско-
рости вторичного (поперечного) течения оказывается одного порядка с максимальной
скоростью потока в плоскопараллельном канале. Для однорядных ОТЛ шириной 1, длиной 4.5 и
глубиной свыше 0.25 в периодическом модуле узкого микроканала шириной 6, длиной 4 с одной
наклоненной под углом 45° ОТЛ открыто явление ускорения ламинарного потока с полутора-
кратным ростом максимальной скорости в ядре потока в области над входом в наклонную ОТЛ
по сравнению с максимальной скоростью в плоскопараллельном канале.

Уплотнение лунок в однорядном рельефе на периодической секции на нагретой стенке удли-
нением 8 в узком (9 к 1) плоскопараллельном канале рассматривается на примере размещения
наклонных ОТЛ длиной 7.05, шириной 1.05 и глубиной 0.25 с радиусом скругления кромок 0.21
(рис. 3, 4) [92–95]. Расстояние между центрами лунок меняется от 2 до 8. Эффект ускорения тур-
булентного потока с увеличением максимальной скорости в ядре в 1.39 раза получен при плот-
ном пакете наклоненных под углом 65° ОТЛ с шагом между лунками 2. В этом случае четырех-
кратно увеличивается максимальная абсолютной величина относительной проекции трения на
направление срединного сечения ОТЛ (рис. 5, 6) и 6.5-кратно растет максимальная относитель-
ная теплоотдача (по отношению к параметрам в плоскопараллельном канале). Максимальная
абсолютная величина скорости вторичного (поперечного) течения примерно на 10% превосхо-
дит величину максимальной скорости потока в плоскопараллельном канале, а такая же величина
скорости рециркуляционного течения почти втрое превышает аналогичную скорость возвратно-
го течения в сферической лунке, доходя до 0.89 от среднемассовой скорости в канале. Уплотне-

Рис. 1. Уединенные (a) и двухрядные (б) наклонные овально-траншейные лунки (ОТЛ) на плоской стенке.
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ние лунок сопровождается увеличением перепада полного давления (свыше 1.2) между областя-
ми высокого положительного и низкого отрицательного давления. Оказывается, что наклон
ОТЛ в диапазоне 0–60° в разреженном коридорном пакете на гидродинамическом стабилизиро-
ванном участке узкого канала оказывает кардинальное воздействие на аномальную интенсифика-
цию отрывного и закрученного потоков в лунке, приводя к 3–4-кратному снижению относитель-
ного отрицательного трения в диапазоне изменения углов от 40° до 60°, увеличению наибольшей
скорости возвратного и вторичного течения до 0.8 и 1.18 по отношению к среднемассовой скорости

Рис. 2. Интерференция взаимодействующего с наветренным склоном входящей в наклонную ОТЛ струи и са-
моорганизующегося торнадоподобного потока (a), а также компьютерная визуализация закрученного потока
в ОТЛ на участке стабилизированного течения в узком канале (б) [90].
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Рис. 3. Сравнение изополей продольной составляющей скорости u, равной 1.3, в периодической секции канала
с наклонными ОТЛ (ϕ = 65°) на нижней стенке (верхняя стенка снята) при Н = 8 (a); 4 (б); 2.667 (в); 2 (г).
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потока в канале [100–103]. В то же время до углов наклона, не превышающих 20°, аномальной ин-
тенсификации гидродинамических и теплообменных процессов в лунках не возникает.

Интенсификация теплообмена в межреберном канале воздушного конденсатора с помощью
коридорного пакета наклоненных под углом 45° ОТЛ моделируется численно при Re = 1000. При
рассмотрении узкого канала высотой 1, длиной 80 и шириной 4 предпочтителен вариант с 31-й
однорядной овально-траншейной лункой, имеющей глубину 0.25 (рост гидравлических потерь
не превышает 46% при почти двукратном увеличении теплоотдачи по сравнению с плоскопарал-
лельным каналом). При турбулентном режиме течения воздуха в межреберном канале с 31 ОТЛ
при Re = 6000 глубина лунок меняется от 0 до 0.2. Относительные гидравлические потери не пре-
вышают 70% при возрастании в 2.4 раза относительной теплоотдачи в облуненном канале в срав-
нении с плоскопараллельным аналогом [104–107].

В [108] интенсификация теплообмена рассчитывается при турбулентном обтекании воздухом
плоской пластины с однорядным пакетом из 16 ОТЛ с наклоном 60° на продольной секции дли-
ной 40, шириной 4 при постановке условий симметрии на боковых границах секции пластины и
при шаге лунок 2.4. ОТЛ имеет ширину 1, длину 4.5, глубину 0.2 и радиус округления 0.3. Толщи-
на пограничного слоя на входе в секцию 0.175. Аномальная интенсификация отрывного течения
и теплообмена в наклонных ОТЛ подтверждается. Экстремальные относительные величины от-
рицательного трения и числа Нуссельта (f/fpl)min = –3, (Nu/Nupl)max = 4. Относительная теплоот-
дача увеличивается в 1.43 раза в по сравнению с гладкой пластиной, а коэффициент лобового со-
противления растет в 2.08 раза. Однако теплогидравлическая эффективность составляет 1.12.

Обнаруженная численно аномальная интенсификация отрывного течения и теплообмена в
наклонных ОТЛ на пластине и на стенке узкого канала, а также ускорение потока в узком канале
с двумя  и  – образными рядами ОТЛ экспериментально подтверждены на стендах НИИ
механики МГУ им. М.В. Ломоносова, Казанского научного центра РАН и Казанского нацио-
нального исследовательского технического университета – Казанского авиационного институ-
та. Измеренные перепады статического давления в одиночном ОТЛ при Re = 6.7 × 104 и 16.7 × 104

(рис. 7), профили скорости ускоряющегося ламинарного (Re = 1000) и турбулентного (Re = 4300)
потоков в узком канале с двумя рядами из 26 ОТЛ каждый (рис. 8), оценка суммарных чисел Нус-

∨ ∧

Рис. 4. Сравнение полей продольной составляющей скорости u в срединном сечении периодической секции
гладкого (a) и облуненного каналов при Н = 8 (б); 4 (в); 2.667 (г); 2 (д) с нанесенными структурами вторичных
токов.
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сельта на стенке канала с однорядными ОТЛ хорошо согласуются с численными прогнозами в
рамках подхода RANS [109].

Анализ турбулентного обтекания ОТЛ на пластине и на стенке канала показывает, что в
диапазоне углов наклона от 25° до 85° наблюдается большой перепад давления между зонами
торможения на наветренном склоне и разрежения в месте, где образуется торнадоподобный
вихрь [110].

Измерения поля скорости в узком канале с двумя рядами наклонных ОТД при углах наклона
±45° и ±135° показывают, что в ядре потока формируется сдвиговый поток с максимальной ско-
ростью перед входом в лунку, причем ее величина превышает максимальную скорость в плоско-
параллельном канале [111].

Рис. 5. Распределения составляющих относительного трения fs в продольном срединном сечении наклонной
ОТЛ при ϕ = 65° для различных Н. 1 – Н = 8; 2 – 4; 3 – 3.3; 4 – 2.667; 5 – 2.
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В [112, 113] представлен обзор по моделированию интенсификации теплообмена с использо-
ванием поверхностных вихрегенераторов в виде овальных лунок. Особое внимание обращено на
наклонные дуговые лунки, которые позволяют снизить гидродинамические потери в облунен-
ных каналах при незначительном уменьшении теплоотдачи по сравнению с наклонными ОТЛ.

В [114] предложенная энергоэффективная плоская поверхность образуется при нанесении од-
норядных зигзагообразных поперек потока (VVVVVV) канавок в плотной компоновке. Рассмат-
ривается конвективный теплообмен при турбулентном обтекании продольного фрагмента пла-
стины длиной 40 и шириной 4 с пакетом из 14 однорядных наклонных \ – образных канавок с
заданием условий симметрии на боковых границах. Ширина канавок 1, глубина 0.25, радиус

Рис. 7. Фотография экспериментальной установки в НИИ механики МГУ с наклонной ОТЛ на пластине при
варьировании ϕ от 0 до 90° (a), сравнение расчетных (линии) и экспериментальных (точки) распределения ста-
тического давления в срединном продольном (б) и характерном поперечном (в) сечениях ОТЛ [109].
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ϕ – угол наклона ОТЛ, H – расстояние между центрами ОТЛ в однорядном пакете, u – продольная составля-
ющая скорости потока, fs – составляющая вектора трения по координате s в срединном продольном сечении
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скругления кромки 0.2, углы наклона 30°, 45°, 50° и 60°, шаг 2.4, число Рейнольдса 104, толщина
входного пограничного слоя 0.175. Подтверждены открытое в наклонных овально-траншейных
лунках явление аномальной интенсификации отрывного течения и теплообмена в зигзагообраз-
ных канавках и ускорение пристеночного потока.

В целом представлены новые энергоэффективные структурированные поверхности, хорошо
сочетающиеся с перспективными аддитивными технологиями.

Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского научного фон-
да по гранту 22-19-00056.
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Численно исследуются устойчивость и нелинейное взаимодействие возмущений в круглой
струе при Re = 2850. Воспроизводятся условия лабораторного эксперимента, выполненного
ранее в НИИ механики МГУ. Характерная особенность изучаемой струи – наличие трех то-
чек перегиба во входном профиле скорости, что существенно определяет свойства течения.
Линейная устойчивость исследуется с использованием двух подходов: квазипараллельного и
пространственного. Получено хорошее количественное согласие результатов двух подходов,
а также согласие с результатами невязкой теории. Проведены численные расчеты с целью
объяснения и интерпретации результатов лабораторного эксперимента, в котором обнаруже-
но изменение протяженности зоны перехода к турбулентности в струе под действием перио-
дических во времени осесимметричных возмущений. Показано, что осесимметричные воз-
мущения даже значительной начальной амплитуды не приводят к переходу к турбулентности.
Наблюдающийся в эксперименте переход может объясняться наличием неконтролируемых
трехмерных возмущений, усиливающихся на фоне достаточно интенсивных искусственных
возмущений. Проведенные в данной работе исследования подтверждают выдвинутую гипо-
тезу. Таким образом, инициатором перехода служат трехмерные возмущения, а осесиммет-
ричные возмущения при достаточно большой амплитуде лишь ускоряют их рост. Показано,
что более интенсивные трехмерные возмущения могут быть способными обеспечивать еще
более быстрый переход даже при отсутствии осесимметричной составляющей.

Ключевые слова: открытые течения, уравнения Навье–Стокса, прямое численное моделиро-
вание, гидродинамическая неустойчивость, переход к турбулентности
DOI: 10.31857/S0568528122050097

Широкое распространение струйных течений в природных системах и технических устрой-
ствах стимулирует интерес инженеров и исследователей к изучению различных явлений, связан-
ных с их развитием. Турбулизация струй существенно меняет, например, процессы тепло- и мас-
сообмена с окружающей средой, поэтому изучение процессов ламинарно-турбулентного пере-
хода в струях чрезвычайно актуально, в частности, с целью поиска средств управления
переходом для получения оптимальных решений и повышения эффективности технологических
процессов. Процесс ламинарно-турбулентного перехода в струях существенно зависит как от
уровня возмущенности потока на срезе сопла, так и от формы профиля средней скорости во
входном потоке. Ламинарные струйные течения теряют устойчивость уже при очень низких чис-
лах Рейнольдса [1–3]. При больших  переход к турбулентности в круглых струях
происходит, как правило, в непосредственной близости от среза сопла, в пределах расстояния

 (  – диаметр сопла). Несколько лет назад в стенах НИИ механики МГУ им. М.В. Ломоносо-
ва было спроектировано и изготовлено компактное устройство создания круглых воздушных
струй, обеспечивающее сохранение ламинарного течения при  (  – средняя
скорость во входном потоке, ) на расстояниях до  при D = 0.12 м [4, 5]. При этом раз-
мер устройства составляет всего около . Характерной особенностью струй, порождаемых
устройством при разных значениях числа Рейнольдса, является наличие двух мод неустойчивых
возмущений, существенно различающихся по скорости нарастания при распространении вниз

−∼
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по потоку [6, 7]. При внесении искусственных осесимметричных возмущений обнаружено, что
длина ламинарного участка струи зависит от частоты возмущения, достигая минимума при ча-
стотах, соответствующих максимальному росту малых возмущений. Обнаружено также, что вне-
сение трехмерных искусственных возмущений приводит к существенно более быстрому перехо-
ду к турбулентности [8].

В настоящей работе проводится численное моделирование развития возмущений в круглой
струе в условиях, близких к экспериментальным. Изучаются детали линейной эволюции и нели-
нейного взаимодействия возмущений, отвечающих разным модам неустойчивости. Дается по-
дробное сопоставление с экспериментом.

1. ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
Рассматривается задача об истечении вязкой несжимаемой жидкости в полупространство

 из круглого отверстия радиусом  (срез сопла) в плоскости {x = 0}. Свойства окружающей
среды совпадают со свойствами вытекающей струи. Нестационарное поле скорости  (  –
время,  – точка пространства) отыскивается путем численного решения уравнений Навье–
Стокса

(1.1)

Здесь  – кинематическое давление,  – вязкость жидкости.
Задача решается в цилиндрической системе координат  в цилиндрической расчет-

ной области . Радиус расчетной области  значительно превышает радиус
сопла. На срезе сопла задается нестационарное поле скорости (входные граничные условия):

. На остальной площади входного сечения  и на цилин-
дрической границе расчетной области  ставятся условия непротекания и свобод-
ного проскальзывания. На выходной границе  задаются мягкие граничные условия

. Цель работы состоит в исследовании поведения струи на начальном участке длиной
порядка ; для исключения влияния искусственных выходных условий на результаты расче-
тов в интересующей области длина расчетной области Xm выбирается существенно превышаю-
щей этот размер.

Для численного решения задачи применяется универсальный метод решения уравнений На-
вье–Стокса [9], использующий конечно-разностный метод пространственной дискретизации в
направлениях x и r и полунеявную схему интегрирования по времени. В продольном направле-
нии используется равномерная расчетная сетка, а в радиальном – неравномерная, с экспонен-
циальным ростом шага сетки при . Для представления искомых функций по угловой коор-
динате используются тригонометрические ряды Фурье. При варьировании сеточных параметров
(размеров расчетной области Xm,  и числа узлов сетки в соответствующих направлениях Im,
Jm) установлено, что набором, достаточным для удовлетворительной точности всех вычислений
при рассматриваемом числе Рейнольдса, является , , , .
Большинство представляемых ниже результатов получено при этих значениях параметров.

2. ОСНОВНОЕ ТЕЧЕНИЕ И ЕГО УСТОЙЧИВОСТЬ
В настоящей работе приводятся результаты исследований, соответствующих условиям экспе-

римента [4, 7, 8] при Re = 2850 (в упомянутых работах число Рейнольдса вычисляется не через
радиус, а через диаметр сопла и принимает поэтому вдвое большие значения). Профиль про-
дольной компоненты скорости на срезе сопла , реализующийся при этом Re, имеет вид,
представленный на рис. 1. Там же изображен профиль завихренности . Далее все
величины приводятся в безразмерном виде; в качестве масштаба скорости берется средняя ско-
рость , а масштаба длины – радиус сопла . Характерной особенностью рассматриваемой
струи является наличие трех точек перегиба в профиле скорости  (соответствующих трем
локальным экстремумам в распределении завихренности ). Первая точка перегиба распо-
ложена в районе , а пара других в районе . Как будет показано ниже, такой форме
профиля скорости отвечают две моды неустойчивых возмущений, развивающихся по суще-
ственно различающимся законам.
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Для расчета основного течения  уравнения (1.1) решаются с осесим-
метричным стационарным условием на входе  и начальным условием

. Задача интегрируется по времени до установления стационарного решения.
Профили продольной  и радиальной  компонент скорости основного течения на
разных расстояниях  от среза сопла изображены на рис. 2. Скорость на оси струи при рассмат-
риваемом числе Рейнольдса претерпевает лишь незначительные изменения, падение при x = 40
составляет всего около 1%. Основная деформация профиля продольной компоненты наблюда-
ется в периферийной области . Внешние точки перегиба, наблюдаюшиеся во входном те-
чении, пропадают уже при . Соответствующие обобщенные точки перегиба, определяе-
мые из условия  (штрих обозначает производную) и ответственные за возникнове-
ние неустойчивости в осесимметричных течениях [4], пропадают еще раньше, при .
Величина радиальной компоненты скорости на всем протяжении струи остается на три порядка
меньше продольной. В каждом сечении  радиальная скорость положительна в области ядра
струи, r < 1, что отражает факт расширения струи. Во внешней области радиальная компонента
отрицательна, что соответствует увлечению жидкости из окружающего пространства. Этот эф-
фект максимален вблизи входного сечения и ослабевает по мере удаления от него.

При исследовании устойчивости основного течения поле скорости в (1.1) представляется в
виде суммы основного течения и возмущения: . Возмущения предполагаются малыми,
и уравнения линеаризуются относительно . Решение получающихся таким образом линейных
уравнений проводилось в двух постановках. В первой, квазипараллельной постановке, изменение
основного течения вдоль направления  учитывается лишь параметрически. Другими словами,
уравнения решаются для серии основных течений вида , полученных для разных значе-
ний координаты , а членами, содержащими производные по x от компонент скорости основно-
го течения, пренебрегается. Обоснованием применения квазипараллельного подхода является
малая скорость изменения основного течения вдоль продольной координаты по сравнению с из-
менениями по радиусу. Во второй, более полной постановке, называемой далее пространствен-
ной, линеаризованные уравнения для возмущений решаются без дополнительных упрощений с
определенными нестационарными граничными условиями на входе. Факт устойчивости или не-
устойчивости основного течения устанавливается в этом случае по характеру эволюции разных
возмущений вниз по потоку.

u U= = ( ( , ), ( , ),0)U x r V x r
u 0( = 0) = ( ( ),0,0)x U r

u u( > 0) = ( = 0)x x
( , )U x r ( , )V x r

x

> 0.85r
≈ 7.5x

( '( )/ )' = 0U r r
≈ 3.75x

x

+u U u= '
'u

x
U U= ( )r

x

Рис. 1. Профиль скорости  (а) и завихренности  (б) струи на срезе сопла при .
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Решение задачи устойчивости в рамках квазипараллельного подхода сводится к решению ли-
нейных уравнений, коэффициенты которых не зависят от продольной и угловой координат, а
также и от времени. Решения таких уравнений можно искать в виде нормальных мод, т.е. с экс-
поненциальной зависимостью от указанных переменных:

(2.1)

Здесь  – целое азимутальное число,  и  – комплексные волновое число и частота. Задача
в этом случае сводится к решению задачи на собственные значения  для некоторого ли-
нейного дифференциального оператора L, зависящего от параметров  и n. После дискретиза-
ции уравнений по r получается задача на собственные значения для комплексной матрицы

(2.2)

Вектор  представляет в данном случае конечномерный вектор значений компонент ско-
рости возмущения в узлах расчетной сетки по радиальной координате.

По смыслу физической постановки задачи при каждом n требуется отыскание комплексных
собственных значений  как функций действительной частоты . Однако матрица A в (2.2) за-
висит от  нелинейно, так что непосредственное определение  при заданном  затруднитель-
но. Для этой цели был разработан итерационный алгоритм, основанный на методе Ньютона. На
первом этапе алгоритма для некоторого действительного  с помощью QR-алгоритма определя-
ются все (комплексные) собственные значения  и собственные векторы  задачи (2.2). Из
них отбирается решение, отвечающее растущему по времени возмущению, т.е. собственное зна-
чение  с положительной мнимой частью , и соответствующий ему собственный вектор. Эти
значения используются в качестве начального приближения при итерационном продвижении
по параметру в сторону уменьшения  при действительном . Таким образом отыскивается од-
но решение с действительной частотой  и действительным волновым числом , т.е. собствен-
ное решение задачи (2.2), обладающее нейтральным поведением как во времени, так и в про-
странстве. На следующем этапе полученное нейтральное возмущение используется в качестве
начального приближения для определения пространственно растущих при  собственных
решений, т.е. решений, соответствующих действительным  и комплексным , обладающим от-
рицательной мнимой частью .
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Рис. 2. Профили продольной (а) и радиальной (б) компонент скорости основного течения на разных расстоя-
ниях от среза сопла.
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Среди осесимметричных решений (n = 0) обнаружено две моды растущих возмущений. Одна
из них связана с точкой перегиба в профилях скорости, наблюдающейся в районе , будем
называть ее внутренней модой, в отличие от внешней моды, ассоциированной с точками перегиба
в районе внешней границы струи. Коэффициенты нарастания  каждой из мод в зависи-
мости от действительной частоты  на разных расстояниях от среза сопла приведены на рис. 3.
Внутренняя мода остается растущей на всем исследованном отрезке струи. Максимальный рост
ее несколько уменьшается с ростом  от  при x = 0 до  при x = 20. Соответствую-
щая фазовая скорость остается почти постоянной , что примерно совпадает со скоро-
стью основного течения во внутренних точках перегиба при разных x. Частота, соответствующая
максимально растущему возмущению, также несколько уменьшается от  при x = 0 до

 при x = 20.
Возмущения внешней моды (рис. 3б) растут существенно быстрее, однако область их нарас-

тания вниз по потоку ограничивается интервалом . На бóльших расстояниях от сопла
внешние (обобщенные) точки перегиба в профиле скорости пропадают, и связанная с ними не-
устойчивая мода исчезает. Интересно, что на срезе сопла и в непосредственной близости от него
до  линия  не является непрерывной, а состоит из двух ветвей (линии (1) и (2) при x = 0
на рис. 3б). Объяснение такому поведению зависимости  дано в [10]. Показано, что разрыв-
ное  отвечает абсолютному характеру неустойчивости течения. Скорость роста возмущений
внешней моды достигает  при x = 0. С ростом  максимальное значение  быстро умень-
шается. Соответствующие частоты также уменьшаются от  при  до  при x = 3.2,
а фазовая скорость увеличивается от  до .

На рис. 4 в диапазоне  и  можно заметить взаимодействие внутренней и
внешней моды, аналогичное обнаруженному в [4] взаимодействию при изменении числа Рей-
нольдса (см. рис. 26b работы [4]). В отличие от случая n = 0 при малых x, при n = 1 это взаимо-
действие не приводит к абсолютной неустойчивости, поскольку происходит между двумя движу-
щимися вниз по потоку модами.

Еще одно заметное различие между растущими возмущениями внутренней и внешней мод
касается соответствующих им длин волн. Волновые числа  для возмущений с максимальным
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Рис. 3. Коэффициенты нарастания  малых возмущений с азимутальным числом n = 0 как функции частоты ,
полученные в рамках квазипараллельного подхода на разных расстояниях  вниз по потоку. Внутренняя мо-
да (а) и внешняя мода (б).
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ростом внутренней моды уменьшаются с ростом  от 1.7 при x = 0 до 1.4 при x = 20. Аналогичные
возмущения внешней моды оказываются в 3–4 раза короче, их волновые числа изменяются от
6.7 до 3.1 на отрезке  от 0 до 3.13.

Среди растущих трехмерных возмущений, соответствующих азимутальному числу n = 1, так-
же можно выделить внутреннюю и внешнюю моду (рис. 4). Аналогично случаю осесимметрич-
ных возмущений, трехмерные растущие возмущения внешней моды обладают на порядок боль-
шими коэффициентами роста по сравнению с возмущениями внутренней моды при малых x, од-
нако растут лишь на ограниченном интервале . Растущие возмущения внутренней моды
имеются на всей рассмотренной длине струи. Также можно отметить то, что как и в осесиммет-
ричном случае, растущие возмущения внешней моды в 3–4 раза короче по длине волны, чем воз-
мущения внутренней моды. В отличие от осесимметричного случая, при n = 1, кроме показанных
на рис. 4, имеются еще несколько ветвей растущих возмущений, обладающих незначительными
( ) коэффициентами нарастания.

Собственные функции, отвечающие возмущениям внутренней и внешних мод, имеют суще-
ственно различающуюся форму. Профили модуля продольной компоненты  собственных
функций, соответствующих частоте , близкой к частоте наиболее растущих возмущений
при , приведены на рис. 5. Все функции нормированы с условием . Собствен-
ные функции внешней моды при  и  имеют близкую структуру с локализацией возму-
щений в районе внешних точек перегиба при , где  имеет наибольший градиент и два
окружающих резких пика. Схожесть распределений при  и  говорит о том, что измене-
ния собственных функций по углу при  на таком большом расстоянии от оси симметрии
струи не имеют большого значения. Внутренние собственные функции при  и , наобо-
рот, имеют сильно различающуюся форму. В осесимметричном возмущении доминируют коле-
бания скорости на оси струи, а в трехмерном – в районе точки перегиба при . Влияние
внутренней точки перегиба на осесимметричное возмущение ограничивается небольшой нере-
гулярностью в распределении  в окрестности этой точки. Интересно, что влияние внешних
точек перегиба в виде значительных пиков в профилях  для внутренней моды выражено го-
раздо более отчетливо как для осесимметричных, так и для трехмерных возмущений. Отмечен-
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ные пики в профилях собственных функций пропадают при больших  с исчезновением внеш-
них точек перегиба.

3. ПРОСТРАНСТВЕННОЕ РАЗВИТИЕ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ
При исследовании пространственного развития малых возмущений поле скорости представ-

ляется в виде суммы основного стационарного течения  и возмущения
. Линеаризованные относительно возмущений уравнения Навье–Стокса интегриру-

ются по времени с нулевыми начальными условиями и граничными условиями на входе в виде

(3.1)

Здесь  – собственный вектор задачи (2.2) при заданных азимутальном числе n и частоте ;
Re{…} обозначает действительную часть комплексной величины. Амплитудный множитель 
обеспечивает непрерывное изменение амплитуды входного возмущения от нулевой при 
(что согласуется с нулевыми начальными условиями при всех ) до единичной при .
В качестве нормировки собственного вектора берется условие

(3.2)

С течением времени возмущение распространяется от входного сечения на всю протяжен-
ность расчетной области. Расчет продолжается до выхода решения при всех  на периодическое
поведение с заданной во входном сечении частотой . После этого параллельно с интегрирова-
нием по времени вычисляются средние по периоду колебаний величины как функции продоль-
ной координаты. На рис. 6 приведены графики изменения вдоль  средней интегральной ампли-
туды  осесимметричных и трехмерных ( ) возмущений, полученных с входными услови-
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0.4

0.2

0.8

0.6

1.0
(a)

�u� �u�

0 0.5 1.0 2.01.5
r r

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
(б)

0 0.5 1.51.0 2.0

= 0x ω = 3.0
∈ [0, 2]r



32

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

АБДУЛЬМАНОВ, НИКИТИН

ями, соответствующими внутренней и внешней собственной моде при частоте .
Амплитуда  определяется по формуле

(3.3)

В качестве периода осреднения по времени  берется отрезок, кратный периоду колебаний
. Изменение  для осесимметричных и трехмерных возмущений совершенно идентично.

Амплитуда внутренней моды после нескольких небольших колебаний на начальном отрезке вы-
ходит на режим монотонного роста, продолжающегося до конца расчетной области. Рост возму-
щений внутренней моды согласуется с фактом неустойчивости профилей скорости основного
течения к таким возмущениям при всех , полученным в рамках квазипараллельного под-
хода.

Развитие возмущений внешней моды происходит совершенно по-другому. Начальный быст-
рый рост амплитуды заканчивается при , после чего следует участок затухания, на кото-
ром амплитуда падает на два порядка. За пределами этого начального участка развития возмуще-
ния снова начинают расти, но уже по закону роста внутренней моды. Начальная эволюция
внешней моды также согласуется с предсказанием результатов квазипараллельного подхода.
Коэффициент роста таких возмущений на начальном отрезке  существенно превышает анало-
гичную величину для возмущений внутренней моды, однако уже при  возмущения внеш-
ней моды при  затухают, чем и вызвано уменьшение  на рис. 6 при . Рост воз-
мущения, аналогичный росту внутренней моды при бóльших  показывает, что на фоне общего
затухания в возмущении выделяется составляющая, соответствующая наиболее быстро расту-
щей внутренней моде.

Аппроксимируя линию  в каждой точке  экспонентой, можно оценить локальную ско-
рость роста возмущения как

(3.4)
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Рис. 6. Эволюция интегральной амплитуды возмущения (3.3) с частотой  при n = 0 (а) и при n = 1 (б).
Красные и зеленые линии соответствуют возмущениям внутренней и внешней моды соответственно.
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Полученные таким образом оценки скорости роста, рассчитанные для возмущений внутрен-
ней моды за пределами начального участка развития при разных значениях частоты  для n = 0
и n = 1, даны на рис. 7. Приведенные зависимости для  качественно и количественно близ-
ки к аналогичным графикам , полученным в рамках квазипараллельного подхода (рис. 3, 4).

Более подробные сопоставления результатов квазипараллельного и пространственного под-
ходов приведены на рис. 8, где изображены зависимости скорости роста осесимметричных воз-
мущений внутренней моды как функции  для разных , полученные в рамках обоих подходов.
Аналогичные сопоставления для скорости роста трехмерных возмущений (n = 1) даны на рис. 9.
Качественное соответствие результатов двух подходов наблюдается во всех случаях. Частоты,
при которых происходит максимальный рост возмущений, совпадают с хорошей точностью.
Оценка скорости роста возмущений, полученная в рамках пространственного подхода при всех ,
несколько больше оценки квазипараллельного подхода. При  разница максимальных зна-
чений составляет около 10%, при n = 1 – около 15%. Единственное бросающееся в глаза различие

ω
≤ 20x

σ ω( )

ω x

ω
= 0n

Рис. 7. Локальные скорости роста σp малых возмущений с азимутальным числом n = 0 (а) и n = 1 (б) как функ-
ции частоты , полученные в рамках пространственного подхода на разных расстояниях  вниз по потоку.
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касается трехмерных возмущений и состоит в более медленном уменьшении  при увеличении
 по сравнению с . Возможной причиной повышенной скорости роста возмущений  при

n = 1 и  является наличие нескольких ветвей растущих возмущений этого типа, что было об-
наружено при использовании квазипараллельного подхода.

4. НЕЛИНЕЙНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ И ПЕРЕХОД 
К ТУРБУЛЕНТНОСТИ

Так же, как и при исследовании пространственного развития малых возмущений, в расчетах
нелинейного взаимодействия возмущений поле скорости представляется в виде суммы основно-
го стационарного течения U = (U(x, r), V(x, r), 0) и возмущения u'(t, x, r, θ). Возмущения отыски-
ваются в виде конечного ряда Фурье по угловой координате:

(4.1)

Нелинейные уравнения Навье–Стокса интегрируются по времени с нулевыми начальными
условиями. Граничные условия на входе задаются аналогично (3.1) в виде

(4.2)

Здесь An(x) – амплитуда соответствующей гармоники, (r) – собственная функция линейной
задачи устойчивости для входного течения. Как и в (3.1), a(t) – переходная функция, обеспечи-
вающая непрерывное изменение амплитуды соответствующего входного возмущения от нуле-
вой при t = 0 до An(0) при t = t0 ~ 1. Амплитуда An(x) определяется аналогично (3.3) путем инте-
грирования по r и осреднения по времени величины | (t, x, r)|2.

Расчеты проводились с An(0) = 0 при n > 1, т.е. на входе задавались возмущения в виде комби-
наций нулевой и первой угловой гармоник с разными амплитудами. Старшие гармоники в этом
случае возникают при x > 0 в результате нелинейных взаимодейстий трехмерных возмущений.
В случае, если амплитуда A1(0) входного возмущения задается нулевой, то течение остается осе-
симметричными при всех x. Число учитываемых гармоник Nm варьировалось в диапазоне от 1 до
32. Обнаружено, что качественное, а в большинстве случаев и количественное поведение тече-
ния на отрезке, предшествующем переходу к турбулентному режиму, удовлетворительно вос-
производится уже начиная с Nm = 4. Большинство из представляемых ниже результатов получено
при Nm = 8.

В [7] подробно описаны эксперименты, проведенные на установе НИИ механики МГУ, в ко-
торых изучалось развитие струи под действием искусственных возмущений осесимметричного
вида. Возмущения вносились на расстоянии x = 0.32 от среза сопла с помощью осциллирующих
в осевом направлении тонких колец, расположенных соосно со струей. Использовались два
кольца разного диаметра, обеспечивающих возбуждение возмущений, близких к внешней и
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Рис. 9. Скорости роста малых возмущений с азимутальным числом n = 1, полученные в рамках пространствен-
ного подхода  (сплошные линии) и квазипараллельного подхода  (прерывистые линии): (а) – ,
(б) – , (в) – , (г) – .
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внутренней моде линейной устойчивости. При возбуждении внешней моды длина ламинарного
участка струи заметно сокращается в определенном диапазоне частот осцилляции кольца по
сравнению со случаем отсутствия возмущений (при покоящемся кольце). Максимальное сокра-
щение ламинарного участка до примерно x = 5 наблюдается при частоте, совпадающей с часто-
той максимально растущего возмущения, предсказываемой линейной теорией устойчивости.
Напомним, что естественный переход в экспериментальных условиях при рассматриваемом
числе Рейнольдса Re = 2850 происходит при x ≈ 12. Амплитуда линейной скорости колебаний
кольца Δu' поддерживалась постоянной при варьировании частоты; в безразмерных величинах
эта скорость составляет ≈0.035. При использующейся в настоящей работе нормировке возмуще-
ний (3.2) при n = 1, 2 это соответствует An(0) ≈ 10–2.

Для моделирования нелинейного развития осесимметричных возмущений достаточно огра-
ничиться значением Nm = 0 в (4.1). Расчеты проводились в диапазоне частот 1 ≤ ω ≤ 5, совпадаю-
щем с диапазоном максимально растущих линейных возмущений (см. рис. 3). Для воспроизве-
дения экспериментальных условий амплитуда A0(0) входного возмущения выбиралась равной
10–2. Обнаружено, что поведение возмущения внешней моды при этой амплитуде на начальном
участке качественно повторяет пространственное развитие малого возмущения, приведенного
на рис. 6. В силу нелинейности процесса количественные характерные значения несколько ме-
няются. Так, при ω = 3 начальный быстрый рост амплитуды возмущения останавливается уже
при x ~ 1: амплитуда за это время вырастает всего в 1.8 раза, тогда как при линейном развитии
амплитуда возмущения на начальном участке увеличивается на порядок. После следует этап
уменьшения амплитуды и перестройка возмущения в возмущение внутренней моды. Затем про-
исходит близкое к линейному усиление возмущения внутренней моды до достижения A(x) ≈ 0.03 при
x = 25, насыщение, и этап некоторой релаксации (медленного уменьшения амплитуды) до A ≈ 0.02
при x = 40. Колебания скорости во всех точках струи вплоть до выходного сечения остаются ре-
гулярными, с минимальным отклонением от гармонического закона.

Увеличение начальной амплитуды на порядок A0(0) = 10–1 не меняет качественного поведе-
ния течения за исключением некоторых деталей. Затухание возмущения начинается сразу при
x > 0, минуя отрезок начального роста. После этого так же, как и в случае меньшей начальной ам-
плитуды, возмущение переходит в возмущение внутренней моды, несколько усиливается, в этом
случае до A0 ≈ 0.09 уже при x ≈ 8, и переходит в этап релаксации. Поведение возмущений во вре-
мени так же остается близким к гармоническому.

При возбуждении во входном сечении возмущения внутренней моды процесс упрощается за
счет отсутствия этапа перестройки возмущения внешней моды во внутреннюю. Остальное каче-
ственно сохраняется: при меньшей начальной амплитуде A0(0) = 10–2 возмущения нарастают
аналогично линейному росту на рис. 6, достигают максимума и релаксируют до A(40) ≈ 0.04; при
A0(0) = 10–1 после минимального начального роста сразу наступает этап медленного затухания до
A(40) ≈ 0.09.

Полученные результаты развития осесимметричных возмущений противоречат эксперимен-
ту [7]. В расчетах показано, что развитие осесимметричных возмущений приводит к установле-
нию регулярных колебаний, тогда как в эксперименте установлен не только факт перехода к тур-
булентности, но и сокращение длины ламинарного участка под действием искусственного осе-
симметричного возмущения. Такое различие может объясняться тем, что в экспериментальных
условиях, кроме искусственного возмущения, имеются трехмерные возмущения неконтролируе-
мой природы, развитие которых на фоне искусственного осесимметричного возмущения и при-
водит к ускоренному переходу. В пользу этого предположения говорит и тот факт, что и при от-
сутствии искусственного возмущения в струе происходит переход к турбулентности, а значит, в
ней присутствуют неконтролируемые возмущения.

Для изучения возможности возникновения перехода к турбулентности под действием трех-
мерных возмущений были проведены расчеты нелинейной эволюции исходно достаточно малых
возмущений, An(0) = 10–3 при n = 0, 1. Отдельно рассмотрены случаи возмущений, соответству-
ющих внутренней и внешней моде устойчивости. Входные возмущения соответствовали частоте
ω = 3, что близко к частоте максимально растущих возмущений на начальном участке струи (см.
рис. 3, 4). Возмущения внутренней моды на отрезке 0 < x < 20 растут в этом случае в соответствии
с линейным законом развития малых возмущений (рис. 6), практически не взаимодействия друг
с другом. Осесимметричное возмущение вырастает примерно в 30 раз, трехмерное – примерно в
20 раз. Начиная с x = 20, рост амплитуды первой угловой гармоники (n = 1) ускоряется, вероятно,
под влиянием заметно подросшей к этому моменту нулевой гармоники. Обратное влияние пер-
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вой гармоники на нулевую квадратичное, поэтому проявляется несколько позже, когда A1 дости-
гает значения ~10–1, что происходит примерно при x = 25. Появляющиеся в силу нелинейности
возмущения с бóльшими азимутальными номерами быстро нарастают при x > 0, и при x ≈ 25
сравниваются по порядку величины амплитуды с возмущениями, соответствующими n = 0 и n = 1.
В этот момент в колебаниях скорости как функции времени и продольной координаты появля-
ются нерегулярные флуктуации большой амплитуды, что можно квалифицировать как переход
к турбулентности. Изменение продольной компоненты скорости возмущения u'(x) вдоль про-
дольной координаты при r = 0.5, θ = 0 в некоторый фиксированный момент времени показано
на рис. 10а. График ограничен координатой x = 30, при которой уже формируются нерегулярные
и значительные по амплитуде колебания.

Визуализация течения показана на рис. 11а,б. На первом из них изображено мгновенное поле
угловой компоненты завихренности ωθ = ∂ /∂x – ∂u/∂r (u, , w – компоненты вектора скорости u,
соответствующие осевой, радиальной и угловой координате цилиндрической системы) в плос-
кости (x, r' ≥ 0, θ = 0) и поле – ωθ в плоскости (x, r' < 0, θ = π). Здесь r' = r при r' > 0 и r' = –r при
r' < 0. В таком представлении сохраняются непрерывность и гладкость изображаемого поля при
пересечении линии r' = 0. Представленная визуализация наглядно демонстрирует начало пере-
хода к турбулентности при x ~ 25, когда в поле завихренности появляется ярко выраженная не-
регулярная мелкомасштабная составляющая. При x > 25 используемое пространственное разре-
шение по угловой координате (4.1) при Nm = 8 становится недостаточным. Проверено, что уве-
личение числа учитываемых гармоник до Nm = 32 не меняет качественно картину течения на
этапе перехода, т.е. при x < 25. Таким образом, можно надеяться, что переходный этап воспро-
изводится в расчете верно. На рис. 11б изображено поле завихренности возмущения  = ∂ '/∂x –
– ∂u'/∂r в плоскости (x, r, θ = 0), дающее некоторое дополнительное представление о характере
развития возмущений на переходном этапе. Отметим, что на рис. 11а сохранены геометрические
пропорции течения, тогда как на рис. 11б изображение растянуто в горизонтальном направле-
нии. Видно, что возмущения на всем протяжении струи концентрируются вдоль линии r ≈ 0.5,
т. е. в области внутренней точки перегиба в профиле скорости основного течения. Длина волны
возмущения λx ≈ 4 также сохраняется примерно постоянной.
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Рис. 10. Изменение продольной компоненты скорости возмущения  вдоль продольной координаты при
,  в некоторый фиксированный момент времени. Входные возмущения внутренней моды (а) и

внешней моды (б) при частоте  и начальных амплитудах , .
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Эволюция возмущений внешней моды устойчивости на начальном этапе также соответствует
линейному поведению (рис. 6). Амплитуды обеих гармоник n = 0, 1 вырастают примерно на по-
рядок на отрезке x < 2. Далее изменение A1(x) происходит иначе, чем в линейном случае. Влияние
выросшей осесимметричной составляющей возмущения приводит к более быстрому росту трех-
мерных компонент. Это относится не только к n = 1, которая продолжает свой рост, но и к воз-
мущениям старших гармоник, начальная амплитуда которых была нулевой. Амплитуда осесим-
метричного возмущения уменьшается при x > 2, но не на два порядка, как в линейном случае, а
менее, чем на порядок. Начиная с x ≈ 5, A0(x) также начинает расти. Уже при x ≈ 12 в колебаниях
скорости (рис. 10б) появляются мощные нерегулярные флуктуации – в течении устанавливается
турбулентный режим. После завихренности, изображенное на рис. 11в,г, показывает изменение
струи, происходящее на переходном участке. Возмущение, вносимое во внешнюю область
струи, r ≈ 0.85, постепенно смещается в сторону r = 0.5 по мере эволюции вниз по потоку. Харак-
терная длина волны возмущения увеличивается от х ≈ 1 на входе до х ≈ 2 уже при x = 10.

Проведенные вычисления показывают, что естественный переход к турбулентности, наблю-
даемый в эксперименте при x ≈ 12, может объясняться наличием в потоке неконтролируемых
трехмерных возмущений с амплитудой An ~ 10–3. При этом переход вызывается, вероятно, разви-
тием возмущений внешней моды линейной устойчивости. Можно также предположить, что со-
кращение длины переходной области при внесении искусственных осесимметричных возмуще-
ний с амплитудой ~10–2, наблюдавшееся в эксперименте [6, 7], вызывается не столько развитием
самих осесимметричных возмущений, сколько их влиянием на скорость роста фоновых трех-
мерных возмущений. В пользу этого говорит отмеченный выше факт, что рост трехмерных воз-
мущений малой амплитуды усиливается на фоне осесимметричного возмущения при достиже-
нии последней амплитуды порядка 10–2.

Для проверки высказанной гипотезы была проведена серия численных экспериментов, в кото-
рых начальные амплитуды возмущений внешней моды задавались в виде A0(0) = 10–2 и A1(0) = 10–3.
Частота возмущений обеих гармоник при этом совпадала и варьировалась в диапазоне 1 ≤ ω ≤ 5.
Такие условия могут примерно соответствовать условиям эксперимента [6, 7] в предположении,
что вместе с искусственным осесимметричным возмущением в поток вносится и менее интен-
сивное трехмерное возмущение той же частоты, например, вследствие неидеальности устрой-

Рис. 11. Поле угловой компоненты завихренности  (а, в) и возмущения завихренности  (б, г). Входные воз-

мущения внутренней моды (а, б) и внешней моды (в, г) при частоте  и начальных амплитудах ,
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ства генерации искусственных возмущений. Визуализация полученных течений при разных ча-
стотах вносимых возмущений представлена на рис. 12. На том же рисунке дана фотография ды-
мовой визуализации струй, полученных в эксперименте [6]. И в расчете, и в эксперименте
наблюдается зависимость длины переходной области от частоты вносимого возмущения. Быст-
рее всего турбулентность в обоих случаях возникает при частотах ω ≈ 2.5–3.0. В этом диапазоне
наблюдается максимальный рост возмущений по линейной теории.

В экспериментах вблизи зоны перехода (рис. 12) очевидно наличие трехмерных возмущений,
при том что искусственно вносимые возмущения близки к осесимметричным. Данное обстоя-
тельство согласуется с выводом о необходимости начальных малых трехмерных возмущений, ко-
торые, резко вырастая за счет нелинейного взаимодействия, в конечном счете и приводят к тур-
булизации. Роль осесимметричных возмущений в таком механизме – не в том, чтобы вырасти и
самостоятельно турбулизовать струю, а в том, чтобы обеспечить нелинейный рост трехмерных
возмущений, которые и приводят к турбулизации.

Обращает на себя внимание, что длина зоны перехода при ω = 3 и амплитудах возмущений
A0(0) = 10–2, A1(0) = 10–3 лишь незначительно сокращается по сравнению с описанным выше ва-
риантом A0(0) = 10–3, A1(0) = 10–3 (рис. 11в,г). Это может объясняться тем, что величина A0 = 10–2

Рис. 12. Верхний ряд – визуализация расчетов (поле угловой компоненты завихренности): (а) – , (б) –
, (в) – , (г) – , (д) – , (е) – , (ж) – . Нижний ряд – дымовая визуализация

эксперимента: (а) – , (б) – , (в) – , (г) – , (д) – , (е) – , (ж) – ,
(з) – , (и) – , (к) – , (л) – , (м) – .

x
0

(a) (б) (в) (г) (д) (е) (ж)

10

20

30

40
4 4�40

1 (a) (б) (в) (г) (д) (е) (ж) (з) (и) (к) (л) (м)
3.5 Hz 4 Hz 4.5 Hz 5.5 Hz4.75 Hz 5.75 Hz 6.25 Hz 6.5 Hz 12 Hz5 Hz3 Hz0 Hz

0�4 r ' r ' 4�4 0 r ' 4�4 0 r ' 4�4 0 r ' 4�4 0 r ' 4�4 0 r '

2

3

4

5

6
D

ω = 1
ω = 2 ω = 2.5 ω = 3 ω = 3.5 ω = 4 ω = 5

ω = 0 ω = 1.7 ω = 2.0 ω = 2.3 ω = 2.6 ω = 2.7 ω = 2.9
ω = 3.1 ω = 3.3 ω = 3.6 ω = 3.7 ω = 6.9



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

РАЗВИТИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ В КРУГЛОЙ ЗАТОПЛЕННОЙ СТРУЕ 39

близка к пределу линейного роста осесимметричного возмущения на начальном участке струи.
Как было отмечено выше при описании развития осесимметричных возмущений, при A0(0) = 10–2

рост нулевой гармоники на начальном участке составляет лишь 1.8 раза, в то время как при
A0(0) = 10–3 она вырастает почти на порядок. Соответственно и влияние осесимметричного воз-
мущения на рост трехмерных возмущений в этих двух случаях близко. Отметим, что влияние это
на эволюцию малых трехмерных возмущений важно. Если отказаться от осесимметричной со-
ставляющей во входном возмущении (A0(0) = 0, A1(0) = 10–3), то рост трехмерных возмущений
долгое время остается почти линейным, в результате длина области перехода вырастает почти до
x = 30.

Следует также отметить, что характер развития течения очень зависит от начальной амплиту-
ды трехмерного возмущения. Во всех описанных выше вариантах рассматривались малые на-
чальные возмущения A1(0) ≤ 10–3. Повышение этого уровня даже в отсутствие осесимметричной
составляющей приводит к более быстрому включению нелинейных механизмов и, как результат,
сокращению длины переходной области. На рис. 13 приведена аналогичная рис. 11 визуализация
течения, полученного с чисто трехмерным входным возмущением, но с увеличенной амплиту-
дой: A0(0) = 0, A1(0) = 10–2 (показан начальный участок развития струи). Рост возмущений про-
исходит в этом случае очень быстро, в том числе и благодаря раннему возбуждению старших уг-
ловых гармоник. Возникновение турбулентности, сопровождающееся появлением нерегуляр-
ных колебаний, происходит уже при x ≈ 4. Этот результат согласуется с экспериментальными
данными о быстром переходе в струе под действием искусственных трехмерных возмущений, со-
ответствующих n = 1. Как показано в [8], длина переходной области сокращается в этом случае
до 1–2 диаметров струи.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе приводятся результаты численного исследования устойчивости и нелинейной эво-

люции возмущений в круглой струе. Воспроизводятся условия лабораторного эсперимента при
Re = 2850, проведенного ранее в НИИ механики МГУ им. М.В. Ломоносова [4–8]. Характерная
особенность изучаемой струи – наличие трех точек перегиба во входном профиле скорости, что

Рис. 13. Поле угловой компоненты завихренности  (а) и возмущения завихренности  (б). Входные возму-

щения внешней моды при частоте  и начальных амплитудах , .
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существенно определяет свойства течения. Линейная устойчивость исследуется с использовани-
ем двух подходов: квазипараллельного и пространственного. В первом изменение основного те-
чения вдоль потока учитывается параметрически: задача устойчивости решается для серии про-
филей основного течения, соответствующих разным расстояниям от входа. В пространственном
подходе линеаризованные уравнения Навье–Стокса для возмущений интегрируются с учетом
изменения основного течения. Получено хорошее количественное согласие результатов двух
подходов, а также согласие с результатами невязкой теории [4, 7]. Основное качественное свой-
ство устойчивости течения состоит в существовании двух мод растущих возмущений: внутрен-
ней и внешней, отвечающих внутренней ( ) и паре внешних ( ) точек перегиба. Ско-
рость роста возмущений внешней моды на порядок превышает аналогичную скорость роста воз-
мущений внутренней моды. Однако эта неустойчивость пропадает уже на ранних стадиях развития
струи вместе с исчезновением внешних точек перегиба в профиле скорости основного течения.
Неустойчивость к внутренним модам сохраняется на всем протяжении развития струи.

Проведены численные расчеты с целью объяснения и интерпретации результатов лаборатор-
ного эксперимента [7], в котором обнаружено изменение протяженности зоны перехода к турбу-
лентности в струе под действием периодических во времени осесимметричных возмущений.
В расчетах показано, что осесимметричные возмущения даже значительной начальной амплиту-
ды не приводят к переходу к турбулентности. Колебания, вызываемые развитием таких возму-
щений, сохраняют регулярный, близкий к гармоническому, характер. Наблюдающийся в экспе-
рименте переход к турбулентности может объясняться наличием неконтролируемых трехмерных
возмущений, усиливающихся на фоне достаточно интенсивных искусственных возмущений.
Проведенные в данной работе исследования подтверждают выдвинутую гипотезу. Входные воз-
мущения в виде комбинации осесимметричного и малого трехмерного возмущения приводят к
развитию турбулентности на расстоянии около 5 диаметров струи. Так же, как и в эксперименте,
протяженность области перехода сокращается в тех случаях, когда частота входного возмущения
близка к частоте наиболее быстро растущих возмущений по линейной теории.

В описанной картине инициатором перехода служат трехмерные возмущения, а осесиммет-
ричные возмущения при достаточно большой амплитуде лишь ускоряют их рост. Отсюда следу-
ет, что более интенсивные начальные трехмерные возмущения могут быть способными обеспе-
чивать еще более быстрый переход даже при отсутствии осесимметричной составляющей. По-
следнее предположение подтверждается расчетами с трехмерными начальными возмущениями
конечной амплитуды. Длина зоны перехода сокращается в этом случае до 1–2 диаметров струи,
что объясняет причину быстрого перехода, полученного в экспериментах [8].

Авторы выражают признательность В.В. Веденееву за плодотворные обсуждения работы и по-
лезные замечания по тексту статьи. Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ
в рамках научного проекта № 20-19-00404, с использованием вычислительных ресурсов ОВК
НИЦ “Курчатовский институт”, http://computing.nrcki.ru/.
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Решена задача устойчивости дозвукового пограничного слоя в условиях подвода тепла внутрь
пограничного слоя с инжекцией однородного газа через пористую пластину, частично моду-
лирующая устойчивость пограничного слоя с диффузионным горением. Во всем диапазоне
исследованных параметров наиболее растущими являются двумерные волны. Установлено,
что при фиксированной норме подвода тепла с увеличением числа Рейнольдса, т.е. при уда-
лении от передней кромки пластины, максимальная температура в пограничном слое увели-
чивается, что согласуется с известными экспериментами и расчетами параметров погранич-
ного слоя с диффузионным горением. При этом зависимость максимальных по частоте сте-
пеней усиления от числа Рейнольдса немонотонна. Показано, что инжекция газа с подводом
тепла дестабилизирует пограничный слой, как и в его отсутствие. С другой стороны, показана
стабилизирующая роль подвода тепла и в условиях вдува газа через пористую стенку. С уве-
личением частоты нарастающей волны фазовая скорость стремится к скорости в обобщен-
ной точке перегиба. Несмотря на достаточно большие величины степеней нарастания, спра-
ведливо соотношение Гастера, согласно которому пространственная степень усиления равна
временной степени усиления, поделенной на групповую скорость.

Ключевые слова: пограничный слой, подвод тепла, пористая пластина, неустойчивость, воз-
мущения
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Стимулирующей задачей настоящей работы была проблема устойчивости пограничного слоя
с диффузионным горением. Впервые задача диффузионного пламени в пограничном слое была
сформулирована Эммонсомом [1]. Исследования пограничного слоя с диффузионным горением
проводились неоднократно, что отражено, например, в обзоре [2].

Менее изучена проблема устойчивости пограничного слоя с химическими реакциями. Обзор
соответствующих работ, выполненных до конца 70-х гг., имеется в монографии [3]. Однако по-
чти все работы, упомянутые в обзоре, относятся к задаче о гравитационной конвекции. Наи-
большее отношение к настоящей теме имеют работы [4–6]. В [4] анализ ограничен невязким
приближением, т.е. в уравнениях устойчивости пренебрегается членами, содержащими коэффи-
циенты молекулярного переноса вещества, импульса и энергии. В [3, 5, 6] исследования прове-
дены как в невязком приближении, так и с учетом коэффициентов переноса вещества, импульса
и энергии в приближении Дана-Линя [7]. В них изучалась устойчивость в условиях диссоциации
и рекомбинации кислорода и азота. Аналогичные исследования в более полной постановке про-
водились для гиперзвукового пограничного слоя, подробную информацию о которых можно
найти в [8, 9]. Однако они касались только устойчивости течения по отношению к двумерным
2D-возмущениям, направление волнового вектора которых совпадает с направлением основно-
го течения.

Первоначальные исследования устойчивости ламинарных течений в присутствии диффузи-
онного пламени проводились для слоев смешения топлива и окислителя или при подаче струи
топлива в окислитель, и задача решалась в пренебрежении вязкостью в уравнениях устойчиво-
сти. Подробную информацию о таких работах можно найти в обзоре [10]. В связи с этим заслу-
живает внимания работа [11]. В ней, по-видимому, впервые рассмотрена устойчивость струи в
присутствии пламени с учетом вязкости и теплопроводности в уравнениях устойчивости. До на-
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стоящего времени отсутствуют исследования по устойчивости пограничного слоя при сгорании
топлива, подаваемого через проницаемую поверхность и сгорающего в потоке окислителя.

Наличие диффузионного пламени приводит к внутреннему выделению тепла и изменению
состава смеси, а плотность зависит как от температуры, так и состава смеси (ее молекулярной
массы). Поэтому устойчивость пограничного слоя с горением зависит от числа Маха, темпера-
турных граничных условий, смешения инородных газов и условий теплоподвода внутрь погра-
ничного слоя. Однако во многих случаях, например, при сгорании углеводородных топлив в по-
токе воздуха плотность газа зависит, в основном, от температуры. Молекулярная масса смеси
меняется по пограничному слою незначительно [12], ее изменением можно пренебречь. При по-
даче топлива через пористую стенку, обтекаемую окислителем, важный фактор, влияющий на
устойчивость пограничного слоя, связан с вдуванием газа.

Важный результат работ [3, 5] состоит в том, что члены уравнений устойчивости, связанные с
возмущениями источников тепла и концентраций веществ, обратно пропорциональны числу
Рейнольдса, и они одного порядка с членами, учитывающими непараллельность течения. Там
же показано, что в приближении локальной параллельности потока устойчивость пограничного
слоя зависит только от распределения скорости и плотности основного течения. Из этого следу-
ет, что влияние возмущений источника концентраций и температуры на устойчивости погра-
ничных слоев сравнимо с влиянием непараллельности основного течения. Слабое влияние воз-
мущений источника тепла на устойчивость пограничного слоя без вдува было подтверждено в
[13]. Поэтому при исследовании устойчивости пограничных слоев в приближении параллельно-
го течения этими возмущениями можно пренебречь, что согласуется, кроме того, с теорией
устойчивости диффузионного пламени при больших числах Дамкёлера Da (зона пламени много
меньше толщины пограничного слоя) [14] и результатами [15] при конечных значениях Da. Та-
ким образом, устойчивость диффузионного пламени в пограничном слое удовлетворительно
может описываться устойчивостью течения однородного газа с подводом энергии внутрь слоя и
инжекцией газа через пористую стенку.

Поэтому в данной работе распределение температуры в условиях диффузионного пламени
моделируется с помощью источника тепла, а плотность обратной пропорциональностью темпе-
ратуре. Исследования проведены при дозвуковом обтекании пластины, число Маха M  1.

1. ОСНОВНОЕ ТЕЧЕНИЕ В ПОГРАНИЧНОМ СЛОЕ
На рис. 1 показан пограничный слой с полосой ввода тепла и вдувом газа через пористую стенку.
Ламинарное течение однородного газа в пограничном слое описывается в безразмерных пе-

ременных системой уравнений [16]

(1.1)

Здесь u и  – проекции вектора скорости на ортогональные координаты x (параллельная по-
верхности пластины) и y (нормальная к поверхности) соответственно, ρ – плотность, p – давле-
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Рис. 1. Схема пограничного слоя с подводом тепла и вдувом газа через пористую стенку.
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ние, T – температура, h = cpT – энтальпия, Q – количество тепла введенного в единицу времени
на единицу массы, m – молекулярный вес газа, R – универсальная газовая постоянная, μ – ди-
намический коэффициент вязкости, cp – удельная теплоемкость при постоянном давлении, Pr –
число Прандтля. Предполагается, что cp и Pr постоянны, Ts = 110 K. Система (1.1) нормализована
с помощью следующих масштабов: /ue – длина, μe – вязкость, ue – скорость, Te – температура,

ρe – плотность,  – энтальпия,  – подвод тепла,  – удельная теплоемкость и универ-

сальная газовая постоянная,  – давление. Индексом e помечены параметры на внешней гра-
нице пограничного слоя.

На поверхности пластины (y = 0)u = 0,  = j/ρw (j – поток массы газа через стенку), T = Tw, а
на внешней границе пограничного слоя u = T = 1.

В локальном автомодельном приближении система приводится к виду

(1.2)

Здесь Reb – постоянное число Рейнольдса конкретной задачи. Решение системы (1.2) зависит
от x (через Re) параметрически и должно удовлетворять граничным условиям

Зависимость подвода тепла от нормальной координаты принимается в виде

Здесь величина Δf пропорциональна ширине полосы подвода тепла, которая много меньше
толщины пограничного слоя; yf – параметр задачи, характеризующий положение полосы подво-
да тепла. В силу того, что основной вклад в подвод тепла осуществляется в узкой полосе, т.е. при

, можно ограничиться первым членом разложения скорости по координате вблизи yf,
т.е. принять , где индексом f помечены значения параметров течения
при . Тогда

Известно, и настоящие предварительные расчеты показывают, что  слабо зависит от
Re. Таким образом, можно взять

(1.3)

Параметры A, Δ и uf были выбраны таким образом, чтобы распределение температуры соот-
ветствовало профилю температуры, рассчитанному в [17] для пламени при следующих условиях.
Плоская пористая пластина обтекается воздухом, а через ее поры вдувается смесь азота и водо-
рода, массовая концентрация которого составляла 0.4%. Скорость на границе пограничного
слоя составляет 5 м/с, а максимум температуры находился на высоте 3.5 мм на расстоянии 0.1 м
от переднего края пластины. Расчеты в [17] были проведены при Te = 293 K, Reb = 180 и числе Ма-
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Рис. 2. Сравнение распределения температуры настоящих расчетов (1) с расчетными (2) и экспериментальны-
ми (3) данными [17].
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ха M  1. Наилучшее соответствие температурных профилей, полученных в [17] и в настоящих
расчетах, было достигнуто при A = 15.25, uf = 0.15,  (рис. 2).

На рис. 3 представлены профили скорости (рис. 3а) и температуры (рис. 3б) при числе Рей-
нольдса Re = 180 и разных значениях параметра вдува j. Как и следовало ожидать, при вдуве в
профиле скорости появляется точка перегиба, которая удаляется от поверхности пластины с уве-
личением j. Температура внутри пограничного слоя при этом увеличивается. Расчеты показыва-
ют, что при j = 0.004 увеличение числа Рейнольдса с Re = 70 до Re = 180, что равносильно сме-
щению вниз по потоку примерно два раза, повышает максимальную температуру внутри слоя
примерно на 35%, что качественно согласуется с данными по диффузионному пламени в погра-
ничном слое, например, с экспериментами [17] и расчетами [18].

В теории “невязкой” неустойчивости особую роль играет обобщенная точка перегиба, нали-
чие максимума или минимума в произведении плотности и завихренности K = ρ(du/dy) =
= , наличие которых является необходимым условием неустойчивости. Изменение K
по пограничному слою показано на рис. 3в. Из него видно, что с увеличением интенсивности
вдува положение максимума смещается к внешней границе пограничного слоя, в то время как
положение минимума остается неизменным. Сильное влияние вдува на положение максимума,
обобщенной точки перегиба, может повлиять на устойчивость течения в пограничном слое.

2. УСТОЙЧИВОСТЬ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ
Полные динамические уравнения в безразмерном представлении имеют вид

(2.1)

Здесь тепловой поток нормирован на , а время на . Нормировка других величин такая
же, как и в (1.1). Любую величину  можно представить в виде суммы основной стационарной
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величины и нестационарного возмущения, . Линеариза-
ция (2.1) относительно возмущений  приводит к линейной системе
дифференциальных уравнений [19, 20], которая в приближении параллельного течения имеет
вид

(2.2)
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Рис. 3. Распределение скорости (а) и температуры (б) и произведения плотности на завихренность (в) в погра-
ничном слое при Re = 180 и разных величинах вдува газа.
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Здесь , , , , , , ,  – амплитуды возмущений давления; нормальной, продоль-
ной и боковой скорости; сдвиговых напряжений τ12, τ23; теплового потока и энтальпии. Допол-
нительными членами системы являются

где γ – показатель адиабаты.
Система (2.2) решается с граничными условиями

(2.3)

При заданных значениях M, Re, F и параметрах основного течения решение системы (2.2) с
условиями (2.3) существует при собственном значении a=ar + iai. Течение неустойчиво при от-
рицательном значении ai.

На рис. 4 показаны зависимости степеней пространственного усиления возмущений от ча-
стотного параметра при Re = 180, j = 0.004 и различных углах скольжения волны χ = arctg(b/ar).

Из представленных данных видно, что практически во всем диапазоне частот нарастающих
возмущений наиболее интенсивно растут двумерные волны, χ = 0. Поэтому ниже будут приве-
дены результаты по устойчивости только по отношению к двумерным возмущениям.

На рис. 5 приведены значения степеней усиления в зависимости от частоты для ряда чисел
Рейнольдса. Из этих данных видно, что максимальная степень усиления нарастает с ростом чис-
ла Рейнольдса при Re < 150, дальнейшее его увеличение приводит к уменьшению скорости роста
возмущений. Частота наиболее растущих волн уменьшается с увеличением числа Рейнольдса,
по-видимому, из-за нарастания толщины пограничного слоя с ростом Re = x1/2.

На рис. 6 показана зависимость степени пространственного усиления от частотного парамет-
ра при разной подаче газа через пористую стенку при Re = 180. Как и в отсутствие подогрева [21],
при подводе тепла увеличение скорости потока массы через стенку приводит к дестабилизации
течения. Расчетами установлено, что критическое число Рейнольдса при j = 0.004 уменьшается
почти на 70% в сравнении со случаем j = 0.
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Рис. 4. Зависимость степени пространственного усиления от частотного параметра при разных углах скольже-
ния: Re = 180, j = 0.004.
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Расчеты фазовой и групповой скорости от частотного параметра в неустойчивой области при
Re = 180, j = 0.004 показали, прежде всего, что групповая скорость существенно превышает фа-
зовую скорость. С увеличением частоты фазовая скорость стремится к значению скорости основ-
ного течения в положении максимума функции K. Она находится в промежутке скоростей в поло-
жении минимума и максимума K (рис. 3в, Re = 180, j = 0.004), где выполняется второе необходимое
условие “невязкой” неустойчивости [15], , которое является обобщением кри-
терия Фьёртофта [22]. Здесь Us − скорость, соответствующая максимуму K.

Известно [23], что при слабом усилении возмущений их пространственные и временные сте-
пени усиления связаны соотношением ai ≈ –Fi/Cgr, где временная степень усиления Fi – мнимая
часть собственного значения F задачи (2.2), (2.3) при фиксированном реальном значении a. Спе-
циальные расчеты показали, что точное значение степени пространственного усиления практи-
чески совпадет с ее приближенной величиной даже при достаточно интенсивном росте ампли-
туды возмущения.

В [13, 24], при исследовании влияния подвода тепла в отсутствие подачи газа через поверх-
ность пластины, была установлена стабилизирующая роль подогрева узкой полосы погранично-
го слоя. Поэтому в настоящих исследованиях также обращалось внимание на влияние подогрева
на устойчивость пограничного слоя в условиях инжекции газа через пористую пластину. На рис. 7
показаны зависимости степеней усиления от частоты при разных соотношениях количества ин-
жектируемого газа (j = 0.0, 0.001, 0.004), как в отсутствие подвода тепла (Q = 0), так и при подводе

− <( )( / ) 0u Us dK dY

Рис. 5. Зависимость степени пространственного усиления от частотного параметра при разных числах Рей-
нольдса: j = 0.004, χ = 0.
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Рис. 6. Зависимость степени пространственного усиления от частотного параметра при разной подаче газа че-
рез пористую стенку: Re = 180, χ = 0.
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тепла в соответствии с соотношением (1.3). При этом все зависимости получены при одинаковой
температуре стенки Tw = 2.16 (640°K) и числе Рейнольдса Re = 180. Сопоставление максимумов
приведенных зависимостей показывает следующее. В отсутствие подвода тепла (зависимости:
1 (j = 0.004), 2 (j = 0.001), 5 (j = 0.0)) вдув газа дестабилизирует течение. Подвод тепла, наоборот,
стабилизирует его при нагретой пластине (Tw = 2.16). Сопоставление зависимости 1 и 4 показы-
вает, что в случае большого количества вдуваемого газа (j = 0.004) подвод тепла уменьшает мак-
симальную степень усиления более чем в два раза. Однако она все еще выше, чем в случае без по-
догрева и вдува газа (зависимость 2). При меньших количествах вдуваемого газа (j = 0.001)в ре-
зультате подвода тепла (зависимость 6) устойчивость пограничного слоя повышается не только
в отношении случая без подвода тепла (зависимость 5), но становится более устойчивым по срав-
нению со случаем без инжекции и подвода тепла (зависимость 2).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках локального автомодельного приближения смоделирован профиль температуры

диффузионного пламени работы [17] при массовом вдуве газа через пористую пластину j =
= (ρ )w/(ρu)∞ = 0.004, числе Рейнольдса Re = 180 и числе Маха M  1. При этом потребовался
подвод тепла в соответствии с (1.3). С использованием (1.3) были рассчитаны стационарные па-
раметры пограничного слоя и рассмотрена его устойчивость при разных значениях числа Рей-
нольдса и расхода вдуваемого через пористую стенку газа. Установлено, что увеличение вдувае-
мой массы газа через пористую стенку приводит к образованию перегибных профелей скорости.
При фиксированной норме вдува увеличение числа Рейнольдса повышает максимальную тем-
пературу внутри слоя. Из этого следует рост максимальной температуры вниз по потоку, так как

, что наблюдается при диффузионном горении, например, в экспериментах [17] и рас-
четах [18]. Важная функция в теории “невязкой” неустойчивости, произведении плотности и за-
вихренности K, имеет две обобщенные точки перегиба. Одна из них соответствует минимуму,
вторая максимуму K(Y). Минимальное значение K находится на меньшем расстоянии от стенки
в сравнении с положением максимума K. Положение максимума с увеличением вдува смещается
к внешней границе пограничного слоя, в то время как минимум продолжает оставаться при Y ≈ 1.

Впервые исследована устойчивость пограничного слоя с подводом тепла и вдувом газа при
дозвуковом обтекании пластины. В результате исследований установлено, что в условиях вдува
газа и внутреннего подвода тепла наиболее опасными (растущими) являются двумерные возму-
щения, как и в отсутствие подогрева. Существует число Рейнольдса, при котором степень усиле-
ния максимальна. С увеличением числа Рейнольдса частота наиболее растущих волн понижает-
ся из-за увеличения толщины пограничного слоя. Инжекция газа дестабилизирует пограничный
слой. При параметре вдува j = 0.004 критическое число Рейнольдса снижается примерно на 40%
в сравнении со случаем j = 0.

v !

= 1/2Re x

Рис. 7. Зависимости степеней пространственного усиления от частотного параметра при разных соотношениях
подачи газа через стенку и подводе тепла (Re = 180, Tw = 2.16, χ = 0): 1 – j = 0.004, Q = 0.0; 2 – j= 0.0, Q = 0;
3 – j = 0.0, Q ≠ 0; 4 – j = 0.004, Q ≠ 0; 5 – j = 0.001, Q = 0; 6 – j = 0.001, Q ≠ 0.
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Критический слой, где скорость в пограничном слое равна фазовой скорости волны (u = C),
располагается в области, соответствующей второму необходимому условию “невязкой” не-
устойчивости, . С увеличением частоты растущих волн фазовая скорость
стремится к скорости течения в максимуме произведения плотности и завихренности, соответ-
ствующего обобщенной точки перегиба. Несмотря на довольно большие степени простран-
ственного роста, их приближенные значения, определяемые как отношение степени временного
усиления к групповой скорости, практически совпадают с точными величинами.

При нагретой пластине подвод тепла внутри пограничного слоя понижает максимальную сте-
пень роста возмущений в пограничном слое с инжекцией газа, как и в случае ее отсутствия.

Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант
№ 22-21-00017, https://rscf.ru/project/22-21-00017/).
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Исследуется водогазовое воздействие на нефтяные пласты, т.е. газовый метод увеличения
нефтеотдачи, предполагающий закачку воды и углекислого газа в пласт с целью повышения
нефтеотдачи. Применение такого воздействия осложняется возможностью гравитационного
расслоения фаз, приводящего к неравномерному охвату пласта вытесняющими агентами.
Из системы уравнений, описывающей течение воды и двухфазной углеводородной смеси,
определены безразмерные параметры, характеризующие стратификацию фаз. Показано, что
эффективность водогазового воздействия зависит от трех параметров подобия. Проведено
параметрическое исследование оптимальных стратегий закачки воды и углекислого газа при
изменении одного из критериев подобия. Построена диаграмма оптимальных стратегий во-
догазового воздействия. Исследованы оптимальные интервалы перфорирования нагнета-
тельной и добывающей скважин для различных значений предложенного параметра.

Ключевые слова: фильтрация, водогазовое воздействие, CO2, декарбонизация, нефть, газ
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1. ВВЕДЕНИЕ
Актуальной проблемой рационального недропользования и энергетики является оптимиза-

ция добычи полезных ископаемых, в том числе нефти. Расчет показателей разработки углеводо-
родных месторождений вызывает сложность в связи с разнообразным строением геологических
пластов, многокомпонентным составом насыщающих их жидкостей и газов и фазовыми перехо-
дами [1–4]. В последние десятилетия традиционной является технология заводнения нефтяных
пластов с целью поддержания высокого пластового давления. Однако для ряда месторождений
эта технология является неэффективной, так как коэффициент извлечения нефти (КИН) со-
ставляет всего около 20–30% [5]. КИН – это отношение извлекаемых запасов нефти к количе-
ству нефти, находящейся в пласте. В связи с этим актуально развитие методов увеличения неф-
теотдачи (МУН), которые позволяют повысить КИН [2, 4, 5]. Одним из таких перспективных
методов является водогазовое воздействие на нефтяные пласты, которое предполагает закачку
не только воды, но и газа (например, углекислого газа – CO2 – или метана), который хорошо рас-
творяется в нефти, снижает ее вязкость и способствует более полному вытеснению [6, 7]. При-
менение CO2 в качестве вытесняющего агента требует дополнительных экономических расхо-
дов, так как стоимость закачки CO2 выше стоимости воды. Таким образом, с одной стороны, при
закачке CO2 удается повысить КИН, но, с другой стороны, при этом появляются дополнитель-
ные расходы по сравнению с закачкой воды. В связи с этим возникает проблема – поиск баланса
между прибылью от дополнительно извлеченной нефти и дополнительными расходами на за-
качку CO2. Также оптимизация водогазового воздействия предполагает определение газа, кото-
рый эффективнее закачивать, и пропорций и объемов закачки, в которых нужно закачивать воду
и газ для повышения нефтеотдачи пластов и рентабельности водогазового воздействия.

Закачка CO2 в нефтяные пласты также позволяет решить актуальную современную проблему
по декарбонизации энергетических систем. Антропогенный фактор, связанный с выбросом про-
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дуктов горения в атмосферу, приводит к глобальному потеплению. При этом CO2 является од-
ним из основных парниковых газов, и снижение его выбросов в атмосферу должно способство-
вать решению отмеченной климатической проблемы. Надежное захоронение CO2 в нефтяных
пластах является одним из перспективных способов уменьшения выбросов, декарбонизации су-
ществующих энергетических систем и построения низкоуглеродной энергетики.

При закачке воды и газа в нефтяные пласты происходят сложные процессы, в частности свя-
занные с фазовыми переходами углеводородных компонент: CO2 хорошо растворяется в нефти,
снижая ее вязкость, а растворенный в нефти метан испаряется в газовую фазу, т.е. происходит
обмен компонентами между фазами. Эти фазовые переходы в значительной мере определяют
эффективность водогазового воздействия [5]. Интенсивность фазовых переходов и равномер-
ный охват пласта газом могут снижаться из-за стратификации фаз. Проблема связана с тем, что
при водогазовом воздействии газ, как более легкая фаза, поднимается к кровле пласта, а вода,
как более тяжелая фаза, опускается к подошве пласта (рис. 1). Такое гравитационное расслоение
фаз приводит к тому, что в одних областях пласта происходит вытеснение нефти только газом, а
в других – только водой. Это приводит к снижению эффективности водогазового воздействия
[8]. Также важно определить, где нужно перфорировать вертикальные скважины, т.е. на какой
высоте их пробивать, или на какой глубине пробурить горизонтальные скважины. Например,
при перфорировании вертикальной нагнетательной скважины у кровли пласта, газ потечет к до-
бывающей скважине только вдоль кровли пласта, а области у подошвы пласта останутся не охва-
чены газом. Если же нагнетательная скважина перфорирована у подошвы пласта, то вода потечет
только по подошве пласта, а вышележащие области пласта останутся не охвачены водой.

Гравитационное расслоение фаз ранее рассматривалось в работах [8–10]. Исследованы част-
ные случаи водогазового воздействия в пластах с фиксированными значениями проницаемости
и пористости. В статье [8] показано, что есть оптимальное отношение вертикальной к горизон-
тальной проницаемости, при котором достигается максимальный КИН. В данной работе рас-
смотрен общий случай фильтрации в пластах, характеризующихся различными пористостью и
проницаемостью. Показано, что эффективность МУН характеризуется не просто отношением
проницаемостей, а более сложными критериями подобия, в которые входит расстояние между
скважинами, толщина пласта и другие параметры. Таким образом, данная работа обобщает про-
веденные ранее исследования. Также результаты данной работы имеют большую практическую
значимость, так как оцениваются параметры водогазового воздействия, при которых достигает-
ся максимум рентабельности, а не КИН. При этом время разработки месторождения не фикси-
ровано, а является неизвестной величиной. Как показано в [11] для одномерной постановки за-
дачи, это позволяет повысить рентабельность на 10%.

Данная работа направлена на исследование влияния гравитационного расслоения фаз на эф-
фективность водогазового воздействия. Определены безразмерные параметры, характеризую-
щие гравитационное расслоение фаз. Проводится параметрическое исследование влияния од-
ного из предложенных параметров и оцениваются значение КИН и экономическая рентабель-
ность водогазового воздействия при различных режимах закачки. Также рассматриваются
различные интервалы перфорирования нагнетательной и добывающей скважин и исследуется
влияние этих интервалов на эффективность водогазового воздействия при различных значениях
предложенного параметра.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Для описания течений в пористой среде используется стандартная композиционная модель
фильтрации, позволяющая рассчитывать трехфазные течения воды, нефти и газа с учетом де-
тального моделирования компонентного состава фаз на основе уравнения состояния [6, 12].
Предполагается, что фильтрация происходит в условиях локального термодинамического рав-
новесия при заданной пластовой температуре ( ), а давление во всех фазах одинаковое (P), т.е.
капиллярное давление несущественно влияет на фильтрацию. Предполагается, что в течении
могут присутствовать три фазы: жидкие фазы воды и нефти, а также фаза газа. Углеводородные
(УВ) компоненты могут, в зависимости от давления и температуры, находиться либо в однофаз-
ном состоянии газа или жидкости (нефти), либо в двухфазном состоянии газ–нефть. При этом
вода не смешивается с УВ-компонентами, образуя отдельную фазу жидкости.

В двумерной постановке задачи изотермическая фильтрация многокомпонентной жидкости –
n-компонентной УВ-смеси и воды – описывается следующей системой уравнений [6, 12]:

0T
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(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

где ,  – пористость,  – плотность,  – массовая концентрация -й компоненты
в -й фазе,  – насыщенность, u – скорость фильтрации Дарси,

– тензор абсолютной проницаемости,  – относительная проницаемость j-й фазы,  – дина-
мическая вязкость,  – ускорение свободного падения,  – неснижаемая насыщенность воды
[1],  – полные мольные концентрации УВ-компонент,  и  – мольные концентрации УВ-ком-
понент в жидкой и газовой фазах,  – молярная плотность,  – количество компонент УВ-сме-
си. Индексы (i) and j обозначают параметры i-й компоненты и j-й фазы, а индексы ,  и  – фа-
зы газа, нефти и воды соответственно.

Уравнения (1) и (2) – законы сохранения массы УВ компонент и воды соответственно, а урав-
нение (3) – закон Дарси. Соотношения (4) задают относительные фазовые проницаемости
(ОФП). Соотношения (5) – теплофизические параметры , в том числе число фаз в термодина-
мическом равновесии, определяющиеся в зависимости от ,  и . В соответствии с [11, 13] для
расчета  используется кубическое уравнение состояния Соаве-Редлиха-Квонге [3, 14]. В дан-
ной работе предполагается, что вода и скелет пористой породы – несжимаемые среды. т.е. , ,

. Соотношения (6) – формулы пересчета от мольных к массовым концентрациям, (7) – за-
мыкающие соотношения для насыщенностей фаз и концентраций компонент УВ-смеси.

В соотношениях (4)  и  – ОФП нефти и воды для двухфазных течений нефть–вода при
,  и  – ОФП газа и нефти для двухфазных течений нефть–газ при , а ОФП неф-

ти –  – равна объемному среднему между  и . Предполагается, что эти функции
имеют следующий вид [15]:
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(8)

где  – неснижаемая насыщенность воды, а  – остаточная насыщенность нефти.
В данной работе рассматривается упрощенная модель нефти. Предполагается, что имеются

только три углеводородные компоненты: метан (CH4), гексан (C6H14) и гексадекан (C16H34), ко-
торые далее будем обозначать как C1, C6 и C16 соответственно.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается двумерная постановка задачи фильтрации в области : , ,
описывающей срез проницаемого пласта между нагнетательной и добывающей скважинами
(рис. 1). Здесь  – горизонтальная координата, направленная вдоль пласта,  – вертикальная
координата, направленная вниз,  – протяженность рассматриваемого сектора пласта, а  – его
толщина. В начальный момент времени (t = 0) пористая среда насыщена нефтью заданного со-
става ( ) и водой при неснижаемой насыщенности .
Предполагается, что компонента i = 1 – CO2, i = 2 – C1, i = 3 – C6 и i = 4 – C16, т.е. нефть на 20%
состоит из C1, на 40% – из C6 и на 40% – из C16. Пластовая температура °С предполагается по-
стоянной. Давление в начальный момент времени имеет гидростатическое распределение:

(9)

где  бар – давление на относительной глубине H/2. Все границы непроницаемы, т.е.

(10)

Закачка CO2 и воды и отбор нефти, газа и воды через скважины моделируются с помощью то-
чечных источника (Inj) и стока (Prd), расположенных при  и  соответственно. При
параметрическом исследовании координата Z их положения будет изменяться. Например, поло-
жение источника и стока может соответствовать узким интервалам перфорирования вертикаль-
ных скважин. Также они могут соответствовать двум горизонтальным скважинам, расположен-
ным параллельно друг другу вдоль оси , перпендикулярной  и Z. В этом случае рассматрива-
емая постановка задачи описывает линейное вытеснение между скважинами. Действительно,
перпендикулярная скважинам плоскость  соответствует области , а скважины – источни-
ку и стоку. Через источник закачивается вода и/или CO2, а через сток моделируется отбор воды,
нефти и газа таким образом, что в его окрестности поддерживается начальное пластовое давле-
ние . При этом объемный расход  предполагается постоянным (Q = 1 м2/день при пластовых
условиях).

В данной статье рассматривается закачка двух компонент: воды и CO2. Исследуются следую-
щие стратегии (режимы) закачки. Первая стратегия – вытеснение нефти с помощью непрерыв-
ной закачки воды. Эта стратегия обозначается символом W и применяется как традиционный
вторичный метод нефтеотдачи. Вторая стратегия – непрерывная закачка CO2, которая обознача-
ется символом G. Следующие две стратегии включают в себя поочередную закачку воды и CO2.
Стратегия WG предполагает закачку воды определенный период времени, за которым следует
период закачки газа. При этом закачка газа используется как третичный МУН, т.е. применяется
к УВ-месторождению, истощенному после заводнения. Стратегия GW обратна стратегии WG.

 −
 − 

 − −
 − − 

 
 − 

− − − 
 − − 

2.25

2.75

1.8

2.75

( ) =
1

1( ) = 0.8
1

( ) = 0.74
1

1
( ) = 0.8

1

w wc
rw w

wc

w or
row w

wc or

g
rg g

wc

g wc or
rog g

wc or

s sK s
s

s sK s
s s

s
K s

s

s s s
K s

s s

wcs ors

Φ ≤ ≤0 X L ≤ ≤0   Z H

X Z
L H

= = {0.0, 0.2, 0.4, 0.4}z x = = 0.16w wcs s

=0 93T

+ ρ0
/2

= где = 0
Z

o
H

P P gdZ t

0 = 139P

, ,= 0 при = 0, ; = 0 при = 0,X j Z ju X L u Z H

= 0X =X L

Y X

OXZ Φ

0P Q



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ВЛИЯНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО РАССЛОЕНИЯ ФАЗ 55

Здесь закачка газа используется как основной (вторичный) метод нефтедобычи, а заводнение
применяется после закачки газа.

Для определения экономической целесообразности водогазового воздействия необходимо
рассматривать не только гидродинамику вытеснения, но и его экономические параметры. Опре-
делим чистую приведенную стоимость – сумму дисконтированных значений потока платежей,
приведенных к сегодняшнему дню [11]

(11)

где  – поток текущих денежных средств,  – ставка дисконтирования,  – период дисконти-
рования и  – переменная интегрирования. Обычно, для оценки рентабельности используются
следующие значения:  и  год [11]. В случае водогазового воздействия денежные по-
токи определяются в виде

(12)

Здесь  – доходы от продажи нефти,  и  – расходы, связанные с закачкой воды и
CO2, а  и  – расходы на их утилизацию при добыче, где  – стоимость закачки/отбора
единицы объема,  и  – объемный расход фазы через точечный источник и сток соответствен-
но. Все числовые значения параметров  взяты из работы [11].

Описанные стратегии будем сравнивать между собой с помощью параметра . Задача опти-
мизации водогазового воздействия заключается в определении стратегии, для которой целевая
функция J достигает максимума, т.е. используется следующий критерий оптимального решения:

(13)

4. УРАВНЕНИЯ В БЕЗРАЗМЕРНОМ ВИДЕ
Закачка CO2 и воды приводит к гравитационному расслоению фаз. Газ, как более легкая фаза,

поднимается к кровле пласта (Z = 0), а вода, как тяжелая фаза, опускается к подошве пласта (Z = H).
В результате происходит неравномерный охват пласта водой и газом, что может снижать эффек-
тивность водогазового воздействия (рис. 1). В этом разделе определим основные безразмерные
параметры, характеризующие влияние гравитационного расслоения фаз на водогазовое воздей-
ствие.

Введем характерные масштабы течения и соответствующие безразмерные переменные в виде:

(14)

(15)

(16)

(17)

где параметры, обозначенные звездочкой, – безразмерные переменные. Волной отмечены пара-
метры в начальный момент времени при давлении  и температуре . Согласно (14) в
качестве характерных длин вдоль осей  и  взяты  и . За характерное давление принято дав-
ление столба нефти высотой .

Подставляя закон Дарси (3) и безразмерные переменные (14)– (17) в уравнения (1), (2) и учи-
тывая соотношения (4)–(7), получим следующую систему уравнений в безразмерном виде:
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(19)

где  и  – безразмерные параметры подобия

(20)

Эти два параметра связаны следующим образом:

(21)

Таким образом, получено три безразмерных параметра, любые два из которых являются неза-
висимыми.

Нефтяные пласты характеризуются различными значениями проницаемостей  и , могут
иметь разную толщину , а их разработка может вестись различной сеткой скважин с характер-
ным расстоянием между скважинами . Все эти параметры, также как и другие величины, на-
пример , , входят в ,  и , а значит различные пласты характеризуются различными пара-
метрами подобия ,  и . Таким образом, введение этих безразмерных величин позволяет
уменьшить количество параметров, определяющих эффективность водогазового воздействия.

Граничные и начальные условия (9) и (10) в безразмерных переменных принимают вид

(22)

В данной работе оценим влияние параметра  на эффективность водогазового воздействия.
Для этого проведем параметрическое исследование, зафиксировав все параметры, кроме прони-
цаемости . Используются следующие значения параметров:  м,  м,  м/с2,

 м2/сут,  мкм2, , . В соответствии с уравнением состояния Со-
аве–Редлиха–Квонга и корреляции Лоренца–Брея–Кларка [16] для расчета вязкости УВ фаз,
выбранным значениям  бар и °С соответствуют следующие значения плотности и
вязкости нефти:  кг/м3 и  мПа с. При таких параметрах . Подставляя
эти значения в (21), получим, что , где  1/мкм2. Реальные значения вертикаль-
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Рис. 1. Схема течения в профильной постановке задачи.  и  – горизонтально и вертикально вниз направ-
ленные оси. Inj – точечный источник, через который происходит закачка CO2 и воды, а Prd – точечный сток,
через который происходит отбор нефти. Символы , ,  показывают области, насыщенные нефтью, газом и
водой соответственно.
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Рис. 2. Пример распределения sj в стратегии GW при . Источник (Inj) и сток (Prd) расположены при
.
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ной проницаемости находятся в диапазоне от 10–3 до 0.2 мкм2, что соответствует значениям 
от 0.2 до 40 и значениям  от 2.24 до 31.62.

Согласно закону Дарси (3), перепад давления между скважинами можно оценить следующим
образом:

(23)

где  – средняя вязкость многофазной жидкости. Согласно уравнению (23),  обратно пропор-
циональна . В данной работе намеренно выбрано большое значение , чтобы  не превы-
шало 0.1 бар. В этом случае изменения давления не оказывают существенного влияния на фазо-
вые равновесия, которые можно рассматривать при  (хотя это влияние все же учитывается при
численном моделировании). Это допущение аналогично тому, что применяется при моделиро-
вании вытеснения нефти методом характеристик [2].

Введем безразмерные переменные [11]

(24)

где PVI – количество закачанных поровых объемов, PVI  – количество закачанных поровых
объемов за период дисконтирования,  – поровый объем, изначально занятый

Γ
A

μΔ =
X

LP Q
K

μ ΔP
XK XK ΔP

0P

�

PVI = , PVI = , * =ds
ds

hc hc o hc

QtQt JJ
V V r V

ds

− φ= (1 )hc wcV s HL

Рис. 4. Чистая приведенная стоимость (а) и коэффициент извлечения нефти (б) при  и  и различ-
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нефтью,  – безразмерная чистая приведенная стоимость,  – чистый доход от извлеченной
нефти. Так как расход  постоянен, то, согласно (24), PVI растет пропорционально времени t.

Величина  представляет собой валовый доход, который может быть получен только в иде-
ализированном случае, если вся нефть будет извлечена. Такому случаю соответствует .
Однако , так как часть остаточной нефти не может быть извлечена, расходы значительны,
а добыча длится годами. Таким образом,  характеризует долю максимальной чистой приведен-
ной стоимости, которая может быть достигнута.

Подставляя (24) в (11), получим

(25)

где

(26)

Здесь безразмерный расход  пропорционален , а также зависит от параметров экономиче-
ской модели  и . Таким образом, параметр подобия  характеризует как физические процес-
сы, так и экономические параметры вытеснения.

Эффективность водогазового воздействия зависит от трех параметров подобия ,  и .
В данной работе  и  зафиксированы, а  варьируется.

Ниже результаты будут представлены в безразмерных параметрах, а у всех безразмерных па-
раметров знак * опускается.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ

5.1. Пример

Для исследования влияния параметра  на эффективность водогазового воздействия прове-
дено численное моделирование фильтрации в рамках описанной постановки задачи. Для этого
использовался комплекс программ MUFITS [17]. Рассмотрим пример стратегии GW при PVIg =
= 0.45 и PVIw = 1.55, где PVIg и PVIw обозначают количество закачанных поровых объемов газа и
воды соответственно. В этом разделе считаем, что источник и сток расположены при Z = 0.5.
Распределение остаточной нефти, газа и воды при  показано на рис. 2. Линии уровня соот-
ветствуют изолиниям насыщенности воды и газа . Цветом показано рас-
пределение насыщенности нефти.

Из рис. 2 видно, как закачанный газ постепенно, с увеличением PVI, поднимается к кровле
пласта, вода опускается к подошве пласта, а нефть вытесняется и ее количество в пласте умень-
шается. На этапе закачки газа, т.е. при PVI  PVI  происходит накопление газа в области ,
а в области  насыщенность нефти не изменяется. На втором этапе закачки воды, т.е. при
PVI > PVIg, вода быстро прорывается от источника к стоку вдоль горизонта . При этом во-
да постепенно опускается к подошве, а sw при  постепенно возрастает. Нефть же вытесня-
ется вверх к уровню  и извлекается через сток. В результате при PVI = 2 область  в
основном охвачена вытеснением газом, а  – водой.

Для оценки влияния  на течение также рассмотрим случаи  и  для стратегии GW
при PVIg = 0.45 и PVIw = 1.55 (рис. 3). При  влияние силы тяжести мало. Это приводит к
тому, что вытеснение нефти локализовано около прямой . Вдоль прямой  нефть
сначала вытесняется газом, а потом водой, а области у кровли и подошвы пласта остаются не
охвачены вытесняющими агентами. При  газ сразу поднимается наверх и вытесняет нефть
сверху вниз, накапливаясь у кровли пласта, а вода, наоборот, опускается вниз и вытесняет нефть
снизу вверх, накапливаясь у подошвы пласта. Таким образом, достигается более полный охват
пласта вытесняющими агентами.
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5.2. Оптимальные стратегии при  и различных 

Рассмотрим, как оптимальная в соответствии с (13) стратегия зависит от параметра  при
фиксированных  и . Результаты расчетов представлены на рис. 4. Здесь каждое
значение на линии соответствует оптимизационному расчету, в котором определялись продол-
жительность периодов закачки (PVIg и PVIw), позволяющих достичь максимального значения
функции . При численной оптимизации использовались градиентные и безградиентные мето-
ды, описанные в [13].

На рис. 4а показано изменение значения чистой приведенной стоимости ( ), а на рис. 4б –
изменение значения КИН ( ) в зависимости от параметра . При любых значениях  заводне-
ние пласта (W) не является эффективной стратегией, так как линия, соответствующая W, лежит
ниже одной из линий, соответствующей другой стратегии. При малых  значения  и  для
стратегий G, WG и GW приблизительно совпадают. При  стратегия G является еще эффек-
тивной, но при  стратегия G уже не самая эффективная. При  выше всех лежит ли-
ния, соответствующая стратегии GW, а при  самая эффективная стратегия – WG, т.е. закач-
ка сначала воды, а затем CO2, так как  и  при такой стратегии достигают своих максимальных
значений. Стоит отметить, что при любых значениях  стратегии WG и GW имеют приблизи-
тельно одинаковые значения  и .

Заметим, что построенные решения, удовлетворяющие (13), также имеют высокие значения
КИН, большие, чем в случае раздельной закачки воды и газа отдельно. При больших значениях
параметра  применение водогазового воздействия позволяет достичь больших значений  и .
Это связано с тем, что коэффициент охвата при росте  становится больше, т.е. при маленьких

 вытеснение происходит только из узкой области вдоль прямой линии, соединяющей источник
и сток, а если  большое, то газ течет вверх, а вода вниз, т.е. вытеснением охватываются области,
лежащие выше и ниже источника и стока. Таким образом, чем больше воздействие силы тяже-
сти, тем применение водогазового воздействия более эффективно. Во многом это связано с тем,
что перфорации моделируются точечными источником и стоком. Если перфорировать верти-
кальную скважину по всей толщине пласта, то такого эффекта не должно наблюдаться, но в дан-
ной работе такой случай не рассматривается.

5.3. Оптимальные интервалы перфорирования скважин

Важной задачей при применении водогазового воздействия является выбор интервалов пер-
форирования для нагнетательной и добывающей скважин. Несомненно, что правильный выбор
этих интервалов может повысить эффективность водогазового воздействия на нефтяные пласты.
В данном разделе рассматривается влияние интервалов перфорирования скважин на максимум
целевой функции J.

Обозначим аббревиатурой AB расположение интервалов перфорирования, где A = U, C, L и
B = U, C, L соответствуют положениям источника и стока соответственно. Здесь U, C, L – ин-
тервалы перфорирования у кровли пласта (Z = 0), по середине пласта (Z = 0.5) и у подошвы пла-
ста (Z = 1) соответственно. Например, LU обозначает, что нагнетательная скважина перфориро-
вана у подошвы пласта, а добывающая – у кровли.

При  1, 3, 10, 20 и 50 и различных положениях источника и стока рассчитаны оптимальные
режимы закачки воды и CO2. Рассмотрены только две стратегии закачки: GW и WG, т.е. согласно
рис. 4, две наилучшие стратегии при  и . Количество закачанных поровых объемов
воды и CO2 взяты из раздела 5.1. Результаты расчетов приведены на рис. 5. Для стратегии GW при
малых значениях  ( ) наибольшие значения чистой приведенной стоимости достигаются
при перфорировании нагнетательной скважины у кровли пласта, а добывающей – у подошвы
пласта (случай UL), а при больших значениях  ( ) – при перфорировании обеих скважин
в центре пласта (случай CC). Для стратегии WG при любых значениях  самым эффективным
перфорированием является перфорирование нагнетательной и добывающей скважин у подош-
вы и у кровли пласта соответственно (случай LU). Однако при малых  эффективно также пер-
форирование скважин, наоборот, у подошвы и у кровли соответственно (UL), а при больших  –
перфорирование и нагнетательной, и добывающей скважин у кровли пласта (UU). Также отме-
тим, что если сравнивать эти графики между собой, то максимальные значения чистой приве-
денной стоимости достигаются при использовании стратегии GW.

= 18.75G Γ

Γ
= 18.75G Ω = 1

J

J
E Γ Γ

Γ ≤ 2 J E
Γ ≈ 2

Γ > 2 ≤ Γ ≤2 7
Γ > 7

E J
Γ

J E

Γ J E
Γ

Γ
Γ

Γ =

= 18.75G Ω = 1

Γ Γ ≤ 20

Γ Γ > 20
Γ

Γ
Γ



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ВЛИЯНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО РАССЛОЕНИЯ ФАЗ 61

Предположим, что месторождение, характеризующееся значениями  и Ω = 1, уже
разрабатывалось в рамках традиционной технологии заводнения. Тогда применение к такому
месторождению газового МУНа можно интерпретировать как применение стратегии WG. То
есть если закачка CO2 применяется как третичный метод нефтедобычи, то нагнетательную сква-
жину стоит перфорировать у кровли пласта, а добывающую – у подошвы. Если же разработка ме-
сторождения начинается с закачки газа, то нужно выбирать другие интервалы перфорирования,
а именно при  нагнетательную скважину стоит перфорировать у подошвы пласта, а добы-
вающую – у кровли, а при  обе скважины следует перфорировать при . Получается,
что выбор интервалов перфорирования зависит от того, на какой стадии разработки месторож-
дения применяется закачка CO2.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе исследовано влияние гравитационного расслоения фаз на эффективность

водогазового воздействия на нефтяные пласты. Показано, что эффективность воздействия ха-
рактеризуется тремя параметрами подобия ,  и , которые зависят от толщины пласта и его
проницаемости, начальных значений вязкости и плотности нефти, расхода закачиваемой смеси
и экономических показателей. Стратификация фаз существенно влияет на оптимальные режи-
мы водогазового воздействия на нефтяные пласты. Так, при  и  закачка только во-
ды неэффективна. Непрерывная закачка газа эффективна только при малых , а для больших
значений  самая эффективная с экономической точки зрения стратегия – поочередная закачка
воды и газа. Исследованы оптимальные интервалы перфорирования нагнетательной и добываю-
щей скважин. Показано, что при  наиболее эффективная с экономической точки зрения
стратегия GW при интервалах перфорирования нагнетательной скважины – у кровли пласта, а до-
бывающей – у подошвы. Если , обе скважины нужно перфорировать в центре пласта. Одна-
ко выбор интервалов перфорирования скважин зависит от истории разработки месторождения.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-31-80009).
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Проводится экспериментальное и численное исследование взаимодействия длинных упру-
гих балок с жидкостью в резонансных режимах колебания. Экспериментально изучаются за-
тухающие изгибные колебания консольно-закрепленных тест-образцов в воздухе. С помо-
щью МЭМС гироскопа регистрируются угловые скорости движения свободного конца кон-
соли, с помощью дымовой визуализации проводится наблюдение течений в окрестности
балки, индуцированных колебаниями. Строится квазиплоская математическая модель взаи-
модействия балка–жидкость, позволяющая по измеряемым логарифмическому декременту
колебаний и относительному изменению частоты оценить силовое аэрогидродинамическое
воздействие на балку. Проводится прямое трехмерное численное моделирование движения
жидкости около консоли. По результатам численных и экспериментально-теоретических ис-
следований выполняется анализ структуры течений и аэрогидродинамических сил, индуци-
рованных колебаниями балки при разных параметрах колебаний. Исследуется примени-
мость квазиплоской модели взаимодействия.

Ключевые слова: упругие колебания, нелинейное гидродинамическое воздействие, экспери-
ментальная методика измерения, изгибные колебания, силы сопротивления, силы присоеди-
ненных масс

DOI: 10.31857/S0568528122050103

Упругие колебания балки в жидкости – это комплексный процесс, в рамках которого дина-
мически деформируемое тело в каждой своей точке взаимодействует с вязкой средой, индуцируя
в ней нелинейные течения (или изменяя их).Индуцированные течения, в свою очередь, влияют
на частоту, амплитуду, профиль и другие параметры колебаний, а также могут возбуждать вто-
ричные резонансы. Учет подобного взаимодействия имеет большое значение при проектирова-
нии широкого спектра инженерных конструкций, начиная от морских донных трубопроводов и
нефтедобывающих платформ [1, 2], крыльев самолетов и топливных баков ракет [3–5], и закан-
чивая микроустройствами типа головок атомных резонансных микроскопов и “лабораторий на
чипе” [6–8]. Настоящая работа посвящена исследованию резонансных изгибных колебаний
длинных тонких балок в жидкости в диапазоне малых и умеренных чисел Рейнольдса.

В основе большинства традиционных подходов к изучению колебаний удлиненных балочных
конструкций в жидкости лежит квазиплоская модель взаимодействия [9–15], согласно которой
аэродинамическое воздействие, оказываемое на каждое сечение балки, можно считать результа-
том его плоского обтекания. Объединение этой модели с классической теорией колебания балок
позволяет установить интегральные связи между параметрами колебания балки и гидродинами-
ческими силами, действующими на нее со стороны жидкости (см., например, [9, 16]). Эта модель
широко применяется для предсказания параметров колебания балки по данным двумерных рас-
четов обтекания колеблющегося цилиндрического тела с аналогичным профилем поперечного
сечения [10, 17].

УДК 532.58:534-13
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Квазиплоскую модель взаимодействия можно [14, 18] использовать и для получения обрат-
ных зависимостей, позволяющих определять характеристики силового аэродинамического воз-
действия на балку по экспериментально измеренным параметрам колебания. Развитие и апро-
бация такого обратного метода проводятся в настоящем исследовании. Экспериментальная
часть метода базируется на измерении перемещений свободного конца дюралюминиевой консоли
при колебаниях, вызванных начальным отклонением образца из состояния равновесия. Исполь-
зования дюраля в качестве материала для изготовления тест-образцов (в силу низких собственных
демпфирующих свойств этого материала, практически не зависящих от амплитуды колебаний)
позволяет разделять вклады внешнего аэродинамического и внутреннего механического воздей-
ствий в демпфирование. В настоящей работе проводится новая серия экспериментов, в рамках ко-
торых колебания консоли регистрируются трехосным МЭМС (микроэлектромеханические систе-
мы) гироскопом. Конечная точность определения гидродинамических сил, действующих на балку,
обратным методом зависит от степени выполнимости квазидвумерной модели взаимодействия.
Работы по исследованию границ применимости квазидвумерной гипотезы достаточно немного-
численны. В работе [11] с помощью трехмерного моделирования динамики жидкости около ба-
лок авторами установлено, что для консолей c соотношением  (где L и b – длина и шири-
на консоли) при малых амплитудах колебания  (где A – амплитуда колебания
свободного конца консоли) трехмерные эффекты, в том числе сход вихрей со свободного конца
балки, оказывают минимальное влияние на распределение аэродинамических сил вдоль балки.

При больших и умеренных амплитудах колебания  трехмерные течения около ко-
леблющихся консолей исследовались в [19]. Показано, что в этом диапазоне амплитуд попереч-
ные течения начинают преобладать над продольными для балок с соотношением сторон

. Однако оценки демпфирующих сил, полученные в данной работе для бесконечно тон-
ких пластин, оказывались существенно выше экспериментальных оценок [14]. В действительно-
сти это может объясняться различной формой поперечных сечений, так как даже в плоском при-
ближении в зависимости от геометрических характеристик оценки коэффициента сопротивле-
ния CD могут отличаться более чем 1.6 раза [20].

Для определения всех характерных особенностей взаимодействия балка–жидкость во второй
части работы проводится прямое численное моделирование обтекания консоли с параметрами,
идентичными экспериментальным. На базе полученных данных выполняется сравнение моде-
лируемых и экспериментально наблюдаемых (с помощью метода дымовой визуализации) кар-
тин течения, анализируется применимость квази-двумерной гипотезы и проводится идентифи-
кация ключевых параметров гидродинамического воздействия.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ БАЛОК В ВОЗДУХЕ
1.1. Регистрация колебаний с помощью МЭМС гироскопа

В ходе экспериментов проводились измерения затухающих колебаний, вызванных началь-
ным отклонением свободного конца консоли из состояния равновесия. Схема проведения экс-
перимента представлена на рис. 1. Для регистрации колебаний балки применялся трехосный
датчик МЭМС гироскопа MPU-6500 [21], обеспечивающий регистрацию угловых скоростей в
диапазоне  град/сек с частотой обновления до 8 КГц и точностью до 0.05 град/сек. Переда-
ча данных с датчика на рабочую станцию осуществлялась с помощью цифрового протокола I2C
400 КГц.

В качестве тест-образцов использовались дюралюминиевые балки толщиной h = 1.7 мм, ши-
риной , 30 мм со стрелой вылета , изменяемой от 150 до 450 мм. Все образцы для экспе-
римента изготавливались из дюралюминия A1-2024. В ходе обработки с ребер балок снималась
фаска, в результате все торцы приобретали характерную треугольную форму (см. рис. 1, фотогра-
фия торца выполнена с помощью микроскопа).

Датчик МЭМС гироскопа наклеивался непосредственно на тест-образец в окрестности свобод-
ного конца вдоль горизонтальной оси симметрии. Показания датчика содержат 3 угловые скоро-
сти  относительно системы координат xM, yM, zM, жестко связанной с балкой (рис. 1).

Форма тест-образца в условиях рассматриваемой заделки и способа возбуждения колебаний
препятствует возникновению  составляющей угловой скорости, что имеет подтверждение в
настоящих экспериментах. Характерные временные зависимости угловых скоростей , , со-
ответствующих изгибной и крутильной составляющим колебаний балки, представлены на рис. 2.
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Как видно, наличие ненулевых угловых скоростей фиксируется по -осям гироскопа. Реги-
стрируемые сигналы имеют различный частотный спектр, что, в частности, позволяет достаточ-
но точно откалибровать позицию датчика на балке.

,x z

Рис. 1. Схема установки МЭМС гироскопа (MPU) на балку.
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Рис. 2. Изменение угловых скоростей колеблющейся балки шириной 30 мм со стрелой вылета 180 мм:
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Рис. 3. Амплитудный спектр сигналов  (а),  (б). k – номер гармоники (k = 1 – соответствует первой соб-
ственной частоте колебаний балки).
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1.2. Изгибные колебания

Изгибные колебания являются основным типом движения, вызванным начальным отклоне-
нием балки из состояния равновесия. Характерный амплитудный спектр сигнала  (соответ-
ствующего изгибным колебаниям) представлен на рис. 3а. Абсолютно доминирующей здесь яв-
ляется основная изгибная мода колебаний балки. Помимо нее в сигнале выделяется одна допол-
нительная гармоника (в рассматриваемом на рис. 2 случае в 7 раз превышающая основную),
соответствующая второй собственной частоте изгибных колебаний балки. Ее появление связано
с условиями начального отклонения консоли. Профиль балки в начальном деформированном
состоянии не полностью совпадает с профилем колебания по первой изгибной моде. Амплитуда
дополнительной гармоники в предельном случае (при максимальных амплитудах колебания) не
превышает 10% от амплитуды основной гармоники , с течением времени это соотношение
быстро уменьшается из-за высокой скорости затухания дополнительной составляющей. При пе-
реходе к углам поворота и перемещениям вклад дополнительной гармоники уменьшается крат-
но отношению (основной и дополнительной) частот (см. разд. 2.1), по этой причине он может не
учитываться при расчете логарифмического декремента колебаний балки.

1.3. Вторичные крутильные колебания

Ненулевые значения другой компоненты угловой скорости , регистрируемые в зоне боль-
ших амплитуд отклонения консоли от состояния равновесия, свидетельствуют о сопутствующих
изгибу крутильных колебаниях балки. Анализ амплитудного спектра  указывает на наличие в
нем трех основных составляющих (рис. 3б): первой (изгибной) моды, удвоенной изгибной ча-
стоты и высокочастотной компоненты.

Регистрируемая первая мода в сигнале  не имеет отношения к крутильным колебаниям
балки. Как показывают простые оценки, погрешность установки гироскопа, состоящая в пово-
роте датчика относительно оси zM на угол порядка одной десятой градуса, приводит к разложе-
нию реальной изгибной угловой скорости  по осям гироскопа в следующих пропорциях

. Именно контроль за величиной этой компоненты в сигнале позво-
ляет калибровать положение датчика гироскопа на балке. Высокочастотная компонента сигнала

 совпадает с собственной частотой крутильных колебаний балки и вероятнее всего вносится в
результате начальных возмущений, связанных с отклонением консоли из состояния равновесия.
Возникновение удвоенной изгибной частоты в сигнале  может быть вызвано внешним гидро-
динамическим воздействием или геометрическими нелинейностями закона колебания балки
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(см., например, [22, 23]). Все крутильные оставляющие более чем на два порядка меньше изгиб-
ных и поэтому не могут оказывать существенного воздействия на изгибные колебания.

1.4. Экспериментальная визуализация течений около балки

Для исследования гидродинамических эффектов при относительно больших амплитудах ко-
лебания балки проведены вспомогательные эксперименты по визуализации режимов обтека-
ния. Для наблюдения за течением около средней части балки с помощью генератора аэрозолей
осуществлялся ввод рассеивающих частиц (дыма). Частицы подсвечивались с помощью лазера,
образующего световую завесу в плоскости, ортогональной оси балки. Видеофиксация течения
производилась с помощью высокоскоростной камеры с частотой до 960 кадров в секунду. Опи-
сание наблюдаемых гидродинамических течений представлено в разд. 4.

2. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОСНОВНЫХ ПАРАМЕТРОВ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ
И ХАРАКТЕРИСТИК СИЛОВОГО ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ

2.1. Алгоритм обработки данных

Рассмотрим более подробно изгибные колебания балки, происходящие по основной моде.
Под действием гидродинамических сил и внутреннего демпфирования амплитуда  таких ко-
лебаний медленно затухает, а основная частота  слабо изменяется со временем t вблизи соб-
ственной частоты .

Для выделения основных параметров таких колебаний из сигнала , регистрируемого ги-
роскопом, был разработан следующий алгоритм:

1. Проводится поиск локальных максимумов и минимумов зависимости   (см.
рис. 4) и соответствующих им значений времени  в окнах, размер которых определяется по
теоретической оценке периода колебания балки ( ).

2. На отрезках  выполняется построение гармонической аппроксимации 
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Рис. 4. Угловая скорость  (круглые маркеры), аппроксимации , построенные на отрезках
 (пунктирная линия) и  (сплошная линия).

�1000

�500

0

500

�x, �/c

�x
� k

 
�

 
1 �x

� k
 
�

 
1

�x
� k

 
�

 
2

�x
� k

tk � 1 tk � 1

tk � 2tk

7.62 7.64 7.66 7.68 7.70 t, c

Ω ( )x t Ω ( )Appr
x t

[ ]− +1 2,k kt t [ ]−3,k kt t



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ИДЕНТИФИКАЦИЯ ХАРАКТЕРИСТИК СИЛОВОГО 67

где параметры  определяются из условия минимизации среднеквадратичного от-
клонения  от  на рассматриваемых отрезках. В качестве начального приближения для ре-
шения  используются следующие значения  .

3. Полученная аппроксимация используется для расчета амплитуды изгибных колебаний сво-
бодного конца консоли

где  – профиль изгибных колебаний, который определятся по формуле (2.3).

4. Вычисляются логарифмический декремент колебаний (ЛДК)  и от-
носительное изменение частоты  балки как функции от времени. На основании
этих зависимостей для каждого эксперимента в диапазоне реализующихся в нем амплитуд коле-
баний строятся зависимости , .

Первые два шага алгоритма направлены на выделение основной моды изгибных колебаний.
Процедура начального определения периодов колебания (шаг 1) здесь реализована по локаль-
ным максимумам и минимумам функции, что позволяет справляться с проблемой “дрейфа ну-
ля” [21], сопутствующей работе гироскопа. Коррекция на движение нуля заложена и в гармони-
ческой аппроксимации (шаг 2, коэффициент εk). Детали обработки данных на 4 шаге представ-
лены в разделах 2.2, 2.3.

2.2. Определение логарифмического декремента колебаний

Для определения ЛДК необходимо проводить вычисление производной . При этом
функция амплитуды найдена только как последовательность значений Ak. Для построения глад-
кой зависимости  по точкам Ak строится cплайн-аппроксимация. Поскольку искомая
функция имеет достаточно простой вид в исследуемом диапазоне, ее можно с высокой точно-
стью аппроксимировать сплайном 4 степени, построенным на 3 отрезках. Коэффициенты такого
сплайна определяются с помощью метода наименьших квадратов. Определение узлов сплайна с
целью минимизации результирующей погрешности также проводится итерационно.

2.3. Определение относительного изменения частоты

Динамическое изменение частоты колебаний определяется действующими на консоль при-
соединенными массами воздуха. В проводимых экспериментах плотность материала балок су-
щественно превышала плотность воздуха, что делало влияние присоединенных масс на процесс
колебания весьма незначительным. В результате относительное изменение частоты колебаний
во всех проводимых экспериментах не превышало 1.5% – рис. 5.

При определении относительного изменения частоты по формуле  погреш-
ность определения собственной частоты балки в вакууме  должна быть минимальной, иначе
действие присоединенных масс становится неразличимым.

Предлагаемый метод определения  основан на выделении соответствующей составляющей
из экспериментально определяемой собственной частоты балки при малых амплитудах колеба-
ния. Для этого используются теоретические оценки сил присоединенных масс. Результирую-
щую формулу для вычисления  можно записать в виде

Значение  для тонкой балки определяется по формуле [11]

где  – это кинематическая вязкость жидкости.

ε Ω ω 0( , , , )k
k x k kt

ΩAppr
x Ωx

ε Ω ω 0( , , , )k
k x k kt +Ω − Ω 1(0,0.5( ),k k

x x ( )+π −22 / ,0)k kt t

Ω ω= tg(| | ) ( )k
k x k

dWA L
dz

W

( )− −δ − πω 1 1
0( ) = 2 /t A dA dt

γ ω − ω ω0 0( ) = ( )/t

δ( )A γ( )A

(ln( ))/d A dt

ln( ( ))A t

γ ω − ω ω0 0( ) = ( )/t
ω0

ω0

ω0

− ρπ→ ω ω − γ γ
ρ

1 0
00: = (1 ) , =

8
a

M
bA C
h

0
MC

( )
−

 ω+  π πν 

1/22
0 02= 1.02 3.07

2M
bC

ν



68

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

НУРИЕВ, КАМАЛУТДИНОВ

2.4. Расчет аэродинамических сил, действующих на балку, по параметрам изгибных колебаний
Структура найденных в эксперименте зависимостей ,  определяется действующими

на консоль внешними аэродинамическими силами (P) и внутренним демпфированием (H). Для
установления соответствующих взаимосвязей рассмотрим уравнение колебания консоли. При-
нимая положения классической теории изгиба балок, колебание консоли в сопротивляющейся
среде может быть описано следующим уравнением

(2.1)

с граничными условиями

отвечающими жесткой заделке при z = 0 и свободному концу z = L с сосредоточенной массой Mg.
Здесь  – время, z – продольная координата балки;  – смещение средней линии балки в направ-
лении оси ; ,  – эффективные плотность (  кг/м3) и модуль Юнга (  ГПа) мате-
риала балки, Mg – масса датчика гироскопа.

Поскольку гидродинамические и внутренние демпфирующие силы малы по сравнению с
упругой силой, в первом приближении можно положить . В этом случае основная мо-
да колебаний примет вид

(2.2)

Постоянные  и  представляют амплитуду и собственную частоту основной моды.
Профиль  колебаний описывается формулой

(2.3)
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где  – наименьший положительный корень характеристического уравнения

приближенное решение которого для случая  может быть найдено как

Частота собственных колебаний балки при этом (без учета воздействия демпфирующих сил)
выражается следующим образом [24, 25]

Наличие малых сил в правой части уравнения (2.1) приводит к тому, что амплитуда колебаний 
и собственная частота  не остаются постоянными, а медленно изменяются со временем. Эти
изменения можно описать с помощью следующих зависимостей [14–16, 26]

(2.4)

Здесь и далее угловыми скобками обозначено усреднение по пространственной координате z,
а фигурными скобками – усреднение по времени.

Далее будем полагать, что относительное изменение частоты балки полностью определяется
аэродинамическим воздействием, а логарифмический декремент колебаний представляется в
виде суммы гидродинамической  и механической  составляющих ( ), отвечающих
воздействию на колебательный процесс соответствующих компонент силы. При этом механиче-
ская составляющая демпфирования для исследуемого случая (дюралюминиевых балок) не зави-
сит от амплитуды колебаний консоли [27–29].

Для проведения оценки аэродинамических сил примем гипотезу о квазидвумерном течении,
согласно которой аэродинамические силы в каждом сечении  балки можно найти, рас-
сматривая гармонические колебания бесконечно длинной жесткой пластины в вязкой среде с
текущей амплитудой . Также используем аппроксимацию Морисона [30] для разделения сил
сопротивления и сил присоединенных масс

(2.5)

Здесь  – скорость движения балки в данном сечении,  – плотность воздуха,
CM – локальные коэффициенты присоединенных масс, CD – локальный коэффициент аэроди-
намического сопротивления.

Подставляя (2.5) в (2.4) и учитывая (2.2), мы получим следующие уравнения

(2.6)

связывающие между собой ЛДК и коэффициент аэродинамического сопротивления, а также от-
носительное изменение частоты и коэффициент присоединенных масс колеблющейся балки.
Используя подход, предложенный в [14], из (2.6) можно получить следующие приближенные
формулы для определения гидродинамических коэффициентов

Они позволяют по экспериментально определенным ,  найти ,  в каждом сечении (см.
подробнее в [14]). Результаты вычисления ,  представлены в разд. 4.
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3. ТРЕХМЕРНОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ БАЛКИ В ЖИДКОСТИ
3.1. Математическая постановка задачи

В качестве второго инструмента для исследования движения балки в жидкости используется
прямое численное моделирование. Рассматривается обтекание тонких балок длиной , шири-
ной b и толщиной  с профилем в форме усеченного прямоугольника (аналогично эксперимен-
тальным образцам; рис. 1), совершающих вынужденные изгибные колебания в вязкой несжима-
емой жидкости по первой моде с фиксированной амплитудой. Задача решается в безразмерных
переменных. Нормировка пространственных координат, времени и скорости проводится на b,

,  соответственно. Система уравнений движения жидкости около балки записывается в
следующем виде

Здесь  – безразмерная скорость, p – безразмерное давление,  – без-
размерная амплитуда колебания свободного конца балки,  – безразмерная длина балки.
Безразмерная частота  и безразмерная амплитуда колебания сечения  определяются как

(3.1)

где  – амплитуда колебаний и амплитуда скорости колебаний поперечно-
го сечения .

В декартовой системе координат, начало которой расположено на неподвижном конце балки,
ось Oz совмещена с осью балки, находящейся в нейтральном положении, оси Ox, Oy направлены
вдоль осей симметрии ее поперечного сечения (см. рис. 1).

Для описания изгибных колебаний консольной балки в жидкости будем использовать клас-
сическую теорию Эйлера–Бернулли. Полагая (как и при обработке экспериментальных дан-
ных), что гидродинамические силы, действующие на балку, значительно меньше сил упругости,
будем задавать профиль колебаний согласно (2.2).

Моделирование движения жидкости около балки будем проводить в ограниченной области,
представляющей собой прямоугольный параллелепипед с соотношением сторон  = (35, 35, 55).
Положение балки в области определим следующим образом: балка будет расположена по центру
области в плоскости ; по оси Oz она будет смещена относительно центра так, что ее зафик-
сированный конец будет находиться на расстоянии  от границы области. Внешние границы
области будем считать непроницаемыми, на балки зададим условия прилипания.

3.2. Численное моделирование
Для решения задачи использована численная модель, предложенная в работе [19] и реализо-

ванная с использованием программных библиотек открытого пакета OpenFOAM. Для дискрети-
зации расчетной области использовались динамически перестраиваемые сетки, узлы которых
жестко связаны с точками на поверхности балки (см. рис. 6). Вычисление скоростей движения
узлов сетки проводилось на основе решения уравнения Лапласа с переменным в области коэф-
фициентом диффузии. На внешней границе скорости движения узлов считались нулевыми, на
балки определялись из (2.2). Коэффициент диффузии выбирался обратно пропорциональным
квадрату расстояния от балки для минимизации деформаций сетки в окрестности балки, где их
влияние наиболее чувствительно.

Исходное разбиение области проводилось в нейтральном положении балки. Для всех расчет-
ных случаев оно выполнялось однотипно. Число ячеек расчетных сеток составляло .

Дискретизация уравнения движения жидкости в области проводилась с помощью метода ко-
нечных объемов. Дискретные значения составляющих скорости и дискретные давления локали-
зовались в центрах ячеек расчетных сеток. Для вычисления объемных интегралов по контроль-
ному объему использовалась общая процедура Гаусса. Для аппроксимации градиента давления
в расчетах применялась линейная интерполяция. В диффузионных слагаемых при дискретиза-
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ции оператора Лапласа нормальные градиенты скорости на поверхности ячейки аппроксимиро-
вались с помощью симметричной схемы второго порядка с поправкой на неортогональность [31].

Для дискретизации системы уравнений по времени использовалась неявная схема Эйлера.
Шаг по времени во всех расчетах выбирался из условия – максимальное число Куранта не пре-
вышает единицы. Решение дискредитированной задачи проводилось с помощью метода PIMPLE
(который является комбинацией алгоритмов PISO и SIMPLE). Решение системы уравнений для
давления выполнялось на основе метода сопряженных градиентов (PCG) с геометро-алгебраи-
ческим многосеточным предобуславливателем (GAMG). Системы уравнений для компонент
скорости решается методом бисопряженных градиентов (PBiCG) с предиктором на основе не-
полной LU факторизации. Расчеты выполнялись распределенным образом по технологии MPI с
применением метода декомпозиции области решения.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
4.1. Гидродинамика течений около балки

Наиболее полную информацию о структуре течений, индуцированных колебаниями, дает
трехмерное численное моделирование. Расчеты проводилось для балок с длиной l = 20 и соотно-
шением сторон , совершающих колебания с безразмерной частотой 
и амплитудой .

Для выявления областей преобладания поперечных или продольных потоков исследуем соот-
ношение скоростей соответствующих течений. На рис. 7 изображены графики функции ,
определяющей отношение максимальных осредненных (по периоду) поперечных и продольных
скоростей в сечениях вдоль балки

Введенная таким образом функция  является индикатором ключевых типов течения:
значения  указывают на доминирующее поперечное течение,  – на развитое
трехмерное течение,  – на преобладающее продольное течение.

Как можно видеть на рис. 7, продольная составляющая всегда отлична от нуля. Она сильно
возрастает на концах консоли (по отношению к поперечным составляющим), где течение фак-
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Рис. 6. Характерная структура исходной (а) и деформированной (б) сетки в окрестности свободного конца бал-
ки (плоскость ).
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Рис. 7. Отношение максимальных продольных и поперечных скоростей в сечениях: 1–5 – (β, Δ, KC) =
= .
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тически становится полностью трехмерным. Вне зоны концевых эффектов среднее по длине
значение  изменяется от 0.1 для KC = 1, где можно уверенно говорить о квази-двумерном ха-
рактере течения, до 0.5 для KC = 6, где преобладание поперечных потоков не столь однозначно
выражено. Рассмотрим структуру течений около средней части балки для последнего случая.

Трехмерная картина течения и визуализация движения жидкости в поперечных сечениях для
случая KC = 6,  приведены на рис. 8 а (трехмерная анимация представлена в [32]). Не-
смотря на наличие достаточно большой продольной скорости, около средней части балки на-
блюдаются те же ключевые режимы течения, как и при колебаниях абсолютно жестких пластин:
симметричный режим (рис. 8б) и циклический диагональный режим обтекания (рис. 8в). Их по-
дробное описание представлено в работе [20]. Отметим, что границы этих режимов в двумерном
и трехмерном случаях смещены относительно друг друга в параметрической плоскости. Цикли-
ческий диагональный режим обтекания при высокоамплитудных колебаниях балки (KC = 6) на-
блюдается в области , при колебаниях жестких пластин его нижняя граница на-
ходится существенно выше: по данным численных исследований [20], около бесконечно длин-
ных пластин он локализуется при ; по данным экспериментов [33], для конечных
пластин он наблюдается при . Формирование диагонального режима около средней ча-
сти балки в области низких локальных амплитуд подтверждается и экспериментальными наблю-
дениями, проведенными в настоящей работе.

На рис. 9, 10 представлены сопоставления результатов трехмерного моделирования и картин
течения, полученных с помощью дымовой визуализации экспериментов. Локальная безразмер-
ная амплитуда колебаний в рассматриваемом сечении равна . На рис. 9 эксперимен-
тальная картина (а) и визуализация расчета (б) выполнены с одинаковой перспективой. В ком-
пьютерной визуализации балка изображена сеткой. На рис. 9а балка расположена таким же об-
разом, как и на рис. 9б. По концентрации частиц дыма и положению изоповерхностей
завихренности на рисунках можно наблюдать характерный для диагонального режима отрыв
вихревых пар с торцов балки, которые формируются каждые полупериода и удаляются в разные
стороны от балки под углом 45–60 градусов к оси колебания. Слева и справа на рисунках нахо-
дятся вихревые пары, оторвавшиеся соответственно в последнем и предпоследнем полуперио-
дах. Заметим, что в эксперименте балка закрывает крупную вихревую структуру, расположенную
ниже нее.

Серия фотографий, полученных в рамках эксперимента, и картины течений, построенных по
данным численного моделирования, демонстрирующие момент отрыва вихрей с одного из тор-
цов, представлены на рис. 10. Помимо изолиний завихренности, визуализация численных ре-
зультатов здесь также проведена с помощью невесомых частиц (картины течения в этом случае
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представлены в ортогональной проекции), которые выпускались в непосредственной близости
к поверхности балки. Этот метод наиболее близок дымовой визуализации, используемой в экс-
периментах. Сравнивая их результаты, можно отметить, что численное моделирование доста-
точно хорошо воспроизводит реальную динамику течения.

4.2. Коэффициенты сил сопротивления и сил присоединенных масс

Графики изменения коэффициентов аэродинамических сил ( , ), действующих на ко-
леблющуюся балку в каждом сечении, в зависимости от локальной амплитуды колебаний 
изображены на рис. 11, 12.

Оценки , полученные в разных источниках с использованием различных методов, тради-
ционно имеют большой разброс. Даже для жестких пластин (см., например, [33, 35]), в области
двумерных течений, классические экспериментальные оценки отличаются более чем в 1.6 раза.
Как отмечено в [20], при одних и тех же параметрах колебания ( , ) у пластин с одинаковой
толщиной, но разной формой торцов, значения CD могут отличаться более чем на 10%.

Данные, представленные на рис. 11а, отображают результаты измерений CD балки, получен-
ные в ходе обработки экспериментальных измерений затухающих колебаний тест-образцов, а
также численные и экспериментальные результаты измерения CD жестких пластин, полученные

DC MC
locKC

DC

locKC β

Рис. 8. Визуализация трехмерной структуры течения по данным 3D расчетов для ,  около сред-
ней части балки в момент времени : (a) – изоповерхности z-компоненты завихренности в области

; (б, в) – изолинии z-компоненты завихренности в сечениях  (симметричный режим) и
15.1 (диагональный режим).
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в работах [20, 33–35]. Как можно видеть, результаты настоящего исследования при 
достаточно хорошо согласуются с экспериментальными результатами [33, 34], полученными в
том же диапазоне безразмерных частот  для пластин с соотношением толщины и
ширины . При больших  все полученные зависимости  имеют при-
близительно одно и то же асимптотическое поведение, которое можно описать функцией

 (т.е. значение коэффициента сопротивления практически не зависит от без-
размерной частоты). Заметим также, что значения CD в этом диапазоне достаточно хорошо со-
гласуются и с данными двумерного численного моделирования [20] (полученными для пластин
с аналогичными геометрическими характеристиками).

В диапазоне малых амплитуд  значение коэффициента сопротивления существен-
но зависит от параметра . При  коэффициент сопротивления выходит на малоампли-
тудную асимптотику [10]: . При  и  результаты, полу-
ченные при обработке данных с разных тест образцов, имеют некоторый разброс: так, результа-
ты настоящей серии экспериментов лежат в среднем на 20% ниже, чем результаты [14]. Это
может объясняться разной длиной и толщиной образцов. При  настоящие результаты до-
статочно хорошо согласуются с данными [14].

На рис. 11б представлены зависимости , полученные при трехмерном численном мо-
делировании и двумерном расчете [20]. Как можно видеть, данные для бесконечно тонкой балки
ожидаемо лежат в среднем на 20% выше (что хорошо согласуется с оценками [20]) данных для
балки с относительной толщиной . Для случая  наибольшие отклонения  от
плоской теории [20] возникают в зонах концевых эффектов (для  это  и
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Рис. 9. Сопоставление (а) экспериментально наблюдаемой картины течения (дымовая визуализация) с (б) ре-
зультатами численного моделирования (изоповерхности завихренности). Безразмерная локальная амплитуда
колебаний в сечении , момент времени .
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). В средней части балки разница между оценками CD двумерных и трехмерных расче-
тов составляет в среднем не более 15%.

Значения коэффициента инерциальных сил  для квазиплоской и трехмерной моделей так-
же хорошо совпадают (см. рис. 12) в широком диапазоне , влияние концевых эффектов для

> 4.5locKC

MC
locKC

Рис. 10. Сопоставление экспериментально наблюдаемой картины течения I (дымовая визуализация) с резуль-
татами численного моделирования, визуализированными с помощью изолиний z-компоненты поля завихрен-
ности II (в той же перспективе, что и на фотографиях) и с помощью невесомых частиц III (в ортогональной
проекции). Безразмерная локальная амплитуда колебаний , моменты времени  (a) 0.92,
(б) 1, (в) 1.08.
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коэффициента присоединенных масс достаточно сильно выражается только около свободного
конца балки. При  зависимость  выходит на малоамплитудную асимптотику
[10]. Экспериментальные оценки , полученные при умеренных значениях безразмерной ча-
стоты , также ложатся достаточно близко с численными данными (они хорошо совпадают
с результатами для тонких пластин). При больших значениях  значения коэффициента присо-
единенных масс, полученные по результатам обработки экспериментов, оказываются выше рас-
четных. Это может быть результатом неточного учета свойств материала. Поскольку аэродина-
мическое влияние на резонансную частоту дюралевой балки очень мало, для более точной оцен-
ки коэффициента присоединенных масс описанным методом необходимо проводить
эксперименты в более плотной среде (или с другим материалом образцов).

≤ 0.5locKC ( )M locC KC

MC
β < 500

β

Рис. 11. Кривые зависимостей локального коэффициента сопротивления CD от безразмерной амплитуды ко-
лебаний: a – экспериментальные данные, б – численные данные: 1 – экспериментальные результаты [14] для
балки при , ; 2 – экспериментальные результаты для , , ; 3 – эксперимен-
тальные результаты для , , l = 17.6; 4 – экспериментальные данные [34] для жесткой пластины;
5 – экспериментальные результаты [35] для жесткой пластины; 6 – экспериментальные результаты [33] для
жесткой пластины при 188 ≤ β ≤ 1685, ; 7 – данные 3D численного моделирования при KC = 6, ,

; 8 – результаты [19] 3D моделирования при , ; 9 – данные 3D численного моделирования
при KC = 3, , ; 10 – результаты [20] 2D моделирования при , .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование взаимодействия между балкой и жидкостью, когда упругие силы,
вызывающие резонансный рост амплитуды колебаний, много больше внешних аэрогидродина-
мических (случай колебания металлических тонких балок в воздухе). В этих условиях внешние
течения не могут изменить мгновенный профиль колебаний балки, но оказывают существенное
влияние на амплитуду колебаний и изменяют резонансную частоту в ходе продолжительного
воздействия. Изменение амплитуды колебаний и частоты, в свою очередь, приводит к перестро-
ению внешних течений, т.е. изменению силового гидродинамического воздействия на балку.

Экспериментально и численно исследована структура взаимодействия между балкой и жид-
костью. Для ее описания была предложена квазиплоская модель, в рамках которой были уста-
новлены прямые и обратные зависимости между параметрами колебаний длинных балок и ло-
кальными силовыми аэродинамическими характеристиками течений около них. С помощью
этой модели проводилась обработка экспериментальных данных, результаты которой сопостав-
лялись с данными прямого численного моделирования обтекания балок. С помощью трехмер-
ного численного моделирования и визуализации движения жидкости в экспериментах было по-
казано, что течения в сечениях, ортогональных оси балки (за исключением окрестности ее кон-
цов), в действительности имеют структуру, аналогичную плоским течениям, наблюдаемым при
колебаниях жестких пластин. Оценки локальных коэффициентов гидродинамических сил, по-
лученные в трехмерных расчетах (в области квазиплоских течений) и в экспериментах, в среднем
также оказываются достаточно хорошо согласованы с оценками CD, CM для плоских течений.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 19-38-60023) и Программы стра-
тегического академического лидерства Казанского (Приволжского) федерального университета
(“ПРИОРИТЕТ-2030”).
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В асимптотических расчетах первого порядка малости по безразмерной амплитуде осцилля-
ций и равновесной деформации, слабо заряженных капель естественного происхождения
в слабом внешнем электрическом поле рассчитывается интенсивность акустического излуче-
ния от них и ширина диапазона частот, на который это излучение приходится. Расчеты про-
водятся на модели идеальной несжимаемой электропроводной жидкости. Показано, что аку-
стическое излучение жидко-капельного аэрозоля естественного происхождения: облаков и
туманов приходится на ультразвуковой диапазон частот, а акустическое излучение от дождя
идет в звуковом диапазоне, и такое звуковое излучение может быть слышимым. Граница
по радиусу капель между ультразвуковым и звуковым акустическими излучениями зависит
от физических характеристик среды и капли и может смещаться как в одну сторону, так и
в другую.

Ключевые слова: осциллирующая капля, электростатическое поле, акустическое излучение
DOI: 10.31857/S0568528122050061

Проблема изучения акустического излучения от капли, осциллирующей в газовой среде во
внешнем электростатическом поле, представляет интерес в связи с многочисленными приложе-
ниями в геофизике, физике атмосферного электричества, физике аэродисперсных систем, аку-
стической левитации капель для получения высокочистых веществ [1–8]. Проблема акустиче-
ского излучения от осциллирующей капли важна также для обработки результатов метеорологи-
ческих исследований атмосферы методом ее акустического зондирования.

Следует отметить, что при конструировании электроакустических левитаторов, а также в вы-
числениях, связанных с акустическим зондированием атмосферы, капля в акустическом поле
моделируется твердым шариком без внутренних степеней свободы [9]. Это представляется весь-
ма грубым.

В связи со сказанным, рассмотрим некоторые общие закономерности акустического излуче-
ния от капли, пользуясь простейшей моделью идеальной несжимаемой электропроводной жид-
кости и законом сохранения энергии, предложенной в [10], и успешно примененной к изучению
электромагнитного излучения при осцилляциях заряженной капли [11, 12].

Речь идет о простейшей цепочке рассуждений: в идеальной несжимаемой жидкости рассея-
ние энергии невозможно и дисперсионное уравнение задачи об осцилляциях капли имеет толь-
ко вещественные корни. Тем не менее в задаче об акустическом (электромагнитном, если на
капле есть заряд) излучении от осциллирующей капли идеальной несжимаемой жидкости, нахо-
дящейся в сжимаемой среде, частота осцилляций оказывается комплексной. Мнимая же часть
частоты отвечает за затухание осцилляций, невозможное в идеальной жидкости. Вывод один:
часть энергии осцилляций уносится излучением: электромагнитным [10] (если капля заряжена
или осциллирует в электростатическом поле) или акустическим [12]. Зная декремент затухания

УДК 532.59: 534.2: 537.2

EDN: CHXQUS
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осцилляций капли, несложно рассчитать интенсивность ее акустического (электромагнитного)
излучения [12].

1. ФИЗИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим слабо заряженную сферическую каплю равновесного радиуса  идеальной не-
сжимаемой идеально проводящей жидкости с массовой плотностью , коэффициентом поверх-
ностного натяжения , подвешенную в конвективном облаке в суперпозиции гравитационного g,
внутриоблачного коллинеарного g однородного электростатического поля напряженностью 
и восходящего потока воздуха. Внешнюю среду (воздух) будем считать сжимаемым идеальным
диэлектриком с массовой плотностью  и диэлектрической проницаемостью . Положим, что
в воздухе звук распространяется со скоростью . Температуру капли и внешней среды будем счи-
тать неизменной, а объём жидкой фазы капли – постоянным. В дальнейших рассуждениях ма-
лым зарядом капли будем пренебрегать (он нужен только для того, чтобы обеспечить неподвиж-
ность капли).

В соответствии с [13, 14] капля, находящаяся во внешнем электростатическом поле, принима-
ет вытянутую вдоль поля  примерно сфероидальную форму с эксцентриситетом e. Примем,
что ось z (ось симметрии капли) направлена в сторону, противоположную гравитационному
полю g.

Задачу будем решать в сферической системе координат , начало которой поместим в
центре масс капли. Полярный угол  отсчитывается от , а азимутальный угол  в дальнейшем
не используется ввиду осевой симметрии капли.

Примем, что на поверхности жидкости существует капиллярное волновое движение с ампли-
тудой , где  – постоянная Больцмана, T – абсолютная температура, порождаемое уже
тепловым движением молекул жидкости [15], которое создает малое возмущение  равно-
весной поверхности капли. Для большинства реальных жидкостей, включая жидкие металлы,
тепловая амплитуда капиллярных волн не превышает десятых долей нанометра.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Уравнение возмущенной поверхности капли представим в виде

(2.1)

где  – равновесная форма капли. Примем также, что амплитуда капиллярного волнового воз-
мущения  много меньше радиуса невозмущенной капли . Отношение 
примем в качестве малого параметра  задачи.

Пусть движение жидкости в капле и движение внешней среды бесконечно малой амплитуды,
порождаемое капиллярным волновым движением на границе раздела сред, является потенци-
альным. Тогда поля скоростей безвихревого движения в капле и среде  определится
функциями гидродинамических потенциалов   [16], (индексом j = 1
отмечаются величины, относящиеся к капле, j = 2 – к среде). При этом потенциалы скоростей
внутри и вне капли, а также возмущение поверхности капли имеют один порядок малости

, поскольку именно зависящая от времени деформация поверхности генери-
рует капиллярное волновое движение.

Принимая каплю идеальным проводником, для которого характерное время распределения
индуцированных внешним электрическим полем зарядов много меньше характерного гидроди-
намического времени колебаний поверхности капли, электрическое поле вокруг капли будем
считать квазистационарным. В этом случае электрическое поле характеризуется электрическим
потенциалом , определяемым напряженностью поля E на основе соотношения:

 [17].
Математическая формулировка задачи о расчете спектра капиллярных осцилляций незаря-

женной капли, во внешнем электростатическом поле, и генерации акустического излучения, со-
стоит из уравнений Лапласа для потенциала поля скоростей движения жидкости в капле 
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и электростатического потенциала , а также волнового уравнения для потенциала поля
скоростей движения внешней среды 

(2.2)

(2.3)

и граничных условий

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)
Граничное условие для волнового уравнения (2.3) на бесконечности имеет вид :

(2.8)

Сформулированную задачу дополним интегральными условиями

(2.9)

(2.10)

В выражениях (2.4)–(2.10) соотношения (2.4) есть граничные условия в центре капли и на бес-
конечности; (2.5), (2.6) – кинематическое и динамическое условия на ее возмущенной поверх-
ности; (2.7) – условие постоянства электрического потенциала на поверхности идеально элек-
тропроводной капли; (2.8) – условие излучения Зоммерфельда [18]; (2.9) – условия постоянства
полного объема капли и неподвижности ее центра масс; (2.10) – условие неизменности полного
заряда капли.

Так же в (2.4)–(2.10) введены обозначения  – постоянное значение электрического по-
тенциала на поверхности капли,  – волновое число, q – малый ( ) заряд капли,
o и O – символы порядка малости [19],  – давления внутренней (j = 1) и
внешней (j = 2) среды на поверхность капли,  – постоянные давления в капле и среде,

 – давление электрического поля на поверхность капли,  –
давление капиллярных сил,  – поверхностный оператор “набла”,  – единичный вектор
нормали к возмущенной поверхности капли, вычисляемый как

(2.11)

Сформулированную задачу (2.2)–(2.11) будем решать стандартными методами теории возму-
щений в линейном приближении по безразмерной амплитуде осцилляций ε [19]. Для этого ис-
комые функции разложим в ряд по степеням малого параметра  с точностью до слагаемых пер-
вого порядка

Φ θ( , , )r t
ψ θ2( , , )r t

Δψ θ = ΔΦ θ =1( , , ) 0, ( , , ) 0r t r t

∂ ψ θ − Δψ θ =
∂v

2
2

22 2
( , , )1 ( , , ) 0r t r t
t

→ ψ θ → → ∞ Φ θ → − θ1 00: ( , , ) 0, : ( , , ) cosr r t r r t E r

( ) ( ) ( ) ( )∂ψ θ ∂ψ θ∂ξ θ ∂ θ= θ + ξ θ = −
∂ ∂ ∂θ ∂θ2

( , , ) ( , , ), 1, j jr t r tt r
r r t

t r r
( ) ( ) ( ) ( )σθ − θ + θ − θ =1 2, , , , , , , , 0EP r t P r t P r t P r t

Φ θ = Φ( , , ) ( )sr t t
→ ∞r

( )∂ψ θ + ψ θ =
∂

2
2

( , , ) 1( , , )r t ik r t o
r r

θ θ ϕ = π θ θ ϕ = 
2 3 24sin , sin

3V V

r dr d d R r dr d dr 0

[ ]= ≤ ≤ θ + ξ θ ≤ θ ≤ π ≤ ϕ ≤ π0 ( ) ( , ), 0 , 0 2V r r t

( )( ) [ ]θ ∇Φ = = = θ + ξ θ ≤ θ ≤ π ≤ ϕ ≤ π
π �

1 , , , ( ) ( , ), 0 , 0 2
4 S

t dS q S r r tn

Φ ( )s t
= ω vRe /nk Ο ε∼

2( )
( )= − ρ ∂ψ θ ∂0 , , /j j j jP P r t t

0 jP

( )= ε ∇Φ π2 8E exP ( )( )σ = σ ∇ θ, ,sP tn
∇s ( )θ,tn

( ) ( )( )
( )( ) ( )= θ

∇ − θθ =
∇ − θ ,

,
,

, r r t

r r t
t

r r t
n

ε

( )ξ θ = ξ θ + Ο ε ψ θ = ψ θ + Ο ε1 2 (1) 2( , ) ( , ) ( ), ( , , ) ( , , ) ( )j jt t r t r t

( ) ( )Φ θ = Φ θ + Φ θ + Ο ε0 1 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( )r t r r t

θ = θ + θ + Ο ε(0) (1) 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( )j j jP r t P r P r t



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ОБ АКУСТИЧЕСКОМ ИЗЛУЧЕНИИ СЛАБО ЗАРЯЖЕННЫХ КАПЕЛЬ 83

где  – электростатический потенциал у поверхности равновесной капли,  – до-
бавка к электростатическому потенциалу, связанная с осцилляциями поверхности капли. Верх-
ний индекс в скобках указывает на порядок малости по ε.

Подставляя эти разложения в исходную систему уравнений (2.2)–(2.10) и приравнивая слага-
емые одного порядка малости по ε, получим задачи нулевого и первого порядков.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НУЛЕВОГО ПОРЯДКА ПО ε

Для отыскания равновесного электрического потенциала  и равновесной формы по-
верхности капли  решим электрогидродинамическую задачу нулевого порядка по ε, получа-
ющуюся из (2.2)–(2.10) группировкой слагаемых 

где  – от нормали к равновесной поверхности капли .
Из приведенной выше задачи несложно найти

(3.1)

(3.2)

где  – осесимметричный полином Лежандра n-го порядка [20]; e – эксцентриситет капли;
n – целое положительное число; . В (3.1), (3.12) соотношение (3.1) определяет равновес-
ный электростатический потенциал невозмущенной капли, (3.2) – равновесную форму невоз-
мущенной капли.

4. РЕШЕНИЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА МАЛОСТИ ПО ε

Для определения линейной поправки к потенциалу электрического поля , связан-
ного с капиллярным волновым движением поверхности капли, сформулируем электрическую
задачу в первом порядке малости по 
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Из решения уравнения Лапласа (4.1) при выполнении условия ограниченности (4.2) получим
электрический потенциал, представленный в виде ряда по полиномам Лежандра

(4.5)

где  – полином Лежандра n-го порядка [20], n – целое число, .
Функцию волнового возмущения  с гармонической временной зависимостью отдельных

слагаемых возьмем в виде  [21]

(4.6)

Здесь минимальное значение индекса суммирования n = 2 определяется исключением ради-
альных пульсаций и поступательного движения капли в линейном приближении по ε. В выраже-
ниях (4.5), (4.6) действительные амплитудные коэффициенты ,  имеют первый порядок ма-
лости.

Подставим разложение (4.5) в условие (4.3) постоянства электрического потенциала на по-
верхности капли и с учетом интегрального условия сохранения заряда капли (4.4) и соотноше-
ний (2.1), (4.6) определим амплитудные коэффициенты Fn в (4.5), при помощи которых запишем

электрический потенциал  в виде

(4.7)

5. РЕШЕНИЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ПЕРВОГО ПОРЯДКА МАЛОСТИ ПО . 
ВЫВОД ДИСПЕРСИОННОГО УРАВНЕНИЯ

Математическая формулировка гидродинамической части решаемой задачи первого порядка
малости по безразмерной амплитуде осцилляций  имеет вид

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

( ) ( ) ( )
∞

− +

=
Φ θ = μ1 1

0
( , , ) n

n n
n

r t F r P

( )μnP μ ≡ θcos
ξ θ( , )t

ξ θ( , )t ( )ω~ exp ni t

( ) ( )
∞

=
ξ θ = ω μ

2
( , , ) expn n n

n

r t M i t P

nF nM

( )Φ θ1 ( , , )r t

( ) ( ) ( ) ( )[ ( )(

( ) ( ) ( ))] ( )

∞ +

− − + + − −
=

− − + + + +

Φ θ = ω + ω + ω +

+ ω + ω + ω μ


1

1 2
0 1 1 1 2 1 1 3 3 3

0

4 1 1 5 1 1 6 3 3

( , , ) exp exp exp

exp exp exp

n

n n n n n n
n

n n n n n n n

Rr t E l M i t l M i t e l M i t
r

l M i t l M i t l M i t P

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

− − +=+= =
− + − − −31 2

3 2 1 1
2 2 5 2 3

3 13 , ,
2 1 2 3 2 1

n n n n
l

n n
nnl
n n

l
n

( )
+ − + −=

− −

4 3 2

4 22
(50 103 39 27)

10(4 9) 2 1
n n n n nl

n n

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

+ + + + − + + + += =
+ + ++ − +

4 3 2

5 622

1 (50 321 621 278 180) 3 5 3 2 1
,

2 2 7 2 5 2 310(4 8 5) 2 3
n n n n n n n n n

l l
n n nn n n

ε

ε
Δψ θ =1( , , ) 0r t

∂ ψ θ − Δψ θ =
∂v

2
2

22 2
( , , )1 ( , , ) 0r t r t
t

→ ψ θ →10: ( , , ) 0r r t

( )∂ψ θ→ ∞ + ψ θ =
∂

2
2

( , , ) 1: ( , , )r tr ik r t o
r r

( ) ( ) ( ) ( )∂ψ θ ∂ψ θ∂ξ θ ∂ θ= θ + ξ θ = −
∂ ∂ ∂θ ∂θ2

( , , ) ( , , ), 1, : j jr t r tt r
r r t

t r r
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )σθ − θ + θ − θ =1 1 1 1

1 2, , , , , , , , 0EP r t P r t P r t P r t

θ θ ϕ = θ θ ϕ = 
2 2sin 0, sin

V V

r dr d d r dr d dr 0



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ОБ АКУСТИЧЕСКОМ ИЗЛУЧЕНИИ СЛАБО ЗАРЯЖЕННЫХ КАПЕЛЬ 85

где n – единичный вектор нормали к возмущенной поверхности капли (2.1), и имеет согласно (2.11)
вид

В выписанной задаче первого порядка малости: (5.4) – условие Зоммерфельда, (5.5) – кине-
матическое граничное условие на поверхности капли; (5.6) – динамическое граничное условие,
поправки к давлениям, связанные с возмущением поверхности капли, определяются соотноше-
ниями r = R:

(5.7)

(5.8)

(5.9)

Подставим в (5.8) уравнения для волнового возмущения (4.6) и поправки к электрическому
потенциалу (4.7) и в результате несложных преобразований получим электрическое давление
первого порядка малости по 

(5.10)

Из формулы (5.9) с учетом функции (4.6) найдем линейную по малому параметру  поправку
к давлению капиллярных сил

(5.11)

Примем, что гидродинамические потенциалы  зависят от времени t гармонически:
 ~ . С учетом данных рассуждений волновое уравнение (5.2) приведем к одно-

родному уравнению Гельмгольца
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Потенциал поля скоростей течения жидкости в капле , являющийся решением урав-
нения Лапласа (5.1), удовлетворяющий условию ограниченности в центре масс капли (5.3), за-
пишем в виде разложения по осесимметричным полиномам Лежандра

(5.13)

Решение уравнения (5.12) для потенциала скоростей акустического поля при выполнении
условия излучения на бесконечности (5.4) представим в виде

(5.14)

где  – сферическая функция Бесселя третьего рода [22].

Заметим, что в разложениях (5.13), (5.14) коэффициенты An,  имеют первый порядок мало-
сти по безразмерной амплитуде осцилляций.

Подстановка разложений (4.6), (5.13), (5.14) в кинематическое граничное условие при j = 1, 2,
позволяет найти коэффициенты An,  в (5.13), (5.14), выраженные через действительные ампли-
туды Mn, которые дают решение для потенциалов ,  в виде

(5.15)

(5.16)

где  – коэффициенты Клебша–Гордана [20], отличные от нуля при условии |m – l| ≤ ,
 – четное и k + p = q.
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Подставляя потенциалы поля скоростей (5.15), (5.16) в (5.7), найдем поправки первого поряд-
ка малости к давлениям внутренней и внешней для капли сред

(5.17)

(5.18)

В итоге из условия баланса давлений (5.6) в любой точке на возмущенной поверхности сфе-
роидальной капли с учетом (5.10), (5.11), (5.17), (5.18), пренебрегая взаимодействием различных
мод осцилляций, найдем дисперсионное уравнение задачи

(5.19)

Входящую в уравнение (5.19) сферическую функцию Бесселя  для целого значения ин-
декса представим в виде степенного ряда [22, 23]

(5.20)

Аналогично тому, как это было проделано в [11, 24], при малом значении аргумента z ( )
для функций ,  получим следующие асимптотики

(5.21)

(5.22)
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Решение дисперсионного уравнения имеет комплексный вид, поэтому запишем его как
, где мнимая часть  имеет смысл декремента затухания из-за потерь механической

энергии осцилляций капли на излучение продольных акустических волн. С учетом малости мни-
мой части по сравнению с реальной частью  для квадрата частоты осцилляций капли
будет справедливо соотношение

(5.23)

Сопоставляя выражения (5.19), (5.23) и учитывая (5.21), (5.22), найдем реальную  и мнимую 
части дисперсионного уравнения для малого аргумента  в виде

(5.24)

(5.25)

Подставим в (5.25) решение для реальной части частоты осцилляций и при  полу-
чим декремент затухания n-й моды капиллярных осцилляций капли, связанный с генерацией
акустических волн , в виде

В частности, если плотность внешней среды много меньше плотности внутренней среды
( ), декремент затухания для второй (основной) моды капиллярных осцилляций капли
примет вид

(5.26)

На рис. 1а–б по (26) приведены кривые, иллюстрирующие зависимость декремента затухания η
от размера капли . Видно, что с ростом радиуса равновеликой сферической капли величина η
весьма быстро снижается: при увеличении размера капли в три раза декремент затухания умень-
шается на два порядка. Из (5.26) нетрудно видеть, что декремент затухания линейно зависит от
плотности внешней среды, и что возрастание скорости звука в окружающей среде приводит к
быстрому уменьшению декремента затухания.

На рис. 2а–б приведены зависимости частот акустических волн по (5.24) с использованием
(5.21)–(5.22): а) для крупных капель (капель дождя) и б) для мелких, облачных. Видно, что дож-
девые капли при осцилляциях излучают акустические волны в диапазоне частот, воспринимае-
мых человеческим ухом, а облачные капли – в ультразвуковой области.

6. ИНТЕНСИВНОСТЬ АКУСТИЧЕСКОГО ИЗЛУЧЕНИЯ

Интенсивность полного звукового излучения осциллирующей капли, когда длина излучае-
мой акустической волны велика по сравнению с радиусом капли , определяется известным
выражением [18]

(6.1)

где  – среднее значение квадрата скорости движения частиц внешней среды в звуковой волне,
а интегрирование производится по возмущенной поверхности капли, определяемой выражени-
ем (2.1).
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Скорость движения внешней среды  задается нормальной составля-
ющей к поверхности осциллирующей капли и содержит лишь радиальную компоненту

(6.2)

Для нахождения потенциала  в дальней области акустического поля (для расстояний,
больших длины звуковой волны ) сферическая функция Бесселя  в (5.20) при боль-
ших значениях аргумента  имеет асимптотическое представление:

, (6.3)

( )θ = ∇ψ θ2 2( , , ) Re ( , , )r t r tV
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Рис. 1. Зависимость декремента затухания  дождевой незаряженной капли, осциллирующей в однородном
электростатическом поле, от радиуса капли : , ,  дин/см,  СГСЭ, ,

 г/см3,  г/см3,  см/с; а) дождевая капля, б) облачная капля.
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Рис. 2. Зависимость частоты осцилляций  капли от ее радиуса: параметры те же, что на рис. 1; а) – дождевая
капля, б) – облачная капля.
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В уравнении (5.16) найдем асимптотическое поведение функции  для малого аргу-
мента 

(6.4)

Используя полученные асимптотики (6.3), (6.4), при условии  потенциал скорости в
окружающей каплю среде приобретет вид

(6.5)

Заметим, что на больших расстояниях r от осциллирующей капли в волновой зоне акустиче-
ского излучения потенциал поля скоростей  представлен суперпозицией расходящихся
сферических волн с амплитудами, убывающими с расстоянием r по закону .

В итоге, подставляя потенциал (6.5) в (6.2), при  для скорости движения частиц внешней
среды имеем

(6.6)

В общей формуле для интенсивности звукового излучения (6.1) среднее значение квадрата

скорости движения внешней для капли среды вычислим в виде . Скалярно умножая
выражение (6.6) на комплексно сопряженное ему, получим

(6.7)

Подставляя (6.7) в (6.1) и учитывая свойство ортогональности полиномов Лежандра [22], в
формуле (6.1) рассчитаем интеграл по поверхности возмущенной капли S = [r = r(θ, t),

. В итоге интенсивность акустического излучения незаряженной осцилли-
рующей сфероидальной капли примет вид

(6.8)
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С учетом выражения для волнового числа: , аналитическое выражение (6.8) преобра-
зуется к виду

(6.9)

где частота n-й колебательной моды капли  определяется (5.24).
Используя выражение (6.9), оценим величину интенсивности акустического излучения жид-

ко-капельных систем естественного и искусственного происхождения.
Источником акустического излучения в конвективных облаках являются в основном мелкие

осциллирующие капли с радиусами от 3 до 30 мкм и концентрацией в облаке ∼103 см–3, на долю
которых приходится большая часть воды, содержащейся в облаке [25, 26]. Максимальную кон-
центрацию имеют капли радиусом 3–7 мкм [25]. Осцилляции внутриоблачных капель большой
амплитуды объясняются микрофизическими внутриоблачными процессами: разрушением
крупных капель в результате аэродинамического сопротивления, столкновения с более мелкими
каплями, а также капиллярной электростатической неустойчивости и электрического взаимо-
действия с соседними частицами. Натурные измерения колебаний дождевых капель показали,
что капли могут осциллировать с амплитудами, достигающими десятков процентов их радиусов
[27, 28]. Для характерных значений напряженности внутриоблачного электрического поля вели-
чина параметра Тейлора , определяющего электрогидродинамическую устойчивость
капли по отношению к индуцированному внешним электрическим полем заряду, много меньше
критического значения , при котором капля распадается [13, 14].

На рис. 3а–б приведем результаты оценки интенсивности акустического излучения единич-
ной капли, осциллирующей на основной моде n = 2 во внешнем электростатическом поле на-
пряженностью  СГСЭ ( , где  – критическое для электростатического

распада капли на более мелкие значение напряженности поля, при R = 3 мкм и  при
R = 30 мкм). Амплитуду осцилляций капли примем . Характеристики капли и внешней
среды: , σ = 73 дин/см,  г/м3,  г/м3,  см/с. По формуле (6.9)
найдено, что при радиусе капли R = 3 мкм интенсивность звукового излучения составила

 эрг/с на частоте  МГц. Для радиуса R = 8 мкм получено  эрг/с на часто-
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Рис. 3. Зависимость интенсивности акустического излучения I незаряженной капли, осциллирующей в одно-
родном электростатическом поле, от радиуса капли : параметры те же, что на рис. 1; а) – дождевая капля; из-
лучение в звуковом диапазоне частот, б) – облачная капля; излучение ультразвуковое.
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те  МГц, а при R = 30 мкм величина интенсивности излучения составила  эрг/с на
частоте  кГц.

Интегральная мощность акустического излучения ансамбля мелких осциллирующих капель
в облаке диаметром 10 км будет уже в 5 × 1020 раз больше излучения от одной капли. Принимая
для оценки по порядку величины, что все облачные капли имеют одинаковый размер R = 30, по-
лучим излучение  эрг/с на ультразвуковой частоте от 147 кГц.

Согласно [29], с. 427, радиусы капель осадков изменяются от R = 0.01 см до R = 0.35 см. При радиусах
капель в диапазоне:  см, осадки называются “моросью”, при  см –
“дождем”. Капли более крупных размеров разрушаются из-за лобового сопротивления воздуха.

По формуле (6.9) рассчитаем интенсивность акустического излучения дождевых капель при
тех же характеристиках, что и выше. Получено, что для дождевой капли с размером R = 0.025 см
интенсивность излучения равна  эрг/с при  кГц. Для более крупной капли R =
= 0.25 см звуковое излучение  эрг/с на частоте  кГц, а для самой большой кап-
ли с R = 0.35 см интенсивность излучения порядка  эрг/с при частоте осцилляций
второй моды  гГц.

Примем, что в дожде концентрация капель с радиусом  см, равна 0.3 см–3, и тогда не-
сложно получить, что интегральное акустическое излучение на границе пространства объемом
1 км3, занятого ливневым дождем, будет иметь интенсивность  эрг/с на частоте  кГц,
а для капель радиусом R = 0.25 см при той же концентрации интегральное излучение идет с ин-
тенсивностью  эрг/с на частоте ≈0.2 гГц волн. Полагая для простоты, что дождь идет
в кубическом пространстве с характерным линейным размером, в 1 км получим, что через любую
грань куба в единицу времени выходит излучение, интенсивностью в шесть раз меньшее. Тогда
плотность потока энергии  эрг/с ⋅ см2 (R = 0.025 см) и  эрг/с ⋅ см2 (R = 0.25 см).
Излучение такой интенсивности на несколько порядков величины меньше, чем может зареги-
стрировать ухо человека. Чтобы увеличить интенсивность излучения в проведенных оценках,
можно взять большую амплитуду осцилляций и больший объем пространства, занятого дождем;
можно увеличить величину заряда на капле и величину внутриоблачного (или приземного для
дождевых капель) электрического поля, все это можно проделать, не выходя за рамки данных на-
турных метеорологических измерений [26].

Собственно говоря, при принятых выше условиях граница между ультразвуковыми и звуко-
выми волнами по размеру капель приходится примерно на  см с интенсивностью из-
лучения порядка  эрг/с с частотой осцилляций второй моды  кГц. По класси-
фикации [25] такие капли можно отнести к крупным облачным каплям, концентрация которых
в грозовом облаке не превосходит 1 см–3.

С увеличением номера моды осцилляций капли n на единицу интенсивность звукового излу-
чения снижается примерно на два порядка.

Интересно, что если сравнить мощности акустического и электромагнитного излучений от
единичной незаряженной капли, осциллирующей в электростатическом поле в грозовом облаке,
можно сделать заключение, что интенсивность звукового излучения на 17–18 порядков величи-
ны выше полной интенсивности электромагнитного излучения при тех же характеристиках
электропроводной капли [24].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В линейном приближении по безразмерной амплитуде осцилляций и равновесной деформа-

ции капли слабом внешнем электрическом поле найдена интенсивность акустического излуче-
ния от жидко-капельных объектов естественного происхождения: капель туманов, облаков, до-
ждя. Выяснилось, что туманы и облака излучают акустические волны достаточно большой ин-
тенсивности в ультразвуковом диапазоне частот, а вот даже мелкие дождевые капли генерируют
при своих осцилляциях акустические волны из звукового диапазона частот с интенсивностью на
два-три порядка величины более слабые, чем может зафиксировать ухо человека. Граница между
ультразвуковым излучением капель и звуковым проходит в области размеров, чуть больших чем
R = 100 мкм. При определении такой границы принималось, что капли несут весьма малый за-
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ряд, влияние которого на частоты акустического излучения весьма мало, а амплитуда осцилля-
ций равна одной десятой радиуса капли. Если в оценках взять амплитуды осцилляций в пять-
шесть раз больше (как это фиксируется в натурных наблюдениях) и учесть наличие на каплях су-
щественного электрического заряда, то граница между ультразвуковыми и звуковыми акустиче-
скими волнами может быть сдвинута в область меньших размеров. При этом интенсивность из-
лучения будет повышена до различаемого человеческим ухом в силу того, что концентрация ка-
пель в облаке увеличивается с уменьшением их размера.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-19-
00598 “Гидродинамика и энергетика капли и капельных струй: формирование, движение, рас-
пад, взаимодействие с контактной поверхностью”, https://rscf.ru/project/19-19-00598/).
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Исследованы стационарные дозвуковые течения неравновесной воздушной плазмы около
цилиндрического тела с плоским торцом и теплообмен в условиях, характерных для испыта-
ний материалов в ВЧ-плазмотроне ВГУ-4 ИПМех РАН. Представлена двумерная вычисли-
тельная модель, позволяющая производить расчеты осесимметричного обтекания тел с уче-
том детальной кинетики частично ионизованного и диссоциированного воздуха. Проведены
численные расчеты стационарных обтеканий и тепловых потоков к водоохлаждаемому ци-
линдрическому телу диаметром 50 мм, на переднем торце которого установлен проточный
калориметр. Расчеты проведены для серии экспериментов на установке ВГУ-4 с различными
металлическими тепловоспринимающими стенками калориметров (медь, серебро, золото,
ниобий, тантал, бериллий, молибден). Получены характеристики течения и распределения
концентраций компонент в расчетной области и вблизи поверхностей с различной катали-
тичностью по отношению к гетерогенной рекомбинации атомов кислорода и азота. Рассчи-
таны радиальные распределения кондуктивной и рекомбинационной составляющих тепло-
вого потока, а также суммарного теплового потока на поверхности обтекаемого тела. Проде-
монстрирован эффект сверхравновесного нагрева, приводящий к возникновению высоких
тепловых потоков вблизи границы раздела материалов с сильно различающейся каталитиче-
ской активностью. Сравнение с экспериментальными данными показало, что вычислитель-
ная модель позволяет предсказывать тепловые потоки на обтекаемых каталитических по-
верхностях с точностью не хуже 10%.

Ключевые слова: ВЧ-плазмотрон, воздушная плазма, каталитическая поверхность, дозвуко-
вой поток, теплообмен, численная модель, валидация
DOI: 10.31857/S0568528122050024

Термохимическая стойкость, каталитические свойства материалов и покрытий в условиях
аэродинамического нагрева определяются в потоках плазмы, создаваемых при помощи высоко-
частотных индукционных плазмотронов [1–3], в разрядном канале которых плазма создается за
счет высокочастотного разряда мощностью от нескольких киловатт до сотен киловатт [4–6].
Преимущества индукционных плазмотронов по сравнению с дуговыми включают возможность
получения плазмы высокой чистоты в широком диапазоне расходов газа, при этом вкладывае-
мая в плазму мощность может достигать сотен киловатт. В последнее время, наряду с традици-
онной схемой организации газового разряда с коаксиальным индуктором, реализованы также
тандемные схемы, применяются схемы с модуляцией индукционных токов, а область примене-
ния индукционных плазмотронов, наряду с испытаниями теплозащитных материалов, включает
синтез наночастиц, алмазов, модификацию поверхностей и другие технологические приложе-
ния [4].

Неотъемлемой частью изучения взаимодействия плазмы с веществами и материалами на со-
временном этапе служит численное моделирование, позволяющее восстановить детальную кар-
тину процесса и получить многие характеристики, недоступные для прямого экспериментально-
го измерения. Примерами численного моделирования течений плазмы в разрядных каналах ВЧ-
плазмотронов и струйного обтекания моделей служат работы [7–13]. В зависимости от режима
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работы плазмотрона применяются как равновесные [9], так и неравновесные [10, 12] модели
плазмы, учитывающие конечную скорость реакций и термическую неравновесность. Достаточ-
но эффективным оказался подход [7, 8], при котором течение в индукционном канале и обтека-
ние тела рассчитываются на основе моделей равновесной плазмы, а эффекты неравновесности
учитываются в пограничном слое вблизи передней критической точки тела путем решения соот-
ветствующей одномерной задачи.

Одной из важных характеристик теплозащитных покрытий является их каталитическая ак-
тивность по отношению к рекомбинации атомов, кардинально влияющая на тепловые потоки к
поверхности. Для определения коэффициентов каталитической рекомбинации требуются про-
ведение численных расчетов для условий экспериментов на ВЧ-плазмотронах и подбор значе-
ний этих коэффициентов, обеспечивающих наилучшее согласие рассчитанных и измеренных
тепловых потоков [14].

Несмотря на достаточно длительную историю развития вычислительных моделей и экспери-
ментальных методов в области взаимодействия плазмы с материалами, многие аспекты до сих
пор остаются недостаточно изученными. Примером может служить эффект сверхравновесного
нагрева вблизи скачка каталитической активности, приводящий к значительному возрастанию
тепловых потоков на высококаталитичных участках поверхности тела [16–18].

В настоящей работе представлена вычислительная модель течения химически неравновесной
воздушной плазмы, реализованная в двумерном программном коде IPG2D. Адекватность мате-
матической модели и ее программной реализации подтверждена результатами валидационных
расчетов обтеканий медной водоохлаждаемой модели диаметром 50 мм, имеющей на переднем
торце датчик теплового потока с лицевой поверхностью, выполненной из ряда металлов с раз-
личной каталитической активностью. Показано хорошее совпадение с результатами недавних
экспериментов, проведенных в плазмотроне ВГУ-4 ИПМех РАН [14] для четырех режимов ра-
боты плазмотрона и семи типов датчиков теплового потока с охлаждаемой металлической по-
верхностью.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
1.1. Определяющие уравнения

Рассматривается течение воздушной плазмы, содержащей Np компонент (включая атомы, мо-
лекулы, ионы и электроны). Система определяющих уравнений имеет вид

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь  – время,  – плотность,  – массовые доли компонент ( ),  – скорость, –
давление,  – диффузионная скорость -й компоненты,  – массовая скорость ее производства
в единице объема,  – тензор вязких напряжений, E – плотность полной энергии,  – вектор
теплового потока.

Замыкание системы уравнений (1.1)–(1.3) осуществляется на основе уравнения состояния
идеального газа

(1.4)

где  – температура,  Дж/моль·K – универсальная газовая постоянная,  – молярная
масса i-й компоненты. Для каждой компоненты заданы температурные зависимости удельной
энтальпии (включающей теплоту образования компоненты)  и теплоемкости  по таб-
личным данным [19].
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Соответствующие характеристики газовой смеси находятся как

где  – удельная внутренняя энергия смеси. Плотность полной энергии смеси, входящая в
уравнение (1.3), определяется как

Тензор вязких напряжений в уравнении импульса (1.2) имеет ньютоновский вид

(1.5)

где  – коэффициент динамической вязкости,  – единичный тензор.
Диффузионные потоки компонент в уравнениях (1.1) выражены через диффузионные скоро-

сти , которые находятся из соотношений Стефана–Максвелла с учетом амбиполярного поля
в ионизованном газе. Используется однотемпературное приближение (температуры электронов
и тяжелых частиц равны между собой); эффектами бародиффузии и термодиффузии пренебре-
гается. Система уравнений для определения диффузионных скоростей имеет вид [20]

(1.6)

(1.7)

где  – мольные доли компонент,  – бинарные коэффициенты диффузии, здесь и ниже ин-
декс e относится к электрону. В правой части (1.6) и (1.7) стоят диффузионные термодинамиче-
ские силы, имеющие вид

(1.8)

(1.9)

Здесь  – амбиполярное электрическое поле,  – постоянная Больцмана,  – заряд элек-
трона. Система уравнений (1.6)–(1.9) дополняется условиями электрической нейтральности
плазмы, амбиполярности (отсутствия электрического тока) и равенства нулю суммы диффузи-
онных потоков всех компонент

(ej – заряд тяжелых компонент, отличный от нуля только для ионов).
Тепловой поток  в уравнении энергии (1.3) включает в себя кондуктивную и рекомбинаци-

онную составляющие

(1.10)

В настоящей работе расчеты проводятся для плазмы с температурой не выше 9100 К, что поз-
воляет не учитывать перенос тепла излучением [21–23].
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1.2. Коэффициенты переноса
Расчет коэффициентов вязкости  и теплопроводности λ многокомпонентной осуществляет-

ся по полуэмпирическим формулам, полученным на основе минимизации функционала квадра-
тов отклонений приближенных значений от коэффициентов переноса, вычисляемых по форму-
лам молекулярно-кинетической теории Чепмена–Энскога во втором приближении для вязко-
сти и в третьем – для теплопроводности [24]

(1.11)

(1.12)

где

Здесь  – теплопроводность, обусловленная поступательными степенями свободы, ,

– матрицы размером  постоянных коэффициентов порядка единицы [24]. При нали-
чии в газе молекул вклад внутренних степеней свободы в коэффициент теплопроводности  учи-
тывается введением поправки Эйкена

Здесь  – теплоемкость, обусловленная внутренней энергией молекул,  – сред-
няя молярная масса смеси, Dij – бинарные коэффициенты диффузии, которые вычисляются со-
гласно молекулярно-кинетической теории [25]

(1.13)

где  – приведенная молярная масса,  – эффективный диаметр столкнове-
ния.

Интегралы столкновений  и , входящие в формулы (1.11)–(1.13), вычислялись по ап-
проксимирующим формулам из работы [26].

1.3. Кинетическая схема
Массовые скорости обратимых химических реакций для компонент газовой смеси, входящие

в правые части уравнений сохранения (1.1), вычисляются как

(1.14)

где  – мольные концентрации компонент,  – стехиометрический коэффициент i-й
компоненты в r-й реакции,  – общее число реакций,  и  – константы скорости прямой и
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обратной реакций, соответственно, произведения концентраций в (1.14) берутся по исходным
реагентам (rea) и по продуктам (prod) в r-й обратимой реакции соответственно. Константа ско-
рости прямой реакции записывается в аррениусовском виде , где A –
предэкспоненциальный множитель, b – показатель степени в температурном факторе,  –
энергия активации. Константа скорости обратной реакции находится через константу равнове-
сия, включающую термохимические данные компонент.

Для диссоциированного и однократно ионизованного воздуха использовалась кинетическая
схема [27], предложенная для моделирования кинетики плазмы у поверхности космических ап-
паратов. Другие кинетические схемы, также применимые в данной задаче, можно найти в [28].

Рассматриваются следующие Np = 11 компонент: O2, N2, O, N, NO, O , N , O+, N+, NO+, e–.
Протекающие между ними 32 реакции представлены в табл. 1, где предэкспоненциальный мно-
житель A приведен для мольных концентраций ci, выраженных в моль/см3, для энергии актива-
ции отношение Ea/R0 измеряется в градусах Кельвина.

1.4. Граничные условия
Постановка граничных условий соответствует условиям экспериментов по теплообмену в

плазмотроне ВГУ-4 ИПМех РАН, включая испытания [14], используемые ниже для валидацион-
ных расчетов.

Рассматривается обтекание цилиндрической водоохлаждаемой модели потоком низкотемпе-
ратурной плазмы, создаваемой в разрядном канале плазмотрона при помощи высокочастотного
газового разряда. Из канала плазма поступает в барокамеру через круглое отверстие диамет-
ром . На переднем торце модели, находящемся на расстоянии  мм от входного отвер-
стия, закреплен круглый датчик теплового потока диаметром Ds, внешняя поверхность которого
выполнена из испытываемого материала. В экспериментах [14] передняя кромка модели имела
скругление (т.н. евромодель), которое не учитывалось в настоящих численных расчетах.

На входном участке нижней границы расчетной области, , z = 0, задается
поток плазмы с известными радиальными распределениями продольной скорости  и темпе-
ратуры , рассчитанными программой Alpha (см. [14]) для заданного массового расхода газа Q,
статического давления Ps и мощности  ВЧ-генератора (считается, что вкладываемая в плазму
мощность составляет 60% от этой величины). Радиальная компонента скорости на входе прини-
малась нулевой, . Химический состав плазмы  во входном сечении считается рав-
новесным и соответствующим статическому давлению в барокамере Ps и локальной температуре
плазмы .

Граничные условия на выходной границе задаются методом характеристик, обеспечивая сво-
бодный выход потока с постоянным давлением на бесконечности [29]. При возникновении об-
ратных токов, направленных внутрь расчетной области, втекающий газ соответствует равновес-
ному воздуху при температуре T = 300 K.

На боковой ( ) и нижней (вне входного отверстия, ) границах расчет-
ной области, соответствующих твердым границам барокамеры, ставятся граничные условия
прилипания  и задается постоянная температура . Стенки барокамеры считаются хи-
мически нейтральными, поэтому для всех компонент смеси на них задаются нулевые диффузи-
онные потоки.

На поверхности водоохлаждаемой модели температура считается заданной и равной , для
скорости выполняются условия прилипания . Поверхность считается каталитиче-
ской, выполненной из двух разных материалов: на плоском переднем торце модели центральную
часть занимает круглый датчик теплового потока диаметром , поверхность которого характе-
ризуется эффективным коэффициентом каталитической рекомбинации , вне датчика поверх-
ность характеризуется эффективным коэффициентом  (что соответствует медной охла-
ждаемой поверхности модели, используемой в экспериментах [14]).

Боковая поверхность модели, с целью упрощения вычислений, считается суперкаталитиче-
ской, химический состав газа на ней постоянен и соответствует недиссоциированному воздуху
(тепловые потоки к такой стенке приблизительно на 10% больше, чем потоки к полностью ката-
литической стенке).
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Таблица 1

№ Реакция

Реакции диссоциации
1 O2 + N = 2O + N –1

2 O2 + NO = 2O + NO –1

3 O2 + O = 2O + O –1

4 O2 + O2 = 2O + O2 –1

5 O2 + N2 = 2O + N2 –1

6 N2 + N = 2N + N –1.5

7 N2 + NO = 2N + NO –0.5

8 N2 + O = 2N + O –0.5

9 N2 + O2 = 2N + O2 –0.5

10 N2 + N2 = 2N + N2 –0.5

11 NO + N = 2N + O –1.5

12 NO + NO = N + O + NO –1.5

13 NO + O = N + 2O –1.5

14 NO + O2 = N + O + O2 –1.5

15 NO + N2 = N + O + N2 –1.5

Реакции Зельдовича
16 NO + O = O2 + N 1

17 N2 + O = NO + N 0.0

Ионные реакции
18 O +  = O2 + O+ –1.1

19 N2 + N+= N  + N 0.81

20 O + NO+= NO + O+ –0.6

21 N2 + O+= N +O –2.0

22 O2 + NO+ = NO + O 0.17

23 N + NO+= NO + N+ –0.93

Реакции ассоциативной ионизации
24 N + O = NO+ + e– 1.5

25 O + O = O  + e– –0.98

26 N + N = N + e– 0.0

Реакции ионизации электронным ударом
27 O + e–= O++ e– + e– –2.91

28 N + e–= N++ e– + e– –3.14

Реакции ионизации ударом тяжелых частиц
29 O2 + N2 = NO + NO+ + e– –1.84

A b 0/aE R

× 183.600 10 59500

× 183.600 10 59500

× 199.000 10 59500

× 193.240 10 59500

× 187.200 10 59500

× 224.085 10 113000

× 171.900 10 113000

× 171.900 10 113000

× 171.900 10 113000

× 174.700 10 113000

× 217.800 10 75500

× 217.800 10 75500

× 217.800 10 75500

× 203.900 10 75500

× 203.900 10 75500

× 93.200 10 19700

× 137.000 10 38000

+
2O × 182.920 10 28000

+
2 × 112.020 10 13000

× 153.630 10 50800

+
2 × 193.400 10 23000

+
2 × 151.800 10 33000

× 191.000 10 61000

× 61.400 10 31900

+
2 × 171.600 10 80800

× 131.400 10 67800

× 313.600 10 158000

× 321.100 10 169000

× 201.380 10 141000
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Таким образом, эффективный коэффициент каталитической рекомбинации  терпит раз-
рыв на торце модели при . Отметим, что в экспериментах и расчетах [14] определял-
ся эффективный коэффициент каталитической рекомбинации , который принимался одина-
ковым для атомов кислорода и азота. Такой же подход использован и в настоящих расчетах.

Постановка граничных условий на каталитических поверхностях осуществляется следующим
образом. Диффузионная скорость атомов i-го типа (кислород, азот), участвующих в каталитиче-
ских реакциях  и  на стенке, определяются как

(1.15)

Диффузионные скорости молекулярных компонент, направленные от стенки, находятся из ра-

венства нулю суммарного мольного потока каждого элемента: , 
(знак плюс означает направление диффузионного потока компоненты к стенке, минус – от
стенки). Для остальных компонент, не участвующих в гетерогенных реакциях, диффузионная
скорость на стенке равна нулю.

Химический состав газа на стенке можно найти, подставляя выражения для диффузионных
скоростей  в уравнения Стефана–Максвелла, при этом считается, что газ на стенке не иони-
зованный (отсутствуют ионы и электроны). Тогда задача сводится к решению системы уравнений
(1.6) в следующем виде

(1.16)

где  – координата, отсчитываемая вдоль нормали к поверхности, направленной от границы в
газовый поток. Производная по нормали от мольной концентрации, стоящая в левой части (1.16),
находится путем аппроксимации по схеме заданного порядка точности (например, схема перво-
го порядка точности имеет вид , где  – мольная доля i-й компоненты в
потоке на расстоянии  от стенки). В отличие от решения системы Стефана–Максвелла (1.6)
здесь диффузионные скорости считаются известными из (1.15), а мольные доли на поверхности
находятся как решение системы нелинейных уравнений (1.16), квадратичной по искомым пере-
менным.

После вычисления  можно определить массовые доли  на стенке, из (1.4) найти плот-
ность , затем вычислить теплопроводность  и найти по (1.10) полный тепловой поток на
стенке qw, включая его кондуктивную  и рекомбинационную  составляющие. В скалярной
записи тепловой поток имеет вид

(1.17)

Здесь положительный знак теплового потока означает передачу тепла от газа к поверхности
(напомним, что координата  отсчитывается вдоль нормали от поверхности тела в область газо-
вого потока).
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30 NO + N2 = N2 + NO+ + e– –0.35

Ионно-молекулярные реакции
31 O + NO+= O2 + N+ 0.31

32 O2 + NO = NO+ + O2 + e– –0.35

№ Реакция A b 0/aE R

× 152.200 10 108000

× 131.340 10 77270

× 168.800 10 108000

Таблица 1. Окончание
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2. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ

Аппроксимация системы уравнений (1.1)–(1.3) осуществляется на декартовой сетке с пере-
менным шагом по каждому направлению, задаваемым по закону геометрической прогрессии со
знаменателем ∼0.9. Сетка строится так, что границы цилиндрического образца, датчика тепло-
вого потока и входного отверстия точно совпадают с одной из сеточных линий, что позволяет по-
ставить граничные условия, не рассматривая пересечения границ разного типа.

Для конвективных потоков использована схема HR-SLAU [30, 31], принадлежащая семейству
AUSM+ [32, 33], в котором используется масштабирование стабилизирующих членов в потоках
импульса по локальному числу Маха. Это позволяет избежать внесения чрезмерной схемной
вязкости при переходе от сверхзвуковых течений к существенно дозвуковым, что делает схему
пригодной для расчета течений с произвольными числами Маха. Достоинство схемы HR-SLAU2
[30, 31] состоит в отсутствии необходимости задавать некоторое характерное число Маха, выбор
которого может влиять на результаты и быть неочевидным для многих течений.

Аппроксимация тензора вязких напряжений (1.5) осуществлялась по стандартной централь-
но-разностной схеме второго порядка точности, градиенты температуры и концентраций на гра-
ницах ячеек аппроксимировались по двухточечной схеме. В пристеночных ячейках градиенты
температуры и скорости на стенке аппроксимировались без использования фиктивных ячеек,
как разность граничного значения и значения в центре ячейки, деленная на половину размера
ячейки.

Для получения стационарного решения уравнений (1.1)–(1.3) использовался метод установ-
ления, состоящий в интегрировании по псевдовремени до достижения сходимости с заданной
точностью. Для повышения эффективности расчета реализована неявная схема интегрирова-
ния, состоящая в линеаризации уравнений и решении возникающей системы линейных алгеб-
раических уравнений методом Гаусса–Зейделя с приближенной факторизацией матрицы коэффи-
циентов на нижнюю и верхнюю треугольные матрицы для ее эффективного обращения (LU-SGS).
Для обеспечения высокой эффективности метода вычисление якобианов потоков производится
приближенно, путем замены их диагональными матрицами, элементы которых представляют
собой сумму максимальных собственных числа “невязких” и “вязких” потоков [34]. В результате
удается полностью исключить матричные операции, обеспечив абсолютную устойчивость ли-
нейного этапа решения уравнений и возможность проведения расчетов с числом Куранта поряд-
ка 102–104 [30, 35].

Важную роль для обеспечения устойчивости схемы играет неявная аппроксимация источни-
ковых членов (1.14) в уравнениях неразрывности компонент (1.1). Как показано в [36], для устой-
чивой аппроксимации скоростей реакции  достаточно использовать лишь диагональные элементы
якобиана, представив источниковый член в линеаризованном виде как .

Здесь верхний индекс означает номер итерации, , , причем частные про-
изводные скорости i-й реакции по qi практически всегда неотрицательны (за исключением авто-
каталитических реакций, отсутствующих в используемой здесь кинетической схеме). Таким об-
разом, неявная аппроксимация скоростей реакций сводится к добавлению неотрицательной ве-
личины  к диагональному элементу матрицы коэффициентов при , что
обеспечивает устойчивость решения даже с большим шагом по времени.

Отметим, что описанная процедура численного решения стационарных уравнений может
быть также использована в качестве метода получения решения на одном шаге по физическому
времени при решении истинно нестационарных задач методом двойных шагов по времени [29].
В этом случае более точное решение может быть получено методом расщепления по времени с
выделением в отдельный подшаг решения системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний химической кинетики, для которых применяется метод интегрирования жестких систем
обыкновенных дифференциальных уравнений. Эта возможность реализована в разработанной
программе с применением известного метода VODE [37].

Вычислительная модель реализована в программе IPG2D на языке программирования
FORTRAN-95. Верификация кода осуществлялась решением ряда тестовых задач газовой дина-
мики и вязких течений (распад газодинамического разрыва, сверхзвуковое обтекание прямо-
угольного выступа в канале), подтвердивших возможность проведения расчетов в широком диа-
пазоне чисел Маха единым вычислительным модулем. Результаты валидации модуля расчета не-
равновесной химической кинетики представлены в работе [38].
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3. ГЕОМЕТРИЯ И ПАРАМЕТРЫ РАСЧЕТОВ

В работе [14] на плазмотроне ВГУ-4 ИПМех РАН в потоках диссоциированного воздуха по-
лучены экспериментальные данные по тепловым потокам на водоохлаждаемых датчиках с теп-
ловоспринимающими поверхностями из семи металлов (меди, серебра, тантала, бериллия, нио-
бия, золота, молибдена). В этой же работе на основе известной методики ИПМех РАН [7, 8]
были определены эффективные коэффициенты каталитической рекомбинации .

В настоящей работе проведено численное моделирование осесимметричного обтекания ци-
линдрической модели с плоским носком неравновесной воздушной плазмой для четырех режи-
мов работы плазмотрона ВГУ-4, представленных в табл. 2. При этом расчеты проведены для пе-
речисленных выше семи металлических поверхностей датчиков, используя полученные в [14]

γw

Таблица 2

№
Ps, 

гПа
, кВт Материал γw

, 
Вт/см2

, 
Вт/см2

, 
Вт/см2

χ, % εmax, % εav, %

1

50

45 Ag 1.0 158.96 153.72 152.34 0.9 –3.3 –4.2
2 Cu 0.52 158.54 153.20 151.58 1.1 –3.4 –4.4

3 Nb 109.95 106.85 103.14 3.6 –2.8 –6.2

4 Au 108.74 105.82 102.14 3.6 –2.7 –6.1

5 Ta 94.76 96.82 93.22 3.9 2.2 –1.6

6 Be 94.46 96.49 92.89 3.9 2.1 –1.7

7 Mo 80.72 88.37 84.97 4.0 9.5 5.3

8 64 Ag 1.0 221.00 203.84 203.22 0.3 –7.8 –8.0
9 Cu 0.47 220.05 202.76 201.79 0.5 –7.9 –8.3

10 Nb 153.94 142.27 137.81 3.2 –7.6 –10.5

11 Au 149.75 140.46 136.02 3.3 –6.2 –9.2

12 Ta 131.83 128.91 124.75 3.3 –2.2 –5.4

13 Be 125.40 124.36 120.34 3.3 –0.8 –4.0

14 Mo 104.68 112.85 109.27 3.3 7.8 4.4

15

100

45 Ag 0.11 145.74 154.13 150.98 2.1 5.8 3.6
16 Cu 1.0 147.37 156.60 154.16 1.6 6.3 4.6

17 Nb 121.40 117.36 112.28 4.5 –3.3 –7.5

18 Au 118.63 113.32 108.28 4.6 –4.5 –8.7

19 Ta 0 106.65 98.42 93.67 5.1 –7.7 –12.2
20 Be 0 105.45 98.39 93.67 5.0 –6.7 –11.2
21 Mo 0 99.70 98.38 93.67 5.0 –1.3 –6.0
22 64 Ag 0.17 217.15 209.78 206.47 1.6 –3.4 –4.9
23 Cu 1.0 218.95 212.16 209.54 1.3 –3.1 –4.3

24 Nb 179.01 162.42 155.715 4.3 –9.3 –13.0

25 Au 171.35 154.63 147.86 4.6 –9.8 –13.7

26 Ta 143.19 126.18 120.19 5.0 –11.9 –16.1

27 Be 142.06 124.96 119.03 5.0 –12.0 –16.2

28 Mo 0 133.61 124.49 118.58 5.0 –6.8 –11.2

apN
exp
wq max

wq av
wq

−× 38.0 10
−× 37.6 10
−× 34.5 10
−× 34.4 10
−× 32.2 10

−× 21.0 10
−× 39.4 10
−× 36.1 10
−× 35.0 10
−× 32.6 10

−× 34.1 10
−× 33.0 10

−× 36.8 10
−× 34.8 10
−× 41.9 10
−× 55.1 10
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значения . В табл. 2 также приведены экспериментальные значения теплового потока  [14],
остальные колонки табл. 2 содержат рассчитанные значения тепловых потоков, которые анали-
зируются ниже.

Расчеты проведены для геометрических характеристик, соответствующих экспериментам [14].
Диаметр барокамеры составлял  мм, в продольном направлении расчетная область за-
нимала длину  мм. Воздушная плазма вытекала из разрядного канала диаметром

 мм, цилиндрическая модель имела диаметр  мм (в экспериментах использова-
лась евромодель, имеющая радиус скругления кромки 11.5 мм, это скругление не учитывалось в
расчетах). Расстояние от источника плазмы до модели составляло  мм, датчик теплового
потока имел диаметр  мм.

Параметры плазмы во входном сечении рассчитывались по равновесной модели на основе
программы Alpha [14], при этом массовый расход воздуха соответствовал экспериментальному
значению Q = 2.4 г/с. На рис. 1 показаны радиальные распределения температуры, скорости и
мольной доли отдельных компонент на выходе из разрядного канала при четырех режимах рабо-
ты плазмотрона, представленных в табл. 2, эти распределения использовались в качестве гранич-
ных условий на входной границе при расчете программой IPG2D.

Температура поверхности водоохлаждаемой модели и датчика теплового потока составляла
 K, температура стенок барокамеры считалась равной  K. Эффективный коэф-

фициент каталитической рекомбинации  на тепловоспринимающей поверхности датчика в
каждом расчете задавался в соответствии с табл. 2, на остальной поверхности медной водоохла-
ждаемой модели он был постоянным и равным .

Расчеты проводились в прямоугольной области размером 400 × 200 мм на неравномерных
расчетных сетках, содержащих 136 × 156 ячеек. Сетка сгущалась в радиальном направлении к
границе датчика теплового потока (минимальный радиальный размер ячейки у границы 
составлял 10–4 м), к границе входного отверстия  (  м) и к боковой поверхности об-
разца  (  м). В осевом направлении сетка сгущалась к переднему торцу образца,
минимальный размер ячейки у поверхности составлял  м. Типичное число Куранта в рас-
четах составляло 2000.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ

4.1. Обтекание образца

Рассмотрим сначала общую картину обтекания образца, используя в качестве примера вари-
ант 24 из табл. 2, соответствующий датчику теплового потока, выполненному из ниобия, давле-
ние в барокамере 100 гПа, мощность ВЧ-генератора  кВт.

На рис. 2а–г приведены поля температуры  и линии тока, мольные доли атомарного кисло-
рода xO, атомарного азота xN и окиси азота xNO, демонстрирующие натекание струи плазмы на
модель, растекание вдоль лобовой поверхности, дальнейшее течение вдоль цилиндрической об-
разующей модели. Хорошо видна более быстрая рекомбинация атомов азота по сравнению с ато-
мами кислорода. Окись азота образуется в основном на внешней границе струи плазмы, а также
в погранслое вблизи холодной поверхности тела.

Наиболее значительные проявления неравновесных физико-химических процессов в плазме
происходят вблизи поверхности модели и датчика теплового потока, как вследствие резкого
охлаждения газа, так и вследствие влияния гетерогенных каталитических реакций. Эти процес-
сы протекают в тонком погранслое на поверхности модели, причем наибольший интерес пред-
ставляют распределения концентраций и температуры вдоль переднего торца.

На рис. 3а–г укрупненно показаны распределения температуры и мольных долей О, О2 и NO
вблизи передней поверхности модели, при этом для ясности масштаб по осевой координате вы-
бран значительно большим, чем по радиальной. Видна сильная неравномерность концентраций,
обусловленная большой разницей в каталитических свойствах материала датчика (в пределах до
радиуса  мм) и медной поверхности модели.

γw
exp
wq

= 800bD
= 200bH

= 80inD = 50mD

= 60mH
= 13.8sD

= 300wT = 300bT
γw

γ =0 1w

= sr R
= inr R −× 41.6 10

= mr R −× 42.5 10
−× 55 10

= 64apN

T

= 6.9sR
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4.2. Тепловой поток на поверхности образца

Рассмотрим теперь рассчитанные тепловые потоки на поверхности медной модели и датчи-
ков, использованных в экспериментах. На рис. 4а,б построены радиальные распределения теп-
лового потока  для двух режимов работы плазмотрона, соответствующих мощности

 кВт и давлениям в барокамере  гПа (варианты 8–14 из табл. 2) и 100 гПа (вари-
( )wq r

= 64apN = 50sP

Рис. 1. Радиальные распределения во входном сечении источника, расчет программой Alpha [14]: (а) – темпе-
ратура; (б) – входная скорость; (в) – мольные доли компонент для  гПа,  кВт.
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анты 22–28). Область радиусом  соответствует тепловоспринимающей поверхности датчика
теплового потока из соответствующего металла, граница c поверхностью медной модели обозна-
чена вертикальной штриховой линией. На обоих графиках выделяются гладкие кривые (Ag для
50 гПа и Cu для 100 гПа), соответствующие постоянному значению  вдоль всей поверхно-

sR

γ = 1w

Рис. 2. Обтекание образца потоком плазмы: (а) – температура и линии тока; (б) – мольная доля O; (в) мольная
доля N; (г) – мольная доля NO.
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сти, они соответствуют обтекаемому телу с однородной высококаталитичной поверхностью (ре-
ференсный случай).

Распределения тепловых потоков, представленные на рис. 4, показывают, что для низкоката-
литичных образцов тепловой поток  терпит разрыв в точке  (на границе раздела материаловwq sR

Рис. 3. Характеристики плазмы вблизи переднего торца модели (укрупненный масштаб по оси ): (а) темпера-
тура и линии тока; (б) мольная доля O; (в) мольная доля N; (г) мольная доля NO. На поверхности модели обо-
значено положение датчика теплового потока.

800 150020002500
3000

3500

3500

4000

4000
4500

5000

50
00

55
00

5500

6000
6000

6500

0.15 0.2

0.27

0.
29

0.29

0.05

0.25

0.25

0.27

0.27
0.29

0.29

0.1

0.05
0.1
0.15

0.2

0.25

0.3
0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.02

0.1
0.15

0.2
0.25

0.
35

0.35

0.
4

0.4

0.6

0.45

0.5

0.7

0.65

0.0015

0.015
0.025 0.03

0.034

0.001

0.01
0.015

0.020.025

0.005

0.002

0.036

61

60

59

58

57

56

55

61

60

59

58

57

56

55

61

60

59

58

57

56

55

61

60

59

58

57

56

55

r
100 20 30

r
100 20 30

r
100 20 30

r
100 20 30

z z

z z

(a) (б)

(в) (г)

z



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

ТЕПЛООБМЕН ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО ТЕЛА 107

поверхности), при этом со стороны испытываемого материала тепловой поток уменьшается к
границе, а при переходе к высококаталитичной поверхности – резко возрастает, при этом зна-
чительно превышая референсный поток для однородной высококаталитичной поверхности.
Данный эффект, известный как сверхравновесный нагрев [16–18], требует внимания при созда-
нии теплозащитных покрытий, поскольку его результатом является интенсивный локальный
разогрев высококаталитичных участков поверхности на границе с низкокаталитичными. При-
чиной резкого локального увеличения теплового потока является вынос атомарного кислорода
и азота из пограничного слоя, примыкающего к низкокаталитичной поверхности, как за счет те-
чения газа, так и за счет продольных диффузионных потоков.

Более детальный анализ сверхравновесного нагрева у границы раздела поверхностей приве-
ден на рис. 5, где для режима  кВт,  гПа (варианты 22–28) построены радиальные
распределения кондуктивной (а) и рекомбинационной (б) составляющих теплового потока,
см. (1.17). Можно выделить следующие особенности поведения тепловых потоков.

Для случая равномерной высококаталитичной поверхности  (Cu) кондуктивная и ре-
комбинационная составляющие дают сравнимый вклад в суммарный тепловой поток (порядка
120 и 100 Вт/см2 соответственно). Понижение каталитичности образца до значения  (Ag)
практически не сказывается на : в передней критической точке кондуктивный тепловой поток
снижается со 124.7 до 124.2 Вт/см2. Рекомбинационный тепловой поток  в передней критиче-
ской точке снижается с 98.4 до 96.0 Вт/см2, при этом вблизи границы раздела он падает до 84.9 Вт/см2

со стороны образца, вырастая до 107.3 Вт/см2 со стороны медной модели (референсный поток 
на границе раздела поверхностей равен 95.8 Вт/см2).

При более сильном уменьшении каталитичности поверхности датчика обе компоненты теп-
лового потока меняются более существенно. Так, в случае ниобиевого покрытия ( )

 в передней критической точке уменьшается до 122.7 Вт/см2, затем он падает по направлению
к границе раздела до 115.0 Вт/см2, возрастая по другую сторону границы до 124.8 Вт/см2. Для зо-
лота ( ) наблюдается рост кондуктивного теплового потока в передней критической
точке по сравнению с референсным случаем до 129.8 Вт/см2, минимальное и максимальное зна-
чения  вблизи границы раздела составляют 118.5 и 126.5 Вт/см2 соответственно. Более суще-
ственное возрастание  отмечается для трех покрытий с наименьшей каталитичностью (тантал,

= 64apN = 100sP

γ = 1w
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Рис. 4. Распределения теплового потока по переднему торцу модели при  кВт: (а) – давление 50 гПа;
(б) – 100 гПа.
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бериллий, молибден): кондуктивные потоки для этих покрытий практически совпадают, дости-
гая в передней критической точке 159.3–161.0 Вт/см2, вблизи границы раздела имеется слабая
немонотонность, однако по всей поверхности кондуктивный тепловой поток превышает поток
для референсного случая.

Значительно большее влияние каталитичность поверхности датчика оказывает на рекомби-
национный тепловой поток , см. рис. 5б. Этот поток, ожидаемо, уменьшается на поверхности
материала с уменьшением : так, в передней критической точке рекомбинационная составля-
ющая теплового потока составляет 54.5 (Nb), 43.5 (Au), 23.9 (Ta), 6.5 (Be) и 0 (Mo) Вт/см2. Вблизи
границы раздела поверхностей тепловой поток  достигает минимума со стороны низкокатали-
тичного покрытия, составляя 27.3 (Nb), 21.4 (Au), 11.1 (Ta), 3.9 (Be) и 0 (Mo) Вт/см2. Однако по
другую сторону границы раздела наблюдается обратная зависимость: рекомбинационный тепло-
вой поток  резко возрастает за счет выделения тепла при рекомбинации атомов, поступающих
со стороны низкокаталитичного участка поверхности, достигая в максимуме 233.3 (Nb), 250.4 (Au),
307.6 (Ta), 310.0 (Be) и 310.7(Mo) Вт/см2.

Таким образом, расчеты демонстрируют существенные различия в поведении тепловых пото-
ков к поверхностям использованных датчиков из различных металлов. Следует отметить, что вы-
сокие значения тепловых потоков вследствие сверхравновесного нагрева реализуются локализо-
ванно (в расчетах острый максимум наблюдается в пределах одной сеточной ячейки с радиаль-
ным размером 0.1 мм), далее тепловой поток спадает на характерных размерах порядка 1–2 мм
(см. рис. 4).

При определении каталитической активности материалов по результатам испытаний в ВЧ-
плазмотронах важную роль играет вопрос о равномерности распределения теплового потока по
поверхности датчика. Экспериментальная процедура, основанная на измерении теплоотвода от
водоохлаждаемого датчика по нагреву протекающей через него воды, по сути, является методом
определения среднего теплового потока , связанного с локальным потоком qw соотношением

(4.1)

С другой стороны, применяемый в [14] метод нахождения эффективного коэффициента ка-
талитической рекомбинации γw путем решения одномерных уравнений для неравновесного по-
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Рис. 5. Кондуктивная (а) и рекомбинационная (б) составляющие теплового потока на переднем торце модели
при различной каталитичности образца,  кВт,  гПа.
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граничного слоя конечной толщины вдоль оси симметрии (программа Gamma) обеспечивает со-
ответствие экспериментальному значению (4.1) теплового потока в передней критической точке
при заданных параметрах на внешней границе пограничного слоя. Точность такого подхода
можно оценить по результатам проведенных в настоящей работе двумерных расчетов.

Неравномерность потока по площади датчика можно охарактеризовать количественно, срав-
нивая средний поток  с максимальным тепловым потоком , достигаемым в передней кри-
тической точке r = 0. Количественной мерой степени неравномерности теплового потока служит
величина  (поскольку тепловой поток уменьшается к границе образца, эта ве-
личина положительна).

Рассчитанные значения максимального и среднего теплового потока приведены для каждого
варианта в табл. 2, здесь же рассчитана степень неравномерности потока  (в процентах). Видно,
неравномерность теплового потока возрастает с уменьшением каталитической активности по-
верхности, т.е. с ростом скачка в каталитических свойствах между испытываемым образцом ма-
териала и медной моделью. Однако даже в предельном случае некаталитического материала сте-
пень неравномерности не превышает 5%. Это свидетельствует в пользу правомерности исполь-
зования интегрального теплового потока, измеряемого в экспериментах, для характеристики
локального аэродинамического нагрева тела. Приведенные в табл. 2 оценки степени неравно-
мерности теплового потока могут быть учтены в дальнейшем для более точной интерпретации
экспериментальных результатов и определения эффективного коэффициента каталитической
рекомбинации γw.

Отметим, что приведенные выше результаты по неравномерности теплового потока вблизи
скачка каталитической активности материала получены для случая постоянной температуры по-
верхности (водоохлаждаемая модель). Для неохлаждаемых моделей сверхравновесный нагрев
будет приводить также к возникновению локальных областей с повышенной температурой. Для
адекватного расчета температуры поверхности при этом требуется учет не только радиационных
теплопотерь, но и теплопередачи в твердом теле, т.е. решение сопряженной задачи. Примером
решения сопряженных задач тепломассобмена при аэродинамическом нагреве тел в высокоско-
ростных потоках служат работы [39, 40].

4.3. Сравнение с экспериментом

Для валидации разработанной вычислительной модели сравним полученные в расчетах для
разных материалов и режимов работы плазмотрона тепловые потоки с экспериментальными
данными (табл. 2). Следует отметить, что использованные в расчетах эффективные коэффици-
енты каталитической рекомбинации γw взяты из [14], где они находились при помощи одномер-
ной вычислительной программы Gamma, осуществляющей расчет течения неравновесного дис-
социированного воздуха вдоль оси симметрии от внешней границы пограничного слоя до перед-
ней критической точки. В настоящей работе аналогом соответствующего значения теплового
потока является максимальный тепловой поток , который и используется ниже для срав-
нения с экспериментом. Количественной мерой согласования рассчитанных и измеренных
значений является относительное отклонение расчета от эксперимента .

В то же время более адекватным по физическому смыслу является сопоставление с  рассчи-
танного среднего теплового потока , соответствующее относительное отклонение имеет вид

.

В табл. 2 для каждого варианта приведены значения относительных отклонений  и .

Среднеквадратичное значение для этих εmax составляет  (здесь
N = 28 – число вариантов в табл. 2). Аналогично вычисленное среднеквадратичное значение для

 составляет .
Для более наглядного представления полученных результатов на рис. 6 показано сопоставле-

ние данных на графике, где каждая точка отвечает одному из вариантов табл. 2. По оси абсцисс
отложено экспериментальное значение теплового потока, по оси ординат – рассчитанное значе-
ние . При таком представлении идеальное совпадение с экспериментом достигается на диа-
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гонали (штриховая прямая), тогда как разброс точек характеризует их случайное и систематиче-
ское отклонение.

Из рис. 6 следует, что в целом достигнуто хорошее согласие результатов расчетов с данными
экспериментальных измерений. Точки сконцентрированы вдоль штриховой прямой без види-
мого систематического отклонения. Для более высоких тепловых потоков (свыше 150 Вт/см2)
точки идут ниже диагонали, что означает превышение измеренных тепловых потоков над рас-
считанными. Эти отличия могут быть обусловлены влиянием обсуждавшейся выше неравномер-
ности распределения теплового потока по поверхности датчика и вкладом излучения плазмы в
теплообмен [21–23]. Кроме того, они могут свидетельствовать о необходимости корректировки
рассчитанных значений эффективного коэффициента каталитической рекомбинации для соот-
ветствующих режимов работы ВЧ-плазмотрона.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленные результаты валидационных расчетов теплообмена дозвуковых потоков воз-

душной плазмы с металлами, имеющими различную каталитическую активность по отношению
к поверхностной рекомбинации атомов кислорода и азота, подтверждают, что разработанный
компьютерный код IPG2D обеспечивает высокую точность предсказания тепловых потоков на
каталитических поверхностях, обтекаемых потоком неравновесной плазмы. Среднеквадратич-
ное отклонение рассчитанных тепловых потоков от экспериментальных данных составляет 6.5–
8.6%.

Отличительной чертой настоящей вычислительной модели является учет химической нерав-
новесности в дозвуковых потоках многокомпонентной плазмы воздуха. Это позволило изучить
сверхравновесный нагрев на границе участков с различной каталитической активностью датчи-
ков тепловых потоков и водоохлаждаемой модели, используемых в ИПМех РАН для исследова-
ний теплообмена. Кроме того, полученные в двумерных расчетах результаты позволили оценить
неравномерность распределения теплового потока на поверхности датчика, которая не превы-
шает 5%, что подтверждает правомерность используемой в ИПМех РАН методики определения
эффективного коэффициента каталитической рекомбинации.

Проведение дальнейших экспериментальных исследований теплообмена на высокотемпера-
турных материалах позволит расширить валидационную базу для кода IPG2D. В дальнейшем
представленная вычислительная модель будет использована для расчета тепловых потоков к не-
охлаждаемым образцам и моделям, а также для определения каталитических характеристик но-
вых материалов при высоких температурах поверхности.

Рис. 6. Сравнение рассчитанных тепловых потоков с экспериментальными данными [14].
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Получено приближенное решение задачи Ньютона о теле, движение которого вызывает наи-
меньшее сопротивление со стороны окружающей среды. Решение основано на допущении о
тонкости тела и определяет класс оптимальных осесимметричных носовых частей, затуплен-
ных по торцу и имеющих образующую со степенной зависимостью радиуса от продольной
координаты. Сопоставление с точным решением показало, что отличие по сопротивлению не
превышает 1% при удлинении тела выше 1.4.

Ключевые слова: задача Ньютона, аэродинамическое сопротивление, усеченное степенное те-
ло, торец, осесимметричная носовая часть
DOI: 10.31857/S0568528122050115

Одно из важнейших направлений совершенствования сверхзвуковых летательных аппаратов
состоит в построении осесимметричных носовых частей фюзеляжей, имеющих близкие к мини-
мальным значения волнового сопротивления (задача Ньютона). Первые результаты решения за-
дачи, отвечающей заданному удлинению носовой части, были получены на основе локальной
модели, использующей для связи геометрических параметров и газодинамических функций
формулу Ньютона [1, 2]. Установлен ряд особенностей оптимальных форм, которые в значи-
тельной мере повлияли на характер дальнейших исследований. Позднее пришло понимание то-
го, что передний торец является участком краевого экстремума, причем как из ограничения на
длину носовой части, так и из ограничения по применимости формулы Ньютона для давле-
ния [3–6].

Для практических приложений интересным оказалось приближенное решение, обоснован-
ное для носовых частей большого удлинения в предположении стремления к нулю производной r'
радиуса по продольной координате. Оптимальная образующая описывается степенной зависи-
мостью радиуса от продольной координаты r ∼ xn с показателем степени, равным n = 3/4 [7, 8].
Численные параметрические исследования и экспериментальные испытания тел со степенной
образующей показали, что теоретическое значение n завышено. Экстремальное значение пока-
зателя степени увеличивается с ростом числа Маха, но не превосходит n = 0.71 [9]. При исполь-
зовании высших приближений к точному решению подтверждено возрастание n при увеличении
удлинения [10].

Для получения более точных аналитических решений можно использовать усложненные ло-
кальные модели взаимодействия тела с окружающей средой. Одной из таких моделей является
локальная линеаризация связи между газодинамическими функциями течения и геометриче-
скими параметрами тела. В отличие от стандартного подхода, выполняемого для возмущений,
создаваемых телом, помещенным в поток, в случае локальной линеаризации рассматривается
окрестность элемента оптимизируемой поверхности с местными параметрами течения. Выделя-
ется плоскость, задаваемая скоростью и нормалью к элементу, и устанавливаются линейные со-
отношения, связывающие изменение газодинамических функций с изменением геометриче-
ских параметров. Таким образом, модель взаимодействия тела с окружающей средой усложняет-
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ся, оставаясь локальной. При решении задачи Ньютона в рамках локальной линеаризации был
установлен класс носовых частей, близких к оптимальным аэродинамическим формам по значе-
ниям волнового сопротивления. Эти тела затуплены по торцу и имеют образующую со степен-
ной зависимостью радиуса от продольной координаты [11, 12].

Форма усеченных степенных тел полностью определяется заданием двух параметров – отно-
сительного размера переднего торца и показателя степени. На основе полученного аналитиче-
ского решения проведены параметрические исследования в рамках модели Эйлера в широком
диапазоне изменения числа Маха и удлинения и найдены оптимальные значения основных гео-
метрических параметров [13]. В рамках локальной модели Ньютона аэродинамические характе-
ристики усеченных степенных тел исследованы в [14]. Оптимальные значения геометрических
параметров определены для случаев, соответствующих невязкому течению, течениям с постоян-
ным коэффициентом трения, ламинарным пограничным слоем, турбулентным пограничным
слоем. Результаты исследования в рамках моделей, соответствующих высокоскоростному пото-
ку разреженного газа, представлены в [15]. Теоретический анализ и численные расчеты подтвер-
дили, что усеченные степенные тела незначительно уступают оптимальным телам по значениям
волнового сопротивления.

До настоящего момента оставалось неизвестным, что усеченные степенные тела являются
приближенным решением задачи Ньютона. Этот результат оказался пропущенным. Данная ста-
тья восполняет пробел в теоретическом анализе задачи Ньютона и определяет место усеченных
степенных тел посредством сопоставления с известными решениями по геометрическим пара-
метрам и аэродинамическому сопротивлению.

1. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НЬЮТОНА
Рассматривается задача построения осесимметричной носовой части, имеющей минималь-

ное волновое сопротивление в случае заданного значения удлинения λ = L/(2R) (L и R – длина
и радиус основания тела). В общем случае допускается, что тело может быть затуплено по торцу.
Образующая тела представляется зависимостью радиуса r от продольной координаты x. Соглас-
но модели Ньютона коэффициент давления на поверхности тела зависит только от угла θ накло-
на контура тела относительно вектора скорости невозмущенного потока

Здесь r' – производная радиуса.
Следуя [2], запишем коэффициент сопротивления тела в виде суммы слагаемых, соответству-

ющих переднему торцу и боковой поверхности

(1.1)

Здесь r0 – радиус переднего торца. При вычислении cx сопротивление отнесено к скоростному
напору и площади основания.

Решением вариационной задачи сx = min является носовая часть, образующая которой пред-
ставляется параметрическими зависимостями продольной координаты и радиуса от производ-
ной радиуса

(1.2)

Неизвестные значения параметров r0 и r' при x = L однозначно определяются заданным зна-
чением удлинения тела. Характерными особенностями оптимальной носовой части являются
затупление по торцу, равенство 45° угла наклона образующей в месте стыковки торца и боковой
поверхности, формирование элементами единой образующей оптимальных тел для разных зна-
чений удлинения, независимость решения от числа Маха.

При увеличении удлинения радиус переднего торца и производная радиуса в плоскости осно-
вания предельно уменьшаются. Данная особенность позволила решить задачу Ньютона в упро-
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щенной постановке для тел большого удлинения [7, 8]. В рамках допущений: r0 = 0 и r'  1, ми-
нимизируемая функция (1.1) представляется следующим интегралом

(1.3)

В этом случае образующая тела с минимальным сопротивлением задается степенной зависи-
мостью радиуса от продольной координаты с показателем степени, равным 3/4

(1.4)

В данном решении потеряна характерная особенность оптимальной носовой части – затуп-
ление по торцу. Поэтому степенные тела (1.4) значительно уступают оптимальным телам (1.2) по
значениям волнового сопротивления. Например, при λ = 1 отличие превышает 5%.

Устранить указанный недостаток можно, отказавшись от условия r0 = 0. Предполагая, что r'  1,
формулируем задачу Ньютона (1.1) в упрощенной постановке

(1.5)

Функция r(x), минимизирующая функционал (1.5), находится стандартным образом. По-
скольку основная функция F = 2rr'3 не содержит в явном виде независимую переменную x, для
уравнения Эйлера существует первый интеграл

(1.6)
Условие трансверсальности, связанное с варьированием радиуса переднего торца, сводится к

равенству
(1.7)

Решению дифференциального уравнения (1.6) соответствует зависимость радиуса от про-
дольной координаты с двумя неизвестными константами А и В

(1.8)
Из условия трансверсальности (1.7) устанавливаем значение производной радиуса в сечении

х = 0

(1.9)

Константы А и В в (1.8) определяются из условия (1.9) и заданного значения удлинения тела.
Можно представить образующую зависимостью с одним параметром r0, значение которого опре-
деляется решением уравнения четвертой степени

(1.10)

Для тел большого удлинения справедлива следующая оценка зависимости относительного
размера переднего торца от удлинения

С другой стороны, по аналогии с точным решением (1.2), образующую усеченного степенного
тела можно представить параметрическими зависимостями продольной координаты и радиуса
от производной радиуса

(1.11)
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Как и в случае точного решения, неизвестные значения параметров r0 и производной r' в се-
чении x = L однозначно определяются заданным значением удлинения тела. При этом сохраня-
ются все характерные особенности оптимальной носовой части, перечисленные выше.

2. СОПОСТАВЛЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО И ТОЧНОГО РЕШЕНИЙ
Очевидно, что все три рассмотренных решения сближаются по мере увеличения удлинения

носовой части. Поэтому образующие носовой части Ньютона, усеченного степенного тела и сте-
пенного тела сопоставлены при умеренных значениях удлинения λ = 0.5, 1, 2 на рис. 1. Видно,
что усеченные степенные тела имеют больший размер переднего торца и меньшие значения про-
изводной r' в одинаковых поперечных сечениях. Степенное тело характеризуется наибольшим
углом наклона образующей в месте стыковки с донным торцом. Согласование с точным реше-
нием полностью нарушается при λ < 1.

Для степенных тел известна аналитическая зависимость коэффициента сопротивления от
удлинения, определенная по соотношению (1.3) и справедливая в диапазоне средних и больших
значений удлинения

Получим точный результат для коэффициента сопротивления степенного тела на основе со-
отношения (1.1). В данном случае

После интегрирования приходим к окончательному результату

(2.1)

Нулевому значению удлинения соответствует значение cx = 2.
Для носовой части Ньютона и усеченного степенного тела явные зависимости коэффициента

сопротивления от удлинения записать невозможно. Однако, следуя параметрическим представ-
лениям (1.2) и (1.11), на основе соотношения (1.1) можно выразить cx через производную радиуса
в плоскости основания тела.

Для носовой части Ньютона получено

(2.2)

В случае усеченного степенного тела коэффициент сопротивления определяется следующим
соотношением

(2.3)

Соотношения (2.2) и (2.3) дополняют соотношения (1.2) и (1.11) соответственно. Приняв ра-
диус переднего торца равным единице, и постепенно уменьшая значения производной, находим
значение коэффициента сопротивления и удлинения, которое вычисляется по соотношению
между x (длина тела) и y (радиус основания).

Нулевому значению удлинения соответствуют значения производной r' = 1 (носовая часть
Ньютона) и r' = 1/30.5 (усеченное степенное тело). В этом предельном случае оба решения, (2.2)
и (2.3), совпадают и дают значение cx = 2. Оптимальным телом является диск.

Сопоставление построенных носовых частей по величине сопротивления, рассчитанного по
соотношениям (2.1), (2.2) и (2.3), продемонстрировано на рис. 2. Аэродинамическое сопротив-
ление тел, соответствующих приближенным решениям оптимизационной задачи, отнесено к
сопротивлению носовой части Ньютона равного удлинения.
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По мере уменьшения удлинения коэффициент сопротивления степенных тел монотонно воз-
растает (2.1). Уже при λ = 0.7 степенные тела уступают оптимальным телам более 11%. Наиболь-
ший проигрыш по сопротивлению составляет больше 24% и достигается при λ ≈ 0.25.

Усеченные степенные тела имеют заметно лучшие характеристики. При λ ≥ 1.4 отличие по
волновому сопротивлению от носовой части Ньютона меньше 1%. Максимальное отличие не
превышает 5.9% и получается при λ ≈ 0.45. Ограниченное возрастание погрешности обусловлено
тем, что полученные в точной и приближенной постановках задачи предельные решения, соот-
ветствующие телу нулевого и бесконечно большого удлинения, совпадают. Следует добавить,
что найденное двухпараметрическое представление приближенного решения позволяет выпол-
нять прямую численную оптимизацию в рамках более точных моделей течения и таким образом
учесть дополнительные условия (например, влияние числа Маха). Для точного решения задачи
Ньютона такая возможность отсутствует.

Таким образом, можно заключить, что усеченные степенные тела незначительно уступают
носовой части Ньютона по значениям волнового сопротивления во всем диапазоне удлинений.
Это подтверждает важность найденного приближенного решения задачи Ньютона как дополни-

Рис. 1. Сопоставление образующих при (а–в) λ = 0.5, 1, 2: 1 – носовая часть Ньютона; 2 – усеченное степенное
тело; 3 – степенное тело.
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тельного обоснования целесообразности исследования и использования в практических прило-
жениях усеченных степенных тел.
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В зависимости от значений параметра разрежения, отношений радиусов цилиндров, образу-
ющих длинный кольцевой канал, и коэффициентов аккомодации тангенциального импульса
молекул газа на стенках канала предложен метод вычислений значений числа Пуазейля.
В промежуточном режиме течения газа данные значения получены с использованием поли-
номиальной аппроксимации Чебышева на основе линеаризованного модельного кинетиче-
ского уравнения Шахова с зеркально-диффузными граничными условиями Максвелла. При-
веден анализ полученных результатов в окрестности гидродинамического режима течения
газа со скольжением и проведено их сравнение с аналогичными результатами, найденных
в рамках БГК модели.

Ключевые слова: число Пуазейля, течения газа в каналах, коэффициент аккомодации танген-
циального импульса молекул газа
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Развитие методов математического моделирования процессов, протекающих в прямых мик-
ро- и наноканалах, является одним из главных направлений исследований, проводимых в по-
следнее время в области динамики разреженного газа [1–4]. Гидравлические диаметры этих ка-
налов могут варьироваться от десятков нанометров до десятков миллиметров, что приводит к то-
му, что течение газа в условиях, когда средняя длина свободного пробега молекул газа сравнима
с характерным размером поперечного сечения канала ( в частности, с гидравлическим диамет-
ром) не может быть описано на основе уравнений динамики слошных сред [5]. Для исследования
гидродинамических закономерностей течения газа в длинном канале, образованном двумя ко-
аксиальными цилиндрами, введем число Пуазейля P0, определяемое как произведение коэффи-
циента трения Дарси fd на число Рейнольдса Re [6, 7]. Как отмечено в [8], выбранная конфигура-
ция сечения канала представляет интерес как с прикладной, так и с теоретической точек зрения.
В постановочной части работа близка к [8] и [9]. Течение газа в канале обусловлено градиентом
давления в продольном направлении. В представленной работе в отличие от [8] и [9] в качестве
основного уравнения, описывающего кинетику массопереноса, используется линеаризованная
S модель (уравнение Шахова) [10], которая при переходе к гидродинамическому режиму дает
корректное значение числа Прандтля в отличие от модели БГК. Граничные условия обобщены
на случай с несовпадающими значениями коэффициентов аккомодации тангенциального им-
пульса молекул газа на стенках канала. Проводится сравнительный анализ с результатами из [9]
и результатами в режиме течения со скольжением, которые получены в явном виде с использо-
ванием уравнения Навье–Стокса. Значения числа Пуазейля находятся с применением полино-
миальной аппроксимации Чебышева [11, 12] в широком диапазоне изменения параметра разре-
жения в зависимости от значений коэффициентов аккомодации тангенциального импульса мо-
лекул газа на цилиндрах и гидравлического диаметра канала. Модификация метода коллокации
[12] выполнена путем использования свойств конечных сумм полиномов Чебышева, произведе-
ния Кронекера при построении матрицы системы алгебраических уравнений.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ
Рассмотрим течение разреженного газа в длинном канале, образованном двумя коаксиальны-

ми цилиндрами с радиусами  и  ( ), под действием заданного градиента давления, на-
правленного вдоль оси канала . Считаем, что цилиндры поддерживаются при постоянной тем-
пературе. Коэффициенты аккомодации тангенциального импульса молекул газа на внутреннем
и внешнем цилиндрах обозначим соответственно  и . Канал соединяет два резервуара, дав-
ления в которых обозначим  и  соответственно. Полагаем, что  и длина канала ,
где  – гидравлический диаметр [7]. Состояние газа в точке  определяем функци-
ей распределения молекул газа , где  – молекулярная скорость газа. В качестве масштабов
длины, скорости, вектора потока тепла, концентрации, температуры, функции распределения
выберем соответственно величины: , , , , , , где ,  – посто-
янная Больцмана,  – масса молекул газа, ,  – концентрация, температура газа в некоторой
точке, принятой за начало координат; . Тогда для безразмерных величин имеем следу-
ющие соотношения

Число Пуазейля P0 определяем как произведение коэффициента трения Дарси  на число
Рейнольдса Re [6, 7]

(1.1)

где  – динамическая вязкость газа,  – среднее значение функции .
Полагаем, что модуль безразмерного градиента давления Gp является малым по величине.

Учитывая осесимметричный характер течения газа в канале, введем цилиндрические координа-
ты  в конфигурационном пространстве и  в пространстве скоростей.
В линейном приближении получим

(1.2)

Здесь f0 – безразмерный абсолютный максвеллиан. Используя (1.2), представляем  в виде
разложения по Gp

(1.3)

Подставляя (1.3) в (1.1) и учитывая, что в случае модели жестких сфер для параметра разре-
женности  выполняется соотношение [5]:

получаем
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Введем функции  и 

Компоненты  и  записываем через функции  и  как

Функцию  находим из линеаризованной модели кинетического уравнения Шахова [12]

(1.4)

(1.5)

где Pr – число Прандтля. Значение Pr = 2/3 соответствует S модели. При Pr = 1 система уравне-
ний (1.4) и (1.5) переходит в БГК модель.

В качестве граничного условия на цилиндрах используем модель зеркально-диффузного от-
ражения Максвелла [5]. В этом случае имеем

(1.6)

2. РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Неизвестные функции  и , где ,  и , раскла-
дываем в ряды по полиномам Чебышева первого рода  и ограничиваясь в этих рядах членами
с номерами  ( ) [11], получаем

(2.1)

где , , , Ti – матрица размером 
( , ):

Aj – матрицы размером :

через  обозначено произведение Кронекера двух матриц [13].
В качестве точек коллокации в (1.4) и (1.5) для xi выберем нули  на отрезке [–1, 1] [11]:

(2.2)
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Для нахождения значений полиномов Чебышева и производных от полиномов Чебышева в
точках (2.2) воспользуемся геометрическим определением , где , 1]
[11]. Тогда

(2.3)

Подставляя (2.1)–(2.3) в (1.4), приходим к системе -уравнений, в которой заменяем урав-

нения с x1, 0,  ( ) на уравнения, вытекающие из граничного условия (1.6) для функ-
ции Z1 при :

с ,  ( ) на уравнения (2.4) для :

Здесь и ниже считаем, что  – нечетное число. Аналогично в системе -уравнений, полу-
ченной подстановкой точек (2.3) в (1.5), на уравнения, вытекающие из граничного условия (1.6)
для функции Z2.

Учитывая, что в точках (2.3) имеют место равенства [11]:

(2.4)

где  – символ Кронекера; параметр  равен 2, если , иначе , под  понимаем ко-

нечную сумму, в которой первое слагаемое умножается на 1/2, выразим коэффициенты в (2.1)
через значения функций  и , вычисленные в точках (2.3). Обозначая

имеем , ( ), где ,  и  – транспонированные матрицы ,
 и , в которых первая строка умножается на 1/2, а , ,

, , . Используя полученное выражение для , приходим к си-
стемам матричных уравнений относительно Zi, решения которых находим LU-методом.

На основе полученных элементов матрицы Z1 восстанавливаем 

где B – блочная -матрица, состоящая из -одинаковых блоков  размером ,

(2.5)

Для вычисления интеграла (2.5) применяем рекуррентные соотношения [11]

Находим значение  по формуле (1.3) и подставляем его в (1.1). Таким образом, число Пуа-
зейля P0 зависит от параметра разрежения газа , отношения радиусов цилиндров  и ко-
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эффициентов аккомодации тангенциального импульса молекул газа на стенках канала  и .
Здесь выразили безразмерные радиусы цилиндров  и  через r

Полученные результаты вычислений P0 представлены графически на рис. 1–4. В случае 
на рис. 1 и 2 кривые 1, 2 и 3 построены с применением кубической сплайн-интерполяции для от-
ношения радиусов цилиндров 0.1, 0.5, 0.9 при совпадающих коэффициентах аккомодации тан-
генциального импульса молекул газа на внешнем и внутреннем цилиндрах  (рис. 1) и

 (рис. 2). Наблюдается возрастание числа Пуазейля с ростом отношения радиусов ци-

α1 α2

1R 2R

− −1 2
1= , =

2(1 ) 2(1 )
rR R

r r
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α α1,2= = 1
α = 0.85

Рис. 1. Графики функции : , Pr = 1,  (1–3).
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Рис. 2. Графики функции : , Pr = 1,  (1–3).
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линдров и параметра разряжения. Существенное сближение c кривой 3 происходит при умень-
шении значения . Точками показаны значения P0 из [9]. Наблюдается хорошее согласие полу-
ченных результатов в настоящей работе с [9] (погрешность менее 2%). На рис. 3 и 4 сплошными
линиями 1 (α = 1) и 2 ( ) проиллюстрирована зависимость  для  и  при
Pr = 2/3. Кривая, построенная штриховой линией, соответствует значениям  и ,
штрихпунктирной –  и . С увеличением значений  наблюдается сближение
этих кривых. Точками на рис. 3 и 4 показаны значения P0 при Pr = 1. Видно, что результаты, ос-
нованные на решении уравнения БГК и S-модели, согласуются между собой.

α

α = 0.85 δ0P ( ) = 0.1r = 0.9r
α1 = 1 α2 = 0.85

α1 = 0.85 α2 = 1 δ > 20

Рис. 3. Зависимость : , Pr = 2/3,  (1, 2).
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Рис. 4. Зависимость : , Pr = 2/3,  (1, 2).
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3. АНАЛИЗ ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

В гидродинамическом режиме течения ( ) массовую скорость газа можно восстановить
на основе решения уравнения Навье–Стокса для одноатомного газа

(3.1)

с граничным условием прилипания на цилиндрах  ( ). В этом случае получаем
выражение Uz, которое соответствует [14]:

(3.2)

В этом случае, подставляя (3.2) в (1.3) и используя (1.1), имеем

При  получаем , которое соответствует цилиндрическому каналу [7]. При 
приходим к значению , которое имеет место при течении газа в плоском канале [7].

Покажем, что в пределе ( ) массовая скорость газа , полученная на основе уравне-
ния (1.4), принимает вид (3.2). Действительно, в этом случае, ограничиваясь нулевым приближе-
нием относительно  в уравнении (1.4), имеем

(3.3)

Умножим левую и правую части уравнения (3.3) на  и проинтегрируем в пределах
от 0 до . В результате получаем

(3.4)

Откуда следует, что функция , определяемая выражением (3.2), является решением
уравнения (3.4) и удовлетворяет граничным условиям (1.5). При фиксированных значениях 
максимум функции  достигается в гидродинамическом пределе. Для отношения радиусов
цилиндров 0.1 и 0.9 максимальные значения  равны соответственно 89.4 и 96, т.е. происхо-
дит существенный сдвиг значений  от 64, которое определяет течение газа в цилиндриче-
ском канале, в сторону плоского течения.

В режиме течения со скольжением тангенциальная массовая скорость газа пропорциональна
ее нормальному градиенту вблизи стенок канала [5]. Следуя [9] и [5], запишем граничные усло-
вия скольжения в виде

(3.5)

Здесь  – безразмерный коэффициент вязкого скольжения. Для диффузного рассеяния
( ) в рамках модели S коэффициент σp равен 1.018 [15] и 1.06 в рамках модели БГК [5], для
зеркально-диффузного отражения Максвелла при  коэффициент  может быть получен
по формуле [15]:
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Решение уравнение Навье–Стокса (3.1) с граничными условиями скольжения (3.5) находим
аналитически

(3.6)

Подставляя (3.6) в (1.3), согласно (1.1) получаем

(3.7)

где

(3.8)

На рис. 5 и 6 сплошными линиями 1 (α = 1) и 2 (α = 0.85) показаны результаты вычислений
 для  и  в рамках линеаризованной S модели. Штриховыми линиями построе-

ны кривые по формуле (3.7) при . Видно, что результаты вычислений числа Пуазейля
для отношения радиусов цилиндров 0.1 (кривая 1) и 0.9 (кривая 2) в представленной работе при-
ближаются к результатам гидродинамики со скольжением при . Отклонение не превосхо-
дит 5.6% при  и 1.5% при δ = 40.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработан алгоритм вычисления значений числа Пуазейля в промежуточном режиме тече-

ния газа между двумя длинными цилиндрами на основе решения линеаризованного кинетиче-
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Рис. 5. Графики зависимости : ,  (1, 2) в рамках S модели и на основе уравнения Навье–
Стокса.
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ского уравнения Шахова с использованием полиномиальной аппроксимации Чебышева. Про-
веден анализ влияния отношения радиусов цилиндров, параметра разрежения и коэффици-
ентов аккомодации тангенциального импульса молекул газа на стенках канала на значения
числа Пуазейля. Установлено, что с ростом отношения радиусов цилиндров, параметра разре-
жения и значений коэффициентов аккомодации тангенциального импульса молекул газа на
стенках канала происходит монотонное возрастание числа Пуазейля. Максимальное значение
этого числа характеризует свойства плоского течения газа, обусловленного действием постоян-
ного продольного градиента давления, в гидродинамическом пределе. Полученные результаты
могут быть использованы для численного моделирования массопереноса при течении газа в ка-
нале, образованного двумя коаксиальными цилиндрами, и для объяснения особенностей этого
процесса.
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Экспериментальное исследование процесса перехода ламинарного пограничного слоя в тур-
булентный проведено на плоской пластине с углом стреловидности передней кромки 45° в
гиперзвуковой М = 6.0 малошумной аэродинамической трубе. Исследованы мгновенные
тонкие структуры течения в пограничном слое на стреловидной пластине при различных
числах Рейнольдса в плоскостях поперек потока (по размаху пластины) с использованием ме-
тода рассеяния на наночастицах лазерным ножом (Nano-tracer Planar Laser Scattering, NPLS).
В эксперименте число Рейнольдса на единицу длины (единичное число Рейнольдса) изменя-
лось от 1.04 × 107 до 2.61 × 107 м–1. Проанализированы характеристики пространственно-вре-
менной эволюции пограничного слоя, переходящего из ламинарного в турбулентный. Полу-
ченные результаты показывают, что с ростом числа Рейнольдса передний фронт ламинарно-
турбулентного перехода в пограничном слое на наветренной стороне стреловидной пластины
“опережает расписание”, а плоскость перехода в общем случае параллельна передней кромке
пластины с углом стреловидности 45°. Основная причина того, что турбулентность в погра-
ничном слое развивается на коротком расстоянии, состоит во влиянии поперечного течения.
Вместе с исследованием полосчатой структуры поперечного течения в изображениях, полу-
ченных при визуализации течения методом рассеяния на наночастицах лазерным ножом,
изучены характеристики волны поперечного течения и проанализировано влияние волны
поперечного течения в пограничном слое на ламинарно-турбулентный переход.

Ключевые слова: гиперзвуковые течения, ламинарно-турбулентный переход в пограничном
слое, стреловидная плоская пластина, визуализация потока, поперечное течение
DOI: 10.31857/S0568528122030100

Проблема ламинарно-турбулентного перехода в пограничном слое является классической
проблемой, которая долгие годы преследовала исследователей, и до сих пор остается горячей те-
мой в области гидродинамики. Исследования ламинарно-турбулентного перехода в погранич-
ном слое при условиях гиперзвукового течения имеют большое общенаучное и прикладное ин-
женерное значение. Они широко используются во многих инженерных приложениях, таких как
течение в двигателях гиперзвуковых летательных аппаратов и обтекание руля направления ги-
перзвуковых самолетов. Такие исследования оказывают важное влияние на ключевые темы
аэродинамики, аэродинамический нагрев и запуск двигателя гиперзвуковых летательных аппа-
ратов. В [1] было указано, что при переходе пограничного слоя из ламинарного в турбулентный
сопротивление из-за поверхностного трения и величина теплового потока на поверхности само-
лета обычно увеличиваются, значения коэффициента трения и коэффициента теплопередачи
в турбулентном потоке намного превышают соответствующие значения в ламинарном течении.
В общем случае считается, что состояние развития течения в пограничном слое на поверхности
летательного аппарата непосредственно влияет на сопротивление поверхностного трения и теп-
ловую защиту самолета. Для гиперзвукового, особенно для плоского летательного аппарата,
имеются многочисленные разновидности поверхностей руля направления или крыльев с раз-
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личными структурами и функциями, которые могут обеспечить самолету высокое аэродинами-
ческое качество, высокую маневренность, оптимальную схему управления и т.д. Когда самолет
летит на большой скорости, после прохождения набегающего гиперзвукового поля течения, ха-
рактеристики развития потока в пограничном слое на фюзеляже и крыльях самолета и разделе-
ние взаимодействия между ударной волной и пограничным слоем непосредственно влияют на
поверхностные тепловые и аэродинамические характеристики поверхностей руля направления
или крыльев. В теоретических и экспериментальных исследованиях руль направления и другие
элементы самолета часто упрощаются до стреловидных плоских пластин для их анализа и иссле-
дования.

Как известно, на ламинарно-турбулентный переход в пограничном слое воздействуют многие
факторы. В [2] были подытожены специфические факторы такого рода, которые включают в се-
бя уровень свободного шума, затупление передней кромки объекта, перетоки, число Маха, число
Рейнольдса на единицу длины набегающего потока, температуру стенок, угол атаки, шерохова-
тость поверхности объекта и т.д. Модели, такие как стреловидное крыло и стреловидная пла-
стинка, позволили достичь определенных результатов исследований при условиях небольших
скоростей. В [3] были выполнены исследования трехмерного пограничного слоя на плоской пла-
стине с углом обратной стреловидности в 45° при наличии искусственных возмущений. Началь-
ный рост возмущений был измерен с помощью термоанемометрии. Было представлено экспери-
ментальное исследование взаимодействия в потоке, индуцированном стреловидным затуплен-
ным килем. Однако в случае течения на большой скорости характеристики пограничного слоя
сильно изменяются из-за существования эффекта сжимаемости и физические величины, такие
как скорость, температура и плотность, имеют большие градиенты и сложные пульсации, кото-
рые увеличивают нелинейность и случайность рассматриваемого течения. В [4] измерения ин-
тенсивности поверхностного теплопереноса и фотосъемка шлирен-методом были использованы
для изучения турбулентного интерференционного поля течения при условиях гиперзвукового
ламинарного и турбулентного пограничного слоя. Было представлено экспериментальное ис-
следование интерференционного течения, индуцированного стреловидным затупленным ки-
лем. В [5, 6] было проведено детальное экспериментальное исследование эффекта линии пере-
хода и угла атаки на устойчивость пограничного слоя на конусе и затупленном конусе в гипер-
звуковой аэродинамической трубе. Однако по мере развития исследований было найдено, что
турбулентность не является полностью случайной. Oткрытие квазиупорядоченной структуры
турбулентности дает возможность изучения ее механизма [7]. Однако такие исследования глав-
ным образом все еще фокусируются на условиях несжимаемого течения, тогда как в условиях
сжимаемого потока структура турбулентности, характерный масштаб, перемежаемость и мода
ламинарно-турбулентного перехода иные, по этой причине необходимо выполнить еще много
соответствующих исследований [8, 9]. Для гиперзвукового пограничного слоя в [10] были вы-
полнены экспериментальные исследования с использованием метода рэлеевского рассеяния
при числе Маха, равном 8.0, и проанализировано влияние чисел Рейнольдса и Маха на структуру
турбулентного пограничного слоя. Было найдено, что основным фактором, который влияет на
турбулентную фрактальную структуру и перемежаемость, является скорее число Рейнольдса,
чем число Маха. В сравнительно небольшом количестве экспериментальных исследований, на-
пример, в [11, 12], было указано, что основная исследовательская работа в последние годы была
сфокусирована на развитии и использовании метода прямого численного моделирования при-
менительно к течению в гиперзвуковом пограничном слое.

Гиперзвуковой пограничный слой на стреловидной плоской пластине характеризуется боль-
шими числами Рейнольдса и Маха и сильной сжимаемостью. По этой причине выдвигаются бо-
лее высокие требования к техническому обеспечению экспериментальных исследований и для
дальнейших исследований требуется экспериментальное оборудование с более высоким про-
странственно-временным разрешением. В [13] экспериментальное изучение взаимодействия
между рулем направления и плоской пластиной проведено с помощью измерения распределе-
ния давления на стенках модели и с использованием метода шлирен-фотографии. В [14] изучена
неустойчивость турбулентного отрыва, индуцированного затупленной передней кромкой, и бы-
ли проанализированы характеристики низкочастотных колебаний крупномасштабных структур
в области отрыва. В [15] плоская лазерно-индуцированная флуоресценция (planar laser induced
fluorescence (PLIF)) использована для исследования поля отрывного течения перед задней ча-
стью пластины с затупленной передней кромкой и структура поля течения и получены характе-
ристики распределения потока тепла вблизи поверхности руля направления. В [16] проведены
экспериментальные и численные исследования на руле направления с обратной стреловидно-
стью на плоской пластине, распределение потока тепла на поверхности плоской пластины изме-
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рено с использованием технологии жидкокристаллического термического формирования изоб-
ражений и получены экспериментальные данные с высоким пространственным разрешением.
Одновременно с помощью визуализации методом масляной пленки и методом полос были по-
лучены результаты по распределению линий тока и основного течения на стенке, при этом ре-
зультаты экспериментов хорошо согласуются с результатами численного моделирования.

Используя традиционные оптические методы, такие как метод полос и теневой метод, трудно
провести тонкие измерения из-за интегральных характеристик этих методов. Хотя метод рэлеев-
ского рассеяния в [17, 18] и плоская лазерно-индуцированная флуоресценция (PLIF technique) в
[19, 20] имеют более высокое разрешение, но в них все еще имеются некоторые изъяны, такие
как низкое отношение сигнала к уровню шума и усложненный метод градуирования. Метод мар-
кёра частиц имеет характеристики полномасштабного измерения и высокое отношение сигнала
к уровню шума. Трассировка наночастиц при хорошей способности к отслеживанию частиц поз-
воляет реализовать измерения тонкой структуры. Метод рассеяния на наночастицах лазерным
ножом (NPLS technique) представляет собой методику тонкого зондирования поля течения, не-
зависимо развиваемой исследовательской группой авторов настоящей работы. Ее простран-
ственное разрешение достигает микрона, временное разрешение до 6 нс, разрешение корреля-
ций по времени до 200 нс. Испытание было проведено для сверхзвукового поля течения. В [21, 22]
были достигнуты плодотворные результаты исследования. В [23] получено тонкоструктурное
изображение визуализации течения для области взаимодействия между рулем направления с об-
ратной стреловидностью и турбулентным пограничным слоем в набегающем гиперзвуковом по-
токе при использовании метода рассеяния на наночастицах лазерным ножом (NPL Stechnique),
и проанализировано влияние зависимости от угла обратной стреловидности, высоты прорези в
руле направления и других факторов в поле течения перед рулем направления. Это обеспечило
основу оптимального дизайна поверхности руля на правления летательного аппарата. В [24] про-
ведено экспериментальное исследование плоской пластины в виде дельтаобразного крыла и по-
лучена тонкая структура пристеночного пограничного слоя для разных вертикальных расстоя-
ний от стенки с использованием метода рассеяния на наночастицах лазерным ножом (NPL
Stechnique).

В настоящем эксперименте исследован процесс ламинарно-турбулентного перехода в гипер-
звуковом пограничном слое на стреловидной плоской пластине и изучены характеристики волн
поперечного течения в пограничном слое на основе изображений течения, полученных при его
визуализации методом рассеяния на наночастицах лазерным ножом.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОБОРУДОВАНИЕ И МЕТОДИКА ИСПЫТАНИЙ
1.1. Гиперзвуковая малошумная аэродинамическая труба и экспериментальная модель

Экспериментальное исследование ламинарно-турбулентного перехода в пограничном слое
на стреловидной пластинке с затупленной передней кромкой с углом стреловидности 45° было
проведено на базе гиперзвуковой М = 6.0 малошумной аэродинамической трубе (рис. 1) в Аэро-
динамической лаборатории Национального университета оборонных технологий [25]. Внешний
размер сопла аэродинамической трубы составляет 260 × 260 мм. Длина экспериментальной сек-
ции равна 600 мм. Единичное число Рейнольдса диапазона рабочих режимов аэродинамической
трубы лежит в интервале от 2.0 × 106 до 5.0 × 107 м–1. Эффективное время работы установки более
30 с, для калибровки турбулентности в свободном потоке в аэродинамической трубе использует-
ся высокочастотный датчик пульсационного давления KuliteXCE-062-30A, уровень пульсаций
ниже 5‰. Основные параметры поля течения в аэродинамической трубе приведены в табл. 1.

Экспериментальная модель представляет собой стреловидную плоскую пластину с углом
стреловидности 45°, радиусом затупления передней кромки 5 мм и шероховатостью поверхности
15 мкм. Размеры модели показаны на рис. 2.

1.2. Система рассеяния на наночастицах лазерным ножом(NPLS)
для гиперзвуковых аэродинамических труб

На рис. 3 приведена схема системы рассеяния на наночастицах лазерным ножом [25–27]. Ее
основные компоненты включают в себя CCD-камеру с междустрочной передачей, синхронный
контроллер, лазер с двойной полостью на алюмоиттриевом гранате, легированном неодимом,
генератор наночастиц и компьютерную систему. Разрешение CCD-камеры составляет 2048 ×
× 2048 пиксел, уровень яркости выходного изображения равен 4096, и минимальный временной
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интервал между двумя изображениями 200 нс. Пучок лазерного излучения имеет длину волны
532 нм, время одиночного импульса 6 нс, энергию импульса 350 мДж и толщину пучка в самом
узком месте менее 1 мм.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И АНАЛИЗ

2.1. Тонкая структура течения в плоскости поперек потока
по размаху пластины на стреловидной плоской пластине

Выберем декартову систему координат (рис. 4). Начало системы координат (точка О) нахо-
дится на пересечении вертикального направления к потоку и центральной поверхности перед-
ней кромки пластины, положительное направление оси x совпадает с направлением потока, по-
ложительное направление оси y параллельно вертикали к плоскости стреловидной пластины,
направление, перпендикулярное плоскости x–y, которое указывает на начальную точку стрело-
видной пластины, определяет положительное направление оси z и плоскость x–z представляет
собой плоскость пограничного слоя. На рис. 4 схематически изображена экспериментальная
установка для измерений в плоскости поперек потока по размаху пластины.

Рис. 1. Фотография гиперзвуковой малошумной аэродинамической трубы.
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Таблица 1. Условия в потоке

№ теста Ma∞ T0, K ρ∞, кг м–3 U∞, м · с–1 μ, Па · с Re, м–1

Случай I 6.0 450 0.041 891.2 3.43 × 10–6 1.04 × 107

Случай II 6.0 450 0.064 891.2 3.43 × 10–6 1.67 × 107

Случай III 6.0 450 0.080 891.2 3.43 × 10–6 2.08 × 107

Случай IV 6.0 450 0.101 891.2 3.43 × 10–6 2.61 × 107

Рис. 2. Фотография стреловидной плоской пластины с углом стреловидности 45°.
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На рис. 5а–5з представлены изображения, полученные методом рассеяния на наночастицах
лазерным ножом, структуры пограничного слоя в плоскости поперек потока (по размаху пласти-
ны) для модели гладкой плоской пластины со стреловидной затупленной передней кромкой при
различных числах Рейнольдса и угла атаки модели α = 0°. Пространственное разрешение всех
изображений равно 69 мкм/пиксел, поток направлен слева направо. Поле зрения изображения
является центральной плоскостью стреловидной плоской пластины при x = 110–270 мм, рассто-
яние просвечивания по размаху пластины плоскостью лазерного ножа Z = –50–80 мм. В табл. 1
расстояние по высоте лазерного ножа от верхней поверхности стреловидной пластины в каждом
испытании равно y = 1.2 и 2.5 мм соответственно. Имеются белые вертикальные линии вблизи
x = 235 мм на изображениях визуализации течения поперек потока по размаху пластины, кото-
рые были вызваны внезапным сверхнасыщением изображения в течение эксперимента, что при-
водит к пиксельному повреждению CCD-камеры, и изображение было напрямую воспроизведе-
но как белая зона. Однако эта зона не влияет на анализ экспериментальных данных, поэтому эта
часть поврежденных данных не удалялась при фактической обработке данных. Из всех изобра-
жений, приведенных на рис. 5а–5з, можно видеть, что для модели плоской пластины со стрело-
видной затупленной передней кромкой фронт ламинарно-турбулентного перехода в погранич-
ном слое на стенке в основном параллелен стреловидной передней кромке и заметные полосы

Рис. 3. Диаграмма экспериментальной системы по рассеянию на наночастицах лазерным ножом (NPLS tech-
nique).
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Рис. 4. Схематическое изображение измерений в плоскости поперек потока, а на модели стреловидной плос-
кой пластины.
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Рис. 5. Структура течения на стреловидной плоской пластине в плоскости по размаху в случаях I–IV. (а) Случай I:
Re = 1.04 × 107 м–1, y = 1.2 мм; (б) Случай II: Re = 1.04 × 107 м–1, y = 2.5 мм; (в) Случай III: Re = 1.67 × 107 м–1,
y = 1.2 мм; (г) Случай IV: Re = 1.67 × 107 м–1, y = 2.5 мм; (д) Случай: Re = 2.08 × 107 м–1, y = 1.2 мм; (е) Случай III:
Re = 2.08 × 107 м–1, y = 2.5 мм; (ж) Случай: Re = 2.61 × 107 м–1, y = 1.2 мм; (з) Случай IV: Re = 2.61 × 107 м–1,
y = 2.5 мм.
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ламинарного течения могут наблюдаться при малых числах Рейнольдса, например, случай I, слу-
чай II и случай III.

В экспериментах единичное число Рейнольдса изображений на рис. 5а и 5б равно 1.04 × 107 м–1.
Из этих изображений можно видеть, что когда высота лазерного ножа над поверхностью пласти-
ны равна y = 1.2 мм, заметные полосы ламинарного течения могут быть видны в пограничном
слое на стреловидной плоской пластине в области измерений. Параллельное расстояние между
передней кромкой полос ламинарного течения и стреловидной передней кромкой равно 26.9 мм
и заметные полосы ламинарного течения и частные структуры турбулентности можно наблю-
дать в задней области измерений. Однако пограничный слой не полностью развился в турбу-
лентный пограничный слой. В общем случае считается, что ламинарно-турбулентный переход в
пограничном слое на стреловидной плоской пластине главным образом находится под воздей-
ствием поперечного течения и полосчатая структура перед ним полностью развивается в турбу-
лентный пограничный слой, рассматриваемый как полоса поперечного течения, т.е. волна по-
перечного течения. Согласно измерениям положения полосы на изображении, угол между вол-
ной поперечного течения и стреловидной передней кромкой на рис. 5а около 42.8°. Когда высота
лазерного ножа равна y = 2.5 мм, структура поля течения не может быть видна в передней обла-
сти модели, как показано на рис. 5б. Это происходит из-за того, что пограничный слой в перед-
ней области модели все еще ламинарный и высота y = 2.5 мм превосходит толщину ламинарного
пограничного слоя, поэтому структура течения в белой зоне отсутствует. На рис. 5а можно ви-
деть только часть структуры турбулентного течения в заднем сечении зоны наблюдений. С точки
зрения структуры течения, стреловидный плоский пограничный слой в области измерений име-
ет заметные полосчатые характеристики вдоль направления течения. Однако, из-за большей вы-
соты лазерного ножа, часть области измерений превосходит толщину пограничного слоя и мож-
но видеть меньше информации о пограничном слое. Более того, то, что видно на изображении,
не похоже на регулярную полосчатую структуру, изображенную на рис. 5а, а скорее напоминает
вихревую структуру с трехмерными характеристиками.

В экспериментах единичное число Рейнольдса изображений на рис. 5в и 5г равно 1.67 × 107 м–1.
Из этих изображений можно видеть, что когда высота плоскости лазерного ножа равняется y =
= 1.2 м, можно наблюдать заметную переходную структуру в стреловидном плоском погранич-
ном слое в области измерений, а также хорошо заметны зона ламинарного течения, структура с
крупномасштабными вихрями и структура с полностью раздробленными маленькими вихрями.
Близко отстоящая полоса поперечного течения также может быть видна перед зоной перехода и
параллельное расстояние между передней кромкой полосы поперечного течения и стреловид-
ной передней кромкой равно 19.8 мм. Когда высота плоскости лазерного ножа равна y = 2.5 мм,
можно видеть крупные вихревые структуры после турбулентного перехода в стреловидном плос-
ком пограничном слое в области измерений. Однако, как только плоскость лазерного ножа сме-
щается выше, на изображении можно видеть только область после ламинарно-турбулентного
перехода в пограничном слое, и ламинарная структура больше не видна в области наблюдений.

В экспериментах единичное число Рейнольдса изображений на рис. 5д и 5е равно 2.08 × 107 м–1.
Из этих изображений видно, что пограничный слой может переходить из ламинарного в турбу-
лентный, когда высота плоскости лазерного ножа равна y = 1.2 мм, и наблюдаемое параллельное
расстояние между передней кромкой поля течения и стреловидной фронтальной кромкой пла-
стины равняется 30.4 мм. По сравнению с зоной перехода на той же высоте при единичном числе
Рейнольдса, равном 1.67 × 107 м–1, расстояние между передним фронтом поля течения и стрело-
видной кромкой увеличивается. Это происходит из-за того, что толщина пограничного слоя, ко-
торая соответствует плотности на стенке, постепенно уменьшается вслед за увеличением числа
Рейнольдса. По этой причине, на той же высоте пустая зона перед зоной перехода относительно
увеличивается в размерах, и видно меньше информации о поле течения. Область ламинарного
течения перед зоной турбулентного перехода не может быть ясно выделена. Когда высота плос-
кости лазерного ножа равна y = 2.5 мм, можно наблюдать структуру в виде раздробленных вихрей
в задней части стреловидной плоской пластины, но никакой заметной структуры потока не вид-
но в передней области. По сравнению с меньшими значениями числа Рейнольдса, в области из-
мерений вихревая структура более раздробленная. Это указывает на то, что область ламинарно-
турбулентного перехода в пограничном слое является полностью развитой в турбулентное состо-
яние после увеличения числа Рейнольдса.

В экспериментах единичное число Рейнольдса изображений на рис. 5ж и 5з равно 2.61 × 107 м–1.
Из этих изображений видно, что параллельное расстояние между передней кромкой наблюдае-
мой области поля течения и стреловидной передней кромкой равно 33.9 мм, когда высота плос-
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кости лазерного ножа равна y = 1.2 мм, и вихревая структура более раздробленная, когда высота
плоскости лазерного ножа равна y = 2.5 мм. Хотя положение ламинарно-турбулентного перехода
в пограничном слое находится намного выше по потоку, потому что пограничный слой тоньше,
можно видеть меньше информации о вихревой структуре, по сравнению с ситуацией, в которой
число Рейнольдса равно 2.08 × 107 м–1.

2.2. Анализ характеристик поперечного течения на стреловидной плоской пластине 
по изображениям, полученным методом рассеяния на наночастицах лазерным ножом

Очевидно, что для стреловидной плоской пластины на ламинарно-турбулентный переход в
пограничном слое влияет поперечное течение. В согласии с полосой поперечного течения, воз-
никающей на изображениях визуализации течения в поперечной плоскости по размаху пласти-
ны при угле атаки α = 0° у стреловидной плоской пластины с затупленной передней кромкой, в
данной работе характеристики волны поперечного течения на некоторых изображениях выделя-
ются и анализируются отдельно.

В соответствии с экспериментальными результатами, полученными в плоскости поперек по-
тока по размаху пластины (рис. 5а–5з), на рис. 6 анализируются волны поперечного течения в
плоскости по размаху пластины на основе результатов экспериментов, полученных методом рас-
сеяния на наночастицах лазерным ножом на стреловидной гладкой модели пластины с затуплен-
ной передней кромкой при экспериментальном единичном числе Рейнольдса, равном 1.04 × 107 м–1,
и угле атаки модели α = 0°. Рисунок 6а представляет собой увеличенное изображение некоторых
полос поперечного течения, расположенных внутри прямоугольника, выделенного голубыми
пунктирными линиями на рис. 5а. Рисунок 6б является изображением выделенного участка на
рис. 6а после его бинаризации. В соответствии с полученным бинарным изображением выделе-
ние краев использовано для получения более тонкой структуры внешнего контура полосы попе-
речного течения (результат изображен на рис. 6в). В соответствии с пространственным разреше-
нием получения изображений можно вычислить, что расстояние в пространстве между цен-
тральными линиями двух полос поперечного течения, отмеченных красными сплошными
линиями на рис. 6в, равно LI = 76.9 мм. Число полос поперечного течения в выбранном интер-
вале отмечено на изображении (nI = 19) в соответствии с идентификацией изображения на
рис. 6в после выделения краев и для волны поперечного течения средняя длина волны при усло-
виях эксперимента, согласно статистическому расчету, равна λaveI = LI/nI = 4.05 мм.

Рис. 6. Анализ волны поперечного течения на стреловидной пластине с затупленной передней кромкой (Re =
= 1.04 × 107 м–1). (а) Исходное NPLS изображение (увеличенное изображение частичной полосы поперечного
течения на рис. 5а); (б) Бинарное изображение рис. 6а; (в) Результат выделения краев на рис. 6б.
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На рис. 7 также приведены результаты проведенного выделения краев по двум кадрам изоб-
ражений, полученных методом рассеяния на наночастицах лазерным ножом, относящихся к
рис. 6а. На рис. 7 изображение в виде черной кромки соответствует результатам в момент време-
ни t0, а изображение в виде красной кромки дает результаты в момент времени t0 + 5 мкс. Как
можно видеть из результатов на рис. 7, на временном интервале длиной 5 мкс структура волны
поперечного течения главным образом перемещается параллельно вниз по потоку вдоль направ-
ления течения и деформация по размаху пластины очень мала. В соответствии со смещением не-
скольких полосок поперечного течения как функции времени, общее расстояние перемещения
волны поперечного течения равно SI = 0.4 мм, откуда можно вычислить скорость распростране-
ния волны поперечного течения:  = 80 м/с, и статистическая длина волны поперечного тече-
ния, вычисленная из предыдущего расчета, равна λaveI = 4.05 мм. Эти расчеты могут быть прове-
дены на основе формулы (1), приведенной ниже, при использовании характеристической часто-
ты развития волны поперечного течения, равной fI = 19.7 КГц

(1)

На временном интервале Δt = 5 мкс вихрь поперечного течения главным образом перемеща-
ется параллельно и структурная деформация мала. Согласно гипотезе Тейлора можно считать,
что на очень коротком временном интервале структура в виде волны поперечного течения толь-
ко перемещается параллельно и изменения плотности могут быть охарактеризованы в соответ-
ствии с уровнем яркости изображения. Чтобы изучить характеристики области частот волны по-
перечного течения на основе визуализации течения, был выделен уровень яркости изображения
вдоль желтой сплошной линии на рис. 5а и была получена кривая яркости изображения, приве-
денная на рис. 8. В соответствии с пространственным распределением яркости и средней скоро-
стью параллельного перемещения волны поперечного течения, вычисленной выше, простран-
ственные координаты яркости были конвертированы в зависимость от времени для получения
пульсационной кривой яркости изображения на коротком временном интервале (рис. 9). Рас-
пределение спектральной плотности мощности получено расчетом энергетического спектра.
Как изображено на рис. 10, характеристическая частота волны поперечного течения может быть
прочитана из данных по энергетическому спектру на частоте 23.7 кГц, который аналогичен ре-
зультату, вычисленному при распознавании изображения, т.е. характеристики поперечного те-
чения можно изучить на основе изображений, полученных методом рассеяния на наночастицах
лазерным ножом.

Изображения визуализации течения, приведенные на рис. 5в и 5д и полученные при единич-
ных числах Рейнольдса 1.67 × 107 и 2.08 × 107 м–1, соответственно, могут быть проанализированы
таким же образом, как изображение, обработанное на рис. 5а. В соответствии с результатами рас-
четов течения на стреловидной плоской пластине с затупленной передней кромкой, когда экс-
периментальное число Рейнольдса равно 1.67 × 107 м–1, общее расстояние перемещения волны
поперечного течения равно SI = 2.01 мм, откуда можно вычислить скорость распространения
волны поперечного течения, которая таким образом составляет  = 402 м/с. Согласно статисти-
ческой длине волны, рассчитанной для волны поперечного течения, и равной λaveI = 4.7 мм,
может быть вычислена характеристическая частота развития волны поперечного течения fI =
= 85.5 кГц. Когда экспериментальное число Рейнольдса равно 2.08 × 107 м–1, общее расстояние
перемещения волны поперечного течения равно SI = 2.64 мм, откуда можно вычислить скорость
распространения волны поперечного течения, которая таким образом составляет  = 528 м/с.
Согласно статистической длине волны, рассчитанной для волны поперечного течения, и равной

vI

=
λ
v .f

vI

vI

Рис. 7. Зависящий от времени анализ изображения на стреловидной пластине с затупленной передней кромкой
(Re = 1.04 × 107 м–1).

t0
t0 + 5 мкс
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λaveI = 4.75 мм, может быть вычислена характеристическая частота развития волны поперечного
течения fI = 111.2 кГц. По сравнению с экспериментальным числом Рейнольдса 1.04 × 107 м–1, с
ростом числа Рейнольдса расстояние между полосами поперечного течения возрастает незначи-
тельно и число полос поперечного течения на единицу длины убывает, т.е. статистическая длина
волны соответствующих полос поперечного течения выросла, скорость распространения волн
поперечного течения, очевидно, также выросла и соответствующая характеристическая частота
также возрастает.

ВЫВОДЫ

В настоящем исследовании изображения плоского пограничного слоя на стреловидной пла-
стине с затупленной передней кромкой получены с высоким разрешением, когда течение в по-
граничном слое трансформируется из ламинарного в турбулентное. Эксперименты проведены
при различных числах Рейнольдса с помощью измерений поля течения с высоким разрешением
во времени и по пространству, визуализации течения выполнены методом рассеяния на наноча-
стицах лазерным ножом (NPLS technique). Получена тонкая структура поля течения во время
развития пограничного слоя. Таким образом, завершено исследование механизма и законов ла-
минарно-турбулентного перехода в пограничном слое. В соответствии с экспериментальными
результатами, полученными методом рассеяния на наночастицах лазерным ножом, найдено, что
фронт ламинарно-турбулентного перехода в пограничном слое на гладкой плоской пластине со

Рис. 8. Выделение уровня яркости на стреловидной пластине с затупленной передней кромкой (Re = 1.04 × 107 м–1).
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Рис. 9. Временной сигнал уровня яркости на стреловидной пластине с затупленной передней кромкой (Re =
= 1.04 × 107 м–1).
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стреловидной затупленной передней кромкой параллелен передней кромке стреловидной плос-
кой пластины. Более того, при малых значениях числа Рейнольдса при угле атаки 0° можно на-
блюдать заметные полосы поперечного течения, но никаких полосчатых структур не наблюдает-
ся, когда число Рейнольдса возрастает до некоторого значения в рассмотренном диапазоне. При
том же угле атаки и росте числа Рейнольдса положение ламинарно-турбулентного перехода в по-
граничном слое на подветренной стороне продвигается вверх по потоку. С помощью анализа по-
лос поперечного течения на изображениях по размаху пластины, полученных методом рассея-
ния на наночастицах лазерным ножом, с числом Рейнольдса, изменяющимся в диапазоне от
1.04 × 107 до 2.08 × 107 м–1 при нулевом угле атаки, найдено, что при экспериментальных усло-
виях диапазон длины волны, рассчитанной для волн поперечного течения, лежит в пределах от
4.05 до 4.75 мм и соответствующий диапазон частот волны поперечного течения лежит в пределах
от 19.7 до 111.2 кГц. С ростом числа Рейнольдса расстояние между полосами поперечного тече-
ния увеличивается незначительно и число полос поперечного течения на единицу длины убыва-
ет, т.е. статистическая длина волны соответствующих полос поперечного течения возрастает,
скорость распространения волн поперечного течения также растет, как и соответствующая ха-
рактеристическая частота.
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Предложена модель динамического срыва потока с профиля с закрылком на задней кромке,
основанная на нейронной сети с долгосрочной кратковременной памятью (LSTM). В модели
рассматриваются нелинейные аэродинамические силы, вызванные большим углом отклоне-
ния закрылка. Использован численный метод, основанный на нестационарных, осреднен-
ных по Рейнольдсу уравнениях Навье–Стокса (URANS). Рассчитаны коэффициенты аэро-
динамических сил, действующих на профиль при различных законах отклонения закрылка в
ходе движения по тангажу. Результаты показывают, что максимальное значение коэффици-
ента подъемной силы может уменьшиться на 15.4%, а максимальные значения коэффициен-
та сопротивления и момента тангажа могут уменьшиться на 34.8 и 31.8% соответственно. По-
средством закрылка можно эффективно снизить нагрузку, испытываемую профилем от мо-
мента тангажа при динамическом срыве вихрей. Полученные данные по коэффициентам
аэродинамических сил использованы для обучения модели. Результаты, полученные на ос-
нове модели, показывают, что она в состоянии достаточно точно определить характеристики
динамического срыва потока с профиля. Обсуждается влияние гиперпараметров нейронной
сети с долгосрочной кратковременной памятью на предсказательные возможности модели.
Последние тем выше, чем больше количество шагов по времени в реализации и количество
входных параметров.

Ключевые слова: интеллектуальный ротор, закрылок на задней кромке, динамический срыв
потока, нейронная сеть, долгосрочная кратковременная память
DOI: 10.31857/S0568528122030161

Нестационарное поле течения у несущего винта вертолета в поступательном горизонтальном
полете чрезвычайно сложно. В результате совместного действия вращения лопасти и поступа-
тельного полета имеют место сильные изменения числа Маха по размаху лопасти. Таким обра-
зом, при различных углах азимута у лопасти могут иметь место течения нескольких различных
типов. В концевой области на опережающей лопасти имеет место трансзвуковое течение с удар-
ными волнами, а на отступающей лопасти возникает обратное течение, сопровождающееся сры-
вом потока. Нестационарный след, состоящий из сошедших следов и концевых вихрей, создает
очень сложные аэродинамические нагрузки на лопасти несущего винта. Нестационарные аэро-
динамические силы взаимодействуют с длинными и гибкими лопастями, создавая большие виб-
рационные нагрузки и шум [1]. Вибрационные нагрузки распространяются внутрь корпуса, при-
водя к вибрациям в различных точках последнего. Вибрации корпуса снижают уровень комфор-
та пилота и пассажиров и сокращают усталостную выносливость механических, структурных и
электронных компонентов. Шум также является важным фактором при проектировании верто-
летов [2]. В настоящее время имеются разработки по активному управлению вибрациями и сни-
жению шума несущего винта, основанные на концепции интеллектуального несущего винта.

Благодаря быстрому развитию интеллектуальных материалов, имеет место значительный
прогресс в развитии интеллектуальных роторов, основанных на таких материалах [3]. Использо-
вание таких роторов представляет собой своего рода технологию активного управления несущим
винтом вертолета, где интеллектуальная конструкция, изготовленная из интеллектуальных ма-
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териалов, действует, как актуатор. Интеллектуальная конструкция заставляет закрылок откло-
няться таким образом, чтобы достичь снижения вибрации и шума при улучшении рабочих ха-
рактеристик. Интеллектуальный несущий винт, рассматриваемый ниже, использует закрылок
на задней кромке. Благодаря потенциальным возможностям интеллектуального несущего винта
в подавлении вибраций и шумов и улучшении рабочих характеристик, он завоевал одно из цен-
тральных мест в исследованиях технологий несущих винтов вертолетов [4]. В настоящее время
исследования по интеллектуальным несущим винтам в основном сосредоточены на снижении
вибраций и шума от взаимодействия лопасти и вихрей в диапазоне относительно малых скоро-
стей [2]. В будущем такие исследования будут развиваться в направлении снижения вибраций и
шума во всем диапазоне параметров полета, т.е. и в условиях высоких скоростей и больших на-
грузок. Для традиционных вертолетов с основным несущим винтом и хвостовым ротором отсту-
пающая лопасть находится под бóльшим углом атаки, чем опережающая, чтобы уравновесить
момент крена в поступательном полете. В условиях высоких скоростей и больших нагрузок, бла-
годаря большому углу атаки, на отступающей лопасти разовьется динамический срыв потока.
Под динамическим срывом понимается явление задержки срыва за пределы статического угла
атаки срыва вследствие нестационарного движения несущих поверхностей [5]. Динамический
срыв приводит к чрезмерным нагрузкам на лопасти при тангаже. Он является одним из факто-
ров, ограничивающих область полетных режимов вертолета. Согласно имеющимся данным ис-
следований, для эффективного уменьшения нагрузки на профиль, создаваемой моментом тан-
гажа в ходе динамического срыва потока, требуется большой (больше чем 10°) угол отклонения
закрылка [6–8]. Разумно предположить, что относительно большой угол отклонения закрылка
требуется и для снижения вибрационной нагрузки на ротор, вызванной динамическим срывом
вихря. Поскольку при конструировании и испытании новых конфигураций в начальной стадии
этого процесса важную роль играет численное моделирование, возникает необходимость созда-
ния модели динамического срыва потока, которая могла бы с достаточной точностью рассчитать
аэродинамические силы, действующие на профиль при больших углах отклонения закрылка.

В большинстве опубликованных работ по интеллектуальным несущим винтам вертолетов
снижение вибраций и шума и улучшение рабочих характеристик анализируются без учета дина-
мического срыва потока [4, 9–12]. Лишь в небольшом числе исследований этот фактор включен
в рассмотрение [13–15]. В этих работах аэродинамические силы, действующие на закрылок, рас-
считываются в линейном приближении [16–19]. Нелинейные аэродинамические силы, создава-
емые большими углами отклонения закрылка, не рассматриваются и поэтому предложенные ме-
тодики в состоянии рассчитать силы, действующие на профиль, лишь когда закрылок отклонен
на малый угол (менее 5°). Модель динамического срыва потока с профиля, разработанная в на-
стоящей работе и основанная на нейронной сети с долгосрочной кратковременной памятью,
пригодна для вычислений при больших углах отклонения закрылка. Проведено обучение данной
модели и выполнена оценка ее точности и устойчивости (robustness) на основании полученных
при ее помощи результатов. Анализируется влияние гиперпараметров сети на предсказательную
точность модели. Этот анализ сосредоточен на влиянии количества шагов по времени и входных
переменных в конкретной реализации на точность результатов.

1. ОСОБЕННОСТИ ЗАКРЫЛКА И ЗАКОН ЕГО ДВИЖЕНИЯ
Рассматривается профиль SC1095 при числе Маха набегающего потока 0.302 и числе Рей-

нольдса, вычисленном по длине хорды, . Профиль совершает движение тангажа отно-
сительно линии четвертей хорд по следующему закону

(1.1)

где  и  – среднее значение угла тангажа, равное 9.92°, и амплитуда колебаний по тангажу,
равная 9.90° соответственно [20]. Для описания колебаний профиля по тангажу обычно исполь-
зуют приведенную частоту , определяемую следующим образом

(1.2)

где c – длина хорды, а  – скорость набегающего потока. Длина хорды профиля равна 0.61 м, а
приведенная частота .

На рис. 1а представлена схематическая картина отклонения закрылка на задней кромке; здесь
c – длина хорды профиля, а длина хорды закрылка равна 0.3c. Отклонение закрылка происходит
по синусоидальному закону вокруг оси вращения закрылка. Угол отклонения δ отрицателен, ко-
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гда закрылок отклоняется вверх. При численном моделировании просвет между профилем и за-
крылком не принимается во внимание. На рис. 1б представлены законы движения профиля и за-
крылка в течение одного цикла движения по тангажу. Здесь t/T – безразмерное время в пределах
цикла, t1 – момент времени, когда угол отклонения закрылка имеет минимальное значение δmin
и t2 – интервал времени, в течение которого происходит отклонение закрылка.

2. МЕТОД ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ТЕЧЕНИЯ

При моделировании нестационарного поля течения около профиля численно решаются не-
стационарные, осредненные по Рейнольдсу уравнения Навье–Стокса (URANS) для сжимаемого
газа. Для замыкания системы уравнений используется модель турбулентности Спаларта–Аллма-
раса. Уравнения дискретизируются при помощи метода конечных объемов. Конвективные чле-
ны дискретизируются по схеме AUSM+-up, а вязкие потоки по центральной схеме Джеймсона
второго порядка. Интегрирование по физическому времени осуществляется посредством метода
двойного времени. Интегрирование по псевдовремени использует неявную схему Гаусса–Зей-
деля с нижней и верхней прогонкой (LU-SGS), которая может эффективно увеличивать шаг по
времени, повышая эффективность расчетов. В нестационарных расчетах используется алгоритм
деформации сетки, основанный на радиальной базисной функции. Этот алгоритм в различных
условиях порождает много низкокачественных сеток, особенно когда закрылок отклонен на
большой угол. Помимо алгоритма деформации сетки, основанного на радиальной базисной
функции, расчеты на динамической сетке используют алгоритм сглаживания сетки, предложен-
ный в работе [21], гарантирующий высокое качество сеток при всех условиях. Метод численного
моделирования течения проверялся в работе [22].

3. МОДЕЛЬ ДИНАМИЧЕСКОГО СРЫВА ПОТОКА, ИСПОЛЬЗУЮЩАЯ 
НЕЙРОННУЮ СЕТЬ С ДОЛГОСРОЧНОЙ КРАТКОВРЕМЕННОЙ ПАМЯТЬЮ

Нейронная сеть с долгосрочной кратковременной памятью (LSTM) была предложена в 1997 г.
в работе [23]. Она представляет собой один из видов рекуррентных нейронных сетей и позволяет
преодолеть проблемы устойчивости, свойственные обычным рекуррентным нейросетям, таким
как исчезновение и взрыв градиента [24]. Центральной идеей, на которой основана архитектура
LSTM, является ячейка памяти, которая может сохранять свое состояние во времени, и нелиней-
ные блоки селекции, управляющие потоками информации, направленными внутрь и из ячейки
[25]. Распространенная на всю временнýю область, LSTM нейросеть может рассматриваться как
многослойная нейронная сеть. При наличии достаточного количества шагов по времени соот-
ветствующая LSTM нейросеть может рассматриваться как глубокая нейронная сеть. Архитекту-
ра ячейки LSTM показана на рис. 2а. Она состоит из различных структур затвора и является ос-
новным модулем LSTM нейросети [25]. Ячейка памяти  предназначена для хранения инфор-tC

Рис. 1. Схематическое изображение степеней свободы закрылка (а) и законы движения профиля и закрылка.
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мации в LSTM; это означает, что выходные данные с текущего шага по времени содержат
входную информацию предыдущих шагов по времени. Специальные структуры затвора, как за-
твор входа , затвор выхода  и забывающий затвор , управляют распространением информа-
ции в нейросети. Функция активации и гиперболический тангенс выражаются следующим об-
разом

(3.1)

(3.2)

где σ – функция активации отдельных затворов, определенная на интервале от 0 до 1 и опреде-
ляющая количество информации, проходящее через затворы, а tanh используется для осуществ-
ления нелинейного преобразования после входа. Полный процесс расчетов с использованием
LSTM нейросети выглядит следующим образом:

(3.3)

где , , ,  и , , ,  – веса и отклонения LSTM нейросети соответственно.
На рис. 2б показана базовая модель динамического срыва потока, основанная на LSTM ней-

росети. Входной слой состоит из шести входных переменных, включая угол атаки, скорость из-
менения угла атаки, ускорение угла атаки, угол отклонения закрылка, скорость изменения угла
отклонения закрылка и ускорение угла отклонения закрылка. Спрятанный слой состоит из
90 ячеек LSTM. Выходной слой включает в себя коэффициенты подъемной силы, сопротивле-
ния и момента тангажа. В качестве функции потерь при определении коэффициентов аэродина-
мических сил используется среднеквадратичная ошибка. Программирование, обучение и тести-
рование LSTM нейросети проводились при помощи открытой библиотеки Keras. Коэффициен-
ты аэродинамических сил рассчитывались на основе уравнений URANS при различных законах
движения закрылка. Значения δmin были 0, –5°, –10°, –15° и –20°. Значения  были 0.4, 0.5 и 0.6.
Значения  были 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 и 1.0. Кривые изменения нестационарных аэро-
динамических коэффициентов получены при 59 различных законах движения профиля. Важной
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Рис. 2. Архитектура ячейки долговременной краткосрочной памяти (а) и схематическая диаграмма базовой мо-
дели (б).
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проблемой при машинном самообучении является предварительная обработка данных. Каче-
ство массивов данных сильно влияет на обучение модели. Поэтому данные отдельных реализа-
ций нормализуются, чтобы исключить выходящие из общего ряда данные, которые могли бы за-
медлить процесс обучения модели или даже привести к отсутствию сходимости [26]. Эти реали-
зации подразделяются на используемые при обучении и при тестировании. Процесс обучения
состоит из двух этапов: расчет в прямом направлении и обратное распространение ошибки во
времени. В прямом расчете определяются значения на выходном слое. Различия между значени-
ями, полученными при помощи модели и в гидродинамическом расчете, представляют собой
ошибки модели. Алгоритм обратного распространения ошибки во времени передает ошибки мо-
дели назад во временнóй области и обновляет веса и отклонения модели. Для минимизации
ошибки обучения и устранения минимальных локальных значений используется оптимизатор
Adam с соответствующей скоростью обучения.

4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

4.1. Влияние отклонения закрылка вверх на динамический срыв потока

На рис. 3а представлены зависимости от времени угла атаки профиля и угла отклонения за-
крылка в течение одного цикла движения по тангажу при различных минимальных углах откло-
нения закрылка; = 0.5,  = 0.2, а δmin принимает значения 0, –5°, –15° и –20°. На рис. 3б–3г
проведено сравнение коэффициентов аэродинамических сил, действующих на профиль, при
различных значениях δmin. По сравнению со случаем статического профиля, динамический срыв
потока с профиля задерживается, а угол атаки, соответствующий срыву, возрастатет, благодаря
быстрому движению профиля вверх. По сравнению со случаем статического профиля, макси-
мальный коэффициент подъемной силы выше, также как и коэффициенты сопротивления и мо-
мента тангажа. Когда δmin = –20°, максимальный коэффициент подъемной силы динамического
профиля уменьшается на 15.4%, а максимальные коэффициенты сопротивления и момента тан-
гажа уменьшаются на 34.8 и 31.8% соответственно. Это показывает, что закрылок на задней
кромке может, благодаря динамическому срыву, эффективно снизить нагрузку, создаваемую
моментом тангажа. Чем больше угол отклонения закрылка вверх, тем сильнее эффект уменьше-
ния нагрузки, создаваемой моментом тангажа.

4.2. Коэффициент подъемной силы статического профиля
при различных углах отклонения закрылка

В предыдущем разделе обсуждалось уменьшение нагрузки, создаваемой моментом тангажа,
при помощи закрылка на задней кромке. Результаты показывают, что пиковое значение коэф-
фициента момента тангажа значительно уменьшается, когда δmin = –20°. Согласно общим гидро-
динамическим представлениям, обширная отрывная область появляется вблизи задней кромки
профиля, когда угол отклонения закрылка равен –20°, а угол атаки равен нулю. Появление об-
ширной отрывной зоны приводит к нелинейному изменению коэффициента подъемной силы.
На рис. 4 представлены зависимости коэффициента подъемной силы статического профиля от
угла отклонения закрылка. Когда угол отклонения больше –10°, а угол атаки равен нулю, коэф-
фициент подъемной силы растет линейно с углом отклонения. При углах отклонения, меньших
–10°, коэффициент подъемной силы нелинейно увеличивается с углом отклонения; при этом у
задней кромки профиля возникает зона отрыва потока. Когда угол отклонения закрылка равен
–20°, эта область отрыва становится весьма обширной. Когда угол отклонения закрылка меньше
–15°, а угол атаки равен 5°, коэффициент подъемной силы нелинейно увеличивается с углом от-
клонения. Из поведения двух кривых на рис. 4 следует, что коэффициент подъемной силы изме-
няется нелинейно, после того как угол между закрылком и набегающим потоком превысит 10°.
В настоящей работе принимается, что закрылок находится в состоянии большого отклонения,
когда он отклонен вверх более чем на 10°, т.е. угол отклонения закрылка меньше, чем –10°. Со-
ответствующие данные из предыдущего раздела показывают, что уменьшение нагрузки, созда-
ваемой моментом тангажа, требует больших углов отклонения закрылка. Существующие модели
аэродинамических сил, создаваемых закрылком, будучи основаны на линейных допущениях, не
способны точно рассчитать нелинейные аэродинамические силы при больших углах отклонения
закрылка. Соответствующие модели динамического отрыва также не могут точно рассчитать
аэродинамические силы, действующие на профиль. Таким образом, возникает необходимость

1 t 2  t
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разработки модели динамического срыва потока с учетом нелинейного характера аэродинами-
ческих сил, возникающих при больших углах отклонения закрылка.

4.3. Расчет коэффициентов аэродинамических сил, действующих на профиль

На рис. 5 проведено сравнение коэффициентов аэродинамических сил, действующих на рас-
сматриваемый профиль, полученных согласно данной модели и в гидродинамическом расчете.
Кривые для коэффициента подъемной силы имеют в целом одинаковый наклон. Максимальное
значение коэффициента подъемной силы в модели несколько ниже, чем в гидродинамическом
расчете. Пик коэффициента сопротивления, определенный по модели, хорошо согласуется с
данными гидродинамического расчета. Пик коэффициента момента тангажа, определенный по
модели, ниже, чем определенный в гидродинамическом расчете. Все эти данные свидетельству-
ют о том, что модель динамического срыва, основанная на LSTM нейросети, в состоянии эффек-
тивно предсказывать значения коэффициентов аэродинамических сил в случае динамического
срыва потока.

4.4. Влияние количества шагов по времени в реализации

На рис. 6 приведены законы движения профиля и закрылка, на которых тестируется модель,
и зависимость среднеквадратичной ошибки (RMSE) от количества шагов по времени, а также

Рис. 3. Законы движения профиля и закрылка при различных минимальных значениях угла отклонения за-
крылка (а) и сравнение коэффициентов аэродинамических сил: подъемной силы (б), сопротивления (в) и мо-
мента тангажа (г).
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сравниваются аэродинамические коэффициенты, полученные согласно модели и в гидродина-
мическом расчете. Проанализировано влияние количества шагов по времени in a sample на ре-
зультаты модели; как видно, ошибка модели непрерывно уменьшается с увеличением числа ша-
гов по времени. Когда это число равно единице, ошибка модели весьма велика, а значения ко-

Рис. 4. Зависимость коэффициента подъемной силы профиля от угла отклонения закрылка.
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Рис. 5. Сравнение коэффициентов аэродинамических сил, определенных по модели и в гидродинамическом
расчете. Коэффициенты подъемной силы (а), сопротивления (б) и момента тангажа (в).
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эффициентов момента тангажа, предсказываемые моделью, существенно отличаются от
значений, полученных в гидродинамическом расчете. При количестве шагов по времени, боль-
шем чем 4, модельные значения коэффициентов аэродинамических сил почти идентичны рас-
четным.

4.5. Влияние входных переменных

В настоящем разделе анализируется влияние количества входных параметров на точность
предсказаний модели. Соответствующие законы движения профиля и закрылка построены на
рис. 6а. Схематическая диаграмма базовой модели представлена на рис. 2б. Когда количество
входных параметров равно 2, этими параметрами являются угол атаки профиля и угол отклоне-
ния закрылка. Когда количество входных параметров равно 4, они также включают скорости из-
менения угла атаки и угла отклонения закрылка. Наконец, когда количество входных парамет-
ров равно 6, они включают и ускорения угла атаки и угла отклонения закрылка. Как следует из
рис. 7а, ошибка предсказаний модели убывает с увеличением числа входных параметров. Пред-
сказанные моделью значения коэффициентов аэродинамических сил значительно изменяются
при различных количествах входных данных (рис. 7б–7г). Когда в качестве входных параметров
используются лишь угол атаки профиля и угол отклонения закрылка, модель не в состоянии
предсказать петлю гистерезиса в поведении коэффициента подъемной силы. Когда число вход-

Рис. 6. Законы движения, выбранные при тестировании модели (а), среднеквадратичная ошибка (RMSE) мо-
дели (б) и сравнение коэффициентов подъемной силы (в) и момента тангажа (г) при различном числе шагов по
времени в модели.
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ных параметров больше или равно 4, т.е., когда входная информация является пространствен-
ной, модель точно предсказывает аэродинамические коэффициенты профиля.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Численно исследовано влияние отклонения вверх закрылка, расположенного на задней

кромке профиля, на динамический срыв потока. Отклонение закрылка на большой угол может
эффективно снизить нагрузку, создаваемую моментом тангажа при динамическом срыве потока.
При незначительном уменьшении максимального коэффициента подъемной силы профиля
максимальные значения коэффициентов сопротивления и момента тангажа уменьшаются зна-
чительно. Коэффициент подъемной силы растет нелинейно при увеличении угла отклонения за-
крылка, после того как закрылок оказывается в состоянии большого отклонения для статиче-
ских профилей. Однако существующие модели аэродинамических сил, создаваемых закрылком,
основаны на линейных предположениях. Отсюда следует необходимость разработки модели ди-
намического срыва потока, учитывающей нелинейный характер аэродинамических сил при
больших углах отклонения закрылка. Такая модель могла бы в будущем использоваться как
инструмент для аккуратного исследования и проектирования интеллектуальных роторов.
В связи с этим в работе построена модель динамического срыва потока, основанная на нейрон-
ной сети с краткосрочной долговременной памятью. Полученные результаты показывают, что
данная модель может достаточно точно предсказывать значения коэффициентов аэродинамиче-
ских сил при движении тангажа. Анализ гиперпараметров нейронной сети показывает, что на
точность предсказаний модели большое влияние оказывает выбранное число шагов по времени.

Рис. 7. Ошибки предсказаний модели (RMSE) при различном количестве входных переменных (а) и сравнение
коэффициентов аэродинамических сил: подъемной силы (б), сопротивления (в) и момента тангажа (г).
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Чем больше число шагов в реализации и чем больше количество входных параметров, тем выше
точность предсказанных результатов.
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