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Данная работа посвящена анализу научных исследований, выполненных за послед-
ние 10 лет и касающихся приложений дробного исчисления (исчисления дробного
порядка) в моделях линейной вязкоупругости, используемых в динамических зада-
чах механики деформируемого твердого тела. Дан краткий исторический обзор, от-
ражающий вклад советских механиков в развитие наследственной механики. Про-
анализированы различные модели вязкоупругих материалов, построенные с помо-
щью дробных производных, как без учета, так и с учетом объемной релаксации.
Показано, что модели, в которых оператор Пуассона зависит от времени, позволяют
описать свойства вязкоупругих ауксетиков, то есть материалов с отрицательными
коэффициентами Пуассона. В следующей статье будет приведен обзор краевых ди-
намических задач с использованием реологических моделей, рассмотренных в дан-
ной работе, и дана критическая оценка полученным за последнее десятилетие ре-
зультатам в свете новых представлений о роли и месте дробного исчисления в инже-
нерной практике.
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1. Введение. Понятия дифференцирования и интегрирования нецелого порядка ча-
сто связывают с именами Ж. Лиувилля и Б. Римана. Но на самом деле, начиная с 1695
года, производными и интегралами дробного порядка интересовались многие выдаю-
щиеся математики: Я. Бернулли, Г. Лейбниц, Л. Эйлер, Н. Абель, Ж. Фурье, А. Грюн-
вальд, А.В. Летников, Н.Я. Сонин, П.А. Некрасов, М.М. Джрбашян и другие. Истори-
ческие обзоры развития дробного исчисления можно найти в работах [1–7].

В 1987 году вышла в свет монография С.Г. Самко, А.А. Килбаса и О.И. Маричева
“Интегралы и производные дробного порядка и некоторые их приложения” (она была
переведена на английский язык в 1993 году) [1], которая по праву считается непре-
взойденной энциклопедией дробного исчисления, поскольку содержит все необходи-
мые сведения (определения, свойства, доказательства) о фактически всех известных
формах дробного интегродифференцирования и их сравнительный анализ. Во многих
случаях показано не только совпадение различных форм друг с другом на тех или
иных классах функций, но и совпадение их областей определения.
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После 1987 года вплоть до настоящего времени опубликовано огромное количество
монографий авторами из разных стран (например, [7–21]), где рассматриваются раз-
личные аспекты дробного исчисления и его приложений, библиографические списки
которых можно найти в [7, 16, 21–23].

Историю использования дробного исчисления в механике следует вести с Н. Абеля
[24], который в своих работах 1823 и 1826 годов в связи с задачей о таутохроне (поста-
новка и решение этой задачи приведены в “Энциклопедии по механике сплошных
сред” [25], а так же в историческом обзоре [5]) приходит к конструкциям дробной
производной и дробного интеграла. Как отмечено в [1], “хотя работы Н. Абеля и не
были выполнены в русле идей обобщения понятия дифференцирования, они сыграли
огромную роль в их развитии”.

Впервые дробные производные находят приложение в механике сплошных сред в
работах А. Геманта (1936 [26]), Ж.В. Скотт-Блэра (1944 [27]) и А.Н. Герасимова (1948
[28]), в которых вводится модель с дробной производной для описания поведения вяз-
кой жидкости, которая в некоторой степени также обладает и упругими свойствами.
Идея описания поведения твердых тел при помощи вязкоупругих моделей, которые
содержат операторы дробного порядка и связывают напряжения с деформациями,
принадлежит Ю.Н. Работнову [29]. В своей классической работе 1948 года (которая в
2014 году была переведена на английский язык и опубликована в журнале Fractional
Calculus and Applied Analysis [29] в честь празднования столетнего юбилея со дня рож-
дения академика Ю.Н. Работнова) он не только предлагает вязкоупругую модель с
оператором дробного порядка для описания процессов ползучести и релаксации в
твердых телах, но и показывает эквивалентность этой модели интегральному соотно-
шению между деформацией и напряжением с ядром в виде некоторой функции, кото-
рую он обозначает через , а интегральный оператор с -функцией – через , где
 – время,  ( ) – так называемый параметр дробности. Функцию  Ю.Н.  Ра-

ботнов называет дробной экспонентой, поскольку при γ = 1 она переходит в обычную экс-
поненту. Он пишет: “Как уже отмечалось, интегральные соотношения с экспоненциаль-
ными ядрами нулевого порядка эквивалентны дифференциальным соотношениям.

Аналогично интегральное соотношение с -операторами произвольного порядка со-
ответствует дифференциальному уравнению с дробными производными, которое раз-
решается при помощи -функций”. При этом Ю.Н. Работнов замечает, что “Вряд ли
целесообразно развивать эту точку зрения, поскольку дробные производные деформаций
или напряжений лишены наглядного механического смысла, а вычисления удобнее вести
непосредственно с интегральными операторами. Наоборот, во многих случаях целесообраз-
но переходить от дифференциальных соотношений к интегральным”.

Функции Ю.Н. Работнова обращаются в бесконечность при t = 0, однако интеграл
от них остается конечным, т.е. -функции имеют интегрируемую (слабую) особен-
ность, и следовательно, деформация в момент приложения нагрузки остается конеч-
ной. Что же касается скорости деформации, то в момент приложения нагрузки она
становится бесконечно большой, что как раз и наблюдается в экспериментах на пол-
зучесть [9]. Этот факт оправдывает использование слабосингулярных ядер (t) или
дробных производных в реологических моделях вязкоупругих тел.

Приведенная выше статья Ю.Н. Работнова была незаслуженно забыта и пролежала не-
востребованной около 20 лет. Только в 1966 году появляется работа Т.Д. Шермергора [30]
и в 1967 году С.И. Мешкова [31], в которых авторы, основываясь на идеях Ю.Н. Работнова
и будучи его докторантами в те годы, обобщают простейшие вязкоупругие модели
Фойгта, Максвелла и стандартного линейного тела, заменяя в этих моделях обычные
производные по времени дробными. В 60-е годы Т.Д. Шермергор и С.И. Мешков ра-
ботали в Воронежских вузах и по праву считаются основоположниками Воронежской

∋γ ( )t ∋γ ∋γ*

t γ ≤ <0 γ 1 ∋γ ( )t
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школы механиков, развивающей приложение дробного исчисления в механике де-
формируемого твердого тела и в строительной механике [32].

В 1959 году была опубликована статья Ш. Ватанабэ [33], в которой автор сначала
использовал модель Скотт-Блэра для описания вязкоупругих свойств полиизобутиле-
на, а затем записал модель Фойгта с дробной производной и применил ее для анализа
свойств нейлона-6.

Параллельно и независимо от Т.Д. Шермергора [30] в Италии, на родине основопо-
ложника наследственной механики В. Вольтерра, модель Фойгта с дробной производ-
ной была приведена в работах М. Капуто (1966 [34]; 1967 [35]).Чуть позже, через четы-
ре года, модели Максвелла и стандартного линейного тела с дробными производными
появились в статьях М. Капуто и Ф. Маинарди (1971 [36, 37]).

Таким образом, анализ литературы показал, что, судя по всему, впервые модель
Кельвина–Фойгта с дробной производной появилась в статье Ш. Ватанабэ [33], о ко-
торой, к сожалению, мало кто знает, и которая практически не цитировалась, вероят-
но, в виду того, что была напечатана в журнале японского общества текстильной про-
мышленности (Journal of the Textile Machinery Society of Japan).

С тех пор интерес к вязкоупругим моделям с дробными производными и их прило-
жениям в механике сплошных сред не ослабевает. Первые приложения моделей с
дробными производными и другими операторами дробного порядка [8–10, 32, 38–40]
к решению динамических задач механики деформируемого твердого тела принадле-
жат отечественным ученым [41–51]. Так, первая статья по гармоническим волнам,
распространяющимся в вязкоупругих средах, свойства которых описываются уравне-
ниями с дробными производными, появилась в 1968 году [41]. Анализ динамического
поведения одномассовых систем с учетом сил сопротивления окружающей среды,
демпфирующие свойства которой описываются различными моделями, содержащи-
ми операторы дробного порядка, приведен в работах [42–47].

Однако, с большим сожалением следует отметить, что приоритет российских меха-
ников в развитии теории наследственной механики на основе операторов дробного
порядка не всегда находит должного признания, причем не только в работах зарубеж-
ных авторов, несмотря на то, что большинство работ Ю.Н. Работнова, Т.Д. Шермер-
гора, С.И. Мешкова, Ю.А. Россихина, изданных в 60–70-е годы прошлого столетия,
были переведены на английский язык и доступны в электронном виде, поскольку
снабжены DOI. Так, одна часть зарубежных исследователей (см., например, [52–57]) с
завидным постоянством приписывает простейшие модели с дробными производными
только М. Капуто и Ф. Маинарди [17, 34–37], другая [58–63] – американским ученым
Р. Бэгли и П. Торвику, которые начали использовать модель Фойгта и модель стан-
дартного линейного тела с дробными производными соответственно в 1979 [64] и 1983
[65] годах без упоминания работ советских исследователей [28–31, 38–51], о которых
они, очевидно, не знали, хотя задача о колебаниях системы с одной степенью свободы
в среде, демпфирующие свойства которой описываются моделью стандартного ли-
нейного тела с дробными производными, была опубликована в International Journal of
Engineering Science еще в 1971 году [47]. Но что более непонятно, так это то, что и в ра-
ботах российских ученых [12, 15, 19, 66–78] по каким-то причинам не цитируются пи-
онерские статьи советских механиков [30, 31, 42–47]. Даже в учебнике по механике
сплошных сред [77], изданном в 2016 году, модель стандартного линейного тела с
дробными производными, приписывается М. Капуто и Ф. Маинарди.

С целью продемонстрировать вклад российских механиков в развитие наследствен-
ной механики Ю.А. Россихин опубликовал в 2010 году ретроспективную статью [32], в
которой изложил свой взгляд на два параллельных пути развития дробного исчисле-
ния в механике твердого деформируемого тела: с помощью интегральных соотноше-
ний Больцмана–Вольтерра со слабо сингулярными ядрами дробного порядка и с по-
мощью дифференциальных уравнений с дробными производными, и привел истори-
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ческий обзор работ советских [8–10, 28–31, 38–51] и зарубежных [26, 27, 33–37, 79–
84] ученых в приложении дробного исчисления в задачах механики, которые были
опубликованы в 40–70-е годы прошлого столетия. Все основные работы сведены бы-
ли в таблицу, которую мы здесь решили привести с небольшими дополнениями в виде
табл. 1, поскольку ранее с ней можно было ознакомиться только в англоязычном из-
дании. Из данных табл. 1 четко видно, какой вклад внесли российские механики.

После выхода в свет ретроспективы [32] практически все источники, приведенные
в ней, были включены Ф. Маинарди в список литературы в его монографии [16]. Сле-
дует отметить, что в последнее десятилетие появился цикл работ, в которых отражено
наследие российских и советских математиков и механиков, чьи исследования связа-
ны с развитием и приложением дробного исчисления [2, 4, 5, 7, 85–94].

Как в России, так и за рубежом, за последние сорок лет появилось много работ, ка-
сающихся проблем дробного исчисления, в которых не только предлагаются новые
модели вязкоупругих сред с дробными производными и интегралами, но также реша-
ются конкретные задачи прикладного характера.

По приглашению A. Leissa, главного редактора журнала Applied Mechanics Reviews,
автор данной статьи в соавторстве с Ю.А. Россихиным сделал обзор работ по приме-
нению дробного исчисления к динамическим задачам механики твердого тела, кото-
рый был опубликован в 1997 году [95]. В процессе работы над обзором [95] выясни-
лось, что число научных публикаций по этой тематике к началу 1996 года превысило
200 наименований. Обзор [95] не только познакомил читателей с последними на тот
момент достижениями в названной области, но и показал вклад русской школы меха-
ников в решение многих проблем, связанных с использованием дробного исчисления.

Наш второй обзор, вышедший в свет в том же журнале в 2010 году и включивший в
себя 337 источников [96], показал, что если раньше объектом исследования служили в
основном линейные системы с одной степенью свободы [95], то в течение первого де-
сятилетия двадцатого века объекты изучений усложнились. Это нелинейные осцилля-
торы Дюффинга и Ван дер Поля, линейные и нелинейные системы с двумя степенями
свободы, линейные и нелинейные системы с бесконечным числом степеней свободы:
стержни, балки, пластинки и оболочки, висячие комбинированные системы, много-
слойные конструкции и т.д. В этот же период были предложены и более сложные рео-
логические модели на основе использования нескольких производных различных
дробных порядков [97–100], а также модели с несколькими временами релаксации и
ретардации [101, 102].

Встречаясь со своими русскоязычными коллегами на различных конференциях,
нам с Ю.А. Россихиным приходилось не раз слышать замечание о том, что пора бы на-
писать обзорную работу на тему использования дробного исчисления в механике на
русском языке. Считая это замечание вполне справедливым, мы начали такую работу
несколько лет назад, тем более, что после нашего обзора 2010 года [96] появилось
огромное количество новых работ в этой области. После ухода из жизни профессора
Ю.А. Россихина в 2017 году, материал для обзора на русском языке продолжал накап-
ливаться. И последней отправной точкой для его окончательного написания послу-
жила новая программа РФФИ под названием “Экспансия”, направленная как раз на
подготовку и издание обзорных работ российских ученых. На самом деле пришло вре-
мя собрать полученные за последнее десятилетие результаты, проанализировать их и
дать им критическую оценку в свете новых представлений о роли и месте дробного ис-
числения в инженерной практике.

Следует отметить, что в данной работе (в силу ограничения объема журнальной ста-
тьи) включены только новейшие исследования, касающиеся использования дробного
исчисления в динамических задачах вязкоупругости твердого деформируемого тела,
причем мы не будем касаться исследований, в которых порядок дробного оператора
является переменной величиной, отослав читателя к обзорам [103, 104]. Дробное ис-
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Таблица 1. Исторический обзор вклада российских и зарубежных ученых в приложении дробно-
го исчисления в задачах механики в 40–70-е годы прошлого столетия

Простейшие модели, содержащие операто-
ры дробного порядка

Российские 
исследователи

Зарубежные 
исследователи

Приложения моде-
лей в динамических 
задачах, выполнен-

ные до 1980 года

модель Ньютоновской жидкости с производ-
ной дробного порядка

Scott Blair, 1944 
[27]

Watanabe, 1959 [33]
Stiassnie, 1979 [211]

Герасимов, 
1948 [28]

Слонимский, 
1961 [39]

Бленд, 1960 
[84]

Герасимов, 1948 [28]
Caputo, 1976 [83]

модель Кельвина-Фойгта
а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра

Шермергор, 
1966 [30]

б) с производной дробного порядка
Шермергор, 

1966 [30]
Watanabe,
1959 [33]

Caputo, 1966 
[34], 1967 [35]

Smit and de 
Vries, 1970 [80]

Watanabe, 1959 [33]
Caputo, 1967 [35], 

1974 [82]
Bagley and Torvik, 

1979 [64]

модель Максвелла
а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра

Шермергор, 
1966 [30]

Зеленев и др., 1970 
[45]

Россихин, 1970 [44]

б) с дробной производной
Gemant, 1936 

[26]
Мешков, 
1967 [31]

Caputo and Main-
ardi, 1971 [37]

Buchen and Mainar-
di, 1975 [81]

в) с интегралом дробного порядка
Шермергор, 

1966 [30]
модель стандартного линейного тела

а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра
Работнов, 
1948 [29]

Gross, 1947 [79] Розовский и Синай-
ский, 1966 [43]

Мешков и Россихин, 
1968 [41]

Зеленев и др., 
1970 [46]

Россихин, 1970 [44]
Мешков и др.,

1971 [47]
Гонсовский и др., 

1972 [48]
Гонсовский и Росси-

хин, 1972 [49], 
1973 [50]
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числение в последние годы также с успехом используется в термоупругости [105], био-
механике [106], теории разрушения [107], гидромеханике [108]. Весьма бурно развива-
ются также численные методы решения дифференциальных и интегральных уравне-
ний дробного порядка [59, 60, 109, 110].

В 2020 году в издательстве Springer вышла в свет трехтомная “Энциклопедия по ме-
ханике сплошных сред”, в которую вошел раздел Fractional Calculus in Continuum Me-
chanics под редакцией Ю.А. Россихина и М.В. Шитиковой. Часть этих результатов [25,
111–118] найдет освещение в данной обзорной работе, которая посвящается светлой
памяти российских механиков, которые стали первопроходцами в использовании дробного
исчисления в механике сплошных сред, намного опередив своих зарубежных коллег:
Ю.Н. Работнову, А.Н. Герасимову, М.И. Розовскому, Д.Т. Шермергору, С.И. Мешкову и
Ю.А. Россихину.

2. Предварительные замечания. Прежде чем перейти к непосредственному анализу
динамических задач механики деформируемого твердого тела, рассмотренных в по-

б) с производной дробного порядка
Мешков, 1967 

[31]
Caputo&Main-
ardi, 1971 [36]

Мешков и др., 
1967 [42]

Caputo and Mainar-
di, 1971 [37]

в) с оператором дробного порядка
Работнов, 1948 

[29]

обобщенная модель линейного стандартного тела
Работнов, 1966 

[9]

Оператор дробного порядка с ядром Ржаницына
а) в качестве ядра ползучести

Мешков, 1967 
[31]

Слонимский, 
1967 [39]

Ржаницын, 
1949 [8]

Вульфсон, 1960 
[38]

б) в качестве ядра релаксации
Мешков и Рос-
сихин, 1971 [40]

Россихин, 1970 [44]
Мешков и Россихин, 

1971 [40]
Белов и Богданович, 

1976 [51]

Простейшие модели, содержащие операто-
ры дробного порядка

Российские 
исследователи

Зарубежные 
исследователи

Приложения моде-
лей в динамических 
задачах, выполнен-

ные до 1980 года
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Таблица 1. Окончание
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следнее десятилетие с использованием операторов дробного порядка, приведем не-
сколько определений, которые будут использованы в дальнейшем.

2.1. Основные формы дробного интегродифференцирования, используемые в теории вяз-
коупругости. Существует много форм дробного интегродифференцирования, которые
освещены в энциклопедической монографии [1]. Ее авторы отмечали, что “перед на-
чинающим исследователем могут возникнуть психологические затруднения, связан-
ные с необходимостью ориентироваться в разнообразных определениях дробного ин-
тегродифференцирования и огромном потоке публикаций”. И это действительно так.
Тем более, что в течение последнего десятилетия появилось много новых определе-
ний дробных производных.

В задачах вязкоупругости используются дробные производные и дробные интегра-
лы Римана–Лиувилля, дробные производные Вейля периодических функций, дроб-
ные производные Грюнвальда–Летникова через разности дробного порядка (что
очень удобно для развития численных методов решения дифференциальных уравне-
ний с дробными производными). Свойства всех этих перечисленных операторов
дробного порядка изучены и приведены в [1].

Что же касается весьма популярной в последнее время производной Герасимова–
Капуто, то (несмотря на то, что в работе А.Н. Герасимова [28] она была предложена в
1948 году, использовалась в статье Ш. Ватанабе в 1959 году [33], упоминается в моно-
графиях Д.Р. Бленда [84] и Ю.Н. Работнова [9], изданных соответственно в 1960 и 1966
годах, и затем уже приведена в работах М. Капуто [34, 35] в 1966–1967 годах) эта форма
дробной производной не была включена авторами, которые являются всемирно при-
знанными экспертами в области дробного интегродифференцирования, в моногра-
фию [1].

Исследование свойств дробной производной Герасимова–Капуто было начато
Р. Горенфло и Ф. Маинарди [119] в 1997 году, затем в монографии И. Подлюбного [11]
в 1999 году, где впервые этой форме записи было присвоено название “производная
Капуто” по предложению Ф. Маинарди [119], хотя И. Подлюбный прекрасно знал ра-
боты русских ученых и включил в список источников статью А.Н. Герасимова [28].
Анализ свойств этой производной был продолжен К. Дитхельмом в 2004 году, кото-
рый подробно описывает историю появления этого определения дробной производ-
ной (см. с. 51 в [13]), но написал, что сознательно оставляет название только с одной
фамилией, как это было предложено Ф. Маинарди. С тех пор не только в англоязыч-
ной литературе [14, 16, 110, 119–124], но и в некоторых российских источниках [15, 66,
70, 76, 125, 126] авторы используют термин “производная Капуто”, в то время как бо-
лее корректно использовать понятие “производная Герасимова–Капуто” [2, 7, 32,
127].

В последние годы появился вал статей (например, [128–134]), в которых обсужда-
ются теории и приложения “новых производных дробного порядка”, которые постро-
ены путем замены сингулярного ядра в производных Герасимова–Капуто или Рима-
на–Лиувилля на несингулярное ядро. В работах [122, 124] приведен обзор существую-
щих на данный момент определений операторов дробного порядка, начиная с
классических [1, 2, 123] и заканчивая недавно предложенными [128, 129]. В [122, 135]
было показано, что все новоявленные формы операторов, хотя их авторы и приписали
им определение “дробные”, не отвечают критериям дробных производных. Коллек-
тив математиков, обладающих большим опытом в исследовании операторов дробного
порядка, в статье с названием “Почему дробные производные с несингулярными яд-
рами не должны использоваться” [136] на основе строгих математических выкладок
показал, что такие производные обладают недостатками, которые должны запретить
их использование. Они не удовлетворяют фундаментальной теореме дробного исчис-
ления, поскольку не допускают существование соответствующего интеграла свертки,
для которого производная является левым обратным, и значение производной в на-
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чальный момент времени всегда равно нулю, что накладывает неестественное ограни-
чение на дифференциальные уравнения и модели, где такие производные могут при-
меняться. В частных случаях для так называемых производных Капуто–Фабрицио
[126] и Атангана–Балеану [127] показано, что если это ограничение выполняется, то
производная может быть просто выражена через производные целого порядка и дроб-
ную производную Герасимова–Капуто, тем самым доказывая, что эти производные
не содержат в себе ничего нового.

Обзор полезных формул из теории дробного исчисления собран в справочной ста-
тье [123], поэтому ограничимся только теми, которые будут использоваться нами в
дальнейшем – левосторонние (с нижним индексом “+”) и правосторонние (с нижним

индексом “–“) интегралы  и производные  Римана–Лиувилля дробного по-
рядка γ на отрезке   [1]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

на полуоси, когда a = 0

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

и на всей оси

(2.9)

(2.10)

производные Герасимова–Капуто [11, 16, 33]
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(2.12)

где Γ(γ) – гамма-функция.
Мы не будем здесь останавливаться на свойствах операторов (2.1)–(2.12), так как по

этому вопросу имеется обширная литература [1, 7, 11, 13, 14, 16, 120–123].
Из сравнения определений дробных производных по Риману–Лиувиллю (2.3),

(2.10) и Герасимову–Капуто (2.11), (2.12) видно, что они отличаются порядком дей-
ствия операций дифференцирования и интегрирования, но в случае, когда нижний
предел равен , обе производные приводят к одинаковым результатам.

В наследственной механике важную роль играют операторы дробного порядка,
определенные на всей оси, поскольку они позволяют описать процесс затухающей па-
мяти, и операторы на полуоси, когда динамический процесс рассматривается c мо-
мента времени t = 0.

2.2. Несколько замечаний о терминологии. В подавляющем количестве публикаций,
исследования в которых выполнены с использованием аппарата дробного исчисле-
ния, объектом анализа является система с одной степенью свободы. Это связано в ос-
новном с двумя причинами. Во-первых, система с одной степенью свободы часто ис-
пользуется в инженерной практике в качестве первого приближения или в качестве
эталонной тестовой задачи, прежде чем перейти к рассмотрению более сложных моде-
лей или систем со многими степенями свободы, например, простейшая модель вибро-
изоляционной системы, гасителя колебаний или одномассовая модель высотного зда-
ния в виде невесомого стержня с присоединенной массой [96, 137, 138]. Во-вторых,
изучение колебаний сложных механических систем или конструкций может быть све-
дено к решению системы уравнений, описывающих колебания одномассовых систем
[113, 139].

Однако сейчас вместо классического понятия механическая система с одной степе-
нью свободы [140], или одномассовая система [95, 131, 141, 142], стал весьма распро-
страненным так называемый осциллятор (oscillator). Очевидно, что “мода” на это сло-
во пришла из физики, где давно устоявшимися терминами являются осциллятор
Дюффинга (Duffing oscillator) [143–146], осциллятор Матье (Mathieu oscillator) [147] и
осциллятор Ван дер Поля (Vander Pol oscillator) [148, 149].

Но при рассмотрении дифференциальных уравнений с дробными производными,
описывающих затухающие колебания системы с одной степенью свободы, появились
новые термины как в англоязычных, так в русскоязычных источниках: дробный ос-
циллятор (fractional oscillator) [67, 68, 76, 150–153], эредитарный осциллятор [154–
157], фрактальный осциллятор (fractal oscillator) [158, 159], фрактальное трение [160],
фрактальное уравнение [161], дробные колебания (fractional vibrations) [162, 163].

Не только у неискушенного читателя, но и у ученого со стажем подобные русские
словосочетания могут вызвать вполне обоснованное недоумение. Термин дробный
осциллятор перешел из англоязычной литературы как прямой перевод словосочета-
ния fractional oscillator. Как нами уже отмечалось в обзорной работе [96], термины frac-
tional oscillator и fractionally damped structure означают в механике использование ап-
парата дробного исчисления для описания сил демпфирования в разрешающих диф-
ференциальных уравнениях движения.

С нашей точки зрения и с точки зрения механического смыла, ни дробного, ни эре-
дитарного, ни фрактального осцилляторов в природе не существует. И вряд ли кому
понятно, что такое фрактальное трение или дробные колебания. Часто подобного ро-
да недоразумения возникают из-за неточного перевода с английского на русский и об-
ратно. Слова fractional и fractal имеют общий корень, но имеют совершенно разный и
лингвистический, и научный смысл. Прилагательное fractal имеет отношение только
к фрактальным объектам, которые являются сильно нелинейными структурами, и не

γ
+ γ

−∞
=

Γ − γ −
'( ')1( ) '

(1 ) ( ')

t
GC f t

D f t dt
t t
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могут описываться классическими дробными производными, которые, как известно,
являются линейными операторами [1, 122, 127]. В использование слова fractal в кон-
тексте использования дробных производных Римана–Лиувилля и Герасимова–Капу-
то внесла свою “отрицательную” лепту и монография [164] с названием “Физика
фрактальных операторов”, в которой только глава 2 посвящена фракталам, а осталь-
ной материал – анализу и использованию дробных производных. Так, Р.Р. Нигматул-
лин [165] предпринял попытку найти связь между фрактальным множеством Кантора и
интегралом дробного порядка, предположив, что фрактальный размер множества Кан-
тора совпадает с дробным порядком интеграла. Но из критической заметки Р.С. Рутма-
на [166] следует, что приемлемого соотношения между фракталами и дробным инте-
грированием или дифференцированием установлено не было. Такое же мнение изло-
жено и в монографии И. Подлюбного [11]. В русскоязычной литературе термин
фрактальный осциллятор “прижился” после опубликования в 2002 году работы [158].

Что же касается эредитарных осцилляторов [154–157], то этот термин стал появ-
ляться в русскоязычных работах после опубликования статьи В.В. Учайкина [66] в
2007 году, в которой он ввел понятие эредитарность (прямое калькирование от heredi-
ty, что в переводе с английского означает наследственность). В русской научной лите-
ратуре уже существовало достаточно терминов, которыми пользовались и пользуются
российские исследователи [8–10, 95] и которые нашли отражение и в западной науч-
ной литературе: затухающая память (fading memory), последействие (aftereffect), на-
следственная механика (hereditary mechanics), и которые, на наш взгляд, ближе и по-
нятнее русскоязычному читателю.

2.3. О “дробной” силе инерции. В обзоре 2010 года (с. 11–13, [95]) отмечалось, что не-
которые исследователи вводят в уравнениях движения в описание силы инерции про-
изводные дробного порядка по времени от перемещения вместо традиционной произ-
водной второго порядка наряду с описанием сил сопротивления внешней среды при
помощи дробных производных. Было показано, что поведение корней характеристи-
ческих уравнений при такой постановке лишено физического смысла. К тому же со-
вершенно непонятно, каким образом можно экспериментально определить порядок
дробной производной для силы инерции, т.е. провести калибровку параметра дробно-
сти для инженерных расчетов.

С нашими представлениями о подобных задачах с “дробной силой инерции” согла-
суется критика, приведенная в [108, 167] при анализе задачи о свободном падении тела
в атмосфере на основе дробно-дифференциального аналога уравнения Ньютона [168].
Отмечается проблема размерности коэффициента при силе инерции, так как он не
совпадает с размерностью массы, что заставляет искать новые формулы для импульса,
кинетической энергии и связанных с ними динамических переменных. В работе [167]
также показана несостоятельность попытки Д. Балеану с соавторами [169] построить
дробный аналог механики Ньютона путем введения дробной скорости и дробного им-
пульса.

Несмотря на критический анализ, приведенный в [96, 108, 167], поток статей, где в
уравнениях движения вводятся дробные силы инерции, не ослабевает [76, 151–155, 170].

Так, авторы работ [76, 151] утверждают, что они устранили “пробел” о сомнитель-
ности калибровки параметров динамической системы с силой инерции дробного по-
рядка. Для этого ими предложена модель вынужденных колебаний системы с одной
степенью свободы, основанная на уравнении, в котором “учитывается диссипация
энергии колебаний” за счет введения дробной производной в инерциальное слагаемое
без учета “дополнительной динамической силы трения”. При этом утверждается, что
порядок дробной производной в уравнении характеризует резонансные свойства ос-
циллятора и может быть выражен через добротность. Однако, для того чтобы устра-
нить последствия введения дробной производной в силу инерции и “уравновесить”
размерность всех слагаемых в исследуемом уравнении, авторы вынуждены были
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умножить упругую силу и внешнюю гармоническую силу, под воздействиями которых
колеблется материальная точка, на коэффициент, имеющий дробную размерность, в
качестве которого была выбрана собственная частота колебаний в степени, равной
порядку дробной производной. Таким образом, было исследовано некоторое аб-
страктное дифференциальное уравнение дробного порядка, которое имеет мало об-
щего с уравнением колебаний материальной точки в диссипативной среде. Позднее
авторы распространили этот подход на случай колебаний консольной балки [125].

3. Модели вязкоупругости на основе операторов дробного порядка. При воздействии
нагрузок тело может прийти в движение, или его различные частицы могут испыты-
вать движение относительно друг друга, т.е. деформироваться. Деформация в резуль-
тате данной нагрузки будет зависеть от свойств материала. Она может быть обратимой
(упругая деформация) или необратимой (вязкая, пластическая или постоянная дефор-
мация), или может содержать как восстанавливаемую, так и остаточную части. Урав-
нения, описывающие свойства материала способом, который не зависит от размера
или формы (то есть геометрии) тела и зависит только от его природы, называют опре-
деляющими или реологическими уравнениями состояния [171].

Первое определяющее соотношение для твердых тел было сформулировано Робер-
том Гуком в 1660 году, но впервые опубликовано им в 1676 году [172] сначала в виде
анаграммы CEIIINOSSSTTUU, которую он расшифровал в 1878 году [173] в его знаме-
нитом заявлении: “Ut tensio, sic vis” (каково растяжение, такова и сила). Гук отождеств-
лял любое идеально-упругое твердое тело с пружиной, относительная деформация ко-
торой прямо пропорциональна напряжению:

(3.1)
где  – напряжение,  – относительная деформация пружины,  – постоянная, назы-
ваемая модулем упругости и которая обладает свойством накапливать механическую
энергию.

Вместо деформации твердого тела может быть рассмотрено ламинарное сдвиговое
течение чисто вязкой жидкости. Определяющее уравнение для идеально-вязкой жид-
кости, согласно которому скорость деформации прямо пропорциональна напряже-
нию, было впервые представлено И. Ньютоном в 1687 году [174]:

(3.2)
где  – постоянная, известная как коэффициент вязкости амортизатора, а  обозна-
чает дифференцирование по времени. По аналогии с ньютоновской жидкостью, иде-
ально-вязким элементом в теории вязкоупругости считается амортизатор, который
проявляет способность рассеивать механическую энергию.

В последнее время широкое распространение получили полимерные материалы,
обладающие вязкоупругими свойствами. Поведение вязкоупругих тел нельзя описать
только с позиций классической теории упругости, как идеально-упругие твердые тела,
или гидродинамической теории, как идеально-вязкой жидкости. Тела, для которых
напряжения определяются деформациями и скоростями деформаций (или более вы-
сокими производными по времени от деформации), характеризуют процесс деформа-
ции как идеально-упругого, так и идеально-вязкого тела, поэтому они получили на-
звание вязкоупругих тел. Когда между компонентами напряжения, деформации и
скоростей деформации существует линейная зависимость, то тело проявляет линей-
ное вязкоупругое поведение [84].

Поведение материала называется вязкоупругим, если материал накапливает часть
энергии деформации упруго, как потенциальную энергию, и рассеивает остальную
одновременно посредством вязких сил [171]. Для того чтобы наглядно изобразить ра-
боту различных вязкоупругих материалов часто используют механические модели, со-
стоящие из комбинации идеально-упругих и идеально-вязких элементов, соединен-
ных между собой последовательно или параллельно [8, 84, 171, 175, 176].

=σ εE
σ ε E

=σ η εD
η D
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3.1. Классификация классических моделей вязкоупругости. Следует заметить, что тео-
рия вязкоупругости начала развиваться в 30-е годы 18-го столетия. Подробный обзор
первых исследований, посвященных изучению свойств “не вполне упругих” твердых
тел, или материалов, обладающих внутренним трением, и опубликованных c 1834 по
1933 год, был сделан Дж.Х. Томпсоном [177].

Интересно отметить, что анализ классических работ Дж. Максвелла (1867 [178]),
лорда Кельвина (он же W. Thomson, 1865 [179], 1875 [180]), O.Э. Мейера (1874 [181]),
В. Фойгта (1889 [182], 1892 [183]) и Г. Джеффриса (1917 [184], 1929 [185]) показал, что
авторы не использовали механическую интерпретацию поведения вязкоупругих мате-
риалов в виде сочетания упругой пружины и вязкого демпфера, и, как следствие, в ра-
ботах [178–185] не приведено механических схем ни элемента Максвелла (рис. 1,a), ни
элемента КельвинаЗФойгта (рис. 1,b).

В 1867 году Максвелл [178] записал дифференциальное уравнение, являющееся
обобщением закона (3.2) и описывающее релаксацию материала, которое можно ин-
терпретировать с помощью последовательного соединения упругого и вязкого эле-
ментов (рис. 1,а) (в этом случае напряжение σ одинаково для пружины и амортизато-
ра, а общая деформация  равна сумме их деформаций):

(3.3)

где  – нерелаксированный, или мгновенный, модуль упругости (non-relaxed, or

instantaneous, or glassy elastic modulus),  – время релаксации (relaxation time).
Дифференциальное уравнение, обобщающее закон Гука (3.1) и описывающее упру-

гое последействие в материале (это понятие было введено Кельвином [180], но без за-
писи дифференциального уравнения), было представлено независимо друг от друга в
работах Мейера [181], Фойгта [182, 183] и Джеффриса [184]. Несмотря на этот факт,
модель в виде параллельного соединения упругого и вязкого элементов (рис. 1,b) в ли-
тературе называют элементом Кельвина–Фойгта, или моделью Фойгта, или моделью
Кельвина (в этом случае деформации ε одинаковы, а напряжение  равно сумме на-
пряжений в растянутой пружине и амортизаторе):

(3.4)

где  – релаксированный, или длительный, модуль упругости (relaxed, or pro-

longed, or rubbery elastic modulus),  – время ретардации или время запаздыва-
ния [9] (retardation time, or creep time, or delayed time).

ε

∞+ =ε εσ τ σ τ εD E D
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Рис. 1. (а) элемент Максвелла, (b) элемент Кельвина–Фойгта.
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Как отмечал Ю.Н. Работнов [9], в природе, вероятно, нельзя указать материалы,
которые подчинялись бы уравнению (3.3) или (3.4): идеальная вязкоупругая жидкость
Максвелла и идеальное вязкоупругое тело Кельвина–Фойгта представляют собой неко-
торые воображаемые модели, свойства которых далеки от свойств всех реальных тел.

Комбинируя пружины и вязкие сопротивления, можно получить схемы, поведение
которых, по крайней мере, качественно лучше воспроизводят поведение реальных
твердых тел под нагрузкой. Так, например, трехэлементные модели состоят из комби-
наций соединений двух пружин и одного амортизатора или одной пружины и двух
амортизаторов. В литературе встречается большое разнообразие названий данных мо-
делей, и нет единой структуры их классификации [186]. Ограничимся далее рассмот-
рением моделей, которые применяются в механике деформируемого твердого тела.

Трехэлементная модель c двумя пружинами, которая называется моделью стандарт-
ного линейного твердого тела (standard linear solid model) [8, 78, 171, 187], получается
присоединением пружины последовательно к модели Кельвина–Фойгта (рис. 2,a) или
параллельно к модели Максвелла (рис. 2,b). В связи с этим данные модели также на-
зывают стандартными трехпараметрическими моделями Кельвина–Фойгта и Макс-
велла соответственно [171].

Некоторые авторы [97, 171, 188] связывают первое появление модели стандартного ли-
нейного тела с книгой Дж. Пойнтинга и Дж. Томсона [189], вышедшей в свет в 1902 году.
Но если обратиться к их работе [189], то можно увидеть, что ни интегрального, ни
дифференциального уравнения, описывающего поведение материала, там не приве-
дено, а схема, предложенная Пойнтингом и Томсоном (рис. 3,а), является лишь пер-
вой попыткой “представить твердое тело в виде подходящей механической модели”,
как и было замечено К. Зинером [187].

В связи с этим уместно напомнить, что дифференциальное уравнение модели стан-
дартного линейного тела было впервые получено А.Ю. Ишлинским в 1940 году [190,
192] в виде

(3.5)+ = +ε 0 σσ τ σ (ε τ ε)D E D

Рис. 2. Схемы моделей стандартного линейного тела: (а) модель Пойтинга–Томсона–Ишлинского, (b) мо-
дель Зинера–Ржаницына.
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где  – релаксированный модуль упругости модели,  – нерелакси-

рованный модуль, а  и  – соответственно характерные времена ре-

лаксации и запаздывания.
Ю.Н. Работнов в своей статье 1948 года [29] называет модель (3.5) упруго-релакси-

рующим телом Ишлинского и, отталкиваясь именно от этой работы А.Ю. Ишлинско-
го [190], впервые записывает модель стандартного линейного тела через оператор дроб-
ного порядка, который мы сейчас называем дробным оператором Ю.Н. Работнова.

В статье А.Ю. Ишлинского 1945 года [192] приведены схемы стандартного линейного
тела (рис. 3,b), модели Максвелла (рис. 3,c) и модели Кельвина–Фойгта (рис. 3,d). Из
сравнения схем, представленных на рис. 3,a и 3,b, видно, что они моделируют один и
тот же процесс, поэтому первый вариант модели стандартного линейного тела в виде
обобщенной модели Кельвина–Фойгта (рис. 2,а) следует называть моделью Пойтин-
га–Томсона–Ишлинского.

Модель стандартного линейного твердого тела, представленную на рис. 2,b, в за-
падной литературе приписывают К. Зинеру, считая, что уравнение данной модели
впервые было записано в 1948 году в работе [187].

Однако следует отметить, что эта же модель одновременно была предложена в мо-
нографии А.Р. Ржаницына в 1949 году [8], поэтому второй вариант модели стандарт-
ного линейного тела в виде обобщенной модели Максвелла (рис. 2,b) корректно назы-
вать моделью Зинера–Ржаницына.

А.Р. Ржаницын также показал [8], что уравнение (3.5) справедливо для обеих трех-
элементных схем, представленных на рис. 2, с точностью до определения характерных
величин [84], которые для модели на рис. 2,b имеют вид

а в работе [193] анализировалась эквивалентность обоих вариантов модели с точно-
стью до коэффициентов.

Известно, что свойства вязкоупругого материала меняются с течением времени,
при этом модуль упругости уменьшается от своего нерелаксированного (мгновенного)
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Рис. 3. Механические модели: (а) Пойнтинга–Томсона [189], (b) упруго-релаксирующее тело Ишлинского
[191, 192], (c) тело Максвелла, лишенное последействия [192], (d) тело Фойгта, лишенное свойств релакса-
ции [192].
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значения до релаксированного (длительного), которые связаны с временами релакса-
ции и ретардации следующим соотношением [30, 187]:

(3.6)

т.е. классическая модель линейного стандартного твердого тела (3.5) представляет со-
бой трехпараметрическую модель, физическими характеристиками которой являются
мгновенный  и длительный E0 модули упругости и время релаксации  (или время
запаздывания ) независимо от того, какую схему использовать: первую на рис. 2,a
или вторую на рис. 2,b. Поэтому применение уравнения (3.5) с абстрактными коэф-
фициентами

в механике твердого деформируемого тела является неприемлемым.
Сейчас название модель Зинера для уравнения (3.5) прочно укоренилось не только

в зарубежной литературе [16, 52, 53, 193–201], но, к сожалению, и у некоторых россий-
ских авторов [69, 70, 74, 77], которые забывают или не знают о вкладе А.Ю. Ишлин-
ского и А.Р. Ржаницына в становлении модели стандартного линейного твердого тела.

Дальнейшее увеличение количества элементов Максвелла и Кельвина–Фойгта
приводит к усложнению модели, различные схемы подробно описаны в многочислен-
ных источниках по вязкоупругости [52, 84, 96, 171].

3.2. Простейшие модели вязкоупругости с дробными производными. Рассмотрим про-
стейшие модели, которые могут быть получены заменой производных целого порядка
в традиционных моделях на производные дробного порядка по времени, используя
определение Римана–Лиувилля (2.7)

(3.7)

где принято обозначение  далее по тексту,  – порядок дробной

производной. Заметим, что , так как .

Следует отметить, что выбор производной по Риману–Лиувиллю для изучения ди-
намических задач вязкоупругости не является случайным, так как при их решении ча-
сто бывает необходимо находить резольвентные операторы и расшифровывать слож-
ные операторные соотношения [202, 203]. Использование для этих целей других форм

дробных производных, например, по Герасимову–Капуто  оказывается весьма
неудобным. Так, в [с. 13, 39] было показано, что для резольвентных функций (а дроб-
но-экспоненциальная функция Работнова как раз и обладает таким свойством) спра-

ведливо равенство , в то время, как для производной Герасимова–

Капуто нет: , другими словами, это неравенство приводит к
дополнительным значительным трудностям при нахождении резольвентных операто-
ров. Именно поэтому в дальнейшем мы будем использовать производные дробного
порядка по Риману–Лиувиллю.

Модель Кельвина–Фойгта с дробной производной, предложенная в 1959 году
Ш. Ватанабэ [33] и 1966 году Т.Д. Шермергором [30], имеет вид

(3.8)
При γ = 1 модель (3.8) переходит в классическую модель вязкоупругости Кельвина–

Фойгта (3.4).

∞
=ε 0

σ

τ
τ

E
E

∞E ετ

στ

+ = +1 2σ σ ε εa D E a D

γ
γ

σσ =
Γ − γ −

0

( ') '
(1 )( ')

t
tdD dt

dt t t

+=γ γ
0

RLD D < ≤0 γ 1

1 ( ) = d /dD x t x t
−

→
− = −

Γ −

γ

γ 1
( ')lim δ( ')

(1 γ)
t t t t

γGC D

+ + + +
γ γ γ γ
0 0 0=RL RLD I I D

+ + + +≠γ γ γ γ
0 0 0 0

GC RL RL GCD I I D

+ γ γ
0 0 σσ = ε τ εE E D



18 ШИТИКОВА

Следует отметить, что в некоторых источниках [72–75] в уравнении (3.8) деформацию 

заменяют скоростью деформаций , т.е. записывают соотношение σ = , ко-
торое также называют моделью Фойгта с дробной производной, что совершенно оши-
бочно, поскольку записанная в таком виде модель с дробной производной представ-
ляет собой параллельное соединение двух демпферов и описывает поведение вязко-
упругой жидкости.

Резольвентное уравнение к уравнению (3.8) имеет вид

(3.9)

где  – длительная податливость, а оператор

(3.10)

– безразмерный оператор Ю.Н. Работнова [30, 92, 93, 202, 203].

Учитывая, что , оператор (3.10) можно представить в виде

(3.11)

где  – дробный интеграл (2.5).
Предполагая, что правая часть формулы (3.11) является суммой бесконечно убываю-

щей геометрической прогрессии со знаменателем , приходим к следующему
соотношению:

(3.12)

С учетом выражения (3.12) соотношение между деформацией и напряжением (3.9)
можно переписать в виде

(3.13)

где

(3.14)

– дробно-экспоненциальная функция Ю.Н. Работнова [29], которая при γ = 1 переходит в

обычную экспоненту, а при γ → 0 превращается в -образную последовательность, по-

скольку  обращается в ноль для любого t ( ), кроме значения t = 0, при
котором , т.е.

(3.15)

Поэтому при γ = 0, как это следует из соотношения (3.13),

(3.16)

а из уравнения (3.8) при γ = 0 получаем
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(3.17)
Из сравнения формул (3.16) и (3.17) вытекает, что обобщенную модель Фойгта (3.8)

нельзя использовать при γ = 0.
То же самое можно сказать и об обобщенной модели Максвелла с дробными произ-

водными

(3.18)

где  – мгновенная податливость.
В самом деле формулу (3.18) можно переписать в другом виде, если на правую и ле-

вую части этой формулы подействовать оператором Iγ и учесть, что .
В результате получим [31]

(3.19)

Выражая из уравнения (3.18) величину , имеем

(3.20)

Учитывая выражения (3.10) и (3.12), соотношение (3.20) можно переписать в виде

(3.21)

Устремляя в соотношениях (3.19) и (3.21)  к нулю и учитывая, что

(3.22)

(3.23)

находим

(3.24)

(3.25)

Иначе обстоит дело с моделью стандартного линейного тела с дробными прозвод-
ными, предложенной С.И. Мешковым в 1967 году [31],

(3.26)
где

(3.27)

Следует отметить, что формула (3.27), которая была получена в [30] и [31] из сравне-
ния резольвентных операторов, описывающих соотношения напряжение-деформа-
ция и деформация-напряжение, является очень важной с физической точки зрения,
поскольку дает связь между реологическими параметрами модели, обеспечивающую
ее физическую достоверность.

Из соотношения (3.26) можно выразить напряжение  через деформацию  и,
наоборот, функцию деформации  через напряжение  [92, 93, 201, 204]
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(3.28)

(3.29)

или

(3.30)

(3.31)

где , ,  – дефект модуля, т.е. величина, характери-
зующая уменьшение упругого модуля от его нерелаксированного значения до релак-
сированного, и  – дефект податливости.

Тогда с учетом соотношений (3.10), (3.12) и (3.27) приходим к уравнениям

(3.32)

(3.33)

которые представляют собой соотношения Больцмана–Вольтерра со слабо сингуляр-
ными ядрами наследственности , где  или σ, которые затухают при

, при этом резольвентные ядра остаются такими же. Только экспоненциальные
ядра обладают таким свойством, поэтому ядра (3.14) называют дробно-экспоненци-
альными функциями Ю.Н. Работнова [29].

При  выражения (3.30) и (3.31) принимают соответственно вид

(3.34)

(3.35)

Учитывая, что

(3.36)

из соотношений (3.34) и (3.35) имеем

(3.37)

(3.38)

Как видно из формулы (3.27), если γ = 0, то  и , и следова-
тельно, при γ = 0 модель стандартного линейного тела с дробными производными пе-
реходит в корректную модель чисто упругого тела.

На основании выражений (3.32) и (3.33) можно записать связь между резольвент-
ными операторами

(3.39)
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которое является первым резольвентным тождеством Гильберта. Для того чтобы это
показать, достаточно умножить выражение справа в (3.39) на знаменатель левого вы-
ражения, учесть теорему умножения операторов Работнова [93, 202]

(3.40)

а также учесть формулы .

Уравнение (3.32) было записано Ю.Н. Работновым в 1948 году [29] с использовани-
ем размерного оператора дробного порядка

(3.41)

причем в работе показано, что это уравнение соответствует модели стандартного ли-
нейного твердого тела.

В монографии [9] Ю.Н. Работнов критикует использование модели Масквелла для
решения задач механики деформируемого твердого тела, которая легко получается из

уравнения (3.41) при  и, как следствие, , и в своих исследованиях ис-
пользовал только модель (3.41).

Однако А.М. Нахушев в своей монографии [12, § 5.2] пытался доказать, что модель
Ю.Н. Работнова сводится к модели Максвелла с дробными производными, ошибочно по-

лагая, что в уравнении (3.41) , так и не поняв всей философии подхода Ю.Н. Ра-
ботнова. Ошибочное суждение А.М. Нахушева [12] о построенной Ю.Н. Работновым мо-
дели стандартного линейного тела в виде соотношений Больцмана–Вольтерра (3.41) с раз-
мерным оператором дробного порядка (или уравнение (3.32) с безразмерным оператором
дробного порядка) было продублировано в учебнике [77, п. 12.7.4] и монографии [78, § 1.3].

Эквивалентность интегральных соотношений Больцмана–Вольтерра с сингуляр-
ным ядром в виде дробно-экспоненциальной функции Работнова и дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка, соответствующих моделям Кельвина–Фойгта,
Максвелла и стандартного линейного тела, обсуждалась в работах [30, 31] и подробно
рассмотрена в обзоре [95, п. 1.3].

В статьях И. Севостьянова с соавторами [205–207] отмечается взаимосвязь пара-
метров интегральных соотношений с дробно-экспоненциальными функциями Работнова
и коэффициентов модели стандартного линейного тела, изображенной на рис. 2,а. Одна-
ко в работах [205] и [207] приведена очень странная информация о том, что дробно-
экспоненциальная функция Работнова (3.14) одновременно была предложена в рабо-
тах Скотт–Блэра и Коппин (1939 [208], 1943 [209]). Но тщательный анализ показал,
что ни в статьях [208, 209], ни в более поздней монографии Скотт-Блэра [210], опуб-
ликованной в 1969 году, функции (3.14) нет. Скотт–Блэр сам в [210] отмечает, что он
не математик и не претендует на вывод каких-либо уравнений. Стиассни М. в своей
статье приводит отрывок из письма Скотт–Блэра к нему [211], в котором Скотт–Блэр
отмечает, что “он интуитивно привлек дробную производную от деформации по вре-
мени в соотношение между напряжением и деформацией, чтобы описать промежу-
точное состояние материала между упругим и жидким”. Таким образом, называть со-
отношения (3.32) и (3.33) моделью с ядром Скотт–Блэра–Работнова, как это сделано
в [207], представляется совершенно некорректным.

В заключение этого параграфа заметим, что более сложные модели, включающие в
себя несколько производных различных порядков и/или несколько времен релакса-
ции (ретардации), рассмотрены в работах [99–102, 212–215].
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Следует отметить, что для определения параметров, входящих в реологические мо-
дели с дробными производными, включая параметр дробности (порядок дробной
производной γ), за последнее десятилетие было проведено достаточно большое коли-
чество численных и натурных экспериментов для широкого класса материалов. Обзор
этих методов является предметом отдельной статьи, ограничимся перечислением ра-
бот, в которых получены наиболее значимые результаты [216–236].

3.3. Использование моделей вязкоупругости с дробными производными для описания ди-
намического поведения современных материалов. Большинство опытов с вязкоупругими
материалами проводятся на ползучесть, поэтому если реологическая модель записана
в виде зависимости  от , то необходимо найти обратную связь, т.е. выразить 
через . Эта связь позволит провести опыты на ползучесть и определить физические
константы, которые входят в эти соотношения. Иначе говоря, нужно построить ре-
зольвентные операторы для каждой модели.

Хорошо известно [237, 238], что каждый изотропный упругий материал обладает
только двумя независимыми константами, а все остальные выражаются через две, ко-
торые должны быть заданы или определены из экспериментов. Так, например, если
известны модуль Юнга E и коэффициент Пуассона , тогда параметры Ламе  и  и
объемный модуль K определяются следующим образом:

(3.42)

или в случае, когда известны модуль сдвига  и объемный модуль K, остальные кон-
станты, E,  и , находятся из соотношений

(3.43)

a при заданных параметрах Ламе  и 

(3.44)

Точно также и в случае изотропных вязкоупругих сред, материальные свойства ко-
торых зависят от времени и описываются операторами, которые должны быть выра-
жены через два наперед заданных (или определенных из экспериментов) оператора,
используя принцип соответствия и соотношения (3.42), или (3.43), или (3.44).

Для описания таких вязкоупругих тел как балки, пластинки и оболочки наиболее
часто используемыми моделями для оператора Юнга являются соотношения Кельви-
на–Фойгта с дробными производными (3.8), модель Максвелла с дробными произ-
водными (3.18) и модель стандартного линейного тела с дробными производными
(3.26). При этом коэффициент Пуассона вязкоупругого материала считается постоян-
ной величиной [97, 202].

Однако, как позывают экспериментальные данные [202, 239], коэффициент Пуассона
вязкоупругого материала является зависящим от времени оператором ν [240–242], и толь-
ко оператор объемного растяжения–сжатия K может приниматься за постоянную ве-
личину, поскольку для большинства вязкоупругих материалов он слабо меняется со
временем [9, 10].

Однако модель Кельвина–Фойгта с независящим от времени коэффициентом
Пуассона может использоваться только для описания динамического поведения упру-
гих тел в вязкоупругой среде [96, 243, 244] или на вязкоупругом основании [245].

Подробный обзор “традиционных” моделей с дробными производными (“традици-
онными” в том смысле, что в этих моделях коэффициент Пуассона принимается по-
стоянной величиной) приведен в [52, 95, 96].
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Ниже будут рассмотрены модели с дробными производными, включающие завися-
щие от времени операторы Пуассона, что позволит выявить достаточно интересные
свойства современных вязкоупругих материалов, в том числе ауксетичных материа-
лов, которые обладают отрицательными коэффициентами Пуассона [246–250].

3.3.1. Моделирование оператора Юнга E с помощью модели Кельвина–Фойгта с дроб-
ной производной без учета объемной релаксацииu. Для того чтобы показать несостоя-
тельность модели Кельвина–Фойгта, следуя [251], выберем оператор Юнга в виде

(3.45)

где  – время ретардации продольной деформации.
Будем считать оператор объемного расширения–сжатия K независящим от време-

ни, тем самым пребрегая объемной релаксацией (это предположение имеет место для
вязкоупругих материалов, у которых объемная релаксация намного меньше, чем ре-
лаксация при сдвиге), т.е.

(3.46)
откуда следует

(3.47)

где K0 – некоторая константа.
Подставляя (3.45) в (3.47), находим оператор Пуассона

(3.48)

или

(3.49)

откуда следует, что

(3.50)

где .

Из соотношения (3.50) видно, что данная модель не имеет физического смысла, так
как для реальных материалов нижнее предельное значение коэффициент Пуассона

 не может принимать значение . Таким образом, данная модель неприемлема
для реальных вязкоупругих материалов.

3.3.2. Моделирование оператора сдвига μ с помощью модели Кельвин–Фойгта с дробной
производной без учета объемной релаксацииu. Наиболее часто оператор сдвига μ задает-
ся с помощью модели Кельвина–Фойгта с дробной производной

(3.51)

где  – релаксированный модуль сдвига,  – время ретардации при сдвиге, при этом
объемный модуль принимается постоянной величиной (3.46).

Для анализа динамического поведения вязкоупругих тел необходимо вычислить
оператор Юнга. С этой целью, используя принцип соответствия Вольтерра, восполь-
зуемся формулой

(3.52)
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Сначала запишем оператор

(3.53)

где .
Затем найдем оператор, обратный к (3.53), т.е.,

(3.54)

Подставляя (3.51) и (3.54) в (3.52) и учитывая одну полезную формулу [250]

(3.55)

получим

(3.56)

Теперь оператор Пуассона ν можно вычислить по формуле

(3.57)

Подставляя (3.56) в (3.57), находим

(3.58)

При изучении процесса релаксации, т.е. считая продольную деформацию в стержне
постоянной, необходимо подействовать оператором E на единичную функцию Хеви-
сайда . Тогда с учетом соотношения

(3.59)

получим

(3.60)

Для оператора  имеем [251]

(3.61)

В соответствии с классической теорией упругости считается, что для традиционных
материалов значение коэффициента Пуассона  изменяется в интервале .
Однако, в знаменитом трактате А. Лява “Математическая теория упругости”, первое
издание которого было опубликовано в Кембридже в 1892 году [237] (перевод на рус-
ский язык был сделан в 1935 году с 4-го английского издания), автор отмечает, что ко-
эффициент Пуассона может находиться в пределах от –1 до 0.5, обеспечивая тем са-
мым неотрицательность модуля сдвига μ и модуля объемного сжатия K, замечая, что
“отрицательные значения коэффициента ν по соображениям устойчивости не исклю-
чаются, но такие значения не были найдены ни для одного изотропного тела”.

В России в 1944 году Л.Д. Ландау и Е. Лифшиц [238] в учебнике “Механика сплош-
ных сред” также отмечают, что “поскольку K и μ всегда положительны, то коэффициент
Пуассона может меняться для различных веществ только в пределах от –1 (при K = 0) до
0.5 (при μ = 0)”, далее замечая, что “в природе не известно тел, у которых было бы ν < 0,
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т.е. которые бы испытывали увеличение поперечных размеров при продольном растя-
жении… Хотя это и не является необходимым с точки зрения термодинамики”.

Однако, в последнее время был создан широкий спектр так называемых ауксетич-
ных материалов [246–249], которые обладают такими необычными механическими
свойствами, как отрицательный коэффициент Пуассона, при этом коэффициент
Пуассона  для изотропных ауксетиков может варьироваться в пределах интервала

, а для анизотропных – и в более широком интервале [249].
Следовательно, модель (3.51) с  не противоречит законам термоди-

намики и может описывать поведение изотропных вязкоупругих ауксетиков, при этом
коэффициент Пуассона изменяется от  до его релаксированного значения .

3.3.3. Моделирование оператора сдвига μ с помощью модели Максвелла. Если для опи-
сания поведения вязкоупругих тел использовать модель Максвелла, тогда оператор
сдвига μ может быть записан в виде

(3.62)

или с учетом уравнения (3.55) в виде

(3.63)

где  – нерелаксированное значение модуля сдвига. При этом оператор объемного
модуля считается постоянным, т.е.,

(3.64)

Используя процедуру, описанную для модели Кельвина–Фойгта, аналогичным об-
разом получим для модели Максвелла

(3.65)

(3.66)

или

(3.67)

где

Если рассмотреть процесс релаксации, тогда

(3.68)

(3.69)

Из соотношений (3.69) видно, что в случае применения модели Максвелла с дроб-
ными производными коэффициент Пуассона изменяется от  до его предельного
значения 0.5, что означает, что данная модель пригодна для анализа вязкоупругих ре-
зиноподобных материалов.

3.3.4. Моделирование оператора сдвига  при помощи модели стандартного линейного
тела с дробными производными. Если применить модель стандартного линейного тела
для описания вязкоупругих тел, тогда оператор сдвига μ имеет вид
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(3.70)

или

(3.71)

Подставляя уравнение (3.55) в (3.71) и вводя обозначение

(3.72)

в результате получим [250]

(3.73)

где , при этом оператор K определяется формулой (3.64).
Таким образом, для данной модели имеем

(3.74)

(3.75)

где

Из соотношений (3.73)–(3.75) видно, что модель стандартного линейного тела с
дробными производными не только хорошо подходит для описания поведения тради-
ционных вязкоупругих материалов [250], но и для рассмотрения изменения микро-
структуры вязкоупругого материала в результате внешнего механического ударного
воздействия [221].

3.3.5. Модель Скотт–Блэра для релаксации сдвига. Некоторые авторы предпочитают
использовать простейшую модель, т.е. элемент Скотт–Блера, для моделирования опе-
ратора сдвига

(3.76)
и предполагать отсутствие объемной релаксации, т.е. считать .

В этом случае

(3.77)

где .

Тогда с учетом формулы (3.10), вязкоупругий оператор Пуассона имеет вид

(3.78)

откуда следует, что

(3.79)

+
+

γ γ
σ

0 γ γ
ε

1 τμ = μ
1 τ

D
D

∋ + ⋅ ∋
γ

γ γ γ γσ
0 γ ε 0 ε γ εγ

ε

τμ = μ (τ ) μ τ (τ )
τ

* *D

∞

γ
σ

0 γ
σ

τμ = μ
τ

∞ − ∋�

ε γ
μ γ εμ = μ [1 ν (τ )]*

−
∞ ∞−ε 1

μ 0ν = (μ μ )μ

∞
∞

∞

 − ∋ 
 

γ
σ γ σ

3 *= 1 (τ )
μ
KE E M

∞
∞

∞
+ ∋ γσ

γ σ*ν = ν (τ )
2μ

E M

−
∞ ∞∞

−
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞∞

−
+ ++

1
0 σ

σ 1
00

1 μ μ3 1= < 1, = < 1
μ 2μ 2 (1 μ /3 )(1 μ /3 )1 μ (3 )

E MKM
K K KK

γ γμ = μτ D
= = constK K

( )+ + + +γ γ γ γ γ γμ3 μ = 3 μτ = 3 1 τ = 3 (1 )
3

K K D K D K T D
K

γ γμ= τ
3

T
K

− − ∋ − + ∋
+

γ γ γ γ
γ γ

3 2μ 1 3* *ν = = (3 2μτ ) ( ) = 1 ( )
2(3 μ) 6 2

K K D T T
K K

− + ∋ γ
γ

3 *ν( ) = ν ( ) = ( ) ( ) ( )
2

t H t H t T H t



27ОБЗОР ВЯЗКОУПРУГИХ МОДЕЛЕЙ

(3.80)

Из соотношений (3.80) видно, чтов соответствии с данной моделью коэффициент
Пуассона может изменяться в широком диапазоне: от –1 до 0.5.

3.3.6. Модели, учитывающие объемную релаксацию. Учет объемной релаксации при-
водит к усложнению вычислений [203, 250, 251]. Так, если заданы операторы E и μ в

соответствии с уравнениями (3.45) и (3.51), тогда сначала надо найти оператор ,
используя соотношение

(3.81)

откуда следует, что

(3.82)

где  и .
Теперь можно вычислить отношение операторов (3.45) и (3.82)

или

(3.83)

Вычисляя оператор ν по формуле

(3.84)

с учетом (3.83), получим

(3.85)

Учитывая произведение , находим

(3.86)

(3.87)

Из соотношения (3.86) видно, что нижний предел значения коэффициента Пуассо-
на  зависит от отношения двух времен ретардации и параметра дробности , в от-
личие от модели Кельвина–Фойгта без учета объемной релаксации, для которой

= –1 в соответствии с (3.61).

Однако заметим, что когда , то из (3.86) следует, что . Это означает,

что рассматриваемая модель может использоваться для моделирования ауксетичных мате-
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риалов до тех пор, пока , т.е. . Для величин , ,

что соответствует традиционным вязкоупругим материалам.
Аналогично можно рассмотреть модели с другим сочетанием заданных операторов.

В табл. 2 приведены различные модели с дробными производными и соответствующие им
предельные значения коэффициентов Пуассона. Так, например, если оператор сдвига за-
дать с помощью модели Максвелла, тогда коэффициент Пуассона меняется от своего не-
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Таблица 2. Предельные значения коэффициента Пуассона  для материалов, вязко-
упругие свойства которых описываются различными моделями с дробными операторами

Тип модели с дробной производной

1) модель Кельвина–Фойгта

,  

2) модель Скотт–Блэра

,  –1

3) модель Кельвина–Фойгта

,  –1

4) модель Максвелла

,  

5) модель стандартного линейного тела

, , 

6) модель Кельвина–Фойгта с учетом объемной релаксации

, ,

 

7) модель Кельвина–Фойгта с учетом объемной релаксации

, , –1

8) модель Максвелла с учетом объемной релаксации

, , 
–1

9) модель стандартного линейного тела с учетом объемной ре-
лаксации
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релаксированного значения  до  (модель 8 в табл. 2). Другими словами,
материал может с течением времени приобретать ауксетичные свойства.

4. Заключение. Данная работа посвящена анализу научных исследований, касаю-
щихся приложений дробного исчисления (исчисления дробного порядка) в моделях
вязкоупругости, которые используются в динамических задачах механики деформи-
руемого твердого тела. Дан анализ различных моделей вязкоупругости, построенных с
использованием производных дробного порядка, без учета и с учетом объемной ре-
лаксации. Показано, что модели, в которых оператор Пуассона зависит от времени,
позволяют описать свойства вязкоупругих ауксетиков, то есть материалов с отрица-
тельными коэффициентами Пуассона. В следующей обзорной статье будет приведен
анализ краевых динамических задач с использованием реологических моделей, рас-
смотренных в данной работе.
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1. Введение. Задачам теории упругости для бесконечной или полубесконечной ку-
сочно-однородной изотропной среды ввиду их практической важности посвящена об-
ширная литература; настолько обширная, что авторы сочли целесообразным при об-
суждении текущего состояния вопроса ограничиться, в основном, изотропным дву-
мерным случаем. Правда, пик интереса к данной проблематике, в частности, к
двумерной задаче, миновал – он приходится на 50-е–70-е годы прошлого века. По-
этому самая “свежая” работа, на которую мы сошлемся, датирована 2010 г.

Здесь уместно сказать, что под включением (это слово фигурирует в названии ста-
тьи) мы будем по умолчанию понимать конечную область с измененными упругими
свойствами; скачок вектора смещений при переходе через границу области отсутству-
ет. Наша терминология отличается от общепринятой, согласно которой область с из-
мененными свойствами называется неоднородностью, а включением – область, на
границе которой смещение претерпевает разрыв [1]. Впрочем, разделение упругих де-
фектов на эти два типа является до некоторой степени условным. Так, в геофизике
(авторы имеют к ней непосредственное отношение), а точнее – в современной геоди-
намике, существенную роль играют дефекты земной коры, т.н. разломы. Их деформа-
ционную активизацию можно интерпретировать и как скачок смещений (включение
в традиционном смысле слова), и как временное изменение неоднородности. Оба
подхода дают идентичные результаты [2].

УДК 539.39
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Двумерная постановка не только уменьшает количество уравнений, – она дает воз-
можность применить метод комплексных потенциалов Колосова–Мусхелишвили [3,
4], который основан на том, что компоненты двумерного тензора напряжений явля-
ются вторыми производными некоторой бигармонической функции, т.н. функции
Эри. В свою очередь, бигармоническая функция выражается через две функции ком-
плексного переменного (это и есть потенциалы Колосова), аналитические в той обла-
сти, где упругие модули постоянны. Задача теории упругости сводится, таким обра-
зом, к краевой задаче ТФКП. На бесконечности задается однородное напряженное
состояние. Условий на границе два: одно следует из третьего закона Ньютона, второе
выражает непрерывность вектора смещений.

Но если не накладывать ограничений на соотношение между упругими модулями
матрицы и включений, даже этот мощный аппарат позволяет получить точное реше-
ние, только если матрица (т.е. вмещающая среда) – вся плоскость, включение одно, и
это – эллипс. Предположим, что в бесконечно удаленной точке задано одноосное на-
пряженное состояние; тогда напряженное состояние внутри эллипса будет однород-
ным [5]. Здесь мы имеем полную аналогию с трехмерной задачей об эллипсоидальном
включении [1]. Примечательно, что напряженное состояние внутри эллипсоида или
эллипса будет однородным даже при анизотропии упругих свойств и включения, и
матрицы [6, 7].

Возникает вопрос: верно ли обратное утверждение? То есть: если на бесконечности
действует одноосное напряженное состояние, и поле напряжений во включении од-
нородно, означает ли это, что включение представляет собой эллипс? Положитель-
ный ответ дал Г. Сендецкий в работе [8].

Задачу, рассмотренную Г. Сендецким, можно назвать обратной задачей о включении:
известен общий вид поля напряжений во включении и на бесконечности, а искомой яв-
ляется геометрия включения. Решение основано на том, что внешность единичного
круга можно конформно отобразить на внешность любой односвязной области, а функ-
ция z(w), осуществляющая это отображение, представима в виде степенного ряда:

(1.1)

Конформные отображения являются основным инструментом при решении “пря-
мой”, классической задачи о плоскости с полостью. Если z(w) – рациональная функ-
ция (в частности, если ряд (1.1) конечен), метод Колосова–Мусхелишвили дает точ-
ное решение [4]. Но внутри круга у этой функции есть особенность, поэтому в прямой
задаче о включении с конечными модулями упругости конформные отображения “не
работают”, по крайней мере, столь же эффективно.

Метод комплексных потенциалов, тем не менее, полезен: он позволяет свести зада-
чу о включении к системе сингулярных интегральных уравнений (с ядром Коши).
Ее можно регуляризовать, превратив в систему интегральных уравнений Фредгольма.
Это сделал Д.И. Шерман в работе [9]. В ней вмещающая область предполагается ко-
нечной, но предложенный автором подход почти без изменений переносится на слу-
чай, когда матрица – вся плоскость, или даже полуплоскость [10]. Однако решать по-
лученные интегральные уравнения приходится численно. По-видимому, наиболее
эффективный алгоритм численного решения предложен в [11]: авторы решают не
уравнение Фредгольма, а “исходное”, сингулярное уравнение, заменяя искомую не-
прерывную функцию ступенчатой. Работоспособность алгоритма они проверяют на
эллиптическом включении, сравнивая приближенное решение с решением Хардима-
на [5]. Но доказательство корректности своей численной процедуры авторы не приво-
дят. Неизвестно, будет ли их алгоритм работать, если граница включения содержит уг-
ловые точки.

Альтернативным является метод возмущений – он позволяет свести задачу о неод-
нородности к последовательности (бесконечной) “однородных” задач. Этот метод по-

= + + + + …
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дробно описан в [12]. Доказательство сходимости итераций использует предположе-
ние о том, что упругие модули меняются от точки к точке непрерывно, более того –
достаточно гладко. Но его, по-видимому, можно модифицировать таким образом, что
это предположение станет лишним. Основная трудность в другом: метод возмущений
тоже не позволяет получить точные квадратурные формулы; довольствоваться, в ко-
нечном итоге, приходится некоторым приближением.

Все вышесказанное относится к ситуации, когда упругие модули включений могут
произвольным образом отличаться от упругих модулей вмещающей среды. Если же
модули сдвига включений одинаковы и совпадают с модулем сдвига матрицы (плос-
кости), получить точные формулы для потенциалов Колосова, а значит, и для напря-
жений и деформаций, не составляет труда. При этом включений может быть несколь-
ко, их форма принципиального значения не имеет; на модули сжатия никаких огра-
ничений нет.

Данная статья посвящена разбору именно этого частного случая. По непонятным
причинам, он остался вне поля зрения исследователей, занимавшихся данной пробле-
матикой. Правда, В.А. Ломакин рассматривает в [12] задачу теории упругости для не-
однородно-упругого тела с постоянным модулем сдвига. При этом модуль сжатия
предполагается гладкой функцией координат. В.А. Ломакин сводит эту задачу к урав-
нению в частных производных четвертого порядка относительно вспомогательной
функции, которую тоже можно назвать потенциалом: напряжения и смещения выра-
жаются через производные этой функции.

Но о возможности решения в квадратурах речь не идет: во-первых, задача трехмер-
ная. Во-вторых, между непрерывным и скачкообразным изменением модуля сжатия в
данном случае есть принципиальная разница. И, в-третьих, автор не конкретизирует
геометрию вмещающего тела. Мы же будем рассматривать случай неограниченной
двумерной среды (плоскости), и только его.

Предлагаемое решение основано на элементарных свойствах интегралов типа Ко-
ши. “Образцом” послужила работа Д.И. Шермана [13], где решена другая, хотя и близ-
кая задача: включение “сделано” из того же материала, что и матрица, но на границе
раздела задан скачок смещений. Эту задачу естественно было бы назвать задачей
Шермана, или, используя инженерную терминологию, задачей о вставке. Д.И. Шер-
ман, используя интегралы типа Коши, сводит ее к первой основной задаче для вмеща-
ющей области, которую он предполагает конечной.

Но для нас гораздо больший интерес представляет случай, когда это – полуплос-
кость или вся плоскость. Ему посвящена работа [14]. Автор называет задачу о вставке
двумерной задачей Эшелби. Работу Шермана [13] он не упоминает. Его подход осно-
ван на следующем факте: пусть  – ограниченная область в плоскости комплексного
переменного z, которую занимает включение;  – граница этой области и .
Тогда функция  может быть аналитически продолжена на внешность обла-
сти . Это следует из существования отображения (1.1).

Обрывая ряд (1.1), т.е. рассматривая вместо  близкую к ней, “более регулярную”
область, автор добивается того, что точка  оказывается полюсом конечного по-
рядка для функции F(z). Если включение одно, его идею можно применить к нашей
задаче. Но решение будет приближенным; кроме того, сконструировать функцию F(z)
не так просто – сначала нужно построить отображение (1.1).

Интереснее и ближе нам работа [15], тоже посвященная задаче о вставке. Авторы
идут вслед за Д.И. Шерманом. Они рассматривают частный пример, когда включение
представляет собой квадрат, который извлекли из плоскости, увеличили в размерах
(скажем, нагрели), затем обжали и с помощью жесткой оправки поместили обратно.
Для компонент напряжения в [15] получены явные формулы. Оказывается, что в

D
∂D ∈ ∂ξ D

=(ξ) ξ(ξ)F
D

D
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окрестности вершин квадрата след тензора напряжений остается конечным, а сдвиго-
вая составляющая стремится к бесконечности.

Авторы [15] могли выписать решение для нескольких вставок произвольной фор-
мы, и – более того – распространить его на случай, когда только модули сдвига вста-
вок и плоскости совпадают, а модули сжатия различаются. Тогда бы необходимости в
данной статье не было – наши формулы были бы частным случаем их результатов. Но
они мимо этой возможности прошли.

2. Метод Колосова–Мусхелишвили. Этот метод является основой для дальнейших
рассмотрений. С исчерпывающей полнотой он изложен в [4], см. также [16]. Мы толь-
ко напомним, в чем он состоит, и приведем (без вывода) факты, которые нам понадо-
бятся в дальнейшем.

Метод комплексных потенциалов (Колосова–Мусхелишвили) основан на том, что
компоненты , ,  двумерного тензора напряжений в однородной изотропной
упругой среде являются производными бигармонической функции, т.н. функции на-
пряжений Эри :

(2.1)

и на теореме Гурса, в силу которой функцию, бигармоническую в области D можно
представить в виде:

где  и  – аналитические функции комплексной переменной . Это и
есть потенциалы Колосова. Иногда мы будем называть  и  первым и вторым
потенциалом Колосова соответственно.

В силу (2.1), функция Эри определена с точностью до слагаемого вида .
Следовательно, потенциал ϕ определен с точностью до слагаемого вида , где
α – действительная,  – комплексная константа, а  – с точностью до аддитивной
комплексной константы:

(2.2)

Компоненты тензора напряжений определяются потенциалами Колосова одно-
значно:

(2.3)

Введем в рассмотрение функцию f(z), “комплексный градиент” бигармонической
функции :

(2.4)

Пусть сначала конечная область D ограничена кусочно-гладким контуром . Суже-
ние (2.4) на , функцию , где , можно выразить через компоненты  и 
вектора напряжений, действующих извне:

(2.5)

где ds – элемент дуги контура  (при интегрировании контур обходится в положи-
тельном направлении по отношению к области D – так, что эта область остается сле-
ва);  – произвольно выбранная точка на контуре;  – произвольная констан-
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та. По этой причине f(z) мы будем называть силовой функцией для области D. В [4]
показано, что граничные значения  и  связаны друг с другом и с  соотно-
шением

(2.6)

Найти потенциалы Колосова по заданной функции  – значит решить т.н. первую
основную задачу плоской теории упругости. По поводу условий, при которых это за-
ведомо можно сделать, см. [4]. Заметим, что функция  определена с точностью до
аддитивной константы. С такой же точностью в силу (2.2) определена и левая часть
(2.6).

Пусть теперь граница  области D состоит из одного или нескольких кусочно-
гладких контуров:

а потенциалы Колосова  и  заданы. Этим функция Эри в D определена с точ-
ностью до аддитивной константы, а силовая функция (2.4) – однозначно. Зададим
функцию ,  формулой

Функцию , которая есть не что иное, как сужение (2.4) на , можно представить в

виде, аналогичном (2.5). А именно: пусть  и  – компоненты вектора напряже-

ний, действующих на контур  извне. Зафиксируем точку . Утверждается,

что существует комплексная константа Cn, зависящая от , такая, что

(2.7)

Приведем также формулу (Г.В. Колосова) для смещений. Пусть u и  – горизон-
тальная и вертикальная составляющие вектора смещений. Формула Колосова:

(2.8)
Здесь  – модуль сдвига;  – константа Колосова, которая выражается через модуль
сдвига  и модуль сжатия :

В силу (2.2), формула (2.8) определяет вектор смещений с точностью до слагаемого
вида

(2.9)
где  – действительная,  – комплексная константа. Но оно не влияет на симметризо-
ванный тензор деформации, от которого зависят упругие напряжения.

3. Постановка двумерной задачи. Пусть D0 – изотропная, но не однородная по упру-
гим свойствам плоскость; она же – плоскость комплексного переменного . Пусть

,  – односвязные области, ограниченные замкнутыми ку-
сочно-гладкими кривыми ; предполагается, что каждая гладкая компонента каж-
дого контура является дугой Ляпунова.

Модуль сдвига во всей плоскости D0 один и тот же; его мы обозначим через .
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Модуль сжатия в D1 равен , и т.д.; в  – . Модуль сжатия в области D, внеш-
ней по отношению к D1 ∪ ... ∪ DN, обозначим через .

Компоненты тензора напряжений Dn,  и  в бесконечно удаленной точке плос-
кости заданы, требуется найти напряжения во всех точках D0 при условии, что вектор
смещений при переходе через границы  изменяется непрерывно.

Сведем эту задачу к краевой задаче теории функций. Пусть  и  – потенци-
алы Колосова, которые определяют напряженное состояние в области Dn, n = 1, ..., N;
а  и  – потенциалы Колосова в области D. Мы будем искать функции  и  в
виде:

(3.1)

где ,  – голоморфные в области  функции такие, что
(3.2)

Константы  и  задают поле напряжений в бесконечно удаленной точке. По-
скольку мнимая часть  на напряжения не влияет, будем считать, что

(3.3)

Из (2.3) следует, что

Если поле в  задано, требования (3.1), (3.2) и (3.3) к потенциалам  и  опреде-
ляют эти функции однозначно. Поэтому функции , , :

(3.4)

тоже определены однозначно. В терминах предыдущего раздела,  – это сужение
силовой функции для области D на контур .  можно представить в виде (2.7),

где  и  – компоненты вектора напряжений, действующих со стороны включе-

ния Dn;  – произвольно выбранная точка контура ; Cn – константа, которая за-

висит от .
Подчеркнем, что интегрирование идет в положительном направлении по отноше-

нию к области D – так, что она остается слева, то есть по часовой стрелке.
Еще рассмотрим силовую функцию для области Dn (точнее, ее сужение на ),

. Эта функция определена с точностью до константы (см. раздел 1). Воспользуем-
ся этим, и выберем такую нормировку:

где  – та же точка на контуре , что и раньше; Cn – та же, зависящая от  констан-

та;  и  – компоненты вектора напряжений, действующих со стороны области D.
Интегрирование идет в положительном направлении по отношению к области Dn, т.е.

против часовой стрелки. Но по третьему закону Ньютона, , . Сле-
довательно,
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поэтому граничные значения потенциалов  и  мы можем подчинить усло-
вию:

(3.5)

Исключив  из (3.4) и (3.5), получим N граничных условий для функций ,
; , , ; , :

(3.6)

Еще  условий даст непрерывность смещений, ее мы пока не учитывали. Напомним, что
мы считали заданным поле напряжений в , т.е. потенциалы  и . С этой точки
зрения, (3.6) – граничное условие первой основной задачи (см. пред. раздел), оставляю-
щее произвол в выборе нормировок:  можно заменить на , а  –
на . Здесь  – произвольная действительная,  – любая комплексная кон-
станта. Условия на смещения, как мы увидим, определят “естественную” нормировку
для . Тогда и нормировка  определится однозначно.

Пусть  – горизонтальная,  – вертикальная компонента смещений в D, ,
 – горизонтальная и вертикальная компонента смещений в Dn. При переходе через

границу включения компоненты смещения изменяются непрерывно. Следовательно,

(3.7)

Согласно формуле Колосова (2.8),

(3.8)

Здесь  и  – коэффициенты, характеризующие упругие свойства матрицы  и
включения Dn:

Мы учли, что модуль сдвига всюду один и тот же и что формула (2.8) определяет сме-
щения с точностью до слагаемого вида (2.9). В силу (3.7) и (3.8),

(3.9)

Варьируя нормировку , мы можем добиться того, что второе слагаемое в правой ча-
сти (3.9) исчезнет. Это и есть та естественная нормировка, о которой говорилось вы-
ше. С учетом (3.1), будем иметь:

(3.10)

Равенства (3.6) и (3.10) составляют полную систему граничных условий. Задача тео-
рии упругости будет решена, если мы найдем функции, голоморфные в Dn, где

, а также функции , , регулярные в D, которые этим условиям удо-
влетворяют. Ниже будет показано, что такие функции определяются однозначно.

4. Решение в квадратурах и его свойства. Начнем с анализа соотношений (3.10): рас-
смотрим вспомогательную функцию 
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В силу (3.10), она голоморфна на , т.е. на всей плоскости D0. Следо-
вательно, . А поскольку на бесконечности эта функция равна нулю (в силу
того, что ), она равна нулю везде. Отсюда,

(4.1)

Далее: подставим (4.1) в (3.6). После элементарных преобразований получим:

(4.2)

Введем в рассмотрение еще одну вспомогательную кусочно-голоморфную функ-
цию :

(4.3)

Обозначим через  границу области D:

Пусть  и  – предельные значения функции ω(z) при стремлении к точке
 слева и справа (то есть, изнутри или снаружи одного из контуров ) соответ-

ственно. Из (4.3) и (4.2) следует формула для скачка :

Поскольку значение функции ω(z) в бесконечно удаленной точке задано (а именно,
, так как ), эта функция определяется однозначно. По общим прави-

лам, она равна сумме интегралов типа Коши:

(4.4)

Из (4.4) и (4.3) следуют формулы для  и , :

(4.5)

Эти формулы вместе с (4.1) решают задачу (3.6), (3.10). Если N = 1 (включение од-
но), то

(4.6)

Ниже полученные результаты (формулы (4.1) и (4.5)) будут проанализированы.
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Начнем с рассмотрения тривиального случая, когда на бесконечности задан чистый
сдвиг, то есть . Из (4.1) и (4.5) имеем:

(4.7)

Элементарно проверяется, что (4.7) – это, действительно, решение задачи (3.6), (3.10),
если . Из (4.7) следует, что тензор напряжений всюду будет таким же, как на
бесконечности. Его компоненты, в силу (2.3),

Теперь, в предположении , исследуем формулы (4.1) и (4.5) “на регуляр-
ность”. Величина , если ее рассматривать как функцию точки, принадлежащей гра-
нице включения, удовлетворяет условию Гельдера. Поэтому определяемые посред-
ством (4.5) функции  и  ограничены. Ограничены также функции , ли-
нейные по ; а функция  просто равна нулю.

Но напряжения определяются производными потенциалов Колосова. Первые две
производные  и ϕ ограничены: в силу (4.1),

Здесь учтено, что . Для того чтобы прояснить ситуацию с  и
, рассмотрим интеграл типа Коши от  по кусочно-гладкому контуру , грани-

це одной из областей . Обозначим этот интеграл через I:

(4.8)

Вычислим производную , и применим к ней интегрирование по частям:

Проинтегрированный член исчезает, поскольку функция  непрерывна. Произ-
водную  по  следует понимать как отношение:

где s – длина дуги, отсчитываемая в положительном направлении от произвольной
точки . Очевидно,

где  – угол между касательной l, инцидентной точке , и положительным
направлением действительной оси, см. рис. 1.

Следовательно,
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По предположению, контур  состоит из дуг Ляпунова, – дуг, во внутренних точ-
ках которых угол  – непрерывная функция , удовлетворяющая, к тому же, условию
Гельдера H. Классу H, очевидно, принадлежит и экспонента , поэтому вбли-
зи неугловых точек  функция  ограничена.

Выясним, что происходит вблизи угловых точек, где функция  претерпевает
разрыв. При этом мы воспользуемся одной важной теоремой из [17]. В упрощенном
варианте она формулируется следующим образом: пусть  – гладкие дуги,
инцидентные точке a; на каждой из дуг  задана своя функция , принадлежащая
классу H, и направление интегрирования. Обозначим через  сумму интегралов ти-
па Коши:

Тогда в достаточно малой окрестности точки a

(4.9)

Знак “+” перед слагаемым  выбирается, если интегрирование по  идет по на-
правлению к точке , знак “–” – если в противоположном направлении.

Применим эту теорему к нашему случаю. Пусть a – угловая точка контура ; она
инцидентна двум дугам (т.е. K = 2). На этих дугах задана функция , принад-
лежащая классу H. Задано и направление интегрирования (против часовой стрелки).
Пусть  – дуга, которая заканчивается точкой a,  – дуга, которая с нее начинается.
Таким образом, , ; , , а  и  –
предельные значения  и  при .

Пусть  и  – предельные значения угла , см. рис. 2:

(пределы односторонние). Тогда

В силу (4.9) и следующего за (4.9) замечания относительно выбора знаков,

(4.10)

Притом неважно, слева или справа (изнутри или извне контура ) приближаемся

мы к угловой точке. Поэтому для  и  мы имеем одну асимптотику: при 

(4.11)

Заметим, что (4.11) – асимптотика еще и для , так как . Итак,
производные второго потенциала Колосова при приближении к угловым точкам грани-
цы стремятся к бесконечности по логарифмическому закону (исключение составляет
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случай , – он был рассмотрен выше). Но след тензора напряжений  – величина
ограниченная: по первой из формул (4.1), след равен  в  и  в – .
Учитывая это и пользуясь (4.11), находим с помощью (2.3) асимптотику для компо-
нент 

(4.12)

Здесь  – симметричная матрица, компоненты которой при  остаются конеч-
ными. Напряженное состояние вблизи угловой точки определяется, в основном, пер-
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Рис. 1. К определению угла .
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вым слагаемым в правой части (4.12) и представляет собой практически чистый сдвиг.
Собственные значения  (главные напряжения):

(4.13)

Главные оси тензора напряжений в пределе при  коллинеарны векторам e1 =

=  и  – собственным векторам

матрицы

Вектор  отвечает собственному числу , и, очевидно, коллинеарен биссектрисе
угла между предельными касательными  и ; рис. 2. Вектор  ему ортогонален.

Итак, независимо от условий на бесконечности, предельное положение одной из
главных осей тензора напряжений – это биссектриса угла, который образован каса-
тельными, инцидентными угловой точке.

Замечание 1. Если a – не просто угловая точка, а точка заострения:

то, согласно (4.12), напряжения в окрестности a ограничены. Этот результат согласу-
ется со следующим фактом (и является, в некотором смысле, его обобщением): пусть
включение Dn – трещина (то есть, бесконечно узкая щель) произвольной конфигура-
ции. Тогда, очевидно,

и производная  этого интеграла – тоже 0. Иными словами, трещину, заполненную
материалом с “общим” модулем сдвига, поле напряжений во внешней области “не за-
мечает”. Поэтому в окрестности трещины, а значит, и вблизи точки заострения – ее
устья напряжения будут конечными.

5. Примеры. 5.1. Эллиптическое включение. Полное решение задачи теории упруго-
сти для изотропного эллиптического включения дано в [5]. Здесь мы только убедимся
в том, что формулы (4.6) дают правильный ответ для случая, когда модули сдвига
включения и плоскости совпадают.

Итак, единственное включение занимает область , граница которой  – эл-
липс. Будем считать, что сумма полуосей эллипса равна 2: большая полуось равна

, малая – , где ; центр совпадает с началом координат; большая полу-
ось ориентирована вдоль действительной оси. Константа Колосова, характеризующая
свойства включения, равна ; константа Колосова для области D (т.е. для плоскости с
исключенным из нее эллипсом) равна . Это соответствует обозначениям, принятым
в разделах 2 и 3.

Искомые потенциалы Колосова: в области  –  и , в  –  +
+ Φ(z) и , где . Граничные условия, которым эти
функции удовлетворяют – частный случай (3.6) и (3.10) при N = 1:
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(5.1)

Функции  и  находятся просто: из (4.6),

(5.2)

Для того, чтобы найти с помощью (4.6) функции  и , мы должны вычис-
лить интеграл по эллипсу 

(5.3)

Произведем замену: ; тогда (5.3) сведется к интегралу по окружности :

(5.4)

Здесь учтено, что  и . Особые точки подынтегральной функции:
начало координат и два (в общем случае) корня уравнения

Обозначим через ε1 корень, наименьший по абсолютной величине. Поскольку  < 1, при
любом z он находится внутри единичной окружности. Второй корень, , нахо-
дится внутри этой окружности, если , и вне ее, если . В последнем случае
можем написать:

(5.5)

Здесь имеется в виду ветвь квадратного корня, для которой

Вне эллипса  – однозначная функция. Действительно, точки ветвления функ-

ции  – это фокусы эллипса. При обходе контура, охватывающего оба фокуса,
а тем более весь эллипс, квадратный корень не испытывает приращения.

Теперь вычислить интеграл (5.4) (используя теорию вычетов), не составляет труда:

(5.6)

Легко проверить, что в соответствии с теоремой Племеля,

(5.7)

Подставляя (5.6) в (4.6), получаем формулы для  и :
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(5.8)

где  вычисляется по формуле (5.5). Формулы (5.2) и (5.8) решают краевую задачу
(5.1): то, что удовлетворяется второе граничное условие (5.1), очевидно. С помощью
(5.7) можно убедиться в том, что первое граничное условие (5.1) тоже выполнено.

Обратим внимание на тот факт, что функции  и  линейны по z. Так и
должно быть: это значит, что напряженное состояние внутри эллиптического включе-
ния однородно.

Заметим также, что при β = 1 (когда эллиптическое включение вырождается в пря-
молинейную щель), из (5.8) имеем:

т.е. поле напряжений во внешней области тоже будет однородным, таким же, каким
оно было бы в отсутствие включения. Это – частный случай ситуации, рассмотренной
в конце предыдущего раздела, см. Замечание 1.

5.2. Набор из N кругов. Пусть области Dn,  – попарно не пересекающиеся
круги. Центр круга Dn находится в точке zn, радиус равен rn. Требуется решить краевую
задачу (3.6), (3.10).

Ответ для функций  и  готов – это формулы (4.1). Для того, чтобы найти,
пользуясь (4.5), функции  и , необходимо вычислить интеграл (4.8) по каж-
дой окружности. Это нетрудно:

(5.9)

Подставляем (5.9) в (4.5):

(5.10)

Формулы (4.1) и (5.10) решают краевую задачу (3.6), (3.10). Это легко проверить непо-
средственной подстановкой, если учесть, что поскольку  – окружность радиуса rn,
а zn – ее центр,

5.2. Полукруг. Пусть включение снова одно, и это – полукруг D1 (рис. 3.), ограни-
ченный дугой C – верхней полуокружностью единичной окружности и отрезком дей-
ствительной оси [–1, 1]:

Требуется решить задачу (5.1).
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Функции  и  определяются, как и в случае эллиптического включения,
формулами (5.2). Для того, чтобы найти с помощью (4.6) функции  и , мы
должны взять интеграл по границе полукруга:

(5.11)

Переходя от средней части (5.11) к правой, мы учли, что , если ; и ,
если . Дальнейшие вычисления интереса не представляют, – они основаны
на элементарной теории вычетов. Приведем ответ:

(5.12)

Под ln(…) в правой части (5.12) можно понимать, например, ветвь логарифма:
, где .

Пусть ,  – сужение функции  соответственно на  и D:

(5.13)

Заметим, что  и  – однозначные функции, каждая в своей области определе-
ния. Действительно: внутри контура, расположенного в , не содержится ни одной из
двух точек ветвления логарифма ( ); внутри контура, расположенного в , лежат
обе эти точки, поэтому в обоих случаях аргумент комплексной величины 
при обходе по контуру не изменяется. Важно, что при 

При :

(5.14)

Легко проверить, что согласно теореме Племеля,
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(5.15)

Далее: вычислим производные  и . Дифференцирование (5.13) дает:

(5.16)

При стремлении  к любой неугловой точке контура, производные стремятся к конеч-
ным пределам. В частности,

Из (5.16) заключаем, что вблизи угловой точки 

(5.17)

а окрестности точки z = –1,

(5.18)

Итак, при  производная интеграла (5.11) стремится к бесконечности по лога-
рифмическому закону.

Сравним (5.17) и (5.18) с результатами, которые были получены в разделе 4, а имен-

но – с асимптотикой (4.10). Напомним, что в разделе 4 через  и  обозначены уг-
лы, которые образуют левая и правая касательные, инцидентные угловой точке a, с
действительной осью, см. рис. 2. В данном случае, угловых точек две: 1 и –1. Для пер-
вой точки:

(5.19)

Подставив значения (5. 19) в (4.10), получим правую часть (5.17). Если же , бу-
дем иметь:

(5.20)

Подставив (5.20) в (4.10), придем к (5.18). Таким образом, асимптотики (5.17) и (5.18) –
это частные случаи (4.10); так и должно быть.

Согласно (4.6),

(5.21)

Формулы (5.21) и (5.2) дают решение краевой задачи (5.1). То, что функции (5.2) удо-
влетворяют второму условию (5.1), очевидно. Используя (5.15), убеждаемся в том, что
первое граничное условие тоже выполнено. Обратим внимание, что в силу (5.14)
функции  и  вблизи угловых точек ограничены; следовательно, смещения
всюду конечны.

Приведем также явные выражения для  и :
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(5.22)

Формулы (5.22) и (5.2) позволяют найти компоненты тензора напряжений  во всей
плоскости. Но мы ограничимся асимптотиками при , которые проще всего по-
лучить из общей формулы (4.12):

и

Здесь  – ограниченная симметричная матрица. Главные напряжения  и  вбли-
зи угловых точек, согласно (4.13),

где .
6. Сводка результатов. В статье рассмотрена двумерная задача теории упругости для

плоскости с одним или несколькими включениями, модули сдвига которых совпада-
ют с модулями сдвига плоскости. Никаких ограничений на модули сжатия нет. Грани-
цы включений предполагаются кусочно-гладкими, состоящими из конечного числа
дуг Ляпунова. Условия на бесконечности задаются в терминах напряжений. Исполь-
зован метод Колосова–Мусхелишвили. Основные результаты:

1. Для потенциалов Колосова получено общее решение в квадратурах.
2. Показано, что вблизи угловых точек границы включения напряженное состояние

представляет собой практически чистый сдвиг и что напряжения растут по логариф-
мическому закону. Получены соответствующие асимптотики. Найдено предельное
положение главных осей тензора напряжений. Показано, что оно определяется ло-
кальной геометрией границы и не зависит от условий на бесконечности.

3. Показано, что вблизи точек заострения напряжения остаются ограниченными и
что трещина (бесконечно узкая щель), заполненная материалом с “общим” модулем
сдвига, не влияет на поле напряжений во внешней области.

4. Вычислены потенциалы Колосова для нескольких конкретных случаев: когда
включение представляет собой эллипс; полукруг; а также когда включений несколько,
и это – круги разных радиусов с разными модулями сжатия.
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Рассмотрена задача о нагружении текстурированного двухслойного упругого осно-
вания жестким гладким индентором. На границе раздела текстурированного слоя и
полупространства заданы условия полного сцепления. Элементами рельефа являют-
ся упругие цилиндры, характеризующиеся высотой и радиусом, располагающиеся
на поверхности основания с заданным периодом. Для описания механических
свойств элементов рельефа используется одномерная модель Винклера. Решение
контактной задачи осуществляется с помощью метода граничных элементов. Давле-
ние, перемещения, а также форма индентора аппроксимируются кусочно-постоян-
ными функциями. Коэффициенты взаимного влияния строятся с помощью метода,
основанного на двойных интегральных преобразованиях Фурье. Проведен анализ
влияния плотности расположения элементов текстуры и их податливости на распре-
деление контактного давления. Получено, что в большинстве случаев контакт осу-
ществляется только с элементами текстуры. Для относительно жесткого текстуриро-
ванного слоя важно комбинированное влияние изгиба слоя и дополнительной подат-
ливости, сообщаемой элементами текстуры. Для относительно жестких и податливых
текстурированных слоев получены кривые нагрузка–внедрение в зависимости от пе-
риода текстуры. В рамках предложенной постановки также рассмотрен предельный
случай контакта индентора со слоем Винклера, полностью покрывающим поверх-
ность двухслойного упругого полупространства. Получены и проанализированы кри-
вые нагрузка–внедрение для индентора, имеющего форму пирамиды Берковича.

Ключевые слова: контактная задача, покрытие, текстурированная поверхность
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1. Введение. Создание на поверхности определенного рельефа (текстуры) является
распространенным технологическим приемом, преследующим разные цели, такие как
создание объемов для удержания смазки и вывода продуктов износа в условиях фрик-
ционного контакта, управления коэффициентом трения и жесткостью контакта путем
варьирования геометрии и взаимного расположения элементов текстуры и т.д. При
решении задач о контакте текстурированных поверхностей принято пользоваться ме-
тодами и подходами, разработанными для механики дискретного контакта. Для одно-
родных упругих тел периодические задачи были рассмотрены в ряде работ, таких как
[1–5]. Контактные задачи для покрытий переменной толщины, возникающей из-за
наличия текстуры, можно рассматривать с помощью приближенных методов, как, на-
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пример, в работе [6], где рассматривалась соответствующая плоская задача. Простран-
ственная задача о нагружении текстурированного слоя, сцепленного с жестким полу-
пространством, рассмотрена в работе [7]. Приближенный метод решения простран-
ственной задачи для покрытия, масштаб неровностей на поверхности которого
существенно уступает толщине покрытия, разработан в [8].

В данной работе предложена постановка и метод решения задачи о контакте глад-
кого индентора и двухслойного упругого полупространства, на поверхности которого
находится периодическая система одинаковых элементов текстуры.

Также на поверхности покрытий могут существовать тонкие слои, как правило до-
статочно податливые, возникающие в процессе эксплуатации. Типичным примером
является слой, возникающий в процессе трения (так называемый трибослой). Опре-
деление свойств этого слоя позволяет получить важную информацию о процессах,
происходящих при фрикционном взаимодействии. Механические свойства слоя мож-
но определить с помощью наноиндентирования. Существуют экспериментальные ра-
боты по индентированию поверхностей трения [10–12], но для корректной идентифи-
кации механических свойств поверхностных пленок при интерпретации результатов
необходимо учитывать деформацию покрытия и подложки, особенно в случае относи-
тельно жестких покрытий. В [12] приведены результаты определения механических
свойств трибопленки на поверхности углеродного покрытия при индентировании ша-
риком (осесимметричная задача). В данной работе показано, что в рамках предложен-
ной модели для решения задачи о контакте текстурированной поверхности можно в
качестве предельного случая рассмотреть пространственную задачу о контакте гладко-
го индентора произвольной формы и двухслойного упругого полупространства с от-
носительно податливым слоем на поверхности.

2. Постановка задачи. Рассматривается нагружение жестким индентором двухслой-
ного упругого основания, на поверхность которого нанесен периодический рельеф
(рис. 1). Нижняя часть основания представляет из себя упругое полупространство с
модулем упругости E2 и коэффициентом Пуассона . Верхний слой также является
упругим и описывается конечной толщиной H, а также модулем упругости E1 и коэф-
фициентом Пуассона . Условия на границе полупространства и верхнего слоя соот-
ветствуют полному сцеплению:

(2.1)

Здесь , ,  – нормальное и касательные напряжения, , ,  – нормальные
и касательные перемещения в материале слоя (1) и полупространства (2).

Элементами рельефа являются упругие цилиндры высотой  и радиусом r, распола-
гающиеся на поверхности основания с периодом T. Для описания механических
свойств элементов рельефа используется одномерная модель упругого материала, ха-
рактеризуемая податливостью . Правосторонняя декартова система коорди-
нат  располагается таким образом, что ее центр находится в плоскости, проходя-
щей через вершины элементов рельефа в недеформированном состоянии, а ось ап-
пликат направлена по нормали к указанной плоскости в сторону, противоположную
основанию. Форма индентора описывается гладкой функцией . Индентор на-
гружен вертикальной силой Q. Граничные условия в плоскости z = 0:

(2.2)
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Здесь  – номинальная область контакта,  – форма поверхности в недеформи-

рованном состоянии,  – вертикальные перемещения верхней границы дву-
слойного основания, на котором находятся элементы текстуры,  – вертикаль-
ные перемещения верхних точек элементов текстуры относительно поверхности дву-
слойного основания (вне элементов текстуры ), D – внедрение индентора.
При этом контактное давление , номинальная область контакта  и
внедрение D – неизвестны.

Также выполняется условие равновесия:

(2.3)

3. Метод решения. Решение контактной задачи осуществляется с помощью метода
граничных элементов. Прямоугольная область , включающая в себя искомую об-
ласть контакта, разбивается на  квадратных элементов , . Давление, пере-
мещения, а также форма индентора внутри этой области аппроксимируются кусочно-
постоянными функциями ( , , , , , ). Для определения зависимости
вертикальных перемещений границы двуслойного основания от приложенного давле-
ния используется решение задачи о действии нагрузки q, равномерно распределенной
внутри квадрата со стороной 2a на поверхности двухслойного упругого основания [9]:

(3.1)

Функция  определяется из решения системы линейных функциональных
уравнений, полученных из граничных условий в результате использования бигармо-
нических функций для определения напряжений и перемещений, а также применен-
ного к постоянной нагрузке двойного интегрального преобразования Фурье. Функция

 линейно зависит от результата применения двойного преобразования Фу-
рье к постоянному давлению:
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(3.2)

Благодаря тому, что вертикальные перемещения границы линейно зависят от прило-
женного давления внутри каждого элемента, вертикальные перемещения границы
двуслойного основания, а также перемещения элементов рельефа могут быть выраже-
ны через давление следующим образом:

(3.3)

где  – вертикальное смещение поверхности в центре элемента i в результате дей-
ствия единичного давления внутри элемента j,  – податливость:

(3.4)

Здесь  – расстояние между центрами элементов-квадратов.
Граничные условия (2.2) и условие равновесия (2.3) могут быть выражены с помо-

щью введенных кусочно-постоянных функций:

(3.5)

Поскольку область  заведомо больше области контакта, при решении системы (3.5)
давления pi,  могут принимать положительные, отрицательные и нулевые зна-
чения, что противоречит граничным условиям. Поскольку элементы с отрицательным
давлением не являются частью площадки контакта, им присваивается нулевое значе-
ние, ранг матрицы системы уравнений (3.5) сокращается, затем система решается за-
ново. Процесс продолжается до тех пор, пока в решении не окажется элементов с от-
рицательным давлением. В результате приближенно определяется область контакта,
контактное давление и внедрение индентора. Следует отметить, что условие контакта
только по поверхности элементов текстуры не ставится заранее, более того, при неко-
торых комбинациях входных параметров возможен контакт индентора с деформиро-
ванной поверхностью упругого слоя вне элементов текстуры.

4. Результаты расчетов (текстурированный слой). Расчеты проводились для индентора

имеющего форму параболоида , где  – радиус. При расчетах рас-
сматривались элементы рельефа, имеющие форму цилиндра радиусом  и высотой 
и расположенные периодически с периодом T, при этом модуль упругости элементов
рельефа равен модулю упругости слоя ( ). Результаты получены для полупро-
странства, покрытого относительно жестким слоем и для полупространства, покрытого
относительно мягким слоем. Результаты представлены в безразмерном виде, при этом
безразмерные параметры получены следующим образом: ,  =

= p/E1, .
На рис. 2 представлено распределение контактного давления при внедрении сфе-

рического индентора в различные типы оснований под действием различных усилий.
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На рис. 2 a, b наблюдается неполный контакт основания и индентора: в контакт с ин-
дентором вступают только поверхности элементов рельефа. В случаях, изображенных
на рис. 2 c, d имеем полный контакт вблизи центра индентора и неполный на краях.
Пики давлений концентрируются на краях элементов неровностей. Во всех рассмот-
ренных случаях максимальное контактное давление находится на краю элемента не-
ровности, центр которой совпадает с осью симметрии индентора.

Деформированная поверхность слоя и элементов текстуры изображена на рис. 3
для тех же параметров задачи, что рассматривались на рис. 2. В случае неполного кон-
такта поверхность между инденторами имеет кривизну, при этом максимальные вер-
тикальные смещения находятся вблизи границ элементов неровности, что обусловле-
но концентрацией контактного давления на краях неровностей.

Была исследована зависимость внедрения индентора от нагрузки для двух различ-
ных случаев относительной жесткости слоя и двух периодов, характеризующих взаим-

ное расположение неровностей (рис. 4). При этом безразмерная нагрузка = 2
1' /Q Q E R

Рис. 2. Распределение контактного давления для относительно жестких (b, d) и относительно податливых

текстурированных покрытий (a, c) при разных значениях силы:  (a), 
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в обоих случаях получена относительно модуля упругости  жесткого покрытия, что-
бы иметь возможность сравнить результаты для одинаковой абсолютной. Во всех слу-
чаях наблюдается нелинейная зависимость между внедрением и нагрузкой. Наиболь-
ший рост внедрения при увеличении нагрузки наблюдается вблизи нуля. При увели-
чении нагрузки, значение  постепенно снижается до некоторого постоянного
значения. Ожидаемо, меньшему значению периода взаимного расположения неров-
ностей соответствует меньшее внедрение индентора. Характер зависимости внедре-
ния от нагрузки схож для случаев относительно жестких и относительно мягких тек-
стурированных покрытий.

5. Результаты расчетов (однородный слой). Разработанный метод решения для слу-
чая  во всех внутренних точках области , был использован для исследова-
ния контакта двухслойного упругого полупространства, на поверхности которого на-
ходится слой постоянной толщины Hw, описываемый моделью Винклера с податливо-
стью , и гладкого индентора произвольной формы. С практической точки
зрения наиболее востребованной является задача о вдавливании пирамиды Беркови-
ча, поскольку она может быть использована при интерпретации результатов инденти-
рования поверхностей покрытий с тонкими пленками. Этот тип головок представляет
собой трехгранную пирамиду с закругленным концом (по ГОСТ Р. 8.904-2015 радиус

1E
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≠*( , ) 0w x y Ω

=η /w w wH E

Рис. 3. Форма поверхности слоя под элементами текстуры для относительно податливого (а) и относительно
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закругления  может быть от 20 до 50 нм, в ходе эксплуатации увеличивается). При
исследовании тонких пленок все чаще индентирование происходит в упругом режи-
ме, что не позволяет определять твердость исследуемых материалов, но может дать
информацию об их упругих свойствах.

Для демонстрации возможностей метода было исследовано вдавливание инденто-
ра, геометрия которого определяется ГОСТ Р. 8.904-2015, в относительно жесткое по-
крытие с модулем Юнга 70 ГПа, нанесенное на подложку с модулем 7 ГПа; на поверх-
ности покрытия находится податливая пленка (0.14 ГПа). В работе [13] показано, что в
случае относительно жестких покрытий деформация подложки оказывает существен-
ное влияние на кривую нагрузка–внедрение даже при малых значениях нагрузки.

Полученные результаты представлены на рис. 5 и рис. 6 в размерных величинах (ко-
ординаты в метрах, нагрузка и давление в Ньютонах и Паскалях соответственно). По
рис. 5 можно сравнить распределения контактного давления под индентором при на-
личии либо отсутствии поверхностной пленки. Помимо ожидаемого результата – уве-
личения области контакта и уменьшения максимального давления, следует отметить,
что форма распределения при наличии пленки ближе к пирамидальной.

Важным аспектом является влияние пленки на внедрение и максимальное значе-
ние контактного давления при индентировании. На рис. 6 представлены соответству-
ющие результаты для выбранного диапазона нагрузки, нижняя граница которого обу-
словлена чувствительностью численного метода решения. Кривые, иллюстрирующие
результаты, полученные для случаев покрытия с поверхностной пленкой и без нее,
имеют существенно разные градиенты в области, близкой к нулю (на ранних стадиях
нагружения), затем влияние пленки уменьшается. Вопрос о правомерности использо-
вания модели Винклера для интерпретации результатов индентирования податливых

bR

Рис. 4. Кривые нагрузка-внедрение для относительно жесткого (кривые 1 и 1') и относительно податливого
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Рис. 5. Распределение контактного давления под пирамидой при наличии пленки (а) и без пленки (b).
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тонких пленок на жестком основании рассматривался в работе [14], где также пред-
ставлена экспериментальная верификация модели.

6. Заключение. В рамках данной работы был предложен эффективный способ моде-
лирования контакта жесткого индентора с упругим телом, покрытым текстурирован-
ным слоем. Расчеты выполнены для индентора параболической формы, а также отно-
сительно мягкого и относительно жесткого покрытия с цилиндрическими неровностя-
ми на его поверхности. Результаты показывают, что податливость покрытия
существенно зависит от периода расположения неровностей. Выбранная часто исполь-
зуемая форма неровностей (цилиндрическая) вызывает концентрацию контактного
давления на краях неровностей, что потенциально может вызвать неравномерный из-
нос такого покрытия.

Предельным случаем предложенной постановки задачи является контакт гладкого
индентора с двухслойным упругим полупространством, на поверхности которого на-
ходится тонкая пленка (одномерная модель упругого материала). Получены результа-
ты, которые показывают, что при индентировании пирамидой Берковича с малыми
нагрузками влияние пленки на кривую нагрузка–внедрение является существенным.
Из этого следует, что предложенная модель может быть использована для интерпрета-
ции результатов индентирования, диагностирования наличия поверхностных пленок
различной природы и оценки их механических свойств.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 19-01-00231 (контакт текстуриро-
ванных поверхностей) и грант 20-58-00007 (индентирование тонких пленок).
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Рассматривается вращение тонкого упругого диска вокруг его оси. Предполагается,
что диск жестко закреплен в центре и совершает малые поперечные колебания, опи-
сываемые в рамках мембранной модели. Для подавления колебаний гибкий диск
подвергается внешним механическим воздействиям. Процесс демпфирования коле-
баний оценивается квадратичным энергетическим критерием и оптимизируется с
применением современной теории оптимального управления. Выведены условия
оптимальности, применяемые для подавления упругих колебаний на конечном ин-
тервале времени, и приведен разработанный итерационный алгоритм демпфирова-
ния колебаний, проиллюстрированный на примере аналитического определения
стабилизирующего воздействия.

Ключевые слова: вращающийся гибкий диск, гашение колебаний, оптимизация демп-
фирующих воздействий
DOI: 10.31857/S0572329921060039

1. Введение. Модель поперечных колебаний гибкого вращающегося диска, предло-
женная в [1, 2], учитывала действие натяжений в радиальном и окружном направле-
ниях. Отмечалось, что, несмотря на отсутствие учета в модели изгибных сил, данная
модель описания колебаний приводит к удовлетворительным результатам при боль-
ших скоростях вращения диска. В работах [3–5] в предположении об отсутствии из-
гибных напряжений исследовались моды свободных поперечных колебаний вращаю-
щихся мембранных дисков. В работе [6] при исследовании поперечных колебаний
вращающегося диска дополнительно учитывались изгибные силы и были получены
результаты, обосновывающие вычисления частот в [1–5]. Влияние приложения внеш-
ней поперечной силы на устойчивость вращающегося упругого диска исследовалось в
[7] в предположении, что внешнее воздействие распределено по малой области диска.
Стационарные прогибы гибкого вращающегося диска, находящегося под воздействи-
ем фиксированной в пространстве поперечной нагрузки, изучались в [8] как в рамках
мембранной модели, так и с учетом изгибной жесткости. Проблемы устойчивости и
дестабилизации колебаний упругих и вязкоупругих систем в движущихся средах ис-
следовались в [9], а в [10] приведено решение, полученное Хосака и Крэндэллом, зада-
чи стабилизации поперечных колебаний вращающегося диска с учетом аэродинами-
ческого воздействия.

2. Основные соотношения задачи оптимизации. Рассматривается вращающийся с уг-
ловой скоростью ω упругий диск, совершающий поперечные колебания малой ампли-
туды и находящийся под внешним механическим воздействием для демпфирования

УДК 539.3
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колебаний. Используя лабораторную (Эйлерову) систему координат  (см. рис. 1) и
мембранную модель вращающегося диска, представим уравнение поперечных колеба-
ний в виде [1–5]

(2.1)

(2.2)

где  – поперечное перемещение,  – плотность,  – радиус диска,  –
толщина мембраны,  – угловая скорость,  – коэффициент Пуассона, g =
=  – прикладываемое поперечное демпфирующее воздействие, нижние индек-
сы t,  и  означают дифференцирование по соответствующей переменной.

В дальнейшем используются безразмерные переменные ,  (штрихи
далее опускаются), а также начальные и граничные условия, выражающие жесткое за-
крепление в центре круглого диска и конечность перемещений свободного края. Учи-
тывая, что все рассмотрения проводятся в области :

(2.3)

на отрезке времени , запишем данные условия в виде

(2.4)

(2.5)

в которой tf – безразмерное время окончания рассматриваемого процесса демпфиро-
вания колебаний,  и  – заданные начальные возмущения перемещений
и их скоростей. Функция прогибов удовлетворяет также условиям  = 0 и

. Функция  рассматривается в дальнейшем в каче-
стве управляющего воздействия, реализующего демпфирование колебаний диска. Ка-
чество процесса подавления колебаний оценивается значением функционала
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(2.6)

зависящего от перемещений  и скоростей  в конечный момент вре-
мени . Параметры  и  считаются заданными.

На управляющее демпфирующее воздействие  наложено энергетическое
ограничение в виде следующего неравенства:

(2.7)

Здесь , а  – заданная постоянная.
Процесс гашения колебаний в оптимизационной постановке [11–15] заключается в

отыскании управляющего экстремального воздействия  ( ), удовле-
творяющего энергетическому неравенству (2.7) и минимизирующего квадратичный
функционал качества (2.6).

Для реализации процесса минимизации рассматриваемого функционала качества
(2.6) выведем условия оптимальности. С этой целью воспользуемся уравнением коле-
баний вращающегося диска в безразмерной форме

(2.8)

и приведем соответствующие соотношения в вариациях для этого уравнения и на-
чально-краевых условий (2.4), (2.5)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

причем  и .
3. Сопряженная система и необходимые условия оптимальности. Используем в даль-

нейшем также выражения для вариаций минимизируемого функционала  и огра-
ничения (2.7), записанного предварительно в виде равенства при помощи введения
вспомогательной величины  [14, 15]:

(3.1)

Будем иметь

(3.2)

(3.3)

Введем в рассмотрение сопряженную переменную , удовлетворяющую по
определению следующим граничным условиям:

(3.4)

совпадающим с граничными условиями, наложенными на переменную  при  и
r = 1 в (2.5). Умножим затем уравнение в вариациях (2.9) на переменную  с последую-
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щим интегрированием произведения по области . Используя начально-краевые
условия (2.10) и (2.11) и выполняя интегрирование “по частям”, представим вариацию
полученного интеграла в виде

(3.5)

Необходимое условие оптимальности процесса демпфирования колебаний вращаю-
щегося диска сводится к равенству нулю вариации расширенного функционала
Лагранжа, то есть

(3.6)

где  – множитель Лагранжа, соответствующий учету энергетического неравенства
(2.7). Подстановка выражений (3.3), (3.5) в уравнение (3.6) и учет произвольности ва-
риаций ,  при  и вариации  приводит к необходимому условию опти-
мальности

(3.7)

если ограничение (2.7) выполняется со знаком строгого равенства и, следовательно,
. При этом ( )

(3.8)

В случае строгого неравенства в (2.7) величина вспомогательной переменной θ в (3.1)
отлична от нуля, а из необходимого условия экстремума ( ), которое получается
из (3.6), следует, что .

Из условия обращения в ноль полной (расширенной) вариации в (3.6) также полу-
чим однородное дифференциальное уравнение в частных производных для сопряжен-
ной переменной

(3.9)

удовлетворяющей условиям в конечный момент времени  рассматриваемого вре-
менного интервала

(3.10)

Отметим, что условие экстремума расширенного функционала

(3.11)

означает, что для неактивного ограничения (2.7), выполняющегося со знаком строго-
го неравенства, из (2.7) и (3.1) следует, что . Соответствующий множитель
Лагранжа в этом случае должен полагаться равным нулю, как это следует из необходи-
мого условия оптимальности (3.11). Тем самым, ограничение (2.7) в этом случае не
учитывается при отыскании оптимального решения. Если же , то , и соот-
ветствующее ограничение является “активным”.
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Таким образом, рассматриваемая задача оптимального гашения колебаний сводит-
ся к решению связанных начально-краевой задачи для  и краевой задачи для

 с условиями в конечный момент времени. При этом оптимальное демпфиру-
ющее воздействие  находится с применением условий экстремума.

4. Алгоритм определения управляющих воздействий. Для отыскания способа опти-
мального гашения колебаний вращающегося упругого диска предлагается следующий
алгоритм определения управляющих воздействий. Данный способ основывается на
применении выведенных условий экстремума и решении связанных терминальными
условиями уравнений, определяющих распределения прогибов  и сопряжен-
ной переменной . Итерационный алгоритм решения задачи оптимизации за-
ключается в последовательном выполнении описанных ниже итераций и шагов.

На первом шаге первой итерации решается “прямая” задача, состоящая в интегри-
ровании уравнений динамики для функции прогибов с граничными условиями и на-
чальными условиями, описывающими начальные распределения перемещений  и
скоростей  при . На начальном этапе итерационного процесса при выпол-
нении первого шага первой итерации в качестве демпфирующего воздействия задает-

ся некоторое (неоптимальное) управление , удовлетворяющее не-
равенству (2.7). При выполнении последующих итераций алгоритма в качестве управ-
ляющего воздействия на первом шаге принимается воздействие, получаемое из
условий оптимальности.

На втором шаге итерационного алгоритма с учетом найденного на первом шаге рас-
пределения  и соответствующих величин производных, входящих в терми-
нальные условия, решается задача возвратного интегрирования сопряженного урав-
нения с соответствующими граничными условиями и условиями в конечный момент
времени , рассматриваемыми в качестве начальных условий при отыскании

.
На третьем шаге с применением найденного на втором шаге распределения сопря-

женной переменной  и использованием условий экстремума (3.7), (3.8) нахо-
дится текущее приближение для оптимального демпфирующего воздействия ,
прикладываемого к диску при , . Полученное на третьем шаге итера-
ционного процесса демпфирующее управление рассматривается далее в качестве “на-
чального” при переходе к первому шагу следующей итерации алгоритма.

5. Реализация метода Галёркина. Приведем некоторые детали нахождения опти-
мального управления процессом гашения колебаний, основанного на методе Галёр-
кина. Представим искомые распределения поперечных перемещений диска 
и сопряженной переменной  в виде рядов

(5.1)

где ,  ( ) – неизвестные функции времени, подлежащие опреде-
лению с использованием уравнений, определяющих w и , а  – функции фор-
мы, определяемые выражениями

(5.2)

и удовлетворяющие граничным условиям (2.5), (3.4) для  и .
Для координатных функций метода Галёркина  и  получим обыкновенные

дифференциальные уравнения, подставив выражения (5.1) в соответствующие дина-
мические уравнения (2.8), (3.9), определяющие переменные  и , и
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умножив получающиеся соотношения на  ( ) с последующим инте-
грированием по r и  ( , ). Выполнив стандартные операции, харак-
терные для метода Галёркина [16–21], будем иметь две системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, служащих для определения величин  и 

(5.3)
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(6.4)

(6.5)

Будем иметь

(6.6)

Используя далее это решение на втором шаге первой итерации алгоритма при воз-
вратном интегрировании сопряженного уравнения

(6.7)

c условиями в конечный момент времени 
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(6.13)

7. Некоторые замечания и выводы. В работе описана новая постановка задачи опти-
мального гашения поперечных колебаний вращающегося упругого диска. В предпо-
ложении о наличии начальных возмущений плоской формы диска и поперечных ско-
ростей предложен эффективный алгоритм подавления возмущений. Изложенный ал-
горитм гашения колебаний основан на получении и использовании необходимых
условий оптимальности и выведенных динамических уравнений в частных производ-
ных. Эти уравнения описывают как процессы колебаний вращающейся круговой
мембраны, так и некоторые процессы для введенных сопряженных переменных (со-
пряженные задачи). Показано, что решение прямых и сопряженных задач возможно с
применением метода Галёркина. Приведен пример, иллюстрирующий основные эта-
пы решения задачи оптимального гашения колебаний тонкого мембранного диска.

Приведем некоторые замечания. Описанный подход к решению задачи оптималь-
ного подавления упругих колебаний вращающегося диска, рассматриваемой в рамках
мембранной модели, естественным образом обобщается на случай диска из термо-
упругого, а также из вязкоупругого материалов, находящегося под воздействием раз-
личных механических и тепловых нагрузок.

Для подавления возникающих возмущений в работе используются управляющие
воздействия в форме  с не разделяющимися в общем случае временем t и
геометрическими переменными (r, ϕ). Однако, при указанном подходе экстремальное
управление может оказаться очень сложным, а его практическая реализация затрудни-
тельной. В этом случае для упрощения можно воспользоваться представлением управ-
ляющего воздействия в виде  с разделенными функциями поло-
жения и времени, описывающими как конкретную геометрическую реализацию распо-
ложения воздействий (приводов, актьюаторов), задаваемую посредством , так и
способ изменения воздействий во времени, обозначаемый через . Данный подход
позволит рассмотреть и сравнить по эффективности способы приложения распреде-
ленных воздействий к различным частям диска и прикладываемых в отдельных точках
сосредоточенных воздействий, а также сопоставить режимы воздействий во времени,
такие, как релейные, гармонические, ударные и другие управления.

Работа выполнена по теме госзадания (номер госрегистрации АААА-А20-120011690132-4) и
при частичной финансовой поддержке Российским фондом фундаментальных исследова-
ний (проект № 20-08-00082а).
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ре между соосными цилиндрическими поверхностями ротационного вискозиметра.
Нагружение материала происходит за счет медленного поворота внешней стенки
вискозиметра, на этом этапе принимается условие прилипания материала к стен-
кам. При некотором критическом угле поворота происходит проскальзывание мате-
риала, которое вызывает распространение в слое ударной волны разгрузки. При рас-
пространении волны происходит ее взаимодействие с упруго-пластической грани-
цей и отражение от стенок вискозиметра. Динамика разгрузки исследуется с
помощью лучевого метода построения прифронтовых разложений.

Ключевые слова: упругость, вязкопластичность, вискозиметрия, большие деформа-
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1. Введение. Среди задач, решаемых средствами механики деформируемых тел, вы-
деляются такие, в которых изучаются некоторые пороговые события. Такие события
часто оказываются катастрофическими и вызывают разрушения в искусственных и
природных структурах. Примеры подобных событий – явление бифуркации равно-
весных состояний, потеря устойчивости в элементах конструкций (прощелкивание
оболочек) [1, 2], в горных породах [3]; образование трещин хрупкого разрушения [4],
сход лавин [5] и др. Здесь рассмотрим краевую задачу теории больших упруговязко-
пластических деформаций о мгновенном изменении в медленном процессе вискози-
метрического деформирования, которое вызвано срывом и проскальзыванием мате-
риала. Упруговязкопластическое деформирование материала в вискозиметре являет-
ся, таким образом, докритическим процессом, а динамическая разгрузка, следующая
за моментом срыва, процессом закритическим. При этом на обоих этапах деформиро-
ванное состояние представляет собой азимутальный сдвиг. Учитывая, что обратимые
и необратимые деформации, приобретенные в процессе нагружения, взаимосвязаны
и не могут быть заданы произвольно, задача о динамической разгрузке требует реше-
ния также и задачи активного нагружения [6–8]. Задачи азимутального сдвига для раз-
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личных моделей сред при квазистатическом и ударно-волновом деформировании
имеют долгую историю и разнообразные приложения, в том числе в биомеханике [9–17].

2. Модельные соотношения упруговязкопластического материала. Для описания дви-
жения среды примем модель больших упругопластических деформаций [18, 19], в ко-
торой обратимая и необратимая составляющие полных деформаций задаются диффе-
ренциальными уравнениями их изменения (переноса). Тогда в переменных Эйлера
основные кинематические соотношения имеют вид:

(2.1)

Здесь u, v – векторы перемещений и скорости;  – тензор полных деформаций Аль-

манси; ,  – тензоры обратимых и необратимых деформаций соответственно; ,  –
тензоры скоростей полных и необратимых деформаций;  – тензор вихря скорости;

 – объективная производная по времени, записанная для произвольного тензора
, которая переходит в производную Яуманна [19], когда нелинейная часть  тензора

вращений  равна нулю. Согласно (2.1) при разгрузке ( ) компоненты тензора не-
обратимых деформаций изменяются также как при жестком перемещении тела. Всю-
ду далее принято условие несжимаемости с целью сосредоточиться на процессах, в ко-
торых достигаются значительные деформации сдвига при сравнительно малых изме-
нениях объема. В этом случае аналог формулы Мурнагана, определяющей связь
напряжений с обратимыми деформациями, принимает вид [19]:

(2.2)

В (2.2)  – тензор напряжений Эйлера–Коши;  и  – функции добавочного гидро-
статического давления, I – единичный тензор второго ранга, W = W(J1, J2) – упругий
потенциал, который для несжимаемой среды может быть представлен в виде [19, 20]:
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зависимости к первой при стремлении к нулю пластических деформаций. Будем считать,
что необратимые деформации начинают накапливаться в материале, когда напряжения

достигают поверхности нагружения (текучести) . В качестве поверхности
нагружения принимаем условие пластичности Треска с учетом вязкого сопротивле-
ния пластическому течению [21]:

(2.4)

В (2.4)  и  – главные значения тензоров напряжений и скоростей пластических де-
формаций,  – предел текучести,  – коэффициент вязкости. Скорости необратимых
деформаций связаны с напряжениями ассоциированным законом пластического те-
чения

(2.5)

Для того чтобы получить замкнутую систему уравнений и в области упругого де-
формирования, и в области пластического течения достаточно дополнить предыду-
щие соотношения уравнением движения или уравнением равновесия

(2.6)

(2.7)
Пренебречь силами инерции в (2.6) так, чтобы иметь (2.7), удается не всегда. Если

это оказывается возможно, то говорят о квазистатическом приближении в решении
задачи.

3. Постановка задачи. Квазистатическое деформирование. Пусть материал, свойства
которого описаны выше, заполняет кольцевой зазор между жесткими цилиндриче-
скими поверхностями с неограниченными образующими. Радиус внутреннего цилин-
дра обозначим , а внешнего . Внешний цилиндр поворачивается вокруг своей оси с
задаваемым напряжением сдвига, тогда как внутренний остается неподвижным. По-
лагаем, что при значениях напряжения сдвига не превышающих некоторого заданно-
го порогового значения  ( ) на стенках цилиндров выполняются
условия прилипания:

(3.1)

Будем считать, что . Предварительные деформации отсутствуют. Траектори-
ями точек среды будут концентрические окружности, а все искомые функции в ци-
линдрической системе координат  зависят от двух переменных: расстояния от
общей оси цилиндров  и времени . Согласно (2.1) кинематика среды в этом случае
определяется зависимостями

(3.2)

где  – центральный угол закручивания точек среды,  – угловая ско-
рость.
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До выхода напряжений на поверхность нагружения деформирование является об-
ратимым. Согласно (2.2) компоненты тензора напряжений в этом случае определяют-
ся зависимостями:

(3.3)

Обратимые деформации полагаем малыми, поэтому в (3.3) выписаны только стар-
шие нелинейные слагаемые деформаций. В областях, где присутствуют необратимые
деформации, напряжения определяются согласно второй зависимости в (2.2):

(3.4)

Компоненты тензоров не выписанные в (3.2)–(3.4) равны нулю. Задавая изменение
крутящего момента достаточно медленным, можно рассчитывать процесс деформиро-
вания в рамках квазистатического приближения. В этом случае интегрируя уравнения
равновесия, следующие из (2.7) и (3.3),

(3.5)

с учетом граничных условий (3.1) запишем решение справедливое в промежуток вре-
мени, когда материал испытывает только упругую деформацию

(3.6)

Решение (3.6) справедливо до момента времени , когда на поверхности 

выполнится условие пластичности , . С этого момента в рас-
сматриваемом слое  присутствуют две области: область вязкопластиче-

ского течения  и область обратимого (упругого) деформирования

;  – уравнение движущейся упругопластической границы.
Здесь и далее верхними индексами “ ” и “ ” в круглых скобках будем обозначать ве-

личины в областях  и  соответственно. Будем полагать, что напряженное со-
стояние достаточно близко к состоянию чистого азимутального сдвига, пренебрегая
эффектами второго порядка. Тогда, исходя из (2.4) условие пластического течения за-
писывается в виде:

( ) ( ) ( )

( )φφ φ

μ ψ
σ σ μ

ψ ψ
σ μ σ μ

∂ − − − ∂ 

∂ ∂ −  ∂ ∂ 

2 2

2

2 ,
2

, ,

rr zz

r

b + r
= = p + = s r t

r

= s r t + r = r
r r

( )
( )

( )

φφ φ

φφ φφ φ

φφ φφ

φφ φ φ φ

φ φ

σ μ μ μ

σ μ μ μ

σ σ
σ μ μ σ μ

σ

− −

− −
− −

− − −

2

2

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 , 2 ,

rr rr r

rr r

rr rr
zz rr r r r

r r

= p + b + e + be + e

= p + b + e + be + e
e e

= p + b e + e e = e =
e

φφ φ φσ σ σ σσ − ∂∂
∂ ∂

0, 2 0rr r rrr + = + =
r r r r

( ) ( )ψ ω α
μ μ

   α− −   
   

2
2

2 2 2 2
0 0

1 1 1 1, ,
2 2

c t R= = c t = R t
r r r r

( ) ( )

( ) ( )

φ

φφ

σ σ σ σ
μ

σ σ σ
μ

 
− 

 

 
= σ 

 

2
0

2 4 4
0

2
0 0

04 4
0

1 1,
4

1 3 , ,
4

r rr zz rr

rr rr rr

c t c t
= = = +

r r r

c t
= + + r t

r r

φ

φ φ φ φφ

μ

= = −
2

2
2

( ) 3, ,
2 22

r
r r rr r

ec te d e = e e =
r

= 0t t = 0r r

( )φσ 0 0r r ,t = k = α2 2
0 0 /t kr R

≤ ≤0:V r r R
( ) ( )≤ ≤0:PV r r m t

( ) ( ) ≤ ≤:EV m t r R ( )=r m t
E P

( )EV ( )PV



81О ДИНАМИКЕ РАЗГРУЗКИ

(3.7)

а в силу ассоциированного закона пластического течения (2.5) из условия (3.7) следует

(3.8)

Параметры напряженно-деформированного состояния находим интегрированием

уравнений равновесия в областях  и , а неизвестные функции интегрирования
определяются из (3.1) и условия непрерывности перемещения, скорости и напряже-
ния на упругопластической границе . Таким образом, в области вязкопласти-

ческого течения  получим

(3.9)

а в области упругого деформирования 

(3.10)

Напряжения в слое, как и ранее, определяются согласно (3.5). Положение упруго-
пластической границы находим из условия равенства на ней нулю скорости пластиче-

ских деформаций 

(3.11)

Согласно (1.1), (3.7) и (3.8) диагональные компоненты обратимых ,  и необрати-
мых ,  деформаций, являющиеся малыми более высокого порядка по сравне-
нию с недиагональными, находятся численно из следующей системы уравнений:

(3.12)

Затем, исходя из (3.4) и (3.6) определяется функция добавочного гидростатического
давления.

4. Динамика разгрузки. В момент времени t = ts =  напряжение трения по-
коя  на поверхности  достигнет предельного значения  и материал в
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окрестности этой поверхности начинает проскальзывать. С этого момента условие
прилипания на  необходимо заменить каким-либо условием контактного тре-
ния. В качестве такового примем условие постоянства касательного напряжения на ,
полагая при этом, что последнее в момент  меняется скачком, так что

(4.1)

Мгновенное падение напряжения ниже предела текучести приводит к формирова-
нию волны разгрузки Σ1, положение которой в пространстве описывается уравнением

. Под ударной волной понимаем поверхность сильного раз-

рыва, т.е. такую поверхность на которой перемещения непрерывны, а скорости пере-
мещений и напряжения испытывают конечный разрыв. Поверхность сильного разры-
ва [22] можно интерпретировать как предельный слой толщины  ( ), в кото-

ром скорости и напряжения изменяются от значений ,  до значений , 
оставаясь внутри слоя монотонными и непрерывными. На поверхностях слабого раз-
рыва, которые также будут встречаться в дальнейшем, напряжения и скорости пере-
мещений остаются непрерывными, а вот их некоторые частные производные претер-
певают разрыв.

В [22] показано, что в упруговязкопластической среде существуют два типа волн:
продольные и поперечные, скорости которых совпадают со скоростями одноименных
волн в упругой среде. Пластические деформации в упруговязкопластической среде
остаются непрерывными и при переходе через поверхность разрыва [22]. В силу при-
нятого ранее предположения о малости обратимых деформаций в нашем случае ско-
рость волны разгрузки Σ1 постоянна  (  – плотность среды). Поскольку рас-
сматриваемый процесс разгрузки является существенно нестационарным, пренебречь
правой частью в (2.6) нельзя. Динамическое поведение материала за ударной волной
разгрузки подчиняется уравнениям движения:

(4.2)

Таким образом, с момента t = ts область решения задачи разделяется на три, в кото-
рых напряжения и деформации определяются по-разному. В области разгрузки V(1):

 – интегрированием уравнений движения (4.2), в области продолжающе-

гося вязкопластического течения  и области обратимого дефор-

мирования  будем считать справедливым решение квазистатической
задачи.

Первое уравнение в (4.2) является основным и может быть решено независимо от
второго, а затем по найденному решению из второго уравнения находится добавочное
гидростатическое давление . Согласно уравнению переноса для тензора необра-

тимых деформаций (2.1) в процессе разгрузки ( ) его компоненты  изменяются
как при жестком перемещении тела. Из (3.9) и (3.12) следует, что компонента тензора
пластических деформаций  перестает изменяться со временем в тех точках области

 через которые прошел волновой фронт и в области  является только функцией
координаты . Учитывая это обстоятельство, уравнение движения в области раз-
грузки принимает вид:
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(4.3)

где , ,  – время прихода волны  в точ-
ку с координатой . Граничными условиями для (4.3) будут условие трения (4.1) на
граничной поверхности  и условие непрерывности перемещений на фронте вол-
ны разгрузки 

(4.4)

Квадратными скобками в (4.4) и далее обозначается скачок функции на поверхно-
сти разрывов, ψ+ = ψ+(r1(t), t) – значение функции ψ(r, t) непосредственно перед по-
верхностью разрывов, а ψ– = ψ–(r1(t), t) – непосредственно за поверхностью разрывов.

Волны разгрузки рассматривались также в [23, 24], где были получены точные ре-
шения краевых задач теории больших деформаций о динамической разгрузке в плос-
ком тяжелом слое, находящемся на наклонной плоскости и подвергнутом нагруже-
нию на свободной поверхности, с последующим мгновенным снятием нагрузки [23]
или срывом материала с наклонной плоскости [24].

В нашем случае уравнение (4.3) не может быть проинтегрировано точно, его при-
ближенное решение строим лучевым методом, заключающимся в представлении ре-
шения в окрестности волнового фронта в виде ряда Тейлора. Практика применения
лучевых разложений в решении волновых задач достаточно обширна [25]. Здесь вос-
пользуемся вариантом метода, предложенным в [26], где приближенное решение
строилось в форме степенного ряда по времени в окрестности момента прихода волны

в данную точку пространства. Так для угловой скорости  в области  запишем:

(4.5)

Аналогично можно записать лучевые ряды для функций напряжения и угла закрутки,
причем эти величины также выражаются через скачки угловой скорости и ее произ-

водных  . Далее будем опускать индекс “+” для величин перед
поверхностью разрыва. Обычно асимптотические ряды типа (4.5) ограничивают не-
сколькими первыми членами. В данной работе сохраним линейные по времени слага-
емые для напряжений и скорости и квадратичные для перемещений.

С целью вычисления разрыва функции на ударной волне и разрывов ее производ-
ных -го порядка необходимо продифференцировать первое уравнение в (4.2) n – 1
раз по времени, записать результат с каждой стороны от волновой поверхности и вы-
числить их разность привлекая геометрические и кинематические условия совместно-
сти [21, 27, 28]. Таким образом, рекуррентно получим систему линейных неоднород-
ных дифференциальных уравнений первого порядка:

(4.6)
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В которой , ;  – дельта-производная по времени от функции,

заданной на движущейся поверхности [27]. После интегрирования (4.6) в области V(1)

получим:

(4.7)

Верхний индекс “(1)” означает, что вычисленные величины относятся к области V(1).
Аналогичным образом можно при необходимости вычислить и следующие члены лучево-
го ряда. Принципиальных трудностей в этом нет, лишь возрастает объем вычислений.

В момент времени волна разгрузки достигнет упругопластической границы:

(4.8)

Распределение по слою касательного напряжения  и угла закручивания
, представлены на риc. 1–2 в момент столкновения с упругопластической границей.

Расчет проводился при следующих значениях постоянных: ρ0 = 2.7 × 103 кг/м3, μ = 24.5 ГПа,
η = 1.25 ГПа ⋅ с, σ0 = 67.56 МПа, σ = 42.225 МПа, , Па/с.

Начиная с момента , область с накопленными необратимыми деформациями

больше не увеличивается и ограничена поверхностями  и . В ре-
зультате отражения  от упругопластической  начинают движение поверхности
разрывов с противоположно направленными скоростями: Σ2: r = r2(t) =  и

 к граничным поверхностям  и  соответствен-

но. В области  движение среды подчиняется уравнению (4.3), а в об-

ласти  уравнение движения принимает вид:

(4.9)
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перемещений на поверхностях r = r2(t) и r = r3(t), а также условие совпадения переме-
щений и напряжений на упругопластической границе r = . Последнее обеспечивает
нам гладкость решения в области r2(t) ≤ r ≤ r3(t) в каждый момент времени, следующий за t1
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(4.10)

Как и раньше, индекс в круглых скобках принимает значение номера той волны, к
зоне влияния которой эта величина относится. Решение для искомой функции ω(r, t)
за волнами  и  представим лучевыми рядами аналогичными (4.5)

(4.11)

(4.12)

Дифференциальные уравнения для коэффициентов лучевых рядов получаем, при-
менив к уравнению движения алгоритм описанный выше. После интегрирования,
подстановки результата в лучевые ряды и сравнения с граничными условиями, оказа-
лось, что на волне  скорость и ускорение остаются непрерывными, т.е. ,
а  является ударной волной. Разрывы производных более высокого порядка в обла-

сти  можно отследить, если продолжить лучевой ряд (4.11) с требуемой степенью
точности. Таким образом, в рамках принятого линейного по времени приближения
для скорости и напряжения, решение в области  по-прежнему определяется

соотношениями (4.7), а в области  имеем:

(4.13)

Следующее изменение волновой картины произойдет в момент времени t2 = t1 +
+ , когда волна  отразится от внешнего цилиндра , дав начало но-
вой поверхности разрыва . Движение среды в области V(4) :
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(4.14)

[ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( )
φ φψ ψ ψ ψ σ σΣ Σ2 3 * * * *

2 3 2 30, 0, , r r
m m m m

= = = =

Σ2 Σ3

( ) ( ) ( ) ( )
τ τ

ω ω ω τ− χ − ζ −� �

2 2

2 1 1
2 2 2( ) ( )= + t +

( ) ( ) ( ) ( )
τ τ

ω ω ω τ− χ − ζ −� �

3 3

3
3 3 3( ) ( )E E= + t +

[ ] [ ]ω ω τ

τ

Σ Σχ ζ = −

−

� 2 1

3 1

, 1,2, ( )/*
( )/*

i i
i i= , = i = t + m r G

= t + r m G

Σ2 χ = ζ2 2 0=
Σ3

(2)V

≤ ≤0 *r r m
( )3V

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
τ τ

ψ ψ τ τ τω − χ − ω − ζ −� �

3 3

3 2
3 3 3 3 3

1, ( ) ( )
2

E E Er,t = r + t + t +

( ) ( ) ( )φσ τ

 α τ μ μ μα+ + + − 
 

χ ζ

�

2 2
3 3 3 3 3

32 2 3/2

3 3 3
3 33/2 3/2 5/2

3 3 3

15,
8

3,
8

r
R A A BRr t = + t +

G r G rr r r
A B GA= = +

r r r

α α= − + = + +
η η η η

3/2 2 2

3 1 3 1
8 4 5* * *,

3 2 *

km R m kG m RA A B B
G m

−( )/*R m G Σ3 r = R
( ) ( )Σ = − −4 4 2: r r t = R G t t

≤ ≤4( )r t r R
r = R

Σ4
( )4V

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
τ τ

ψ ψ τ τ τω − χ − ω − ζ −� �

4 4

4 3 3 3 2
4 4 4 4 4

1, , ( ) ( )
2

r t = r + t + t +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )φ φ φσ σ τ σ τ τ
μ μ μ − + − − 

 
� �

4 3 34 4 4
4 4 43/2

15, , ,
8

r r r
A A Br t = r + r t +

G r G rr



86 БУРЕНИН и др.

Поверхность  является сходящейся ударной волной. Следует отметить, что по
мере ее продвижения к внутренней границе возможно появление новой пластической
области вследствие нарастающей интенсивности разрыва за счет увеличения кривиз-
ны волнового фронта. На этом этапе аналитическое исследование считаем закончен-
ным, расчет дальнейшего деформирования при необходимости целесообразно вести
численно, используя аналитическое решение для аппроксимации решения в узлах
прифронтовой области.

5. Заключение. Рассмотренная задача отличается сменой скоростных режимов де-
формирования: от низкоскоростного (квазистатического) на этапе накопления необ-
ратимых деформаций до динамического на этапе разгрузки, распространяющейся в
виде слабой ударной волны. Если на первом этапе удается получить точное решение
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Рис. 1. Распределение касательного напряжения в момент времени .
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краевой задачи, то на втором этапе для построения приближенного аналитического
решения за фронтом волны разгрузки применяется метод лучевых рядов. Таким же
способом выполнен расчет отражения первоначальной волны разгрузки от упругопла-
стической границы и граничной поверхности. Существенное упрощение в решение
задачи вносят предположение о малости обратимых деформаций и одномерный ха-
рактер деформирования. В этом случае скорости волн оказываются постоянными, а
лучи (ортогональные траектории точек волновой поверхности) прямыми линиями.
В случае конечных деформаций скорость и положение волнового фронта будут зави-
сеть от состояния перед волной и интенсивности разрывов на волне. Кроме того,
усложняется волновая картина, т.к. в среде с предварительными деформациями рас-
пространяются сразу две сдвиговые ударные волны: плоскополяризованная волна и
волна круговой поляризации.

Тем не менее, результаты настоящей работы могут быть полезны при постановках
нестационарных задач теории больших деформаций, но с более сложными краевыми
условиями, а также при использовании полученных приближенных решений в чис-
ленных конечно-разностных расчетах в прифронтовых узлах на сетке вдоль луча.
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Дается аналитическое исследование эффекта запаздывания разрушения материала с
трещиной при ударно-волновом импульсном воздействии. Эффект выражается в
возможности наступления разрыва материала у вершины трещины в момент време-
ни, следующий за моментом достижения локальным разрывающим напряжением
максимального значения. Обсуждается ряд важных особенностей динамического
разрушения при пороговых и запороговых воздействиях, наблюдаемых в различных
экспериментах. Установлено, что фиксируемая экспериментально задержка разру-
шения получает отчетливое объяснение в рамках структурно-временного подхода,
базирующегося на понятии инкубационного времени разрушения. Найдены усло-
вия ее возникновения и приведены соответствующие аналитические формулы. Де-
лается вывод о принципиальной необходимости изучения пороговых случаев, в ко-
торых проявляются важнейшие временные эффекты, не укладывающиеся в класси-
ческие понятия прочности и трещиностойкости, базирующиеся на локальном
предельном напряжении и/или критическом коэффициенте интенсивности.

Ключевые слова: динамическое разрушение, трещины, импульсная нагрузка, ско-
ростная зависимость прочности, задержка разрушения
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1. Введение. Как правило, в квазистатических ситуациях прочность материала с де-
фектами типа трещин связывается со значением коэффициента интенсивности на-
пряжений, измеренным в момент разрушения (вязкостью разрушения). В случае ди-
намических задач это также позволяет успешно характеризовать и прогнозировать
процесс разрыва материала при не очень быстрых и достаточно длительных воздей-
ствиях. Однако, этот подход теряет силу в случае высокоскоростных интенсивных на-
грузок, а особенно в случае коротких импульсов, поскольку многие эксперименты в
этих случаях показывают нестабильное и плохо предсказуемое поведение критическо-
го коэффициента интенсивности (динамической вязкости разрушения), а также его,
так называемой, скоростной и/или временной зависимости, т.е. зависимости от ско-
рости деформации (нагружения) и/или времени до разрушения [1–3]. Более того, в
некоторых экспериментах наблюдается динамическое разрушение материала, возни-
кающее тогда, когда локальное силовое поле в точке разрыва материала уже прошло
свои максимальные значения и вышло на стадию заметного снижения [4–6]. Данный
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мало изученный, но принципиальный эффект не может быть объяснен на основе
классических подходов и является основным предметом анализа данной работы.

Для удобства дальнейшего изложения введем в рассмотрение понятие задержки
разрушения. Если при заданных граничных и начальных условиях разрушение в
окрестности кончика трещины происходит после прохождения пика локального рас-
тягивающего силового поля, выражаемого, например, через текущий коэффициент
интенсивности напряжений, то будем говорить, что разрушение происходит с задерж-
кой. Время, прошедшее от достижения пика локального растягивающего напряжения
до момента макроскопического разрыва материала будет характеризовать величину
задержки разрушения. Далее будет показано, что данное явление является принципи-
альной особенностью процесса динамического разрушения, проявляющейся в поро-
говых ситуациях и связанной с наличием инкубационного подготовительного процес-
са, протекающего в микроструктуре материала в течение некоторого периода, пред-
шествующего макроскопическому разрыву.

2. Критерий инкубационного времени. Применение структурно-временного подхода
при кратковременных воздействиях позволяет объяснить многие наблюдаемые в опы-
тах динамические эффекты, в частности изменение со скоростью ввода энергии (ско-
ростью деформации) критических характеристик разрушения, определяемых растяги-
вающим напряжением или значением коэффициента интенсивности напряжений в
момент разрыва материала. Для материала имеющего макроскопический дефект в ви-
де трещины критерий имеет форму (см., например, [1, 3]):

(2.1)

где  – значение коэффициента интенсивности напряжений (КИН) в окрестности
кончика трещины, как функция времени,  – критическое значение КИН в статике,

 – инкубационное (структурное) время разрушения. Параметры  и  являются
константами материала и не зависят от формы и продолжительности воздействия.
Константы  и  образуют систему определяющих параметров разрушения. При
этом предполагается, что моментом разрушения является то наименьшее время, при
котором нарушается условие критерия.

Многочисленные исследования процесса динамического разрушения в рамках
структурно-временного подхода на базе концепции инкубационного времени под-
твердили его эффективность и предсказательную силу. В настоящее время он стал
действенным инструментом расчета высокоскоростных динамических процессов,
применяемым многими авторами в различных областях науки [7–9].

Ниже на конкретных примерах будет аналитически показано, что применение кри-
терия инкубационного времени допускает разрушение на ниспадающих участках из-
менения во времени коэффициента интенсивности напряжений, т.е. через некоторое
время после прохождения максимальных значений. Действительно, согласно крите-
рию (2.1), чтобы произошло разрушение, среднее значение текущего значения коэф-
фициента интенсивности напряжений на промежутке  должно быть равным

. Следовательно, на этом временном промежутке могут быть зоны, где , и
где  (или на всем промежутке ). На практике это может
проявляться при определенных способах импульсного воздействия, близких к поро-
говым, которые могут, например, отвечать минимальным предельным амплитудам
при заданных длительностях или критическим длительностям при заранее установ-
ленных амплитудных характеристиках.

3. Постановка и решение динамической задачи. Рассмотрим динамическую задачу
для упругой плоскости с трещиной в плоской постановке. Пусть упругая среда харак-
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теризуется модулем сдвига  и скоростями продольных и поперечных волн  и  со-
ответственно и имеет полубесконечный разрез . Тогда напряженно-де-
формированное состояние среды будет описываться следующей системой уравнений

(3.1)

(3.2)

Здесь ϕ и  – продольный и поперечный волновые потенциалы. Компоненты век-
тора перемещения  и  связаны со значениями ϕ и  соотношениями:

(3.3)

Предполагаем, что на берегах разреза  выполняются условия

(3.4)

(3.5)

т.е. к берегам разреза приложена нагрузка в виде нормального напряжения, заданного
временной функцией . При  упругая среда свободна от напряжений, т.е.

(3.6)

Пусть приложенный в нулевой момент времени к берегам разреза импульс напря-
жений имеет постоянную амплитуду  и описывается функцией , где

 – функция Хевисайда. Значение коэффициента интенсивности напряжений в та-
кой задаче известно и будет иметь вид [10, 11]

(3.7)

где , . Применяя это решение, можно найти выражение для

коэффициента интенсивности напряжений при произвольном воздействии . Со-
ответствующее решение можно получить, используя свертку по времени (интеграл
Дюамеля) найденного решения (3.7) с соответствующей функцией:

(3.8)

где  – коэффициент интенсивности напряжений для произвольного воздей-
ствия . Пусть, например, к берегам разреза приложен прямоугольный импульс на-
пряжений с амплитудой  и продолжительностью . Таким образом, f(t) = P(H(t) –
‒ , где  – функция Хевисайда. Значение коэффициента интенсивности
напряжений для такого воздействия будет иметь вид

(3.9)
Здесь и далее предполагаются значения радикалов с отрицательными аргументами

равными нулю. Покажем, что аналитическое рассмотрение условия старта трещины
для этого и других случаев позволяет получить и исследовать основные свойства эф-
фекта запаздывания разрушения.
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4. Анализ разрушения. При помощи структурно-временного подхода проведем ана-
лиз разрушения и выявим условия, при которых разрушение может происходить с эф-
фектом запаздывания.

Предположим сначала, что приложенная к берегам разреза ступенчатая нагрузка
действует вплоть до момента разрушения . Тогда, подставляя выражение (3.7) в
критерий (2.1) получим

(4.1)

Выражение (4.1) связывает амплитуду приложенного воздействия и момент начала
разрушения. На рисунке 1 сплошной линией изображена зависимость значений ко-
эффициента интенсивности напряжений от времени. Значения времени и коэффици-
ента интенсивности напряжений нормированы. По оси абсцисс откладывается без-
размерное время t/τ, а по оси ординат отношение текущего значения КИН к критиче-
скому – . Кружками на кривой обозначены моменты времени  и .
Значение КИН в этом случае растет вплоть до момента начала разрушения. При этом
его величина в момент разрушения, согласно (3.7) и (4.1), будет выше статической
прочности:

(4.2)

Предположим теперь, что приложенная к берегам разреза импульсная нагрузка бу-
дет снята ранее момента , определенного в (4.1), т.е. в момент времени . Под-
становка выражения (3.9) в критерий (2.1) показывает, что для времен  условие
критерия тоже может выполняться. В этом случае для импульса конечной длительно-
сти момент разрушения будет наступать через некоторое время после того как нагруз-
ка будет снята. Соответствующая зависимость изображена на рисунке 1. Для времен

 значения коэффициента интенсивности не будут отличаться от посчитанных
выше. При  значения коэффициента интенсивности изображены точками. Соот-
ветствующее импульсу конечной длительности время разрушения будем по-прежнему
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Рис. 1. Зависимость значений коэффициента интенсивности напряжений от времени при различных про-
должительностях воздействия с фиксированной амплитудой.
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обозначать . Моменты времени  и , отвечающие импульсу длительности ,
изображены ромбами. Таким образом, в этом случае интенсивность локального сило-
вого поля в окрестности кончика трещины к моменту снятия нагрузки достигнет мак-
симального значения и начнет уменьшаться вплоть до момента срабатывания условия
разрушения. Интервал времени от момента снятия нагрузки до разрушения назовем
задержкой разрушения. Тогда его величина определится разностью .

Для каждой приложенной нагрузки  конечной длительности существует некий
предел уменьшения времени действия нагрузки, т.е. существует наименьший момент
времени T, который согласно критерию (2.1) обеспечивает разрушение. Дальнейшее
уменьшение этой продолжительности уже не будет обеспечивать разрушение. В слу-
чае пороговых импульсов, имеющих наименьшую разрушающую амплитуду при за-
данной продолжительности (или критическую длительность при определенной ам-
плитуде) должно выполняться условие

Здесь  – история коэффициента интенсивности напряжений для заданных ве-
личин  и T. Продифференцировав интеграл и приравняв нулю, получим условие до-
стижения максимума: . Следовательно, в пороговом случае период
времени, в течение которого величина коэффициента интенсивности превышает свое
стартовое значение, в точности равна . Отсюда также следует, казалось бы, парадок-
сальный для динамического случая вывод о том, что стартовое значение коэффициен-
та интенсивности будет в этом случае меньше . Действительно на промежутке ин-
тегрирования  , а среднее значение интеграла . Значит . Тем
не менее, этот вывод не противоречит экспериментальным наблюдениям, которые
проводятся, как правило, для запороговых ситуаций, когда нагрузки действуют вплоть
до момента разрушения, и в этом случае, как и в (4.2), . При этом, в доволь-
но редких случаях, когда реализуются именно интенсивные, но кратковременные, по-
роговые импульсы, наблюдаются значения динамической вязкости разрушения мень-
шие, чем статические для данного материала [12]. Примененный нами структурно
временной подход позволяет качественно обосновать наблюдаемую в эксперимен-
тальных исследованиях нестабильность поведения динамической вязкости разруше-
ния материалов.

Вычисления при помощи (2.1) дадут соотношение между моментом разрушения и
продолжительностью воздействия для порогового импульса заданной длительности T:

(4.3)

Для такой критической (наименьшей) продолжительности T амплитуда приложен-
ного воздействия и момент начала разрушения будут связаны соотношением

(4.4)

Соответствующая история для КИН изображена для времен  на рисунке 1
пунктирной линией. Интервал интегрирования ограничен квадратами. В этом случае
будет наблюдаться наибольшая для данной амплитуды воздействия задержка.

На рис. 2 представлена зависимость длительности разрушающего импульса нагруз-
ки от его амплитуды. По оси абсцисс откладывается амплитуда приложенного им-
пульса в МПа, а по оси ординат нормированное время действия нагрузки . Этот и
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последующие расчеты, если не оговорено обратное, проводились для ПММА. При
этом было принято  1970 м/с,  1130 м/с,  1.47 МПА  и  32 мкс. Ниж-
няя кривая на рис. 2 соответствует минимально возможной продолжительности воз-
действия, вызывающей разрушение, а верхняя “максимально” возможной, для кото-
рой время действия нагрузки совпадает с моментом разрушения. Таким образом, об-
ласть между нижней и верхней кривой можно трактовать как зону возможного
разрушения на плоскости амплитуда приложенного импульса – длительность воздей-
ствия. Действительно, точки на этой плоскости, лежащие ниже нижней кривой не бу-
дут приводить к разрушению т.к. не достаточно амплитуды (или длительности воздей-
ствия), чтобы вызвать разрушение. Точки же выше верхней кривой недостижимы, по-
скольку разрушение начнется раньше, чем закончится действие импульса (при
временах ). Следовательно, между нижней и верхней кривой находится область
критических продолжительностей импульса, которые приводят к разрушению. Также
стоит обратить внимание на то, что чем выше амплитуда приложенного импульса, тем
шире область разрушения.

На рис. 3 изображена зависимость максимально возможной задержки разрушения
от амплитуды приложенной нагрузки. По оси абсцисс откладывается амплитуда при-
ложенного импульса в МПа, а по оси ординат задержка разрушения, отнесенная к ве-
личине инкубационного времени. Увеличение амплитуды ведет к увеличению задерж-
ки разрушения, которая не может превышать величины инкубационного времени.

В механике квазихрупкого разрушения главной характеристикой разрушения, на-
зываемой динамической вязкостью разрушения, является значение коэффициента
интенсивности напряжений в момент начала разрушения. Используя (3.9) и (4.1),
(4.4) можно получить значение динамической вязкости разрушения в зависимости от
амплитуды или времени воздействия. Соответствующие зависимости приведены на
рис. 4 и 5. На рис. 4 по оси абсцисс откладывается амплитуда приложенного импульса
в МПа, а на рис. 5 – время действия импульса, отнесенное к величине инкубационно-
го времени . По оси ординат откладывается значение динамической вязкостью
разрушения отнесенное к критическому статическому значению коэффициента ин-
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Рис. 2. Зависимость длительности разрушающего импульса нагрузки от его амплитуды.
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тенсивности напряжений . При этом нижние кривые соответствуют наименьшей
критической продолжительности воздействия, вызывающей разрушение, а верхние –
наибольшей. Как видно из анализа, значения динамической вязкости разрушения для
данного материала принципиально нестабильны и могут изменяться в довольно боль-
ших пределах при нагрузках с одинаковой амплитудой или продолжительностью. Это
следует обязательно учитывать при проведении анализа разрушения и обработки
опытных данных, а экспериментальное изучение пороговых ситуаций при этом будет
играть важнейшую роль для выявления инкубационных характеристик разрушения и
прогнозирования упомянутой нестабильности.

Можно рассмотреть исследованную выше ситуацию с другой стороны. Пусть фик-
сирована длительность  приложенного прямоугольного импульса. Последовательно
увеличивая амплитуду, можно найти ту пороговую (минимальную) для данной дли-
тельности, которая приведет к разрушению. По достижении порога разрушение про-
изойдет в момент времени , определенный в (4.3), а пороговая амплитуда такого им-
пульса будет определяться из (4.4). Разрушение при этом будет происходить с задерж-
кой (т.е. сопровождаться снижением текущего КИН от момента окончания действия
импульса до момента ), величина которой равна . При дальнейшем постепен-
ном увеличении амплитуды выше найденного порогового значения разрушение будет
происходить со все меньшей задержкой. Наконец, при достижении величины ампли-
туды, определенной формулой (4.1), разрушение произойдет без задержки, т.е. в мо-
мент времени , соответствующий сбросу нагрузки. Дальнейшее увеличение ам-
плитуды приведет к тому, что разрушение будет происходить прежде зафиксирован-
ной выше длительности воздействия .

Полученные выше при анализе разрушения эффекты не связаны с рассмотренным
конкретным профилем нагружения. Можно взять, например, “треугольную” нагрузку
с постоянной скоростью ввода импульса . Использова-
ние (3.8) позволяет получить значение коэффициента интенсивности напряжений для
такого воздействия:

1cK

T

*t

*t −*t T

=*t T

<*t T

[ ]= ⋅ ⋅ − − 0( ) ( ) ( )f t V t H t H t T

Рис. 3. Зависимость максимально возможной задержки разрушения от амплитуды приложенной нагрузки.
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(4.5)

Для этого случая также можно получить формулы и расчеты, аналогичные (4.1)–
(4.4). Для примера на рис. 6 приведена рассчитанная зависимость динамической вяз-
кости разрушения от скорости приложения нагрузки. По оси абсцисс откладывается
скорость приложения нагрузки в ГПа/сек, а по оси ординат значение динамической
вязкости разрушения отнесенное к критическому значению коэффициента интенсив-
ности напряжений .

( )= α ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + −0 0
1( ) [2 2 ]
3

K t V t t t T t T

1cK

Рис. 4. Динамическая вязкость разрушения в зависимости от амплитуды воздействия.

1

0

3

6

10 20 30 40

Рис. 5. Динамическая вязкость разрушения в зависимости от времени воздействия.
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5. Сравнение с экспериментом. Рассмотрим известную серию экспериментов по
инициированию роста трещин К. Рави-Чандара и В.Г. Кнаусса [2]. Эксперименты
проводились на оптически чувствительном материале Homalite – 100, который имеет

,  = 2150 м/с,  = 1230 м/с. Образцы прямоугольной формы имели
разрез. Нагружение производилось при помощи быстрого приложения к берегам раз-
реза создаваемого магнитным полем давления, имеющего трапецеидальный времен-
ной профиль. Участок роста импульса давления имел продолжительность 25 мкс, по-
сле чего давление удерживалось постоянным. Весь эксперимент занимал не более
150 мкс, но старт трещин во всех случаях происходил до времени сброса давления на
берегах. Во время эксперимента регистрировалось текущее значение коэффициента
интенсивности . Размеры образцов были выбраны достаточно большими, таким
образом, чтобы за время проведения испытания исключить взаимодействие с разре-
зом волн, отраженных от границ образца. Следовательно, испытуемую модель можно
было рассматривать как бесконечную плоскость, имеющую полубесконечный разрез.
Приложенную в опытах трапецеидальную нагрузку можно представить в виде f(t) =
= , где  – время роста импульса давления,  – амплиту-
да приложенного давления на постоянном участке воздействия. Нагрузка удержива-
лась по крайней мере до момента разрушения , который мог быть как меньше, так и
больше периода нарастания давления . Таким образом, в терминах предыдущих рас-
смотрений разрушение в данном эксперименте во всех случаях происходило в резуль-
тате приложения критического максимального (запорогового) импульса. Значение
коэффициента интенсивности напряжений в такой задаче находится из (3.7), (3.8):

(5.1)

Подставляя (5.1) в критерий (2.1) нетрудно получить выражение для величины ко-
эффициента интенсивности напряжений в момент разрушения :

=I 0.48 МПа мcK 1c 2c

( )K t

− − −0 0 0[ ( ) ( ) ( )]/P tH t t T H t T T 0T P

*t
0T

α= ⋅ − − −3/2 3/2
0 0

0
( ) 2 [ ( ) ( ) ( )]

3
K t P t H t t T H t T

T

= ( )*qK K t

Рис. 6. Динамическая вязкость разрушения в зависимости от скорости приложения нагрузки в случае “тре-
угольного” импульса.
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(5.2)

где  – момент разрушения, , . Теоретическая кривая и точки из [2]
при τ = 10 мкс показаны на рис. 7. По оси абсцисс откладывается время действия на-
грузки в микросекундах, а по оси ординат значение динамической вязкостью разру-
шения отнесенное к критическому статическому значению коэффициента интенсив-
ности напряжений. Как видно из графика, проведенный расчет показывает хорошее
соответствие с экспериментальными результатами.

В [12] описана серия экспериментов, в которой при заданной продолжительности
воздействия определялась наименьшая амплитуда, вызывающая разрушение. Экспе-
рименты проводились на прямоугольных металлических пластинах, имеющих сим-
метрично расположенный разрез. Нагружение проводилось волновыми импульсами
растягивающего напряжения прямоугольной формы, падающими нормально на тре-
щину. Были реализованы три серии экспериментов с продолжительностями импуль-
сов  18 мкс,  40 мкс и  80 мкс. В каждой серии определялась минимальная
(пороговая) амплитуда вызывающая разрушение. С уменьшением времени воздей-
ствия пороговое значение амплитуды приобретало все большую разницу по сравне-
нию с тем, которое должно следовать из классического критерия критического коэф-
фициента интенсивности и оказывалось существенно большим по величине. В случае
коротких импульсов описанную ситуацию можно рассматривать как воздействие на
полубесконечный разрез минимального (порогового) разрушающего импульса пря-
моугольной формы с амплитудой  и продолжительностью . Критическую амплитуду,
определенную по критерию критического коэффициента интенсивности, обозначим
через , а по критерию инкубационного времени через . Тогда из (4.4) следует, что

− −
=

− − − − + − −

3/23/2
0

5/2 5/2 5/2 5/2 0 0

( )*5 *
2 ( 1) ( ) ( 1)* * **

q

Ic

t t TK
K t t t T t T

*t = τ/* *t t = τ0 0T T

=1T =2T =3T

P T

kP aP

Рис. 7. Разрушение трапецеидальным импульсом материала Homalite–100 в зависимости от времени дей-
ствия нагрузки. Расчетная кривая и опытные данные [2].
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(5.3)

где ,  – момент разрушения. Результаты расчета при  = 10 мкс для
 приведены на рис. 8, где по оси абсцисс откладывается время

действия нагрузки в мкс, а по оси ординат определенная выше безразмерная величина
. При этом  16%;  7%;  3%, что вполне соответствует экспери-

ментальным наблюдениям [12], показанным точками.
В [6] описана серия экспериментов, в которой при помощи магнитно-импульсного

способа формирования нагрузки на образцах с макротрещинами из ПММА [13] про-
ведено исследование разрушения при динамическом нагружении микросекундной
длительности. Равномерно распределенное давление на берега разреза имело форму
затухающих синусоид и описывалось следующей формулой

(5.4)

Ввиду быстрого затухания приложенного импульса в расчет принимались первые
три пульсации. При этом период колебаний  5.6 мкс, и постоянная времени зату-
хания T1 = 4.2 мкс не изменялись для всех реализованных испытаний. Из (5.4) следу-
ет, что в момент времени  значение давления достигает

своей максимальной величины , которая и
принималась за амплитуду. Были проведены испытания 10 образцов. Амплитуда им-
пульса давления  варьировалась при этом от 140 до 320 МПа. В опытах фиксирова-
лось время начала разрушения (старта трещины).

Значение коэффициента интенсивности напряжений для такой задачи согласно
(3.8) имеет вид

=
− − − −3/2 3/2 3/2

3
2 ( 1) ( )* **

a

k

P T
P t t t T

= τ/T T = τ/* *t t τ
= − ⋅( / 100%a k kQ P P P

Q = =1 1( )Q Q T =2Q =2Q

( ) ( ) ⋅= − ⋅ ⋅ π ⋅ 
 

2
0

1

2exp sin 2t tP t P
T T

=T

= ⋅ π ⋅ ⋅ π1arctg (2 ) (2/ )mt T T T

= ⋅ − ⋅ + π2 2
0 1 1exp( 2 )/(1 /(2 ) )m mP P t T T T
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Рис. 8. Процентное превышение динамического значения разрушающей амплитуды по сравнению со ста-
тическим в зависимости от времени действия нагрузки.
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(5.5)

где . Поскольку при проведении экспериментов в нагрузке
 варьировалась только величина , значения коэффициентов интенсивности от-

личаются только множителем. Максимальное значение коэффициента интенсивно-
сти достигается в момент времени  1.7 мкс после начала нагружения.

Использование критерия инкубационного времени (2.1) позволяет рассчитать на-
блюдаемую в эксперименте зависимость момента начала разрушения от амплитуды
приложенного импульса. Для данного материала было принято  = 32 мкс.

Расчет показывает, что для создаваемой в опытах нагрузки минимальная (пороговая)
разрушающая амплитуда  составляет 94.7 МПа. Реализованные при проведении экс-
перимента нагрузки превосходили минимальную до более чем в 3 раза. Значения коэф-
фициента интенсивности напряжений от момента приложения нагрузки до начала раз-
рушения приведены на рис. 9. Верхняя кривая соответствует наибольшей реализован-
ной в опытах амплитуде  = 320 МПа, а нижняя – наименьшей  = 140 МПа. По оси
абсцисс откладывается время в мкс, а по оси ординат отношение значения текущего
коэффициента интенсивности напряжений к статической вязкости разрушения –

. Кружками обозначены моменты начала разрушения. В верхнем правом углу
представлена зависимость нормированного приложенного импульса давления на бе-
регах от времени в мкс. Видно, что разрушение происходит с заметной задержкой, тем
большей, чем меньше амплитуда, причем значение текущего коэффициента интен-
сивности перед стартом трещины может падать в несколько раз. При этом время, про-
шедшее до момента старта трещины, может на порядок превосходить как время до
максимума КИН, так и время действия приложенного импульса.

Отметим также, что задержка разрушения наблюдалась и при изучении откольного
разрушения [4, 5, 14].

( ) ( )α ⋅
=

−
 0

 
 

t P s
K t ds

t s

α = ⋅ − ⋅ π2 2
2 1 2 1 12 (  )c c c c c

( )P t 0P

≈t

τ

mP

mP mP

!( ) cK t K

Рис. 9. Значения коэффициента интенсивности напряжений в зависимости от времени при воздействии в
виде затухающих синусоид.
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6. Заключение. Таким образом, на основе структурно-временного подхода аналити-
чески установлено, что разрушение материалов с трещинами может происходить в
широких пределах времен и традиционных критических характеристик ударно-вол-
нового воздействия. Так, предельное значение коэффициента интенсивности напря-
жений (динамическая вязкость разрушения) для данного материала при импульсном
воздействии принципиально нестабильно и может изменяться в довольно больших
пределах. При этом может возникать принципиальный эффект задержки разрушения,
которая становится особенно заметной в случае кратковременных воздействий, близ-
ких к пороговым.

Показано, что наблюдаемая в экспериментах задержка разрушения получает отчет-
ливое объяснение в рамках подхода, базирующегося на понятии инкубационного вре-
мени разрушения. Найдены условия ее возникновения и приведены соответствующие
аналитические формулы.

Из проведенного исследования следует вывод о принципиальной необходимости
изучения пороговых случаев, в которых проявляются временные эффекты, не уклады-
вающиеся в понятия прочности и трещиностойкости, базирующиеся на локальном
предельном напряжении и/или критическом КИН. Именно поэтому эксперимен-
тальное и теоретическое исследования пороговых ситуаций, до сих пор не получив-
шие достаточного распространения и освещения, являются принципиально важными
и, авторы надеются, станут одним из новых направлений исследований процессов ди-
намического разрушения и структурных превращений в сплошных средах.

Работа выполнена при поддержке РФФИ 20-01-00291. Материал разделов 1, 2, 4
был создан Ю.В. Петровым при поддержке РФФИ-БРИКС 18-51-80008.
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В настоящей работе проведены исследования упругопластического поведения и ре-
сурсных характеристик для широко использующихся в промышленности конструк-
ционных материалов при усталостном одночастотном и двухчастотном нагружении.
Развита математическая модель механики поврежденной среды, позволяющая моде-
лировать упругопластическое поведение и определять ресурсные характеристики
для конструкционных материалов при усталостном нагружении. Рассматриваются
процессы малоцикловой и многоцикловой усталости. Модель базируется на сов-
местном интегрировании уравнений, описывающих кинетику напряженно-дефор-
мированного состояния и процессов накопления повреждений. Замыкающим соот-
ношением является критерий прочности, выполнение которого соответствует обра-
зованию макротрещины.

Уравнения пластичности основываются на основных положениях теории течения. В ос-
нове соотношений, моделирующих накопление повреждений лежит энергетический
подход к определению ресурсных характеристик. Кинетика накопления усталостных
повреждений основана на введении скалярного параметра поврежденности конструк-
ционного материала и единой энергетической форме представления механизма де-
градации в условиях малоциклового и многоциклового нагружения. По предложен-
ной математической модели механики поврежденной среды проведены численные
исследования процессов кинетики напряженно-деформированного состояния и
разрушения поликристаллических материалов – сталей 20 и 08Х18Н12Т в условиях
одночастотного и двухчастотного усталостного нагружения. Результаты оценки до-
стоверности показали, что развитая модель с высокой степенью точности описывает
процессы малоцикловой и многоцикловой усталости.

Ключевые слова: механика поврежденной среды, упругая деформация, пластическая
деформация, поврежденность, численное моделирование, малоцикловая усталость,
многоцикловая усталость, двухчастотное нагружение
DOI: 10.31857/S0572329922010111

1. Введение. Экспериментальные исследования усталости конструкционных мате-
риалов (поликристаллических металлов и их сплавов) позволяют сделать вывод, что
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усталость условно можно разделить как минимум на три области (рис. 1), характери-
зующиеся особенностями протекающих процессов накопления повреждений – об-
ласть малоцикловой усталости обозначена цифрой 1, область многоцикловой усталости
обозначена цифрой 2 и область гигацикловой усталости обозначена цифрой 3 [1–4].

Основной характерной особенностью малоцикловой усталости (МЦУ) является на-
личие в процессе нагружения макроскопических пластических деформаций во всем
рассматриваемом объеме конструкционного материала. Данную область циклическо-
го нагружения в условиях одноосного нагружения лабораторных образцов (растяже-
ния–сжатия) условно ограничивают числом циклов до образования макротрещины
равным 104. Данный деградационный механизм характерен для зон с конструктивны-
ми концентраторами напряжений, такие как корень сварного шва, переходы с малы-
ми радиусами скругления и т.п. с номинальными напряжениями в сечении конструк-
тивного элемента ~0.5÷0.8 от предела текучести  и превышающим предел текучести
в самом концентраторе. Для малоцикловой усталости характерны проявления эффек-
тов упрочнения и разупрочнения материала, вызванные изменениями микрострукту-
ры и фазового состава. При малоцикловой усталости кинетика образования и роста
микродефектов зависит от истории нагружения конструкционного материала и его
циклических свойств [5–7].

Характерной особенность многоцикловой усталости (МнЦУ) является наличие в
процессе циклического нагружения микроскопических пластических деформаций
при уровнях интенсивности действующих напряжений меньших чем предел текучести
и больше, чем предел выносливости  на заданной базе числа циклов нагружения
для конструкционного материала. Область многоциклового нагружения условно огра-
ничивается числом циклов до образования макротрещины при одноосном нагруже-
нии лабораторных образцов (растяжении–сжатии) в диапазоне от 105 до 107. При мно-
гоцикловой усталости материала накопление повреждений происходит за счет про-
цессов на микро- и мезоуровнях вследствие микроскопической пластической
деформации, реализующейся за счет пластического деформирования отдельных раз-
несенных зерен и их конгломератов по объему конструкционного материала [3, 4].

Гигацикловая усталость конструкционных материалов возникает при воздействии
нагрузок не превосходящих предела выносливости . Накопление повреждений при
гигацикловой усталости описывается физическими моделями развития микротрещин
и микропор в районе точечных дефектов и включений в поликристаллическом мате-
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Рис. 1. Кривая усталости.
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риале [4]. Особенностью разрушения при гигацикловой усталости является превали-
рующее влияние на ресурсные характеристики конструкционных материалов стадии
зарождения усталостных микротрещин, так как процессы накопления повреждений
ассоциируются с дефектами различной физической природы. Качественным отличи-
ем гигацикловой усталости от МЦУ и МнЦУ является то, что зарождение дефектов и
дальнейшее развитие поврежденности происходит в локальных объемах материала.
В связи с этим возникает существенная проблема при решении задачи оценки ресурс-
ных характеристик при гигацикловой усталости – необходимость формирования кри-
териев перехода от эволюционного развития точечных и неравномерно распределен-
ных дефектов к макроскопическому разрушению [3].

В [5–12] на базе основных положений механики поврежденной среды развита мате-
матическая модель, описывающая процессы кинетики напряженно-деформирован-
ного состояния и накопления повреждений в поликристаллических металлах и их
сплавах при нерегулярном термосиловом нагружении. В [13, 16] для оценки ресурсных
характеристик при многоцикловой усталости приведен энергетический критерий и
его экспериментальное обоснование.

Особое место при расчетах ресурсных характеристик машин и аппаратов новой тех-
ники, а также при продлении ресурса действующих инженерных объектов занимают
виды нагружения в условиях которых реализуется суммарное воздействие от низкоча-
стотных и высокочастотных нагрузок. Данный вид нагружения существенно влияет на
пластические и ресурсные характеристики конструкционного материала. Достаточно
большое количество работ, связанных с исследованиями процессов двухчастотного
нагружения, посвящено разработке аналитических зависимостей для расчетной оцен-
ки ресурсных характеристик, однако они в основном основаны на критериальных
подходах и не учитывают всей истории нагружения при эксплуатационном воздей-
ствии [13–16]. Необходимо отметить, что накопление повреждений при воздействии
двухчастотного нагружения является существенно нелинейным процессом и опреде-
ляющим образом зависит от кинетики напряженно-деформированного состояния и
температуры нагружения. Анализ имеющихся экспериментальных данных при двух-
частотном нагружении свидетельствует о существенном снижении циклической
прочности по сравнению с одночастотным нагружением [14–17].

Таким образом, анализ экспериментальных и теоретических работ позволяет сде-
лать вывод, что требуется научно-обоснованный подход к оценке ресурсных характе-
ристик конструкционных материалов в условиях действия двух и более нагрузок, от-
личающихся по частоте и амплитуде воздействия. Подход должен основываться на
физически обоснованных закономерностях, связывающих упругопластическое пове-
дение материалов и ресурсные характеристики.

Один из подходов, позволяющих устранить данный недостаток, базируется на ис-
следовании неупругих циклических деформаций как при раздельном, так и при двух-
частотном нагружениях. Это особенно важно в связи с тем, что в ряде публикаций од-
нозначно была показана взаимосвязь процессов неупругого деформирования и уста-
лостного повреждения металлов [2, 13, 15, 16, 18].

Используемая в настоящей работе математическая модель механики поврежденной
среды МПС [5–8] позволяет численно моделировать процессы кинетики напряжен-
но-деформированного состояния при малоцикловой и многоцикловой усталости.
Проверка достоверности полученных расчетных данных определялась из сравнения
численных данных с результатами экспериментальных исследований.

2. Определяющие соотношения математической модели механики поврежденной сре-
ды. Основные гипотезы и положения для рассматриваемой математической модели
МПС заключаются в том, что: рассматривается начально изотропный материал; рас-
сматривается только анизотропия, связанная с процессами пластического деформи-
рования; процесс поврежденности материала носит изотропный характер; тензоры
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деформаций  и их скоростей  являются суммой упругих ,  и пластических ком-

понент , ; поверхность пластического нагружения описывается уравнением Ми-
зеса; процессы деформирования характеризуются малыми деформациями; рассмат-
ривается только упругое изменение элементарного объема материала (пластическая
несжимаемость); вводится скалярная мера поврежденности конструкционного мате-
риала , изменяющийся в диапазоне ; учитывается влияние поврежден-
ности материала на процессы деформирования через тензор эффективных напряже-
ний.

Математическая модель МПС состоит из соотношений, описывающих упругопла-
стическое поведение конструкционного материала, уравнений накопления поврежде-
ний и критерия прочности поврежденного материала.

2.1. Определяющие соотношения пластичности. Принимается, что при упругом пове-
дении материала девиаторная и шаровая составляющие тензоров напряжений и де-
формаций, а также их скоростей связаны обобщенным законом Гука:

где  – коэффициент линейного температурного расширения материала,  –
модуль объемной упругости,  – модуль сдвига,  – базовая температура,  – те-
кущая температура.

Поверхность пластического нагружения описывается в виде:

, 

В пространстве пластических деформаций вводится поверхность “памяти”:

(2.1)

где  – максимальное значение интенсивности тензора пластических деформаций

 в процессе нагружения,  – тензор односторонне накопленных пластических де-
формаций.

При численном моделировании кинетики напряженно-деформированного состоя-
ния при пластическом деформировании необходимо максимально точно описывать
процессы упрочнения и разупрочнения конструкционных материалов, так как дан-
ные механизмы играют определяющую роль в точности оценок ресурсных характери-
стик. При усталостном нагружении реализуется конкуренция процессов упрочнения
и разупрочнения вызванных в материале механизмами изменения фазового состава,
микроструктурного состояния, изменением плотности дислокаций, а также влияние
изменения температуры [19]. Физические механизмы, протекающие в поликристал-
лических металлах и сплавах, влияющие на процессы упрочнения и разупрочнения,
зависят от действующей температуры, вида траектории деформирования, длины пути
пластического деформирования, действующих амплитуд интенсивности пластиче-
ской деформации и степени стабилизации процесса деформирования.

Для учета эффектов упрочнения и разупрочнения, проявляющихся вследствие про-
текания различных физических механизмов в поликристаллических металлах и их
сплавах [20, 21], изменение радиуса поверхности пластического нагружения принима-
ется в виде суммы скоростей изменений радиуса поверхности пластического нагруже-
ния при пластическом деформировании:
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где ,  – скорости изменения радиуса поверхности пластического нагру-
жения за счет вклада определенного физического механизма упрочнения либо разупроч-
нения конструкционного материала и изменения температуры;  – суммарная
скорость изменения радиуса поверхности пластического нагружения определяемая ана-
логично интегральным по объему материала механическим макрохарактеристикам (пре-
дел пропорциональности, предел упругости, предел текучести) с учетом вклада каждого
физического механизма:

(2.2)

где  – параметры монотонного упрочнения (разупрочнения) за счет вклада i-го фи-

зического механизма; ,  – параметры циклического упрочнения (разупрочне-

ния) за счет вклада  j-го физического механизма;  и  – функции учиты-

вающие характер пластического деформирования,  – параметры скорости измене-
ния радиуса поверхности пластического нагружения за счет вклада l-го физического
механизма при изменении температуры.

Зависимость (2.2) описывает изотропное упрочнение (разупрочнение) при монотон-
ном пластическом деформировании (первый член в скобке при ), циклическом дефор-
мировании (второй член в скобке при ) и от скорости изменения температуры .

Экспериментальное определение параметров, входящих в зависимость (2.2), опи-
сывающих изменение радиуса поверхности пластического нагружения должно прово-
диться на основании опытов в которых возможно выделение физических механизмов
процессов упрочнения либо разупрочнения, таких как фазовые превращения, изме-
нение микроструктуры и плотности дислокаций, и определения их вклада, также дан-
ные процессы можно исследовать с получением их количественных характеристик с
использованием дополнительных средств неразрушающего контроля (акустический,
вихретоковый и др. [22–24]).

При пластическом деформировании конструкционного материала изменение фа-
зового состава материала приводит либо только к эффекту упрочнения либо разу-
прочнения, а при изменении микроструктурного состояния и дислокационной карти-
ны, может возникать как эффект упрочнения, так и эффект разупрочнения конструк-
ционного материала в зависимости от вида текущей траектории деформирования,
причем проявление эффекта существенно зависит от степени стабилизации процесса
деформирования в пространстве пластических деформаций. Результаты эксперимен-
тальных исследований в работах [13, 15, 16] показывают, что двухчастотное нагруже-
ние в отличие от одночастотного приводит к разупрочнению исследуемых материа-
лов, а также в процессе нагружения отсутствует стабилизация петли пластического ги-
стерезиса, что сопровождается постоянным изменением центра  в уравнении (2.1),
описывающего поверхность “памяти”  в пространстве пластических деформаций.
Таким образом, в диапазоне температур , при которых можно пренебречь эффекта-
ми отжига и конкретизируя параметры в зависимости (2.2) изотропное упрочнение
(разупрочнение) можно записать как:

(2.3)
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(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

В зависимостях (2.3)–(2.7) введены следующие обозначения:  – радиус поверх-
ности пластического нагружения для конструкционного материала в исходном состо-
янии, , ,  – модули монотонного изотропного упрочнения (разупрочнения) при
монотонных нагружениях по лучевым путям, при изломе траектории деформирова-
ния на 90° и изменении температуры; ,  – модули циклического изотропного
упрочнения (разупрочнения), при пропорциональном нагружении и при изломе тра-
ектории деформирования на 90° соответственно;  – постоянные, определяющие
скорость процесса стабилизации формы петли гистерезиса при циклическом нагру-
жении материала;  – стационарные значения радиуса поверхности текучести в за-
висимости от  и температуры ;  – скорость изменения длины траектории пла-
стического деформирования материала на монотонных участках;  – скорость изме-
нения длины траектории пластического деформирования материала на участках
стабилизированного циклического деформирования без смещения центра поверхно-
сти ;  – скорость изменения длины траектории пластического деформирования
материала на участках циклического деформирования со смещением центра поверх-
ности  (нестабилизированные участки траектории циклического деформирования).

Первый член уравнения (2.3) описывает изотропное упрочнение в результате моно-
тонного пластического деформирования, второй член – циклическое упрочнение
(разупрочнение) материала на стабилизированных участках циклического деформи-
рования, третий член – циклическое разупрочнение (разупрочнение) материала при
нестабилизированном циклическом деформировании, четвертый – изменение радиу-
са поверхности пластического нагружения при изменении температуры. Уравнение
(2.4) описывает локальную анизотропию пластического упрочнения в зависимости от
параметра непропорциональности нагружения .

Эволюция тензора микронапряжений  принимается в виде:

(2.8)
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где , , ,  – материальные параметры, определяющиеся экспери-
ментальным путем.

В формуле (2.8) первый член, указанный в скобках описывает эволюцию , свя-
занного с образованием и эволюцией микропластических деформаций; второй – с об-
разованием макроскопических пластических деформаций; третий – при односторон-
не накапливаемых пластических деформациях .

Зависимость (2.8) позволяет описывать основные эффекты анизотропии, вызван-
ной неупругим деформированием при знакопеременном нагружении, а также эффек-
ты, возникающие при реализации жестких (“посадка” петли гистерезиса) и мягких
режимов нагружения (“вышагивание” петли гистерезиса).

Функция  описывает изменение  в случае зависимости параметров ,

 от длины пути пластического деформирования  при монотонном, циклическом
стабилизированном и нестабилизированном деформировании и связанная с физиче-
скими механизмами протекающими в процессе пластического нагружения, изменяю-
щими фазовый состав конструкционного материала, дислокационная плотность и др.

Тензор скоростей пластических  деформаций определяется на основе ассоцииро-
ванного с поверхностью активного нагружения закона течения:

Влияние накопленной поврежденности учитывается через эффективные значения
гидростатической и девиаторной части тензора напряжений. Эффективные значения
компонент тензора напряжений определяются через эффективные значения модулей
упругости [7] с учетом влияния на них величины накопленной поврежденности :

где  – функции Мак-Кензи [7].
2.2. Уравнения накопления повреждений при малоцикловой и многоцикловой усталости.

Уравнения накопления повреждений базируются на связи величины поврежденности
с макроскопическими параметрами, которые могут быть экспериментально определе-
ны. Наиболее физически обоснованным и апробированным является энергетический
подход [7, 8, 10, 18] при определении ресурсных характеристик поликристаллических
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тел. Новожиловым В.В. установлена зависимость рассеянной энергии, затраченной
на образование дефектов при малоцикловом нагружении, с работой тензора микрона-

пряжений  на пластических деформациях 

Ресурсные характеристики при МнЦУ определяются с использованием подхода
[13], основанного на энергетическом критерии, который записывается следующим
выражением:

(2.9)

где  – опасная часть рассеянной энергии за цикл нагружения, коррелирующей с
энергией затраченной на образование микродефектов;  – полная рассеянная
энергия за цикл нагружения;  – рассеянная энергия за цикл нагружения при на-
пряжении равном пределу выносливости.

Рассмотрим выражение (2.9) для одного цикла нагружения в следующем виде:

(2.10)

где  – неопасная часть рассеянной энергии за цикл нагружения,

связанной с фазовыми переходами, структурными изменениями и процессами тепло-
выделения.

В работе [11] Коротких Ю.Г. конкретизировал соотношение (2.10) на случай регу-
лярного циклического нагружения в виде:

(2.11)

где  – интенсивность тензора напряжений;  – интенсивность тензора напряже-
ний, равная условному пределу выносливости материала ;  – функция, харак-
теризующая степень влияния механизма МнЦУ на кривую усталости.

На основе (2.9) и (2.11), выражение для опасной энергии за один цикл нагружения
представим в следующем виде:

Функция , учитывает относительную величину неопасной энергии в полной рас-
сеянной энергии, затраченной на пластическое деформирование и зависящая от пара-
метра , характеризующего относительный уровень действующих максимальных на-
пряжений в цикле нагружения.

(2.12)
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В выражении (2.12)  – нормированная интенсивность девиатора тензора напря-
жений;  – значение интенсивности напряжений при котором происходит переход
от механизма МЦУ к МнЦУ с учетом процессов упрочнения (разупрочнения) кон-
струкционного материала (точка перегиба на полной кривой усталости),  – кон-
станта материала.

Для определения ресурсных характеристик поликристаллических металлов и их
сплавов при деградации материала по механизмам МЦУ и МнЦУ в качестве энергии
повреждения, принимается соотношение:

Функция  зависит от параметра , характеризующего относительный
уровень действующих напряжений в цикле нагружения:

На рис. 2 приведено графическое представление функции  (1 – область гига-
цикловой усталости, 2 – область многоцикловой усталости, 3 – область малоцикловой
усталости).

В задачах оценки ресурсных характеристик необходимо учитывать влияние много-
осности нагружения, наличие которой существенным образом снижает ресурс за счет
как увеличения действующих компонент тензора деформаций и напряжений при про-
порциональном нагружении так и за счет вращения главных площадок тензоров на-
пряжений и деформаций при непропорциональном нагружении.

Многочисленные исследования влияния многоосности нагружения при различных
видах напряженных состояний таких как двухосное растяжение–сжатие, трехосное
растяжение и др. позволяют сделать вывод, что на ресурс оказывает существенное
влияние “объемность” напряженного состояния , где σ – гидростатическая
компонента тензора напряжений,  – интенсивность тензора напряжений.
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Учет влияния “объемности” напряженного состояния на скорость роста повре-
жденности  производится за счет введения в уравнение скорости накопления повре-
ждения функции , которая увеличивает скорость накопления повреждений  при
нагружениях с  и уменьшает скорость при . При нагружениях с

 в некоторых поликристаллических металлах и сплавах возможно частичное
уменьшение накопленной поврежденности (эффект “залечивания”). При нагружени-
ях с  (чистый сдвиг) функция .

В условиях непропорционального нагружения, при котором направляющие тензо-
ра напряжений и деформаций не соосны реализуемая траектория деформирования су-
щественным образом влияет на кинетику напряженно-деформированного состояния
и на ресурсные характеристики конструкционного материала.

Учитывая рассмотренные эффекты, влияющие на ресурсные характеристики, урав-
нение для скорости накопления усталостных повреждений в условиях малоциклового
и многоциклового нагружения можно представить в виде:

(2.13)

В (2.13) введены следующие обозначения для функций:
 – учет влияния “объемности” напряженного состояния;

 – учет влияния накопленного уровня поврежденности на скорость накопле-
ния повреждений;

 – учет текущего относительного уровня рассеянной энергии, идущей на об-
разование микродефектов.

где  – константа интегрирования ( ).
Принимается, что кинетика накопления повреждений состоит из двух последова-

тельных стадий – зарождения микродефектов и их слияния. Данные стадии разграни-

чиваются значением величины рассеянной энергии . Образование макродефекта

происходит при достижении величины рассеянной энергии значения .
2.3. Критерий прочности поврежденного материала. В качестве критерия прочности

поврежденного материала принимается достижение накопленной поврежденности 
критического значения .

3. Численные результаты. В работе [25] приведены результаты экспериментальных
исследований циклического неупругого деформирования и закономерностей уста-
лостного разрушения при действии одночастотного и двухчастотного нагружения для
сталей 20 и 08Х18Н12Т. Исследования усталостного разрушения проводили на испы-
тательной машине МИР-СТ при симметричном и несимметричном нагружении в
условиях одноосного растяжения–сжатия лабораторных образцов.

Испытывались цилиндрические гладкие образцы широко использующихся кон-
струкционных сталей: углеродистой стали 20 в состоянии поставки и стали аустенит-
ного класса 08Х18Н12Т(1) – в состоянии поставки и 08Х18Н12Т(2) – после эксплуата-
ционной наработки.
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Каждый из указанных конструкционных материалов испытывали при следующих
режимах нагружения: циклическое нагружение с частотой 34 Гц при симметричном
цикле; циклическое нагружение с частотой 34 Гц с асимметрией в цикле, среднее на-
пряжение ; циклическое нагружение с частотой 0.082 Гц с асимметрией
в цикле, среднее напряжение ; циклическое нагружение реализуемое за
счет изменения среднего напряжения в цикле  в пределах от 0 до 100 МПа с частотой
0.082 Гц при циклическом нагружении с частотой 34 Гц (двухчастотное нагружение).

Результатом экспериментальных исследований явились кривые усталости для ста-
лей 20 и 08Х18Н12Т при указанных режимах нагружения.

В таблицах 1–3 для исследуемых сталей приведены физико-механические характе-
ристики и материальные параметры МПС.

Значение модуля монотонного изотропного упрочнения  и  от длины траекто-
рии пластического деформирования  для сталей аустенитного класса 08Х18Н12Т(1) и
08Х18Н12Т(2) приняты равными нулю.

На рис. 3–4 приведены расчетные кривые одноосного растяжения для сталей
2008Х18Н12Т(1), 08Х18Н12Т(2) и стали 20.

На рис. 5–7 приведено сравнение результатов расчетных и экспериментальных
кривых усталости для сталей 08Х18Н12Т(1), 08Х18Н12Т(2), стали 20 соответственно, а
также приведены расчетные кривые полной рассеянной энергии , затраченной на
пластическое деформирование и “опасной” части полной энергии , коррелирую-

=σ 50 МПаm

=σ 50 МПаm

σm

1q 2q
χ

W
oW

Таблица 1. Физико-механические характеристики и параметры модели МПС конструкционных
сталей

Характеристики
Материал

08Х18Н12Т(1) 08Х18Н12Т(2) Сталь 20

K (МПа) 166667 166667 166667
G (МПа) 76923 76923 76923

 (МПа) 85 90 82

, (МПа) 400000 400000 200000
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, (МПа) 24090 24090 19000
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2900 2884 13980
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щей с энергией, затраченной на образование микродефектов в зависимости от числа
циклов нагружения. На рис. 5,а, 6,a и 7,а представлены зависимости амплитуды на-
пряжения от числа циклов, пунктирными линиями отмечены осредненные опытные
данные, черными маркерами – результаты расчетов по предложенной модели МПС, а
черными крестиками – экспериментальные точки. Из сравнения экспериментальных
и расчетных кривых усталости (рис. 5,а, 6,a и 7,а) видно, что расчеты по модели МПС
качественно и количественно совпадают с опытными данными. Численные данные

по зависимостям рассеянной энергии от числа циклов (рис. 5,b – ,

5,с – , 5,d – , 6,b – , 6,с – ,

=11σ 300 МПаa

=11σ 200 МПаa =11σ 190 МПаa =11σ 300 МПаa =11σ 230 МПаa

Таблица 2. Значение модуля монотонного изотропного упрочнения  (МПа) от длины траекто-
рии пластического деформирования  для среднеуглеродистой стали 20 ( )

0 0.0006 0.0012 0.0024 0.0042 0.006 0.0102 0.0132 0.015

, МПа 0 0 –11709 –11170 –10360 3200 280 120 0

1q
monχ =2 0q

χ

1q

Рис. 3. Расчетная диаграмма растяжения для стали 20.
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Таблица 3. Значение модуля циклического изотропного упрочнения  (МПа) от длины траектории
пластического деформирования  08Х18Н12Т (1) (  для всех рассмотренных сталей)

Сталь 08Х18Н12Т(1)

0 0.00015 0.000162 0.000165 0.000192 0.000248 0.000350

, МПа 25 30 39 54 78 84 85

Сталь 08Х18Н12Т(1)

0 0.00024 0.000266 0.000284 0.000331 0.00035 0.0004

, МПа 25 32 43 61 77 82 90

Сталь 20

0 0.0004 0.000451 0.000508 0.000591 0.00075 0.0001

, МПа 30 52 55 65 70 74 78
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6,d – , 7,b – , 7,с – , 7,d – )
показывают, что в области МЦУ кривые полной рассеянной энергии  и ее
“опасной части”  совпадают, но по мере уменьшения амплитуды нагружения
данные кривые расходятся и тем больше, чем меньше амплитуда нагружения. Данный
эффект связан с тем, что у “неопасной” части рассеянной полной энергии  наблю-
дается незначительная амплитудная зависимость только в области МЦУ, тогда как
при МнЦУ амплитудная зависимость  вносит значительный вклад в полную рассе-
янную [13, 16].

На рис. 8–10 приведены результаты сравнения расчетных и экспериментальных
кривых усталости при двухчастотном нагружении для сталей 08Х18Н12Т(1),
08Х18Н12Т(2) и стали 20 в циклах высокой частоты. На рис. 11–13 приведены резуль-

=11σ 215 МПаa =11σ 330 МПаa =11σ 240 МПаa =11σ 215 МПаa

( )W N
( )oW N

нW

нW

Рис. 4. Расчетные диаграммы растяжения сталей: –– 2008Х18Н12Т(1) , - - - - - 08Х18Н12Т(2).
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Рис. 5. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(1) при одночастотном нагружении (а).
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таты сравнения расчетных и экспериментальных кривых усталости при двухчастот-
ном нагружении для сталей 08Х18Н12Т(1), 08Х18Н12Т(2) и стали 20 в циклах низкой
частоты. Здесь пунктирными линиями отмечены расчетные данные при одночастот-
ном нагружении, сплошной черной линией отмечены расчетные данные при двухча-
стотном нагружении, а черными маркерами – экспериментальные результаты при
двухчастотном нагружении. Из представленных рисунков видно, что расчетные зна-

Рис. 6. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(2) при одночастотном нагружении (а).
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Рис. 7. Кривая усталости для стали 20 при одночастотном нагружении (а).
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чения по математической модели МПС качественно и количественно совпадают с
экспериментальными результатами.

На рис. 14–16 приведено сравнение расчетных стабилизированных петель гистере-
зиса для одночастотного (пунктирная линия) и двухчастотного нагружения (сплош-
ная линия), из которого виден эффект роста размаха циклической пластической де-

Рис. 8. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(1) при двухчастотном нагружении в циклах высокой частоты.
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Рис. 9. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(2) при двухчастотном нагружении в циклах высокой частоты.
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Рис. 10. Кривая усталости для стали 20 при двухчастотном нагружении в циклах высокой частоты.
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Рис. 11. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(1) при двухчастотном нагружении в циклах низкой частоты.
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Рис. 12. Кривая усталости для стали 08Х18Н12Т(2) при двухчастотном нагружении в циклах низкой частоты.
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Рис. 13. Кривая усталости для стали 20 при двухчастотном нагружении в циклах низкой частоты.
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формации при двухчастотной форме цикла в сравнении с одночастотным нагружени-
ем при эквивалентной величине амплитуды напряжений, что связано со снижением
сопротивления деформированию материалов (для лучшей визуализации петли нор-
мированы к началу координатной сетки).

4. Заключение. Развита математическая модель МПС, описывающая процессы де-
формирования и накопления повреждений при усталостном нагружении, основанная
на энергетическом подходе и единой форме представления процесса накопления по-
вреждений при малоцикловой и многоцикловой усталости. Для математической модели
определены параметры и скалярные функции, входящие в определяющие соотношения
математической модели МПС. В рамках оценки достоверности развитой математической
модели механики поврежденной среды проведены численные исследования процессов
усталостного разрушения конструкционных материалов – сталей 20 и 08Х18Н12Т в усло-
виях одночастотного и двухчастотного нагружения. Результаты оценки достоверности

Рис. 14. Сравнение петель пластического гистерезиса при одночастотном и двухчастотном нагружении для
стали 08Х18Н12Т(1).
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Рис. 15. Сравнение петель пластического гистерезиса при одночастотном и двухчастотном нагружении для
стали 08Х18Н12Т(2).
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показали, что развитая модель с высокой степенью точности описывает процессы ма-
лоцикловой и многоцикловой усталости.
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нансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант
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Рассматривается построение модели для послойного анализа напряженно-дефор-
мированного состояния трехслойных цилиндрических оболочек вращения с прямо-
угольными вырезами. Провести послойный анализ для оболочек с прямоугольными
вырезами аналитическими методами, как правило, не удается из-за математических
трудностей, поэтому применяется конечно-элементный подход. Модели послойно-
го анализа отличаются большой размерностью, а наличие вырезов приводит к необ-
ходимости измельчения сетки разбиений, что еще более увеличивает размерность
задачи, для уменьшения которой применены эффективные функции аппроксима-
ций деформаций и перемещений внутри конечных элементов. Рассмотренная мо-
дель позволяет учесть особенности слоисто-неоднородного строения, а также нали-
чие вырезов. В качестве примера проведено исследование напряженно–деформиро-
ванного состояния в слоях трехслойных цилиндрических оболочек вращения с
прямоугольными вырезами.

Ключевые слова: трехслойные цилиндрические оболочки вращения, прямоугольные
вырезы, напряженно-деформированное состояние, послойный подход, конечно-
элементные модели, аппроксимирующие функции обобщенных деформаций и пере-
мещений
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1. Введение. Актуальность темы в теоретическом плане связана с недостаточной ис-
следованностью проблемы анализа напряженно-деформированного состояния (НДС)
трехслойных цилиндрических оболочек с учетом неоднородности структуры при на-
личии вырезов. Интерес с практической точки зрения объясняется увеличивающимся
распространением в современной ракетной, авиакосмической, судостроительной,
строительной и других отраслях указанных элементов конструкций трехслойных обо-
лочек, отличающихся высокими показателями весовой эффективности, удельной
жесткости и прочности, несущей способности и многих других важных характеристик
[1–4].

Недостаточное развитие моделей для уточненного анализа НДС с учетом указан-
ных выше особенностей оказывает сдерживающее влияние на распространение трех-
слойных оболочек. Поэтому построение адекватных моделей, позволяющих учесть
отмеченные особенности является актуальной научной проблемой, имеющей важное
прикладное значение.

УДК 539.3
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Теорий расчета напряженно-деформированного состояния неоднородных и трех-
слойных оболочек достаточно много. Значительно меньше публикаций, в которых
разработанные модели позволяют с необходимой точностью и степенью детализации
провести расчет НДС трехслойных оболочек с указанными выше особенностями.

В работах [5–8] рассмотрены некоторые последние обзоры расчетных моделей сло-
исто-неоднородных и в том числе трехслойных оболочек.

С требуемой точностью и степенью детализации провести расчет НДС трехслойных
нерегулярных оболочек вращения с указанными выше особенностями позволяет по-
слойный анализ [7, 9–12], при котором в случае необходимости стенка оболочки, в
том числе заполнитель, может моделироваться по толщине слоями, стыкуемыми меж-
ду собой. При этом могут быть разные по сложности модели для расчета слоев с при-
менением аналитических и численных методов в зависимости от условий задач.

Обзоры по расчету оболочек, ослабленных отверстиями, приведены, например, в
работах [13–15]. Большая часть работ по исследованию оболочек с вырезами посвяще-
на однородным оболочкам, меньшая часть – оболочкам из композиционных материа-
лов и совсем в небольшом числе работ рассмотрены трехслойные оболочки с выреза-
ми. В значительной части этих работ приведены исследования трехслойных сфериче-
ских оболочек с круговыми отверстиями. При этом почти отсутствуют результаты
расчетов трехслойных оболочек, ослабленных прямоугольными в плане вырезами
[15].

Аналитическими методами решение подобных задач с учетом указанных особенно-
стей для оболочек с прямоугольными вырезами сталкивается с непреодолимыми ма-
тематическими сложностями. Это приводит к необходимости применять численные
методы и особенно метод конечных элементов (МКЭ) [16–18].

Краткий обзор конечно-элементных моделей (КЭМ) для расчета оболочек, вклю-
чая трехслойные и слоисто-неоднородные оболочки, рассмотрен в статье [7].

Strang G., Fix G.J. отмечали [19] “…конечные элементы стали наиболее употреби-
тельным средством вычислительной математики во всем мире, но будет еще лучше,
если мы научимся решать те же задачи с меньшими затратами…”.

Похожие мысли высказывал академик И.Ф. Образцов в статье [20] “…основная
проблема при рассмотрении сложных конструкций заключается в создании эффек-
тивных математических моделей исследуемых систем, которые не только обеспечива-
ют выполнение заданных требований к информативности и точности исследований,
но и одновременно являются экономичными, способствуя, в частности, минимиза-
ции затрат машинного времени и памяти ЭВМ…”.

2. Постановка задачи. Размерность конечно-элементных моделей оболочек при по-
слойном анализе определяется числом слоев по толщине оболочки, количеством ко-
нечных элементов, на которые разбиваются слои, числом степеней свободы конечных
элементов. Количество конечных элементов (КЭ), с помощью которых моделируются
слои, зависит от эффективности функций формы КЭ, то есть от того, как быстро чис-
ленные результаты будут приближаться к точным решениям при увеличении числа
разбиений на КЭ. При послойном моделировании трехслойных и слоисто-неодно-
родных нерегулярных оболочек это чрезвычайно важно.

Увеличение размерности модели приводит к росту вычислительных операций, а
следовательно к повышению вычислительных погрешностей расчета, увеличению
расчетного времени и ужесточению требований к вычислительным ресурсам.

Оптимальным для повышения скорости сходимости численных алгоритмов и полу-
чаемых результатов и уменьшения требуемого для решения задач числа КЭ было бы
построение функций формы КЭ на основе аналитических решений [21–26]. Такой
подход удалось реализовать для круговых слоистых арок [21] и осесимметричных ко-
нечных элементов трехслойных и слоистых цилиндрических оболочек [22–26].
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Наличие вырезов приводит к необходимости измельчения сеток разбиений, что
еще более увеличивает размерность задач, для уменьшения которой применены эф-
фективные функции аппроксимации деформаций в конечных элементах несущих
слоев рассматриваемых трехслойных цилиндрических оболочек.

В отличие от работ по моделированию НДС в оболочках конической формы [10,
27–30] и оболочках двоякой кривизны [31–35], в которых используются аппроксими-
рующие функции перемещений, в данной работе рассмотрим алгоритм построения
конечно-элементной модели с применением функций, аппроксимирующих обобщен-
ные деформации, для анализа НДС в несущих слоях трехслойных нерегулярных ци-
линдрических оболочках вращения. Рассмотрение алгоритмов построения конечно-
элементных моделей несущих слоев и слоя заполнителя проведем на примере конеч-
ных элементов естественной кривизны прямоугольной в плане формы, что позволит
более просто моделировать НДС в слоях трехслойных цилиндрических оболочек вра-
щения, ослабленных прямоугольными вырезами.

3. Алгоритм построения модели для исследования напряженно-деформированного со-
стояния в несущих слоях трехслойных нерегулярных цилиндрических оболочек вращения.
Будем рассматривать несущие слои как тонкие моментные оболочки, к которым при-
менима классическая теория Кирхгофа–Лява, тогда запишем [36]

(3.1)

где х – линейная координата вдоль меридиана на срединной поверхности каждого не-
сущего слоя, ϕ – угловая координата в плоскости, перпендикулярной оси оболочки,
R – радиус кривизны для каждого из несущих слоев.

Одним из требований к аппроксимирующим функциям конечных элементов для
расчета оболочек является учет перемещений как твердых тел [37–40]. Для получения
перемещений как твердого тела проинтегрируем (3.1) при нулевых значениях дефор-
маций. При этом появятся шесть констант интегрирования, назовем их неопределен-
ными коэффициентами и обозначим α1, …, α6. Они будут задействованы при записи
выражений для перемещений как твердого тела.

Рассмотрим конечный элемент несущих слоев трехслойной в общем случае нерегу-
лярной цилиндрической оболочки вращения, полученный сечением оболочки двумя
плоскостями, проходящими через ось оболочки, и двумя плоскостями, перпендику-
лярными оси вращения. За узловые параметры в четырех угловых точках конечного
элемента примем три линейных перемещения точек срединной поверхности и два уг-
ла поворота нормали к срединной поверхности относительно осей координат в осевом
и кольцевом направлениях. Конечный элемент имеет двадцать степеней свободы (по
пять степеней свободы в узлах) и следовательно для записи аппроксимирующих функ-
ций обобщенных деформаций остается четырнадцать неопределенных коэффициен-
тов (первые шесть неопределенных коэффициентов α1, …, α6 использованы при запи-
си выражений для перемещений как твердого тела).

При выборе полиномов для записи выражений аппроксимирующих функций обоб-
щенных деформаций исходим из предполагаемого характера изменения параметров
напряженно–деформированного состояния в несущих слоях трехслойных нерегуляр-
ных цилиндрических оболочек вращения. Так как несущие слои считаем тонкими мо-
ментными оболочками, то параметры изменения кривизны  срединной поверх-
ности, отвечающие за моментное состояние, будем представлять полиномами более
высоких порядков по сравнению с другими параметрами вектора обобщенных дефор-
маций .
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Для удовлетворения уравнениям неразрывности (совместности) деформаций [36] в
полиномы выражений аппроксимирующих функций обобщенных деформаций доба-
вим функции, которые определяются совместным интегрированием уравнений нераз-
рывности деформаций.

После проведения математических операций получим выражения для компонент
вектора деформаций, который будет иметь вид

(3.2)

где , i = 1, 2, 3 номер слоя, считая от внутренней поверхности

трехслойной оболочки, индекс “c” означает, что слой является несущим,  (6 × 20) –
матрица аппроксимирующих функций деформаций конечного элемента несущих сло-

ев трехслойной нерегулярной цилиндрической оболочки вращения (табл. 1),  – век-
тор неопределенных коэффициентов α1, …, α20.

Коэффициенты в первых шести столбцах матрицы (табл. 1) нулевые из-за того, что
при записи аппроксимирующих функций деформаций конечного элемента несущих
слоев использованы четырнадцать неопределенных коэффициентов, начиная с седь-
мого по двадцатый.

Дальнейшее решение задачи проводится с помощью хорошо разработанных и отла-
женных алгоритмов метода перемещений МКЭ. Поэтому переходим к функциям, ап-
проксимирующим перемещения конечного элемента несущих слоев, которые состоят
из перемещений, вызванных деформированием конечного элемента, и перемещений
как твердых тел. Аппроксимирующие функции перемещений, определяемые дефор-
мированием КЭ, находятся интегрированием (3.1) при полученных выражениях (3.2).

Аппроксимирующие функции перемещений (АФП) конечного элемента несущих
слоев, записанные в матричной форме с помощью вектора неопределенных коэффи-
циентов αi

c, будут иметь вид

(3.3)

где  – вектор перемещений точек срединной поверхности несущих сло-

ев,  (3 × 20)-матрица АФП конечного элемента несущих слоев.
С учетом (3.2), используя физические соотношения (закон Гука) для несущих сло-

ев, легко записать выражения для усилий и моментов через вектор неопределенных

коэффициентов , а затем через вектор узловых перемещений. Из условия минимума
полной потенциальной энергии (вариационный принцип Лагранжа) [17, 36] находят-
ся выражения для записи матрицы жесткости конечного элемента несущих слоев ана-
логично [23].

4. Тестовый пример. Эффективность рассмотренного подхода и приведенной моде-
ли, высокая скорость сходимости полученных с помощью этой модели решений (гра-
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Таблица 1. Матрица аппроксимирующих функций деформаций конечного элемента несущих
слоев трехслойной нерегулярной цилиндрической оболочки вращения
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фик 4 рис. 1) показана сравнением с известными КЭ и аналитическим решением
С.П. Тимошенко [41] (график 6 рис. 1) на примере оболочки при действии самоурав-
новешенных диаметрально противоположных радиальных сосредоточенных сил

Р. Приведены зависимости прогиба  в точке приложения сил от поряд-
ка решаемой системы уравнений N для распространенных цилиндрических конечных
элементов c аппроксимирующими функциями перемещений [42]: КЭ (Cantin G.,
Glagh R.W. [42]) с 24 степенями свободы с учетом (график 3) и без учета (график 1) пе-
ремещений как твердого тела; КЭ (Bogner F.K., Fox R.L. and Schmit L.A. [42]) с 48 сте-
пенями свободы (график 2); оболочечный КЭ нулевой кривизны с 20 степенями сво-
боды [10, 27] (график 5). Из-за симметрии рассматривалась восьмая часть цилиндри-
ческой оболочки. Из сравнения видно, что практически точное значение достигается
при N = 20 для конечного элемента c аппроксимирующими функциями деформаций
(то есть при моделировании рассматриваемого сегмента одним КЭ с 20 степенями
свободы), при ~N = 140 для КЭ c аппроксимирующими функциями перемещений
(АФП) с 48 степенями свободы, при ~N = 200 для КЭ с АФП и 24 степенями свободы
и при ~N = 333 для оболочечного КЭ нулевой кривизны с 20 степенями свободы. Сле-
дует отметить, что решение С.П. Тимошенко [41] получено для нерастяжимой средин-
ной поверхности, поэтому оно находится ниже точного значения, к которому сходят-
ся конечно-элементные решения.

Были проведены также и другие сравнения с большим числом различных КЭ. Эти
сопоставления подтвердили эффективность рассмотренного подхода и приведенной
модели, а также высокую скорость сходимости полученных с помощью этой модели
решений, что позволило, как показали сравнения, значительно уменьшить необходи-
мое для расчета число КЭ. Для приведенного здесь примера (рис. 1) уменьшение по-
рядка решаемой системы уравнений N для конечного элемента c аппроксимирующи-
ми функциями деформаций произошло в ~ 7–17 раз соответственно в сравнении с
рассмотренными конечными элементами c аппроксимирующими функциями пере-
мещений.

Достоверность и эффективность приведенной модели конечного элемента несущих
слоев показана и на примерах исследования НДС цилиндрических, в том числе орто-
тропных композитных оболочек, ослабленных прямоугольными отверстиями [43, 44].

= − 3/w wDl PR

Рис. 1. Зависимости прогиба оболочки от порядка системы уравнений при расчете различными конечными
элементами.
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5. Алгоритм построения трехмерной модели для исследования напряженно-деформиро-
ванного состояния в слое заполнителя трехслойных нерегулярных цилиндрических оболо-
чек вращения. Подход при построении модели трехмерного оболочечного конечного
элемента для исследования НДС слоя заполнителя состоит в следующем. За узловые
поверхности этого КЭ принимаются поверхности стыковки с несущими слоями с уз-
лами в угловых точках трехмерного оболочечного конечного элемента слоя заполни-
теля. К этим поверхностям со срединных поверхностей несущих слоев приводятся уз-
ловые перемещения КЭ несущих слоев с помощью матриц перехода подобно [17]. Та-
ким образом, КЭ заполнителя (КЭЗ) будет иметь восемь узлов по четыре узла на
внутренней и внешней цилиндрических поверхностях, а аппроксимирующими функ-
циями перемещений будут функции, аппроксимирующие перемещения конечных
элементов несущих слоев. Такая схема построения КЭ слоя заполнителя свободна от
погрешностей расчета, связанных с разрывом перемещений на цилиндрических по-
верхностях стыковки КЭ заполнителя с конечными элементами несущих слоев.

Обозначим как  вектор перемещений КЭ несущих слоев на поверхностях сопря-
жения с КЭ слоя заполнителя, где i = 1 для внутреннего и i = 3 для внешнего несущих
слоев. Тогда условия стыковки в векторной форме примут следующий вид для случая
одного КЭЗ по толщине слоя заполнителя

(5.1)

где ,  векторы перемещений соответственно внутренней и внешней цилиндриче-
ских поверхностей КЭ заполнителя.

Вектор перемещений трехмерного КЭ слоя заполнителя  (f означает,
что рассматривается слой заполнителя, i = 2 для слоя заполнителя и этот индекс далее
не указывается) будет иметь вид

(5.2)

где ϕ1 = (1– 2zf/hf )/2, ϕ2 = 1– ϕ1, zf – нормальная к срединной поверхности КЭЗ коор-
дината, hf – толщина конечного элемента заполнителя.

С учетом (5.1), (5.2), зная АФП КЭ несущих слоев (3.3), запишем в матричной фор-
ме выражение для вектора перемещений трехмерного КЭ слоя заполнителя

(5.3)

где  (3 × 40),  – соответственно матрица аппроксимирующих функций перемеще-
ний и вектор неопределенных коэффициентов конечных элементов слоя заполнителя.

После подстановки (5.3) в геометрические соотношения для трехмерного тела, за-
писанные в цилиндрических координатах, будет иметь выражение для вектора обоб-
щенных деформаций КЭ слоя заполнителя в матричной форме

(5.4)

Используя для КЭ слоя заполнителя физические соотношения (закон Гука), с уче-
том (5.4) получим запись выражений для напряжений с помощью вектора неопреде-
ленных коэффициентов, а затем с помощью вектора узловых перемещений. Из усло-
вия минимума полной потенциальной энергии (вариационный принцип Лагранжа)
[36, 17] находятся выражения для записи матрицы жесткости конечного элемента слоя
заполнителя подобно [23].

Определив выражения для матриц жесткости конечных элементов несущих слоев и
слоя заполнителя, дальнейшее решение задачи проводится с помощью хорошо разра-
ботанных и отлаженных алгоритмов метода перемещений МКЭ.

c
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1δ 2δ
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= Ωf f fε α



128 БАКУЛИН

6. Числовой пример. Разработанную модель применим для исследования напряжен-
но-деформированного состояния в слоях трехслойной цилиндрической композитной
оболочки, нагруженной равномерно распределенным внутренним давлением и ослаб-
ленной двумя диаметрально противоположными прямоугольными вырезами. Несущие
слои оболочки выполнены из стеклопластика, а заполнитель – из пенопласта.

Рассматриваются два варианта оболочки с вырезами:
1 – вырезы сквозные;
2 – вырезы закрыты крышками, которые служат для герметизации отсека и не вос-

принимают нагрузку, действующую на них, а та часть давления, которая приходится
на площадь крышки при расчете заменялась распределенными по периметру выреза
перерезывающими силами.

Вырезы располагаются на равном расстоянии от торцов оболочки. Длина вырезов
составляет 40% от длины образующей. Угол раствора вырезов равен 0.84 рад.

Принимается, что граничные условия на торцах несущих слоев оболочки соответ-
ствуют случаю жесткой заделки с разрешением осевых перемещений.

Геометрические параметры оболочки следующие:

где L – длина, R – радиус срединной поверхности заполнителя оболочки; h1, h3 – тол-
щина внутреннего и наружного несущих слоев соответственно; H – толщина трех-
слойного пакета.

Физико-механические характеристики трехслойной оболочки следующие:
– для внутреннего и наружного ортотропных несущих слоев: E1 = 20594 Мпа, E2 =

= 18632.6 Мпа, G12 = 3432.3 Мпа, μ2 = 0.1;
– для заполнителя: E3 = 23.53 Мпа, G13 = G23 = 9.81 Мпа.
Вследствие симметрии в осевом и окружном направлениях при расчете рассматри-

валась 1/8 симметричная часть оболочки, которая разбивалась на 20 трехслойных бло-
ков (состоящих из конечных элементов внутреннего и наружного несущих слоев и
слоя заполнителя) в осевом направлении и на 30 блоков в окружном.

Наибольшими по абсолютной величине в несущих слоях являются мембранные
усилия N1 во внутреннем несущем слое на середине прямолинейного края выреза
(рис. 2). Максимальные значения мембранных усилий N2 наблюдаются в окрестности
угловой точки выреза во внутреннем несущем слое. Эти максимальные значения уси-
лий N2 почти на 20% меньше наибольших усилий N1 для варианта 2 оболочки с выре-
зами. Максимальные значения мембранных напряжений в несущих слоях превышают
максимальные значения моментных напряжений.

Наибольшими в заполнителе являются напряжения τ31, τ23 вблизи угловой точки
выреза (рис. 3). Причем максимальные значения τ31 на ~33% больше наибольших на-
пряжений τ23 для варианта 2 оболочки с вырезами и почти в 3 раза выше напряжений
σ33. В заполнителе напряжения σ11, σ22, которыми обычно пренебрегают, сопостави-
мы с σ33.

Изменение наибольших усилий N1 (Н/м) и напряжений τ31 (Мпа) вдоль прямоли-
нейного края выреза представлено на рис. 2, 3. По оси абсцисс откладывается номер
КЭ, начиная от торца оболочки к середине выреза.

Цифрами 1, 2 обозначены графики для двух вариантов оболочки, указанных выше.
Как видно из приведенных графических зависимостей, напряженно-деформиро-

ванного состояние оболочки, ослабленной вырезами, характеризуется ярко выражен-
ным краевым эффектом в окрестности выреза и вблизи его угловых точек, быстро за-
тухающим по мере удаления от выреза. Учет нагрузок от крышки (вариант 2) значи-
тельно повышает напряжения возле выреза.

= = = ==1 32 м, 1.5 м, 0.002 м, 0.002 м, 0.05 мL R h h H
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7. Заключение. Рассмотрено построение модели для послойного анализа напряжен-
но-деформированного состояния трехслойных нерегулярных цилиндрических оболо-
чек вращения, при котором стенка оболочки моделируется по толщине конечными
элементами, которые затем стыкуются между собой. Модель позволяет адекватно мо-
делировать особенности слоисто-неоднородного строения, моментное состояние не-
сущих слоев, трехмерное напряженно-деформированное состояние в заполнителе, а
также учесть наличие прямоугольных вырезов. Для уменьшения размерности модели
послойного анализа применены функции аппроксимаций деформаций. Приведено
исследование напряженно-деформированного состояния в слоях трехслойных ци-
линдрических оболочек вращения с прямоугольными вырезами, в том числе закрыты-
ми крышками.

Рис. 2 Изменение усилий N1 вдоль прямолинейного края выреза трехслойной цилиндрической оболочки:

1 – сквозные вырезы; 2 – вырезы закрыты крышками.
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Рис. 3 Изменение напряжений τ31 вдоль прямолинейного края выреза трехслойной цилиндрической обо-
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Рассмотрена динамика однозвенного аэродинамического маятника в упругом за-
креплении, причем нестационарное аэродинамическое воздействие моделируется с
помощью присоединенного осциллятора. Предполагается, что жесткость пружины
крепления помимо линейной составляющей содержит и кубическую. Исследованы
положения равновесия маятника и их устойчивость. Показано, в частности, что при
определенных значениях параметров системы “флюгерное” положение равновесия
становится неустойчивым, и возникает притягивающий предельный цикл. Получе-
ны приближенные формулы для частоты и амплитуды этого цикла. Показано, что в
широком диапазоне значений параметров его частота практически не зависит от ко-
эффициента жесткости пружины крепления и от момента инерции маятника. Ам-
плитуда цикла растет с увеличением момента инерции и убывает с ростом коэффи-
циента жесткости.

Ключевые слова: колебания, устойчивость, аэроупругость, аэродинамический маят-
ник, тело в потоке среды
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1. Введение. Аэродинамический маятник, т.е. маятниковая система, движущаяся в
потоке сопротивляющейся среды и взаимодействующая с ним, представляет собой
весьма интересный объект. Он может рассматриваться как компонент различных тех-
нических систем, в частности, ветроэнергетических установок различных типов (на-
пример, ветротурбины Дарье с прямыми лопастями [1]), систем дозаправки летатель-
ных аппаратов в воздухе [2], элементов управления в летательных аппаратах и т.д.
В последнее время активно рассматриваются различные варианты ветроэнергетиче-
ских систем, рабочим элементом которых является упругая конструкция, совершаю-
щая колебания в результате взаимодействия с потоком среды [3–5], и исследование
динамики упруго закрепленного аэродинамического маятника может оказаться по-
лезным для анализа особенностей поведения таких систем.

При описании движения маятника в потоке среды необходимо, вообще говоря,
учитывать нестационарность аэродинамического воздействия. Интегрирование урав-
нений Навье–Стокса с учетом движения твердого тела позволяет дать подробное опи-
сание движения среды и аэродинамических сил. Однако, оно требует достаточно зна-
чительных вычислительных ресурсов и времени и практически не позволяет прово-
дить параметрический анализ системы. Поэтому активно используются различные
упрощенные феноменологические модели.

УДК 531.36
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Одной из наиболее часто применяемых моделей такого типа является квазистати-
ческий подход [6]. С его помощью исследовались разные аспекты поведения различ-
ных механических систем, включающих тела, взаимодействующие с сопротивляю-
щейся средой [7, 8], в том числе, однозвенных аэродинамических маятников без пру-
жины в креплении [9–11]. Были рассмотрены локальные и нелокальные бифуркации,
возникающие в соответствующей динамической системе, а также изучены периодиче-
ские режимы, существующие в ней. В [12] на основе квазистатического подхода про-
анализирована динамика двухзвенного аэродинамического маятника в упругом за-
креплении и показано, что этот подход обеспечивает качественное (а в ряде случаев и
количественное) согласие с экспериментами.

Чтобы описать нестационарные эффекты более точно, чем это позволяет квазиста-
тический подход, были предложены другие феноменологические модели. Среди них
выделяется группа моделей, основанных на использовании дополнительных перемен-
ных, характеризующих нестационарное взаимодействие тела с потоком (такие модели
используются, например, в [13–15]). В работах [16, 17] для учета внутренней динамики
потока среды предложен подход подобного типа, основанный на введении дополни-
тельной “скрытой” обобщенной координаты (“присоединенного осциллятора”), ин-
тегральным образом характеризующей состояние потока вблизи тела. В [18] модель
присоединенного осциллятора была использована для анализа поведения аэродина-
мического маятника без пружины в креплении, и было показано, в частности, что в
случае достаточно малой длины державки тривиальное положение равновесия теряет
устойчивость при увеличении момента инерции маятника.

В данной статье анализируются положения равновесия и предельные циклы, воз-
никающие в динамике упруго закрепленного аэродинамического маятника в случае,
когда пружина крепления имеет кубическую нелинейность.

2. Постановка задачи. Рассмотрим механическую систему, представляющую собой
однозвенный аэродинамический маятник в упругом закреплении (рис. 1). Этот маят-
ник состоит из тонкого крыла с симметричным профилем и твердого стержня – дер-
жавки. Державка находится в плоскости симметрии крыла. Ось вращения  верти-
кальна и также принадлежит плоскости симметрии крыла. В шарнире  установлена
спиральная пружина с кубической нелинейностью.

Вся система помещена в стационарный горизонтальный поток среды, скорость ко-
торого на бесконечности постоянна и равна . Будем считать также, что пружина
крепления не напряжена, когда державка маятника ориентирована вдоль набегающе-
го потока.

O
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Рис. 1. Упруго закрепленный аэродинамический маятник с присоединенным осциллятором.
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Введем в горизонтальной плоскости неподвижную систему координат , ось
абсцисс которой направим вдоль вектора . Положение маятника будем характеризо-
вать углом  между державкой и осью .

Для учета нестационарности аэродинамического воздействия потока на маятник
воспользуемся моделью [18], в которой внутренняя динамика потока описывается с
помощью присоединенного осциллятора , прикрепленного к хорде крыла в стати-
ческом центре давления  ( ), причем точка  может перемещаться вдоль нор-
мали к хорде. Обозначим расстояние  через . Будем считать, что аэродинамиче-
ская сила приложена в точке , ее составляющая, направленная вдоль хорды профиля
(тангенциальная сила), пренебрежимо мала, а нормальная к хорде составляющая име-
ет следующую структуру:

Здесь  – плотность среды,  – характерная площадь крыла,  – безразмерный
коэффициент нормальной силы,  – воздушная скорость точки ,  – угол между
вектором  и хордой  (эффективный угол атаки). Из кинематических соображе-
ний следует, что

Уравнения движения системы “маятник + осциллятор” можно записать в следую-
щем виде:

(2.1)

Здесь  – масса осциллятора,  и  – его коэффициенты жесткости и демпфирова-
ния,  – момент инерции маятника относительно оси вращения,  и  – коэффици-
енты, характеризующие жесткость пружины крепления,  – коэффициент демпфиро-
вания этой пружины.

Обезразмерим уравнения, выбрав в качестве безразмерного времени величину
 (где  – длина хорды крыла) и введя следующие безразмерные переменные и

параметры:

Далее для упрощения записи будем обозначать производную по безразмерному вре-
мени точкой и опускать черту над безразмерными величинами.

Вообще говоря, коэффициент нормальной силы представляет собой достаточно
сложную -периодическую функцию угла атаки (нечетную в случае крыла с симмет-
ричным профилем). Однако из многочисленных экспериментов известно, что при ма-

лых углах атаки эта зависимость с хорошей точностью является линейной: .
В дальнейшем ограничимся рассмотрением таких движений маятника, при которых

угол атаки остается малым. Отметим, что для крыльев .
Тогда уравнения (2.1) примут вид:
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(2.2)

Исследуем поведение траекторий системы (2.2).
3. Положения равновесия и их устойчивость. Пусть  – неподвижная точка си-

стемы (2.2). Тогда величины  и  удовлетворяют следующим уравнениям:

(3.1)

Очевидно, что система (3.1) имеет тривиальное равновесие , . При этом
маятник находится во флюгерном положении.

Если  (это условие выполнено, в частности, если , т.е. центр давле-
ния расположен “ниже по потоку”, чем точка подвеса), то других неподвижных точек

у системы нет, поскольку величины  и  положительны. Если же , то
имеются еще два симметричных “косых” равновесия:

Поскольку наше рассмотрение ограничено областью малых углов атаки, будем счи-
тать, что параметры системы таковы, что величины  малы (когда они являются
действительными числами). В частности, такая ситуация имеет место, когда параметр

 велик: .
Вначале рассмотрим тривиальное равновесие. Система (2.2), линеаризованная в

окрестности этого равновесия, имеет следующий вид:

(3.2)

Запишем характеристический полином системы (3.2):

(3.3)

Очевидно, что тривиальное равновесие статически неустойчиво при .

Если же , то все коэффициенты полинома (3.3) положительны. Поэтому
достаточные условия асимптотической устойчивости тривиального равновесия в этом
случае сводятся к условию положительности третьего минора матрицы Гурвица для
(3.3), которое можно представить в следующем виде:

(3.4)
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(3.5)

Результаты идентификации параметров осциллятора [18] показывают, что для них
выполнены следующие неравенства:

(3.6)

Пусть . Нетрудно видеть, что, с учетом (3.6), при этом . Кроме того, мож-
но путем несложных выкладок показать, что  при . Таким образом, 
оказывается достаточным условием асимптотической устойчивости при . Оно,
очевидно, выполнено при любых длинах державки, если коэффициент  достаточно

велик: .
Соответственно, неравенство

(3.7)

является необходимым условием неустойчивости в области . Если коэффициент

демпфирования мал, так что , то существует интервал , , в
котором :

(3.8)

Для каждого  из указанного интервала существует ровно одно положительное зна-
чение  момента инерции, при котором третий минор матрицы Гурвица обращается
в нуль (происходит бифуркация Андронова–Хопфа). При меньших величинах момен-
та инерции положение равновесия асимптотически устойчиво, а при больших – не-
устойчиво. Таким образом, в случае, когда длина державки маятника удовлетворяет
неравенствам , увеличение момента инерции маятника приводит к дестаби-
лизации “флюгерного” положения равновесия. Этот эффект был описан в работе [18]
для маятника без пружины в креплении. Заметим, что границы этого интервала по l не
зависят от параметров, характеризующих жесткость пружины.

Найдем величину  и частоту  предельного цикла, рождающегося в результате
соответствующей бифуркации. Для этого подставим в (3.3)  ( ) и после
несложных преобразований получим:

(3.9)

С учетом (3.6) и (3.7) первое уравнение (3.9) имеет единственное положительное ре-
шение.

Очевидно, что при  и  имеем , соответственно, .
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Любопытно, что получаемая из (3.9) величина  не зависит от жесткости пружины
крепления. При этом, как нетрудно показать,  убывает с ростом коэффициента
демпфирования .

Отметим также, что критическое значение момента инерции растет с увеличением
коэффициента жесткости пружины крепления.

С учетом (3.5) нетрудно видеть, что левая часть (3.4) представляет собой полином 6
степени относительно , причем в силу (3.6) все его коэффициенты, за исключением

коэффициентов при  и , положительны. Значит, по теореме Декарта, этот полином
имеет не более 2 действительных корней. Кроме того, при малых значениях момента
инерции положительны все коэффициенты полинома, так что при этом асимптотиче-
ская устойчивость имеет место при всех положительных .

Теперь обратимся к случаю . Заметим, что при этом все коэффициенты в пер-
вом уравнении (3.9) положительны, следовательно, действительных решений нет. Со-
ответственно, в области отрицательных  корни характеристического полинома не мо-
гут пересекать мнимую ось в точках, отличных от начала координат. Нулевой корень

существует только при . Следовательно, при  имеет место
асимптотическая устойчивость.

При  в системе происходит бифуркация типа “вилка”, и тривиальное ре-

шение становится неустойчивым при . Нетрудно показать, что рождающие-
ся при этом “косые” равновесия асимптотически устойчивы при , близких к бифур-
кационному значению.

С учетом вышесказанного, границы области асимптотической устойчивости триви-
ального равновесия на плоскости параметров J,  имеют вид, качественно изображен-
ный на рис. 2 (области неустойчивости показаны серым цветом).

Будем предполагать, что  Характеристический полином системы, лине-
аризованной в окрестности косого равновесия, имеет следующую структуру:

ω*
ω*

δ

l

l 2l

l

< 0l

l

α= − κ nl C ακ <− < 0nC l

α= −κ/ nl C
α< − κ nl C

l

l

θ = μ =1,2 1s

Рис. 2. Области неустойчивости тривиального равновесия (выделены серым цветом).

J
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(3.10)

Видно, что нулевой корень у (3.10) также существует только при . В то же

время, косые равновесия существуют и отличны от нуля только при .

Пусть  ( ). Нетрудно показать, что  является корнем биквадратного

уравнения, коэффициенты которого с точностью до  совпадают с коэффициента-
ми биквадратного уравнения на  (3.8). При  все эти коэффициенты, как было от-
мечено выше, положительны. Значит, чисто мнимые корни у (3.9) отсутствуют.

Таким образом, корни характеристического полинома (3.10) не пересекают мни-

мую ось при , следовательно, “косые” равновесия остаются асимптотиче-
ски устойчивыми при всех значениях параметров, при которых они существуют, а уг-
лы  достаточно малы.

4. Периодические решения. В соответствии с вышесказанным, в случае, когда
, а момент инерции маятника достаточно велик, тривиальное равновесие не-

устойчиво, других равновесий нет, и в системе существует цикл, родившийся в ре-
зультате бифуркации Андронова–Хопфа. Исследуем этот цикл, считая, что .
Это означает, что в пружине присутствует значительное упрочнение. Такая ситуация
имеет место для некоторых пружин в области небольших деформаций. Введем малый

параметр: . Тогда амплитуда колебаний будет мала в достаточно широком
диапазоне значений остальных параметров, и сделанные выше предположения отно-
сительно  будут справедливы.

Для оценки параметров цикла воспользуемся методом гармонического баланса. Бу-
дем искать периодические решения вида

(4.1)

Подставив (4.1) в систему (2.2), в первом приближении по малому параметру получим:

(4.2)

Нетрудно показать, что  равно . Таким образом, частота цикла, существующе-
го при произвольном (но достаточно большом, чтобы имела место неустойчивость
тривиального равновесия) значении момента инерции маятника, с точностью до ма-
лого параметра совпадает с частотой цикла, рождающегося при бифуркации Андроно-
ва–Хопфа:

(4.3)
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Здесь .
Соответственно, частота цикла достаточно слабо зависит как от коэффициентов,

характеризующих жесткость пружины крепления, так и от момента инерции маятни-
ка. Этот эффект представляется любопытным.

Для коэффициентов , , , характеризующих амплитуды колебаний маятника
и присоединенного осциллятора, из (4.2) получаем следующие формулы:

(4.4)

где .
Из (3.9) ясно, что, как и следовало ожидать, величина  убывает с увеличением ко-

эффициента жесткости .
В силу громоздкости выражения для первой ляпуновской величины вопрос о том, яв-

ляется ли цикл притягивающим, не удается разрешить аналитически. Тем не менее, заме-
тим, что, как следует из (4.4), цикл указанного вида существует только при , т.е. в
области, где тривиальное равновесие неустойчиво. Это косвенно свидетельствует о том,
что он является притягивающим, а бифуркация Андронова–Хопфа – суперкритической.

Необходимо отметить, что в отсутствие демпфирования  и .

Соответственно, величина  стремится к бесконечности при , и предложенная
аппроксимация в этой ситуации оказывается неприменимой.

5. Численное моделирование. Проведем численное исследование поведения системы
при разных значениях параметров. Примем для параметров присоединенного осцилля-
тора такие же значения, что и в [18]: , , . Пусть . Для коэффи-

циента нормальной силы примем  (это соответствует стандартному профилю
NACA 0012 [19]). Будем считать также, что коэффициент демпфирования достаточно

мал: , так что величины  в формулах (3.8) являются вещественными.
Для численного интегрирования будем использовать стандартный метод Рунге–Кутты 4
порядка.

Вначале рассмотрим ситуацию, когда в системе существует три положения равно-

весия: . Численное интегрирование показывает, что в достаточно широком
диапазоне параметров и начальных условий притягивающие циклы не наблюдаются,
и траектории системы стремятся к одному из “косых” равновесий. Области притяже-
ния этих равновесий в пространстве начальных условий в проекции на плоскость

,  при разных значениях параметров  и  представлены на рис. 3 (расчеты
проводились при , ). Белым цветом отмечены такие начальные условия ,

, что вышедшие из них траектории стремятся к положению равновесия ,

; траектории, выходящие из начальных условий, отмеченных се-
рым цветом, стремятся ко второму “косому” положению равновесия ( ,

/k > 0). На рис. 3, a–d приведены результаты для , а на рис. 3, e‒h –
для . Параметр  принимает значения 0.1 (рис. 3 a, e), 1 (рис. 3 b, f), 5 (рис. 3, c, g)
и 10 (рис. 3, d, h).
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Указанные проекции областей притяжения имеют спиралевидную структуру, при-
чем ширина “рукавов” спиралей и их средний угол закрутки уменьшаются с ростом
момента инерции и увеличиваются с ростом .

При , как было отмечено выше, существует только тривиальное рав-
новесие, и оно асимптотически устойчиво. Численное моделирование показывает,
что в достаточно широком диапазоне начальных условий и значений параметров дру-
гих притягивающих инвариантных многообразий не наблюдается.

При  в системе при достаточно больших значениях момента инерции суще-
ствует цикл. Численное моделирование показывает, что он является притягивающим, а
соответствующие колебания с достаточно хорошей точностью являются одночастотными
в широком диапазоне значений параметров  и . Это проиллюстрировано на рис. 4, на
котором представлены проекции фазовых траекторий на конфигурационную плоскость и
плоскость ( ) при  и разных комбинациях значений параметров ,  и .

На рис. 5 показаны амплитуды  и частоты колебаний в зависимости от момента
инерции при разных значениях коэффициента жесткости  пружины (квадраты –

, круги – , ромбы – ), полученные численным интегрированием си-
стемы (2.2). Расчеты проводились при , . Сплошные линии соответству-
ют аппроксимационным формулам (4.3)–(4.4). Видно, что в достаточно широком
диапазоне значений параметров частота цикла мало отличается от величины  и, та-
ким образом, практически не зависит ни от , ни от . Отличие становится заметным,
когда амплитуда  оказывается большой.

На рис. 6 проиллюстрировано влияние длины державки на амплитуду (рис. 6, а и 6, c) и
частоту (рис. 6, b и 6, d) колебаний маятника в случае  при различных значениях
момента инерции и коэффициента демпфирования. Рис. 6а, 6b соответствуют значе-

l
α− κ < < 1nC l l

< <1 2l l l
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Рис. 3. Эволюция области притяжения “косых” равновесий в пространстве начальных условий (белая об-

ласть – для положения ( ), серая область – для положения ( )) с увеличением момента инер-

ции при разных значениях параметра l; проекция на плоскость ( , ).
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нию , а рис. 6c и 6d – . Сплошными линиями вновь обозначены зависимо-
сти (4.3)–(4.4), а квадратами – частоты и амплитуды, полученные в результате числен-
ного интегрирования системы (2.2) при разных значениях параметров  и J (белые
квадраты: ; черные квадраты: ).

Видно, что аппроксимационные формулы достаточно хорошо согласуются с “точным”
численным решением, если амплитуда колебаний маятника невелика (менее 0.3 рад).
В частности, при  аппроксимация при рассмотренных значениях J оказывается
достаточно эффективной во всей области существования цикла. Зависимость частоты
цикла от момента инерции проявляется только при большой амплитуде цикла.

δ = 0 δ = 0.1

l
= 10J = 5J

δ = 0.1

Рис. 4. Примеры фазовых траекторий системы при  и разных комбинациях значений параметров , 

и : a) в проекции на конфигурационную плоскость; b) в проекции на плоскость ( ).
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ента жесткости; точки – результаты численного интегрирования, сплошные линии – аппроксимационные
формулы: а) амплитуда колебаний маятника; b) частота колебаний маятника.
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Впрочем, необходимо отметить, что при больших  предложенный подход должен
быть модифицирован, поскольку в этом случае необходимо учитывать нелинейность
зависимости коэффициента нормальной силы от угла атаки.

6. Заключение. Рассмотрена динамика упруго закрепленного аэродинамического
маятника. Для описания нестационарного аэродинамического воздействия использу-
ется модель присоединенного осциллятора.

Найден диапазон длин державки, в котором при достаточно больших значениях
момента инерции маятника положение равновесия “вдоль потока” является неустой-
чивым, и существует предельный цикл. Получены аппроксимационные формулы для
амплитуды и частоты этого цикла.

Проведено численное моделирование, показано, что предложенные формулы до-
статочно хорошо согласуются с результатами численного интегрирования уравнений
движения в широком диапазоне значений параметров системы.

θ

Рис. 6. Зависимости амплитуды и частоты цикла от длины державки маятника при разных значениях мо-
мента инерции и коэффициента демпфирования; точки – результаты численного интегрирования, сплош-
ные линии – аппроксимационные формулы.
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Для повышения точности работы волнового твердотельного гироскопа (ВТГ) по-
строена стохастическая модель колебаний кромки резонатора и выходного сигнала
чувствительного элемента (ЧЭ) ВТГ в форме “объект-наблюдатель”, учитывающая
особенности динамики выходного сигнала ЧЭ и наличие широкополосных помех.
Для оценки амплитуды колебаний резонатора предложено использование фильтра
Калмана. Приведены результаты численного моделирования, иллюстрирующие эф-
фективность использования предложенного метода.
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Введение. Совершенствование технологий изготовления волновых твердотельных
гироскопов (ВТГ) обеспечивает им все большее применение в навигационно-измери-
тельных комплексах самого различного назначения [1–7]. Но, несмотря на резкое
улучшение технических характеристик ВТГ за последние годы, их точность по-преж-
нему существенно уступает точности механических и лазерных гироскопов [8–11].
В связи с этим проблема повышения точности для ВТГ на сегодняшний день остается
одной из основных. Ее решение осуществляется по многим направлениям, из которых
следует выделить в качестве особо перспективного направление обработки выходной
информации чувствительных элементов (ЧЭ) ВТГ (пьезоэлементов, оптических дат-
чиков и др.), измеряющих амплитуду колебаний его резонатора с неизбежными и
весьма интенсивными широкополосными помехами [12]. В настоящее время для
фильтрации зашумленных измерений ЧЭ ВТГ применяется метод наименьших квад-
ратов (МНК) [13]. Его основным недостатком является то, что данный метод не явля-
ется алгоритмически инвариантным. Время его работы растет экспоненциально с уве-
личением входных данных, что существенно затрудняет его использование в алгорит-
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мах обработки выходной информации ВТГ. Кроме того, оценки, получаемые с
использованием МНК, будут точны только для небольшого интервала времени. В свя-
зи с этим возникает необходимость постоянного перерасчета уравнения регрессии по
мере поступления новых измерений, осложняемого известными трудностями подбора
уравнения регрессии при построении модели выходного сигнала ВТГ [14].

Подобная проблема обусловливает необходимость разработки новых методов обра-
ботки измерительной информации ВТГ, учитывающих особенности динамики выход-
ного сигнала ВТГ и обеспечивающих заданную точность его оценки в условиях широ-
кополосных интенсивных помех. Рассмотрим далее один из возможных вариантов ре-
шения данной проблемы.

1. Постановка задачи. Как показано в [15], динамика ВТГ может быть описана си-
стемой двух линейных обыкновенных нестационарных дифференциальных уравне-
ний второго порядка, описывающих возбуждаемую моду (режим возбуждения) и из-
меряемую моду (режим чувствительности):

(1.1)

где х1, х2 – деформация кромки резонатора в режимах возбуждения и чувствительно-
сти соответственно,  – собственная частота резонатора, соответствующая второй
форме колебаний,  – относительный коэффициент демпфирования,  угловая
скорость основания,  – ускорения кромки резонатора, вызванные внешними
силами, К – коэффициент Брайана (для второй формы колебаний равный 0.4).

При выполнении типичных для практики условий работы ВТГ [1, 2, 13, 15]:
– угловая скорость основания намного меньше собственной частоты резонатора

;
– элементы возбуждения действуют только на координату х1, т.е. ;

– угловая скорость основания постоянна ;
– ускорение кромки резонатора, обусловленное действием элементов возбужде-

ния, намного больше ускорения Кориолиса ;
уравнения (1.1) трансформируются в систему линейных стационарных уравнений

(1.2)

где  – добротность резонатора.
При формировании возбуждения резонатора по гармоническому закону f1 = ,

где  – амплитуда и частота ускорения, обусловленного действием элементов воз-
буждения, в установившемся режиме резонансной настройки решение первого урав-
нения системы (1.2) имеет вид [15]

где , и, соответственно, уравнение движения кромки резонатора в режи-
ме чувствительности может быть записано следующим образом:

(1.3)

Решением данного уравнения в установившемся режиме является временной сиг-
нал, измеряемый чувствительными элементами ВТГ:

+ ξω + ω − Ω = − Ω − Ω

+ ξω + ω − Ω = + Ω + Ω

�

�� � �

�

�� � �

2 2
1 1 1 1 2 2

2 2
2 2 2 2 1 1

2 ( ) 2

2 ( ) 2

x x x f K x K x

x x x f K x K x

ω
ξ Ω −

1 2,f f

Ω ω!

=2 0f

Ω =� 0

Ω �@1 22f K x

ω+ + ω =

ω+ + ω = Ω

�� �

�� � �

2
1 1 1 1

2
2 2 2 12

x x x f
Q

x x x K x
Q

( )= ξ1 2Q
ν0sinf t

ν0,f

= − ν1 1 cosres rx x t

= ων1 0rx f Q

ω+ + ω = Ω = Ω ν ν�� � �

2
2 2 2 1 12 2 sinrx x x K x K x t

Q



147ВЫСОКОТОЧНАЯ ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ КОЛЕБАНИЯ

Соответственно, с выхода ЧЭ ВТГ (пьезоэлементов, оптических датчиков и др.) сни-
мается измерительный сигнал, который с учетом неизбежных помех измерения W1
может быть записан следующим образом:

(1.4)

Так как помехи измерения W1 обусловлены, как правило, значительным числом
равномощных случайных факторов (вариациями температуры, случайными перегруз-
ками, флуктуациями питания, конструктивными погрешностями ЧЭ и др.), то с це-
лью сохранения общности последующих рассуждений полагаем далее помеху измере-
ния W1 белым гауссовским шумом с нулевым средним и известной интенсивностью
DW1.

В силу того, что измеряемый сигнал х2 является высокодинамичным, для его оцен-
ки по стохастическим измерениям (1.4) целесообразно использовать не традиционные
методы статической обработки сигналов [14], а методы стохастической оценки дина-
мических сигналов [18, 19]. Т.к. оцениваемый сигнал х2 описывается линейным диф-
ференциальным уравнением второго порядка, то с точки зрения точности оценивания
здесь наиболее эффективным оказывается линейный фильтр Калмана (ФК), обеспе-
чивающий минимум среднеквадратической ошибки оценки. Но построение данного
фильтра непосредственно с использованием уравнения (1.3), содержащего неизвест-
ный параметр  в правой части, оказывается невозможным. В связи с этим возникает
необходимость разработки нового подхода, обеспечивающего минимальную в средне-
квадратическом ошибку оценки амплитуды колебания резонатора ВТГ х2 в условиях
неизбежных помех измерения.

2. Решение задачи. Для решения задачи построения уравнений стохастической
оценки сигнала х2 сформируем помимо сигнала х2 дополнительный сигнал х3, образо-
ванный сдвигом гармонического сигнала х2 на π/2 (например, за счет использования
типовой фазосдвигающей цепи [20]):

который далее подвергается зашумленному измерению

(2.1)

где помеху измерения W2 в силу упомянутых ранее соображений полагаем белым гаус-
совским шумом с нулевым средним и известной интенсивностью DW2.

Из выражения сигнала измерения (2.1) может быть получено с точностью до посто-
янного множителя  следующее представление правой части уравнения (1.3):

Подстановка полученного выражения в уравнение движения кромки резонатора в
режиме чувствительности приводит к стохастическому дифференциальному уравне-
нию, не содержащему параметрической неопределенности:
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Для возможности дальнейшего использования методов стохастической фильтрации
представим данное уравнение в векторной форме Ланжевена:

Выбирая в качестве сигнала наблюдения за координатой х2 = х20 сигнал измерения z1,
уравнение наблюдателя получаем в форме (1.4):

где , а соответствующий линейный ФК для оценки сигнала х2= х20 – в виде
(2.2):

(2.2)

где  оценки сигнала х2 и скорости его изменения, R – апостериорная ковариа-
ционная матрица.

Выбор значения  осуществляется исходя из априорной информации о скоро-
сти вращения основания ВТГ: при нулевой скорости вращения основания значение

 следует выбирать равным значению проекции скорости вращения Земли на ось
чувствительности ВТГ.

Для увеличения наблюдаемости вектора  можно использовать ранее полу-
ченное измерение сигнала х3:

которое с учетом выражения скорости кромки резонатора

может быть преобразовано к измерению компоненты х21 масштабированием с коэф-
фициентом :

В этом случае ФК, не изменяя размерности, приобретает вид
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(2.3)

После процедуры оценки сигнала  вычисление значения Ω осуществляется тради-
ционными способами [15]. Необходимо при этом отметить, что введение дополни-
тельного наблюдения компоненты х21 хотя и увеличивает (незначительно) вычисли-
тельные затраты на реализацию ФК, но позволяет при этом существенно увеличить
его сходимость, что проиллюстрировано в приведенном ниже примере.

3. Имитационное моделирование. Численное моделирование работы ВТГ в режиме
чувствительности осуществлялось на временном интервале [0, 1000] сек при следую-
щих значениях параметров режима и самой конструкции:  м/с2, Q = 5000,

 Гц, K = 0.4. Интегрирование уравнения колебания кромки резонатора
(1.3) осуществлялось с использованием метода Рунге–Кутты 4-го порядка с шагом
0.01 сек. Значения постоянной угловой скорости  выбирались в интервале [10–4, 1]
рад/сек, помехи измерения W1, W2 моделировались центрированными гауссовскими
случайными последовательностями с дисперсиями DW1 = DW2 = (10–7 м)2. Оценка па-
раметров движения кромки резонатора осуществлялась с использованием ФК (2.3).
На рис. 1, 2 показаны изменения во времени ошибок оценивания амплитуды колеба-
ний кромки резонатора фильтром (2.3) для значений скорости вращения основания:

 рад/сек,  рад/сек, соответственно; на рис. 3, 4 – ошибки оценива-

ния самой скорости вращения основания  рад/сек на всем интервале моде-
лирования (рис. 3) и в конце его (рис. 4); на рис. 5, 6 – ошибки оценивания скорости

вращения основания  рад/сек на всем интервале моделирования (рис. 5) и в
конце его (рис. 6). Анализ результатов моделирования показывает высокую устойчи-
вость процесса оценивания и существенное увеличение ее точности по сравнению с
традиционным подходом – непосредственным определением угловой скорости по по-

казаниям ЧЭ ВТГ. Так, при оценке  рад/сек с использованием традиционного

подхода ошибка имеет неустойчивый характер и достигает величины 2.8 ×  рад/сек,
а при оценке предложенным методом не превышает 2 × 10–5 рад/сек (рис. 4) (т.е. точ-

нее, более чем в 10 раз). Аналогично, при оценке  рад/сек с использованием
традиционного подхода ошибка имеет также ярко выраженный неустойчивый харак-
тер и достигает величины 2 × 10–2 рад/сек, а при оценке предложенным методом не
превышает 1.5 × 10–3 рад/сек (рис. 6) (т.е. также точнее на порядок).

Таким образом, результаты имитационного моделирования свидетельствуют о воз-
можности эффективного практического применения предложенного подхода для уве-
личения точности обработки выходной информации ВТГ.

Заключение. В целом, построенная в работе стохастическая модель “ВТГ-ЧЭ” в
форме “объект-наблюдатель”, разработанный подход к оценке ее вектора состояния и
полученные результаты имитационного моделирования позволяют сделать вывод об
устойчивости и высокой точности предложенного метода оценки амплитуды колеба-
ний резонатора ВТГ. Разработанный метод может найти широкое применение при
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Рис. 1. Ошибка оценивания амплитуды колебаний кромки резонатора при  рад/сек.
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Рис. 2. Ошибка оценивания амплитуды колебаний кромки резонатора при  рад/сек.
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Рис. 3. Ошибки оценивания скорости вращения основания на всем интервале моделирования при

 рад/сек.
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Рис. 4. Ошибки оценивания скорости вращения основания в конце интервала моделирования при

 рад/сек.
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Рис. 5. Ошибки оценивания скорости вращения основания на всем интервале моделирования при

 рад/сек.
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Рис. 6. Ошибки оценивания скорости вращения основания на всем интервале моделирования при

 рад/сек.
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проектировании современных и перспективных ВТГ, функционирующих в условиях
действия внутренних и внешних помех различной физической природы.
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Методом математического моделирования исследуются флаттер пластины произ-
вольной формы в плане. Для численного моделирования неустойчивых колебаний
пластины предложен эффективный численный алгоритм без насыщения, который
позволяет на редкой сетке получить приемлемую точность в приближенном решении.
Стандартно критическая скорость флаттера ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31;
критерием правильности расчета является близость полученных значений, возмож-
но задать произвольную сетку. Произведены расчеты для эллиптической алюминие-
вой пластины для двух толщин h = 0.003 и h = 0.005 при разных направлениях векто-
ра скорости потока. Совпадение расчетов на двух сетках удовлетворительное.

Ключевые слова: численные методы без насыщения, флаттер пластины

DOI: 10.31857/S0572329922010020

Введение. Наиболее распространенным в настоящее время методом решения задач
механики деформируемого твердого тела является метод конечных элементов. Его не-
достатки общеизвестны: аппроксимируя перемещение кусочно-линейной функцией,
мы получаем, что напряжения разрывные. Вместе с тем следует заметить, что боль-
шинство задач механики деформируемого твердого тела описывается уравнениями
эллиптического типа, которые имеют гладкие решения. Представляется актуальным
разработать алгоритмы, которые учитывали бы эту гладкость. Идея таких алгоритмов
принадлежит К.И. Бабенко [1]. Эта идея высказана им в начале 70-х годов прошлого
века. Многолетнее применение этой методики в эллиптических задачах на собствен-
ные значения автором настоящей работы доказало их высокую эффективность. В настоя-
щей работе рассматривается флаттер пластины, обтекаемой, с одной стороны, потоком
воздуха. Принятая математическая модель флаттера пластины построена А.А. Ильюши-
ным, И.А. Кийко [2]. Эффективный алгоритм решения задачи разработан автором и
Кийко И.А. [3]. Основу программы составляет построение дискретного бигармониче-
ского оператора по методике [4]. Конформное отображение строится по программе
Э.П. Казанджана [5]. Программный комплекс устроен таким образом, что если из-
вестны параметрические уравнения границы области, то возможно найти критиче-
скую скорость флаттера и построить соответствующую собственную форму. Стан-
дартно критическая скорость флаттера ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31; критери-
ем правильности расчета является близость полученных значений, возможно задать
произвольную сетку.

УДК 534.16
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1. Математическая постановка задачи. Исследование устойчивости колебаний тон-
кой пластины произвольной формы в плане, которая в плоскости ,  занимает об-
ласть  с границей  и обдувается потоком газа, приводит к спектральной задаче [2]
для амплитудного значения прогибов , .

(1.1)

(1.2)

Здесь Е, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины, h – ее
толщина, V = (Vx, Vy) – вектор скорости газа, р0, с0 – давление и скорость звука в не-
возмущенном потоке, k – показатель политропы газа.

Собственное число λ связано с частотой колебаний соотношением

(1.3)
в котором ρ – плотность материала пластины.

Оператор М в (1.2) – это известный в теории пластин дифференциальный оператор,
определяемый типом граничных условий. Методика решения спектральной задачи
(1.1)–(1.3) описана для произвольного оператора М.

Колебания пластины будут устойчивыми или нет в зависимости от того, будет ли
 или ; если  – наименьшее по модулю собственное значе-

ние, то вследствие (1.3) выписанным неравенствам соответствуют  или

 < 0, где . Поскольку ,  уравнение
 = 0 определяет нейтральную кривую и соответствующую ей критическую ско-

рость флаттера. Речь идет, следовательно, о нахождении нулей функции 
при заданном направлении вектора скорости потока.

Обозначим через l характерный размер области G и введем безразмерные (со штрихами)

координаты и параметры: , , , , , , V = ,

.
Подставив в (1.1), (1.3), убеждаемся, что в безразмерной форме система сохраняет

свой вид, если параметр β заменить на безразмерный параметр k. В дальнейшем изло-
жении штрихи будем опускать.

Введем вместо декартовых координат х, у криволинейные координаты r, θ по фор-
мулам , ; если выполнены условия Коши–Римана

то система координат r, θ ортогональна. Выберем теперь функции , и  та-
ким образом, чтобы функция

задавала конформное отображение круга  на область G. Тогда в координатах
 уравнение (1.1) примет вид

(1.4)
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граничные условия (1.2) преобразуются известным образом [7]. В дальнейшем изло-
жении область G предполагается односвязной, а контур  – кривой Ляпунова; это
обеспечивает выполнение основной теоремы Римана и теоремы о соответствии гра-
ниц. Обозначим

и запишем уравнение (1.4) в виде

(1.5)

Теперь очевидно, что дискретизации краевой задачи (1.5), (1.2) вполне аналогична
описанной ранее [4] для бигармонического оператора.

2. Вычислительные эксперименты. Рассматриваются алгоритмы численного реше-
ния задачи (1.1) с краевыми условиями

(2.1)

(2.2)

(2.3)
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Таблица 1. Результаты расчетов для эллиптической пластины

(a = 1, e = 0.7); Al: (  кгс/см2,  кг/м3)

θ
h = 0.003 h = 0.005

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.4255 (3) 0.4454 (2) 1.6984 (2) 1.7925 (1)
π/8 0.4528 (2) 0.4609 (2) 1.5195 (1) 1.5397 (1)
π/4 0.4259 (1) 0.4199 (1) 1.7138 (2) 1.7989 (2)

3π/8 0.3582 (1) 0.3696 (1) 1.9560 (2) 1.9372 (2)
π/2 0.3346 (1) 0.3438 (1) 2.1710 (2) 2.2268 (2)

5π/8 0.3238 (1) 0.3289 (1) 2.2892 (2) 2.2667 (2)
3π/4 0.3117 (1) 0.3113 (1) 2.0261 (2) 1.9760 (2)
7π/8 0.2941 (1) 0.2927 (1) 2.2988 (2) 2.9141 (2)

π 0.2834 (1) 0.2840 (1) 2.5720 (2) 2.6060 (2)
9π/8 0.2892 (1) 0.2900 (1) 2.5415 (2) 2.7088 (2)
5π/4 0.3157 (1) 0.3125 (1) 2.4861 (2) 2.0417 (2)
11π/8 0.3704 (1) 0.3517 (1) 2.4607 (2) 2.2631 (2)
3π/2 0.4671 (1) 0.4048 (1) 2.6563 (2) 2.3201 (2)
13π/8 0.4369 (1) 0.4676 (1) 2.0075 (2) 2.0203 (2)
7π/4 0.4085 (3) 0.4736 (2) 1.5138 (5) 1.8752 (1)
15π/8 0.4042 (5) 0.4474 (2) 1.5576 (5) 1.8221 (1)

= × 60.7 10E ρ = × 32.7 10
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Здесь G – область в комплексной z – плоскости с достаточно гладкой границей
 n – единичный вектор внешней нормали к ∂G; ∂/∂s – означает диффе-

ренцирование по длине дуги (длина отсчитывается против часовой стрелки); γ – кри-
визна ∂G; ν – постоянная (коэффициент Пуассона). Краевые условия (2.1) и (2.2)
означают, что пластинка защемлена по краю, а краевые условия (2.1) и (2.3) означают
свободное опирание по краю.

Для рассматриваемых смешанных краевых условий оператор M имеет разный вид
для частей границ Gi, i = 1, 2. Возможность такой дискретизации проверяется ниже
экспериментально.

Рассматривалась эллиптическая пластина с большой полуосью a = 1 и эксцентри-
ситетом e = 0.7. Правая половина эллипса защемлена, а левая свободно оперта. Ре-
зультаты расчетов представлены в таблице 1.

3. Выводы. Экспериментально проверено, что методика, разработанная в [6] для за-
дач флаттера с однородными краевыми условиями, применима для смешанных крае-
вых условий. Сравнение расчетов на двух сетках дает в большинстве случаев хорошее
совпадение. Те случаи, когда совпадение плохое, выделены в таблице 1 полужирным
шрифтом.

Благодарность. Работа выполнена по теме государственного задания ИПМех РАН
№ АААА-А20-120011690132-4.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Бабенко К.И. Основы численного анализа. М.: Наука, 1986. 744 с.; 2-е изд., испр. и доп. /
Под ред. А.Д. Брюно. М.; Ижевск: РХД, 2002. 847 с.

2. Ильюшин А.А., Кийко И.А. Новая постановка задачи о флаттере пологой оболочки // ПММ.
1994. Т. 58. Вып. 3. С. 167–171.

3. Алгазин С.Д., Кийко И.А. Численно-аналитическое исследование флаттера пластины произ-
вольной формы в плане // ПММ. 1997. Т. 61. Вып. 1. С. 171–174.

4. Алгазин С.Д. Численные алгоритмы классической матфизики. II. Спектральные задачи для
бигармонического уравнения // Препр. ИПМех. М.: ИПМех, 2001. № 678. 27 с.

5. Казанджан Э.П. Об одном численном методе конформного отображения односвязных об-
ластей // Препр. ИПМ. М.: ИПМ, 1977. № 82. 59 с.

6. Алгазин С. Д., Кийко И. А. Флаттер пластин и оболочек. Издание 2-е, переработанное и до-
полненное. М.: “URSS”, 2016. 278 с.

∂ = ∂ ∪ ∂1 2G G G



ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2022, 
№ 1, с. 157–164

О ЦИКЛИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ ОБОЛОЧКИ КАМЕРЫ СГОРАНИЯ 
ЖИДКОСТНОГО РАКЕТНОГО ДВИГАТЕЛЯ МНОГОКРАТНОГО ДЕЙСТВИЯ

© 2022 г.   В. С. Зарубинa,*, В. Н. Зиминa,**
a Московский государственный технический университет имени Н.Э. Баумана

(национальный исследовательский университет) Москва, Россия
*e-mail: fn2@bmstu.ru

**e-mail: zimin@bmstu.ru

Поступила в редакцию 04.03.2021 г.
После доработки 19.03.2021 г.

Принята к публикации 15.04.2021 г.

При построении математической модели, описывающей неупругое неизотермиче-
ское деформирование внутренней стенки цилиндрической оболочки камеры сгора-
ния жидкостного ракетного двигателя (ЖРД), использована упрощенная расчетная
схема одномерного напряженно-деформированного состояния (НДС) биметалличе-
ской оболочки. Проведен анализ изменения напряжений и деформаций во внутрен-
ней и наружной стенках оболочки в периоды пуска, работы, останова и паузы между
пусками ЖРД многократного действия. Для описания неупругого деформирования
внутренней стенки применен механический аналог, позволяющий описать неизотер-
мические процессы пластичности и ползучести. Приведен пример расчета НДС обо-
лочки, позволяющего оценить накопление абсолютного значения неупругой дефор-
мации в материале внутренней стенки, влияющей на повреждаемость ее материала.

Ключевые слова: биметаллическая оболочка, неизотермическая неупругая деформа-
ция, кратковременная ползучесть
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Введение. Оболочка камеры сгорания современных ЖРД является одним из наибо-
лее теплонапряженных элементов конструкции двигателя. Высокие значения давле-
ния и температуры газа в камере сгорания приводят к необходимости охлаждения ее
оболочки [1]. Охлаждающий тракт оболочки образован зазором между ее внутренней
и наружной стенками, скрепленными между собой диффузионной пайкой по верши-
нам фрезерованных ребер (рис. 1) [2]. Контактирующая с высокотемпературными
продуктами сгорания внутренняя стенка подвержена интенсивному нагреву, а наруж-
ная стенка выполняет роль силового элемента оболочки. Различие функций стенок
оболочки приводит к необходимости их изготовления из разных материалов с суще-
ственно различными теплофизическими и механическими характеристиками. Для на-
ружной стенки используют высокопрочные нержавеющие стали, а материалом внут-
ренней стенки служат высокотеплопроводные сплавы на основе меди [2]. При работе
ЖРД в силу большой разности температурных деформаций стенок такой биметалли-
ческой оболочки материал внутренней стенки подвергается неупругому неизотерми-
ческому деформированию (как пластическому, так и развивающейся во времени пол-
зучести [3]), тогда как материал наружной стенки обычно сохраняет свойство упруго-
сти.

УДК 539.389
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Циклическая последовательность этапов нагружения оболочки камеры сгорания
ЖРД многократного действия приводит к накоплению связанных с малоцикловой
усталостью [4, 5] повреждений в материале внутренней стенки и вызвать ее разруше-
ние и/или утрату герметичности охлаждающего тракта. Основным параметром, опре-
деляющим уровень малоцикловой усталости и характеризующим остаточный ресурс
биметаллической оболочки, является абсолютное значение накопленной неупругой
деформации. Для количественной оценки этого параметра необходим анализ нагру-
жения биметаллической оболочки при многократных пусках и выключениях ЖРД.
В данной работе при определенных упрощающих допущениях проведен приближен-
ный анализ такого нагружения.

1. Упрощенная расчетная схема биметаллической оболочки. Одна из первых работ по
анализу НДС оболочки камеры сгорания ЖРД принадлежит В.И. Феодосьеву [6].
В этой работе для предварительного анализа предложена упрощенная расчетная схема
оболочки, учитывающая во внутренней и наружной стенках толщиной  и  лишь
окружные напряжения  и  (здесь и в дальнейшем символы с одним штрихом отне-
сены к внутренней стенке, а с двумя штрихами – к наружной). Это позволяет рассмат-
ривать только поперечное сечение оболочки (см. рис. 1) без учета условий ее нагруже-
ния в направлении оси камеры сгорания.

Во время работы ЖРД из условия равновесия фрагмента оболочки в окружном на-
правлении следует соотношение [3, 6]

(1.1)

где  и  – давления газа в камере сгорания и компонента топлива в охлаждающем
тракте соответственно,  – радиус внутренней поверхности оболочки,  – высота ре-
бер. Ребра приняты абсолютно жесткими в радиальном направлении и достаточно ча-
сто расположенными.

Cуммарная толщина  оболочки (см. рис. 1) для двигателей с доста-
точно большой силой тяги мала по сравнению с ее средним радиусом , к
которому можно отнести перемещения стенок в окружном направлении. Тогда пол-
ные деформации стенок в окружном направлении, включающие механические  и
температурные  составляющие, будут одинаковы, а условие совместности деформа-
ции примет вид [5]

(1.2)
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Рис. 1. Фрагмент поперечного сечения цилиндрической биметаллической оболочки.
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Отсчет температурных деформаций происходит от состояния оболочки перед пуском дви-
гателя, когда значения средних температур  и  стенок одинаковы и равны .

Представленные соотношения необходимо дополнить математической моделью,
описывающей связь напряжения и деформации материала каждой стенки оболочки в
неизотермических условиях.

2. Модель неупругого деформирования материалов оболочки. Для используемых в
конструкции рассматриваемой оболочки материалов допустимо считать, что при рас-
тяжении и сжатии связь между абсолютными значениями напряжения и деформации
одинакова. Поэтому для построения модели деформирования таких материалов при
одноосном нагружении необходима лишь совокупность диаграмм растяжения образ-
цов этого материала при фиксированных значениях температуры и зависимости от
времени деформации ползучести этих образцов при фиксированных значениях темпе-
ратуры и напряжения. Следует отметить, что учет процесса ползучести необходим лишь
для материала внутренней стенки в период работы ЖРД, длительность которого имеет
порядок 103 с. В этом случае принято говорить о кратковременной ползучести [7].

Определяемая диаграммой растяжения связь напряжения  и деформации  при
фиксированной температуре  можно аппроксимировать объединением линейного
участка упругого деформирования и участка пластического деформирования, описы-
ваемого степенной зависимостью [4]. Для линейного участка будет справедливо ра-
венство , где  – зависящий от температуры модуль упругости
(модуль Юнга). Это равенство применимо при  и ,
где  – зависящий от температуры предел пропорциональности и ε0(T) = .
Степенная зависимость при  имеет вид

(2.1)

где  – зависящий от температуры показатель степени. Тогда модуль
упрочнения при пластическом деформировании материала будет равен

Для описания неизотермического неупругого деформирования материала внутрен-
ней стенки оболочки с учетом ползучести целесообразно применить механический
аналог (рис. 2). Аналог построен на основе физических представлений о микрострук-
туре поликристаллических конструкционных материалов и микромеханизме процесса
их деформирования в сочетании с известными положениями феноменологических
теорий пластичности и ползучести [8].

Сила  на рис. 2 пропорциональна напряжению  при одноосном нагружении ма-
териала, а перемещение точки приложения этой силы пропорционально деформации

. При фиксированном значении температуры жесткость пружины 1 постоянна и про-
порциональна модулю упругости  моделируемого материала, а жесткость пружи-
ны 2 пропорциональна модулю упрочнения  этого материала при пластиче-
ском деформировании. Сила  при движении элемента сухого трения 3 относительно
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Рис. 2. Схема механического аналога.
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направляющих пропорциональна пределу пропорциональности  материала. При
 в затвердевшей жидкости в элементах 4 и 5 вязкого трения возникает мгновен-

ное перемещение этого элемента и растяжение или сжатие пружины 2, пропорцио-
нальное мгновенной пластической деформации.

После обнуления силы  аналог моделирует разгрузку материала. Если при нагру-
жении было выполнено неравенство , то разгрузка происходит при упругой
деформации, а возникшее натяжение пружины 2 сохранится и будет пропорционально
пластическому упрочнению моделируемого материала. Неравенство  соответ-
ствует случаю, когда после обнуления силы , с учетом идеального эффекта Баушинге-
ра на завершающем этапе разгрузки в материале возникает мгновенная пластическая
деформация обратного знака. Если материал обладает изотропным упрочнением [9, 10],
то в аналоге сила трения  будет зависеть от абсолютного значения накопленной пла-
стической деформации. При наличии на диаграмме моделируемого материала так на-
зываемого “зуба текучести”, вызванного наличием перед началом движения дислока-
ций в плоскостях скольжения предварительного этапа их освобождения из “облаков”

примесей [8, 11], для элемента 3 следует ввести силу трения покоя  В случае неизо-
термического пластического деформирования материала параметры аналога будут за-
висеть от температуры.

При конечной вязкости жидкости в элементе 4 вязкого трения аналог моделирует
снятие упрочнения материала, вызванного пластическим деформированием. Переме-
щение поршня в элементе 5 при конечной вязкости жидкости позволяет моделиро-
вать процесс ползучести материала. Фиксированному значению температуры матери-
ала соответствуют постоянные значения вязкости в элементах 4 и 5. При одновремен-
ном функционировании этих элементов происходит выравнивание скоростей
движения поршней относительно стенок цилиндров, что моделирует процесс перехо-
да стадии неустановившейся ползучести материала в стадию установившейся ползу-
чести с постоянной скоростью , соответствующей фиксированным значе-
ниям температуры  и напряжения .

Скорости перемещения поршней в элементах 4 и 5 механического аналога нели-
нейно зависят от действующих на поршни сил. При моделировании установившейся
стадии ползучести эти скорости должны быть постоянны, что позволяет для модели-
руемого материала использовать соотношения, описывающие термически активируе-
мые процессы движения дислокаций в кристаллических зернах поликристаллов [8].
Для постоянной скорости деформации ползучести можно записать

(2.2)

где функции  и  определяют влияние температуры, а параметр  характе-
ризует уровень микронапряжений в материале и в аналоге соответствует силе, дей-
ствующей на поршень в элементе 4.

Структура соотношения (2.2) может быть использована и для описания неустано-
вившейся стадии ползучести, если заменить параметр  функцией  времени .
Скорость изменения этой функции можно представить в виде [8]

(2.3)

Здесь функции  и  также определяют влияние температуры и вместе с
функциями  и  их следует определять обработкой экспериментальных дан-
ных. Для сплавов на основе меди, применяемых для внутренней стенки оболочки ка-
меры ЖРД в интервале температур 600…1000 К, можно принять [8] A(T) = Ah(T) =
=  1/c и .
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Для материала с изотропным упрочнением сила трения  в элементе 3 аналога бу-
дет зависеть от абсолютных значений накопленной материалом деформации не толь-
ко при пластическом деформировании, но и в процессе ползучести. Взаимодействие
элементов представленного механического аналога позволяет применить соотноше-
ния вида (2.1) и (2.2) для описания процесса ползучести материала и в случае измене-
ния во времени как температуры , так и напряжения . Тогда в этих соотношениях
скорость  деформации ползучести также станет функцией времени.

3. Последовательность нагружения оболочки. Этапы нагружения оболочки камеры
сгорания ЖРД в пределах одного цикла целесообразно рассмотреть на конкретном
примере, используя соотношения, описывающие поведение механического аналога.
Пусть  м,  м,  м,  м, т.е.  м. Перед пус-
ком двигателя  К, на его рабочем режиме с длительностью 200 с  =
= 873 К,  К,  МПа,  МПа. Этапы останова двигателя включа-
ют практически мгновенный сброс давления ( ) и сравнительно короткий пери-
од охлаждения оболочки при . Внутренняя стенка оболочки выполнена из
бронзы марки БрХ08, а наружная стенка – из хромоникелевой стали 07Х16Н6Т. Для
этих материалов средние значения коэффициента линейного теплового расширения

соответственно  1/К в интервале температур  и  1/К
в интервале температур . Следовательно, температурные деформации стенок
оболочки на рабочем режиме будут равны  и .
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Таблица 1. Параметры аппроксимации диаграмм растяжения материалов стенок

Параметр

Внутренняя 293 143700 41 0.000285 0.293
стенка 873 115300 82 0.000711 0.054

Наружная 293 197200 844 0.000428 0.110
стенка 400 192000 828 0.000431 0.115

T E σ0 ε0 m

Рис. 3. Диаграммы растяжения материалов стенок.
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На рис. 3 представлены аппроксимации диаграмм растяжения материалов стенок при
начальной температуре  (кривые 1 для внутренней и 3 для наружной стенки) и темпера-
турах  (2 для внутренней стенки) и  (4 для наружной стенки), построенные по дан-
ным работы [4]. Стрелками на рисунке указаны соответствующие кривым оси ординат.
Использованные при построении значения параметров приведены в табл. 1.

Из предварительных оценок следует, что при указанных исходных данных на всех
этапах нагружения оболочки материал наружной стенки сохраняет свойство упруго-
сти, а в материале внутренней стенки возникают неупругие деформации. Этапы пуска
и останова двигателя достаточно кратковременны, что позволяет на этих этапах пре-
небречь накоплением деформации ползучести. В предположении отсутствия началь-
ных деформаций стенок оболочки деформацию  внутренней стенки при завершении
первого пуска двигателя будет определять равенство

(3.1)

которое следует из формул (1.1), (1.2) и (2.1). На последующих этапах нагружения обо-
лочки при отсутствии ползучести необходимо в равенстве (3.1) учесть значения де-
формации и напряжения внутренней стенки в начале каждого этапа и соответствую-
щие этому этапу значения  и .

На этапе установившегося режима работы двигателя при  и 
ползучесть материала внутренней стенки приводит к релаксации напряжения  пу-
тем изменения упругой составляющей  деформации. Из условия (1.1) рав-
новесия при  и  следует , а из усло-
вия (1.2) совместности деформаций стенок с учетом релаксации – равенство

Это равенство с учетом соотношений (2.2) и (2.3) приводит к системе двух дифферен-
циальных уравнений

где
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Таблица 2. Напряжения и деформации в характерных точках траекторий нагружения

Номер точки 1 2 3 4 5

873 873 873 293 873

–0.005743 –0.005811 –0.007980 –0.000073 –0.005788

–91.79 –0.7062 –87.09 100.47 –31.35

400 400 400 293 400

0.002405 0.002337 0.000168 –0.000073 0.002360

461.68 448.67 32.26 –14.36 453.04
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Интегрирование этих уравнений при начальных условиях , ,
определяемых в конце этапа пуска двигателя, позволяет рассчитать процесс ползучести
материала внутренней стенки в период установившегося режима работы двигателя.

На рис. 4 в координатах деформация–напряжение приведены рассчитанные траек-
тории рабочих точек внутренней и наружной стенок оболочки на этапах первого цик-
ла нагружения оболочки и пуска двигателя при втором цикле. Римские цифры указы-
вают этапы нагружения внутренней стенки: I – первый пуск двигателя; II – ползу-
честь материала в период работы двигателя; III – сброс давления в камере сгорания
при останове двигателя; IV – охлаждение оболочки до начальной температуры ; V –
второй пуск двигателя. Характерные точки траекторий отмечены арабскими цифрами
с одним или двумя штрихами соответственно для внутренней и наружной стенки: 1 –
завершение первого пуска двигателя; 2 – начало сброса давления ; 3 – начало охла-
ждения оболочки; 4 – завершение этапа охлаждения оболочки; 5 – завершение второ-
го пуска двигателя. Значения температуры, напряжения и деформации в характерных
точках траекторий представлены в табл. 2.

При выбранных исходных данных материал наружной стенки сохраняет свойство
линейной упругости на всех этапах нагружения. За период в 200 с работы двигателя в
силу ползучести материала внутренней стенки происходит практически полная релак-
сация напряжения . Упругое деформирование материала внутренней стенки на эта-
пе IV представлено двумя звеньями ломаной, соответствующими значениям модуля
упругости  при температурaх  и  (в действительности при непрерывном изменении
температуры между значениями  и  траектория рабочей точки будет криволинейной,
но близкой к ломаной и имеющей с ней общие конечные точки. Аналогично представле-
но двумя звеньями штриховой ломаной линии начало этапа V при втором пуске.

В силу почти полной релаксации напряжения во внутренней стенке и при втором
пуске двигателя траектория ее рабочей точки на этапах III и IV будет мало отличаться
от траектории при первом пуске. Это означает, что при неизменном режиме работы
двигателя все последующие циклы деформирования внутренней стенки можно при-
нять совпадающими с циклом второго пуска. Таким образом, начиная со второго цик-
ла, накопление за каждый из последующих циклов абсолютного значения неупругой
деформации внутренней стенки, влияющей на повреждаемость ее материала [4], будет
примерно одинаковым и близким к первому циклу. На этапе I этого цикла абсолют-
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Рис. 4. Траектории рабочих точек стенок оболочки.
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ное значение пластической деформации равно 0.005032, а на этапе II абсолютное зна-
чение деформации ползучести не превысило 0.000068. Пластическая деформация при
сбросе давления в камере сгорания (этап III) по абсолютному значению равна
0.001457, а при охлаждении оболочки (этап IV) она положительна и имеет значение
0.006825. Таким образом, абсолютное значение накопленной за цикл неупругой де-
формации составило 0.0013382.

Существуют различные подходы к оценке работоспособности материала конструк-
ции при циклическом неизотермическом нагружении [4, 12, 13]. Одна из наиболее
простых оценок, пригодная в случае набора циклов с различающимися параметрами,
состоит в сравнении суммарного абсолютного значения накопленной за все циклы
неупругой деформации с относительным удлинением до разрыва образца материала
при растяжении. Для хромистой бронзы БрХ08 эта величина в рассматриваемом ин-
тервале температур находится в промежутке 0.288 … 1.204 [4]. Следует учитывать, что по-
врежденность материала в виде образования микротрещин возникает, в основном, при
растягивающих напряжениях, а при сжатии может происходить так называемое залечива-
ние повреждений. Поэтому представленные выше суммарное абсолютное значение на-
копленной за цикл неупругой деформации и его составляющие на отдельных этапах на-
гружения оболочки следует рассматривать как исходную информацию для оценки рабо-
тоспособности внутренней стенки в рамках различных подходов и методик.

Заключение. Представленный приближенный анализ нагружения оболочки камеры
сгорания жидкостного ракетного двигателя многократного действия позволил оце-
нить абсолютное значение неупругой деформации, накопленной за один цикл работы
такого двигателя при наличии ползучести материала этой стенки. Это значение может
быть использовано для прогноза количества циклов, в течение которых материал
внутренней стенки сохраняет свою работоспособность.
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