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Рассмотрена задача о движении гиростата с переменным гиростатическим момен-
том под действием потенциальных и гироскопических сил. Получено три новых ре-
шения уравнений движения, которые определяются тремя линейными инвариант-
ными соотношениями (ИС) на компоненты вектора угловой скорости. Для случая
тяжелого гиростата найдено решение, которое характеризуется обобщенными усло-
виями класса Ковалевской и Горячева–Чаплыгина. Два следующих решения имеют
место для уравнений класса Кирхгофа–Пуассона. Одно из них существует в случае
динамически симметричных гиростатов, а в другом решении распределение масс
произвольно.

Ключевые слова: гиростатический момент, инвариантные соотношения, потенциаль-
ные и гироскопические силы, обобщенные условия Ковалевской, Горячева–Чаплы-
гина
DOI: 10.31857/S0032823521020053

Введение. Задача о движении гиростата, имеющего неподвижную точку, является
обобщением классической задачи, которая описывается уравнениями Эйлера–Пуас-
сона. Постановка задачи о движении гиростата и первые результаты получены [1–4] и
др. В динамике гиростата применяются различные определения и типы гиростатов,
что связано с рассмотрением различных постановок. Первая постановка состоит в
том, что изучается система твердых тел , состоящая из тела-носителя  и несомых
роторов , вращающихся вокруг своих осей симметрии. В частности, в этой
постановке рассматриваются гиростаты [1]. В монографии [5] дается полное опреде-
ление гиростата со ссылкой на статью [4]. Основное предположение в данном опреде-
лении состоит в том, что распределение масс системы  не изменяется с течением
времени. Кроме этого, при изучении движения гиростатов [1] полагается, что они
имеют постоянные относительные компоненты суммарного кинетического момента,
вычисленные по отношению к телу-носителю. Рассматривается [6, 7] движение гиро-
стата, которое является статически и динамически уравновешенным [6], или характе-
ризуется свойством динамической симметрии роторов, вращающихся вокруг своих
барицентрических осей [7]. Если гиростатический момент гиростата постоянен, то,
например, уравнения движения тяжелого гиростата имеют три первых интеграла.
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Вторая постановка задачи о движении гиростата (гиростаты Жуковского–Вольтер-
ра) характеризуется тем, что в ней рассматриваются системы, образованные телом-
носителем с внутренними полостями с циркулирующей в них жидкостью.

С прикладной точки зрения важным свойством движения гиростата служит учет
переменности гиростатического момента [7, 8]. Данное обстоятельство учитывается
при исследовании спутников-гиростатов [9–11]. Особое значение имеет математиче-
ское моделирование движения гиростата с неподвижной точкой под действием потен-
циальных и гироскопических сил, так как оно позволяет установить базовые свойства
динамики гиростата с переменным гиростатическим моментом. В этом направлении
опубликовано много исследований, среди которых отметим статьи [11, 12], а также
монографию [13], в которой дан обзор результатов, полученных в динамике неавто-
номного гиростата. В последней монографии основное внимание уделено анализу ре-
зультатов по исследованию прецессионных движений гиростата. Данная статья по-
священа интегрированию уравнений движения гиростата с переменным гиростатиче-
ским моментом под действием потенциальных и гироскопических сил.

Для исследования условий существования решений уравнений движения гиростата
применен метод инвариантных соотношений (ИС). Этот метод разработан в [5, 14] и
обобщен в статье [15]. Метод ИС использован [16, 17] применительно к другим зада-
чам динамики. Данный подход связан с тем, что в общем случае уравнения динамики
твердого тела и гиростата неинтегрируемы в квадратурах по Якоби [18, 19]. В данной
статье рассмотрена задача о движении гиростата под действием потенциальных и ги-
роскопических сил на заданных ИС уравнений движения. Построены три новых ре-
шения в динамике неавтономного гиростата. Для случая тяжелого гиростата условия
существования характеризуются следующими условиями на распределение масс гиро-
стата: гиростат динамически симметричен, центр масс лежит в экваториальной плос-
кости (обобщенные условия Ковалевской и Горячева–Чаплыгина). Два следующих
решения имеют место в задаче о движении гиростата под действием потенциальных и
гироскопических сил; одно из них выполняется для тех же классов гиростатов, а дру-
гое соответствует случаю произвольного распределения масс гиростата.

1. Постановка задачи. Многие задачи динамики твердого тела и гиростата описыва-
ются системой дифференциальных уравнений, которая содержит уравнения Пуассона
[20–25]

(1.1)

где  – вектор, характеризующий направление оси симметрии силового
поля;  – вектор угловой скорости тела-носителя гиростата; точка над
переменной  обозначает относительную производную по времени .

Был изучен [25] важный класс инвариантных соотношений (ИС), которые имеют
вид [25, 26]

(1.2)

где ,  – постоянные параметры, , ,  – дифференцируе-
мые функции переменной . Особенность ИС (1.2) состоит в том, что уравнение (1.1),
которое в скалярной форме приводится к системе уравнений [25]

(1.3)

допускает интегральное представление

(1.4)

где  – произвольная постоянная. Наличие соотношения (1.4) позволило построить
новые классы решений уравнений движения твердого тела, имеющего неподвижную
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точку, в потенциальном силовом поле [25, 26], которые изучены в [27]. Но в задаче о
движении гиростата с переменным гиростатическим моментом ИС (1.2) не рассмат-
ривались.

Запишем уравнения движения гиростата под действием потенциальных и гироско-
пических сил [23–25, 28]. В качестве подвижной системы координат  с единич-
ными векторами , ,  выберем главную систему координат тела-носителя:

(1.5)
(1.6)

где  – гирационный тензор: , , ;
 – постоянный вектор. Запишем ИС (1.2) в компонентах вектора . Ис-

пользуя равенства  ( ), из (1.2) получим [25]

(1.7)

Будем полагать, что вектор гиростатического момента имеет вид [7]

(1.8)

где  – моменты инерции несомых тел  относительно главных осей инерции;  –
угловые скорости вращения этих тел вокруг осей , направленных по главным осям
инерции. Общий момент количества движения гиростата ( , , , ) выражается
по формуле [7]

(1.9)

В равенстве (1.9) , где  – тензор инерции, функция  определена ра-
венством (1.8). Если уравнения (1.5), (1.6) проинтегрировать, то необходимо дополни-
тельно рассмотреть уравнения

(1.10)

в которых, в силу (1.8),  имеют вид

(1.11)

В уравнениях (1.10) правая часть  – проекция на  внутренних сил, действующих
со стороны тела-носителя на тела .

Уравнения (1.5), (1.6) допускают два первых интеграла

(1.12)

где  – произвольная постоянная.
2. Случай тяжелого гиростата. Положим в уравнениях (1.5), (1.12) , ,

,  и запишем (1.6) в скалярном виде:

(2.1)

(2.2)
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(2.4)

(2.5)
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Гиростатический момент  из (1.8) упрощается:

(2.6)

Рассмотрим систему уравнений (2.1)–(2.6). Исключим из уравнений (2.1), (2.2) пе-

ременную . Результат представим в виде

(2.7)

где точкой обозначена производная по времени от функции, входящей в квадратную
скобку;  = ,  = . Уравнение (2.7) рассматрива-
лось [12] в случае, когда выполняются равенства

(2.8)

В силу условий (2.8) из уравнения (2.7) получим первый интеграл

(2.9)

где  – произвольная постоянная. Из уравнения (2.3) находится дополнительный ин-
теграл [12]

(2.10)
Условия (2.8) характеризуют обобщенный интеграл Лагранжа (2.10) задачи о движе-
нии тяжелого твердого тела. Если второе уравнение из (2.5) продифференцировать
только в силу уравнений (2.3), (2.4), то опять получим уравнение (2.7).

В качестве второго разрешающего уравнения будем использовать комбинацию
уравнений (2.1), (2.2), которая получается в результате исключения из этих уравнений
параметра :

(2.11)

Подставим в уравнение (2.11) значение , найденное из второго уравнения (2.5),
и воспользуемся третьим уравнением из системы (2.4):

(2.12)

Таким образом, при рассмотрении условий существования ИС (1.7) необходимо изу-
чать редуцированную систему, которая состоит из уравнений (2.4), (2.7), (2.12).

Рассмотрим уравнения (2.4), (2.7), (2.12) при наличии у них ИС (1.7). Вначале изу-
чим систему уравнений (1.3) в случае, когда функции  и  удовлетворяют равенству

(2.13)
Тогда из уравнения (1.3) и представления (1.4) имеем

(2.14)

(2.15)

Было показано [25, 27], что компоненты ,  вектора  в силу интеграла  =
= 1 и ИС (2.15) являются функциями вспомогательной переменной :

(2.16)
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а зависимость  находится путем обращения интеграла

(2.17)

В формулах (2.16), (2.17) обозначено .
Распишем уравнения (2.7), (2.12) с учетом равенств (1.7), (2.13):

(2.18)

(2.19)

Для удобства использования уравнений (2.18), (2.19) в них не подставлено значение

(2.20)

Таким образом, справедливо утверждение.
Утверждение 1. Задача интегрирования уравнений движения тяжелого гиростата (2.1)–

(2.4) на ИС (1.7), в которых функция  имеет вид (2.13), сведена к интегрированию
уравнений (2.18), (2.19) и нахождению функции  путем обращения интеграла (2.17).

Замечание 1. Из метода получения уравнения (2.18) и из вида уравнения (2.7) следу-
ет, что на рассматриваемых ИС при условиях

(2.21)

где , ,  – постоянные, уравнение (2.7) имеет первый интеграл

(2.22)

Здесь  – произвольная постоянная. На основании условий из (2.21) можно сделать
заключение, что распределение масс гиростата определяется обобщенными условия-
ми Ковалевской ( ) и Горячева–Чаплыгина ( ). В силу первых двух ра-
венств системы (2.21) и равенства (2.13), ИС (1.2) являются линейными функциями
переменных  ( ).

Для дальнейшего рассмотрения уравнений (2.18), (2.19) представим их в следующем
виде:

(2.23)

Данная система представляет, по-видимому, только теоретический интерес. Поэтому
рассмотрим пример интегрирования системы (2.18), (2.19). Положим, что функции  и

 принимают постоянные значения

(2.24)

которые являются частью условий (2.21) (остальные равенства не используем). Вместо
переменной  введем новую переменную  по формуле
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Тогда из третьего уравнения системы (2.14), в силу (2.15), (2.25), получим

(2.26)

На основании (2.16), (2.25) запишем компоненты , :

(2.27)

Для исследования зависимости остальных переменных задачи от переменной  обра-
тимся к соотношениям (1.7). На основании формул (2.13), (2.24), (2.25), (2.27) найдем

(2.28)

Используя равенства (2.25), (2.27), (2.28), потребуем, чтобы уравнения (2.18), (2.19)
были тождествами по переменной . Тогда получим следующие условия:

(2.29)

(2.30)

Условия (2.29) совпадают с условиями (2.21), при выполнении которых имеет место
интеграл (2.22). Их характеристика дана выше. Отметим только, что в равенствах (2.29)
параметр  принимает конкретное значение из (2.30).

Для рассмотрения свойств сил, действующих на несомое тело со стороны тела-но-
сителя, обратимся к третьему уравнению из (1.10) при условии . Используя третье
уравнение из (1.11), в силу

(2.31)

получим

(2.32)

Следовательно, проекция внутренних сил на ось вращения ротора  равна значе-
нию (2.32).

Справедливо утверждение.
Утверждение 2. Необходимыми условиями существования у системы (2.18), (2.19)

линейных инвариантных соотношений по основным переменным задачи (1.5), (1.6)
являются равенства (2.29), (2.30), которые характеризуют динамически симметрич-
ный гиростат, распределение масс которого определяется обобщенными условиями
Ковалевской и Горячева–Чаплыгина.

3. Случай движения гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил.
Запишем уравнение (1.5) в скалярной форме, положив , :
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(3.3)

К уравнениям (3.1)–(3.3) следует добавить уравнения Пуассона (2.4) и первые инте-
гралы (1.12):

(3.4)

так как в разд. 2 показано, что в этом частном случае можно провести полный анализ
условий существования ИС (1.2). Используя подход, изложенный в п. 2, систему урав-
нений (3.1)–(3.3) редуцируем к системе уравнений

(3.5)

(3.6)

Для получения замкнутой системы уравнений необходимо рассматривать систему (3.5),
(3.6) совместно с уравнениями Пуассона

(3.7)

После интегрирования системы (3.5)–(3.7) функцию  определяем из второго со-
отношения системы (3.4):

(3.8)

Как уже было отмечено выше, в предположении ,  рассмотрен случай [12],
который в обозначениях данного раздела соответствует величинам: , ,

. Здесь рассмотрим более общий вариант, положив в (3.3), (3.5), (3.6) и (3.8)

(3.9)
Тогда из (3.3) следует первый интеграл

(3.10)

где  – произвольная постоянная. При условиях (3.9) уравнение (3.5) принимает вид

(3.11)

Если в (3.11) положить , то получим дополнительный первый интеграл

(3.12)

где  – произвольная постоянная.
Замечание 2. Наличие у системы шести уравнений (3.3), (3.5), (3.6) трех первых ин-

тегралов (3.10)–(3.12) не позволяет выполнить интегрирование данной системы в
квадратурах. Аналогичная проблема имела место и в исследованиях статьи [12]. По-
этому в [12] дополнительно предполагалось, что в соотношениях (2.6) .
В изучаемом здесь случае данное предположение приводит, в силу соотношения (3.10), к
решению [24], которое представляет собой обобщение решения Кирхгофа [22].
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Данное замечание и итоги разд. 2 показывают, что целесообразно рассматривать
уравнения (3.5)–(3.8) в случае существования у них инвариантных соотношений [25]

(3.13)

Подставим значения (3.13) в уравнения (3.5), (3.6) и воспользуемся уравнениями
Пуассона (3.7):

(3.14)

(3.15)

где  имеет значение (2.20). Для удобства исследования уравнения (3.15) выражение 
не внесено в (3.15). В силу постановки задачи к уравнениям (3.14), (3.15) необходимо
присоединить уравнения (2.14) и инвариантное соотношение (2.15). То есть в уравне-
ниях (3.14), (3.15) функции ,  имеют вид (2.16), а зависимость  устанав-
ливается из (2.17). Отметим, что ИС (2.15) описывают прецессионные движения [28,
29] – движения, при которых постоянен угол между вектором  и вектором .

В общем случае задача интегрирования уравнений (3.14), (3.15) представляет весьма
сложную проблему (см. п. 2 настоящей статьи). Поэтому рассмотрим вариант, когда
ИС (3.13) являются линейными функциями, то есть компоненты вектора угловой ско-
рости имеют вид

(3.16)

В силу равенств (3.16) прецессия тела-носителя относится к классу регулярных пре-
цессий [28, 29].

Подставим значения (3.13) (в которых , ) и значения (2.25), (2.27)
в уравнения (3.14), (3.15) и потребуем, чтобы полученные равенства были тождествами
по :
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где  – параметр. Параметр , входящий в равенство (3.8) при условиях (3.17)–(3.21),
имеет значение

(3.22)

Функцию  определим на основании равенств (2.25), (2.27), (3.16)–(3.21):

(3.23)

Обсудим условия (3.17)–(3.23). Если в полученных условиях полагать, что ,
 ( ), то получим условия (2.29)–(2.31).

Положим в (3.17)–(3.21) . Тогда из (3.17) следует

Из уравнения (3.19) можно определить параметр , если выполняется условие

Равенство (3.21) можно рассматривать как условие на параметры  ( ).
Таким образом, доказано утверждение.
Утверждение 3. Построено новое решение (2.25)–(2.28) уравнений (3.5)–(3.7), ко-

торое описывает прецессионное движение тела-носителя в задаче о движении гиро-
стата под действием потенциальных и гироскопических сил. Условиями существова-
ния данного решения являются равенства (3.17)–(3.22): в них, в отличие от случая (2.29),
отсутствует требование динамической симметрии гиростата.

4. Линейные ИС уравнений движения неавтономного гиростата под действием потен-
циальных и гироскопических сил в случае непрецессионных движений. Ранее [25] было
получено решение уравнений движения динамически симметричного твердого тела
( ) в потенциальном поле сил:
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сохраняется. В формулах (4.1)–(4.3) ,  – постоянные параметры,  – параметр,

имеющий значение . Зависимость  находится путем обращения интеграла [27]:

(4.5)

Величины (4.2) получены из ИС

(4.6)

которые допускают уравнение Пуассона (1.1) на ИС (4.1). Так как второе ИС из (4.6)
отличается от ИС (2.15), то движение гиростата не является прецессионным [28].

Дополнительно к условию (4.4) предположим, что имеют место равенства

(4.7)

т.е. рассмотрим условия существования ИС (4.1), (4.2), (4.6) уравнений (3.5), (3.6) при
наличии ограничений на параметры (4.4), (4.7). Отличие ИС (4.6) от ИС п. 3 состоит в
том, что второе ИС из (4.6) является нелинейным.

Для получения наглядных результатов будем считать, что выполняются равенства

(4.8)

Подствим значения (4.1), (4.2) в уравнения (3.5), (3.6). Учитывая в редуцированных
уравнениях ИС (4.6) равенства (4.7). (4.8), потребуем, чтобы они были тождествами по
переменной . Тогда найдем условия

(4.9)

(4.10)
Из первого равенства системы (4.9) следует, что центр масс гиростата лежит в плоско-
сти кругового сечения эллипсоида инерции гиростата. Третье условие из (4.9) служит
для нахождения параметра , из равенства (4.10) при выполнении неравенства

 можно получить значение параметра .
Функцию гиростатического момента  в данном решении определим с помо-

щью равенства (3.8):

(4.11)

где функция  удовлетворяет интегральному соотношению (4.5), которое изучено
ранее [27].

Приведем пример исследования интеграла (4.5). Следуя [27], положим, что пара-

метры из (4.3) подчинены условию  = . Тогда интеграл (4.5) принимает вид

(4.12)

т.е. переменная  изменяется на отрезке
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где . Интеграл (4.12) вычисляется в элементарных функциях

(4.14)

В силу (4.1), (4.2), (4.13), (4.14), движение тела-носителя при  стремится к состо-
янию покоя [27]. Значение гиростатического момента  находим из (4.11). Таким
образом, справедливо утверждение.

Утверждение 4. Построен класс решений уравнений движения динамически сим-
метричного гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил, которое
не является прецессионным. Для него движение тела-носителя обладает свойством
асимптотичности к состоянию покоя. Центр масс гиростата лежит в плоскости рав-
ных главных моментов инерции.

Заключение. В статье построены новые решения уравнений движения гиростата с
переменным гиростатическим моментом в двух задачах динамики: в задаче о движе-
нии тяжелого гиростата и в задаче о движении гиростата под действием потенциаль-
ных и гироскопических сил.
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On Solutions of Equations of Motion of a Gyrostat with Variable Gyrostatic Moment
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The problem on motion of a gyrostat with the variable gyrostatic moment under the action
of potential and gyroscopic forces is considered. Three new solutions of the equations of mo-
tion are obtained, which are determined by three linear invariant relations for the compo-
nents of the angular velocity vector of the gyrostat. In the case of a heavy gyrostat, a solution
is found, when the gyrostat mass distribution is characterized by Kovalevskaya and Go-
ryachev–Chaplygin generalized conditions. Next two solutions take place for equations of
Kirchhoff–Poisson class. One of them exists in the case of dynamically symmetric gyro-
states, and in the other solution the gyrostat mass distribution is arbitrary.

Keywords: gyrostatic moment, invariant relations, potential and gyroscopic forces, Kovalev-
skaya and Goryachev–Chaplygin generalized conditions
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Рассматривается автономная неконсервативная механическая система с двумя сте-
пенями свободы. В системе присутствует управление в форме обратной связи с дву-
мя коэффициентами усиления. Требуется подобрать значения этих коэффициентов
таким образом, чтобы сформировать в системе асинхронные автоколебания с опре-
деленными свойствами. Предложен итерационный алгоритм поиска соответствую-
щих коэффициентов усиления. Он основан на построении вспомогательных систем
второго порядка и формировании предельных циклов этих систем при помощи подхо-
да, опирающегося на критерий Андронова–Понтрягина, но не требующего наличия
малого параметра. Эффективность подхода проиллюстрирована на примере задачи о
формировании асинхронных автоколебаний/авторотаций в модели аэродинамиче-
ского маятника. Обсуждаются условия применимости алгоритма и возможные моди-
фикации.

Ключевые слова: асинхронные автоколебания, автономная неконсервативная систе-
ма, управление, итерации, усреднение, критерий Андронова–Понтрягина, аэроди-
намический маятник
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Введение. Термин “автоколебания” был введен Андроновым в начале XX в. для
описания процесса, которому можно в математической модели сопоставить предель-
ный цикл Пуанкаре автономной системы дифференциальных уравнений. Сначала
рассматривался случай неконсервативной системы второго порядка. При введении
понятия автоколебаний Андронов предложил идею метода отыскания циклов, отвеча-
ющих автоколебаниям [1]. Несколько позже эта идея была формализована Понтряги-
ным [2]. Предложенный подход тесно связан с методом Крылова–Боголюбова, усту-
пая последнему по высоте размерности систем, к которым он применим, но являясь
более удобным для систем второго порядка. Так, критерий Андронова–Понтрягина
активно развивается и применяется в современных исследованиях динамических си-
стем на плоскости [3–11], в том числе при решении задач, родственных 16-й проблеме
Гильберта [12, 13].

Как и метод усреднения Крылова–Боголюбова, критерий Андронова–Понтрягина
предполагает наличие в системе малого параметра. Однако для обоих подходов разви-
ты модификации, предполагающие итерационную процедуру и позволяющие снять
требование присутствия малого параметра: [14, 15] – для первого, [16–18] – для второ-
го. Скорость сходимости и сам факт сходимости указанных итерационных методов за-

УДК 531.36
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висят от константы Липшица функции, описывающей негамильтоновы слагаемые в
системе.

Понятие автоколебаний естественным образом распространяется на случай меха-
нической системы с двумя степенями свободы, описываемой автономной неконсер-
вативной динамической системой четвертого порядка. Но в такой системе автоколе-
баниям (самоподдерживающимся колебаниям) может соответствовать как предель-
ный цикл, так и аттрактор более сложной структуры, например, квазипериодическая
траектория.

По сравнению со случаем одной степени свободы методы исследования автоколе-
баний для систем с двумя и более обобщенными координатами значительно усложня-
ются. Среди них можно выделить подходы, основанные на прямом интегрировании
динамических уравнений, проекционные методы, методы на основе усреднения и др.
Краткий обзор алгоритмов поиска периодических решений приведен в [18], для слу-
чая квазипериодических решений – в [19], из наиболее новых методов можно отме-
тить [20–24]. Реализация методов, предназначенных для описания квазипериодиче-
ских решений, требует, как правило, весьма сложных вычислительных алгоритмов.

В данной работе предложен численно-аналитический метод поиска (формирова-
ния) автоколебаний, относительно простой в реализации и не требующий дополни-
тельных замен переменных. Подход основан на рассмотрении двух вспомогательных
систем второго порядка и применении к каждой из них метода [17], основанного на
критерии Андронова–Понтрягина. При этом алгоритм позволяет выявить автоколе-
бания (сформировать, если предполагается наличие управляющего параметра), кото-
рым отвечают аттракторы, не являющиеся периодическими траекториями. Однако
периодические траектории системы предложенный метод, как правило, не обнаружи-
вает, поскольку не учитывает эффекты, связанные с синхронизацией. Отметим, что
известен ряд подходов для формирования периодических автоколебаний определен-
ных классов систем с двумя и более степенями свободы (например, подход [25]).

Ранее [26, 27] предложен метод построения близких к периодическим (но не перио-
дических) траекторий, предназначенный для формирования асинхронных режимов
авторотации механической системы с двумя вращательными степенями свободы.
При этом был рассмотрен класс систем более узкий, чем в данной работе: в [26, 27] пе-
ревязки между подсистемами зависят только от фазовых скоростей, но не от коорди-
нат, причем в [27] эта зависимость предполагается линейной. В настоящей работе пе-
ревязки между подсистемами зависят и от фазовых координат, и от фазовых скоро-
стей (в общем случае нелинейно). Соответственно усложняется метод построения
близкого к периодическому решения (метод [26] существенно опирается на отсут-
ствие перевязки по координатам, а подход [27] помимо этого принципиально исполь-
зует линейный характер перевязок по скоростям). Дополнительное техническое
усложнение в настоящей работе связано с тем, что рассматриваются решения, соот-
ветствующие не только авторотациям, но и автоколебаниям.

Эффективность алгоритма, предложенного далее, проиллюстрируем на примере за-
дачи о формировании автоколебаний аэродинамического маятника. Определим ко-
эффициенты в законе управления, при которых существует близкая к периодической
траектория, отвечающая колебаниям с заданной амплитудой.

1. Постановка задачи. Рассмотрим автономную неконсервативную механическую
систему с двумя степенями свободы. Пусть в безразмерных переменных уравнения
движения системы имеют следующий вид (точкой обозначена производная по безраз-
мерному времени ):τ
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(1.1)

Будем рассматривать управление вида

Здесь  – обобщенные координаты,  – соответствующие обобщенные скорости.
Здесь и далее . Функции  определяются на основе выражения для механиче-
ской энергии системы, а также внешних сил и моментов, в том числе неконсерватив-
ных; при этом функции  описывают взаимодействие в системе;  – компоненты
управления;  – коэффициенты усиления управляющего воздействия, которые под-
лежат выбору в соответствии с задачей управления. Функции  отвечают за управля-
ющее воздействие, направленное на изменение поведения переменных , . Функ-
ция  описывает опосредованное влияние управляющего воздействия по ,  на из-
менение переменных , , и аналогичную роль выполняет функция .

Функции  выбираем так, чтобы было выполнено следующее свойство: 
при  (например, ). Все функции в (1.1) предполагаются аналитическими.

Пусть требуется посредством управления организовать в механической системе,
описываемой уравнениями (1.1), режим асинхронных автоколебаний, таких, что ам-
плитуда колебаний по каждой переменной  остается вблизи некоторых заданных

значений , и средние по времени (на большом отрезке времени) частоты колебаний
по двум переменным несоизмеримы (не происходит синхронизации). Отметим, что
асинхронные колебания представляют интерес для ряда прикладных задач [28, 29].

Будем считать, что правые части системы (1.1) зависят от координат  -периоди-
чески. Наряду с уже поставленной задачей далее рассмотрим две весьма близкие зада-
чи: формирование режима, при котором по обеим координатам происходят ротации с
близкими к постоянным угловыми скоростями  несоизмеримыми друг с другом;
формирование режима, при котором по одной из координат происходят колебания с
амплитудой близкой к заданной, а по другой координате – ротация с угловой скоро-
стью близкой к заданной.

2. Частично усредненные системы. Построим две вспомогательные “частично усред-
ненные” системы второго порядка с неопределенными параметрами:
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Здесь , ,  – неизвестные параметры, которые подлежат определению, их вы-
числение проводится методом последовательных приближений, верхний индекс j
( ) соответствует номеру итерационного шага.

Коэффициент  в системе (2.i) отвечает за поворот векторного поля (в силу указан-
ного выше свойства функции : ). Этот коэффициент усиления управ-
ляющего воздействия требуется выбрать таким образом, чтобы в системе (2.i) суще-
ствовал предельный цикл, проходящий через точку ( , ). Далее обозначим такой

цикл ( , ). Предполагаем, что искомое значение  существует. Для отыскания

величины  могут быть применены различные методы формирования/поиска перио-
дических траекторий, обзор приведен, например, в [18]. При необходимости локали-
зацию областей существования предельных циклов можно провести при помощи та-

ких методов, как [30, 31]. В данной работе для определения значений  будем исполь-
зовать метод [16] для случая, если система обладает центральной симметрией, [17] для
системы, не обладающей центральной симметрией, либо [18] для случая, если по ка-
кой-либо координате происходит авторотация, а не автоколебания. Все перечислен-
ные случаи проиллюстрированы далее на примере задачи об аэродинамическом маят-
нике.

Параметры ,  определяются следующим образом:

Здесь  – период предельного цикла ( , ) системы (2.i), построенного на

j-м шаге. Для применения алгоритма удобно использовать при вычислении  фор-
мулы, исключающие зависимость от времени, и то же самое относится к вычислению

значений :

Здесь . Точка ( , ) – самая правая точка периодической траектории ( ,

) на фазовой плоскости ( , );  – функция, описывающая зависимость 

от  вдоль верхней/нижней части предельного цикла ( , ), соответственно

(т.е. в верхней/нижней полуплоскости);  =  = 0. Для случая периодиче-

ской траектории , отвечающей авторотации по угловой координате, справедли-
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вы аналогичные по смыслу формулы; тогда  – -периодическая функция , и,
поскольку такая траектория целиком расположена в верхней/нижней части фазового
цилиндра, для нее индекс  не требуется:

Предложенный алгоритм позволяет не вычислять явную зависимость переменных
от времени на предельном цикле, достаточно определить зависимость  от координа-
ты  вдоль верхней/нижней части цикла. Это радикально снижает объем необходи-
мых вычислений при построении предельных циклов вспомогательных систем. В ка-
честве примера можно сравнить описание предельных циклов возмущенного осцил-
лятора Дуффинга, раскрывающее [32] и не раскрывающее [11] зависимость от
времени: во втором случае объем вычислений сокращается многократно.

Итак, на j-м шаге алгоритма с учетом предыдущего шага строится периодическая
траектория системы (2.1), проходящая через точку ( , ), как двузначная функция

 от координаты. Определяется соответствующее значение , обеспечивающее
существование такой траектории. Вдоль этой траектории вычисляются средние по

времени за период значения ,  функций , . Эти значения подставляются в
правую часть системы (2.2), после чего аналогично выполняется  j-й шаг алгоритма

для системы (2.2). Средние значения ,  функций , , полученные на  j-м шаге,
используются для -го шага в системе (2.1) и т.д., пока для каждого i разница

между значениями , ,  полученными на j-м и -м шагах не станет меньше
некоторого заданного порогового значения (критерий практической сходимости ал-
горитма).

Далее при обсуждении свойств притяжения решений для краткости будем исполь-

зовать обозначение  = , где  – значение , обеспечиваю-

щее наличие , ,  предельного цикла, проходящего через точку ( , ). В соот-

ветствии со свойствами поворота векторного поля при  < 0 предельный цикл

 орбитально устойчив. Для случая траектории -периодической по  справед-

ливо аналогичное утверждение при  < 0. Соответствующие теоремы подробно
обсуждаются в [16–18].

Пусть при численной реализации метода значения  на каждом  j-м шаге определе-

ны и последовательности , ,  сходятся к некоторым предельным значениям при

. Если при этом, начиная с некоторого j, выполнено  < 0, то при доста-
точно слабых перевязках между подсистемами можно ожидать, что в системе (1.1) при

 =  =  существует притягивающее близкое к периодическому решение, отве-

чающее автоколебаниям по координатам  с амплитудами близкими к . Для слу-

чая, когда по какой-либо координате рассматривается ротация и  < 0, имеет
место аналогичное утверждение.

Если указанная гипотеза подтверждается, то проекции близкой к периодической
траектории системы (1.1) на плоскости ( , ) приближенно описываются кривыми

, которые представляют собой периодические траектории, существующие в си-

ω ϕ( )j
i i π2 ϕi

±
π π

+ − ϕ ω ϕ= ϕ = ϕ ≥ −
ω ϕ ω ϕ 

2 2
1

0 0

( , ( ))1 1, ; 1
( ) ( )

j
j i jik i

ik ij j j
i i i

GG d T d j i
T

ωi

ϕi

− ∗ϕ1 0
±ω ϕ1 1( )j

1
jb

1
j
kG 1

jg 1kG 1g

+1
2
j
kG +1

2
jg 2kG 2g

+( 1)j
j

ikG j
ig j

ib +( 1)j

∗ϕ/j
i idb d ∗ϕ =ϕ

ϕ 0

0/
i i

j
i idb d ( )ϕ0j

i ib j
ib

j
ikG j

ig j
ib −ϕ0

i 0
∗ϕ/j

i idb d
±ω ϕ( )j

i i π2 ϕi

∗ω/j
i idb d

j
ib

j
ikG j

ig j
ib

→ ∞j ∗ϕ/j
i idb d

ib ∗
ib

→∞
lim j

ij
b

ϕi ∗ϕi

∗ω/j
i idb d

ϕi ωi
±ω ϕ( )i i



157МЕТОД ФОРМИРОВАНИЯ АСИНХРОННЫХ АВТОКОЛЕБАНИЙ

стемах (2.i) при предельных значениях , ,  параметров. В силу непрерывной за-

висимости траекторий от параметров функции  определены и являются преде-

лами функциональных последовательностей  при . Эти функции вычис-
ляются наряду со значениями  в ходе применения алгоритма.

Сформулируем достаточные условия формирования асинхронных колебаний при
конечных перевязках между переменными в системе (1.1).

Теорема 1. Пусть для каждого  определены периодические траектории  и

соответствующие значения , ,  в системах (2.i). Пусть все эти последовательно-

сти при  сходятся к некоторым пределам , , , , причем  –

притягивающий цикл системы (2.i) при , , . Пусть помимо этого существуют

области  на плоскостях ( , ), содержащие кривые , и такие, что при
 значения правой части 2i-го уравнения системы (1.1) отличаются от значе-

ний, которые принимает правая часть второго уравнения системы (2.i) при , , ,
на величину , ограниченную по модулю некоторой константой . Пусть в областях 

существуют вспомогательные кривые , , определение которых приведено
в тексте доказательства. Тогда в системе (1.1) существует аттрактор, проекция которо-

го на плоскость ( , ) расположена внутри полосы, ограниченной кривыми ,

 (т.е. проекции аттрактора расположены в окрестности кривых ).
Доказательство. При  первые два уравнения системы (1.1) принимают

вид:

Формально рассмотрим в пространстве произвольных значений ,  неавтоном-
ную систему, про которую известно, что :

(2.3)

Для каждой траектории системы (1.1) существует такая функция , , что
при  проекция этой траектории системы (1.1) на плоскость ( , ) совпа-
дает с некоторой траекторией системы (2.3).

Функцию  в системе (2.3) можно рассматривать как управление и поставить зада-

чу выбора управления , максимально отдаляющего решение от кривой , т.е.
смоделировать “наихудшие” возможные возмущения, вызванные перевязками.

Рассмотрим случай . При таком выборе  система (2.3) автономна, и
функция  в этой системе обеспечивает поворот векторного поля системы на поло-
жительный угол, при таком повороте векторного поля системы на плоскости/цилин-
дре притягивающие предельные циклы расширяются, отталкивающие сужаются, и те,
и другие могут разрушиться, например, сливаясь друг с другом [33].
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При  в системе (2.3) существует притягивающая периодическая траектория

. Предположим, что эта периодическая траектория при переходе к системе (2.3)
с  не разрушается, а, расширяясь, переходит в некоторый предельный

цикл , и что кривая  расположена в области .
Аналогично рассмотрим . Такая функция обеспечивает поворот поля

на отрицательный угол. Предположим, что периодическая траектория  при пе-
реходе к системе (2.3) с  не разрушается, а, сужаясь, переходит в неко-

торую притягивающую траекторию , и кривая  расположена в области .

Для построения циклов ,  можно использовать, например, метод [17].
Тогда, какой бы ни была функция  при условии , траектория систе-

мы (2.3), начинающаяся в полосе, ограниченной кривыми  и , никогда не
покидает этой полосы. Если предположим противное, то в точке пересечения траек-
тории системы (2.3) с какой-либо из границ полосы получим противоречие: с одной
стороны, функции  обеспечивают в системе (2.3) максимально/мини-
мально возможное значение угла наклона касательной, с другой стороны, в точке пе-
ресечения траектории с границей полосы значение угла наклона касательной к траек-
тории больше/меньше, чем угла наклона касательной к границе.

Проведем аналогичные рассуждения для , . Предположим, что соответствую-

щие кривые  и  существуют и расположены в .

В предложении существования при  кривых ,  получаем, что
возмущения, вызванные ограниченными перевязками в системе (1.1), не разрушают
близкое к периодическому решение, существующее при формальной замене функ-
ций, описывающих взаимовлияние, их средними значениями , . Это порождаю-
щее решение в полной системе переходит в некоторый аттрактор, проекция которого

на плоскость ( , ) расположена внутри полосы, ограниченной кривыми , .
Теорема 1 доказана.
Для случая, когда в одной или двух из систем (2.i) периодическая траектория опи-

сывает ротации, а не колебания, можно ослабить условия теоремы, рассмотрев слу-
чай, когда верхняя и нижняя границы для функций Γi, описывающих перевязки, от-
личаются друг от друга.

Выбор управления  максимально расширяющего/сужающего предельный цикл
на плоскости, осуществлен по аналогии с подходом, предложенным в [34] и приме-
ненным для задачи о раскачивании качелей в [35].

Помимо этого отметим, что систему (2.3) можно рассматривать как систему с не-
стационарными возмущениями. Современные методы исследования управляемых си-
стем с нестационарными возмущениями обсуждаются и применяются, например, в
[36, 37]. В частности, в [36] развит подход, при котором усреднение применяется для
построения первого приближения функции Ляпунова.

Проверка условий теоремы 1 нетривиальна, тем не менее, она требует работы толь-
ко с системами второго порядка, но не четвертого. В случае выполнения достаточных
условий локализуется область, внутри которой точно расположен аттрактор полной
системы четвертого порядка. Этот аттрактор может иметь небольшую область притя-
жения, так что обнаружить его перебором начальных условий в четырехмерном про-
странстве может быть значительно сложнее, чем проверить выполнение условий тео-
ремы 1.
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В качестве примера, в котором реализуются условия теоремы 1, рассмотрим один из
режимов асинхронной авторотации в системе с двумя степенями свободы, приближе-
ние для которого было найдено в статье [26] (методом, представляющим собой частный
случай предложенного здесь алгоритма). Это режим авторотации в модели двойной вет-
ротурбины Дарье. Динамические уравнения в форме системы вида (1.1) и значения па-
раметров приведены в указанной работе. Режим характеризуется программными значе-
ниями безразмерных угловых скоростей  =  = 9.4. Для таких  определены -
периодические по  траектории частично усредненных систем вида (2.i), а также

определены соответствующие значения  ( ). Для данных  условия теоре-
мы 1 выполнены, например, при  =  < 0.01}.

В случае если перевязки между подсистемами уравнений (1.1) ограничены малой ве-
личиной, условия теоремы 1 можно ослабить. Приведем соответствующий результат.

Теорема 2. Пусть для каждого  определены периодические траектории 

и соответствующие значения , ,  в системах (2.i). Пусть все эти последователь-

ности при  сходятся к некоторым пределам , , , , причем  –

притягивающий цикл системы (2.i) при , , . Пусть помимо этого существуют

конечного размера области  на плоскостях ( , ), содержащие кривые , и та-
кие, что при  значения правой части 2i-го уравнения системы (1.1) отлича-
ется от значений, которые принимает правая часть второго уравнения системы (2.i)

при , , , на величину, ограниченную по модулю некоторым сколь угодно ма-
лым значением . Иными словами, перевязки в системе (1.1) малы, по крайне мере,

если ,  принимают значения из конечных окрестностей кривых . Тогда в си-
стеме (1.1) существует некоторый аттрактор, проекция которого на плоскость ( , )

стремится к кривой  при .

Доказательство. Рассмотрим при  систему вида (2.3) с . В

случае  эта система обладает притягивающим грубым циклом . При доста-
точно малом  такой цикл не разрушится, а перейдет в притягивающий цикл

, расположенный вне области, ограниченной кривыми , (по свойству поворо-

та векторного поля) и стягивающийся к  при . Аналогично при

 в системе (2.3) существует притягивающий цикл , расположенный

внутри области, ограниченной кривыми , и стягивающийся к  при .

При достаточно малом  оба цикла ,  лежат в конечной области .
Рассмотрим траекторию системы (1.1) с начальными условиями по ( , ), располо-

женными на кривой . Проекция этой траектории на плоскость ( , ) не может

выйти из трубки, ограниченной кривыми , , пока , так как в
точке пересечения с этой трубкой было бы нарушено условие , что невозможно
при . Аналогичное свойство имеет место для проекции этой траектории на
плоскость ( , ). Таким образом, рассмотренная траектория стремится к некоторому
аттрактору, проекция которого на каждую из плоскостей ( , ) находится внутри труб-

ки, ограниченной кривыми , , и стремится к кривой  при .
Теорема 2 доказана.
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Для сравнения отметим, что в [38] свойство грубости решения использовано при
доказательстве сохранения асинхронных колебаний при малых перевязках в системе
четвертого порядка, характерной для моделей нейронных сетей. Возможно, на осно-
вании подобных рассуждений можно существенно усилить результат теоремы 2 (на-
пример, распространив его на близкие к периодическим траектории системы (1.1), ко-
торые не являются притягивающими ни в прямом, ни в обратном времени), но это
выходит за рамки данной работы.

3. О численной проверке, вопросах устойчивости и области применимости алгоритма. В
случае если условия теоремы 1 не выполнены, наличие в полной системе близкого к
периодическому решения, порожденного периодическими траекториями частично
усредненных систем, требует дополнительной проверки, например, путем прямого
численного интегрирования системы (1.1) с начальными условиями, взятыми на пре-
дельных кривых  или в их окрестности (например,  = , ). Отме-
тим, что возможна ситуация, когда в системе (1.1) траектория, близкая к периодиче-
ской, проекции которой на фазовые плоскости расположены около построенных кри-
вых , существует, но не является притягивающей ни в прямом, ни в обратном
времени. В последнем случае наличие такого решения в результате этапа численной
проверки не будет подтверждено. Возможно дальнейшее развитие метода путем по-
строения управления, стабилизирующего такие траектории.

Область применимости метода определяется областью сходимости итерационной
процедуры, а также областью, в которой взаимовлияние “подсистем” качественно
описывается осредненными значениями функций, отвечающих за перевязки.

Далее приведен пример, который демонстрирует эффективность работы предло-
женного метода для системы, где перевязки не малы и имеет место дефицит управля-
ющих воздействий.

4. Пример применения в задаче об аэродинамическом маятнике. Рассмотрим маятник,
который состоит из державки OC, закрепленной в неподвижном шарнире O (ось шар-
нира вертикальна), и пластины AB, закрепленной в шарнире C (рис. 1). Плоскость
пластины вертикальна. Система находится в горизонтальном потоке воздуха скорости V
плотности . Система имеет две степени свободы, которые будем описывать углом 
поворота державки OC, отсчитываемым против часовой стрелки от направления ско-
рости ветра, и углом  относительной ориентации пластины, отсчитываемым против
часовой от направления перпендикулярного державке OC. В шарнире C присутствует
спиральная пружина, ненапряженное состояние которой соответствует значению

, а также в этом шарнире действует момент линейного вязкого трения. В шарни-
ре O приложен некоторый управляющий момент .

Пусть r – длина державки OC,  – момент инерции державки относительно точки O,
m – масса пластины, центр масс пластины расположен в точке C,  – момент инер-
ции пластины относительно точки C. Кинетическая энергия системы имеет вид (здесь
точкой обозначена производная по времени t):

На пластину действуют аэродинамические силы со стороны потока воздуха. Будем
считать, что они могут быть представлены в виде силы сопротивления D и подъемной
силы L, приложенных в точке C и выражаемых соотношениями

Здесь S – площадь пластины,  – мгновенный угол атаки – угол между воздушной
скоростью точки C и плоскостью пластины,  и  – коэффициенты силы со-
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противления и подъемной (боковой) силы соответственно, U – величина воздушной
скорости точки C:

Аналогичная модель аэродинамического воздействия рассмотрена [9, 10] для маят-
ника с одной степенью свободы ( ), а также для других конструкций однозвенных
маятников в потоке [17, 18], подобная модель применена [39] для альтернативной схе-
мы двухзвенного маятника. Этот квазистатический подход к описанию аэродинамики
маятника в потоке восходит к работе [40]. Предложены [41, 42] более сложные моди-
фикации.

При численных расчетах будем использовать для аэродинамических коэффициен-
тов простейшие аппроксимации, отражающие качественные свойства четности/не-
четности этих функций:

Введем следующие обозначения для безразмерных переменных и времени: ω =

= , , .
Обобщенная сила по координате , отвечающая аэродинамическому воздействию,

выражается соотношением:

Представим функцию  в следующем виде:

здесь использованы следующие обозначения:

Будем искать автоколебания с относительно небольшой амплитудой по углу  и

при этом ограничимся для функции  членами разложения порядка до 
включительно. Тогда каждое слагаемое в правой части системы уравнений движения
будет произведением функций, каждая из которых зависит или только от  и  или
только от  и w.
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Таким образом, в безразмерных обозначениях уравнения движения системы имеют
структуру аналогичную (1.1):

(4.1)

Здесь a – параметр, характеризующий аэродинамическое воздействие, p – коэффици-
ент, характеризующий инерционные параметры,  – безразмерный коэффициент
упругости пружины, установленной в шарнире C,  – безразмерный коэффициент
вязкого трения в шарнире С. Безразмерное управляющее воздействие u выберем в сле-
дующем виде:

(4.2)

В обозначениях системы (1.1) получаем: ,  = ,  =
= ,  = .

Требуется подобрать значения параметров  так, чтобы в системе (4.1) существова-
ла близкая к периодической траектория, отвечающая автоколебаниям (авторотаци-
ям), амплитуда которых по  примерно равна  (частота которых по  примерно рав-
на ), а по  – примерно , и чтобы на этом режиме не происходила синхронизация
между углами  и .

Отметим, что в системе имеет место дефицит управляющих воздействий, сложно-
сти, связанные с этим, описаны, например, в [34].

4.1. Асинхронные автоколебания двойного маятника. Рассмотрим задачу формирова-
ния асинхронных автоколебаний. Система (4.1) обладает свойством центральной сим-
метрии. Будем искать решения колебательного типа, которые обладают центральной
симметрией. С учетом свойств симметрии часть слагаемых при построении вспомога-
тельных частично усредненных систем (2.1), (2.2) зануляется:

(4.3)

(4.4)

Остальные слагаемые не вошли в частично усредненные системы, поскольку в силу

свойств центральной симметрии средние значения  соответствующих функций ну-
левые на каждом шаге алгоритма.

Квадратными скобками в частично усредненных системах обозначены все слагае-
мые, кроме консервативной части (отметим, что в консервативные слагаемые не обя-
зательно было из  включать именно , но это один из наиболее естествен-
ных возможных вариантов).

Проиллюстрируем работу предложенного алгоритма. Положим , 
(небольшое значение параметра p существенно, с физическим смыслом оно согласу-
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ется), , . Рассмотрим следующие наборы “программных” значений ам-
плитуд: 1) , ; 2) , .

На рис. 2, 3 черным цветом изображены кривые  и , построенные при-
ближенно в ходе применения предложенного алгоритма к вспомогательным систе-
мам. Серым цветом показаны приближения для проекций аттрактора системы (4.1) на
плоскости ( , ) и ( , ), они построены путем прямого численного интегрирования
системы (4.1) методом Рунге–Кутты с начальными условиями из окрестностей кри-

вых ,  (проекция траектории закрашивает некоторую область). Система и
найденные решения обладают центральной симметрией. Соответствующие значения
коэффициентов в законе управления, полученные в результате применения алгорит-

ма составили: 1) , ; 2) , .

κ = 10 χ = 0.04
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Пунктирной линией на плоскости ( , ) на рис. 2 показано сечение Пуанкаре для
построенной траектории гиперплоскостью  (в направлении увеличения ). Ка-
чественный вид построенного сечения Пуанкаре позволяет предположить, что най-
денный аттрактор представляет собой двумерный инвариантный тор: характерный
вид сечений Пуанкаре, соответствующих различным типам аттракторов приведен, на-
пример, в [43].

В рассмотренных примерах при построении периодических траекторий  и

 систем (4.3), (4.4) для каждого шага j было выполнено по 5 итерационных при-
ближений метода [16], и всего было по 3 шага ( ).

4.2. Асинхронный режим, при котором авторотация первого звена сопровождается ав-
токолебаниями второго. При жестком закреплении пластины к державке под прямым
углом ( ) рассматриваемый маятник представляет собой элемент ротора Дарье.
Для него характерна авторотация в потоке, и только при относительно большой до-
полнительной диссипации вместо ротации наблюдаются колебания [10]. Рассмотрим
задачу формирования асинхронного режима системы (4.1), характеризующегося рота-
цией по  и колебаниями по . Управление будем искать, как и раньше, в форме (4.2).
Когда первое звено совершает авторотации, то уже нельзя воспользоваться свойства-
ми центральной симметрии при вычислении средних значений от функций перемен-
ных  и . В результате в обеих частично усредненных системах появятся дополни-
тельные слагаемые по сравнению с предыдущим случаем.

(4.5)

(4.6)

Параметры, отвечающие за перевязки, вошли и в неконсервативные части вспомога-

тельных систем, и в консервативные. Значения  в данном случае зависят от .
Соответствие между функциями, которые усредняем вдоль периодических траекто-

рий систем (4.5), (4.6), и вспомогательными параметрами следующее: ,

, , , , , , .
Используем алгоритм, описанный выше. На каждом шаге алгоритма будем приме-

нять к системе (4.5) модификацию [18] метода [16], предназначенную для формирова-
ния авторотаций в системе второго порядка. При этом для системы (4.6) используем
модификацию [17] подхода [16], предназначенную для формирования автоколебаний
в системе, не обладающей центральной симметрией.

При ,  получаем , .
На рис. 4 черными кривыми представлены порождающие периодические траекто-

рии систем (4.5), (4.6), построенные предложенным итерационным методом; серым
цветом представлены проекции на фазовые плоскости приближения для аттрактора
системы (4.1), построенного методом Рунге–Кутты при  (траектория закраши-
вает некоторую область); пунктирной кривой на рис. 4 изображено сечение Пуанкаре
гиперплоскостью  (в направлении увеличения ) для траектории, построенной
методом Рунге–Кутты. Качественный вид сечения Пуанкаре, как и в предыдущем
примере, косвенно свидетельствует о том, что найденный аттрактор – двумерный ин-
вариантный тор.
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Значения вспомогательных параметров , , , , , ,  за три шага алго-

ритма ( ) практически перестали меняться. Значения , ,  остаются
практически нулевыми на всех итерациях, поскольку периодическая траектория
системы (4.6) хотя и не является центрально симметричной, но мало отличается от та-
ковой.

Модификация подхода, предназначенная для формирования асинхронных авторо-
таций в системе с двумя вращательными координатами, предложена и проиллюстри-
рована на примерах [26, 27], при этом присутствовали некоторые дополнительные
ограничения на форму системы, которые сняты в настоящей работе. В частности, в
модификациях [26, 27] перевязки между подсистемами не зависят от координат . В

результате в [26] параметры аналогичные ,  не требуется искать итерационно, –
они определяются заранее, до построения предельных циклов вспомогательных си-
стем (иными словами, параметры, отвечающие за перевязки, не зависят от j). В силу

дополнительных ограничений на вид системы в [27] параметры аналогичные , 
отсутствуют, а в качестве коэффициентов  выступают средние значения фазовых
скоростей на траектории, отвечающей авторотации, что значительно упрощает алго-
ритм поиска такой траектории. В случае авторотаций по обеим координатам на каж-
дом шаге применения алгоритма для вспомогательных систем второго порядка ис-
пользуется метод формирования -периодических траекторий [18].

5. Обсуждение. Отметим некоторые особенности работы алгоритма, обнаруженные
при рассмотрении приведенного выше механического примера, а затем опишем воз-
можные направления дальнейшего развития общей задачи.

Относительно большая жесткость  пружины в шарнире C существенна для эффек-
тивности работы алгоритма. В предельном случае, если этот коэффициент много
больше остальных коэффициентов системы (4.1), система близка к полностью инте-
грируемой. Для такого случая можно ожидать расширение области применимости ал-
горитма. Если же жесткость невелика, то значительно расширяется область парамет-
ров, при которых происходит синхронизация и система выходит на периодический
режим (не описываемый предложенным алгоритмом). Можно предположить, что уси-
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ление неконсервативных воздействий по сравнению с консервативными выступает
как один из факторов, способствующий синхронизации.

Отметим, что взаимное влияние элементов системы существенно сказывается не
только на колебаниях переменных около средних значений (“размывании” аттракто-
ра), но и на форме порождающих периодических решений вспомогательных систем.
Чтобы убедиться в этом, можно сравнить решения, полученные в описанных выше
примерах, с периодическими решениями в задаче о маятнике с пластиной, жестко за-
крепленной на первом звене ( ). Последние описаны в [10] (но для случая систе-
мы с малым параметром).

Предложенный алгоритм позволяет быстро построить приближение для асинхрон-
ных колебаний, которое в ряде случаев оказывается достаточно грубым. Например,
для рассмотренных значений ,  амплитуда по  у сформированных ав-
токолебаний существенно отличается от . Однако построенное грубое приближение
можно использовать в качестве отправной точки, чтобы путем продолжения по пара-
метрам определить значения коэффициентов управления, обеспечивающие более
точное отслеживание программных значений амплитуд.

Среди возможных модификаций предложенного метода необходимо отметить, в
первую очередь, алгоритм для поиска асинхронных автоколебаний системы в отсут-
ствие управления. Для обобщения метода на такую задачу требуется искусственное
добавление в систему слагаемых вида , выполнение алгоритма для большого
набора пар ; поиск тех пар , при которых ; выполнение для таких
пар численной проверки наличия в исходной системе близкой к периодической тра-
ектории. Такой подход позволяет, по сути, перебирать начальные условия для иско-
мой траектории не в четырехмерном, а в двумерном пространстве, и только в окрест-
ности “подозрительных” пар  подбирать начальные условия в пространстве
всех четырех переменных.

Помимо этого, отметим, что для управляемой системы целесообразно развитие мо-
дификации метода, которая предполагала бы специальный выбор функций 
для обеспечения свойства притяжения траектории, порожденной периодическими ре-
шениями вспомогательных систем, или для расширения диапазона значений ,
при котором сходится итерационный процесс.

Дополнительные модификации предложенного алгоритма можно получить, приме-
няя альтернативные методы для построения периодических решений вспомогатель-
ных систем (2.i), например методы [14, 15], итерационные методы, основанные на
прямом численном интегрировании, или на разложении решения в гармонический
ряд, а также методы, основанные на исследовании бифуркаций рождения циклов в
окрестности положений равновесия и продолжении по параметру [44, 45]. Примене-
ние того или иного подхода в зависимости от специфики конкретной задачи может
позволить расширить область сходимости, ускорить сходимость.

Заключение. В работе рассматривается автономная неконсервативная механическая
система с двумя степенями свободы. Предполагается, что в системе присутствуют
управляющие воздействия в форме обратной связи. Предложен метод формирования
асинхронных автоколебаний посредством выбора коэффициентов усиления управля-
ющих воздействий. Близкие подходы для формирования авторотаций предложены ра-
нее [26, 27]. Эффективность работы алгоритма проиллюстрирована на примере задачи
о формировании автоколебаний аэродинамического маятника. Обсуждается область
применимости предложенного подхода и возможные направления его дальнейшего
развития.
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Method for Constructing Asynchronous Self-sustained Oscillations 
of a Mechanical System with Two Degrees of Freedom
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An autonomous non-conservative mechanical system with two degrees of freedom is stud-
ied. The system is subjected to a feedback control with two control impact gain factors. It is
required to select values of these factors in such a way as to ensure existence of asynchronous
self-sustained oscillations with prescribed properties. An iterative method is proposed for
search for the corresponding values of control impact gain factors. The approach is based on
construction of auxiliary second–order systems and formation of limit cycles in these sys-
tems. The algorithm that is used for this purpose represents a modification of the Andron-
ov–Pontryagin method, but doesn’t require the presence of a small parameter in the system.
The efficiency of this approach is illustrated for the problem of construction of asynchro-
nous self-sustained oscillations/rotations in a model of an aerodynamic pendulum. Condi-
tions of applicability of the algorithm and possible modifications are discussed.

Keywords: asynchronous self-sustained oscillations, autonomous nonconservative system,
feedback control, iterations, averaging, the Andronov–Pontryagin method, aerodynamic
pendulum
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Исследуется вращающийся сплошной цилиндр из упрочняющегося упругопласти-
ческого материала. Постановка задачи основана на уравнениях Прандтля–Рейса и
предположении об обобщенном плоском деформированном состоянии в цилиндре.
Для определения пластических деформаций используется условие максимальных
приведенных напряжений, ассоциированный с ним закон пластического течения, а
также закон линейного изотропного упрочнения. Анализ ограничен активным на-
гружением цилиндра. Показано, что в общем случае в цилиндре возможно появле-
ние четырех пластических областей, соответствующих разным ребрам и граням по-
верхности текучести. Для каждой возможной области найдено точное аналитиче-
ское решение. Установлены зависимости критической скорости вращения, при
которой весь цилиндр переходит в состояние пластичности, от параметра упрочне-
ния. Приведено сравнение полученных результатов с решениями для условий пла-
стичности Треска и Мизеса.

Ключевые слова: упругопластичность, малые деформации, вращающийся цилиндр,
линейное изотропное упрочнение, условие максимальных приведенных напряже-
ний
DOI: 10.31857/S0032823521020077

Вращающиеся цилиндры являются важным составным элементом многих механиз-
мов и машин. В ходе эксплуатации цилиндры подвергаются действию значительных
центробежных сил, что может приводить к появлению пластических деформаций.
Поэтому для более точного прогнозирования прочности вращающихся деталей меха-
низмов необходимо применять упругопластический анализ. Для решения данного
класса задач обычно используется предположение о плоском либо обобщенном плос-
ком деформированном состоянии в цилиндре, теория малых деформаций, условие
пластичности Треска или Мизеса и ассоциированный с ним закон течения. В работах
[1–8] представлено решение упругопластической задачи на основе условия Треска для
вращающегося сплошного и полого цилиндра с различными типами условий на тор-
цах. Установлены закономерности появления и развития пластических областей, а
также критические скорости вращения, соответствующие полному переходу цилин-
дра в пластическое состояние. Схожая постановка задачи, отличающаяся тем, что ма-
териал цилиндра принят неоднородным, использовалась [9–11] для анализа упруго-
пластического деформирования вращающихся полых цилиндров из функционально-
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градиентных материалов. Неоднородность свойств материала описывалась с помо-
щью степенной зависимости от радиальной координаты, при этом данная зависи-
мость использовалась [9, 10] только для модуля Юнга, а в [11] – для модуля Юнга,
плотности и предела текучести. Показано [9–11], что неоднородность материала ока-
зывает значительное влияние на напряженно-деформированное состояние в цилин-
дре и критические скорости вращения.

 В работах [1–11] использовалась модель идеального упругопластического материа-
ла. Для описания пластического деформирования материалов в большей степени под-
ходят модели упрочняющегося тела. С использованием условия Треска и закона ли-
нейного изотропного упрочнения получено [12] решение упругопластической задачи
для вращающегося сплошного цилиндра. Автором рассматривались цилиндры, как с
закрепленными, так и свободными торцами. Показано, что в цилиндрах из идеально-
го и упрочняющегося материала возникают пластические области, соответствующие
одинаковым граням и ребрам призмы Треска, однако в упрочняющемся цилиндре
пластическое течение развивается медленней, а величина пластических деформаций –
ниже. Исследовались [13] вращающиеся цилиндры из нелинейно-упрочняющегося
материала. Рассматривались сплошные и полые цилиндры с различными типами
условий на торцах. Для постановки задачи использовалась деформационная теория
пластичности и условие пластичности Мизеса. Нелинейное изотропное упрочнение
материала описывалось с помощью закона Свифта, частным случаям которого явля-
ется линейный закон упрочнения. Решение задачи проводилось с помощью разрабо-
танного численного алгоритма на основе метода стрельбы. Автор показал, что исполь-
зование условий Треска и Мизеса вместе с линейным законом упрочнения приводит к
близкому распределению перемещений и напряжений в цилиндре, однако условие
Мизеса предсказывает значительно меньшую величину пластических деформаций в
цилиндре. Кроме того, для одинаковой скорости вращения пластическое течение при
использовании условия Мизеса распространяется на меньшую область по сравнению
с условием Треска. Также автором установлено, что параметры материала оказывают
существенное влияние на напряженно-деформированное состояние вращающегося
цилиндра из нелинейно-упрочняющегося материала.

На практике вращающиеся элементы механизмов, такие как роторы, находятся под
действием не только центробежных сил, но и температурного воздействия. Рассмот-
рено [14, 15] упругопластическое деформирование вращающегося полого цилиндра
при наличии стационарного температурного градиента между внутренней и внешней
поверхностью цилиндра. Пластическая составляющая деформации определялась с
помощью условия Треска, ассоциированного с ним закона течения и закона линейно-
го упрочнения. Для расчета температурных деформаций использовалось уравнение
теплопроводности и закон Дюамеля–Неймана. При этом предполагалось, что меха-
нические и теплофизические параметры материала не зависят от температуры. Уста-
новлено [14, 15], что неоднородное температурное поле оказывает существенное влия-
ние на развитие пластического течения во вращающемся полом цилиндре. В частно-
сти, отмечено [14], что присутствие положительного градиента температуры приводит
к уменьшению скорости начала пластического течения и незначительному увеличе-
нию скорости, при которой весь цилиндр переходит в пластическое состояние. С дру-
гой стороны, как показано [15], цилиндр, предварительно нагруженный отрицатель-
ным температурным градиентом практически до предела текучести, способен выдер-
живать значительные скорости вращения до возникновения пластического течения.

Использование более сложных моделей материалов затрудняет получение аналити-
ческого решения упругопластических задач, что приводит к необходимости примене-
ния численных методов. Следует отметить публикации [16–18], посвященные иссле-
дованию вращающихся полых цилиндров из нелинейно упрочняющегося материала в
рамках жесткопластического анализа. Постановка задачи основана на теоремах пре-
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дельного пластического состояния. Использовалось [16] условие пластичности Мизе-
са и экспоненциальный закон упрочнения Восе, который асимптотически (с увеличе-
нием эквивалентной пластической деформации) переходит в модель идеального пла-
стического тела. Авторы [17, 18] рассматривали усложненные модели материала,
включающие в себя учет эффектов вязкости материала [17] и его пластической анизо-
тропии [18]. Решение поставленных в [16–18] задач проводилось с помощью метода
конечных элементов. Кроме того, для ряда значений параметров материала найдены
замкнутые аналитические решения в элементарных функциях.

Проведенный литературный обзор показал, что для расчета упругопластических де-
формаций вращающихся цилиндров наиболее часто используются условия текучести
Треска и Мизеса. Условие максимальных приведенных напряжений (условие Ишлин-
ского–Ивлева) [19] также относится к классическим условиям пластичности. Оно бы-
ло сформулировано А.Ю. Ишлинским на основе гипотезы прочности формоизмене-
ния [20]. Аналогичное условие использовалось Шмидтом [21], Хиллом [22] и Ивлевым
[23]. Это условие, как и условие Треска, является кусочно-линейным, но в его запись
входят все три главных напряжения. Ранее с его помощью было получено распределе-
ние напряжений во вращающемся сплошном диске [24] и цилиндре [25] из идеально-
го упругопластического материала. Из недавних работ также можно отметить [26–30].

Целью настоящей публикации является получение точного аналитического реше-
ния задачи об упругопластическом деформировании вращающегося сплошного ци-
линдра. Рассматривается цилиндр, как с закрепленными, так и свободными торцами.
Для постановки задачи используется теория малых деформаций, условие максималь-
ных приведенных напряжений, линейный закон изотропного упрочнения и ассоции-
рованный закон пластического течения. Проведенное исследование ограничено слу-
чаем активного нагружения цилиндра. Полученные результаты дополняют работы
Эразлана [12, 13], в которых использовались условия Треска и Мизеса вместе с линей-
ным законом изотропного упрочнения, а также работу [25] в которой принималось
условие максимальных приведенных напряжений и модель идеального упругопласти-
ческого материала.

1. Постановка задачи. Рассматривается сплошной цилиндр, вращающийся вокруг
собственной оси. Предполагается, что цилиндр находится в состоянии обобщенной
плоской деформации (суммарная осевая деформация не зависит от ) и сохраняет
осевую симметрию в процессе деформирования. Введем цилиндрическую систему ко-
ординат  и безразмерные величины:

(1.1)

где  – радиус цилиндра,  – модуль Юнга, ,  – начальный/актуальный предел
текучести при одноосном растяжении-сжатии,  – радиальное перемещение,  –

полные деформации,  – упругие деформации,  – пластические деформации,  –
напряжения,  – параметр, характеризующий упрочнение материала,  – плотность,

 – скорость вращения цилиндра. Параметр нагружения , зависящий от квадрата
угловой скорости, монотонно возрастает от 0 до некоторого максимального значения .
Угловым ускорением пренебрегаем. Далее в статье все уравнения записаны в безраз-
мерных переменных (1.1), а знак подчеркивания для краткости не используется.
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Полные деформации  являются малыми и складываются из упругих  и пласти-
ческих  составляющих:

(1.2)

Заметим, что случай  соответствует цилиндру со свободными торцами,
а  – цилиндру с закрепленными торцами (плоское деформированное состояние).

Напряжения связаны с упругими деформациями через закон Гука:

(1.3)

Здесь  – коэффициент Пуассона.
Также в анализе используются соотношения, обратные к (1.3):

(1.4)
Единственное нетривиальное уравнение равновесия в цилиндре имеет вид:

(1.5)

Для цилиндра со свободными концами необходимо использовать дополнительное
ограничение на суммарную осевую силу:

(1.6)

Граничные условия задачи:

(1.7)
Для расчета пластических деформаций используется условие максимальных приве-

денных напряжений:

где , ,  – главные напряжения, упорядоченные по возрастанию: ,  –
гидростатическое напряжение. Приведенное условие далее используется в следующем виде:

(1.8)

Главные напряжения , ,  совпадают с координатными, поскольку касатель-
ные напряжения в цилиндре отсутствуют. Поверхность в пространстве главных на-
пряжений, соответствующую условию (1.8) будем называть призмой Ивлева.

Для сравнения используются результаты [12, 13], полученные с помощью условий
Треска и Мизеса, которые имеют вид:
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На рис. 1а изображены сечения поверхностей текучести (1.8)–(1.10) девиаторной
плоскостью . Условию Треска соответствует внутренний шестиуголь-
ник, а условию максимальных приведенных напряжений – внешний. Условие Мизеса
имеет вид окружности, описанной вокруг внутреннего шестиугольника и вписанной
во внешний.

Условия (1.8) и (1.9) являются частными случаями общего кусочно-линейного
условия пластичности [31]:

(1.11)

Условие (1.11) сводится к условию Треска (1.9), если принять  и к условию
максимальных приведенных напряжений (1.8), если . Кроме того, условие, полу-
ченное из (1.11) при , называется условием Соколовского [32, 33] и пред-
ставляет собой кусочно-линейную аппроксимацию условия Мизеса (1.10). Параметр 
зависит от отношения предела текучести при чистом сдвиге  к пределу текучести
при одноосном растяжении-сжатии :

и его можно рассматривать как характеристику материала. Из предыдущего выраже-
ния можно найти отношение .

Отсюда при  найдем для условия (1.8) . Для условия Треска, как извест-
но, . Результаты экспериментов показывают, что для ряда материалов (алюми-
ний, титан, никелевые сплавы, нержавеющая сталь) величина  лежит в диапазоне от
0.58 до 0.7 [31, 34]. Как следствие, для перечисленных материалов в большей степени
подходит условие максимальных приведенных напряжений (1.8). Общее кусочно-ли-
нейное условие текучести для ряда значений параметра b изображено на рис. 1б.

Предел текучести является линейной функцией эквивалентной пластической де-
формации :

(1.12)
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Рис. 1. Сечения поверхностей текучести девиаторной плоскостью : а – условия Треска,
Мизеса и Ишлинского–Ивлева; б – общее кусочно-линейное условие.
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Ассоциированный закон течения имеет вид:

(1.13)

здесь  – приращения пластических деформаций,  – положительный множитель,
 – пластический потенциал, соответствующий грани поверхности текучести.
Если напряженное состояние в пластической области соответствует ребру поверх-

ности текучести, то вместо закона (1.13) необходимо использовать его обобщение,
предложенное Койтером [35]:

(1.14)

где  и  – положительные множители,  и  – функции пластичности, соответ-
ствующие граням призмы текучести, на пересечении которых лежит рассматриваемое
ребро.

Приращение эквивалентной пластической деформации  определяется из соот-
ношения:

(1.15)

2. Упругое решение. Рассмотрим область чисто упругого деформирования, в кото-

рой . Решая уравнение равновесия (1.5) с учетом (1.2) и (1.3) найдем
распределение перемещения:

(2.1)

где ,  – константы интегрирования. Заметим, что полученное решение не зависит
от полной осевой деформации .

Далее с помощью кинематических соотношений (1.2) и закона Гука (1.3) найдем
распределение напряжений в цилиндре:

(2.2)

До наступления пластического течения решение (2.1), (2.2) остается справедливым
во всем цилиндре, поэтому осевая деформация  и константы интегрирования , 
определяются из условий (1.6) и (1.7)

(2.3)

С помощью соотношений (2.3) упругое решение (2.1), (2.2) в цилиндре со свобод-
ными концами запишется в следующем виде:
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В цилиндре с закрепленными концами , а константы интегрирования , 
определяются из граничных условий (1.7)

(2.5)

Упругое решение имеет такой же вид, как в цилиндре со свободными концами (2.4)
за исключением осевого напряжения:

(2.6)

Критические значения параметра нагружения , соответствующие началу пласти-
ческого течения и полному переходу цилиндра в пластическое состояние, будем обо-
значать  и  соответственно. В интервале  в цилиндре сохраняется
упругая область, в которой найденное решение (2.1), (2.2) остается справедливым, од-
нако неизвестные величины ,  и  необходимо определять повторно, используя
помимо условий (1.6) и (1.7) также условия непрерывности на границах между обла-
стями. Значения  и  зависят от коэффициента Пуассона  и от типа условий на
торцах цилиндра.

Нетрудно показать, что пластическое течение во вращающемся сплошном цилин-
дре при условии текучести (1.9) начинается в центре цилиндре , где ,

. Используя (2.4) и (2.6) найдем выражение для  в цилиндре со сво-
бодными торцами:

(2.7)

и с закрепленными:

(2.8)

Очевидно, что . Интересно отметить, что полученные выражения для

критических величин  и  совпадают для всех условий (1.8)–(1.10), однако, как

будет показано далее, для  и  это не так.
3. Упругопластическое решение. Развитие пластического течения во вращающемся

сплошном цилиндре имеет свои особенности в зависимости от типа торцевых усло-

вий. Рассмотрим подробно цилиндр с закрепленными концами. При  в центре
цилиндра  впервые выполняется условие (1.8), соответствующее грани призмы
Ивлева , , в результате чего появляется пластическая область I.
С увеличением параметра нагружения  граница между пластической и упругой обла-
стями движется в сторону поверхности цилиндра. При  на внешней поверхно-
сти цилиндра условие (1.8) выполняется в виде , , что приво-
дит к появлению пластической области II. Последующее увеличение параметра нагру-
жения  ведет к постепенному уменьшению упругой области между областями I и II,

в результате чего при  цилиндр полностью переходит в состояние пластично-
сти, а между областями I и II появляется область III, напряженное состояние в кото-
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рой соответствует ребру призмы Ивлева , . Анализ

можно продолжить и для больших значений параметра нагружения . При 
напряженное состояние на боковой поверхности цилиндра (область II) переходит с
грани призмы Ивлева на ее ребро , , в результате чего
появляется пластическая область IV. Дальнейшее увеличение параметра  не приво-
дит к появлению новых пластических областей, но границы между областями I–IV
меняют свое положение, причем увеличиваются области III и IV, напряженное состо-
яние в которых соответствует ребрам призмы Ивлева. Таким образом, в общем случае
для достаточно высоких значений  во вращающемся цилиндре с закрепленными
концами возможно появление четырех пластических областей, соответствующих раз-
личным граням и ребрам призмы Ивлева.

В цилиндре со свободными концами при  условие (1.8) выполняется в виде
, , что приводит к появлению пластической области I, соот-

ветствующей ребру призмы Ивлева. С увеличением параметра нагружения  упруго-
пластическая граница движется в сторону боковой поверхности цилиндра и при

 весь цилиндр переходит в пластическое состояние. Следует отметить, что для

определенного соотношения между параметрами  и  при  возможно появле-
ние еще одной пластической области, однако в дальнейшем предполагается, что данное
соотношение не выполняется, и пластическое течение происходит только в области I.

Рассмотрим общий принцип решения в пластических областях. В кинематических
соотношениях (1.2) упругие  и пластические  составляющие деформаций выража-
ются через напряжения  с помощью (1.4), (1.8) и (1.12)–(1.15). В результате получа-
ется линейная система, связывающая напряжения  и полные деформации . Из ре-
шения этой системы можно получить выражения для напряжений:

(3.1)

Коэффициенты ,  и  в каждой области необходимо определять отдельно. Заме-
тим, что в областях III и IV, соответствующих ребру призмы Ивлева, осевое напряже-
ние  выражается через  и  непосредственно из условия текучести (1.8). Далее
уравнение равновесия (1.5) преобразуется с помощью (3.1). В полученном уравнении
второго порядка неизвестной функцией является уже перемещение . Из аналитического
решения этого уравнения с помощью (1.2) определяются полные деформации , далее с
помощью (3.1) и (1.3) – упругие составляющие деформации . Наконец, пластические де-

формации  вычисляются как разница между полными  и упругими  деформациями.
Пластическое течение в цилиндре с закрепленными концами разбивается на следую-

щие интервалы параметра нагружения : , , , .
В случае цилиндра со свободными торцами необходимо рассматривать лишь два ин-

тервала:  и . В каждом из интервалов цилиндр состоит из разных

пластических областей. Для вычисления констант интегрирования  (в упругой обла-
сти) и  (в пластических областях), а также координат  границ между областями ис-
пользуется система алгебраических уравнений, состоящая из граничных условий (1.7),
а также условий непрерывности ,  и  на каждой границе. Для вычисления осе-
вой деформации  в систему дополнительно включается условие (1.6), при этом ин-
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теграл  вычисляется отдельно в каждой области. Полученная система уравне-
ний является линейно относительно , , и нелинейной относительно . Часть
уравнений системы решается точно для выражения ,  и  через параметры ,  и .
Для этого удобно использовать системы компьютерной алгебры (Wolfram Mathematica,
Maple и др.). Получаемые выражения являются достаточно громоздкими и в статье не
приводятся. В оставшиеся уравнения системы подставляются выражения для ,  и ,
а также численные значения параметров  и . Полученные уравнения решаются числен-
но методом Ньютона для выбранных значений параметра нагружения  внутри интервала.

Определение переходных величин , , ,  требует дополнительных условий.
В следующих подразделах получено аналитическое решение для каждой пластической

области I–IV. Для большей общности использовалось предположение об обобщенном
плоском деформированном состоянии в цилиндре. Найденные выражения сводятся к
случаю плоского деформированного состояния, для этого достаточно положить .

Пластическая область I. В первой области пластического течения напряженное со-
стояние соответствует грани призмы Ивлева , , тогда усло-
вие (1.8) примет вид:

Из ассоциированного закона пластического течения (1.13) следует:

Соотношение (1.15) после преобразований запишется в виде:

Тогда для монотонного нагружения получим , . Обратное

соотношение к (1.15) запишется следующим образом:

(3.2)

Кинематические соотношения (1.2) примут вид

Преобразуем полученные соотношения с помощью (1.4) и (3.2)

Решая полученную систему найдем коэффициенты в (3.1)
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Из решения уравнения равновесия (1.5) с помощью (3.1) и (3.3) найдем выражение
для перемещения:

Пластическая область II. Напряжения во второй пластической области лежат на
грани призмы Ивлева , . Условие пластичности (1.8) имеет
вид:

Ассоциированный закон течения (1.13) запишется как

Отсюда получим:

В результате для случая монотонного нагружения имеем: ,  = .

Из закона линейного упрочнения (1.12) следует:

(3.4)

Кинематические соотношения (1.2) с учетом последнего соотношения и (1.4) запи-
шутся следующим образом:

Решая вышеприведенную систему, найдем коэффициенты в (3.1)

(3.5)

Перемещение определяется из решения уравнения равновесия (1.5) с учетом соот-
ношений (3.1) и (3.5):
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Пластическая область III. В данной пластической области напряжения соответ-
ствуют ребру призмы Ивлева , . Условие текучести (1.8)
запишется в следующем виде:

из которого следует, что

Эквивалентная пластическая деформация

(3.6)

Ассоциированный закон пластического течения (1.13) примет вид:

Отсюда следует:

Соотношение (1.15) после преобразований запишется в виде

Отсюда для случая монотонного нагружения получим

(3.7)

Преобразуем (1.2) с помощью (1.4), (3.6), (3.7) и получим

Из решения данной системы найдем коэффициенты в (3.1):

(3.8)

Из решения уравнения равновесия (1.5) с учетом (3.1) и (3.8) получим

Замечание: решение, найденное в пластической области III, не сводится к реше-
нию [25] для идеально пластического материала при .
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Пластическая область IV. В последней области пластического деформирования на-
пряжения лежат на ребре призмы Ивлева , . Усло-
вие (1.8) имеет вид

Откуда следует, что

Эквивалентная пластическая деформация

(3.9)

Ассоциированный закон течения (1.13) запишется в виде
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4. Результаты расчетов. Расчеты проводились для цилиндра, изготовленного из нержа-
веющей стали AISI 304, со следующими значениями параметров (1.1):

Отсюда безразмерный параметр упрочнения . Для сравнения рассматрива-
ется случай , а также идеальный упругопластический материал, который моде-

лируется заданием значения .

Пластическое течение в цилиндре с закрепленными концами начинается при  ≅
≅ 5.8333 (2.8), а в цилиндре со свободными концами при  (2.7). Соответ-

ствующие скорости вращения:  об./мин,  ≅ 27600 об./мин. Распределе-
ние напряжений в цилиндре с закрепленными концами в момент начала пластическо-
го течения представлено в работе [2].

Цилиндр с закрепленными концами ( ). Рассмотрим подробно пластическое де-
формирование вращающегося цилиндра с закрепленными концами. Установлено, что
пластическая область II появляется на внешней поверхности цилиндра при  ≅
≅ 8.1663 (  ≅ 44700 об./мин). Весь цилиндр переходит в пластическое состояние при

 ≅ 9.4035 (  ≅ 48000 об./мин). Распределение напряжений и пластических де-

формаций при  для разных значений параметра упрочнения  изображено на

рис. 2 и 3 соответственно. Разумеется, критическая величина  зависит от , одна-
ко, как показали расчеты, зависит несущественно. Для  цилиндр полно-

стью переходит в пластическое состояние при  ≅ 9.2672, 9.4771 соответственно. Ви-
дим, что упрочнение материала практически не влияет на распределение радиального
и тангенциального напряжения в цилиндре и незначительно уменьшает величину осе-
вого напряжения. Графики напряжений для  не приведены на рис. 2 и 5, по-
скольку они практически сливаются с графиками для . С другой стороны, как
видно из рис. 3, пластические деформации в цилиндре из упрочняющегося материала
существенно ниже по сравнению с цилиндром из идеального материала. Сравнение
полученных результатов с данными [12, 13] показывает, что условия Треска и Мизеса
при одной и той же скорости вращения предсказывают большую величину напряже-
ний и пластических деформаций в цилиндре.

На рис. 4 изображены зависимости  от параметра упрочнения  для условий
Ишлинского–Ивлева, Треска и Мизеса. Графики, соответствующие условиям Треска

и Мизеса, получены на основе работ [12] и [13] соответственно. Значения  и 
приведены [13] только для трех значений параметра . Критические зна-

чения параметра нагружения  слабо зависит от параметра упрочнения . Это

справедливо для всех сравниваемых условий пластичности. Разница в значении 
между условиями Ишлинского–Ивлева и Треска составляет около 10%, а между усло-
виями Ишлинского–Ивлева и Мизеса – примерно 7%.

После полного перехода в пластическое состояние развитие пластического течения
в упрочняющемся цилиндре существенно замедляется по сравнению с цилиндром из
идеального материала. Так, для первой модели ( ) возникновение пластиче-

ской области IV происходит при  ≅ 16.5679 (  ≅ 63700 об./мин), а для вто-
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Рис. 2. Распределение напряжений при : а – ; б – , .
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Рис. 3. Распределение пластических деформаций при : а – ; б – , .
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рой ( ) при  (  ≅ 55000 об. мин). Распределение напряже-

ний и пластических деформаций в цилиндре для  (  ≅ 70000 об. мин)
изображено на рис. 5 и 6 соответственно. Интересно отметить (рис. 5б), что упрочне-
ние оказывает наибольшее влияние на осевое напряжение. Деформированное состоя-
ние цилиндра (рис. 6) существенно зависит от параметра упрочнения : чем он выше,
тем ниже пластические деформации в цилиндре.

Цилиндр со свободными концами ( ). Решение для цилиндра из идеально-
пластического материала при использовании условия Треска и условия Ишлинского–
Ивлева существует только для . Для условия Ишлинского–Ивлева при указан-
ном максимальном значении параметра нагружения цилиндр полностью переходит в

пластическое состояние ( ). Распределение напряжений и пластических дефор-
маций при  (  ≅ 31300 об./мин) для  и , 1.0 изображено на рис. 7
и 8 соответственно. При указанной скорости вращения координата упругопластиче-
ской границы имеет следующие значения в зависимости от параметра упрочнения :

 = 0.9995, 0.7983, 0.7671. Видим, что упрочнение материала оказывает на деформиро-
вание цилиндра со свободными торцами эффект, схожий рассмотренному выше в
случае цилиндра с закрепленными концами. Радиальное и тангенциальное напряже-
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Рис. 4. Зависимость  от параметра упрочнения  для условий (1.8)–(1.10).
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ния практически не зависят от параметра упрочнения , и на рис. 7а показаны графи-
ки только для случая . Абсолютная величина осевого напряжения незначи-
тельно снижается с ростом  (рис. 7б). Упрочнение материала главным образом
влияет на пластические деформации в цилиндре: их величина существенно зависит от
параметра .

Интересно отметить, что поскольку пластическое течение в линейно-упрочняю-
щемся цилиндре при условии пластичности (1.8) происходит только в одной области
(пластическая область I), то становится возможным получить следующее аналитиче-
ское выражение

Для условия Треска подобное выражение получить затруднительно, поскольку в

этом случае цилиндр состоит из двух пластических областей, и определение  сво-
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дится к решению системы двух нелинейных алгебраических уравнений относительно  и
координаты  границы между пластическими областями [12]. На рис. 9 приведены за-

висимости  от параметра упрочнения  для условий Ишлинского–Ивлева, Треска

и Мизеса. Видим, что с увеличением  разница между критическими значениями 
для условий пластичности Ишлинского–Ивлева и Треска также растет. Если для иде-
ального материала эта разница составляет около 10%, то при  она составляет

Ω
β1

Ω fr
fp H

H Ω fr
fp

= 0.5H

Рис. 6. Распределение пластических деформаций при : а – ; б – , .
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уже около 20%. При этом для условия Ишлинского–Ивлева величина  в большей
степени зависит от параметра упрочнения  по сравнению с условием Треска. Кри-

тическая величина , соответствующая условию Мизеса, примерно равна среднему

между значениями  для условий Треска и Ишлинского–Ивлева. Здесь еще раз сле-
дует отметить, что для сравнения полученных результатов (рис. 4 и 9) с условием Ми-
зеса используются данные [13], основанной на деформационной теории пластично-
сти. Решение аналогичной упругопластической задачи, но с использованием условия
Мизеса и ассоциированного с ним закона течения, представляет значительный инте-
рес и к настоящему времени еще не опубликовано.

Для диапазона параметра нагружения  из условий (1.6) и (1.7) можно полу-
чить точные выражения для констант интегрирования и осевой деформации в виде
функций от ,  и . Отсюда распределение напряжений в цилиндре имеет вид

а актуальный предел текучести записывается как

Работа выполнена в рамках государственного задания ХФИЦ ДВО РАН.
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Elastic-Plastic Analysis of a Rotating Solid Shaft Made of Linear Hardening Material

A. N. Prokudina,# and A. A. Burenina,##

a Institute of Machinery and Metallurgy, Khabarovsk FRC FEB RAS, Komsomolsk-on-Amur, Russia
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A rotating solid shaft made of a hardening elastic-plastic material is investigated. The state-
ment of the problem is based on the Prandtl-Reis equations and the assumption of a general-
ized strain state in a cylinder. Plastic deformations are determined with the help of maxi-
mum reduced stress yield condition, the f low rule associated with it and the law of linear iso-
tropic hardening. The analysis is restricted to the active loading of the cylinder. It is shown
that in the general case four plastic regions corresponding to different corners and edges of
the yield surface may appear in the cylinder. An exact analytical solution is found for each
possible plastic region. The dependences of the critical rotation velocity at which the entire
cylinder becomes plastic on the hardening parameter are established. A comparison of the
results with solutions for the Tresca and Mises criteria is given.

Keywords: elastoplasticity, infinitesimal strains, rotating shaft, linear isotropic hardening,
maximum reduced stress yield criterion
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Приводится анализ наиболее известных моделей упругого основания. Показано,
что, несмотря на различие в названии, речь идет об одной обобщенной модели, ха-
рактеризующейся двумя коэффициентами. Такая модель позволяет не только сохра-
нить простоту математического аппарата, которая присуща винклеровой модели, но
и получить более достоверные результаты. Рассматривается согласованное динами-
ческое поведение балки, лежащей на обобщенном упругом основании, характеризу-
ющимся двумя коэффициентами постели (коэффициентом сжатия и коэффициен-
том сдвига), с движущейся нагрузкой. Изучаются особенности генерации изгибных
волн движущейся нагрузкой и определены критические скорости ее движения. По-
лучено выражение для давления волн (силы сопротивления движению). Исследует-
ся зависимость постоянной составляющей этой силы от скорости движения объекта.
Приводится сравнение с результатами, полученными при использовании классиче-
ской модели упругого основания.

Ключевые слова: балка, обобщенная модель упругого основания, движущаяся нагруз-
ка, критическая скорость, изгибные волны, сила сопротивления движению
DOI: 10.31857/S0032823521020041

Введение. Динамическому поведению упругих систем с движущимися нагрузками
уделено достаточно внимания в литературе, что связано с широким практическим
приложением [1–18]. Особый интерес представляют задачи о колебаниях балок на
винклеровском основании, которые используются в качестве моделей, описывающих
динамику железнодорожного полотна [8, 12]. В связи с развитием высокоскоростных
магистралей повышаются требования к модели и точности расчетов [11, 12, 14–18].
Использование обобщенной модели упругого основания, которая характеризуется
двумя коэффициентами постели (коэффициентом сжатия и коэффициентом сдвига)
позволяет, с одной стороны, сохранить простоту математического аппарата присущую
модели Винклера [19], а с другой, получить более достоверные результаты.

Известно [7, 12], что при движении высокоскоростных нагрузок по упругим на-
правляющим в последних возникают колебания в виде волн деформаций, давление
которых дает основной вклад в сопротивление движению. Кроме того, эффекты вол-
нообразования являются причиной многих проблем эксплуатации рельсовых направ-
ляющих ракетного трека [20–24]. Ниже исследуются динамические процессы в балке,
лежащей на обобщенном упругом основании, с движущимся объектом, являющимся
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носителем источника колебаний, которые, так или иначе, связаны с эффектами вол-
нообразования.

1. Классическая и обобщенная модели упругого основания. Одним из основных поня-
тий теории сооружений является упругое основание, под которым подразумевается
механическая расчетная модель упругой среды, сопротивляющейся деформированию
конструкции, взаимодействующей с ней. Такой средой в задачах строительной меха-
ники , как правило, выступает грунтовое основание. Исторически первая и самая рас-
пространенная модель упругого основания базируется на гипотезе Винклера (1867) [19],
развитой Циммерманом (1888 г.) [25]. Эта гипотеза предполагает, что зависимость
между давлением на грунт (q) и вызванной им осадкой точки (u) является прямо про-
порциональной

(1.1)
Из (1.1) следует, что при давлении на поверхность грунта на какой-либо одной ма-

лой площадке грунт будет оседать только под ней. В действительности же грунт обла-
дает распределительной способностью, т.е. он оседает не только под нагруженной об-
ластью, под фундаментом, но и вблизи него.

Учитывать влияние соседних нагрузок на упругую осадку грунта в данной точке под
нагруженной поверхностью по убывающей показательной функции

(1.2)

предложил К. Вигхардт (1922 г.) [26].
М.М. Филоненко-Бородичем (1945 г.) [27] предложена модель упругого основания,

в которой независимые “винклеровские” пружины дополняются по верху нерастяжи-
мой нитью (“мембранная модель”) с постоянной горизонтальной проекцией натяже-
ния T или балкой (“ламинарная модель”). В пространственном случае нити заменя-
ются мембранами, а балка – плитой.

Дифференциальное уравнение, характеризующее работу основания по Филоненко-
Бородичу в случае мембранной модели, имеет следующий вид:

(1.3)

Следует заметить, что дифференциальное уравнение поверхности мембраны, под-
крепленной пружинами, ранее было получено Т. Карманом [28], и (1.3) полностью
совпадает с этим уравнением.

В качестве модели грунта, с которым взаимодействуют конструкции, П.Л. Пастер-
нак (1954 г.) предложил использовать “сплошное упругооседающее и упруговращаю-
щееся основание” [29], свойства которого описываются двумя независимыми коэф-
фициентами постели: коэффициентом сжатия h1, имеющим размерность (кГ/см3), и
коэффициентом сдвига h2 размерности кГ/см, учитывающим совместную работу со-
седних областей. Первый коэффициент аналогичен коэффициенту постели Винкле-
ра, а второй “дает возможность выразить интенсивность вертикальной силы сдвига
(или изгибающего момента) в виде произведения h2 на производную осадки в соответ-
ствующем направлении” [29].

Схематическое изображение такого упругого основания приведено, например, в [30].
Упругое основание Пастернака описывается уравнением, совпадающим по виду с (1.3),

, .
При разработке технической теории расчета конструкций на упругом основании в

качестве основания использовалась [31, 32] однослойная или многослойная модели,
описываемые двумя или большим количеством обобщенных упругих характеристик.

=q Ku

( ) −α= ru r Ae

 ∂ ∂− + = 
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2 2

2 2 ( , )u uKu T q x y
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При этом работа однослойного упругого основания Власова–Леонтьева описывалась
уравнением вида (1.3).

В случае одномерной однородной задачи, соответствующей (1.3), получается урав-
нение

(1.4)

где .
Уравнение (1.4) имеет “затухающее” решение в виде:

(1.5)
Заметим, что (1.5) совпадает с соотношением (1.2) (модель Вигхардта).

Сопоставление (1.2)–(1.4) и (1.5) показывает, что речь идет об одной обобщенной
модели упругого основания. Кроме авторов работ [19, 25–29, 31, 32], подобную же мо-
дель рассматривали Э. Рейсснер [33], и М. Хетеньи [34]. Таким образом, обобщенную
модель упругого основания справедливо называть моделью Вигхардта–Кармана–Фи-
лоненко-Бородича–Пастернака–Власова–Леонтьева–Рейсснера–Хетеньи.

Уравнение равновесия деформируемой поверхности, согласно модели (1.3), пред-
ставляет собой классическое неоднородное уравнение Гельмгольца. Параметрам  и

, входящим в уравнение (1.3), разные авторы дают различную механическую трак-
товку.

Обобщенную модель упругого основания называют двухкоэффициентной [29],
двуххарактеристической [35, 36], двухпараметрической [37–40], но чаще всего – моде-
лью Пастернака (см., например, [41–45]).

Модель упругого основания с двумя коэффициентами постели (на растяжение и на
сдвиг) далее в этой работе будем называть обобщенной или моделью Пастернака, в от-
личие от классической модели упругого основания (модель Винклера).

Для моделирования деформируемого основания кроме методов, основанных на ра-
боте с системами дискретных упругих элементов, применяются и методы теории
упругости. Еще в 1919 г. Г.Э. Проктор предложил моделировать основание однород-
ной изотропной упругой средой [46–48]. К этому же направлению относится работа
М.И. Горбунова-Посадова [49].

Однако гипотеза о деформируемом основании как об упругом пространстве наде-
ляет среду преувеличенно высокими распределительными свойствами, т.е. приводит
во многих случаях (особенно при плоской деформации) к существенному преувеличе-
нию расчетных величин – прогибов и изгибающих моментов.

Преодолеть это противоречие удается с помощью моделей упругого слоя с различ-
ными условиями на его границе [50–54]. Такие модели предполагают, что с нагружен-
ным фундаментом (конструкцией) взаимодействует ограниченная по высоте область
грунтового массива. Ниже этой области находится недеформируемая область, жест-
кость которой принимается бесконечно большой.

При уменьшении толщины слоя такие модели приближаются к винклеровской, а
при увеличении толщины слоя – к модели упругого полупространства.

Показано [55, 56], что расчет по моделям (1.2)–(1.5), являющийся промежуточным
между расчетами по модели Винклера и модели упругого полупространства, дает бо-
лее быстрое затухание осадок поверхности грунта по мере удаления от края фундамен-
та, чем теория упругости.

2. Постановка и решение задачи о действии подвижной нагрузки на балку, лежащую на
обобщенном упругом основании. Рассмотрим систему, состоящую из направляющей,
вдоль которой по неизвестному закону  движется объект, обладающий момен-
том инерции  и массой , на который действует переменная сила P(t). Динамиче-

α − =
2

2
2 0,d uu

dx

α = K T

( ) −α= xu x Ae

K
T

( )=x l t

0I m
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ское поведение упругой направляющей и движущегося по ней объекта взаимообу-
словлены, т.е. характер колебаний направляющей зависит от закона движения объек-
та, а движение последнего происходит как под действием внешних сил, так и сил
реакции со стороны направляющей.

Направляющую будем считать лежащей на упругом основании модели Пастернака
[29] однородной балкой, колебания которой описываются в рамках гипотезы Бернул-
ли–Эйлера [57].

Воспользуемся вариационным подходом для вывода уравнений движения и есте-
ственных краевых условий. С этой целью выпишем плотность функции Лагранжа 
рассматриваемой направляющей и функцию Лагранжа  движущегося объекта:

где  – поперечное смещение срединной линии балки;  – погонная плот-
ность;  – момент инерции, E – модуль Юнга,  и  – коэффициент “постели” на
сжатие и коэффициент “сдвига” основания балки, соответственно;  и  – по-
перечное смещение и угол поворота объекта.

Здесь и далее индексами t обозначаются частные производные по времени, индек-
сами x – производные по координате, а точкой – обыкновенная производная по вре-
мени.

Используя методику постановок краевых задач на основе вариационного принципа
Гамильтона–Остроградского [7, 58], получим, что взаимообусловленное динамиче-
ское поведение балки и движущегося по ней объекта (в предположении, что их пара-
метры постоянны) описывается системой уравнений

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Здесь квадратные скобки означают разность предельных значений стоящих в них ве-
личин справа и слева от движущейся границы , , ,

 – наинизшая частота возбуждаемых в балке волн, Fpr – давление волн,
Q – внешняя сила. Для полноты постановки задачи следует задать начальные условия
и ограниченности смещений  при .

Предполагаем, что балка является бесконечной. Такая идеализация допустима, ес-
ли на ее границах находятся оптимальные демпфирующие устройства, т.е. параметры
граничного закрепления таковы, что падающие на него возмущения не будут отра-
жаться. На основе точных решений модельных задач для упругих систем обосновано
[58] существование согласованных концевых гасителей различных типов колебаний,
не дающих отраженных возмущений в системе. Это позволяет рассматривать модель
балки без учета граничных условий, а вибрации, распространяющиеся по балке, рас-
сматривать как бегущие изгибные волны.

Полагая движение равномерным ( , ), и используя разработанный
подход к исследованию подобного рода задач [7, 58], будем искать установившееся
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(стационарное) решение слева ( ) и справа ( ) от движущейся нагрузки в
форме бегущей гармонической волны:

(2.6)

где  – комплексная амплитуда,  – круговая частота, k – волновое число.
Тогда задача определения частот, волновых чисел возбуждаемых волн и критиче-

ских скоростей движения нагрузки, часто называемая задачей кинематики волн, све-
дется к решению дисперсионного уравнения

(2.7)
совместно с кинематическим инвариантом [7, 58]:

(2.8)
выражающим равенство фаз излучаемых волн в точке, где находится движущийся ис-
точник возмущений частоты . Условие (2.8) определяет величину смещения частоты
согласно эффекту Доплера [7]. В случае постоянной силы ( ) кинематический
инвариант запишется в виде . Заметим, что для однозначного определения
кинематических характеристик возбуждаемых волн необходимо воспользоваться
условиями ограниченности прогибов направляющей на бесконечности и условиями
излучения Мандельштама [7, 58].

Одним из основных вопросов при исследовании динамического поведения направ-
ляющих под действием движущихся нагрузок является вопрос о критических скоро-
стях. Под критической скоростью ( ) движения нагрузки понимается такая скорость,
при превышении которой качественно меняется картина волнообразования [7]. Необ-
ходимость в правильном расчете критических скоростей при проектировании ско-
ростных наземных магистралей связана, прежде всего, с тем, что они являются пре-
дельно допустимыми (см. [11, 12] и литературу к ним).

Из условия вырождения корней системы уравнений (2.7), (2.8) получим, что крити-
ческие скорости движения нагрузки определяются решением уравнения восьмого по-
рядка, которое в безразмерных переменных имеет вид

(2.9)

где , , .
В пренебрежении коэффициентом сдвига ( ) из (2.9) получим известные вы-

ражения [58] для критических скоростей движения нагрузки вдоль балки Бернулли–
Эйлера на винклеровском основании:

(2.10)

Они определяют на плоскости параметров ( , ) задачи две кривые, разбивающие ее
на области с различным числом возбуждаемых волн (рис. 1).

Учет коэффициента сдвига ( ) в основании не приводит к изменению числа
критических скоростей (их, по-прежнему, две, если частота источника не превосходит ,
либо одна – в противном случае) и качественной картины волнообразования (рис. 1).
Так, при частоте источника меньше критической  и скорости его движения
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меньше первой критической скорости  движущий источник создает локальное
собственное поле, представляющее собой суперпозицию спадающих по экспоненте
осцилляций. Если скорость движения объекта превышает первую критическую , но
не превосходит вторую критическую  скорость ( ), то кроме собствен-
ного поля излучаются две волны, одна из которых с большей частотой распространя-
ется перед объектом, а другая с меньшей частотой – позади (к этой ситуации относит-
ся и случай , ). При превышении второй критической скорости собствен-
ное поле отсутствует, но зато возбуждаются по две волны впереди и позади объекта.
Направления распространения этих волн аналогичны [58].

Проведем расчет критических скоростей по формулам (2.9) и (2.10) в случае рельсовой
направляющей ракетного трека [21] с параметрами: изгибная жесткость EI = 1.16 МНм2,
погонная плотность  = 65 кг/м, жесткость упругого основания  МНм2, зна-
чение частоты воздействия на рельсовую направляющую Ω = 620 1/с. Положим

, исходя из того, что для большинства грунтов отношение коэффициентов
сдвига и сжатия меньше единицы [29]. В результате из (2.9) и (2.10) соответственно бу-
дем иметь

Наличие второго коэффициента в основании приводит к увеличению значений кри-
тических скоростей, которые сопоставимы с экспериментальными данными. Так, на-
пример, на ракетном треке ВНИИЭФ при скоростях разгона 1160–1450 м/с взаимо-
действие ступени ракетного поезда с направляющей в некоторых случаях приводило к
появлению волнообразных остаточных деформаций и, в конечном итоге, разрушению
рельсовой направляющей.

На основе решения задачи кинематики, колебания балки под действием равномер-
но движущейся нагрузки представимо в форме

(2.11)
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Рис. 1. Зависимость скорости движения объекта от частоты источника колебаний при  и .
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Комплексные амплитуды  ( ) определяются из системы алгебраических урав-
нений, получающихся после подстановки (2.11) в (2.1)–(2.4), и имеют вид

где  – амплитуда источника колебаний, .
При движении по направляющей тяжелой массы ( , ) существует

только одна критическая скорость, при переходе через которую возбуждаются бегу-

щие волны. Выражение для нее находится из (2.9) в явном виде . Сле-
дует отметить, что такое выражение для критической скорости, по-видимому, впер-
вые было получено другим способом в работе [35]. Эта скорость совпадает с мини-
мальной фазовой скоростью распространения волн для данной модели (рис. 2) и
превышает аналогичную для балки модели Бернулли–Эйлера на винклеровском ос-
новании [7, 58].

На рис. 2 представлены в безразмерном виде (  = ,  = ,

, ) зависимости фазовой ( ) и групповой скоростей
(  = ) от волнового числа k для различных параметров  (  = 0.1; 2; 10). При

длине волны  фазовая скорость по величине совпадает с групповой и достига-

ет своего минимального значения равного . Видно (рис. 2), что в диапазо-
не от 0 до 1 для безразмерных волновых чисел (от 0 до  – в размерных перемен-
ных), значения фазовых скоростей волн превосходят значения их групповых скоро-
стей, следовательно дисперсия является нормальной. Аномальная дисперсия

наблюдается при превышении этого диапазона ( ). Если , то зависи-
мость групповой скорости от волнового числа линейна (рис. 2б) как для балки модели
Бернулли–Эйлера без учета упругого основания [59].

Учитывая, что на бесконечности прогибы балки ограничены, а бегущие волны от-
водят энергию от объекта, т.е.

(  – групповая скорость волн) из (2.7), (2.8) находим, что при  слева
от нагрузки ( )

а справа при 

(2.12)

Следовательно, у неподвижной нагрузки или движущейся со скоростью, меньше кри-
тической, поле поперечных смещений локализовано около источника и представляет
собой суперпозицию спадающих по экспоненте осцилляций. Полученные решения
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Рис. 2. Зависимости фазовой и групповой скоростей от волнового числа.
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справедливы при , что имеет место в большинстве практических случаев, а

также при , если . Заметим, что при движении нагрузки со

скоростью , когда  волновые числа будут чисто мнимыми.
В этом случае осциллирующая часть отсутствует. Профиль прогиба под нагрузкой
симметричен и экспоненциально спадает по мере удаления от нее.

Источник нулевой частоты, движущийся со скоростью , собственного поля
не создает, но зато излучает четыре волны, две из которых бегут впереди движущейся
нагрузки, а две другие – ей вослед, отводя от нее энергию. Волновые числа и частоты
волн определяются формулами

(2.13)

Таким образом, зная конкретный вид частот и волновых чисел излучаемых волн, име-
ем решение (2.11) в параметрах задачи для каждого качественно-различного кинема-
тического случая (2.12), (2.13):

при 

и при 

Амплитуды волн неограниченно возрастают при критической скорости движения
нагрузки , т.е. резонансные условия совпадают с условиями кратности корней
задачи кинематики. На рис. 3 представлены графики поперечного смещения средин-
ной линии балки в системе координат, связанной с движущейся нагрузкой  =
=  для различных безразмерных значений  и .

Расчеты проводились при ;  и тех же параметрах направля-
ющей ракетного трека, которые использовались выше и в работе [21]. Увеличение
скорости приводит к более медленному затуханию прогибов с удалением от точки
приложения движущегося источника, чем от статической нагрузки (рис. 3а). Коэффи-
циент затухания нераспространяющейся волны для направляющей, лежащей на обоб-
щенном упругом основании, превосходит аналогичный для балки на винклеровском
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основании, уменьшаясь с возрастанием скорости. При закритических скоростях дви-
жения прогиб в точке приложения силы равен нулю (рис. 3б) для обеих моделей. Ис-
точник, движущийся по балке на основании Пастернака, излучает бегущие волны с
большими амплитудами, чем по балке на винклеровском основании (рис. 3б).

На основе общего решения задачи получим следующее выражение для давления
волн (силы сопротивления движению [60, 61])

Поскольку собственное поле не оказывает давление на нагрузку, то для  име-
ем  (рис. 4). Случай  является “резонансным” значением скорости, со-
провождающейся неограниченным ростом . На рис. 4 первая кривая построена для
балки на винклеровском основании, вторая – на основании модели Пастернака. На-
чиная со скорости  (как было сказано выше), в системе происходит излучение
волн по две слева и справа от нагрузки, бегущих в +x направлении, подобно эффекту
Вавилова–Черенкова [62], оказывая давление на нагрузку. Видно, что при  сила
давления волн  всегда направлена против движения (тормозящая).

Заключение. При малых скоростях движения объекта (рис. 3а) использование вин-
клеровой модели упругого основания дает завышенное значение поперечного смеще-
ния направляющей под нагрузкой по сравнению с моделью Пастернака, а при закри-
тических скоростях (рис. 3б) – заниженные динамические характеристики бегущих
волн и силы давления волн в движущемся контакте (рис. 4). Если движение нагрузки

происходит со скоростью  < V < , то в первом случае (винклерово
основание) колебания направляющей носят волновой характер, в то время как при
использовании основания с двумя коэффициентами постели, бегущие волны еще не
излучаются. Расчет критических скоростей по формуле (2.9) показал сопоставимость с
экспериментальными данными, полученными на ракетном треке ВНИИЭФ при вы-
соких скоростях разгона.
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Рис. 3. Изменение прогиба направляющей в системе координат, связанной с движущейся нагрузкой а) при
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ентом сдвига упругого основания.
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Следует также отметить, что полученный вывод о безграничном возрастании ам-
плитуд волн и силы сопротивления являются следствием пренебрежения затуханием.
В действительности, если учесть, например, диссипативные потери в основании бал-
ки, то это приведет к ограничению резонансных максимумов, асимметрии прогиба
направляющей впереди и позади от движущейся нагрузки и к наличию сопротивле-
ния движению при докритических скоростях [12, 58, 60] даже в отсутствие трения.

Ясно, что принятая в работе идеализация не учитывает многие особенности, прису-
щие реальным техническим системам, так, например, в случае железнодорожного пу-
ти, это рельсовые скрепления и т.п., но удобна и чаще всего используется для решения
инженерных задач, а, кроме того, позволяет получить точное решение рассматривае-
мой задачи.

Рассмотренная задача дополняет цикл исследований проблем волновой динамики
и устойчивости движения высокоскоростных объектов по рельсовым направляющим
ракетного трека [20–24]. Полученные результаты могут служить методическим и рас-
четным сопровождением при постановке экспериментов по высокоскоростному раз-
гону полезной нагрузки.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 20-19-
00613).

Рис. 4. Среднее значение силы давления волн в зависимости от скорости движения объекта.
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Dynamic Behavior of the Beam Laying on a Generalized Elastic Basis, with Moving Load
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The analysis of the most famous elastic base models is given. It is shown that, despite the dif-
ference in name, we are talking about one generalized model, characterized by two coeffi-
cients. Such a model allows not only to preserve the simplicity of the mathematical appara-
tus that is inherent in the Winkler model, but also to obtain more reliable results. The consis-
tent dynamic behavior of a beam lying on a generalized elastic foundation, characterized by
two bed coefficients (compression coefficient and shear coefficient), with a moving load, is
considered. The features of generation of bending waves by a moving load are studied and
the critical speeds of its movement are determined. An expression is obtained for the pres-
sure of waves (forces of resistance to motion). The dependence of the constant component
of this force on the speed of the object is investigated. A comparison is made with the results
obtained using the classical model of an elastic base.

Keywords: beam, generalized model of elastic foundation, moving load, critical speed, bend-
ing waves, force of resistance to movement
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Во всех промышленно развитых странах активно ведутся исследования остаточных
напряжений и их влияния на прочность материалов и конструкций. Потребность в
таких исследованиях в значительной степени обусловлена тем обстоятельством, что
многие технические разрушения и техногенные катастрофы происходят из-за высо-
кого уровня остаточных технологических напряжений. Для диагностики остаточных
напряжений применяются разные физические и механические методы. Методы, ос-
нованные на различных физических принципах, не влияют на прочность объекта
измерения, т.е. могут считаться неразрушающими, если не принимать во внимание
изменение состояния поверхности объекта во время подготовки к измерениям.
Но между измеряемыми величинами и искомыми напряжениями действуют слож-
ные соотношения с параметрами, которые часто зависят от ряда трудно учитывае-
мых факторов. Механические методы являются разрушающими или частично разру-
шающими. Остаточные напряжения рассчитывают по деформациям или перемеще-
ниям, возникающим при разгрузке объекта или его частей, используя уравнения
теории упругости; для обработки измерений требуется знать только базовые механи-
ческие свойства материала. Из числа механических методов метод отверстия – наи-
более применяемый: он является мало повреждающим, достаточно универсальным –
форма и материал объектов могут быть самые разные, методически и материально
обеспечен – утверждены стандарты измерений, разработано оборудование, техноло-
гия измерений и методика обработки результатов.
В статье представлена история развития метода отверстия, вклад отечественных и
зарубежных ученых в его становление, даны примеры конкретных измерений оста-
точных напряжений с помощью этого метода в лабораторных и производственных
условиях с акцентом на отечественную технологию измерений.

Ключевые слова: остаточные напряжения, диагностика, метод отверстия
DOI: 10.31857/S0032823521010069

Введение. Остаточными называют напряжения, остающиеся в конструкции или в
ее отдельных элементах после снятия всех внешних воздействий. Остаточные напря-
жения возникают тогда, когда внешние воздействия создают в теле не только упругую,
но и необратимую пластическую деформации. В технике для обозначения остаточных
напряжений используют также названия технологических процессов, после которых
они проявляются: сварочные напряжения, закалочные напряжения, деформацион-
ные, напряжения правки или отделки продукции [1–4].

Остаточные напряжения практически всегда возникают при изготовлении любых
изделий из любых материалов: металлов, керамики, стекла, полимеров и композитов,
строительных материалов, при изготовлении элементов конструкций и изделий в це-

УДК 539.3
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лом. Эти напряжения часто называют технологическими, так как они возникают
вследствие разного рода технологий изготовления, среди которых можно указать ли-
тье, сварку, ковку, прокатку, термообработку, точение и т.д. Многолетние исследова-
ния авторов данной статьи в области остаточных напряжений и сведения из научной
литературы подтверждают, что эти напряжения обнаруживаются после подавляющего
большинства технологических операций. Даже травление – операция без силового
или значительного теплового воздействия, не оставляющая пластических деформа-
ций – создает малые остаточные напряжения вследствие перепада химического соста-
ва в поверхностном слое и образования тонких окисных пленок с механическими
свойствами, отличающимися от свойств материала подложки [4].

Имеется достаточно примеров разрушений, вызванных большими технологически-
ми напряжениями. Одни из наиболее частых со значительными экологическими по-
следствиями – это разрушения трубопроводов, в которых образуются трещины дли-
ной иногда до нескольких десятков километров, сопровождающиеся взрывами и по-
жарами [5]. На рис. 1 приведена фотография одного из таких событий – взрыва и
горения газопровода в Москве 10 мая 2009 г.

Наличие остаточных напряжений способно вызвать внезапные разрушения круп-
ных резервуаров [6], саморазрушение огнеупорных блоков для обкладки ванн стекло-
варенных печей [7], закаленного стекла [8], коробление (искажение формы) изделий
во время их обработки и эксплуатации, которое появляется в результате изгибающей
и скручивающей деформации в металле при нарушении равновесия внутренних сил и
моментов, наблюдающееся даже при продолжительном вылеживании изделий без
применения [9–12], влияет на свойства выращиваемых кристаллов, в частности, явля-
ется причиной их аномальной двухосности, недопустимой в поляризационной опти-

Рис. 1. Взрыв газопровода в Москве 10 мая 2009 г.
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ке, оптических линиях связи и т.д. [13, 14], снижает разрешение оптических элемен-
тов, особенно крупных линз телескопов, из-за эффекта фотоупругости, т.е. появления
в стекле эффекта двойного лучепреломления даже от малых напряжений, и локально-
го изменения коэффициента преломления [15, 16]. Существенна роль остаточных на-
пряжений в растрескивании металлов из-за коррозии, хрупком разрушении, пониже-
нии пределов упругости и усталости материала. Вредное действие остаточных напря-
жений сказывается и в повышении общей химической активности металла. Особенно
вредно усиление межкристаллитной коррозии под действием растягивающих остаточ-
ных напряжений [17–22].

Значительные остаточные напряжения могут возникать после механической обра-
ботки – точения, фрезерования, шлифования и др. [23]. Особенность таких напряже-
ний состоит в том, что они действуют практически только в тонких поверхностных
слоях деталей. Однако, как показывает опыт эксплуатации, остаточные напряжения в
поверхностном слое могут существенно повлиять на прочность всей детали, особенно
при действии переменных напряжений, способствуя ее усталостному разрушению,
так как усталостная трещина, как правило, зарождается на поверхности изделия [22,
24–26].

Возможной причиной Чернобыльской катастрофы называют влияние на работо-
способность конструкции реактора остаточных напряжений в циркониевых трубках
тепловыделяющих элементов [27]. Утверждают, что завод-изготовитель внес измене-
ния в процесс термомеханический обработки, не согласовав эти изменения с потреби-
телем. В результате часть трубок в процессе эксплуатации разрушилась, вызвав ава-
рию [28, 29]. Авторы данной статьи участвовали в техническом расследовании причин
образования трещины в корпусе коллектора парогенератора Армянской АЭС, привед-
шей к утечке радиоактивных веществ; было установлено, что причиной возникнове-
ния трещины в коллекторе являлись остаточные напряжения, не принятые во внима-
ние при расчете коллектора на прочность [2, 30, 31].

Возможно не только вредное, но и благоприятное влияние остаточных напряжений
на изделия, способное повысить их статическую и усталостную прочность. Поверх-
ность изделий, как правило, является наиболее “слабой” зоной, поэтому любая обра-
ботка, которая приводит к возникновению и росту поверхностных сжимающих на-
пряжений, положительно сказывается на эксплуатационных свойствах изделий [32].
Наиболее характерный пример – закаленные стекла транспортных средств. Закалка
стекла создает в нем поверхностные сжимающие напряжения, которые закрывают
микротрещины, всегда присутствующие на поверхности стекла, не дают им разви-
ваться и разрушать хрупкое стекло [33]. В итоге, прочность стекла возрастает в не-
сколько раз и в случае разрушения запасенная энергия остаточных напряжений спо-
собствует дроблению стекла на мелкие безопасные осколки, а не на большие фраг-
менты как у обычного стекла, подобные кинжалам по виду и остроте. Аналогично
действует пластическая деформация поверхности металлических объектов: закрыва-
ются трещинки – инициаторы разрушений и прочность возрастает [34].

Различают термические и фазовые (структурные) внутренние напряжения, которые
возникают соответственно в результате термического сжатия или расширения и фазо-
вых превращений в твердом состоянии при наличии в теле градиента температур.
Внутренние напряжения могут возникнуть практически при любой обработке, при-
чем одна технологическая операция может привести к созданию разных по своему
происхождению остаточных напряжений: термических, фазовых и напряжений от не-
однородной пластической деформации. Например, если горячедеформированный
сплав охлаждается ускоренно и в нем протекают фазовые превращения. При литье,
сварке и закалке возникают термические и фазовые напряжения. Различные по свое-
му происхождению остаточные напряжения складываются и очень часто дают весьма
сложные эпюры [35, 36].
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В металлоизделиях, после завершения цикла обработки, под воздействием механи-
ческих и тепловых нагрузок, зачастую наблюдается ползучесть, в результате которой
происходит процесс релаксации (уменьшения) остаточных напряжений [37]. Этот
процесс протекает интенсивно при повышенных температурах, но в некоторых случа-
ях происходит и при нормальной температуре. Отметим следующее важное обстоя-
тельство. Изменение напряженного состояния тела (например, вследствие релакса-
ции остаточных напряжений) приводит к появлению дополнительных деформаций,
которые, в свою очередь, могут привести к неблагоприятному перераспределению
остаточных напряжений, что может вызвать появления трещин и внезапное хрупкое
разрушение деталей как в процессе отжига, так при эксплуатации и даже при хране-
нии [7, 37, 38].

При больших остаточных напряжениях разрушение часто происходит от незначи-
тельных по величине дополнительных нагрузок, особенно ударных. Так, например,
трещины в металлических отливках могут возникать при очистке их пневматическим
молотком и даже от неравномерного охлаждения зимой из-за добавления термиче-
ских напряжений к остаточным: явление “сезонного растрескивания латуни” [21].

Крупные отливки из малопластичных алюминиевых сплавов через некоторое время
после окончания литья могут разрушиться от случайных небольших сотрясений или
ударов; высвобождающаяся при этих разрушениях упругая энергия иногда так велика,
что бывали случаи, когда часть слитка весом в сотни килограммов отрывалась и отле-
тала на расстояние в несколько метров [27]. Другой пример: известны случаи, когда
цельносварные суда из-за остаточных растягивающих напряжений разрушались под
воздействием незначительных внешних факторов, например, от удара ломом при
очистке палубы ото льда [38]. Наглядный пример разрушения такого типа приведен на
рис. 2, где показана фотография балки из высокопрочной стали, которая спонтанно
лопнула в цехе без нагрузки после того, как два ее конца были срезаны под углом; в ре-
зультате перераспределения напряжений произошло разрушение вдоль продольной
оси балки [39].

Перечень как вредного, так и полезного проявлений остаточных напряжений мо-
жет быть продолжен. В сущности, все эти многообразные проявления и породили на-
учное направление по изучению остаточных технологических напряжений и способов
их регулирования [40].

1. История вопроса. Быстрое развитие промышленности, транспорта и военного де-
ла в 18–19-м веках сопровождалось значительным ростом мощности и габаритов тех-
ники. Но крупные элементы больших машин и изделий иногда разрушались по непо-
нятным причинам не только во время эксплуатации, но и при изготовлении и даже
при хранении. Наиболее зримое и возможно первое документированное свидетель-
ство вредного влияния остаточных напряжений запечатлено в Филадельфийском ко-
локоле Свободы (рис. 3). Он был отлит в 1751 г. для созыва жителей города на оглаше-
ние Декларации независимости, однако треснул во время первого же звона [41].

Это и другие подобные разрушения вызвали повышенное внимание к качеству из-
делий из металла и заготовок для них. Была осознана проблема несоответствия рас-
четной прочности и реального поведения изделий из чугуна и стали, несмотря на то,
что в то время уже были достаточно хорошо определены механические свойства при-
меняемых металлов – пределы прочности и текучести, относительные удлинения и
сужение, твердость, коррозионная стойкость и др.

Особенно напряженная ситуация возникла в военном деле. Мощные паровые дви-
гатели способствовали появлению броненосцев – тяжелых военных кораблей, защи-
щенных навешенными броневыми плитами и практически неуязвимых для существо-
вавшей артиллерии. В ответ стали срочно увеличивать калибр пушек. И здесь явствен-
но ощутились проблемы, связанные с габаритами. Наблюдался значительный разброс
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стойкости стволов одной конструкции: от двух–трех тысяч до всего лишь нескольких
десятков испытательных выстрелов, и даже разрывы стволов при первых выстрелах.

Возникло предположение, что реальные характеристики крупных объектов зависят
не только от свойств металла, но также от режимов изготовления и обработки, начи-
ная от тепловых режимов плавления и розлива литейных металлов, режима охлажде-
ния отливки и последующей тепловой и механической обработки заготовки. Вначале
было усилено внимание к применяемым металлам, затем – к конструкции ствола:
разрабатывалась сложная наружная и внутренняя геометрия, предлагались составные
многотрубные стволы, усиление ствола кольцами, навивкой проволокой. Эта работа
иногда давала полезный результат, а иногда и вредный: например – усиление ствола
накладными кольцами понижало его стойкость. Последующее теоретическое рас-
смотрение этого случая распределения напряжений подтвердило наблюдаемый не-
благоприятный эффект.

Впоследствии внимание перешло на технологию изготовления и режимы обработ-
ки стволов, начиная от скорости исходной литейной плавки и тепловых режимов ли-
тья, охлаждения и ковки, до операций термической и механической обработки.

Рис. 2. Двутавровая балка, расколотая остаточными напряжениями после резки под углом концов балки [39].
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Первые исследования в этих направлениях велись на основе интуиции и “здравого
смысла”. Яркий пример такого поиска – работа американского инженера-артиллери-
ста Т.Д. Родмана, который разработал новую методику литья чугунных артиллерий-
ских стволов, позволявшую делать прочные и надежные пушки очень крупных калиб-
ров – вплоть до 20 дюймов [42]. Он опытным путем установил, что если отливать по-
лую заготовку и при этом охлаждать ее изнутри, то ствол получается гораздо прочнее
из-за более равномерной кристаллической структуры металла и, как впоследствии
было установлено, – напряжений сжатия в поверхностном слое канала ствола. В ре-
зультате ресурс ствола увеличивался в 2–2.5 раза.

Однако, в целом, проблема масштабных разрушений в промышленности и транс-
порте оставалась актуальной. Ведь разрушались не только стволы орудий, но и заго-
товки для снарядов во время обработки и хранения, разрушались многие крупные из-
делия: габаритные отливки, части мощных двигателей – коленчатые валы, штоки, ци-
линдры и трубы, корпуса кораблей.

Начало общему систематическому научному изучению остаточных напряжений по-
ложил русский военный инженер-металловед Н.В. Калакуцкий (1831–1889). Его це-
лью было создание теории возникновения и методики измерения остаточных (внут-
ренних натуральных – по его терминологии) напряжений, а также разработка метода
их расчета.

На основе собственных экспериментов и используя уже существовавшие практиче-
ские наработки Родмана и других авторов, был впервые объяснен механизм образова-
ния остаточных напряжений, разработана методика количественного определения их

Рис. 3. Трещина в колоколе Свободы.
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в орудийных стволах, снарядных корпусах и в листовом металле, указаны способы
удаления вредных и создания полезных остаточных напряжений [43, 44].

В исследованиях Н.В. Калакуцкого из объекта (ствол пушки) вырезались кольца и
промерялись изменения размеров кольца после вырезки. По изменению диаметра вы-
резанного кольца рассчитывалось “давление” (т.е. напряжение), действовавшее в ме-
талле до вырезки, полагая, что остаточные напряжения проявляют себя через измене-
ние геометрических размеров частей изделия при его разделении на части.

Метод колец был усовершенствован [45] и получил название метода разрезки ко-
лец. Усовершенствование заключалось в разрезке вырезанного кольца вдоль образую-
щей и замере изменения диаметра и формы кольца в результате разрезки. Параллель-
но, в начале 1930-х годов, был разработан струнный метод измерения деформаций [46],
позволивший впервые измерить величину горного давления в туннелях.

Другим, получившим широкое распространение, вариантом разрушающего метода
определения остаточных напряжений в толстостенных трубах был метод [47]. В соот-
ветствии с ним выполняется послойная обточка или расточка трубы с измерениями
окружной и осевой деформаций образца. На основании полученных данных строятся
графики зависимости поперечных и продольных деформаций от величины площади
сечения удаляемого слоя. Далее по формулам осесимметричной упругости определя-
ются напряжения, вызывающие такие деформации.

Было проведено [48] сравнение методов [44–47]. Показано, что точность определе-
ния напряжений по методу [45] более высока, поскольку измеряемые деформации в
этом случае значительно больше, чем при определении напряжений по методам [44, 47].

Работы Н.В. Калакуцкого стали основой и других методов исследования остаточ-
ных напряжений, заключающихся в замере деформаций образцов, происходящих при
их разрушении. Более подробно о применяемых разрушающих методах определения
остаточных напряжений изложено в монографии [2].

2. Метод отверстия и его развитие. Метод отверстия, предложенный Й. Матаром в
1932 г. [49], со временем превратился в наиболее удобный и эффективный слабопо-
вреждающий метод определения остаточных напряжений [39, 50, 51]. Он имеет пре-
имущества высокой точности, надежности и оперативности, стандартизуемости про-
цедур испытаний и удобной практической реализации. Повреждение, внесенное в об-
разец, локализуется в небольшом несквозном отверстии и часто допустимо или
ремонтопригодно.

Метод отверстия включает в себя три основных аспекта: 1) Создание зондирующего
отверстия в интересующей области тела с напряжениями, 2) Измерение деформаций,
либо перемещений на контуре и в окрестности отверстия, высвобождаемых под дей-
ствием существующих в теле напряжений и 3) Вычисление соответствующих остаточ-
ных напряжений. Все три аспекта метода отверстия значительно развились впослед-
ствии.

В исходной реализации метода отверстия Матаром был сделан принципиальный
шаг в переходе от специально изготовленных образцов, применявшихся в разрушаю-
щих методах определения остаточных напряжений и становящихся непригодными
после проведения испытаний, к измерению в деталях и элементах конструкций с вне-
сением в них повреждений настолько малых, что деталь могла быть использована сно-
ва. Однако, несмотря на стремление уменьшить повреждение от зондирующего воз-
действия, в установке [49] применялось сверло диаметром 12 мм, по нынешним мер-
кам – весьма внушительным. Это было сделано для обеспечения необходимой базы
измерений на диаметре отверстия при превращении его из круглого в эллиптическое.
Общий вид экспериментальной установки [49] представлен на рис. 4.

Важно отметить, что Матар не ограничился созданием опытного образца своей
установки, а выполнил на ней ряд важных экспериментов в напряженных балках и
сварных соединениях. Использованное им для калибровки измерительного устрой-
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ства решение задачи Кирша [52], является и в настоящее время одним из важнейших
верифицирующих тестов методик и устройств, основанных на создании отверстий в
напряженном теле. Результаты, полученные [49] по распределению напряжений в
сварных соединениях, а именно, – что напряжения при различных методах сварки
плавлением близки к пределу текучести – получили подтверждение в дальнейших ра-
ботах многих последователей. Также на уровне российского [53] и американского [54]
стандартов закреплено, выдвинутое Матаром, утверждение о том, что пропорцио-
нальность напряжений измеряемым удлинениям сохраняется лишь до тех пор, пока
напряжения составляют менее 40% от предела текучести, что объясняется высокой
концентрацией напряжений на краю отверстия [52, 55, 56].

Полезными для практики являются и результаты, показывающие, что в образце
значительной толщины напряжения, которые высвобождаются при сверлении зонди-
рующего отверстия, начиная с некоторой глубины, не оказывают заметного влияния
на деформацию поверхности тела. Из этого следует, что для определения напряжений
в толстых деталях не обязательно просверливать сквозные отверстия. Испытания по-
казали, что достаточна глубина отверстий в 1.5–2 диаметра.

После скоропостижной смерти Матара в 1933 г. использованный им механический
экстензометр был признан основным фактором, ограничивающим точность и надеж-
ность измерений остаточных напряжений в методе сверления отверстия, так как он
имел большую измерительную базу – 60 мм, и соответственно, усреднял напряжения
на этой базе; для его крепления требовались посадочные резьбовые отверстия на ис-
следуемом изделии и, главное, – вибрации во время операций сверления делали его
показания неустойчивыми и нерегулярными. Вследствие этого, делались попытки ис-
пользования других способов регистрации деформаций в окрестности зондирующего
отверстия. Так, например, был рассмотрен [57] рентгенографический метод, состоя-

Рис. 4. Испытательная установка Матара [49]: z – дрель со сверлом t, q – трехточечный экстензометр,  –
оптический датчик глубины отверстия, u, f – крепления экстензометра и установки.
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щий в сравнительном анализе рентгенограмм окрестности отверстия в теле с напря-
жениями и без напряжений. Ограниченность его применения состояла в том, что надо
было иметь два идентичных образца, один из которых с напряжениями, а другой – без
напряжений.

Для измерения деформаций в окрестности отверстия был применен струнный ме-
тод измерения деформаций [58]. При этом использовались сразу два струнных “тенсо-
метра”, устанавливаемых в направлениях главных остаточных напряжений (осевых и
окружных) на образцах бочек валков горячей прокатки, часть из которых в производ-
ственных условиях разрушалась по причине наличия больших остаточных напряжений.
Было также построено решение задачи Кирша в перемещениях, на основе которого в
последующей работе [59] были выведены теоретические соотношения, позволяющие
определить по замеренным в трех направлениях деформациям на поверхности образца
главные остаточные напряжения при заранее неизвестных их величинах и ориентации.
Выбранные направления расположения датчиков, два из которых перпендикулярны
друг другу, а третий – под углом 45° между ними, явились прообразом одного из наи-
более распространенных типов современных розеток тензодатчиков [54].

Изобретение в 1939 г. тензометрического датчика электрического сопротивления [60]
позволило существенно улучшить качество измерения деформаций. В 1950 году [61]
для измерений деформаций при сверлении отверстий было введено использование
тензодатчиков, что значительно повысило точность и надежность измерений и позво-
лило использовать отверстия меньшего размера. Годом раньше [62], а затем, в [63]
и [64] предложен метод столбиков в сочетании с тензометрированием деформаций.
В этом методе вокруг тензодатчика, предварительно наклеенного на поверхность тела
с напряжениями, делается кольцевая проточка определенной глубины, после чего
производится измерение деформаций на торце образовавшегося столбика. Преиму-
ществом метода кольцевой проточки является отсутствие концентрации напряжений
на столбике, т.е. возможность определения более высоких остаточных напряжений в
рамках линейной теории упругости, чем при сверлении отверстия. Тем не менее, ме-
тод сверления отверстий остался наиболее часто используемой процедурой из-за про-
стоты его применения и меньшего повреждения образца. На рис. 5 схематично пока-
заны оба метода с тензорозетками из трех датчиков.

В теоретически завершенном виде связь измеряемых остаточных напряжений с
данными по деформациям, снимаемым с розетки тензодатчиков при сквозном отвер-
стии, представлена в [2]. В случае несквозного отверстия эта связь была установлена
эмпирически с помощью растягивающей установки [65] и в дальнейшем стандартизи-
рована [54].

Широкое внедрение вычислительной техники и расчетных методов в 1970–1980-х го-
дах не осталось без внимания исследователей в области остаточных напряжений. Как
средство анализа деформаций при сверлении зондирующего отверстия в теле с напря-
жениями стали использоваться конечно-элементные расчеты, которые обеспечили
большую гибкость в выборе формы образца, материалов и экспериментальной проце-
дуры, чем было бы возможно при использовании только аналитических или экспери-
ментальных методов [66].

Следует отметить и недостатки измерения деформаций в окрестности зондирующе-
го отверстия с помощью тензорозетки. Зондирующее отверстие оказывает локализо-
ванное воздействие на напряженно-деформированное состояние тела. Деформация,
возникающая при сверлении отверстия, быстро убывает от кромки отверстия [52].
Тензорозетка не захватывает самых значительных деформаций, так как всегда должен
быть промежуток между кромкой отверстия и тензодатчиком: требуется предохранить
тензодатчик от повреждения сверлом и стружкой; нужен допуск, связанный с несов-
падением центров отверстия и тензорозетки и отклонением формы отверстия от иде-
альной окружности. Вследствие этого, тензорозетка реагирует только на часть возни-
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кающих деформаций, тем самым снижая чувствительность метода. Еще одним источ-
ником погрешности является усреднение деформации по длине базы датчика.
Погрешность вносится и нагревом датчиков в процессе сверления. Работа с тензоро-
зеткой не имеет наглядности, так как величина и направление напряжений вычисля-
ются обработкой показаний тензорозетки.

С изобретением голографии [67] и лазера [68] голографическая интерферометрия
становится полноценным конкурентом тензометрической розетке в измерениях ма-
лых деформаций и перемещений в окрестности зондирующего отверстия [69]. Начи-
ная с 1980-х годов было разработано несколько оптических методов оценки остаточ-
ных напряжений методом сверления отверстия [3, 4, 70–75]. Эти методы имеют пре-
имущество в предоставлении данных о полном поле перемещений в окрестности
зондирующего отверстия, позволяющем сразу определять направление главных на-
пряжений, в оперативности получаемых результатов, меньшей трудоемкости в подго-
товке к измерениям при сохранении той же точности определения остаточных напря-
жений, что и при тензометрическом съеме информации. На рис. 6 сравнивается лока-
лизованная информация, предоставляемая тензометрическими датчиками, с гораздо
более богатой информацией, доступной при измерениях смещений в полном поле пе-
ремещений в окрестности отверстия.

Рис. 5. Схемы зондирующего отверстия (а) и кольцевой проточки (б) с розетками тензодатчиков.
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Такие полнопольные измерения обеспечивает голографическая интерферометрия
[3, 4, 70], которая однако требует трудоемкой и аккуратной работы по записи и обра-
ботке голограмм. Электронная спекл-интерферометрия (ESPI) наиболее популярна в
связи с тем, что использование ESPI менее трудоемко; спекл-интерферограмма полу-
чается на экране монитора компьютера непосредственно с видеокамеры путем вычи-
тания спеклограмм поверхности образца в исходном и деформированном состояниях,
в том числе – в режиме реального времени [71–76]. Важно отметить, что спекл-интер-
ферометрия позволила применить интерферометрию к телам с геометрически произ-
вольной поверхностью, которой обладает большинство технических объектов и дета-
лей [71]. Измеряемой информацией в спекл-интерферометрии выступают пятнистые
картины (спекл-структуры), возникающие в поле наблюдения при освещении пучком
когерентного света диффузной поверхности. Пятна или спеклы случайного размера и
яркости образуются в результате взаимной интерференции многих волн, идущих от
разных центров рассеяния. Каждое пятнышко спеклограммы имеет определенный
уровень яркости, который в восьмибитной градации принимает значение от 0 (чер-
ный) до 255 (белый). При микроизменении положения наблюдаемого участка поверх-
ности или любого его фрагмента изменяются яркости пятнышек, принадлежащих од-
ним и тем же координатам спеклограммы [72]. Рассматривая спеклограммы исходно-
го и измененного состояний поверхности как яркостные матрицы одинакового
размера и производя вычитание по модулю одной из другой, получают спекл-интер-
ферограмму смещений поверхности. При этом перемещения, кратные половине дли-
ны волны используемого лазера (λ/2), в которых модули интенсивностей совпадают,
формируют темные полосы интерферограммы, а промежуточные значений переме-

Рис. 6. Сравнение возможностей снятия информации с тензорозетки и с полного поля перемещений в
окрестности отверстия [50].
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щений – светлые полосы. Перемещения в выбранном направлении определяются
умножением числа темных или светлых полос в этом направлении на λ/2.

В зависимости от используемой оптической схемы возможны измерения в плоско-
сти поверхности образца (тангенциальные смещения) [73], по нормали к поверхности
с регистрацией нормальных перемещений [74, 75] или под некоторым углом к поверх-
ности [76]. Важной особенностью ESPI является регистрация перемещений поверхно-
сти образца без прикрепления дифракционной решетки, необходимой при измерени-
ях муаровом методом [77, 78]. Это позволяет быстро проводить измерения и использо-
вать ESPI в качестве компактного и мобильного инструмента контроля качества.
Измерения тангенциальных компонент смещений используются при определении
остаточных напряжений в стандарте ASTM [54], а – нормальных – в ГОСТ [53].

На рис. 7 показаны оптические схемы интерферометров ESPI, применяемых для
регистрации одной из тангенциальных рис. 7,a [74] и нормальной рис. 7,б компонент
смещений образца в окрестности отверстия. Следует отметить, что измерение нор-
мальной компоненты смещения при определении напряжений имеет ряд преиму-
ществ перед измерениями тангенциальных компонент: 1) более простая оптическая
схема интерферометра (видно из сопоставлений рис. 7,a и б), 2) простое обеспечение
максимальной теоретической чувствительности метода применением освещения объ-
екта практически по нормали к его поверхности, в то время как добиться максималь-
ной теоретической чувствительности в интерферометрическом методе измерения
плоскостных деформаций достаточно сложно [79]: освещенность образца снижается
при увеличении угла падения лучей на объект свыше 60° от нормали; чувствитель-
ность же пропорциональна синусу этого угла.

На рис. 8 показаны стадии формирования электронной спекл-интерферограммы
при регистрации нормальных смещений в окрестности зондирующего отверстия на

Рис. 7. Оптические схемы интерферометров ESPI для регистрации плоскостной (a) [74] и нормальной (б)
компонент смещений образца: L – лазер, CCD – видеокамера, PC – компьютер, S – образец, ТМ1, ТМ2 –
полупрозрачные зеркала, М1, М2 – глухие зеркала, BS – расщепитель луча, DL – рассеивающая линза, CU –

блок управления, PZT – пьезоэлектрический преобразователь.
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сварном шве: спеклограмма исходного состояния с надсверленным отверстием рис. 8,
а, спеклограмма после сверления отверстия рис. 8,б, спекл-интерферограмма, полу-
ченная поточечным вычитанием матриц исходных состояний, отображающая линии
уровня нормальных смещений в окрестности отверстия рис. 8,в.

Еще одним преимуществом измерения нормальной компоненты перемещения яв-
ляется определение направлений главных напряжений непосредственно по интерфе-
ренционной картине, тогда как при измерениях по тангенциальным компонентам
определяется перемещение только по одной из осей, необязательно совпадающей с
направлением главного напряжения; нахождение главных направлений оказывается
при этом нетривиальной задачей. Если же направления главных остаточных напряже-
ний заранее известны, то показатели точности их определения по тангенциальным
смещениям выше, чем по нормальным, т.к. нормальные смещения происходят в ос-
новном из-за эффекта Пуассона и их величина поэтому значительно меньше, чем у
плоскостных смещений. Наилучших результатов удается добиться комбинацией вне-
плоскостных и плоскостных измерений [74].

Для расчетно-теоретического обоснования измерений остаточных напряжений по
нормальным перемещениям окрестности отверстия используются результаты числен-
ного решения трехмерной задачи теории упругости о полупространстве с несквозным
цилиндро-коническим отверстием [3, 75]. Считается, что полупространство находит-
ся под действием самоуравновешенного двухосного поля напряжений σx, σy парал-
лельных его границе. Распределение напряжений по глубине в пределах глубины h ци-
линдрической части малого несквозного отверстия, принимается в виде

где первое слагаемое характеризует постоянную компоненту, а второе – переменную, –
самоуравновешенную по глубине отверстия (рис. 9).

Решение трехмерной задачи о растягиваемом полупространстве с несквозным от-
верстием без упрощения весьма времяемкое даже на современных серверах. Поэтому,
имея в виду, что оно должно быть подобно решению задачи Кирша в плане изменения
по окружной координате θ, может быть выполнено отделение этой координаты и све-
дение трехмерной задачи к двум двумерным: осесимметричной и задачи, компоненты
решения которой меняются по угловой координате по законам cos2θ и sin2θ. На
рис. 10 показаны конечно-элементная сетка в осесимметричном случае (цифрами 1–4
отмечены участки с разным сгущением сетки в разрезе цилиндрической системы ко-
ординат в пределах расчетной области r1, –z1, r0 – радиус цилиндрической части от-
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Рис. 8. Стадии формирования спекл-интерферограммы: исходные состояния до (а) и после сверления от-
верстия (б), спекл-интерферограмма, полученная поточечным вычитанием матриц исходных состояний (в).
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верстия, z0 – ее глубина), а также графики получающихся нормальных перемещений
при тестовой нагрузке в 10 МПа [3].

Как видно из рис. 10,б, при малом несквозном отверстии уровни нормальных пере-
мещений в его окрестности существенно выше по направлению действующих напря-
жений, чем в перпендикулярном направлении, что выделяет направление нагруже-
ния. С углублением отверстия, это различие постепенно снижается. Одновременно
снижается вклад в перемещение поверхности образца от следующих ступеней заглуб-
ления отверстия.

В практике измерений вместо набора кривых, показанных на рис. 10,б, удобнее
пользоваться экспресс-методикой, основанной на одной калибровочной кривой. Для

Рис. 9. Схема полупространства с зондирующим отверстием и исходным распределением напряжений.
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Рис. 10. Численное решение [3] трехмерной задачи о несквозном цилиндро-коническом отверстии при по-
стоянном распределении напряжений по глубине: (а) – конечно-элементная сетка в окрестности отверстия;
(б) – графики нормальных перемещений поверхности полупространства из алюминия при глубинах отвер-

стия от 0.4R до 2R с шагом 0.4R; кривые 1–5 – по направлению действия нагрузки  МПа, ;

кривые 6–10 – в перпендикулярном направлении.
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Рис. 11. Зависимости цены полосы σ от безразмерной глубины h/R отверстия для алюминия: 1 – учет тем-
ных интерференционных полос, 2 – учет и темных и светлых полос [3].
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этого находится “цена полосы”: исходное напряжение на каждом шаге сверления де-
лится на перемещение края отверстия в выбранном направлении, выраженное в числе
темных или светлых полос интерферограммы, накопленных на предыдущих шагах с
учетом последнего шага сверления [3, 4, 75].

На рис. 11 представлена зависимость “цены полосы” σ в МПа от безразмерной глу-
бины h/R отверстия радиусом R = 1 мм для тестового материала с модулем упругости
70 ГПа. Цифрой 1 отмечен график, когда в расчет принимаются только темные поло-
сы, цифрой 2 – темные и светлые полосы; в этом случае цена полосы в два раза
меньше.

Аналогично строится график цены полосы, если определение остаточных напряже-
ний проводится при помощи касательной компоненты вектора перемещений.

Обобщение результатов, полученных для тестового материала, на другой материал с
модулем упругости Е1, радиусом R1 и глубиной отверстия h1 дается формулой [75]:

(2.1)

где σ – величина главного остаточного напряжения, N – число темных полос на ин-
терферограмме. Значения калибровочных констант a и b в гиперболической аппрок-
симации кривой 1 на рис. 11 равны: a = 20 МПа·мм, b = 25 МПа.

Дальнейшим обобщением формулы (2.1) является формула [80]:

(2.2)
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в которой учтено возможное отклонение коэффициента Пуассона ν1 испытываемого
материала от тестового значения, а также то, что формула (2.1) получена для оптиче-
ской схемы Майкельсона при освещении тела лазером с длиной волны λ = 0.633 мкм.
При освещении другим, например, лазером с длиной волны λ1 = 0.532 мкм одному и
тому же уровню подъема поверхности будет соответствовать большее число полос ин-
терферограммы, что учитывается в (2.2) дополнительным множителем λ1/λ. В случае
оптической схемы, изображенной на рис. 7,б, для которой направление освещения
отклонено от нормали к поверхности тела на угол α добавляется множитель 1/cos(α).

3. Опыт измерения остаточных напряжений методом отверстий в сварных соединени-
ях. В связи с тем, что остаточные напряжения представляют собой прежде всего тех-
ническую проблему, для их измерений потребовалась разработка приборов, работаю-
щих не только в лабораторных, но и в производственных и полевых условиях. В этих
целях было создано несколько модификаций портативных переносных измеритель-
ных систем под общим названием “ЛИМОН” (Лазерный Интерферометрический
Метод Определения Напряжений). Часть из них, содержащая в качестве источников
излучения гелий-неоновый лазер, представлена на рис. 12 [3, 4].

С этими приборами в производственных условиях был выполнен ряд исследова-
ний, результаты которых существенно повлияли на технические характеристики изде-
лий. Остановимся на некоторых из них.

Измерения остаточных напряжений в сферических сосудах высокого давления. Со-
суды высокого давления в форме сферических оболочек широко применяются в про-
мышленности. Особое внимание привлекают сосуды с высоким значением энергети-
ческого показателя PV (м3 кгс/см2) > 107 Дж при минимальном весе. Титановые спла-
вы перспективны как базовый материал для таких сосудов. Однако после
изготовления и завершения испытаний опытной партии сосудов с объемом порядка
1000 л, рассчитанных на рабочее давление более 300 кгс/см2, выполненных штампо-
вочно-сварной технологией из титанового сплава ВТ6ч, отмечались разрушения се-
рийно изготовленных изделий [3]. При исследовании причин разрушений были изме-
рены остаточные напряжения в осколках этих сосудов, а затем – и в не разрушивших-
ся изделиях. Но эти измерения не прояснили ситуацию. Тогда было принято решение
о проведении измерений остаточных напряжений после каждой операции изготовле-
ния сосуда: сварки, локальной и общей термической обработки, подварки дефектов,
механической обработки. Выяснилось, что введенный в первоначальную технологи-
ческую цепочку общий вакуумный печной отжиг, несмотря на то, что он полностью
снимал остаточные напряжения, также влиял на механические свойства материала:
малые отклонения режима при проведении термообработки, неизбежные в серийном
производстве, вызывали нежелательное наводораживание титана, что резко снижало

Рис. 12. Переносные приборы для измерения остаточных напряжений на гелий-неоновом лазере (1985 и
1994 гг.).
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эксплуатационные характеристики изделия, особенно при циклической нагрузке.
Поэтому вместо общего печного отжига была предложена локальная тепловая обра-
ботка, при которой нагревалась только зона шва – наиболее напряженная часть сосу-
да. Сравнение эпюр остаточных напряжений после сварки и после локальной терми-
ческой обработки показало, что эта термообработка не снимала полностью остаточ-
ные напряжения, а только снижала их до безопасного уровня, перераспределяя
энергию напряжений на больший объем. В итоге технология изготовления сосудов
была значительно удешевлена, а качество изделий повышено.

Измерения остаточных напряжений в сварных трубопроводах АЭС. Объект для изме-
рения остаточных напряжений был определен исходя из реальных задач, сложивших-
ся в условиях монтажа технологического оборудования АЭС, когда возникли ослож-
нения при сварке стыков трубопровода [4]. Несмотря на соблюдение технологии свар-
ки и термообработки, имелась достаточно большая статистика образования трещин
длиной от 5 до 400 мм в сварных соединениях как на стадии монтажа, так и в процессе
эксплуатации. Проблема повышения качества и надежности работы трубопровода
встала настолько остро, что было решено ввести в программу исследования качества
сварных соединений такой параметр, как уровень и распределение остаточных напря-
жений. По этой программе методом отверстия проведены замеры остаточных напря-
жений в лабораторных условиях на образцах, изготовленных по той же технологии
сварки и термообработки, что и реальные конструкции, а затем, – в условиях монтажа
на рабочих объектах. Обнаружено, что уже на первом этапе технологического процес-
са при выполнении корневого шва создаются значительные остаточные напряжения,
а последующие этапы не приводят к их существенному снижению. Выяснилось, что
особую опасность представляли соединения типа “труба–колено”, где уровень напря-
жений достигал 350 МПа. Установлено также, что, принятая в технологическом цик-
ле, термообработка, состоящая в отпуске при 620°С в течение 2-х часов, не приводила
к снижению напряжений в сварном соединении.

Полученные результаты позволили отработать технологию монтажной сварки тру-
бопроводов, ликвидировав образование трещин в сварных соединениях. Было отмечено,
что вносимый в исследуемую конструкцию в процессе измерения дефект – отверстие
диаметром 2 и глубиной 1 мм – соизмерим с величиной допустимых дефектов. Поэтому в
данной работе примененный метод измерения был признан неразрушающим.

Измерения остаточных напряжений в корпусе коллектора парогенератора АЭС. Еще
одним примером измерений остаточных напряжений в производственных условиях
были измерения в корпусе коллектора парогенератора (толстостенная труба с поясом
из множества отверстий). Высверливание единичного отверстия в толстостенной тру-
бе не влияет на ее жесткость и прочность, перфорация множественными отверстиями
высокой плотностью наводит большое поле напряжений, вызывающее деформации и
иногда разрушения. Именно в вершине неперфорированного клина и была обнаруже-
на трещина на работающем парогенераторе.

Измерения методом отверстий остаточных напряжений, выполненные на новом
корпусе парогенератора, показали, что в окрестности клина имеются значительные
растягивающие напряжения порядка 200 МПа, наведенные операциями сверления.
Сложившись с активными напряжениями от температурных перепадов при эксплуа-
тации коллектора, они могли способствовать развитию микротрещин, образовавших-
ся при взрывной опрессовке трубок, что в итоге привело к трещине в корпусе пароге-
нератора [4]. Фотография с участием одного из авторов процесса измерений остаточ-
ных напряжений в корпусе парогенератора приведена на рис. 13; цифрой 1 обозначен
лазерный интерферометр.

На основе полученных результатов измерений и теоретических оценок на следую-
щих поколениях парогенераторов технология запрессовки трубок взрывом была заме-
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нена гидровальцовкой, обеспечивающей недопущения образования микротрещин в
их окрестности [81].

Приведенные примеры показывают важность знания остаточных напряжений, на-
водимых технологическими процессами и снабжения этими знаниями создателей от-
ветственных конструкций, чтобы эти напряжения были учтены в расчетных схемах и
при необходимости были приняты меры по их уменьшению.

Большое количество выполненных измерений в лабораторных и производственных
условиях способствовало совершенствованию технологии измерений и регистрирую-
щей аппаратуры. Один из вариантов мобильного спекл-интерферометра для измере-
ния остаточных напряжений представлен на рис. 14. В нем используются современ-

Рис. 13. Измерения остаточных напряжений в корпусе парогенератора ПГВ–1000; 1 – лазерный интерфе-
рометр.

1
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ные комплектующие: компактный лазер и видеокамера, позволившие снизить массу
измерительной части прибора до 2 кг.

С помощью этого прибора проводились измерения остаточных напряжений в про-
мышленных условиях на разных конструкциях. На рис. 15,a показан рабочий момент
измерений в спиральном сварном шве трубы газопровода большого диаметра. Много-
численные зондирующие отверстия в окрестности шва на внешней поверхности этой
трубы показаны на рис. 15,б; для повышения контрастности интерферограмм поверх-
ность объекта вблизи мест сверления отверстия покрывалась диффузно отражающей
краской [82]. Одним из преимуществ спирального шва перед кольцевым является то,
что главные остаточные напряжения располагаются под углом к направлению прокат-
ки ленты, что повышает работоспособность металла [83].

На рис. 16 показаны характерные интерферограммы, полученные в разных местах
сварных соединений на трубе и вырезках из трубы [84]: интерферограмма на рис. 16,а
отображает двухосное напряженное состояние с главными напряжениями, примерно
одинаковыми по величине, но противоположными по знаку; на рис. 16,б – двухосное
напряженное состояние с большим градиентом по одному направлению; на рис. 16,в –
напряженное состояние, близкое к одноосному, а на рис. 16,г – равноосное напря-
женное состояние.

По результатам измерений на наружной и внутренней поверхностях трубы и образ-
цов были построены эпюры напряжений. На рис. 17,а показаны эпюры напряжений
на наружной поверхности трубы поперек спирального шва (центр шва соответствует
началу координат). Линией с треугольными маркерами отмечено распределение про-
дольных приповерхностных напряжений, параллельных оси шва, – с квадратными
маркерами – напряжений, перпендикулярных оси шва. Как видно из этих эпюр, про-
дольные напряжения у поверхности шва заметно отличаются от напряжений в глуби-
не наплавленного материала, которые отображены штриховой линией (в области r = 0,
σ = 200–250 МПа).

На рис. 17,б представлены эпюры напряжений по окружности наружной поверхно-
сти трубы вдали от ее торца (на расстоянии одного диаметра трубы). Распределение

Рис. 14. Мобильный спекл-интерферометр для измерения остаточных напряжений (2000 г.).
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приповерхностных напряжений , ориентированных вдоль образующей, показано с
внешней стороны, а напряжений , действующих в окружном направлении – внутри
круговой линии, отображающей окружность трубы.

σ1

σ2

Рис. 15. Измерение остаточных напряжений в зоне сварного шва на газовой трубе большого диаметра: (а) – свер-
ление внутри трубы, (б) – зондирующие отверстия на наружной поверхности трубы вблизи спирального шва.

а

Спиральный шовСпиральный шов

ГлухиеГлухие
отверстияотверстия

б

Спиральный шов

Глухие
отверстия

Рис. 16. Характерные интерферограммы [84].
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Из приведенных зависимостей видно, что распределения остаточных напряжений
вдоль швов и по окружности трубы имеют всплески в узких зонах – на шве и в ближ-
ней зоне термовлияния. Уровень растягивающих и сжимающих напряжений на на-
ружной поверхности в спиральном и в стыковом шве (на его несрезанной выпукло-
сти), а также в ближней зоне термовлияния на расстояниях до 15 мм от линии сплав-
ления составляет 150–200 МПа и плавно снижается до уровня 0–50 МПа по мере
удаления от шва. На срезанной выпуклости шва уровень растягивающих напряжений
достигает 250 МПа. Главные растягивающие напряжения на швах и в зоне термовлия-
ния направлены вдоль их осей, а главные сжимающие – перпендикулярно этим осям.
При удалении от швов ориентация главных напряжений меняется случайным образом.

Характер распределения напряжений в швах и по окружности на внутренней по-
верхности труб и образцов такой же, как на наружной, но максимальный уровень на-
пряжений составляет не более 150 МПа.

В целом по окружности наружной поверхности отмечены в среднем более высокие
растягивающие, а внутренней – сжимающие напряжения. Установлено также, что
применяемая в рамках технологического процесса термическая обработка, предна-
значенная в основном для придания материалу заданных механических характери-
стик, практически не влияла на уровень остаточных напряжений и их распределение.

Заключение. Проблема остаточных напряжений сопровождает развитие техники и
производства с момента их зарождения и не теряет актуальности в настоящее время.
Для диагностики остаточных напряжений применяются разнообразные неразрушаю-
щие и в разной степени повреждающие методы. Среди них выделяется слабоповре-
ждающий метод зондирующего отверстия, для которого отработаны различные мето-

Рис. 17. Эпюры напряжений [84] (а) на наружной поверхности трубы поперек спирального шва (сплошные
линии – приповерхностные напряжения, штриховые красные линии – напряжения в глубине наплавлен-
ного материала), (б) по окружности наружной поверхности трубы вдали от ее торца (σ1 в зоне σ > 0, σ2 в зо-

не σ < 0).
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дики регистрации высвобождаемых в окрестности отверстия малых перемещений и
деформаций.

В работе представлен обзор истории развития механических разрушающих методов
диагностики остаточных напряжений, применявшихся до изобретенного Матаром
слабоповреждающего метода отверстия. Подробно изложены особенности этого ме-
тода, прежде всего в плане регистрации деформаций и перемещений в окрестности
зондирующего отверстия. Проанализированы два основных способа регистрации – с
помощью тензометрии и лазерной интерферометрии. Представлено расчетно-теоре-
тическое обоснование методики измерений остаточных напряжений по нормальным
перемещениям окрестности отверстия на основе численного решения трехмерной за-
дачи теории упругости об одноосевом растяжении полупространства с цилиндро-ко-
ническим несквозным отверстием, которая используется в нескольких поколениях
лазерно-интерферометрических измерительных систем, созданных как для лабора-
торных исследований, так и в мобильных вариантах для измерений остаточных на-
пряжений в производственных и полевых условиях. Рассмотрены примеры конкрет-
ных измерений остаточных напряжений с помощью этого метода в лабораторных и
заводских условиях. Итогом этих измерений становилось во многих случаях совер-
шенствование технологии изготовления и повышение качества выпускаемой продук-
ции.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного
проекта № 19-18-50142.
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Hole Method in Residual Stress Diagnostics
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Research on residual stresses and their influence on the strength of materials and structures
is being actively doing in all industrialized countries. The such research is a need to largely
due to the fact that many technical failures and man-made disasters occur due to a high level
of residual technological stresses. Various physical and mechanical methods are used to di-
agnose residual stresses. Methods based on various physical principles do not affect the
strength of the measurement object, i.e. they can be considered non-destructive if you do
not take into account changes in the surface state of the object during preparation for mea-
surements. However, there are complex relationships between the measured values and the
desired stresses with parameters that often depend on a number of factors that are difficult to
take into account. Mechanical methods are destructive or partially destructive. Residual
stresses are calculated from deformations or displacements that occur when an object or its
parts are unloaded, using the equations of elasticity theory; to process measurements, we on-
ly need to know the basic mechanical properties of the material. The hole method is the
most widely used among the mechanical methods: it is not very damaging, it is quite univer-
sal as the shape and material of objects can be very different, it is methodically and material-
ly provided as measurement standards are approved, equipment, measurement technology
and methods of processing results are developed.
The article presents the history of the development of the hole method, the contribution of
domestic and international scientists to its development, and gives examples of specific mea-
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surements of residual stresses using this method in laboratory and production conditions
with an emphasis on domestic measurement technology.

Keywords: residual stresses, diagnostics, hole-drilling method
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Для достоверной оценки геомеханического состояния угольного пласта, вмещаю-
щего прослоек с более низкими характеристиками прочности, чем у самого пласта,
разработана модель геомеханического состояния углепородного массива, вмещаю-
щего пластовую выработку. Она построена на базе основных положений и подходов
механики деформируемого твердого тела и реализована методом граничных инте-
гральных уравнений. В рамках модели проведен вычислительный эксперимент для
ряда горно-геологических условий угольного месторождения. На основе произве-
денного анализа полученных результатов выявлен ряд особенностей в распределе-
нии напряжений в краевой части пласта.

Ключевые слова: массив горных пород, угольный пласт, пластовая выработка, пре-
дельно напряженные зоны, характеристики прочности, линии скольжения, краевые
задачи предельного состояния
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Введение. Задача расчета напряженно деформированного состояния массива гор-
ных пород, вмещающего угольный пласт и пройденную по нему выработку, является
важной и актуальной научной проблемой [1–6]. Предельно напряженные зоны, обра-
зующиеся в краевых частях пласта, существенно влияют на распределение поля на-
пряжений и в угольном пласте, и в породах массива, окружающих горную выработку
[7–9]. При определенных сочетаниях его компонентов оно может быть причиной ряда
геодинамических явлений: горных ударов, обильного газовыделения в выработки,
внезапных выбросов из забоев выработок горной массы, пучения почвы и значитель-
ных смещений их кровли [1, 10–15], и эти обстоятельства оказывают пагубное влия-
ние на горные работы [10, 12].

Несмотря на то обстоятельство, что на угольных шахтах эти явления происходят до-
вольно часто, существующие методы прогноза и борьбы с ними не всегда эффективны
[1, 10, 12, 15] и, в первую очередь, из-за недостаточной изученности проблемы о на-
пряженном состоянии краевой зоны пласта.

Современные понятия и представления о горных ударах и внезапных выбросах ос-
нованы на предположениях о том, что в большинстве случаев они происходят в пре-
дельно напряженных краевых зонах угольных пластов. К настоящему времени разра-
ботаны теории, описывающие эти виды геодинамических явлений [10, 12]. Однако в
силу сложности математического описания физических процессов, сопутствующих
этим явлениям, единой теории о горных ударах и выбросах не создано. Следует отме-

УДК 622.023.23
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тить, что все существующие теории едины в том, что для описания этих явлений необ-
ходимо знать характер распределения напряженного состояния массива в краевых зо-
нах угольного пласта. В этой связи задача о геомеханическом состоянии пласта обыч-
но сводится к определению параметров опорного давления, к которым относится
эпюра вертикальной нормальной компоненты тензора напряжений в его краевой ча-
сти и размер зоны неупругих деформаций (предельно напряженной зоны). Эти пара-
метры могут быть определены экспериментально непосредственно в области ведения
горных работ [1–3], а также теоретически в рамках ряда существующих моделей гео-
механического состояния массива [4, 5, 7–10].

Модели, в рамках которых рассчитываются параметры опорного давления, можно
условно классифицировать на несколько типов (категорий):

1. Модели напряженно-деформированного состояния пласта, разработанные на ос-
нове положений и методов теории упругости, в которых угольный пласт представляет-
ся включением, у которого упругие характеристики существенно отличаются от ха-
рактеристик горных пород вмещающего массива [16].

2. Модели напряженного состояния краевой зоны пласта, построенные на базе ме-
тодов теории упругости и пластичности, в которых состояние пласта в предельной зо-
не следует классическим критериям пластичности Треска–Сен-Венана или Губера–
Мизеса [17, 18].

3. Модели напряженного состояния пласта, разработанные на базе методов пре-
дельного состояния горных пород, сыпучих сред. В этих моделях эпюра напряжений в
предельно напряженной зоне описывается полуэмпирическими зависимостями, в ко-
торых часть параметров определяется по результатам экспериментов, проводимых в
натурных условиях [1, 7–9].

4. Модели напряженного состояния пласта, разработанные на основе фундамен-
тальных методов механики деформируемого твердого тела и сыпучих сред [19]. В этих
моделях учитываются разные характеристики прочности пласта и на его контакте с
окружающим массивом.

Сравнение моделей показывает, что третий и четвертый типы из приведенного
списка наиболее близко отражают реальное состояние пласта и могут эффективно
применяться к исследованию и напряженного состояния пласта, и геомеханического
состояния углепородного массива. Однако результаты распределения напряжений в
предельно напряженной зоне пласта, полученные в рамках этих моделей довольно
значительно отличаются друг от друга, особенно вдали от его кромки.

Сравнение экспериментального и теоретического подходов к определению пара-
метров опорного давления показывает, что применение моделей имеет ряд преиму-
ществ по сравнению с экспериментами. Во-первых, они менее затратные, во-вторых,
позволяют установить качественные и количественные закономерности в поведении
массива и, следовательно, устанавливать некоторые прогнозные оценки о напряжен-
ном состоянии пласта и вмещающего массива.

Зачастую угольные пласты содержат прослойки угля или горной породы c довольно
низкими характеристиками прочности по сравнению с характеристиками прочности
самого пласта. В таких случаях формулирование задачи и ее решение связано с опре-
деленными трудностями, обусловленными более сложным механизмом формирова-
ния предельно напряженных зон по сравнению в задаче с однородным угольным пла-
стом.

В моделях третьего типа влияние прослойка на напряженное состояние угольного
пласта учитывается путем предварительного вычисления средневзвешенного предела
прочности пласта и прослойка и дальнейшим использованием его в полуэмпириче-
ской формуле для получения эпюры опорного давления [1]. Однако такой подход не
отражает действительную картину распределения опорного давления в предельно на-
пряженной зоне, поскольку в расчетах учитывается тот же структурно однородный
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пласт, что и в отсутствии прослойка, но лишь с более низким пределом прочности
пласта. В других же моделях прочностные характеристики прослойка вообще никак
не учитываются.

В этой связи разработан подход к расчету краевой части пласта с прослойком и
представлены результаты, полученные в рамках этого подхода. В его основе лежит
разработанная автором модель напряженного состояния краевой части структурно
однородного пласта, находящегося в предельно напряженном состоянии [19]. По вы-
шеприведенной классификации она относится к моделям четвертого типа.

1. Постановка задачи о геомеханическом состоянии массива, вмещающего пластовую
выработку, и построение его решения. Задача формулируется следующим образом.
В массиве горных пород, моделируемом невесомой плоскостью, имеется (рис. 1) вы-
работка 1 прямоугольного сечения размерами b × h, пройденная на глубине H по
угольному пласту 2 на всю мощность. Характеристики прочности пласта: σ0 – предел
прочности на одноосное сжатие, K – коэффициент сцепления, ρ – угол внутреннего
трения меньше, чем характеристики прочности пород вмещающего массива, но боль-
ше, чем характеристики (K′ – коэффициент сцепления, ρ' – угол внутреннего трения)
по контактам пласта с остальным массивом. В средней части пласта имеется слой
(пачка, прослоек) “слабого” низко прочного угля мощностью hs. Предел прочности
слоя σ0s значительно ниже, чем σ0, а угол внутреннего трения ρs близок к значению ρ.
Массив нагружен гравитационным давлением сверху и снизу γH (γ – средневзвешен-
ный объемный вес налегающих пород), а с боков – λγH (λ – коэффициент бокового
давления). В краевых частях пласта образуются зоны неупругого деформирования 3, 4
шириной L = Ls + Lp (Ls – ширина зоны прослойка, Lp – ширина зоны пласта), а за
ними вглубь массива находится область упругого деформирования пласта 5. Система
координат y0z совпадает с центральными осями выработки.

На рис. 1 приведена схема линий скольжения в прослойке и пласте. Для упрощения
линии показаны для частей пласта и прослойка, расположенных над осью y. Их описа-
ние приведено ниже. Вдоль линии jugl строятся графики напряжений (эпюры напря-
жений) в краевой части пласта.

Рис. 1.
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В процессе решения задачи полагается:
1) длина выработки вдоль оси x значительно превосходит размеры поперечного сечения,

поэтому породы в окрестности выработки находятся в условиях плоской деформации;
2) прочности прослойка выше, чем по контактам с породами вмещающего массива

и угольным пластом, но ниже прочности самого пласта, чья прочность значительно
ниже прочности вмещающих пород;

3) сжимающие нормальные напряжения положительны, а растягивающие отрица-
тельны.

В ходе решения задачи рассматриваются условия перехода пласта в предельно напря-
женное (пластическое) состояние и определяются параметры опорного давления (раз-
мер предельно напряженной зоны L и максимальная величина вертикальной компо-
ненты нормальных напряжений σz) для ряда значений предела прочности прослойка.

Особенность задачи о напряженном состоянии массива с пластовой выработкой за-
ключается в том, что прочность окружающих горных пород, как правило, существенно
выше прочности пласта, по которому пройдена выработка. Поэтому краевые части пла-
ста переходят в предельно напряженное состояние, тогда как вмещающие породы де-
формируются упруго.

Механизм формирования предельно напряженных зон с образованием линий
скольжения изложен в работах [20, 21]. В них показано, что предельно напряженные
зоны структурно однородного пласта развиваются вглубь пласта, начиная с его обна-
жения (от его кромки), когда вертикальные главные напряжения σ1 (главное напря-
жение σ3 на обнажении равно нулю) достигают значения σ0. При увеличении σ1 зона
неупругих деформаций в бортах выработки увеличивается. В этой зоне пласт дефор-
мируется не только по направлению его мощности, но и в плоскости с окружающими
породами, где происходит его проскальзывание. В этой связи в нем будут одновремен-
но существовать два предельных состояния равновесия: общее или обыкновенное (со-
стояние самого пласта) и специальное (состояние по контакту пласта с окружающим
массивом) [1, 22]. Эти два условия соответствуют критериям Кулона–Мора для пря-
молинейных огибающих кругов предельных состояний по пласту и по поверхности
ослабления (контакту пласта с массивом).

Критерии Кулона–Мора совместно с дифференциальными уравнениями равнове-
сия образуют систему уравнений напряженного состояния краевой зоны угольного
пласта. В задаче с плоской деформацией путем перехода от компонентов тензора на-
пряжений к приведенному напряжению σ и углу наклона ϕ между осью y и напряже-
нием σ1 система сводится к двум уравнениям, относящимся к уравнениям гиперболи-
ческого типа.

Напряжение σ и угол ϕ связаны с компонентами тензора напряжений σy, σz, τyz и
характеристиками прочности K, ρ, θ соотношениями, вытекающими из анализа круга
Мора, построенного на напряжениях, соответствующих предельно напряженному со-
стоянию пласта, при одновременном выполнении обоих критериев Кулона–Мора
(общего и специального) [1, 18, 22]

(1.1)

(1.2)

где c и c' – временные сопротивления всестороннему равномерному растяжению са-
мого пласта и на его контакте с массивом [1, 22]. Они определяются через коэффици-
енты сцепления K, K ' непосредственно из круга Мора следующими выражениями

(1.3)

σ + σ
σ = +

2
y zc

( ) ρ −  πθ = + ρ − ρ − − ϕ = π − θ − ε  ρ σ  

sin ' '1 1' arcsin 1 , ,
4 2 2 sin

c с

= ρ = ρctg , ' ' ctg ',c K c K
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в которых параметры K и K ' связаны с σ0 и  также известными соотношениями, вы-
текающими из круга напряжений [1, 22]

(1.4)

а угол между главным напряжением σ1 и линией скольжения определяется формулой,
также вытекающей из круга напряжений [1, 22]

Уравнения гиперболического типа решаются методом характеристик (характери-
стических линий), в котором они совпадают с линиями скольжения материала [22].
На характеристиках уравнения упрощаются, но, несмотря на это, их интегрирование в
замкнутом виде получается только на участках пласта, расположенных в непосред-
ственной близости к его обнажению.

На остальных участках его предельно напряженной зоны решение можно получить
только путем вычислительной процедуры, последовательно решая три краевые задачи
механики предельного равновесия, используя при этом рекуррентные конечно-раз-
ностные соотношения [22].

После решения системы компоненты напряжений σy, σz, τyz, σ1, σ3 выражаются че-
рез напряжение σ и угол ϕ по формулам, также вытекающим из анализа напряжений с
помощью круга Мора [22]

(1.5)

(1.6)

Разработанная на основе описанного выше подхода к оценке состояния краевой зо-
ны пласта модель подробно изложена в работах [20, 21]. В них приведены также ре-
зультаты решения задачи о предельно напряженной зоне пласта и даны сравнитель-
ные оценки с результатами расчетов, полученных в рамках других моделей. Основы-
ваясь на этих моделях в работе [19] построена компьютерная модель линий
скольжения в предельно напряженной зоне, сформулирована и решена упругопласти-
ческая задача, по результатам которой получены значения параметров опорного дав-
ления в окрестности пластовой выработки.

Очевидно, что при наличии в угольном пласте прослойка предельное состояние на-
ступает сначала в нем и, следовательно, зависимости (1.1)–(1.6) справедливы и для
прослойка, но только в них следует вместо σ0, с, ρ, K положить параметры для про-
слойка: σ0s, сs, ρs, Ks.

Схема характерных участков с линиями скольжения на их границах показана на
рис. 1. Они имеют такой же вид, как и для структурно однородного пласта [19–21].
Так, например, на участке oad система линий скольжения представляет собой сетку
изогональных линий. Напряжения в пределах участка постоянны, а напряжение σ3 и
на кромке прослойка, и во всех точках участка равны нулю. Приведенное напряжение σ
определяется по формулам [20–22]

(1.7)

В соседнем треугольном участке ade, называемом зоной Прандтля, напряжения
вдоль радиальных прямых линий постоянны, а в окружном направлении они меняют-
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ся по экспоненциальному закону [1, 22]. Так, на линии напряжения вычисляются по
следующей формуле [22]

(1.8)

где cs – временное сопротивление всестороннему равномерному растяжению про-
слойка, угол Δϕ, как следует из рис. 1, определяется по формуле

(1.9)

Во всех точках треугольной области ace линий скольжения представлены двумя систе-
мами изогональных наклонных линий, пересекающихся под углом 2ε.

Во всех других участках, расположенных в глубине пласта, распределение линий
скольжения можно получить только в результате численного решения второй и тре-
тьей краевых задач на основе рекуррентных конечно-разностных соотношений.

Распределения напряжений и линий скольжения на участке def получаются из ре-
шения третьей краевой задачи. Граничными условиями в этой задаче являются усло-
вия по общей с участком ade границе de, а также по границе df, на которой заданы
часть граничных условий: z = 0, ϕ = π/2 (ось y – ось симметрии и, поэтому, σ1 верти-
кальна). В ходе численного решения задачи обе системы линий скольжения на этом
участке получаются криволинейными.

Распределение линий скольжения внутри участка cefk следует из решения второй
краевой задачи, в которой полный набор граничных условий задается по двум грани-
цам участка (области). В данном случае условия заданы по сторонам ce и ef, являющи-
еся общими границами участков def и ace, в которых решение уже получено. В ходе ре-
шения задачи одна система линий скольжения будет прямолинейной, а другая криво-
линейной.

Картины распределения напряжений и линий скольжения на участке ckp получа-
ются из решения третьей краевой задачи. Сторона ck является общей границей с
участком cefk, поэтому граничные условия на ней заданы полностью, а по стороне cp
задана только часть граничных условий: z = hs/2, а угол ϕ определяется из выражений (1.2).
Обе системы линий скольжения также получаются криволинейными.

При решении краевых задач для участков, расположенных правее линии dec, можно
поступить и по-другому. Так, например, линия cd является совокупностью двух ли-
ний: кривой линии de и прямой линии ce, которые являются границами участков, по
которым распределение линий скольжения и напряжений уже построено. Следова-
тельно, в каждой точке линии cd граничные условия заданы. Вдоль другой стороны dq
участка decq число точек принимается таким же, как и по стороне cd, и в каждой из
них известны ордината z = 0 и угол ϕ = π/2. Таким образом, граничные условия сфор-
мулированы для решения третьей краевой задачи. Поскольку граничная линия dc
криволинейно-прямолинейная, то и линии скольжения представляют две системы
сочетающих кривых и прямых линий. По результатам решения этой краевой задачи
рассмотренный участок состоит из трех меньших участков, в пределах каждого из них
система линий скольжения имеет характерные очертания. Так, в пределах участка def
обе системы линий скольжения криволинейны, а в четырехугольнике сefk одна систе-
ма линий скольжения прямолинейна, другая же криволинейная. В треугольнике fkq
обе системы линий скольжения прямолинейны.

Далее решается третья краевая задача для участка ckqs. Здесь вдоль комбинирован-
ной линии ckq заданы все граничные условия, получающиеся из решения задачи для
только что рассмотренного участка, а вдоль стороны cs с таким же количеством участ-
ков, что и по линии ckq, задана часть условий: ордината z = hs/2 и угол ϕ, определяе-
мый из выражений (1.2). В пределах этого участка система линий скольжения имеет
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свой характерный вид в пределах каждого их трех меньших участков, входящих в уча-
сток ckqs.

Для каждого последующего участка решается третья краевая задача, подобная той,
что решалась для участков decq и ckqs.

По характеру распределения линий скольжения нетрудно установить и характер
распределения напряжений в пределах каждого участка. Так, например, вдоль сторон fq,
ps, принадлежащих треугольникам с прямолинейными границами, напряжения по-
стоянны, а вдоль сторон cp и qw, принадлежащим треугольникам с криволинейными
границами, напряжения нелинейны.

Таким образом, напряжения вдоль контакта прослойка, как и вдоль его оси эпюры
нормальных напряжений, представляют собой графики в виде сменяющих друг друга
участков с постоянными и нелинейно возрастающими линиями.

В дальнейших исследованиях напряженного состояния массива горных пород эти
графики следует аппроксимировать аналитическими зависимостями, например, по-
линомами. Такая замена упрощает решение упругопластической задачи, позволяя ее
свести к упругой и решить ее методом граничных интегральных уравнений. Коэффи-
циенты полинома определяются из решения системы алгебраических уравнений, чис-
ло которых совпадает с количеством выбранных участков в предельно напряженной
зоне слоя. Правые части уравнений этой системы равны значениям найденных напря-
жений на границах этих участков [20].

Для расчета напряженного состояния пласта с низко прочным прослойком и оцен-
ки влияния этого прослойка на геомеханическое состояние основной части пласта
также может быть использован подход, основанный на фундаментальном методе ха-
рактеристик.

Из рис. 1 видно, что предельное состояние в пласте возникает лишь на некотором
удалении от его кромки и при достижении приведенным напряжением в прослойке
величины приведенного напряжения в пласте, которое соответствует одноосному на-
пряженному состоянию. Из соображений непрерывности приведенных напряжений и
отсутствия разрывов в линиях скольжения в пласте и слое условия перехода пласта в
предельное состояние принимает следующий вид,

(1.10)

где σp – приведенное напряжение в пласте, σs – приведенное напряжение в прослой-
ке, ϕp – угол наклона к горизонту напряжения σ1 в пласте, ϕs – угол наклона σ1 в про-
слойке на расстоянии Ls от обнажения пласта; σs – определяемое по формуле (1.7).

Очевидно, что часть пласта ajut (рис. 1) находится в упругом состоянии. Из условия
ее равновесия следует, что касательная нагрузка, действующая вдоль линии ju, проти-
воположна касательной нагрузке вдоль линии at.

После перехода пласта в предельное состояние и появление линии скольжения tu
дальнейшее развитие его предельно напряженной зоны происходит совместно с про-
слойком. Поскольку на этой линии приведенное напряжение соответствует одноос-
ному сжатию, то она является прямой линией. Во всех ее точках координаты, а также
приведенное напряжение и угол ϕ определяются решениями краевой задачи для
участка прослойка. Таким образом, вдоль линии скольжения  граничные условия
известны.

Очевидно, что вдоль оси y, являющейся осью симметрии, угол ϕ = π/2, ордината
произвольной точки отрезка любой длины равна нулю.

В этой связи линия скольжения  может рассматриваться одной границей следу-
ющего участка предельно напряженной зоны, охватывающей и прослойки. В качестве
другой границы, на которой условия заданы лишь частично, может быть выбран отрезок с
таким же количеством участков, что и на предыдущей границе (на рис. 1 это отрезок wn).
Сформулированные таким образом граничные условия участка предельно напряжен-

= =σ σ , φ φ ,p s p s

vw tu
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ной зоны пласта являются условиями для третьей краевой задачи. После ее решения,
приведенные напряжения σ, угол наклона ϕ и координаты точек y, z на границе un
(рис. 1) выступают граничными условиями третьей краевой задачи для следующего
участка ung. На другой границе ug этого участка в каждой точке известна ее ордината
z = h/2, а угол ϕ определяется по формуле (1.2)

где i – номер произвольной точки участка.
После решения третьей краевой задачи для этого участка решается третья краевая

задача для следующего участка аналогично тому, как это делалось для участка wun.
Представленных выше зависимостей, описывающих предельно напряженное со-

стояние в прослойке и угольном пласте, недостаточно для решения задачи о построе-
нии поля напряжений в массиве около выработки, поскольку в этих зависимостях
протяженность предельно напряженной зоны, а, следовательно, и граница раздела
предельной зоны и упругой области не определены. Неизвестной величиной остается
и значение максимального вертикального напряжения на границе раздела двух обла-
стей. Для их определения необходимо решить упругопластическую задачу, по результа-
там которой и находятся эти параметры, называемые параметрами опорного давления.

Упругопластическая задача путем замены предельно напряженных зон пласта реак-
тивными усилиями, действующими на границе этих зон, может быть сведена ко вто-
рой внешней краевой задаче теории упругости [7] и представлена интегральным урав-
нением Фредгольма второго рода относительно плотности поверхностной (фиктив-
ной) нагрузки, приложенной к контуру выработки [23, 24]. Уравнение решается
численно – методом механических квадратур [24, 25].

После решения уравнения напряжения в любой точке массива определяются су-
перпозицией напряжений от действия найденной фиктивной нагрузки и напряжений в
массиве до проведения выработки. Напряжения от действия фиктивной нагрузки нахо-
дятся с помощью решения Кельвина о действии силы на упругое пространство [26].

Данный подход применялся к определению поля напряжений в массиве горных по-
род с прочностной анизотропией при построении зон нарушения сплошности масси-
ва вокруг горных выработок [27, 28].

В отличие от классической задачи граничные условия формулируются не только по
контуру выработки, но и по контуру, включающему кровлю, почву выработки и кон-
такт пласта с окружающим массивом на участке предельной зоны. В левой части этого
уравнения они выражены через неизвестную фиктивную нагрузку, а в правой части
эти условия представлены через усилия, обусловленные напряжениями исходного по-
ля и реактивными усилиями, создаваемыми крепью выработки и напряжениями в
предельно напряженной зоне на контакте пласта с массивом.

Область интегрирования в интегральном уравнении кроме размеров выработки
включает и неизвестный размер предельно напряженной зоны L. Для его определения
используется метод последовательных приближений: сначала задается размер пре-
дельно напряженной зоны, затем решается интегральное уравнение и после этого вы-
числяются напряжения вдоль контакта пласта с массивом. Далее, на границе упругой
области и предельно напряженной зоны сравниваются полные напряжения py, pz. Эти
напряжения на горизонтальных участках равны соответственно напряжениям σz и τyz,
поскольку нормаль к горизонтальной площадке составляет с ней угол π/2. Если ре-
зультаты отличаются друг от друга, то решение интегрального уравнения производит-
ся при другом значении L. Процедура счета продолжается до тех пор, пока значения
полных напряжений не совпадут или будут достаточно близки друг к другу.

Разработанная на основе описанного подхода модель геомеханического состояния
углепородного массива в окрестности пластовой выработки, в которой учтены геомет-
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рические и механические параметры прослойка, отличные от параметров пласта, яв-
ляется новой и в этой статье излагается впервые. В работе [19] модель геомеханиче-
ского состояния построена на условии однородной структуры пласта и в этом ее суще-
ственное отличие от модели состояния пласта с прослойком.

2. Анализ полученных результатов. В рамках рассматриваемой модели проведен вы-
числительный эксперимент, за исходные данные в котором приняты следующие па-
раметры массива, выработки и пласта: H = 800 м, λ = 1, γ = 25 кН/м3, σ0 = 10 МПа, ρ =
= 20°, ρs = 20°, ρ' = 10°, K' = 0, b = 5 м, h = 3 м, hs = 0.5 м. Другие параметры в ходе вы-
числений менялись.

На рис. 2 представлена компьютерная модель сетки линий скольжения в предельно
напряженной зоне для верхней части угольного пласта, вмещающего низко прочный
прослоек. В качестве дополнительных исходных данных принято σ0s = 2 МПа. Сетка
построена по результатам численного решения трех краевых задач механики сыпучих
сред для двенадцати характерных участков прослойка, соответствующих наступлению
предельного состояния пласта, и двух участков для самого пласта. На рисунке отчет-
ливо просматриваются участки с характерным распределением сетки линий скольже-
ния, которая представлена своими узлами (точками пересечения линий скольжения).

На рис. 3 построен график (эпюра) распределения приведенного напряжения вдоль
кровли прослойка и пласта σK для двадцати характерных участков предельно напря-
женной зоны. Из них двенадцать участков принадлежат прослойку (σ0s = 2 МПа) и во-
семь непосредственно пласту. На графике показаны две крайние точки a и t участка
графика, соответствующего прослойку (рис. 1). Правее часть графика соответствует
пласту вместе с прослойком. Из рисунка видно, что график на обоих участках, как это
отмечено ранее, имеет вид попеременно сменяющих горизонтальных и нелинейно
возрастающих участков. Из графика следует, что размер предельно напряженной зо-
ны прослойка, соответствующего моменту перехода пласта в предельное состояние,
равен 1.59 м (4.09 м – b/2), а величина приведенного напряжения при этом составляет
0.751/γH. Длина участка краевой предельно напряженной зоны пласта при двадцати
участках равна 10.211 м (12.711 м – b/2), а приведенное напряжение достигает значения
5.278/γH.

Рис. 2.
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После определения приведенных напряжений и угла ϕ компоненты тензора на-
пряжений, вычисленные по формулам (1.5) или (1.6), могут быть представлены
графически.

На рис. 4 построена эпюра вертикальных напряжений σz вдоль кровли предельно
напряженной зоны пласта. Как и σK на рис. 3, она представляет собой совокупность
участков с постоянными и переменными напряжениями. Часть графика на участке at
также соответствует напряжениям в прослойке. Напряжение в конце двадцатого
участка равно, 6.567/γH, а при переходе пласта в предельное состояние оно равно
0.862/γH.

При решении упругопластической задачи эпюры компоненты тензора напряже-
ний σy, σz, τyz, как уже отмечено выше, следует аппроксимировать аналитическими
функциями.

На рис. 5 построены два графика зависимости напряжения σz от координаты y.
Кривая 1 – эпюра исходного напряжения, показанного на рис. 4, а кривая 2 аппрок-
симирующий полином пятой степени. Узловыми точками при определении коэффи-
циентов полинома приняты границы горизонтальных и нелинейных участков на ис-
ходной эпюре напряжений.

На рис. 6 представлены результаты решения упругопластической задачи в виде гра-
фика нормальных напряжений σz, построенного вдоль кровли пласта (вдоль линии jl
на рис. 1). Кривая 1 – эпюра напряжений в предельно напряженной зоне пласта, а
кривая 2 – эпюра напряжений в его упругой области. Их значения совпадают в точке g,
соответствующей границе упругой и предельно напряженной зон.

Из рисунка следует, что максимальное нормальное напряжение σz max в краевой ча-
сти пласта, являющееся одним из параметров опорного давления в окрестности выра-
ботки, действует на границе предельно напряженной зоны и упругой области пласта.
Оно равно 1.699 γH. Другой параметр опорного давления – ширина предельно напря-
женной зоны L из графика равна 3.5 м (6 м – b/2). Для сравнения максимум опорного
давления σz max в пласте без прослойка равен 1.582 γH, а ширина зоны L = 4.9 м [19].

Рис. 3.
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Ниже определены параметры опорного давления в пласте с прослойком на основе
подхода о средневзвешенной прочности пласта σc [1], в котором предел прочности
вычисляется по следующей формуле

( )σ − + σ
σ = 0 s s s

c
h h h

h

Рис. 4.
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При исходных данных

а параметры опорного давления получаются равными: σz max = 1.592 γH, L = 5.65 м.
Сравнение этих значений с параметрами опорного давления, полученными в рамках
разработанного подхода, показывает, что результаты отличаются друг от друга не
только количественно, но и качественно. Во-первых, максимум опорного давления,
исходя из средневзвешенной прочности пласта, получается меньше, а размер предель-
но напряженной зоны существенно выше, чем на основе разработанного подхода.

Таким образом, оценка геомеханического состояния углепородного массива на ос-
нове подхода, в котором влияние прослойка учитывается лишь при подсчете по сред-
невзвешенной прочности пласта, может оказаться весьма ошибочной.

При решении задачи о напряженном состоянии пласта с низко прочным прослой-
ком важно установить протяженность предельно напряженной зоны этого прослойка,
при которой начинается переход пласта в предельно напряженное состояние. Ее раз-
мер устанавливает положение линии скольжения, параметры которой являются на-
чальными граничными условиями в задаче о развитии предельного состояния осталь-
ной части пласта.

В этой связи проведены исследования и представлены графические результаты, от-
ражающие связь длины предельно напряженной зоны прослойка LpR (рис. 1) с его ха-
рактеристиками прочности, соответствующими переходу всей толщи пласта в пре-
дельное состояние.

На рис. 7 показан график изменения размера предельно напряженной зоны про-
слойка, соответствующего переходу пласта в предельное состояние, в зависимости от
предела прочности прослойка. Ось абсцисс уменьшена в σ0 раз.

( )⋅ − + ⋅
σ = =

10 3 0.5 2 0.5
8.67 МПа,

3c

Рис. 6.
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Из рисунка следует, что график состоит из двух прямолинейных участков AB и BС с
изломом в точке C. Абсцисса точки B равна 6.6 МПа, а ордината равна 0.425 м.

Важно отметить, что переход пласта в предельное состояние на самой его кромке
начинается при σ0s < σ0. Действительно, предельное состояние в пласте по стороне ac,
непосредственно примыкающей к кромке oa, на основании первого условия (1.10) на-
ступит при равенстве значений напряжений, определяемых формулами (1.7) и (1.8).
После подстановки правых частей этих выражений в условие (1.10) и учете в них выра-
жений (1.3) и (1.4) легко получается зависимость между пределами прочности пласта и
прослойка, при которых наступает предельное состояние пласта непосредственно у
его кромки.

Если c' равно нулю, то эта зависимость выражается следующим образом

а из формул (1.2) и (1.9) следуют достаточно простые по виду выражения для углов θ и Δϕ

В соответствии с исходными данными перечисленные параметры равны следую-
щим величинам: θ = 45°, Δϕ = 10°, σ0s = 8.95 МПа. Следовательно, при данном значе-
нии предела прочности прослойка пласт переходит в предельное состояние в любом
месте участка ac (рис. 1), начиная с его кромки.

В этой связи размер Ls (рис. 1) либо равен нулю, либо равен длине Lac этого участка.
На рис. 8, 9 показаны результаты решения упруго пластической задачи о напряжен-

ном состоянии массива в окрестности пластовой выработки. Они представлены в виде
графиков зависимости параметров опорного давления в краевой части пласта от пре-
дела прочности прослойка.

Так, на рис. 8 построен график опорного давления в краевой части пласта в зависи-
мости от предела прочности прослойка. График имеет вид плавно убывающей вогну-
той кривой. Из него следует, что меньшему значению прочности прослойка соответ-

( )σ = σ − Δϕ ρ0 0 exp 2 tg ' ,s

ρπθ = + − ρ Δϕ = ρ', '
4 2

Рис. 7.
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ствует большее значение максимума опорного давления (при σ0s = 1.95 МПа, σz max =
= 1.695 γH), а при прочности прослойка σ0s = 8.95 МПа максимум опорного давления
равен максимуму опорного давления в пласте в отсутствии низко прочного прослойка
и составляет 1.582 γH. Разница между этими значениями составляет 7.14%.

На рис. 9 построен график зависимости другого параметра опорного давления –
размера предельно напряженной зоны пласта от предела прочности прослойка. Из ри-
сунка видно, что график имеет вид плавной возрастающей кривой и с увеличением
предела прочности прослойка также возрастает. Минимальный размер предельно напря-

Рис. 8.

1.64

�z max/�H

1.695

1.58
1.582

1.7

0.370.1 0.195 0.63 0.895�0s/�0

Рис. 9.

4.07

4.53

4.9

L, м

3.6

3.62

5

0.370.1 0.195 0.63 0.895
�0s/�0



253ОЦЕНКА ГЕОМЕХАНИЧЕСКОГО СОСТОЯНИЯ КРАЕВОЙ ЗОНЫ

женной зоны на принятом интервале изменения σ0s равен 3.62 м, а при σ0s = 8.95 МПа
размер этой зоны соответствует размеру предельно напряженной зоны пласта, не име-
ющего прослойка, составляет 4.9 м. Разница между этими значениями равна 26.12%.

Заключение. 1. Наличие в угольном пласте прослойка из низко прочного материала,
расположенного в центральной части пласта, приводит к появлению предельно на-
пряженной зоны сначала в прослойке, начиная от самой его кромки. Эта зона распро-
страняется вглубь пласта до тех пор, пока в самом пласте не наступит предельное со-
стояние. Как только оно будет достигнуто, предельно напряженная зона распростра-
няется и в самом пласте.

2. В предельно напряженной зоне реализуются два критерия предельного состоя-
ния Кулона–Мора: общий (по пласту) и специальный (по контакту пласта с окружаю-
щими породами). Распределение поля напряжений в предельно напряженной зоне и
прослойка, и пласта производится путем решения трех краевых задач для дифферен-
циальных уравнений гиперболического типа методом характеристик, представленных
в конечноразностной канонической форме.

3. Задача о геомеханическом состоянии массива горных пород, вмещающего выра-
ботку, пройденную по угольному пласту, путем замены предельно напряженных зон
пласта напряжениями, действующими по его контакту с окружающим массивом, све-
дена ко второй внешней краевой задаче теории упругости для интегрального сингу-
лярного уравнения. Его решение получено методом механических квадратур и с помо-
щью процедуры последовательных приближений, в ходе которой осуществляется про-
верка статических граничных условий на границе предельно напряженной зоны и
упругой области пласта. Поле напряжений в массиве построено на основе фундамен-
тальных решений Кельвина о действии единичной сосредоточенной силы в бесконеч-
ной среде.

4. Анализ полученных результатов показал:
а) эпюра напряжений вдоль контакта прослойка с пластом, а также контакта пласта

с окружающим массивом представляет собой ломаную линию в виде комбинации по-
очередно сменяющих друг друга горизонтальных и нелинейно возрастающих участ-
ков. На горизонтальных участках реализуется специальный критерий Кулона–Мора,
а на нелинейно возрастающих участках справедлив общий критерий Кулона–Мора;

б) с уменьшением прочности прослойка увеличивается расстояние от кромки пла-
ста до того сечения, где начинается его переход в предельно состояние. Переход пла-
ста в предельное состояние у самой кромки возможен при меньшем значении предела
прочности прослойка, чем самого пласта, но, при этом, разность между ними не пре-
вышает одиннадцати процентов;

в) в пласте, имеющем прослоек, максимум опорного давления выше, а протяжен-
ность предельно напряженной зоны меньше по сравнению с параметрами опорного
давления пласта в отсутствии прослойка. То есть наличие прослойка несколько увели-
чивает максимум опорного давления, но при этом значительнее смещает его в сторону
кромки пласта (борта выработки). Подобного эффекта с параметрами опорного дав-
ления в пласте с прослойком, не обнаружить, если использовать подход, в котором
прочность прослойка учитывается лишь при подсчете средневзвешенной прочности
пласта.
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Assessment of the Geomechanical State of the Edge Zone 
a Coal Seam Containing a Flimsy Layer
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Reliable estimation of the geomechanical state of coal seam, containing strata with lower
strength characteristics than the reservoir, the model of the geomechanical state of coal-rock
mass, containing mine working. It is based on the basic principles and approaches of de-
formable solid mechanics and implemented by the method of boundary integral equations.
Within the framework of the model, a computational experiment was performed for a num-
ber of mining and geological conditions of a coal deposit. Based on the analysis of the ob-
tained results, a number of features in the stress distribution in the marginal part of the for-
mation were identified.
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В статье проведено исследование оптимальных мест расположения контрольно-тер-
мических скважин, исходя из критерия наиболее быстрой и достоверной калибров-
ки теплофизической модели замораживаемого породного массива по измерениям
температуры. Для этого исследована чувствительность решения прямой задачи Сте-
фана к вариации теплофизических свойств породного массива. Определены зоны
наибольшей чувствительности решения по отношению к вариациям теплопровод-
ностей и влажности массива – в этих зонах наиболее целесообразно располагать
контрольно-термические скважины. Далее получено численное решение обратной
задачи Стефана в фазовой плоскости параметров калибровки математической моде-
ли. Подтверждены выводы о выборе мест расположения скважин, полученные при
анализе чувствительности решения прямой задачи Стефана. В дополнение к этому,
получено, что при комплексной калибровке множества теплофизических парамет-
ров массива оптимальное расположение контрольно-термической скважины может
существенно не совпасть с ее расположениями при рассмотрении параметров ка-
либровки по отдельности.

Ключевые слова: искусственное замораживание пород, ледопородное ограждение,
контрольно-термические скважины, расположение скважин, обратная задача Сте-
фана, оптимизация
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Введение. Математическое моделирование процесса искусственного замораживания
породного массива является неотъемлемым этапом при мониторинге формирования
ледопородных ограждений (завес) строящихся подземных сооружений [1, 2]. Достаточ-
но актуальным на сегодня является вопрос адекватности и точности математических
моделей, используемых для описания искусственного замораживания породного мас-
сива. В особенности это касается параметризации математических моделей. Так, на-
пример, отмечается [3, 4], что исходные значения теплофизических свойств породно-
го массива (особенно теплопроводностей) могут иметь существенную погрешность,
связанную как с несовершенством методов лабораторных испытаний образцов керна,
так и с недостаточным количеством кернового материала, отбираемого в процессе
геологических изысканий. В конечном счете, это проявляется в сильных расхождени-
ях между рассчитанной и измеренной температурами в местах расположения кон-
трольно-термических скважин. Как следствие, теплофизические модели породного
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массива, построенные по данным лабораторных испытаний образцов керна, не могут
обеспечить достоверное прогнозирование процесса искусственного замораживания
породного массива при строительстве подземных сооружений.

Для решения указанной проблемы предложены и применены на практике [1, 3, 4] ме-
тоды калибровки теплофизических свойств замораживаемого породного массива по дан-
ным измерения температуры породного массива в контрольно-термических скважинах.
Идея заключалась в подборе теплофизических свойств массива таким образом, чтобы
обеспечить наилучшее соответствие между рассчитанной и измеренной температурами в
местах расположения контрольно-термических скважин. Математически такой подбор
теплофизических свойств массива производился путем решения обратной задачи тепло-
переноса с движущейся границей фазового перехода поровой воды (или обратной задачи
Стефана) [5]. В зарубежной литературе данный подход к идентификации параметров мо-
дели на основе полевых измерений называется “обратный анализ” [6].

Возникает естественный вопрос о том, как выбирать места расположения кон-
трольно-термических скважин. К настоящему времени имеется немногочисленное
количество исследований, в которых рассматривался этот вопрос [7, 8]. Местополо-
жения скважин определялись по таким принципам, как смыкание фронтов замерза-
ния поровой воды, распространяющихся от отдельных замораживающих скважин, и
достижение ледопородного ограждения требуемой толщины.

В настоящей статье делается попытка ответить на вопрос выбора мест расположе-
ния контрольно-термических скважин с использованием другого критерия – наибо-
лее быстрой и достоверной калибровки теплофизических свойств замораживаемого
породного массива по измеренным температурам в контрольно-термических скважи-
нах. Для этого в соответствии с теорией оптимального планирования эксперимента
проводится теоретическое исследование чувствительности решения прямой задачи
Стефана к вариации теплофизических свойств породного массива. Исходя из опреде-
ленных зон наибольшей чувствительности решения, делается заключение о выборе
мест расположения контрольно-термических скважин. Полученные выводы подкреп-
ляются данными численного решения обратной задачи Стефана для условий пром-
площадки рудника Петриковского горно-обогатительного комплекса.

1. Математическая постановка задачи. Искусственное замораживание породного
массива для строительства вертикального шахтного ствола осуществляется по следую-
щей технологической схеме: вокруг проектируемой горной выработки бурится круго-
вой контур замораживающих скважин, в которые монтируются колонки, далее колон-
ки подключаются к рассольной сети, и организуется непрерывная циркуляция охла-
жденного до отрицательных температур рассола по системе замораживающих
колонок. В результате окружающий породный массив постепенно охлаждается и за-
мерзает. Следуя терминологии [7], где поровая вода полностью перешла в твердое со-
стояние, будем называть зоной льда, а зону, где поровая вода находится в жидком со-
стоянии – зоной охлаждения.

Сформулируем постановку прямой задачи Стефана в обобщенном виде [8] для го-
ризонтального слоя влагонасыщенного породного массива в условиях искусственного
замораживания. Для этого примем следующие упрощающие гипотезы:

1. Промерзающий влагонасыщенный породный массив представляет собой гори-
зонтально-слоистую пористую среду, состоящую из сухого скелета и порового про-
странства, которое заполнено водой и льдом.

2. Теплофизические свойства каждого породного слоя являются однородными и
изотропными в зонах льда и охлаждения.

3. Вертикальный тепловой поток отсутствует; распределение температуры считает-
ся однородным по всей толщине слоя.

4. Конвективный теплоперенос вследствие миграции поровой воды не учитывается.
5. Локальное тепловое равновесие между различными фазами (сухой скелет, вода, лед).
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6. Отклонения положений замораживающих колонок от проектных значений не
рассматриваются.

Введенные гипотезы позволяют перейти к двумерной постановке задачи и рассмот-
реть круговой сектор, заключенный между двумя главными плоскостями ледопород-
ного ограждения (рис. 1).

Уравнение баланса энергии влагонасыщенного слоя породного массива без явного
выделения границы фазового перехода в декартовых координатах может быть записа-
но как [9]:

(1.1)

где T – температура, °С; ρ – плотность, кг/м3; λ – теплопроводность, Вт/(м °С);  –
эффективная удельная теплоемкость, Дж/(кг °С); Ω – множество внутренних точек
расчетной области;  – конечное время моделирования, с.

Теплофизические параметры влагонасыщенного породного слоя определяются со-
гласно [10, 11]:

(1.2)

(1.3)

(1.4)

где ,  – плотности породы в зонах льда и охлаждения соответственно, кг/м3; ,
 – теплопроводности породы в зонах льда и охлаждения соответственно, Вт/(м °С);
,  – удельные теплоемкости породы в зонах льда и охлаждения соответственно,

Дж/(кг °С);  – удельная теплота фазового перехода, Дж/кг; θ – сглаживающая инди-
каторная функция.

Удельная теплота фазового перехода  определяется в зависимости от массовой
влажности w, кг/кг, [10, 12]

(1.5)

где  – удельная теплота кристаллизации воды, Дж/кг. Отметим, что влажность по-
родного массива  здесь трактуется в смысле [13] – как масса влаги, в малом объеме
породы, отнесенная на массу этого объема породы во влажном состоянии.

Функция θ записывается в зависимости от температуры  следующим образом:

(1.6)

Данная функция служит для сглаживания перехода между теплофизическими свой-
ствами в зоне охлаждения и зоне льда в пределах интервала сглаживания .
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Граничные и начальное условия задачи представлены ниже:

(1.7)

(1.8)

где  – начальная температура породного массива, °С;  – температура на границе
замораживающей колонки, °С;  – граница замораживающей колонки, Γ∞ – внеш-
няя граница расчетной области,  – боковые границы расчетной
области, на которых задано условие симметрии.

В уравнении (1.1) вся информация о фазовом переходе поровой влаги заключена в
эффективную удельную теплоемкость (1.4), что позволяет выполнить моделирование
теплопереноса во влагонасыщенной пористой среде с учетом скрытой теплоты кри-
сталлизации без явного выделения границы фазового перехода. Данный подход к мо-
делированию фазовых переходов в средах называется подходом эффективных тепло-
емкостей [9, 14, 15].

2. Исследование чувствительности решения задачи к вариации свойств массива. Сфор-
мулированная выше прямая задача Стефана использовалась для исследования чув-
ствительности поля температур в замораживаемом породном слое к вариации его теп-
лофизических свойств. В качестве варьируемых параметров выбраны теплопроводно-
сти в зонах льда  и охлаждения , а также влажность пород . В статье подробно
рассмотрены результаты исследований для слоя мела в условиях строящихся стволов
калийного рудника Петриковского горно-обогатительного комбината. Основные теп-
лофизические свойства мела, определенные в ходе инженерно-геологических изыска-
ний, сведены в табл. 1. Прочие параметры задачи представлены в табл. 2.

Температура на границах замораживающих колонок задается в виде временной функ-
ции, представленной на рис. 2. Данная функция соответствует реальной временной дина-
мике температуры рассола, подаваемого в замораживающие колонки, при строительстве
стволов калийного рудника Петриковского горно-обогатительного комплекса.

Прежде всего, исследовано относительное влияние вариаций теплофизических
свойств породного массива на поле температуры на различном удалении от контура
замораживания – 1, 3 и 5 м. На соответствующих удалениях от контура заморажива-
ния вдоль оси  установлены модельные контрольно-термические скважины ,

 и . Рассмотрено два модельных времени:
– время окончания активного замораживания и достижения требуемой по проекту

толщины ледопородного ограждения:  = 110.4 сут. (9.54 × 106 с),
– время окончания пассивного замораживания:  = 347.2 сут. (3 × 107 c).
Для оценки влияния рассчитывались усредненные по времени квадратичные от-

клонения температур породного слоя  в контрольно-термических скважинах  в
результате относительного увеличения каждого из трех исследуемых теплофизических
параметров  ( , , ) на 50%:

(2.1)

где  – рассматриваемые времена моделирования, c;  = 3 сут. – момент времени,
при котором начинается замораживание (т.е. когда температура замораживающего
рассола становится отрицательной).
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Функционал  действует на множестве решений задачи (1.1)–(1.8) и ставит в соот-
ветствие решению , полученного для возмущенного параметра , его
отклонение по времени в точке , соответствующей расположению контрольно-
термической скважине , от решения , найденного для параметра

, приведенного в табл. 1. Приращение параметров определялось, исходя из ограни-
чений на значения теплофизических свойств породного массива, – например, макси-
мальные и минимальные значения теплопроводностей, которые встречаются на прак-
тике для рассматриваемого слоя горных пород. Значения функционала  для времен
моделирования  представлены в табл. 3, 4.

В ближайшей к контуру замораживания скважине  теплопроводность  оказы-
вает наиболее сильное влияние на поле температуры в массиве (об этом свидетель-
ствует наибольшее значение функционала ), а теплопроводность  – наиболее сла-
бое. Если в момент времени 110.4 сут. влияние влажности w на решение на порядок
ниже, чем влияние теплопроводности , то в момент времени 347.2 сут. ситуация ме-
няется и влажность начинает влиять на решение сопоставимо с теплопроводностью в
зоне льда.

В более удаленных от контура скважинах  и  для времени 110.4 сут. влияние
теплопроводности  существенно превосходит влияние остальных двух параметров.

E
= '( , , ; )kT T x y t p 'kp

( , )i ix y

iKT = ( , , ; )kT T x y t p

kp

E
jt

1KT λsd

E λlq

λsd

2KT 3KT
λlq

Таблица 1. Теплофизические свойства слоя мела

Свойство Значение

, Вт/(м °С) 2.18

, Вт/(м °С) 1.31

, кг/м3 1771

, кг/м3 1816

, Дж/(кг °С) 1126

, Дж/(кг °С) 1767

, кг/кг 0.32

, °С –1

, °С 0

, Дж/кг 330000

, °С 6.5

λsd

λlq

ρsd

ρlq

sdc

lqc

w

sdT

lqT

0L

0T

Таблица 2. Геометрические и физические параметры задачи

Параметр Значение

Радиус кругового сектора (расчетной области), м 16.25
Расстояния от центра кругового сектора до центра замораживающей колонки, м 8.25
Радиус замораживающей колонки, м 0.073
Угол между ограничивающими сектор радиусами, ° 8.78

, с 3 × 107
endt
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Для времени 347.2 сут. в средней скважине  доминирующее влияние на решение
по-прежнему оказывает теплопроводность , но для более дальней скважины 
влияние  на поле температур примерно в 2.5 раза ниже, чем для .

Возмущение влажности  оказывает промежуточное влияние на поле температуры
независимо от продолжительности наблюдений – значения функционала  для вари-
ации параметра  меньше, чем соответствующие значения либо для вариации , ли-
бо для вариации . Характер изменения влияния возмущения влажности  на поле
температуры с увеличением расстояния скважины от контура замораживания и увели-
чением продолжительности наблюдений качественно совпадает с изменением влия-

2KT
λsd 3KT

λsd λlq

w
E

w λsd

λlq w

Рис. 2. Временная динамика температуры на границах замораживающих колонок.
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Tw, �C
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Таблица 3. Значения E для времени моделирования 110.4 сут.

Контрольно-термическая скважина

12870.3 374.5 1218.0
50.5 623.7 13.4

0.8 122.2 0.3

λsd λlq w

1KT

2KT

3KT

Таблица 4. Значения E для времени моделирования 347.2 сут.

Контрольно-термическая скважина

43917.9 710.6 37384.6
3675.0 1578.3 1536.9

584.6 1328.3 219.6

λsd λlq w

1KT

2KT

3KT
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ния теплопроводности . По данной причине далее рассматривались вариации только
двух теплофизических параметров породного массива – теплопроводностей  и .

На следующем этапе исследовались распределения чувствительности поля темпе-
ратуры при вариации каждого из рассматриваемых теплофизических свойств. В каче-
стве меры чувствительности принимался следующий скалярный критерий:

(2.2)

Критерий  по форме аналогичен известному в литературе D-критерию оптимально-
сти экспериментального плана, широко применяемому в теории оптимального пла-
нирования экспериментов для оценки влияния условий проведения эксперимента на
решение обратной задачи [16].

Оптимальные местоположения контрольно-термических скважин в расчетной об-
ласти ищутся по критерию наибольшей чувствительности решения к вариации тепло-
физических свойств массива. Для этого решается задача поиска минимума критерия Φ с
помощью метода сопряженных градиентов [17]. Расчет величин  выполняется
путем численного решения методом конечных элементов краевой задачи в прираще-
ниях температуры, записанной для задачи (1.1)–(1.8).

Численные расчеты для определения распределения критерия  при вариациях
каждого из трех рассматриваемых теплофизических свойств выполнялись для ранее
рассмотренного слоя мела. На рис. 3 представлены распределения критерия  в рас-
четной области  для теплопроводности в зоне охлаждения  при различных време-
нах  моделирования. В качестве конечных времен  моделирования рассмотрены
моменты времени:

– до смыкания ледопородных цилиндров, соответствующих зонам льда вокруг за-
мораживающих скважин,  = 25 сут.;

– смыкание ледопородных цилиндров и формирование сплошного ледопородного
ограждения,  = 50 сут.;

– достижение проектной толщины ледопородного ограждения  = 110.4 сут.;
– окончание замораживания:  = 347.2 сут.
Из рис. 3 видно, что во всех рассмотренных случаях критерий Φ достигает своих

максимальных значений в зоне охлаждения. Критерий Φ является гладкой функцией,
без резких перепадов и скачков. Рассматривая значения критерия Φ на замковой
плоскости ледопородного ограждения, можно сказать, что он имеет немонотонный
характер распределения по расчетной области и два локальных минимума. Один ми-
нимум расположен внутри контура замораживания, а второй – вовне. При этом зна-
чение локального минимума, расположенного внутри контура замораживания мень-
ше, чем расположенного вовне. До смыкания отдельных ледопородных цилиндров
(25 сут.) локальные минимумы находятся вблизи контура замораживания на расстоя-
ниях соответственно 0.85 и 0.65 м от этого контура. С увеличением времени моделиро-
вания локальные минимумы смещаются вслед за границей фазового перехода, удаля-
ясь от контура замораживания. Так при временах моделирования 50, 110.4 и 347.2 сут.
внешний локальный минимум расположен на расстояниях от контура заморажива-
ния, равных соответственно 1.15, 1.95 и 3.65 м.

Таким образом, для решения коэффициентной обратной задачи Стефана относи-
тельно теплопроводности в зоне охлаждения  оптимальное положение контрольно-
термической скважины зависит от длительности измерений температуры и конечного
положения границы фазового перехода. В целом в этом случае оптимальное положе-
ние контрольно-термической скважины находится в зоне охлаждения, при этом нет

λsd

λsd λlq
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принципиальной разницы в размещении контрольно-термической скважины в зам-
ковой или главной плоскостях ледопородного ограждения. Если в качестве наиболее
значимого времени моделирования принять время достижения проектной толщины
ледопородного ограждения, то на основании рис. 3в контрольно-термическую сква-
жину следует размещать вовне контура замораживания на расстоянии 2–2.5 м от него.

Рис. 3. Распределение критерия Φ для теплопроводности в зоне охлаждения  для различных времен мо-

делирования а–г  = 25; 50; 110.4; 347.2 сут. зеленая линия обозначает фронт фазового перехода.
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На рис. 4 представлены распределения критерия Φ в расчетной области для тепло-
проводности в зоне льда  для различных времен моделирования . Из распределе-
ний видно, что критерий Φ достигает своих минимальных значений в зоне льда. Зна-
чения Φ изменяются от точки к точке сильнее по сравнению с более пологим распре-
делением критерия Φ для теплопроводности в зоне охлаждения (рис. 3). При
проведении наблюдений вплоть до момента смыкания отдельных ледопородных ци-
линдров (50 сут.), минимумы Φ расположены вблизи замораживающих скважин. На
момент достижения проектной толщины ледопородного ограждения (110.2 сут.) кри-
терий Φ имеет единственный минимум, расположенный примерно на пересечении
контура замораживания с замковой плоскости ледопородного ограждения. При даль-
нейшем увеличении продолжительности наблюдений у критерия Φ возникают два ло-
кальных минимума, один вовне контура замораживания (на расстоянии 0.85 м от не-
го) и один внутри контура замораживания (на расстоянии 1.1 м от него).

Для решения коэффициентной обратной задачи Стефана относительно теплопро-
водности в зоне льда  оптимальное расположение контрольно-термической сква-
жины также зависит от продолжительности наблюдений, но находится в зоне льда.
С учетом ограничений технического плана расстояния между двумя ближайшими
скважинами не может быть меньше некоторой величины, зависящей от глубины буре-
ния [7, 18]. Данная величина зачастую сопоставима или равна расстоянию между за-
мораживающими колонками. С учетом этого ограничения и полученных расчетных
данных (рис. 4) следует принять, что контрольно-термическую скважину следует раз-
мещать в замковой плоскости ледопородного ограждения на минимальном расстоя-
нии от контура замораживания.

3. Исследование решения обратной задачи Стефана. Полученные выводы о чувстви-
тельности решения прямой задачи Стефана к вариации теплофизических свойств
массива были апробированы посредством численного решения коэффициентной об-
ратной задачи Стефана. Решения строились при различных местоположениях кон-
трольно-термических скважин для возможности проведения сравнения результатов
решений на предмет единственности и наискорейшей сходимости численной итера-
ционной процедуры решения.

Постановка обратной задачи Стефана и численный алгоритм ее решения, основан-
ный на методе градиентного спуска, описаны в ранее [3, 12]. Это не единственные ме-
тоды решения обратных задач Стефана, так, для решения подобных задач использует-
ся метод дескриптивной регуляризации [19] и вариационно-итерационный метод [20].

Для формулировки обратной задачи необходимо переопределить прямую задачу

(1.1)–(1.7) посредством введения заданных измеренных температур  в местах
расположения  каждой контрольно-термической скважины номера i:

(3.1)

Здесь  – количество контрольно-термических скважин.
Таким образом, решение обратной задачи Стефана в данном случае состоит в опре-

делении поля температур  и значений теплофизических свойств массива 
( ), удовлетворяющих системе уравнений (1.1)–(1.8), (3.1). Здесь  – ко-
личество калибруемых теплофизических свойств массива. В рассматриваемом нами
случае имеется два калибруемых теплофизических свойства – теплопроводности в зо-
нах льда  и охлаждения .

Численное решение поставленной коэффициентной обратной задачи осуществля-
ется с помощью метода естественной регуляризации [5], в рамках которого жесткое

λsd endt

λsd

( )( )c
iT t

( ),i ix y

( ) ( )= = …

( ), , , 1, ,c
i i i CT t x y T t i N

CN

( ), ,T t x y jp
= …1, , Pj N PN

= λ1 sdp = λ2 lqp



266 СЕМИН и др.

условие (3.1) заменяется на условие минимума функционала  рассогла-
сований температур, имеющего вид:

(3.2)

где  – температура в месте расположения  контрольно-термиче-
ской скважины, полученная из задачи (1.1)–(1.7) для теплопроводностей , , °С;

( )= λ λsd lq,I I

( ) ( )
= =

 = − Δ


2( )
2

1 1

1 1 , , ,
m CN N

c
i k i i i k

k iC m
I T t x y T t

N N T
( )= , ,i i iT T t x y ( ),i ix y

λsd λlq

Рис. 4. Распределение критерия Φ для теплопроводности в зоне льда  для различных времен моделиро-
вания а–г  = 25; 50; 110.4; 347.2 сут., зеленая линия обозначает фронт фазового перехода.
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 – количество замерных точек температуры по шкале времени;  – момент време-
ни, отвечающей k-й замерной точке, с;  – характерная разница температур в рас-
сматриваемой задаче, °С. В качестве  может быть взята разница начальной темпе-
ратуры массива и температуры хладоносителя в замораживающих колонках.

Количество контрольно-термических скважин принято равным единице. Рассмот-
рено четыре варианта положений контрольно-термической скважины – на расстоя-
ниях 0.25, 1.25, 2.5 и 3.75 м от контура замораживания. Во всех случаях контрольно-
термическая скважина располагалась на замковой плоскости ледопородного огражде-
ния. Рассмотрено время моделирования , равное 110.4 сут (время окончания актив-
ного замораживания).

На рис. 5 представлены изолинии функционала рассогласований температур в фа-
зовом пространстве параметров минимизации – теплопроводностей в зонах льда  и

mN kt
ΔT

ΔT

endt

λsd

Рис. 5. Изолинии функционала рассогласований температур  в фазовом пространстве параметров мини-

мизации ( , ) при различных расстояниях контрольно-термической скважины от контура заморажи-

вания: а) – 0.25 м, б) – 1.25 м, в) – 2.5 м, г) – 3.75 м.
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охлаждения . Четыре поля изолиний соответствуют четырем различным местам
размещения контрольно-термических скважин. Также на рис. 5 а, б представлены
кривые, соответствующие итерационной процедуре минимизации функционала (3.2)
из двух разных начальных точек  и . На рис. 6 представлены зависимости функ-
ционала рассогласований температур от отдельных параметров минимизации, по-
строенные вдоль штриховых линий, указанных на рис. 5.

Из рис. 5 следует, что форма функционала рассогласования в фазовом простран-
стве теплопроводностей сильно меняется с изменением положения контрольно-тер-
мической скважины, что согласуется с ранее полученными результатами [3]. Если для
скважин вблизи контура замораживания изолинии расположены практически вдоль
оси ординат, то при постепенном удалении скважины от контура замораживания изо-
линии функционала постепенно перестраиваются и вытягиваются вдоль оси абсцисс.

В целом случай а) слишком близкого расположения контрольно-термической сква-
жины к контуру замораживания одинаково плох, как и случай г) слишком дальнего
расположения контрольно-термической скважины к контуру замораживания – в обо-
их этих случаях на графиках можно выделить линию (см. рис. 5 а,г, красный цвет),
вдоль которой значения функционала рассогласований меняются очень слабо. Это,
по сути, означает, что при минимизации функционала  есть риск оказаться в любой
из точек на этих прямых – т.е. любая из этих точек окажется решением обратной зада-
чи Стефана. Этот факт подтвержден при численном решении обратной задачи – при
разных начальных значениях теплопроводностей массива на рис. 5а получаются раз-
личные решения обратной задачи – точки  и . При этом, на рис. 5б в аналогичной
ситуации достигается единственное решение задачи – точка .

При этом, если рассматривать обусловленность задачи минимизации функционала 
по каждой из теплопроводностей в отдельности (см. рис. 6), то видно, что функционал 
имеет наиболее характерный минимум по теплопроводности в зоне льда  при
самом близком расположении контрольно-термической скважины к контуру замора-
живания 0.25 м (рис. 6а), а минимум по теплопроводности в зоне охлаждения  на-
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Рис. 6. Зависимости функционала  рассогласований температур от теплопроводности в зоне льда  (а) и

теплопроводности в зоне охлаждения  (б).
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блюдается при расположении контрольно-термической скважины в интервале рас-
стояний 1.25 и 2.5 м от контура замораживания (рис. 6б). Судить о характерности ми-
нимумов можно исходя из степени наклона кривых на рис. 6 – чем больше средний
угол наклона кривой, тем сильнее выражен ее минимум. Эти выводы находятся в пол-
ном соответствии с результатами, полученными в предыдущем разделе этой статьи.

Таким образом, наиболее благоприятные места расположения контрольно-терми-
ческих скважин по фактору наиболее быстрого и однозначного решения задачи мини-
мизации функционала (3.2) для отдельных параметров минимизации (теплопровод-
ностей породного массива) могут не обеспечивать скорость и однозначность решения
обратной задачи Стефана для этих параметров в совокупности. Это означает, что
выбор оптимальных мест размещения контрольных скважин по фактору наилучшего
решения обратной задачи Стефана, должен производиться из комплексного рассмот-
рения всех калибруемых параметров модели. Для рассмотренного случая калиб-
ровки теплопроводностей породного массива в зонах льда и охлаждения полученное
оптимальное расположение скважины находится на расстоянии примерно 1.25 м
от контура замораживания. В этом случае изолинии функционала  близки к окруж-
ностям.

Заключение. В результате проведенных исследований сделаны следующие выводы
относительно выбора мест расположения контрольно-термической скважины исходя
из критерия наиболее быстрой и достоверной калибровки теплофизических свойств
замораживаемого породного массива по измеренным температурам в контрольно-
термических скважинах.

– Для наилучшей калибровки теплопроводности породного массива в зоне охла-
ждения контрольно-термическую скважину следует размещать вовне контура замора-
живания на расстоянии 2–2.5 м от него. Это обеспечит наиболее точное решение об-
ратной задачи Стефана на момент достижения ледопородного ограждения проектной
толщины.

– Для наилучшей калибровки теплопроводности породного массива в зоне льда, а
также влажности породного массива контрольно-термическую скважину следует раз-
мещать в замковой плоскости ледопородного ограждения на минимальном расстоя-
нии от контура замораживания.

– При этом, при рассмотрении комплексной задачи калибровки множества теп-
лофизических параметров массива выбор положений контрольно-термических
скважин должен производиться исходя из комплексного рассмотрения калибруе-
мых теплофизических свойств породного массива. Полученное таким образом оп-
тимальное расположение контрольно-термической скважины может существенно
не совпасть с ее расположениями при рассмотрении параметров калибровки по от-
дельности.

– Неоптимальный выбор мест расположения контрольно-термических скважин
может привести к существованию множества решений обратной задачи Стефана.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда в рамках
проекта № 17-11-01204.
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The paper is devoted to a study of optimal locations of boreholes for temperature measure-
ment on the basis of a criterion of the most rapid and reliable calibration of a thermophysical
model of a rock mass freezing using the temperature measurements. For this purpose, a sen-
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sitivity of a solution of the Stefan problem to thermophysical properties variations was inves-
tigated. Zones with the highest sensitivity of the solution to variations of the thermal con-
ductivities and the moisture of a rock mass were determined. It was concluded that the tem-
perature measurement boreholes should be placed in the zones. Further a solution of the
inverse Stefan problem was obtained in the phase plane of the calibration parameters of the
mathematical model. The conclusions about the location of the boreholes received by analy-
sis of the solution sensitivity of the direct Stefan problem were verified. In addition, it was es-
tablished, that a complex calibration of thermophysical parameters of a rock mass an opti-
mal location of temperature measurement boreholes can significantly differ with the loca-
tions determined separately for each parameter.

Keywords: artificial ground freezing, frozen wall, temperature measurement boreholes, bore-
holes location, inverse Stefan problem, optimization
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