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МЕТОД СКОРОСТНОГО ГРАДИЕНТА И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ1

В обзоре рассматривается современное состояние метода скоростно-
го градиента, разработанного в 1970-80-х годах для синтеза алгоритмов
управления и адаптации в нелинейных системах, а также многочисленные
приложения метода к решению научных и инженерных задач. Приведе-
ны краткие сведения об алгоритмах скоростного градиента и условиях их
применимости, оптимальности и пассивности. Обсуждаются применения
метода к задачам адаптивного управления и идентификации, нелинейно-
го управления, управления энергией и нелинейными колебаниями, управ-
ления в сетевых и многоагентных, а также в распределенных системах.
Представлены приложения метода к управлению техническими система-
ми и к задачам физики, биологии, экологии. Приводятся современные
модификации и обобщения метода, в том числе неевклидовы алгоритмы
скоростного градиента на основе функций Ляпунова–Брэгмана.
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1. Введение

Бурное развитие кибернетики и теории управления в 1960-х годах привело
к появлению большого числа разнообразных алгоритмов управления, адап-
тации, распознавания, обучения, оценивания, фильтрации. Возникла потреб-
ность обобщения полученных результатов и унификации предложенных ал-
горитмов. По-видимому, первым эту потребность почувствовал Я.З. Цыпкин
[1, 2], предложивший рассматривать различные задачи распознавания, оцени-
вания, управления и т.д. как задачи минимизации среднего некоторой функ-
ции потерь. При этом большое число существовавших тогда алгоритмов ста-
ло возможным представить в виде вероятностных градиентных итеративных
процедур минимизации или оценивания параметров. Однако непрерывные во

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований в рамках научного проекта № 19-18-50428.
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времени алгоритмы адаптации (самонастройки) и управления в эту схему не
укладывались, и попытки систематизировать теорию непрерывных адаптив-
ных систем продолжались [3–6].

Оказалось, что унификация различных непрерывных алгоритмов адапта-
ции и управления возможна, если перейти от градиента целевой функции к
градиенту скорости ее изменения вдоль траекторий объекта управления. По-
видимому, наиболее общая схема построения алгоритмов была предложена
в [7]. Получаемые алгоритмы были названы алгоритмами скоростного гради-
ента (АСГ) и строились следующим образом. Пусть уравнение обобщенного
объекта управления (обобщенного настраиваемого объекта) имеет вид

ẋ = F (x, u, t),(1.1)

где x = x(t)∈ R
n – вектор состояния объекта, u = u(t)∈ R

m – вектор управ-
ляющих (или настраиваемых) переменных. Пусть цель управления задана в
виде

Q(x(t), t) → 0 при t→ ∞,(1.2)

где Q(x, t) > 0 – скалярная целевая функция. Тогда для синтеза алго-
ритма АСГ нужно вычислить производную (скорость изменения) функции
Q(x, t) вдоль траекторий системы (1.1) при фиксированном u, имеющую вид
w(x, u, t) = ∂Q(x, t)/∂t + ∂Q(x, t)/ ∂xF (x, u, t), а затем вычислить градиент
от скорости w(x, u, t) по u. Алгоритм скоростного градиента в дифферен-
циальной форме имеет вид

u̇ = −Γ∇uw(x, u, t),(1.3)

а в конечной форме — вид

u = −Γ∇uw(x, u, t),(1.4)

где Γ = ΓT > 0 – матричный коэффициент усиления.

Первоначально этот метод был ориентирован в основном на решение задач
адаптивного управления и идентификации. Было показано [7, 8], как различ-
ные известные к тому времени алгоритмы прямого адаптивного управления,
идентификации и оценивания состояния можно классифицировать и систе-
матизировать в рамках данного метода, а также намечены пути получения
новых алгоритмов с новыми свойствами и более широкими возможностями.
В последующие годы метод получил развитие и применение как универсаль-
ный подход к решению различных задач синтеза непрерывных динамических
систем в математических, физических, инженерных, биологических и других
науках. Простота применения метода, а также доступность строгого матема-
тического обоснования полученных алгоритмов обусловили его признание в
качестве инструмента исследований как у нас в стране, так и за рубежом.
Число публикаций, где метод в том или ином виде применяется, постоянно
растет и достигает нескольких сот. В течение последнего десятилетия воз-
рос интерес к методу скоростного градиента и как к инструменту построения
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законов эволюции, позволяющему лучше понять динамику физических, био-
логических и других систем. В такой интерпретации этот подход известен
как “принцип скоростного градиента”.

В обзоре обобщены результаты, полученные российскими и зарубежными
учеными в таких областях, как: адаптивное управление и идентификация;
управление механическими системами и нелинейными генераторами; управ-
ление электромеханическими устройствами, такими как асинхронные дви-
гатели и вибрационные машины; управление и синхронизация хаотических
систем; управление транспортными средствами, автомобильными двигателя-
ми, летательными аппаратами, воздушными и подводными транспортными
средствами, спутниками; управление энергией и применение к энергетиче-
ским системам; разработка систем управления нелинейными системами об-
щего вида; управление микроминиатюрными гироскопами; управление сетя-
ми; управление пространственно-распределенными системами; управление на
уровне микромира, управление квантовыми системами.

Первые публикации, связанные с алгоритмами типа скоростного гради-
ента, появились в 1978 г. Общие формулировки были предложены одновре-
менно и независимо Ю.И. Неймарком и А.Л. Фрадковым в январе 1978 г.
на 9-й Всесоюзной школе-семинаре по адаптивным системам [9, 10]. Неко-
торые близкие формулировки для задачи идентификации были предложены
А.А. Красовским [11].

Первые результаты по обоснованию устойчивости алгоритмов типа АСГ
были опубликованы в книге [12], где рассмотрена система адаптивной ста-
билизации коллектива автоматов, изменяющая настраиваемые параметры
вдоль вектора скорости уменьшения некоторой оценочной функции V . Мо-
дель объекта принимается в виде

ẋ = f(x, u),(1.5)

где x обозначает вектор состояния объекта, u – вектор адаптивно настраи-
ваемых параметров. Предполагается, что f(0, ·) = 0 и f(·, u) линейна по u.
Целевая функция V (x) определяется так, что V (x) > ϕ

(
‖x‖
)
> 0, где ϕ(ρ) –

возрастающая по ρ функция, V (0) = 0. Также предполагается, что для неко-
торых u = u∗, σ > 0, M > 0 выполняется неравенство

V̇
(
x(t)

)
≡ ∂V

∂x
f(x, u∗) < −min{σV (x),M}.(1.6)

Показано, что если закон адаптации имеет вид

u̇ = −α∇u
∂V

∂x
f(x, u), α > 0,(1.7)

то для всех решений (1.5), (1.7) выполнено x(t) → 0, u(t) → ū при t→ ∞ для
некоторого ū.

В [12] также обсуждается случай стохастических возмущений ξ(t), до-
бавленных в правую часть модели объекта (1.5). Во избежание возможной
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неустойчивости системы в этом случае предлагается “огрубление” (регуляри-
зация) закона адаптации (1.7) путем введения штрафной функции.

Для частного случая аффинной инвариантной во времени управляе-
мой системы ẋ = f(x) + g(x)u и положительно определенной целевой функ-
ции V (x) алгоритм скоростного градиента имеет вид u = −LgV (x), где
LgV = ∂V/∂x g – производная Ли вдоль векторного поля g. Он впервые был
предложен в [13] и его часто называют “алгоритм Джурджевича–Куинна”
(Jurdjevic–Quinn control). Результат исследования устойчивости в [13] охва-
тывает вырожденный случай V̇ 6 0 и требует некоторых условий обнару-
живаемости (так называемые условия “Джурджевича–Куинна”, см., напри-
мер, [14]).

Неаффинный и нестационарный случай был впервые изучен в [7] для диф-
ференциальной формы СГ-алгоритмов и в [15, 16] для конечной формы.

В процессе развития метода были предложены различные типы СГ-алго-
ритмов в виде набора схем проектирования и условий их применимости. Этот
метод нашел применение в работах многих исследователей по всему миру.
В [17] отмечено, что СГ-метод “обеспечивает прозрачный компромисс между
качеством управления и выбором параметров. Кроме того, в силу простоты
синтеза регулятора метод получил успешное применение в ряде других при-
ложений, преимущественно в физике и механике”. В [18] СГ-методология рас-
ширена на алгоритмы “скоростной разности”, что позволило ослабить условия
его применимости (условие достижимости).

В последнее десятилетие возрос интерес к СГ методу как эффективному
инструменту не только для решения инженерных задач, но и для понимания
законов природы, таких как динамика экологических систем или фундамен-
тальные законы физики. В этой интерпретации подход известен как принцип

скоростного градиента, см. [19–23].

2. Алгоритмы скоростного градиента и условия их применимости
2.1. Условия применимости АСГ

Теоретические основы метода скоростного градиента достаточно полно
представлены в [7, 8, 19, 24–30]. Основные сведения об условиях примени-
мости метода приводятся ниже в данном разделе.

Рассматривается модель объекта управления в виде

ẋ(t) = f(x, θ, t),(2.1)

где x(t)∈ R
n – вектор состояния объекта; θ(t)∈ R

m – вектор управления (век-
тор входа)2; f(·) – непрерывная по x, θ, t вектор-функция, непрерывно диф-
ференцируемая по θ.

2 Здесь использован некоторый «обобщенный» входной вектор θ. В дальнейшем θ имеет
различный смысл в зависимости от характера решаемой задачи, чем вызвано отступле-
ние от принятого ранее обозначения. Например, θ может быть собственно управляющим
воздействием (сигналом), поступающим на вход объекта, либо, например, вектором на-
страиваемых параметров регулятора. Во втором случае (2.1) есть уравнения обобщенного

настраиваемого объекта.
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Рассматриваются допустимые законы (алгоритмы) управления в виде

θ(t) = Θ
({
x(s)ts=0

}
,
{
θ(s)ts=0

})
(2.2)

с некоторым оператором Θ таким, что решения системы (2.1), (2.2) существу-
ют и единственны на некотором интервале для любых начальных значений
x(0), θ(0).

Требуется, чтобы выполнялась цель управления, заданная в виде асимп-
тотического соотношения

Qt → 0 при t→ ∞(2.3)

или неравенства

Qt 6 ∆ для всех t > t∗,(2.4)

где Qt = Q
({
x(s)ts=0

}
,
{
θ(s)ts=0

})
– заданный целевой функционал (функцио-

нал качества), t∗∈ R – некоторый момент времени, начиная с которого целе-
вое условие должно быть выполнено, ∆ – определенное пороговое значение,
указывающее на требуемую точность выполнения целевого условия.

Рассматриваются два вида функционалов [25]:

1. локальный целевой функционал

Qt = Q
(
x(t), t

)
;

2. интегральный целевой функционал

Qt =

t∫

0

q
(
x(s), θ(s), s

)
ds,

где Q(x, t), q(x, θ, t) – заданные целевые функции. В конкретных задачах цель
управления может содержать некоторые дополнительные условия. Например,
для интегрального целевого функционала обычно ставится цель (2.4) и до-
полнительная цель управления в виде

lim
t→∞

q
(
x(t), θ(t), t

)
= 0.(2.5)

Рассмотрим основные формы алгоритмов скоростного градиента и усло-
вия их применимости [8, 24, 25].

Пусть закон управления имеет вид3

d (θ + ψ(x, θ, t))

dt
= −Γ∇θw(x, θ, t),(2.6)

3 Из вида закона управления (2.6) может создаться впечатление, что функция ψ(·)
должна быть дифференцируемой по t, что не дает возможность использовать разрывные
функции ψ(·). Однако решения (2.6) можно понимать как сумму “интегральной” и “сиг-
нальной” составляющих, где ψ(·) добавляется к результату интегрирования правой части
(2.6), т.е. ее производная по времени не вычисляется.
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где Γ = ΓT > 0 – (m×m)-матрица; w(x, θ, t) – производная целевого функ-
ционала в силу системы (2.1) [31]4, ψ(x, θ, t) – некоторая вектор-функция,
удовлетворяющая условию псевдоградиентности [32]:

ψ(x, θ, t)T∇θw(x, θ, t) > 0.(2.7)

Например, в качестве ψ(x, θ, t) можно брать

ψ(x, θ, t) = Γ1∇θw(x, θ, t),(2.8)

ψ(x, θ, t) = Γ2sign
(
∇θw(x, θ, t)

)
,(2.9)

где Γi = ΓT
i > 0 – (m×m)-матрицы (i = 1, 2) и Γ2 – диагональная.

Алгоритмы вида (2.6) называются алгоритмами скоростного градиента

(АСГ ) в конечно-дифференциальной форме.

Известны следующие условия применимости этих алгоритмов к решению
задач управления с локальным целевым функционалом [25]. Пусть:

— вектор-функция ψ(x, θ, t) удовлетворяет (2.7) и для любого v∈ R
m име-

ется единственное решение θ = κ(x, v, t) уравнения θ + ψ(x, θ, t) = v;

— функции f(x, θ, t), ∇xQ(x, t), ψ(x, θ, t), ∇θw(x, θ, t) непрерывны и ло-
кально ограничены равномерно по t > 05;

— скалярная функция Q(x, t) неотрицательна и удовлетворяет условию
роста: inft>0Q(x, t) → ∞ при ‖x‖ → ∞;

— функция w(x, θ, t) выпукла по θ;

— условие достижимости: существуют вектор θ∗∈ R
m и функция ρ(Q)

(ρ(Q) > 0 при Q > 0) такие, что для всех x, t имеет место

w(x, θ∗, t) 6 −ρ
(
Q(x, t)

)
.(2.10)

Тогда все траектории системы (2.1), (2.6) с начальными условиями, при-

надлежащими множеству Ω0
∆
=
{
(x, θ) : (Im − Γ†Γ)(θ0 − θ∗) = 0

}
, ограничены

иQ
(
x(t)

)
→ 0 при t → ∞, т.е. цель управления достигается для любого ∆ > 0.

Здесь и далее через Γ† обозначена матрица, псевдообратная к Γ по Муру–
Пенроузу, см. [33].

Для доказательства этого утверждения использована функция Ляпунова
вида [8]

V (x, θ, t) = Q(x, t) +
1

2
‖θ − θ∗ + ψ(x, θ, t)‖2Γ† .(2.11)

Вычисляя ее производную по времени в силу системы (2.1), (2.6), получим

V̇t = w(x(t), θ(t), t) − vTt Γ
†Γ∇θw(x(t), θ(t), t),(2.12)

4 Для локального целевого функционала w(x, θ, t) =
∂Q

∂t
+
(

∇xQ
)T
f(x, θ, t), а для инте-

грального целевого функционала – w(x, θ, t) = q(x, θ, t).
5 Ограничены в любом ограниченном множестве

{

‖x‖+ ‖θ‖ 6 β, t > 0
}

.
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где w(x, θ, t) определяется выражением (2.6), vt = θt(t)− θ∗ + ψ(x(t), θ(t), t).
Согласно условию v0 ∈ L(Γ), где L(Γ) – линейная оболочка столбцов мат-

рицы Γ†. По алгоритму (2.6)
dvt
dt

∈ L(Γ). Следовательно, vt ∈ L(Γ) для всех

t > 0, так что Γ†Γvt = vt (Γ†Γ является проектором на множество L(Γ)). Та-
ким образом, (2.12) принимает вид V̇t = w(x(t), θ(t), t) + vTt ∇θw(x(t), θ(t), t).
Применяя теперь условия выпуклости и достижимости (2.10), получа-
ем V̇t 6 −ρ

(
Q(x(t), t)

)
6 0. Следовательно, V (x(t), θ(t), t) 6 V (x(0), θ(0), 0),

что доказывает ограниченность траекторий системы (2.1), (2.6). Итак,∫∞
0 ρ

(
Q(x(t), t)

)
dt <∞, откуда стандартным образом с помощью леммы Бар-

балата (см., например, [24, 28]) выводится, что limt→∞Q(x(t), t) = 0, что и
требовалось доказать.

Для алгоритма (2.6) c интегральным целевым функционалом имеются
следующие условия применимости [8, 24, 25]. Пусть:

— для всех v∈ R
m имеется единственное решение θ = κ(x, v, t) уравнения

θ + ψ(x, θ, t) = v;

— функции f(x, θ, t), ∇θw(x, θ, t), κ(x, θ, t) локально ограничены;

— функция q(x, θ, t) равномерно непрерывна по x, t;

— функция w(x, θ, t) выпукла по θ;

— имеется вектор θ∗∈ R
m такой, что

w(x, θ∗, t) 6 0;(2.13)

— выполнено условие роста.

Тогда для любых x(0), θ(0) в системе (2.1), (2.6) достигается цель управ-

ления (2.4), а также цель (2.5) для ∆ = Q0 + 0,5
∥∥θ0 − θ∗ − ψ(x0, θ0, 0

∥∥2
Γ† .

Заметим, что для единственности решения уравнения θ + ψ(x, θ, t) = v до-
статочно выполнения для ψ(x, θ, t) условия Липшица по θ с константой Лип-
шица L < 1.

Условие роста можно ослабить, заменив на условие того, что ограничен-
ность Qt решений (2.1), (2.6) означает ограниченность x(t).

Основными из указанных выше условий являются условия разрешимости

(2.10), (2.13), которые показывают на принципиальную возможность решения
поставленной задачи.

Частным случаем (2.6) являются АСГ в дифференциальной форме

dθ

dt
= −Γ∇θw(x, θ, t).(2.14)

Другой важный частный случай (2.6) — АСГ в конечной форме, который
можно записать в виде

θ = θ0 − γψ(x, θ, t),(2.15)

где γ > 0 – параметр алгоритма (множитель шага).
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Условия применимости алгоритма (2.15) для функций ψ(x, θ, t), удовле-
творяющих условию сильной псевдоградиентности: существуют ρ > 0, δ > 1
такие, что

ψ(x, θ, t)∇θw(x, θ, t) > ρ
∥∥∇θω(x, θ, t)

∥∥δ(2.16)

имеют следующий вид [8, 25, 28].

Пусть имеется локальный целевой функционал и

— уравнение (2.15) разрешимо относительно θ;

— функция w(x, θ, t) выпукла по θ;

— имеется вектор θ∗ = θ∗(x, t), удовлетворяющий условию (2.10) и, при
некоторых ρ > 0, δ > 1, условию

ργ(x, t)
∥∥∇θw(x, θ, t)

∥∥δ−1
>
∥∥θ0 − θ∗(x, t)

∥∥;(2.17)

— выполнено (2.16).

Тогда в системе (2.6), (2.15) обеспечивается выполнение цели управления
(2.4).

Пусть имеется интегральный целевой функционал и

— уравнение (2.15) разрешимо относительно θ,

— функция w(x, θ, t) выпукла по θ,

— удовлетворяется условие (2.16),

тогда в системе (2.6), (2.15) обеспечивается выполнение цели управления
(2.5).

Негладкие обобщения АСГ предложены в [31, 34]. На основе понятия диф-
ференцирования по направлению по Адамару построены алгоритмы скорост-
ного субградиента6 в дифференциальной и конечной формах. Установлены
условия, обеспечивающие достижение цели управления (сходимость целевой
функции к нулю). Кроме того, получены условия, при которых цель управле-
ния достигается за конечное время с использованием негладких или разрыв-
ных алгоритмов СГ. Теоретические результаты проиллюстрированы в [31] на
примере негладкого энергетического управления для неаффинной по управ-
лению маятниковой системы. В [34] АСГ применен к почти глобальной стаби-
лизации интегратора Брокетта — неголономной системы, ставшей популяр-
ным тестовым примером для негладких и разрывных алгоритмов. Доказа-
но, что разработанный закон управления стабилизирует интегратор Брокет-
та для любой начальной точки, не лежащей на оси x3. Кроме того, показа-
но, что алгоритм скоростного субградиента обеспечивает стабилизацию при
сколь угодно малом уровне управления. Важной особенностью предлагаемого
управления является то, что оно непрерывно на траекториях замкнутой си-
стемы. Негладкие обобщения АСГ в конечно-дифференциальной форме пред-
ложены в [35].

6 Вектор a∈ R
n такой, что для выпуклой функции f(x), (x∈ R

n) для всех y∈ R
n выпол-

нено неравенство f(x+ y) > f(x) + aTy, называется субградиентом функции f(x) в точке x
и обозначается через ∂f(x) [32]. Для дифференцируемой в точке x функции имеет место
∇f(x)≡ ∂f(x).
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Идентифицирующие свойства алгоритмов скоростного градиента. Вектор
θ∗∈ R

m в (2.10) можно считать некоторым «идеальным» входным вектором,
так как при θ = θ∗ выполнены целевые условия. С прикладной точки зрения
представляет интерес вопрос о сходимости θ к θ∗, т.е. вопрос о достижении в
системе (2.1), (2.2) дополнительной цели управления

lim
t→∞

θ(t) = θ∗.(2.18)

Этот вопрос возникает в первую очередь при решении задачи идентифика-
ции, когда θ∗ является вектором «истинных» значений параметров объекта.
Обобщая, алгоритм (2.2) назовем идентифицирующим алгоритмом, если в
системе (2.1), (2.2) достигается цель управления (2.18) [24].

Как известно [3, 24, 36], идентифицируемость системы зависит и от вида
входного процесса. При достаточном «разнообразии» внешнего воздействия
цель (2.18) может быть достигнута. Для точных формулировок используется
следующее определение [8, 24].

Опр е д е л е н и е 1. Матричная функция Φ(t) размера m×N , ограничен-

ная для всех t > 0, называется интегрально-невырожденной, если суще-

ствуют t0 > 0, α0 > 0, L > 0 такие, что для всех t > t0 выполнено

t+L∫

t

Φ(s)Φ(s)Tds > α0Im.(2.19)

Это условие показывает, что столбцы матрицы Φ(t) не стремятся все при
t→ ∞ ни к какой гиперплоскости пространства R

N .

Для дифференциальной формы АСГ (2.14) известно следующее утвержде-
ние. Пусть:

— функции f(x, θ, t), ∇xQ(x, t), ψ(x, θ, t), ∇θw(x, θ, t) локально ограниче-
ны; выполнено условие роста; функция w(x, θ, t) выпукла по θ; существуют
вектор θ∗∈ R

m и функция ρ(Q) (ρ(Q) > 0 при Q > 0) такие, что для всех x, t
имеет место w(x, θ∗, t) 6 −ρ(Q), и, кроме того,

— infxQ(x, t) достигается в единственной точке x∗(t), где функция x∗(t)
удовлетворяет уравнению (2.1) ẋ(t) = f(x, θ, t);

— функции ∂f(x,θ,t)
∂θ , ∂2f(x,θ,t)

∂θ2
, ∂

2f(x,θ,t)
∂x∂θ , ∇xQ(x, t) непрерывны;

— функция Φ(t)
∆
= ∂f

∂θ

(
x, θ, t

)
– интегрально-невырожденная.

Тогда АСГ в дифференциальной форме (2.14) является идентифицирую-
щим алгоритмом для всех x(t0), θ(t0) и решение col{x∗(t), θ∗} системы (2.1),
(2.14) асимптотически устойчиво в целом равномерно по ограниченному мно-
жеству начальных условий x(t0), θ(t0) и моменту времени t0 [24].

Практически указанные условия сводятся к требованию, чтобы входной
(«возбуждающий») сигнал содержал не менее n гармоник с различными ча-
стотами. Это требование называют также условием «неисчезающего возбуж-

дения» или «постоянного возбуждения», подробнее см. [25, 28].

11



Робастность алгоритмов скоростного градиента. Свойства грубости и ро-
бастности АСГ подробно исследованы в [25, 28]. В частности, показано [25,
теорема 2.10], что АСГ в конечной форме (2.15) робастны по отношению к
аддитивным возмущениям: при достаточно малом уровне последних сохра-
няется ограниченность траекторий системы, а целевое условие (2.4) оказыва-
ется возможным обеспечить при том же ∆ за счет увеличения коэффициента
усиления γ в алгоритме управления (2.15). Базовые алгоритмы АСГ в диффе-
ренциальной форме (2.6) обладают робастностью только при существенных
дополнительных предположениях, одним из которых является асимптоти-

ческая устойчивость системы (2.1), (2.6), обеспечивающая устойчивость при
постоянно действующих возмущениях [25, теорема 2.12].

Для важных на практике ситуаций указанных условий недостаточно, по-
этому рекомендуется применять различные способы огрубления (обеспечения
грубости) АСГ. Среди них известно использование параметрической обрат-
ной связи в АСГ, т.е. переход от (2.6) к алгоритмам вида

d

dt

(
θ + ψ(x, θ, t)

)
= −Γ

(
κ∇θw(x, θ, t) + ζ

(
θ + ψ(x, θ, t)

))
,(2.20)

где функция ψ(·), как и выше, удовлетворяет условию псевдоградиентности
(2.7), ζ(·) : R → R – функция обратной связи, κ > 0 – числовой коэффициент.

Еще одним способом огрубления базовых АСГ служит введение в них зоны

нечувствительности по целевой функции переходом к алгоритмам вида

θ̇ =

{
−Γ∇θw(x, θ, t) при Q(x, t) > ∆,

0 при Q(x, t) < ∆.
(2.21)

Робастность адаптивных систем управления на основе АСГ изучается
также в [37], где для алгоритма адаптации предложен, совместно с зоной
нечувствителности, специальный “барьерный” вид параметрической обрат-
ной связи.

2.2. Оптимальность и пассивность алгоритмов скоростного градиента

АСГ обладают еще одним важным свойством, которое кратко можно сфор-
мулировать так: для всякого АСГ в конечной форме существует функционал,
по отношению к которому АСГ является оптимальным, т.е. АСГ является
решением обратной задачи оптимального управления (inverse optimal con-

trol) [38]. Впервые обратную задачу оптимального управления рассматри-
вал Р. Калман в линейно-квадратичном варианте [39]. Случай аффинных по
управлению систем был рассмотрен в ряде работ [14, 40–42], см. также дис-
куссию в [38]. Пусть модель управляемого объекта аффинна по управлению:

ẋ = f(x) + g(x)u,(2.22)

где f(x), G(x) – гладкие функции. Алгоритм скоростного градиента, синте-
зированный по некоторой целевой функции V (x) > 0, можно представить в
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виде

u = −γ(x)gT∇V (x) = −γ(x)(LgV )T,(2.23)

где γ(x) = γ(x)T > 0 – заданная матричная функция. Как известно, система
(2.22), (2.23) асимптотически устойчива, если при x 6= 0 выполняются нера-
венства V (x) > 0 и L(x) > 0, где

L(x) = −∇V (x)
(
F (x)− 0,5gγ(x)gT∇V (x)

)
= −V̇ .(2.24)

Как отмечено в [14, 40–42], при этих условиях система (2.22), (2.23) оптималь-
на по отношению к функционалу потерь

J =

∞∫

0

(L(x) + uTγ(x)−1u)dt.(2.25)

При этом целевая функция V (x) оказывается функцией Беллмана для опти-
мизационной задачи, причем для ее нахождения нет необходимости в трудо-
емком решении уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана. Платой за простоту
является зависимость функционала потерь от искомого решения. В работах
А.А. Красовского [40, 41] рассмотрен также случай, когда слагаемое с управ-
лением в функционале потерь задается не квадратичной формой, а формой
порядка p > 1. В этом случае инверсно-оптимальное управление принимает
вид

u = −γ(x)|gT∇V (x)|1/(p−1)sign(gT∇V (x)).(2.26)

Имеются версии сформулированных результатов для адаптивного [43, 44] и
минимаксного [45] инверсно-оптимального управления, однако в них связь с
АСГ не упоминается.

С оптимальностью АСГ тесно связана его пассивность. Пусть y =
= gT∇V (x) — выход объекта (2.22). Введем новый вход объекта ū с помо-
щью обратной связи u = −γ(x)gT∇V (x))+ ū. Тогда при выполнении условия
достижимости для АСГ в конечной форме справедливо неравенство

V̇ − γ(x)gT∇V (x)ū 6 0,(2.27)

что как раз и означает пассивность объекта (2.22) от входа ū к выходу y =
= gT∇V (x). Таким образом, АСГ решает задачу пассификации — преобразо-
вание системы к пассивной при помощи обратной связи.

Локально-оптимальные алгоритмы непрерывного и дискретного времени.
Близким к методу СГ является принцип оптимального демпфирования пере-
ходных процессов В.И. Зубова [46], предписывающий выбирать управление
из условия

min
u∈U

V̇ ,(2.28)
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где V̇ – производная в силу системы (2.22) от заданной функции V (x, t) > 0,
а U ⊂R

m – заданное множество допустимых значений управления. Нетрудно
видеть, что для аффинного объекта (2.22) функция

V̇ =
∂V

∂t
+ LfV + LgV u

линейна по управлению. Поэтому, если множество U выпукло и 0 ∈ U , то
оптимальная по демпфированию обратная связь имеет вид

u = −ΨU(y),(2.29)

где y = ∇uV̇ , а вектор-функция ΨU (y) составляет острый угол со скорост-
ным градиентом: ΨU (y)

Ty > 0 при y 6= 0. Оптимальное по демпфированию
управление является локально-оптимальным для задачи (2.22), (2.25), если в
качестве демпфируемой функции V (x, t) в (2.28) выбрана функция Беллмана
задачи.

Для систем дискретного времени близкий подход рассмотрен в [47, 48] в
рамках локально-оптимального управления. Многошаговый процесс управ-
ления динамической системой назван авторами локально-оптимальным в

смысле критерия V , если на каждом шаге или каждых τ шагах этого про-
цесса достигается наибольшее убывание величины V .

В [47] рассматривается задача управления линейным дискретным динами-
ческим объектом

xk+1 = Axk +Buk, yk = LTxk, k = 0, 1, . . . ,(2.30)

где xk∈ R
n – вектор состояния, uk∈ R

m – управление, yk∈ R
l – наблюдаемый

выход. Вводится (локальный) критерий оптимальности

V (x) = xTCx, C = CT > 0.(2.31)

По смыслу метода соответствующее локально-оптимальное управление u∗k
определяется выражением

u∗k = argmin
uk

∆V (xk, uk),(2.32)

где ∆V (xk, uk) = V (Axk +Buk)− V (xk). В предположении, что весь вектор
состояния xk непосредственно измеряется (L = diag {1, . . . , 1}), показано, что
при BTCB управление (2.32) в форме обратной связи имеет вид

u∗k = −(BTCB)†BTCAxk + ũ,(2.33)

где ũ удовлетворяет условию BTCBũ=0. При таком управлении ∆V (xk,u
∗
k) =

= −xTkQxk, где матрица Q находится из выражения

Q = C −ATCA+ATCB(BTCB)†BTCA.(2.34)

Если, кроме того, detBTCB 6= 0, управление (2.32) единственно:

u∗k = θT∗ xk, θT∗ = −(BTCB)−1BTCA.(2.35)
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3. Адаптивное управление и идентификация на основе метода СГ

В [7, 49] рассматривается схема синтеза алгоритмов адаптивного управле-
ния, состоящая в организации движения в пространстве настраиваемых па-
раметров в направлении градиента от скорости изменения оценочного функ-
ционала. В эту схему укладывается ряд известных алгоритмов адаптации и
идентификации, синтезированных прямым методом Ляпунова [8, 25]. Полу-
чены общие условия устойчивости таких систем. Предлагаются способы регу-
ляризации алгоритмов, придающие системе свойства грубости по отношению
к действию на объект неконтролируемых возмущений и к дискретности ал-
горитма адаптации. Приводятся примеры применения рассмотренной схемы
для синтеза алгоритмов адаптации в ряде задач адаптивного управления ди-
намическими объектами.

3.1. Адаптивное управление с эталонными моделями

Беспоисковые самонастраивающиеся системы с эталонными моделями.
Беспоисковые самонастраивающиеся системы с эталонными моделями
(БСНС с ЭМ, англ. — Model Reference Adaptive Control , MRAC) для реше-
ния задачи получены в серии фундаментальных работ по теории адаптивного
управления, см., например, [3, 24, 50–52], где объект и эталонная модель при-
няты в виде

ẋ = Ax+Bu – объект управления,

ẋM = AMxM +BMr(t) – эталонная модель.
(3.1)

В (3.1) матрицы A, B неизвестны, матрицы AM , BM эталонной модели зада-
ны.

Ставится задача обеспечения асимптотической сходимости вектора оши-
бок e(t) = x(t) − xM (t) к нулю. Для простоты изложения примем здесь, что
можно произвольно изменять матрицы уравнений состояния системы, добав-
ляя к неизвестным матрицам A и B модели объекта (3.1) матрицы тех же
размеров ∆A и ∆B соответственно. Уравнения обобщенного настраиваемого
объекта (ОНО) тогда принимают вид

ẋ = (A+∆A)x+ (B +∆B)r(t).(3.2)

Таким образом, вектор настраиваемых параметров θ∈ R
N имеет вид θ =

= col (∆A,∆B), где N = n(n+m).

Для синтеза алгоритма адаптации СГ-методом выберем локальный квад-
ратичный функционал Qt = eTPe, где e(t) = x(t)− xM (t) – вектор ошибки,
P = PT > 0 – положительно определенная (n × n)-матрица, выбор которой
будет уточнен ниже, и вычислим функцию w(x, θ, t) = Q̇t. Находя производ-
ную по времени от Qt в силу системы (3.1), (3.2), получим

w(x, θ, t) = eTH
(
(A+∆A)x+ (B +∆B)r(t)−AMxM −BMr(t)

)
.
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Далее, дифференцированием по настраиваемым параметрам (с учетом
правил дифференцирования сложной функции и соотношения ∇f(z) =
=
(
∂f/∂z

)T
) получим

∇∆Aw(x, θ, t) = Pe(t)x(t)T,

∇∆Bw(x, θ, t) = Pe(t)r(t)T.
(3.3)

Выбирая, для простоты Γ = γIN (где γ > 0, IN – единичная матрица) по-
лучим алгоритм адаптации

d∆A

dt
= −γPe(t)x(t)T, d∆B

dt
= −γPe(t)r(t).(3.4)

Как следует из условия достижимости (2.10), матрица P = PT > 0 должна
удовлетворять уравнению Ляпунова PAM +AT

MP = −G для некоторой мат-
рицы G = GT > 0 [8, 25].

Для предотвращения неограниченного роста коэффициентов регулятора
при действии возмущений рекомендуется использовать регуляризованные ал-
горитмы адаптации вида [8, 24, 25, 28]

d

dt
∆A(t) = −γ

(
Pe(t)x(t)T + α

(
∆A(t)−∆Â

))
,

d

dt
∆B(t) = −γ

(
Pe(t)r(t)T + α

(
∆B(t)−∆B̂

))
,

(3.5)

где ∆Â, ∆B̂ – некоторые априорные оценки настраиваемых параметров, ска-
лярные величины γ > 0 – коэффициент усиления алгоритма, α > 0 – коэффи-
циент параметрической обратной связи, значения которых выбираются при
синтезе.

Адаптивное управление с неявной эталонной моделью. Метод неявной эта-
лонной модели (НЭМ) был разработан в [53], применен для адаптивной на-
стройки ПИД-регуляторов в [54] и распространен на задачи синхронизации
в [55]. Законы адаптивного управления с НЭМ выводятся с помощью мето-
да СГ с локальным целевым функционалом Q = 1

2x
TPx, где x∈ R

n обознача-
ет вектор состояния объекта, (n× n)-матрица P положительно определена,
P = PT > 0. Настраиваемый закон управления в “основном контуре” прини-
мается в виде u = K(t)y, где u – управляющее воздействие, y – измеряемый
выход объекта, K = K(t) – коэффициенты усиления регулятора, скорректи-
рованные с помощью алгоритма адаптации

K̇(t) = −γδ(t)y(t), δ(t) =
l∑

i=1

giyi(t), u(t) =
l∑

i=1

θi(t)yi(t),

в котором l обозначает число выходов объекта, используемых для формиро-
вания управления и настройки коэффициентов регулятора.
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Адаптивная стабилизация линейных стационарных (инвариантных по вре-
мени) объектов с одним входом и выходом. Пусть линейный стационарный
объект с одним входом и выходом представлен в форме “входа-выход”

A(p)y(t) = B(p)u(t), t > 0,(3.6)

где u, y – скалярные входная и выходная переменные, A(p) = pn + an−1p
n−1+

+ · · ·+ a0, B(p) = bmp
m + · · ·+ b0 – многочлены от оператора дифференци-

рования по времени p≡ d/dt. Определим k как относительную степень

системы (3.6), k = n−m > 0. Параметры объекта (3.6) ai, bj (i = 0, . . . ,
n− 1, j = 1, . . . ,m) считаются неизвестными. Желаемая динамика системы
с обратной связью выражается в виде некоторого “эталонного” дифференци-
ального уравнения. В классических БСНС с ЭМ это уравнение явно реализо-
вано (интегрируется) в адаптивном регуляторе, см. [3, 50–52]. Чтобы описать
адаптивные регуляторы с НЭМ, вводится сигнал ошибки адаптации σ(t) как

σ(t) = G(p)y(t),(3.7)

где G(p) = pl + gl−1p
l−1 + · · · + g0 – заданный гурвицев (устойчивый) много-

член от оператора дифференцирования p≡ d/dt. Коэффициенты gi – расчет-
ные параметры; они выбираются на основе желаемой динамики замкнутой
системы. Степень l полинома G(p) определяется ниже. Предполагая, что за-
кон адаптации обеспечивает стремление σ(t) к нулю, заметим, что при σ ≡ 0
выход y(t) удовлетворяет следующему “эталонному уравнению”:

G(p)y(t) = 0.(3.8)

Это уравнение описывает эталонную модель, но эта модель не реализована
в адаптивном регуляторе в виде некой динамической подсистемы, а введена
неявно через свои параметры gi (i = 0, 1, . . . , l − 1). Следовательно, ее имеет
смысл назвать неявной эталонной моделью (НЭМ).

Выберем закон управления с обратной связью в следующем виде:

u(t) =

l∑

i=0

ki(t)
(
piy(t)

)
,(3.9)

где ki(t), i = 0, . . . , l – настраиваемые параметры регулятора. Для рассмат-
риваемого случая свойство гиперминимальнофазовости [24, 25, 28, 53, 55, 56]
приводит к следующему закону адаптации, см. [53]:

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t), ki(0) = k0i ,(3.10)

где γ > 0 – коэффициент адаптации, k0i задаются как начальные значе-
ния коэффициентов усиления регулятора, i = 0, . . . , l. Вводя вектор-строку
G = [g0, g1, . . . , 1]∈ R

l+1 и функцию преобразования W (s) объекта W (s) из

входа u в вектор выхода [y, ẏ, . . . y(l)]T∈ R
l+1 как W (s) = B(s)

A(s)

[
1, s, . . . , sl

]T
,
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s ∈ C в силу теоремы пассификации [53] относительно передаточной функ-
ции GW (s), легко вывести следующие условия устойчивости адаптивного ре-
гулятора (3.9), (3.10):

1) полином B(s) гурвицев и b0 > 0;

2) l = k − 1, где k = n−m – относительная степень модели объекта (3.6).

Алгоритм (3.10) обычно обеспечивает затухание σ(t) существенно быстрее,
чем переходные процессы в замкнутом контуре. В результате изменение коэф-
фициента усиления (3.9) регулятора прекращается, и выход объекта (3.6) y(t)
подчиняется НЭМ (3.8).

Чтобы избежать неограниченного роста коэффициентов передачи регуля-
тора (3.9) при наличии внешних возмущений и ошибок измерения, можно
использовать следующую α-модификацию (3.10), см. [55, 57]:

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t)− α
(
ki(t)− k0i

)
, k0i = ki(0),(3.11)

где введен коэффициент параметрической обратной связи α > 0.

Адаптивные системы слежения с НЭМ. Адаптивный закон управления
(3.9), (3.11) непосредственно расширены до решения задачи слежения с же-
лаемой динамикой замкнутой системы, см. [54]. Для этого введем задающее
воздействие r(t) и определим сигнал ошибки адаптации σ(t) в виде

σ(t) = G(p)y(t)−D(p)r(t),(3.12)

где многочлен G(p) определен выше, а операторный многочлен D(p) имеет
вид D(p) = dqp

q + · · ·+ d1p+ d0. Сигнал σ(t) можно трактовать как невязку
в уравнении

G(p)y(t) = D(p)r(t),(3.13)

рассматривая (3.13) как НЭМ в задаче слежения.

По аналогии с (3.9) возьмем управляющее воздействие в виде

u(t) = kr(t)
(
D(p)r(t)

)
+

l∑

i=0

ki(t)
(
piy(t)

)
,(3.14)

где kr(t), ki(t) (i = 0, . . . , l) – настраиваемые параметры. Закон адаптации
имеет вид

k̇r(t) = γσ(t)D(p)r(t) − α
(
kr(t)− k0r

)
, k0r = kr(0),

k̇i(t) = −γσ(t)piy(t)− α
(
ki(t)− k0i

)
, k0i = ki(0),

(3.15)

где γ > 0, α > 0 – выбираемые при синтезе параметры; k0r , k
0
i – это “угадан-

ные” начальные значения коэффициентов передачи регулятора, i = 0, . . . , l.
Стоит отметить, что как степень q полинома D(p), так и его коэффициенты
могут быть выбраны разработчиком произвольно.
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Сигнально-параметрические адаптивные регуляторы с НЭМ. Пусть по-
ставлена задача стабилизации limt→∞ x(t) = 0 для объекта

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), y(t) = Cx(t),(3.16)

где x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ R

m, y(t) ∈ R
l, A, B – неизвестные матрицы соответст-

вующих размеров.

Следуя [55, 58], введем вспомогательную цель в виде обеспечения дви-
жения в скользящем режиме вдоль заданной поверхности, т.е. выполнения
σ(t)≡ 0, где σ(t) = Gy, G – заданная (m× l)-матрица.

Воспользуемся следующим законом управления:

u = −γ signσ, σ = Gy,(3.17)

где γ > 0 – параметр регулятора. Можно доказать, что для системы (3.16),
(3.17) поставленная цель управления может быть достигнута, если существу-
ют матрица P = PT > 0 и вектор K∗ такие, что PA∗ +AT

∗ P < 0, PB = GC,
A∗ = A+BKTC. Как следует из теоремы о пассификации, указанные усло-
вия выполняются, если и только если: передаточная функция GW (s) – гипер-
минимальнофазовая (где W (s) = C

(
λIn −A)−1B); знак GCB известен (счи-

таем, что он положительный). При этих условиях цель limt→∞ x(t) = 0 до-
стигается при достаточно большом γ (относительно начальных условий и
фактических параметров объекта).

Чтобы избежать зависимости устойчивости замкнутой системы от на-
чальных условий и параметров объекта, вместо (3.17) можно использовать
следующий “сигнально-параметрический”, или “комбинированный”, закон
управления:

u = KT(t)y(t)− γ sign σ(y), σ(y) = Gy(t),

K̇(t) = −σ(y)Γy(t),
(3.18)

где Γ = ΓT > 0, γ > 0 – матричный и скалярный коэффициенты передачи
алгоритма адаптации.

3.2. Идентификация параметров объекта

Пусть динамика объекта с неопределенными параметрами описывается
уравнением

ẋ(t) = A∗ x(t) +B∗ u(t)(3.19)

с неизвестными постоянными матрицами A∗ , B∗ и измеряемыми векторами
состояния и входов x(t)∈ R

n, u∈ R
m. Для идентификации параметров вво-

дится следующая настраиваемая модель [59]:

ẋM (t) = GxM (t) +
(
A(t)−G)x(t) +B(t)u(t)(3.20)
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с вектором состояния xM (t)∈ R
n и матрицами A(t), B(t), которые служат

оценками матриц A∗ , B∗ . В этом случае вектор θ определяется как θ(t) =
= col (A,B). Вводятся сигнал ошибки e(t) = xM (t)− x(t) и целевая функция

Qt = 1/2e(t)TPe(t), где P = PT > 0.(3.21)

Следуя методу СГ, получим

ω = Q̇t = 1/2e(t)TP
(
Ge(t) + (A−A∗)x(t) + (B −B∗)u(t)

)
,(3.22)

∇Aω = Pe(t)x(t)T, ∇Bω = Pe(t)u(t)T,(3.23)
{
Ȧ(t) = −γPexT, γ > 0,

Ḃ(t) = −γPeuT.(3.24)

4. Общие методы нелинейного управления на основе СГ

Задачи стабилизации заданного подмножества пространства состояний
для пассивных нелинейных систем рассмотрены в [60]. Рассмотрим аффин-
ные по управлению системы вида

ẋ(t) = f(x) + g(x)u,(4.1)

где x ∈ X∈ R
n, u ∈ U ∈ R

m – состояние и управляющий вход соответственно.
Отображения f , g – гладкие векторные функции подходящей размерности.

Введем вспомогательные выходы системы (4.1)

y = h1(x) =
[
LgV (x)

]
,(4.2)

z = h2(x),(4.3)

где V (x) = 0,5‖h2(x)‖2, а h2 : X → R
k – гладкая вектор-функция.

Предположим, что желаемое аттрактивное множество можно описать
как прообраз нулевого значения некоторой гладкой неотрицательной функ-
ции V (x) и что эта функция не увеличивается вдоль решений свободной си-
стемы. Задача состоит в определении регулятора в обратной связи по состоя-
нию, обеспечивающего свойство

V
(
x(t)

)
→ 0 (или h2

(
x(t)

)
→ 0) при t→ ∞,(4.4)

где x = x(t, x0) является решением уравнения замкнутой системы с началь-
ными условиями x0, принадлежащими к некоторому предписанному множе-
ству D . Сделаны предположения, что:

(A1) функция V (x) – правильная на пространстве состояний X, т.е. для
любого c > 0 множество {x ∈ X : V (x) 6 c} компактно;

(A2) свободная система ẋ = f(x) такова, что гладкая функция V (x) не
возрастает вдоль ее решений: LfV (x) 6 0, ∀x ∈ X;

(A3) на множестве R = {x ∈ X : LgV (x) = 0} функция h2(x) инвариантна,
т.е. выполнено тождество Lfh2(x)≡ 0,∀x ∈ R.

20



Для решения задачи стабилизации (4.1), (4.3), (4.4) в [60] получены вы-
текающие из СГ-метода достаточные условия, гарантирующие асимптотиче-
скую стабилизацию целевого множества V0 = {x ∈ X : V (x) = 0} с помощью
управления с обратной связью по состоянию

u = −Ψ

(
∂

∂u
V̇ (x)

)
,(4.5)

где V̇ (x) – полная производная от V (x) вдоль решения (4.1), а Ψ(y): R→R –
произвольная гладкая вектор-функция, образующая острый угол с y, т.е.
Ψ(y)Ty > 0 для всех y 6= 0 и Ψ(0) = 0.

Подход к анализу и синтезу систем с обратной связью на базе моделей
нелинейных систем и непериодических сигналов, генерируемых нелинейны-
ми системами, представлен в [61]. Предлагаемый подход основан на показа-
теле возбудимости – нелинейном аналоге амплитудно-частотной характери-
стики линейной системы. Его можно использовать для анализа устойчивости
полностью нелинейных каскадных систем аналогично анализу абсолютной
устойчивости систем Лурье. Описаны СГ алгоритмы создания резонанса об-
ратной связи в нелинейных генераторах с несколькими степенями свободы.
Для строго диссипативных систем установлены границы изменения энергии
и возбудимости по обратной связи.

В [62] известные условия устойчивости сингулярно возмущенных систем
расширены, чтобы охватить случай систем управления энергией, синтезиро-
ванных на основе метода СГ. В частности, таким способом попучены решения
задач управления энергией на основе СГ сингулярно возмущенных гамиль-
тоновых систем. Приложение к управляемой синхронизации двух связанных
маятников представлено для двух случаев появления в системе малого па-
раметра: малой инерции динамического связующего звена и малой инерции
крутящего момента. В обоих случаях проводится сравнение оценок теорети-
ческой асимптотической точности с результатами компьютерного моделиро-
вания.

Метод управления неполноприводными (underactuated) нелинейными си-
стемами, основанный на введении искусственных инвариантов и использо-
вании СГ алгоритмов, предложен в [63]. В работе сформулировано и обос-
новано общее положение о достижении цели управления. Применение пред-
ложенного подхода проиллюстрировано на примере стабилизации колебаний
тележки-маятника вокруг верхнего положения равновесия.

В [64] рассмотрена задача управления нестационарной динамической си-
стемой с нефиксированным временем завершения и терминальным функцио-
налом при наличии неопределенных параметров. Предлагается алгоритм по-
строения управления, использующий элементы необходимых условий опти-
мальности и принцип СГ, обеспечивающий гарантированное значение функ-
ционала качества. Приведены результаты расчета управления и значений
функционала для тестовых параметров модели.

Возможности исследования нелинейных физических систем с помощью
малой обратной связи обсуждаются в [65]. Установлены аналитические грани-

21



цы возможного изменения энергии системы по обратной связи. Показано, что
для нелинейного осциллятора с одной степенью свободы изменение энергии
за счет обратной связи может достигать предела, достижимого для линей-
ного осциллятора за счет гармонического (без обратной связи) воздействия.
Такое явление называется резонансом с обратной связью (feedback resonance)
или авторезонансом. Описан метод создания резонанса с обратной связью в
нелинейных осцилляторах с несколькими степенями свободы на основе АСГ.
Пример выхода из потенциальной ямы иллюстрируется результатами ком-
пьютерного моделирования.

Задача стабилизации уровня энергии для гамильтоновых систем с одной
степенью свободы при наличии ограниченных входных возмущений рассмот-
рена в [66]. Показано, что для произвольных равномерно ограниченных воз-
мущений с достаточно малой границей СГ закон управления обеспечивает
предельную ограниченность энергетической погрешности. В качестве вспо-
могательного результата получены новые достаточные условия предельной
ограниченности функции Ляпунова вдоль траекторий нелинейной нестацио-
нарной динамической системы.

5. Управление энергией. Управление нелинейными колебаниями

В развитии метода скоростного градиента в 1990-х годах можно выде-
лить две важные вехи. Во-первых, удалось систематизировать на основе АСГ
[67] методы адаптивного управления механическими системами, в том числе
роботами-манипуляторами, в основе которых лежит пассивность [68–71].

Во-вторых, было предложено строить алгоритмы управления возбужде-
нием колебаний гамильтоновых систем на основе скоростного градиента с ис-
пользованием целевых функций, зависящих от гамильтониана (энергии) си-
стемы. В частности, для управляемой гамильтоновой системы с гамильтониа-
номH(q, p) = H0(q, p) +H1(q, p)u, где q∈ R

n – вектор обобщенных координат,
p∈ R

n – вектор обобщенных импульсов, u – скалярное управляющее воздей-
ствие, H0(q, p) – гамильтониан (энергия) свободной системы, H1(q, p)u – га-
мильтониан взаимодействия, ставится цель управления

H0(q(t), p(t)) → H∗ при t→ ∞,(5.1)

где H∗ – желаемое значение энергии системы. Выбирая целевую функцию в
виде Q(x) = 1/2(H0(x)−H∗)2, получаем АСГ в виде

u = −γ(H0 −H∗)p,(5.2)

где γ > 0 – коэффициент усиления [72–75]. Полученные результаты были
подытожены в книгах [27, 28, 76] и стали основой для синтеза алгоритмов
управления в многочисленных задачах управления колебаниями в системах
и сетях. В [67, 74, 75] эти методы были распространены на системы более об-
щие, чем гамильтоновы. Были получены условия применимости метода СГ
для управления инвариантами широкого класса нелинейных систем.
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Введено понятие “раскачивающего управления”, обеспечивающего дости-
жение произвольно большого уровня целевой функции при помощи произ-
вольно малого уровня управления. Установлено существование раскачиваю-
щего управления для гамильтоновых систем. Приведены результаты моде-
лирования для задачи раскачки маятника. Результаты развиты в [75], где
метод синтеза управления колебательными нелинейными системами распро-
странен на задачи с несколькими целевыми функционалами и с ограниче-
ниями. Впервые предложен подход на основе метода СГ к задаче управления
прохождением через резонансные зоны.

В [77] предложен способ использования метода СГ для управления синхро-
низацией двух осцилляторов на примере двух маятников, слабо связанных
пружиной. В этом случае уравнение управляемого объекта имеет вид

{
ϕ̈1 + ρϕ̇1 + ω2 sinϕ1 = k(ϕ2 − ϕ1) + u,

ϕ̈2 + ρϕ̇2 + ω2 sinϕ2 = k(ϕ1 − ϕ2),
(5.3)

где ϕi = ϕi(t) – углы поворота маятников (i = 1, 2); u = u(t) – внешний мо-
мент (управляющее воздействие), действующий на первый маятник; ω, k, ρ –
параметры системы: ω – частота собственных колебаний малой амплитуды,
k – коэффициент связи между маятниками (например, коэффициент упру-
гости пружины), ρ – коэффициент демпфирования.

В качестве целевой функции берется функция вида

Q(x) = αQϕ(ϕ̇1, ϕ̇2) + (1− α)QH(x),(5.4)

где x =
[
ϕ1, ϕ2, ϕ̇1, ϕ̇2

]T
– вектор состояния объекта,

Qϕ(ϕ̇1, ϕ̇2) =
1

2
δ2ϕ, QH(x) =

1

2

(
H(x)−H∗

)2
,(5.5)

H(x) =
1

2
ϕ̇2
1 + ω2(1− cosϕ1) +

1

2
ϕ̇2
2 + ω2(1− cosϕ2) +

k

2
(ϕ1 − ϕ2)

2(5.6)

– полная энергия системы, δϕ = ϕ̇1 +−ϕ̇2 – ошибка синхронизации, H∗ – за-
данное целевое значение энергии, α > 0 – весовой коэффициент. Очевидно,
минимальное (нулевое) значение целевой функции соответствует синхронно-
му движению маятников при заданном уровне энергии колебаний всей систе-
мы.

Синтезированный по такой целевой функции АСГ в конечной форме имеет
вид

u(t) = −γ
(
αδϕ(t) + (1− α)δH (t)ϕ̇1(t)

)
,

δϕ(t) = ϕ̇1(t) + ϕ̇2(t),

δH(t) = H
(
x(t)

)
−H∗,(5.7)

где γ > 0 – коэффициент усиления.

Результаты моделирования показывают, что действительно АСГ (5.7)
создает в системе с двумя степенями свободы (два связанных маятника)
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синхронный режим, причем при малом коэффициенте трения ρ > 0 энергия,
близкая к заданной H∗, может быть достигнута при малом коэффициенте
усиления γ > 0, т.е. в системе наблюдается эффект резонанса с обратной свя-
зью.

Сходная задача рассмотрена и в [78], где СГ методом с энергетическим це-
левым функционалом выполнен синтез закона управления. Произведен ана-
лиз системы по упрощенной модели ее динамики. Результаты как компью-
терного моделирования, так и экспериментов на лабораторном стенде проде-
монстрировали работоспособность принятого метода управления.

Задача подъема маятника Фуруты анализируется в [79] путем сравне-
ния результатов, полученных с помощью традиционной стратегии Острема–
Фуруты, основанной на модели размерности два, с новой стратегией, осно-
ванной на СГ-законе на многообразии размерности три. Приведен контрпри-
мер, когда новый закон работает хорошо, а старый нет. Задача приведения
маятника Фуруты в верхнее положение обычно решается гибридным регу-
лятором, в котором глобальная задача разбивается на два этапа. Сначала
накачка энергии приводит маятник в вертикальное положение. Затем маят-
ник стабилизируется в этом положении. В [80] различные стратегии управ-
ления для обеих задач анализируются как путем моделирования, так и с
использованием реального лабораторного маятника. Проблема подъема ма-
ятника Фуруты решается в [81] с применением метода СГ к модели системы
с размерностью четыре. Новый закон сравнивается с традиционной страте-
гией Острема–Фуруты, основанной на модели размерности два. Приведены
результаты сравнительного анализа, включающего моделирование и экспери-
менты, в которых показаны преимущества и эффективность предложенного
закона раскачки маятника.

Задача стабилизации вертикального положения сферического маятника
подробно рассмотрена в [82]. Эта задача сводится к стабилизации устойчиво-
го многообразия Ωst вертикального положения свободного сферического ма-
ятника. Показано, что для любого гладкого управления с обратной связью,
полученного с помощью СГ алгоритма с целью стабилизации Ωst, замкну-
тая система имеет предельный цикл Γ, который не принадлежит желаемому
аттрактору Ωst.

В [83] обобщены и расширены имеющиеся результаты по стабилизации
инвариантных множеств для нелинейных систем на основе метода СГ и по-
нятия V -обнаруживаемости. Представлены результаты по управлению коле-
баниями маятника, маятника на тележке, сферического маятника. Алгоритм,
обеспечивающий глобальную аттрактивность вертикального (неустойчивого)
положения равновесия маятника, основанный на разрывной версии энергети-
ческого СГ метода, получен в [84]. Показано, что глобальная аттрактивность
не может быть получена с помощью непрерывной статической обратной связи
по состоянию. Представлен подробный глобальный анализ переходного пове-
дения замкнутой системы. Кроме того, показано, что глобальная аттрактив-
ность вертикального положения равновесия может быть достигнута путем
применения управления сколь угодно малой величины.
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В [85] рассмотрена задача численного определения показателя возбудимо-
сти колебательных систем. Показано, что возбуждение по методу СГ обес-
печивает точное решение задачи достижения максимальной энергии для ли-
нейного осциллятора второго порядка на бесконечном интервале времени.
Оценены верхняя и нижняя границы полной энергии системы в режиме уста-
новившихся колебаний и показатель возбудимости. Найдено точное значение
доступной энергии системы для случая гармонического возбуждения.

АСГ управления нелинейными колебаниями динамической системы для
задач регулирования и слежения представлен в [86]. Осциллятор Колпит-
ца [87], имеющий хаотическое поведение, рассматривается в качестве приме-
ра. Алгоритм использует только структурную информацию о динамической
модели для построения закона управления и может глобально асимптотиче-
ски сходиться к заданным регулярным орбитам или фиксированным точкам.

В [88] рассмотрены задачи возбуждения и синхронизации колебаний в
двухсвязанной двойной маятниковой мехатронной системе. Описаны аппа-
ратные средства, интерфейс обмена данными и программное обеспечение для
лабораторных экспериментов и управления. Импульсно-модулированный за-
кон управления для возбуждения/синхронизации колебаний получен мето-
дом СГ. Лабораторные эксперименты выполнены для проверки и оценки па-
раметров принятой математической модели. Приведены результаты сравне-
ния моделирования и лабораторных экспериментов для анализа возбуждения
и синхронизации.

В [89] использована адаптивная настройка усиления в обратной свя-
зи с запаздыванием для улучшения процесса управления. Предложенный
в [89] адаптивный регулятор применяется для стабилизации неустойчи-
вой неподвижной точки и неустойчивой периодической орбиты, встроенной
в хаотический аттрактор. Алгоритм адаптации построен с использованием
СГ метода. Представленные в [89] результаты компьютерного моделирова-
ния показали, что алгоритм адаптации может найти подходящее значение
усиления обратной связи для одиночных и множественных задержек. Кро-
ме того, показано, что метод [89] устойчив к шуму и отличиям в начальных
условиях.

Задача адаптивной синхронизации двух связанных неидентичных моделей
нейронов Хиндмарша–Роуза (Hindmarsh–Rose) рассмотрена в [90]. Показано,
что использование разработанного регулятора, основанного на методе СГ,
обеспечивает достижение синхронного поведения исследуемых систем. Полу-
ченные результаты математически обоснованы и проиллюстрированы моде-
лированием.

Проблема управления маятниковыми механизмами рассматривается в [91].
Для описания динамики маятников используется гамильтонов формализм.
Предложен алгоритм достижения равных значений энергии колеблющихся
маятников посредством управления с обратной связью на основе СГ метода.
Получены условия достижимости цели управления. Установлена связь меж-
ду синхронизацией энергии и частотой колебаний. Представлены результаты
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компьютерного моделирования, демонстрирующие достижение цели управ-
ления и демонстрирующие динамические свойства замкнутой системы.

В [92] рассмотрена задача управления энергией маятника при наличии
нерегулярного входного возмущения. Закон управления с обратной связью
выбирается на основе метода СГ. Основным результатом являются точные
оценки для начального множества и конечного множества (аттрактора), а
также условия, гарантирующие, что все решения, начинающиеся в начальном
множестве, попадут в аттрактор за конечное время.

На примере управления энергией маятника, в [93] рассмотрена задача
управления нелинейной системой на инвариантном многообразии с помощью
квантованной обратной связи по состоянию. Выбран основанный на АСГ за-
кон управления с обратной связью. Основной результат заключается в точ-
ном описании границ допустимой ошибки квантования и результирующих
границ отклонения энергии.

В [94] ставятся задачи управления энергией для модели Френкеля–Кон-
торовой и обсуждается их связь с управлением маятниковыми цепочками.
Предложен и проанализирован алгоритм управления энергией на основе ме-
тода СГ. Приведены результаты моделирования, иллюстрирующие сходи-
мость предложенного алгоритма.

В [95, 96] метод СГ распространен на синхронизацию осцилляторов с ком-
плексными переменными. Существующие результаты о частичной устойчи-
вости дифференциальной формы АСГ для сингулярно возмущенных систем
распространены в [97] на случай СГ управления в конечной форме. Результа-
ты проиллюстрированы на примере управления энергией и синхронизацией
двух связанных маятников с учетом инерции двигателя. Показано, что возму-
щения, вызванные инерцией соединительного звена, и возмущения, обуслов-
ленные инерцией двигателя, влияют по-разному на поведение возмущенной
системы.

6. АСГ в сетевых и многоагентных системах

АСГ находят применение в современных исследованиях по управлению и
оцениванию в сетевых и многоагентных системах. При этом метод СГ может
использоваться для синтеза алгоритмов управления или адаптации как для
локальной динамики агентов, так и для изменения связей между агентами,
в том числе для изменения топологии сети. Опишем основные подходы к
этим задачам. С середины 2000-х годов исследования велись в рамках общей
модели сетевой системы управления, имеющей вид [98]

xi(t) = f(xi(t), ui(t), t) + c
N∑

j=1

Gijx(t)Γφ(xj(t)− xi(t)),(6.1)

где xi – вектор состояния i-го агента, ui – вектор входов (управления)
i-го агента, Γ(x), φ(x) – функции фиксированных связей между агентами,
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Gij(t) – функции изменяемых коэффициентов связи, c – общий коэффици-
ент интенсивности взаимодействия агентов, i, j = 1, . . . , N . Искомые моде-
ли управления могут быть децентрализованными (локальными, ui = Ui(xi)),
частично децентрализованными, когда ui зависит от нескольких агентов-
соседей, или кооперативными в более общих случаях. В разных работах зада-
ются различные цели управления. Например, в задачах синхронизации или
достижения консенсуса агентов цель управления имеет вид

lim
t→∞

||xj(t)− xi(t)|| = 0, i, j,= 1, . . . , N.(6.2)

Рассмотрим задачу слежения за лидером, где целью управления являет-
ся синхронизация движений агентов с движением лидера (эталонной моде-
ли), который может быть реальным или виртуальным. Предположим, что
управлениями являются изменения коэффициентов Gij (при этом ui = 0) и
выберем целевую функцию

Q(x, t) =
1

2

N∑

i=1

(eTi Pei),(6.3)

где P = PT > 0 – положительно определенная матрица, а ei = xi − x∗(t), где
x∗(t) – состояние лидера (желаемая траектория движения агентов). Тогда
вычисляя скорость изменения целевой функции вдоль решений (6.1), а за-
тем градиент скорости по управляющим переменным, получим СГ-алгоритм
управления в дифференциальной форме

Ġij(t) = −γijc(ei)TP (ej − ei),(6.4)

где γij > 0 – коэффициенты усиления. Условия достижимости цели выводят-
ся из общих условий применимости АСГ, см. раздел 2.1.

Алгоритмы, близкие к (6.4), рассматривались в [99], где роль лидера иг-

рает “усредненный” агент x∗(t) = 1
N

∑N
i=1 xi(t).

В [100] метод СГ используется для синтеза децентрализованного алгорит-
ма адаптации локальных регуляторов для сетей в случае, когда локальная
динамика агентов имеет вид F (xi, ui, t) = Axi +Bui + ϕ0(xi), уравнение ли-
дера имеет вид ẋ∗i = A∗x∗i +B∗u∗i + ϕ0(x

∗
i ), y

∗
i = Cx∗i , а локальные адаптив-

ные регуляторы имеют вид

ui = θTi (yi − y∗(t)), yi = Cxi, θ̇i = −γigT
(
yi − y∗(t)

)T
P (xj − xi).(6.5)

В [101] рассматривались задачи управления кластерной синхронизацией в
сетях из осцилляторов Стюарта–Ландау с запаздыванием в связях, описы-
ваемых уравнениями

żj(t) =
(
λ+ iω − |zj |2

)
zj +K

N∑

n=1

Gjn(t)
(
zn(t− τ)− zj(t)

)
,(6.6)
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где zj – комплексные числа, i2 = −1,K = ρeiβ – комплексный параметр, опре-
деляющий интенсивность и фазовый сдвиг функций связей, τ – запаздыва-
ние, λ, ω – параметры динамики агентов. Известно, что при изменении вели-
чины K в сети могут возникать различные колебательные режимы, в кото-
рых фазы колебаний агентов могут все совпадать, или быть все различными,
отличающимися на 2π/N , или, в промежуточном случае, агенты могут груп-
пироваться в M < N кластеров, в каждом из которых агенты имеют одну и
ту же фазу. Целевая функция выбрана в виде

Q = 1− fd(ϕ) +
N2

2

∑

p|d,16p<d
fp(ϕ),(6.7)

где

fp(ϕ) =
1

N2

N∑

j=1

epiϕj

N∑

k=1

e−piϕk ,(6.8)

а символ p | d означает, что d делится на p. Построен АСГ в дифференци-
альной форме для настройки параметра β и в частном случае сети из шести
осцилляторов путем моделирования показано, что в системе можно создать
режим синхронизации с любым допустимым числом кластеров: 1, 2, 3 или 6.
В [101] аналогичные результаты получены при настройке параметров Gjn,
определяющих топологию сети.

7. Управление техническими системами

7.1. Управление вибрационными машинами

В [102, 103] исследуется задача управляемого прохождения через зону ре-
зонанса для механических систем с несколькими степенями свободы. В [102]
разработан алгоритм управления, основанный на методе СГ и оценке часто-
ты замедленного движения вблизи резонанса (частота Блехмана). Приведе-
ны результаты моделирования двухроторных гибких виброустановок, демон-
стрирующие эффективность предложенных алгоритмов и фрактальную за-
висимость времени прохождения от начальных условий. Особенностью иссле-
дования, приведенного в [103], является изучение работы замкнутой системы
с учетом динамики электропривода. Получено, что время прохождения зо-
ны резонанса может оказаться меньшим, чем для упрощенной модели без
учета динамики электропривода. Исследования продолжены в [104]. Отмече-
но, что существующие алгоритмы управления на основе метода СГ требуют
измерения полного вектора состояния системы. Для устранения этого недо-
статка разработан алгоритм управления на основе частичного наблюдателя
для оценки вертикальной скорости опорного тела. Предлагаемый наблюда-
тель основан на упрощенной нелинейной модели двухмассовой колебательной
системы. Эффективность управляемого прохождения через зону резонанса с
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алгоритмом управления на основе предложенного наблюдателя проанализи-
рована с помощью компьютерного моделирования для полной модели меха-
нической системы.

Работа [105] посвящена управлению колебаниями механических систем
при пуске и прохождении через резонансные режимы. В обоих случаях ал-
горитм управления основан на методе СГ с целевыми функциями на основе
энергии. Показано, что для гамильтоновых систем с одной степенью свободы
в общем случае возможно переместить систему из любого начального состоя-
ния в любое конечное состояние с помощью управляющей силы сколь угодно
малой интенсивности. Исследуется управляемое прохождение через резонанс
на вибрационной машине с пятью степенями свободы с присутствием сил тре-
ния. Моделированием показано, что применение управления с обратной свя-
зью делает возможным прохождение через более низкий резонанс с меньшей
интенсивностью управления по сравнению с прохождением через резонанс
при постоянном управляющем моменте. Особенностью данной статьи явля-
ется рассмотрение случая, когда постоянные управляющие моменты не поз-
воляют роторам даже начать вращение. Применение управления с обратной
связью позволяет роторам преодолевать силу тяжести и начинать вращение.
В [105] приведено сравнение результатов моделирования с экспериментальны-
ми результатами, полученными на двухроторном лабораторном мехатронном
стенде СВ-2М ИПМаш РАН. Большинство результатов качественно совпада-
ют, что подтверждает адекватность принятой модели.

Результаты экспериментального исследования явления самосинхрониза-
ции и эффекта Зоммерфельда как в разомкнутом, так и в замкнутом контуре
управления представлены в [106]. Эксперименты выполнены на мультире-
зонансной мехатронной лабораторной установке (Multiresonance Mechatronic

Laboratory Setup, MMLS) СВ-2М ИПМаш РАН, в которую входят неуравно-
вешенные вибровозбудители, установленные на подпружиненной платформе,
датчики, электродвигатели, управляющий компьютер, интерфейс для обмена
данными. Показано, что управление с обратной связью на основе метода СГ
позволяет точнее стабилизировать скорость вращения, чем обычно исполь-
зуемое в вибрационной технике управление двигателями без обратной связи.
Некоторые дополнительные эффекты, такие как низкочастотные автоколеба-
ния, могут появиться из-за интегральной (И) составляющей сигнала управ-
ления с обратной связью.

В [107] изучена синхронизация управляемого неуравновешенного ротора с
вязкоупругим основанием и силовым возбуждением. Методом прямого разде-
ления движения выводятся условия существования и устойчивости синхрон-
ного режима движения для общего закона управления. Затем с помощью ме-
тода СГ разработан закон управления, чтобы передать максимальную энер-
гию от возбуждения к ротору. Свободные параметры закона управления вы-
водятся таким образом, чтобы управляемая синхронизация была устойчивой
на пределе ее существования.

В [108, 109] рассмотрена задача об управлении числом проскальзываний
циклов ротора электрической машины с помощью воздействия внешнего мо-
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мента на примере одной простой математической модели. Для решения зада-
чи применен метод СГ с целевой функцией, определяемой функцией энергии
колебаний. Особенностью данного подхода является возможность использо-
вания достаточно малого управления, что способствует сбережению энергии.
Строится алгоритм управления колебаниями ротора электрической машины,
при использовании которого совершается заданное число проскальзываний
циклов. В [109] проведено сравнение использования алгоритмов СГ и релей-
ного. При моделировании ставится задача выполнить желаемое количество
проскальзываний цикла в его начале, а затем возбудить колебания ротора
с постоянной амплитудой. Результаты моделирования показали эффектив-
ность предложенных алгоритмов.

В [110] рассматривается адаптивное оценивание неизвестных параметров и
состояний сферического робота с маятниковым приводом. С этой целью рас-
сматривается следующая обобщенная задача: для модели нелинейного объек-
та в виде ẋ = f(x, p, u), где x∈ R

n, p∈ R
k, найти оценку ˙̂x = f(x̂, p̂, u) обеспе-

чения выполнения цели limt→∞ |p− p̂(t)| = 0. Для использования метода СГ
вводится следующий целевой функционал:

J(x, x̂) =
1

2

n∑

i=1

wie
2
i ,

где ei = x̂i − xi, wi – весовые коэффициенты, выбранные разработчиком;
i = 1, . . . , n.

Метод синтеза СГ приводит к следующим выражениям:

J̇ =
∂J

∂t
+ f̂(x̂, p̂, u)T∇x̂J =

n∑

i=1

wiei

(
ėi + f̂i(x̂, p̂, u)

)
=

=

n∑

i=1

wiei

(
2f̂i(x̂, p̂, u)− fi(x, p, u)

)
.

В итоге получается следующее правило оценивания на основе СГ:

˙̂p = −Γ∇p̂

(
n∑

i=1

wieif̂i(x̂, p̂, u)

)
.(7.1)

Алгоритм (7.1), используется в [110] для оценки в реальном времени со-
стояний и неизвестных параметров сферического робота для различных зна-
чений длины шага и начальных условий. Для адаптивной регулировки этого
усиления используется эвристический нечетко-логический регулятор. Пред-
ставленные в [110] результаты моделирования показывают, что предложен-
ный подход является достаточно обнадеживающим для идентификации этой
нелинейной по параметрам хаотической системы, даже если начальные усло-
вия меняются и уровень неопределенности возрастает.
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7.2. Управление летательными аппаратами

7.2.1. Управление летательными аппаратами в атмосфере

Управление нежесткими летательными аппаратами. В [111] разработан ро-
бастный автопилот для управления угловым положением летательного аппа-
рата (ЛА) с нежесткостью в конструкции при параметрической неопределен-
ности. Используется следующая модель бокового движения ЛА как твердого
тела [112–114]:





β̇(t) = r(t) + aβzβ(t) + aδzδ(t),

ω̇y(t) = aβmβ(t) + aωmr(t) + aδmδ(t),

ψ̇(t) = r(t),

(7.2)

где ψ(t), r(t) – угол и скорость рыскания соответственно, β(t) – угол сколь-

жения, δ(t) – угол поворота руля направления, aji – параметры модели ди-

намики ЛА. Значения aji зависят от условий полета (таких как высота, чис-
ло Маха и т.д.) и могут изменяться в широком диапазоне во время полета.
Учитывается первый тон изгибных колебаний корпуса ЛА, который в месте
расположения датчиков моделируется передаточной функцией

Wbend(s) =
∆ψ(s)

δr(s)
=

kbend

T 2
bends

2 + 2ξbendTbends+ 1
,(7.3)

где kbend – коэффициент передачи от отклонения руля направления к изгибу;
Tbend – постоянная времени первого тона упругих колебаний, Tbend = ω−1

bend,
где ωbend – собственная частота первого тона упругих колебаний; ξbend – ко-
эффициент естественного демпфирования (ξbend≈0). Сигнал ψg, измеренный
гироскопом, представляет собой сумму углов рыскания и изгиба:

ψg(t) = ψ(t) + ∆ψ(t).(7.4)

Сервопривод руля направления моделируется как фильтр нижних частот вто-
рого порядка. На основе СГ-метода в [111] разработан регулятор с высоким
коэффициентом усиления с принудительно организованными скользящими
режимами. Шунт (параллельный компенсатор в прямой связи) [54, 115–119]
используется для обеспечения устойчивости замкнутой системы в условиях
недостатка информации о переменных состоянии ЛА. Последовательная эта-
лонная модель используется для определения желаемой динамики системы
с обратной связью. Исследована устойчивость системы в широкой области
значений параметров ЛА. Результаты моделирования продемонстрировали
эффективность и высокую робастность предложенного метода управления.

Адаптивное кодирование при управлении группой дронов. В [120] пред-
ставлена и численно исследована процедура адаптивного кодирования для
передачи данных между квадрокоптерами, движущимися в формации. Пара-
метры квадрокоптера определены с использованием экспериментальных дан-
ных по цифровому каналу связи с ограниченной полосой пропускания. При-
ведено сравнение полученных результатов с теоретическими положениями и
проиллюстрирована эффективность процедуры адаптивного кодирования.
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Робастное управление боковым движением самолета. Синтез робастного
управления с обратной связью по выходу для линейных объектов с непре-
рывным временем в условиях параметрических неопределенностей и внеш-
них ограниченных возмущений рассматривается в [121]. Предлагаемый ал-
горитм обеспечивает отслеживание выходом эталонного процесса с необхо-
димой точностью. Представлено применение алгоритма для управления бо-
ковым движением самолета при параметрических и внешних возмущениях
и дано сравнение предложенного алгоритма с H∞ и управлением по мето-
ду СГ. Результаты моделирования демонстрируют эффективность и робаст-
ность предлагаемой системы управления.

Подавление автоколебаний ЛА по крену (wing rock). Явление “wing rock ”
известно как самовозбуждающееся движение крена при больших углах атаки.
Когда возникает это явление, угол крена ЛА испытывает колебания нарас-
тающей амплитуды, которые асимптотически сходятся к устойчивому пре-
дельному циклу [122–125]. Динамика автоколебаний по крену описывается
существенно нелинейной моделью, параметры которой меняются в широком
диапазоне в зависимости от условий полета (высоты, числа Маха, массы на-
грузки и др.), а также от угла атаки.

В [126] предлагается адаптивный АСГ в конечной (интегрально-алгебраи-
ческой) форме для управления ЛА по крену с подавлением автоколебаний.
Используется следующая модель динамики движения ЛА:

ϕ̈+ a0ϕ+ a1ϕ̇+ a2|ϕ̇|ϕ̇+ a3ϕ
3 + a4ϕ

2ϕ̇ = bu,(7.5)

где ϕ обозначает угол крена, u – управляющее воздействие (отклонение эле-
ронов), ai = ai(α), b = b(α) > 0 – неизвестные параметры модели самолета,
зависящие от угла атаки α. Рассмотрена задача отслеживания углом кре-
на ϕ задающего воздействия ϕ∗, что означает приведение состояния системы
к целевому многообразию ψ(ϕ, t)≡ ė+λe = 0, где e = ϕ−ϕ∗(t). В [126] пред-
ставлены сравнительные результаты моделирования для закона управления
СГ и закона, полученного с помощью метода “погружения и инвариантности”
(Immersion&Invariance, I&I) I&I, см. [127–129]. Оба закона адаптации вклю-
чают в себя интегральный закон обновления и алгебраическую векторную
функцию, зависящую от состояния ЛА. Результаты моделирования показа-
ли, что обе адаптивные системы способны подавлять автоколебания по кре-
ну, несмотря на неопределенности параметров модели при различных углах
атаки.

Аналогичная задача управления рассмотрена и в [130] для модели ЛА вида
(7.5). Для адаптивного подавления автоколебаний крена используется метод
неявной эталонной модели (НЭМ) [8, 25, 28, 30, 54, 55]. Законы адаптивно-
го управления с НЭМ выводятся на основе метода СГ, если использовать
локальный целевой функционал Q = 1

2x
TPx, где x ∈ R

n обозначает вектор

состояния объекта, (n×n)-матрица P положительно определена, P = PT > 0.
Настраиваемый закон управления в “основном контуре” принимается в виде
u = K(t)y, где u – управляющее воздействие, y – измеряемый выход объекта,
K = K(t) – коэффициенты передачи регулятора, скорректированные с помо-
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щью алгоритма адаптации. На основе этого подхода получается следующий
адаптивный закон управления креном:

e(t) = ϕ(t)− ϕ∗(t), ξ̇(t) = e(t), ξ(0) = 0(7.6)

– ошибка слежения и ее интеграл,

σ(t) = τϕ(t) + e(t) – ошибка адаптации,(7.7)

u(t) = −
(
kiξ(t) + kp(t)e(t) + kd(t)ϕ(t)

)
– сигнал управления,(7.8)

k̇p(t) = γσ(t)e(t) − λ
(
kp(t)− k0p

)
, kp(0) = k0p(7.9)

– адаптивная настройка коэффициента регулятора

для пропорциональной составляющей,

k̇d(t) = γσ(t)ϕ(t) − λ
(
kd(t)− k0d

)
, kd(0) = k0d(7.10)

– адаптивная настройка коэффициента регулятора

для дифференциальной составляющей,

где ϕ∗(t) – задающее воздействие по крену, τ > 0 – постоянная времени НЭМ
(выбираемый при синтезе параметр), γ > 0 – коэффициент адаптации (вы-
бираемый при синтезе параметр), λ > 0 – коэффициент усиления парамет-
рической обратной связи адаптации (выбираемый при синтезе параметр),
k0p, k

0
d – начальные значения настраиваемого пропорционального и производ-

ного коэффициентов усиления, найденные на основе априорно доступной ин-
формации о параметрах объекта (выбираются при синтезе). Если априорные
данные не дают возможности для обоснованного выбора k0p, k

0
d, то разум-

но выбрать k0p = 0, k0d = 0. Следует отметить, что интегральный коэффици-
ент усиления ki в (7.8) не подвергается настройке. Результаты, полученные
с помощью моделирования, показывают, что адаптивный регулятор с НЭМ
подавляет колебания предельного цикла колебаний по крену и обеспечивает
приемлемые характеристики слежения при различных углах атаки.

Исследования в этом направлении продолжены в [131], где использова-
на более реалистичная, чем (7.5), модель динамики движения ЛА по кре-
ну [132–134], в которой учитывается взаимное влияние углов крена и сколь-
жения. В отличие от [132, 135, 136], кроме того, ограничения на угол отклоне-
ния элеронов явно учитываются в [131] при синтезе регулятора. С этой целью
в [131] предложена и численно исследована для характерных режимов полета
модификация схемы адаптивного управления с НЭМ.

Реализация закона адаптивного управления (7.8)–(7.10), как и других ти-
пов “простых адаптивных регуляторов” [53, 137–139], требует низких вы-
числительных затрат. В частности, (7.6), (7.8) соответствуют традиционно-
му ПИД-регулированию с возможным добавлением “релейной” компонен-
ты sign σ. Для усиления адаптивной настройки kp(t), kd(t) должны быть
включены два интегратора (7.9), (7.10). Адаптивный закон управления приве-
ден в [131] и в дискретной форме, выполнены численные исследования влия-
ния интервала квантования на качество управления.
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Приведенные в [131] результаты моделирования также демонстрируют
очень важное и характерное свойство адаптивных систем управления НЭМ:
в процессе адаптации коэффициенты усиления регулятора не стремятся к
фиксированным значениям, определяемым параметрами объекта. Это не тре-
буется и, более того, невозможно, поскольку не выполняется условие Эрц-
бергера [24, 52], которое является естественным для обычных БСНС с ЭМ.
Коэффициенты регулятора изменяются в зависимости от, например, задаю-
щего воздействия или действующих возмущений, обеспечивая выполнение
“эталонного уравнения” для замкнутой системы.

Адаптивное управление лабораторным стендом “Вертолет”. В [140, 141]
метод СГ и концепция НЭМ используются для разработки двух законов
адаптивного управления углом тангажа лабораторного стенда “Вертолет”
QuanserTM-LAAS.

Для адаптивной настройки стандартных ПИ и ПИД-регуляторов в реаль-
ном времени используется метод СГ с НЭМ [8, 54, 55]. Адаптивное управле-
ние с пропорционально-интегрально-дифференцирующим (ПИД) регулято-
ром выглядит следующим образом:

u(t) = kP (t)e(t) + kI(t)

t∫

0

e(τ)dτ − kD(t)ẏ(t),(7.11)

где θ(t) – угол тангажа, ε(t) – угол места, а λ(t) – угол перемещения (разво-
рота штанги стенда). Через e(t) = r(t)−y(t) обозначена “обобщенная” ошибка

слежения (по соответствующим координатам), kP (t), kI(t), kD(t) – настраи-
ваемые коэффициенты усиления регулятора. Методом СГ получен следую-
щий алгоритм адаптации:

k̇P (t) = −γPσ(t)e(t)− αP
(
kP (t)− k0P

)
, kP (0) = k0P ,

k̇I(t) = −γIσ(t)
t∫

0

e(τ)dτ − αI
(
kI(t)− k0I

)
, kI(0) = k0I ,

k̇D(t) = γDσ(t)ẏ(t)− αD
(
kD(t)− k0D

)
, kD(0) = k0D,(7.12)

где γi > 0, αi > 0, k0i – выбираемые при синтезе параметры, i ∈ {P, I,D}.
Ошибка адаптации σ(t) имеет вид

σ(t) = T 2ẏ(t) + 2ξTy(t)−
t∫

0

e(τ)dτ ,(7.13)

где T , ξ – выбираемые при синтезе параметры, описывающие желаемую
динамику замкнутой системы. Уравнения (7.11)–(7.13) задают адаптивный
ПИД-регулятор с НЭМ второго порядка. Если выбрана НЭМ первого поряд-
ка, то сигнал ошибки адаптации следует брать в виде

σ(t) = T ẏ(t)− e(t),(7.14)
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где e(t) = r(t)− y(t). Параметр T задает желаемую постоянную времени за-
мкнутой системы.

Программные среды MATLAB / Simulink и WinCon использованы для
реализации законов адаптивного управления при проведении экспериментов.
Результаты экспериментов показали достижение требуемого поведения систе-
мы и устойчивость предложенных законов управления по отношению к пара-
метрической неопределенности и неучтенной при синтезе динамике объекта.

Подавление изгибно-упругого флаттера крыла адаптивным регулятором с
НЭМ. В [142] предложена простая схема адаптивного управления, основан-
ная на НЭМ и СГ-методе для активного подавления флаттера крыла. Рас-
смотрено двумерное крыло, которое колеблется по тангажу и прогибу. Угол
тангажа α – наклон крыла относительно оси упругости. Матрично-векторное
уравнение изгибно-упругого флаттера крыла взято в виде [143, 144]:

[
Iα mwxαb

mwxαb mt

][
α̈

ḧ

]
+

[
cα 0

0 ch

][
α̇

ḣ

]
+

+

[
kα(α) 0

0 kh(h)

][
α

h

]
=

[
M

−L

]
,(7.15)

где mt – общая масса основного крыла и опорной конструкции, mw – масса
основного крыла, xα – безразмерное расстояние между центром масс и осью
изгиба, Iα – момент инерции крыла относительно оси вращения, b – средняя
хорда крыла, cα, ch – коэффициенты демпфирования за счет прогиба и тан-
гажа соответственно, kh(h) и kα(α) – коэффициенты жесткости пружины для
прогиба и тангажа соответственно, так что αkα(α) – нелинейное слагаемое,
αkα(α) = k1α+ k2α

2.

В [142] получен и исследован следующий ПД закон адаптивного управле-
ния с НЭМ для системы активного подавления флаттера:

u(t) = kp(t)α(t) + kd(t)α̇(t),

σ(t) = α̇(t) + g0α(t),

k̇p(t) = γσ(t)α(t) − λ
(
kp(t)− k0p

)
, kp(0) = k0p,

k̇d(t) = γσ(t)α̇(t)− λ
(
kd(t)− k0d

)
, kd(0) = k0d.

7.2.2. Управление космическими аппаратами. В [145] рассматриваются две
задачи управления нелинейными колебаниями космических систем: задача
стабилизации угловой скорости вращающегося спутника и задача возбужде-
ния колебаний с заданной амплитудой для буксируемого спутника-зонда.

Стабилизация угловой скорости вращающегося спутника. Предполагается,
что спутник снабжен пассивным инерционным диссипатором энергии в виде
пружинно-массового демпфера и малых реактивных двигателей. Движение
спутника подвергается воздействию комбинации изменяющегося во времени
момента возбуждения и управляющего момента.
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Демпфер центрирован на неподвижной оси X тела и имеет точечную мас-
су m. Эта масса движется по оси, перпендикулярной оси X, на некотором
расстоянии от главной оси Z. Используется следующая модель углового дви-
жения спутника, приведенная в [146]:

{
(I +m(1− µ)y2)ω̇ + 2m(1− µ)yẏω −mbÿ =M(t),

m(1− µ)ÿ + cẏ +
(
k − (1− µ)ω2

)
y − bω̇ = 0,

(7.16)

где ω, y – угловая скорость спутника и смещение массы демпфера;
I,m, k, c обозначают момент инерции спутника относительно оси Z, мас-
сы демпфера, жесткости пружины и усиления вязкого сопротивления; µ =
= m/mT , где mT обозначает полную массу системы. Внешний крутящий
момент M(t) представляет собой сумму крутящего момента возбуждения и
управляющего крутящего момента, т.е. M(t) =ME(t) +MC(t). Предполага-
ется, что |MC(t)| 6 M̄ , M̄ > 0.

Применение энергетического варианта СГ-метода синтеза управления дает
следующие “пропорциональный” и “релейный” законы управления:

MC =γ
(
Href −H(y, ẏ, ω)

)(
ω + ˙̃y(Ĩ + ỹ2 − 1)−1

)
,(7.17)

MC =γ sign
(
Href −H(y, ẏ, ω)

)
sign

(
ω + ˙̃y(Ĩ + ỹ2 − 1)−1

)
,(7.18)

где введены ỹ = (1− µ)b−1y, Ĩ = (1− µ)m−1b−2I. Закон управления (7.18) мо-
жет быть непосредственно реализован с помощью двухпозиционных управ-
ляющих реактивных двигателей.

В [145] приведены результаты численного моделирования для спутника
Intelsat-II, демонстрирующие эффективность стратегии управления по мето-
ду СГ с энергетическим целевым функционалом для подавления возможных
хаотических колебаний спутника.

Возбуждение колебаний буксируемого зонда-спутника. Метод управления
СГ применяется для возбуждения колебаний заданной амплитуды буксируе-
мого спутника-зонда. Рассмотрено относительное движение зондирующего
спутника, соединенного с космическим кораблем гибким нерастянутым безы-
нерционным кабелем [147, 148]. Обозначим фиксированную длину кабеля че-
рез L, массу спутника через m, а массу космического корабля будем счи-
тать намного большей массы спутника. Представим космический аппарат и
спутник материальными точками. Принята следующая модель нелинейных
колебаний [147]:

γ̈ +
(
ω2eδ sin γ − 3ω0 cos γ

)
sin γ = 0.(7.19)

Пусть изменение длины кабеля после развертывания привязной системы
является регулирующей величиной. Используя метод СГ, в [145] выводится
следующий алгоритм:

u′k = −α(γmax − γ∗)γ̇ sin γ,

uk =

{
u′k если |u′k| 6 ū,

ū sign u′ иначе,

(7.20)
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где ū – максимальное изменение длины кабеля, γ > 0 – коэффициент усиле-
ния.

Устойчивость системы к изменениям модели спутника и амплитуды мо-
мента возбуждения установлена с помощью компьютерного моделирования.

7.3. Управление автомобилями

Регулирование скорости большегрузных автомобилей. В [149] рассмотрена
задача управления продольной скоростью большегрузных автомобилей, обо-
рудованных регулируемым компрессионным тормозом. Разработаны нели-
нейные регуляторы, которые выполняют как некритические, так и критиче-
ские маневры. Техника проектирования основана на СГ-методе. Номинальная
целевая функция выбирается для решения задачи регулирования скорости,
а затем она соответствующим образом модифицируется барьерными функ-
циями для выполнения критических требований маневра. Чтобы выполнять
более активные (критические) маневры торможения или управлять скоро-
стью автомобиля при больших изменениях уклона, компрессионный тормоз
должен согласовываться с регулировкой передаточного числа и фрикцион-
ными тормозами. Обсуждаются два способа управления неопределенностью
уклона дороги: за счет использования интегрального действия регулятора СГ
для постоянных (но неизвестных) уклонов и за счет использования дополни-
тельного дифференциального действия для различных уклонов.

Управление работой бензиновых двигателей с прямым впрыском и стра-
тифицированным наддувом. Метод СГ используется в [150] для разработ-
ки закона управления скоординированным соотношением воздух–топливо и
управления крутящим моментом в бензиновых двигателях с прямым впрыс-
ком и стратифицированным наддувом (direct injection stratified charge gaso-

line engines DISCE). Метод основан на динамической минимизации целевой
функции.

Используется следующая модель процесса:

ẋ = f(x) + g(x)u,(7.21)

где вектор состояния x = [pm,Wf , δ]
T и вектор управления u = [uth, uf , uδ]

T

складываются из давления во впускном коллекторе pm, эффективного про-
ходного сечения дроссельной заслонки uth, расхода через дроссель Wf , вре-
мени зажигания δ. Для введения интегрального воздействия в закон управ-
ления предполагается, что Wf и δ управляются следующими уравнениями:

Ẇf = uf , δ̇ = uδ.

Для синтеза регулятора используется целевая функция Q = Qp +Qb, где
— Qp – это штраф за переходный процесс — квадраты отклонений момента

торможения мотора, потока через цилиндры и времени зажигания от их
уставок;

— Qb – это штраф за нарушение ограничения λ ∈ [λmin, λmax], λ(t) – соот-
ношение воздух–топливо внутри цилиндра.
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Цель управления – стабилизировать желаемое состояние равновесия x = xd
так, чтобы f(xd) + g(xd)ud = 0, минимизируя Q

(
x(t)

)
→ 0.

Для выбранной целевой функции Q скоростной градиент равен ω(x) ≡
≡∇uQ̇

(
x(t), u

)
=
(
∂Qp

∂x g(x)
)T

+
(
∂Qb

∂x g(x)
)T

. Тогда для рассматриваемой це-

левой функции метод СГ приводит к следующему закону управления:

u = ud − Γω(x).(7.22)

В [150] предлагается численная процедура, которая может использоваться
на практике для проверки условий устойчивости рассматриваемой системы
с обратной связью.

7.4. Управление автономными подводными роботами

Адаптивное управление автономным подводным манипуляционным робо-
том. Работы [17, 86, 151] посвящены адаптивному управлению автономным
подводным аппаратом (АПА, autonomous underwater vehicle, AUV) с мани-
пулятором. В этих статьях разработана основанная на методе СГ нелиней-
ная адаптивная система управления АПА с шестью степенями свободы. При
адаптивном подходе проблемы позиционирования и кинематического слеже-
ния решаются совместно. Для разработки алгоритма управления не требует-
ся предварительных знаний о параметрах динамики и гидродинамики АПА,
кроме динамики двигателя. Адаптация проводилась с помощью нелинейного
адаптивного закона управления СГ. При проектировании учитывается дина-
мика двигателей с использованием метода обратной динамики и наблюдения
за состоянием/возмущением.

В [17] рассматривается класс полноуправляемых АПА с двумя плоскостя-
ми симметрии и шестью степенями свободы. Модель динамики АПА основана
на результатах [152, 153] и имеет следующий вид:

M v̇ = −C(v)v −D(|v|)v + Fb(η) +Fc + Ft,(7.23)

η̇ = J(η)v(7.24)

с системными матрицами M(t) = Mb(t) +Ma(t), C(t,v) = Cb(t,v) + Ca(t,v),
где Mb – матрица инерции тела; Ma – матрица добавленных масс (масса окру-
жающей жидкости); Cb(t,v), Ca(t,v) – кориолисова и центростремительная
матрицы, D(|v|) = Dl+Dq diag (|v|). В (7.23), (7.24) введены следующие обоб-
щенные координаты и скорости: η = [x, y, z, ϕ, θ, ψ]T – обобщенное положение
в системе отсчета, закрепленной с Землей, v = [u, v, w, p, q, r]T – вектор обоб-
щенной скорости на траектории полета АПА в системе отсчета, закрепленной
с телом аппарата; J(η) – матрица поворотов с углами Эйлера (ϕ, θ, ψ); Fb –
чистая выталкивающая сила, Fc – сила реакции троса, Ft – обобщенная тяга.

Из (7.24) следует, что v = J(η)−1η̇. С подстановкой этого отношения в
(7.23) модель АПА принимает вид

Mη(η)η̈ +
1

2
Ṁη(η)η̇ +Dη(v, η)η̇ + gη(η) = τη,(7.25)
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где τη – обобщенный управляющий момент. Введением ошибок ориентации
и скорости как η̃(t) = η(t) − η∗(t), ṽ(t) = v(t) − v∗(t) в [17] ставится сле-
дующая задача слежения: обеспечить предельные отношения limt→∞ η̃(t) = 0,
limt→∞ ṽ(t) = 0.

Для решения этой задачи в [17] используется энергетический оценочный

функционал Q(η̃, ṽ) = 1
2 η̃

Tη̃ + 1
2 ṽ

TM ṽ и выбирается следующая цель управ-
ления: Q(η̃, ṽ) → 0 при t → ∞. Процедура синтеза по методу СГ состоит из
следующих шагов: Q̇(η,v), следовательно, ∇τ Q̇(η,v) и, наконец, закон управ-
ления СГ имеет вид τ(η,v, η̃, ṽ).

Из-за неопределенности параметров модели АПА использован СГ-адап-
тивный закон управления

U̇i = −Γi
∂Q̇(Ui)

∂Ui
, i = 1, . . . , 6,(7.26)

где Ui – матричные параметры регулятора, Γi = ΓT
i > 0 – коэффициенты уси-

ления.

В [17, 151] приведены результаты моделирования, отражающие особенно-
сти предлагаемого подхода.

В [154] представлен подход к прямому адаптивному управлению и разра-
ботке быстрой навигационной системы для трехмерного отслеживания пу-
ти полноприводных дистанционно управляемых транспортных средств, соче-
тающих алгоритм СГ с оптимальным по времени алгоритмом отслеживания
пути.

Нейросетевая система управления подводным роботом. Работы [155–157]
посвящены проектированию систем управления подводным роботом на ос-
нове интеллектуальной нейронной сети. Получен новый алгоритм обучения
интеллектуального регулятора с использованием метода СГ. Предлагаемые
системы обеспечивают динамику робота, близкую к желаемой.

Изложим подробнее результаты [157]. В качестве исходной модели под-
водного робота (ПР) в [157] используется его стандартное описание в виде
совокупности кинематических и динамических уравнений [158]

q̇1 = J(q1)q2,(7.27)

D(q1)q̇2 +B(q1, q2)q2 +G(q1, q2) = U,(7.28)

где J – кинематическая матрица; q1, q2 – векторы обобщенных координат
и скоростей ПР в связанной системе координат; U – вектор управляющих
сил и моментов; D – матрица инерции с учетом присоединенной массы во-
ды; B – матрица кориолисовых и центробежных сил; G – вектор обобщен-
ных сил и моментов тяготения, плавучести и нелинейного демпфирования.
В [157] предлагается преодолеть имеющуюся неполноту априорной инфор-
мации о параметрах модели ПР на основе интеллектуального нейросетевого
(НС) управления.

Ставится задача отслеживания ПР заданной траектории q∗1(t), q
∗
2(t). Сна-

чала рассматривается отслеживание скоростей q∗2(t). Вводится ошибка слеже-
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ния e2(t) = q∗2(t)− q2(t), относительно которой строится локальный целевой
функционал

Q =
1

2
eT2De2(7.29)

с некоторой матрицей D(t) = D(t)T > 0. Следуя СГ-методу, вычисляется про-
изводная Q̇ в силу системы:

Q̇ = eT2Dė2 +
1

2
eT2 Ḋe2,(7.30)

откуда после подстановок получаем

Q̇ = eT2
(
D(q1)q̇

∗
2 +B(q1, q2)q

∗
2 +G(q1, q2)− U

)
.(7.31)

Закон управления ПР предлагается реализовать с помощью двухслойной
НС [159], т.е. в виде

U =Wf(w, x),(7.32)

где W – матрица коэффициентов передачи от нейронов внутреннего (скрыто-
го) слоя к выходным нейронам, f(·) – функции активации нейронов скрытого
слоя, w – матрица коэффициентов передачи от входных нейронов к нейронам
скрытого слоя.

Выражения (7.31), (7.32) приводят к следующей формуле для производной
по коэффициентам матрицы W от скорости изменения целевой функции:

∂Q̇

∂W
= −e2fT(w, x).(7.33)

Функции активации нейронов взяты в экспоненциальной форме f(w, x) =
= 1/(1 + e−τwx) с некоторым τ > 0.

Работа [157] иллюстрируется результатами компьютерного моделирова-
ния.

7.5. Управление энергосистемами

Задача управляемой синхронизации многомашинной энергосистемы с по-
терями рассмотрена в [160], где получены условия существования инвариан-
тов в системе и разработан алгоритм синхронизации на основе метода СГ для
целевой функции, штрафующей за отклонение от имеющегося инварианта.
Оценка качества замкнутой системы выполнена по результатам моделирова-
ния.

В [161, 162] представлен инверсный оптимальный нейронный регулятор
по методу СГ для нелинейных систем с дискретным временем при наличии
внешних возмущений и неопределенностей параметров для энергосистемы с
различными типами неисправностей в линиях передачи, включая колебания
нагрузки. Регулятор основан на дискретной рекуррентной нейронной сети
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высокого порядка (discrete-time recurrent high order neural network , RHONN),
обученной с помощью алгоритма на основе расширенного фильтра Калмана
(extended Kalman filter , EKF). В [162] предлагается упрощенная нейронная
модель синхронной машины для стабилизации системы из девяти шин при
наличии неисправности в трех различных случаях на линиях передачи.

Проблема повышения устойчивости и качества работы электрических се-
тей с помощью управления рассмотрена в [163]. Расширен подход, основан-
ный на использовании инвариантной функции, зависящей от системных пе-
ременных, и метода СГ для синтеза управления, предложенный в [160], а
именно, в алгоритм этой работы внесены изменения для большей гибкости
при разработке системы управления. Исследованы устойчивость и работоспо-
собность замкнутой системы для сети, состоящей из трех генераторов. При-
ведены результаты моделирования, иллюстрирующие динамику системы.

7.6. Управление гироскопическими устройствами

Работы [164, 165] посвящены управлению нелинейными колебаниями коль-
цевого вибрационного микрогироскопа, резонатор которого представляет со-
бой тонкое упругое кольцо толщины h, связанное с основанием при помощи
восьми полукруглых спиц [166, 167]. Oceвая линия резонатора в недефор-
мированном состоянии имеет вид окружности радиуса R. Его колебания воз-
буждаются и регистрируются системой управляющих и измерительных элек-
тродов. В [164, 165] исследованы погрешности вибрационного микрогироско-
па, возникающие из-за нелинейных упругих свойств материала кольцевого
резонатора. Целью работы является синтез закона управления колебаниями
резонатора для снижения влияния нелинейной упругости материала кольца
на ошибки гироскопа. С использованием СГ-метода построено управление
потенциалами электродов, позволяющее поддерживать заданную амплитуду
нормального прогиба резонатора и парировать погрешности гироскопа из-за
нелинейных упругих свойств материала.

При описании динамики резонатора вводятся величины v, w – упругие
смещения элемента кольца резонатора в окружном и радиальном направ-
лении соответственно. Для упрощения решения используется одномодовое
приближение, т.е. считается, что w = f sin(nϕ) + g cos(nϕ), где n – номер мо-
ды колебаний резонатора; f = f(τ), g = g(τ) – функции безразмерного вре-
мени τ = ωnt, определяемые системой двух нелинейных дифференциальных
уравнений второго порядка, полученных из уравнения нормального проги-
ба с применением процедуры Бубнова–Галеркина. Правые части уравнений
для f(τ), g(τ) содержат управляющие напряжения Ũ1 (для f) и Ũ2 (для g),
которые выбраны в виде

Ũ1 = u1 sin τ + u2 cos τ,(7.34)

Ũ2 = u3 sin τ + u4 cos τ,(7.35)

где u1, . . . , u4 – медленно изменяющиеся управляющие воздействия.
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Для исследования системы методом усреднения Крылова–Боголюбова
[168] выполнена следующая замена переменных:

f = p1 sin τ + q1 cos τ, g = p2 sin τ + q2 cos τ,(7.36)

где введены медленно изменяющиеся переменные p1, q1, p2, q2.

Далее уравнения системы представляются в гамильтоновой форме:

qi = ε

(
∂H

∂pi
− 1

2
γqi

)
, pi = ε

(
∂H

∂qi
− 1

2
γpi

)
, i = 1, 2(7.37)

с функцией Гамильтона

H =− 1/2ν(p2q1 − p1q2)− 1/8ξ(p2q1 − p1q2)
2+

+ 3/32ξ
(
q21 + p21 + q22 + p22

)2
+ 1/2(p2u1 + q1u2 + p2u3 + q2u4).(7.38)

Коэффициент γ в (7.37) соответствует демпфированию системы (дисси-
пации энергии). В [164, 165] показано, что при отсутствии демпфирования
(γ = 0) функции

G1 = q21 + p21 + q22 + p22, G2 = p2q1 − p1q2(7.39)

являются первыми интегралами системы (7.37), что дает возможность сведе-
ния задачи о нелинейных колебаниях кольцевого резонатора к квадратурам.

Рассматриваемая задача возбуждения и стабилизации колебаний кольце-
вого резонатора формализована в [164, 165] при помощи скалярных целевых
функций G1, G2, при этом цель управления задается как достижение пре-
дельного равенства

lim
t→∞

Gi = G∗
i , i = 1, 2,(7.40)

где

G∗
1 = r2∞, G∗

2 = 0.

Для возбуждения и поддержания заданной амплитуды колебаний резона-
тора в форме стоячей волны вводится квадратичная целевая функция

V = 0,5
(
ζ(G1 −G∗

1)
2 + (1− ζ)G2

2

)
,(7.41)

где 0 6 ζ 6 1 – выбранный при синтезе весовой коэффициент.

Алгоритм управления выводится на основе метода СГ. Для этого вычис-
ляется производная по времени функции (7.41)

V̇ = ζ(G1 −G∗
1)Ġ1 + (1− ζ)G2Ġ2,(7.42)

где производные функций Gi в силу (7.37) имеют вид

Ġi = ε
(
−γGi + uT{H̄, Gi}

)
, i = 1, 2,

H̄ = 1/2(p1, q1, p2, q2)
T, u = (u1, u2, u3, u4)

T,(7.43)

где u – вектор управления, {H̄, Gi} – вектор-столбец скобок Пуассона [169].
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Для целевой функции (7.41) выводится следующий АСГ в конечной форме

u = −η
(
ζ(G1 −G∗

1){H̄, G1}+ (1− ζ)G2

{
H̄, G2

})
,(7.44)

где η > 0 – коэффициент усиления алгоритма управления.

Далее в [164, 165] выполнен анализ свойств замкнутой системы с АСГ, ис-
следовано влияние коэффициента усиления η на вид фазовых траекторий и
на расположение особых точек в пространстве (G1, G2), а также приведены
соотношения для выбора весового коэффициента ζ в (7.41), обеспечивающе-
го наибольшую степень затухания колебаний в зависимости от параметров
модели.

7.7. Управление асинхронными электродвигателями

Пуск асинхронного электродвигателя с короткозамкнутым ротором. Ста-
тья [170] посвящена задаче плавного пуска асинхронного электродвигателя
(АД) с короткозамкнутым ротором. Отмечена неудовлетворительная дина-
мика пусковых процессов АД, которая особенно сильно проявляется у элек-
троприводов с частыми пусками или работающих в повторно-кратковремен-
ном режиме. Для улучшения пусковых процессов АД можно использовать
устройство плавного пуска — специальный пускатель на основе силовых по-
лупроводниковых приборов. В [170] предлагается закон управления плавным
пуском АД на основе метода СГ исходя из предположения, что при неизмен-
ной частоте питающего напряжения пусковое устройство способно изменять
его амплитуду с неограниченно большой скоростью.

Для описания процесса пуска в [170] используется следующая модель обоб-
щенной двухфазной электрической машины, записанная для системы коор-
динат x–y, вращающихся синхронно с вектором напряжения статора:

ẋ = A(x) +B(x)u,(7.45)

где

A(x) =




−R1

L1
ψ1x +

R1

L1
k2ψ2x + ω0ψ1y

−R1

L1
ψ1y +

R1

L1
k2ψ2y + ω0ψ1x

−R2

L2
ψ2x +

R2

L2
k1ψ1x + (ω0 − pω)ψ2y

−R2

L2
ψ2y +

R2

L2
k1ψ1y − (ω0 − pω)ψ2x

1

J
(M −Mc)




, B =




1
0
0
0
0



,(7.46)

u = Um, x =
[
ψ1x ψ1y ψ2x ψ2y ω

]T
– составляющие потокосцеплений статора

(индекс 1) и ротора (индекс 2); R1, R2, L1, L2 – соответственно активные со-
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противления и полные индуктивности статора и ротора; ω0, ω – соответствен-
но частота вращения поля и частота вращения ротора; p – число пар полю-
сов; M = c(ψ1yψ2x − ψ1xψ2y) – электромагнитный момент, развиваемый дви-
гателем; Mc – момент сопротивления; J – момент инерции электропривода;
k1 = Lm/L1; k2 = Lm/L2; Lm – индуктивность цепи намагничивания.

Поставлены две цели управления: стабилизация момента и стабилизация
модуля вектора потокосцепления. Первая цель направлена на минимизацию
пульсаций электромагнитного момента, а вторая – для исключения насыще-
ния магнитной системы. Эти цели управления выражены через локальный
целевой функционал

Q(x, t) =
1

2

(
y − y∗

)T
H
(
y − y∗

)
,(7.47)

где y =
[
M ψ2

1

]T
– вектор регулируемых величин; y∗ =

[
M∗ ψ1

∗2]T – вектор

задающих воздействий; H – единичная матрица порядка 2; ψ2
1 = ψ2

1x + ψ2
1y –

квадрат модуля вектора потокосцепления статора; M∗, ψ1
∗2 – соответственно

заданные значения электромагнитного момента и квадрата модуля вектора
потокосцепления статора.

Объект управления (7.46) аффинный по входу, поэтому АСГ в интеграль-
ной форме имеет вид

u =

∫ (
−ΓB(x)TCTH(y − y∗)

)
dt,(7.48)

где Γ = ΓT > 0, C = ∂y(x)
∂x – матрица Якоби для вектора регулируемых вели-

чин. С учетом (7.45), (7.47) выводится алгоритм управления

Um = −γ
∫ (

2ψ1x(ψ
2
1 − ψ∗2

1)− ψ2y(M −M∗)
)
dt,(7.49)

в котором γ > 0 – выбранный коэффициент усиления.

В [170] проведено моделирование полученного алгоритма управления для
двигателя 4А80А4У3, результаты которого показали, что при использова-
нии алгоритма (7.49) временны́е зависимости электромагнитного момента и
модуля потокосцепления имеют гораздо меньшие пульсации, чем при пуске
прямым включением в сеть.

Приводится вывод алгоритма управления пусковым устройством и резуль-
таты компьютерного моделирования.

Управление многодвигательным электроприводом. Задача управления
многодвигательным асинхронным электроприводом рассматривается в [171].
При ее решении необходимо обеспечить согласование значений электромаг-
нитного момента, развиваемого каждым из n асинхронных двигателей (АД),
поддерживая на требуемом уровне величину суммарного момента MΣ. Кроме
того, требуется поддерживать значения каждого АД на заданном уровне.
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В [171] используется следующая математическая модель АД, работающих
на один вал:

ẋ = A(x, t) +B(x, t)u,(7.50)

где x = col {x1, . . . , xi, . . . , xn} – вектор-столбец, составленный из векторов

состояния каждого двигателя xi =
[
ψ1α,i, ψ1β,i, ψ2α,i, ψ2β,i, ω

]T
, i = 1, . . . , n,

ψ· – составляющие векторов потокосцепления статора и ротора, ω – угло-

вая скорость ротора; ui =
[
u1,α, u1,β

]T
– составляющие вектора напряжения,

подводимого к статору АД в неподвижной системе координат α–β (вектор
управления). Матрица A имеет блочную форму.

Вводится вектор рассогласования регулируемых величин
[
y(t)−y∗(t)

]
, от-

дельные компоненты которого определяются следующим образом:

[
y(t)− y∗(t)

]
=

[[
piσiL12,i(ψ1β,iψ2α,i − ψ1α,iψ2β,i)−M∗

i (t)
]

[
ψ2
1α,i + ψ2

1β,i − ψ∗2
1,i

]
]
,(7.51)

где L1 = L12 + Lσ1, L2 = L12 + L2 – полные индуктивности статора и ротора
соответственно; σ = 1/(L1L2 − L2

12) – коэффициент рассеяния двигателя; p –
число пар полюсов; M∗ – заданный электромагнитный момент двигателя.

Для синтеза алгоритма управления вводится локальный целевой функци-
онал

Q(x, t) = 0,5
(
y(t)− y∗(t)

)T
H
(
y(t)− y∗(t)

)
.(7.52)

В результате применения СГ метода для целевого функционала (7.52) най-
дены выражения составляющих вектора напряжения на выходе преобразова-
теля частоты, необходимые для достижения поставленной цели управления.
Отмечено, что полученные выражения трудоемки в вычислительном отно-
шении, а также требуют информацию о составляющих векторов потокосцеп-
ления ротора каждого АД в режиме реального времени, поэтому применять
полученный АСГ на практике затруднительно. Чтобы избежать указанных
недостатков, в [171], следуя [172], принят ряд допущений, с учетом которых
закон управления моментом многодвигательного асинхронного электропри-
вода принимает вид:

u1α = −γ
∫ ( n∑

i=1

(
hi

(
−Mi −M∗

i

MHi
ψ1β,i +

|ψ1,i|2 − ψ∗2
1,i

ψ2
1H,i

ψ1α,i

)))
dt,

u1β = −γ
∫ ( n∑

i=1

(
hi

(
−Mi −M∗

i

MHi
ψ1α,i +

|ψ1,i|2 − ψ∗2
1,i

ψ2
1H,i

ψ1β,i

)))
dt.(7.53)

Проверка работоспособности предложенного закона управления выпол-
нена компьютерным моделированием для взрывозащищенных асинхронных
электродвигателей ДКВ355L4, работающих на один вал и управляемых при
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помощи одного преобразователя частоты. В результате исследований пока-
зано, что с применением закона (7.53) для многодвигательных асинхронных
электроприводов с групповым подключением двигателей к преобразователю
частоты можно добиться высокого качества управления суммарным момен-
том привода при разбросе параметров АД в широком диапазоне.

8. АСГ в задачах физики, биологии, экологии

В ряде задач управления природными системами возникает необходимость
изменить интенсивность колебательных процессов с целью создать или пода-
вить резонансные режимы. Цель управления при этом часто удобно перефор-
мулировать как управление энергией физической системы или, в более общем
случае, управление инвариантом ее свободного движения. АСГ с успехом при-
меняются в подобных ситуациях. В [173] исследуется возможность использо-
вания управления с обратной связью для изменения условий индуцированно-
го шумом перехода в модели из двух нелинейных уравнений, описывающих
работу преобразователя изображения “полупроводник–газоразрядный проме-
жуток” в переменных E – напряженность электрического поля в разрядном
промежутке устройства и N – плотность свободных носителей заряда в за-
зоре. Управление пропорционально напряжению источника питания. В ка-
честве целевой функции берется квадратичная форма отклонения состояния
системы от неустойчивого равновесия, а для управления используется АСГ
в конечной форме. Путем компьютерного моделирования установлено, что
достаточно слабое управление позволяет существенно снизить возможность
индуцированного шумом перехода , выводящего систему из области нормаль-
ного функционирования.

Аналогичные задачи возникают при управлении экологическими систе-
мами, где требуется отдалить осциллирующую траекторию от области, где
возможно вырождение популяции за счет исчезновения одного или несколь-
ких видов. Решение подобных задач облегчается, если у свободной системы
(при отсутствии управления) имеется инвариант – функция состояния систе-
мы, остающаяся постоянной вдоль движений свободной системы. Достаточно
широкий класс моделей таких систем может быть сведен к многовидовой си-
стеме Лотки–Вольтерра, управление которой СГ-методом рассматривалось
в [174]. Система описывается уравнениями





ẋi = xi(t)


Si +

m∑

j=1

Mijxj(t)


, i = 1, . . . , l∗,

ẋl = xl(t)


Sl +

m∑

j=1

Mljxj(t) + ul(t)


, l = l∗, . . . ,m,

(8.1)

где xi – переменные состояния, ui – управляющие воздействия, Si, Mij – па-
раметры системы (считается, что имеется m− l∗ управляющих воздействий
и они прилагаются к последним m− l∗ уравнениям системы. Известно, что
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если у системы (8.1) при ui = 0 существует равновесие x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
m)

T в
положительном ортанте:

x∗i = ni > 0, i = 1, . . . ,m,(8.2)

то при выполнении условий

Mii = 0, Mij = −Mji, i, j = 1, . . . ,m(8.3)

функция

Vqp(x) =

m∑

i=1

ni

(
xi
ni

− log
xi
ni

)
(8.4)

является инвариантом системы (8.1) при ul = 0, l = l∗ + 1, . . . ,m, l∗ > 1.

В [174] предложено брать в качестве цели управления достижение задан-
ной величины V ∗

qp, т.е.

Vqp(x(t)) → V ∗
qp при t→ ∞.(8.5)

Задавая V ∗
qp, можно увеличивать или уменьшать желаемый размах колеба-

ний. Выбираем целевую функцию Q(x):

Q(x) =
1

2

(
Vqp(x)− V ∗

qp

)2
.(8.6)

Получаем АСГ в конечной форме

ul(t) = −γl
(
Vqp(x)− V ∗

qp

)
(xl(t)− nl) ,(8.7)

где γl > 0, l = l∗, . . . ,m, l∗ > 1 – коэффициенты усиления. В [174] показано,
что такой АСГ обеспечивает достижение цели.

В [175] метод СГ применен к назначению лечения синдрома поликистоз-
ных яичников (СПКЯ) (синдром Штейна–Левенталя) – одной из типичных
причин бесплодия, которым страдают около 10% женщин репродуктивно-
го возраста. Назначение лечения основано на использовании математической
модели, предложенной в [176] и представляющей собой систему из 13 нелиней-
ных дифференциальных уравнений первого порядка. Переменными состоя-
ния являются концентрации гормонов в гипофизе, в крови, массы фоллику-
лярной ткани в фазе роста, масса лютеинизирующих фолликулов, масса лю-
теиновой ткани, обусловленной фазой роста, концентрации эстрадиола, про-
гестерона и ингибина. Для определения нужного количества лекарства в [175]
применен АСГ в интегральной форме на основе локального целевого функ-
ционала в виде квадрата нормы разности переменных состояния пациентки
и здоровой женщины. Поскольку не все нужные переменные измеряются,
строится наблюдатель состояния, использующий операцию приближенного
дифференцирования.
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Управление энергией на микроуровне при помощи АСГ было предложено
в качестве способа управления диссоциацией и изомеризацией молекулярных
систем [177–179]. В [177] изучается проблема управления изомеризацией в
классических ансамблях малых многоатомных нежестких молекул на приме-
ре системы LiNC/LiCN. Описаны и численно проанализированы два метода
управления изомеризацией в классическом ансамбле молекулярной системы
LiNC/LiCN, основанные на управлении полной энергией и изменении профи-
ля минимальной энергии для определенной “репрезентативной” молекулы.
Оба алгоритма управления разработаны с использованием принципа СГ. По-
казано, что разработанные алгоритмы управления достаточно эффективны
(примерно в два раза эффективнее, чем интенсивный равновесный нагрев).

В [180] метод скоростного градиента применен к синтезу управления на-
блюдаемыми в конечно-уровневых квантово-механических системах. Пока-
зано, что при выполнении условий типа невырожденности цель управления
достигается, если между начальным и целевым значениями наблюдаемой нет
ее собственных чисел. Показано, что погрешность достижения цели управле-
ния пропорциональна погрешности задания начального состояния системы и
погрешности реализации управляющего воздействия. Представлены числен-
ные результаты для задачи управления предиссоциацией молекулы фторво-
дорода (HF). В [181] предложена версия АСГ в комплексном пространстве с
ограничениями, которая была применена к синтезу алгоритмов селективно-
го управления наблюдаемыми квантово-механических систем. Показана воз-
можность достижения заданных значений энергии системы при ограничениях
на энергию подсистем и показано, что погрешность достижения цели управ-
ления пропорциональна погрешности задания начального состояния системы
и погрешности реализации управляющего воздействия. Представлены чис-
ленные результаты для задачи селективного управления энергией молекул
водорода (H2) с разными изотопами.

Алгоритм расчета классического внешнего поля для эффективного управ-
ления состоянием кубита с обратной связью получен в [182]. Подход ил-
люстрируется двухуровневой атомной системой (с распадом), управляемой
классическим оптическим полем. Аналитически и с помощью моделирова-
ния показано, что предложенный метод позволяет достичь желаемого состоя-
ния, выраженного как разность диагональных элементов матрицы плотности.
В [183] продемонстрирована возможность применения этого подхода к защи-
те запутанности (entaglement) от декогеренции в системе из двух кубитов при
наличии шума в квантовом канале связи. АСГ для перевода энергии в двух-
уровневой квантовой системе на заданный уровень с использованием в каче-
стве управления спектральной плотности некогерентных фотонов предложен
в [184]. В [185] дается общая формулировка метода скоростного градиента для
задачи генерации унитарных процессов в n-уровневых квантовых системах,
изолированных от окружения, и анализируется условие стабилизируемости
для АСГ в дифференциальной форме. Показано, что условие достижимости
в дифференциальной форме в этой задаче не выполняется, и делается вывод
о целесообразности исследования возможности применения АСГ в конечной
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форме. Отметим, что аналогичная ситуация имеет место и в задаче управле-
ния энергией в классических гамильтоновых системах.

9. Метод СГ в задачах управления распределенными системами

В цикле работ [186–191] СГ метод применен для задач управления вол-
новыми процессами в системах с распределенными параметрами. Целевые
функции взяты как меры отклонения движений системы от локализованных
волн постоянной формы и скорости, которые поддерживают заданный уро-
вень энергии системы и соответствуют ее динамическому равновесному со-
стоянию. Разработаны АСГ распределенного управления с обратной связью
для локализации решений уравнения синус-Гордона в виде бризера и волны
огибающей. Во всех случаях достигнуто решение требуемой формы и скоро-
сти. Показано, что АСГ могут также обеспечить распространение требуемых
волн только в одном направлении. Исследовано поведение АСГ для разных
значений параметров начальных условий и показано, что алгоритм при этом
работает устойчиво.

9.1. АСГ локализации нелинейных волновых процессов

Более подробно приведем результаты [188] по построению АСГ для лока-
лизации нелинейных волновых процессов.

В [188] рассматривается одномерная цепочка, описываемая уравнением
синус-Гордона

xtt(r, t) − xrr(r, t) + sinx(r, t) + u(r, t) = 0,(9.1)

которое модифицировано введением распределенного управления u(r, t).

В цепочке (9.1) требуется получить желаемую бегущую волну x∗(r, t) в
виде “антикинка”, заданную уравнением

x∗(r, t) = π
(
1− tanh

(
k(r −Wt)

))
+A sech 2

(
k(r −Wt− r1)

)
−

−B sech 2
(
k(r −Wt− r2)

)
,(9.2)

где k, r1, r2, r1, r2 – начальные фазы, W – фазовая скорость. В отсутствие
управления (т.е. при u≡ 0) процесс (9.2) не соответствует никакому аналити-
ческому решению уравнения (9.1).

Начальные условия в (9.1) взяты в виде

x(r, 0) = 4 arctan

(
exp

(
− 1√

1− V 2
(r − r0)

))
,

xt(r, 0) =
2V sech

(
r−r0√
1−V 2

)

√
1− V 2

.(9.3)
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Вводится следующая цель управления:

e(r, t) = x(r, t) − x∗(r, t) → 0 при t→ ∞.(9.4)

Для применения СГ-метода в [188] используется локальный целевой функ-
ционал

Q(u) =
1

2

(
τet(r, t) + e(r, t)

)2
,(9.5)

в котором параметр τ > 0 служит для задания желаемой скорости убывания
рассогласования e(r, t) во времени. Действуя далее по схеме СГ, запишем:

Qt = (τet + e)
(
τ(xrr − sinx− u) + . . .

)
,(9.6)

где . . . обозначает не зависящие от u слагаемые. Вычисляя согласно СГ ме-

тоду функцию w(r, t) = ∂Qt(u)
∂u , получим АСГ вида

u(r, t) = γ
(
τet(r, t) + e(r, t)

)
,(9.7)

в котором параметр γ > 0 – коэффициент усиления алгоритма.

Численные исследования в [188] выполнены при V = 0,95, k = 0,5, A = 3,
B = 1,5, r0 = 0, r1 = −1, r2 = 2, W = 1,1, γ = 40, τ = 1,25. Как показывают
результаты моделирования, по истечении некоторого времени, цель управле-
ния (9.2) выполняется, а управляющее воздействие затухает.

9.2. Управление энергией одномерной распределенной цепочки

с помощью АСГ в скользящем режиме

Применение метода СГ для управления энергией и оценивания состоя-
ния распределенных одномерных цепочек показано в [192–195] (управление и
оценивание через граничные условия) и [196–198] (управление, распределен-
ное по пространственной координате). В отличие от большинства имеющихся
публикаций в этих работах ставится цель управления, направленная не толь-
ко на снижение, но и на увеличение энергии объекта управления, что име-
ет важное значение для вибрационных технологий, генерирования волновых
колебаний в радиолокационных и лазерных системах и в других приложени-
ях [74, 145, 199]. Рассмотрим некоторые результаты подробнее.

Управление и оценивание через граничные условия. Задача граничного
управления энергией для класса полулинейных гиперболических дифферен-
циальных уравнений в частных производных изучается в [193], где приводит-
ся ее решение на основе гладкого и разрывного АСГ для нелинейной системы
Клейна–Гордона.

Рассмотрена одномерная цепочка, описываемая нелинейным уравнением
Клейна–Гордона с указанными начальными и граничными условиями

xtt(t, r)− kxrr(t, r) + Π′(x(t, r)
)
= 0, t > 0, r ∈ [0, 1],(9.8)

x(0, r) = x0(r), xt(0, r) = x1(r),(9.9)

x(t, 0) = 0, xr(t, 1) = u(t),(9.10)

y(t) =
(
xt(t, 1),H

(
x(t)

))
,
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где Π ∈ C1(R) – неотрицательная функция, k > 0 – заданный параметр, u(t) –
управляющий вход, y(t) – выход, x0, x1 : [0, 1] → R – заданные функции и

H(x) =

1∫

0

(
x2t
2

+ k
x2r
2

+ Π(x)

)
dr(9.11)

– гамильтониан уравнения (9.8), который рассматривается как энергия си-
стемы (9.8) в момент времени t.

Ставится задача нахождения закона управления u(t), обеспечивающего
выполнение цели управления

H
(
x(t)

)
→ H∗,(9.12)

где x(t) – решение (9.8)–(9.10), H∗ > 0 – заданное значение.

Синтез управления выполняется по методу СГ. Для этого вводится целевая
функция

Q1

(
x(t)

)
=

1

2

(
H
(
x(t)

)
−H∗

)2

как мера разности между текущим и заданным значениями энергии. Диф-
ференцируя Q1

(
x(t)

)
по времени вдоль решений (9.8)–(9.10), получим

d

dt
Q1

(
x(t)

)
=
(
H
(
x(t)

)
−H∗

) 1∫

0

(
xtxtt + kxrxrt +Π′(x)xt

)
dr.

Подстановкой xtt = kxrr(t, r) − Π′(x(t, r)
)

(согласно (9.8)), интегрированием
слагаемого xrxrt по частям и с учетом того, что из (9.9) следует xt(t, 0) = 0,
получим

w(t, u)≡ d

dt
Q1

(
x(t)

)
=
(
H
(
x(t)

)
−H∗

)
ku(t)xt(t, 1).

Метод СГ приводит к закону управления

u(t) = −γψ
(
H
(
x(t)

)
−H∗

)
xt(t, 1),(9.13)

где γ > 0 – скалярный коэффициент усиления, ψ : R → R – функция, удовле-
творяющая условию псевдоградиентности ψ(s)s > 0 для всех s 6= 0 и ψ(0) = 0
(см. (2.7)). При ψ(s) = sign(s) получается разрывный (“релейный”) закон
управления

u(t) = −γ sign
(
H
(
x(t)

)
−H∗

)
xt(t, 1),(9.14)

который соответствует целевой функции Q2

(
x(t)

)
= |H

(
x(t)

)
−H∗|.
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В [193] показано, что при H(0) > 0 разрывный АСГ (9.14) приводит си-
стему к любому заранее заданному ненулевому уровню энергии за конеч-
ное время, в то время как гладкий (непрерывный) АСГ обеспечивает толь-
ко асимптотическую сходимость. В статье приводятся результаты модели-
рования системы (9.8)–(9.10), (9.13) c ψ(s) = s, Π(x) = βx2κ, β = 0,2, κ = 2,
k = 0,12, γ = 0,25, x0(r) = µ

(
1− cos(2πr)), x1(r)≡ 0 для µ = 0,05 и µ = 2,5,

H∗ = 5 и H∗ = 20, согласующиеся с теоретическими выводами.

Исследование наблюдателя типа Луенбергера (Luenberger) для распреде-
ленной одномерной цепочки синус-Гордона выполнено в [195], где получены
явные ограничения на параметры системы, обеспечивающие экспоненциаль-
ное затухание ошибки оценивания. В основу синтеза наблюдателя положен
метод СГ.

Рассматривается следующее уравнение синус-Гордона:

xtt(t, r)− kxrr(t, r) + β sinx(t, r) = 0, t > 0, r ∈ [0, 1],(9.15)

x(0, r) = x0(r), xt(0, r) = x1(r),(9.16)

x(t, 0) = 0, xr(t, 1) = u(t),(9.17)

y(t) = xt(t, 1),(9.18)

где k > 0, β – заданные параметры; u(t) – управляющий вход; y(t) – изме-
ряемый выход; x0, x1 : [0, 1] → R – заданные функции.

Синтез наблюдателя состояния для системы (9.15)–(9.18) выполняется в
[195] при предположении, что измеряется только переменная y(t) = xt(t, 1)
(а также известен сигнал управления u(t), который вырабатывается регуля-
тором). По аналогии с [200, 201] вводится следующий наблюдатель состояния
луенбергерского типа:

x̂tt(t, r)− kx̂rr(t, r) + β sin x̂(t, r) = 0, t > 0, r ∈ [0, 1],(9.19)

x̂(0, r) = x̂ 0(r), x̂t(0, r) = x̂ 1(r),(9.20)

x̂(t, 0) = 0, x̂r(t, 1) = u(t) + α
(
y(t)− x̂t(t, 1)

)
,(9.21)

где x̂(t, r) служит оценкой состояния x(t, r) системы (9.15), α > 0 – выбирае-
мый при синтезе коэффициент усиления.

Обоснование сходимости процесса наблюдения выполнено в [195] с ис-
пользованием СГ метода. Для этого вводится ошибка оценивания e(t, r) =
= x(t, r)− x̂(t, r) и квадратичный (“энергетический”) целевой функционал

E(t) = 1
2

∫ 1
0

(
e2t + ke2r

)
dr. Решена задача нахождения параметров k, β, α на-

блюдателя (9.19)–(9.21), гарантирующих экспоненциальное убывание E(t).

С использованием наблюдателя (9.19)–(9.21) для управления энергией си-
стемы синус-Гордона по измеряемому выходу цепочки методом СГ находится
обратная связь, имеющая вид

u(t) = −γψ
(
H
(
x̂(t)

)
−H∗

)
y(t).(9.22)
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В [195] показано, что время переходного процесса по энергии близко к
времени процесса по ошибке наблюдения, тем самым основную роль в пе-
реходном режиме играет процесс оцеивания состояния. Также показано, что
условия, налагаемые на коэффициент усиления наблюдателя, достаточные
для сходимости ошибки оценки состояния, “почти” необходимы в том смыс-
ле, что нарушение этих условий делает переходные процессы ошибки оценки
состояния слишком затянутыми.

Управление, распределенное по пространственной координате. Следуя
[202], рассмотрим задачу управления энергией цепочки, заданной волновым
уравнением

xtt(r, t) = xrr(r, t)− ρxt(r, t) + u(r, t),(9.23)

где x = x(r, t) – состояние объекта; t – время; r ∈ (0, 1) – пространственная пе-
ременная; u(r, t) – распределенное по пространству управление; ρ > 0 – пара-
метр диссипации. Заданы следующие граничные условия Дирихле: x(0, t) =
= 0, x(1, t) = 0.

Полная энергия цепочки находится из выражения

E(xr, xt) =
1

2

1∫

0

(
(xt)

2 + (xr)
2
)
dr.(9.24)

Ставится задача управления энергией – обеспечение предельного соотно-
шения

lim
t→∞

E(xr(t), xt(t)) = E∗(9.25)

при заданном постоянном значении энергии E∗ > 0.

Выведем АСГ, решающий поставленную задачу. Введем целевую функцию
(согласно СГ-методу – “локальный целевой функционал”)

V (t) =
1

2

(
E(xr, xt)− E∗)2.(9.26)

Вычислим производную от целевой функции (9.26) по времени в силу си-
стемы. Получим

w(x,u) ≡ V̇ =
(
E(xr, xt)− E∗)

1∫

0

(uγ − ρxt)xt du.(9.27)

Выберем функцию ψ(x,u), удовлетворяющую условию псевдоградиентно-
сти ψ(x,u)T∇uw(x,u) > 0 в виде (2.9), т.е. примем ψ(x,u) = γxt sign(x,u).
Отсюда следует АСГ в релейной форме

u(xr, xt) = −γxt sign
(
E(xr, xt)−E∗).(9.28)
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Проверим выполнение условия достижимости (2.10). Поскольку

V̇ 6 −(γ − ρ)×
∣∣E(xr(t), xt(t))− E∗∣∣

1∫

0

xt
2 dr 6 0,

то при γ > ρ энергия E(xr(t), xt(t)) под управлением предложенного алгорит-
ма стремится к E∗ и, следовательно, цель управления достигается.

В [202] проведено моделирование процесса управления энергией при зна-
чениях параметров ρ = 1, γ = 10, E∗ = 10 и начальном состоянии x(r, 0) =

= A
(
1− cos(2πr)

)7
, xt(r, 0) = 0, демонстрирующее достижение поставленной

цели как для случая A = 10−3 (начальная энергия меньше заданной), так и
для A = 0,02 (начальная энергия больше заданной).

Работа [197] посвящена численной оценке эффективности алгоритмов СГ,
разработанных в [196, 202] для управления энергией пространственно-распре-
деленных систем синус-Гордона с несколькими внутренними параметрами и
доменными приводами. Влияние квантования по уровню сигнала управле-
ния с обратной связью по состоянию (возможно, связанного с временно́й дис-
кретизацией) на установившуюся ошибку энергии и устойчивость замкнутой
системы исследуются путем моделирования. Учитываются следующие типы
квантования: квантование сигнала управления по времени дискретизации,
квантование уровня для управления, непрерывное во времени; квантование
сигнала управления по уровню совместно с временно́й дискретизацией; пере-
дача управляющего сигнала по двоичному каналу связи с инвариантным во
времени кодером первого порядка; передача сигнала управления по двоично-
му каналу связи с кодером первого порядка и масштабированием по времени;
передача управляющего сигнала по двоичному каналу связи с адаптивным
кодером первого порядка.

10. Принцип скоростного градиента в динамике физических процессов

В монографии [25] предложено использовать метод СГ для вывода зако-
нов динамики физических систем. Оказывается, известные и новые уравне-
ния движения ряда физических систем могут быть выведены как АСГ при
соответствующем выборе структуры уравнения объекта и целевой функции.
В физике подобные постановки рассматриваются на основе вариационных
принципов построения моделей систем. По аналогии можно сформулировать
“Вариационный принцип скоростного градиента” (ВПСГ): среди всех возмож-
ных движений в системе реализуются лишь те, для которых входные пере-
менные изменяются пропорционально скоростному градиенту от некоторого
“целевого” функционала Qt.

Как показано в [25], применяя ВПСГ, можно получить ряд классических
уравнений механики и физики. Кроме того, принцип позволяет получить за-
коны динамики для новых задач, некоторые из которых перечислены ниже.
В [203] предложено применять ВПСГ для построения моделей и предсказания
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переходных процессов в системах, установившееся движение которых подчи-
няется принципу максимума энтропии (принципу Гиббса–Джейнса). Вычис-
лительный эксперимент по проверке ВПСГ на примере прогнозирования с
его помощью динамики процессов в методе частиц описан в [204].

Новая концепция высокоскоростных процессов в твердых телах разрабо-
тана в [205, 206] c использованием нелокальной теории неравновесного пе-
реноса и метода скоростного градиента. В разработанной теории общая ин-
тегральная зависимость напряжения от деформации в зависимости от ско-
рости деформации и длительности внешнего импульса описывает как реак-
цию упругой среды на внешнюю нагрузку, так и переход к пластическому
течению. Модель показывает разницу между ударным нагружением и непре-
рывным, которая растет с увеличением скорости нагружения. Построенная
на интегральном соотношении модель упруго-пластической ударной волны,
изменяющей свою форму при распространении вдоль материала, способна
описать весь комплекс экспериментально наблюдаемых закономерностей, ко-
торые не могут быть объяснены в рамках традиционной механики сплошных
сред.

В [207–209] предложены новые уравнения, описывающие динамику неста-
ционарных процессов максимизации и минимизации различных энтропийных
функционалов: энтропий Шеннона, Цаллиса, Реньи, относительной энтропии
Кульбака–Лейблера (Kullback–Liebler), Бурга (Burg), энтропии Кресси–Рида
(Cressie–Read) и других. Исследуются единственность и устойчивость пре-
дельного распределения вероятностей при ограничениях сохранения массы и
энергии. Предлагаемые уравнения позволяют просто прогнозировать дина-
мику сложных неравновесных систем.

Применение СГ принципа к неравновесным распределенным системам
вдали от термодинамического равновесия исследовано в [21]. Обсуждаются
варианты применения принципа СГ для описания процессов неравновесного
переноса в реальных средах. Исследование эволюции неравновесной систе-
мы на различных масштабных уровнях с помощью принципа СГ позволяет
по-новому взглянуть на проблемы термодинамики, связанные с поведени-
ем энтропии системы. Предлагаются обобщенные динамические уравнения
для конечного и бесконечного числа ограничений. Показано, что стационар-
ное решение уравнений, вытекающее из принципа СГ, полностью совпадает
с локально равновесной функцией распределения, полученной Д.Н. Зубаре-
вым [210]. Предлагается новый подход к описанию временной эволюции си-
стем, далеких от равновесия, основанный на применении принципа СГ на про-
межуточном масштабном уровне внутренней структуры системы. Обсужда-
ется проблема высокоскоростного сдвигового течения вязкой жидкости вбли-
зи жесткой плоской пластины. Показано, что принцип СГ позволяет строить
замкнутые математические модели неравновесных процессов.

В [211] исследуется взаимосвязь между структурой GENERIC (общее
уравнение для неравновесной обратимо-необратимой связи, англ. – general

equation for the quilibrium reversible-irreversible coupling), возникшей в нерав-
новесной термодинамике, и принципом СГ. GENERIC известен как общая
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структура для различных уравнений эволюции во времени для неравновес-
ных систем. Рассмотрены несколько примеров применения СГ-принципа и по-
казано его соответствие рамкам GENERIC. Результат [211] также может быть
использован для демонстрации того, как соотносятся уравнения Фоккера–
Планка и принцип СГ. Развитый подход распространен на квантовомехани-
ческие системы применительно к задаче максимизации энтропии фон Ней-
мана [212].

11. Модификации и обобщения АСГ

11.1. Модификации АСГ

За полвека существования АСГ подвергались различным модификациям
и обобщениям. В [213] предложена версия АСГ для систем с запаздывани-
ем. Для постановки задачи и для доказательства используются функцио-
налы Ляпунова–Красовского. Например, в задаче адаптивной стабилизации
линейного объекта с запаздыванием по состоянию для синтеза алгоритма
адаптации используется функционал

J
(
xt(s)

)
= 0,5


xTHx+

t∫

t−τ

xT(s)Kx(s) ds


 ,

где xt(s) = {x(t + s)}, s ∈ [t − τ, t], τ – запаздывание, H, K – положительно
определенные матрицы. При этом алгоритм адаптации имеет тот же вид, что
и для систем без запаздывания.

В [18] предложены алгоритмы, названные “алгоритмами скоростной раз-
ности” (АСР), позволяющие ослабить обычное для АСГ условие выпуклости.
В [18] доказан следующий результат.

Пусть объект управления описывается уравнениями

ẋ = F (x, v, t),(11.1)

v̇ = Φ(x, v, t),(11.2)

где x∈ R
N , u, v – скаляры, t > 0. Пусть для нее выполнены стандартные усло-

вия применимости АСГ, см. раздел 2.1 и [18, 25]. Тогда алгоритм управления

u = u(x, v, t) =(11.3)

=





Ψ
(
x, v,−γ0(v − U∗(x, t)

))
− γ1

∂0Q(x, v, t)− ∂0Q(x,U∗, t)
v − U∗

+ ∂0U∗(x, v, t)

при v 6= U∗,

Ψ
(
x, v,−γ0(v − U∗(x, t)

))
− γ1

∂

∂v

(
∂0Q(x,U∗, t)

)
+ ∂0U∗(x, v, t)

при v = U∗,

где ∂0U∗(x, v, t) = ∂/∂t
(
U∗(x, t)

)
+∂/∂x

(
U∗(x, t)

)
F (x, v, t), γ0>0, γ1>0, обес-

печивает ограниченность траекторий системы (11.1), (11.2) и достижение це-
лей управления Q

(
x(t), t

)
→ 0, v(t)− U∗

(
x(t), t

)
→ 0.
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Предложены также схемы итеративного синтеза алгоритмов управления,
для АСГ и для АСР, аналогичные известным схемам бэкстеппинга [14]. В кни-
ге [25] представлены обобщения АСГ на объекты управления, описываемые
неявно заданными уравнениями F (x, ẋ, θ, t), объекты, заданные дифференци-
ально-алгебраическими уравнениями, а также стохастические объекты, опи-
сываемые стохастическими дифференциальными уравнениями Ито. Рассмот-
рены АСГ с коэффициентом усиления, зависящим от времени и от состояния
объекта, в частности АСГ с Γ(t), изменяющимся по алгоритмам, аналогич-
ным алгоритму фильтра Калмана.

11.2. Дискретизация АСГ

Цифровая (компьютерная) реализация алгоритмов управления ставит во-
прос о сохранении свойств непрерывной динамической системы при дискрет-
ном (sampled data) алгоритме управления. Вопросы дискретизации линейных
и нелинейных систем рассматривались во многих работах. Применительно к
алгоритмам скоростного градиента сошлемся на результат, сформулирован-
ный в [25, теорема 5.5]. Пусть объект

ẋ = F (x, θ, t) + f(t),(11.4)

где f(t) – ограниченное возмущение, управляется дискретизованным регуля-
ризованным АСГ

θ(t) = θ(tk) при θ(tk) 6 θ(t) < θ(tk+1),

θ(tk+1) = θ(tk)− γk

(
γ∇θw

(
x(tk), θ(tk)

)
− α

(
θ(tk)− θ̄

))
.(11.5)

Если система (11.4), управляемая непрерывным алгоритмом скоростного
градиента

θ̇(t) = γ∇θw
(
x(t), θ(t)

)
− α

(
θ(t)− θ̄

)
(11.6)

экспоненциально диссипативна, то при дискретизации алгоритма управления
с достаточно малыми шагами γk система сохраняет предельную диссипатив-
ность при γk → 0 и оценка предельного множества приближается к оцен-
ке предельного множества для непрерывной системы. В [25] предложена и
дискретизованная версия АСГ с зоной нечувствительности [25, теорема 5.6].
В этом случае условие экспоненциальной диссипативности не выполняется,
применимость АСГ обеспечивается введением в алгоритм “памяти”, предот-
вращающей возникновение нежелательных скользящих режимов.

11.3. Неевклидовы алгоритмы скоростного градиента

Идея связать переменность матрицы коэффициентов усиления в АСГ с пе-
ременностью метрики в пространстве состояний объекта или в пространстве

57



настраиваемых параметров (управлений) имеет далеко идущее развитие. По-
видимому, впервые она возникла в [25, Приложение 4], где введена функция
Ляпунова

V (x, θ, t) = Q(x, t) + 0,5(θ − θ∗)
TR(x, t)(θ − θ∗).(11.7)

Метрическая матрица R(x, t) в (11.7) симметрична, положительно опреде-
лена и определяет вид расширенного “неевклидова” АСГ

R(x, t)θ̈ = −∇Q̇− Ṙ(θ − θ∗),(11.8)

где Ṙ = ∂R(x, t)/∂t+ ∂R(x, t)/∂xF (x, θ, t).

В работе Н. Боффи и Ж.Ж. Слотина [214] получен целый ряд новых
“неевклидовых” алгоритмов управления, оценивания, адаптации, обучения на
основе функций Ляпунова, в которых используется так называемая дивер-
генция Брэгмана [215], введенная Л.М. Брэгманом в 1967 г. и получившая в
последние годы многочисленные применения в различных областях приклад-
ной математики. По заданной гладкой функции ϕ(θ) дивергенция Брегмана
dϕ(θ∗|θ) определяется следующим образом:

dϕ(θ∗|θ) = ϕ(θ∗)− ϕ(θ)−
(
∇ϕ(θ)

)T
(θ∗ − θ).(11.9)

Для строго выпуклых функций ϕ(θ) дивергенция dϕ(θ∗|θ) также строго вы-
пукла и dϕ(θ∗|θ) > 0 при θ 6= θ∗. Дивергенция от положительно определенной
квадратичной формы совпадает с ней самой.

В [214] новые алгоритмы типа АСГ строятся на основе замены стандартной
функции Ляпунова

V (x, θ, t) = Q(x, t) + 0,5(θ − θ∗)
TΓ−1(θ − θ∗),(11.10)

используемой для обоснования АСГ в дифференциальной форме (2.14), на
функцию

V (x, θ, t) = Q(x, t) + dϕ(θ∗|θ).(11.11)

Стандартные вычисления приводят к алгоритму управления/адаптации вида

θ̇ = −
(
∇2ϕ

)−1∇θQ̇.(11.12)

Выбор неквадратичных функций φ(θ) открывает новые возможности для
модификаций и обобщения АСГ, соответствующие введению в пространстве
управлений или настраиваемых параметров неевклидовой (римановой) мет-
рики. Например, функцию ϕ(θ) можно рассматривать как барьерную функ-
цию, ограничивающую траектории в пространстве настраиваемых парамет-
ров, и выбирать ее по заданному множеству Θ допустимых значений θ, чтобы
исключить сложнореализуемое проектирование на Θ.
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Новый класс алгоритмов — это конечно-дифференциальные неевклидовы
АСГ

d

dt

(
θ + ψ(x, t)

)
= −

(
∇2ϕ(θ)

)−1∇θQ̇(11.13)

для заданной ограниченной вектор-функции ψ(x, t). Для их обоснования ис-
пользуется функция Ляпунова

V (x, θ, t) = Q(x, t) + dϕ(θ∗|θ − ψ(x, t)).(11.14)

Новый, расширенный класс функций Ляпунова можно назвать функциями
Ляпунова–Брэгмана. В [214] рассмотрены расширения АСГ, получающиеся
при включении в функцию Ляпунова дивергенций от различных функций,
приводящие к новым классам алгоритмов, в том числе высших порядков.

11.4. АСГ для нелинейно параметризованных систем

Начиная с самых первых результатов [7, 24] условия применимости АСГ
допускали нелинейную параметризацию объекта управления, иногда встре-
чающуюся в приложениях. При этом требовалась выпуклость по θ скорости
изменения целевой функции w(x, θ, t). В дальнейшем эти результаты были
расширены [216–218] для различных классов нелинейно параметризованных
систем адаптивного управлении. Были разработаны различные модифика-
ции для случаев выпуклой и вогнутой параметризации. В работах [127, 129]
и др. развит метод “погружения и инвариантности” (Immersion &Invariance,
I&I), в рамках которого глобальная сходимость устанавливается при выпол-
нении некоторого условия типа монотонности. В [219] на основе аналогичного
подхода решается задача идентификации системы. В [220] вводится условие
монотонности, которое по существу идентично условиям, необходимым для
обучения обобщенных линейных моделей в машинном обучении и статисти-
ке, и позволяет разработать устойчивые алгоритмы адаптивного управления
для нелинейно параметризованных систем в этих условиях. Эти результаты
можно обобщить и далее на основе функций Ляпунова–Брэгмана. Подобные
обобщения подробно рассмотрены в [214, 221, 222], где получаемые алгорит-
мы названы “естественными” (natural) алгоритмами адаптации.

12. Заключение

В статье представлены основные положения и результаты применения ме-
тода скоростного градиента. Показано, что это полезный и эффективный ин-
струмент для решения широкого спектра инженерных задач, подтвержда-
ющий, что он «обеспечивает прозрачный компромисс между характеристи-
ками управления и проектными параметрами» [17]. На протяжении более
чем 40 лет существования СГ-метод используется многими авторами, кото-
рые применяют его для решения широкого круга задач в различных обла-
стях. В течение последнего десятилетия возрос интерес к методу скорост-
ного градиента и как к эффективному инструменту для понимания законов
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природы, таких как динамика экологических систем или фундаментальные
законы физики. Недавние исследования [214] показывают, что метод может
служить мостиком между теорией управления и областью машинного обуче-
ния, вскрывающим общность многих подходов в этих областях. Однако есть
и недостаточно изученные вопросы, такие как сходимость АСГ при наличии
ограничений и при вырождении условия достижимости.
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СО СМЕНОЙ ПРИОРИТЕТОВ УПРАВЛЕНИЯ 1

Рассмотрены варианты реализации смены управленческих приорите-
тов в процессе наведения летательных аппаратов, основанные на исполь-
зовании нестационарных моделей состояния, переменных коэффициентов
штрафов функционалов качества и учете несоответствия динамических
свойств перехватчика и цели. Для каждого варианта приведены конкрет-
ные примеры синтеза метода наведения и проведен их анализ.
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1. Введение

Современное противоборство в воздушно-космической сфере характеризу-
ется групповым применением как средств нападения, так и защиты с быстрой
сменой обстановки и скоротечностью боестолкновений уже в процессе при-
менения средств поражения [1, 2].

Изменение текущей обстановки, связанное с появлением более опасных
или более благоприятных для поражения целей, при групповом противостоя-
нии или выявлении либо защите приоритетных целей (авиационных комплек-
сов радиолокационного дозора и наведения [3], самолетов-ретрансляторов,
топливозаправщиков [4] и т.д.) предопределяет необходимость изменения
приоритетов уже пущенных ракет.

Кроме того, весьма перспективным при групповых действиях является
пуск ракет-перехватчиков в центр группы с выбором конкретной цели, в том
числе и приоритетной в процессе приближения к группе [5].

При этом необходимо отметить все нарастающую сложность требований,
предъявляемых к используемым методам наведения [6], обусловленную необ-
ходимостью одновременного удовлетворения нескольким, зачастую противо-
речащим друг другу, критериям. В частности, к таким задачам можно отне-
сти индивидуальное наведение на отдельную цель (например, наиболее опас-
ную, приоритетную и т.д.) в составе плотной неразрешаемой по угловым коор-

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект №19-08-00060-а).
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динатам классическими способами группы, когда вначале необходимо разре-
шить цели за счет траекторного управления наблюдением [5, 7], обеспечивая
тем самым ее автоматическое сопровождение, а затем на конечном участке
обеспечить минимизацию линейного промаха [8] по выбранной цели.

Еще одним примером необходимости решения двухкритериальных задач
для летательных аппаратов (ЛА) является формирование сигналов совмест-
ного группового управления, которое должно обеспечить и полет по марш-
руту, и построение требуемой топологии (строя) участников.

Можно привести еще целый ряд новых многокритериальных задач управ-
ления.

В связи с этим весьма актуальной становится задача оптимизации законов
управления ЛА со сменой приоритетов в процессе функционирования. Эта
задача может решаться различными способами. Наиболее простой способ —
принудительная смена закона управления через определенное время полета,
в том числе и путем введения в него дополнительных слагаемых, либо прину-
дительная смена в используемом законе требуемых координат состояния [9].
Однако такой способ приводит к появлению дополнительных, достаточно зна-
чительных переходных процессов, которые отрицательно сказываются как на
стабильности траектории полета, так и на работе информационных систем,
особенно систем сопровождения по угловым координатам.

Более рациональным является способ постепенной смены приоритетов
управления на основе использования нестационарных методов наведения [6],
не приводящий к появлению значительных переходных процессов при фор-
мировании траектории полета.

Частично вопросы такого управления летательными аппаратами в изме-
няющейся обстановке рассмотрены в [10–14].

Цель статьи — рассмотреть на конкретных примерах возможные наибо-
лее эффективные варианты синтеза нестационарных законов наведения ЛА,
обеспечивающих плавное перераспределение управленческих приоритетов в
процессе полета.

В основу этих вариантов будут положены:

• использование нестационарных моделей состояния;

• использование переменных коэффициентов в матрице штрафов за вели-
чину управления;

• использование переменных коэффициентов в матрицах штрафов за точ-
ность функционирования;

• учет несоответствия динамических свойств цели и перехватчика.

В свою очередь, определение момента начала перераспределения управ-
ленческих функций может выполняться по различным признакам:

• по достижении координатами состояний тех или иных значений (дально-
сти, скорости, углов и т.д.);

• по факту приближения к максимально допустимым ошибкам управления
либо ошибкам автоматического сопровождения;

• по факту достижения определенных перегрузок и т.д.

74



В общем случае задача синтеза управления с перераспределением приори-
тетов в процессе траекторного управления может решаться различными спо-
собами [15]. Далее она будет решаться на основе наиболее простой разновид-
ности локальной оптимизации статистической теории оптимального управле-
ния. Эта модификация позволяет для системы [8]

ẋ(t) = F(t)x(t) + B(t)u(t) + ξx(t), x(0) = x0,(1)

включающей n-мерную модель требуемого движения цели

ẋТ(t) = FT(t)xТ(t), xТ(0) = xТ0(2)

и n-мерную модель перехватчика

ẋу(t) = Fу(t)xу(t) + Bу(t)u(t) + ξy(t), xу(0) = xу0,(3)

при наличии измерений

z(t) = Hx(t) + ξи(t)(4)

сформировать управление

u(t) = K−1BT
y Q (x̂T(t)− x̂у(t)) ,(5)

минимизирующее функционал качества

I =M





t∫

0

uT(t)K(t)u(t)dt+ (xТ(t)− xу(t))
TQ(t)(xТ(t)− xу(t))



(6)

в каждый текущий момент времени t.

Здесь u — r-мерный (r 6 n) вектор управления; x̂Т и x̂у — векторы опти-
мальных оценок процессов (2) и (3) формируемых по измерениям (4), ξx(t),
ξу(t) и ξи(t) — центрированные векторы гауссовских возмущений состояния
и измерений с известными матрицами интенсивностей.

FТ(t), Fу(t) и Bу(t) — в общем случае нестационарные матрицы внутрен-
них связей и эффективности управления; Q(t) и K(t) — неотрицательно и
положительно определенные матрицы штрафов за неточность функциони-
рования и величину сигналов управления; z — m-мерный (m 6 2n) вектор
измерений; H — матрица связи измерений и состояния; М – знак операции
математического ожидания.

2. Перераспределение приоритетов управления при использовании
нестационарных моделей состояния

В математическом плане задача синтеза закона управления в горизонталь-
ной плоскости формулируется следующим образом.
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Для объекта управления, угловое положение которого относительно по-
движной цели определяется системой уравнений [8]:

ϕ̇Г = ωГ +
jГ − jЦГ

Д̇
,(7)

ω̇Г = −2Д̇

Д
ωГ − jГ − jЦГ

Д
+ ξωГ,(8)

предназначенного для наведения в упрежденную точку встречи под уг-
лом ϕГТ, необходимо сформировать сигнал управления jГ, оптимальный по
минимуму функционала

I =My





[
ϕГТ − ϕГ

0− ωГ

]T [
qϕ 0

0 qω

] [
ϕГТ − ϕГ

0− ωГ

]
+

t∫

0

j2Гkjdt



 ,(9)

который обеспечивает устранение угловых ошибок

∆ϕ = ϕГТ − ϕГ(10)

и линейных промахов [8]

h =
Д2ωГ

Vотн

.(11)

Здесь ϕГТ – требуемый и ϕГ – текущий бортовые пеленги, ωГ – угловая
скорость линии визирования, Д и Д̇ – дальность до цели и скорость ее измене-
ния, jЦГ – поперечное ускорение цели, qϕ, qω и kj – коэффициенты штрафов
за величину угловых ошибок ϕГТ − ϕГ, линейного промаха (11) и величину
сигнала управления. Геометрия взаимного расположения цели и перехват-
чика при использовании (7)–(10) показана на рис. 1, на котором OП, OЦ и
OУТВ – соответственно точки расположения перехватчика, цели и упрежден-
ной точки встречи, а VЦ и VП – векторы скорости цели и перехватчика.

Выбор в качестве управляющего сигнала наводимого объекта (7), (8) попе-
речного ускорения jГ, а не углов отклонения аэродинамических рулей обус-
ловлен необходимостью обеспечить его инвариантность к высоте полета, по-
скольку эффективность рулей зависит от плотности воздуха (высоты полета).
При таком подходе с увеличением высоты (снижении плотности воздуха) ав-
томатически будут увеличиваться углы отклонения рулей до величин, реали-
зующих требуемые значения поперечной перегрузки.

Поставив в соответствие (7)–(10) с (1)–(6), будем иметь совокупность
векторно-матричных соотношений, в которых для упрощения записей будет
опущена зависимость векторов и матриц от времени

xТ =

[
ϕГТ

0

]
, xy =

[
ϕГ

ωГ

]
, u = jГ − jЦГ, ξx =

[
0

ξy

]
,

Bу =

[
1/Д̇

−1/Д

]
, Q =

[
qϕ 0

0 qω

]
, K = kj .(12)
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Рис. 1. Геометрия взаимного расположения цели и перехватчика при исполь-
зовании представлений (7)–(10).

Используя (12) в (5), получим

u = K−1BT
у Q(x̂Т − x̂у) =

1

kj

[
1

ˆ̇Д
− 1

Д̂

] [
qϕ 0

0 qω

] [
ϕ̂ГТ − ϕ̂Г

0− ω̂Г

]
=

=

[ qϕ
kj

ˆ̇Д
− qω

kjД̂

] [
ϕ̂ГТ − ϕ̂Г

0− ω̂Г

]
.

Тогда:

jГ = Kϕ(ϕ̂ГТ − ϕ̂Г) +Kωω̂Г + ĵЦГ;(13)

Kϕ =
qϕ

kj
ˆ̇Д
, ˆ̇Д < 0; Kω =

qω

kjД̂
, Kω 6 Kωmax.(14)

Анализ (13), (14) позволяет сделать следующие выводы.

На больших расстояниях, когда ωГ → 0, коэффициент передачи угловой
скорости qω/kjД также мал. Основным приоритетом управления, опреде-
ляемого первым слагаемым (13), становится устранение угловой ошибки
ϕГТ − ϕГ (рис. 1), что обеспечивает полет по требуемому направлению ϕГТ.
По мере подлета к цели увеличиваются как значения ωГ, так и коэффициен-
та ее передачи qω/kjД. В итоге, начиная с некоторой дальности при малых
значениях уже устраненной угловой ошибки ϕГТ − ϕГ, превалирующим ста-
новится второе слагаемое, реализующее устранение линейного промаха (11).

Специфической особенностью (13), (14) является гиперболический харак-
тер изменения коэффициента передачи Kω, нелинейно нарастающего по мере
уменьшения дальности (рис. 2). С одной стороны, это усиливает тенденцию
уменьшения линейных промахов (11), а с другой стороны, предопределяет
введение ограничения на Kω.
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Рис. 2. Зависимость Kω от дальности.

В состав системы наведения, реализующей (13), (14), должны входить
устройства формирования оценок дальности Д, скорости Д̇, требуемого бор-
тового пеленга ϕГТ, текущего пеленга ϕГ, угловой скорости ωГ и поперечного
ускорения цели jЦГ.

Сигнал управления зависит не от абсолютных значений штрафов, а от их
соотношения qϕ/kj и qω/kj , что существенно облегчает их выбор. Правила
выбора рациональных соотношений коэффициентов штрафов рассмотрены
в [8, 16].

В заключение необходимо отметить, что метод (13), (14), обеспечивая пере-
хват маневрирующих целей за счет учета jЦГ, также является всеракурсным
и всевысотным [8] и при наведении в упрежденную точку встречи обеспечи-
вает полет по более прямолинейной траектории с соответствующим умень-
шением затрат на управление.

3. Перераспределение управляющих функций
при использовании нестационарной матрицы штрафов

за величину сигнала управления

Задача синтеза управления летательным аппаратом в горизонтальной
плоскости формулируется следующим образом.

Для объекта управления (7), (8) необходимо сформировать сигнал управ-
ления jГ, оптимальный по минимуму функционала

I =My





[
ϕГТ − ϕГ

0− ωГ

]T [
qϕ 0

0 qω

] [
ϕГТ − ϕГ

0− ωГ

]
+

t∫

0

j2Г

(−kj
Д̇

)
dt



 .(15)

Сравнивая (7), (8) и (15) с (2), (3), (6), получим

xТ =

[
ϕГТ

0

]
, xy =

[
ϕГ

ωГ

]
, u = jГ − jЦГ, ξx =

[
0

ξy

]
,

Bу =

[
1/Д̇

−1/Д

]
, Q =

[
qϕ 0

0 qω

]
, K = −kj

Д̇
.(16)
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Отличием (15) и (16) от (9) и (12) является зависимость матрицы штра-
фа K от скорости сближения.

Подставляя (16) в (5), получим:

u = −
ˆ̇Д

kj

[
1

ˆ̇Д
− 1

Д̂

] [
qϕ 0

0 qω

] [
ϕ̂ГТ − ϕ̂Г

0− ω̂Г

]
=

[
−qϕ
kj

qω
ˆ̇Д

kjД̂

][
ϕ̂ГТ − ϕ̂Г

0− ω̂Г

]
;

jГk = Kϕk(ϕ̂ГТ − ϕ̂Г)−Kωkω̂Г + ĵЦГ;(17)

Kϕk = −qϕ
kj

; Kωk =
qω

ˆ̇Д

kjД̂
, Kωk 6 Kωmax.(18)

Алгоритм траекторного управления (17), (18) качественно повторяет за-
кон (13), (14), поэтому для него справедливы выводы, сделанные при анализе
в разделе 2. Отличия состоят в утрате зависимости Kϕk от скорости сближе-
ния, что упрощает выбор значений коэффициентов штрафов qϕ и qω, при
которых начинается превалирование управления, минимизирующего линей-
ный промах (11). При этом усложняется зависимость коэффициента Kωk от
условий применения, поскольку он учитывает еще и зависимость от скорости
сближения.

4. Перераспределение приоритетов управления при использовании
нестационарных матриц штрафов за точность функционирования

В основе любого способа перераспределения управленческих функций в
процессе функционирования лежат нестационарные методы управления [6],
которые могут быть получены не только за счет использования нестацио-
нарных моделей состояния, но и за счет использования переменных матриц
штрафов за неточность функционирования, связанных с законами изменения
тех или иных координат состояния.

Далее в качестве примера будет рассмотрен один из простейших приемов
синтеза такого управления в рамках представлений (1)–(6).

В простейшем случае постановка задачи синтеза нестационарного управ-
ления может быть сформулирована следующим образом.

Для системы

ϕ̇Г = ωГ, ϕГ(0) = ϕГ0;

ω̇Г = −2Д̇

Д
ωГ − 1

Д
jГ + ξω, ωГ(0) = ωГ0,(19)

предназначенной для отработки требуемых значений направления поле-
та ϕГТ и угловой скорости ωГТ, необходимо сформировать сигнал управле-
ния jГ, оптимальный по минимуму функционала

I =My





[
ϕГТ − ϕГ

ωГТ − ωГ

]T



q11

q12Д

Д̇
q21Д

Д̇
q22




[
ϕГТ − ϕГ

ωГТ − ωГ

]
+

t∫

0

j2Гkjdt




.(20)
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Поставив в соответствие (19) с (2), (3), а (20) с (6), будем иметь:

xТ =

[
ϕГТ

ωГТ

]
, xy =

[
ϕГ

ωГ

]
, Bу =

[
0

−1/Д

]
;

Q =



q11

q12Д

Д̇
q21Д

Д̇
q22


 , K = kj , u = jГ.(21)

Используя (21) в (5), получим:

jГ =
1

kj

[
0 − 1

Д̂

]


q11

q12Д

Д̇
q21Д

Д̇
q22




[
ϕ̂ГТ − ϕ̂Г

ω̂ГТ − ω̂Г

]
;

jГ = Kϕq(ϕ̂ГТ − ϕ̂Г)−Kωq(ω̂ГТ − ω̂Г);(22)

Kϕq =
q21
ˆ̇Дkj

, ˆ̇Д < 0; Kωq =
q22

kjД̂
, Kωq 6 Kωmax.(23)

Анализ полученного соотношения позволяет сделать следующие заключе-
ния:

— сигнал управления характеризует нестационарную систему с обратными
связями по углу и угловой скорости;

— сигнал управления определяется взвешенными ошибками управления,
которые обусловлены несоответствием текущих значений ϕГ и ωГ требуемым
ϕГТ и ωГТ.

При этом на больших расстояниях, когда ωГ ≈ 0 и q22
kjД

≈ 0, основной вклад

в управление вносит первое слагаемое, обеспечивая устранение ошибок по уг-
ловым координатам. По мере уменьшения дальности возрастает вклад второ-
го слагаемого, обеспечивая плавный переход к превалирующему управлению
по угловой скорости, реализующему те или иные режимы (минимизацию ли-
нейного промаха (11), обеспечение требуемого линейного разрешения по уг-
ловым координатам [5, 17] и т.д.);

– веса ошибок управления зависят от соотношения коэффициентов штра-
фов q21/kj и q22/kj и условий применения (Д и Д̇). При этом манипулируя
их величинами, можно изменять моменты перехода от управления по углу к
управлению по угловой скорости, переходя к другим режимам работы систе-
мы управления либо ее информационных систем;

– в зависимости от требуемых законов изменения ϕГТ и ωГТ могут быть
получены системы самого различного назначения, реализующие самые раз-
нообразные траектории полета: от высокоточных систем наведения при
ϕГТ = ДωГ

KДV
и ωГТ = 0 [8] до траекторий полета, реализующих синтезирование

апертуры антенны [5, 7] при

ωГТ =
∆Fλ

2∆lT
,(24)
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где KДV – коэффициент, зависящий от скорости сближения, ∆F – полоса
пропускания доплеровского фильтра, λ – длина волны, ∆lT – требуемое ли-
нейное разрешение по азимуту;

— требования неотрицательно определенной матрицы Q [8] накладывают
определенные ограничения на выбор коэффициентов q11, q22 и q12 = q21, обес-
печивающих функционирование системы в заданном диапазоне изменения
дальности и скорости сближения;

— для реализации (22), (23) бортовая радиолокационная система должна
формировать типовой набор оценок дальности, скорости сближения, углов и
угловой скорости линии визирования.

Анализ законов, рассмотренных в разделах 2–4, показывает, что, несмотря
на различные приемы обеспечения нестационарности, они приводят к оди-
наковым алгоритмам траекторного управления, в которых в качестве пере-
ключателя приоритетов используется дальность. В то же время возможны и
другие варианты законов управления со сменой приоритетов управления.

В заключение необходимо отметить, что, используя более сложные моде-
ли состояния и функционалы качества с нестационарными коэффициентами
матриц штрафов не только за неточность функционирования, но и за величи-
ну сигналов управления, можно получить более сложные законы управления
с неоднократной сменой управленческих приоритетов, что особенно актуаль-
но при решении многокритериальных задач управления [18–20].

5. Перераспределение приоритетов управления при учете несоответствия
динамических свойств цели и перехватчика

Несоответствие динамических свойств перехватчика и цели является типо-
вым проявлением боестолкновений. При этом под динамическими свойствами
понимаются не только инерционность систем управления и летательных ап-
паратов, но и динамика изменения координат состояния, определяемая усло-
виями боя [21]. В связи с этим весьма востребованными являются методы
наведения, в которых это несоответствие учитывается автоматически. Сле-
дует подчеркнуть, что задача учета этого несоответствия может быть решена
различными способами [22, 23].

Далее будет рассмотрен один из самых простых способов учета несоответ-
ствия динамических свойств цели и перехватчика при использовании локаль-
ной оптимизации на основе представлений (1)–(6) [23].

В общем случае несоответствие динамических свойств системы (3), пред-
назначенной для отработки процесса (2), определяется величиной детерми-
нированной ошибки.

∆ẋ = ẋТ − ẋу = FТxТ − Fуxу − Bуu + FуxТ − FуxТ;

∆ẋ = Fу[xТ − xу]− Bуu + [FТ − Fу]xТ; xТ(0) = xТ0, xу(0) = xу0.(25)

Анализ (25) дает возможность сделать следующие заключения.
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Если динамические свойства системы (3) адекватны аналогичным свой-
ствам (2), т.е. Fу = FТ, то при u = 0 система (25) самостоятельно отрабаты-
вает первоначальные ошибки ∆x0.

Если Fу 6= FТ, то в (25) появляются вынужденные составляющие ошибки,
которые могут быть компенсированы соответствующим выбором управления.

В [23] получено правило, которое позволяет для системы (2), (3), (25) сфор-
мировать сигнал управления

u = K−1BT
у

{
Q(x̂Т − x̂у)− G(FТ − Fу)x̂Т

}
,(26)

оптимальный по минимуму функционала

(27) I =M



[x̂Т − x̂у]

TQ[x̂Т − x̂у] + 2[x̂Т − x̂у]
TG[FТ − Fу]x̂Т +

+ {[FТ − Fу]x̂Т}TQ[FТ − Fу]x̂Т +

t∫

0

uTKudt



 ,

в котором Q и K – матрицы штрафов за неточность функционирования и
величины сигналов управления, G – матрица, учитывающая влияние несоот-
ветствия динамических свойств цели и перехватчика, а x̂Т и x̂у – оптимальные
оценки процессов (2) и (3).

В математическом плане задачу можно сформулировать следующим об-
разом. Для перехватчика, моделируемого системой уравнений

ϕ̇П = ωП, ϕП(0) = ϕП0;

ω̇П = − 1

T
ωП +

b

T
jП + ξП, ωП(0) = ωП0,(28)

предназначенного для перехвата в горизонтальной плоскости цели, модели-
руемой системой

ϕ̇Ц = ωЦ, ϕЦ(0) = ϕЦ0;

ω̇Ц = −2Д̇

Д
ωЦ +

1

Д
(jЦ − jП) + ξЦ, ωЦ(0) = ωЦ0,(29)

необходимо при наличии соответствующих измерений сформировать управ-
ляющий сигнал поперечного ускорения jП, оптимальный по минимуму функ-
ционала (27).

Здесь: ϕП – угол направления полета перехватчика; ωП – угловая скорость
его изменения; T – постоянная времени маневра; b – коэффициент передачи
сигнала управления; ϕЦ, ωЦ и jЦ – соответственно угол линии визирования

цели, ее угловая скорость и поперечное ускорение цели; Д и Д̇ – дальность
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Рис. 3. Геометрия взаимного расположения цели и перехватчика.

до цели и скорость ее изменения; ξП и ξЦ – центрированные гауссовские воз-
мущения с известными интенсивностями.

Геометрические соотношения перехватчика и цели показаны на рис. 3, на
котором OЦ и OП – точки расположения цели и перехватчика, а VЦ и VП –
векторы их скорости.

Поставив в соответствие (28), (29) с (3), (2), получим

xТ =

[
ϕЦ

ωЦ

]
, FТ =



0 1

0 −2Д̇

Д


 , xy =

[
ϕП

ωП

]
;

Fу =



0 1

0 − 1

T


 , Bу =



0

b

T


 , u = jП, ξx =

[
ξЦ

ξП

]
.(30)

Рассматривая матрицы Q, G и К в (27) в приложении к (28), (29), будем
иметь:

Q =

[
q11 q12

q21 q22

]
; G =

[
g11 g12

g21 g22

]
; K = kj .(31)

Используя (30)–(31) в (26), получим:

jП =
1

kj

[
0

b

T

]




[
q11 q12

q21 q22

] [
ϕ̂Ц − ϕ̂П

ω̂Ц − ω̂П

]
+

[
g11 g12

g21 g22

]



0
(

1

T
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
ω̂Ц








;

jП = Kϕs(ϕ̂Ц − ϕ̂П) +Kωs(ω̂Ц − ω̂П) +Ksуω̂Ц;(32)

Kϕs =
bq21
kjT

, Kωs =
bq22
kjT

, Ksу =
bg22
kjT

(
1

T
− 2 ˆ̇Д

Д̂

)
.(33)

Анализ (32), (33) позволяет сделать следующие выводы.
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На больших расстояниях, когда ωЦ → 0, метод вырождается в стационар-
ную разновидность пропорционально-дифференциального метода со всеми
особенностями его применения [8]. При этом перераспределение управления
от устранения угловых ошибок к линейным промахам определяется соотно-
шением штрафов q21 к q22.

Добиться постоянного согласования динамических свойств перехватчика
и цели в течение всего процесса наведения не удается, поскольку T ≈ const, а
Д и Д̇ изменяются в процессе наведения. В связи с этим всегда будет иметь
место текущая вынужденная составляющая ошибок ∆ϕ и ∆ω.

Специфической особенностью метода является резкое нарастание роли
третьего слагаемого на малых дальностях, что позволяет существенно по-
высить конечную точность наведения [23].

6. Заключение

В обзоре на качественном уровне рассмотрены варианты методов наведе-
ния на воздушные объекты различных типов, позволяющие автоматически
изменять управленческие приоритеты в процессе самонаведения, обеспечивая
его более высокую адекватность современным условиям воздушного проти-
воборства.

Использование рассмотренных вариантов позволяет оптимизировать си-
стемы наведения в классе широко распространенных двухкритериальных за-
дач, когда система должна быть одновременно наилучшей по различным, за-
частую противоречащим друг другу критериям. Кроме того, комбинирован-
ное использование всех четырех подходов позволяет оптимизировать системы
и для трехкритериальных задач. При этом в зависимости от используемых
моделей и функционалов качества можно получить большой набор методов
наведения, адаптированных под решение различных задач.

В целом можно утверждать, что использование рассмотренных выше прие-
мов изменения приоритетов управления позволит расширить области приме-
нения летательных аппаратов различного назначения, не требуя усложнения
информационного обеспечения.
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СИНТЕЗ СТАТИЧЕСКОГО РЕГУЛЯТОРА
ДЛЯ ПОДАВЛЕНИЯ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ

КАК ЗАДАЧА ОПТИМИЗАЦИИ1

В последнее время стал очень популярным подход к линейным систе-
мам управления с точки зрения оптимизации. Например, в классической
задаче о линейно-квадратичном регуляторе можно рассматривать мат-
рицу линейной обратной связи как переменную и сводить проблему к
минимизации показателя качества по этой переменной. Для этого можно
применять градиентный метод и получать обоснование сходимости. Та-
кой подход был успешно применен для ряда задач, включая оптимизацию
обратной связи по выходу. В настоящей статье такой подход впервые при-
меняется к задаче подавления ограниченных внешних возмущений. Вы-
писан градиентный метод для отыскания статической обратной связи по
состоянию или выходу и дано его обоснование. Рассмотрен ряд примеров,
включающих в себя простой и двойной маятники.

Ключевые слова: линейные системы, внешние возмущения, обратная
связь по выходу, обратная связь по состоянию, оптимизация, градиент-
ный метод, метод Ньютона, сходимость.

DOI: 10.31857/S0005231021090038

1. Введение

Задача о подавлении ограниченных внешних возмущений (peak-to-peak gain

minimization) формулируется следующим образом. Рассмотрим линейную
стационарную динамическую систему в непрерывном времени

ẋ = Ax+Bu+Dw, x(0) = x0,

y = C1x,

z = C2x+B1u,

(1)

где A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, B1 ∈ R
r×p, D ∈ R

n×m, C1 ∈ R
l×n, C2 ∈ R

r×n, с со-
стоянием x(t) ∈ R

n, измеряемым выходом y(t) ∈ R
l, регулируемым выходом

z(t) ∈ R
r, управлением u(t) ∈ R

p и измеримым по t внешним возмущением
w(t) ∈ R

m, ограниченным в каждый момент времени:

|w(t)| 6 1 для всех t > 0.

1 Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда, проект № 21-
71-30005.
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Никаких других ограничений на возмущение w(t) не накладывается; так,
оно не предполагается ни случайным, ни гармоническим. Задача заключается
в выборе стабилизирующего управления в форме обратной связи по состоя-
нию (если оно доступно) u = Kx или по выходу u = Ky, чтобы уменьшить
“пик” выхода z(t), т.е. величину max

t
|z(t)|. Точное решение такой задачи за-

труднительно, однако возможна минимизация верхней грани этой величины,
формулируемой с помощью понятия инвариантного эллипсоида. Такой под-
ход впервые был применен в монографии С. Бойда и соавт. [1] и развит в пуб-
ликациях [2–4]. Подробное изложение этой техники можно найти в книге [5].
При этом задача управления по состоянию с помощью замен переменных сво-
дится к параметрической задаче полуопределенного программирования, т.е. к
задаче выпуклой оптимизации при ограничениях в форме линейных матрич-

ных неравенств при наличии скалярного параметра. Для таких задач суще-
ствуют удобные численные методы решения [6, 7]. В задаче управления по
выходу такое сведение невозможно (впрочем, можно применять не статиче-
ский, а динамический регулятор, и тогда задача записывается как выпуклая,
см. [5]). Авторы настоящей статьи, однако, задаются управлением в форме
статической обратной связи в силу простоты таких регуляторов; для таких
задач требуются новые методы решения.

В связи с этим напомним о новых подходах для классической проблемы
линейно-квадратичного регулирования. Ее можно рассматривать как задачу
оптимизации, где переменной является матрица обратной связи, а миними-
зируется интегральный квадратичный показатель качества переходного про-
цесса. Градиент такой функции (для управления по состоянию) выписан еще
в основополагающей работе Калмана [8], а для обратной связи по выходу —
в статье Левина и Атанса [9]. С тех пор неоднократно применялись итера-
тивные методы оптимизации градиентного типа (см., например, обзор [10]),
однако обоснование подобных методов появилось лишь недавно, в [11–15].
В настоящей статье аналогичный подход впервые применяется к задачам с
внешними возмущениями.

Структура статьи следующая. В разделе 2 мы напоминаем технику инва-
риантных эллипсоидов и приводим формулировку задачи анализа (нахожде-
ния минимального инвариантного эллипсоида для замкнутой системы). При
этом предлагается новый эффективный алгоритм однопараметрической оп-
тимизации. В разделе 3 задача синтеза регулятора, оптимально подавляю-
щего помехи, записывается как задача невыпуклой матричной оптимизации.
Раздел 4 посвящен исследованию возникающей функции, вычислению ее гра-
диента, формулировке и обоснованию итеративного алгоритма оптимизации.
Раздел 5 содержит описания результатов вычислений для нескольких приме-
ров. В заключении обсуждаются возможные обобщения полученных резуль-
татов.

Всюду далее | · | — евклидова норма вектора, ‖ · ‖ — спектральная нор-
ма матрицы, ‖ · ‖F — фробениусова норма матрицы, ⊤ — символ транспо-
нирования, tr — след матрицы, 〈·, ·〉 — скалярное произведение Фробениуса
для матриц, I — единичная матрица соответствующей размерности, λi(A) —
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собственные значения матрицы A, а σ(A) = −max
i

Re (λi(A)) > 0 — степень

устойчивости гурвицевой матрицы A. Все матричные неравенства понимают-
ся в смысле знакоопределенности матриц.

2. Метод инвариантных эллипсоидов и задача анализа

2.1. Формулировка задачи и алгоритм оптимизации

Для дальнейшего изложения напомним концепцию метода инвариантных
эллипсоидов. Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему в
непрерывном времени

ẋ = Ax+Dw, x(0) = x0,

z = Cx,
(2)

где A∈R
n×n, D∈R

n×l, C ∈R
n×n, с состоянием x(t)∈R

n, выходом z(t)∈R
n

и измеримым по t внешним возмущением w(t)∈R
l, ограниченным в каждый

момент времени:

|w(t)| 6 1 для всех t > 0.(3)

Никаких других ограничений на возмущение w(t) не накладывается; так, оно
не предполагается ни случайным, ни гармоническим. Будем полагать, что си-
стема (2) устойчива (т.е. матрица A гурвицева), пара A,D управляема, C —
матрица полного ранга. Заметим, что наложены более жесткие требования
к постановке задачи, чем обычно [3, 5, 16]: предполагается, что размерности
выхода и состояния совпадают, а матрица C — невырожденная. Это пред-
положение можно было бы ослабить, но цель авторов сейчас — получить
наиболее простые и наглядные результаты.

Опр е д е л е н и е 1. Эллипсоид с центром в начале координат

Ex =
{
x ∈ R

n : x⊤P−1x 6 1
}
, P ≻ 0,(4)

называется инвариантным для динамической системы (2), (3), если из усло-

вия x(0) ∈ Ex следует x(t) ∈ Ex для всех моментов времени t > 0.

Иными словами, любая траектория системы, исходящая из точки, лежа-
щей в эллипсоиде Ex, при всех допустимых внешних возмущениях, действую-
щих на систему, в любой момент времени будет находиться в этом эллипсоиде.

Инвариантный эллипсоид обладает следующим свойством:

x(t) −−−→
t→∞

Ex при x(0) 6∈ Ex

(при этом, возможно, x(t) ∈ Ex при t > T для некоторого T > 0), т.е. траекто-
рия системы, исходящая из точки вне эллипсоида Ex, стремится к эллипсои-
ду Ex с течением времени. Таким образом, инвариантный эллипсоид является
также и притягивающим.
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Соответственно, если начальное состояние системы принадлежит инвари-
антному эллипсоиду, имеем равномерную оценку поведения траекторий си-
стемы — в любой момент времени траектории принадлежат этому эллипсоиду
при любых допустимых внешних возмущениях; если же начальные условия
произвольны, имеем асимптотическую оценку поведения траекторий систе-
мы: при любых допустимых внешних возмущениях траектории будут стре-
миться к этому эллипсоиду с течением времени.

Инвариантные эллипсоиды можно рассматривать как характеристику
влияния внешних возмущений на траектории динамической системы. А имен-
но в рамках задачи анализа проблема состоит в оценке степени влияния внеш-
них возмущений на вектор выхода системы. В этой связи естественно интере-
соваться минимальными в том или ином смысле эллипсоидами, содержащими
выход системы.

Нетрудно видеть, что если Ex — инвариантный эллипсоид (4) с матрицей P ,
то выход системы (2) при x0 ∈ Ex принадлежит эллипсоиду

Ez =
{
z ∈ R

n : z⊤(CPC⊤)−1z 6 1
}
.(5)

Эллипсоид (5) будем называть ограничивающим (по выходу). Часто в
качестве критерия его минимальности рассматривается линейная функция

f(P ) = trCPC⊤, значение которой равно сумме квадратов полуосей ограни-
чивающего эллипсоида. Нетрудно видеть, что справедлива оценка

|z(t)|2 6 trCPC⊤.

Таким образом, получаем верхнюю оценку выхода при ограниченной помехе,
ее и будем минимизировать.

В [1] был установлен результат, дающий критерий инвариантности эллип-
соида в терминах линейных матричных неравенств. Несколько уточняя этот
критерий (см. [5]), приходим к следующей одномерной оптимизационной за-
даче при наличии матричных ограничений типа равенств.

Те ор ем а 1. Пусть матрица A гурвицева, σ = −max
i

Re (λi(A)) > 0, па-

ра (A,D) управляема, матрица C — квадратная невырожденная, а матрица

P (α) ≻ 0, 0 < α < 2σ, удовлетворяет уравнению Ляпунова

(
A+

α

2
I
)
P + P

(
A+

α

2
I
)⊤

+
1

α
DD⊤ = 0.(6)

Тогда задача об оптимальном ограничивающем эллипсоиде сводится к ми-

нимизации одномерной функции

f(α) = trCP (α)C⊤

на интервале 0 < α < 2σ и если α∗ — точка минимума и x(0) удовлетво-

ряет условию x⊤(0)P−1(α∗)x(0) 6 1, то гарантируется оценка

|z(t)|2 6 f(α∗), 0 6 t <∞.

89



Поскольку уравнение (6) нелинейно по совокупности переменных P и α,
то в литературе по этой проблематике (см. [4] и др.) поиск минимального
ограничивающего эллипсоида предлагалось проводить на одномерной сетке
по параметру α; при этом вместо матричного уравнения (6) рассматривалось
соответствующее матричное неравенство Ляпунова. В статье предлагается
более эффективный способ оптимизации, основанный на свойствах миними-
зируемой функции и на явном виде ее производных. Сформулируем эти свой-
ства.

Лемма 1. Пусть матрица A гурвицева, 0 < α < 2σ, пара (A,D) управ-

ляема, а матрица C такова, что C⊤C ≻ 0. Тогда функция f(α) = trCPC⊤,
где P = P (α) удовлетворяет (6), обладает следующими свойствами:

а) функция f(α) определена, положительна и сильно выпукла на интер-

вале 0 < α < 2σ, а ее значения стремятся к бесконечности на концах ин-

тервала, причем существует c > 0 такое, что

f(α) >
c

α(2σ − α)
, 0 < α < 2σ;

б) производная функции f(α) имеет вид

f ′(α) = trY

(
P − 1

α2
DD⊤

)
,(7)

где Y — решение уравнения Ляпунова

(
A+

α

2
I
)⊤
Y + Y

(
A+

α

2
I
)
+ C⊤C = 0;(8)

в) вторая производная функции f(α) определяется формулой

f ′′(α) = 2 tr Y

(
X +

1

α3
DD⊤

)
,(9)

где X — решение уравнения Ляпунова

(
A+

α

2
I
)
X +X

(
A+

α

2
I
)⊤

+ P − 1

α2
DD⊤ = 0,(10)

причем f ′′(α∗) > 0 и f ′′(α) монотонно возрастает слева и справа от α∗.

Доказательства этого и последующих утверждений приведены в Прило-
жении. Заметим, что для вычисления функции f(α) и двух ее производных
достаточно решить три уравнения Ляпунова.

Указанные свойства функции позволяют применить метод Ньютона для
ее минимизации. Задаемся начальным приближением 0 < α0 < 2σ, например
α0 = σ, и применяем итерационный процесс

αj+1 = αj −
f ′(αj)
f ′′(αj)

.(11)

Следующая теорема 2 гарантирует глобальную сходимость алгоритма.
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Те ор ем а 2. В методе (11) справедливы оценки

|αj − α∗| 6 f ′′(α0)

2jf ′′(α∗)
|α0 − α∗|, |αj+1 − α∗| 6 c|αj − α∗|2,

где c > 0 — некоторая константа (она может быть выписана явно).

Этот результат следует из утверждений леммы 1 и по существу является
небольшой модификацией теорем 3.3 и 3.5 публикации [17], поэтому опускаем
его доказательство. Таким образом, первая оценка гарантирует глобальную
сходимость метода (быстрее, чем геометрическая прогрессия с коэффици-
ентом 1/2), а вторая — квадратичную сходимость в окрестности решения.
Реально требуется не более 3–4 итераций для получения решения с большой
точностью (если только начальная точка не слишком близка к границам ин-
тервала).

Таким образом, авторы располагают быстрым алгоритмом для оптимиза-
ции по параметру α.

3. Задача синтеза

3.1. Формулировка задачи оптимизации

Перейдем к задаче синтеза и рассмотрим линейную непрерывную систему
управления

ẋ = Ax+Bu+Dw, x(0) = x0,

y = C1x,

z = C2x,

(12)

где A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×p, D ∈ R
n×n, C1 ∈ R

l×n, C2 ∈ R
n×n, с состоянием

x(t) ∈ R
n, наблюдаемым выходом y(t) ∈ R

l, регулируемым выходом z(t) ∈ R
n,

управлением u(t) ∈ R
p и внешним возмущением w(t) ∈ R

n, удовлетворяющим
ограничению (3); матрицы D и C2 — квадратные невырожденные. Отметим,
что вновь рассматривается не самая общая постановка задачи по сравнению
с (2): размерности x, w и z совпадают, матрицы D, C2 невырожденные, а в
выходе z отсутствует управление (смысл последнего отличия будет пояснен
далее).

Целью является нахождение регулятора K в форме статической линейной
обратной связи по выходу

u = Ky, K ∈ R
p×l,(13)

который стабилизирует замкнутую систему и подавляет воздействие внеш-
них возмущений w, минимизируя размер ограничивающего эллипсоида для
выхода z. В качестве критерия оптимальности рассмотрим величину

trC2PC
⊤
2 + ρ‖K‖2F .(14)
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Первая компонента (14) определяет размер ограничивающего эллипсои-
да по критерию следа, а вторая представляет штраф за величину управле-
ния (при этом коэффициент ρ > 0 регулирует его важность). Наличие второй
компоненты позволяет избежать появления больших значений матрицы ре-
гулятора: в частности, если управление и возмущение “приложены в одной
точке” (т.е. матрицы B и D совпадают), то за счет больших величин K линей-
ный выход системы может быть сделан сколь угодно малым. Обычно штраф
за управление вводится путем добавления члена с управлением в регулируе-
мый выход (см. выражение B1u в (1)); авторам статьи удобнее использовать
форму показателя качества (14).

В целом вид целевой функции (14) аналогичен критерию оптимальности в
задаче о линейно-квадратичном регуляторе, где также присутствуют члены,
отвечающие за величину отклонения траектории и за величину управления;
разница лишь в том, что там эти члены имеют вид интегралов, а не макси-
мальных значений.

Таким образом, задача о синтезе регулятора, подавляющего внешние воз-
мущения, свелась к следующей матричной оптимизационной задаче:

min f(K,α), f(K,α) = trC2PC
⊤
2 + ρ‖K‖2F

при ограничении

(
AK +

α

2
I
)
P + P

(
AK +

α

2
I
)⊤

+
1

α
DD⊤ = 0, AK = A+BKC1,(15)

относительно матричных переменных P = P⊤ ∈ R
n×n, K ∈ R

p×n и скалярно-
го параметра α > 0. Запись f(K,α) подчеркивает, что при заданных K и α
матрица P находится из уравнения Ляпунова (15); тем самым независимыми
переменными являются K и α. Однако минимизацию по α можно произ-
водить достаточно эффективно, см. подраздел 2.1; нужно лишь матрицу A
заменить на AK . Поэтому будем интересоваться функцией

f(K) = min
α
f(K,α);(16)

ее минимизацией и займемся. Предварительно исследуем свойства этой функ-
ции.

3.2. Свойства функции f(K)

В дальнейшем делаем следующее предположение.

Предп о л ожени е . Известен стабилизирующий регулятор K0, т.е.

такой, что матрица A+BK0C1 гурвицева.

Это предположение существенно, поскольку проблема существования ста-
билизирующего статического регулятора по выходу является нерешенной.

Перейдем к описанию свойств функции f(K).

Лемма 2. Функция f(K) определена и положительна на множестве S
стабилизирующих регуляторов.
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Действительно, если матрица AK = A+BKC1 гурвицева, то σ(AK) > 0 и
для 0 < α < 2σ(AK) решение P ≻ 0 уравнения Ляпунова (15) существует. Тем
самым определена функция f(K,α) > 0; при этом f(K) > 0 в силу леммы 1.
Множество ее определения S может быть невыпуклым и несвязным, причем
его границы могут быть негладкими, см. примеры далее.

Лемма 3. На множестве S стабилизирующих регуляторов функция

f(K) коэрцитивна (т.е. стремится к бесконечности на границе области),
причем справедливы следующие оценки:

f(K) >
λmin(DD

⊤)λmin(C2C
⊤
2 )

4σ2(AK)
,(17)

f(K) > ρ‖K‖2.

Введем в рассмотрение множество уровня

S0 = {K ∈ S : f(K) 6 f(K0)}.

Из леммы 3 вытекает очевидное следствие 1.

Сл ед с т в и е 1. Для любого регулятора K0∈S множество S0 ограничено.

C другой стороны, у функции f(K) на множестве S0 существует точка
минимума (как у непрерывной функции на компактном множестве), но мно-
жество S0 не имеет общих точек с границей S в силу (17). Впоследствии
будет показано, что f(K) дифференцируема на S0. Следовательно, справед-
ливо следствие 2.

Сл ед с т в и е 2. Существует точка минимума K∗ на множестве S, и в

ней градиент обращается в нуль.

Перейдем к свойствам функции f(K,α).

Лемма 4. Функция f(K,α) определена на множестве стабилизирую-

щих обратных связей K и для 0 < α < 2σ(AK). На этом допустимом мно-

жестве она дифференцируема, причем градиент дается выражениями

∇Kf(K,α) = 2
(
ρK +B⊤Y PC⊤

1

)
,(18)

∇αf(K,α) = trY

(
P − 1

α2
DD⊤

)
,(19)

где матрица Y является решением уравнения Ляпунова

(
AK +

α

2
I
)⊤
Y + Y

(
AK +

α

2
I
)
+ C⊤

2 C2 = 0.(20)

Минимум f(K,α) достигается во внутренней точке допустимого мно-

жества и определяется условиями

∇Kf(K,α) = 0, ∇αf(K,α) = 0.
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При этом f(K,α) как функция от α строго выпукла на 0 < α < 2σ(AK) и

достигает минимума во внутренней точке этого интервала (см. подраз-

дел 2.1).

Свойства гессиана функции f(K,α) представлены следующим утвержде-
нием.

Лемма 5. Функция f(K,α) дважды дифференцируема по K, причем дей-

ствие гессиана функции на произвольную матрицу 2 E ∈ R
p×l дается выра-

жением

1

2
∇2
Kf(K)[E,E] = ρ〈E,E〉 + 2〈B⊤Y P ′C⊤

1 , E〉,(21)

где P ′ — решение уравнения Ляпунова

(
AK +

α

2
I
)
P ′ + P ′

(
AK +

α

2
I
)⊤

+BEC1P + P (BEC1)
⊤ = 0.(22)

Градиент функции f(K,α) по K не является липшицевым на множестве S
стабилизирующих регуляторов, однако он обладает этим свойством на его
подмножестве S0. Соответствующий результат представлен далее.

Лемма 6. На множестве S0 градиент функции f(K,α) по K липшицев

с константой

(23) L = ρ+ 8
√
n‖B‖F ‖C1‖

f2(K0)

λmin(C⊤
2 C2)λ2min(DD

⊤)
×

×
(
‖A‖+

√
f(K0)‖B‖‖C1‖

)2( f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2
)
.

Полученные свойства минимизируемой функции и ее производных позво-
ляют построить метод минимизации и обосновать его сходимость.

3.3. Алгоритм оптимизации

Ограничение в оптимизационной задаче (15) невыпукло по совокупности
переменных P и K. В случае управления по состоянию (т.е. при C1 = I) за-
дачу можно свести к эквивалентной линейной, введя вспомогательную мат-
ричную переменную и исключив матрицу регулятора K (подробнее см. [4]).
Однако в случае управления по выходу такой подход неприменим. Отметим
еще, что даже в случае управления по состоянию минимизирумая функция
не является выпуклой.

Авторы предлагают итеративный подход к решению этой задачи; в его
основе лежит применение градиентного метода по переменной K и миними-
зации по α, описанной в подразделе 2.1. Приведем принципиальную схему
алгоритма.

2 Понимаемое в смысле второй производной по направлению.
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А лг о ри тм 1 для минимизации f(K,α):

1) Задаемся параметрами ε > 0, γ > 0, 0 < τ < 1 и начальным стабилизи-
рующим приближением K0. Вычисляем величину α0 = σ(A+BK0C1).

2) На j-й итерации заданы Kj , αj. Вычисляем Aj = A+BKjC1, решаем
уравнение (20) и находим Y , вычисляем градиент Hj = ∇Kf(Kj, αj) из
уравнения (18). Если ‖Hj‖ 6 ε, то Kj принимаем за приближенное ре-
шение.

3) Делаем шаг градиентного метода

Kj+1 = Kj − γjHj.

Длину шага γj > 0 подбираем дроблением γ до выполнения условий:

а. Kj+1 — стабилизирующий регулятор;
б. f(Kj+1) 6 f(Kj)− τγj‖Hj‖2.

4) Для полученного Kj+1 решаем задачу минимизации f(Kj+1, α) по α
(см. раздел 2), получаем αj+1. Переходим к п. 2.

Предлагаемый метод сходится в следующем смысле.

Те ор ем а 3. В алгоритме 1 на каждой итерации реализуется лишь ко-

нечное число дроблений γj , функция f(Kj) монотонно убывает и градиент

стремится к нулю

lim
j→∞

‖Hj‖ = 0

со скоростью геометрической прогрессии.

Доказательство (в Приложении) использует обычную схему анализа гра-
диентного метода для безусловной минимизации функций с липшицевым гра-
диентом [18], при этом способ подбора шага в алгоритме гарантирует, что
величины Kj остаются в области S0, для которой лемма 6 обеспечивает лип-
шицевость градиента. Естественно, что трудно рассчитывать на сходимость
к глобальному минимуму, поскольку область определения f(K) может быть
даже несвязной. Однако, по-видимому, для задачи управления по состоянию
(C1 = I) можно гарантировать и глобальную сходимость к единственной точ-
ке минимума подобно тому, как это удается доказать для задачи о линейно-
квадратичном регуляторе [15].

Заметим еще, что способ выбора шага в алгоритме 1 отнюдь не является
самым быстрым с вычислительной точки зрения. Например, весьма перспек-
тивным является способ, аналогичный предложенному в [15] и основанный
на использовании вторых производных. При этом пробный шаг выбирается
по формуле

γj =
‖Hj‖2

∇2
Kf(K)[Hj,Hj ]

,(24)

где вычисление выражения в знаменателе делается с помощью формулы (21),
после чего он корректируется так же, как в алгоритме 1. Отметим, что ис-
пользование вторых производных требует всего лишь решения еще одного
уравнения Ляпунова, т.е. не сильно усложняет вычисления.
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Смысл формулы (24) в том, что это один шаг метода Ньютона для мини-
мизации одномерной функции φ(γ) = f(Kj − γHj). Свойства такого метода
описаны в [15]; как правило, он (назовем его в нашем контексте Алгорит-

мом 2 ) дает заметно более быструю сходимость, чем алгоритм 1; это под-
тверждается приводимыми далее примерами.

4. Примеры

Прим ер 1. Рассмотрим математический маятник (рис. 1), движущийся
в вязкой среде, на который действует ограниченное внешнее возмущение.
Полагая параметры единичными, приходим к линеаризованной системе

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 − x2 + w, |w| 6 1,

или в матричной форме

A =

(
0 1

−1 −1

)
, D =

(
0

1

)
.

Рассматривая в качестве выхода состояние системы (C = I), приходим к за-
даче

min trP при AP + PA⊤ + αP +
1

α
DD⊤ = 0

относительно P = P⊤ ∈ R
2×2 и 0 < α < −2maxReλ(A) = 1.

Зная первую (7) и вторую (9) производные минимизируемой функции,
с помощью метода Ньютона находим оптимальное значение α∗ = 0,4618 и
соответствующую матрицу

P ∗ =

(
2,4461 −0,5649

−0,5649 2,1422

)

эллипса, содержащего траектории системы; при этом trP ∗ = 4,5883.

x

y

m

w

l

j

Рис. 1. Математический маятник из примера 1.
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Рис. 2. Оптимизационная процедура в примере 1.

На рис. 2,а показан график функции f(α) = trP (α), а на рис. 2,б — ди-
намика оптимизационной процедуры (линия 1 соответствует функции f(α),
а линия 2 — собственно оптимизационной процедуре). По существу, уже пер-
вая итерация дает решение с достаточной точностью.

Прим ер 2. Рассмотрим математический маятник, на который воздей-
ствует ограниченное внешнее возмущение, для компенсации которого к нему
приложено управляющее воздействие:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −x1 + u+ w, |w| 6 1.

При этом измеряемым выходом служит все состояние системы (т.е. y = x).
Отметим, что в данном примере (и ряде следующих) не выполнено одно из
предположений теоремы 3: здесь размерность возмущений меньше числа со-
стояний, однако алгоритм оптимизации применим и работает.

В результате имеем

A =

(
0 1
−1 0

)
, B = D =

(
0
1

)
, C1 = I, K =

(
k1 k2

)
.

Для

C2 =
(
1 0

)
, ρ = 1,

решая на двумерной сетке по k1 и k2 уравнение Ляпунова (15) и вычисляя
min
α

trC2P (α)C
⊤
2 , численным образом находим функцию

f(k1, k2) = C2P (K)C⊤
2 + ‖K‖2.

Ее линии уровня показаны на рис. 3. В данном случае линии уровня гладкие
и выпуклые.

97



-4,0 -3,5 -3,0 -2,5 -2,0 -1,5 -1,0 -0,5

 k1

-3,5

-3,0

-2,5

-2,0

-1,5

-1,0

-0,5

k
2

1

2

Рис. 3. Линии уровня и оптимизационная процедура в примере 2.

Для начального регулятора

K0 =
(
−3 −3

)

вычисления в соответствии с алгоритмом 1 доставляют на 119-й итерации
регулятор

K∗ =
(
−0,7224 −1,2205

)
,

при котором f(K∗) = 2,9377 (линия 1 на рис. 3). Алгоритм 2 требует всего
лишь 7 итераций и приводит к регулятору

K∗ =
(
−0,6477 −1,2038

)
,

для которого f(K∗) = 2.8670 (линия 2 на рис. 3).

Прим ер 3. Рассмотрим систему с матрицами

A =




0 1 0

0 0 1

−1 −1 a


 , B = D =



0

0

1


 ,

C1 =
(
5 2 1

)
, C2 = I, ρ = 1.

При a = −1,4 функция

f(k) = tr
(
C2P (k)C

⊤
2

)
+ k2
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Рис. 4. Графики целевой функции в примере 3.
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Рис. 5. Линии уровня в примере 4.

имеет два локальных минимума (см. рис. 4,a), а при a = −1 ее область опре-
деления несвязна (см. рис. 4,б). Ясно, что отыскивать глобальный минимум
в такой задаче очень трудно.

Заметим, что в данном примере используется управление по выходу, тогда
как в предыдущем — управление по состоянию.
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Рис. 6. Двухмассовая система из примера 5.

Прим ер 4. Для системы с матрицами

A =



0 1 0
0 0 1
0 0 0


 , B = D =



0
0
1


 , C1 = C2 = I, ρ = 1,

сечение области определения функции f(K) = tr
(
C2P (K)C⊤

2

)
+ ‖K‖2F плос-

костью k2 = k3 невыпукло, см. рис. 5. Более того, сама область S негладкая,
а области уровня S0 — гладкие.

Прим ер 5. Рассмотрим задачу управления двухмассовой системой из
двух твердых тел с массами m1 и m2, соединенных пружиной с коэффициен-
том упругости k, скользящих без трения вдоль неподвижного горизонтально-
го стержня (см. рис. 6); к левому телу приложено управление u, а к правому —
внешнее возмущение |w| 6 1. Эта задача часто используется как тестовая для
различных методов синтеза регуляторов, чему способствуют ее реальное про-
исхождение и разумная размерность модели.

Обозначим через x1, v1 координату и скорость левого тела, а через x2, v2 —
правого тела. Тогда

x =
(
x1 x2 v1 v2

)⊤

есть вектор фазового состояния рассматриваемой динамической системы,
полностью описывающий ее поведение.

Непрерывная модель колебаний системы описывается уравнениями

ẋ1 = v1,

ẋ2 = v2,

v̇1 = − k

m1
x1 +

k

m2
x2 +

1

m1
u,

v̇2 =
k

m2
x1 −

k

m2
x2 +

1

m2
w.

При единичных параметрах системы (k = m1 = m2 = 1) приходим к системе
с матрицами

A =




0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 0 0
1 −1 0 0


 , B =




0
0
1
0


 , D =




0
0
0
1


 .
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Рис. 7. Оптимизационная процедура в примере 5.

Пусть измерению доступно все состояние системы (C1 = I), а в качестве ми-
нимизируемого выхода возьмем координаты левого и правого тела:

C2 =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
.

Пусть также ρ = 1.

Сначала в качестве начальной точки выберем некоторый начальный ста-
билизирующий регулятор

K0 =
(
−1 0 −1 0

)

и соответствующее ему допустимое начальное значение параметра

α0 = σ(A+BK0C1).

Критерием остановки процесса будет служить уменьшение целевой функции
на некотором шаге менее, чем на 0,001.

На рис. 7,a линия 1 соответствует динамике изменения критерия f(K) =
= trC2PC

⊤
2 + ‖K‖2F в соответствии с алгоритмом 1. Процесс завершился на-

хождением регулятора

K∗ =
(
−1,3800 −0,0836 −1,5482 −0,8047

)
,

при этом f(K∗) = 17,5974.

Линия 2 на рис. 7,a соответствует вычислениям по алгоритму 2. Получен
регулятор

K∗ =
(
−1,0921 −0,1720 −1,4263 −0,5916

)
.

При этом значение целевой функции f(K∗) = 17,3148 улучшилась менее, чем
на 2%, однако число итераций сократилось.
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Рис. 8. Двойной математический маятник из примера 6.

Далее, для начального регулятора

K0 =
(
−2 0 −3 1

)

итерационный процесс на порядок более длителен; его динамика показана на
рис. 7,б. Линией 1 показан расчет в соответствии с алгоритмом 1; на 125-й ите-
рации процесс завершился нахождением регулятора

K∗ =
(
−1,6245 −0,0794 −1,5570 −0,9869

)
;

при этом f(K∗) = 18,0417.

Линия 2 на рис. 7,б соответствует алгоритму 2. Процесс завершается быст-
рее (61 итерация) и доставляет регулятор

K∗ =
(
−1,6234 −0,0793 −1,5565 −0,9843

)
;

при этом значение целевой функции f(K∗) = 18,0367 практически не изме-
нилось.

Таким образом, здесь из разных начальных точек получаем очень близкие
оптимальные регуляторы и близкое значение критерия.

Прим ер 6. Рассмотрим двойной математический маятник, состоящий из
двух невесомых стержней длины l1 и l2, на концах которых укреплены гру-
зики массами m1 и m2. Система движется в вязкой среде с коэффициентом
сопротивления γ, в вертикальной плоскости xy, и положение маятника опре-
деляется углами ϕ1 и ϕ2 отклонения стержней от вертикали, см. рис. 8.

На “нижнее” тело воздействует ограниченное внешнее возмущение |w|6 1,
для компенсации которого к “верхнему” телу приложено управляющее воз-
действие u.

Вводя переменные

ϕ3 = ϕ̇1, ϕ4 = ϕ̇2,
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приходим к линеаризованной системе

ϕ̇1 = ϕ3,

ϕ̇2 = ϕ4,

ϕ̇3 = −
(
1 +

m2

m1

)
g

l1
ϕ1 +

m2

m1

g

l1
ϕ2 −

γ

m1
ϕ3 +

1

m1
u,

ϕ̇4 =

(
1 +

m2

m1

)
g

l2
ϕ1 −

(
1 +

m2

m1

)
g

l2
ϕ2 −

γ

m2
ϕ4 +

1

m2
w.

При

m1 = m2 = 1, l1 = l2 = g, γ = 0,2

матрицы системы имеют вид

A =




0 0 1 0

0 0 0 1

−2 1 −0,2 0

2 −2 0 −0,2


 , B =




0

0

1

0


 , D =




0

0

0

1


 .

В качестве наблюдаемого выхода выберем

y =

(
ϕ1

ϕ2

)
,

т.е.

C1 =

(
1 0 0 0

0 1 0 0

)
,

а в качестве регулируемого выхода — вектор

z =

(
ϕ̇1

ϕ̇2

)
,

т.е.

C2 =

(
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Положим также ρ = 1.

Поскольку разомкнутая система устойчива, в качестве начального при-
ближения для регулятора выберем

K0 =
(
0 0

)
.
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Рис. 9. Оптимизационная процедура в примере 6.

При расчете по алгоритму 1 динамика изменения критерия f(K) =
= trC2PC

⊤
2 + ‖K‖2F показана линией 1 на рис. 9,а. Процесс завершился на

10-м шаге нахождением стабилизирующего регулятора по выходу

K∗ =
(
0,0088 −0,8657

)
;

при этом f(K∗) = 29,0021. При выборе шага по алгоритму 2 (линия 2 на
рис. 9,а) процесс завершается на 7-м шаге и доставляет регулятор

K∗ =
(
0,0083 −0,8680

)
;

при этом значение целевой функции f(K∗) = 29,0029 практически не изме-
нилось.

Теперь в качестве начального выберем регулятор

K0 =
(
−1 1

)
.

При выборе шага в соответствии с алгоритмом 1 процесс (линия 1 на рис. 9,б)
завершается на 16-й итерации и доставляет стабилизирующий регулятор по
выходу

K∗ =
(
0,0086 −0,8697

)
,

при этом целевая функция f(K∗) = 29,0040. При выборе шага по алгоритму 2
(линия 2 на рис. 9,б) процесс вновь завершается раньше — на 8-й итерации —
и дает регулятор

K∗ =
(
0,0165 −0,8711

)
,

при этом значение целевой функции f(K∗) = 29,0071 вновь практически не
изменилось.
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5. Обсуждение

1. Рассмотрены проблемы подавления внешних возмущений при достаточ-
но жестких ограничениях: предполагалось, что размерность возмущений и
регулируемых выходов совпадает с числом состояний. Это было сделано для
того, чтобы получить строгое доказательство сходимости предлагаемого ал-
горитма (теорема 3). Однако метод применим и в более общей ситуации.
В частности, рассмотренные примеры демонстрируют, что метод работает
и достаточно эффективен и при отсутствии таких ограничений. Его обосно-
вание представляет важную задачу.

2. Второй открытой проблемой является обоснование глобальной сходимо-
сти метода к единственной точке минимума в случае управления по состоя-
нию (т.е. когда измеряемый выход y совпадает с x). Можно ожидать, что в
этом случае минимизируемая функция удовлетворяет условию градиентного

доминирования подобно ситуации с линейно-квадратичным регулятором [15].

3. В статье рассмотрена задача управления по выходу. Возможно обоб-
щение на более широкий класс задач (в [10] аналогичные задачи названы
параметрическими LQR); именно управление имеет вид

u =
m∑

i=1

kiCix,

где ki — параметры управления. К такому классу управлений относятся, на-
пример, ПИД-регуляторы.

4. Возможны заметно более быстрые методы минимизации первого поряд-
ка, чем градиентный метод (алгоритм 1). В частности, формула (24) дает ос-
нову для применения метода сопряженных градиентов подобно тому, как это
сделано в [15]. Подробная проверка более эффективных методов на задачах
большой размерности предполагается в будущем; в данной статье авторам
важна принципиальная возможность нового подхода к задачам подавления
возмущений.

5. В статье рассмотрена лишь задача синтеза статического регулятора.
Для динамических регуляторов в принципе возможен аналогичный подход —
матрицы, задающие динамический регулятор, можно рассматривать как пе-
ременные и вести по ним оптимизацию. Однако развитие такого подхода тре-
бует серьезного обоснования.

6. Заключение

Предложен новый подход к задаче синтеза регулятора, оптимально подав-
ляющего ограниченные внешние возмущения. Он основан на сведении про-
блемы к задаче матричной оптимизации, где переменной является матрица
обратной связи (по состоянию или по выходу). Далее эта задача решается
градиентным методом; его сходимость теоретически обосновывается для ря-
да важных частных случаев. Многочисленные примеры демонстрируют эф-
фективность предлагаемого алгоритма.
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Представляет интерес обобщение данного подхода на новые классы задач,
в частности на параметрические регуляторы типа ПИД-регуляторов, где пе-
ременными являются коэффициенты этих регуляторов, а также на случай
динамических регуляторов.

Авторы считают своим приятным долгом выразить благодарность
А.А. Трембе и анонимному рецензенту за интерес к статье, критические за-
мечания и предложения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Лемма П.1. Пусть X и Y — решения двойственных уравнений Ляпуно-

ва с гурвицевой матрицей A:

A⊤X +XA+W = 0

и

AY + Y A⊤ + V = 0.

Тогда

tr (XV ) = tr (Y W ).

Дока з а т е л ь с т в о л еммы П.1. В самом деле, прямым вычислением
имеем

tr (XV ) = tr
(
X(−AY − Y A⊤)

)
=

= − tr (XAY )− tr (XY A⊤) =

= − tr (XAY )⊤ − tr (A⊤XY )
⊤
=

= tr
(
Y (−A⊤X −XA)

)
= tr (YW ).

Лемма П.1 доказана.

Следующая лемма содержит некоторые хорошо известные результаты
(см., например, [19]), необходимые для дальнейшего изложения.

Лемма П.2.

1. Для матриц A и B соответствующих размерностей справедливы со-

отношения

‖AB‖F 6 ‖A‖F ‖B‖,
| trAB| 6 ‖A‖F ‖B‖F ,

‖A‖ 6 ‖A‖F ,

AB +B⊤A⊤
6 εAA⊤ +

1

ε
B⊤B для любого ε > 0.
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2. Для неотрицательно определенных матриц A и B справедливы соот-

ношения

0 6 λmin(A)λmax(B) 6 λmin(A) trB 6 trAB 6 λmax(A) trB 6 trA trB.

Лемма П.3. Для решения P уравнения Ляпунова

AP + PA⊤ +Q = 0

с гурвицевой матрицей A и Q ≻ 0 справедливы оценки:

λmax(P ) >
λmin(Q)

2σ
, λmin(P ) >

λmin(Q)

2‖A‖ ,(Π.1)

где σ = −max
i

Reλi(A).

Если же Q = DD⊤ и пара (A,D) управляема, то

λmax(P ) >
‖u∗D‖2

2σ
> 0,(Π.2)

где

u∗A = λu∗, Reλ = −σ, ‖u‖ = 1,

т.е. u — левый собственный вектор матрицы A, отвечающий собственно-

му значению λ матрицы A с наибольшей вещественной частью. Вектор u
и число λ могут быть комплексными; здесь u∗ означает комплексное сопря-

жение и транспонирование.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы П.3. Оценки (Π.1) хорошо известны, см.,
например, [20]. Докажем справедливость оценки (Π.2). Явное решение урав-
нения Ляпунова для гурвицевой матрицы имеет вид

P =

+∞∫

0

eAtDD⊤eA
⊤tdt.

Умножая это равенство справа на u и слева на u∗ и учитывая, что u∗eAt =
= eλtu∗, eA

⊤tu = eλ
∗tu, получаем, что

λmax(P ) > u∗Pu =

+∞∫

0

u∗eAtDD⊤eA
⊤tudt =

=

+∞∫

0

e(λ+λ
∗)tu∗DD⊤udt =

‖u∗D‖2
2σ

,

причем ‖u∗D‖> 0 в силу управляемости пары (A,D), см., например, [5, тео-
рема Д.1.5]. Лемма П.3 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1.

а. Уравнение (6) представимо в виде

(
A+

α

2
I
)
P + P

(
A+

α

2
I
)⊤

= − 1

α
DD⊤

и согласно [5, лемма 1.2.3] имеет единственное решение тогда и только тогда,
когда матрица A+ α

2 I гурвицева: Reλi(A+ α
2 I) < 0, т.е. при 0 < α < 2σ.

Оценим величину f(α) = trCP (α)C⊤, используя лемму П.3 с очевидными
заменами:

f(α) = trCP (α)C⊤
> λmin(C

⊤C)λmax (P (α)) >
‖u∗D‖2λmin(C

⊤C)

α(2σ − α)
,

где u имеет тот же смысл, что и в лемме П.3, а величина ‖u∗D‖2 положи-
тельна в силу предположения об управляемости пары (A,D) (а тем самым и
пары (A+ α

2 I,D)).

Покажем теперь, что функция f(α) = trCP (α)C⊤ строго выпукла на ин-
тервале (0, 2σ). В соответствии с [5, лемма 1.2.3] решение уравнения (6) пред-
ставимо в явном виде как

P (α) =

+∞∫

0

e(A+
α
2
I)t 1

α
DD⊤e(A+

α
2
I)⊤tdt =

+∞∫

0

eαt

α︸︷︷︸
g(α,t)

eAtDD⊤eA
⊤t

︸ ︷︷ ︸
h(t)

dt.

Но g(α, t) > 0, h(t) ≻ 0 при α > 0, поэтому на интервале (0, 2σ) имеем

P (α) =

+∞∫

0

g(α, t)h(t)dt ≻ 0, f(α) = trP (α)C⊤
2 C2 > 0.

Прямым вычислением получаем

g′′(α, t) =
(
(αt− 1)2 + 1

) eαt
α3

>
eαt

α3
=

1

α2
g(α, t)

(здесь дифференцирование производится по α), так что

f ′′(α) =

+∞∫

0

g′′(α, t)h(t)dt >
1

α2
f(α) >

1

4σ2
f(α∗) > 0.

Таким образом, вторая производная функции f(α) положительна и стре-
мится к бесконечности на концах интервала (0, 2σ).

Аналогичным образом прямым вычислением четвертой производной по-
лучаем

g(IV )(α, t) =
(
(αt− 2)2α2t2 + 2(2αt − 3)2 + 6

) eαt
α5

>
6

α5
eαt =

6

α4
g(α, t),
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таким образом,

f (IV )(α) >
6

α4
f(α) > 0,

т.е. вторая производная f ′′(α) сама является выпуклой и растет на границах
интервала.

б. Выведем теперь формулу для производной функции f(α). В уравне-
нии (6) решение P является функцией от α. Продифференцируем это урав-
нение; под P ′ будем понимать производную по α:

AP ′ + P ′A⊤ + αP ′ + P − 1

α2
DD⊤ = 0.

Сравнивая уравнения для P ′ и Y и применяя лемму П.1, получаем желаемую
формулу

f ′(α) = trCP ′C⊤ = trY

(
P − 1

α2
DD⊤

)
.

в. Аналогично получим выражение для второй производной f(α). Диффе-
ренцируя уравнение для P ′ по α, получаем

AP ′′ + P ′′A⊤ + αP ′′ + 2P ′ +
2

α3
DD⊤ = 0.

Вновь применяя лемму П.1 к этому уравнению и уравнению (10) (и имея в
виду, что X = P ′), получаем

f ′′(α) = trCP ′′C⊤ = 2 tr Y

(
X +

1

α3
DD⊤

)
.

Лемма 1 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. Рассмотрим последовательность стабили-
зирующих регуляторов {Kj}⊆S такую, чтоKj → K ∈ ∂S, т.е. σ(A+BKC1) =
= 0. Это означает, что для любого ε > 0 найдется число N = N(ε) такое, что
неравенство

|σ(A+BKjC1)− σ(A+BKC1)| = σ(A+BKjC1) < ε

справедливо для всех j > N(ε).

Пусть Pj — решение уравнения Ляпунова (15), ассоциированного с регу-
лятором Kj :

(
AKj

+
αj
2
I
)
Pj + Pj

(
AKj

+
αj
2
I
)⊤

+
1

αj
DD⊤ = 0,

а Yj — решение двойственного к нему уравнения Ляпунова

(
AKj

+
αj
2
I
)⊤
Yj + Yj

(
AKj

+
αj
2
I
)
+ C2C

⊤
2 = 0.
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Тогда

f(Kj) = tr
(
C2PjC

⊤
2

)
+ ρ‖Kj‖2F > tr

(
PjC2C

⊤
2

)
= tr

(
Yj

1

αj
DD⊤

)
>

>
1

αj
λmin(Yj)‖D‖2F >

1

αj

λmin(C2C
⊤
2 )

2‖A+BKjC +
αj

2 I‖
‖D‖2F >

>
λmin(C2C

⊤
2 )

4σ(A+BKjC1)‖A+BKjC +
αj

2 I‖
‖D‖2F >

>
λmin(C2C

⊤
2 )

4ε(‖A +BKjC‖+ ε)
‖D‖2F −−−→

ε→0
+∞,

поскольку

0 < αj < 2σ(A+BKjC1) и σ
(
A+BKjC1 +

αj
2
I
)
6 σ(A+BKjC1).

C другой стороны,

f(Kj) = tr (C2PjC
⊤
2 ) + ρ‖Kj‖2F > ρ‖Kj‖2F > ρ‖Kj‖2 −−−−−−−→

‖Kj‖→+∞
+∞.

Лемма 3 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 4. Система (12), замкнутая обратной свя-
зью (13), принимает замкнутый вид

ẋ = (A+BKC1)x+Dw,

z = C2x.
(Π.3)

Применяя к системе (Π.3) теорему 1, приходим к задаче

min f(K,α), f(K,α) = trC2PC
⊤
2 + ρ‖K‖2F

при ограничении в виде уравнения Ляпунова относительно матрицы P инва-
риантного эллипсоида:

(A+BKC1)P + P (A+BKC1)
⊤ + αP +

1

α
DD⊤ = 0.

Дифференцирование по α делается так же, как и выше, с заменой A на AK =
= A+BKC1. Для дифференцирования по K дадим ему приращение ∆K и
обозначим соответствующее приращение P через ∆P :

(A+B(K +∆K)C1) (P +∆P ) + (P +∆P )(A+B(K +∆K)C1)
⊤+

+ α(P +∆P ) +
1

α
DD⊤ = 0

или, после линеаризации и вычитания этого и предыдущего уравнений,
(
A+BKC1 +

α

2
I
)
∆P +∆P

(
A+BKC1 +

α

2
I
)⊤

+(Π.4)

+B∆KC1P + P (B∆KC1)
⊤ = 0.
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Вычислим приращение функционала f(K), линеаризуя соответствующие
величины:

∆f(K) = trC2∆PC
⊤
2 + ρ trK⊤∆K + ρ tr (∆K)⊤K =

= trC⊤
2 C2∆P + 2ρ trK⊤∆K.

Рассмотрим уравнение Ляпунова (20), двойственное к (Π.4). По лемме П.1
из уравнений (Π.4) и (20) имеем

∆f(K) = tr 2C1PY B∆K + 2ρ trK⊤∆K = 〈2(ρK +B⊤Y PC⊤
1 ),∆K〉.

Таким образом,
∇Kf(K,α) = 2(ρK +B⊤Y PC⊤

1 ).

Лемма 4 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 5. Вычислим

∇2
Kf(K)[E,E] = 〈∇2

Kf(K)[E], E〉,

взяв производную по направлению E ∈ R
p×l от ∇Kf(K)[E] = 〈∇Kf(K), E〉.

Линеаризуя соответствующие величины, вычислим приращение функцио-
нала ∇Kf(K)[E] по направлению E:

∆∇Kf(K)[E] = 2
(
ρK + ρδE +B⊤(Y +∆Y )(P +∆P )C⊤

1

)
−

− 2
(
ρK +B⊤Y PC⊤

1

)
=

= 2
(
ρK + ρδE +B⊤(Y + δY ′(K)[E])(P + δP ′(K)[E])C⊤

1

)
−

− 2
(
ρK +B⊤Y PC⊤

1

)
= 2δ

(
ρE +B⊤ (Y P ′(K)[E] + Y ′(K)[E]P

)
C⊤
1

)
,

где

∆P = P (K + δE)− P (K) = δP ′(K)[E],

∆Y = Y (K + δE)− Y (K) = δY ′(K)[E].

Таким образом, обозначая P ′ = P ′(K)[E] и Y ′ = Y ′(K)[E], имеем

1

2
∇2
Kf(K)[E,E] = 〈ρE +B⊤(Y P ′ + Y ′P )C⊤

1 , E〉.

Далее, P = P (K) есть решение уравнения (15); запишем его в прираще-
ниях по направлению E:

(A+B(K + δE)C1) (P + δP ′) + (P + δP ′)(A+B(K + δE)C1)
⊤+

+ α(P + δP ′) +
1

α
DD⊤ = 0,
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или

(A+BKC1)(P + δP ′) + (P + δP ′)(A+BKC1)
⊤+

+ α(P + δP ′) + δ
(
BEC1P + P (BEC1)

⊤
)
+

1

α
DD⊤ = 0.

Вычитая из полученного соотношения уравнение (6), приходим к уравне-
нию (22).

Далее, Y = Y (K) есть решение уравнения Ляпунова (20); запишем его в
приращениях по направлению E:

(A+B(K + δE)C1)
⊤(Y + δY ′) + (Y + δY ′) (A+B(K + δE)C1)+

+ α(Y + δY ′) + C⊤
2 C2 = 0,

или

(A+BKC1)
⊤(Y + δY ′) + (Y + δY ′)(A+BKC1)+

+ α(Y + δY ′) + δ
(
(BEC1)

⊤Y + Y BEC1

)
+ C⊤

2 C2 = 0.

Вычитая из полученного соотношения уравнение (8), имеем

(Π.5)
(
A+BKC1 +

α

2
I
)⊤
Y ′ + Y ′

(
A+BKC1 +

α

2
I
)
+

+ (BEC1)
⊤Y + Y BEC1 = 0.

Из (22) и (Π.5) имеем соотношение

trP ′Y BEC1 = trY ′BEC1P,

так что

1

2
∇2
Kf(K)[E,E] = ρ〈E,E〉 + 〈B⊤(Y P ′ + Y ′P )C⊤

1 , E〉 =

= ρ〈E,E〉 + 2〈B⊤Y P ′C⊤
1 , E〉.

Лемма 5 доказана.

Сл ед с т в и е П.1. Для действия гессиана функции f(K) на матрицу E ∈
∈ R

p×l, такую что ‖E‖F = 1, справедлива оценка

1

2
sup

‖E‖F=1
|∇2

Kf(K)[E,E]| 6 ρ+ 2‖P ′‖F ‖Y ‖‖B‖F ‖C1‖.

Дока з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я П.1. Согласно (21)

1

2
sup

‖E‖F=1
|∇2

Kf(K)[E,E]| 6 sup
‖E‖F=1

ρ〈E,E〉 + 2 sup
‖E‖F=1

|〈B⊤Y P ′C⊤
1 , E〉| =

= ρ sup
‖E‖F=1

‖E‖2F + 2 sup
‖E‖F=1

|〈P ′, Y BEC1〉| 6 ρ+ 2‖P ′‖F sup
‖E‖F=1

‖Y BEC1‖F 6

6 ρ+ 2‖P ′‖F ‖Y ‖‖B‖F ‖C1‖,
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поскольку с учетом леммы П.2

‖Y BEC1‖F 6 ‖Y ‖‖B‖F ‖E‖F ‖C1‖.

Следствие П.1 доказано.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 6. Согласно следствию П.1 достаточно оце-
нить сверху величину

ρ+ 2‖P ′‖F ‖Y ‖‖B‖F ‖C1‖.

Имеем оценку для ‖Y ‖:
1

α
λmin(DD

⊤)‖Y ‖ 6
1

α
λmin(DD

⊤) trY 6
1

α
trY DD⊤ = trY

1

α
DD⊤ =

= trPC⊤
2 C2 = trC2PC

⊤
2 = f(K)− ρ‖K‖2F 6 f(K) 6 f(K0),

откуда

‖Y ‖ 6
α

λmin(DD⊤)
f(K0).(Π.6)

Оценка для α устанавливается следующим образом:

α < 2σ(A+BKC1) 6 2‖A+BKC1‖ 6

6 2(‖A‖ + ‖B‖‖K‖‖C1‖) 6 2(‖A‖ + ‖B‖‖K‖F ‖C1‖) 6
6 2(‖A‖ + ‖B‖

√
f(K)‖C1‖) 6 2(‖A‖ +

√
f(K0)‖B‖‖C1‖),

так что

‖Y ‖ 6 2
‖A‖ +

√
f(K0)‖B‖‖C1‖

λmin(DD⊤)
f(K0).

Теперь оценим сверху ‖P‖:

λmin(C
⊤
2 C2)‖P‖ 6 tr (C2PC

⊤
2 ) = f(K)− ρ‖K‖2F 6 f(K) 6 f(K0),

откуда

‖P‖ 6
f(K0)

λmin(C⊤
2 C2)

.

Наконец, оценим сверху ‖P ′‖F . С учетом леммы П.2 заметим, что

λmax

(
BEC1P + P (BEC1)

⊤
)
=

= ‖BEC1P + P (BEC1)
⊤‖ 6 ‖P 2 +BEC1(BEC1)

⊤‖ 6

6 ‖P‖2 + ‖B‖2‖C1‖2‖E‖2F 6
f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2 = ξ
1

α
λmin(DD

⊤)

при

ξ =
α

λmin(DD⊤)

(
f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2
)
.
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Поэтому для решения P ′ уравнения Ляпунова (22) справедлива оценка

P ′
4 ξP 4

α

λmin(DD⊤)

(
f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2
)

f(K0)

λmin(C⊤
2 C2)

I 4

4 2f(K0)
‖A‖+

√
f(K0)‖B‖‖C1‖

λmin(DD⊤)λmin(C
⊤
2 C2)

(
f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2
)
I,

откуда

‖P ′‖F 6 2
√
nf(K0)×

× ‖A‖ +
√
f(K0)‖B‖‖C1‖

λmin(DD⊤)λmin(C⊤
2 C2)

(
f2(K0)

λ2min(C
⊤
2 C2)

+ ‖B‖2‖C1‖2
)
.

(Π.7)

C учетом оценок (Π.6) и (Π.7) приходим к величине (23). Лемма 6 доказана.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Прежде всего, алгоритм 1 определен
корректно в начальной точке, так как K0 является стабилизирующим регу-
лятором в силу предположения. Далее, при достаточно малых γj в алгоритме
происходит монотонное уменьшение f(K) (движение по антиградиенту), т.е.
Kj остаются в области S0 и тем самым можно применять результаты леммы 6
о липшицевости градиента.

Таким образом, применимы результаты о сходимости градиентного метода
для безусловной минимизации [18]. В частности, условие б на шаге 3 алго-
ритма 1 будет выполнено после конечного числа дроблений, а в градиентном
методе будет иметь место сходимость по градиенту с линейной скоростью.
Теорема 3 доказана.
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10. Mäkilä P.M., Toivonen H.T. Computational Methods for Parametric LQ Problems –
A Survey // IEEE Trans. Automat. Control. 1987. V. 32. No. 8. P. 658–671.

11. Fazel M., Ge R., Kakade S., Mesbahi M. Global Convergence of Policy Gradient
Methods for the Linear Quadratic Regulator // Proc. 35th Int. Conf. Machine Learn-
ing. Stockholm, Sweden, July 10–15, 2018. V. 80. P. 1467–1476.

12. Mohammadi H., Zare A., Soltanolkotabi M., Jovanović M.R. Global Exponential
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К ЗАДАЧЕ ЧАСТИЧНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ НЕЛИНЕЙНЫХ
ДИСКРЕТНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Рассматривается система нелинейных дискретных уравнений, подвер-
женных воздействию дискретного случайного процесса типа “белого” шу-
ма. Предполагается, что система допускает “частичное” (по некоторой ча-
сти переменных состояния) нулевое положение равновесия. Ставится за-
дача частичной устойчивости по вероятности: устойчивости данного по-
ложения равновесия не по всем, а только по отношению к части опре-
деляющих его переменных. Для решения применяется дискретно-стоха-
стический вариант метода функций Ляпунова при соответствующей кон-
кретизации требований к функции Ляпунова. С целью расширения воз-
можностей используемого метода предлагается проводить корректировку
области, в которой строится вспомогательная функция Ляпунова; это до-
стигается посредством введения дополнительной (векторной, вообще го-
воря) вспомогательной функции. Получены условия частичной устойчи-
вости и асимптотической устойчивости по вероятности указанного вида.
Приводится пример, показывающий особенности предложенного подхода.

Ключевые слова: система нелинейных дискретных (конечно-разностных)
стохастических уравнений, частичная устойчивость, метод функций Ля-
пунова.
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1. Введение

Задачи устойчивости относятся к основным задачам качественного анали-
за и синтеза нелинейных динамических систем, подверженных воздействию
случайных возмущений и изменениям структуры. Как и в случае детермини-
рованных систем, для их решения используется метод функций Ляпунова.

Существенное влияние на развитие стохастического варианта метода
функций Ляпунова оказала идея И.Я. Каца и Н.Н. Красовского [1] использо-
вания усредненной производной функции Ляпунова, для вычисления которой
достаточно знать лишь правые части системы и вероятностные характеристи-
ки воздействующего на систему случайного процесса. Данный подход, пред-
ложенный для систем дифференциальных уравнений, правая часть которых
содержит однородную марковскую цепь с конечным числом состояний, в зна-
чительной степени предопределил многие последующие исследования: систем
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стохастических дифференциальных уравнений в форме Ито [2, 3], а также
более общих классов стохастических систем со случайными параметрами и
(или) структурой [4, 5].

Отдельное направление исследований связано с анализом устойчивости
дискретных (конечно-разностных) систем, подверженных воздействию слу-
чайных факторов. Повышенный интерес к дискретным системам связан с
использованием цифровых систем управления, проблемами финансовой ма-
тематики, динамики биоценозов, а также с задачами численного решения
систем стохастических дифференциальных уравнений. На этом пути разра-
ботан [2, 6–13] соответствующий дискретно-стохастический вариант метода
функций Ляпунова применительно к обладающей большой общностью за-
даче устойчивости по отношению ко всем переменным нулевого положения
равновесия. Рассмотрена также [14] задача устойчивости компактных мно-
жеств в фазовом пространстве системы. Усредненная производная (или диф-
ференциальный производящий оператор [2, 3, 5]) заменяется в данных слу-
чаях усредненной конечной разностью функции Ляпунова [6].

Начиная с публикаций В.В. Румянцева [15, 16] в теории устойчивости де-
терминированных систем, а затем и стохастических систем с непрерывной ди-
намикой рассматриваются задачи частичной устойчивости (см. обзор [17]):
устойчивости по отношению к части переменных нулевого положения рав-
новесия, а также устойчивости по всем и по части переменных “частично-
го” (нулевого) положения равновесия. С формально-математической точки
зрения задача устойчивости по всем переменным “частичного” положения
равновесия относится к задаче устойчивости некомпактных (замкнутых, но
неограниченных) множеств, в то время как задачи устойчивости по части пе-
ременных имеют самостоятельное значение и не сводятся, вообще говоря, к
каким-либо задачам устойчивости множеств. Дело в том, что устойчивость
по отношению к части переменных не предполагает близости траекторий, со-
ответствующих возмущенным движениям и невозмущенному движению (по-
ложению равновесия) системы.

Содержательно указанные задачи частичной устойчивости естественным
образом возникают в приложениях как исходя из требования нормального
функционирования, так и при оценке возможностей проектируемой системы.
Они также могут рассматриваться и как вспомогательные задачи при анализе
устойчивости по всем переменным выделенных положений равновесия. Кро-
ме того, возникают соответствующие задачи частичной стабилизации нели-
нейных управляемых систем, активно рассматриваемые в последние годы.
Однако для систем стохастических дискретных уравнений задачи частичной
устойчивости и стабилизации практически не изучались.

В данной статье рассматривается система нелинейных дискретных (ко-
нечно-разностных) уравнений общего вида, подверженных воздействию дис-
кретного случайного процесса типа “белого” шума. Предполагается, что си-
стема допускает “частичное” (по некоторой части переменных состояния)
нулевое положение равновесия. Дается постановка задачи устойчивости по
вероятности этого положения равновесия; устойчивость рассматривается по
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отношению к части определяющих его фазовых переменных. Анализируется
возможность решения поставленной задачи на основе метода функций Ляпу-
нова.

2. Определения. Постановка задачи

Рассмотрим линейное конечномерное пространство векторов x с евклидо-
вой нормой ‖x‖. Введем разбиение вектора x на две части: x = (yT, zT)T

(T обозначает транспонирование). Обозначим через Z+ = {k = 0, 1, 2, . . . }
множество целых неотрицательных чисел.

Пусть дана конечномерная нелинейная система стохастических дискрет-
ных (конечно-разностных) уравнений [2, 6–14]

x(k + 1) = X(k,x(k), ξ(k)),

в которой: k ∈ Z+ – дискретное время; x(k) – последовательность значений
фазового вектора, определяющих состояние системы; ξ(k) – последователь-
ность независимых случайных векторов, заданных на вероятностном про-
странстве (Ω, F , P), с одинаковыми законами распределения для каждого
k ∈ Z+. Здесь Ω – пространство элементарных событий {ω} с заданными на
нем σ-алгеброй F измеримых множеств с фильтрацией Fk и вероятностной
мерой P: F → [0, 1].

С учетом сделанного разбиения x = (yT, zT)T представим рассматривае-
мую систему в виде двух групп уравнений

y(k + 1) = Y(k,y(k), z(k), ξ(k)), z(k + 1) = Z(k,y(k), z(k), ξ(k)).(1)

Если имеет место условие

Y(k,0, z(k), ξ(k)) ≡ 0,

то множество M = {x(k) : y(k) = 0} является “частичным” положением рав-
новесия системы (1).

Допустим также, что вектор-функция X = (YT,ZT)T, определяющая пра-
вую часть системы (1), при каждом k ∈ Z+ непрерывна по x, ξ в обла-
сти ‖x‖ <∞. Начальное значение x0 фазового вектора будем считать де-

терминированным. Тогда (см., например, [9, 11]) для всех k0 ≥ 0, x0 су-
ществует единственный случайный многомерный марковский процесс, со-
гласованный с потоком σ-алгебр Fk и являющийся в пространстве {x, ξ}
случайной вектор-функцией {x(k) = x(k; k0,x0), ξ(k)}, реализации {x(k, ω) =
= x(k, ω; k0,x0), ξ(k, ω)} которой удовлетворяют системе (1). Данный случай-
ный процесс и соответствующий ему набор реализаций случайной вектор-
функции при всех k ≥ k0 определяют решение системы (1), удовлетворяю-
щее начальным условиям x0 = x(k0; k0,x0), а также соответствующий этому
решению набор выборочных траекторий системы (1). Марковское свойство
решений системы (1) используется далее при обосновании условий частич-
ной устойчивости по вероятности.
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При сделанных предположениях “частичное” положение равновесия
y(k) = 0 системы (1) является инвариантным множеством этой системы.
Предположение X(k,0, ξ(k)) ≡ 0 о существовании “полного” положения рав-
новесия x(k) = 0 не является необходимым и даже может противоречить
смыслу решаемых задач.

Следуя подходу теории частичной устойчивости, будем анализировать
устойчивость “частичного” положения равновесия y(k) = 0 не по всем опре-
деляющим его переменным, а только по отношению к их некоторой наперед
заданной части. Для этого предположим, что y = (yT

1 ,y2)
T, причем вектор y1

включает те компоненты вектора y, устойчивость по отношению к которым
рассматривается.

В данном случае входящие в вектор z переменные являются “неконтроли-
руемыми”, хотя они существенно влияют на динамику y1-переменных. Для
расширения функциональных возможностей рассматриваемых далее поня-
тий y1-устойчивости “частичного” положения равновесия y(k) = 0 введем
произвольным образом разбиение z = (zT1 , z

T
2 )

T вектора z на две группы пе-
ременных.

Обозначим через Dδ область значений x0 таких, что ‖y0‖ < δ, ‖z10‖ ≤ L,
‖z20‖ <∞; область D∆ получается заменой δ на ∆.

Опр е д е л е н и е. “Частичное” положение равновесия y(k) = 0 систе-

мы (1) при больших значениях z10 в целом по z20 (for a large values of z10
and on the whole with respect to z20):

1) y1-устойчиво по вероятности, если для каждого k0 ∈ Z+ и для любых

сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, а также для любого наперед задан-

ного числа L > 0 найдется число δ(ε, γ, L, k0) > 0 такое, что для всех k ≥ k0
и x0 ∈ Dδ имеет место соотношение

P

{
sup
k≥k0

||y1(k; k0,x0)|| > ε

}
< γ;(2)

2) равномерно y1-устойчиво, если δ = δ(ε, γ, L);

3) асимптотически y1-устойчиво, если оно равномерно y1-устойчиво по

вероятности и, кроме того, для каждого k0 ∈ Z+ и для любого наперед за-

данного числа L > 0 найдется число ∆(L) > 0 такое, что для всех k ≥ k0 и

x0 ∈ D∆ имеет место предельное соотношение

lim
||y0||→0

P

{
lim

k→+∞
||y1(k; k0,x0)|| = 0

}
= 1.

Зам е ч а ни е 1. Можно показать (см., например, [5]), что если x0 – слу-
чайная величина (не зависящая от ξ(k)), а включения x0 ∈ Dδ и x0 ∈ D∆

выполняются почти наверное (с вероятностью единица), то получаем опре-
деления, эквивалентные введенным определениям частичной устойчивости.

Зам е ч а ни е 2. Наиболее близкими к введенным являются понятия ча-
стичной устойчивости: по всем [18, 19] и по отношению к части перемен-
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ных [20] “частичного” положения равновесия стохастических систем диффе-
ренциальных уравнений в форме Ито. Предположения “в целом по z0” или
“при больших значениях z0” характерны для определений устойчивости (как
по всем, так и по части переменных) “частичного” положения равновесия
y(k) = 0 системы (1), но приводят к различным требованиям к функциям
Ляпунова. За счет разделения вектора z0 на две части возникают “проме-
жуточные” понятия y1-устойчивости в смысле введенных определений 1–3.
При этом надлежащий выбор разбиения z = (zT1 , z

T
2 )

T зависит от структуры
системы (1) и является результатом поиска компромисса между содержатель-
ным смыслом понятия y1-устойчивости “частичного” положения равновесия
y(k) = 0 и соответствующими требованиями к функциям Ляпунова. Кроме
того, введенные понятия устойчивости возникают при переходе (посредством
обозначений w = k, r = k − k0) от системы (1) к стационарной дискретной
системе

x(r + 1) = X(x(r), w(r), ξ(r)), w(r + 1) = w(r) + 1,

когда требования равномерности (неравномерности) по k0 в задачах y1-устой-
чивости при больших значениях z0 или в целом по z0 “частичного” положения
равновесия y(k) = 0 заменяются требованиями “в целом по w0” (“при боль-
ших значениях w0”).

3. Условия частичной устойчивости

В контексте метода функций Ляпунова будем рассматривать однознач-
ные непрерывные по x при каждом k ∈ Z+ скалярные функции V = V (k,x),
V (k,0) ≡ 0, определенные в области

‖y1‖ < h, ‖y2‖+ ‖z‖ <∞.(3)

Аналогом производных этих функций в силу исследуемой системы (1) яв-
ляются их усредненные разности (приращения), вычисляемые по формуле
[6, 9]

LV (k,x) = E[V (k + 1,X(k,x(k), ξ(k)))|x(k) = x]− V (k,x),

где оператор E[V (k + 1,X(k,x(k), ξ(k)))|x(k) = x] определяет условное
математическое ожидание при x(k) = x случайной величины V (k + 1,
X(k,x(k)ξ(k))), порожденной набором реализаций {x(k, ω), ξ(k, ω)} процес-
са {x(k), ξ(k)}, являющегося решением системы (1).

Также для формулировки условий частичной устойчивости дополнительно
будут использоваться следующие вспомогательные функции.

1) Скалярные функции V ∗(k,y, z1), V ∗(y, z1), необходимые для конкрети-
зации (в соответствии с постановкой задачи) требований к V -функции Ляпу-
нова, и вспомогательная векторная функция µ(k, x), µ(k,0) ≡ 0, посредством
которой корректируется область, где строится основная V -функция Ляпуно-
ва. Эти функции при каждом k ∈ Z+ непрерывны по x в области (3).

120



2) Непрерывные монотонно возрастающие по r > 0 скалярные функции
ai(r), ai(0) = 0 (i = 1, 2, 3) (функции типа Хана [16]), определяющие стан-
дартные требования к основной V -функции Ляпунова.

Введение, наряду с основной V -функцией Ляпунова, дополнительной вспо-
могательной µ(k,x)-функции мотивируется следующим обстоятельством.
При исследовании y1-устойчивости по вероятности “частичного” положения
равновесия y(k) = 0 системы (1) в общем случае имеет место зависимость
V -функций Ляпунова не только от k, y1, но и от y2, z. В такой ситуации
анализ поставленной задачи y1-устойчивости в обычно рассматриваемой об-
ласти

‖y1‖ < h1 < h, ‖y2‖+ ‖z‖ <∞(4)

не всегда дает возможность выявить желаемые свойства V -функции Ляпуно-
ва или наделить ее этими свойствами. Причина в требовании ‖y2‖+ ‖z‖ <∞,
которое существенно затрудняет возможность получения необходимых оце-
нок для V -функции Ляпунова и ее усредненной конечной разности.

Указанное требование представляет, по сути, расчет на “наихудший” слу-
чай изменения переменных y2, z, и его можно заменить более “мягким” тре-
бованием

‖y1‖+ ‖µ(k,x)‖ < h1 < h, ‖y2‖+ ‖z‖ <∞,(5)

если иметь в виду “расширенную” (y1,µ)-устойчивость “частичного” положе-
ния равновесия y = 0 системы (1). В данном случае µ-функция не являет-
ся изначально заданной и подбирается в процессе решения исходной задачи
y1-устойчивости, причем расширение понятия y1-устойчивости может проис-
ходить за счет зависимости µ-функции не только от k, y, но и от z.

Поэтому выбор подходящей V -функции Ляпунова не только возможно,
но и целесообразно согласовывать с выбором области (k,x)-пространства, в
которой эта функция рассматривается. Указанного согласования можно до-
биться введением, наряду с основной V -функцией Ляпунова, дополнительной

(векторной, вообще говоря) вспомогательной µ(k,x)-функции для корректи-
ровки области, в которой строится основная V -функция Ляпунова.

Те ор ем а 1. Пусть для системы (1), наряду с основной скалярной

V -функцией Ляпунова, можно указать дополнительную векторную функ-

цию µ(k,x), µ(k,0) ≡ 0, для которых при каждом k ∈ Z+ и достаточно ма-

лом h1 > 0 в области (5) выполняются условия:

V (k,x) ≥ a1(‖y1‖+ ‖µ(k,x)‖),(6)

V (k,x) ≤ V ∗(k,y, z1), V ∗(k,0, z1)≡ 0,(7)

LV (k,x) = E[V (k + 1,X(k,x(k), ξ(k))|x(k) = x]− V (k,x) ≤ 0.(8)

Тогда “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) y1-устой-

чиво по вероятности при больших значениях z10 в целом по z20.
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Если условия (7) заменить условиями

V (k,x) ≤ V ∗(y, z1), V ∗(0, z1)≡ 0,(9)

то “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) равномерно

y1-устойчиво по вероятности при больших значениях z10 в целом по z20.

Доказательства теоремы 1 и последующей теоремы 2 вынесены в Прило-
жение.

В рамках рассматриваемого подхода можно сформулировать также и усло-
вия асимптотической y1-устойчивости по вероятности при больших значе-
ниях z10 в целом по z20 “частичного” положения равновесия y(k) = 0 систе-
мы (1). Приведем один из вариантов таких условий.

Те ор ем а 2. Пусть для системы (1), наряду с основной скалярной

V -функцией Ляпунова, можно указать дополнительную векторную функ-

цию µ(x), µ(0) ≡ 0, для которых при каждом k ∈ Z+ и достаточно малом

h1 > 0 в области (5) выполняются условия:

a1(‖y1‖+ ‖µ(x)‖) ≤ V (k,x) ≤ a2(‖y1‖+ ‖µ(x)‖),(10)

LV (k,x) ≤ −a3(‖y1‖+ ‖µ(x)‖),(11)

а также условия (9).

Тогда “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) асимпто-

тически y1-устойчиво по вероятности при больших значениях z10 в целом

по z20.

Зам е ч а ни е 3. Вспомогательная V -функция Ляпунова и ее усредненная
разность (приращение) LV (k,x) в силу системы (1) в теоремах 1, 2 при каж-
дом k ∈ Z+ являются, вообще говоря, знакопеременными функциями в обла-
сти (4). Наряду с основной V -функцией Ляпунова дополнительная вспомога-
тельная µ-функция вводится для наиболее рациональной замены области (4)
областью (5).

Условия (7) являются “промежуточными” между менее ограничитель-
ным условием V (k,0, z) ≡ 0 и более ограничительными условиями V (k,x) ≤
≤ V ∗(k,y), V ∗(k,0) ≡ 0, при выполнении которых “частичное” положение
равновесия y(k) = 0 системы (1) соответственно y1-устойчиво по вероятности
при больших значениях z0 или y1-устойчиво по вероятности в целом по z0.

Зам е ч а ни е 4. В рамках предложенного подхода нелинейные V -функции
Ляпунова могут быть построены как знакоопределенные квадратичные фор-
мы (или формы более высокого порядка) V (k,x)≡ V ∗(k,y1,µ(k,x)) пере-
менных y1, µ. При этом выбор µ-функций должен быть согласован с усло-
виями (7), (9): допустимы, например, вспомогательные µ-функции вида µ =
= µ(y2, z1), µ(0, z1)≡ 0.

Eсли от исходной системы (1) можно отделить подсистему вида

y1(k + 1) = Y1

(
k,y1(k),µ(k), ξ(k)

)
,

µ(k + 1) = Y∗
1

(
k,y1(k),µ(k), ξ(k)

)
,
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то построение V -функции Ляпунова можно провести, используя числен-
ный метод [11] применительно к задаче устойчивости по всем переменным
(по y1, µ) нулевого положения равновесия этой подсистемы.

Зам е ч а ни е 5. Если система (1) допускает “полное” положение равнове-
сия x(k) = 0, то в случае µ(k,x) ≡ 0, ξ(k) ≡ 0, ‖x0‖ < δ при выполнении усло-
вий (6), (8) имеем дискретный вариант классической теоремы В.В. Румянцева
[15] об устойчивости по отношению к части переменных. В случае ξ(k)≡ 0

теорема 1 переходит в дискретные варианты [21, 22] соответствующих теорем
из [23, 24].

Зам е ч а ни е 6. Устойчивость по части переменных “в среднем” нулевого
положения равновесия систем дискретных стохастических уравнений изуча-
лась в [25, 26] на основе выделения “усеченных” подсистем [25], а также путем
построения вспомогательных систем [26]. Возможности использования мето-
да функций Ляпунова анализировались для решения задач частичной устой-
чивости (стабилизации) систем стохастических дифференциальных уравне-
ний [27–31], в том числе для систем со случайной структурой [32–34]; для
квазилинейных систем стохастических дифференциальных уравнений на мо-
дельном примере дано сравнение задач оптимальной стабилизации по всем и
по части переменных [35].

4. Пример

Пусть дискретная система (1) состоит из уравнений

y1(k + 1) = [a+ αξ1(k)]y1(k) + ly2(k)z1(k),

y2(k + 1) = [b+ dy1(k)]y2(k),(12)

z1(k + 1) = [c+ ey1(k)]z1(k), z2(k + 1) = Z2(k,x(k)),

где ξ1(k) – последовательность независимых случайных величин c одинако-
вым стандартным нормальным распределением при каждом k ∈ Z+; функ-
ция Z2 произвольна и удовлетворяет только общим требованиям к систе-
ме (1); a, b, c, d, e, l, α – постоянные параметры.

Система (12) допускает “частичное” положение равновесия

y1(k) = y2(k) = 0.(13)

Наряду с основной функцией Ляпунова

V (x) = y21 + 2y22z
2
1(14)

также рассмотрим вспомогательную функцию µ1 = y2z1.

Для V -функции Ляпунова в области (5) выполняются условия (9) и (10),
а ее усредненная разность (приращение) LV (x) в силу системы (12) при всех
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k ∈ Z+ определяется следующим образом:

LV (x) = E
[(
ay1(k) + ly2(k)z1(k) + αy1(k)ξ1(k)

)2
+

+ 2y22(k)z
2
1(k)(b+ dy1(k))

2(c+ ey1(k))
2|x(k) = x

]
− y21 − 2y22z

2
1 =

= a2y21 + 2aly1y2z1 + l2y22z
2
1 + α2y21 + 2b2c2y22z

2
1 +

+ r1y1y
2
2z

2
1 + r2y

2
1y

2
2z

2
1 + r3y

3
1y

2
2z

2
1 + 2d2e2y41y

2
2z

2
1 − y21 − 2y22z

2
1 =

= (a2 + α2 − 1)y21 + 2aly1µ1 + (l2 + 2b2c2 − 2)µ21 + r1y1µ
2
1 +

+ r2y
2
1µ

2
1 + r3y

3
1µ

2
1 + 2d2e2y41µ

2
1,

r1 = bcr0, r2 = 2(b2e2 + 4bcde + c2d2), r3 = der0, r0 = 4(be+ cd);

вычисление условного математического ожидания проведено с учетом соот-
ношений E[ξ1(k)] = 0, E[ξ21(k)] = 1, определяющих стандартное нормальное
распределение случайных величин ξ1(k).

При выполнении неравенств

a2 + α2 < 1, (a2 + α2 − 1)(l2 + 2b2c2 − 2) > a2l2(15)

для каждого k ∈ Z+ при достаточно малом h1 > 0 в области (5) (но не в обла-
сти (4)) при любых значениях параметров d, e имеет место оценка LV (x) ≤
≤ −β(y21 + µ21), β = const > 0. Это значит, что для V -функции Ляпунова (14)
в области (5) помимо условий (9), (10) также выполняется условие (11).

Hа основании теоремы 2 заключаем, что при выполнении условий (15) “ча-
стичное” положение pавновесия (13) системы (12) при больших значениях z10
в целом по z20 асимптотически y1-устойчиво по вероятности.

Поясним геометрически данное свойство частичной устойчивости приме-
нительно к введенным в разделе 2 определениям 2, 3. Для каждого k0 ∈ Z+ и
для любых сколь угодно малых чисел ε > 0 (ε < h1), γ > 0, а также для лю-
бого наперед заданного числа L > 0 в трехмерном пространстве Oy1y2z1 гра-
ница допустимой области x0 ∈ Dδ начальных возмущений является цилин-
дром ‖y0‖ = δ высоты 2L, расположенном между двумя плоскостями y1 = ±ε
(рис. 1); при этом δ = δ(ε, γ, L). Если решения системы (12) начинаются при
k = k0 внутри этого δ-цилиндра (при произвольном значении z20), то соот-
ветствующие указанным решениям выборочные траектории в пространстве
Oy1y2z1 будут с вероятностью, не меньшей 1− γ, оставаться при всех k ≥ k0
между указанными двумя ε-плоскостями.

Также можно указать число ∆ = ∆(γ, L, h1) > 0 такое, что

P

{
sup
k≥k0

|y1(k; k0,x0)| ≥ h1

}
< γ,

P

{
lim

k→+∞
y1(k; k0,x0) = 0

}
≥ 1− γ

(16)
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y1

y1 = -e

y1 = e

|| y0|| = d

y2

z1

Рис. 1. Области допустимых начальных и текущих отклонений от инвариант-
ного множества y1(k) = y2(k) = 0.

y2

z1

Рис. 2. Области допустимых начальных и текущих отклонений (в проекции
на плоскости Oy2z1.

для всех k ≥ k0 и x0 ∈ D∆. Если решения системы (12) начинаются при k = k0
внутри ∆-цилиндра ‖y0‖ = ∆ высоты 2L (при произвольном значении z20),
то соответствующие этим решениям выборочные траектории в пространстве
Oy1y2z1 будут с вероятностью, не меньшей 1− γ, не только оставаться при
всех k ≥ k0 между ε-плоскостями, но и при k → ∞ будут сходиться к плоско-
сти y1 = 0.

Однако в рамках рассматриваемого подхода, основанного на перехо-
де от области (4) к области (5), имеет место “расширенная” равномерная
(y1, µ1)-устойчивость “частичного” положения равновесия (13) системы (12),
обеспечивающая правомерность такого перехода. Поэтому δ-цилиндр распо-
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Таблица

k ξ1(k) y1(k) y2(k) z1(k) ξ1(k) y1(k) y2(k) z1(k)

0 0 0,1 0,1 1 0 0,1 0,1 1
1 0 0,15 0,16 0,4333 −1 0,1167 0,16 0,4333
2 0 0,1443 0,2640 0,2094 1 0,1665 0,2587 0,1950
3 0 0,1275 0,4340 0,1000 1 0,1891 0,4311 0,0975
4 0 0,1072 0,7063 0,0461 0 0,1366 0,7282 0,0509
5 0 0,0861 1,1352 0,0203 −1 0,0599 1,1918 0,0239
6 0 0,0661 1,8005 0,0085 −1 0,0385 1,8590 0,0094
7 0 0,0484 2,8198 0,0034 1 0,0496 2,8601 0,0035
8 0 0,0338 4,3662 0,0013 0 0,0348 4,4320 0,0013
9 0 0,0226 6,6969 0,0005 0 0,0233 6,8022 0,0005
10 0 0,0145 10,197 0,00017 1 0,0227 10,362 0,00017
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
15 0 0,0009 79,001 7,6× 10−7 −1 0,0007 82,073 9,1× 10−7

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
20 0 0,000048 600,69 3,2× 10−9 −1 0,000017 623,28 3,7× 10−9

ложен в области D∗ пространства Oy1y2z1, ограниченной поверхностью y21 +
+ y22z

2
1 = ε2. (На рис. 2 расположение δ-цилиндра показано в проекции на

плоскость Oy2z1; соответствующий прямоугольник со сторонами длины 2δ
и 2L находится в области, границами которой являются ветви гипербол y2z1 =
= ± ε.) Если решения системы (12) начинаются при k = k0 внутри δ-цилиндра
(при произвольном значении z20), то соответствующие указанным решениям
выборочные траектории в пространстве Oy1y2z1 будут с вероятностью, не
меньшей 1− γ, оставаться при всех k ≥ k0 в области D∗.

Анализ структуры системы (12) позволяет дополнить сделанные выво-
ды: при выполнении условий (15) выборочные траектории в пространстве
Oy1y2z1, соответствующие решениям системы (12), начинающимся внут-
ри ∆-цилиндра ‖y0‖ = ∆ высоты 2L (при произвольном значении z20), с
вероятностью, не меньшей 1− γ, “фокусируются” при k → ∞ или вдоль
оси Oy2, или вдоль оси Oz1. Действительно, в силу имеющей место “рас-
ширенной” асимптотической (y1, µ1)-устойчивости “частичного” положения
равновесия (13) системы (12) второе и третье уравнения этой нелинейной
системы можно представить в виде линейных рекуррентных уравнений

y2 (k + 1) = [b+ dy1 (k; k0,x0)] y2(k),

z1 (k + 1) = [c+ ey1 (k; k0,x0)] z1(k),

причем для компоненты y1(k; k0,x0) любого решения системы (12), начавше-
гося внутри ∆-цилиндра высоты 2L, выполнены соотношения (16). Поэтому
при выполнении условий (15) для этих решений системы (12) при k → ∞
с вероятностью, не меньшей 1− γ, имеют место соотношения |y2(k)| → ∞ и
|z1(k)| → 0 (при |b| > 1, |c| < 1) или соотношения |y2(k)| → 0 и |z1(k)| → ∞
(при |b| < 1, |c| > 1).

Для численной конкретизации сделанных выводов в левой части табли-
цы для “невозмущенного” случая ξ1(k)≡ 0 приводятся результаты вычисле-
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ний по рекуррентным соотношениям (12) на отрезке k ∈ [0, 20] при y1(0) =
= y2(0) = 0,1 и z1(0) = 1, а также при значениях параметров a = 1/2, b = 3/2,
c = 1/3, d = e = l = 1. При случайном воздействии ξ1(k) выборочные траек-
тории группируются около “невозмущенной” траектории, фокусирующейся
при k → ∞ вдоль оси Oy2. Для оценки влияния случайного воздействия на
динамику системы (12) в правой части таблицы при α = 1/3 и тех же значе-
ниях параметров приводятся результаты вычислений в случае, когда допу-
стимая реализация ξ1(k) на отрезке k ∈ [0, 20] определяется последователь-
ностью {0,−1, 1, 1, 0,−1,−1, 1, 0, 0, 1, 1,−1, 0, 0,−1, 1, 0,−1, 1,−1}.

5. Заключение

Для нелинейной системы стохастических дискретных (конечно-разност-
ных) уравнений, подверженных действию дискретного случайного процесса
типа “белого” шума, дана поставка задачи устойчивости (асимптотической
устойчивости) по части переменных “частичного” нулевого положения рав-
новесия. Начальные значения “неконтролируемых” переменных, не опреде-
ляющих рассматриваемое “частичное” положение равновесия, предполагают-
ся большими (ограниченными по норме любым наперед заданным числом)
по одной их части и произвольными по другой.

Приводятся достаточные условия разрешимости этой задачи в контек-
сте дискретно-стохастического варианта метода функций Ляпунова в со-
ответствующей модификации. Наряду с основной V -функцией Ляпунова
рассматривается дополнительная (векторная, вообще говоря) вспомогатель-
ная µ-функция для корректировки области, в которой строится основная
V -функция Ляпунова. Целесообразность такого подхода заключается в том,
что в результате основная V -функция Ляпунова, а также ее усредненная
разность (приращение) в силу рассматриваемой системы могут быть знако-
переменными.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. I. Пусть при каждом k ∈ Z+ и доста-
точно малом h1 > 0 в области (5) выполняются условия (6)–(8).

Возьмем произвольное число ε (0 < ε < h1), рассмотрим произвольный мо-
мент времени k0, а также начальную точку x0 из области

Dε =
{
‖y0‖ < ε, ‖z10‖ ≤ L, ‖z20‖ <∞

}
.

Рассмотрим случайный процесс x(k; t0,x0) (k ≥ k0), являющийся решени-
ем системы (1), и обозначим через τε “целочисленный” момент первого выхода
этого процесса из области ‖y1‖ ≤ ε. Если некоторые траектории ни за какое
конечное время не выходят из области ‖y1‖ ≤ ε, то для них τε считаем рав-
ным ∞. Положим

τ(k) = min(τε, k); τ(k0) = k0.
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Имеют место равенства

V
(
τ(k),x(τ(k); k0,x0)

)
− V (k0,x0) =

= V
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)
− V

(
τ(k − 1),x(τ(k − 1); k0,x0)

)
+

+ V
(
τ(k − 1),x(τ(k − 1); k0,x0)

)
− V

(
τ(k − 2),x(τ(k − 2); k0,x0)

)
+

. . .

+ V
(
τ(k0 + 1),x(τ(k0 + 1); k0,x0)

)
− V (k0,x0) =

=
k−1∑

s=k0

∆V
(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)
;

∆V
(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)
=

= V
(
τ(s + 1),x(τ(s + 1); k0,x0)

)
− V

(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)
.

Из этих равенств следует, что для последовательности v(k) случай-
ных величин v(k) = V (τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)), порожденных реализациями
{x(k, ω), ξ(k, ω)} случайного процесса {x(k), ξ(k)}, определяемого систе-
мой (1), имеют место “усредненные” соотношения

E
[
V
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)
− V (k0,x0)

]
=

= EV
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)
− V (k0,x0) =

=
k−1∑

s=k0

E∆V
(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)
.

Учитывая равенства (полученные с учетом правила вычисления повтор-
ного математического ожидания)

E
[
∆V

(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)]
=

= E
[
V
(
τ(s+ 1),X

(
τ(s),x(τ(s); k0,x0), ξ(τ(s))

)
−V

(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

))]
=

= E
{
E
[
V
(
τ(s + 1),X

(
τ(s),x(τ(s), ξ(τ(s))|x(τ(s)))

)
= x(τ(s); k0,x0)

)]}
−

−E
[
V
(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)]
=

= E
{
E
[
V
(
τ(s+ 1),X

(
τ(s),x(τ(s), ξ(τ(s)))

)
|x(τ(s)) = x(τ(s); k0,x0)

)]
−

− V (τ(s),x(τ(s); k0 ,x0))
}
= E

[
LV (τ(s),x(τ(s); k0,x0))

]
,

приходим к соотношению (дискретный вариант формулы Дынкина) [9]

EV
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)
− V (k0,x0) =

=
k−1∑

s=k0

E
[
LV
(
τ(s),x(τ(s); k0,x0)

)]
.
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В результате на основании условия (8) получаем неравенство

EV
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)
≤ V (k0,x0) <∞.(Π.1)

Если справедливо неравенство k > τε (в этом случае имеем τ(k) = τε), то
выполняются соотношения ‖y1(τ(k); k0,x0)‖ = ‖y1(τε; k0,x0)‖ ≥ ε. Если же
справедливо неравенство k < τε (в этом случае имеем τ(k) = k), то на ос-
новании неравенства Чебышева–Маркова и оценки (П.1) находим

P
[
‖y1(k; k0,x0)‖ > ε

]
≤ a−1

1 (ε)E
[
a1(||y1(k; k0,x0)||)

]
≤

≤ a−1
1 (ε)E

[
a1(||y1(k; k0,x0)||+ ||µ(k,x(k; k0 ,x0))||)

]
≤

≤ a−1
1 (ε)E

[
V
(
k,x(k; k0,x0)

)]
=

= a−1
1 (ε)E

[
V
(
τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)

)]
≤ a−1

1 (ε)V (k0,x0).

(Π.2)

Поскольку при каждом k ∈ Z+ функция Ляпунова V (k,x) непрерывна,
V (t,0)≡ 0, а также выполняются условия (7), то для всех k0 ≥ 0 и для любого
заданного числа L > 0 предельное соотношение

lim
||y0||→0

V (k0,x0) = 0(Π.3)

выполняется при ‖z10‖ ≤ L равномерно по ‖z20‖ <∞.

Поэтому для всех k0 ≥ 0 и для любого заданного числа L > 0 на основании
неравенств (П.2), (П.3) имеем предельное соотношение

lim
||y0||→0

P

[
sup
k>k0

||y1(k; t0,x0)|| > ε

]
= 0,

выполняющееся при ‖z10‖ ≤ L равномерно по ‖z20‖ <∞.

В результате для каждого k0 ≤ 0 и для любых сколь угодно малых чисел
ε > 0, γ > 0, а также для любого наперед заданного числа L > 0 найдется
число δ(ε, γ, L, k0) > 0 такое, что неравенство (2) имеет место для всех k ≥ k0
и x0 ∈ Dδ . Следовательно, при больших значениях z10 в целом по z20 “ча-
стичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) y1-устойчиво по веро-
ятности.

II. Если вместо условий (7) выполняются условия (9), то для любого задан-
ного числа L > 0 предельное соотношение (П.3) выполняется при ‖z10‖ ≤ L
равномерно не только по ‖z20‖ <∞, но и по k0 ≥ 0. В результате для каж-
дого k0 ≥ 0 и для любых сколь угодно малых чисел ε > 0, γ > 0, а также
для любого наперед заданного числа L > 0 найдется независимое от k0 чис-
ло δ(ε, γ, L) > 0 такое, что неравенство (2) имеет место для всех k ≥ k0 и
x0 ∈ Dδ. Следовательно, при больших значениях z10 в целом по z20 “частич-
ное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) равномерно y1-устойчиво
по вероятности. Теорема 1 доказана.
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Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. При выполнении условий теоремы “ча-
стичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1) равномерно y1-устой-
чиво по вероятности при больших значениях z10 в целом по z20.

На основании неравенства (П.1) последовательность v(k) случайных ве-
личин v(k) = V (τ(k), x(τ(k); k0, x0)), порожденных реализациями {x(k, ω),
ξ(k, ω)} случайного процесса {x(k), ξ(k)}, определяемого системой (1), об-
разует неотрицательный супермартингал, являющийся аналогом монотонно
убывающей последовательности в детерминированном случае. Поэтому на
основании неравенства (П.1) для каждой начальной точки x0 из области Dε

с вероятностью единица имеет место предельное соотношение [36]

v(k) = V (τ(k),x(τ(k); k0 ,x0)) → v∗, k → ∞.

Используя известную схему [2, 3, 9] анализа, можно показать, что равен-
ство v∗ = 0 выполняется с вероятностью единица. Действительно, применяя
операцию математического ожидания и переходя к пределу в обеих частях
неравенства (11), с вероятностью единица получаем

E[a3(||y1(τ(k); k0,x0)||)] → 0, k → ∞.

Поэтому в силу условий (10), (11) и леммы Фату справедливо равен-
ство E[a3(a

−1
2 (v∗))] = 0, которое означает, что v∗ = 0. Но в случае v∗ = 0 при

‖y0‖ → 0 имеет место предельное соотношение

P

{
lim

k→+∞
||y1(k; k0,x0)|| = 0

}
= 1

и, следовательно, “частичное” положение равновесия y(k) = 0 системы (1)
асимптотически y1-устойчиво по вероятности при больших значениях z10 в
целом по z20. Теорема 2 доказана.
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УПРАВЛЕНИЕ ПОИСКОМ ОБЪЕКТОВ ИЗ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОГО ПУАССОНОВСКОГО ПОТОКА

ПРИ НЕОДНОРОДНОЙ ОБЛАСТИ ОБЗОРА
ИНФОРМАЦИОННО-ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ

Рассмотрена задача поиска объектов наблюдения для случая, когда мо-
дель их появления удовлетворяет закономерностям пространственно-вре-
менного пуассоновского потока, а область обзора информационно-изме-
рительной системы является неоднородной. Дано вероятностное описа-
ние подобластей неоднородности, выявлены закономерности их учета при
формировании апостериорной плотности интенсивности случайного пото-
ка. Определена процедура синтеза закона управления поиском для неод-
нородной области обзора. Приведен пример.

Ключевые слова: поиск объектов, неоднородная область обзора, про-
странственно-временной пуассоновский поток.
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1. Введение

Поиск объектов наблюдения относится к одному из классов задач управле-
ния измерительными процессами, решаемых информационно-измерительны-
ми системами (ИИС) [1–4]. Рациональное распределение поисковых усилий
актуально для повышения эффективности функционирования ИИС, связан-
ной с сокращением времени поиска, повышением достоверности обнаружения
объектов наблюдения, перераспределением энергетического потенциала ИИС
при реализации различных режимов их работы и т.д.

Одной из разновидностей задач поиска, характерных для систем контро-
ля воздушного и космического пространства, систем контроля транспортных
потоков и т.д., является задача поиска объектов наблюдения, возникающих
в области обзора (ОО) ИИС последовательно, как правило, в соответствии с
закономерностями случайного потока. В [5–8] рассмотрены подходы к синте-
зу управления поиском объектов для пространственно-временной пуассонов-
ской модели их появления при однородной ОО ИИС. Последнее условие часто
оказывается неправомерным, например, из-за необходимости одновременно-
го решения информационно-измерительной системой задачи сопровождения
уже обнаруженных объектов наблюдения (как правило нескольких), находя-
щихся в области обзора. В связи с этим дополнительных исследований требу-
ет вопрос формирования поисковых стратегий в случае, когда ОО ИИС яв-
ляется неоднородной, включающей подобласти неоднородности, характери-
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стики которых необходимо учитывать при задании плотности интенсивности
пространственно-временного пуассоновского потока объектов наблюдения.

К таким подобластям можно отнести, в частности, подобласти, порождае-
мые апостериорными плотностями распределения векторов состояний объек-
тов наблюдения, уже находящихся в области обзора (сопровождаемых объ-
ектов), параметры траекторий которых измеряются ИИС.

Подходы к решению отдельных разновидностей аналогичных задач без
привязки к модели пространственно-временного пуассоновского потока по-
явления объектов наблюдения рассмотрены, в частности, в [1–3].

Представляется актуальным анализ особенностей управления поиском
объектов для пространственно-временной пуассоновской модели их появле-
ния при неоднородной структуре ОО ИИС.

2. Постановка задачи

Рассмотрим область обзора X ∈ Rn (0 < n ≤ 3) с введенной в ней декар-
товой системой координат {x1, . . . , xn}, в которой объекты наблюдения по-
являются в соответствии с закономерностями пространственно-временного
пуассоновского потока ϕ [6–12].

Пусть для непересекающихся измеримых подмножеств Xr области X вы-
полняются условия X =

⋃
r
Xr, Xp

⋂
Xj = ∅, p 6= j. Тогда любые два вре-

менных потока, определяемые как ϕpΣ(t) = ϕ(Xp, t), ϕjΣ(t) = ϕ(Xj , t), будут
независимыми и пуассоновскими, а интегральный временной пуассоновский
поток событий определяется из ϕ в соответствии с соотношением [9]

ϕΣ(t) = ϕ(X, t) =
∑

r

ϕ(Xr, t).(2.1)

Через ν(x, t) обозначим априорную (не учитывающую изменений, проис-
ходящих в ОО в процессе наблюдений) плотность интенсивности потока ϕ
[6–9]. Меры интенсивности или интенсивности временных потоков событий,
порождаемых ϕ, зададим через интеграл по мере Лебега от плотности интен-
сивности ν(x, t) пространственно-временного пуассоновского потока [9, 12]

ξp(t) =

∫

Xp

ν(x, t)dx, ξj(t) =

∫

Xj

ν(x, t)dx,

ξ(t) =

∫

X

ν(x, t)dx =
∑

r

∫

Xr

ν(x, t)dx,

(2.2)

где ξp(t), ξj(t) – меры интенсивности независимых временных пуассоновских
потоков соответственно ϕpΣ(t), ϕjΣ(t); ξ(t) – мера интенсивности интеграль-

ного временного потока ϕΣ(t); dx =
n∏
i=1

dxi, 0 < n ≤ 3.
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Распределение вероятностей для суммарного потока ϕΣ(t) на интер-
вале времени [0, t] в соответствии с (2.2) составляет [13, 14] ps(t) =

= 1
s!

[∫ t
0 ξ(t)dt

]s
exp

{
−
∫ t
0 ξ(t)dt

}
, s= 0, 1, 2, . . . .Мера интенсивности ξ(t) в (2.2)

определяет среднее количество M объектов наблюдения, появляющихся
в ОО ИИС на [0, t]: M =

∫ t
0 ξ(t)dt.

Объекты наблюдения будем рассматривать как распределенные, занимаю-
щие подобласти пространства Dk(x, t) = Dk(t) ∈ Rn, k = 1,K . Очевидно, что

⋂

k

Dk(t) = ∅.(2.3)

Будем полагать, что формы и угловые положения Dk(t), k = 1,K отно-
сительно их центров определены и неизменны, а положение самих центров
меняется в X случайным образом. Предположим, что обнаруживаемые в хо-
де поиска объекты наблюдения берутся ИИС на сопровождение. Наличие в
ОО ИИС сопровождаемых объектов приводит к необходимости корректиров-
ки модели плотности интенсивности случайного потока, используемой для
формирования закона управления поиском. Действительно, с учетом (2.3)
в области пространства, занимаемой сопровождаемым объектом, появление
очередного объекта наблюдения полагается невозможным. Пусть ИИС осу-
ществляет контроль X в течение времени

t ∈ ω, ω = [0, t ].(2.4)

Разобьем (2.4) на подынтервалы поиска

ωq = [tq, tq+1), q = 0, (Q − 1),(2.5)

где tq, q = 1, (Q− 1) – моменты обнаружения в области обзора очередных
объектов наблюдения из потока; t0 = 0; tQ = t.

Будем полагать, что априорная плотность интенсивности ν(x, t) простран-
ственно-временного пуассоновского потока ϕ и априорная интенсивность ξ(t)
временного потока ϕΣ(t), определяемого в соответствии с (2.1), имеют место
при t ∈ ω0, а неоднородности ОО ИИС порождаются наличием в ней обна-
руженных при t ≥ t1 объектов наблюдения, взятых ИИС на сопровождение.
Рассмотрим подынтервал ωq, q > 0. Внутри области обзора может находить-
ся K = Kq сопровождаемых объектов, где Kq ≤ q. Знак неравенства связан
с возможностью выхода некоторых сопровождаемых объектов на [t0, tq+1) за
пределы области обзора X и завершением относительно них процесса сопро-
вождения.

Для каждой из подобластей Dk(t), k = 1,Kq (2.3) при t ≥ tk, k = 1,Kq

поставим в соответствие случайный процесс ηk(t) ∈ X, ηk(tk) = ηk0, с плот-
ностью распределения wk(x, t), описывающий координаты центра Dk(t),
k = 1,Kq. Здесь ηk0 ∈ Rn – случайный вектор с плотностью распределения
wk(x, tk). С учетом этого будем полагать, что Dk(t) = Dk(x+ ηk(t)), t ≥ tk,
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k = 1,Kq, Dk(tk) = Dk(x+ ηk0), Dk = Dk(x). Последнее обозначение соответ-
ствует случаю, когда центр объекта наблюдения находится в начале коорди-
нат.

Плотности вероятности wk(x, t), k = 1,Kq полагаются апостериорными и
могут быть получены в ИИС по результатам динамической фильтрации век-
торов состояния сопровождаемых объектов.

Опр е д е л е н и е. Под апостериорной плотностью интенсивности ν̃q(x, t)
пространственно-временного пуассоновского потока, соответствующей

подынтервалу ωq, будем понимать плотность интенсивности, учитываю-

щую апостериорные вероятностные характеристики координат местопо-

ложения сопровождаемых объектов, находящихся в ОО ИИС.

Рассмотрим закон управления поиском (стратегию поиска [1]) λ(x, t), для
которого

λ(x, t)

{
> 0, x ∈ X,
= 0, x /∈ X.

(2.6)

Функция λ(x, t)∆t+ o(∆t) определяет вероятность наступления события,
связанного с тем, что за интервал времени (t, t+∆t) очередной объект на-
блюдения будет найден при условии, что он находится в точке x ∈ X и до
сих пор не обнаружен [1, 6–8]. Здесь o(∆t) – остаток порядка малости выше,
чем ∆t.

Определим на X × ωq, q = 0, (Q− 1) плотность ненормированной вероят-
ностной меры y(x, t) как функцию, непрерывно дифференцируемую по сово-
купности своих аргументов и определяющую вероятность наличия в X необ-
наруженного объекта [1, 6, 8],

∫

X

y(x, t)dx = p1X(t),(2.7)

где p1X(t) – вероятность нахождения в области обзора очередного необнару-
женного объекта наблюдения.

С учетом (2.6), (2.7) рассмотрим критерий качества оптимизации поиска
[6, 8]

Ψ =

∫

X


αy(x, t) + 1

2
β

t∫

τ

λ2(x, t)dt


 dx→ min

λ(x,t), t∈ωq

,(2.8)

где α, β > 0 – весовые коэффициенты; t− τ ≪ 1; t ≤ tq+1; t− τ ≥ tq.

Целевая функция критерия (2.8) включает две составляющие. Первая из
них связана с вероятностью нахождения в X необнаруженного объекта на-
блюдения, вторая – с энергетическими характеристиками закона поиска.

Поставим задачу для неоднородной области обзора, подобласти неодно-
родности которой порождаются апостериорными плотностями вероятностей
сопровождаемых объектов wk(x, t), t ≥ tk, k = 1,Kq, при условии (2.3) опре-
делить закон управления поиском (2.6), удовлетворяющий (2.8).
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3. Закономерности учета структуры и характеристик подобластей
неоднородности при формировании апостериорной плотности

интенсивности потока объектов наблюдения

Рассмотрим последовательность формирования математической модели
вероятностных характеристик подобластей неоднородности области обзо-
ра X.

Если некоторая точка декартовой системы координат {x1, . . . , xn} принад-
лежит подобласти Dk(t), k = 1,Kq с центром в ηk(t), то ей для каждого мо-
мента времени t ≥ tk может быть поставлена в соответствие случайная вели-
чина

ςk(t) = ηk(t) + γk(0),(3.1)

где γTk (0) = γTk = [γk1 . . . γkn] – координаты точки {xk1, . . . , xkn}, в случае, ес-
ли центр объекта перенесен в начало координат, т.е. γk ∈ Dk; ςk(t) ∈ Dk(t),
t ≥ tk.

С учетом (3.1) плотность распределения точек k-го сопровождаемого объ-
екта может быть представлена как

wk(x− γk, t), t ≥ tk, k = 1,Kq.(3.2)

Вероятностные характеристики (3.2) подобластей неоднородности обла-
сти обзора лежат в основе формирования для t ∈ ωq апостериорной плот-
ности интенсивности ν̃q(x, t) пространственно-временного пуассоновского по-
тока. Определение ν̃q(x, t) основано на предположении о том, что очередной
объект наблюдения не может появиться в областях пространства, занятых
сопровождаемыми объектами.

Будем полагать, что ν(x, t) и ν̃q(x, t) являются функциями интегрируемы-
ми и непрерывными по совокупности своих аргументов.

Те ор ем а. Для t ∈ ωq при наличии в области обзора X Kq ≤ q сопровож-

даемых объектов, занимающих подобласти Dk(t), k = 1,Kq,
⋂
k

Dk(t) = ∅

с центрами в точках ηk(t), характеризуемых плотностями вероятно-

сти wk(x, t), апостериорная плотность интенсивности пространственно-

временного пуассоновского потока объектов наблюдения определяется соот-

ношением

ν̃q(x, t) = ν(x, t)×(3.3)

×


1−

Kq∑

k=1



∫

Dk

wk(x− γk, t)dγk

Kq∏

m6=k


1−

∫

Dm

wm(x− γm, t)dγm








, x∈X,

где γk рассматривается как векторная переменная; dγk =
n∏
i=1

dγki, 0 < n ≤ 3.
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Доказательство теоремы приведено в Приложении.

В соответствии с (3.3) определим подобласть неоднородности как под-
область, внутри которой относительное рассогласование между априор-
ной ν(x, t) и апостериорной ν̃q(x, t) плотностями интенсивности превышает

некоторое заданное значение
ν(x,t)−ν̃q(x,t)

ν(x,t) ≥ µ, или µ ≤
Kq∑
k=1

[
∫
Dk

wk(x− γk, t)×

×dγk
Kq∏
m6=k

(
1−

∫
Dm

wm(x− γm, t)dγm

)]
.

4. Пример определения апостериорной плотности интенсивности

Для t ∈ ω1, Kq = 1 результат (3.3), в частности, приобретает вид

ν̃1(x, t) = ν(x, t)


1−

∫

D1

w1(x− γ1, t)dγ1


 .(4.1)

Характеристики вариации апостериорной интенсивности и, как следствие,
характеристики подобласти неоднородности зависят от двух факторов – па-
раметров плотности распределения координат местоположения центра сопро-
вождаемого объекта и характеристик подобласти D1.

Покажем, что в зависимости от характеристик апостериорной плотности
распределения размеры подобласти неоднородности (подобласти, внутри ко-
торой апостериорная плотность интенсивности отличается от априорной) мо-
гут существенно превышать физические размеры сопровождаемого объекта.
Пусть, X ∈ R1, D1 =

[
−∆

2 ,
∆
2

]
, w1(x) = N{0, δ21}, где N{0, δ21} – нормальная

плотность распределения с нулевым математическим ожиданием и диспер-

сией δ21 , и ν(x, t) = ν = const. Тогда ν̃1(x) = ν

(
1−

∫ ∆
2

−∆

2

w1(x− γ1)dγ1

)
или

ν̃1(x) = ν

(
1− Φ

[
∆
2
−x
δ1

]
+Φ

[
−∆

2
−x

δ1

])
, где Φ[•] – интеграл вероятности.

Графики зависимостей ν̃1(x) при различных значениях δ21 для ν = 1, ∆ = 1
представлены на рис. 1. Кривые 1, 2, 3 соответствуют δ21 = 0,1, 1, 10 (здесь
и далее – в безразмерных единицах).

Рассчитать значения нижней xн и верхней xв границ подобла-
сти неоднородности в условиях примера можно из решения уравнения

µ = Φ

[
x+∆

2

δ1

]
− Φ

[
x−∆

2

δ1

]
, где µ – заданное относительное отклонение апосте-

риорной плотности интенсивности от априорной (обычно µ≪ 1). При малых
значениях µ xн < −∆

2 , xв >
∆
2 . Кроме того, из приведенного соотношения

следует, что lim
δ1→0

xн = −∆
2 , lim

δ1→0
xв = ∆

2 .

График зависимости χ =
∆µ

∆ , определяемой как отношение ширины ∆µ =
= xв − xн подобласти неоднородности по уровню пятипроцентного отклоне-
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ния ν̃1 от ν (µ = 0,05) к размеру сопровождаемого объекта ∆, от δ21 представ-
лен на рис. 2. Из рисунка следует, что размеры подобласти неоднородности
могут во много раз превосходить физические размеры сопровождаемого объ-
екта.

Конкретизируем интеграл в (4.1). Для R3, например, получим

∫

D1

w1(x− γ1, t)dγ1 =(4.2)

=

∆в1∫

∆н1





φв1(γ11)∫

φн1(γ11)





ψв1(γ11,γ12)∫

ψн1(γ11,γ12)

w1(x1−γ11, x2−γ12, x3−γ13, t)dγ13




dγ12




dγ11,

где {γ11, γ12, γ13} – оси системы декартовых координат с центром в точке η1;
∆н1,∆в1 – соответственно нижняя и верхняя границы проекции подобла-
сти D1 на ось γ11; γ12 = φн1(γ11), γ12 = φв1(γ11) – уравнения нижней и верхней
частей кривой, ограничивающей площадь проекции подобласти D1 на плос-
кость {γ11, γ12} при γ11 ∈ [∆н1,∆в1]; γ13 = ψн1(γ11, γ12), γ13 = ψв1(γ11, γ12) –
уравнения нижней и верхней частей поверхности, ограничивающих подоб-
ласть D1.
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Необходимо отметить, что
∫

X

∫

D1

w1(x− γ1, t)dγ1dx = |D1| ,(4.3)

где |D1| – мера Лебега множества D1.

В частности, для X ∈ R1, D1 =
[
−∆

2 ,
∆
2

]

∞∫

−∞




∆/2∫

−∆/2

w1(x− γ1)dγ1


 dx = ∆.

Иными словами, определенный интеграл в (4.3) инвариантен к параметрам
апостериорной плотности распределения и полностью определяется размера-
ми подобласти D1.

В дальнейшем будем полагать, что для всех сопровождаемых объектов
размеры и форма занимаемых ими подобластей известны.

5. Синтез закона управления поиском для
неоднородной области обзора

Решение задачи будем искать в условиях следующих ограничений [6]:

ξ(t) < Cλ(x, t), ξ̃q(t) < Cλ(x, t),

C = 10−2, ∀x, x ∈ X, ∀t, t ∈ ωq, q = 1, Q− 1,
(5.1)

где

ξ̃q(t) =

∫

X

ν̃q(x, t)dx(5.2)

– апостериорная мера интенсивности потока объектов наблюдения в неодно-
родной области обзора.

Указанные ограничения, как показано в [6], позволяют приближенно све-
сти модель эволюции во времени вероятностных характеристик, описываю-
щих процесс поиска и обнаружения объектов наблюдения, к модели дискрет-
ного марковского процесса с двумя состояниями [6, 8]. Условие (5.1) связано с
высоким энергетическим потенциалом ИИС и существенным преобладанием
интенсивности поисковых усилий такой системы над интенсивностью потока
объектов наблюдения в области обзора. Указанное условие характерно для
большого класса систем контроля воздушного и космического пространства,
систем контроля морской поверхности, систем контроля транспортных пото-
ков и т.д.

Рассмотрим вначале интервал времени ωq, для которого предполагается
присутствие в ОО ИИС Kq сопровождаемых объектов. Уравнение относи-
тельно y(x, t) для этого случая предполагает использование апостериорной
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плотности интенсивности ν̃q(x, t) пространственно-временного пуассоновско-
го потока. В соответствии с [6] такое уравнение имеет вид

∂y(x, t)

∂t
= −y(x, t)(λ(x, t) + ξ̃q(t)) + ν̃q(x, t), y(x, tq) = yq0, t ∈ ωq,(5.3)

где ν̃q(x, t) определяется из (3.3).

Для критерия качества (2.8) оптимальное управление поиском задается
соотношением [6, 8]

λопт(x, t) =
α

β
y(x, t).(5.4)

С учетом (5.4) уравнение (5.3) для эволюции на {ωq,X} оптимальной плот-
ности ненормированной вероятностной меры приобретает вид

∂yопт(x, t)

∂t
= −α

β
y2опт(x, t)− yопт(x, t)ξ̃q(t) + ν̃q(x, t),(5.5)

y(x, tq) = yq0, t ∈ ωq.

Решение (5.5) полностью определяет на {ωq,X} закон управления парал-
лельным поиском [6, 8]

λопт(x, t) =
α

β
yопт(x, t).(5.6)

Таким образом, последовательность формирования λопт(t) для неоднород-
ной ОО предполагает:

1) определение по результатам динамической фильтрации апостериорных
плотностей распределения wk(x, t), t ≥ tk, k = 1,Kq объектов наблюдения,
обнаруженных на интервале времени [0, tq−1] и взятых ИИС на сопровожде-
ние;

2) формирование в соответствии с (3.3) апостериорной плотности интен-
сивности ν̃q(x, t) пространственно-временного потока объектов наблюдения;

3) определение из (5.2) апостериорной интенсивности ξ̃q(t) потока объектов
наблюдения в неоднородной ОО;

4) решение уравнения (5.5) и формирование на ωq плотности ненормиро-
ванной вероятностной меры yопт(x, t);

5) определение в соответствии с (5.6) оптимального плана поиска λопт(t).

По своему содержанию рассмотренная процедура может быть интерпре-
тирована как процедура совместного поиска объектов наблюдения и филь-
трации параметров траекторий сопровождаемых объектов.

6. Анализ влияния характеристик неоднородной области обзора на
качественные показатели поиска

Анализ влияния характеристик неоднородной ОО на качественные показа-
тели поиска проведем для случая, когда X ∈ R1, X = [x, x], где x – нижняя,
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x – верхняя границы области обзора, ν̃q(x, t) = ν̃q(x), ξ̃q(t) = ξ̃q. Предполо-
жим, что до обнаружения очередного объекта наблюдения на ωq плотность
ненормированной вероятностной меры yопт(x, t) успевает достичь установив-

шегося значения yопт(x), описываемого с учетом условия
∂yопт(x)

∂t = 0 алгеб-
раическим уравнением

−α
β
y2опт(x)− yопт(x)ξ̃q + ν̃q(x) = 0.(6.1)

Анализ влияния характеристик неоднородной ОО на качественные пока-
затели поиска осуществлялся на основании решений (6.1).

Полагалось, что q = 40, Kq = 1÷ 40 ≤ q (т.е. на ωq рассматривалось ко-
личество сопровождаемых объектов от одного до сорока), апостериорные
плотности вероятности для центров сопровождаемых объектов полагались

гауссовскими wk(x, t) = wk(x) = N
{
mk, δ

2
k

}
, t ≥ tk, k = 1,Kq. Решение зада-

чи проводилось при следующих значениях параметров: x = 10000, x = 20000,
mk = x+ k · 200, ∆ = 30, 60, 90. Априорная плотность интенсивности потока
объектов наблюдения полагалась равной ν = 1,2 · 10−6.

Для каждого значения Kq в соответствии с (3.3) определялась апостериор-
ная плотность интенсивности пространственно-временного потока объектов
наблюдения, т.е. ν̃q(x) = ν̃Kq(x), и соответствующая ей мера интенсивности

потока ξ̃q = ξ̃Kq . По результатам решения (6.1) формировалась вероятность
нахождения в области обзора очередного необнаруженного объекта наблюде-
ния ∫

X

yопт(x)dx = p1X .(6.2)

Графики зависимостей p1X от Kq для различных размеров объектов на-
блюдения представлены на рис. 3. Кривая 1 получена для ∆ = 30, кривая 2 –
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для ∆ = 60, кривая 3 – для ∆ = 90. Отметим, что качественные характеристи-
ки поиска для случая неучета неоднородности области обзора определялись
для Kq = 0 и соответствовали априорной плотности интенсивности потока
объектов наблюдения ν = 1,2 · 10−6.

Необходимо отметить, что в соответствии с (4.3) представленные на рис. 3
зависимости инвариантны к значениям δ2k.

Учет при поиске объектов наблюдения характеристик подобластей неод-
нородности, порождаемых вероятностными характеристиками координат ме-
стоположения сопровождаемых объектов, влечет за собой снижение вероят-
ности p1X нахождения в области обзора необнаруженного очередного объекта
наблюдения. Уменьшение p1X тем существеннее, чем больше размеры сопро-
вождаемых объектов и чем больше их находится в X. Это в первую очередь
связано с рациональным перераспределением поисковых усилий ИИС за счет
снижения их интенсивности в подобластях неоднородности и, напротив, уве-
личения интенсивности в подобластях, не занятых сопровождаемыми объек-
тами.

Наибольший относительный выигрыш по сравнению с поиском, осуществ-
ляемым по закону, сформированному с использованием априорной плотно-
сти интенсивности (без учета характеристик подобластей неоднородности),
в условиях примера составил ε =

(
ppr1X − pps1X

) /
ppr1X = 0,104, где ppr1X – веро-

ятность нахождения в ОО очередного необнаруженного объекта наблюде-
ния, полученная для априорной плотности интенсивности потока объектов
наблюдения; pps1X – аналогичная вероятность, соответствующая апостериор-
ной плотности интенсивности потока. Наибольший относительный выигрыш
имеет место при Kq = 40, ∆ = 90.

7. Заключение

Рассмотренные особенности решения задачи поиска объектов наблюде-
ния основаны на учете свойств неоднородной структуры ОО ИИС. Такая
область включает подобласти неоднородности, порождаемые апостериорны-
ми плотностями распределения, формируемыми по результатам решения
задачи фильтрации параметров траекторий, уже обнаруженных и взятых
информационно-измерительной системой на сопровождение объектов наблю-
дения. Показано, что размеры подобластей неоднородности могут во много
раз превосходить физические размеры сопровождаемых объектов.

Выявленные закономерности влияния апостериорных вероятностных ха-
рактеристик координат местоположения сопровождаемых объектов на плот-
ность интенсивности потока объектов наблюдения позволяют определять эво-
люцию во времени вероятностных характеристик поиска и формировать на
их основе закон управления наблюдениями.

Синтез стратегии поиска проводился в условиях ограничений (5.1). Они
дают возможность приближенно интерпретировать процедуру поиска в тер-
минах дискретного марковского процесса с двумя состояниями [6, 8].
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Проведенный анализ влияния характеристик неоднородной области обзо-
ра на качество поиска показал, что увеличение в ней количества обнаружен-
ных и взятых на сопровождение объектов наблюдения и учет апостериорных
вероятностных характеристик их местоположения (вероятностных характе-
ристик подобластей неоднородностей) влечет за собой снижение вероятно-
сти нахождения в ОО очередного необнаруженного объекта наблюдения. Это
обусловлено рациональным перераспределением поисковых усилий ИИС, на-
правленным на их уменьшение в подобластях неоднородности и увеличение в
подобластях, не связанных с сопровождаемыми объектами. В условиях при-
мера максимальный относительный выигрыш составил более десяти процен-
тов.

Рассмотренный подход предполагает использование апостериорных плот-
ностей распределения векторов состояний сопровождаемых объектов, фор-
мируемых на основании решения задачи динамической фильтрации. В силу
этого его можно рассматривать как базу для решения комплексной задачи
совместного поиска и сопровождения объектов наблюдения.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы. Рассмотрим подобласть области обзора

XЭ(x) ∈ X,(Π.1)

где XЭ(x) – малая окрестность точки x с мерой Лебега |XЭ|≪1, и определим
для нее две гипотезы

H0 : XЭ(x) /∈
⋃

k

Dk(t), H1 : XЭ(x) ∈
⋃

k

Dk(t),

t ∈ [t, t+∆t], ∆t≪ 1,

(Π.2)

для которых P{H0} = P0, P{H1} = P1, P0 + P1 = 1.

Обозначим через A событие, связанное с появлением в XЭ(x) последую-
щих объектов наблюдения из потока на интервале времени [t, t + ∆t]. Ему
соответствуют две условные вероятности P (A/H0), P (A/H1). Тогда [13]

P (A) = P (A/H0)P0 + P (A/H1)P1.(Π.3)

В рамках допущения о невозможности появления очередного объекта на-
блюдения в областях пространства, занимаемых сопровождаемыми объекта-
ми, полагается, что P (A/H1) = 0, тогда

P (A) = P (A/H0)(1 − P1).(Π.4)

Определим значения P (A), P (A/H0):

P (A) = P
{
ϕqЭ(x, t+∆t)− ϕqЭ(x, t) = 1, 2, 3, . . .

}
=

= 1− exp



−

t+∆t∫

t

ξ̃qЭ(x, t)dt



 ,

(Π.5)
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P (A/H0) = P
{
ϕЭ(x, t+∆t)− ϕЭ(x, t) = 1, 2, 3, . . .

}
=

= 1− exp



−

t+∆t∫

t

ξЭ(x, t)dt



 ,

(Π.6)

где ϕqЭ(x, t) = ϕq(XЭ(x), t); ϕЭ(x, t) = ϕ(XЭ(x), t); ξ̃qЭ(x, t), ξЭ(x, t) – апосте-
риорная и априорная меры интенсивности случайного потока в XЭ(x) соот-
ветственно для P{H1} = P1 и P{H0} = 1.

С учетом малости |XЭ| получим

ξЭ(x, t) =

∫

XЭ(x)

ν(x, t)dx = ν(x, t) |XЭ|+ o(|XЭ|),

ξ̃qЭ(x, t) =

∫

XЭ(x)

ν̃q(x, t)dx = ν̃q(x, t) |XЭ|+ o(|XЭ|),
(Π.7)

где o(|XЭ|) – остаток порядка малости выше, чем |XЭ|.
С учетом (П.5), (П.6) соотношение (П.4) приобретает вид

1− exp



−

t+∆t∫

t

ξ̃qЭ(x, t)dt



=



1− exp



−

t+∆t∫

t

ξЭ(x, t)dt







 (1−P1).(Π.8)

Разложим левую и правую части (П.8) в ряд в окрестности t. С учетом
условия ∆t≪ 1 получим

ξ̃qЭ(x, t)∆t+ o(∆t) = (ξЭ(x, t)∆t+ o(∆t))(1 − P1).(Π.9)

Разделим левую и правую части (П.9) на ∆t и перейдем к пределу при

∆t→ 0. Учитывая, что lim
∆t→0

o(∆t)
∆t = 0, из (П.9) следует, что

ξ̃qЭ(x, t) = ξЭ(x, t)(1 − P1).(Π.10)

Подставляя в (П.10) значения из (П.7), получим

ν̃q(x, t) |XЭ|+ o(|XЭ|) = (ν(x, t) |XЭ|+ o(|XЭ|))(1 − P1).(Π.11)

Разделив левую и правую части (П.10) на |XЭ|, переходя к пределу при

|XЭ| → 0 и учитывая, что lim
|XЭ|→0

o(|XЭ|)
|XЭ| = 0, придем к соотношению, связы-

вающему априорную и апостериорную плотности интенсивности простран-
ственно-временного пуассоновского потока,

ν̃q(x, t) = ν(x, t)(1− P1).(Π.12)
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Необходимо отметить, что соотношение (П.10) по своей структуре анало-
гично соотношению, определяющему интенсивность пуассоновского потока,
получаемого при случайном разряжении [14].

Определим значение P1. Для этого для составляющих векторной пере-
менной γk, соответственно {γk1 . . . γkn} 0 < n ≤ 3, введем дискретизацию{
γ−Lk

k1 =−Lk∆γk, . . . , γ−lk1k1 =−lk1∆γk, . . . , γ−1
k1 =−∆γk, 0, γ

1
k1=∆γk, . . . , γ

lk1
k1 =

= lk1∆γk, . . . , γ
Lk

k1 = Lk∆γk

}
, . . . ,

{
γ−Lk

kn = −Lk∆γk, . . . , γ−lknkn = −lkn∆γk, . . .

. . . , γ−1
kn = −∆γk, 0, γ

1
kn = ∆γk, . . . , γ

lkn
kn = lkn∆γk, . . . , γ

Lk

kn = Lk∆γk

}
с ша-

гом ∆γk, где [lk1 . . . lkn] = l
T
k – вектор индексов, lk1 = −Lk, Lk, . . . , lkn =

= −Lk, Lk.
Значения Lk и ∆γk для всех n полагаются одинаковыми. Мера Лебега

n-мерного куба ∆γk со сторонами ∆γk, определяемая как |∆γk| = (∆γk)
n, су-

щественно меньше единицы |∆γk| ≪ 1.

Значения Lk и ∆γk выбираются таким образом, чтобы область Dk, соот-
ветствующая положению объекта наблюдения в начале координат, полностью
попадала в n-мерный куб со сторонами [−Lk∆γk, Lk∆γk].

Поставим в соответствие k-му сопровождаемому объекту в момент вре-

мени t ∈ ωq случайные величины, порождаемые векторами индексов l
T
Dk

=

= [l1Dk
. . . lnDk

], такими что lDk
∆γk ∈ Dk

ς lkk (t) = ηk(t) + lDk
∆γk.(Π.13)

Условие lDk
∆γk =



l1Dk

∆γk
...

lnDk
∆γk


 ∈ Dk определяет точки, принадлежащие

области Dk, когда центр объекта наблюдения находится в начале коорди-
нат. Очевидно, что M(lDk

) ∈ M(lk), где M(lk) – множество точек, соответст-
вующих векторам индексов lk, M(lDk

) – множество точек, соответствующих
векторам индексов lDk

.

Плотности распределения случайных величин (П.13) представим в виде

wlkk (x− lk∆γk, t) =

{
wk(x− lk∆γk, t), lk ∈ M(lDk

),

0, lk /∈ M(lDk
).

Вероятность попадания ς lkk (t) в момент времени t вXЭ(x) при некотором lk
определяется соотношением

P
{
ς lkk (t) ∈ XЭ(x)

}
= P∆

1klk
(x, t) = wlkk

(
x− lk∆γk, t

)
|XЭ|+ o(|XЭ|).(Π.14)

Положим, что

|∆γk| = |XЭ| .(Π.15)
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События, связанные с попаданием случайных величин из совокупности
(П.13), соответствующей k-му сопровождаемому объекту, в XЭ(x), являют-
ся несовместными. Действительно, два различных элемента одного и того же
сопровождаемого объекта из дискретной совокупности элементов, определяе-
мых в соответствии с (П.13), в силу (П.15) не могут одновременно находиться
в одной элементарной области пространства XЭ(x). Для несовместных собы-
тий имеет место соотношение

P∆
1k(x, t) =

Lk∑

lk1=−Lk

. . .

Lk∑

lkn=−Lk

wlkk (x− lk∆γk, t) |XЭ|+o(|XЭ|), 0<n≤3.(Π.16)

Учитывая (П.15) и переходя в (П.16) к пределу, получим вероятность на-
хождения в точке x какого-либо из элементов k-го сопровождаемого объекта

P1k(x, t) = lim
|∆γ |→0
Lk→∞

P∆
1k(x, t) =

= lim
|∆γk|→0
Lk→∞

Lk∑

lk1=−Lk

. . .

Lk∑

lkn=−Lk

wlkk
(
x− lk∆γk, t

)
|∆γk|+ o(|∆γk|) =

=

∫

Dk

wk(x− γk, t)dγk.

(Π.17)

Если в точку x попал какой-либо элемент k-го сопровождаемого объек-
та, то ей не может принадлежать никакой элемент других сопровождаемых
объектов.

Вероятность события, связанного с тем, что никакой элемент m-го сопро-
вождаемого объекта (m = 1,Kq, m 6= k) не принадлежит x, может быть опре-
делена в соответствии с (П.17)

1− P1m(x, t) = 1−
∫

Dm

wm(x− γm, t)dγm.(Π.18)

Рассмотрим событие B, состоящее в попадании в момент времени t в эле-
ментарную область пространства XЭ(x) одной из случайных величин из сово-

купностей {ς lkk (t), lk ∈ M(lDk
), k = 1,Kq}, соответствующих всем сопровож-

даемым объектам. Это событие может осуществляться несколькими способа-
ми, т.е. распадается на несколько несовместных вариантов:

– в момент времени t в XЭ(x) попадает одна из случайных величин пер-

вой группы {ς l11 (t), l1 ∈ M(lD1
)} (событие B1), а случайные величины осталь-

ных групп {ς lmm (t), lm ∈ M(lDm), m = 2,Kq} в XЭ(x) не попадают (события

B2, B3, . . . , BKq);
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– в момент времени t в XЭ(x) попадает одна из случайных величин вто-

рой группы {ς l22 (t), l2 ∈ M(lD2
)} (событие B2), а случайные величины осталь-

ных групп {ς lmm (t), lm ∈ M(lDm), m = 1, 3, . . . ,Kq} в XЭ не попадают (собы-
тия B1, B3, . . . , BKq); и т.д.

Следовательно,

B = B1B2B3 . . . BKq +B2B1B3 . . . BKq + . . .+BKqB1B2 . . . BKq−1.(Π.19)

Применяя теоремы сложения и умножения вероятностей и используя свой-
ство противоположных событий, получим

P1 = P (B) = P (B1)P (B2) . . . P (BKq) +

+ P (B2)P (B1)P (B3) . . . P (BKq) + . . .+ P (BKq)P (B1) . . . P (BKq−1).
(Π.20)

С учетом (П.17), (П.18) для (П.20) получим

P1(x, t) =

Kq∑

k=1



∫

Dk

wk(x− γk, t)dγk

Kq∏

m6=k


1−

∫

Dm

wm(x− γm, t)dγm





 ,

x ∈ X.

(Π.21)

Из (П.12), (П.21) следует утверждение теоремы.
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О ЧИСЛЕ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ БУЛЕВЫХ УРАВНЕНИЙ1

Рассматриваются вопросы, касающиеся разрешимости и числа реше-
ний систем булевых уравнений. Многие математические модели, возни-
кающие как в исследовании операций, так и в криптографии, описыва-
ются на языке таких систем. Это связано, в частности, и с тем, что в
общем виде проблема проверки совместности таких систем уравнений яв-
ляется NP-полной, поэтому исследование качественных свойств системы
булевых уравнений дает дополнительную информацию, позволяющую ли-
бо выделить полиномиально разрешимые частные случаи, либо повысить
эффективность переборных схем. Основное внимание уделено двум ас-
пектам. Первый касается исследования наличия и числа решений булева
уравнения и системы уравнений при параметризации задачи по правым
частям. Даются формулы и оценки для подсчета этого числа как в общем,
так и в частных случаях. Исследуется и его максимум в зависимости от
указанного параметра. Второй аспект посвящен частному случаю задачи,
когда уравнение задается так называемой непрерывной линейной формой.
Изучаются свойства таких форм и различные критерии непрерывности.

Ключевые слова: NP-полнота, булевы уравнения, задача булева програм-
мирования, линейное преобразование, непрерывная линейная форма.
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1. Введение

Линейные диофантовы уравнения и неравенства являются стандартным
объектом для различного рода математических моделей, относящихся к це-
лочисленной оптимизации, защите информации, теории чисел, геометрии и
т.д.

Классическая задача о ранце с булевыми переменными имеет вид

n∑

j=1

cjxj → max,
n∑

i=1

aixi ≤ b,(1)

где x = (x1, . . . , xn) – n-мерный булевский вектор.

1 Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 20-01-00645).
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Пусть L(x1, . . . , xn) – линейная форма

L(x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

aixi,(2)

где все параметры {ai} и неизвестные {xi} – натуральные числа. Накладывая
определенные условие на вид этой формы, можно получить разные частные
случаи общей задачи. Так, в булевой задаче о ранце переменные полагаются
булевыми.

Таким образом, множество допустимых решений должно удовлетворять
условию

∑n
i=1 aixi ≤ b, т.е. векторы x = (x1, . . . , xn) должны лежать ниже ги-

перплоскости L(x1, . . . , xn) = b.

В матричной форме система ограничений имеет вид

Ax = b,(3)

где A = (aij)m×n – матрица.

Накладывая определенные ограничения на матрицу A и вектор b, полу-
чаем различные частные случаи задачи, см., например, [1, 2].

Если все параметры и переменные – произвольные вещественные числа, то
вопрос о разрешимости системы решается в терминах ранга матрицы огра-
ничений.

Из этих результатов линейной алгебры можно получить необходимые усло-
вия разрешимости и для таких частных случаев задачи, как задача целочис-
ленного линейного программирования и задача булева программирования,
см., например, [1–3].

В области исследования операций и комбинаторной оптимизации данная
задача целочисленного линейного программирования или ее обобщения и
сужения занимают ключевое место, как это показано, например, в [1]. То,
что задача является NP-полной, было установлено в числе первых резуль-
татов подобных исследований. Кроме того, в классической публикации [2]
можно найти многочисленные примеры известных задач, которые к ней сво-
дятся, и, наоборот, задача целочисленного линейного программирования (или
ее булев вариант) сводится к той или иной проблеме.

Данная статья в одной из своих частей является продолжением исследова-
ний авторов этой работы, опубликованных в [4, 5], где речь шла про задачу о
рюкзаке. Ключевую роль в получении результатов там сыграл аппарат про-
изводящих функций, который используется и в настоящей статье. Как видно
из подробнейшей монографии [6], данный подход позволил получить ряд но-
вых и оригинальных результатов.

Следует заметить, что вопросы, поставленные в статье, ранее с той или
иной точки зрения, рассматривались в статьях В.К. Леонтьева и Г.П. Тонояна
[7, 8]. В монографии [9] ряд результатов получен на основе комбинаторных
подходов в задачах рюкзачного типа.

С прикладной точки зрения, изучаемая проблематика затрагивалась ав-
торами в связи с криптографическими объектами: аннигиляторами и алгеб-
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раической иммунностью. Одно из ключевых утверждений публикации [10],
посвященной аннигиляторам и алгебраической иммунности, базируется на
анализе совместимости системы уравнений и сводится к нахождению комби-
наторной характеристики (аналога ранга) матрицы.

В [10, 11], где речь идет о булевых полиномах, как частный случай возни-
кают линейные булевы полиномы.

Исследования в той же области, но другими методами проводились в ин-
ститутах Екатеринбурга и Новосибирска. В качестве примеров можно приве-
сти работы [12, 13].

Статья состоит из четырех разделов. Раздел 2 посвящен применению ме-
тода производящих функций для исследования решений системы уравнений.
Затем рассматривается как общий случай, так и частные случаи задачи.
Раздел 3 посвящен комбинаторным свойствам линейных форм L(x1, . . . , xn).
В разделе 4 приведены выводы.

Некоторые определения, понятия и методы доказательств ранее были ис-
пользованы авторами этой статьи в публикациях [4, 5, 14–16].

Везде в дальнейшем будем считать, что все параметры рассматриваемой
задачи, числа c1, . . . , cn; a1, . . . , an; b – неотрицательные целые числа.

2. О числе решений системы булевых уравнений

Актуальность исследования наличия решений системы булевых уравнений
вытекает из того факта, что NP-полной проблемой является уже ответ на
вопрос: совместна ли система булевых уравнений?

Поэтому получение нижней оценки числа решений системы булевых урав-
нений является достаточно естественной задачей. Если хотя бы в каких-то
случаях оценка эта дает значение, не меньшее единицы, то это может иметь
прикладное значение, так как решается NP-полная задача. Кроме того, полу-
чение такой оценки основывается на учете комбинаторики задачи, в то время
как очевидный алгоритм проверки разрешимости задачи булева программи-
рования – перебор всех 2m булевых векторов – не дает понимания, от чего
зависит разрешимость системы (в отличие от классического случая системы
линейных уравнений).

Обозначим через tb1...bm(A) – число решений задачи булева программиро-
вания с системой ограничений вида Ax = b, где A = (aij)m×n – матрица.

Зафиксируем матрицу ограничений и будем варьировать вектор правых
частей. Получим последовательность чисел {tb1...bm(A)}, где tb1...bm(A) – ко-
личество решений системы для фиксированного вектора правых частей.

Для этой последовательности имеем производящую функцию
FA(z1, . . . , zn) в виде полинома

FA(z1, . . . , zn) =
∑

{b1,...,bm}
zb11 z

b2
2 . . . zbmn tb1...bm(A).
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Заметим, что согласно введенным выше обозначениям вектор
(a1k, . . . , amk) – это k-й столбец матрицы ограничений.

Лемма 1. Справедлива формула

FA(z1, . . . , zm) =

n∏

k=1

(1 + za1k1 . . . zamk
m ) .(4)

Дока з а т е л ь с т в о.

FA(z1, . . . , zm) =
∑

{b1,...,bm}
zb11 z

b2
2 . . . zbmm tb1...bm(A) =

=
∑

x∈Bn

za11x1+...+a1nxn1 za21x1+...+a2nxn2 . . . zam1x1+...+amnxn
m =

=

1∑

x1=0

za11x11 za21x12 . . . zam1x1
m

1∑

x2=0

za21x21 za22x22 . . . zam2x2
m . . .

. . .

1∑

xB=0

za1nxn1 za2nxn2 . . . zamnxn
m =

= (1 + za111 za212 . . . zam1
m ) (1 + za121 za222 . . . zam2

m ) . . . (1 + za1n1 za2n2 . . . zamn
m ) =

=

n∏

k=1

(1 + za1k1 . . . zamk
m ) .

Лемма 1 доказана.

Этот подход дает возможность найти число решений задачи булева про-
граммирования в зависимости от параметров A и b.

Прим ер 1. Рассмотрим задачу:

x1 + x2 + . . .+ xn = b1,

x2 + x3 + . . .+ xn+1 = b2.

Здесь матрица ограничений задана и имеет вид

A =

(
11 . . . 10
01 . . . 11

)
.

Из леммы 1 следует, что FA(z1, z2) = (1 + z1)(1 + z1z2)
n−1(1 + z2). Отсюда

видно, что мономы с положительными коэффициентами zα1

1 zα2

2 определяют
те векторы (b1, b2), для которых система уравнений разрешима.

В частности, для n = 3 рассмотрим следующий пример:

x1 + x2 + x3 = b1,

x2 + x3 + x4 = b2.
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Здесь матрица ограничений задана и имеет вид

A =

(
1110
0111

)
.

Из леммы 1 следует, что

FA(z1, z2) = (1 + z1)(1 + z1z2)
2(1 + z2) =

= 1 + z1 + z2 + 3z1z2 + 2z21z2 + 2z1z
2
2 + 2z21z

2
2 + z31z

3
2 .

Отсюда видим, что система разрешима для следующих векторов правых
частей: (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), (2,1), (1,2), (2,2), (2,3), (3,2), (3,3).

Кроме того, непосредственно из доказанной леммы 1 следует утверждение.

Сл ед с т в и е 1. Число разрешимых систем булевых уравнений вида

Ax = b равно числу мономов, входящих с ненулевыми коэффициентами в

полином FA(z1, . . . , zn).

Так как в рассматриваемом случае матрица системы фиксируется, то бу-
дем считать, что различные разрешимые системы отличаются значением
вектора правых частей, при котором обе системы имеют решение. Заметим
теперь, что число различных мономов в полиноме FA(z1, . . . , zn) не может
превышать его степени. Поэтому отсюда получаем еще одно утверждение.

Сл ед с т в и е 2. Число разрешимых систем булевых уравнений вида

Ax = b не превышает степени полинома FA(z1, . . . , zn).

Рассмотрим теперь еще одну комбинаторную задачу, которую можно ре-
шить с помощью доказанной леммы 1.

Пусть система разрешима. Мы ищем ее решения с помощью какой-нибудь
эвристики, задающей правило перебора по всему Bn. Чем больше у системы
решений, тем быстрее на какое-то из них можно “наткнуться”. Если решаем
не произвольную систему уравнений, а отражающую специфику некоторой
прикладной задачи исследования операций, то особенности этой задачи от-
ражаются на параметрах системы, в частности на векторе правых частей.

В связи с этим могут быть интересны оценки числа tb1...bm(A). Следующая
теорема дает одну такую оценку.

Те ор ем а 1. Пусть v =
n∑
k=1

max
r=1,...,m

ark, тогда справедливо неравенство

max
{b1,...,bm}

tb1...bm(A) ≥
2n

mv
.(5)

Дока з а т е л ь с т в о. C одной стороны, сумма всех коэффициентов поли-

нома FA(z1, . . . , zn) равна FA(1, . . . , 1), т.е. равна 2n.

Из леммы 1 имеем

FA(z1, . . . , zn) =
∑

{b1,...,bm}
zb11 z

b2
2 . . . zbmn tb1...bm(A) =

n∏

k=1

(1 + za1k1 . . . zamk
m ).(6)
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Поэтому, с другой стороны, можно оценить общее число мономов в (6).

Положим по определению, что степень монома W = zv11 . . . zvmm равна

degW = max
i=1,...,m

vi.

Тогда справедливо неравенство:

deg(W1W2) ≤ degW1 + degW2.

Теперь имеем сначала равенство

degW = deg(za1k1 . . . zamk
m ) = max

r=1,...,m
ark,

а затем получаем соотношение

deg

(
n∏

k=1

(1 + za1k1 . . . zamk
m )

)
=

n∑

k=1

max
r=1,...,m

ark = v.

Отсюда следует, что степень любого монома в (6) не превосходит v. По-
этому общее число мономов на превосходит mv.

Но это означает, что хотя бы один коэффициент у полинома FA(z1, . . . , zn)
не меньше 2n

mv .

Теорема 1 доказана.

Конечно, оценка (5) очень слабая и бывает полезна только в специальных
случаях. Но так и должно быть, так как проблема проверки разрешимости
задачи булева программирования является NP-трудной, а проверка соотно-
шения (5) осуществляется с полиномиальной трудоемкостью. (Заметим, что
в рассматриваемой ситуации имеем не конкретную индивидуальную задачу
булева программирования, а семейство таких задач, параметризованное по
{b1, . . . , bm}.)

Прим ер 2. Пусть есть два уравнения и A = (aij)2×n – матрица из нулей
и единиц.

Тогда при m = 2 и v ≤ n из (5) получаем, что max
{b1,b2}

tb1b2(A) ≥ 1.

Но это очевидно, так как число единиц в строке матрицы определяет век-
тор правых частей того набора, на котором достигается максимум. В более
сложных случаях структура подобного набора не всегда очевидна. Однако
и сам подход к проблеме нахождения max

{b1,b2}
tb1b2(A) на основе схемы доказа-

тельства теоремы 1 может быть полезен, что показывает следующий пример.

Прим ер 3. Рассмотрим систему уравнений:

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = b1,

2x1 + x2 + x3 + 3x4 = b2.

FA(z1, z2) =
(
1 + z1z

2
2

) (
1 + z21z2

) (
1 + z31z2

) (
1 + z41z

3
2

)
.(7)

Раскрывая скобки, видим, что моном максимальной степени z101 z
7
2 . Поэтому

правая часть (5) меньше единицы: 2n

mν = 24

217
< 1.
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Но приводя подобные в (7), видим, что max
{b1,b2}

tb1b2(A) = 2 и максимум

достигается на парах b1 = 4, b2 = 3 и b1 = 6, b2 = 4. (Для первого случая это
решения (0,0,0,1) и (1,0,1,0), а для второго – (0,1,0,1) и (1,1,1,0).)

Прим ер 4. Рассмотрим систему уравнений:

x1 + x2 + x3 + x4 = b1,

x2 + 2x4 = b2.

FA(z1, z2) = (1 + z1z2)(1 + z1)
2(1 + z1z

2
2).(8)

Раскрывая скобки, видим, что моном максимальной степени z41z
3
2 . Поэтому

правая часть (5) вновь меньше единицы.

Но приводя подобные в (8), видим, что max
{b1,b2}

tb1b2(A) = 2 и максимум до-

стигается на парах b1 = 2, b2 = 1, b1 = 2, b2 = 2 и b1 = 3, b2 = 3. (Для первого
случая это решения (1,1,0,0) и (0,1,1,0), для второго – (0,0,1,1) и (1,0,0,1), а
для третьего – (0,1,1,1) и (1,1,0,1).)

Рассмотрим теперь вопрос о числе решений системы булевых уравнений
с несколько иной точки зрения. Пусть дана линейная форма (2) с булевы-
ми переменными. Множество значений этой линейной формы обозначим че-
рез L∗(a1, . . . , an). (А если это не вызывает неопределенности, то просто че-
рез L∗.)

Сама же форма L∗(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 aixi, зависящая от переменных
x1, . . . , xn, будет для краткости обозначаться через L.

Прим ер 5. Если ai = 1, i = 1, . . . , n, то L∗ = {0, 1, 2, . . . , n}.
Прим ер 6. Если ai = 2i−1, i = 1, . . . , n, то L∗ = {0, 1, 2, . . . , 2n − 1}.
Прим ер 7. Если L(x1, . . . , xn) = x1 + x2 + . . . + xn−1 + nxn, то L∗ =

= {0, 1, . . . , n, n+ 1, . . . , 2n − 1}.
В этом случае уравнение L(x1, . . . , xn) = b имеет решение для всех b, удовлет-
воряющих условию 0 ≤ b ≤ 2n − 1.

Прим ер 8. Если L(x1, . . . , xn) = 2x1 + 3x2 + 3x3 + 3x4, то L∗ =
= {0, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 11}. В этом случае уравнение L(x1, . . . , xn) = b имеет
решение для всех b, удовлетворяющих условию 0 ≤ b ≤ 11, кроме b =
= 1, 4, 7, 10.

Просто из введенных определений получаем следующее утверждение.

У тв е ржд е ни е 1. Уравнение L(x) = b разрешимо тогда и только то-

гда, когда b ∈ L∗.

Заметим, что L∗(a1, . . . , an) не зависит от упорядоченности элементов
a1, . . . , an, поэтому в дальнейшем будем считать, что

a1 ≤ a2 . . . ≤ an.(9)

Опр е д е л е н и е 1. Формы L1(x1, . . . , xn) и L2(x1, . . . , xn) называются эк-

вивалентными, если L∗
1 = L∗

2.
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Пусть, как обычно, n – число переменных, а N – целое число такое, что

1 ≤ ak ≤ N, k = 1, . . . , n.(10)

Через t(n,N) обозначим число линейных форм с параметрами n и N .

Лемма 2. Справедливо равенство t(n,N) = CnN+n−1.

Дока з а т е л ь с т в о. Каждая линейная форма с условиями (9) и (10) мо-
жет быть закодирована в алфавите {1, . . . , N} словом вида 1y12y2 . . . NyN ,
где yr, r = 1, . . . , N, – число коэффициентов, равных r, среди чисел a1, . . . , an.
Отсюда следует, что искомое число слов t(n,N) – это число решений уравне-
ния y1 + y2 + . . .+ yN = n, yi ≥ 0, i = 1, . . . , N . Но отсюда и следует равенство
t(n,N) = CnN+n−1.

Лемма 2 доказана.

Пусть, как и раньше, tb(a1, . . . , an) – число решений уравнения
L(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 aixi = b, а ntb(a1, . . . , an) – число решений неравенства

L(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 aixi ≤ b. Исследуем эти величины. Обозначим через Vb
множество решений соответствующей задачи (уравнения или неравенства).

Пусть производящая функция для числа решений неравенства

Pb(z1, . . . , zn) =
∑

x∈Vb
za1x11 za2x22 . . . zanxnn ntb(a1, . . . , an).(11)

Лемма 3. Справедлива формула

∞∑

b=0

Pb(z1, . . . , zn)u
b =

(1 + (z1u)
a1) . . . (1 + (znu)

an)

1− u
.(12)

Дока з а т е л ь с т в о. Преобразуем сумму (11), используя метод коэффи-
циентов (в первом равенстве цепочки нижеприведенных выкладок учтено со-
отношение

∑n
i=1 aixi ≤ b),

Pb(z1, . . . , zn) =

b∑

t=0

∑

x∈Vt
za1x11 za2x22 . . . zanxnn Coef

u




u

n∑

i=1

aixi

ut+1





=

= Coef
u

{
b∑

t=0

1

ut+1

1∑

x=0

(z1u)
a1x1 . . .

1∑

x=0

(znu)
anxn

}
=

= Coef
u

{
1
u − 1

ub+2

1− 1
u

n∏

k=1

(1 + (zku)
ak)

}
=

= Coef
u

{
1

ub+1(1− u)

n∏

k=1

(1 + (zku)
ak)

}
.(13)

Сравним (12) и (13) и увидим, что (12) просто “содержится” в (13).

157



Лемма 3 доказана.

Рассмотрим теперь следствие 3 из леммы 3 и с его помощью проиллю-
стрируем ее смысл. (Все нижеприведенные интегралы берутся по контуру,
который указан под знаком интеграла.)

Сл ед с т в и е 3. Пусть 0 < ρ < 1. Тогда для объема области решений име-

ет место равенство

ntb(a1, . . . , an) =
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + ua1) . . . (1 + uan)

(1− u)ub+1
du.(14)

Сам смысл метода коэффициентов – это выражение коэффициента при
минус первой степени переменной (оно представлено формулой (13)) через
сумму вычетов, что представлено формулой (14). Именно это и приведено в
качестве следствия 3 из леммы 3.

Прим ер 9. Пусть все aj = 0, j = 1, . . . , n.

Очевидно, что в этом случае множество решений совпадает со всем буле-
вым кубом. Но это и следует из (14):

|Vb| =
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + ua1) . . . (1 + uan)

(1− u)ub+1
du =

=
1

2πi

∮

|u|=ρ

1

(1− u)ub+1
du =

2n

2πi

∮

|u|=ρ

{ ∞∑

k=0

uk−b+1

}
du = 2n.

Прим ер 10. Пусть все aj = 1, j = 1, . . . , n.

Очевидно, что в этом случае объем множества решений равен
∑b

k=0C
k
n.

Но это и следует из (14):

|Vb| =
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + ua1) . . . (1 + uan)

(1− u)ub+1
du =

=
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + u)n

(1− u)ub+1
du =

b∑

k=0

Ckn.

Прим ер 11. Пусть все aj = 2j−1, j = 1, . . . , n. Тогда в неравенстве∑n
i=1 aixi ≤ b слева стоит некоторая двоичная запись натурального числа.

Поэтому при b > 2n допустимые решения – весь булев куб. В противном слу-
чае решений ровно b, так как любое натуральное число однозначно пред-
ставимо в двоичной записи. Отсюда следует, что объем множества решений
равен min {b, 2n}.
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В рассматриваемом случае из (14) следует:

|Vb| =
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + ua1) . . . (1 + uan)

(1− u)ub+1
du =

=
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + u)(1 + u2) . . . (1 + u2
n−1

)

(1− u)ub+1
du =

=
1

2πi

∮

|u|=ρ

{
2n−1∑

m=0

um

}
du =

2n−1∑

k=0




1

2πi

∮

|u|=ρ

1

(1− u)ub−k+1
du


 = min {b, 2n} .

Здесь тот факт, что любое натуральное число однозначно представимо в
двоичной системе исчисления, заключается в использовании соотношения

n−1∏

k=0

(1 + u2
k

) =

2n−1∑

m=0

um.

Очевидно, что интеграл в последнем равенстве равен единице при
b > k − 1 и нулю в противном случае. (Заметим, что единица не является
особой точкой!)

Теперь перейдем к рассмотрению числа решений уравнения.

Лемма 4. Справедливо соотношение

tb(a1, . . . , an) =
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1 + ua1) . . . (1 + uan)

ub+1
du, ρ < 1.

Дока з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 совершенно аналогично доказательству
леммы 3 получаем:

FA(z1, . . . , zn) =
∑

x∈Vb
za1x11 . . . zanxnn Coef

u




u

n∑

i=1

aixi

ub+1





=

= Coef
u

{
1

ub+1

1∑

x=0

(z1u)
a1x1 . . .

1∑

x=0

(znu)
anxn

}
=

= Coef
u

{
1

ub+1

n∏

k=1

(1 + (zku)
ak)

}
.(15)

Откуда и следует утверждение леммы. Лемма 4 доказана.
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Рассмотрим теперь вопрос о среднем значении tb(a1, . . . , an) для фиксиро-
ванного значения b по всему булеву кубу при условиях (9) и (10).

Обозначим это число через tb. (То есть это среднее значение tb(a1, . . . , an)
по всему множеству 1 ≤ ak ≤ N , k = 1, . . . , n.)

С учетом (9), (10) из леммы 4 имеем следующее соотношение

tb =
1

Cnn+N−1

n∑

i=1

N∑

ai=ai−1

tb(a1, . . . , an).(16)

Здесь считаем, что a0 = 1.

Лемма 5. Справедлива формула

tb =
1

Cnn+N−1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
N + u−uN+1

1−u

)n

ub+1
du, ρ < 1.(17)

Для доказательства леммы 5 непосредственно подставляем (15) в (16) и
проводим суммирование, используя наличие геометрической прогрессии.

Рассмотрим в качестве примера случай трех переменных при произволь-
ном N . (Всюду далее считаем, что ρ < 1.)

В этом случае CnN+n−1 = C3
N+2, а отсюда

(
N +

u− uN+1

1− u

)3

= N3 + 3N2

(
u− uN+1

1− u

)
+

+ 3N

(
u− uN+1

1− u

)2

+

(
u− uN+1

1− u

)3

.

Из (17) следует

tb =
1

C3
N+2

1

2πi

∮

|u|=ρ

N3 + 3N2
(
u−uN+1

1−u

)
+ 3N

(
u−uN+1

1−u

)2
+
(
u−uN+1

1−u

)3

ub+1
du =

=
N3

C3
N+2

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

3N2

C3
N+2

1

2πi

∮

|u|=ρ

1− uN

(1− u)ub
du+

+
3N

C3
N+2

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
1− uN−1

)2

(1− u)2ub−1
du+

1

C3
N+2

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
1− uN−2

)3

(1− u)3ub−2
du.

Для двух переменных при произвольном N имеем следующее.
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В этом случае CnN+n−1 = C2
N+1, а отсюда

(
N +

u− uN+1

1− u

)2

= N2 + 2N

(
u− uN+1

1− u

)
+

(
u− uN+1

1− u

)2

.

Из (17) следует

tb =
1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

N2 + 2N
(
u−uN+1

1−u

)
+
(
u−uN+1

1−u

)2

ub+1
du =

=
N2

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1− uN

(1− u)ub
du+

+
1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
1− uN

)2

(1− u)2ub−1
du =

=
N2

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1− uN

(1− u)ub
du+

+
1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2

ub−1

(
1− uN

)2
du =

=
N2

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

du

(1− u)ub
+

+
2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

du

(1− u)ub−N
+

1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2 (1− 2uN + u2N
)

ub−1
du.

Представим это выражение в виде двух слагаемых, которые рассмотрим по
отдельности, т.е. tb = A+B, где

A =
N2

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

du

(1− u)ub
+

+
2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

du

(1− u)ub−N
,

B =
1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2 (1− 2uN + u2N
)

ub−1
du.
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Пусть δ – некоторая константа. Тогда первое слагаемое можно представить
в виде

A =
N2

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

1

ub+1
du+

2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

∞∑
j=0

uj

ub
du+

+
2N

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

∞∑
j=0

uj

ub−N
du =

N2

C2
N+1

δb +
2N

C2
N+1

+
2N

C2
N+1

δb−N .

А второе имеет вид

B =
1

C2
N+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2 (1− 2uN + u2N
)

ub−1
du.

Далее получаем

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2 (1− 2uN + u2N
)

ub−1
du =

=
1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2

ub−1
du+

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2

ub−N
du+

1

2πi

∮

|u|=ρ

(1− u)−2

ub−2N−1
du =

= (−1)b−2C−2
b−2 + 2(−1)b−N−2C−2

b−N−2 + (−1)b−2N−2C−2
b−2N−2 =

= Cb−2
2+b−2−1 + 2Cb−N−2

2+b−N−2−1 + Cb−2N−2
2+b−2N−2−1 =

= Cb−2
b−1 + 2Cb−N−2

b−N−1 + Cb−2N−2
b−2N−1 =

= (b− 1)− 2C1
b−N−1 + C1

b−2N−1 = 0.

Окончательно имеем:

tb =
N2

C2
N+1

δb +
2N

C2
N+1

+
2N

C2
N+1

δb−N .

Рассмотрим теперь случай N = 2 при произвольном количестве пере-
менных. Пусть, как обычно, ‖x‖ =

∑n
i=1 xi. В рассматриваемом случае b

можно представить в виде b =
∑p

i=1 xi + 2
∑n

i=p+1 xi. Очевидно, что b ≤ p+

+2(n− p) = 2n− p.

У тв е ржд е ни е 2. При N = 2 справедливо соотношение

tb =
1

n+ 1

n∑

k=0

CknC
b−k
k 2n−k.(18)
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Дока з а т е л ь с т в о. В рассматриваемом случае из (17) имеем

tb =
1

Cnn+N−1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
N + u−uN+1

1−u

)n

ub+1
du =

1

Cnn+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(
2 + u−u3

1−u

)n

ub+1
du =

=
1

n+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

(2+u(1+u))n

ub+1
du=

1

n+1

1

2πi

∮

|u|=ρ

n∑
k=0

Cknu
k(1+u)k2n−k

ub+1
du =

=
1

n+ 1

n∑

k=0

Ckn2
n−k 1

2πi

∮

|u|=ρ

uk(1 + u)k

ub+1
du =

1

n+ 1

n∑

k=0

CknC
b−k
k 2n−k,

где b/2 ≤ k ≤ b.

Утверждение 2 доказано.

Прим ер 12. Пусть N = 2, n = 3. Из (12) имеем

tb =
1

n+ 1

n∑

k=0

CknC
b−k
k 2n−k =

1

4

3∑

k=0

Ck3C
b−k
k 23−k.

Отсюда получаем

t1 =
1

4
(2 + 3 + 1 + 0) = 3/2, t2 =

1

4
(2 + 3 + 2 + 3) = 5/2,

t3 =
1

4
(2 + 1 + 2 + 0) = 5/4, t4 =

1

4
(1 + 0 + 1 + 3) = 5/4, t5 =

1

4
, t6 =

1

4
.

Видно, что максимальное значение достигается при b = 2.

3. О некоторых свойствах множества L∗

3.1. Структура множества L∗

Следуя обозначениям и определениям, введенным ранее, напомним, что
множество значений линейной формы L(x1, . . . , xn) =

∑n
i=1 aixi (сама эта

форма, если это не вызывает неопределенности, обозначается через L(x) или
даже через L) обозначено через L∗(a1, . . . , an) (или просто через L∗).

Уравнение L(x) = b разрешимо тогда и только тогда, когда b ∈ L∗. В свя-
зи с этим актуальной задачей является исследование структуры и свойств
множества L∗.

Очевидно следующее утверждение.

У тв е ржд е ни е 3. Справедливо соотношение

|L∗| ≤ min

{
2n, 1 +

n∑

i=1

ai

}
.
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Сл ед с т в и е 4. Если ai ≤ N , i = 1, . . . , n, то |L∗| ≤ min{2n, 1 + nN}.
Лемма 6. Если L(x) =

∑n
i=1 ixi, то L∗ =

[
0, C2

n+1

]
.

Эта лемма следует из того факта, доказанного в [12], что при L(x) =
=
∑n

i=1 ixi форма L(x) принимает на булевом кубе все значения от нуля до∑n
i=1 i = C2

n+1.

3.2. Множества L∗ и сложение по Минковскому

Опр е д е л е н и е 2. Пусть M1 и M2 – два множества из натуральных

чисел. Их суммой по Минковскому называется множество M =M1 ⊕M2 =
= {a+ b, a ∈M1, b ∈M2}.

Прим ер 13. Если Z2n – множество всех четных чисел, а M = {0, 1}, то
Z2n ⊕M – весь натуральный ряд.

Прим ер 14. Сумма по Минковскому двух отрезков натурального ряда –
это отрезок натурального ряда: [a, b]⊕ [c, d] = [a+ b, c+ d].

Обозначим через PL множество переменных формы L(x1, . . . , xn), т.е. PL =
= {x1, . . . , xn}.

Лемма 7. Если PL1
∩ PL2

= ∅, то (L1 + L2) ∗ = L∗
1 ⊕ L∗

2.

Дока з а т е л ь с т в о. По определению

(L1 + L2) ∗ =




p∑

i=1

aixi +

q∑

i=p+1

aixi




∗

= {ai + aj, 1 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j ≤ q} .

Далее замечаем, что {ai + aj , 1 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j ≤ q} = L∗
1 ⊕ L∗

2.

Лемма 7 доказана.

Приведем некоторые соотношения, связывающие обычное сложение ли-
нейных форм, сложение по Минковскому и стандартные теоретико-множе-
ственные операции.

1. (L1 + L2) =
n∑

i=1

(ai + ai)xi =
n∑

i=1

cixi.

2. L∗ =

{
n∑

i=1

aixi, x ∈ Bn

}
.

3. A⊕B = {a+ b, a ∈ A, b ∈ B} .
4. (L1 + L2) ∗ = L∗

1 ⊕ L∗
2 при PL1

∩ PL2
= ∅.

5. Если L1(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aixi, L2 = an+1xn+1 и an+1 ≤
n∑

i=1

ai,

а L∗
1 =

[
0,

n∑

i=1

ai

]
, то (L1 + L2)

∗ =

[
0,
n+1∑

i=1

ai

]
.
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3.3. Непрерывные линейные формы

Рассмотрим один специальный класс линейных форм.

Опр е д е л е н и е 3. Форма L(x1, . . . , xn) =
∑n

i=1 aixi называется непре-

рывной, если L∗ = [0,
∑n

i=1 ai].

Таким образом, непрерывная форма принимает все значения от минималь-
но возможного до максимального. (Напоминаем, что переменные булевы, а
коэффициенты – целые положительные числа.) Впервые данное определение
было введено в [14].

Прим ер 15. Следующие классы функций являются непрерывными:

1. L(x) =

n∑

i=1

xi;

2. L(x) =
n∑

i=1

ixi;

3. L(x) =
n∑

i=1

xi2
i−1;

4. L(x) =

n−1∑

i=1

xi + nxn;

5. L(x) =

n∑

i=2

2xi + x1.

При n = 2 существует всего две непрерывные формы: L1 = x1 + x2; L2 =
= x1 + 2x2.

При n = 3 существует пять непрерывных форм: L1 = x1 + x2 + x3, L2 =
= x1 + x2 + 2x3, L3 = x1 + 2x2 + 2x3, L4 = x1 + 2x2 + 3x3, L5 = x1 + 22 + 4x3.

Для n = 4 таких форм уже 13: L1 = x1 + x2 + x3 + x4, L2 = x1 + x2 +
+x3 + 2x4, L3 = x1 + x2 + 2x3 + 2x4, L4 = x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4, L5 = x1 +
+2x2 + 2x3 + 3x4, L6 = x1 + x2 + x3 + 3x4, L7 = x1 + x2 + 3x3 + 3x4, L8 =
= x1 + 2x2 + 3x3 + 3x4, L9 = x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4, L10 = x1 + 2x2 + 4x3 +
+4x4, L11 = x1 + x2 + 2x3 + 5x4, L12 = x1 + x2 + 3x3 + 5x4, L13 = x1 + 3x2 +
+3x3 + 5x4.

Важность и актуальность проверки линейной формы на непрерывность
объясняется следующим их свойством. Решение системы булевых уравнений,
левые части которых образованы непрерывными линейными формами, ста-
новится простой задачей. Достаточно для каждого уравнения взять правую
часть b и сравнить с

∑n
i=1 ai в правой части. Если b ≤∑n

i=1 ai, то уравнение

разрешимо, например, на единичном векторе. А если b >
∑n

i=1 ai, то решения
оно не может иметь.

Зам е ч а ни е 1. Сумма непрерывных функций не обязана быть непрерыв-
ной.
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Прим ер 16. Функции L1 = x1 + x2 и L2 = x1 + 2x2 являются непрерыв-
ными, а их сумма L3 = 2x1 + 3x2 не является непрерывной (она не принимает
значений 1 и 4).

Однако если это функции от разных переменных, то справедливо утверж-
дение.

У тв е ржд е ни е 4. Если L1 и L2 – две непрерывные линейные формы, за-

висящие от разных переменных, то форма L1 + L2 является непрерывной.

Дока з а т е л ь с т в о. Так как L1 и L2 – непрерывны, то L∗
1 = [0, a], L∗

2 =
= [0, b] для некоторых a и b. Из леммы 7 следует: [L1 + L2]

∗ = L∗
1 ⊕ L∗

2 =
= [0, a]⊕ [0, b] = [0, a+ b].

Утверждение 4 доказано.

У тв е ржд е ни е 5. Если форма L =
∑n

i=1 aixi является непрерывной и

L 6= 0, то справедливы соотношения: ak ≤
∑k−1

i=1 ai + 1, k = 2, 3, . . . , n.

Дока з а т е л ь с т в о. Так как выполняется (9), L 6= 0 и L∗ = [0,
∑n

i=1 ai],
то a1 = 1 в силу того, что 1 ∈ L∗. Далее берем минимальное k > 1 такое, что
ak 6= 0. Вновь в силу (9) имеем ak ≤ 2, так как L∗ = [0,

∑n
i=1 ai] и 2 ∈ L∗. И

так для всех k = 2, 3, . . . , n.

Утверждение 5 доказано.

Пусть теперь L =
∑n

i=1 aixi и все ai ≤ N , i = 1, . . . , n. Обозначим множе-
ство таких форм через L(n,N) и пусть l(n,N) = maxL(n,N) |L∗|.

Значение l(n,N)и его оценки могут представлять интерес при оценке ка-
чества переборных алгоритмов.

Тогда справедливо следующее соотношение.

Те ор ем а 2. Если N = n, то

l(n,N) ∼ n2.

Дока з а т е л ь с т в о. Для доказательства получим верхнюю и нижнюю
границу этой асимптотики, а из их равенства установим утверждение теоре-
мы. Верхняя граница здесь очевидна и имеет вид

l(n, n) ≤ min
{
2n, n2

}
= n2.(19)

Для получения нижней оценки рассмотрим линейную форму специального
вида

L = x1 +

m∑

i=2

ix+ n

n∑

i=m+1

xi.

Здесь m – некоторый параметр. Теперь выберем m из условия:

C2
m+1 ≥ n.
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Отсюда следует, что L∗ (x1 +
∑m

i=2 ix) =
[
0, C2

m+1

]
, а с учетом вида вы-

бранной линейной формы начинаем добавлять слагаемые. При добавлении
первого слагаемого получаем:

L∗
(
x1 +

m∑

i=1

ix+ nxm+1

)
=
[
0, n + C2

m+1

]
.

И далее, продолжая добавлять слагаемые, имеем:

L∗
(
x1 +

m∑

i=2

ixi + n
n∑

i=m+1

xi

)
=
[
0, n(n −m) + C2

m+1

]
.

Из этого равенства видно, что для завершения доказательства теоремы 2
требуется выбрать параметр m ∼

√
2n. При таком выборе мощность множе-

ства значений линейной формы удовлетворяет соотношению:
∣∣∣∣∣L

∗
(
x1 +

m∑

i=2

ixi + n
n∑

i=m+1

xi

)∣∣∣∣∣ ∼ n2.(20)

Из (19) и (20) следует утверждение теоремы.

Теорема 2 доказана.

Зам е ч а ни е 2. Для доказательства нижней оценки в теореме использо-
валась линейная форма достаточно специального вида, поэтому на практике,
видимо, следует ожидать для |L∗| значений существенно меньших. Вопрос же
о среднем значении этой величины – отдельная задача теории чисел.

4. Заключение

В статье рассмотрены вопросы, связанные с разрешимостью систем буле-
вых уравнений. Даны формулы и оценки числа допустимых решений систе-
мы в зависимости от значения правых частей уравнений. Эта часть работы
использует метод производящих функций и является продолжением преды-
дущих исследований авторов.

Рассмотрен один частный случай систем, когда уравнения ограничений
задаются так называемыми непрерывными линейными формами.

Результаты могут представлять интерес для конструирования приклад-
ных алгоритмов в различных областях дискретной оптимизации и исследо-
вания операций, а также в распознавании образов, криптографии и системах
защиты информации.
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