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ïîëîæåíèè, ÷òî âåùåñòâåííûå ïîëèíîìû A(x), B(x) è ïðîèçâîäíàÿ A′(x) óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì A(0) = B(0) = A′(0) = 0. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà ñèñòåìà èìååò â îñîáîé òî÷êå
O(0, 0) èçîõðîííûé öåíòð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëèíîìû A(x) è B(x) ÿâëÿþòñÿ
íå÷¼òíûìè ôóíêöèÿìè è ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîæäåñòâîì x3A(x) = (

∫ x

0
sB(s) ds)2.
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Ðàññìîòðèì âåùåñòâåííîå ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå Ëüåíàðà

ẍ+B(x)ẋ+ x+A(x) = 0, (1)

ïîëèíîìû A(x) è B(x) â êîòîðîì çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

A(x) =
n∑
k=2

Akx
k, B(x) =

r∑
j=1

Bjx
j , An 6= 0, B(x) 6≡ 0,

ãäå n > 3 � íå÷¼òíîå ÷èñëî, r 6 n− 1.
Óðàâíåíèå (1) âñåñòîðîííå èçó÷àëîñü è èçó÷àåòñÿ ñ ñàìûõ ðàçíûõ òî÷åê çðåíèÿ. Îáû÷íûé

ïðè¼ì çäåñü � ïåðåõîä ê ýêâèâàëåíòíîé åìó äâóìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìå. Îäíîé èç òàêèõ
ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà Ëüåíàðà â òàê íàçûâàåìîé ïåðâîé ôîðìå

ẋ = −y, ẏ = x+A(x)−B(x)y. (2)

Äðóãîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà [1]

ẋ = −y − xΦ(x), ẏ = x− yΦ(x) +A(x)− xΦ2(x), (3)

ãäå

Φ(x) =
1

x2

x∫
0

sB(s) ds.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (2) ïåðåâîäèòñÿ â ñèñòåìó (3) (ñ ñîõðàíåíèåì â ïîñëåäíåé îáîçíà÷åíèé
äëÿ èñõîäíûõ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ) çàìåíîé êîîðäèíàò

u = x, v = y − xΦ(x).

Íàïîìíèì, ÷òî öåíòð O(0, 0) ñèñòåìû (2) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñèñòåìû (3)) íàçûâàåòñÿ
èçîõðîííûì, åñëè ïåðèîä îáõîäà èçîáðàæàþùåé òî÷êîé êàæäîãî öèêëà èç îáëàñòè ýòîãî öåíòðà
ðàâåí 2π.

Â ðàáîòàõ [2, 3] è [1, 4] â ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìèàëüíîì è ãîëîìîðôíîì ñëó÷àÿõ äîêàçàíî,
÷òî åñëè ôóíêöèè A(x) è B(x) íå÷¼òíûå, òî ïðè óñëîâèè

A(x) =
1

x3

( x∫
0

sB(s) ds

)2

(4)
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ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò âèä

ẋ = −y − xΦ(x), ẏ = x− yΦ(x), (5)

è ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì èçîõðîííîñòè öåíòðà O(0, 0)
ñèñòåìû (2).

Çàìå÷àíèå. Èç âèäà ñèñòåìû (5) ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà O(0, 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êîíå÷-
íîé âåùåñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ýòîé ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé
ñèñòåìû (2).

Ãèïîòåçà [2, 3] (ñì. òàêæå [4]). Ñèñòåìà (2) ñ ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè A(x) è B(x)
èìååò â îñîáîé òî÷êå O(0, 0) èçîõðîííûé öåíòð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî (4) è B(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü äàëåå y+ è y− � ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíàÿ è îòðèöàòåëüíàÿ ïîëóîñè îñè Oy
ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò xOy. Èçîõðîííûé öåíòð O(0, 0) ñèñòåìû (2)
íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà, âûõîäÿùàÿ èç òî÷-
êè ïîëóîñè y+, ïåðåñå÷¼ò ïîëóîñü y− ÷åðåç âðåìÿ π.

Ýêâèâàëåíòíûì ïðèâåä¼ííîìó îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Öåíòð O(0, 0) ñèñòåìû (2) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííûì, åñëè äèôôåîìîðôèçì íà R2

u = x, v = y−xΦ(x) (x = u, y = v+uΦ(u)) ïåðåâîäèò ñèñòåìó (2) â ñèñòåìó u̇ = −v−uΦ(u),
v̇ = u− vΦ(u).

Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèâåä¼ííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò èç ðàáîò [5, 6].
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [7, òåîðåìà 3.3.2] â ãîëîìîðôíîì (ïîëèíîìèàëüíîì) ñëó÷àå, à òàê-

æå â [6] â ãîëîìîðôíîì è ïîëèíîìèàëüíîì (çàìå÷àíèå 1) ñëó÷àÿõ, äîêàçàíî, ÷òî íå÷¼òíîñòü
ôóíêöèè B(x) è âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (4) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâè-
ÿìè òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà (2) èìåëà â îñîáîé òî÷êå O(0, 0) ñèëüíî èçîõðîííûé öåíòð. Ïîýòîìó
ïðèâåä¼ííóþ ãèïîòåçó ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: èçîõðîííûé öåíòð
O(0, 0) ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû Ëüåíàðà (2) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííûì öåíòðîì.

Ïî ïîâîäó ñôîðìóëèðîâàííîé ãèïîòåçû â ðàáîòå [8], â ÷àñòíîñòè, îòìå÷àåòñÿ: �. . . èìåþòñÿ
äîñòàòî÷íî âåñêèå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, åñëè ãîâîðèòü î ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåìàõ Ëüåíàðà,
÷òî äðóãèõ ñëó÷àåâ èçîõðîííîñòè íå ñóùåñòâóåò, õîòÿ ýòîãî ïîêà íèêòî íå ìîæåò äîêàçàòü�.

Îáðàùàÿñü ê ýòîé ãèïîòåçå, àâòîðû ðàáîòû [4] ñìîãëè äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó
REDUCE, å¼ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ñèñòåì Ëüåíàðà ñ ïîëèíîìàìè A(x) è B(x)
ñòåïåíè íå âûøå 34-é.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåä¼ííîé ãèïîòåçû. Ïåðåéä¼ì ê
åãî èçëîæåíèþ.

Â ðàáîòå [9] â ãîëîìîðôíîì ñëó÷àå ñèñòåìû Ëüåíàðà äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

u = x+

∞∑
k=2

αkx
k, v = y +

∞∑
k=2

βkx
k,

ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó

ẋ = −y, ẏ = x+
∞∑
k=2

Akx
k −

( ∞∑
j=1

Bjx
j

)
y

â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè O(0, 0) â ñèñòåìó âèäà

u̇ = −
(
v + u

∞∑
s=2

γs−1u
s−1

)(
1 +

∞∑
s=2

Hsu
s−1

)−1

,

v̇ =

(
u− v

∞∑
s=2

γs−1u
s−1

)(
1 +

∞∑
s=2

Hsu
s−1

)−1

. (6)
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Ïîêàæåì, êàêèå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåä¼ííîì óòâåðæäåíèè,
â ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû (2), êîãäà äèôôåîìîðôèçì íà R2 çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

u = x+

n∑
k=2

αkx
k, v = y +

n∑
k=2

βkx
k. (7)

Äëÿ ýòîãî, êàê è â ãîëîìîðôíîì ñëó÷àå [9], áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä íåîïðåäåë¼ííûõ
êîýôôèöèåíòîâ. Ñíà÷àëà äèôôåðåíöèðóåì êàæäîå èç òîæäåñòâ (7) ïî t â ñèëó ñèñòåìû (2),
à çàòåì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà ïðèâîäèì ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèé (6) è (7) ê ñèñòåìå

y

{ n∑
k=2

kαkx
k−1 +

∞∑
s=2

Hs

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1

+
n∑
k=2

kαkx
k−1

∞∑
s=2

Hs

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1}
≡

≡
n∑
k=2

βkx
k +

∞∑
s=2

γs−1

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s
,

n∑
k=2

(Ak − αk)xk +

(
x+

n∑
k=2

Akx
k

) ∞∑
s=2

Hs

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1

+

+

n∑
k=2

βkx
k
∞∑
s=2

γs−1

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1

≡ y
{ n∑
k=2

(Bk−1 + kβk)x
k−1 +

+

n∑
k=2

(Bk−1 + kβk)x
k−1

∞∑
s=2

Hs

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1

−
∞∑
s=2

γs−1

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1}
. (8)

Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ â ïåðâîì òîæäåñòâå ñèñòåìû (8) êîýôôèöèåíòû ïðè yxp, ïî-
ëó÷àåì òîæäåñòâî

∞∑
s=2

Hs

(
x+

n∑
k=2

αkx
k

)s−1

≡ −1 +

(
1 +

n∑
k=2

kαkx
k−1

)−1

. (9)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå (7) � äèôôåîìîðôèçì íà R2, òî ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè îáðàòíîé
ôóíêöèè [10, ñ. 26] è ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè [11, ñ. 74] çàêëþ÷àåì, ÷òî
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

1 +

n∑
k=2

kαkx
k−1 > 0 äëÿ âñåõ x ∈ R. (10)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (9) ñòîèò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà
âñ¼ì ìíîæåñòâå R. À çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (9) � ýòî ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä, îïðå-
äåëÿþùèé ãîëîìîðôíóþ íà âñ¼ì ìíîæåñòâå R ôóíêöèþ. Òåïåðü íà îñíîâàíèè (9), (10) è òîãî,
÷òî ðàäèóñû ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â âåùåñòâåííîé
è êîìïëåêñíîé îáëàñòÿõ îäèíàêîâû (ôîðìóëà Êîøè�Àäàìàðà [12, ñ. 39; 13, ñ. 114]), ïðèõîäèì
ê âûâîäó, ÷òî òîæäåñòâî (9) âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

αk = 0, Hs = 0 äëÿ âñåõ k, s > 2. (11)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ â ïåðâîì òîæäåñòâå ñèñòåìû (8) êîýôôèöèåíòû ïðè xp, ñ ó÷¼òîì
óñëîâèé (11) ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

n∑
k=2

βkx
k +

∞∑
s=2

γs−1x
s ≡ 0.
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Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

γs = 0 ïðè âñåõ s > n (12)

è
γk−1 = −βk, k = 2, n. (13)

Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ âî âòîðîì òîæäåñòâå ñèñòåìû (8) êîýôôèöèåíòû ïðè yxp, ñ
ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (11)�(13) ïîëó÷àåì, ÷òî

βk = −Bk−1

k + 1
, k = 2, n. (14)

Èç ñîîòíîøåíèé (11)�(14) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì (7) è ñèñòåìà (6) ïðèíèìàþò ñî-
îòâåòñòâåííî âèä

u = x, v = y − x
n∑
k=2

Bk−1

k + 1
xk−1 (15)

è

u̇ = −v − u
n∑
s=2

Bs−1

s+ 1
us−1, v̇ = u− v

n∑
s=2

Bs−1

s+ 1
us−1. (16)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ âî âòîðîì òîæäåñòâå ñèñòåìû (8) êîýôôèöèåíòû ïðè xp, ñ ó÷¼òîì
ðàâåíñòâ (11)�(14) ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

n∑
k=2

Akx
k −

n∑
k=2

Bk−1

k + 1
xk

n∑
s=2

Bs−1

s+ 1
xs−1 ≡ 0,

èëè, ðàâíîñèëüíî, ê òîæäåñòâó

n∑
k=2

Akx
k−1 ≡

( n∑
s=2

Bs−1

s+ 1
xs−1

)2

. (17)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî òî÷êà O(0, 0) � èçîõðîííûé öåíòð ñèñòåìû (2). Òîãäà âñëåäñòâèå
òåîðåìû 5 èç ðàáîòû [9] è ôîðìóë (13), (14) ïîëó÷àåì, ÷òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

B2l = 0, l = 1, (n− 1)/2. (18)

Ïîýòîìó ñîîòíîøåíèÿ (15) è (16) ïðèíèìàþò ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèé âèä:

u = x, v = y − x
(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
x2l−1 (19)

è

u̇ = −v − u
(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
u2l−1, v̇ = u− v

(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
u2l−1. (20)

Íî èç òîæäåñòâà (17) âûòåêàåò, ÷òî ïîëèíîì A(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, à çíà÷èò, ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

A2l = 0, l = 1, (n− 1)/2. (21)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (18) è (21) òîæäåñòâî (17) çàïèøåòñÿ â âèäå

(n−1)/2∑
l=1

A2l+1x
2l ≡

((n−1)/2∑
s=1

B2s−1

2s+ 1
x2s−1

)2

. (22)
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Åñëè îáðàòèòüñÿ òåïåðü ê ôîðìóëèðîâêå ãèïîòåçû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òî÷êà O(0, 0) ñèñ-
òåìû (2) ÿâëÿåòñÿ èçîõðîííûì öåíòðîì, òî òîæäåñòâî (22) (ñ íå÷¼òíîé ôóíêöèåé-ïîëèíîìîì
B(x)) îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èçîõðîííîñòè öåíòðà ñèñòåìû (2).

Ïîêàæåì, ÷òî òîæäåñòâî (22) � ýòî è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ èçîõðîííîñòè öåíòðà O(0, 0)
ñèñòåìû (2).

Äåéñòâèòåëüíî, óêàçàííîå òîæäåñòâî ñ íå÷¼òíîé ôóíêöèåé-ïîëèíîìîì B(x) (à çíà÷èò, ñ
íå÷¼òíûì ïîëèíîìîì A(x)) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (4). Íî òîãäà, êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ [2, 3], òî÷êà O(0, 0) â ñèñòåìå (2) ÿâëÿåòñÿ èçîõðîííûì öåíòðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0) ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû (2) áûëà èçî-

õðîííûì öåíòðîì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî (4) è ïîëèíîì
B(x) áûë íå÷¼òíîé ôóíêöèåé.

Òàêèì îáðàçîì, ñôîðìóëèðîâàííàÿ âûøå ãèïîòåçà èìååò ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå.
Âûÿñíèì âîïðîñ î ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíè ïîëèíîìà B(x) â òîæäåñòâå (22). Äëÿ ýòîãî

çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè òîæäåñòâà (22) ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà A(x) ðàâíà n−1,
à ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðàâîé ÷àñòè óêàçàííîãî òîæäåñòâà ðàâíà 2r, ãäå r � ìàêñèìàëüíàÿ
ñòåïåíü ïîëèíîìà B(x). Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

r =
n− 1

2
, (23)

ãäå
r = 2ρ− 1, ρ ∈ N, (24)

� íå÷¼òíîå ÷èñëî (â ñèëó íå÷¼òíîñòè ôóíêöèè-ïîëèíîìà B(x)). Òîãäà, âûðàæàÿ ρ èç ñî-
îòíîøåíèé (23) è (24), çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà B(x) îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé (23) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (n+ 1)/4 ∈ N, ò.å. óñëîâèÿ n ≡ 3(mod 4).

Èìåÿ æå â âèäó ôîðìóëû (22)�(24), ïîëó÷àåì, ÷òî

A2l+1 =
l∑

k=1

B2k−1

2k + 1

B2l−2k+1

2l − 2k + 3
, l = 1, (n− 1)/2, (n+ 1)/4 ∈ N. (25)

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1, äèôôåîìîðôèçìà (7) íà R2, ïðåäñòàâèìîãî â åäèí-
ñòâåííîì âèäå (19), è ôîðìóëû (25) ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2) èìåëà â íà÷àëå êîîðäèíàò O(0, 0) èçîõðîííûé
(à çíà÷èò, è ñèëüíî èçîõðîííûé) öåíòð, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìåæäó êîýôôè-
öèåíòàìè ïîëèíîìîâ A(x) è B(x) èìåëà ìåñòî çàâèñèìîñòü (25).

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2) èìåëà â íà÷àëå êîîðäèíàò O(0, 0) èçîõðîííûé
(à çíà÷èò, è ñèëüíî èçîõðîííûé) öåíòð, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèå âåùå-
ñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

u = x, v = y − x
(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
x2l−1, (n+ 1)/4 ∈ N,

ïåðåâîäÿùåãî ñèñòåìó (2) â ñèñòåìó

u̇ = −v − u
(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
u2l−1, v̇ = u− v

(n−1)/2∑
l=1

B2l−1

2l + 1
u2l−1, (n+ 1)/4 ∈ N.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = −y, ẏ = x+ x3 + 2x7 + x11 − (3x+ 7x5)y.
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Äëÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

A3 =

(
B1

3

)2

, A7 = 2
B1

3

B5

7
, A11 =

(
B5

7

)2

,

à çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, å¼ îñîáàÿ òî÷êà O(0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî èçîõðîííûì öåíòðîì.
Ïîýòîìó ïî òåîðåìå 3 äèôôåîìîðôèçì íà R2

u = x, v = y − x2 − x6 (x = u, y = v + u2 + u6)

ïåðåâîäèò èñõîäíóþ ñèñòåìó â ñèñòåìó

u̇ = −v − u(u+ u5), v̇ = u− v(u+ u5).
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Ââåäåíèå. Êëàññè÷åñêèé îïåðàòîð Äèðàêà ñâÿçàí ñ âàæíûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè è èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ. Èñòîêè èçó÷åíèÿ ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ Áèðêãîôà [1, 2], Òàìàðêèíà [3] è ñàìîãî Äèðàêà [4, 5]. Ñðåäè ñîâðåìåííûõ èññëåäî-
âàíèé, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàòîðîì Äèðàêà, îòìåòèì, íàïðèìåð, [6�12]; â íèõ åñòü ññûëêè è íà
äðóãèå ðàáîòû, â êîòîðûõ îí òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî îäíîìåðíûé îïå-
ðàòîð Äèðàêà èçó÷àåòñÿ íà îòðåçêå [0, ω] ñ òåìè èëè èíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ó òàêîãî
îïåðàòîðà ñïåêòð äèñêðåòíûé, è åãî ìîæíî èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè � íàïðèìåð, ðå-
çîëüâåíòíûì èëè ìåòîäîì ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñïåêòðàëüíûå
ñâîéñòâà îïåðàòîðà Äèðàêà íà ïðÿìîé; ó òàêîãî îïåðàòîðà ñïåêòð äèñêðåòíûì íå ÿâëÿåòñÿ.

Ââåä¼ì èñïîëüçóåìûå â ñòàòüå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé è îïðåäåëèì âèä èçó÷àåìîãî îïåðà-
òîðà. ×åðåç L2(R) îáîçíà÷èì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíî-
ñòè, îáðàçîâàííûõ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà êîìïëåêñíîçíà÷íûìè
ôóíêöèÿìè, îïðåäåë¼ííûìè íà ïðÿìîé R, èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó è ñóììèðóåìûìè íà R ñ
êâàäðàòîì ìîäóëÿ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîòîðîì çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

(x, y) =

∫
R

x(t)y(t) dt, x, y ∈ L2(R),

à ÷åðåç H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2(R,C2) ' L2(R)×L2(R) ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =

∫
R

(x1(t)y1(t) + (x2(t)y2(t)) dt, x = (x1, x2) ∈ H, y = (y1, y2) ∈ H.

×åðåç W 1
2 (R,C2) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé

èç L2(R,C2), ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ òàêæå ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó L2(R,C2), ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå â êîòîðîì çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

(x, y)W = (x, y) + (x′, y′), x, y ∈W 1
2 (R,C2).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð Äèðàêà L íà ïðÿìîé:

(Ly)(t) = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
− v(t)y(t), t ∈ R,

ãäå

v(t) =

(
0 v1(t)

v2(t) 0

)
, vi ∈ L2(R), i = 1, 2, D(L) = W 1

2 (R,C2).

Ïðåäñòàâèì îïåðàòîð Äèðàêà â âèäå L = A− V, ãäå

A : D(L) ⊂ H → H, (Ay)(t) = i

(
1 0
0 −1

)
dy

dt
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è

(V y)(t) = v(t)y(t) =

(
0 v1(t)

v2(t) 0

)
y(t), y ∈ H.

Îòìåòèì, ÷òî ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A ñîâïàäàåò ñ R. Ïîýòîìó ïîäõîäû, íàèáîëåå ÷àñòî
ïðèìåíÿåìûå äëÿ èçó÷åíèÿ àíàëîãè÷íîãî îïåðàòîðà íà îòðåçêå, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåïðèìå-
íèìû.

Â äàëüíåéøåì îïåðàòîð A èãðàåò ðîëü íåâîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà, à ïîä÷èí¼ííûé åìó
îïåðàòîð V � ðîëü îïåðàòîðà âîçìóùåíèÿ.

Äëÿ îïåðàòîðà L äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
f ∈ L2(R) òàêîé, ÷òî ñïåêòð σ(L) îïåðàòîðà L íàõîäèòñÿ ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé f è
−f ; èíûìè ñëîâàìè, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |Imλ| 6 f(Reλ) äëÿ ëþáîãî λ ∈ σ(L).

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà
àáñòðàêòíîãî ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðà, âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðîì èç èäåàëà Ãèëüáåðòà�
Øìèäòà S2(H). Òàêæå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè f â ýòîì ñëó÷àå
è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð äëÿ âîçìóù¼ííîãî îïåðàòîðà èìïóëüñà íà îñè.

Òàê êàê âîçìóùåíèå V îïåðàòîðà Äèðàêà íå ïðèíàäëåæèò èäåàëó Ãèëüáåðòà�Øìèäòà, òî
çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B â îïåðàòîð A−B0, ãäå B �
ïîä÷èí¼ííûé A îïåðàòîð ñ äîïîëíèòåëüíûìè, âûïîëíåííûìè äëÿ îïåðàòîðà V óñëîâèÿìè,
è B0 ∈ S2(H). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóåòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ
òåîðèÿ áàíàõîâûõ ìîäóëåé [13�17] è ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ìåòîäà ïîäîá-
íûõ îïåðàòîðîâ [18�20]. Îòìåòèì, ÷òî ïðèâîäèìàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâ ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçî-
âàííîé â ðàáîòå [17], â êîòîðîé àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí äëÿ îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé.
Îäíàêî, â îòëè÷èå îò [17], â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí àáñòðàêòíûé êëàññ âîçìóù¼ííûõ
îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòà ñõåìà ðàáîòàåò (ñì. ï. 2), è ïîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð Äèðàêà âõîäèò
â ýòîò êëàññ (ñì. ï. 3).

1. Òåîðåìà î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà äëÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî âîçìóù¼ííîãî îïå-
ðàòîðà. Â ýòîì è ñëåäóþùåì ïóíêòàõ ðàáîòû H � àáñòðàêòíîå (êîìïëåêñíîå) ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî è A : D(A) ⊆ H → H � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð. Âîçìóòèì îïåðàòîð A îïå-
ðàòîðîì B èç äâóñòîðîííåãî èäåàëà îïåðàòîðîâ Ãèëüáåðòà�Øìèäòà S2(H). Ñâîéñòâà ýòîãî
èäåàëà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðàôèè [21].

Äëÿ îïåðàòîðîâ A è B ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå è óêàçàòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
òàêîé íåïðåðûâíîé äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f ∈ L2(R), ÷òîáû ñïåêòð σ(A + B) îïåðàòîðà
A + B íàõîäèëñÿ ìåæäó ãðàôèêàìè ôóíêöèé f è −f. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî òàêîé ðåçóëüòàò
äàâíî èçâåñòåí. Íàø âàðèàíò äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [17].

Òåîðåìà 1 [17, òåîðåìà 4.1]. Ïóñòü A : D(A) ⊂ H → H � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð è
B ∈ S2(H). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(R),
÷òî äëÿ âñåõ λ ∈ σ(A+B) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|Imλ| 6 f(Reλ).

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 1 íåâàæíî, èìååò ëè îïåðàòîð A äèñêðåòíûé ñïåêòð èëè íåò.
Ïðèâåä¼ì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè f, âûòåêàþùèé èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

â [17]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En ñïåêòðàëüíûå ïðîåêòîðû îïåðàòîðà A, ïîñòðîåííûå ïî èíòåð-
âàëàì [−n, n], è ïîëîæèì Bn = B − EnBEn, n ∈ N. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ (ãðàôèêà) ôóíêöèè
f íàéä¼ì òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (±(1 + 2‖B‖2), 2‖B‖2), (±(n + 2‖B‖2), 3‖Bn‖2), n ∈ N, è
ñîåäèíèì èõ ëîìàíîé ëèíèåé.

Ïðèìåð. Ïóñòü A � îïåðàòîð èìïóëüñà, (Ax)(t) = tx(t), t ∈ R, D(A) = {x ∈ L2(R) : Ax ∈
∈ L2(R)} è Bx = (x, u)v, ãäå u, v ∈ L2(R) � ôèêñèðîâàííûå ôóíêöèè. Îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðàëüíûì ñ ÿäðîì K(t, s) = v(t)u(s), t, s ∈ R, ñóììèðóåìûì ñ êâàäðàòîì íà R × R, è
‖B‖2 = ‖u‖‖v‖.

Ïóñòü ∆n = [−n, n], n ∈ N. Ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

χn(t) =

{
1, t ∈ ∆n,

0, t /∈ ∆n.
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Òîãäà Enx = χnx, x ∈ L2(R). Î÷åâèäíî, ÷òî

Bnx = (B − EnBEn)x = (x, u)v − (x, un)vn = (x, u)(v − vn) + (x, u− un)vn =

= (x, un)(v − vn) + (x, u− un)v,

ãäå un = χnu, vn = χnv, n ∈ N. Îáîçíà÷àÿ ũn = u− un è ṽn = v − vn, èìååì

‖Bn‖ 6 min{‖ũn‖‖v‖+ ‖un‖‖ṽn‖, ‖ũn‖‖vn‖+ ‖u‖‖ṽn‖} := bn, n ∈ N;

ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (bn) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó `2.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè f äîñòàòî÷íî ñîåäèíèòü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè

(±(1 + 2‖u‖‖v‖), 2‖u‖‖v‖), (±(n+ 2‖u‖‖v‖), 3bn), n ∈ N,

ëîìàíîé ëèíèåé.

2. Òåîðåìà î ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà äëÿ âîçìóùåíèé, ïîä÷èí¼ííûõ îïåðàòîðó A.
Ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ìîæíî ïðèìåíèòü íå òîëüêî ê ñàìîñîïðÿæ¼ííûì îïåðàòîðàì,
âîçìóù¼ííûì îïåðàòîðàìè èç èäåàëà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Íàïðèìåð, ýòî âîçìîæíî, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà â îïåðàòîð ñ âîçìóùåíèåì èç
èäåàëà Ãèëüáåðòà�Øìèäòà. Â ýòîì ïóíêòå áóäóò ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîå ïðå-
îáðàçîâàíèå èìååò ìåñòî.

Ïóñòü EndH � áàíàõîâà àëãåáðà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â H.
×åðåç LA(H) îáîçíà÷èì âåêòîðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïîä-
÷èí¼ííûõ îïåðàòîðó A. Îïåðàòîð B ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó LA(H), åñëè D(A) ⊆ D(B)
è ïðè íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Bx‖ 6 C(‖x‖+ ‖Ax‖), x ∈ D(A).

Íîðìà â LA(H) çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì

‖B‖A = {inf C : ‖Bx‖ 6 C(‖x‖+ ‖Ax‖)}.

Òàê êàê ðåçîëüâåíòíîå ìíîæåñòâî ρ(A) ðàññìàòðèâàåìîãî îïåðàòîðà A íå ïóñòî, òî â
LA(H) ìîæíî ââåñòè ýêâèâàëåíòíûå íîðìû, ïîëîæèâ

‖B‖λ = ‖B(A− λI)−1‖, λ ∈ ρ(A).

Îïðåäåëåíèå. Äâà ëèíåéíûõ îïåðàòîðà A1 : D(A1) ⊂ H → H è A2 : D(A2) ⊂ H → H
íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð U ∈ EndH òàêîé,
÷òî UD(A2) = D(A1) è A1Ux = UA2x, x ∈ D(A2). Îïåðàòîð U íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì
ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A1 â îïåðàòîð A2 èëè ñïëåòàþùèì îïåðàòîðîì.

Äàëåå ÷åðåç L1(R) îáîçíà÷àåì áàíàõîâó àëãåáðó, ñîñòîÿùóþ èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè,
îáðàçîâàííûõ ðàâíûìè ìåæäó ñîáîé ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà êîìïëåêñíîçíà÷íûìè ôóíê-
öèÿìè, îïðåäåë¼ííûìè íà R, èçìåðèìûìè ïî Ëåáåãó è ñóììèðóåìûìè íà R, ñî ñâ¼ðòêîé â
êà÷åñòâå óìíîæåíèÿ

(f ∗ g)(t) =

∫
R

f(t− s)g(s) ds, f, g ∈ L1(R),

è íîðìîé ‖f‖1 =
∫
R |f(t)| dt. ×åðåç L̂1(R) áóäåì îáîçíà÷àòü áàíàõîâó àëãåáðó ïðåîáðàçîâàíèé

Ôóðüå f̂ ôóíêöèé f ∈ L1(R) ñ ïîòî÷å÷íûì óìíîæåíèåì ôóíêöèé â êà÷åñòâå îïåðàöèè è
íîðìîé

‖f̂‖∞ = max
λ∈R
|f̂(λ)|.
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂ ôóíêöèè f îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f̂(λ) =

∫
R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R;

â ÷àñòíîñòè, f̂ : R→ C.
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ è äëÿ ôóíêöèé èç L2(R), ïðè

ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ‖f̂‖2 =
√

2π‖f‖2, ãäå ‖ · ‖2 � íîðìà â L2(R).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ áóäóò íåîáõîäèìû ñëåäóþùèå ôóíêöèè èç ïðîñò-

ðàíñòâà L1(R)
⋂
L2(R). Äëÿ a > 0 ðàññìîòðèì òðàïåöåâèäíóþ ôóíêöèþ τa, çàäàííóþ óñëî-

âèÿìè

τa(ε) =


1, |ε| 6 a,
a−1(2a− |ε|), a < |ε| 6 2a,

0, |ε| > 2a.

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¼ò ïîêàçûâàåò, ÷òî τa ∈ L2(R) è ‖τa‖2 6 2
√

2a/3. Ïðè ýòîì τa =
= ϕ̂a, ãäå

ϕa(t) =
2 sin(3at/2) sin(at/2)

πat2
.

Î äðóãèõ ïðèìåíåíèÿõ ôóíêöèè τa ñì., íàïðèìåð, [22].
Òàêæå ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ωa, çàäàííóþ óñëîâèÿìè

ωa(ε) = (1− τa(ε))/ε =


0, |ε| 6 a,
−a−1 − ε−1, −2a 6 ε < −a,
a−1 − ε−1, a < ε 6 2a,

ε−1, |ε| > 2a.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî

‖ωa‖2 =
√

(4− 4 ln 2)/a 6 (1, 11)/
√
a.

Ïóñòü ψ̂a = ωa. Íàì äàëåå òàêæå íóæíà áóäåò îöåíêà ‖ψa‖∞ 6 1 + 1/π, ïîëó÷åííàÿ â [17].
Òàê êàê îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì, òî îïåðàòîð iA ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì

íåêîòîðîé ñèëüíî íåïðåðûâíîé ãðóïïû îïåðàòîðîâ T (t) = eitA, t ∈ R, T : R → EndH,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîóíà [23, ñ. 89]. Íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì T, ââåä¼ì â ðàññìîòðåíèå òàêæå

ïðåäñòàâëåíèå T̃ : R→ End (LA(H)), çàäàííîå ôîðìóëîé

T̃ (t)X = T (t)XT (−t), X ∈ LA(H), t ∈ R.

Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ L1(R) è îïåðàòîðà X ∈ LA(H) îïðåäåëèì îïåðàòîð

T̃ (f)X ∈ LA(H) ðàâåíñòâîì

(T̃ (f)X)x =

∫
R

f(t)(T̃ (−t)X)x dt, x ∈ D(A). (1)

Â ðàáîòå [17, � 4] ïîêàçàíî, ÷òî èìååò ìåñòî

Ëåììà 1. Äëÿ îïåðàòîðîâ T̃ (ϕa)X è T̃ (ψa)X, X ∈ LA(H), a > 0, âåðíî ðàâåíñòâî

A(T̃ (ψa)X)x− (T̃ (ψa)X)Ax = Xx− (T̃ (ϕa)X)x, x ∈ D(A). (2)
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Çàìå÷àíèå 1. Â ëåììå 1 âìåñòî ôóíêöèé ϕa è ψa ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáûå äðóãèå
ôóíêöèè ϕ,ψ ∈ L1(R)

⋂
L2(R) òàêèå, ÷òî ϕ̂ ≡ 1 â îêðåñòíîñòè íóëÿ è

ψ̂(ε) = (1− ϕ̂(ε))/ε, ε ∈ R \ {0}.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A : D(A) ⊂ H → H � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð è B ∈ LA(H).
Ïóñòü òàêæå âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) T̃ (ψa)B ∈ EndH è ñóùåñòâóåò òàêîå a > 0, ÷òî ‖T̃ (ψa)B‖ < 1;

2) (T̃ (ψa)B)D(A) ⊂ D(A);

3) BT̃ (ψa)B + T̃ (ϕa)B ∈ S2(H);
4) äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò λε ∈ C \ R = ρ(A) òàêîå, ÷òî ‖B(A− λεI)−1‖ < ε.
Òîãäà îïåðàòîð A−B ïîäîáåí îïåðàòîðó A−B0, ãäå

B0 = T̃ (ϕa)B + (I + T̃ (ψa)B)−1(BT̃ (ψa)B − (T̃ (ϕa)B)T̃ (ϕa)B) =

= (I + T̃ (ψa)B)−1(BT̃ (ψa)B + T̃ (ϕa)B). (3)

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå B0 ∈ S2(H) è ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A−B â

A−B0 îñóùåñòâëÿåò îáðàòèìûé îïåðàòîð I + T̃ (ψa)B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ 1) âûòåêàåò îáðàòèìîñòü îïåðàòîðà I + T̃ (ψa)B, ò.å. îãðà-

íè÷åííîñòü îïåðàòîðà (I + T̃ (ψa)B)−1.
Îòìåòèì, ÷òî

D(A−B) = D(A−B0) = D(A).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîäîáèÿ íàì íàäî ñíà÷àëà óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

(I + T̃ (ψa)B)−1D(A) = D(A).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ λ ∈ ρ(A) èìååì

T̃ (ψa)B(A− λI)−1 = (A− λI)−1((A− λI)T̃ (ψa)B(A− λI)−1) =

= (A− λI)−1(B − T̃ (ϕa)B + T̃ (ψa)BA− λT̃ (ψa)B)(A− λI)−1 =

= (A− λI)−1((B − T̃ (ϕa)B)(A− λI)−1 + T̃ (ψa)B)(T̃ (ψa)B)n(A− λI)−1 =

= (A− λI)−1((B − T̃ (ϕa)B)(A− λI)−1 + T̃ (ψa)B)n.

Â ñèëó óñëîâèÿ 4) ìîæíî âûáðàòü òàêîå ÷èñëî λ ∈ ρ(A), ÷òî

‖(B − T̃ (ϕa)B)(A− λI)−1 + T̃ (ψa)B‖ < 1.

Ïîñêîëüêó

(I + T̃ (ψa)B)−1(A− λI)−1 = (A− λI)−1(I + (B − T̃ (ϕa)B)(A− λI)−1 + T̃ (ψa)B)−1,

òî
(I + T̃ (ψa)B)−1D(A) ⊆ D(A).

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 2). Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîðû îïðåäåëåíû êîððåêòíî,
à èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàíû.

Òåïåðü íàì íàäî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî

(A−B)(I + T̃ (ψa)B) = (I + T̃ (ψa)B)(A−B0). (4)
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Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç ÷àñòåé ðàâåíñòâà (4) îòäåëüíî. Ïðè ýòîì ó÷ò¼ì ðàâåíñòâà (2), (3) è
ñîãëàñîâàííîñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ. Òîãäà

(A−B)(I + T̃ (ψa)B) = A−B +AT̃ (ψa)B −BT̃ (ψa)B =

= A−BT̃ (ψa)B + (T̃ (ψa)B)A− T̃ (ϕa)B;

(I + T̃ (ψa)B)(A− T̃ (ϕa)B − (I + T̃ (ψa)B)−1(BT̃ (ψa)B − (T̃ (ψa)B)(T̃ (ϕa)B))) =

= A+ (T̃ (ψa)B)A− T̃ (ϕa)B − (T̃ (ψa)B)(T̃ (ϕa)B)−BT̃ (ψa)B +

+ (T̃ (ψa)B)(T̃ (ϕa)B) = A+ (T̃ (ψa)B)A− T̃ (ϕa)B −BT̃ (ψa)B.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (4) èìååò ìåñòî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Èòàê, â òåîðåìå 2 çàïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ îïåðàòîð A−B ñ B ∈ LA(H)

ïîäîáåí îïåðàòîðó A−B0 ñ B0 ∈ S2(H).
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîìèìî èñïîëüçîâàííîãî âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ ïîäîéä¼ò è

ëþáîå äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ïåðåâîäÿùåå îïåðàòîð A−B, B ∈ LA(H), â îïåðàòîð
A−B0, B0 ∈ S2(H). Ìû èñïîëüçîâàëè ïðèâåä¼ííîå âûøå ïðåîáðàçîâàíèå, òàê êàê îíî ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé õîðîøî èçâåñòíîå è îïðîáîâàííîå ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ
ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ (ñì. [7; 18�20; 24]).

Èç òåîðåì 1 è 2 î÷åâèäíî ñëåäóåò
Òåîðåìà 3. Ïóñòü A : D(A) ⊂ H → H � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, B ∈ LA(H) è

äëÿ îïåðàòîðà B âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�4) òåîðåìû 2. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(R), f : R → R, äëÿ êîòîðîé ïðè âñåõ λ ∈ σ(A − B) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

|Imλ| 6 f(Reλ).

3. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç îïåðàòîðà Äèðàêà. Â ýòîì ïóíêòå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òåîðå-
ìà 3 ïðèìåíèìà äëÿ îïåðàòîðîâ Äèðàêà, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ðàáîòå. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷-
íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû 2, êîòîðûå ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü ïðåîáðàçîâàíèå
ïîäîáèÿ îïåðàòîðà A− V â îïåðàòîð A− V0, ãäå V0 ∈ S2(H).

Îïåðàòîð iA ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì ãðóïïû èçîìåòðèé T : R→ EndH âèäà

T (t)x =

(
S(−t)x1

S(t)x2

)
,

ãäå S(t) � îïåðàòîð ñäâèãà àðãóìåíòà ôóíêöèé èç L2(R) íà ÷èñëî t ∈ R, ò.å. S(t)x = x(·+ t),
x ∈ L2(R), t ∈ R.

Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè f ∈ L1(R)
⋂
L2(R) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

‖T̃ (f)V ‖2 = ‖f‖2‖V ‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ f ∈ L1(R)
⋂
L2(R) âåðíû ðàâåíñòâà

(T̃ (f)V )x =

∫
R

f(t)T (−t)V T (t)x(s) dt =

∫
R

(
f(t)v1(s+ t)x2(s+ 2t)
f(t)v2(s− t)x1(s− 2t)

)
dt =

=
1

2

∫
R

(
0 f((τ − s)/2)v1((τ + s)/2)

f((s− τ)/2)v2((τ + s)/2) dτ

)(
x1(τ)
x2(τ)

)
dτ.

Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü çàìåíû ïåðåìåííûõ s + 2t = τ è s − 2t = τ. Òàêèì îáðàçîì, T̃ (f)V
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ÿäðîì

K(τ, s) =
1

2

(
0 f((τ − s)/2)v1((τ + s)/2)

f((s− τ)/2)v2((τ + s)/2) 0

)
, τ, s ∈ R.
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ßäðî K ñóììèðóåìî ñ êâàäðàòîì, òàê êàê ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ èìååì

‖K‖22 =

∫
R

∫
R

‖K(t, s)‖22 dt ds =

∫
R

∫
R

|f(t)|2(|v1(s+ t)|2 + |v2(s− t)|2) dt ds =

= ‖f‖22(‖v1‖22 + ‖v2‖22) = ‖f‖22‖V ‖22.
Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Îïåðàòîð V îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) T̃ (ϕa)V ∈ S2(H), ‖T̃ (ϕa)V ‖22 6 4a(3π)−1(‖v1‖22 + ‖v2‖22);

2) T̃ (ψa)V ∈ S2(H), ‖T̃ (ψa)V ‖22 6 2(1− ln 2)(aπ)−1(‖v1‖22 + ‖v2‖22);

3) T̃ (ψa)V (W 1
2 (R)) ⊂W 1

2 (R);

4) P (T̃ (ψa))V ∈ S2(H) è ‖V (T̃ (ψa))V ‖22 6 2(π + 1)2π−2‖v1‖22‖v2‖22;
5) äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî λε ∈ C \ R òàêîå, ÷òî ‖P (λεI −A)−1‖ < ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) âûòåêàþò èç ëåììû 2 è îöåíîê íîðì ôóíêöèé ψa

è ϕa ñîîòâåòñòâåííî.
Ïóñòü R = R(z,A) = (zI −A)−1 äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ C \ R. Èç [17, ôîðìóëà (4.5)] ñëåäóåò

ðàâåíñòâî

Rx =

∫
R

fz(t)T (−t)x dt, x ∈ H, (5)

ãäå f̂z(λ) = (λ−z)−1. Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî è îïðåäåëåíèå (1), äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè h ∈ L1

ïîëó÷àåì

(T̃ (h)V )Rx =

∫
R

∫
R

h(t)fz(s)T (−t)V T (t− s)x ds dt =

=

∫
R

∫
R

fz(s)h(t+ s)T (−t− s)V T (t)x dt ds = R(T̃ (ht)V )x,

ãäå ht(s) = h(t+ s). Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå 3) ñïðàâåäëèâî.

Íåïîñðåäñòâåííûì ïîäñ÷¼òîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îïåðàòîð V T̃ (ψa)V èìååò âèä

((V T̃ (ψa)V )x)(s) =

∫
R

(
v1(s)ψa(τ)v2(s− τ) 0

0 v2(s)ψa(τ)v1(s+ τ)

)
x(τ) dτ.

Ïîýòîìó V T̃ (ψa)V ∈ S2(H) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖V T̃ (ψa)V ‖22 =

∫
R

∫
R

|v1(s)ψa(τ)v2(s− τ)|2 + |v2(s)ψa(τ)v1(s− τ)|2 dτ ds 6

6 2‖ψa‖2∞‖v1‖22‖v2‖22 6 2
(π + 1

π

)2
‖v1‖22‖v2‖22.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 5). Èç ðàâåíñòâà (5) (ñì. òàêæå [23, ãë. II, ôîð-
ìóëà (1.14)]) ñëåäóåò, ÷òî

R = R(z,A) = i

∞∫
0

eiztT (t)x dt, x ∈ H, z ∈ ρ(A).

Òîãäà

V Rx = i

∞∫
0

eizt
(
v1(s)x(s+ t)
v2(s)x(s− t)

)
dt.
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Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð V R ïðèíàäëåæèò èäåàëó S2(H), è åãî ÿäðî KV R äîïóñêàåò îöåíêó

‖KV R‖22 6
1

2|z|
(‖v1‖22 + ‖v2‖22), z ∈ C \ R.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 5) îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷¼ò ïîäõîäÿùåãî âûáîðà
÷èñëà z. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû 3 íåìåäëåííî âûòåêàåò
Ëåììà 4. Îïåðàòîð A − V óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåîðåìû 2 äëÿ íåêîòîðîãî

a > 0.
È, íàêîíåö, äëÿ îïåðàòîðà L = A− V èìååò ìåñòî
Òåîðåìà 4. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, f ∈ L2(R), ÷òî äëÿ

âñåõ λ ∈ σ(L) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî |Imλ| 6 f(Reλ).
Çàìå÷àíèå 2. Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå a > 0, ÷òî îïåðàòîð L ïîäîáåí

îïåðàòîðó A−V0, ãäå îïåðàòîð V0 ∈ S2(H) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (3). Ê îïå-
ðàòîðó A− V0 ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ è ïîëó÷èòü ïîäîáèå îïåðàòîðîâ

A− V0 è A− T̃ (ϕa)X, ãäå T̃ (ϕa)X ∈ S2(H), à X � ðåøåíèå íåëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâ-
íåíèÿ ìåòîäà ïîäîáíûõ îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðà A−V0 â îïåðàòîð

A− T̃ (ϕa)X ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð

U = I + T̃ (ψa)X.

Ïðåèìóùåñòâî îïåðàòîðà A − T̃ (ϕa)X ïåðåä îïåðàòîðîì A − V0 çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

îòîáðàæåíèå t 7→ T̃ (t)(T̃ (ϕa)X) ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà.
Çàìå÷àíèå 3. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî [17] è äëÿ îïåðàòîðà ñ èíâîëþöèåé

−id/dt− V, ãäå (V x)(t) = v(t)x(−t), t ∈ R, v ∈ L2(R).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-

ñëåäîâàíèé (ïðîåêò 19-01-00732).
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Íà çàäàííîì ïîëíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ) ñ ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft ðàñ-
ñìîòðèì ìíîãîìåðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dXt = b(Xt) dt+ h(Xt) dWt + σ(Xt) dB
H
t , t ∈ [0, T ], (1)

ãäå b : Rn → Rn, h : Rn → Rn×m, σ : Rn → Rn×k � äåòåðìèíèðîâàííûå ôóíêöèè, à Wt

è BH
t � íåçàâèñèìûå Ft-ñîãëàñîâàííûå áðîóíîâñêèå äâèæåíèÿ: m-ìåðíîå ñòàíäàðòíîå è k-

ìåðíîå äðîáíîå ñ ïîêàçàòåëåì Õ¼ðñòà H ∈ (1/2, 1) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñî ñòàíäàðòíûìè è äðîáíûìè áðîóíîâñêè-

ìè äâèæåíèÿìè âûçûâàþò áîëüøîé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðå-
íèÿ, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé ñòîðîíû. Óðàâíåíèå (1) îáúåäèíÿåò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ
êëàññà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé: ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ Èòî è ñòîõà-
ñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè áðîóíîâñêèìè äâèæåíèÿìè, âûõîäÿùèå
çà ðàìêè òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïî ñåìèìàðòèíãàëàì. Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò
óíèâåðñàëüíûé èíñòðóìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèáêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ôèçè-
÷åñêèõ ÿâëåíèé, ýêîíîìè÷åñêèõ è ôèíàíñîâûõ ïðîöåññîâ áëàãîäàðÿ âîçìîæíîñòè ó÷èòûâàòü
ýôôåêò äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè [1, 2].

Â ðàáîòàõ [3�12] äîêàçàíû òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè, åäèíñòâåííîñòè, íåïðåðûâíîé çàâè-
ñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, îá óñòîé÷èâîñòè è ïðèòÿæåíèè ðåøåíèé, ïîñòðîåíû
ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (1). Âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè îáùèõ è àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) èìåþò îöåíêè ìîìåíòîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé (1). Òåì
íå ìåíåå, âîïðîñ î êîíå÷íîñòè ìîìåíòîâ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå îñòà¼òñÿ
îòêðûòûì.

Â ñòàòüå [13] äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ (1) ñ h = 0 âëå÷¼ò
çà ñîáîé êîíå÷íîñòü ìîìåíòîâ ðåøåíèé. Íàëè÷èå ñëàãàåìîãî h(Xt) dWt â óðàâíåíèè (1) íå
ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ïîòðàåêòîðíûå ìåòîäû ñòàòüè [13] äëÿ îöåíêè ìîìåíòîâ ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (1), ïîñêîëüêó ñóììà ïîêàçàòåëåé Ã¼ëüäåðà òðàåêòîðèé ïðîöåññîâ Xt è Wt ìåíüøå
åäèíèöû. Ýôôåêòèâíûå ïîòðàåêòîðíûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèé ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåðåãóëÿðíûìè âîçìóùåíèÿìè ðàçðàáîòàíû â ðàáîòàõ
Ò. Ëàéîíñà [14], Ì. Ãóáèíåëëè [15], Ì. Õàéðåðà [16] è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ
ìåòîäîâ ïîëó÷èëà íàçâàíèå òåîðèè ãðóáûõ òðàåêòîðèé. Ñëåäóÿ ðàáîòàì [17�19], ìû ðàññìàòðè-
âàåì óðàâíåíèå (1) â êîíòåêñòå òåîðèè ãðóáûõ òðàåêòîðèé: äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñòðîèì ñîîòâåò-
ñòâóþùåå óðàâíåíèå â ãðóáûõ òðàåêòîðèÿõ è äîêàçûâàåì ïîòðàåêòîðíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèé

162



Î ÊÎÍÅ×ÍÎÑÒÈ ÌÎÌÅÍÒÎÂ ÐÅØÅÍÈÉ 163

ïîñòðîåííîãî óðàâíåíèÿ, ïðè ýòîì êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ â ãðóáûõ òðàåê-
òîðèÿõ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (1) èãðàåò ñâîéñòâî ñîãëàñîâàííîñòè ðåøåíèé ñ ôèëüòðàöèåé
Ft, à òàêæå êîíå÷íîñòü ìîìåíòîâ îò ã¼ëüäåðîâñêèõ íîðì ïðîöåññîâ Wt è BH

t .
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà 2, ãàðàíòèðóþùàÿ êîíå÷íîñòü

ìîìåíòîâ âñåõ ïîðÿäêîâ îò ã¼ëüäåðîâñêèõ íîðì ðåøåíèé óðàâíåíèé (1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèå è îãðàíè÷åííûå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) íàçûâàåòñÿ Ft-ñîãëàñîâàííûé ïðîöåññ
Xt òàêîé, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω äëÿ ëþáûõ t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Xt = X0 +

t∫
0

b(Xs)ds+

t∫
0

h(Xs) dWs +

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s ,

ãäå èíòåãðàë ïî Ws � èíòåãðàë Èòî, à èíòåãðàë ïî BH
s � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ðèìàíà�

Ñòèëòüåñà [20]. Ñèëüíîå ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = ξ, ãäå ξ �
F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, íàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñèëüíîãî ðå-
øåíèÿ Yt óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y0 = ξ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå P (Xt = Yt äëÿ
âñåõ t ∈ [0, T ]) = 1.

Ïóñòü d = 1+m+k. Îïðåäåëèì d-ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Bt = (t,Wt, B
H
t ). Îáîçíà÷èì

÷åðåç Hi ïîêàçàòåëè Õ¼ðñòà åãî êîìïîíåíò B
(i)
t , ò.å. H1 = 1, H2 = . . . = Hm+1 = 1/2,

Hm+2 = . . . = Hd = H.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå α ∈ (1/3, 1/2). Ïîëàãàÿ f = col (b, h, σ), ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

dXt = f(Xt) dBt, t ∈ [0, T ]. (2)

Äëÿ ïðîçâîëüíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà Yt, t ∈ [0, T ], ÷åðåç Ys,t áóäåì îáîçíà÷àòü ïðèðà-
ùåíèå ïðîöåññà Y, ò.å. Ys,t = Yt − Ys.

Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ëèíåéíûå àïïðîêñèìàöèè ïðîöåññà Bt ñîîòíîøåíèåì

Bm,t = Btml−1
+ (t− tml−1)Btml−1,t

m
l

; t ∈ [tml−1, t
m
l ); l = 1, 2m; tml = T l/2m.

Ïîñòðîèì ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà B : [0, T ]2 ×Ω→ Rd×d ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè i 6= j
èëè Hi 6= 1/2, òî ïîëàãàåì

B(i,j)
s,t = lim

m→∞

t∫
s

τ∫
s

dB(i)
m,r dB

(j)
m,τ ; (3)

åñëè Hi = 1/2, òî

B(i,i)
s,t =

t∫
s

τ∫
s

dB(i)
r dB(i)

τ , (4)

ãäå èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (3) ïîíèìàþòñÿ êàê ïîòðàåêòîðíûå èíòåãðàëû
Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà, à èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4) � êàê èíòåãðàëû Èòî. Ñóùåñòâî-
âàíèå ïðåäåëà ï.í. â ñîîòíîøåíèè (3) âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [21]. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî îïðåäåë¼ííûé âûøå ïðîöåññ B óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó ×åíà

Bs,t − Bs,u − Bu,t = Bs,u
⊗
Bu,t

äëÿ ëþáîé òðîéêè (s, u, t) ∈ [0, T ]3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ s, t ∈ [0, T ] èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

(1, Bt,B0,t) = (1, Bs,B0,s)� (1, Bs,t,Bs,t), (5)

ãäå ÷åðåç � îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ãðóïïû Ëè T
(2)
1 (Rd) = {(1, b, c) : b ∈ Rd, c ∈ Rd×d}, îïðåäå-

ëÿåìàÿ äëÿ ýëåìåíòîâ (a, b, c), (a′, b′, c′) ∈ T (2)
1 (Rd) ïðàâèëîì:

(a, b, c)� (a′, b′, c′) = (aa′, ab′ + a′b, ac′ + a′c+ b
⊗
b′).
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Òðàåêòîðèè ïðîöåññà Bt = (Bt,B0,t) ï.í. ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C α([0, T ],Rd) α-íåïðå-
ðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ãðóáûõ òðàåêòîðèé [16, ãë. 2].

Ïóñòü V � íåêîòîðîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîöåññ Yt, òðàåêòîðèè
êîòîðîãî ï.í. ïðèíàäëåæàò êëàññó Cα([0, T ],L(Rd, V )) α-íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó îòîáðàæå-
íèé, óïðàâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Bt, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîöåññ Y

′
t (ïðîèçâîäíàÿ Ãóáèíåëëè îò Yt)

òàêîé, ÷òî åãî òðàåêòîðèè ï.í. ïðèíàäëåæàò êëàññó Cα([0, T ],L(Rd,L(Rd, V ))), à îñòàòî÷íûé
÷ëåí RYs,t = Ys,t − Y ′sBs,t óäîâëåòâîðÿåò ï.í. óñëîâèþ

|RY |2α := sup
s,t∈[0,T ]
s 6=t

|RYs,t|
|t− s|2α

<∞.

Äëÿ ïðîöåññà Yt, óïðàâëÿåìîãî ïðîöåññîì Bt, îïðåäåëèì ïîëóíîðìó N (Y ) åãî òðàåêòî-
ðèé ðàâåíñòâîì

N (Y ) = sup
t∈[0,T ]

|Y ′t |+ sup
s,t∈[0,T ]
s 6=t

|Ys,t|+ |Y ′s,t|
|t− s|α

+ |RY |2α,

à ã¼ëüäåðîâñêóþ íîðìó ‖Y ‖α äëÿ íèõ çàäàäèì ñîîòíîøåíèåì

‖Y ‖α = sup
t∈[0,T ]

|Yt|+ sup
s,t∈[0,T ]
s 6=t

|Ys,t|
|t− s|α

.

Ïóñòü ïðîöåññ Yt óïðàâëÿåòñÿ ïðîöåññîì Bt. Ïîòðàåêòîðíûì èíòåãðàëîì Ãóáèíåëëè îò
Y ïî ãðóáîé òðàåêòîðèè B íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì (â ïðåäïîëî-
æåíèè, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, êîíå÷åí è íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, T ]
òî÷êàìè ti) :

T∫
0

Yr dBr := lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(YtiBti,ti+1 + Y ′tiBti,ti+1),

ãäå |P| = max
i

(ti+1 − ti) � äèàìåòð ðàçáèåíèÿ P = {0 = t0 < t1 < . . . tl = T}, à ïðîèç-

âåäåíèå Y ′tiBti,ti+1 îïðåäåëåíî êîððåêòíî â ñèëó èçîìîðôèçìà L(Rd,L(Rd, V )) ∼= L(Rd×d, V ).
Êðîìå òîãî, âñëåäñòâèå ñîîòíîøåíèÿ (5) ýëåìåíò (Bti,ti+1 ,Bti,ti+1) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê ïðèðàùåíèå ïðîöåññà Bt.

Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (2) ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå â ãðóáûõ òðàåêòîðèÿõ

dXt = f(Xt) dBt, t ∈ [0, T ]. (6)

Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6) áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûé ïðîöåññ Xt, çàäàí-
íûé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F , P ), òàêîé, ÷òî ï.í. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1) X ∈
∈ Cα([0, T ],Rn); 2) ïðîöåññû Xt è f(Xt) óïðàâëÿþòñÿ ïðîöåññîì Bt; 3) äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Xt = X0 +

t∫
0

f(Xs) dBs,

ãäå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè � ïîòðàåêòîðíûé èíòåãðàë Ãóáèíåëëè, ïðè ýòîì X ′t = f(Xt),
(f(Xt))

′ = Df(Xt)f(Xt). Ïóñòü ξ : Ω → Rn � F0-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðåøåíèå
Xt óðàâíåíèÿ (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = ξ íàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
ðåøåíèÿ Yt óðàâíåíèÿ (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Y0 = ξ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî P (Xt = Yt
äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]) = 1. Ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (6) áóäåì íàçûâàòü ñèëüíûì, åñëè ïðîöåññ
Xt ÿâëÿåòñÿ Ft-ñîãëàñîâàííûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ckb (Rn,Rn×d) êëàññ ôóíêöèé h : Rn → Rn×d, íåïðåðûâíûõ è îãðàíè÷åí-
íûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà k âêëþ÷èòåëüíî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ C4
b (Rn,Rn×d), p > 1. Òîãäà äëÿ ëþáîé F0-èçìåðèìîé ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (6) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì X0 = ξ. Êðîìå òîãî, åñëè E|ξ|p <∞, òî E(‖X‖pα) <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 8.4 [16] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ω ∈ Ω ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå t 7→ Xt(ω) òàêîå, ÷òî ï.í. âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) îòîáðàæåíèå t 7→ Xt(ω) ïðèíàäëåæèò êëàññó Cα([0, T ],Rn); 2) îòîáðàæåíèÿ t 7→ Xt(ω) è
t 7→ f(Xt(ω)) óïðàâëÿþòñÿ ôóíêöèåé t 7→ Bt(ω), è èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà X ′t(ω) = f(Xt(ω)),

(f(Xt(ω)))′ = Df(Xt(ω))f(Xt(ω)); 3) Xt(ω) = ξ(ω) +
∫ t

0 f(Xs(ω)) dBs(ω).

Îïðåäåëèì ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà B̃s,t ñëåäóþùèì îáðàçîì: B̃(i,j)
s,t = B(i,j)

s,t ïðè i 6= j

èëè Hi 6= 1/2; B̃(i,i)
s,t = B(i,i)

s,t + (t − s)/2 ïðè Hi = 1/2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.4 [16] òðàåêòî-

ðèè ïðîöåññà B̃t = (Bt, B̃0,t) ï.í. ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó C α
g ([0, T ],Rd) α-íåïðåðûâíûõ ïî

Ã¼ëüäåðó ãåîìåòðè÷åñêèõ ãðóáûõ òðàåêòîðèé [16, ãë. 2].
Èñïîëüçóÿ àíàëîã ôîðìóëû êîððåêòèðóþùåãî ÷ëåíà Èòî�Ñòðàòîíîâè÷à [16, ñ. 59], äëÿ ï.â.

ω è âñåõ t ∈ [0, T ] ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

t∫
0

f(Xs(ω)) dBs(ω) =

t∫
0

f(Xs(ω))dB̃s(ω)− 1

2

t∫
0

Dh(Xs(ω))h(Xs(ω)) ds,

èç êîòîðîãî âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ï.â. ω ∈ Ω âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

Xt(ω) = ξ(ω) +

t∫
0

f̃(Xt(ω)) dB̃t(ω), t ∈ [0, T ],

çäåñü f̃ = col (b−2−1Dh·h, h, σ). Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m îïðåäåëèì ñãëàæåííóþ ãðóáóþ
òðàåêòîðèþ Bm,t = (Bm,t,Bm,t), ãäå

Bm,t =

t∫
0

τ∫
0

dBm,r
⊗
dBm,τ ,

à èíòåãðàëû â ïðàâîé ÷àñòè ïîíèìàþòñÿ êàê ïîòðàåêòîðíûå èíòåãðàëû Ðèìàíà�Ñòèëòüåñà.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m óðàâíåíèå

dXt = f̃(Xt) dBm,t, t ∈ [0, T ],

èìååò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå Xm,t ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Xm,0 = ξ. Ñîãëàñíî [21]

è [16, ñ. 142] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Bm,t ñõîäèòñÿ ï.í. ê ãåîìåòðè÷åñêîé ãðóáîé òðàåêòîðèè B̃t

â ìåòðèêå p-âàðèàöèè ïðè ëþáîì p > 1/H. Îòñþäà è èç òåîðåìû Ëàéîíñà [14, 21] âûòåêàåò,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Xm,t ñõîäèòñÿ ï.í. â ìåòðèêå p-âàðèàöèè ê íåêîòîðîìó ñëó÷àéíîìó

ïðîöåññó X̃t. Òàê êàê f̃ ∈ C3
b (Rn,Rn×d), òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 8.4 [16] ê óðàâíåíèþ dXt =

= f̃(Xt) dB̃t, çàêëþ÷àåì, ÷òî P (Xt = X̃t äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]) = 1.
Äîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (6) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = ξ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì

ðåøåíèåì. Èç îïðåäåëåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé Bm,t âûòåêàåò, ÷òî ïðè êàæäîì

íàòóðàëüíîì m ïðîöåññ Xm,t ÿâëÿåòñÿ F̃t-ñîãëàñîâàííûì, ãäå F̃t = Ft+1/2m . Â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ñïðàâà ñåìåéñòâà σ-àëãåáð Ft çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ] ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà Xt ÿâëÿåòñÿ Ft-èçìåðèìîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E|ξ|p < ∞. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω̃ ìíîæåñòâî âñåõ ω ∈ Ω, ïðè êîòîðûõ
äëÿ ïðîöåññà Xt âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3) îïðåäåëåíèÿ 2. Çàôèêñèðóåì êàêîå-íèáóäü ω ∈
∈ Ω̃. Âûáåðåì íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå τ ∈ (0, 1), M > 0 (âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùèå îò ω;
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çíà÷åíèÿ ýòèõ ïîñòîÿííûõ óòî÷íèì íèæå). Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê [a, a + τ ] ⊂ [0, T ].
Íà ìíîæåñòâå C α([a, a + τ ],Rn) α-íåïðåðûâíûõ ïî Ã¼ëüäåðó ãðóáûõ òðàåêòîðèé Z ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì Za = Xa(ω) è óïðàâëÿåìûõ ôóíêöèåé t 7→ Bt(ω) ðàññìîòðèì øàð Da

M
ðàäèóñà M, ò.å.

Da
M = {Z ∈ C α([a, a+ τ ],Rn)|Za = Xa(ω),N (Z) 6M}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëóíîðìà N (·) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà øàðå Da
M , ïðåâðàùàÿ ýòîò øàð â

ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî [16, ãë. 8; 22]. Îòîáðàæåíèå

J : C α([a, a+ τ ],Rn)→ C α([a, a+ τ ],Rn)

îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(J (Z))t = Za +

t∫
a

f(Zs) dBs(ω), t ∈ [a, a+ τ ].

Ïóñòü Z, Z̃, Z̄ ∈ Da
M , òîãäà èç ïðåäëîæåíèé 3.9, 3.10 [22] è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.4 [16]

âûòåêàþò ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

N (J (Z)) 6 cB(ω)cf (1 + τγ−αN 2(Z)), (7)

N (J (Z̃)− J (Z̄)) 6 c2
B(ω)c2

fτ
γ−αN (Z̃ − Z̄), (8)

ãäå

cB(ω) = c

(
sup

s,t∈[0,T ]
s 6=t

(
|Bs,t(ω)|
|t− s|γ

+
|Bs,t(ω)|
|t− s|2γ

))
∨ 1,

γ ∈ (α, 1/2), c è cf > 1 � óíèâåðñàëüíûå äåòåðìèíèðîâàííûå ïîñòîÿííûå.

Ïîëîæèì τ = (8c2
B(ω)c2

f )1/(α−γ). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè τ ñóùå-

ñòâóåò òàêîå M = (4− 2
√

2)cB(ω)cf , ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

cB(ω)cf (1 + τγ−αM2) 6M. (9)

Òàêèì îáðàçîì, èç ñîîòíîøåíèé (7)�(9) âûòåêàåò, ÷òî J (Da
M ) ⊆ Da

M è îòîáðàæåíèå J
ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â øàðå Da

M . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ J â øàðå Da

M , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ òðàåêòîðèåé X|[a,a+τ ](ω). Òàêèì
îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

N (X|[a,a+τ ](ω)) 6 (4− 2
√

2)cB(ω)cf . (10)

Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è îöåíêó (10) ïðè a = 0, τ, 2τ, . . . , ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

N (X|[0,T ](ω)) 6 (4− 2
√

2)cB(ω)cf (Tτ−1 + 1) = C(cB(ω))1+2/(γ−α), (11)

ãäå C � óíèâåðñàëüíàÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ ëèøü îò f, T.
Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà cB èìååò êîíå÷íûå ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà p > 1 [16,

ãë. 10], òî èç íåðàâåíñòâà (11) è êîíå÷íîñòè âåëè÷èíû E(|X0|p) âûòåêàåò, ÷òî E(‖X‖pα) <∞.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè b, h, σ íåïðåðûâíû è îãðàíè÷åíû âìåñòå ñî ñâîèìè ïðî-
èçâîäíûìè äî ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Òîãäà äëÿ ëþáîé F0-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ òàêîé, ÷òî E|ξ|p < ∞, p > 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå Xt

óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = ξ, è äëÿ ëþáîãî α ∈ (1/3, 1/2) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî E(‖X‖pα) <∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ïðîèçîëüíûå p > 1, α ∈ (max{1/3, 1 − H}, 1/2) è F0-
èçìåðèìóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ òàêóþ, ÷òî E|ξ|p < ∞. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå Xt óðàâíåíèÿ (6) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f = col (b, h, σ) è íà÷àëüíûì
óñëîâèåì X0 = ξ.

Òàê êàê ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññîâ Wt è BH
t íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòå-

ëÿìè 1/2− ε è H − ε ñîîòâåòñòâåííî, ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Xt = ξ +

t∫
0

f(Xs) dBs = ξ + lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(f(Xti)Bti,ti+1 +Df(Xti)f(Xti)Bti,ti+1) =

= ξ + lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

(b(Xti)(ti+1 − ti) + h(Xti)Wti,ti+1 + σ(Xti)B
H
ti,ti+1

+Dh(Xti)h(Xti)Wti,ti+1),

ãäå W0,t =
∫ t

0

∫ τ
0 dWr

⊗
dWτ � ïðîöåññ âòîðîãî ïîðÿäêà Èòî, à P � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå

ðàçáèåíèå îòðåçêà [0, t] òî÷êàìè ti.
Ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå òðàåêòîðèè ïðîöåññà Xt íåïðåðûâíû ïî Ã¼ëüäåðó ñ ïîêàçàòåëåì α >

> 1−H, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

b(Xti)(ti+1 − ti) =

t∫
0

b(Xs)ds, t ∈ [0, T ], (12)

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

σ(Xti)B
H
ti,ti+1

=

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s , t ∈ [0, T ]. (13)

Òàê êàê ïðîöåññ Xt ÿâëÿåòñÿ Ft-ñîãëàñîâàííûì, òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü â L2(Ω,F , P ) :

lim
|P|→0

∑
ti,ti+1∈P

h(Xti)Wti,ti+1 =

t∫
0

h(Xs) dWs, t ∈ [0, T ]. (14)

Îïðåäåëèì äèñêðåòíûé ìàðòèíãàë Sk ðåêóððåíòíûì îáðàçîì:

S0 = 0, Sk+1 = Sk +Dh(Xtk)h(Xtk)Wtk,tk+1
.

Òîãäà èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè Dh(X) · h(X) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

E
∣∣∣∣ ∑
ti,ti+1∈P

Dh(Xti)h(Xti)Wti,ti+1

∣∣∣∣2 =
∑

ti,ti+1∈P
E|Si+1 − Si|2 6 C

∑
ti,ti+1∈P

E|Wti,ti+1 |2 = O(|P|).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâ (12)�(14) ñëåäóåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

Xt = ξ +

t∫
0

b(Xs)ds+

t∫
0

h(Xs) dWs +

t∫
0

σ(Xs) dB
H
s .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ Xt ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
X0 = ξ. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 âåëè÷èíà E(‖X‖pα) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé. Åäèíñòâåííîñòü ñèëüíîãî
ðåøåíèÿ âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [4]. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ñèñòåìû ñ íåëèíåéíîñòÿìè òèïà ðåëå ÿâëÿþòñÿ ñóùå-
ñòâåííî íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ ðàçðûâíûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè (îòíîñèòåëüíî òåðìèíà �ñó-
ùåñòâåííàÿ íåëèíåéíîñòü� ñì. [1, ñ. 45]). Èññëåäîâàíèÿ òàêèõ ñèñòåì, â ÷àñòíîñòè ñèñòåì ñ
ãèñòåðåçèñîì, ïðåäñòàâëÿþò íå òîëüêî òåîðåòè÷åñêèé, íî è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ è ïðîâîäÿò-
ñÿ, íà÷èíàÿ ñ ñåðåäèíû ïðîøëîãî âåêà. Èç ïîñëåäíèõ ðàáîò â äàííîì íàïðàâëåíèè îòìåòèì
ðàáîòû [2�11].

Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå âíåøíèå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå â ñóùå-
ñòâåííî íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âëèÿþò íà íàëè÷èå ó âîçìóù¼ííûõ ñèñòåì ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé è èõ ïåðèîä. Èçâåñòíî [12], ÷òî â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîãî âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ â íåëè-
íåéíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òðè òèïà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé: âî-ïåðâûõ, îñíîâíûå
ðåøåíèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó âîçìóùåíèÿ (ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ îñíîâíîé ÷à-
ñòîòîé, ñîâïàäàþùåé ñ ÷àñòîòîé âíåøíåé ñèëû); âî-âòîðûõ, ñîïóòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ ñ
ïåðèîäàìè, êðàòíûìè ïåðèîäó âîçìóùåíèÿ (ñóáãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, â öåëîå
÷èñëî ðàç ìåíüøåé îñíîâíîé ÷àñòîòû); è, â-òðåòüèõ, ðåøåíèÿ, ïåðèîä êîòîðûõ â öåëîå ÷èñëî
ðàç ìåíüøå ïåðèîäà âîçìóùåíèÿ (ñóïåðãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé, êðàòíîé îñíîâ-
íîé ÷àñòîòå).

Ïåðâûå äâà òèïà ðåøåíèé (ãàðìîíè÷åñêèå è ñóáãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ) èññëåäîâàëèñü
â ðàáîòàõ [2, 3, 6�11]. Â íèõ â êà÷åñòâå âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàëèñü ôóíêöèÿ ñè-
íóñà è óêîðî÷åííûé ðÿä Ôóðüå (ñóììà êîíñòàíòû è äâóõ ôóíêöèé ñèíóñà, ïåðèîäû êîòîðûõ
ðàçëè÷íû, íî ñîèçìåðèìû). Â [2, 3] äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â ñëó÷àå,
êîãäà ñðåäè íåíóëåâûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñèñòåìû ïî êðàéíåé ìåðå
îäíî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Â [6] ðàññìîòðåíà ñèñòåìà ñ ãóðâèöåâîé ìàòðèöåé. Â ðàáî-
òå [7] èññëåäîâàí ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñèñòåìû, à â [8, 9] � ñëó÷àé
âåùåñòâåííûõ íåíóëåâûõ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ñëó÷àé íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà
ìàòðèöû ñèñòåìû èçó÷åí â ðàáîòå [10]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ èññëåäîâàëîñü äâóõïîçèöèîííîå
ðåëå. Òð¼õïîçèöèîííîå ðåëå, êîòîðîå òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå, ðàññìàòðèâàëîñü
â [11].

Â äàííîé ðàáîòå â ñëó÷àå äâóõïîçèöèîííîãî ðåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
ó âîçìóù¼ííîé ñèñòåìû îäíîãî ñïåöèàëüíîãî òèïà ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé.
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Èññëåäóåòñÿ n-ìåðíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẏ = AY +BF (σ) +Kf(t), σ = (C, Y ). (1)

Çäåñü n× n-ìàòðèöà A è âåêòîðû B = (b1, . . . , bn)ò, K = (k1, . . . , kn)ò ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè (çäåñü è íèæå ñèìâîëîì ò îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðî-
âàíèÿ), Y � âåêòîð ñîñòîÿíèé ñèñòåìû. Âåêòîð C = (c1, . . . , cn)ò îïðåäåëÿåò îáðàòíóþ ñâÿçü â
ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì è ïîñòîÿííûì. Ôóíêöèÿ F (σ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèäåàëü-
íîå äâóõïîçèöèîííîå ðåëå ñ äâóìÿ ïîðîãîâûìè ÷èñëàìè `1, `2 (`1 6= `2), äâóìÿ âûõîäíûìè
÷èñëàìè m1, m2 (m1 6= m2), ãäå `1, `2, m1, m2 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Äëÿ îïðåäåë¼ííî-
ñòè ñ÷èòàåì, ÷òî `1 < `2 è m1 < m2. Ôóíêöèÿ F (σ(t)) îïðåäåëåíà ïðè íåïðåðûâíîì âõîäå
σ(t) äëÿ t > 0 â êëàññå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è çàäà¼òñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ [13] ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: èç íåðàâåíñòâà σ(t) 6 `1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî F (σ) = m1, èç íåðàâåíñòâà
σ(t) > `2 ñëåäóåò ðàâåíñòâî F (σ) = m2, à èç íåðàâåíñòâ `1 < σ(t) < `2 (t1 < t 6 t2) �
ðàâåíñòâî F (σ(t1)) = F (σ(t2)). Äðóãèìè ñëîâàìè, F (σ(t)) ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå
íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [t1, t2], åñëè ëèáî F (σ(t1)) = m1 è σ(t) < `2 ïðè t ∈ [t1, t2], ëè-
áî F (σ(t1)) = m2 è σ(t) > `1 ïðè t ∈ [t1, t2]. Ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íà ïëîñêîñòè (σ, F (σ(t)))
îáåãàåòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè. Âîçìóùàþùàÿ ôóíêöèÿ f(t) ïðèíàäëåæèò êëàññó
íåïðåðûâíûõ T -ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è èìååò âèä

f(t) = f0 + f1 sin(ωt+ ϕ1) + f2 sin(2ωt+ ϕ2), (2)

ãäå f0, f1, f2, ϕ1, ϕ2 � âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå, ïðè÷¼ì f0, f1 è f2 íåíóëåâûå. Ïåðèîä
âîçìóùàþùåé ôóíêöèè ðàâåí T = 2π/ω (ω > 0).

Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) è ñïåöèàëüíûé ïîä-
õîä ê âûáîðó å¼ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ðåøåíèÿ Y (t), t > 0, ñ
äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíûå ðåøåíèÿ),
è ïðè ýòîì âîçâðàùåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ â êàæäóþ èç òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðî-
èñõîäèò çà âðåìÿ T/k, ãäå k = fix ∈ N. Ïîä òî÷êîé ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîíèìàåòñÿ òàêîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì àðãóìåíò σ(t) = (C, Y (t)) ðåëåéíîé ôóíêöèè F (σ(t)) äîñòèãàåò îäíîãî
èç ïîðîãîâûõ ÷èñåë, à çíà÷èò, ðåëåéíàÿ ôóíêöèÿ ïðè ýòîì ìåíÿåò çíà÷åíèå âûõîäíîãî ÷èñ-
ëà. Òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòÿì âèäà σ = `κ (κ = 1, 2), êîòîðûå
äàëåå â ðàáîòå íàçûâàåì ãèïåðïëîñêîñòÿìè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Â òî÷êàõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèñõî-
äèò �ñøèâàíèå� ïî íåïðåðûâíîñòè òðàåêòîðèé èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ Y (t) â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå â ñèëó ñèñòåì

Ẏ = AY +Bmµ +Kf(t), µ = 1, 2. (3)

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) èñïîëüçóåì ôîðìó Êîøè

Y (t) = eA(t−t0)Y (t0) +

t∫
t0

e−A(τ−t)(Bmµ +Kf(τ)) dτ, µ = 1, 2, (4)

ãäå t0 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Äàëåå ÷åðåç Lκ (κ = 1, 2) îáîçíà÷àåì ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Äàäèì
Îïðåäåëåíèå 1. Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t′ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò

ãèïåðïëîñêîñòè Lκ (κ = 1, 2), òî íàèìåíüøèé ìîìåíò âðåìåíè t′′ > t′, â êîòîðûé èçîáðàæà-
þùàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè L3−κ, íàçîâ¼ì ìîìåíòîì ïåðâîé âñòðå÷è èçîáðà-
æàþùåé òî÷êè ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ L3−κ.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíîå â ðàáîòå
Îïðåäåëåíèå 2. Ðåøåíèå Y (·) íàçîâ¼ì äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíûì ñ âðåìåíåì âîçâðà-

òà ∆ íà ãèïåðïëîñêîñòè, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êè Y κ ∈ Lκ (κ = 1, 2) òàêèå, ÷òî â ìîìåíòû
ïåðâîé âñòðå÷è èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ c ãèïåðïëîñêîñòüþ Lκ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
ïîïàäàåò â òî÷êó Y κ, à ñàìè ìîìåíòû ïåðâîé âñòðå÷è ñ êàæäîé èç ãèïåðïëîñêîñòåé ïåðèî-
äè÷íû ñ ïåðèîäîì ∆.
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Â äàëüíåéøåì òàêîå ðåøåíèå áóäåì äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàòü äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíûì
ñ âðåìåíåì âîçâðàòà ∆.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñèñòåìà (1) èìååò äâóõ-
òî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 èñêîìîå
ðåøåíèå Y (·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ T/k-ïåðèîäè÷åñêîé âîçâðàùàåìîñòè â òî÷êè ïåðåêëþ-
÷åíèÿ Y 1 è Y 2 (ãäå (C, Y κ) = `κ, κ = 1, 2), ò.å. Y κ = Y (t0 + mT/k), κ = 1, 2, m ∈
∈ Z+ ≡ N

⋃
{0}. Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1) äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå

ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì.
Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ðåøåíèå Y (·) ñ âðåìåíåì

T/k âîçâðàòà íà ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, à åãî ïîâåäåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì. Èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ Y (·) ñèñòåìû (1) íà÷èíàåò ñâî¼ äâèæåíèå â òî÷êå
Y 1 íà ãèïåðïëîñêîñòè L1 â ìîìåíò âðåìåíè t0 = 0, äâèæåòñÿ â ñèëó ñèñòåìû (3) ïðè mµ = m1

è â ìîìåíò t = t1 (t1 < T/k) ïåðâîé âñòðå÷è ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ L2 ïîïàäàåò â òî÷êó Y 2.
Çàòåì îíà ïðîäîëæàåò ñâî¼ äâèæåíèå â ñèëó ñèñòåìû (3) ïðè mµ = m2 è â ìîìåíò å¼ ïåðâîé
âñòðå÷è (êîòîðûé ðàâåí T/k) ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ L1 âîçâðàùàåòñÿ â òî÷êó Y 1, è ò.ä.: èçîáðà-
æàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ äâèæåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè Y 1 è Y 2, ïîïàäàÿ ïîïåðåìåííî â êàæäóþ
èç íèõ ÷åðåç âðåìÿ T/k. Ïðè ýòîì îáå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðâîé âñòðå÷è èçîáðàæàþ-
ùåé òî÷êè ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè, è îò òî÷êè Y 1 ê òî÷êå Y 2 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ â
ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè mµ = m1, à îò òî÷êè Y 2 ê òî÷êå Y 1 � â ñèëó ñèñòåìû (1) ïðè mµ =
= m2. Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ïðåäïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) óñëîâèå T/k-ïåðèîäè÷åñêîé âîçâðàùàåìîñòè íà ãèïåðïëîñêîñòè
ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðèíèìàåò âèä Y (mT/k) = Y 1 è Y (t1 + mT/k) = Y 2, m ∈ Z+, ïðè ýòîì íà
ïîëóèíòåðâàëàõ [mT/k, t1 +mT/k) âåêòîð-ôóíêöèÿ Y (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (3) ïðè mµ = m1, à íà ïîëóèíòåðâàëàõ [t1 + mT/k, t1 + (m + 1)T/k) � ñècòåìû (3) ïðè
mµ = m2. Êðîìå òîãî, êàê îòìå÷àëîñü, (C, Y 1) = `1 è (C, Y 2) = `2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè
óñëîâèÿìè ñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.

Ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (1) èçó÷àåì íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ýòîé âñïîìîãàòåëü-
íîé ñèñòåìû � ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïàðàìåòðû èñõîäíîé
ñèñòåìû è ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ. Ïîä ïàðàìåòðàìè ðåøåíèÿ ïîíèìàåì ìîìåíòû âðåìåíè è
òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîé ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ ðåëå (òåîðåìà 1). Äîêàçàíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ çà ïåðèîä (òåîðåìà 2). Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû òðàíñöåí-
äåíòíûõ óðàâíåíèé (òåîðåìà 3) è ïðè k > 1 óñòàíîâëåíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè âûïîë-
íåíèè êîòîðîãî èñõîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî ñ âðåìåíåì âîçâðàòà
T/k ðåøåíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà êîòîðîãî äâèæåòñÿ â ïðåäïèñàííîé åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ñëåäñòâèå ê òåîðåìå 3).

1. Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíî äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k ðåøåíèå, èçîáðàæàþùàÿ
òî÷êà êîòîðîãî äâèæåòñÿ, ïîïàäàÿ íà ãèïåðïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé â ïîñòàíîâêå
çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4), ñòðîèì ñèñòåìó òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1 è Y 2, ìîìåíòà âðåìåíè ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ t1
è âðåìåíè âîçâðàòà T/k. Èìååì

`1 = (C, Y 1), `2 = (C, Y 2), (5)

ãäå

Y 2 = eAt1Y 1 +

t1∫
0

eA(t1−τ)(Bm1 +Kf(τ)) dτ,

Y 1 = eA(T/k−t1)Y 2 +

T/k∫
t1

eA(T/k−τ)(Bm2 +Kf(τ)) dτ.
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Â îáùåì âèäå ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ,
ïîýòîìó äëÿ âîçìîæíîñòè å¼ èçó÷åíèÿ ïðèìåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû â êàíîíè÷å-
ñêèé âèä: 1) det(B AB A2B . . . An−1B) 6= 0; 2) ìàòðèöà A èìååò ïðîñòûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
λi (i = 1, n). Êðîìå òîãî, äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè è âåùåñòâåííûìè. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïîñëå íåîñîáîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Y = SX ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé êàíîíè÷åñêèé âèä ñèñòåìû (1):

Ẋ = A0X +B0F (σ) +K0f(t), σ = (Γ, X), (6)

ãäå

A0 =

λ1 . . . 0
. . . . . . . . . . .

0 . . . λn

, B0 = S−1B =

1
...
1

, K0 = S−1K =

k
0
1
...
k0
n

, Γ =

γ1
...
γn

.
Êîìïîíåíòû γi (i = 1, n) âåêòîðà Γ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

γi =
−1

D′(λi)

n∑
h=1

chNh(λi), (7)

ãäå

D′(λi) =
dD(p)

dp

∣∣∣∣
p=λi

, D(p) = |A− pE|, Nh(p) =

n∑
i=1

biDih(p).

Çäåñü λi � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ D(p) = 0, E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, Dih(p) �
àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà aih â îïðåäåëèòåëå D(p), ñòîÿùåãî íà ïåðåñå÷åíèè i-é
ñòðîêè è h-ãî ñòîëáöà, bi � êîìïîíåíòû âåêòîðà B, ch � êîìïîíåíòû âåêòîðà C, p � íåêîòî-
ðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ìàòðèöà S èìååò âèä

S = −


N1(λ1)

D′(λ1)
. . .

N1(λn)

D′(λn)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Nn(λ1)

D′(λ1)
. . .

Nn(λn)

D′(λn)

. (8)

Äàëåå ïîëàãàåì γs 6= 0 è γj = 0, ãäå j 6= s.
Ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè âûáðàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðå-

îáðàçîâàííûé âåêòîð îáðàòíîé ñâÿçè Γ ñèñòåìà (5) ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäñèñòåìó îòíîñèòåëüíî
ìîìåíòîâ âðåìåíè ïåðåêëþ÷åíèÿ è ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ. Èòàê, ñèñ-
òåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî t1 è T/k ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

`2 =

(
`1 +

γsm1

λs

)
eλst1 − γsm1

λs
+ γsk

0
s

t1∫
0

eλs(t1−τ)f(τ) dτ,

`1 =

(
`2 +

γsm2

λs

)
eλs(T/k−t1) − γsm2

λs
+ γsk

0
s

T/k∫
t1

eλs(T/k−τ)f(τ) dτ. (9)

Òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ X1 = (x1
1, . . . , x

1
n)ò, X2 = (x2

1, . . . , x
2
n)ò ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû (6)

ïðèíàäëåæàò ãèïåðïëîñêîñòÿì ïåðåêëþ÷åíèÿ σ = `µ (µ = 1, 2) è îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñëåäóþ-
ùèì ôîðìóëàì:

x1
s = `1/γs, x2

s = `2/γs, (10)
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x1
j =

eλjT/k

1− eλjT/k

(
m1

t1∫
0

e−λjτ dτ +m2

T/k∫
t1

e−λjτ dτ + k0
j

T/k∫
0

e−λjτf(τ) dτ

)
,

x2
j =

eλjt1

1− eλjT/k

( T/k∫
t1

e−λj(T/k−τ)(m2 + k0
j f(τ)) dτ +

t1∫
0

e−λjτ (m1 + k0
j f(τ)) dτ

)
,

j = 1, n, j 6= s. (11)

Ðàâåíñòâà (11) ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

x2
j =

(
x1
j +

m1

λj

)
eλjt1 − m1

λj
+ k0

j e
λjt1

t1∫
0

e−λjτf(τ) dτ,

x1
j =

(
x2
j +

m2

λj

)
eλj(T/k−t1) − m2

λj
+ k0

j e
λjT/k

T/k∫
t1

e−λjτf(τ) dτ

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1
j = xj(T/k) è x2

j = xj(t1), j = 1, n, j 6= s, ïîñêîëüêó îïðåäåëè-
òåëü ýòîé ñèñòåìû ∣∣∣∣∣eλjt1 −1

1 −eλj(T/k−t1)

∣∣∣∣∣ = −eλjT/k + 1

îòëè÷åí îò íóëÿ.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ïîëîæèì

δ1 = arctg
ω

λs
, δ2 = arctg

2ω

λs
, H = γsk

0
s

(
f1 sin(ϕ1 + δ1)√

λ2
s + ω2

+
f2 sin(ϕ2 + δ2)√

λ2
s + 4ω2

)
.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè òàêæå îáîçíà÷èì

Hs(t) = γsk
0
s

(
f1 sin(t+ ϕ1 + δ1)√

λ2
s + ω2

+
f2 sin(2t+ ϕ2 + δ2)√

λ2
s + 4ω2

)
, t ∈ R,

â ÷àñòíîñòè, Hs(0) = H, è

L = −
(
λs
γs
`1 + k0

sf0

)
+
λs(Hs(ωT/k)−HeλsT/k)

γs(eλsT/k − 1)
.

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (9) ñîäåðæèò
Òåîðåìà 1. Ïóñòü γs 6= 0, λs > 0 è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ïðè íåêîòîðîì k ∈ N èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

m2 −m1e
λsT/k + (eλsT/k − 1)L > 0, (12)

m1 < L < m2 (13)

è ðàâåíñòâî

t1 =
T

k
+

1

λs
ln

m2 −m1

(eλsT/k − 1)L+m2 −m1eλsT/k
; (14)

2) îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (14) âåëè÷èíà t1 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-
ìû (9).

Òîãäà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9) èìååò ðåøåíèå (t1, T/k), ãäå t1∈(0, T/k).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) ïðè óñëîâèè λs > 0 ïðèíèìàåò âèä

`2 = (`1 + λ−1
s γs(m1 + k0

sf0) +H)eλst1 − λ−1
s γs(m1 + k0

sf0)−Hs(ωt1),

`1 = (`2 + λ−1
s γs(m2 + k0

sf0) +Hs(ωt1))eλs(T/k−t1) − λ−1
s γs(m2 + k0

sf0)−Hs(ωT/k). (15)

Ñëîæèâ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(m2 −m1)eλs(T/k−t1) = (eλsT/k − 1)L+m2 −m1e
λsT/k, (16)

èç êîòîðîãî îäíîçíà÷íî íàõîäèì âåëè÷èíó t1, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (14). Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ïðè çàäàííîì k ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ñèñòåìû (9), òî îíî åäèíñòâåííî. Â (14) ñòîÿùåå ïîä
ëîãàðèôìîì âûðàæåíèå äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå m2 > m1,
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (12). Âåëè÷èíà t1 äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ïðîìåæóòêó (0, T/k). Ñîãëàñ-
íî óñëîâèþ òåîðåìû 1 èìååì λs > 0. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ

m2 −m1 < (eλsT/k − 1)L+m2 −m1e
λsT/k,

m2 −m1 > (eλsT/k − 1)e−λsT/kL+m2e
−λsT/k −m1,

îòêóäà ïîëó÷àåì äâîéíîå íåðàâåíñòâî (13).
Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå: åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ 1) è 2) òåîðåìû 1, òî ñèñòåìà (9)

èìååò ðåøåíèå (t1, T/k), ãäå t1 ∈ (0, T/k). Äåéñòâèòåëüíî, t1 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (16)
è ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (9), à çíà÷èò, è ðàâíîñèëüíîé ñèñòåìå (15). Èç íåðàâåíñòâ (12),
(13) óñëîâèÿ 1) òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî òî÷êà t1 ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó (0, T/k). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Äîêàæåì òåîðåìó, äàþùóþ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëü-
íûõ ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T ðåøåíèé ñèñòåìû (1) (â ÷àñòíîñòè, òàêèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1),
êàê îòìå÷åíî âûøå, ÿâëÿþòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèìè).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) âíåøíåå âîçìóùåíèå f(t) ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé âèäà (2);
2) ñèñòåìà (1) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà ïî îòíîøåíèþ êî âõîäó F (σ), è ìàòðèöà A èìååò

ïðîñòûå íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
ïîëîæèòåëüíîå, ïóñòü λs > 0;

3) ñèñòåìà (1) ïðèâåäåíà íåîñîáûì ïðåîáðàçîâàíèåì Y = SX ñ ìàòðèöåé S âèäà (8) ê
êàíîíè÷åñêîìó âèäó (6), â êîòîðîì

n∑
h=1

chNh(λs) 6= 0,

n∑
h=1

chNh(λj) = 0, j = 1, . . . , s− 1, s+ 1, . . . , n, (17)

ãäå ch � êîìïîíåíòû âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè C, Nh � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A, â êîòî-
ðîé h-é ñòîëáåö çàìåí¼í âåêòîðîì B, s � íåêîòîðûé èíäåêñ, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå îò
åäèíèöû äî n;

4) ñèñòåìà óðàâíåíèé (9), ïàðàìåòðû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1, èìå-
åò ðåøåíèå (t1, T/k) ïðè k = 1 (ò.å. t1 è T � ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû âðåìåíè ïåðåêëþ-
÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî).

Òîãäà ñóùåñòâóåò T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ äâóìÿ òî÷êàìè Y 1, Y 2 ïåðå-
êëþ÷åíèÿ çà ïåðèîä íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ (C, Y κ) = `κ (κ = 1, 2), ãäå Y 1 = SX1, Y 2 = SX2,
à êîîðäèíàòû òî÷åê X1, X2 âûðàæàþòñÿ ïî ôîðìóëàì (10) è (11) ïðè k = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîå ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k
ðåøåíèå ñèñòåìû (1) â êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè ðåøåíèÿ Y (t) (ñîãëàñíî ìåòîäó ïðèïàñîâûâàíèÿ) òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ
òî÷êàìè �ñøèâàíèÿ� òðàåêòîðèé, ïîñòðîåííûõ â ñèëó ñèñòåì (3). Ïîñêîëüêó t1 � ìîìåíò âðå-
ìåíè ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ ñèñòåìû, òî èìååò ìåñòî óñëîâèå
0 < t1 < T/k. Èñõîäÿ èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî
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ðåøåíèÿ ñ çàäàííûìè ïàðàìåòðàìè è ñ ó÷¼òîì çàäàííîãî â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïîâåäåíèÿ èçîá-
ðàæàþùåé òî÷êè èñêîìîãî ðåøåíèÿ, ñòðîèì ñèñòåìó (5) îòíîñèòåëüíî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ
Y 1 è Y 2, ìîìåíòà âðåìåíè ïåðâîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ t1 è âðåìåíè âîçâðàòà T/k. Äëÿ óïðîùå-
íèÿ ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóåì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé
ñèñòåìû â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 2) òåîðåìû 2. Ñèñòåìà (1) ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìà ïî îòíî-
øåíèþ êî âõîäó F (σ), åñëè

det(B AB A2B . . . An−1B) 6= 0.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî n − 1 êîðíåé óðàâíåíèÿ D(p) = 0 ñîâïàäàþò ñ n − 1 êîðíÿìè
óðàâíåíèÿ

∑n
h=1 chNh(p) = 0, ò.å. èìååò ìåñòî óñëîâèå (17). Òîãäà n − 1 âåëè÷èí γi, îïðå-

äåëÿåìûõ ïî ôîðìóëå (7), îáðàùàþòñÿ â íóëü, ïðè ýòîì γs îòëè÷íî îò íóëÿ, ÷òî îòðàæåíî â
óñëîâèè 3) òåîðåìû 2.

Ïðè óêàçàííîì âûáîðå âåëè÷èí γi (i = 1, n) ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè îñè xs, à êàíîíè÷åñêàÿ ñèñ-
òåìà n-ãî ïîðÿäêà ðàñïàäàåòñÿ íà ñèñòåìû áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîèíòåãðèðîâàíû, à èìåííî, ôóíêöèÿ σ(t) = (Γ, X(t)) = γsxs îïðåäåëÿåòñÿ èç
óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

ẋs = λsxs + F (σ) + k0
sf(t),

à ðåøåíèÿ xj , ãäå j = 1, n, j 6= s, îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé

ẋj = λjxj + F (σ) + k0
j f(t).

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

σ̇(t) = λsσ(t) + γs(F (σ(t)) + k0
sf(t))

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè σ(t) èìååò îáùåå ðåøåíèå

σ(t) = σ0e
λs(t−t0) + γse

λst

(
mµ

t∫
t0

e−λsτ dτ + k0
s

t∫
t0

e−λsτf(τ) dτ

)
, σ0 = σ(t0).

Íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óäîáíî çàïèñàòü â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå, â êîòîðîì îòðàæåíî
ïîâåäåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøåíèÿ è óñëîâèå T/k-ïåðèîäè÷åñêîé âîçâðàùàåìîñòè íà
ãèïåðïëîñêîñòè ïåðåêëþ÷åíèÿ, à èìåííî, íà÷àëüíîå óñëîâèå `1 = σ(`1, 0,m1, 0) è ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ `2 = σ(`1, 0,m1, t1), `1 = σ(`2, t1,m2, T/k) (â äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ ïðàâûå
÷àñòè � îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ñèñòåìû (5)).

Ñèñòåìà (5) ïîñëå êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä (9)�(11) â
íîâûõ ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé â íîâûõ ïåðåìåííûõ ðàçäåëÿåòñÿ íà
ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî t1, T/k è ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äëÿ çàäàííîãî k ∈ N, òîãäà ñèñòåìà (9) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå (t1, T/k). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå (0, T/k) íåò äðóãèõ ìîìåíòîâ
âðåìåíè ïîïàäàíèÿ íà ãèïåðïëîñêîñòü L2, è èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ äâèæåòñÿ ìåæ-
äó ãèïåðïëîñêîñòÿìè. Äàëåå ïî ôîðìóëàì (10), (11) îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè X1, X2. Ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, èç êîòîðîé ïîëó÷åíû ýòè ôîðìóëû,
ñîñòàâëåíà ñ ó÷¼òîì ïðåäïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ðåøå-
íèÿ. Ïîýòîìó ïîëó÷åííûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïðèíàäëåæàò òðàåêòî-
ðèè ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû íà îòðåçêå [0, T/k] ïðè ïåðâîì îáõîäå ïåòëè ãèñòåðåçèñà.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó T -ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè f(t) ïðè ïîñëåäóþùèõ îáõîäàõ
ïåòëè íà îòðåçêàõ [mT/k, (m + 1)T/k], ãäå m ∈ N, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ðåøåíèÿ äîñòèãà-
åò êàæäûé ðàç ãèïåðïëîñêîñòè (Γ, X) = `µ çà îäèí è òîò æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè T/k è
âîçâðàùàåòñÿ â îäíó è òó æå òî÷êó Xµ ïî îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè, åñëè k = 1. Â ýòîì
ñëó÷àå X(t + T ) = X(t) äëÿ ëþáîãî t > 0, ò.å. ðåøåíèå X(t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì
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â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè. Çíà÷èò, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 1) òåîðåìû 2 äâóõòî÷å÷íî-
êîëåáàòåëüíîå ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T ðåøåíèå ñèñòåìû (6) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì.

Ñèñòåìû (1) è (6) â ñèëó íåîñîáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíû, ïîýòîìó ïîëó÷åííûå äëÿ
êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ðåçóëüòàòû âåðíû è äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâó-
åò îäíî T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1 è Y 2 çà
ïåðèîä íà ãèïåðïëîñêîñòÿõ âèäà (C, Y ) = `µ (µ = 1, 2), ãäå Y 1 = SX1, Y 2 = SX2. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ó ñèñòåìû (1) äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé
ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k ïðè k > 1, k ∈ N, òðåáóþò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû.

Äàëåå ïðèâåä¼ì óñëîâèÿ íåðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (9).
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

Φs(t) = [`1 + λ−1
s γs(m1 + k0

sf0) +H]eλst − [`2 + λ−1
s γs(m1 + k0

sf0)], t ∈ R.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü γs 6= 0, λs > 0 è ïðè íåêîòîðîì k ∈ N èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

`1 + λs
−1γs(m1 + k0

sf0) +H < 0, (18)

Hs(ωtmin) > `1 − `2 +H, (19)

ãäå tmin � òî÷êà, äîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè Hs(ωt) íà îòðåçêå [0, T/k] ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
Òîãäà ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9) íå èìååò ðåøåíèÿ (t1, T/k), ãäå t1 ∈

∈ (0, T/k).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èññëåäóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (15) îòíîñèòåëüíî t1 > 0. Çàïè-

øåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå
Φs(t1) = Hs(ωt1). (20)

Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå t1 = 0 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (20) ìåíüøå åãî ïðàâîé ÷àñòè (ïîñêîëüêó
Φs(0) = H + `1 − `2, Hs(0) = H è `2 > `1). Íåðàâåíñòâî (18) îçíà÷àåò, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè
ýêñïîíåíòå ó ôóíêöèè Φs(t) îòðèöàòåëåí. Çíà÷èò, ôóíêöèÿ Φs(t) óáûâàåò, à å¼ íàèáîëüøåå
íà îòðåçêå [0, T/k] çíà÷åíèå ðàâíî Φs(0) � ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (19). Ïîýòîìó ïðè âû-
ïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (19) óðàâíåíèå (20) íå ìîæåò èìåòü ïîëîæèòåëüíîãî ðåøåíèÿ t1. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (9) íå èìååò ðåøåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 3 î÷åâèäíî âûòåêàåò ñëåäóþùåå
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)�3) òåîðåìû 2. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïàðàìåòðû

ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 3.
Òîãäà ñèñòåìà (1) íå èìååò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k ðå-

øåíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà êîòîðîãî íà÷èíàåò ñâî¼ äâèæåíèå íà ãèïåðïëîñêîñòè L1 è
äâèæåòñÿ ñîãëàñíî ïðåäïèñàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

3. Ïðèìåð. Ïóñòü âíåøíåå âîçäåéñòâèå îïèñûâàåò ôóíêöèÿ

f(t) = 1 + 2 sin(t+ π/3) + 5 sin(2t)

ñ ïåðèîäîì T = 2π (óñëîâèå 1) òåîðåìû 2).
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1) òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ìàòðèöåé

A =

−13.5 −12.5 −43
5.2 4.2 17.8
2.1 2.1 6.4


è âåêòîðàìè B = (1, 0, 0)ò, K = (12.5,−4.5,−2.5)ò. Ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A
åñòü ïîëîæèòåëüíîå λ1 = 0.1 (ïîëîæèì λs = λ1), λ2 = −1 è λ3 = −2. Âåêòîðû B, AB,
A2B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, òàê êàê∣∣∣∣∣∣

1 −13.5 26.95
0 5.2 −10.98
0 2.1 −3.99

∣∣∣∣∣∣ = 2.31 6= 0.
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Ìàòðèöà S ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ìàòðèöó ñèñòåìû ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå A0, èìå-
åò âèä

S =

−5 −1 7
2 1 −3
1 0 −1

.
Çäåñü detS = −1 6= 0. Òîãäà B0 = (1, 1, 1)ò, K0 = (−2, 1, 0.5)ò. Óñëîâèÿ 2) è 3) òåîðåìû 2
âûïîëíåíû.

Ïîëîæèì Γ = (−0.14, 0, 0)ò. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 3) òåîðåìû 2 èç íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ (7), èìååì ñëåäóþùèå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè: c1 = −0.14, c2 = −0.14 è c3 = −0.56.

Îáðàòèìñÿ ê óñëîâèþ 4) òåîðåìû 2. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì óñëîâèå 1) òåîðåìû 1 è íàéä¼ì
ðåøåíèå ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (9). Èìååì δ1 ≈ 1.47, δ2 ≈ 1.52 è H ≈ 1.02
(çäåñü è äàëåå ðàñ÷¼òû ïðîâåäåíû ñ òî÷íîñòüþ 10−2). Ïóñòü `1 = 0.75, òîãäà L ≈ 3.27. Ïóñòü
k = 1, m1 = −1.11 è m2 = 5.30. Èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà (12), (13), ñîãëàñíî êîòîðûì
8.89 > 0 è − 1.11 < 3.27 < 5.30. Íàõîäèì t1 ≈ 1.60 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâîì (14). Óñëî-
âèå 2) òåîðåìû 1 èìååò ìåñòî, åñëè `2 ≈ 4.00. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 ñèñòåìà òðàíñöåíäåíòíûõ
óðàâíåíèé (9) èìååò ðåøåíèå (t1, T ) ≈ (1.60, 2π) ïðè âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ `1,
`2, m1, m2 è γs = γ1.

Ïóñòü k = 2 ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Óñëîâèå 1) òåîðåìû 1 âûïîëíÿåòñÿ. Âå-
ëè÷èíà t1 ≈ 0.33 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) òåîðåìû 1. Îäíàêî ïðè m2 = 11.39 âåëè-
÷èíà t1 ≈ 1.60 óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (9) èìååò ðåøåíèå
(t1, T/2) ≈ (1.60, π) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ïàðà-
ìåòðà m2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì 4) òåîðåìû 2 äëÿ ðåøåíèÿ (t1, T ) ñèñòåìû (9) ðàññ÷èòûâàåì
òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ X1, X2 ðåøåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ïî ôîðìóëàì (10), (11). Èìååì

X1 ≈ (− 5.36, 4.62, 2.52)ò, X2 ≈ (− 28.57, 4.46, 0.77)ò.

Äàëåå íàõîäèì òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ Y 1, Y 2 ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîëó÷àåì

Y 1 ≈ (39.82, − 13.66, − 7.88)ò, Y 2 ≈ (− 725.67, 265.65, 143.82)ò.

Ðèñóíîê. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè (t1, 2π,X

1, X2).

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ èñõîäíîé
ñèñòåìû îïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò
T -ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷å-
íèÿ çà ïåðèîä.

Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà òðàåêòîðèÿ ýòîãî 2π-ïå-
ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (x1, x2, x3) êàíîíè÷åñêîé ñèñ-
òåìû ñ ïàðàìåòðàìè `1 = 0.75, m1 = −1.11, m2 =
= 5.30, `2 ≈ 4.00 è ïåðâûì ìîìåíòîì âðåìåíè ïåðå-
êëþ÷åíèÿ t1 ≈ 1.60. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè ðå-
øåíèÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè âûáðàíà X1. Îò-
ìå÷åíû òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ X1 è X2 íà ïëîñêîñòÿõ
ïåðåêëþ÷åíèÿ L1 è L2 ñîîòâåòñòâåííî; ýòè ïëîñêî-
ñòè îðòîãîíàëüíû îñè x1, ïîñêîëüêó ïåðâàÿ êîìïîíåí-
òà γ1 âåêòîðà îáðàòíîé ñâÿçè Γ íåíóëåâàÿ, ïðè÷¼ì
−28.57 6 x1 6 − 5.36.

Çàêëþ÷åíèå. Äëÿ íåíóëåâûõ ïðîñòûõ âåùåñòâåí-
íûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñèñòåìû (1) äîêàçàíà
òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ T -ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ çà ïåðè-
îä. ×èñëåííûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò êîíñòðóêòèâíîñòü óñëîâèé òåîðåìû è äåìîíñòðèðóåò å¼
ïðèìåíåíèå. Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (1) íå èìååò äâóõòî÷å÷íî-êîëåáàòåëüíîãî
ñ âðåìåíåì âîçâðàòà T/k ðåøåíèÿ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà êîòîðîãî íà÷èíàåò ñâî¼ äâèæåíèå
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íà ãèïåðïëîñêîñòè L1 è äâèæåòñÿ ïî òðàåêòîðèè ñîãëàñíî ïðåäïèñàííîé åé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä ìîæíî ïðèìåíèòü ê áîëåå øèðîêîìó,
÷åì ðàññìîòðåííûé, êëàññó ñèñòåì � ê ñèñòåìàì, â êîòîðûõ íåëèíåéíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ íåèäåàëüíîãî ðåëå.
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óñòîé÷èâîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðîãîãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íîâûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

ẏ = f(t, y), f(t, 0) ≡ 0, (1)

ãäå t ∈ R+, y : R→ Rn, f : R+ × Rn → Rn.
Îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè f ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî å¼ ñâîéñòâà îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå,

åäèíñòâåííîñòü è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíå-
íèÿ (1). Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (t0, y0) ∈ R+×Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç
y(t, t0, y0). Âñþäó, ãäå óêàçàíèå íà êîíêðåòíûå íà÷àëüíûå äàííûå (t0, y0) íåñóùåñòâåííî, áó-
äåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) óêîðî÷åííóþ çàïèñü y(t).

×åðåç B(y,H) îáîçíà÷àåì øàð â Rn ðàäèóñà H ñ öåíòðîì â òî÷êå y, à ÷åðåç Sr �
ñôåðó â Rn ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íóëå. Ãðàíèöà ìíîæåñòâà M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç FrM,
à ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë � ÷åðåç N. Ñòàíäàðòíóþ íîðìó è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â
Rn îáîçíà÷àåì ÷åðåç ‖ · ‖ è (· , ·) ñîîòâåòñòâåííî.

Î÷åâèäíî, ÷òî y(t, 0, 0) ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå íèæå íàçûâàåò-
ñÿ íóëåâûì ðåøåíèåì è óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó êîòîðîãî áóäåì èçó÷àòü äëÿ íà÷àëüíîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t0 = 0.

Ñêàëÿðíóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ a : R+ → R+ òàêóþ, ÷òî a(0) = 0 è a(τ) > 0 äëÿ
âñåõ τ > 0, òðàäèöèîííî áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé êëàññà Õàíà. Ôóíêöèÿ V : R+ × Rn →
→ R+, V (t, 0) ≡ 0, íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¼ííî ïîëîæèòåëüíîé (îïðåäåë¼ííî îòðèöàòåëüíîé),
åñëè äëÿ íåêîòîðîé êëàññà Õàíà ôóíêöèè a âåðíî íåðàâåíñòâî V (t, y) > a(‖y‖) (íåðàâåí-
ñòâî V (t, y) 6 −a(‖y‖)) äëÿ âñåõ (t, y), ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó R+ × B(0, H). Åñëè æå
íà ýòîì ìíîæåñòâå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V (t, y) > 0 (íåðàâåíñòâî V (t, y) 6 0), òî ôóíê-
öèÿ V íàçûâàåòñÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîé (çíàêîîòðèöàòåëüíîé). Îïðåäåë¼ííî ïîëîæèòåëüíûå
è îïðåäåë¼ííî îòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ çíàêîîïðåäåë¼ííûìè, à çíàêîïîëîæèòåëü-
íûå è çíàêîîòðèöàòåëüíûå � çíàêîïîñòîÿííûìè. Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ V äîïóñêàåò áåñêî-
íå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êëàññà Õàíà ôóíêöèè b âåðíî íåðàâåíñòâî
V (t, y) 6 a(‖y‖) ïðè âñåõ (t, y) ∈ R+ ×B(0, H).

Õîðîøî èçâåñòíû êëàññè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè èëè àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), ôîðìóëèðóåìûå ñ ïîìîùüþ çíàêîîïðåäåë¼í-
íûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà.

Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ìîìåíòå âðåìåíè
áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, åñëè âåðíî
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Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R+, V (t, 0) ≡ 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ
(t0, y0) ∈ R+ × B(0, H) ôóíêöèÿ V (t, y(t, t0, y0)) ïåðåìåííîé t > t0 íå âîçðàñòàåò, òî íóëå-
âîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.

Çäåñü íå òðåáóåòñÿ ãëàäêîñòè ôóíêöèè V (t, y). Ïðè ýòîì ïðîâåðêà óñëîâèÿ �íå âîçðàñòàíèÿ
ôóíêöèè V (t, y) âäîëü ðåøåíèé� äëÿ íåãëàäêèõ ôóíêöèé ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé.
Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé V (t, y) òàêàÿ çàäà÷à óïðîùàåòñÿ è ìîæåò áûòü âûïîëíåíà
áåç çíàíèÿ ðåøåíèé, ïîñêîëüêó âåðíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîëîæèòåëü-
íî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R+, V (t, 0) ≡ 0, òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ (t, y) ∈ R+ ×
×B(0, H) âåðíî íåðàâåíñòâî

V̇ (t, y) = V ′t (t, y) + V ′y(t, y)f(t, y) 6 0, (2)

òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèÿ V äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë è âìåñòî

óñëîâèÿ çíàêîîòðèöàòåëüíîñòè (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ (t, y) ∈ R+ ×B(0, H) óñëîâèå îò-
ðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)

V̇ (t, y) = V ′t (t, y) + V ′y(t, y)f(t, y) 6 −ω(‖y‖), (3)

òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
Àíàëèçèðóÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1, íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî óñëîâèÿ (2), (3) ãàðàíòèðóþò ìîíî-

òîííîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèé (1). Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî
ìîíîòîííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè V âäîëü âñåõ ðåøåíèé ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî óñëîâèÿ (2)
è (3) îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî çíàêîîòðèöàòåëüíîñòü è îïðåäåë¼ííóþ îòðèöàòåëüíîñòü ïðîèç-

âîäíîé V̇ (t, y) ôóíêöèè Ëÿïóíîâà âäîëü ðåøåíèé âî âñåõ òî÷êàõ îêðåñòíîñòè R+ × B(0, H)
íóëåâîãî ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1).

1. Íåìîíîòîííûå âäîëü ðåøåíèé çíàêîîïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Íàøåé
ïåðâîé öåëüþ áóäåò ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1), èñïîëüçóþùèõ ìåíåå æ¼ñòêèå, ÷åì â òåîðåìå 1, òðåáîâàíèÿ ê ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè Ëÿïóíîâà â òî÷êàõ ìíîæåñòâà R+ × B(0, H). Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû ïîïûòàåìñÿ îòêàçàòüñÿ
îò òðåáîâàíèÿ ïîâñåìåñòíîãî â R+ × B(0, H) âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (2). Ïðè ýòîì âñþäó íèæå
áóäåì íàçûâàòü òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà, âîçìîæíî, íåñêîëüêî
îòñòóïàÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ ýòîãî òåðìèíà.

Ââåä¼ì ïðåäâàðèòåëüíî íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ íà R+×B(0, H)
ôóíêöèÿ V è çàäàíî íåêîòîðîå ðåøåíèå y(t, 0, y0) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, y0). Ïîëîæèì
Vr(t) = max

y0∈Sr
V (t, y(t, 0, y0)) äëÿ âñÿêîãî t > 0. Îáîçíà÷èì

Mr(t) = {y0 ∈ Sr : V (t, y(t, 0, y0)) = Vr(t)}

äëÿ âñåõ t > 0, r > 0. Îáðàç ëþáîãî ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ äàííûõ S èç Rn ïðè îòîáðà-
æåíèè y0 7→ y(t, 0, y0) áóäåì îáîçíà÷àòü y(t, 0, S). Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Mr(t) íå ïóñòî
âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (t, y). Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ Mr(t) ïðè âñÿêîì t > 0
ôóíêöèÿ V (t, y(t, 0, y0)) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî y0 ∈ Sr ïðè y0 ∈Mr(t). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïðè âñÿêîì t > 0 ôóíêöèÿ V (t, y) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå y(t, 0, Sr)
â òî÷êàõ ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)).

Îäíó èç îñíîâíûõ èäåé äàííîé ðàáîòû, ëåæàùèõ â îñíîâå ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî (â íåêîòî-
ðîì ñìûñëå) ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî èíôîðìàöèþ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
îïèñûâàåò

Ëåììà 1. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ
ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R+, V (t, 0) ≡ 0, òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Vr(t) ïðè ëþáîì 0 6 r 6 H
ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäàíî íåêîòîðîå ÷èñëî 0 < ε 6 H. Óêàæåì ÷èñëî δ > 0 òàêîå,
÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íà÷èíàþùèåñÿ â øàðå ðàäèóñà δ > 0, íå âûõîäÿò èç øàðà ðàäèóñà
ε > 0. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì v = min

y∈Sε
V (0, y). Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ôóíêöèè

V (0, y) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî v > 0. Ïî ÷èñëó v > 0, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
V (0, y), âûáåðåì ÷èñëî δ(ε) > 0 òàêèì, ÷òîáû ÷èñëî Vδ = max

y∈B(0,δ)
V (0, y) óäîâëåòâîðÿëî

íåðàâåíñòâó Vδ < v. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè Vr(t) è â ñèëó óñëîâèÿ å¼ íåâîçðàñòàíèÿ äëÿ
âñÿêîãî y0 ∈ B(0, δ) è âñåõ t > 0 âåðíû íåðàâåíñòâà

V (t, y(t, 0, y0)) 6 V‖y0‖(t) 6 Vδ < v.

Îòñþäà î÷åâèäíî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íà÷èíàþùèåñÿ â øàðå ðàäèóñà δ(ε) >
> 0, íå âûõîäÿò èç øàðà ðàäèóñà ε > 0, ÷òî è îçíà÷àåò óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî
ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1). Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ äàëüíåéøåãî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî òî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû 1 ôóíê-
öèÿ V (t, y(t, 0, y0)), t > 0, ìîæåò è íå áûòü ìîíîòîííîé âäîëü âñåõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).
Íà îñíîâàíèè ëåììû 1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè, îïèñûâàþùèé ìèíè-
ìàëüíîå (â íåêîòîðîì ñìûñëå) ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì òðåáóåòñÿ ïðîâåðêà óñëîâèé (2) èëè (3)
äëÿ çàêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííî îá óñòîé÷èâîñòè èëè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî
ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1).

Ëåììà 2. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R+, V (t, 0) ≡ 0, òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì 0 < r 6 H
íåðàâåíñòâà (2) âûïîëíåíû äëÿ êàæäîãî t > 0 è âñåõ y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ y0 ∈Mr(t),
òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ôóíêöèÿ V äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë è äëÿ êàæ-
äîãî t > 0 è âñåõ y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ y0 ∈ Mr(t), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3), òî
íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ó÷åñòü êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà Mr(t), íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèè V̇ (t, y) = V ′t (t, y) + V ′y(t, y)f(t, y) � ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (t, y) âäîëü ðåøåíèé � è
óñëîâèÿ (2) èëè (3), ãàðàíòèðóþùèå íåïîëîæèòåëüíîñòü èëè îïðåäåë¼ííóþ îòðèöàòåëüíîñòü

âåëè÷èíû V̇ (t, y) â òåõ òî÷êàõ y = y(t, 0, y0), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ V (t, y) äîñòèãàåò ìàêñè-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå y(t, 0, Sr), ò.å. â òî÷êàõ ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)).

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé (íå îáÿçàòåëüíî

çíàêîïîñòîÿííîé) ôóíêöèè V (t, y) ïðè íåêîòîðîì r > 0 è êàæäîì t > 0 äëÿ òî÷åê y =
= y(t, 0, y0), â êîòîðûõ ôóíêöèÿ V (t, y) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå

y(t, 0, Sr), ò.å. äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)), âåðíî íåðàâåíñòâî V̇ (t, y(t, 0, y0)) 6 0.
Òîãäà ôóíêöèÿ Vr(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé.

Åñëè æå âûïîëíåíî áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå V̇ (t, y(t, 0, y0)) < −ε < 0, òî ôóíêöèÿ Vr(t)
ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé è ïðè ýòîì äëÿ τ > 0 âåðíà îöåíêà Vr(t+ τ)−Vr(t) < −ετ.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ôóíêöèÿ Vr(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîç-

ðàñòàþùåé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå V̇ (t, y(t, 0, y0)) < −ε < 0 äëÿ âñåõ òî÷åê y0 ∈ Mr(t).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: íàéä¼òñÿ t∗ > 0 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê tn > t∗, tn → t∗

ïðè n→∞, òàêèõ, ÷òî Vr(tn) > Vr(t
∗). Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäóòñÿ òî÷êè yn0 ∈Mr(tn), äëÿ êîòî-

ðûõ V (tn, y(tn, 0, y
n
0 )) = Vr(tn). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn0 ∈ Mr(tn) â ñèëó êîìïàêòíîñòè

ñôåðû Sr ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêîé, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè y∗0 ∈ Sr âåðíî, ÷òî yn0 → y∗0
ïðè n → ∞. Î÷åâèäíî, ÷òî y∗0 ∈ Mr(t

∗) è V (tn, y(tn, 0, y
n
0 )) = V (tn, y(tn, t

∗, y(t∗, 0, yn0 ))). Ïî-

ñêîëüêó V̇ (t, y(t, 0, y∗0)) < −ε < 0 ïðè t > t∗, òî, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè V̇ (t, y) è íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ äàííûõ, äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî V̇ (t, y(t, t∗, y(t∗, 0, yn0 ))) 6 −ε < 0 ïðè t∗ 6 t 6 tn. Îòñþäà ëåãêî ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

Vr(tn) = V (tn, y(tn, 0, y
n
0 )) = V (tn, y(tn, t

∗, y(t∗, 0, yn0 ))) 6

6 V (t∗, y(t∗, 0, yn0 ))− ε(tn − t∗) < Vr(t
∗)− ε(tn − t∗) < Vr(t

∗).
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Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì òî÷åê tn > t∗, tn → t∗ ïðè n → ∞, äîêàçûâàåò, ÷òî
ôóíêöèÿ Vr(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå V̇ (t, y(t, 0, y0)) < −ε < 0
äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèÿ Vr(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

V̇ (t, y(t, 0, y0)) 6 0 äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)). Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

Vε(t, y) = V (t, y)− εt.

×åðåç M ε
r îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî Mr äëÿ ôóíêöèè Vε. Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôóíêöèé î÷åâèä-

íî âåðíû íåðàâåíñòâà V̇ε(t, y(t, 0, y0)) < −ε < 0 äëÿ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé ôóíêöèè
ìíîæåñòâà y(t, 0,M ε

r (t)), òàê êàê ìíîæåñòâî y(t, 0,M ε
r (t)) íå èçìåíÿåòñÿ è ïðè ëþáîì ε >

> 0 ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì y(t, 0,Mr(t)). Ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó, ôóíêöèè V ε
r (t)

ÿâëÿþòñÿ íåâîçðàñòàþùèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, íå âîçðàñòàåò è ôóíêöèÿ Vr(t), ÿâëÿþùàÿñÿ ïî-
òî÷å÷íûì ïðåäåëîì ôóíêöèé V ε

r (t).
Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ íàì îñòà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

V̇ (t, y(t, 0, y0)) < −ε < 0 äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà y(t, 0,Mr(t)), òî äëÿ âñåõ t > 0 è τ > 0 âåðíà
îöåíêà Vr(t+ τ)− Vr(t) < −ετ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Vε(t, y) = V (t, y) + εt. Äëÿ ýòîé ôóíê-

öèè âåðíî íåðàâåíñòâî V̇ε(t, y(t, 0, y0)) 6 0 äëÿ òî÷åê ìíîæåñòâà y(t, 0,M ε
r (t)), ñîâïàäàþùåãî

ñ ìíîæåñòâîì y(t, 0,Mr(t)). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V ε
r (t), êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé

Vr(t) + εt, íå âîçðàñòàåò, à çíà÷èò, äëÿ τ > 0 âåðíà îöåíêà

Vr(t+ τ)− Vr(t) < −ετ.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Âåðí¼ìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû. Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1)

î÷åâèäíà, òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé äàííîé ëåììû âñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâîñòè óòâåð-
æäåíèÿ 2 âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1.

Óñòàíîâèì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1), åñëè
âûïîëíåíû óêàçàííûå â ôîðìóëèðîâêå ëåììû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Ïîñêîëüêó íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óñòîé÷èâî, òî ïî ÷èñëó H ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî h >
> 0 òàêîå, ÷òî ðåøåíèÿ, íà÷èíàþùèåñÿ â øàðå ðàäèóñà h, íå ïîêèäàþò øàð ðàäèóñà H.
Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â øàðå ðàäèóñà h, ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ
ê íóëåâîìó ðåøåíèþ y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäóòñÿ ðåøåíèå y(t, 0, y0), ‖y0‖ < h, è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tn > 0, tn →∞ ïðè n→∞, òàêèå, ÷òî ‖y(tn, 0, y0)‖ >
> ε > 0 äëÿ íåêîòîðîãî ε è âñåõ n. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ V (t, y) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà,
òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî v > 0 òàêîå, ÷òî V (t, y(tn, 0, y0)) > v äëÿ âñåõ n. Ïîëîæèì r = ‖y0‖ è
ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Vr(t). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýòîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Vr(tn) > V (t, y(tn, 0, y0)) > v äëÿ âñåõ n. Îòñþäà â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Vr(t) ÿâëÿåòñÿ
íåâîçðàñòàþùåé, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî Vr(t) > v äëÿ âñåõ t > 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî V (t, y(t, 0, y0)) = Vr(t) > v äëÿ âñåõ y0 ∈Mr(t) è êàæäîãî t > 0, è èñïîëü-
çóÿ íàëè÷èå áåñêîíå÷íî ìàëîãî âûñøåãî ïðåäåëà ó ôóíêöèè V (t, y), ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî äëÿ âñåõ y0 ∈ Mr(t) è êàæäîãî t > 0 ïðè íåêîòîðîì ε1 > 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖y(t, 0, y0)‖ > ε1 > 0. Òåïåðü èç òîãî, ÷òî äëÿ âñåõ y0 ∈ Mr(t) è êàæäîãî t > 0, ñîãëàñíî
óñëîâèÿì ëåììû 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3), âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

V̇ (t, y(t, 0, y0)) 6 −ω(ε1) < 0.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû óñëîâèÿ âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 2, à çíà÷èò, èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî Vr(t) < Vr(0) − ω(ε1)t. Äëÿ áîëüøèõ t ýòî íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
V (t, y(t, 0, y0)) = Vr(t) > v. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷è-
âîñòü. Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ (t, y(t, 0,Mr(t))), êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî ìåíüøå
ìíîæåñòâà R+×Rn, îäíàêî å¼ ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè, ñðàâíèìûìè
ñ íàõîæäåíèåì ðåøåíèé.
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Íà îñíîâàíèè ëåììû 2 óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè, íå òðåáóþùèé íåïî-
ñðåäñòâåííîãî ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâ Mr(t).

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéä¼òñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R+, V (t, 0) ≡ 0, òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâà
(2) âûïîëíåíû äëÿ êàæäîãî t > 0 è âñåõ y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà
c(t, y0) ∈ R òàêàÿ, ÷òî

V ′y(t, y(t, 0, y0))y′y0
(t, 0, y0) = c(t, y0)y0, (4)

òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.
Åñëè äîïîëíèòåëüíî V äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë è äëÿ êàæäîãî t > 0

è âñåõ y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), âûïîëíåíî óñëîâèå (3), òî íóëå-
âîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (4) ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì [1, ñ. 205] äîñòèæåíèÿ ôóíêöèåé V (t, y(t, 0, y0)) ýêñòðåìóìà â òî÷êå
(t, y(t, 0, y0)) íà ñôåðå S‖y0‖. Ïóñòü M

1
‖y0‖(t) � ýòî ìíîæåñòâî, ïðè êàæäîì t > 0 âêëþ÷àþùåå

òî÷êè y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ íàéä¼òñÿ êîíñòàíòà c(t, y0) ∈ R òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíî
óñëîâèå (4). Î÷åâèäíî âêëþ÷åíèå M‖y0‖(t) ⊂ M1

‖y0‖(t). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (2)

ñïðàâåäëèâû äëÿ êàæäîãî t > 0 è âñåõ y = y(t, 0, y0), äëÿ êîòîðûõ y0 ∈ M‖y0‖(t). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ïðèâåä¼ííûõ âûøå ëåììàõ è â òåîðåìå 2 èñïîëüçóþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå
ôóíêöèè, êîòîðûå, â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü, â îòëè÷èå îò ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ êëàññè-
÷åñêèì òðåáîâàíèÿì âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà, íåìîíîòîííûìè âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òðåáîâàíèÿ ê çíàêó ïðîèçâîäíîé V̇ (t, y) âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1)
ïðåäúÿâëÿþòñÿ íå íà âñåé îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à òîëüêî â òåõ òî÷êàõ y0 ∈
∈M‖y0‖(t), â êîòîðûõ ïðè çàäàííîì t ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà V (t, y(t, 0, y0)) äîñòèãàåò ìàêñèìó-
ìà íà ñôåðå S‖y0‖.

2. Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåçíàêîïîñòîÿííûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Ïðèâåä¼ì
òåïåðü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè, äîïóñêàþùåå èñïîëüçîâàíèå äàæå çíàêîïåðåìåííûõ
ôóíêöèé, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ ìîíîòîííûìè âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1). Äëÿ ñëó-
÷àÿ çíàêîïîñòîÿííûõ, íî íå çíàêîîïðåäåë¼ííûõ ôóíêöèé äàííûå óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé äîïîëíåíèÿ ê ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [2].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1) íàéäóòñÿ ÷èñëî H > 0, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìàÿ ôóíêöèÿ V : R+ × Rn → R, V (t, 0) ≡ 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rn, n ∈ N, rn → 0
ïðè n → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Mn ⊂ B(0, rn) òî÷êè y = 0 òàêèå, ÷òî
íåðàâåíñòâà (2) âûïîëíåíû äëÿ êàæäîãî t > 0 è âñåõ y ∈ B(0, H), äëÿ êîòîðûõ V (t, y) > 0.
Åñëè ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî t > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

min
y∈FrMn

V (t, y) > 0, (5)

òî íóëåâîå ðåøåíèå y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó íóëåâîãî ðåøåíèÿ y ≡ 0 óðàâíå-

íèÿ (1).
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå δ > 0 òàêîãî, ÷òî ‖y(t, 0, y0)‖ 6 ε,

åñëè ‖y0‖ 6 δ. Äëÿ ýòîãî ïî âåëè÷èíå ε > 0 âûáåðåì ÷èñëî rnε èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
óêàçàííîé â óñëîâèÿõ òåîðåìû, òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî rnε < ε. Èç óñëîâèÿ
(5) ñëåäóåò, ÷òî

min
y∈FrMnε

V (t, y) > m(ε) > 0

äëÿ íåêîòîðîãî m(ε). Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè V ïîçâîëÿåò âûáðàòü δ > 0 òàêèì îáðàçîì,
÷òî V (0, y0) 6 m(ε), åñëè ‖y0‖ 6 δ.

Ïîêàæåì, ÷òî âûáðàííîå âûøå ÷èñëî δ > 0 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîò-
ðèì âåëè÷èíó ‖y(t, 0, y0)‖, ãäå ‖y0‖ 6 δ, è äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì t âåðíî ðàâåíñòâî
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‖y(t, 0, y0)‖ = ε. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì t∗ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå ‖y(t∗, 0, y0)‖ ∈ FrMnε , à
çíà÷èò,

V (t∗, y(t∗, 0, y0)) > m(ε) (6)

ñîãëàñíî ïîñòðîåíèþ ÷èñëà m(ε).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ V (t, y(t, 0, y0)) íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 t∗. Åñëè ïðè âñåõ

0 6 t 6 t∗ âåðíî íåðàâåíñòâî V (t, y(t, 0, y0)) > 0, òî V̇ (t, y(t, 0, y0)) 6 0, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ
V (t, y(t, 0, y0)) íå âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå 0 6 t 6 t∗. Îòñþäà íåñëîæíî ñëåäóåò, ÷òî

V (t∗, y(t∗, 0, y0)) 6 V (0, y0) 6 m(ε),

à ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó (6). Åñëè æå ïðè íåêîòîðîì 0 6 t1 6 t∗ âåðíî íåðàâåíñòâî

V (t1, y(t1, 0, y0)) 6 0, òî V (t, y(t, 0, y0)) 6 0 ïðè âñåõ t1 6 t 6 t∗, ïîñêîëüêó V̇ (t, y(t, 0, y0)) 6 0
ïðè V (t, y(t, 0, y0)) > 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì V (t∗, y(t∗, 0, y0)) 6 0 < m(ε), ÷òî òàêæå ïðîòèâîðå-
÷èò íåðàâåíñòâó (6). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì òåîðåìû 3, áóäåì íàçûâàòü âñïîìîãàòåëüíîé ôóíê-
öèåé. Òåîðåìà 3 ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ íå çíà-
êîïîñòîÿííûìè, ò.å., âîçìîæíî, èìåþùèõ îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îê-
ðåñòíîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ, íî çàâåäîìî èìåþùèõ çíàêîîòðèöàòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ. Õîðî-
øî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè çäåñü ìîãóò ñëóæèòü ãðàäèåíòíûå è ðÿä ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
çàäàííîé ôóíêöèåé ïîëíîé ýíåðãèè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ýòèõ ïðèìåðîâ, ïðèâåä¼ì îäíî óòâåðæäåíèå, â êîòî-
ðîì èñïîëüçóþòñÿ çíàêîïîñòîÿííûå âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé (1).
Ïóñòü ∇f(y) è Jf(y) îáîçíà÷àþò ãðàäèåíò è ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñêàëÿðíîé ôóíê-
öèè f â òî÷êå y.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü äëÿ àâòîíîìíîãî óðàâíåíèÿ (1) íàéäóòñÿ ÷èñëî H > 0, íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ V : Rn → R, V (0) ≡ 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rn < H,
n ∈ N, rn → 0 ïðè n → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë δn > 0 òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâà
(2) âûïîëíåíû äëÿ âñåõ y ∈ B(0, H), äëÿ êîòîðûõ V (y) > 0. Åñëè ïðè ýòîì V (y) > 0 ïðè
rn − δn < ‖y‖ < rn, à äëÿ y ∈ Srn , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∇V (y) = c(y)y è (x, JV (y)x)− c(y) > 0 (7)

äëÿ âñåõ x ∈ S1 òàêèõ, ÷òî (y, x) = 0, âåðíî è íåðàâåíñòâî c(y) > 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå
y ≡ 0 óðàâíåíèÿ (1) óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê ñôåðû
y ∈ Srn , äëÿ êîòîðûõ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ (7), ñîäåðæèò â ñåáå âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ
V (y) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà ñôåðå Srn . Â ñâîþ î÷åðåäü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà c(y) > 0
ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôóíêöèÿ min

y∈Sr
V (y) âîçðàñòàåò ïðè r, áëèçêèõ ê rn. Ïîñêîëüêó V (y) > 0

ïðè rn − δn < ‖y‖ < rn, òî min
y∈Srn

V (y) > 0. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

3. Ïðèìåðû. Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåîðåìû 3 è óòâåðæäåíèÿ 3 íà íåñêîëüêèõ
ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 1. Ãðàäèåíòíàÿ ñèñòåìà. Ðàññìîòðèì ãðàäèåíòíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ
ñèñòåìó

ẏ = −∇f(y), ∇f(0) = 0, y ∈ B(0, H). (8)

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå 3, íåòðóäíî óñòàíîâèòü ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ ñèñòåìû (8), êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ ñèñòåì ñ ôóíêöèåé f,
íå èìåþùåé äàæå íåñòðîãîãî ìèíèìóìà â òî÷êå ïîêîÿ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ôóíêöèè f íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rn, n ∈ N, rn →
→ 0 ïðè n → ∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Mn ⊂ B(0, rn) òî÷êè y = 0 òàêèå,
÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî

min
y∈FrMn

f(y) > 0. (9)

Òîãäà òî÷êà ïîêîÿ y ≡ 0 ñèñòåìû (8) óñòîé÷èâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè ìîæíî âçÿòü
ôóíêöèþ V (y) = f(y). Çäåñü î÷åâèäíî V̇ (y) = −(∇f(y),∇f(y)) 6 0, à çíà÷èò, âûïîëíåíû âñå
òðåáîâàíèÿ òåîðåìû 3.

Åñëè ôóíêöèÿ f îêàçûâàåòñÿ íå çíàêîïåðåìåííîé, à çíàêîïîëîæèòåëüíîé, ò.å. èìååò â
òî÷êå ïîêîÿ y = 0 íåñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, òî áîëåå óäîáíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ èñïîëü-
çîâàíèå óòâåðæäåíèÿ 3. Ïðèìåíÿÿ ýòî óòâåðæäåíèå, ëåãêî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ïðèçíàê
óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (8), íå òðåáóþùèé ïîñòðîåíèÿ íàáîðà îêðåñòíîñòåé Mn ⊂ B(0, rn) òî÷-
êè y = 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f çíàêîïîëîæèòåëüíà è íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-
ñåë rn, n ∈ N, rn → 0 ïðè n → ∞, òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ‖y‖ = rn, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∇f(y) = c(y)y è (x, Jf(y)x)− c(y) > 0 (10)

äëÿ âñåõ x ∈ S1 òàêèõ, ÷òî (y, x) = 0, âåðíî è íåðàâåíñòâî c(y) > 0.
Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ y ≡ 0 ñèñòåìû (8) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ 3.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè òåîðåì 3, 4 äîïîëíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåçóëüòàòû ðàáîò [3, 4], ïîñêîëüêó âêëþ÷àþò áîëåå øèðîêèé êëàññ çíàêîïåðåìåííûõ ôóíêöèé
f è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ òîãäà, êîãäà òî÷êà ïîêîÿ y ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ íå èçîëèðîâàííîé òî÷êîé
ïîêîÿ.

Ïðèìåð 2. Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ òðàäèöèîííûìè
óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ

q̇ =
∂H

∂p
(q, p), ṗ = −∂H

∂q
(q, p), (11)

ãäå q, p ∈ Rn, ãàìèëüòîíèàí H(q, p) = T (q, p) + U(q) � ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèé. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàìèëüòîíèàíà âäîëü òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ñèñòåìû (11)
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ.

Çäåñü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî T (q, p) = 2−1pòB(q)p è ìàòðèöà B(q) íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìàÿ è ñèììåòðè÷åñêàÿ, à B(0) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U(q)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è U(0) = 0, ∂U(0)/∂q = 0.

Õîðîøî èçâåñòíà òåîðåìà Ëàãðàíæà�Äèðèõëå, ñîãëàñíî êîòîðîé åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-
ãèÿ èìååò â òî÷êå q = 0 ñòðîãèé ìèíèìóì, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = 0, p = 0 óñòîé÷èâî.
Â ýòîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà.
Âîïðîñ î íàëè÷èè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëó÷àÿ íåñòðîãîãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â
òî÷êå q = 0 îêàçûâàåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì è íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ
U(q) àíàëèòè÷íà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè q = 0 [5, ñ. 82]. Ïðè ýòîì Ïåíëåâå, à çàòåì è
Óèíòíåð îòìå÷àëè, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì â íåêîòîðûõ ñèòóàöè-
ÿõ äàæå ïðè íå èìåþùåé íåñòðîãîãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, à çíà÷èò,
ïðè çíàêîïåðåìåííîì ãàìèëüòîíèàíå.

Ïðèâåä¼ì îäèí èç èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî òàêîãî ðîäà óòâåð-
æäåíèÿ, îáû÷íî îïèðàþùèåñÿ íà ñîáñòâåííûå äîêàçàòåëüñòâà, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç
òåîðåìû 3.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (11) íàéä¼òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rn, n ∈
∈ N, rn → 0 ïðè n→∞, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îêðåñòíîñòåé Mn ⊂ B(0, rn) òî÷êè q = 0
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N âåðíî íåðàâåíñòâî

min
q∈FrMn

U(q) > 0. (12)

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = 0, p = 0 ñèñòåìû (11) óñòîé÷èâî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé óòâåðæäåíèÿ 4 ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìî-

ñòüþ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîãî íàáîðà îêðåñòíîñòåé, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â òåîðåìå 3. Â òî
æå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèå óòâåðæäåíèÿ 3 äëÿ ñëó÷àÿ çíàêîïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè U(q) ïîç-
âîëÿåò èçáåæàòü òàêîé ïðîöåäóðû è ñâåñòè ïðîâåðêó ê áîëåå ïðîñòûì óñëîâèÿì.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü â ñèñòåìå (11) ôóíêöèÿ U çíàêîïîëîæèòåëüíà è íàéä¼òñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë rn, n ∈ N, rn → 0 ïðè n → ∞, òàêèõ, ÷òî äëÿ òåõ q ∈ Srn ,
äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

∇U(q) = c(q)q è (x, JU(q)x)− c(q) > 0 (13)

äëÿ âñåõ x ∈ S1 òàêèõ, ÷òî (q, x) = 0, âåðíî è íåðàâåíñòâî c(q) > 0.
Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ q = 0, p = 0 ñèñòåìû (11) óñòîé÷èâî.
Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3, ïðèìåí¼ííîãî ê ôóíêöèè

H(q, p) = T (q, p) + U(q) êàê ñîîòâåòñòâóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, âî
ìíîæåñòâå òî÷åê q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (13), ñîäåðæàòñÿ âñå òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíê-
öèÿ U(q) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà ñîîòâåòñòâóþùåé ñôåðå Srn . Âûïîëíåíèå äëÿ ýòèõ òî÷åê
íåðàâåíñòâà c(q) > 0 îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ min

q∈Sr
U(q) âîçðàñòàåò ïî r â íåêîòîðîé îêðåñòíî-

ñòè rn. Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ U çíàêîïîëîæèòåëüíà, à ôóíêöèÿ T (q, p) ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà, ïîëó÷àåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ïàð (q, p) ñóùåñòâóåò íàáîð îêðåñòíîñòåé
Mn ⊂ B(0, rn) òî÷êè (0, 0), äëÿ êîòîðûõ âåðíû íåðàâåíñòâà min

(q,p)∈FrMn

H(q, p) > 0.
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåàâòîíîìíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîïóñ-
êàþùèå çàâèñÿùèé îò âðåìåíè ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Óñòàíîâëåíà
äâîéñòâåííîñòü ìåæäó âçàèìíî ñîïðÿæ¼ííûìè ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ êâàäðàòè÷íûìè
èíòåãðàëàìè. Óêàçàíû óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè ñïåêòðà òàêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì îòíîñè-
òåëüíî íóëÿ. Äîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Èñ-
ñëåäîâàíû èíâàðèàíòíûå ìåðû ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì, ïëîòíîñòè
êîòîðûõ � ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè âðåìåíè. Óêàçàíà â ÿâíîì âèäå ñåðèÿ êâàäðàòè÷íûõ
èíòåãðàëîâ, åñëè èçâåñòåí îäèí èç íèõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè ïðàâèëüíîé
ëèíåéíîé ñèñòåìû (÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ òî÷åê ñïåêòðà ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé) íå ïðåâîñ-
õîäèò ìèíèìàëüíîãî èç èíäåêñîâ èíåðöèè ïðèâîäèìîãî êâàäðàòè÷íîãî èíòåãðàëà.

DOI: 10.31857/S0374064121020060

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü
ẋ = Ax, x ∈ Rn, (1.1)

� àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äî-
ïóñêàþùàÿ ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

F (x) = (Bx, x)/2, B∗ = B. (1.2)

Ñêîáêà ( , ) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â Rn.
Â [1] îòìå÷åíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà òàêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.1):
1◦ div (Ax) = trA = 0;
2◦ f(−λ) = f(λ), λ ∈ C, ãäå f(λ) = |A−λI| � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A.
Äàëåå, åñëè ñèñòåìà (1.1) íåâûðîæäåíà (ò.å. |A| 6= 0), òî:
3◦ ðàçìåðíîñòü n ÷¼òíà;
4◦ ñèñòåìà (1.1) äîïóñêàåò n/2 íåçàâèñèìûõ êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëà;
5◦ ñèñòåìà óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé

êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë.
Â îáùåì íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå (êîãäà |A| 6= 0 è |B| 6= 0) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1.1) ñ êâàä-

ðàòè÷íûì èíòåãðàëîì (1.2) îêàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé: ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â Rn
çàäà¼ò íåâûðîæäåííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ω = BA−1, à ãàìèëüòîíèàíîì ñëóæèò
êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë (1.2) [1]. Ýòî íàáëþäåíèå ðàñïðîñòðàíåíî íà ëèíåéíûå ñèñòåìû â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå â ðàáîòå [2]. Ïîëíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü òàêèõ áåñêîíå÷íîìåðíûõ ãàìèëü-
òîíîâûõ ñèñòåì îáñóæäàåòñÿ â [3].

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîéñòâî 1◦ îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ëèóâèëëÿ î ñîõðàíå-
íèè ôàçîâîãî îáú¼ìà ïîòîêîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, à ñâîéñòâî 2◦ ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî
èçâåñòíîìó ñâîéñòâó ñïåêòðà ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (îí ñèììåòðè÷åí íå òîëüêî îò-
íîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, íî è îòíîñèòåëüíî ÷èñòî ìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè).
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñâîéñòâà 1◦ è 2◦ èìåþò ìåñòî è â ñëó÷àå âûðîæäåííîé ìàòðèöû A,
êîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1.1), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ãàìèëüòîíîâà.

Ïóñòü u � ñòåïåíü íåóñòîé÷èâîñòè íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.1): êîëè÷åñòâî
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè),
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à i− è i+ � èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (1.2) (ââèäó å¼ íåâûðîæäåííîñòè i− +
+ i+ = n). Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

6◦ u 6 min{i−, i+};
7◦ u ≡ i− mod 2.
Íåðàâåíñòâî 6◦ äîêàçàíî â [4] ñ ïîìîùüþ òåîðèè íîðìàëüíûõ ôîðì Âèëüÿìñîíà ëèíåéíûõ

ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì; äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî â [5]. Ñðàâíåíèå 7◦ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Êåëüâèíà î âîçìîæíîñòè ãèðîñêîïè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ïî-
ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ íàòóðàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [1].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöû A è B çàâèñÿò
îò âðåìåíè. Óñòàíîâëåíû àíàëîãè ñâîéñòâ 1◦� 6◦ äëÿ íåàâòîíîìíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì. Ïðè
ýòîì ñïåêòð ëèíåéíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì ñïîñîáîì ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïî-
êàçàòåëè Ëÿïóíîâà. ×òîáû äîêàçàòü (è ïðàâèëüíî ñôîðìóëèðîâàòü) àíàëîã òåîðåìû Êåëüâèíà
(ñâîéñòâî 7◦) â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå, íàäî èñïîëüçîâàòü áîëåå òîíêèå õàðàêòåðèñòèêè ðåøå-
íèé (íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷àñòîòû [6, 7]). Íî ýòîò âîïðîñ çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îñíîâíûìè îïðåäåëåíèÿìè è ñâîéñòâàìè õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøåíèé íåàâòîíîìíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó, íàïðèìåð, [8]).

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð èç òåîðèè ìàëûõ êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ñ ó÷¼òîì òàê íàçûâàåìûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Mẍ+G(t)ẋ+ Px = 0, x ∈ Rm. (1.3)

Çäåñü M∗ = M > 0 � ìàòðèöà èíåðöèè, P � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, çàäàþùàÿ ïîòåíöèàëü-
íóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû

V = (Px, x)/2,

à G � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà (â íàøåì ñëó÷àå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè), ïîðîæäàþùàÿ
ãèðîñêîïè÷åñêóþ ñèëó −Gẋ.

Óðàâíåíèå (1.3) äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè

F =
1

2
(Mẋ, ẋ) +

1

2
(Px, x). (1.4)

Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà ñîõðàííîñòü ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû.

2. Ëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû. Íàø îñíîâíîé îáúåêò � ëèíåéíàÿ íåàâòîíîìíàÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, (2.1)

äîïóñêàþùàÿ êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë

F (x, t) = (B(t)x, x)/2. (2.2)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû A (ìàòðèöû B) ñ÷èòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè (íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûìè) ôóíêöèÿìè âðåìåíè t ∈ R. Ìàòðèöû A è B ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Ḃ +BA+A∗B = 0. (2.3)

Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, ñîïðÿæ¼ííàÿ ê ñèñòåìå (2.1):

ẏ = −A∗(t)y, y ∈ Rn. (2.4)

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè ìàòðèöà B(t) íåâûðîæäåíà ïðè âñåõ t, òî êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà

H(y, t) = (B−1(t)y, y)/2 (2.5)

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû (2.4).
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Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ òîæäåñòâî (2.3) ñïðàâà è ñëåâà íà B−1 è èñïîëüçóÿ ëåãêî ïðîâå-
ðÿåìîå ðàâåíñòâî

(B−1)̇ = −B−1ḂB−1,

ïîëó÷àåì
(B−1)̇ +B−1(−A∗) + (−A)B−1 = 0,

÷òî äîêàçûâàåò èíâàðèàíòíîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (2.5) îòíîñèòåëüíî ïîòîêà ñîïðÿæ¼ííîé
ñèñòåìû.

Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé
A 7→ −A∗ è B 7→ B−1

èíâîëþòèâíî: åãî êâàäðàò � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Ïðåäëîæåíèå 2.1 óñòàíàâëèâàåò ëþ-
áîïûòíóþ äâîéñòâåííîñòü ìåæäó ñîïðÿæ¼ííûìè ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè ñ íåâûðîæäåííûìè
êâàäðàòè÷íûìè èíòåãðàëàìè. Ýòó äâîéñòâåííîñòü áîëåå âûðàçèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü |B(t)| 6= 0 ïðè âñåõ t. Òîãäà ëèíåéíàÿ ïîäñòàíîâêà

y = B(t)x (2.6)

ïåðåâîäèò ëèíåéíóþ ñèñòåìó (2.4) â ñîïðÿæ¼ííóþ åé ñèñòåìó (2.1).
Îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà x = B−1(t)y ïåðåâîäèò ñèñòåìó (2.1) â (2.4).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.6) â ëèíåéíîé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (2.4), ïîëó÷àåì

Bẋ+ Ḃx = −A∗Bx,

èëè
ẋ = −(B−1Ḃ +B−1A∗B)x. (2.7)

Äàëåå, èç òîæäåñòâà (2.3) ñëåäóåò, ÷òî

−(B−1Ḃ +B−1A∗B) = A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíûå ñèñòåìû (2.7) è (2.1) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Íàïîìíèì, ÷òî íåâûðîæäåííàÿ ïðè âñåõ t èç ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåíí�îãî ïðîìåæóòêà
ìàòðèöà L(t) ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíî-

âà, åñëè íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå L(t) è L̇(t) îãðàíè÷åíû è |L(t)| > l > 0. Ìàòðè-
öà L−1(t) òàêæå áóäåò ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, òî ñïåêòðû ëèíåéíûõ ñèñòåì (2.1)
è (2.4), ñîäåðæàùèå, âîçìîæíî, è íåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, çàäàâàåìûõ ìàòðèöàìè Ëÿïóíîâà, õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ðåøåíèé ñîõðàíÿþòñÿ.

Ïóñòü ìàòðèöà A(t) îãðàíè÷åíà (â ïðîìåæóòêå [t0,∞)). Òîãäà (ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà)
ïîëíûé ñïåêòð ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) (è åé ñîïðÿæ¼ííîé) ñîñòîèò èç n âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà. Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) ñ îãðàíè-
÷åííîé ìàòðèöåé A(t) ïðàâèëüíàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà å¼ ïîëíûé ñïåêòð ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ñîïðÿæ¼ííàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïåððîíà êðèòåðèé ïðàâèëüíîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû

çàêëþ÷àåòñÿ â óñëîâèè ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî íóëÿ ïîëíûõ ñïåêòðîâ ýòîé ñèñòåìû è
ñèñòåìû, åé ñîïðÿæ¼ííîé. Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 2.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 2.1 � ýòî àíàëîã ñâîéñòâà 2◦ äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåì, ïðèâåä¼ííîãî
âî ââåäåíèè. Çäåñü ðîëü àâòîíîìíîñòè èãðàåò óñëîâèå ïðàâèëüíîñòè ëèíåéíîé íåàâòîíîìíîé
ñèñòåìû.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) ñ îãðàíè÷åí-
íîé ìàòðèöåé A(t) ïðàâèëüíàÿ. Åñëè å¼ ñïåêòð íå ñîäåðæèò íóëÿ, òî n ÷¼òíî.
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Ñëåäñòâèå 2.2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëîã äëÿ íåàâòîíîìíûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ çàâèñÿùèì
îò âðåìåíè êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì ñâîéñòâà 3◦.

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, à ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) ñ îãðàíè÷åí-
íîé ìàòðèöåé A(t) ïðàâèëüíàÿ. Òîãäà

lim
τ→∞

1

τ

τ∫
τ0

trA(t) dt = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ñèñòåìà (2.1) ïðàâèëüíàÿ, òî ïðåäåë ñëåâà ñóùåñòâóåò è ðàâåí
ñóììå âñåõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòåé) èç ñïåêòðà ýòîé ñèñòåìû.
Íî (ïî òåîðåìå 2.1) ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ.

Íà ñàìîì äåëå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 2.3 ñïðàâåäëèâî è áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðàâèëüíî-
ñòè ñèñòåìû (2.1). Ýòî âûòåêàåò èç äîêàçàííîãî íèæå ñëåäñòâèÿ 3.3: èç ôîðìóëû (3.8) âûòåêàåò
îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëà

t∫
t0

trA(s) ds,

åñëè B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà.
Ñëåäñòâèå 2.4. Åñëè B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà, òî ëèíåéíûå ñèñòåìû (2.1) è (2.4)

îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû èëè íåóñòîé÷èâû.
Ýòî ñðàçó æå âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2.
Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.4. Åñëè ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà,

òî å¼ ñïåêòð íóëåâîé è îíà ïðèâîäèòñÿ (ïî Ëÿïóíîâó) ê ñèñòåìå ñ íóëåâîé ìàòðèöåé.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñïåêòð ñîäåðæèò ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ó ñèñòå-

ìû (2.1) íàéä¼òñÿ íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå.
Ïóñòü òåïåðü ñïåêòð ñîäåðæèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñèñòåìà (2.1) èìååò íåíóëåâîå

ðåøåíèå t 7→ x(t) òàêîå, ÷òî x(t) → 0 ïðè t → ∞. Ïî ñëåäñòâèþ 2.4 âñå ðåøåíèÿ t 7→ y(t)
ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíû. Âûáåðåì y(0) òàê, ÷òîáû

(x(0), y(0)) = c 6= 0. (2.8)

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

(x(t), y(t)) = c

ïðè âñåõ t. Òàê êàê y(t) îãðàíè÷åíà, à x(t) → 0, òî c = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó
â (2.8). Èòàê, ñïåêòð ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) íóëåâîé.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà îäíîâðåìåííî ñî ñâîåé ñîïðÿæ¼ííîé
ñèñòåìîé (ñëåäñòâèå 2.4), òî, êàê îòìå÷åíî â [8, ñ. 228, óïð. 14], îíà ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîé
ñèñòåìå ñ íóëåâîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 2.2. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ ñëåäñòâèÿ 2.4 ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà äîïóñêàåò ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé
êâàäðàòè÷íîé ôîðìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äîïóñêàåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûé êâàäðà-
òè÷íûé èíòåãðàë, òî åãî ìîæíî ïðèíÿòü çà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà, ÷òî äîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü
ñèñòåìû (2.1).

Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà (2.1) óñòîé÷èâà. Òîãäà (ïî ñëåäñòâèþ 2.5) çàìåíîé ïåðåìåííûõ x =
= L(t)z ñ íåêîòîðîé ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà L ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåîáðà-
çóåòñÿ ê âèäó ż = 0. Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë f = (z, z)/2, êîòîðûé
â ñòàðûõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

f(x, t) = (L−1(t)x, L−1(t)x)/2. (2.9)
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Òàê êàê L(t) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà, òî (2.9) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûì êâàä-
ðàòè÷íûì èíòåãðàëîì èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1). Â ñàìîì äåëå, òàê êàê ‖x‖ 6
6 ‖L‖‖z‖, òî

2f = ‖z‖2 > ‖L(t)‖−2‖x‖2.
Îñòà¼òñÿ ó÷åñòü, ÷òî ‖L(t)‖ � îãðàíè÷åííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ïîýòîìó âû-
ïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖L(t)‖−2 > const > 0.

Òåîðåìà 2.2 îáîáùàåò ñâîéñòâî 5◦ íà íåàâòîíîìíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ çàâèñÿùèì îò
âðåìåíè êâàäðàòè÷íûì èíòåãðàëîì.

3. Èíâàðèàíòíûå ìåðû. Íåñòàöèîíàðíàÿ ìåðà

dµt = ρ(x, t) dnx

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòüþ ρ > 0 áóäåò èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ïîòîêà
ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0, (3.1)

ãäå v = A(t)x. Óðàâíåíèå (3.1) � èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, èãðàþùåå êëþ÷åâóþ ðîëü
â ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Ïóñòü ïëîòíîñòü çàâèñèò ëèøü îò âðåìåíè. Òîãäà óðàâíåíèå (3.1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

ρ̇+ ρa = 0, a(t) = trA(t). (3.2)

Åãî îáùåå ðåøåíèå:

ρ(t) = ρ0 exp

[
−

t∫
0

a(τ) dτ

]
, ρ0 = ρ(0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà âñåé âðåìåíí�îé îñè (åñëè, êîíå÷íî, ìàòðèöà A(t) îïðå-
äåëåíà ïðè âñåõ t) è ïëîòíîñòü ρ(t) ïîëîæèòåëüíà, åñëè ρ0 > 0.

Óðàâíåíèå (3.2) ïîëåçíî ñðàâíèòü ñ óðàâíåíèåì (òàêæå ïîëó÷åííûì Ëèóâèëëåì) äëÿ îïðå-
äåëèòåëÿ Âðîíñêîãî w(t) ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1):

ẇ = aw. (3.3)

Ñîïîñòàâëÿÿ (3.2) è (3.3), ïîëó÷àåì

ρ = cw−1, c = const . (3.4)

Èìååò ìåñòî î÷åâèäíîå
Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïîòîê ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) ñîõðàíÿåò ñòàíäàðòíóþ ìåðó dnx

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà trA(t) ≡ 0.
Ñëåäñòâèå 3.1. Ïîòîêè ëèíåéíîé ñèñòåìû è ñèñòåìû, åé ñîïðÿæ¼ííîé, ñîõðàíÿþò ìåðó

Ëåáåãà îäíîâðåìåííî.
Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò íå çàâèñÿùèé

îò âðåìåíè èíòåãðàë â âèäå íåâûðîæäåííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû. Òîãäà å¼ ïîòîê ñîõðàíÿåò
îáû÷íóþ ìåðó Ëåáåãà â Rn.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (2.3) ïðèíèìàåò âèä

BA+A∗B = 0 (3.5)

è, êðîìå òîãî, |B| 6= 0. Èç (3.5) íàõîäèì A = −B−1A∗B. Ñëåäîâàòåëüíî,

trA = −tr (A∗BB−1) = −trA∗ = −trA.

Îòêóäà trA = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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Âåðí¼ìñÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, êîãäà ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà B çàâèñèò îò âðåìåíè.
Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü |B(t)| 6= 0 ïðè âñåõ t. Òîãäà

ρ(t) = c[ |detB(t)| ]1/2, c = const > 0. (3.6)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè B = const, òî ïîëó÷àåì çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ 3.2.
Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë (2.2), íåâûðîæ-

äåííûé ïðè íåêîòîðîì t = t0, òî |B(t)| 6= 0 ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 3.1.
Ëåììà 3.1. Åñëè x(t) è z(t) � ëþáûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1), òî

(B(t)x(t), z(t)) = const . (3.7)

Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2.1) ñóììà x(t) + z(t) òàêæå áóäåò åãî ðåøå-
íèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,

(B(x+ z), x+ z) = const .

Òàê êàê (Bx, x) = const è (Bz, z) = const, òî îòñþäà âûòåêàåò (3.7).
Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè W (t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (2.1), òî

W ∗(t)B(t)W (t) = const . (3.8)

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 3.1, ïðèìåí¼ííîé êî âñåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ðå-
øåíèÿì ñèñòåìû (2.1), ïîðîæäàþùèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó W.

Ñîîòíîøåíèå (3.8) òàêæå ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òîæäåñòâà (2.3). Óìíîæàÿ (2.3) ñïðàâà íà W,

à ñëåâà íà W ∗ è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà Ẇ = AW, Ẇ ∗ = W ∗A∗, ïîëó÷àåì

W ∗ḂW +W ∗BẆ + Ẇ ∗BW = 0.

Íî ýòî ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî (3.8).
Èç òîæäåñòâà (3.8) âûòåêàåò, ÷òî

|B(t)|w2(t) = α = const . (3.9)

Ïðè ýòîì çíàêè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû B è ïîñòîÿííîé α ñîâïàäàþò. Ïîñëå ýòèõ çàìå÷àíèé
ôîðìóëà (3.6) ñðàçó æå ñëåäóåò èç (3.4) è (3.9). Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû A(t) è B(t) ïåðèîäè÷íû ñ îäíèì è òåì æå ïåðèîäîì τ > 0,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè. Ïóñòü x(t, x0) � ðåøåíèå ëèíåéíîé
ñèñòåìû (2.1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0 ïðè t = 0. Ââèäó ïåðèîäè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ

z 7→ x(nτ, z), n ∈ Z, (3.10)

îáðàçóþò ãðóïïó.
Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà B(t), t mod τ, ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t è ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ïîäîáëàñòü, èìå-
þùàÿ ïîëîæèòåëüíóþ ìåðó Ëåáåãà. Òîãäà äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x0 ∈ D òî÷-
êà x(nτ, x0), n ∈ N, áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ïîïàä¼ò â îáëàñòü D.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïî÷òè âñåõ x0 ∈ Rn ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûì äàííûì x0 áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðàç (ïðè t→∞) áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè÷àòüñÿ îò x0.

Äîêàæåì ïðåäëîæåíèå 3.3. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ñèñòåìà (2.1) èìååò èíâàðèàíòíóþ ìå-
ðó ñ τ -ïåðèîäè÷åñêîé ïî t ïëîòíîñòüþ. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå (3.10) ñîõðàíÿåò îáû÷-
íóþ ìåðó â Rn. Äàëåå, ââèäó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè τ -ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû B(t)
îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ îáëàñòü D ðàñïîëîæåíà â îáëàñòè

{x ∈ Rn : (B(0)x, x) 6 C}, (3.11)
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ãäå C � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Âñå îáëàñòè âèäà (3.11), î÷åâèäíî,
èíâàðèàíòíû ïðè îòîáðàæåíèè (3.10), è èõ ìåðà êîíå÷íà. Çíà÷èò, ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
êëàññè÷åñêîé òåîðåìîé Ïóàíêàðå î âîçâðàùåíèè òðàåêòîðèé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà B(t) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííîé,
íî íåâûðîæäåíà, òî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Õîïôà: äëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ðåøåíèå
ëèíåéíîé ñèñòåìû ëèáî áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç (ïðè t → ∞) ïîäõîäèò ñêîëü óãîäíî áëèçêî
ê íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ëèáî óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü.

4. Êâàäðàòè÷íûå èíòåãðàëû. Âñåãäà ëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé (2.1) èìååò íåâûðîæäåííûé êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë? Îòâåò îêàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Åñëè ìàòðèöà A(t) íåïðåðûâíà íà R, òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) äî-
ïóñêàåò êâàäðàòè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë (2.2), ïðè÷¼ì ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà B(t) íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è B(t) > 0 ïðè âñåõ t.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y1(t), . . . , yn(t) (t ∈ R) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ ñîïðÿæ¼í-
íîé ñèñòåìû (2.4). Òîãäà, ñîãëàñíî Ëàãðàíæó, ëèíåéíûå ôóíêöèè

f1 = (x, y1(t)), . . . , fn = (x, yn(t))

áóäóò ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1). Äàëåå,

f =
1

2

n∑
k=1

f2
k (x, t) =

1

2

n∑
k=1

(x, yk(t))
2 (4.1)

� êâàäðàòè÷íûé ïåðâûé èíòåãðàë ñèñòåìû (2.1).
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ R. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, åñëè ôîðìó (4.1) ïðåäñòàâèòü â âèäå (2.2), òî B(t) > 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
ò.å. f = 0 ïðè íåêîòîðîì x 6= 0. Íî òîãäà âñå âåêòîðû y1, . . . , yn â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè
áóäóò îðòîãîíàëüíû x. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè ëåæàò â (n − 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿ-
ùåì ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è îðòîãîíàëüíîì âåêòîðó x. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èõ ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè. ×òî è òðåáîâàëîñü.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Ïóñòü Y � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùàÿ èç âåêòîð-

ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé y1(t), . . . , yn(t). Åñëè âåêòîð-ñòîëáöû ñîïðÿæ¼ííîé
ìàòðèöû Y ∗ (òîæå íåâûðîæäåííîé) îáîçíà÷èòü ÷åðåç a1(t), . . . , an(t), òî ìàòðèöà B áóäåò
ìàòðèöåé Ãðàìà íàáîðà âåêòîðîâ a1, . . . , an.

2. Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (4.1) áóäåò ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû (2.1). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî åù¼ óñëîâèå å¼ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè:

f(x, t) > c‖x‖2, c = const > 0.

Íàïðèìåð, åñëè A � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ýòî óñëîâèå çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ.
3. Êðîìå íåâûðîæäåííîãî èíòåãðàëà (4.1) ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) èìååò öåëîå ñåìåéñòâî

íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëîâ

f =
1

2

n∑
k=1

ckf
2
k ,

ãäå c1, . . . , cn � íåíóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñðåäè òàêèõ èíòåãðàëîâ ðîâíî n ôóíêöèî-
íàëüíî íåçàâèñèìûõ.

4. Ïóñòü A = const . Òîãäà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) â îáùåì ñëó÷àå íå äîïóñêàåò íåíóëåâûõ
êâàäðàòè÷íûõ èíòåãðàëîâ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè. Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð: A � åäèíè÷-
íàÿ n × n-ìàòðèöà. Îäíàêî (ïî ïðåäëîæåíèþ 4.1) äëÿ ñèñòåìû (2.1) çàâèñÿùèå îò âðåìåíè
íåâûðîæäåííûå êâàäðàòè÷íûå èíòåãðàëû âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Ïðåäëîæåíèå 4.1 íåêîíñòðóêòèâíî: ÷òîáû óêàçàòü êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàë, íàäî ïðåæäå
ðåøèòü ñîïðÿæ¼ííóþ ñèñòåìó. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ìîæíî óêàçàòü öåëóþ ñåðèþ êâàäðàòè÷íûõ
èíòåãðàëîâ, åñëè èçâåñòåí îäèí èç íèõ.
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Ïðåäëîæåíèå 4.2. Åñëè A = const, òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) äîïóñêàåò êâàäðàòè÷íûå
èíòåãðàëû

fk =
1

2
(A∗kB(t)Akx, x), k > 0. (4.2)

Ïðè k = 0 èìååì èñõîäíûé èíòåãðàë (2.2). Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî â ôîðìóëå (4.2)
÷èñëî k ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì öåëûì. Êîíå÷íî, ñðåäè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà êâàäðàòè÷-
íûõ èíòåãðàëîâ (4.2) ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ íå áîëåå n. Âîïðîñ î òî÷íîì êîëè÷åñòâå
ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ ñðåäè (4.2) íå î÷åâèäíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 4.2 ñîâñåì ïðîñòîå: âñå ìàòðèöû Bk(t) = A∗kB(t)Ak óäîâëå-
òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (2.3).

5. Ñòåïåíè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè. Åñëè ìàòðèöà A(t)
îãðàíè÷åíà, òî âñå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû èìåþò êîíå÷íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòå-
ëè. Íàçîâ¼ì ñòåïåíüþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (2.1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç a
êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) å¼ ñïåêòðà. Åñëè âåñü ñïåêòð ëå-
æèò ñëåâà îò íóëÿ (a = n), òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Áóäåì
íàçûâàòü ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè è îáîçíà÷àòü ÷åðåç u êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) â ñïåêòðå ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1). Åñëè B(t) � ìàòðèöà Ëÿïóíîâà
è ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.1) ïðàâèëüíàÿ, òî (ïî òåîðåìå 2.1) a = u.

Ïóñòü i− è i+ � èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (2.2) � ïåðâîãî èíòåãðàëà ëèíåéíîé
ñèñòåìû (2.1). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3 ýòè öåëûå ÷èñëà íå çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (B(t)x, x) íàçîâ¼ì ïðèâîäèìîé, åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ëÿïóíî-
âà L(t) òàêàÿ, ÷òî

L∗(t)B(t)L(t) = C

� ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Ýòó êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè ïðèâîäèòü ê ôîð-
ìå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàïðèìåð, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.3, êâàäðàòè÷íûé èíòå-
ãðàë ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ å¼ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû W. Îäíàêî W (t)
áóäåò ìàòðèöåé Ëÿïóíîâà òîëüêî äëÿ óñòîé÷èâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
ïðèâîäèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà B(t) = L∗1(t)C1L1(t), ãäå C1 � ïîñòîÿííàÿ ìàò-
ðèöà, à L1(t) � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà Ëÿïóíîâà.

Òåîðåìà 5.1. Åñëè ìàòðèöà A(t) îãðàíè÷åíà, à (2.2) � ïðèâîäèìàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîð-
ìà, òî

a 6 min{i−, i+}. (5.1)

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè, êðîìå òîãî, ñèñòåìà (2.1) ïðàâèëüíàÿ, òî

u 6 min{i−, i+}.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó èç ââåäåíèÿ: ýòî óðàâíåíèå âòîðîãî ïî-
ðÿäêà (1.3) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ýëåìåíòû êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû G(t) îãðàíè÷åíû.
Íàïîìíèì, ÷òî ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè Ïóàíêàðå p ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ
îòðèöàòåëüíûé èíäåêñ èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V � ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû.
Î÷åâèäíî, ÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå (êîãäà |P | 6= 0) èíäåêñû èíåðöèè êâàäðàòè÷íîé ôîð-
ìû (1.4) (ïåðâîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ (1.3)) ðàâíû i− = p, i+ = 2n − p > p. Â ÷àñòíîñòè,
min{i−, i+} = p. Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû 5.1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî äëÿ ñòåïåíè àñèìïòî-
òè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.3): a 6 p. Â àâòîíîìíîì ñëó÷àå (êîãäà ìàòðèöà
ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë íå çàâèñèò îò âðåìåíè) a = u è ïîýòîìó u 6 p. Ýòî íåðàâåíñòâî óñòà-
íîâëåíî â ðàáîòå [9] (ñì. òàêæå [10]).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1. Ïðèâåä¼ì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (2.2) ê âèäó, íå çàâè-
ñÿùåìó îò âðåìåíè (òåïåðü B = const). Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè å¼ èíäåêñû èíåðöèè íå
èçìåíÿòñÿ. Òî÷íî òàêæå ó ïðåîáðàçîâàííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) íàáîð ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-
íîâà (ñëåäîâàòåëüíî, è å¼ ñïåêòð) îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì.

Ïóñòü −∞ < α1 < α2 < . . . < αs < 0 � ÷àñòü ñïåêòðà ëèíåéíîé ñèñòåìû, ëåæàùàÿ ñëåâà
îò íóëÿ, è ïóñòü n1, n2, . . . , ns � ñîîòâåòñòâåííî êðàòíîñòè ýòèõ òî÷åê ñïåêòðà. Ïóñòü Ns �

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021



Î ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ 195

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), îáëàäàþùèõ õàðàêòåðèñ-
òè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì αs.

Ââåä¼ì ìíîæåñòâî Γs âñåõ ðåøåíèé x(t), âêëþ÷àÿ íóëåâîå, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòå-
ëè êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ÷èñëà αs. Èç èçâåñòíûõ ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé
ñëåäóåò, ÷òî åñëè x1(t), x2(t) ∈ Γs, òî

1) cxj(t) ∈ Γs, c = const;
2) x1(t) + x2(t) ∈ Γs.
Ñëåäîâàòåëüíî, Γs � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R.
Èçâåñòíî, ÷òî [8, ãë. III, � 4]

Ns = dim Γs (5.2)

è
n1 + n2 + . . .+ ns = Ns. (5.3)

Òàê êàê âñå αj îòðèöàòåëüíû, òî (Bx(t), x(t))→ 0 ïðè t→ +∞ äëÿ âñåõ ðåøåíèé x(t) èç
ïðîñòðàíñòâà Γs. Ïîñêîëüêó êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (2.2) � ïåðâûé èíòåãðàë, òî âñå ýòè ðåøåíèÿ
(òî÷íåå, èõ òðàåêòîðèè) ëåæàò â êîíóñå

K = {x ∈ Rn : (Bx, x) = 0}. (5.4)

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {x(t)} ⊂ Rn, ãäå x(t) � ðåøåíèÿ
èç Γs, áóäåò ïëîñêîñòüþ Σ(t), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ðàçìåðíîñòü êîòîðîé
ðàâíà dim Γs. Â ãåîìåòðèè òàêèå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè: îíè öåëèêîì ëåæàò
â èçîòðîïíîì êîíóñå (5.4). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàçìåðíîñòü êàæäîé ñèíãóëÿðíîé ïëîñêîñòè
íå ïðåâîñõîäèò

min{i−, i+} (5.5)

(ñì., íàïðèìåð, [11, ãë. 13.2]). Ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ (5.2) è (5.3) ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî òî÷åê
îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ñïåêòðà ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.1) (ñ ó÷¼òîì êðàòíîñòè) íå ïðåâîñõîäèò
âåëè÷èíû (5.5). Îòêóäà âûòåêàåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî (5.1).
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

dt
= P (t)x, x ∈ Rn, t ∈ R, (1)

ñ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé n× n-ìàòðèöåé P (t).
Äëÿ 2ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì èçâåñòíà [1, ñ. 183; 2, ñ. 79] òåîðåìà Ôëîêå, ñîãëàñ-

íî êîòîðîé ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé X(t) ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1) ïðåäñòàâèìà
â âèäå X(t) = Φ(t)eA0t, ãäå Φ(t) � 2ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, à A0 � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà,
êîòîðàÿ, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëÿåò íàëè÷èå ó ñèñòåìû (1) ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è èõ óñòîé-
÷èâîñòü.

Âàæíóþ ðîëü â èññëåäîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì èãðàåò
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, èëè îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä, [3, ñ. 209] (ñì. òàêæå [4, c. 216], ãäå äàíî
îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ).

Â 1984 ã. Ìèðîíåíêî Â.È. ââ¼ë ïîíÿòèå îòðàæàþùåé ôóíêöèè [5]. Äàëüíåéøåå ïðèìåíåíèå
ýòîãî ïîíÿòèÿ ïîêàçàëî åãî áîëüøóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè èçó÷åíèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ñèñòåì.

Îñíîâíûå ðàáîòû àâòîðîâ íà ðóññêîì ÿçûêå, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé òåìàòèêå, îïóáëèêîâàíû
ïðåèìóùåñòâåííî â æóðíàëå �Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ�. Êëþ÷åâûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè
îòðàæàþùåé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíî è ñèñòåìàòè÷åñêè èçëîæåíû â ìîíîãðàôèÿõ [6, 7]. Àí-
ãëîÿçû÷íûå ðàáîòû [8�10] ñîäåðæàò ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû, íå âîøåäøèå â ýòè ìîíîãðàôèè.

Îòìåòèì ïîÿâëåíèå ñåðü¼çíûõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè îòðàæàþùåé ôóíêöèè, îïóáëèêî-
âàííûõ çàðóáåæíûìè ìàòåìàòèêàìè â íàó÷íûõ æóðíàëàõ íà àíãëèéñêîì è êèòàéñêîì ÿçûêàõ.
Çíà÷èìàÿ ÷àñòü ýòèõ èññëåäîâàíèé îáîáùåíà â ìîíîãðàôèè [11].

Ïðèâåä¼ì ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ ñòàòüè.
Îòðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ F (t, x) äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

dx

dt
= X(t, x), t ∈ R, x ∈ Rn, (2)

ñâÿçûâàåò ïðîøëîå ñîñòîÿíèå x(−t) ýòîé ñèñòåìû ñ å¼ áóäóùèì ñîñòîÿíèåì x(t) ôîðìóëîé
x(−t) = F (t, x(t)). Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ F (t, x) ÿâëÿåòñÿ îòðàæàþùåé ôóíêöèåé ñèñ-
òåìû (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó ñîîòíîøåíèþ

∂F

∂t
+
∂F

∂x
X(t, x) +X(−t, F ) = 0, F (0, x) ≡ x.

Åñëè F (t, x) ÿâëÿåòñÿ îòðàæàþùåé ôóíêöèåé 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (2) ñ ïðîäîë-
æèìûìè íà îòðåçîê [−ω, ω] ðåøåíèÿìè, òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ýòîé ñèñòåìû çà ïåðèîä
[−ω, ω] çàäà¼òñÿ ñîîòâåòñòâèåì x 7→ F (−ω, x). Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíîñòü ïðèìåíå-
íèÿ îòðàæàþùåé ôóíêöèè ê èçó÷åíèþ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñèñòåìà (2) 2ω-ïåðèîäè÷íà è íå÷¼òíà ïî t, ò.å. X(−t, x) + X(t, x) ≡ 0,
òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, F (t, x) ≡ x è, çíà÷èò, âñå ïðîäîëæèìûå íà [−ω, ω] ðåøåíèÿ òàêîé
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ 2ω-ïåðèîäè÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå çà ïåðèîä [−ω, ω] èíîãäà
óäà¼òñÿ íàéòè äàæå äëÿ ñèñòåì, íåèíòåãðèðóåìûõ â êâàäðàòóðàõ.

Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì (1), î êîòîðûõ áóäåò èäòè ðå÷ü â ýòîé ñòàòüå, òåîðèÿ îòðàæàþùåé
ôóíêöèè îñîáåííî ïðîçðà÷íà � ïîòîìó, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðî-
äîëæèìû íà R. Ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ñâîéñòâà îòðàæàþùåé ôóíêöèè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
(1). Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ôàêòîâ íàñòîëüêî ïðîñòû, ÷òî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç îñîáûõ óñè-
ëèé; ïðè æåëàíèè ýòè äîêàçàòåëüñòâà ìîæíî íàéòè â [6, ñ. 30�31; 7, ñ. 91].

1. Ïóñòü X(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1), ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ êîòîðîé
íå îáÿçàòåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ. Îòðàæàþùàÿ ôóíêöèÿ ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíà è èìååò âèä x̄ =
= F (t)x = X(−t)X−1(t)x.

Ìàòðèöà F (t) = X(−t)X−1(t) íàçûâàåòñÿ îòðàæàþùåé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1). Åñëè
F (t) � îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1), òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t) ñèñòåìû (1) ïðè âñåõ
t ∈ R âåðíî ñîîòíîøåíèå x(−t) = F (t)x(t).

2. Äèôôåðåíöèðóåìàÿ ìàòðèöà F (t) ÿâëÿåòñÿ îòðàæàþùåé ìàòðèöåé ñèñòåìû (1) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó ñîîòíîøåíèþ

dF

dt
+ FP (t) + P (−t)F = 0, F (0) = E, (3)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
3. Åñëè ìàòðèöà P (t) íå÷¼òíà ïî t, òî îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ åäè-

íè÷íîé ìàòðèöåé, ò.å. F (t) ≡ E, è âñå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ÷¼òíû.
4. Åñëè F (t) � îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1), òî å¼ îòîáðàæåíèå çà

ïåðèîä [−ω, ω] çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé x(ω) = F (−ω)x(−ω).
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà F (−ω) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà ïåðèîäå

[−ω, ω].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Äàëåå äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè P (t) ÷åðåç P÷ è Pí áóäåì îáîçíà÷àòü
å¼ ÷¼òíóþ è íå÷¼òíóþ ÷àñòè, ò.å.

P÷(t) :=
1

2
(P (t) + P (−t)), Pí(t) :=

1

2
(P (t)− P (t)).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ n × n-ìàòðèö A(t), S(t), Φ(t), èç êîòîðûõ A(t) íåïðåðûâíà
íà R, S(t) íåïðåðûâíà íà R è íå÷¼òíà, Φ(t) äèôôåðåíöèðóåìà è íå âûðîæäàåòñÿ íà R,
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

P÷Φ = ΦA;
dΦ

dt
= Pí(t)Φ + ΦS(t).

Òîãäà ìàòðèöà Φ(t) � ÷¼òíàÿ, à îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F (t) ñèñòåìû dx/dt = P (t)x
çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé F (t) = Φ(t)B(t)Φ−1(t), ãäå B(t) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dB

dt
+BA(t) +A(t)B + S(t)B −BS(t) = 0, B(0) = E.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×¼òíîñòü ìàòðèöû Φ(t) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3 îòðàæàþùåé ìàòðèöû,
òàê êàê ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ(t) óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìå ñ íå÷¼òíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îñíîâíîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îòðàæàþùåé ìàòðèöû:

F ′ + FP (t) + P (−t)F = Φ′BΦ−1 + ΦB′Φ−1 − ΦBΦ−1Φ′Φ−1 + ΦBΦ−1P (t) + P (−t)ΦBΦ−1 =

= (PíΦ + ΦS)BΦ−1 − ΦBΦ−1(PíΦ + ΦS)Φ−1 + ΦB′Φ−1 + ΦBΦ−1P (t) + P (−t)ΦBΦ−1 =

= PíΦBΦ−1 +ΦSBΦ−1−ΦBΦ−1Pí−ΦBSΦ−1 +ΦB′Φ−1 +ΦBΦ−1(P÷+Pí)+(P÷−Pí)ΦBΦ−1 =

= ΦSBΦ−1−ΦBSΦ−1 +ΦB′Φ−1 +ΦBΦ−1P÷+P÷ΦBΦ−1 = Φ(B′+BA+AB+SB−BS)Φ−1 = 0.

Îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òî ìàòðèöà F (−ω) îòîáðàæåíèÿ Ïó-

àíêàðå ñèñòåìû (1) íà ïåðèîäå [−ω, ω] çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé F (−ω) = Φ(ω)B(−ω)Φ−1(ω).
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 4 îòðàæàþùåé ìàòðèöû.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) P (t) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ 2ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ n× n-ìàòðèöà;
2) A = A(t) � ÷¼òíàÿ n × n-ìàòðèöà, ïîäîáíàÿ ìàòðèöå P÷(t) è êîììóòèðóþùàÿ ñî

ñâîèì èíòåãðàëîì
∫ t

0 A(τ) dτ ;

3) ñóùåñòâóþò íå÷¼òíûå íåïðåðûâíûå íà R ñêàëÿðíûå ôóíêöèè αk(t) (k = 0, n− 1),
äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷ =

n−1∑
k=0

αkP
k
÷ ,

dA

dt
+
dA

dt
A−AdA

dt
=

n−1∑
k=0

αkA
k;

4) ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

dΦ

dt
= PíΦ + Φ

dA

dt
, Φ(ω) = Φω,

ãäå ìàòðèöà Φω íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ P÷(ω)Φω = ΦωA(ω).
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
i) ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé, 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

P÷(t)Φ(t) ≡ Φ(t)A(t);

ii) îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F (t) ñèñòåìû (1) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

F (t) = Φ(t) exp

(
−2

t∫
0

A(τ) dτ

)
Φ−1(t);

iii) äëÿ ìàòðèöû îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå çà ïåðèîä [−ω, ω] ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

F (−ω) = Φ(ω) exp

(
2

ω∫
0

A(τ) dτ

)
Φ−1(ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×¼òíîñòü è 2ω-ïåðèîäè÷íîñòü ìàòðèöû Φ(t) ñëåäóåò èç ïðèâåä¼ííûõ
âûøå ñâîéñòâ 3 è 4.

Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ëåãêî ïðîâåðÿåìûì òîæäåñòâîì:

P k
÷

Φ− ΦAk =
k∑
j=1

P k−j
÷

(P÷Φ− ΦA)Aj−1.

Ïóñòü ∆ := P÷Φ− ΦA. Òîãäà

d∆

dt
=
dP÷
dt

Φ + P÷
dΦ

dt
− dΦ

dt
A− Φ

dA

dt
=
dP÷
dt

Φ + P÷

(
PíΦ + Φ

dA

dt

)
−
(
PíΦ + Φ

dA

dt

)
A− Φ

dA

dt
=

=

(
dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷
)

Φ− Φ

(
dA

dt
+
dA

dt
A−AdA

dt

)
+ Pí(P÷Φ− ΦA) + (P÷Φ− ΦA)

dA

dt
=

=

(
dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷
)

Φ− Φ

(
dA

dt
+
dA

dt
A−AdA

dt

)
+ Pí∆ + ∆

dA

dt
=

=
n−1∑
k=0

αkP
k
÷

Φ− Φ
n−1∑
k=0

αkA
k + Pí∆ + ∆

dA

dt
= Pí∆ + ∆

dA

dt
+
n−1∑
k=0

αk(P
k
÷

Φ− ΦAk) =

= Pí∆ + ∆
dA

dt
+

n−1∑
k=0

αk

k∑
j=1

P k−j
÷

∆Aj−1.
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Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòû ìàòðèöû ∆ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

d∆

dt
= Pí∆ + ∆

dA

dt
+
n−1∑
k=0

αk

k∑
j=1

P k−j
÷

∆Aj−1, ∆(ω) = 0.

Îòñþäà â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè [2, ñ. 19] èìååì

∆(t) = P÷(t)Φ(t)− Φ(t)A(t) ≡ 0,

è óòâåðæäåíèå i) òåîðåìû äîêàçàíî.

Òàê êàê ìàòðèöà A(t) êîììóòèðóåò ñî ñâîèì èíòåãðàëîì
∫ t

0 A(t) dτ, òî ñîãëàñíî òåîðåìå

Ëàïïî-Äàíèëåâñêîãî [1, c. 117] äëÿ ìàòðèöû B(t) := exp(−2
∫ t

0 A(τ) dτ) âåðíî ñîîòíîøåíèå

dB

dt
= −AB −BA = −2AB.

Êðîìå òîãî,

0 =
d

dt
(AB −BA) =

dA

dt
B +A

dB

dt
− dB

dt
A−BdA

dt
=

=

(
dA

dt
B −BdA

dt

)
+

(
A
dB

dt
− dB

dt
A

)
=
dA

dt
B −BdA

dt
,

ò.å. ìàòðèöû S := dA/dt è B êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîé. Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíèìîñòü âñåõ
óñëîâèé òåîðåìû 1, à çíà÷èò, âåðíû è å¼ âûâîäû î âèäå îòðàæàþùåé ìàòðèöû, à òàêæå î âèäå
ìàòðèöû F (−ω) îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå çà ïåðèîä [−ω, ω].

Ëåììà. Åñëè F (t) � îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1), òî äëÿ êàæ-
äîãî öåëîãî k è êàæäîãî t0 ∈ [−ω, ω] âåðíî ðàâåíñòâî

x(t0 + 4kω) = F (−t0 − 2kω)x(−t0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 îòðàæàþùåé ìàòðèöû F (t) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ
x(t) ñèñòåìû (1) âåðíî ðàâåíñòâî x(−t) = F (t)x(t). Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè x(t) � ðåøåíèå
2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1), òî y(t) := x(t+ 2kω) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.
Ïîýòîìó ïðè ëþáîì t ∈ R è ëþáîì íàòóðàëüíîì k èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

x(−t+ 2kω) = F (t)x(t+ 2kω).

Ïîëîæèâ çäåñü t = −t0 − 2kω, ïîëó÷èì äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F (t) 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (1) îãðàíè-

÷åíà íà (−∞, 0]. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå x(t) ýòîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíî íà R, à ñèñòåìà (1)
óñòîé÷èâà.

Åñëè ïðè t→ −∞ îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F (t) ñòðåìèòñÿ ê íóëåâîé ìàòðèöå, òî ëþáîå
ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (1) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞ è ñèñòåìà (1) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïðè t→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû è òåîðåì 1, 2 èç [1, c. 82�83].
Ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèì ê èçó÷åíèþ äâóìåðíîé ñèñòåìû

dx

dt
=

(
p11(t) p12(t)
p21(t) p22(t)

)
x+

(
α(t) β(t)
γ(t) δ(t)

)
x, (4)

ãäå P÷ =

(
p11 p12

p21 p22

)
� ÷¼òíàÿ è Pí =

(
α β
γ δ

)
� íå÷¼òíàÿ äèôôåðåíöèðóåìûå 2ω-ïåðèîäè÷å-

ñêèå ìàòðèöû.
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Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1(t), λ2(t) ìàòðèöû P÷(t) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå∣∣∣∣p11 − λ p12

p21 p22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (pn + p22)λ+ (p11p22 − p12p21) = 0.

Îòñþäà íàõîäèì

λ1,2 =
p11 + p22

2
±
√

(p11 − p22)2 + 4p12p21

2
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà (p11 − p22)2 + 4p12p21 = −b2 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå
ìàòðèöû A(t) âîçüì¼ì ìàòðèöó

A(t) =

(
a b
−b a

)
, a :=

p11 + p22

2
, b(t) :=

√
−(p11 − p22)2 − 4p12p21

2
.

Äëÿ âûáðàííîé ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Φω òàêàÿ, ÷òî P÷(ω)Φω = ΦωA(ω). Îïðå-
äåëèì ìàòðèöó Φ(t) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dΦ

dt
= PíΦ + Φ

dA

dt
, Φ(ω) = Φω.

Òîãäà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå 3) òåîðåìû 2, òî âûïîëíåíû è âñå óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû.
×òîáû óñòàíîâèòü âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ 3), íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò íå÷¼òíûå ñêà-
ëÿðíûå ôóíêöèè α0(t) è α1(t), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

d

dt

(
a b
−b a

)
= α0

(
1 0
0 1

)
+ α1

(
a b
−b a

)
.

Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

α1 =
1

b

db

dt
, α0 =

da

dt
− a

b

db

dt
.

Ïîäñòàâëÿÿ èõ â èñïîëüçîâàííîå íàìè ñîîòíîøåíèå, ïðèäàäèì òðåòüåìó óñëîâèþ ôîðìó

dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷ =

(
da

dt
− a

b

db

dt

)
E +

1

b

db

dt
P÷.

Òàê ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (4) ñ äèôôåðåíöèðóåìîé 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé

P (t) âûïîëíåíî óñëîâèå

dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷ =

(
da

dt
− a

b

db

dt

)
E +

1

b

db

dt
P÷,

ãäå

a =
p11 + p22

2
, b =

√
−(p11 − p22)2 − 4p12p21

2
> 0.

Òîãäà îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F (t) ñèñòåìû (4) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

F (t) = exp(−2ã(t))Φ(t)

(
cos(2b̃(t)) − sin(2b̃(t))

sin(2b̃(t)) cos(2b̃(t))

)
Φ−1(t),

ãäå ôóíêöèè ã(t) è b̃(t) îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè

ã(t) =

t∫
0

a(τ) dτ è b̃(t) =

t∫
0

b(τ) dτ,

à Φ(t) � ÷¼òíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

dΦ

dt
= PíΦ− Φ

d

dt

(
a b
−b a

)
, Φ(ω) = Φω,

è ìàòðèöà Φω íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ P÷(ω)Φω = ΦωA(ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4 âûòåêàåò èç òåîðåìû 2 ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå

exp

(
−2

t∫
0

A(τ) dτ

)
= exp(−2ã(t))

(
cos(2b̃(t)) − sin(2b̃(t))

sin(2b̃(t)) cos(2b̃(t))

)
.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (4) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 4. Òîãäà:
1) ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä [−ω, ω] ýòîé ñèñòåìû çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

F (−ω) = exp(2ã(ω))Φ(ω)

(
cos(2b̃(ω)) sin(2b̃(ω))

− sin(2b̃(ω)) cos(2b̃(ω))

)
Φ−1(ω);

2) åñëè ã(ω) < 0, òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû 4 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞, à ñèñòåìà
ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé;

3) åñëè ã(ω) = 0, òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) îãðàíè÷åíû íà R, à ñèñòåìà (4) óñòîé÷èâà;
4) åñëè ã(ω) = 0, à ÷èñëî ω−1b̃(ω) = k/m ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî âñå ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (4) ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì mω.
Â òîì ñëó÷àå êîãäà (p11 − p22)2 + 4p12p21 > 0 ïðè âñåõ t ∈ R, ìû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì

ïðèõîäèì ê òåîðåìå 6.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü äëÿ 2ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (4) âûïîëíåíî óñëîâèå

dP÷
dt

+ P÷Pí − PíP÷ =

(
da

dt
− a

b

db

dt

)
E +

1

b

db

dt
P÷,

ãäå

a =
p11 + p22

2
, b =

√
(p11 − p22)2 + 4p12p21

2
> 0.

Òîãäà ìàòðèöà îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä [−ω, ω] ñèñòåìû (4) çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

F (−ω) = exp(2ã(ω))Φ(ω)

(
ch (2b̃(ω)) sh (2b̃(ω))

sh (2b̃(ω)) ch (2b̃(ω))

)
Φ−1(ω),

ãäå

Φ(ω) =

(
b(ω) p11(ω)− a(ω) + p12(αω)
b(ω) p21(ω) + p22(ω)− a(ω)

)
.

Çíàÿ ìàòðèöó F (−ω) çà ïåðèîä [−ω, ω], ìû ìîæåì íàéòè íà÷àëüíûå äàííûå 2ω-ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé è èññëåäîâàòü õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè. Òàê, ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

ã(ω) < 0, |b̃(ω)| < |ã(ω)|.

Â çàêëþ÷åíèå ñäåëàåì îäíî ïîëåçíîå çàìå÷àíèå. Ïóñòü îòðàæàþùàÿ ìàòðèöà F ñèñòåìû
(1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ÷¼òíîé ÷àñòüþ P÷ ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ, ò.å.

dF

dt
+ FP÷ + P÷F = 0.

Òîãäà, âû÷èòàÿ ýòî òîæäåñòâî èç òîæäåñòâà (3), ò.å. èç òîæäåñòâà

dF

dt
+ F (P÷ + Pí) + (P÷ − Pí)F = 0,

ïðèä¼ì ê òîæäåñòâó PíF = FPí, èñïîëüçóÿ êîòîðîå âìåñòå ñ åãî ïðîèçâîäíîé ïîëó÷àåì âîç-
ìîæíîñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëèòü ìàòðèöó F, à çíà÷èò, è îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå.
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Ââåäåíèå. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàäà÷à

z′ = P (t, z) + f(t, z), z ∈ C, t ∈ (0, 2π), z(0) = z(2π), (1)

ãäå C � êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü, z = x+ iy, P ∈ Pm, f ∈ Rm, m > 1. Çäåñü Pm � ìíîæåñòâî
îòîáðàæåíèé P : R× C→ C, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) P (t, z) íåïðåðûâíî ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è 2π-ïåðèîäè÷íî ïî t;
á) P (t, λz) ≡ λmP (t, z) ïðè ëþáîì λ > 0, ò.å. P (t, z) ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíî ïî z;
â) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t0 ∈ [0, 2π] àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

w′ = P (t0, w) (2)

íå èìååò íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé.
Ìíîæåñòâî Rm ñîñòîèò èç íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé f : R × C → C, êîòîðûå 2π-ïå-

ðèîäè÷íû ïî t è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

lim
|z|→∞

(|z|−m max
06t62π

|f(t, z)|) = 0.

Çàäà÷à (1), êàê è â ðàáîòàõ [1; 2, ñ. 331�335; 3], èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì àïðèîðíîé îöåíêè è
ìåòîäîì âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå
ðåçóëüòàòû:

1) óñòàíîâëåíà ãîìîòîïè÷åñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ñâîéñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1) ïðè ëþ-
áîì âîçìóùåíèè f ∈ Rm;

2) ïðèâåäåíî îïèñàíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîæåñòâà Pm;
3) äëÿ P ∈ Pm ñôîðìóëèðîâàíî è äîêàçàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàçðåøè-

ìîñòè çàäà÷è (1) ïðè ëþáîì âîçìóùåíèè f ∈ Rm.
Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1), êàê â ðàáîòå [3], âûâåäåíà ôîðìóëà âû÷èñëå-

íèÿ âðàùåíèÿ âïîëíå íåïðåðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïîðîæä¼ííîãî ýòîé çàäà÷åé.
Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ðåçóëüòàòàì 1)�3), ðàíåå ðåàëèçîâàíà â ðàáîòàõ [4, 5]

ïðèìåíèòåëüíî ê òðåòüåé äâóõòî÷å÷íîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ñêàëÿðíûõ è äâóìåðíûõ ñèñòåì
íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.

1. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Äâà îòîáðàæåíèÿ Q1, Q2 ∈ Pm íàçîâ¼ì ãîìîòîïíûìè è îáî-
çíà÷èì Q1 ∼ Q2, åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé Q(t, z, λ), ïðèíàäëåæàùåå ïðè
êàæäîì ôèêñèðîâàííîì λ ∈ [0, 1] ìíîæåñòâó Pm, íåïðåðûâíîå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ
è òàêîå, ÷òî Q(t, z, 0) = Q1(t, z), Q(t, z, 1) = Q2(t, z). Ãîìîòîïíîñòü îòîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ
îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå Pm, à åãî êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàçûâàþòñÿ
ãîìîòîïè÷åñêèìè êëàññàìè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Pm ðàçáèâàåòñÿ íà ãîìîòîïè÷åñêèå
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êëàññû. Â êàæäîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1) ïðè
ëþáîì âîçìóùåíèè f ∈ Rm. Èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè Q1, Q2 ∈ Pm, Q1 ∼ Q2 è äëÿ P = Q1 çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì
f ∈ Rm, òî äëÿ P = Q2 çàäà÷à (1) òàêæå ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì f ∈ Rm.

Òåîðåìó 1 ìîæíî ñ÷èòàòü òåîðåìîé òèïà Ëåðå�Øàóäåðà [6, ñ. 417], êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò
âîçìîæíîñòü ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Äëÿ îïèñàíèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîæåñòâà Pm îïðåäåëèì äëÿ P ∈ Pm äâà öåëûõ
÷èñëà: γ0(P ) � âðàùåíèå äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ eiϕ 7→ P (t0, e

iϕ) ïðè ôèêñèðîâàííîì
t0, γ1(P ) � âðàùåíèå äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ eit 7→ P (t, w0) ïðè ôèêñèðîâàííîì w0 6=
6= 0. ×èñëà γ0(P ) è γ1(P ) íå çàâèñÿò îò âûáîðà çíà÷åíèé t0 è w0, òàê êàê P (t, w) 6= 0 ïðè
ëþáûõ t è w 6= 0. Êðîìå òîãî, åñëè P ∼ Q, òî γ0(P ) = γ0(Q) è γ1(P ) = γ1(Q). Äëÿ P ∈ Pm,
ñîãëàñíî ôîðìóëå èç ìîíîãðàôèè [7, ñ. 205], ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî γ0(P ) 6 1.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå äà¼òñÿ îïèñàíèå ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ ìíîæåñòâà Pm.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü P ∈ Pm è γ0(P ) = p0, γ1(P ) = p1. Òîãäà åñëè p0 < 1, òî èìååò

ìåñòî ãîìîòîïèÿ P ∼ eip1t|z|m−p0zp0 , à åñëè p0 = 1, òî P ∼ |z|m−1z èëè P ∼ |z|m−1(−z).
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî Ãîìîðè àâòîíîìíûõ

ñèñòåì âèäà (2), íå èìåþùèõ íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ òðàåêòîðèé (ñì. [2, ñ. 84�85; 8]).
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, ìíîæåñòâî òåõ P ∈ Pm, äëÿ êîòîðûõ γ0(P ) < 1,

ñîñòîèò èç ñ÷¼òíîãî ÷èñëà ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïàðàìè ÷èñåë (p0, p1),
ãäå p0 ∈ −N

⋃
{0} è p1 ∈ Z, è ñîäåðæàùèõ îòîáðàæåíèÿ eip1t|z|m−p0zp0 . Ìíîæåñòâî æå òåõ

P ∈ Pm, äëÿ êîòîðûõ γ0(P ) = 1, ñîñòîèò èç äâóõ ãîìîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ, â îäíîì èç êîòîðûõ
ñîäåðæèòñÿ îòîáðàæåíèå |z|m−1z, à â äðóãîì � îòîáðàæåíèå |z|m−1(−z). Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñëó÷àå γ0(P ) = 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γ1(P ) = 0.

Îòíîñèòåëüíî ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1) âåðíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3. Äëÿ P ∈ Pm çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì f ∈ Rm òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà γ0(P ) 6= 0.
Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ âðàùåíèÿ γ∞(Φ) âïîëíå íåïðå-

ðûâíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ

Φ(z) ≡ z(t)− z(2π)−
t∫

0

(P (s, z(s)) + f(s, z(s))) ds (3)

íà ñôåðàõ ‖z‖ = r äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ r ïðîñòðàíñòâà C([0, 2π];C). Åñëè γ∞(Φ)
îïðåäåëåíî è îòëè÷íî îò íóëÿ, òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåíóëåâîãî âðàùåíèÿ [2, c. 324], ñóùå-
ñòâóåò íóëü âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ(z), êîòîðûé áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1). Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò
[1; 2, c. 334] ñëåäóåò, ÷òî åñëè P ∈ Pm è P íå çàâèñèò îò t, òî γ∞(Φ) = γ0(P ). Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ âðàùåíèÿ γ∞(Φ) â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3 âûâåäåíà äëÿ ëþáîãî P ∈ Pm ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà (àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå ðàáîòû [3]):

γ∞(Φ) =

{
γ0(P ), åñëè γ0(P ) < 1 è γ1(P )/(1− γ0(P )) � öåëîå,

1 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
(4)

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ Q1, Q2 ∈ Pm ãîìîòîïíû ïîñðåä-
ñòâîì ñåìåéñòâà Q(t, z, λ), λ ∈ [0, 1], ãäå Q(t, z, 0) = Q1(t, z), Q(t, z, 1) = Q2(t, z). Ñíà÷àëà
äîêàæåì ëåììó, èç êîòîðîé áóäåò ñëåäîâàòü îáùàÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâó Q(t, z, λ), λ ∈ [0, 1], ïðè ëþáîì f ∈ Rm. Â ïðîñòðàíñòâå
C([0, 2π];C) îïðåäåëèì íîðìó ôîðìóëîé

‖z‖ = max
06t62π

|z(t)|.

Ëåììà. Ñóùåñòâóþò ÷èñëà M > 0 è σ > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè z ∈
∈ C1([0, 2π];C), ‖z‖ >M, âåðíà îöåíêà

‖z′ −Q( · , z, λ)‖+ |z(0)− z(2π)|m > σ‖z‖m (5)

ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ ∈ [0, 1].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îöåíêà (5) íå âåðíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè zn ∈ C1([0, 2π];C) è λn ∈ [0, 1], n ∈ N, òàêèå, ÷òî

‖z′n −Q( · , zn, λn)‖+ |zn(0)− zn(2π)|m <
1

n
‖zn‖m, n ∈ N,

ρn := ‖zn‖ = |zn(tn)| → ∞ ïðè n→∞.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî tn → t0 è λn → λ0 ïðè n→∞.
Ïóñòü tnρ

m−1
n → ∞ è (2π − tn)ρm−1

n → ∞ ïðè n → ∞. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé

wn(t) = ρ−1
n zn(tn + tρ1−m

n ), t ∈ [−tnρm−1
n , (2π − tn)ρm−1

n ], n ∈ N.

Ïðè êàæäîì n ∈ N èìååì

|wn(t)| 6 |wn(0)| = 1, |w′n(t)−Q(tn + tρ1−m
n , wn(t), λn)| < 1

n
, t ∈ [−tnρm−1

n , (2π − tn)ρm−1
n ].

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {wn(t)}∞n=1 ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâ-
íà íà êàæäîì êîíå÷íîì îòðåçêå [−a, a] ⊂ R. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó íà ðàñøèðÿþùèõñÿ îòðåçêàõ,
ïîëó÷èì ôóíêöèþ w0(t), t ∈ R, îáëàäàþùóþ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

|w0(t)| 6 |w0(0)| = 1, w′0(t) = Q(t0, w0(t), λ0), t ∈ R.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ôóíêöèè w0(t) ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî Q( · , · , λ0) ∈ Pm.
Â ñëó÷àå, êîãäà tnρ

m−1
n → τ0 ïðè n→∞ è τ0 <∞, ðàññìîòðèì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ôóíêöèé

w+
n (t) = ρ−1

n zn(tρ1−m
n ), t ∈ [0, 2πρm−1

n ], w−n (t) = ρ−1
n zn(2π + tρ1−m

n ), t ∈ [−2πρm−1
n , 0].

Äëÿ ýòèõ ôóíêöèé èìååì

|w+
n (t)| 6 |w+

n (tnρ
m−1
n )| = 1, |w−n (t)| 6 |w−n (−(2π − tn)ρm−1

n )| = 1,

|w+
n (0)− w−n (0)|m <

1

n
,

|(w±n )′(t)−Q(tρ1−m
n , w±n (t), λn)| < 1

n
, ±t ∈ [0, 2πρm−1

n ].

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷èì äâå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè w±0 (t), ±t ∈ [0,+∞), êîòîðûå îá-
ëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(w±0 )′(t) = Q(0, w±0 (t), λ0), ±t ∈ (0,+∞), w+
0 (0) = w−0 (0), |w+

0 (τ0)| = 1.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âêëþ÷åíèþ Q( · , · , λ0) ∈ Pm.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà (2π − tn)ρm−1

n → τ1 ïðè n → ∞ è
τ1 <∞. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàííîé ëåììû âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ Rm è |f(t, w)| 6 ε|w|m +Mε, ãäå ε ∈ [0, σ), òî äëÿ 2π-ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà óðàâíåíèé

z′ = Q(t, z, λ) + µf(t, z), λ, µ ∈ [0, 1], (6)

èìååò ìåñòî àïðèîðíàÿ îöåíêà

‖z‖ 6 max(M, (Mε(σ − ε)−1)1/m).
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ z(t) ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì (6) ïðè íåêîòî-
ðûõ λ, µ ∈ [0, 1], òî ëèáî ‖z‖ 6M, ëèáî ‖z‖ > M è â ñèëó ëåììû èìååì

σ‖z‖m 6 µ‖f( · , z)‖ 6 ε‖z‖m +Mε, ‖z‖ 6 (Mε(σ − ε)−1)1/m.

Ïåðåéä¼ì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.
Ðàçîáü¼ì îòðåçîê [0, 1] èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà λ íà k ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êàìè λj = j/k,

j = 0, k, òàê, ÷òîáû ïðè ëþáûõ j = 1, k è z ∈ C âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

max
06t62π

|Q(t, z, λj)−Q(t, z, λj−1)| < σ

4
|z|m,

ãäå σ � ÷èñëî, îïðåäåëÿåìîå ëåììîé.
Ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî j = 1, . . . , k, ÷òî åñëè äëÿ P = Q( · , · , λj−1) çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà

ïðè ëþáîì f ∈ Rm, òî äëÿ P = Q( · , · , λj) çàäà÷à (1) òàêæå ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì f ∈ Rm.
Ýòèì ñàìûì òåîðåìà 1 áóäåò äîêàçàíà.

Ïóñòü f ∈ Rm è |f(t, z)| < (σ/4)|z|m + M1. Âûáåðåì R > M, Rm > 2M1/σ, ãäå M �
÷èñëî èç ëåììû, è ïîëîæèì

fR(t, z) = ηR(|z(t)|)[Q(t, z, λj)−Q(t, z, λj−1)] + f(t, z),

ãäå ηR(s), s ∈ [0,+∞), � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ
ïðè s > R+1 è ðàâíàÿ åäèíèöå ïðè s 6 R. Î÷åâèäíî, fR ∈ Rm. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè
ñóùåñòâóåò 2π-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå zR(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé

z′ = Q(t, z, λj−1) + fR(t, z).

Ïðîâåðèì, ÷òî ‖zR‖ < R. Òîãäà ôóíêöèÿ zR(t) áóäåò 2π-ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû
óðàâíåíèé

z′ = Q(t, z, λj) + f(t, z).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ zR(t) èìååì

‖z′R −Q( · , zR, λj−1)‖ = ‖fR( · , z)‖ 6 σ

2
‖zR‖m +M1 <

σ

2
‖zR‖m +

σ

2
Rm.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ‖zR‖ > R, òî ‖zR‖ > M è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖z′R −Q( · , zR, λj−1)‖ < σ‖zR‖m,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖zR‖ < R. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü P ∈ Pm è γ0(P ) = p0, γ1(P ) = p1. Òàê êàê

P (t, z) 6= 0 ïðè ëþáûõ t è z 6= 0, òî âåðíî ïðåäñòàâëåíèå P (t, eiϕ) = |P (t, eiϕ)|eiθ(t,ϕ), ãäå 0 6
6 θ(0, 0) < 2π. Äëÿ óãëîâîé ôóíêöèè θ(t, ϕ) ïî îïðåäåëåíèþ âðàùåíèÿ äâóìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïîëÿ èìååì θ(t, 2π)− θ(t, 0) = 2πp0, θ(2π, ϕ)− θ(0, ϕ) = 2πp1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p0 < 1. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [2, ñ. 84�85; 3; 8],
óñëîâèå â) � îäíî èç óñëîâèé ïðèíàäëåæíîñòè îòîáðàæåíèÿ P ìíîæåñòâó Pm � ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

â′) åñëè ïðè íåêîòîðûõ t0, ϕ0 ∈ [0, 2π) è öåëîì k0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî θ(t0, ϕ0)−ϕ0 =
= πk0, òî ïðè ϕ > ϕ0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî θ(t0, ϕ)− ϕ < π(k0 + 1) (ñâîéñòâî Ãîìîðè).

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå â′) è ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè z = |z|eiϕ, P (t, z) = |z|mP (t, eiϕ),
íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ãîìîòîïèè:

1) P (t, z) ãîìîòîïíî P1(t, z) ≡ |z|meiθ
(1)
1 (t,ϕ) ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

[(1− λ)|P (t, eiϕ)|+ λ]|z|meiθ
(1)
λ (t,ϕ), λ ∈ [0, 1],

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021



Î ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÈ ÎÄÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ 207

ãäå

θ
(1)
λ (t, ϕ) = ϕ+ (1− λ)(θ(t, ϕ)− ϕ) + λ min

06s6ϕ
(θ(t, s)− s);

2) P1(t, z) ãîìîòîïíî P2(t, z) ≡ |z|mei[θ(t,0)+p0ϕ] ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé |z|m×
× eiθ

(2)
λ (t,ϕ), λ ∈ [0, 1], ãäå

θ
(2)
λ (t, ϕ) = (1− λ)[ϕ+ min

06s6ϕ
(θ(t, s)− s)] + λ[θ(t, 0) + p0ϕ];

3) P2(t, z) ãîìîòîïíî P3(t, z) ≡ |z|m−p0zp0ei[θ(0,0)+p1t] ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé

|z|m−p0zp0eiθ
(3)
λ (t,ϕ), λ ∈ [0, 1], ãäå

θ
(3)
λ (t, ϕ) = (1− λ)θ(t, 0) + λ[θ(0, 0) + p1t];

4) P3(t, z) ãîìîòîïíî P4(t, z)≡|z|m−p0zp0eip1t ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé |z|m−p0×
× zp0eip1tei(1−λ)θ(0,0), λ ∈ [0, 1].

Èç óòâåðæäåíèé 1)�4) è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ãîìîòîïè÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî

P (t, z) ∼ eip1t|z|m−p0zp0 .

Åñëè p0 = 1, òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå èç ìîíîãðàôèè [7, ñ. 205], âîçìîæåí òîëüêî îäèí èç
äâóõ ñëó÷àåâ: 1) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t0 ∈ [0, 2π] âñå íåíóëåâûå òðàåêòîðèè àâòîíîì-
íîé ñèñòåìû (2) îãðàíè÷åíû ïðè óáûâàíèè t è íå îãðàíè÷åíû ïðè âîçðàñòàíèè t; 2) ïðè
ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t0 ∈ [0, 2π] âñå íåíóëåâûå òðàåêòîðèè àâòîíîìíîé ñèñòåìû (2) îãðàíè-
÷åíû ïðè âîçðàñòàíèè t è íå îãðàíè÷åíû ïðè óáûâàíèè t. Â ñëó÷àå 1) îòîáðàæåíèå P (t, z)
ãîìîòîïíî |z|m−1z ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé (1− λ)P (t, z) + λ|z|m−1z, λ ∈ [0, 1].
Â ñëó÷àå 2) îòîáðàæåíèå P (t, z) ãîìîòîïíî |z|m−1(−z) ïîñðåäñòâîì ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé
(1− λ)P (t, z) + λ|z|m−1(−z), λ ∈ [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì λ0 ∈ (0, 1)
îòîáðàæåíèå (1−λ0)P (t, z)+λ0|z|m−1z íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Pm. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì
t0 ∈ [0, 2π) àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà

w′ = (1− λ0)P (t0, w) + λ0|w|m−1w

èìååò íåíóëåâóþ îãðàíè÷åííóþ òðàåêòîðèþ. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðè t → +∞ èëè t → −∞
ïðèáëèæàåòñÿ ê èíâàðèàíòíîìó ëó÷ó µz0, µ ∈ (0,+∞), ãäå z0 6= 0 è (1 − λ0)P (t0, z0) +
+λ0|z0|m−1z0 = −z0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî P (t0, z0) = −(1−λ0)−1(1+λ0|z0|m−1)z0 è òðàåêòîðèÿ
àâòîíîìíîé ñèñòåìû w′ = P (t0, w), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó w(0) = z0, îãðàíè÷åíà ïðè
âîçðàñòàíèè t. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé 2).
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü P ∈ Pm è γ0(P ) = 0, γ1(P ) =
= p1. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (1) íå ðàçðåøèìà ïðè íåêîòîðîì f ∈ Rm. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìû 1
è 2, áåç íàðóøåíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P (t, z) = eip1t|z|m. Âîçüì¼ì
f(t, z) = eip1t + ip1z. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

z′ = eip1t|z|m + eip1t + ip1z, (7)

êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

(ze−ip1t)′ = |ze−ip1t|m + 1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå z(t) ýòîé ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíî, à ñàìà ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé (7) íå èìååò 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü P ∈ Pm, f ∈ Rm è γ0(P ) 6= 0. Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à (1) ðàçðå-
øèìà. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1) ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ íóëÿ âïîëíå íåïðåðûâíîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ Φ(z), îïðåäåë¼ííîãî ôîðìóëîé (3).

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ âåêòîðíîå ïîëå Φ(z) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ñôåðàõ ‖z‖ = r äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ r ïðîñòðàíñòâà C([0, 2π];C). Ïîýòîìó îïðåäåëåíî âðàùåíèå γ∞(Φ)
âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ(z) íà áåñêîíå÷íîñòè (íà ñôåðàõ áîëüøèõ ðàäèóñîâ). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ
γ∞(Φ) âåðíà ôîðìóëà (4). Òîãäà γ∞(Φ) 6= 0 è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó íåíóëåâîãî âðàùåíèÿ [2,
c. 324], ñóùåñòâóåò íóëü âåêòîðíîãî ïîëÿ Φ(z), êîòîðûé áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî γ∞(Φ) = γ∞(Φ0), ãäå

Φ0(z) ≡ z(t)− z(2π)−
t∫

0

P0(s, z(s)) ds.

Çäåñü P0(t, z) = eip1t|z|m−p0zp0 , åñëè γ0(P ) = p0 < 1, γ1(P ) = p1, è P0(t, z) = |z|m−1z èëè
P0(t, z) = |z|m−1(−z), åñëè p0 = 1. Â ñëó÷àå P0(t, z) = ±|z|m−1z èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1; 2,
c. 334] ñëåäóåò ðàâåíñòâî γ∞(Φ0) = 1.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 îñòà¼òñÿ óñòàíîâèòü, ÷òî

γ∞(Φ0) =

{
p0, åñëè p0 < 1 è p1/(1− p0) � öåëîå,

1, åñëè p0 < 1 è p1/(1− p0) � íåöåëîå.
(8)

Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå Φ0(z) íà ñôåðàõ ‖z‖ = r äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàäèóñîâ r
ïðîñòðàíñòâà C([0, 2π];C) ãîìîòîïíî âåêòîðíîìó ïîëþ

Ψ0(z) ≡ z(t)− z(2π)ei2πδ −
t∫

0

|z(s)|m−p0z(s)p0 ds,

ãäå δ = p1/(1− p0). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ñåìåéñòâà âåêòîðíûõ ïîëåé:

Φλ(z) = e−iλδtΦ0(zeiλδt), λ ∈ [0, 1],

è

Ψλ(z) ≡ z(t)− e−iλδtz(2π)ei2πδ −
t∫

0

e−iλδ(t−s)|z(s)|m−p0z(s)p0 ds, λ ∈ [0, 1].

Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà ñôåðàõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ ðàäèóñîâ. Ïðîâåðèì, ÷òî âòîðîå ñåìåéñòâî òàêæå íåâûðîæäåíî íà áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè λn ∈ [0, 1] è zn ∈ C([0, 2π];C), n ∈ N,
òàêèå, ÷òî Ψλn(zn) = 0 è ‖zn‖ > n ïðè n ∈ N. Ïðè êàæäîì n äëÿ ôóíêöèè zn(t) èìååì
ðàâåíñòâà

z′n(t) = |zn(t)|m−p0zp0
n (t)− iλδzn(t), t ∈ (0, 2π), zn(0) = zn(2π)ei2πδ.

Äàëåå, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûâîäó:
ëèáî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ îãðàíè÷åííàÿ òðàåêòîðèÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû

w′ = |w|m−p0wp0 , (9)

ëèáî ñóùåñòâóåò ïàðà íåíóëåâûõ îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé w±(t), ±t ∈ [0,+∞), àâòîíîìíîé
ñèñòåìû (9), äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî w+(0) = w−(0)ei2πδ. Ïåðâûé ñëó÷àé íåâîç-
ìîæåí èç-çà òîãî, ÷òî |z|m−p0zp0 ∈ Pm. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ôàçîâîìó ïîðòðåòó àâòî-
íîìíîé ñèñòåìû (9), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî 2πδ = (2k + 1)π/(1− p0) ïðè íåêîòîðîì
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öåëîì k. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî p1 = k + 1/2 íåöåëîå. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, äîêàçàíî ðàâåíñòâî

γ∞(Φ0) = γ∞(Ψ0). (10)

Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1; 2, c. 334] ñëåäóåò, ÷òî

γ∞(Ψ0) = p0, åñëè δ � öåëîå. (11)

Åñëè δ íåöåëîå, òî èìååì: à) Ψ0(z) 6= 0 ïðè z 6= 0; á) γ∞(Ψ0) = γ0(Ψ0), ãäå γ0(Ψ0) �
âðàùåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ Ψ0(z) íà ñôåðàõ ‖z‖ = ε ìàëûõ ðàäèóñîâ ε; â) γ0(Ψ0) = 1. Äåéñò-
âèòåëüíî, åñëè à) íå âåðíî è Ψ0(z) = 0 ïðè íåêîòîðîé íåíóëåâîé ôóíêöèè z(t) ∈ C([0, 2π];C),
òî z(t) áóäåò ðåøåíèåì àâòîíîìíîé ñèñòåìû (9) è z(0) = z(2π)ei2πδ. Òîãäà, ñîãëàñíî ôàçîâîìó
ïîðòðåòó àâòîíîìíîé ñèñòåìû (9), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî 2π|δ| < π/(1−p0), îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî 0 < |p1| < 1/2. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà á) âûòåêàåò
èç à) âñëåäñòâèå ñâîéñòâà âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ðàâåíñòâî γ0(Ψ0) = 1 âûâîäèòñÿ èç
ëåãêî ïðîâåðÿåìûõ ðàâåíñòâ γ0(Ψ0) = γ0(F ) è γ0(F ) = 1, ãäå F (z) ≡ z(t) − z(2π)ei2πδ, ñ
èñïîëüçîâàíèåì îáùèõ ñâîéñòâ âðàùåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Òàêèì îáðàçîì,

γ∞(Ψ0) = 1, åñëè δ � íåöåëîå. (12)

Èç ñîîòíîøåíèé (10)�(12) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ðàâåíñòâî (8). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
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â [1] íóìåðàöèÿ ïóíêòîâ, ôîðìóë, ëåìì è òåîðåì.

Â äàííîé ðàáîòå, êàê è â [1], ðàññìàòðèâàþòñÿ íåÿâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

d

dt
[A(t)x(t)] +B(t)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t+,∞), (1.1)

A(t)
d

dt
x(t) +B(t)x(t) = f(t, x(t)), t ∈ [t+,∞), (1.2)

è íà÷àëüíîå óñëîâèå
x(t0) = x0, (1.3)

ãäå t0 > t+ > 0, A,B : [t+,∞)→ L(Rn) (÷åðåç L(X,Y ) îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà X â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî Y ; L(X,X) = L(X)) è f : [t+,∞) × Rn → Rn. Îïåðàòîðû A(t) è B(t) ìîãóò
áûòü âûðîæäåííûìè (íåîáðàòèìûìè). Óðàâíåíèÿ âèäà (1.1), (1.2) ñ âûðîæäåííûì (ïðè íåêî-
òîðîì t) îïåðàòîðîì A(t) íàçûâàþò âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè èëè
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Â òåðìèíîëîãèè ÄÀÓ óðàâíåíèÿ âèäà (1.1),
(1.2) ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîëóëèíåéíûìè. Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû A(t) è B(t) íåñòàöèîíàðíû,
òî óðàâíåíèÿ (1.1), (1.2) íàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè ïîëóëèíåéíûìè ÄÀÓ èëè íåñòàöèî-
íàðíûìè âûðîæäåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì, äëÿ îáùíîñòè,
óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.2), ãäå A(t) (A : [t+,∞) → L(Rn)) � ïðîèçâîëüíûé (íå îáÿçàòåëüíî âû-
ðîæäåííûé) îïåðàòîð, áóäåì íàçûâàòü íåñòàöèîíàðíûìè ïîëóëèíåéíûìè ÄÀÓ.

Ëåâîé (ëèíåéíîé) ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) îòâå÷àåò ïó÷îê îïåðàòîðîâ λA(t) + B(t)
(λ ∈ C � ïàðàìåòð). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî t > t+ ïó÷îê ðåãóëÿðåí, ò.å. äëÿ êàæäîãî t > t+
ìíîæåñòâî åãî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê íå ïóñòî (ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà λA(t) +B(t)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê åãî êîìïëåêñíîãî ðàñøèðåíèÿ). Äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
λ ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà R(λ, t) = (λA(t) +B(t))−1.

Íèæå äàíû íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç [1, ï. 1] îòíîñèòåëüíî íåñòàöèîíàðíûõ ñïåêòðàëüíûõ
ïðîåêòîðîâ Pj(t), Qj(t), j = 1, 2, è îïåðàòîðà G(t), èñïîëüçóþùèåñÿ â ðàáîòå. Ýòè ïðîåêòî-
ðû è îïåðàòîð G(t) è èõ ñâîéñòâà ïîäðîáíî îïèñàíû â ìîíîãðàôèè [2].

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî t > t+ ïó÷îê ðåãóëÿðåí è âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå óñëîâèå: ñóùåñòâóþò ôóíêöèè C1 : [t+,∞)→ (0,∞) è C2 : [t+,∞)→ (0,∞) òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [t+,∞) âûïîëíåíà îöåíêà

‖R(λ, t)‖ 6 C1(t), |λ| > C2(t). (1.4)
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Òîãäà äëÿ êàæäîãî t ∈ [t+,∞) ñóùåñòâóþò äâå ïàðû âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïðîåêòîðîâ
P1(t), P2(t) è Q1(t), Q2(t) (Pi(t)Pj(t) = δijPi(t), P1(t)+P2(t) = IRn , è Qi(t)Qj(t) = δijQi(t),
Q1(t)+Q2(t) = IRn , ãäå IRn � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Rn, δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà), êîòîðûå
ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëàì [1, (1.15)] (ñì. [2, ñ. 82�83]), ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè
(ïîñêîëüêó A(t) è B(t) âåùåñòâåííûå) è ïîðîæäàþò ïðÿìûå ðàçëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ

Rn = X1(t)+̇X2(t), Xj(t) = Pj(t)Rn, Rn = Y1(t)+̇Y2(t), Yj(t) = Qj(t)Rn, j = 1, 2,

òàêèå, ÷òî ïàðû ïîäïðîñòðàíñòâ X1(t), Y1(t) è X2(t), Y2(t) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî A(t),
B(t) (ò.å. A(t), B(t) : Xj(t)→ Yj(t)), à ñóæåííûå îïåðàòîðû Aj(t) = A(t)|Xj(t) : Xj(t)→ Yj(t),

Bj(t) = B(t)|Xj(t) : Xj(t) → Yj(t), j = 1, 2, òàêîâû, ÷òî A2(t) = 0 è ñóùåñòâóþò A−1
1 (t)

(åñëè X1(t) 6= {0}) è B−1
2 (t) (åñëè X2(t) 6= {0}). Ïðîåêòîðû Pj(t), Qj(t) óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

A(t)P1(t) = Q1(t)A(t) = A(t), A(t)P2(t) = Q2(t)A(t) = 0, B(t)Pj(t) = Qj(t)B(t), j = 1, 2.

Îíè òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî îïåðàòîðà

G(t) = A(t) +B(t)P2(t) = A(t) +Q2(t)B(t) ∈ L(Rn),

G(t) : Xj(t) → Yj(t) (G(t)Xj(t) = Yj(t)), êîòîðûé èìååò îáðàòíûé G−1(t) = A−1
1 (t)Q1(t) +

+B−1
2 (t)Q2(t) ∈ L(Rn) (G−1(t) : Yj(t)→ Xj(t)).
Ïóñòü A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) è C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)), òîãäà ïðîåêòîðû Pi(t), Qi(t),

i = 1, 2, è îïåðàòîðû G(t), G−1(t) òàêæå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû êàê îïåðàòîð-
ôóíêöèè íà [t+,∞), ò.å. Pi, Qi, G,G

−1 ∈ C1([t+,∞),L(Rn)).
Äëÿ êàæäîãî t ëþáîé âåêòîð x ∈ Rn åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå

x = P1(t)x+ P2(t)x = xp1(t) + xp2(t), xpi(t) = Pi(t)x ∈ Xi(t).

Ôóíêöèþ x ∈ C([t0, t1),Rn), [t0, t1) ⊆ [t+,∞), íàçûâàþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) íà ïðî-
ìåæóòêå [t0, t1), åñëè A(t)x(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [t0, t1) è x(t) óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ (1.1) íà [t0, t1). Ôóíêöèþ x ∈ C1([t0, t1),Rn) íàçûâàþò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(1.2) íà ïðîìåæóòêå [t0, t1), åñëè x(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.2) íà [t0, t1). Åñëè ðå-
øåíèå x(t) óðàâíåíèÿ (1.1) (óðàâíåíèÿ (1.2)) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3), òî åãî
íàçûâàþò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè èëè íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.1), (1.3) (ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
èëè íà÷àëüíîé çàäà÷è (1.2), (1.3)).

Â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ðàáîòû, ò.å. â [1], äëÿ ÄÀÓ (1.1) è (1.2) ïîëó÷åíû òåîðåìû, äà-
þùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé, òåîðåìû
îá óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó, äèññèïàòèâíîñòè (ïðåäåëüíîé îãðàíè÷åííîñòè) è íåóñòîé÷èâî-
ñòè ïî Ëàãðàíæó. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó (äèññèïàòèâíîñòü ÄÀÓ) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ ñîãëàñîâàííûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å. äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé, è îãðàíè÷åííîñòü (ïðåäåëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü) âñåõ ðåøåíèé.

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé,
ïðåäñòàâëåííûõ â [1], ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íèõ íå èñïîëüçóåòñÿ ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà
èëè ïîäîáíûå åìó îãðàíè÷åíèÿ. Ïîäðîáíåå ýòî îáñóæäàåòñÿ â [1, ïï. 2.1]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå
â ï. 5 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå òåîðåì 2.1, 2.2 [1] î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè (êîòîðûå
íå ñîäåðæàò ãëîáàëüíûõ óñëîâèé Ëèïøèöà) äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ïî ýëåêòðîòåõíèêå, à
òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåì ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ôóíêöèé, íå óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 2.1 [1] î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, â êîòîðîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû �àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ÷àñòü� ÄÀÓ óäîâëåòâîðÿëà ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî êîìïîíåíòå P2(t)x ïå-
ðåìåííîé x (íåêîòîðûå óñëîâèÿ òåîðåì 2.1, 2.2 è óòâåðæäåíèÿ 2.1 ñîâïàäàþò), à äëÿ ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ, óñëîâèÿ òåîðåì òàêæå áóäóò âûïîëíåíû. Âîîáùå,
èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2.1 [1] ñëåäóåò, ÷òî åñëè åãî óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî âûïîëíåíû
è óñëîâèÿ òåîðåì 2.1, 2.2 [1].
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è
íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÄÀÓ (1.1) è (1.2), à òàêæå òåîðåìû îá
àñèìïòîòè÷åñêîé (ïîëíîé) óñòîé÷èâîñòè ÄÀÓ (1.1) è (1.2).

3. Óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó. Ðàññìîòðèì ÄÀÓ
(1.1) è (1.2), ãäå f(t, 0) ≡ 0. Èõ èíîãäà íàçûâàþò ÄÀÓ âîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ (ïî àíàëî-
ãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì òåðìèíîì äëÿ ÿâíûõ ÎÄÓ). Ýòè ÄÀÓ èìåþò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå) x∗(t) ≡ 0. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé äëÿ çà-
äà÷è Êîøè (1.1), (1.3) (çàäà÷è Êîøè (1.2), (1.3)) íàçûâàåòñÿ òî÷êà (t0, x0), ïðèíàäëåæàùàÿ

ìíîãîîáðàçèþ Lt+ (ìíîãîîáðàçèþ L̂t+), ãäå Lt+ è L̂t+ èìåþò âèä (ñì. [1, ôîðìóëû (1.21),
(1.22)])

Lt+ = {(t, x) ∈ [t+,∞)× Rn | Q2(t)[A′(t)P1(t)x+B(t)x− f(t, x)] = 0},

L̂t+ = {(t, x) ∈ [t+,∞)× Rn | Q2(t)[B(t)x− f(t, x)] = 0}.

Î÷åâèäíî, òî÷êà (t, 0) ïðèíàäëåæèò Lt+ è L̂t+ äëÿ êàæäîãî t ∈ [t+,∞) (åñëè f(t, 0) ≡ 0).

Íèæå ÷åðåç UxR(0), Br1(0) è B
xp1 ,xp2
r1, r2 (0) îáîçíà÷àþòñÿ ìíîæåñòâà

UxR(0) = {x ∈ Rn | ‖x‖ < R}, Br1(0) = {z ∈ Rn | ‖z‖ 6 r1}

è
B
xp1 ,xp2
r1, r2 (0) = {x ∈ Rn | ‖xpi(t)‖ 6 ri, xpi(t) = Pi(t)x, i = 1, 2}.

Ïóñòü f : [t+,∞)× UxR(0)→ Rn.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1), ãäå f(t, 0) ≡ 0, íàçûâà-

åòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, èëè ïðîñòî óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0 (ε < R),
t0 ∈ [t+,∞) ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ = δ(ε, t0) > 0 (δ 6 ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîãëàñîâàííîé
íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ‖x0‖ < δ, ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ðåøå-
íèå x(t) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) è ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó ‖x(t)‖ < ε äëÿ

âñåõ t ∈ [t0,∞). Åñëè, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò δ̃ = δ̃(t0) > 0 (δ̃ 6 δ) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî

ðåøåíèÿ x(t) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (t0, x0), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ‖x0‖ < δ̃, âûïîëíåíî
òðåáîâàíèå lim

t→∞
x(t) = 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó (èëè ïðîñòî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì).
Åñëè â îïðåäåëåíèè 3.1 ÷èñëî δ íå çàâèñèò îò t0, ò.å. δ = δ(ε), òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, èëè ïðîñòî ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâûì, (íà
[t+,∞)).

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1), ãäå f(t, 0) ≡ 0, íàçûâàåòñÿ
íåóñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó, èëè ïðîñòî íåóñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ε > 0 (ε < R),
t0 ∈ [t+,∞) è ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò ðåøåíèå xδ(t) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3) è ìîìåíò
âðåìåíè t1 > t0 òàêèå, ÷òî ‖x0‖ < δ è ‖xδ(t1)‖ > ε.

Ïóñòü òåïåðü f : [t+,∞)× Rn → Rn.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Åñëè ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1), ãäå f(t, 0) ≡ 0,

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî è, áîëåå òîãî, äëÿ êàæäîé òî÷êè (t0, x0) ∈ Lt+ (ò.å. äëÿ êàæäîé
ñîãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè) ñóùåñòâóåò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x(t) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3)
è lim
t→∞

x(t) = 0, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì

â öåëîì, à ÄÀÓ � ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâûì, èëè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.
Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ÄÀÓ (1.2), ãäå f(t, 0) ≡ 0.
Ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ÄÀÓ ïîäîáíû òåì, ÷òî äàíû â [3�5], è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ êëàññè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé äëÿ (ÿâíûõ) ÎÄÓ, à îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè â öåëîì ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ïîëíîé óñòîé÷èâîñòè) ÄÀÓ îáîáùàåò ñîîòâåòñòâóþùåå
îïðåäåëåíèå äëÿ (ÿâíûõ) ÎÄÓ èç [6, ñ. 35�36] ([7, ñ. 85]).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ÄÀÓ (íåâîçìóù¼ííîãî äâèæåíèÿ), òàê æå, êàê è â ñëó÷àå
ÿâíîãî íåëèíåéíîãî ÎÄÓ, èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó íåñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, â îáùåì,
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íå ñëåäóåò åãî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëàãðàíæó. Òàêæå èç óñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó ðåøåíèÿ ïî-
ëóëèíåéíîãî ÄÀÓ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñëåäóåò åãî óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Çàìå÷àíèå 3.1. Ïîñêîëüêó èç íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïî Ëàãðàíæó ñëåäóåò åãî íåóñòîé-
÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, òî òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó ÄÀÓ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
è êàê òåîðåìû î íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó.

Òåîðåìà 3.1 (óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈ C([t+,∞) × UxR(0),Rn), f(t, 0) ≡ 0, ∂f/∂x ∈ C([t+,∞) ×
× UxR(0),L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) è ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)). Ïóñòü äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞) è x∗p1

(t∗) = 0, x∗p2
(t∗) = 0

îïåðàòîð∗)

Φt∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) =

[
∂

∂x
[Q2(t∗)f(t∗, x

∗
p1

(t∗) + x∗p2
(t∗))]−B(t∗)

]
P2(t∗) : X2(t∗)→ Y2(t∗)

èìååò îáðàòíûé. Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà r1, r2 > 0, r1 + r2 < R, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ

ôóíêöèÿ V ∈ C1([t+,∞) × Br1(0),R) òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞) è x ∈ B
xp1,xp2
r1,r2 (0)

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 0, (3.1)

ãäå V ′(1.14)(t, xp1(t)) èìååò âèä ∗∗)

V ′(1.14)(t, xp1(t)) =
∂V

∂t
(t, xp1(t)) +

(
∂V

∂z
(t, xp1(t)), [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]xp1(t) +

+G−1(t)Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))

)
.

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
2. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷èñëà r1, r2 > 0, r1 + r2 < R, è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå

ôóíêöèè V ∈ C1([t+,∞) × Br1(0),R), W ∈ C(Br1(0),R), U ∈ C(Br1(0),R) òàêèå, ÷òî
V (t, z) 6W (z) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Br1(0) è

V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 −U(xp1(t)) (3.2)

äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), x ∈ Bxp1,xp2
r1,r2 (0), xp1(t) 6= 0; ïóñòü òàêæå âûïîëíåíî óñëîâèå:

G−1(t)Q2(t)[f(t, P1(t)x+ P2(t)x)−A′(t)P1(t)x]→ 0

ïðè x→ 0 ðàâíîìåðíî ïî t íà [T,∞) äëÿ íåêîòîðîãî T > t+. (3.3)

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1. Ââåä¼ì îòîáðàæåíèÿ Π, F ∈

∈ C([t+,∞) × Rn × Rn,Rn) âèäà (2.5), (2.6) è ðàññìîòðèì ñèñòåìó (2.9), (2.10). Î÷åâèäíî,
f(t, 0) ≡ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Π(t, 0, 0) ≡ 0 è F (t, 0, 0) ≡ 0. Íàïîìíèì, ÷òî ÄÀÓ
(1.1) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå (1.14), (1.15) (èëè (1.12), (1.13)).

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð A(t) íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì èëè îáðàòè-
ìûì ïðè âñåõ t, òàê êàê â ñëó÷àå, åñëè A(t) îáðàòèì (ïðè âñåõ t), ÄÀÓ ìîæíî ñâåñòè ê ÿâíîìó
ÎÄÓ, à â ñëó÷àå, åñëè A(t) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ÄÀÓ ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèåì, ò.å. íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíîé. Äëÿ ýòèõ îñîáûõ ñëó÷àåâ òåîðåìà îñòà¼òñÿ âåðíîé,
íî å¼ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èìåííî äëÿ ÄÀÓ. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì

∗) Ñì. [1, ôîðìóëà (2.2)]. Çäåñü è íèæå â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì ìû äëÿ óäîáñòâà âîñïðîèçâîäèì íåêîòîðûå
ôîðìóëû ðàáîòû [1].

∗∗) Ñì. [1, ôîðìóëà (2.4)].
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ïðåäïîëàãàòü, ÷òî X1(t) 6= {0} è X2(t) 6= {0}. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâ
X1(t), X2(t) ïîñòîÿííû ïðè âñåõ t ∈ [t+,∞) (ñì. çàìå÷àíèå 1.1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå îáëàñòè Dz, Du ⊂ Rn, ñîäåðæàùèå íà÷àëî êîîðäè-
íàò, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ Π, F, ò.å. P1(t)Dz +P2(t)Du ⊂ UxR(0) è Π(t, z, u) :
[t+,∞)×Dz×Du → Rn, F (t, z, u) : [t+,∞)×Dz×Du → Rn. Îòîáðàæåíèÿ Π, F ∈ C([t+,∞)×
× Dz × Du,Rn) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî z, u è ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îòîáðàæå-

íèÿ F (t, z, u) èìåþò âèä (2.7), (2.8), ãäå Φt,P1(t)z,P2(t)u � îïåðàòîð (2.2). Îáîçíà÷èì Φ̃t,z,u =
= Φt,P1(t)z,P2(t)u êàê â òåîðåìå 2.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ëåììà 2.1 îñòà¼òñÿ â ñèëå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
u(t) ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó F (t, z(t), u(t)) = 0 (ò.å. ðàâåíñòâó (2.10)), òî u(t) ∈ X2(t).

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞) îáðàòèì îïåðàòîð Φ̃t∗,0,0 = Φt∗,0,0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé òî÷êè (t, z, u) = (t∗, 0, 0) îáðàòèì îïåðàòîð Ψt,z,u = ∂F (t, z, u)/∂u
(ñì. (2.12)). Ïóñòü t∗ ∈ [t+,∞) � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò. Òàê êàê F (t∗, 0, 0) =
= 0 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì î íåÿâíîé ôóíêöèè, òî ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Uσ1(t∗) ×
× U zδ1(0) ⊂ [t+,∞) × Dz (Uσ1(t∗) = [t∗, t∗ + σ1) ïðè t∗ = t+), Uuγ1

(0) ⊂ Du è åäèíñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ u = µ(t, z) ∈ C(Uσ1(t∗) × U zδ1(0), Uuγ1

(0)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé ïî z íà Uσ1(t∗) × U zδ1(0) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.11), ò.å. F (t, z, µ(t, z)) =
= 0 äëÿ (t, z) ∈ Uσ1(t∗) × U zδ1(0), è µ(t∗, 0) = 0. Òàê êàê u = µ(t, z) óäîâëåòâîðÿåò (2.11)
äëÿ (t, z) ∈ Uσ1(t∗) × U zδ1(0), òî µ(t, z) ∈ X2(t) è (t, P1(t)z + µ(t, z)) ∈ Lt+ äëÿ êàæäîãî
(t, z) ∈ Uσ1(t∗) × U zδ1(0). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [t+,∞) è êàæäîãî
z èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè U zδ1(0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå u èç äîñòàòî÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè Uuγ1

(0), óäîâëåòâîðÿþùåå (2.11). Ïîñêîëüêó ïîëó÷åííàÿ íåÿâíàÿ ôóíêöèÿ u =
= µ(t, z) íåïðåðûâíà â òî÷êå (t∗, 0), òî äëÿ âñÿêîãî ε1 > 0 íàéäóòñÿ σ̃1 = σ̃1(ε1, t∗) > 0,

δ̃1 = δ̃1(ε1, t∗) > 0 (σ̃1 6 σ1, δ̃1 6 δ1) òàêèå, ÷òî äëÿ (t, z) ∈ Uσ̃1(t∗)× U zδ̃1(0) âûïîëíåíî íåðà-

âåíñòâî ‖µ(t, z)‖ < ε1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖u‖ < ε1 ïðè u = µ(t, z). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 3.1. Äëÿ ëþáûõ εu > 0, t ∈ [t+,∞) è ëþáîãî z ∈ U zδ∗(0), ãäå δ∗ > 0 äîñòàòî÷íî
ìàëî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå u ∈ Uuεu(0), óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèþ (2.11), è ýòî u
ïðèíàäëåæèò X2(t) (ò.å. ‖u‖ < εu, F (t, z, u) = 0 è u = P2(t)u).

Ïóñòü ε > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî (ε < R). Ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ñóììû ε = εz + εu
÷èñåë εz > 0, εu > 0, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íèæå.

Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, èñïîëüçóÿ òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè è ëåììó 3.1,
ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t∗ ∈ [t0,∞) ñóùåñòâóþò ïðî-
ìåæóòîê Uσ2(t∗) ⊂ [t+,∞) (σ2 = σ2(εu, t∗), Uσ2(t+) = [t+, t+ +σ2)), îêðåñòíîñòü U zδ2(0) (δ2 =
= δ2(εu, t∗) 6 εz) è åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ νt∗(t, z) ∈ C(Uσ2(t∗)× U zδ2(0), Uuεu(0)), ÿâëÿþùàÿñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11) îòíîñèòåëüíî u (ò.å. F (t, z, νt∗(t, z)) = 0 äëÿ (t, z) ∈ Uσ2(t∗) ×
×U zδ2(0)), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî z è ïðèíàäëåæàùàÿ X2(t) äëÿ êàæäîãî (t, z) ∈
∈ Uσ2(t∗)× U zδ2(0), à òàêæå óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó νt∗(t∗, 0) = 0. Ââåä¼ì ôóíêöèþ u =
= η(t, z) : [t+,∞)× U zδ2(0)→ Uuεu(0) è îïðåäåëèì η(t, z) = νt∗(t, z) â òî÷êå (t, z) = (t∗, z∗) äëÿ
êàæäîé òî÷êè (t∗, z∗) ∈ [t+,∞)× U zδ2(0). Òîãäà ôóíêöèÿ u = η(t, z), íåïðåðûâíàÿ ïî (t, z) è
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî z, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11) è
ïðèíàäëåæèò X2(t) äëÿ êàæäîãî (t, z) ∈ [t+,∞)× U zδ2(0). Î÷åâèäíî, η(t, 0) ≡ 0.

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ u = η(t, z) â (2.5) è îáîçíà÷èì Π̃(t, z) = Π(t, z, η(t, z)).

Òîãäà óðàâíåíèå (2.9) ïðèìåò âèä (2.13), ò.å. z′(t) = Π̃(t, z(t)). Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé η è Π

ôóíêöèÿ Π̃ íåïðåðûâíà ïî (t, z) è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî z íà [t+,∞) × U zδ2(0),

à òàêæå Π̃(t, 0) ≡ 0. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, z0) ∈ [t+,∞) × U zδ2(0)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.13).

Âîçüì¼ì ëþáîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå t0 ∈ [t+,∞) è âûáåðåì ëþáîå ñîãëàñîâàííîå íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå x0, ò.å. (t0, x0) ∈ Lt+ , èëè F (t0, P1(t0)x0, P2(t0)x0) = 0, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ ‖x0‖ < δ 6 ε, ãäå δ = δ(ε, t0) > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî ‖P1(t0)x0‖ < δz 6 min{εz, δ2}
è δz � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå, è ‖P2(t0)x0‖ < εu. Îáî-

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021



ÃËÎÁÀËÜÍÀß ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÏÎËÓËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÀÓ 215

çíà÷èì z0 = P1(t0)x0 è u0 = P2(t0)x0, òîãäà η(t0, z0) = u0 (ïîñêîëüêó F (t0, z0, u0) = 0).
Äëÿ âûáðàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, z0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå z =
= ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ζ(t0) = z0. Òîãäà ôóíêöèè
z = ζ(t), u = η(t, ζ(t)) ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (2.9), (2.10),
óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ζ(t0) = z0, η(t0, ζ(t0)) = u0, è ïî ëåììå 2.1 ôóíêöèÿ
x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) (ζ(t) = P1(t)x(t) = xp1(t) ∈ X1(t), η(t, ζ(t)) = P2(t)x(t) = xp2(t) ∈ X2(t))
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëî-
âèþ (1.3), ãäå x0 = z0 + u0. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî δ2 6 r1 è εu 6 r2, ãäå
÷èñëà r1, r2 îïðåäåëåíû â óòâåðæäåíèè 1. Â ñèëó óñëîâèÿ (3.1) äëÿ ëþáûõ t ∈ [t0,∞) è z ∈
∈ X1(t) òàêèõ, ÷òî ‖z‖ < δ2, ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V â ñèëó óðàâíåíèÿ (2.13) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

V ′(2.13)(t, z) 6 0. (3.4)

Íàïîìíèì, ÷òî ‖z0‖ < δz 6 min{εz, δ2}, ãäå z0 = P1(t0)x0 = ζ(t0). Äàëåå, êàê è â äîêàçàòåëü-
ñòâå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî δz = δz(εz, t0) > 0
ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òî ðåøåíèå z = ζ(t) èìååò ïðîäîëæåíèå íà [t0,∞) (ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíûì) è ‖ζ(t)‖ < εz äëÿ âñåõ t ∈ [t0,∞). Ýòî âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî εz > 0. Âûáåðåì
òàêèå δz, εz è εu, ÷òî εz + εu = ε, ‖ζ(t)‖ < εz äëÿ t ∈ [t0,∞) è ‖η(t, ζ(t))‖ < εu ïðè
‖ζ(t)‖ < εz, t ∈ [t0,∞). Òîãäà ‖x(t)‖ = ‖ζ(t) + η(t, ζ(t))‖ < εz + εu = ε äëÿ âñåõ t ∈ [t0,∞).
Ïîñêîëüêó ε > 0 è t0 ∈ [t+,∞) âûáèðàëèñü ïðîèçâîëüíî, òî óòâåðæäåíèå 1 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2. Óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
x∗(t) ≡ 0 äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è âûøå. Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèå x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t))
ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé (t0, x0) (x0 = z0 + u0), ïîñòðîåííîå â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1,
óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ lim

t→∞
x(t) = 0 ïðè ‖x0‖ < δ è äîñòàòî÷íî ìàëîì δ = δ(t0) > 0.

Êàê è âûøå, δ âûáðàíî òàê, ÷òî ‖z0‖ = ‖P1(t0)x0‖ < δz, ãäå δz � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî,
êîòîðîå áóäåò îïðåäåëåíî íèæå. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëà δ è δz îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, êîòîðûå áûëè
âûáðàíû â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1, íî äëÿ óäîáñòâà ìû ñîõðàíÿåì çà íèìè ïðåæíèå
îáîçíà÷åíèÿ.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ 2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ W ∈ C(Br1(0),R) òàêàÿ, ÷òî
W (0) = 0 è 0 6 V (t, z) 6 W (z) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Br1(0), òî V (t, z) äîïóñêàåò áåñêî-
íå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë â Br1(0) (ñì. îïðåäåëåíèå [6, c. 11, îïðåäåëåíèå 1.7]). Ïîñêîëüêó
â ñèëó óñëîâèÿ (3.2) âìåñòî íåðàâåíñòâà (3.4) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V ′(2.13)(t, z) 6 −U(z), ãäå

ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ U(z) íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî, êàê è â äîêàçàòåëü-
ñòâå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
δz = δz(t0) > 0 ìîæíî âûáðàòü òàêèì, ÷òîáû lim

t→∞
ζ(t) = 0. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (3.3) è

ðàâåíñòâà (2.31) è η(t, 0) ≡ 0, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
t→∞

η(t, ζ(t)) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
t→∞

x(t) = 0

è óòâåðæäåíèå 2 äîêàçàíî. Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.
Òåîðåìà 3.2 (àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì (ïîëíàÿ óñòîé÷èâîñòü ÄÀÓ (1.1))).

Ïóñòü f ∈ C([t+,∞)×Rn,Rn), f(t, 0) ≡ 0, ∂f/∂x ∈ C([t+,∞)×Rn,L(Rn)), A,B∈C1([t+,∞),
L(Rn)) è ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)).
Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 2.1 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.2, à òàêæå óñëîâèå (3.3).
Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè V ∈ C1([t+,∞) ×
× Rn,R), W ∈ C(Rn,R), U ∈ C(Rn,R) òàêèå, ÷òî:

1) V (t, z) 6W (z) äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞), z ∈ Rn;
2) V (t, z)→∞ ðàâíîìåðíî ïî t íà [t+,∞) ïðè ‖z‖ → ∞;
3) äëÿ âñåõ (t, xp1(t) + xp2(t)) ∈ Lt+ , xp1(t) 6= 0 (xpi(t) = Pi(t)x, i = 1, 2), âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî (3.2).
Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â öåëîì

(ÄÀÓ (1.1) ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâî).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ òåîðåìû âêëþ÷àþò óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðå-

ìû 3.1, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåî-
ðåì 2.1 èëè 2.2, ãäå âìåñòî íåðàâåíñòâà (2.15) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî v′ 6 0, ïîëó÷àåì,
÷òî äëÿ êàæäîé ñîãëàñîâàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëü-
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íîå ðåøåíèå x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.3), ãäå ζ(t) = P1(t)x(t) = xp1(t),
η(t, ζ(t)) = P2(t)x(t) = xp2(t). Äîêàæåì, ÷òî lim

t→∞
x(t) = 0. Ïîñêîëüêó f(t, 0) ≡ 0, òî, êàê

è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.1, η(t, 0) ≡ 0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ t > t0, ζ(t) 6= 0 âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî V ′(2.13)(t, ζ(t)) 6 −U(ζ(t)) (òàê êàê âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (3.2)), ãäå ôóíêöèÿ

U(z) íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, è V ′(2.13)(t, 0) ≡ 0. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé V (t, z)

è W (z) ñëåäóåò, ÷òî V (t, z) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íî ìàëûé âûñøèé ïðåäåë â Rn (ñì. îïðåäå-
ëåíèå â [6, c. 11, îïðåäåëåíèå 1.7]). Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé V (t, z), W (z) è U(z), êàê
è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áàðáàøèíà�Êðàñîâñêîãî îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öå-
ëîì [6, ñ. 36, òåîðåìà 5.2], ïîëó÷àåì, ÷òî lim

t→∞
ζ(t) = 0. Òîãäà òàê æå, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå

óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 3.1, ïîëó÷àåì, ÷òî lim
t→∞

η(t, ζ(t)) = 0, è, çíà÷èò, lim
t→∞

x(t) = 0. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.3 (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÄÀÓ (1.1)). Ïóñòü f ∈
∈ C([t+,∞) × UxR(0),Rn), f(t, 0) ≡ 0, ∂f/∂x ∈ C([t+,∞) × UxR(0),L(Rn)), A,B ∈ C1([t+,∞),
L(Rn)) è ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)).
Ïóñòü äëÿ êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞) îïåðàòîð (2.2), ãäå x∗p1

(t∗) = 0 è x∗p2
(t∗) = 0, èìååò îáðàò-

íûé. Ïóñòü, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò ÷èñëà T > t+ è r1, r2 > 0, r1 + r2 < R, è ôóíêöèÿ
V ∈ C1([T,∞)×Br1(0),R) òàêèå, ÷òî:

1) V (t, z)→ 0 ðàâíîìåðíî ïî t íà [T,∞) ïðè ‖z‖ → 0;
2) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ U ∈ C(Br1(0), [0,∞)) òàêàÿ, ÷òî

V ′(1.14)(t, xp1(t)) > U(xp1(t)) > 0 èëè V ′(1.14)(t, xp1(t)) 6 −U(xp1(t)) < 0

äëÿ âñåõ t ∈ [T,∞), x ∈ Bxp1,xp2
r1,r2 (0), xp1(t) 6= 0 (V ′(1.14)(t, xp1(t)) èìååò âèä (2.4));

3) äëÿ ëþáûõ ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆i 6 ri íàéäóòñÿ xp1(T ) 6= 0, xp2(T ) òàêèå, ÷òî
‖xpi(T )‖ < ∆i, i = 1, 2, è V (T, xp1(T ))V ′(1.14)(T, xp1(T )) > 0 (ò.å. çíàê ôóíêöèè V ñîâïàäàåò

ñî çíàêîì ïðîèçâîäíîé V ′(1.14) â òî÷êå (T, xp1(T ))).

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.1) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü εu > 0 � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

εu 6 r2, ãäå r2 îïðåäåëåíî â óñëîâèÿõ íàñòîÿùåé òåîðåìû. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäå-
íèÿ 1 òåîðåìû 3.1 (ãäå εz = r1), ñòðîèì òàêóþ ôóíêöèþ η(t, z) ∈ C([t+,∞)× U zδ2(0), Uuεu(0)),
ãäå 0 < δ2 6 r1 (r1 îïðåäåëåíî â óñëîâèÿõ íàñòîÿùåé òåîðåìû), ÷òî u = η(t, z) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà ïî z, ïðèíàäëåæèò X2(t) äëÿ êàæäîãî (t, z) ∈ [t+,∞)×U zδ2(0), óäîâëåòâî-
ðÿåò òîæäåñòâó η(t, 0) ≡ 0 è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.11). Ïîäñòàâëÿÿ

ïîëó÷åííóþ ôóíêöèþ u = η(t, z) â (2.5) è îáîçíà÷àÿ Π̃(t, z) = Π(t, z, η(t, z)), ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå (2.13) (ò.å. z′(t) = Π̃(t, z(t))). Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè Π̃ äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè
(t0, z0) ∈ [t+,∞)× U zδ2(0) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû 3.1, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîãëàñîâàííîé
íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0), äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖x0‖ < ∆, ãäå ∆ = δ2 +
+ εu > 0 âûáðàíî òàê, ÷òî ‖P1(t0)x0‖ < δ2 è ‖P2(t0)x0‖ < εu, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ëîêàëüíîå ðåøåíèå z = ζ(t), u = η(t, ζ(t)) ñèñòåìû (2.9), (2.10), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì ζ(t0) = z0 = P1(t0)x0, η(t0, ζ(t0)) = u0 = P2(t0)x0. Òîãäà ïî ëåììå 2.1 ôóíêöèÿ
x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) (ζ(t) = P1(t)x(t) = xp1(t), η(t, ζ(t)) = P2(t)x(t) = xp2(t)) ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì ëîêàëüíûì ðåøåíèåì ÄÀÓ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.3),
ãäå x0 = z0 + u0.

Èç óñëîâèÿ 1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë M > 0 è δ′2 > 0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
|V (t, z)| < M ïðè âñåõ t ∈ [T,∞), ‖z‖ 6 δ′2 < δ2. Ïóñòü δz > 0, δu > 0 (δz < δ′2, δu <
< εu) � ïðîèçâîëüíûå ñêîëü óãîäíî ìàëûå ÷èñëà. Âîçüì¼ì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå t0 = T, ãäå
T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â óñëîâèè 2) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
V ′(1.14)(t, xp1(t)) > U(xp1(t)) > 0. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ 3) íàéä¼òñÿ òàêîå ñîãëàñîâàííîå íà-

÷àëüíîå çíà÷åíèå x0 (ò.å. (t0, x0) ∈ Lt+), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì ‖x0‖ < δ = δz + δu,
0 < ‖P1(t0)x0‖ < δz è ‖P2(t0)x0‖ < δu, ÷òî V (t0, P1(t0)x0) = m > 0, ãäå m � íåêîòîðîå
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÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â äîêàçàòåëüñòâå êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷è-
âîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ z = ζ(t) óðàâíåíèÿ (2.13), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ ζ(t0) = z0 = P1(t0)x0, ãäå t0 = T, 0 < ‖z0‖ < δz, ñóùåñòâóåò t1 > t0 òàêîå, ÷òî
‖ζ(t1)‖ > δ′2. Çíà÷èò, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåøåíèÿ x(t) = ζ(t) + η(t, ζ(t)) ñ íà÷àëüíîé òî÷-
êîé (t0, x0) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ‖x0‖ < δ è ‖x(t1)‖ > ε = δ′2/‖P1(t1)‖ > 0 (òàê êàê
‖ζ(t1)‖ = ‖P1(t1)x(t1)‖). Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû äëÿ ÄÀÓ (1.2).
Òåîðåìà 3.4 (óñòîé÷èâîñòü è àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞)×UxR(0),Rn), f(t, 0) ≡ 0, A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn))
è ïó÷îê λA(t) + B(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)). Ïóñòü äëÿ
êàæäîãî t∗ ∈ [t+,∞) è x∗p1

(t∗) = 0, x∗p2
(t∗) = 0 îïåðàòîð (2.2) èìååò îáðàòíûé. Òîãäà âåðíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 1 òåîðåìû 3.1, ãäå ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t))

çàìåíåíà íà∗)

V ′(1.19)(t, xp1(t)) =
∂V

∂t
(t, xp1(t)) +

(
∂V

∂z
(t, xp1(t)), G−1(t)[−B(t)xp1(t) +

+Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))] + P ′1(t)[xp1(t) + xp2(t)]

)
.

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.2) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2 òåîðåìû 3.1, ãäå ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t))

çàìåíåíà íà V ′(1.19)(t, xp1(t)) (ñì. (2.21)) è óñëîâèå (3.3) èìååò âèä

G−1(t)Q2(t)f(t, P1(t)x+ P2(t)x)→ 0 ïðè x→ 0

ðàâíîìåðíî ïî t íà [T,∞) äëÿ íåêîòîðîãî T > t+. (3.5)

Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Òåîðåìà 3.5 (àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì (ïîëíàÿ óñòîé÷èâîñòü ÄÀÓ (1.2))).

Ïóñòü f ∈ C1([t+,∞)× Rn,Rn), f(t, 0) ≡ 0, A,B ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) è ïó÷îê λA(t) +B(t)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.4), ãäå C2 ∈ C1([t+,∞), (0,∞)). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2)
òåîðåìû 2.3 èëè 1), 2) òåîðåìû 2.4, à òàêæå óñëîâèå (3.5), è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè V ∈ C1([t+,∞)×Rn,R), W ∈ C(Rn,R), U ∈ C(Rn,R)
òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 3.2 è óñëîâèå 3) òåîðåìû 3.2, ãäå Lt+ çà-

ìåíåíî íà L̂t+ è ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t)) â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.2) çàìåíåíà íà

V ′(1.19)(t, xp1(t)) (ñì. (2.21)). Òîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.2) àñèìïòîòè÷å-

ñêè óñòîé÷èâî â öåëîì (ÄÀÓ (1.2) ïîëíîñòüþ óñòîé÷èâî).
Òåîðåìà 3.6 (íåóñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÄÀÓ (1.2)). Ïóñòü âû-

ïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.3, â êîòîðûå âíåñåíû ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ: f ∈ C1([t+,∞) ×
× UxR(0),Rn), ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t)) çàìåíåíà íà V ′(1.19)(t, xp1(t)) (ñì. (2.21)). Òîãäà

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗(t) ≡ 0 ÄÀÓ (1.2) íåóñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

4. Çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî âûáîðà ôóíêöèèV. Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííóþ ñêà-
ëÿðíóþ ôóíêöèþ V (t, z) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò òåîðå-
ìàì (ïîëó÷åííûì â ï. 3) îá óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî
Ëÿïóíîâó, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì, è ôóíêöèåé òèïà Ëÿïóíîâà, åñëè
îíà óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìàì, ïîëó÷åííûì â [1, ï. 2]. Ýòó ôóíêöèþ ÷àñòî óäîáíî âûáèðàòü â
âèäå

V (t, z) = (H(t)z, z), (4.1)

ãäå H ∈ C1([t+,∞),L(Rn)) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ îïåðàòîð-ôóíê-
öèÿ (ñì. [1, îïðåäåëåíèå 1.1]). Òîãäà ôóíêöèÿ (4.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåì 2.1�2.6, 2.9,

∗) Ñì. [1, ôîðìóëà (2.21)].
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2.10 î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè, óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî Ëàãðàíæó, à òàêæå óñëî-
âèÿì óòâåðæäåíèÿ 1 îá óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó èç òåîðåìû 3.1 è óòâåðæäåíèÿ 1 îá óñòîé-
÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó èç òåîðåìû 3.4, íî âûïîëíåíèå óñëîâèé íà ïðîèçâîäíûå V ′(1.14)(t, xp1(t))

è V ′(1.19)(t, xp1(t)) â ýòèõ òåîðåìàõ, åñòåñòâåííî, òðåáóåò ïðîâåðêè. Åñëè äîïîëíèòåëüíî

sup
t∈[t+,∞)

‖H(t)‖ <∞,

òî ôóíêöèÿ (4.1) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå óñëîâèÿì òåîðåì 2.7, 2.8, 3.2, 3.5, 3.3, 3.6 î ïðåäåëüíîé
îãðàíè÷åííîñòè (äèññèïàòèâíîñòè), àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì è íåóñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó, à òàêæå óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2 îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èç òåîðå-
ìû 3.1 è óòâåðæäåíèÿ 2 îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èç òåîðåìû 3.4, íî óñëîâèÿ íà ïðî-
èçâîäíûå V ′(1.14)(t, xp1(t)) è V ′(1.19)(t, xp1(t)), åñòåñòâåííî, îñòàþòñÿ â òåîðåìàõ è íóæäàþòñÿ â
ïðîâåðêå.

Ôóíêöèÿ V (t, z) âèäà
V (t, z) ≡ (Hz, z),

ãäå H ∈ L(Rn) � ïîëîæèòåëüíûé ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì âñåõ
òåîðåì, íî âûïîëíåíèå óñëîâèé íà ïðîèçâîäíûå V ′(1.14)(t, xp1(t)) è V ′(1.19)(t, xp1(t)) â òåîðåìàõ,

åñòåñòâåííî, òðåáóåò ïðîâåðêè.
Ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.14)(t, xp1(t)) (2.4) ôóíêöèè V (ñì. (4.1)) â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.14) èìååò

âèä

V ′(1.14)(t, xp1(t)) = (H ′(t)xp1(t), xp1(t)) + 2(H(t)xp1(t), [P ′1(t)−G−1(t)Q1(t)[A′(t) +B(t)]]xp1(t) +

+G−1(t)Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))). (4.2)

Ïðîèçâîäíàÿ V ′(1.19)(t, xp1(t)) (2.21) ôóíêöèè V (ñì. (4.1)) â ñèëó óðàâíåíèÿ (1.19) èìååò âèä

V ′(1.19)(t, xp1(t)) = (H ′(t)xp1(t), xp1(t)) +

+ 2(H(t)xp1(t), G−1(t)[−B(t)xp1(t) +Q1(t)f(t, xp1(t) + xp2(t))] + P ′1(t)[xp1(t) + xp2(t)]).

5. Ïðèìåíåíèå ê èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðè-
ìåíåíèÿ äîêàçàííûõ â [1] òåîðåì (à òàêæå óòâåðæäåíèÿ) î ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ÄÀÓ
ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ñ íåñòàöèîíàðíûìè è íåëèíåéíûìè
ïàðàìåòðàìè: èíäóêòèâíîñòüþ L(t), ïðîâîäèìîñòüþ G3(t) è ñîïðîòèâëåíèÿìè R1(t), R2(t),
ϕ1(I1), ϕ2(I2) è ϕ3(I31). Ñõåìà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå (íàïðàâëåíèÿ
îòñ÷¼òà òîêîâ è íàïðÿæåíèé íà ýëåìåíòàõ öåïè ñîâïàäàþò).

Ðèñóíîê. Ñõåìà ýëåêòðè÷åñêîé öåïè.

Ó÷èòûâàÿ çàêîíû Êèðõãîôà è ñâÿçè ìåæäó òîêàìè è íàïðÿæåíèÿìè íà ýëåìåíòàõ öåïè,
ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

d

dt
[L(t)I1(t)] +R1(t)I1(t) = U(t)− ϕ1(I1(t))− ϕ3(I31(t)), (5.1)
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I1(t)− I31(t)− I2(t) = I(t) +G3(t)ϕ3(I31(t)), (5.2)

R2(t)I2(t) = ϕ3(I31(t))− ϕ2(I2(t)), (5.3)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ýëåêòðè÷åñêîé öåïè. Òîê I(t) è íàïðÿæåíèå U(t)
çàäàíû. Ðåøèâ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, íàéä¼ì òîêè I1(t), I31(t) è I2(t). Îñòàëüíûå òîêè è
íàïðÿæåíèÿ â öåïè îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èñêîìûå è çàäàííûå.

Îáîçíà÷èì íåèçâåñòíûå òîêè ÷åðåç x1(t) = I1(t), x2(t) = I31(t) è x3(t) = I2(t) è â äàëü-
íåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì îïóñêàòü çàâèñèìîñòü îò t â îáîçíà÷åíèÿõ xj(t) (j = 1, 2, 3).
Âåêòîðíàÿ ôîðìà ñèñòåìû (5.1)�(5.3) èìååò âèä íåñòàöèîíàðíîãî ïîëóëèíåéíîãî ÄÀÓ (1.1), ãäå

x =

x1

x2

x3

, A(t) =

L(t) 0 0
0 0 0
0 0 0

, B(t) =

R1(t) 0 0
1 −1 −1
0 0 R2(t)

,

f(t, x) =

U(t)− ϕ1(x1)− ϕ3(x2)
I(t)+G3(t)ϕ3(x2)
ϕ3(x3)− ϕ2(x2)

. (5.4)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî L,R1, R2 ∈ C1([t+,∞),R), I, U,G3 ∈ C([t+,∞),R) è ϕj ∈ C1(R),
j = 1, 2, 3. Òîãäà A,B ∈ C1([t+,∞),L(R3)), f ∈ C([t+,∞) × R3,R3) è ∂f/∂x ∈ C([t+,∞) ×
×R3,L(R3)). Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè L(t), R1(t), R2(t) è G3(t) ïîëîæèòåëüíû
ïðè âñåõ t ∈ [t+,∞). Òîãäà ïðè êàæäîì t ïó÷îê λA(t) + B(t) ðåãóëÿðåí è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ðåçîëüâåíòà (äëÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê λ)

R(λ, t) = (λA(t) +B(t))−1 =

(λL(t) +R1(t))−1 0 0
(λL(t) +R1(t))−1 −1 −R−1

2 (t)
0 0 R−1

2 (t)

,
à òàêæå äëÿ âñåõ t ∈ [t+,∞) âûïîëíåíà îöåíêà (1.4), ãäå C1(t) =

√
2(1+R−1

2 (t))+1 è C2(t) =
= L−1(t)(1 +R1(t)) + 1.

Ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû Pj(t), Qj(t), j = 1, 2, è ìàòðèöà G−1(t) (ñì. (1.5), (1.8)) ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå

P1(t) =

1 0 0
1 0 0
0 0 0

, P2(t) =

 0 0 0
−1 1 0
0 0 1

, Q1(t) =

1 0 0
0 0 0
0 0 0

, Q2(t) =

0 0 0
0 1 0
0 0 1

,

G−1(t) =

L−1(t) 0 0
L−1(t) −1 −R−1

2 (t)
0 0 R−1

2 (t)

.
Êîìïîíåíòû (ïðîåêöèè) xpj (t) = Pj(t)x ∈ Xj(t) âåêòîðà x èìåþò âèä

xp1(t) = xp1 =

x1

x1

0

, xp2(t) = xp2 =

 0
x2 − x1

x3

.
Îáîçíà÷èì z = x1, u = x2 − x1, w = x3, òîãäà xp1 = (z, z, 0)ò, xp2 = (0, u, w)ò.

Óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ (t, x) ∈ Lt+ âûïîëíÿåòñÿ, åñëè (t, x) óäîâëåòâîðÿåò àëãåáðàè÷åñêèì
óðàâíåíèÿì (5.2), (5.3), ò.å.

x1 − x2 − x3 = I(t) +G3(t)ϕ3(x2), (5.5)

R2(t)x3 = ϕ3(x2)− ϕ2(x3), (5.6)
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êîòîðûå â âåêòîðíîé ôîðìå ïðåäñòàâèìû â âèäå óðàâíåíèÿ Q2(t)[A′(t)P1(t)x + B(t)P2(t)x −
− f(t, x)] = 0, îïðåäåëÿþùåãî ìíîãîîáðàçèå Lt+ . Èñïîëüçóÿ ââåä¼ííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ,
çàïèøåì ñèñòåìó (5.2), (5.3) â âèäå

u = −I(t)−G3(t)ϕ3(u+ z)− w, (5.7)

w = R−1
2 (t)[ϕ3(u+ z)− ϕ2(w)]. (5.8)

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (5.7), (5.8) ê âèäó

w = −I(t)− u−G3(t)ϕ3(u+ z), (5.9)

u = ψ(t, z, u), (5.10)

ãäå ψ(t, z, u) = −I(t)− (G3(t) +R−1
2 (t))ϕ3(u+ z) +R−1

2 (t)ϕ2(−I(t)− u−G3(t)ϕ3(u+ z)).
Óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.1 (òåîðåìû 2.2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞),

z ∈ R ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå u,w ∈ R (ñóùåñòâóþò u,w ∈ R) òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà (5.9), (5.10). Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ R è ëþáîãî u ∈ R ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé w ∈ R òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.9), òî óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.1
âûïîëíåíî, åñëè

äëÿ êàæäûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ R ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé u ∈ R òàêîé, ÷òî u = ψ(t, z, u) (ò.å. âûïîëíÿåòñÿ (5.10)). (5.11)

Óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.2 âûïîëíåíî, åñëè èìååò ìåñòî (5.11) áåç òðåáîâàíèÿ åäèíñòâåííîñòè u.
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèå (5.11) âûïîëíåíî, åñëè ôóíêöèè ϕ2 è ϕ3 ÿâëÿþòñÿ âîçðàñ-

òàþùèìè (íåóáûâàþùèìè) íà R, íàïðèìåð,

ϕ2(y) = ay2k−1, ϕ3(y) = by2m−1 èëè

ϕ2(y) = ay1/(2k−1), ϕ3(y) = by1/(2m−1), a, b > 0, k,m ∈ N. (5.12)

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå (5.12) îòîáðàæåíèå ψ(t, z, u) íå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî ñæèìàþùèì ïî
u (ñì. (5.13) íèæå) è íå âûïîëíåíî óñëîâèå (2.22). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ψ(t, z, u) ÿâëÿåòñÿ
ãëîáàëüíî ñæèìàþùèì ïî u äëÿ ëþáûõ t, z, ò.å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α < 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ R ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|ψ(t, z, u1)− ψ(t, z, u2)| = |(G3(t) +R−1
2 (t))[ϕ3(u1 + z)− ϕ3(u2 + z)]−

−R−1
2 (t)[ϕ2(−I(t)− u1 −G3(t)ϕ3(u1 + z))− ϕ2(−I(t)− u2 −G3(t)ϕ3(u2 + z))]| 6

6 α|u1 − u2|, u1, u2 ∈ R, (5.13)

òî óñëîâèå (5.11) âûïîëíåíî. Óñëîâèå Ëèïøèöà (5.13) ìîæíî çàìåíèòü íà∣∣∣∣∂ψ(t, z, u)

∂u

∣∣∣∣ = |(G3(t) +R−1
2 (t))ϕ′3(u+ z) +

+R−1
2 (t)ϕ′2(−I(t)− u−G3(t)ϕ3(u+ z))[1 +G3(t)ϕ′3(u+ z)]| 6 α, u ∈ R. (5.14)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè

ϕ2(y) = a sin y, ϕ3(y) = b sin y, a, b ∈ R, (5.15)

óñëîâèå (5.11) è, ñîîòâåòñòâåííî, óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.1 âûïîëíåíû, åñëè

G3(t)|b|+R−1
2 (t)(|a|+ |b|+G3(t)|a||b|) < 1, t ∈ [t+,∞), (5.16)

à óñëîâèå 1) òåîðåìû 2.2 âûïîëíåíî âñåãäà.
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Âîçüì¼ì ëþáûå ôèêñèðîâàííûå t∗, x
∗
p1

= (x∗1, x
∗
1, 0)ò = (z∗, z∗, 0)ò, x∗p2

= (0, x∗2−x∗1, x∗3)ò =
= (0, u∗, w∗)

ò òàêèå, ÷òî (t∗, x
∗
p1

+x∗p2
) ∈ Lt+ , ò.å. âûïîëíåíû ðàâåíñòâà (5.9), (5.10) (èëè (5.7),

(5.8)). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) =

[
∂

∂x
[Q2(t∗)f(t∗, x

∗
p1

(t∗) + x∗p2
(t∗))]−B(t∗)

]
P2(t∗) : R3 → Y2(t∗)

(x∗pi(t∗) = x∗pi ∈ Xi(t∗), i = 1, 2, Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) ∈ L(R3)), êîòîðîìó îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðò-

íîãî áàçèñà â R3 ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) =

 0 0 0
−(1 +G3(t∗)ϕ

′
3(u∗ + z∗)) 1 +G3(t∗)ϕ

′
3(u∗ + z∗) 1

−ϕ′3(u∗ + z∗) ϕ′3(u∗ + z∗) −ϕ′2(w∗)−R2(t∗)

. (5.17)

Î÷åâèäíî, ÷òî Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) îáðàòèì êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X2(t∗) â Y2(t∗) (ò.å.

îïåðàòîð Φt∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) = Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗)|X2(t∗) (ñì. (2.2)) èìååò îáðàòíûé Φ−1
t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) ∈

∈ L(Y2(t∗), X2(t∗))), åñëè

ϕ′3(u∗ + z∗) + [ϕ′2(w∗) +R2(t∗)][1 +G3(t∗)ϕ
′
3(u∗ + z∗)] 6= 0. (5.18)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè

äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ R è u∗, w∗ ∈ R,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì (5.9), (5.10), âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (5.18), (5.19)

òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.1. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàïèñàòü (5.18) â âèäå

(G3(t∗) +R−1
2 (t∗))ϕ

′
3(u∗ + z∗) +R−1

2 (t∗)ϕ
′
2(w∗)[1 +G3(t∗)ϕ

′
3(u∗ + z∗)] 6= −1

è ó÷åñòü, ÷òî t∗, z∗, u∗, w∗ óäîâëåòâîðÿþò (5.9), ò.å. w∗ = −I(t∗) − u∗ − G3(t∗)ϕ3(u∗ + z∗),
à ðàâåíñòâî (5.10) íå ó÷èòûâàòü, ò.å. ðàññìàòðèâàòü ëþáûå t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ R, u∗ ∈ R, òî
óñëîâèå (5.19) ïðèìåò âèä: äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ R è u∗ ∈ R âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

∂ψ(t∗, z∗, u∗)

∂u
6= −1.

Ñíîâà âîçüì¼ì ëþáûå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëî t∗ è âåêòîðû x∗p1
= (x∗1, x

∗
1, 0)ò = (z∗, z∗, 0)ò,

xjp2 = (0, x∗2,j − x∗1,j , x∗3,j)ò = (0, uj∗, w
j
∗)
ò òàêèå, ÷òî (t∗, x

∗
p1

+ xjp2) ∈ Lt+ , j = 1, 2, ò.å. t∗, z∗,

uj∗, wj∗ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (5.9) è (5.10), j = 1, 2. Âûáåðåì ïðîåêòîðû Θk(t∗) : R3 →
→ Y2(t∗), k = 1, 2, Θi(t∗)Θj(t∗) = δijΘi(t∗), Θ1(t∗) + Θ2(t∗) = Q2(t∗) (Θk(t∗) ∈ L(R3)),
êîòîðûì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â R3 ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû

Θ1(t∗) =

0 0 0
0 1 0
0 0 0

, Θ2(t∗) =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

.
Òîãäà ñèñòåìà ïðîåêòîðîâ {Θ̃k(t∗) = Θk(t∗)|Y2(t∗)}2k=1 áóäåò àääèòèâíûì ðàçëîæåíèåì åäèíè-

öû Q2(t∗)|Y2(t∗) â Y2(t∗). Ðàññìîòðèì îïåðàòîð-ôóíêöèþ Φ̂t∗,x∗p1 (t∗) : X2(t∗)→ L(R3, Y2(t∗)),

Φ̂t∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)) =

[
∂

∂x
[Q2(t∗)f(t∗, x

∗
p1

(t∗) + xp2(t∗))]−B(t∗)

]
P2(t∗)
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(x∗pi(t∗) = x∗pi , i = 1, 2), è îïåðàòîð-ôóíêöèþ Φt∗,x∗p1 (t∗) : X2(t∗)→ L(X2(t∗), Y2(t∗)) (ñì. (2.16)),

ò.å. Φt∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗)) = Φ̂t∗,x∗p1 (t∗)(xp2(t∗))|X2(t∗). Î÷åâèäíî, ïðè êàæäîì xp2(t∗) = x∗p2
(t∗)

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Φ̂t∗,x∗p1 (t∗)(x
∗
p2

(t∗)) = Φ̂t∗,x∗p1 (t∗),x∗p2 (t∗) è ýòîìó îïåðàòîðó (îòíîñèòåëü-

íî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â R3) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà (5.17). Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîðó

Λ̂ = Θ1(t∗)Φ̂t∗,x∗p1 (t∗)(xp2,1(t∗)) + Θ2(t∗)Φ̂t∗,x∗p1 (t∗)(xp2,2(t∗)) ∈ L(R3, Y2(t∗)),

ãäå xp2,k(t∗) = xp2,k = (0, uk, wk)
ò (k = 1, 2) � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû èç [x1

p2
, x2

p2
], îòíîñè-

òåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà â R3 ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà

Λ̂ =

 0 0 0
−(1 +G3(t∗)ϕ

′
3(u1 + z∗)) 1 +G3(t∗)ϕ

′
3(u1 + z∗) 1

−ϕ′3(u2 + z∗) ϕ′3(u2 + z∗) −ϕ′2(w2)−R2(t∗)

.
Î÷åâèäíî, ÷òî îïåðàòîð Λ̂ îáðàòèì êàê îïåðàòîð èç X2(t∗) â Y2(t∗) (ò.å. îïåðàòîð Λ =

= Λ̂|X2(t∗) : X2(t∗)→ Y2(t∗) îáðàòèì), åñëè

ϕ′3(u2 + z∗) + [ϕ′2(w2) +R2(t∗)][1 +G3(t∗)ϕ
′
3(u1 + z∗)] 6= 0. (5.20)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè

äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ R è uj∗, w
j
∗ ∈ R, j = 1, 2, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ðàâåíñòâàì (5.9), (5.10), âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (5.20)

ïðè ëþáûõ uk∈ [u1
∗, u

2
∗], wk∈ [w1

∗, w
2
∗], k=1, 2, (5.21)

òî âûïîëíåíî óñëîâèå 2) òåîðåìû 2.2. Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå 2) òàêæå âûïîëíåíî, åñëè (5.20)
ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäûõ t∗ ∈ [t+,∞), z∗ ∈ R è ëþáûõ uk, wk ∈ R.

Â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ (5.19), (5.21) âûïîëíåíû äëÿ âîçðàñòàþùèõ (íåóáûâàþùèõ) íà R
ôóíêöèé ϕ2, ϕ3, íàïðèìåð, äëÿ ϕ2, ϕ3 âèäà (5.12), è âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèé (5.15), åñëè
ñïðàâåäëèâî òðåáîâàíèå (5.16).

Çàìåòèì, ÷òî âìåñòî óñëîâèé 1), 2) òåîðåìû 2.1 (èëè òåîðåìû 2.2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü
óñëîâèå (2.22) óòâåðæäåíèÿ 2.1, êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà α < 1
òàêàÿ, ÷òî

G3(t)|ϕ3(u1 + z)− ϕ3(u2 + z)|+R−1
2 (t)|ϕ3(u1 + z)− ϕ3(u2 + z)− ϕ2(w1) + ϕ2(w2)| 6

6 α
√
|u1 − u2|2 + |w1 − w2|2 (5.22)

äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ R è ui, wi ∈ R, i = 1, 2, èëè èñïîëüçîâàòü (ýêâèâàëåíòíîå)
óñëîâèå (2.23), êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíî, åñëè

√
2

√
([G3(t) +R−1

2 (t)]2 +R−2
2 (t))|ϕ′3(u+ z)|2 +R−2

2 (t)|ϕ′2(w)|2 6 α < 1 (5.23)

äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z ∈ R è u,w ∈ R, îäíàêî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå îãðàíè÷è-
òåëüíûìè. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ãðàôèê ðåøåíèÿ x(t) äîëæåí ëåæàòü â ìíîãîîáðàçèè Lt+ è,
ñîîòâåòñòâåííî, t, z, u, w ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (5.9), (5.10), òî, èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøå-
íèÿ, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü íåðàâåíñòâà (5.22), (5.23) òàê, ÷òî îíè áóäóò ñõîæè ñ (5.13), (5.14).

Âîçüì¼ì îïåðàòîð H = 0.5IR3 (IR3 � åäèíè÷íûé îïåðàòîð â R3). Òîãäà óñëîâèå 3) òåî-
ðåìû 2.1 (òåîðåìà 2.2 ñîäåðæèò òàêîå æå óñëîâèå), ãäå V ′(1.14)(t, xp1(t)) èìååò âèä (4.2) è

H(t) ≡ H, áóäåò âûïîëíåíî, åñëè íàéäóòñÿ ôóíêöèè U ∈ C(0,∞) è k ∈ C([t+,∞),R) òà-
êèå, ÷òî

∫∞
v0

(U(v))−1 dv =∞ (v0 > 0) è ïðè íåêîòîðîì R > 0 íåðàâåíñòâî

2L−1(t)[−(L′(t) +R1(t))z2 + U(t)z − (ϕ1(z) + ϕ3(u+ z))z] 6 k(t)U(z2) (5.24)
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âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z, u, w ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì (5.9), (5.10) è
íåðàâåíñòâó |z| > R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå (5.24), ãäå k(t) = 2L−1(t)(|L′(t)|+ |U(t)|),
U(v) = v (íàïîìíèì, ÷òî L(t) > 0, R1(t) > 0), âûïîëíåíî, åñëè ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî

−(ϕ1(z) + ϕ3(u+ z))z 6 R1(t)z2 (5.25)

äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z, u, w ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì (5.9), (5.10) è íåðàâåíñòâó
|z| > R.

Â îáùåì ñëó÷àå, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (t0, x0) ∈ [t+,∞)×R3,
ãäå x0 = (x0,1, x0,2, x0,3)ò, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (5.5), (5.6) (ò.å. (t0, x0) ∈ Lt+),
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå x(t) ÄÀÓ (1.1) ñ (5.4), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t0) = x0, åñëè L,R1, R2 ∈ C1([t+,∞),R), I, U,G3 ∈ C([t+,∞),R), ϕj ∈
∈ C1(R), j = 1, 2, 3; L(t) > 0, R1(t) > 0, R2(t) > 0 è G3(t) > 0 ïðè âñåõ t ∈ [t+,∞);
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (5.11) è (5.19) è ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåíñòâî (5.25) èìå-
åò ìåñòî äëÿ ëþáûõ t ∈ [t+,∞), z, u, w ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâàì (5.9), (5.10) è
íåðàâåíñòâó |z| > R.

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, åñëè âûïîëíåíû ïðèâåä¼ííûå
âûøå óñëîâèÿ ñî ñëåäóþùèìè èçìåíåíèÿìè: â óñëîâèè (5.11) íåò òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû u áûë
åäèíñòâåííûì; óñëîâèå (5.19) çàìåíåíî íà (5.21).

Âîçìîæíûå èçìåíåíèÿ èëè óòî÷íåíèÿ ïðèâåä¼ííûõ óñëîâèé, à òàêæå ÷àñòíûå ñëó÷àè ôóíê-
öèé (êëàññîâ ôóíêöèé), äëÿ êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, óêàçàíû âûøå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðà-
èíû (ïðîåêò �Êà÷åñòâåííûé, àñèìïòîòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èõ êëàññèôèêàöèÿ è ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå�, ãîñóäàðñòâåííûé ðåãèñòðàöèîííûé íîìåð 0119U102376).
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Èíòåðåñ æå ê âûðîæäàþùèìñÿ óðàâíåíèÿì âûçâàí íå òîëüêî íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷, íî è âíóòðåííèìè ïîòðåáíîñòÿìè, îáóñëîâëåííûìè ðàçâèòèåì òåîðèè óðàâ-
íåíèé ñìåøàííîãî òèïà. Ïåðâàÿ ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè âïåð-
âûå èçó÷åíà â ðàáîòå [2]. Îñîáîå ìåñòî â òåîðèè âûðîæäàþùèõñÿ óðàâíåíèé çàíèìàþò èññëåäî-
âàíèÿ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Áåññåëÿ. Èçó÷åíèå ýòîãî êëàññà
óðàâíåíèé íà÷àòî ðàáîòàìè Ýéëåðà, Ïóàññîíà, Äàðáó è ïðîäîëæåíî â òåîðèè îáîáù¼ííîãî
îñåñèììåòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà [3]. Óðàâíåíèÿ òð¼õ îñíîâíûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèå îïåðàòîð
Áåññåëÿ, ñîãëàñíî òåðìèíîëîãèè [4], íàçûâàþòñÿ B-ýëëèïòè÷åñêèìè, B-ãèïåðáîëè÷åñêèìè è
B-ïàðàáîëè÷åñêèìè ñîîòâåòñòâåííî. Îáøèðíîå èññëåäîâàíèå B-ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ïðåäñòàâëåíî â ìîíîãðàôèè [5]. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì
Áåññåëÿ ïîäðîáíî èçó÷åíû â ðàáîòå [6], äîñòàòî÷íî ïîëíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿù¼ííûõ èçó÷å-
íèþ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïðèâåä¼í
â ðàáîòå [7]. Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíûìè êîýôôèöèåíòàìè
ïðîâîäèëè ìíîãèå ìàòåìàòèêè (ñì. ðàáîòû [8�11], à òàêæå èìåþùóþñÿ â íèõ áèáëèîãðàôèþ).

Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè D = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < l, −α < y < β}, ãäå l, α, β �
çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

Lu ≡ uxx + (sgn y)uyy +
p

x
ux = 0. (1)

Çäåñü p > −1, p 6= 0, � çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ D+ = D

⋂
{y > 0} è D− = D

⋂
{y < 0}. Â äàííîé ðàáîòå äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (1) â îáëàñòè D èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñ èíòåãðàëüíûì óñëîâèåì
ïåðâîãî ðîäà ïðè p > 1 è |p| < 1, p 6= 0.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 1. Ïóñòü p > 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

u(x, y) ∈ C1(D)
⋂
C2(D+

⋃
D−), (2)
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Lu(x, y) ≡ 0, (x, y) ∈ D+
⋃
D−, (3)

u(x, β) = ϕ(x), u(x,−α) = ψ(x), 0 6 x 6 l, (4)

l∫
0

xpu(x, y) dx = A = const, −α 6 y 6 β, (5)

ãäå A � çàäàííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à ϕ(x), ψ(x) � çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè,
óäîâëåòâîðÿþùèå, êàê âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (4) è (5), óñëîâèÿì

l∫
0

xpϕ(x) dx =

l∫
0

xpψ(x) dx = A. (6)

Â ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà÷è (2)�(6) îòñóòñòâóþò ëîêàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêî-

âûõ ñòîðîíàõ∗) ïðÿìîóãîëüíèêà D. Ïðè p > 1 â îáëàñòè ýëëèïòè÷íîñòè D+ óðàâíåíèÿ (1),
ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [2], â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé îòðåçîê x = 0 îñâîáîæäà-
åòñÿ îò ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå, ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ux íà îòðåçêå x = 0
ðàâíà íóëþ. Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è â îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè D−
óðàâíåíèÿ (1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ux(0, y) = 0, −α 6 y 6 β. (7)

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 2. Ïóñòü |p| < 1, p 6= 0. Íàéòè ôóíêöèþ u(x, y), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óñëîâèÿì (2)�(6) è óñëîâèþ

lim
x→0+

xpux(x, y) = 0, −α 6 y 6 β. (8)

Èíòåãðàëüíîå óñëîâèå (5) ðàíåå âîçíèêàëî â ðàáîòàõ [12�14] äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè; â ðàáîòå [14], íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ðàçðåæåííîé ïëàçìû,
è â ýòîì ñëó÷àå íåëîêàëüíîå óñëîâèå (5) îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî âíóòðåííåé ýíåðãèè ñèñòåìû.
Êðàåâûå çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè âèäà (5) èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì.,
íàïðèìåð, ðàáîòû [15, 16] è èìåþùóþñÿ â íèõ áèáëèîãðàôèþ).

3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà xp è ïðîèíòåãðèðóåì
ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β) ïî ïåðåìåííîé x íà ïðîìåæóòêå îò ε äî l − ε, ãäå

ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

l−ε∫
ε

∂

∂x

(
xp
∂u

∂x

)
dx+ (sgn y)

l−ε∫
ε

xpuyy(x, y) dx = 0, (9)

èëè (
xp
∂u

∂x

)∣∣∣∣l−ε
ε

+ (sgn y)
d2

dy2

l−ε∫
ε

xpu(x, y) dx = 0. (10)

Ïåðåéä¼ì çäåñü ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, òîãäà â ñèëó óñëîâèé (2) è (5) ïîëó÷èì ëîêàëüíîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå

ux(l, y) = 0, −α 6 y 6 β. (11)

Â äàëüíåéøåì âìåñòî çàäà÷è (2)�(6) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó (2)�(4), (11).

∗) Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxy ïðàâîé.
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×àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), íå ðàâíûå íóëþ â îáëàñòè D+
⋃
D− è óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèÿì (2) è (11), áóäåì èñêàòü â âèäå u(x, y) = X(x)Y (y). Ïîäñòàâèâ ýòî ïðîèçâåäåíèå â
óðàâíåíèå (1) è â óñëîâèå (11), ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè X(x) ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

X ′′(x) +
p

x
X ′(x) + λ2X(x) = 0, 0 < x < l, (12)

|X(0)| < +∞, X ′(l) = 0, (13)

ãäå λ2 � ïîñòîÿííàÿ ðàçäåëåíèÿ.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) èìååò âèä

X(x;C1, C2) = C1x
(1−p)/2J(p−1)/2(λx) + C2x

(1−p)/2Y(p−1)/2(λx),

ãäå Jν(ξ), Yν(ξ) � ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî, ν = (p− 1)/2, à
C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïîýòîìó îäíèì èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (12), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðâîìó óñëîâèþ èç (13),
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

X(x) = x(1−p)/2J(p−1)/2(λx).

Çàìåòèì, ÷òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ X ′(0) ðàâíà íóëþ, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñâîé-
ñòâà (7).

Ïîòðåáóåì òåïåðü, ÷òîáû ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿëà âòîðîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ èç (13).
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì å¼ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå l è ïðèðàâíÿåì ê íóëþ:

dX(x)

dx

∣∣∣∣
x=l

= (−λx(1−p)/2J(p+1)/2(λx))|x=l = −λl(1−p)/2J(p+1)/2(λl) = 0,

îòêóäà ïîëó÷èì
λ0 = 0,

J(p+1)/2(µ) = 0, µ = λl. (14)

Èçâåñòíî [17, ñ. 530], ÷òî ôóíêöèÿ Jν(ξ) ïðè ν > −1 èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåí-
íûõ íóëåé. Òîãäà, îáîçíà÷èâ n-é êîðåíü óðàâíåíèÿ (14) ÷åðåç µn ïðè çàäàííîì p, íàõîäèì
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = µn/l çàäà÷è (12) è (13). Ñîãëàñíî [18, ñ. 317] äëÿ íóëåé óðàâíåíèÿ
(14) ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

µn = λnl = πn+
π

4
p+O(n−1). (15)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λ0 = 0 ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (12) è (13) èìååò ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ,
ðàâíóþ êîíñòàíòå, êîòîðóþ ïðèìåì çà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé
çàäà÷è (12), (13) èìååò âèä

X̃0(x) = 1, λ0 = 0, (16)

X̃n(x) = x(1−p)/2J(p−1)/2

(
µnx

l

)
= x(1−p)/2J(p−1)/2(λnx), n ∈ N, (17)

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn, n ∈ N, îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè óðàâíåíèÿ (14).
Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (16) è (17) îðòîãîíàëüíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l]

ñ âåñîì xp, à òàêæå îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå [19, ñ. 343].
Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó ôóíêöèé:

Xn(x) =
1

‖X̃n(x)‖
X̃n(x), n ∈ Z+ ≡ N

⋃
{0}, (18)
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ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ âåñîì xp, ò.å.

‖X̃n(x)‖2 =

l∫
0

xpX̃2
n(x) dx. (19)

Ïóñòü, äàëåå, u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (11). Ñëåäóÿ [20], ðàññìîòðèì ôóíêöèè

un(y) =

l∫
0

u(x, y)xpXn(x) dx, n ∈ Z+, (20)

un,ε(y) =

l−ε∫
ε

u(x, y)xpXn(x) dx, n ∈ N, (21)

ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì äâàæäû òîæäåñòâî (21) ïî ïåðå-
ìåííîé y ïðè y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β), òîãäà ñ ó÷¼òîì óðàâíåíèÿ (1) ïîëó÷èì

u′′n,ε(y) =

l−ε∫
ε

uyy(x, y)xpXn(x) dx = −(sgn y)

l−ε∫
ε

(
uxx +

p

x
ux

)
xpXn(x) dx =

= −(sgn y)

l−ε∫
ε

∂

∂x
(xpux)Xn(x) dx = −(sgn y)

[
xpuxXn(x)|l−εε −

l−ε∫
ε

xpuxX
′
n(x) dx

]
. (22)

Èç òîæäåñòâà (21) â ñèëó óðàâíåíèÿ (12) ñëåäóåò, ÷òî

un,ε(y) = − 1

λ2
n

l−ε∫
ε

u(x, y)xp
[
X ′′n(x) +

p

x
X ′n(x)

]
dx =

= − 1

λ2
n

l−ε∫
ε

u(x, y)
d

dx
(xpX ′n(x)) dx = − 1

λ2
n

[
u(x, y)xpX ′n(x)‖l−εε −

l−ε∫
ε

xpuxX
′
n(x) dx

]
,

ò.å.
l−ε∫
ε

xpuxX
′
n(x) dx = λ2

nun,ε(y) + u(x, y)xpX ′n(x)|l−εε .

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà â ðàâåíñòâî (22), áóäåì èìåòü

u′′n,ε(y) = −(sgn y)[xpuxXn(x)|l−εε − λ2
nun,ε(y)− u(x, y)xpX ′n(x)|l−εε ].

Ïåðåéäÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå â ñèëó âêëþ÷åíèÿ (2) ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0, ïîëó÷àåì âñëåä-
ñòâèå óñëîâèé (11) è (13), ÷òî ôóíêöèÿ (20) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

u′′n(y)− (sgn y)λ2
nun(y) = 0, y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β), (23)

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

un(y) =

{
ane

λny + bne
−λny, y > 0,

cn cos(λny) + dn sin(λny), y < 0,
(24)

ãäå an, bn, cn, dn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, òðåáóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
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Ñ ó÷¼òîì âêëþ÷åíèÿ (2) ïîäáåð¼ì ïîñòîÿííûå an, bn, cn è dn òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ un(0+) = un(0−), u′n(0+) = u′n(0−), êîòîðûå ñïðàâåäëèâû
ïðè an = (cn+dn)/2, bn = (cn−dn)/2, n ∈ N. Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ïðåäñòàâëåíèå
(24), áóäåì èìåòü

un(y) =

{
cn ch (λny) + dn sh (λny), y > 0,

cn cos(λny) + dn sin(λny), y < 0.
(25)

Äëÿ ôóíêöèè (20) â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4) ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

un(β) =

l∫
0

ϕ(x)xpXn(x) dx =: ϕn, un(−α) =

l∫
0

ψ(x)xpXn(x) dx =: ψn. (26)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííûõ cn è dn ïðèõîäèì ê ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìå {

cn ch (λnβ) + dn sh (λnβ) = ϕn,

cn cos(λnα)− dn sin(λnα) = ψn,
(27)

êîòîðàÿ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

cn =
ϕn sin(λnα) + ψn sh (λnβ)

sin(λnα) ch (λnβ) + cos(λnα) sh (λnβ)
, dn =

ϕn cos(λnα)− ψn ch (λnβ)

sin(λnα) ch (λnβ) + cos(λnα) sh (λnβ)
, (28)

åñëè ïðè âñåõ n ∈ N å¼ îïðåäåëèòåëü ∆n(α, β) îòëè÷åí îò íóëÿ, ò.å.

∆n(α, β) := sin(λnα) ch (λnβ) + cos(λnα) sh (λnβ) 6= 0. (29)

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ (28) â ïðåäñòàâëåíèå (25), íàéä¼ì îêîí÷àòåëüíûé âèä ôóíê-
öèé (20):

un(y) =

{
∆−1
n (α, β)(ϕn∆n(α, y) + ψn sh (λn(β − y))), y > 0,

∆−1
n (α, β)(ϕn sin (λn(α+ y)) + ψn∆n(−y, β)), y < 0.

(30)

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì

u0(y) =
αϕ0 + βψ0

α+ β
+
ϕ0 − ψ0

α+ β
y, y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β), (31)

u0(β)= l−(p+1)/2
√
p+1

l∫
0

ϕ(x)xp dx=: ϕ0, u0(−α)= l−(p+1)/2
√
p+1

l∫
0

ψ(x)xp dx=: ψ0. (32)

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (29) çàäà÷à (2)�(4), (11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äåéñòâè-
òåëüíî, ïóñòü ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0 è ∆n(α, β) 6= 0. Òîãäà èç (26) è (32) ñëåäóåò, ÷òî ϕn =
= ψn ≡ 0, n ∈ Z+, à èç (30) è (31) � ÷òî un(y) = 0 ïðè âñåõ n ∈ Z+. Â ñèëó (20) èìååì∫ l

0 u(x, y)xpXn(x) dx = 0. Îòñþäà âñëåäñòâèå ïîëíîòû ñèñòåìû (18) â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ
âåñîì xp ñëåäóåò, ÷òî u(x, y) = 0 ïî÷òè âñþäó íà ïðîìåæóòêå x ∈ [0, l] è ïðè ëþáîì y ∈
∈ [−α, β]. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (2), ôóíêöèÿ u(x, y) ∈ C(D), òî u(x, y) ≡ 0 â D.

Ïóñòü òåïåðü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ p, l, α, β è íåêîòîðîì n = m óñëîâèå (29)
íàðóøåíî. Ïðè ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0 è ∆m(α, β) = 0 ñèñòåìà (27) ðàâíîñèëüíà ëþáîìó èç å¼
óðàâíåíèé, íàïðèìåð, ïåðâîìó

cm ch (λmβ) + dm sh (λmβ) = 0,
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êîòîðîå èìååò êîíòèíóàëüíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé: dm ∈ R � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ è cm =
= −dm sh (λmβ)/ch (λmβ). Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ïðåäñòàâëåíèå (25), áóäåì èìåòü

um(y) =

{
d̃m(sh (λmy) ch (λmβ)− sh (λmβ) ch (λmy)), y > 0,

d̃m(ch (λmβ) sin(λmy)− sh (λmβ) cos(λmy)), y < 0,

ãäå d̃m = dm/ch (λmβ) � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå ðàâíàÿ íóëþ.
Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (2)�(4), (11) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

um(x, y) =

{
d̃m(sh (λmy) ch (λmβ)− sh (λmβ) ch (λmy))Xm(x), y > 0,

d̃m(ch (λmβ) sin(λmy)− sh (λmβ) cos(λmy))Xm(x), y < 0,
(33)

ãäå ôóíêöèè Xm(x) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (18). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
ôóíêöèÿ (33) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è (2)�(4), (11) ïðè ϕ(x) = ψ(x) ≡ 0.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 1. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (11), òî îíî åäèíñòâåííî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (29) ïðè âñåõ n ∈ Z+.

4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è 1. Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p,
l, α è β íàðóøàåòñÿ óñëîâèå (29). Ïðåäñòàâèì îïðåäåëèòåëü ∆n(α, β) â ñëåäóþùåì âèäå:

∆n(α, β) = sin(λnα) ch (λnβ) + cos(λnα) sh (λnβ) = sin(λnα)ch ξ + cos(λnα) sh ξ,

ãäå ξ = αnβ. Ïîñêîëüêó
√

ch2(λnβ) + sh2(λnβ) =
√

ch (2λnβ), òî

∆n(α, β) =
√

ch (2λnβ)

(
sin(λnα) cos arcsin

sh (λnβ)√
ch (2λnβ)

+ cos(λnα) sin arcsin
sh (λnβ)√
ch (2λnβ)

)
=

=
√

ch (2λnβ) sin

(
λnα+ arcsin

sh (λnβ)√
ch (2λnβ)

)
=
√

ch (2λnβ) sin(µnα̃+ γn), (34)

çäåñü

µn = λnl, α̃ =
α

l
, γn = arcsin

sh (λnβ)√
ch (2λnβ)

→ π

4
ïðè n→ +∞.

Èç ðàâåíñòâà (34) ñëåäóåò, ÷òî ∆n(α, β) = 0, åñëè è òîëüêî åñëè sin(µnα̃ + γn) = sin(πk),
k ∈ N, ò.å. ïðè α̃ = (πk−γn)/µn, k ∈ N. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ∆n(α, β) = 0 èìååò ñ÷¼òíîå
ìíîæåñòâî íóëåé. Íàéä¼ì îöåíêè âåëè÷èíû ∆n(α, β), âõîäÿùåé â çíàìåíàòåëè ôîðìóëû (30),
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ëåììà 1. Åñëè α̃ = a/b � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ãäå a, b � âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå
÷èñëà, è p 6= (4bd− b− 4r)/a, ãäå r = 0, b− 1, d ∈ Z, òî ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C0 > 0,
n0 ∈ N òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì n > n0 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|∆n(α, β)| > C0e
λnβ. (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåíèì â âûðàæåíèè (34) âåëè÷èíó µn ñîãëàñíî ôîðìóëå (15):

∆n(α, β) =
√

ch (2λnβ) sin

(
πnα̃+

π

4
pα̃+O(n−1) + γn

)
.

Ïóñòü α̃ = a/b, a, b ∈ N, (a, b) = 1. Ðàçäåëèâ na íà b ñ îñòàòêîì, áóäåì èìåòü na = bq+r,
q ∈ Z+, 0 6 r 6 b− 1. Òîãäà

∆n(α, β) =
√

ch (2λnβ) (−1)q sin

(
πr

b
+
πa

4b
p+ γn +O(n−1)

)
=
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=
eλnβ√

2

√
1 + e−4λnβ (−1)q sin

(
πr

b
+
πa

4b
p+

π

4
− εn +O(n−1)

)
,

ãäå εn > 0 è εn → 0 ïðè n→ +∞. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ íîìåð n0,
íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

|∆n(α, β)| > eλnβ

2
√

2

∣∣∣∣ sin(πrb +
πa

4b
p+

π

4

)∣∣∣∣ = C0e
λnβ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòîÿííàÿ C0 áûëà îòëè÷íà îò íóëÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

πr

b
+
πa

4b
p+

π

4
6= πd, d ∈ Z,

îòêóäà èìååì

p 6= 1

a
(4bd− b− 4r), d ∈ Z. (36)

Óñëîâèå (36) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþáîì èððàöèîíàëüíîì çíà÷åíèè p > 1.
Ëåììà 2. Åñëè ïðè n > n0 âûïîëíåíà îöåíêà (35), òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|un(y)| 6 C1(|ϕn|+ |ψn|) è |u′n(y)| 6 C2n(|ϕn|+ |ψn|), y ∈ [−α, β], (37)

|u′′n(y)| 6 C3n
2(|ϕn|+ |ψn|), y ∈ [−α, 0), è |u′′n(y)| 6 C4n

2(|ϕn|+ |ψn|), y ∈ (0, β], (38)

ãäå Ci � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (30) ñ ó÷¼òîì îöåíêè (35) íàéä¼ì

|un(y)| 6 1

|∆n(α, β)|
(|ϕn|(sh (λnβ) + ch (λnβ)) + |ψn| sh (λnβ)) 6

6 C−1
0 e−λnβ(|ϕn|(sh (λnβ) + ch (λnβ)) + |ψn|sh (λnβ)) 6 C̃1(|ϕn|+ |ψn|), y > 0,

|un(y)| 6 C−1
0 e−λnβ(|ϕn|+ |ψn|(sh (λnβ) + ch (λnβ))) 6 C̃2(|ϕn|+ |ψn|), y 6 0,

ãäå C̃i � çäåñü è äàëåå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îáîçíà÷èâ ÷åðåç C1 = max {C̃1, C̃2}, ïî-
ëó÷èì ïåðâóþ îöåíêó â (37) ïðè âñåõ n > n0 è y ∈ [−α, β].

Âû÷èñëèì òåïåðü, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (30), ïðîèçâîäíóþ u′n(y), òîãäà ñ ó÷¼òîì îöåí-
êè (35) è àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû (15) áóäåì èìåòü

|u′n(y)| 6 C−1
0 e−λnβn(|ϕn|(ch (λnβ) + sh (λnβ))− |ψn| ch (λnβ)) 6 C̃3n(|ϕn|+ |ψn|), y > 0,

|u′n(y)| 6 C−1
0 e−λnβn(|ϕn| − |ψn|(sh (λnβ) + ch (λnβ))) 6 C̃4n(|ϕn|+ |ψn|), y 6 0.

Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé îöåíêè â (37) ïðè âñåõ n > n0 è

y ∈ [−α, β], ãäå C2 = max {C̃3, C̃4}.
Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíîê (38) âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ (15), (23) è îöåíêè (37).
Ëåììà 3. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ïðè âñåõ x ∈ [0, l] âûïîëíåíû îöåíêè

|Xn(x)| 6 C5, |X ′n(x)| 6 C6n, |X ′′n(x)| 6 C7n
2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàáîòå [20].
Ëåììà 4. Åñëè ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó C2[0, l], ñóùåñòâóþò

ïðîèçâîäíûå ϕ′′′(x), ψ′′′(x), èìåþùèå êîíå÷íîå èçìåíåíèå íà [0, l], è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

ϕ′(0) = ϕ′′(0) = ψ′(0) = ψ′′(0) = ϕ′(l) = ψ′(l) = 0,

òî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè
|ϕn| 6 C8n

−4, |ψn| 6 C9n
−4.
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Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû â ðàáîòå [20].
Íà îñíîâàíèè íàéäåííûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé (18), (30) è (31) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (29)

è (35) ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (11) îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå�Áåññåëÿ

u(x, y) = u0(y)X0(x) +
∞∑
n=1

un(y)Xn(x). (39)

Âìåñòå ñ ðÿäîì (39) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ðÿäû:

uy(x, y) = u′0(y)X0(x) +

∞∑
n=1

u′n(y)Xn(x), ux(x, y) =

∞∑
n=1

un(t)X ′n(x); (40)

uyy(x, y) =
∞∑
n=1

u′′n(y)Xn(x), uxx(x, y) =
∞∑
n=1

un(y)X ′′n(x). (41)

Ñîãëàñíî ëåììàì 2 è 3 ïðè ëþáîì (x, y) ∈ D ðÿäû (39) è (40) ìàæîðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ðÿäàìè C10

∑∞
n=1(|ϕn| + |ψn|), C11

∑∞
n=1 n(|ϕn| + |ψn|), à ðÿäû (41) ïðè ëþáîì (x, y) ∈

∈ D+
⋃
D− ìàæîðèðóþòñÿ ðÿäîì C12

∑∞
n=1 n

2(|ϕn| + |ψn|). Âñå ýòè ìàæîðèðóþùèå ðÿäû â
ñâîþ î÷åðåäü, ñîãëàñíî ëåììå 4, îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó ÷èñëîâûì ðÿäîì C13

∑∞
n=1 n

−2. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ðÿäû (39), (40) â çàìêíóòîé îáëàñòè D, à ðÿäû (41)
â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ D+ è D− ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ
u(x, y), îïðåäåëÿåìàÿ ðÿäîì (39), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì çàäà÷è (2)�(4), (11).

Åñëè äëÿ ÷èñåë α̃ â ëåììå 1 ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n = m = m1, . . . ,mk, ãäå 1 6
6 m1 < . . . < mk 6 n0, k ∈ N, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ∆m(α, β) = 0, òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è (2)�(4), (11) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

ψm ch (λmβ)− ϕm cos(λmα) = 0, m = m1, . . . ,mk. (42)

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (11) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

u(x, y) =

(m1−1∑
n=1

+ . . .+

mk−1∑
n=mk−1+1

+
∞∑

n=mk+1

)
un(y)Xn(x) +

∑
n=1

um(x, y), (43)

ãäå m ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ m1, . . . , mk, à ôóíêöèÿ um(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (33).
Â ñëó÷àå, åñëè â íåêîòîðûõ ñóììàõ íèæíèé ïðåäåë îêàæåòñÿ áîëüøå âåðõíåãî, òî ýòè ñóììû
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàâíûìè íóëþ.

Òåì ñàìûì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4 è âûïîëíåíî

óñëîâèå (35) ïðè n > n0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (2)�(4),
(11), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (39), åñëè ∆n(α, β) 6= 0 ïðè âñåõ n = 1, n0; åñëè æå ∆m(α, β) = 0
ïðè íåêîòîðûõ m = m1, . . . ,mk 6 n0, òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (43),
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (42).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4, óñëîâèÿì
(6) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (35) ïðè n > n0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(x, y) çàäà÷è (2)�(6), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (39), åñëè ∆n(α, β) 6= 0 ïðè âñåõ n = 1, n0; åñëè æå
∆m(α, β) = 0 ïðè íåêîòîðûõ m = m1, . . . ,mk 6 n0, òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå
ðÿäîì (43), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (42).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (11) è ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû. Òîãäà ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ âñþäó â îáëàñòè D. Óìíî-
æèì ðàâåíñòâî (1) íà xp è ïðîèíòåãðèðóåì ïðè ôèêñèðîâàííîì y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β) ïî ïåðå-

ìåííîé x íà ïðîìåæóòêå îò ε äî l − ε, ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå
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ïîëó÷èì òîæäåñòâî (9). Ïåðåéä¼ì â í¼ì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, òîãäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (2) è
(11) áóäåì èìåòü

l∫
0

uyy(x, t)x
p dx = 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé y äâàæäû, ïîëó÷èì, ÷òî

l∫
0

u(x, y)xp dx = K1y +K2, K1, K2 = const. (44)

Ïîëîæèì â ðàâåíñòâå (44) y = β, à çàòåì y = −α, òîãäà ñ ó÷¼òîì óñëîâèé (4), (6) áóäåì èìåòü
ñîîòâåòñòâåííî

l∫
0

u(x, β)xp dx =

l∫
0

ϕ(x)xp dx = K1β +K2 = A,

l∫
0

u(x,−α)xp dx =

l∫
0

ψ(x)xp dx = −αK1 +K2 = A,

îòêóäà íàõîäèì çíà÷åíèÿ êîíñòàíò K1 = 0 è K2 = A. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (44) ñëåäóåò, ÷òî

l∫
0

u(x, y)xp dx = A,

ò.å. ñïðàâåäëèâî óñëîâèå (5).
Ïóñòü òåïåðü u(x, y) � ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(6). Òîãäà ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî (10). Ïåðåõîäÿ

â í¼ì ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, â ñèëó óñëîâèé (2) è (5) ïîëó÷èì ëîêàëüíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå
âòîðîãî ðîäà ux(l, y) = 0, ò.å. óñëîâèå (11).

Òåì ñàìûì íàìè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ (6) óñëîâèÿ (5) è
(11) ýêâèâàëåíòíû, à çíà÷èò, ýêâèâàëåíòíû è çàäà÷è (2)�(6) è (2)�(4), (11).

5. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è 1.
Òåîðåìà 4. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(6) ïðè êàæäîì y ∈ [−α, β] ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(x, y)‖ 6 C14(‖ϕ(x)‖+ ‖ψ(x)‖),

ãäå ‖ · ‖ � íîðìà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, l] ñ âåñîì xp, à ïîñòîÿííàÿ C14 íå çàâèñèò îò
ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (39) ñ ó÷¼òîì ïåðâîé îöåíêè â (37), ïî-
ëó÷àåì

‖u(x, y)‖2 =

l∫
0

xpu2(x, y) dx =
∞∑

m,n=1

un(y)um(y)

l∫
0

xpXn(x)Xm(x) dx =

=
∞∑
n=1

u2
n(y)

l∫
0

xpX2
n(x) dx =

∞∑
n=1

u2
n(y) 6 C2

1

∞∑
n=1

(|ϕn|+ |ψn|)2 6

6 2C2
1

∞∑
n=1

(|ϕn|2 + |ψn|2) 6 2C2
1

( ∞∑
n=1

ϕ2
n +

∞∑
n=1

ψ2
n

)
= 2C2

1 (‖ϕ‖2 + ‖ψ‖2).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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6. Ðåøåíèå çàäà÷è 2. Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà xp è ïðîèíòåãðèðóåì ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì y ∈ (−α, 0)

⋃
(0, β) ïî ïåðåìåííîé x íà ïðîìåæóòêå îò ε äî l−ε, ãäå ε > 0 � äîñòàòî÷íî

ìàëîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òîæäåñòâî (10).
Â ýòîì òîæäåñòâå â ñèëó óñëîâèé (2), (5) è (8) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, òàê

êàê âñå ñëàãàåìûå èìåþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ïðè ε → 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëîêàëüíîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11). Â äàëüíåéøåì âìåñòî çàäà÷è (2)�(6), (8) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó
(2)�(4), (8), (11).

Ïîäñòàâèâ ïðîèçâåäåíèå u(x, y) = X(x)Y (y) â óðàâíåíèå (1) è â óñëîâèÿ (8) è (11), ïîëó÷èì
äëÿ óðàâíåíèÿ (12) ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

lim
x→0+

xpX ′(x) = 0, X ′(l) = 0.

Ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïðè |p| < 1 è p 6= 0 èìååò âèä

X̃0(x) = 1, λ0 = 0,

X̃n(x) = x(1−p)/2J(p−1)/2(λnx), n ∈ N,

ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn = µn/l, n ∈ N, îïðåäåëÿþòñÿ êàê íóëè µn óðàâíåíèÿ (14); äëÿ
µn ïðè áîëüøèõ n ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (15). Ââåä¼ì íîðìó ïî ôîðìóëå
(19) è äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè (18).

Ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (8), (11), êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è 1, ñòðîèì â âèäå ñóììû
ðÿäà Ôóðüå�Áåññåëÿ (39), â êîòîðîì ôóíêöèè Xn(x) îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (18), ôóíêöèè
u0(y) � ïî ôîðìóëå (31), ôóíêöèè un(y) èìåþò âèä

un(y) =

{
∆−1
n (α, β)(ϕn∆n(α, y) + ψn sh (λn(β − y))), y > 0,

∆−1
n (α, β)(ϕn sin (λn(α+ y)) + ψn∆n(−y, β)), y < 0,

ãäå âåëè÷èíà ∆n(α, β) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (29), à ÷èñëà ϕn è ψn � ðàâåíñòâàìè (26).
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 5. Åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4), (8), (11), òî îíî åäèíñòâåííî òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ∆n(α, β) 6= 0 ïðè âñåõ n ∈ Z+.
Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1, óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè ëåìì1�4,

ñîãëàñíî êîòîðûì ðÿä (39) è åãî ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â çàìêíó-
òîé îáëàñòè D, à ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòÿõ D+ è D−,
à ôóíêöèÿ (39) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2) è (3).

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4 è âûïîëíåíî

óñëîâèå (35) ïðè n > n0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(x, y) çàäà÷è (2)�(4),
(8), (11), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (39), åñëè ∆n(α, β) 6= 0 ïðè âñåõ n = 1, n0; åñëè æå ∆m(α, β) =
= 0 ïðè íåêîòîðûõ m = m1, . . . ,mk 6 n0, òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì
(43), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (42).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû 4, óñëîâèÿì
(6) è âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (35) ïðè n > n0. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
u(x, y) çàäà÷è (2)�(6), (8), îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (39), åñëè ∆n(α, β) 6= 0 ïðè âñåõ n = 1, n0;
åñëè æå ∆m(α, β) = 0 ïðè íåêîòîðûõ m = m1, . . . ,mk 6 n0, òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå,
îïðåäåëÿåìîå ðÿäîì (43), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ (42).

Òåîðåìà 8. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(6), (8) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

‖u(x, y)‖ 6 C15(‖ϕ(x)‖+ ‖ψ(x)‖),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C15 íå çàâèñèò îò ôóíêöèé ϕ(x) è ψ(x).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ñîäåéñòâèè Ìîñêîâñêîãî öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé

ìàòåìàòèêè.
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1. Ââåäåíèå.

1.1. Àñèìïòîòèêè òèïà ïðûãàþùåãî ìÿ÷èêà îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ óñëîâèÿìè
Äèðèõëå â ýëëèïñå. Õîðîøî èçâåñòíà çàäà÷à îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïðè k →∞ ñïåêòðå îïå-
ðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè M, îãðàíè÷åííîé ýëëèïñîì ∂M, ñ íóëåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå
íà ãðàíèöå:

−∆u = k2u, u|∂M = 0. (1)

Ñîãëàñíî [1] (ñì. òàêæå [2]) ñóùåñòâóþò àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñêîíöåíòðè-
ðîâàííûå â îêðåñòíîñòè ìàëîé îñè ýëëèïñà è áûñòðî óáûâàþùèå ïðè îòäàëåíèè îò íå¼.

Ðàññìîòðèì áèëëèàðäíóþ ñèñòåìó âíóòðè ýëëèïñà ñ îáû÷íûìè îòðàæåíèÿìè îò ãðàíèöû.
Òàêàÿ ñèñòåìà èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, ëåæàùóþ íà ìàëîé îñè ýëëèïñà. Ñóùåñòâóþò
àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé òðàåêòîðèè (ìîäû ïðûãàþùåãî
ìÿ÷èêà). Äèíàìè÷åñêèì ñâîéñòâîì ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ëåæàùåé íà ìàëîé îñè ýëëèïñà,
êîòîðîå îáóñëàâëèâàåò èõ ñóùåñòâîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî
äâèæåíèÿ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ýòèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, íàïðèìåð, ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå íà áîëüøîé îñè ýëëèïñà.

Ïðèâåä¼ì àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäàì ïðûãàþùåãî
ìÿ÷èêà, ïðåäñòàâëåííûå â [2, ñ. 100]. Ïóñòü g � äëèíà ìàëîé îñè ýëëèïñà, ρ � ðàäèóñ êðèâèçíû
ýëëèïñà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ìàëîé îñüþ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä

kn,ν =
π

g

[
n+ 1 +

2ν + 1

n
arcsin

√
g

2ρ
+O

((
ν

n

)2)]
è íóìåðóþòñÿ êâàíòîâûìè íîìåðàìè N 3 n � 1, Z+ 3 ν � n. Âèäíî, ÷òî åñëè ìåíÿòü îäèí
èç êâàíòîâûõ íîìåðîâ, òî âñå ñîñåäíèå òî÷êè áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ �ïî÷òè� íà îäèíàêîâîì
ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà.

1.2. Ñèñòåìû ñ æ¼ñòêèìè, ìÿãêèìè è ïîëóæ¼ñòêèìè ñòåíêàìè. Àñèìïòîòè÷åñêèå
ïðè h → +0 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü è äëÿ îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé V (x), çàäàþùåé ïîòåíöè-
àëüíóþ ÿìó (ñèñòåìà ñ ìÿãêèìè ñòåíêàìè):

−h2∆ψ + V (x)ψ = Eψ.
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Â îäíîì èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ òàêàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàëàñü â [3]. Òèïè÷íîé ñèòóàöèåé çäåñü
ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíè-
àíîì p2 + V (x), ïàðàìåòðèçîâàííûõ çíà÷åíèÿìè ïîëíîé ýíåðãèè, ò.å. ïîñòîÿííûìè íà òðàåê-
òîðèÿõ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Ïðîêâàíòîâàííîìó ìíîæåñòâó îðáèòàëüíî óñòîé÷è-
âûõ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ìû ìîæåì ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
ñåðèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ìîä.

Çàäà÷ó (1) ñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå ìîæíî (ïî êðàéíåé ìåðå íà óðîâíå íåñòðîãèõ ðàññóæäå-
íèé) ïðåäñòàâèòü â âèäå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿØð¼äèíãåðà, åñëè ñäåëàòü çàìåíó
E = k2h2 è ïîëîæèòü V (x) = 0, åñëè x ∈ M, è V (x) = +∞, åñëè x /∈ M. Òàêóþ ñèñòåìó
íàçûâàþò ñèñòåìîé ñ æ¼ñòêèìè ñòåíêàìè.

Ïåðåéä¼ì ê ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Ïóñòü
(x1, x2) ∈ [b1, b2]× R = M ⊂ R2 � ïîëîñà. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è (êîíêðåòíàÿ å¼ ïîñòàíîâêà áóäåò ïðèâåäåíà íèæå)[

− h2 ∂

∂x1
D1(x1, x2)

∂

∂x1
− h2 ∂

∂x2
D2(x1, x2)

∂

∂x2

]
Ψ = EΨ, Ψ = Ψ(x1, x2, h), (2)

ãäå îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñ áåññåëåâûì âûðîæäåíèåì (òåðìèí ââåä¼í
â [4]), ò.å. Di(x1, x2) > 0 ïðè b1 < x1 < b2, Di(bs, x2) = 0, (∂Di/∂x1)(bs, x2) 6= 0, i = 1, 2,
s = 1, 2. Îïåðàòîðó â ëåâîé ÷àñòè (2) ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèå â îáëàñòè M ïî ãåîäåçè÷åñêèì
òðàåêòîðèÿì ìåòðèêè ds2 = (D1(x1, x2))−1 dx2

1 + (D2(x1, x2))−1 dx2
2 ñ îáû÷íûì îòðàæåíèåì îò

ãðàíèöû ∂M, íà êîòîðîé ìåòðèêà îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ýòî äâèæåíèå çàäà¼òñÿ ãàìèëüòîíèàíîì H(x1, x2, p1, p2) = D1(x1, x2)p2

1 +D2(x1, x2)p2
2.

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé D1, D2 ñëåäóåò îáðàùåíèå â áåñêîíå÷íîñòü èìïóëüñíîé ïåðåìåííîé çà
êîíå÷íîå âðåìÿ ïðè äîñòèæåíèè ãðàíèöû. Ïîäîáíûå ñèñòåìû íàçâàíû â [5] áèëëèàðäàìè ñ
ïîëóæ¼ñòêèìè ñòåíêàìè.

Ìû ðàññìàòðèâàåì àñèìïòîòè÷åñêèå ïðè h → +0 ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è (2), êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì òàêîé ñèñòåìû ñ òðàåêòîðèÿìè,
ëåæàùèìè íà îòðåçêå (â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êðèâîëèíåéíûå òðàåêòîðèè),
îãðàíè÷åííîì äâóìÿ òî÷êàìè íà ãðàíèöå ∂M. Òàêèå àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè
ìû òàêæå áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèÿìè òèïà ïðûãàþùåãî ìÿ÷èêà.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è, ðàññìîòðåííûå âî ââåäåíèè, ìîæíî ñîîòíåñòè ñ ðåçîíàòîðàìè ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ðåçóëüòàò.
2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü çàäàíû ÷èñëà b1 < b2 è âåùåñòâåííûå ãëàäêèå â îêðåñò-

íîñòè ïîëîñû b1 6 x1 6 b2 ôóíêöèè D1(x1, x2), D2(x1, x2) òàêèå, ÷òî

Di(x1, x2) > 0 ïðè b1 < x1 < b2, Di(bs, x2) = 0,

∂Di

∂x1
(bs, x2) 6= 0,

∂D1

∂x2
(x1, 0) = 0, i = 1, 2, s = 1, 2. (3)

Ââåä¼ì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L̂ ≡ −h2 ∂

∂x1
D1(x1, x2)

∂

∂x1
− h2 ∂

∂x2
D2(x1, x2)

∂

∂x2
.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïîñòðîèì ñåðèþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðè h → +0 ñîáñòâåííûõ E(h)
çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé Ψ(x1, x2), ëîêàëèçîâàííûõ â îêðåñò-
íîñòè ìíîæåñòâà {x2 = 0}, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì êâàçèêëàññè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé
çàäà÷è â ïîëîñå b1 6 x1 6 b2 :

‖L̂Ψ− EΨ‖L2([b1,b2]×R) = O(h3/2), ‖Ψ‖L2([b1,b2]×R) = Θ(1).

Íàïîìíèì, ÷òî îòíîøåíèå f = Θ(g) ìåæäó ôóíêöèÿìè f è g ïî îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî
îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ f = O(g) è g = O(f). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî îçíà÷àåò
ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü íîðìû ñâåðõó è ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.
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Îò ôóíêöèè Ψ áóäåì òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ êîíå÷íîñòè ýíåðãåòè÷åñêîãî èí-
òåãðàëà

(Ψ, (L̂− E)Ψ)L2([b1,b2]×R) <∞. (4)

Ðàññìàòðèâàÿ çàìûêàíèå â L2([b1, b2]×R) ñèììåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà L̂, çàäàííîãî íà ôóíê-
öèÿõ èç C∞0 ([b1, b2]×R), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (4), ïîëó÷àåì ñàìîñîïðÿæ¼ííîå ðàñøèðå-

íèå îïåðàòîðà L̂ ìåòîäîì Ôðèäðèõñà. Óñëîâèå (4) äëÿ îïåðàòîðà ñ âûðîæäàþùèìèñÿ êîýô-
ôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå îáû÷íî âîçíèêàþò ïðè ðàññìîò-
ðåíèè îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ôóíêöèè, çàäàííûå â êàêîé-íèáóäü îáëàñòè. Îáñóæäåíèå
ýòîãî âîïðîñà è äàëüíåéøèå ññûëêè ìîæíî íàéòè â [6].

2.2. Ðåçóëüòàò. Ââåä¼ì ôóíêöèè t(x1), t̃(x1), çàäàííûå íà ìíîæåñòâå x1 ∈ [b1, b2], è
÷èñëî T :

t(x1) =

x1∫
b1

dq

2
√
D1(q, 0)

,
T

2
= t(b2), t̃(x1) =

T

2
− t(x1). (5)

Îáðàòíóþ ê t(x1) ôóíêöèþ, çàäàííóþ íà ìíîæåñòâå [0, T/2], ïðîäîëæèì ÷¼òíûì îáðàçîì
íà ìíîæåñòâî [−T/2, T/2], ïîñëå ÷åãî ïåðèîäè÷åñêè ðàñïðîñòðàíèì å¼ íà âñ¼ ìíîæåñòâî R.
Ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ X1(t) ÿâëÿåòñÿ T -ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

ẋ2
1 = 4D1(x1, 0), x1(0) = b1.

Ðàññìîòðèì ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé (z̃2(t), w̃2(t)), (˜̃z2(t), ˜̃w2(t)) ëèíåéíîé ñèñ-
òåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

ż2 = 2D2(X1(t), 0)w2, ẇ2 = −(∂2D1/∂x
2
2)(X1(t), 0)

D1(X1(t), 0)
z2 (6)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé z2(t), w2(t) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

z̃2(0) = 1, w̃2(0) = 0, ˜̃z2(0) = 0, ˜̃w2(0) = 1.

Ñîñòàâèì èç íèõ ìàòðèöó ìîíîäðîìèè

R =

(
z̃2(T ) ˜̃z2(T )

w̃2(T ) ˜̃w2(T )

)
. (7)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå

|trR| < 2. (8)

Ó ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (6) ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå çíàêà ÷èñëà β ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
Ôëîêå (Z2(t),W2(t)) ñ ïîêàçàòåëåì β è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííîå ðåøåíèå Ôëîêå (Z2(t),W 2(t))
ñ ïîêàçàòåëåì −β, è ïðè òàêîì âûáîðå âûïîëíåíî óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè:

(Z2(t+ T ),W2(t+ T )) = (exp(iβ)Z2(t), exp(iβ)W2(t)), Im (W2Z
−1
2 ) > 0, (9)

ãäå ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà çíàêà β áóäåò âñåãäà ëèáî ïîëîæèòåëü-
íîé, ëèáî îòðèöàòåëüíîé. Èçâåñòíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ
íà íåíóëåâóþ ïîñòîÿííóþ. Ïóñòü ArgZ2(t) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü àðãóìåíòà êîìïëåêñíîçíà÷íîé
ôóíêöèè Z2(t), íå îáðàùàþùåéñÿ â íóëü. Ïðîèçâîë ïî ìîäóëþ 2π â âûáîðå β ìû óñòðàíÿåì,
ïîëàãàÿ β = ArgZ2(T )−ArgZ2(0).

Ïóñòü íà îòðåçêå [b1, b2] çàäàíû íåêîòîðûå ãëàäêèå ôóíêöèè f1(x1), f2(x1) ñî ñâÿçíûìè
íîñèòåëÿìè supp fs⊂ [b1, b2], s=1, 2, òàêèå, ÷òî b1 /∈supp f2, b2 /∈supp f1, f1(x1) + f2(x1)=1.
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Ââåä¼ì ÷èñëîâûå ñåðèè ωn, En,ν(h) ðàâåíñòâàìè

ωn =
π

T

(
n+

1

2
+

β

4π

)
, En,ν(h) = h2

(
ω2
n + ωn

βν

T

)
,

n ∈ N, n = O(1/h), ν ∈ Z+, ν = O(1), (10)

è ñåðèþ ôóíêöèé

Ψn,ν(x1, x2) =

(
2ωnπ√
D1(x1, 0)

)1/2

|Z2(t(x1))|ν−1/2(ImW2Z
−1
2 (t(x1)))ν/2 ×

×Hν

(
x2

√
ωn ImW2Z

−1
2 (t(x1))

)[
f1(x1)

√
t(x1)×

×
(
J0(2ωnt(x1)) Re (Gn,ν(x1, x2))− J1(2ωnt(x1))Im (Gn,ν(x1, x2))

)
+

+ (−1)nf2(x1)

√
t̃(x1)

(
J0(2ωnt̃(x1)) Re (exp(iβ/4)Gn,ν(x1, x2)) +

+ J1(2ωnt̃(x1)) Im (exp(iβ/4)Gn,ν(x1, x2))

)]
, (11)

ãäå Jk � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà ïîðÿäêà k, ôóíêöèÿ Hν � ν-é ïîëèíîì Ýðìèòà â
ôèçè÷åñêîì îïðåäåëåíèè (H0(x) = 1, H1(x) = 2x) è

Gn,ν(x1, x2) = exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
ArgZ2(t(x1)) + i

βνt(x1)

T
+ iωnW2Z

−1
2 (t(x1))

x2
2

2

)
.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (8). Òîãäà

‖(L̂− En,ν(h))Ψn,ν(x1, x2)‖L2([b1,b2]×R) = O(h3/2), ‖Ψn,ν(x1, x2)‖L2([b1,b2]×R) = Θ(1).

(Ñèìâîë Θ îïðåäåë¼í â ï. 2.1.)

2.3. Çàìå÷àíèå î äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ. Â ðàáîòå [4] êâàçèêëàññè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ èìåþò âûðîæäå-
íèå áåññåëåâà òèïà, ñâåäåíà ê ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè áåç âûðîæäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ
çàäà÷è â áîëåå ñëîæíîì ïðîñòðàíñòâå. Ê òàêîé ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷å ìîæíî çàòåì ïðèìå-
íèòü ìåòîä êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà Ìàñëîâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî èëè ëàãðàíæåâîìó ìíîãîîá-
ðàçèþ, èëè, â íàøåé ñèòóàöèè, èçîòðîïíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì (îïðåäå-
ëåíèå äàíî â [7, ñ. 56]). Ïîñëåäíèé ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì òåîðèè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà
Ìàñëîâà.

Â ëàãðàíæåâîì ñëó÷àå, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8], ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ
êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà â âèäå èíòåãðàëà ïî åñòåñòâåííî âîçíèêàþùåé êîîðäèíàòå ëàãðàíæå-
âà ìíîãîîáðàçèÿ. Àñèìïòîòèêó ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà ìîæíî çàòåì ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíê-
öèè Áåññåëÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóë èç ðàáîòû [9]. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îïèñàííîé ïðîöåäóðû
àíîíñèðîâàíî â [4]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ
ïðè ïîìîùè àäàïòàöèè äàííîãî ïîäõîäà ê èçîòðîïíîìó ñëó÷àþ.

2.4. Ïðèìåð. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

D(x1, x2) = (1− x2
1)(1− ax2

2),

ãäå a 6= 0 � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà

D1(x1, x2) = D2(x1, x2) = D(x1, x2).
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Äëÿ ïàðàìåòðîâ a = ±1 ãðàôèêè ôóíêöèè −D(x1, x2) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, a, ðèñ. 1, á. Ïðè
a > 0 ôóíêöèè D1, D2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3) ëèøü âáëèçè ìíîæåñòâà {x2 = 0}. Äî-
áàâëåíèåì ê D1, D2 ãëàäêîé ôóíêöèè, ðàâíîé íóëþ â îêðåñòíîñòè {x2 = 0}, ìîæíî äîáèòüñÿ
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3). Ïðè òàêîé ìîäèôèêàöèè îïåðàòîðà åãî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñîáñòâåííàÿ
ôóíêöèÿ, ëîêàëèçîâàííàÿ â îêðåñòíîñòè {x2 = 0}, íå èçìåíèòñÿ. Â íàøåì ïðèìåðå b1 = −1,
b2 = 1, t(x1) = (π + 2 arcsinx1)/4, T = π, t̃(x1) = (arccosx1)/2, X1(t) = − cos 2t.

Óðàâíåíèå (6), êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä

ż2 = 2 sin2(2t)w2, ẇ2 = 2az2, (12)

èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííóþ z2, ïðåäñòàâèì â âèäå óðàâíåíèÿ Ìàòü¼ ẅ2 = 4a sin2(2t)w2. Èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, [10, ñ. 206]), ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ |trR| < 2 íåîáõîäèìî, ÷òîáû a < 0.
Íà ðèñ. 2 èçîáðàæ¼í ãðàôèê çàâèñèìîñòè trR îò ïàðàìåòðà a.

(a) (á)

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè ôóíêöèè −D(x1, x2) ïðè a = −1 (à) è ïðè a = 1 (á). Ðèñ. 2. Ãðàôèê çàâèñèìîñòè âå-
ëè÷èíû trR îò ïàðàìåòðà a.

Ïîëîæèì äàëåå a = −4. Òîãäà trR ≈ 0.416935. Ôóíêöèè Z2(t), W2(t) îïðåäåëåíû
êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Z2(0) ≈ −0.112821, W2(0) = 1. Òîã-
äà Im (W2Z

−1
2 (0)) ≈ 8.86362 è óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè (9) âûïîëíåíî. Âû÷èñëåíèÿ äàþò

β = ArgZ2(T )−ArgZ2(0) ≈ 7.64397.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëîæèì äàëåå h = 0.05. Òî÷êè àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïåêòðà En,ν èçîá-
ðàæåíû íà ðèñ. 3, à. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåí íîìåð n. Áîëüøèå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèþ ν = 0, ïî ãîðèçîíòàëè òî÷êè ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ν. Äëÿ n = 20, ν = 0 (â ýòîì ñëó÷àå E20,0 ≈ 1.1139) íà ðèñ. 3, á ïðåäñòàâëåí ãðàôèê
àñèìïòîòè÷åñêîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè Ψn,ν .

(a) (á)

Ðèñ. 3. Òî÷êè En,ν àñèìïòîòè÷åñêîãî ñïåêòðà (à) è îäíà èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé (á).
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3. Ôîðìóëèðîâêà â âèäå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ÏÄÎ.

3.1. Ñèìâîë îïåðàòîðà è ãàìèëüòîíèàí. Îïåðàòîð L̂ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êâàçè-
êëàññè÷åñêèé ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ñ âåéëåâñêèì ñèìâîëîì L(x, p, h), êîòîðûé
ñ òî÷íîñòüþ äî O(h2) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé H(x, p) = H(x1, x2, p1, p2) :

L̂ = L

(
2
x,
−ih

1
∇− ih

3
∇

2
, h

)
, L(x, p, h) = H(x, p) +O(h2),

H(x, p) = D1(x1, x2)p2
1 +D2(x1, x2)p2

2. (13)

Ðàçëîæèì ôóíêöèè D1, D2 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïî êîîðäèíàòå x2, ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì
óñëîâèÿ (3) íà ýòè ôóíêöèè. Ââåä¼ì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ D10(x1), D20(x1), D12(x1) :

D1(x1, x2) = D10(x1) +
x2

2

2
D12(x1) +O(x3

2), D2(x1, x2) = D20(x1) +O(x2),

Di0(x1) > 0 ïðè b1 < x1 < b2, Di0(bs) = 0, D12(bs) = 0,

D′i0(bs) 6= 0, s = 1, 2, i = 1, 2.

3.2. Áûñòðîóáûâàþùèå àñèìïòîòèêè. Ìû ðàññìàòðèâàåì àñèìïòîòèêè, ëîêàëèçîâàí-
íûå â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà {x2 = 0}. Ñîãëàñíî [7] òàêîãî âèäà àñèìïòîòèêè ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü, êîãäà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ â îáû÷íîé ñèòóàöèè áåç ó÷¼òà ôîêàëüíûõ
òî÷åê ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ôóíêöèé âèäà

Ψ(x1, x2, h) = A(x1, x2/
√
h) exp((i/h)(S(x1) + P2(x1)x2 +G(x1)x2

2)),

ãäå S, P2 � âåùåñòâåííîçíà÷íûå, à A, G � êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè, ïðè÷¼ì ImG > 0.
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äåëàåò ôóíêöèþ Ψ óáûâàþùåé êàê ãàóññîâà ýêñïîíåíòà ïðè x2

2/h →
→∞.

Ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîãî âèäà ôóíêöèÿì, � ïåðèîäè÷åñêàÿ òðà-
åêòîðèÿ (îäíîìåðíîå èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H(x, p) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (x, p). Ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè íà êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñò-
ðàíñòâî (ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè x) îïðåäåëÿåò ìíîæåñòâî, âíå êîòîðîãî ôóíêöèÿ Ψ
ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáûâàþùåé. Â íàøåì ñëó÷àå òàêèì ìíîæåñòâîì ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê [b1, b2] ×
× {0}. Ïðè ýòîì ôóíêöèè S è P2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèåì è âòîðîé èìïóëüñíîé
êîîðäèíàòîé íà ýòîé òðàåêòîðèè, âûðàæåííûìè ÷åðåç êîîðäèíàòó x1.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâîâàëè àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà áûëà îðáèòàëüíî óñòîé÷èâà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Îáû÷-
íî ìû èìååì ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïàðàìåòðèçîâàííûõ ïîëíîé ýíåðãèåé (çíà-
÷åíèåì ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà). Èç ýòîãî ñåìåéñòâà âûáèðàþòñÿ òðàåêòîðèè, óñòîé÷èâûå â ëè-
íåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðîêâàíòîâàâ èõ, ìû ïîëó÷àåì äèñêðåòíûé íàáîð îðáèòàëüíî óñòîé-
÷èâûõ â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè òðàåêòîðèé, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò ñåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

Â íàøåé çàäà÷å ãàìèëüòîíèàí ïî èìïóëüñíîé ïåðåìåííîé p îäíîðîäåí ñî ñòåïåíüþ 2. Ïî-
ýòîìó âñå òðàåêòîðèè óêàçàííîãî ñåìåéñòâà ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé òðàåêòîðèè çàìåíîé âðåìåíè
è ðàñòÿæåíèåì ïî ïåðåìåííîé p. Â ðåçóëüòàòå âñå òðàåêòîðèè îäíîâðåìåííî ëèáî óñòîé÷èâû,
ëèáî íåóñòîé÷èâû.

3.3. Êàóñòèêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöå. Èçâåñòíî, ÷òî â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå òðà-
åêòîðèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íàä òî÷êàìè (bs, 0), s = 1, 2, óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ïî
èìïóëüñíûì êîîðäèíàòàì çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî âîçíèêàåò ñèëüíàÿ êàó-
ñòèêà. Îò íå¼ ìîæíî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ çàäà÷è íà áîëüøåì ôàçîâîì ïðîñò-
ðàíñòâå (ñì. [4]). Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ðåçóëüòàò âûðàæàåòñÿ â
äîáàâëåíèè òî÷êè p =∞. Ïðè ýòîì òðàåêòîðèÿ ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.
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4. Êâàíòîâàíèå óñòîé÷èâûõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

4.1. Ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà. Ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(p, x) èìååò âèä

ẋ1 = 2p1D1(x1, x2), ṗ1 = −p2
1

∂D1

∂x1
(x1, x2)− p2

2

∂D2

∂x1
(x1, x2),

ẋ2 = 2p2D2(x1, x2), ṗ2 = −p2
1

∂D1

∂x2
(x1, x2)− p2

2

∂D2

∂x2
(x1, x2). (14)

Ïîäïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè x2 = p2 = 0 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé
ñèñòåìå. Íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñèñòåìà îãðàíè÷èâàåòñÿ êàê ñèñòåìà Ãàìèëüòîíà ñ ïðèâåä¼í-
íûì ãàìèëüòîíèàíîì H(x1, p1) = H(x1, 0, p1, 0) :

H(x1, p1) = D10(x1)p2
1, ẋ1 = 2D10(x1)p1, ṗ1 = −D′10(x1)p2

1. (15)

Òðàåêòîðèè ñèñòåìû (15) íàä òî÷êàìè (bs, 0), s = 1, 2, óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü ïî ïå-
ðåìåííîé p1 çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ýòà ñèñòåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû (x1, p1, t) 7→
7→ (x1,−p1,−t), ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ (âðåìÿ). Ìû áóäåì ñêëåèâàòü íàä òî÷êàìè
(bs, 0), s = 1, 2, äâå òðàåêòîðèè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ (x1, p1) 7→ (x1,−p1).
Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà ñêëåéêè èìååò êîîðäèíàòû (x1, p1) = (bs,∞), s = 1, 2. Äà-
ëåå òàì, ãäå òî÷êè ñêëåéêè ìîãóò áûòü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷òåíû, ìû áóäåì îáðàùàòüñÿ
ñ òàêèìè ñêëååííûìè òðàåêòîðèÿìè êàê ñ îáû÷íûìè.

Ïàðà (X1(t), P1(t)), ãäå ôóíêöèÿ X1(t) îïðåäåëåíà â ï. 2.2, à ôóíêöèÿ P1(t) îïðåäåëÿåò-

ñÿ ðàâåíñòâîì P1(t) = Ẋ1(t)/(2D10(X1(t))), ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ðåøåíèåì ñèñòåìû (15) ñ
ïåðèîäîì T, îïðåäåë¼ííûì â (5). Âåêòîð-ôóíêöèÿ (X1(t), 0, P1(t), 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðå-
øåíèå ñèñòåìû (14). Ãàìèëüòîíèàí H îäíîðîäåí ïî p1 ñî ñòåïåíüþ 2. Ýòî ïîçâîëÿåò âëîæèòü
ðåøåíèå (X1(t), 0, P1(t), 0) â çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà E > 0 ñåìåéñòâî T (E)-ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé (X(t, E), P (t, E)) òàêîå, ÷òî

H(X(t, E), P (t, E)) = H(X1(t, E), P1(t, E)) = E, X2(t, E) = P2(t, E) = 0,

X(t, E) = X(
√
Et, 1), P (t, E) =

√
EP (
√
Et, 1), T (1) =

√
ET (E).

Ðåøåíèå (X1(t), 0, P1(t), 0) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ E = 1. Ïðè êàæäîì E èìååì⋃
t∈R
{X(t, E)} = [b1, b2]× {0}.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå äëÿ çàìêíóòîé êðèâîé R4
xp ⊃ Λ(E) = {(X(t, E), P (t, E))} ∼= S1 è äëÿ

å¼ íàêðûâàþùåé ΛC(E) ∼= R. Ïàðàìåòð t ∈ R ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé íà ΛC(E) ñ êîîðäè-
íàòíûìè ôóíêöèÿìè X(t, E), P (t, E). Íà Λ(E) ëåæàò äâå òî÷êè, äëÿ êîòîðûõ p1 =∞. Íà
ΛC(E) òàêèå òî÷êè îáðàçóþò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî.

4.2. Ñèñòåìà â âàðèàöèÿõ. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó â âàðèàöèÿõ äëÿ ïàðû íåèçâåñòíûõ
âåêòîð-ôóíêöèé w(t) è z(t), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç C2 :

ż = Hpxz +Hppw, ẇ = −Hxxz −Hxpw. (16)

Çäåñü ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Hpx(x, p), Hpp(x, p), Hxx(x, p), Hxp(x, p) ñîñòîÿò èç âòîðûõ ïðî-
èçâîäíûõ:

Hxx =

(
Hx1x1 Hx1x2

Hx2x1 Hx2x2

)
, Hpp =

(
Hp1p1 Hp1p2

Hp2p1 Hp2p2

)
,

Hxp =

(
Hx1p1 Hx1p2

Hx2p1 Hx2p2

)
, Hpx = Hò

xp =

(
Hp1x1 Hp1x2

Hp2x1 Hp2x2

)
,
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è â èõ àðãóìåíòû ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêà X(t, E), P (t, E). Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (16)
çàäà¼ò ñåìåéñòâî ñèñòåì, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà E. Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó â ÿâíîì âèäå:

ż =

(
2D′10(X1(t, E))P1(t, E) 0

0 0

)
z +

(
2D10(X1(t, E)) 0

0 2D20(X1(t, E))

)
w,

ẇ = −
(
D′′10(X1(t, E)) 0

0 D12(X1(t, E))P 2
1 (t, E)

)
z −

(
2D′10(X1(t, E))P1(t, E) 0

0 0

)
w.

Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ (z(t), w(t)) � íåêîòîðîå å¼ ðåøåíèå ïðè E = 1. Òîãäà âåêòîð

(z(
√
Et),
√
Ew(
√
Et)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû ïðè ïðîèçâîëüíîì E > 0.

4.3. Ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà â âàðèàöèÿõ. Ñèñòåìà â âàðèàöèÿõ ðàñïàäàåòñÿ íà äâå
ñèñòåìû äëÿ (z1, w1) è äëÿ (z2, w2). Äëÿ êîîðäèíàò (z2, w2) ñèñòåìà èìååò âèä

ż2 = 2D20(X1(t, E))w2, ẇ2 = −D12(X1(t, E))P 2
1 (t, E)z2 (17)

è ïðè E = 1 ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (6).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ (z̃2(t, E), w̃2(t, E)), (˜̃z2(t, E), ˜̃w2(t, E)) ñèñòåìû (17) òàêèå, ÷òî

z̃2(0, E) = 1, w̃2(0, E) = 0, ˜̃z2(0, E) = 0, ˜̃w2(0, E) = 1.

Ýòè ñåìåéñòâà ðåøåíèé, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà E, âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå çíà÷åíèþ E = 1, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z̃2(t, E) = z̃2(
√
Et, 1), w̃2(t, E) =

√
Ew̃2(

√
Et, 1),

˜̃z2(t, E) =
1√
E
˜̃z2(
√
Et, 1), ˜̃w2(t, E) = ˜̃w2(

√
Et, 1).

Ïðè E = 1 ýòè ðåøåíèÿ ââåäåíû âûøå: z̃2(t) = z̃2(t, 1), w̃2(t) = w̃2(t, 1), ˜̃z2(t) = ˜̃z2(t, 1),˜̃w2(t) = ˜̃w2(t, 1).

4.4. Óñòîé÷èâîñòü òðàåêòîðèè. Ñîãëàñíî [7] äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, íåîáõîäèìà îðáèòàëüíàÿ óñ-
òîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ò.å. ëèíåàðèçàöèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî åé îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, îãðàíè÷åííîãî íà ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ {H = E}, äîëæ-
íà èìåòü íîðìó, íå ïðåâûøàþùóþ åäèíèöó. Êàê ñêàçàíî âûøå, âñå çàìêíóòûå êðèâûå Λ(E)
óñòîé÷èâû èëè íåóñòîé÷èâû îäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôóíêöèé îáóñëîâëåíî êîíêðåòíûì âèäîì ôóíêöèé D10, D20, D12, âõîäÿùèõ â óñëîâèå çàäà÷è.

Ïîñòàâèì áîëåå ñèëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè. Áóäåì òðåáîâàòü ñèëüíóþ óñòîé÷èâîñòü
òðàåêòîðèé. Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíåàðèçîâàííûå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, îãðà-
íè÷åííûå íà ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ {H = E}, êîòîðûå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè îòîá-
ðàæåíèÿìè, íå èìåþò áëèçêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ íîðìîé, áîëüøåé åäèíèöû.
Íåâûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê òàêèì óñëîæíåíèÿì, êàê âûðîæäåííîñòü àñèìïòîòè-
÷åñêîãî ñïåêòðà â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè, ÷òî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ïîïðàâîê ê íåìó. Ñëó÷àé
ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòûì è ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè â ïðîñòðàíñòâå
ëèíåéíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé: äëÿ íåãî îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïî îïèñàí-
íîìó âûøå ïðàâèëó ñèëüíî óñòîé÷èâûì çàìêíóòûì êðèâûì, îáðàçóþò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Â îáùåì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ýòîãî ìíîæåñòâà èññëåäîâàíà â ðàáîòå [11].

Ââåä¼ì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ìàòðèöó ìîíîäðîìèè, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà E :

R(E) =

(
z̃2(T (E), E) ˜̃z2(T (E), E)

w̃2(T (E), E) ˜̃w2(T (E), E)

)
.

Å¼ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 íå çàâèñÿò îò E, ïîñêîëüêó å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
îò E íå çàâèñèò. Èç ñèìïëåêòè÷íîñòè ìàòðèöû R(E) ñëåäóåò ðàâåíñòâî λ1λ2 = 1. Ìàòðèöà
R = R(1) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (7).
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Óñëîâèå ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1, λ2 ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è îòëè÷íû îò ±1. Ýêâè-
âàëåíòíî, |trR(E)| < 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî òàêæå íå çàâèñèò îò E. Ïîýòîìó ìîæíî
ïîëîæèòü E = 1 è ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî (8).

Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå λ1,2 = exp(±iβ), β ∈
∈ R, β 6= πk, k ∈ N. Ïðè E = 1 âûøå áûëè îïðåäåëåíû ðåøåíèÿ Ôëîêå Z2(t), W2(t) ñ
ïîêàçàòåëåì β. Ïðè îñòàëüíûõ E ââåä¼ì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ Ôëîêå ñ ïîêàçàòåëåì β :

Z2(t, E) = Z2(
√
Et), W2(t, E) =

√
EW2(

√
Et). (18)

Èçâåñòíî, ÷òî (ïðè ôèêñèðîâàííîì E) âåëè÷èíà −2i(W2Z2−Z2W 2) ïðèíèìàåò âåùåñòâåííîå
íåíóëåâîå çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå îò t. Î÷åâèäíî, ÷òî çíàê ýòîé âåëè÷èíû íå çàâèñèò îò
E. Â òåîðèè êîìïëåêñíîãî ðîñòêà òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ −2i(W2Z2 − Z2W 2) > 0,
êîòîðîå âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà 4|Z2|2 ImW2Z

−1
2 = −2i(W2Z2 − Z2W 2) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

ïîëîæèòåëüíîñòè èç (9). Òàêèì îáðàçîì, èìååì

(Z2(t+ T (E), E),W2(t+ T (E), E)) = (exp(iβ)Z2(t, E) exp(iβ)W2(t, E)),

4|Z2|2 ImW2Z
−1
2 ≡ −2i(W2Z2 − Z2W 2) > 0.

Ôóíêöèÿ ArgZ2(t, E) = ArgZ2(
√
Et) � íåïðåðûâíàÿ âåòâü àðãóìåíòà íå îáðàùàþùåéñÿ â íóëü

êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè Z2(t, E). ×èñëî β â ï. 2.2 áûëî âûáðàíî òàê, ÷òî

β = ArgZ2(T (E), E)−ArgZ2(0, E) = ArgZ2(T )−ArgZ2(0).

4.5. Óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ. Ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà h
èç ñåìåéñòâà óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âûäåëÿåòñÿ äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî òåõ
òðàåêòîðèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êâàíòîâàíèÿ. Â îáùåì âèäå ýòî óñëîâèå çàïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. [7, ñ. 215]):

1

2πh

∮
Λ(E)

p1 dx1 + p2 dx2 =
β

4π
+

1

2
+ n, n ∈ N, n = O

(
1

h

)
.

Â ïðèâåä¼ííîé ôîðìóëå ñëàãàåìîå 1/2 ðàâíî ðàçäåë¼ííîìó íà 4 èíäåêñó Ìàñëîâà êðèâîé
Λ(E), ðàññìàòðèâàåìîé â ïëîñêîñòè (x1, p1) (ñîãëàñíî [12] ýòîò èíäåêñ ðàâåí 2). Èíòåãðàë ïî
Λ(E) îò ôîðìû p1 dx1 + p2 dx2 ðàâåí

∮
Λ(E)

p1 dx1 + p2 dx2 =

T (E)∫
0

P1(t, E)Ẋ1(t, E) dt = 2ET (E) = 2
√
ET (1).

Ïîýòîìó óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä

ET (E)

πh
=

β

4π
+

1

2
+ n, n ∈ N, n = O

(
1

h

)
. (19)

Èç ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óñëîâèþ, à èìåííî òå,
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà E :

E(n, h) =

(
πh

T (1)

(
β

4π
+

1

2
+ n

))2

, n ∈ N, n = O

(
1

h

)
.

Ñåðèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîêâàíòîâàííîìó ñåìåé-
ñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ ñèëüíî óñòîé÷èâûõ òðàåêòîðèé, ïðèíèìàåò âèä (ñì. [7, ñ. 218])

En,ν(h) = E(n, h) +
hβν

T (E(n, h))
, n ∈ N, n = O

(
1

h

)
, ν ∈ Z+, ν = O(1).
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíèþ (10) äëÿ ñåðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.

Äàëåå ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ïîñòðîåíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé.

5. Âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòðóêöèè.
5.1. Êàðòû è ðàçáèåíèå åäèíèöû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ. Ïóñòü

âûáðàíû çíà÷åíèÿ h è n. Ïîëîæèì E = E(n, h). Êðèâàÿ Λ(E) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè Ref (x1, p1) = (x1,−p1). Ââåä¼ì ôóíêöèþ g = Ref |Λ(E).

Ïóñòü t∗1, t
∗
2 ∈ Λ(E) � äâå òî÷êè òàêèå, ÷òî X(t∗s) = (bs, 0), s = 1, 2. Ïîêðîåì êðèâóþ

Λ(E) äâóìÿ îáëàñòÿìè U1, U2 òàêèìè, ÷òî t∗s ∈ Us, g(Us) = Us, s = 1, 2. Ââåä¼ì ðàçáèåíèå
åäèíèöû, ïîä÷èí¼ííîå äàííîìó ïîêðûòèþ, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ ôóíêöèÿìè e1(t), e2(t) ñ
íîñèòåëÿìè â U1 è U2 òàêèìè, ÷òî es = es ◦ g, s = 1, 2.

5.2. Èíäåêñû, îáðàùåíèå êîîðäèíàòíîé ôóíêöèè. Íà êðèâîé Λ(E) îïðåäåëåíà îðè-
åíòàöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ ñ íàïðàâëåíèåì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ëîêàëüíî ìîæíî ãî-
âîðèòü îá îäíîé òî÷êå èç Λ(E), ñòîÿùåé ïåðåä (èëè ïîñëå) äðóãîé òî÷êîé èç Λ(E).

Âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó t0 ∈ Λ(E) òàêóþ, ÷òî t0 6= t∗1, t0 6= t∗2. Ïóñòü γs, s = 1, 2, �
ïðîèçâîëüíûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè t0 è t∗s. Ââåä¼ì ïîëóöåëûå ÷èñëà m1, m2 ðàâåí-
ñòâîì 2ms = Ind (γs

⋃
{t∗s → t∗s − 0}) + Ind (γs

⋃
{t∗s → t∗s + 0}), ãäå Ind (γs

⋃
{t∗s → t∗s − 0})

(ñîîòâåòñòâåííî Ind (γs
⋃
{t∗s → t∗s + 0})) � èíäåêñ Ìàñëîâà ïóòè, ïîëó÷àþùåãîñÿ îáúåäèíå-

íèåì ïóòè γs è êðàò÷àéøåãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êó t∗s è áëèçêóþ ê íåé òî÷êó ïåðåä
(ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå) t∗s. Òàêèì îáðàçîì, ms � ñðåäíåå çíà÷åíèå èíäåêñîâ Ìàñëîâà äâóõ
îáëàñòåé, ðàçäåë¼ííûõ îñîáîé òî÷êîé t∗s. Èçâåñòíî (ñì. [13]), ÷òî

Ind (γs
⋃
{t∗s → t∗s − 0}) + 1/2 = ms = Ind (γs

⋃
{t∗s → t∗s + 0})− 1/2.

Äëÿ êàæäîãî s = 1, 2 âûáåðåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âåòâü îáðàòíîé ê X1(t) ôóíêöèè
ts(x1), ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â Us. Ââåä¼ì òàêæå ÷èñëî σs, ðàâíîå −1, åñëè ts(x1) ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå ïåðåä t∗s, è ðàâíîå 1, åñëè ts(x1) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ëåæàùèå
ïîñëå t∗s. Òàêèì îáðàçîì, σs = sign (ts(x1)− t∗s) ïðè b1 < x1 < b2.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü

X1(0) = b1, t∗1 = 0, t∗2 =
T (E)

2
, t0 = +0, (20)

γ1 � ïóòü íóëåâîé äëèíû, γ2 � êðàò÷àéøèé ïóòü ïî íàïðàâëåíèþ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.
Ïóñòü ôóíêöèè t1(x1), t2(x1) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ t∗1 6 t 6 t

∗
2. Òîãäà

t1(x1) = t2(x1) =
t(x1)√
E
, m1 = −1

2
, m2 =

1

2
, σ1 = 1, σ2 = −1. (21)

5.3. Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè. Äàëåå äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ íàêðûòèåì
ΛC(E). Ïîäíèìåì íà íåãî òî÷êó t0 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Êðèâûå γ1, γ2 è òî÷êè t∗1, t∗2
áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êðèâûå è òî÷êè íà ΛC(E), êîòîðûå ïî ïîäíÿòèþ òî÷êè t0 îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì. Òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû ïîäíÿòèÿ îáëàñòåé U1, U2 è
ôóíêöèé e1, e2.

Ïóñòü ν ∈ Z+. Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíûå ÷èñëà è ôóíêöèè

A

(
t,
x2√
h

)
=

exp(− i
2 ArgZ2(t, E))√
|Z2(t, E)|

exp

(
i
tβν

T (E)
+
i

2
W2Z

−1
2 (t, E)

x2
2

h

)
(Z2(t, E))ν ×

× (ImW2Z
−1
2 (t, E))ν/2Hν

(
(ImW2Z

−1
2 (t, E))1/2 x2√

h

)
,

As

(
t,
x2√
h

)
= es(t)A

(
t,
x2√
h

)
, τ(t) =

t∫
t0

P (t, E)Ẋ(t, E) dt = 2E(t− t0),

τ∗s = τ(t∗s), τ̃s(x1) = |τ(ts(x1))− τ(t∗s)|, s = 1, 2. (22)
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Ôóíêöèÿ A çàâèñèò îò âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà E è îò öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ïàðàìåò-
ðà ν.

Ëåììà 1. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà(
X1(t∗s + t, E)
P1(t∗s + t, E)

)
=

(
X1(t∗s − t, E)
−P1(t∗s − t, E)

)
, es(t

∗
s + t) = es(t

∗
s − t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàíîâêîé â óðàâíåíèå (15) íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåê-
òîðíûå ôóíêöèè, ñòîÿùèå â îáåèõ ÷àñòÿõ ïåðâîãî ðàâåíñòâà, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíå-
íèÿ (15). Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ââåä¼ííîé ñêëåéêè òðàåêòîðèé â òî÷êàõ
(x1, p1) = (bs,∞), ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t = 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé e1, e2. Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

|Z2(t∗s − t, E)| = |Z2(t∗s + t, E)|,

ArgZ2(t∗s + t, E)−ArgZ2(t∗s, E) = ArgZ2(t∗s, E)−ArgZ2(t∗s − t, E),

iW2Z
−1
2 (t∗s − t, E) = iW2Z

−1
2 (t∗s + t, E), ImW2Z

−1
2 (t∗s − t, E) = ImW2Z

−1
2 (t∗s + t, E).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïàðà ôóíêöèé

(Z2(2t∗s − t, E),−W2(2t∗s − t, E))

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (17). Ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ôëîêå ñ ïîêàçàòåëåì −β.
Ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæ¼ííûõ ôóíêöèé (Z2(t, E),W 2(t, E)) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì Ôëîêå
ñèñòåìû (17) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîêàçàòåëþ −β. Èç åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ Ôëîêå ñ ïîêàçàòåëåì −β 6= πk, k ∈ Z, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà
ïîñòîÿííóþ è íåðàâåíñòâà íóëþ Z2(t, E) ñëåäóåò (â îïðåäåë¼ííûõ âûøå âåêòîðíûõ ôóíêöèÿõ
ñäåëàåì çàìåíó t 7→ t+ t∗s), ÷òî

Z2(t∗s, E)

(
Z2(t∗s − t, E)
−W2(t∗s − t, E)

)
= Z2(t∗s, E)

(
Z2(t∗s + t, E)
W 2(t∗s + t, E)

)
.

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ëåììà 3. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

As

(
t∗s + |t− t∗s|,

x2√
h

)
+As

(
t∗s − |t− t∗s|,

x2√
h

)
= As

(
t,
x2√
h

)
+As

(
2t∗s − t,

x2√
h

)
=

= es(t)|Z2(t, E)|ν−1/2(ImW2Z
−1
2 (t, E))ν/2Hν

(
(ImW2Z

−1
2 (t, E))1/2 x2√

h

)
×

× exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
ArgZ2(t∗s, E) +

it∗sβν

T (E)

)
×

× 2 Re

[
exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
(ArgZ2(t, E)−ArgZ2(t∗s, E)) +

i(t− t∗s)βν
T (E)

+
i

2
W2Z

−1
2 (t, E)

x2
2

h

)]
,

As

(
t∗s + |t− t∗s|,

x2√
h

)
−As

(
t∗s − |t− t∗s|,

x2√
h

)
= σs

(
As

(
t,
x2√
h

)
−As

(
2t∗s − t,

x2√
h

))
=

= es(t)|Z2(t, E)|ν−1/2(ImW2Z
−1
2 (t, E))ν/2Hν

(
(ImW2Z

−1
2 (t, E))1/2 x2√

h

)
×

× exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
ArgZ2(t∗s, E) +

it∗sβν

T (E)

)
×

× 2iσs Im

[
exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
(ArgZ2(t, E)−ArgZ2(t∗s, E)) +

i(t− t∗s)βν
T (E)

+
i

2
W2Z

−1
2 (t, E)

x2
2

h

)]
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ñëåäóåò çàïèñàòü äåéñòâèå îïåðàòîðîâ Re, Im íà èõ àðãóìåí-
òû â âèäå êîìáèíàöèè àðãóìåíòîâ ñ èõ êîìïëåêñíûìè ñîïðÿæåíèÿìè, çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ
ëåììîé 1 è ëåììîé 2, â êîòîðûõ íóæíî ñäåëàòü çàìåíó t 7→ t− t∗s. Ëåììà äîêàçàíà.

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî âûøå ïðèìåðà, ò.å. ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (20), (21), ìîæíî
âçÿòü

ArgZ2(t∗1, E) = 0, ArgZ2(t∗2, E) = β/2, es(ts(x1)) = fs(x1), s = 1, 2,

τ∗1 = 0, τ∗2 = ET (E), τ̃1 = 2
√
Et(x1), τ̃2 = 2

√
E t̃(x1). (23)

6. Àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è.

6.1. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð â ñëó÷àå ëàãðàíæåâîé êðèâîé. Ðàññìîòðèì êðèâóþ
Λ(E) êàê ëàãðàíæåâó êðèâóþ, âëîæåííóþ â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (x1, p1). Äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè a(t) íà ýòîé êðèâîé ââåä¼ì ëîêàëèçîâàííûå ôóíêöèè as(t) = a(t)es(t), s = 1, 2.

Ïóñòü ys(t, E) = 2
√
|X1(t, E)− bs|, s = 1, 2. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé êðè-

âîé Λ(E), íà êîòîðîé ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ ïðåäñòàâëåíà ëèíåéíîé ôóíêöèåé τ(t), îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì (ñì. [13]):

[KΛ(E)a](x1) =
∑
s=1,2

exp

(
− iπms

2
+
iτ∗s
h

)(
πτ̃s(x1)

hys(ts(x1), E)

)1/2

×

×
∑
q=±1

[
J0

(
τ̃s(x1)

h

)
+ (−1)(q−1)/2iJ1

(
τ̃s(x1)

h

)]
as(t

∗
s + q|ts(x1)− t∗s|)

|ẏs(t∗s + q|ts(x1)− t∗s|, E)|1/2
. (24)

6.2. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Èìååì

ys(t, E)|ẏs(t, E)| = 1

2

∣∣∣∣ ddty2
s(t, E)

∣∣∣∣ = 2|Ẋ1(t, E)| = 4
√
ED10(X1(t, E)).

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðèåé X(t∗ + t, E) = X(t∗ − t, E), ïîëó÷èì

ys(ts(x1), E)|ẏs(t∗s + q|ts(x1)− t∗s|, E)| = 4
√
ED10(x1).

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà (24) â êà÷åñòâå ôóíêöèè a(t) ôóíê-

öèþ As(t, x2/
√
h), çàâèñÿùóþ òàêæå îò x2/

√
h, áóäåì èìåòü[

KΛ(E)As

(
t,
x2√
h

)]
(x1) =

∑
s=1,2

exp

(
− iπms

2
+
iτ∗s
h

)(
πτ̃s(x1)

4h
√
ED10(x1)

)1/2

×

×
[(
J0

(
τ̃s(x1)

h

)
+ iJ1

(
τ̃s(x1)

h

))
As

(
t∗s + |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)
+

+

(
J0

(
τ̃s(x1)

h

)
− iJ1

(
τ̃s(x1)

h

))
As

(
t∗s − |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)]
. (25)

Äàííîå âûðàæåíèå îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêóþ ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ. Òàêîå å¼ îïðåäåëå-
íèå ïóò¼ì ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè As(t, x2/

√
h) â àðãóìåíò êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà (24) íå

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îáîñíîâàííûì. Îáîñíîâàíèå ïðèâîäèòñÿ íèæå.
Ðàñêðîåì â ïðåäñòàâëåíèè (25) ñêîáêè, ñîäåðæàùèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôóíêöèé Áåñ-

ñåëÿ J0, J1, è ïðèâåä¼ì çàòåì ïîäîáíûå ÷ëåíû îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôóíêöèé:[
KΛ(E)As

(
t,
x2√
h

)]
(x1) =

∑
s=1,2

exp

(
− iπms

2
+
iτ∗s
h

)(
πτ̃s(x1)

4h
√
ED10(x1)

)1/2

×
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×
[
J0

(
τ̃s(x1)

h

)(
As

(
t∗s + |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)
+As

(
t∗s − |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

))
+

+ iJ1

(
τ̃s(x1)

h

)(
As

(
t∗s + |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)
−As

(
t∗s − |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

))]
.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3, ïðèä¼ì ê ïðåäñòàâëåíèþ[
KΛ(E)As

(
t,
x2√
h

)]
(x1) =

∑
s=1,2

exp

(
− iπms

2
+
iτ∗s
h

)(
πτ̃s(x1)

4h
√
ED10(x1)

)1/2

×

× |Z2(ts(x1), E)|ν−1/2(ImW2Z
−1
2 (ts(x1), E))ν/2es(ts(x1))×

×Hν

(
(ImW2Z

−1
2 (ts(x1), E))1/2 x2√

h

)
exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
ArgZ2(t∗s, E) +

it∗sβν

T (E)

)
×

×
[
2J0

(
τ̃s(x1)

h

)
Re

(
exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
(ArgZ2(ts(x1), E)−ArgZ2(t∗s, E)) +

i(ts(x1)− t∗s)βν
T (E)

+

+
i

2
W2Z

−1
2 (ts(x1), E)

x2
2

h

))
− 2σsJ1

(
τ̃s(x1)

h

)
Im

(
exp

(
−i
(
ν +

1

2

)
(ArgZ2(ts(x1), E)−

−ArgZ2(t∗s, E)) +
i(ts(x1)− t∗s)βν

T (E)
+
i

2
W2Z

−1
2 (ts(x1), E)

x2
2

h

))]
.

Âûðàæåíèå (11) ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâîê (18)�(21), (23) è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî

exp(−iπ/4)E(1−ν)/4.

6.3. Àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â ôîðìå ÂÊÁ âäàëè îò ãðàíèöû.
Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íà ïîäìíîæåñòâàõ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû x2 îò-
äåëåíû îò ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé b1, b2. Òàêèå ïîäìíîæåñòâà íå ñîäåðæàò êàóñòèêè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ãðàíèöå, è íà íèõ àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå
â ôîðìå ÂÊÁ (ñì. [7, ñ. 223])

∑
s=1,2

exp(−iπms/2 + iτ∗s /h)√
2(ED10(x1))1/4

[
exp

(
−iπ

4
+ i

τ̃s(x1)

h

)
As

(
t∗s + |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)
+

+ exp

(
i
π

4
− i τ̃s(x1)

h

)
As

(
t∗s − |ts(x1)− t∗s|,

x2√
h

)]
. (26)

Ìíîæèòåëè ms ± 1/2, s = 1, 2, â ïîêàçàòåëÿõ ýêñïîíåíò ñîîòâåòñòâóþò èíäåêñàì Ìàñëîâà
÷åòûð¼õ îáëàñòåé íà ΛC(E), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà ïî îäíó èç ñòîðîí òî÷åê t∗s,
s = 1, 2.

Åñëè â ïðåäñòàâëåíèè (25) âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîð-
ìóëàìè

J0(z) =

(
2

πz

)1/2(
cos

(
z − π

4

)
+O(z−1)

)
, J1(z) =

(
2

πz

)1/2(
sin

(
z − π

4

)
+O(z−1)

)
ïðè z → +∞, òî ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî O(h) âûðàæåíèå (26). Îáðàòíî, íà÷àâ ñ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ (26), ïîëó÷èì âûðàæåíèå (25), ñïðàâåäëèâîå âäàëè îò ãðàíè÷íûõ òî÷åê b1, b2. Ýòî
âûðàæåíèå ðàñïðîñòðàíèì çàòåì íà âåñü îòðåçîê [b1, b2]. Òåì ñàìûì, åñëè íå ñòðåìèòüñÿ ê
ñòðîãîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ïîëó÷èòü ñïðàâåäëèâîå íà âñ¼ì îòðåçêå [b1, b2] âûðàæåíèå
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021



248 ÊËÅÂÈÍ

7. Òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè äîêàçàòåëüñòâà.

7.1. Óñòðàíåíèå êàóñòèêè, ñâÿçàííîé ñ âûðîæäåíèåì íà ãðàíèöå. Ïóñòü M =

= [b1, b2]×R. Ñëåäóÿ [4], ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M̃ ∼= S2 ×R âìåñòå ñ ïðîåêöèåé λ : M̃ →
→M.

Äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë εs < |b2 − b1|, s = 1, 2, ε1 + ε2 > |b2 − b1|, ââåä¼ì
ìíîæåñòâà V1 = [b1, b1 + ε1) × R, V2 = (b2 − ε2, b2] × R, ïîêðûâàþùèå ìíîæåñòâî [b1, b2] ×
× R. Îïðåäåëèì ëèíåéíûå ôóíêöèè z1(x1) = x1 − b1, z2(x1) = b2 − x1 è îáðàòíûå ê íèì
z−1

1 (ζ) = b1 + ζ, z−1
2 (ζ) = b2 − ζ.

Ðàññìîòðèì òðè êàðòû, ïîêðûâàþùèå M̃ = λ−1(M). Êàðòà λ−1((b1, b2)× R) èìååò êîîð-
äèíàòû (φ, x1, x2), φ ∈ S1. Ïðè êàæäîì s = 1, 2 êàðòà λ−1(Vs) èìååò êîîðäèíàòû (y1, y2, x2),
|y|2 < 4εs. Ïðîåêöèÿ â ýòèõ êàðòàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

λ(φ, x1, x2) = (x1, x2), λ(y1, y2, x2) =

(
z−1
s

(
y2

1 + y2
2

4

)
, x2

)
.

Íà ïåðåñå÷åíèè λ−1((b1, b2)× R)
⋂
λ−1(Vs) îòîáðàæåíèÿ ñêëåéêè ïðèíèìàþò âèä

g(φ, x1, x2) = (2
√
zs(x1) cosφ, 2

√
zs(x1) sinφ, x2),

g−1(y1, y2, x2) = (Arg (y1 + iy2), z−1
s (

y2
1 + y2

2

4
, x2)).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè íà ìíîãîîáðàçèè M̃, ïîñòîÿííûå íà ìíîæåñòâàõ âèäà
λ−1(x1, x2), (x1, x2) ∈ M, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ôóíêöèè íà M, è äèôôå-
ðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì. Ñî-

ãëàñíî [4] äëÿ îïåðàòîðà L̂, çàäàííîãî ôîðìóëîé (13), ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-

òîð
˜̂
L, êîòîðûé ñîõðàíÿåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïîñòîÿííûõ íà ìíîæåñòâàõ âèäà λ−1(x1, x2),

(x1, x2) ∈ M, è äåéñòâóåò íà òàêèå ôóíêöèè êàê îïåðàòîð L̂, åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèè íà M.

Ââåä¼ì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â âèäå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T ∗M̃ ñ äâóìÿ òèïàìè
êîîðäèíàò: (φ, x1, x2; pφ, p1, p2) è (y1, y2, x2; ξ1, ξ2, p2), ãäå pφ, p1, p2, ξ1, ξ2 � èìïóëüñíûå

êîîðäèíàòû. Òåïåðü ïðè ðàññìîòðåíèè îïåðàòîðà
˜̂
L íå âîçíèêàåò êàóñòèê, ñâÿçàííûõ ñ îáðà-

ùåíèåì â áåñêîíå÷íîñòü èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ, è ìîæíî îáû÷íûì ìåòîäîì ïîñòðîèòü åãî
àñèìïòîòè÷åñêèå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, òðåáóÿ ïðè ýòîì, ÷òîáû îíè áûëè ïîñòîÿííûìè íà
ìíîæåñòâàõ âèäà λ−1(x1, x2), (x1, x2) ∈M.

Íà ìíîãîîáðàçèè M̃ ìîæíî ââåñòè äåéñòâèå ãðóïïû U(1) ñäâèãàìè ïî óãëó φ (â äðóãèõ
êîîðäèíàòàõ � âðàùåíèÿìè â ïëîñêîñòè (y1, y2) íà ñîîòâåòñòâóþùèé óãîë). Òîãäà ìíîæåñòâà
âèäà λ−1(x1, x2), (x1, x2) ∈M, ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè ýòîãî äåéñòâèÿ. Ýòî äåéñòâèå ïåðåíîñèòñÿ

è íà ìíîãîîáðàçèå T ∗M̃.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, áûñòðîóáûâàþùèõ ïðè îòäàëå-

íèè îò îäíîìåðíîé êðèâîé â M, ìû èñïîëüçóåì èçëîæåííûé â [7] ìåòîä êîìïëåêñíîãî ðîñòêà
Ìàñëîâà. Îñíîâíûì îáúåêòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîìïëåêñíûì ðîñò-
êîì, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòîíîâà ïîòîêà. Èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ãàìèëüòî-

íîâà ïîòîêà èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå â T ∗M̃ ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì äîëæíî ïðèíàäëåæàòü

ìíîæåñòâó {pφ = 0} ⊂ T ∗M̃ (â êîîðäèíàòàõ (y1, y2, x2; ξ1, ξ2, p2) ýòî ìíîæåñòâî çàäà¼òñÿ óðàâ-
íåíèåì y1ξ2− y2ξ1 = 0) è áûòü èíâàðèàíòíûì (âìåñòå ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì) îòíîñèòåëüíî
ââåä¼ííîãî âûøå U(1)-äåéñòâèÿ.

Â íàøåì ñëó÷àå èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå {x2 = p2 = 0} è èìååò
ðàçìåðíîñòü 2, à êîìïëåêñíûé ðîñòîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ñóììó êîìïëåêñèôèöèðî-
âàííîé êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê èçîòðîïíîìó ìíîãîîáðàçèþ è ïðÿìîé â êîìïëåêñèôèöèðî-
âàííîé ïëîñêîñòè (x2, p2).
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7.2. Èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì. Äàëåå ìû ðàññìîòðèì êà-
íîíè÷åñêèé îïåðàòîð íà èçîòðîïíîì ìíîãîîáðàçèè ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì ñëåäóþùåãî âèäà.
Ïóñòü èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîîðäèíàòàìè ψ ∈ S1, t â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ
êîîðäèíàòàìè (y1, y2, x2, ξ1, ξ2, p2) çàäàíî ôóíêöèÿìè Y (t, ψ) = (Y1(t, ψ), Y2(t, ψ)), X2(t, ψ),
Ξ(t, ψ) = (Ξ1(t, ψ),Ξ2(t, ψ)), P2(t, ψ) âèäà

Y (t, ψ) = η(t)n(ψ), Ξ(t, ψ) = ρ(t)n(ψ), X2(t, ψ) = 0, P2(t, ψ) = 0,

ãäå n(ψ) = (cosψ, sinψ), à η, ρ � íåêîòîðûå ôóíêöèè ñî ñâîéñòâàìè η(−t) = −η(t), ρ(t) >
> 0, η̇(t) > 0. Ïóñòü íà èçîòðîïíîì ìíîãîîáðàçèè çàäàí êîìïëåêñíûé ðîñòîê, íàòÿíóòûé íà
âåêòîðû

∂

∂t
(Y1(t, ψ), Y2(t, ψ), 0,Ξ1(t, ψ),Ξ2(t, ψ), 0),

∂

∂ψ
(Y1(t, ψ), Y2(t, ψ), 0,Ξ1(t, ψ),Ξ2(t, ψ), 0), (0, 0, Z2(t), 0, 0,W2(t)),

ãäå Z2(t), W2(t) � íåêîòîðûå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè.
Åñëè âûáðàòü ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ôóíêöèè η, ρ (à èìåííî òàê, ÷òîáû ïðè âñåõ t âûïîë-

íÿëîñü òîæäåñòâî D10((η(t))2/4)(2ρ(t)/η(t))2 = E), à â êà÷åñòâå Z2(t), W2(t) âçÿòü ôóíêöèè,
îïðåäåë¼ííûå ðàâåíñòâîì (18), òî ïîä äåéñòâèåì ïðîåêöèè λ íà ìíîæåñòâå λ−1(M) äàííîå
èçîòðîïíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîìïëåêñíûì ðîñòêîì ïåðåéä¼ò â êðèâóþ, îïðåäåë¼ííóþ òðàåê-
òîðèåé ñèñòåìû (14), ñ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ýòîé ñèñòåìû êîìïëåêñíûì ðîñòêîì íàä
íåé.

ßêîáèàí det[∂(Y1, Y2)/∂(t, ψ)] = η(t)η̇(t) ðàâåí íóëþ â òî÷êå t = 0, ïîýòîìó êàíîíè÷åñêèé
îïåðàòîð, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè, äîëæåí áûòü çàïèñàí â âèäå èíòåãðàëà ïî êðàéíåé ìåðå ïî
îäíîé èç èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõ ξ1 èëè ξ2.

7.3. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð â âèäå èíòåãðàëà ïî èìïóëüñíûì ïåðåìåííûì. Ðàñ-
ñìîòðèì ôóíêöèè âèäà

A

(
t,
x2√
h

)
= a

(
t,
x2√
h

)
exp

(
i

2
W2(t)Z−1

2 (t)
x2

2

h

)
, ImW2(t)Z−1

2 (t) > 0, Z2(t) 6= 0, (27)

ãäå a � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ A, îïðåäåë¼ííàÿ â (22),
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òàêîãî âèäà. Ââåä¼ì òàêæå ôóíêöèþ äåéñòâèÿ τ(t) òàêóþ, ÷òî

dτ(t) = Ξ1(t, ψ) dY1(t, ψ) + Ξ2(t, ψ) dY2(t, ψ) = ρ(t) dη(t).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà â âèäå èíòåãðàëà ïî èìïóëüñíûì ïåðåìåííûì
îáîáùèì ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [14]. Íà èçîòðîïíîì ìíîãîîáðàçèè ââåä¼ì êàðòû Ω1 =
= {ψ ∈ (−3π/8, 3π/8)}, Ω3 = {ψ ∈ (5π/8, 11π/8)} ñ êîîðäèíàòàìè (y1, ξ2) è êàðòû Ω2 = {ψ ∈
∈ (π/8, 7π/8)}, Ω4 = {ψ ∈ (9π/8, 15π/8)} ñ êîîðäèíàòàìè (ξ1, y2). Ââåä¼ì òàêæå ïîä÷èí¼ííîå
ïîêðûòèþ ìíîãîîáðàçèÿ ýòèìè êàðòàìè ðàçáèåíèå åäèíèöû

e1(ψ) + e2(ψ) + e3(ψ) + e4(ψ) = 1.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u(y, x2, h) îïåðàòîðà
˜̂
L â îêðåñòíîñòè òî÷êè y1 =

= y2 = x2 = 0 ñòðîèòñÿ ìåòîäîì êîìïëåêñíîãî ðîñòêà Ìàñëîâà è èìååò ñëåäóþùèé âèä
(ñì. [7, ñ. 223]):

√
2πh

exp(iπ/4)
u(y, x2, h) =

∑
j=1,3

+∞∫
−∞

∣∣∣∣ det
∂(y1, ξ2)

∂(t, ψ)

∣∣∣∣−1/2

A

(
t,
x2√
h

)
×

×ej(ψ) exp

(
i

h
(τ(t)−Y2(t, ψ)Ξ2(t, ψ)+y2ξ2)

)∣∣∣∣ t=t(y1,ξ2)
ψ=ψ(y1,ξ2)

dξ2+
∑
j=2,4

+∞∫
−∞

∣∣∣∣ det
∂(ξ1, y2)

∂(t, ψ)

∣∣∣∣−1/2

A

(
t,
x2√
h

)
×
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× ej(ψ) exp

(
i

h
(τ(t)− Y1(t, ψ)Ξ1(t, ψ) + y1ξ1)

)∣∣∣∣ t=t(ξ1,y2)
ψ=ψ(ξ1,y2)

dξ1, (28)

ãäå ïàðû ôóíêöèé t(y1, ξ2), ψ(y1, ξ2) è t(ξ1, y2), ψ(ξ1, y2) ÿâëÿþòñÿ îáðàùåíèÿìè ôóíêöèé
Y (t, ψ), Ξ(t, ψ) â îáëàñòÿõ Ωj , j = 1, 2, 3, 4.

7.4. Êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð â âèäå èíòåãðàëà ïî îêðóæíîñòè. Ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííîé ξ2 7→ ψ â ïåðâîì èíòåãðàëå â (28), êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé ξ2 = Ξ2(t(y1, ξ2), ψ),
è çàìåíó ïåðåìåííîé ξ1 7→ ψ âî âòîðîì èíòåãðàëå, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé

ξ1 = Ξ1(t(ξ1, y2), ψ).

Âû÷èñëèì ìàòðèöû ßêîáè îáðàòíûõ îòîáðàæåíèé è íóæíûå íàì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
∂t

∂y1

∂t

∂ξ2

∂ψ

∂y1

∂ψ

∂ξ2

 =

(
∂(y1, ξ2)

∂(t, ψ)

)−1

=

(
det

∂(y1, ξ2)

∂(t, ψ)

)−1(
ρ cosψ η sinψ
−ρ̇ sinψ η̇ cosψ

)
,


∂t

∂ξ1

∂t

∂y2

∂ψ

∂ξ1

∂ψ

∂y2

 =

(
∂(ξ1, y2)

∂(t, ψ)

)−1

=

(
det

∂(ξ1, y2)

∂(t, ψ)

)−1(
η cosψ ρ sinψ
−η̇ sinψ ρ̇ cosψ

)
,

∂ψ

∂ξ2
= η̇ cosψ

(
det

∂(y1, ξ2)

∂(t, ψ)

)−1

=
η̇ cosψ

η̇ρ cos2 ψ + ηρ̇ sin2 ψ
,

∂ψ

∂ξ1
= −η̇ sinψ

(
det

∂(ξ1, y2)

∂(t, ψ)

)−1

=
η̇ sinψ

ηρ̇ cos2 ψ + η̇ρ sin2 ψ
.

Ïóñòü η−1 � îáðàòíàÿ ê η ôóíêöèÿ. Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì

√
2πh

exp(iπ/4)
u(y, x2, h) =

∑
j=1,3

2π∫
0

A

(
t,
x2√
h

)
ej(ψ)

|η̇(t)ρ(t) cos2 ψ + η(t)ρ̇(t) sin2 ψ|1/2

|η̇(t) cosψ|
×

× exp

(
i

h
(τ(t) + ρ(t)(〈y,n(ψ)〉 − η(t)))

)∣∣∣∣
t=η−1(y1/cosψ)

dψ +
∑
j=2,4

2π∫
0

A

(
t,
x2√
h

)
ej(ψ)×

× |η(t)ρ̇(t) cos2 ψ + η̇(t)ρ(t) sin2 ψ|1/2

|η̇(t) sinψ|
exp

(
i

h
(τ(t)+ρ(t)(〈y,n(ψ)〉−η(t)))

)∣∣∣∣
t=η−1(y2/sinψ)

dψ. (29)

Ðàññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë â (29). Çàïèøåì ôàçîâóþ ôóíêöèþ, ñòîÿùóþ â àðãóìåíòå
ýêñïîíåíòû â ñëåäóþùåì âèäå:

Φ̃(y1, y2, ψ) = τ

(
η−1

(
y1

cosψ

))
+ ρ

(
η−1

(
y1

cosψ

))(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)
.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ
Φ(y1, y2, ψ) = τ(η−1(〈y,n(ψ)〉)).

Ìíîæåñòâà íóëåé ó ôóíêöèé ∂Φ̃/∂ψ è ∂Φ/∂ψ â ïðîñòðàíñòâå (y1, y2, ψ) îäèíàêîâû è ñîâïà-
äàþò ñ ìíîæåñòâîì

CΦ = {(y1, y2, ψ) : y = αn(ψ), α ∈ R} ⊂ R2 × S1.
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Áîëåå òîãî, ðàçíîñòü ôóíêöèé Φ̃ è Φ íà ìíîæåñòâå CΦ èìååò íóëü âòîðîãî ïîðÿäêà. ×òîáû
ýòî óâèäåòü, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà:

τ(η−1(〈y,n(ψ)〉)) = τ

(
η−1

(
y1

cosψ

))
+ ρ

(
η−1

(
y1

cosψ

))(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)
+

+
1

2

ρ̇(η−1(y1/cosψ))

η̇(η−1(y1/cosψ))

(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)2

+O

((
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)3)
.

Èç òåîðèè îñöèëëèðóþùèõ èíòåãðàëîâ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòå-
ãðàëå, ïðèâîäÿùàÿ åãî ê îñöèëëèðóþùåìó èíòåãðàëó ñ ôàçîâîé ôóíêöèåé Φ. Ïóñòü îòíîøå-

íèå äëÿ äâóõ ôóíêöèé f1
CΦ= f2 îçíà÷àåò èõ ðàâåíñòâî íà ìíîæåñòâå CΦ, ò.å. f1|CΦ

= f2|CΦ

(åñëè ôóíêöèè çàâèñÿò òàêæå îò ïàðàìåòðà x2/
√
h, òî ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ðà-

âåíñòâà ïðè âñåõ ôèêñèðîâàííûõ åãî çíà÷åíèÿõ). Ââåä¼ì äëÿ àìïëèòóäíîé ôóíêöèè â ïåðâîì
èíòåãðàëå â (29) îáîçíà÷åíèå

ã

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
= A

(
t,
x2√
h

)
ej(ψ)

|η̇(t)ρ(t) cos2 ψ + η(t)ρ̇(t) sin2 ψ|1/2

|η̇(t) cosψ|

∣∣∣∣
t=η−1(y1/cosψ)

.

Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè a(y1, y2, ψ, x2/
√
h) òàêîé, ÷òî

a

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
CΦ=

∣∣∣∣det
∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

∣∣∣∣1/2∣∣∣∣det
∂(t, ψ, Φ̃′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

∣∣∣∣−1/2

ã

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
, (30)

ãäå t(y1, y2, ψ) = η−1(〈y,n(ψ)〉), ψ(y1, y2, ψ) = ψ, âåðíî ðàâåíñòâî (ñì. [15, ðàçäåë 3.2])

2π∫
0

ã

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ̃(y1, y2, ψ)

)
dψ =

2π∫
0

a

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ(y1, y2, ψ)

)
dψ.

Âû÷èñëèì â ðàâåíñòâå (30) îòíîøåíèå îïðåäåëèòåëåé, îãðàíè÷åííîå íà ìíîæåñòâî CΦ. Ïðå-
îáðàçóåì ýòî îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

det
∂(t, ψ, Φ̃′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

)−1

det
∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)
=

=

(
det

∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)
− det

∂(t, ψ, (Φ− Φ̃)′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

)−1

det
∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)
=

=

(
1−

(
det

∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

)−1

det
∂(t, ψ, (Φ− Φ̃)′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

)−1

. (31)

Äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé Φ′ψ âåðíî ðàâåíñòâî Φ′ψ = ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))〈y,n′(ψ)〉. Îäèí èç îïðå-
äåëèòåëåé ðàâåí

det
∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)
= det


∂t

∂y1

∂t

∂y2
∗

0 0 1

∂Φ′ψ
∂y1

∂Φ′ψ
∂y2

∗

 = −det


∂t

∂y1

∂t

∂y2

∂Φ′ψ
∂y1

∂Φ′ψ
∂y2

 =

= −det

 cosψ

η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))
sinψ

η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))
ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))(− sinψ) ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉)) cosψ

 = −ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))
η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))

.
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Äëÿ ðàçíîñòè ôóíêöèé

Φ− Φ̃ =
1

2

ρ̇(η−1(y1/cosψ))

η̇(η−1(y1/cosψ))

(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)2

+O

((
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)3)
ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå CΦ :

(Φ− Φ̃)′′ψy
CΦ=

ρ̇(η−1(y1/cosψ))

η̇(η−1(y1/cosψ))

(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)′
ψ

(
〈y,n(ψ)〉 − y1

cosψ

)′
y

CΦ=

CΦ=
ρ̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))
η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))

(
−y1 sinψ

cos2 ψ

)(
−1/cosψ

0

)
ò

+ n(ψ)(. . .)
CΦ=

CΦ=
ρ̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))
η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))

〈y,n(ψ)〉 sinψ

cos2 ψ

(
1
0

)
ò

+ n(ψ)(. . .).

Íà ìíîæåñòâå CΦ âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü

det
∂(t, ψ, (Φ− Φ̃)′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

CΦ= −det


∂t

∂y1

∂t

∂y2

∂(Φ− Φ̃)′ψ
∂y1

∂(Φ− Φ̃)′ψ
∂y2

 CΦ=
ρ̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))
η̇2(η−1(〈y,n(ψ)〉))

〈y,n(ψ)〉 sin
2 ψ

cos2 ψ
.

Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ðàâåíñòâî (31), ïîëó÷èì îòíîøåíèå îïðåäåëèòåëåé â (30)
íà ìíîæåñòâå CΦ :(

det
∂(t, ψ, Φ̃′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

)−1

det
∂(t, ψ,Φ′ψ)

∂(y1, y2, ψ)

CΦ=

(
1 +

ρ̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))〈y,n(ψ)〉
η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))

sin2 ψ

cos2 ψ

)−1

.

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (30) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a

(
y1, y2, ψ,

x2√
h

)
CΦ= A

(
η−1(〈y,n(ψ)〉), x2√

h

)
ej(ψ)

√
ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))
|η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))|

.

Ïîëó÷àåì
2π∫
0

ã

(
y, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ̃(y, ψ)

)
dψ =

=

2π∫
0

(
a0

(
y, ψ,

x2√
h

)
ej(ψ) + a1

(
y, ψ,

x2√
h

))
exp

(
i

h
Φ(y, ψ)

)
dψ,

ãäå a1 � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îòíîøåíèþ a1
CΦ= 0, è

a0

(
y, ψ,

x2√
h

)
= A

(
η−1(〈y,n(ψ)〉), x2√

h

)√
ρ(η−1(〈y,n(ψ)〉))
|η̇(η−1(〈y,n(ψ)〉))|

.

Ïðè ýòîì èìååì ñòàíäàðòíóþ îöåíêó äëÿ èíòåãðàëà

2π∫
0

a1

(
y, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ(y, ψ)

)
dψ = O(h), (32)
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êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîêàçàíà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì (ñì., íàïðèìåð, ðàññóæäåíèÿ â [16,
ðàçäåë 4.2]). Èç âèäà ôóíêöèè A ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè a0 è a0 + a1, à ñëåäîâàòåëüíî, è

a1, ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî y è x2/
√
h âìåñòå ñî âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïåðåìåííûì

x2/
√
h, y, ψ. Ïîñêîëüêó îöåíêà (32) ìîæåò áûòü äîêàçàíà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, èç

îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè a1 âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà (32) ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-

ìåðíîé ïî ïåðåìåííûì y, x2/
√
h.

Òàêèå æå, êàê è ïðîâåä¼ííûå âûøå, ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëà
â (29). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

√
2πh

exp(iπ/4)
u(y, x2, h) =

2π∫
0

a0

(
y, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ(y, ψ)

)
dψ +O(h). (33)

7.5. Àñèìïòîòèêà èíòåãðàëà â âèäå ôóíêöèé Áåññåëÿ. Äëÿ èíòåãðàëà èç ðàâåí-
ñòâà (33) âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêîé, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [9] (÷òîáû ïðèâåñòè èíòåãðàë
èç (33) ê ðàññìàòðèâàåìîìó â [9] òèïó íóæíî ñäåëàòü çàìåíó ψ = Arg (y1 + iy2) + φ, ïåðåâî-
äÿùóþ ôóíêöèþ 〈y,n(ψ)〉 â |y| cosφ). Òîãäà áóäåì èìåòü

u(y, x2, h) =
exp(iπ/4)√

2πh

2π∫
0

a0

(
y, ψ,

x2√
h

)
exp

(
i

h
Φ(y, ψ)

)
dψ =

√
πFodd(|y|)

2h|y|
×

× exp

(
iπ

4
+
i

h
Fev(|y|)

){[
J0

(
Fodd(|y|)

h

)
+ iJ1

(
Fodd(|y|)

h

)](
A(η−1(|y|), x2/

√
h)√

|η̇(η−1(|y|))|
+O(h)

)
+

+

[
J0

(
Fodd(|y|)

h

)
− iJ1

(
Fodd(|y|)

h

)](
A(η−1(−|y|), x2/

√
h)√

|η̇(η−1(−|y|))|
+O(h)

)}
, (34)

ãäå 2Fev(r) = τ(η−1(r)) + τ(η−1(−r)), 2Fodd(r) = τ(η−1(r))− τ(η−1(−r)). Ïîëó÷åííàÿ àñèìï-
òîòèêà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ â ïëîñêîñòè (y1, y2). Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü

|y| = 2
√
zs(x1), η(t) = sign (t) · 2

√
zs(X1(t, E)), τ(t) = 2Et,

òî ôóíêöèÿ (34) â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1 = bs ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íå çàâèñÿùóþ îò h
ïîñòîÿííóþ ñîâïàä¼ò ñ ôîðìóëîé (24) äëÿ êàíîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-
ìåðíîé êðèâîé â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòèêà ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð (24) íà îäíîìåðíîé êðèâîé â äâóìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå ñ àðãóìåíòîì, âêëþ÷àþùèì çàâèñèìîñòü îò x2/
√
h âèäà (27).

Àâòîð áëàãîäàðåí Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîìîùü â ðàáîòå. Èññëåäîâà-
íèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 16-11-10282).
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Ïóñòü H1, H2 � íåêîòîðûå ñåìåéñòâà
ôóíêöèé èç C2(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 3, óðàâíåíèþ
∆u − κ2u = 0, ãäå κ � ïîñòîÿííàÿ, κ ∈ R

⋃
iR. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î òîì, â

êàêèõ ñëó÷àÿõ ñåìåéñòâî âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

π(H1,H2) = {u1u2 : uj ∈ Hj , j = 1, 2}

îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó â L2(D).
Îáîçíà÷èì Or(x0) = {x ∈ Rn : |x − x0| 6 r}. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå κ = 0 äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â Rn, n > 2, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1.1 [1; 2, ñ. 138]. Ñåìåéñòâî {u1u2}, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè D ⊂ Rn, n > 2, ôóíêöèé u1, u2 ∈ C2(D), ïîëíî â ïðîñòðàíñò-
âå L2(D).

Ïðåäëîæåíèå 1.2 [3, òåîðåìà 7.1]. Ïóñòü D � îáëàñòü â Rn, n > 2, òî÷êà x0 ∈ ∂D
ôèêñèðîâàíà è ∂D ∈ C∞. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéä¼òñÿ òàêîå δ = δ(ε) > 0, ÷òî
ñåìåéñòâî {u1u2}, ñîñòîÿùåå èç ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ãàðìîíè÷åñêèõ â îáëàñòè D ⊂ Rn
è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ∂D \ Oε(x0) ôóíêöèé u1, u2 ∈ C2(D), ïîëíî â ïðîñòðàíñòâå
L2(D \Oδ(x0)).

Óòâåðæäåíèÿ òàêîãî òèïà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ïðè óñòàíîâëåíèè åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ [2]. Ñëåäóÿ [4�6], ïîÿñíèì ðîëü óòâåðæäåíèé òèïà ïðåäëîæåíèé 1.1, 1.2 â ýòîì êðóãå
âîïðîñîâ. Â ðàáîòàõ [4, 5] Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ ïðåäëîæèë ïîäõîä ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ êî-
ýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèé ðåäóöèðîâàòü òàêèå çàäà÷è ê ëèíåéíûì èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì. Ïîäõîä èñïîëüçóåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà èññëåäóåìîãî óðàâíåíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïåðåìåííûì.

Ðàññìîòðèì â Rn, n > 3, îáðàòíóþ çàäà÷ó âîëíîâîé òîìîãðàôèè îãðàíè÷åííîé íåîäíî-
ðîäíîñòè íàáîðîì òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïîëîæåííûõ âíå ýòîé íåîäíîðîäíîñòè. Âîëíîâîå
ïîëå u(x; t) = uy(x; t), âîçáóæäàåìîå â ìîìåíò t = 0 èñòî÷íèêîì, íàõîäÿùèìñÿ â òî÷êå y,
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

1

c2(x)
utt(x, t) = ∆u(x, t)− λ2u(x, t)− δ(x− y)g(t), x ∈ Rn, t > 0;

u(x, 0)|t<0 = 0, x ∈ Rn. (1.1)
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Çäåñü λ � çàäàííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, c(x) > 0 � ñêîðîñòü ñèãíàëà â òî÷êå x ∈ Rn è
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî c(x) ≡ c0 âíå àïðèîðè çàäàííîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn ñ èçâåñò-
íîé ïîñòîÿííîé c0, à çíà÷åíèÿ c(x) ïðè x ∈ D íåèçâåñòíû. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ôóíêöèþ
c = c(x) ñ÷èòàåì êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé. Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

∞∫
0

g(t) dt 6= 0; |g(t)| 6 C0e
−βt, β > 0, t > 0.

Äëÿ îòûñêàíèÿ c(x), x ∈ D, ðàññåÿííîå ïîëå u = uy(x; t) èçìåðÿåòñÿ ïðè t > 0 â òî÷êàõ

x = z ∈ X, ãäå X ⊂ Rn � ìíîæåñòâî äåòåêòîðîâ, X
⋂
D = ∅. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýêñïå-

ðèìåíòå çîíäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî èñòî÷íèêîâ y ∈ Y, Y
⋂
D = ∅, X

⋂
Y = ∅.

Äëÿ ñóììèðóåìîé ôóíêöèè f = f(t), t > 0, îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà f̃(p) =
=
∫∞

0 e−ptf(t) dt. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè uy(x, t), y ∈ Y, è èõ ïðîèçâîäíûå ïî t äî
âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x ∈ X èíòåãðèðóåìû ïî t è, êðîìå
òîãî, uy(x, t)→ 0, y ∈ Y, ïðè |x| → ∞ ðàâíîìåðíî ïî t > 0. Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî óñëîâèÿ
íà ôóíêöèþ c(x) ìîæíî îöåíèòü, èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ [7, ãë. X; 8]. Îáîçíà÷èì

ξ(x) =
1

c2(x)
− 1

c2
0

, x ∈ D,

è çàïèøåì óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

∆u− 1

c2
0

utt(x, t)− λ2u(x, t) = ξ(x)utt(x, t) + δ(x− y)g(t). (1.2)

Ôóíêöèÿ c îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè ξ, ïîýòîìó äàëåå îãðàíè÷èìñÿ îòûñêàíèåì
ξ(x) ïðè x ∈ D. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé
çàäà÷è â çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðîñòðàíñòâåííîãî íîñèòåëÿ äàííûõ X × Y. Èìåÿ ýòî â âèäó,
îáîçíà÷èì ðàññìàòðèâàåìóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ÷åðåç {X,Y }.

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (1.2) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì

∆ũy(x, p)− κ2(p)ũy(x, p) = p2ξ(x)ũy(x, p) + g̃(p)δ(x− y), x ∈ Rn\{y}, (1.3)

κ(p) =
√
λ2 + p2/c2

0. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé èìååì ũy(x, p)→ 0 ïðè |x| → ∞ äëÿ
y ∈ Y, p > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R+ è R− ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ

∆v(x)− κ2v(x) = −δ(x− x′), (1.4)

κ ∈ R+
⋃
iR−, èìåþùàÿ âèä [9, ñ. 98]

G(x, x′;κ) =

(
1

2π

)n/2( κ

|x− x′|

)(n−2)/2

K(n−2)/2(κ|x− x′|). (1.5)

Çäåñü Kν(z) � ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà [10, ñ. 196],

Kν(z) =
π

2
iν+1H(1)

ν (iz). (1.6)

Åñëè κ > 0, òî ôóíêöèÿ (1.5) åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.4) ñ óñëîâèåì
íà áåñêîíå÷íîñòè: v(x)→ 0 ïðè |x| → ∞.
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Â ñëó÷àå κ = −iq, q > 0, ôóíêöèÿ (1.5) åñòü ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãåëüì-
ãîëüöà ∆v(x) + q2v(x) = −δ(x − x′), îïèñûâàþùåå âîëíîâîå ïîëå òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà, çà-
âèñÿùåãî îò âðåìåíè ïî çàêîíó eiqt. Óêàçàííîå ðåøåíèå âûäåëÿåòñÿ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ íà
áåñêîíå÷íîñòè

lim
r→∞

r(n−1)/2

∣∣∣∣∂v(x)

∂r
+ iqv(x)

∣∣∣∣ = 0, ãäå r = |x|.

Èç óðàâíåíèÿ (1.3) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

ũy(x, p) = p2

∫
D

G(x, x′;κ(p))ξ(x′)ũy(x
′, p) dx′ + g̃(p)G(x, y;κ(p)), x ∈ Rn\{y}.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ũy(x, p) = p4

∫
D

∫
D

G(x, x′;κ(p))G(x′, x′′;κ(p))ũy(x
′′, p)ξ(x′) dx′ dx′′ +

+ p2g̃(p)

∫
D

G(x, x′;κ(p))G(x′, y;κ(p))ξ(x′) dx′ + g̃(p)(x, y;κ(p)), x ∈ X. (1.7)

Äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà (1.7) íà p2g̃(p) è çàòåì ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè p → 0+
ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè ξ :∫

D

G(x, x′;λ)G(y, x′;λ)ξ(x′) dx′ = f(x, y), (x, y) ∈ X × Y. (1.8)

Çäåñü

f(x, y) = lim
p→0+

ũy(x, p)− g̃(p)G(x, y;κ(p))

g̃(0)p2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.8) âû÷èñëÿåòñÿ ïî äàííûì íàáëþäåíèÿ {uy(x; t) :
t > 0, x ∈ X, y ∈ Y }.

Ê óðàâíåíèþ (1.8) ñ λ ∈ iR− ñâîäÿòñÿ òàêæå îáðàòíûå çàäà÷è çîíäèðîâàíèÿ íåîäíîðîä-
íîñòè òî÷å÷íûìè ãàðìîíè÷åñêèìè ïî âðåìåíè èñòî÷íèêàìè ñ ÷àñòîòîé ω ∈ (0, ω0] (ñì. ïî-
äðîáíåå â [11, ñ. 223; 12, � 3.1]). Ê àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ ñ çàìåíîé (1.5) ôóíêöèåé Ãðèíà â
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ñâîäèòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à çîíäèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîãî âêëþ÷åíèÿ
D ⊂ Ω [13].

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû [5], çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé áûëî ïîñâÿùåíî óñòàíîâëåíèþ óñëî-
âèé, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (1.8) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ (ñì. [2, 12]). Óðàâíåíèå (1.8)
èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, åñëè X, Y � îòêðûòûå îáëàñòè íà ãèïåðïëîñêîñòè,
íå ïåðåñåêàþùåé D, èëè íà çàìêíóòîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé ìíîæåñòâî D âíóòðè
ñåáÿ. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþùåå (1.8) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó∫

D

u1(x′)u2(x′)ξ(x′) dx′ = 0, uj ∈ Hj , j = 1, 2, (1.9)

ãäå H1 = H2 = H � ñåìåéñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C2(D), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ ∆u(x)−
− λ2u(x) = 0, x ∈ D. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîòà ñåìåéñòâà π(H1,H2) â L2(D) âëå÷¼ò çà ñîáîé
ðàâåíñòâî ξ = 0 ï.â. Ïîýòîìó çàäà÷à {X,Y } èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Â îïèñàííîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî íîñèòåëÿ äàííûõ X ×Y â óðàâíåíèè
(1.8) ðàâíà 2(n−1), â òî âðåìÿ êàê èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ξ çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó
2(n− 1) > n ïðè n > 3, ðàññìàòðèâàåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó ïåðåîïðåäå-
ë¼ííûõ, ò.å. çàäà÷ ñ çàâûøåííûìè òðåáîâàíèÿìè ê îáú¼ìó âõîäíûõ äàííûõ. Ýêâèâàëåíòíàÿ
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òðàêòîâêà óêàçàííîé ïåðåîïðåäåë¼ííîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëíîòà ñåìåéñòâà π(H1,H2)
â L2(D) âåðîÿòíî ìîæåò èìåòü ìåñòî è ïðè çàìåíå ïðîñòðàíñòâ Hj áîëåå óçêèìè ñåìåéñòâàìè.
Íàïîìíèì, ÷òî â ïðåäëîæåíèÿõ 1.1, 1.2 êëàññû H1, H2 ñîâïàäàþò ñ ìíîæåñòâàìè âñåõ ðåãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, âîçìîæíî, ñ íàëîæåíèåì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðèì àñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé, êîãäà îäèí èç êëàññîâ Hj ÿâëÿåòñÿ
ïî-ïðåæíåìó ñåìåéñòâîì âñåõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ∆u−κ2u = 0 â D ⊂ Rn, òîãäà
êàê äðóãîé êëàññ îáðàçîâàí ôóíäàìåíòàëüíûìè ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè
â òî÷êàõ ïðÿìîé, íå ïåðåñåêàþùåé D. Õîòÿ ïîñëåäíèé êëàññ çíà÷èòåëüíî óæå êëàññà âñåõ ðå-
ãóëÿðíûõ ðåøåíèé, ïîðîæäàåìîå èìè ñåìåéñòâî π(H1,H2) ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñîõðàíÿåò
ñâîéñòâî ïîëíîòû â L2(D).

Ïåðåéä¼ì ê ñòðîãîé ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòà. Äëÿ x ∈ Rn îáîçíà÷èì x = (x̂, xn), x̂ =
= (x1, . . . , xn−1). Îïðåäåëèì ïðÿìóþ

L = {x ∈ Rn : x̂ = 0, xn ∈ R}.

Ïóñòü D ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ L.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü κ ∈ R+

⋃
iR− � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî. Òîãäà ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

ôóíêöèé ñåìåéñòâà π(H∗1,H∗2), ãäå

H∗1 = {u ∈ C2(D) : ∆u− κ2u = 0 â D}, H∗2 = {G(x, z;κ) : z ∈ L},

ïëîòíû â ïðîñòðàíñòâå L2(D).
Â ñëó÷àå κ = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1 äîêàçàíî â [14].
Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1 ïîñâÿùåíû ïï. 2, 3. Â ï. 4 îáñóæäàåòñÿ ïðèëîæåíèå ýòîé

òåîðåìû ê îáðàòíîé çàäà÷å {X,Y }.
2. Âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ. Îáîçíà÷èì Sn−2

R = {x̂ ∈ Rn−1 : |x̂| = R}. Ïóñòü

{Yk,l(ϕ) : k = 0, 1, . . . , l = 1, dk}, ϕ ∈ Sn−2
1 , � ñåìåéñòâî îðòîíîðìèðîâàííûõ â L2(Sn−2

1 )
ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãäå [15, ñ. 160]

d0 = 1, d1 = n− 1; dk = Ckn−2+k − Ck−2
n−4+k, k > 2.

Ââåä¼ì â Rn−1 = {x̂} ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ρ > 0, ϕ ∈ Sn−2
1 , ãäå ρ = |x̂|, ϕ = x̂/|x̂|.

Â óãëîâûõ êîîðäèíàòàõ (φ1, . . . , φn−3, φn−2) ∈ [0, π]n−3 × [0, 2π] âåêòîð ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn−1)
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ϕ1 = cosφ1, ϕ2 = sinφ1 cosφ2, . . .

. . . , ϕn−2 = sinφ1 sinφ2 · · · sinφn−3 cosφn−2, ϕn−1 = sinφ1 sinφ2 · · · sinφn−3 sinφn−2. (2.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1 äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå∫
D

h(x)u(x)G(x, z;κ) dx = 0 äëÿ ëþáûõ z ∈ L è âñåõ u ∈ C2(D), ∆u− κ2u = 0 â D, (2.2)

ñ h ∈ L2(D) âëå÷¼ò çà ñîáîé ðàâåíñòâî h = 0 ï.â. â D.
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé κ ∈ R+. Óðàâíåíèþ ∆u − κ2u = 0 óäîâëåòâîðÿåò ýêñïî-

íåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x) = u(x̂, xn) = e−i(λ̂,x̂)+λnxn , ãäå λ2
n = κ2 + |λ̂|2. Çäåñü è äàëåå

(λ̂, x̂) = λ1x1 + . . .+ λn−1xn−1. Òàêèì îáðàçîì, èç (1.5) è (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèè

λn =

√
κ2 + |λ̂|2 (2.3)

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫
D

h(x)e−i(λ̂,x̂)+λnxnK(n−2)/2(κ
√
|x̂|2 + (zn − xn)2)

(|x̂|2 + (zn − xn)2)(n−2)/4
dx = 0 (2.4)

äëÿ ëþáîãî zn ∈ R è âñåõ λ̂ ∈ Rn−1.
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Ïðèìåíèì ê ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.4) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé zn. Ñîãëàñ-
íî [16, ñ. 59] áóäåì èìåòü

∞∫
−∞

e−iµzn
K(n−2)/2(κ

√
|x̂|2 + (zn − xn)2)

(|x̂|2 + (zn − xn)2)(n−2)/4
dzn = e−iµxn

∞∫
−∞

e−iµu
K(n−2)/2(κ

√
|x̂|2 + u2)

(|x̂|2 + u2)(n−2)/4
du =

= 2e−iµxn
∞∫

0

cos(µu)
K(n−2)/2(κ

√
|x̂|2 + u2)

(|x̂|2 + u2)(n−2)/4
du =

=
√

2πe−iµxnκ−(n−2)/2|x̂|−(n−3)/2(κ2 + µ2)(n−3)/4K(n−3)/2(|x̂|
√
κ2 + µ2).

Ïîýòîìó èç (2.2), (2.3) ñëåäóåò, ÷òî∫
D

h(x̂, xn)e−i(λ̂,x̂)+(
√
κ2+|λ̂|2−iµ)xn |x̂|−(n−3)/2K(n−3)/2(|x̂|

√
κ2 + µ2) dx̂ dxn = 0 (2.5)

äëÿ âñåõ λ̂ ∈ Rn−1 è ëþáîãî µ ∈ R. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà

(2.5) àíàëèòè÷íà ïî µ ∈ C\{±iκ} ïðè êàæäîì λ̂ ∈ Rn−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî
ïðîäîëæàåòñÿ ïî àíàëèòè÷íîñòè íà âñå çíà÷åíèÿ µ ∈ C\{±iκ}.

Ïîëàãàÿ â (2.5) µ = p− i
√
κ2 + |λ̂|2, p ∈ R, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ λ̂ ∈ Rn−1 èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî∫
D

h(x̂, xn)e−ipxne−i(λ̂,x̂)|x̂|−(n−3)/2K(n−3)/2

(
|x̂|

√
p2 − 2pi

√
κ2 + |λ̂|2 − |λ̂|2

)
dx̂ dxn = 0. (2.6)

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â Rn−1,

(Ff)(ŷ) =

∫
Rn

e−i(x̂,ŷ)f(x̂)dx̂, ŷ ∈ Rn−1,

íà ôóíêöèÿõ âèäà f(x̂) = F (ρ)Yk,l(ϕ), ρ = |x̂|, ϕ = x̂/|x̂|. Îáîçíà÷èì r = |ŷ|, θ = ŷ/|ŷ|.
Óãëîâûå êîîðäèíàòû òî÷êè θ ∈ Sn−2

1 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.1) ñ çàìåíîé â íèõ ϕ íà θ.
Íàì ïîíàäîáèòñÿ èçâåñòíîå óòâåðæäåíèå èç [17, ñ. 83], êîòîðîå íèæå ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå,
àäàïòèðîâàííîì ê íàøèì îáîçíà÷åíèÿì.

Ëåììà. Ïóñòü F � íåïðåðûâíàÿ ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â (0,∞).
Òîãäà äëÿ f(x̂) = F (ρ)Yk,l(ϕ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(Ff)(r, θ) = (−i)k(2π)(n−1)/2r(3−n)/2Yk,l(θ)

∞∫
0

J(n−3+2k)/2(sr)F (s)s(n−1)/2 ds. (2.7)

Çàôèêñèðóåì ôèíèòíóþ íà R+ ôóíêöèþ η = η(s), s > 0, è ñôåðè÷åñêóþ ôóíêöèþ Yk,l
äëÿ íåêîòîðûõ k > 0 è 1 6 l 6 dk. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.6) íà η(|λ̂|)Yk,l(ζ), ãäå

ζ = λ̂/|λ̂|, è ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî λ̂ ∈ Rn−1. Ôóíêöèþ h ñ÷èòàåì ïðîäîëæåííîé
íóë¼ì âíå D. Ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

∫
Rn−1

h(x̂, xn)

|x̂|(n−3)/2
e−ipxn ×

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021 8∗



260 ÊÎÊÓÐÈÍ

×
( ∫
Rn−1

e−i(λ̂,x̂)K(n−3)/2

(
|x̂|

√
p2 − 2pi

√
κ2 + |λ̂|2 − |λ̂|2

)
η(|λ̂|)Yk,l(ζ) dλ̂

)
dx̂ dxn = 0. (2.8)

Ñîãëàñíî (2.7) èìååì∫
Rn−1

e−i(λ̂,x̂)K(n−3)/2

(
|x̂|

√
p2 − 2pi

√
κ2 + |λ̂|2 − |λ̂|2

)
η(|λ̂|)Yk,l(ζ) dλ̂ =

= (−i)k(2π)(n−1)/2ρ(3−n)/2Yk,l(ϕ)×

×
∞∫

0

J(n−3+2k)/2(sr)K(n−3)/2

(
ρ

√
p2 − 2pi

√
κ2 + s2 − s2

)
η(s)s(n−1)/2 ds, (2.9)

ãäå ϕ = x̂/|x̂|, ρ = |x̂|. Âûáèðàÿ â (2.9) â êà÷åñòâå η ýëåìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôèíèòíûõ
ôóíêöèé {ηn(s)}, ñõîäÿùåéñÿ ê δ(s− t), t > 0, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n→∞, âñëåäñòâèå
ðàâåíñòâà (2.8) ïîëó÷àåì

∞∫
0

( ∞∫
−∞

( ∫
Sn−2

1

ρh(x̂(ρ, ϕ), xn)Yk,l(ϕ) dϕ

)
e−ipxn dxn

)
×

× J(n−3+2k)/2(tρ)K(n−3)/2

(
ρ

√
p2 − 2pi

√
κ2 + t2 − t2

)
dρ = 0 (2.10)

äëÿ ëþáûõ t > 0 è p ∈ R. Çäåñü x̂(ρ, ϕ) = ρϕ è ïðè âûâîäå èñïîëüçîâàëàñü ôîðìóëà [18,
ñ. 774] ∫

Rn−1

f(x̂) dx̂ =

∞∫
0

( ∫
Sn−2
ρ

f(x̂) dϕ

)
dρ =

∞∫
0

ρn−2

( ∫
Sn−2

1

f(x̂) dϕ

)
dρ,

â êîòîðîé f � èíòåãðèðóåìàÿ íà Rn−1 ôóíêöèÿ. Ïåðåéä¼ì ê àíàëèçó òîæäåñòâà (2.10).

3. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

Gk,l(ρ, xn) =

∫
Sn−2

1

ρh(x̂(ρ, ϕ), xn)Yk,l(ϕ) dϕ,

fp,k,l(ρ) =

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, xn)e−ipxn dxn.

Èç òîæäåñòâà (2.10) ñëåäóåò, ÷òî

∞∫
0

J(n−3+2k)/2(tρ)K(n−3)/2

(
ρ

√
p2 − 2pi

√
κ2 + t2 − t2

)
fp,k,l(ρ) dρ = 0 (3.1)

äëÿ ëþáûõ t > 0 è p ∈ R.
Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

fp,k,l(ρ) =

∞∑
j=0

(−ip)j

j!

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, xn)xjn dxn.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç D̂ îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ îáëàñòè D íà ãèïåðïëîñêîñòü Rn−1 = {x̂}.
Ïîñêîëüêó D

⋂
L = ∅, òî 0 /∈ D̂. Ïîýòîìó Gk,l ≡ 0 âíå ïðÿìîóãîëüíèêà {(ρ, xn)} = [a1, a2]×

× [H1, H2] äëÿ íåêîòîðûõ 0 < a1 < a2, H1 < H2 è ñîîòâåòñòâåííî fp,k,l ≡ 0 âíå îòðåçêà
[a1, a2].

Çàôèêñèðóåì êàêèå-ëèáî íîìåðà k = k0, l = l0. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïðè âñåõ j = 0, 1, . . . ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
∫∞
−∞Gk,l(ρ, xn)xjn dxn = 0 äëÿ ï.â.

ρ > 0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå fp,k,l = 0 ï.â. äëÿ âñåõ p ∈ R\{0}.
Ñëó÷àé 2. Íàéä¼òñÿ òàêîå m > 0, ÷òî

∫∞
−∞Gk,l(ρ, xn)xjn dxn = 0 äëÿ ï.â. ρ > 0 è ïðè âñåõ

0 6 j < m, íî ôóíêöèÿ
∫∞
−∞Gk,l(ρ, xn)xmn dxn îòëè÷íà îò íóëÿ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé

ìåðû â [a1, a2].
Â ñëó÷àå 1 ïî òåîðåìå Ìþíöà [19, ñ. 54; 20, ñ. 171] äëÿ ï.â. ρ > 0, xn ∈ R èìååì Gk,l(ρ, xn) =

= 0, ò.å. ∫
Sn−2

1

ρh(x̂(ρ, ϕ), xn)Yk,l(ϕ) dϕ = 0. (3.2)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè p→ 0+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

fp,k,l(ρ) =
(−ip)m

m!

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, xn)xmn dxn +O(pm+1), (3.3)

à çíà÷èò, ïðè ìàëûõ p > 0 áóäåì èìåòü

‖fp,k,l‖L2(0,∞) =
pm

m!

∥∥∥∥
∞∫
−∞

Gk,l( · , xn)xmn dxn

∥∥∥∥
L2(0,∞)

+O(pm+1). (3.4)

Èç ðàâåíñòâà (3.4) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ε > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ‖fp,k,l‖L2(0,∞) > 0 ïðè 0 <
< p 6 ε.

Ïîëîæèì

f̃p,k,l(ρ) =
fp,k,l(ρ)

‖fp,k,l‖L2(0,∞)
, ρ > 0, 0 < p 6 ε.

Èñïîëüçóÿ (3.3) è (3.4), çàêëþ÷àåì, ÷òî

f̃p,k,l(ρ) =

(∥∥∥∥
∞∫
−∞

Gk,l( · , xn)xmn dxn

∥∥∥∥
L2(0,∞)

+O(p)

)−1(
(−i)m

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, xn)xmn dxn +O(p)

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

lim
p→0
‖f̃p,k,l − g̃k,l‖L2(0,∞) = 0, (3.5)

â êîòîðîì îáîçíà÷åíî

g̃k,l(ρ) = (−i)m
∥∥∥∥
∞∫
−∞

Gk,l( · , xn)xmn dxn

∥∥∥∥−1

L2(0,∞)

∞∫
−∞

Gk,l(ρ, xn)xmn dxn.

Î÷åâèäíî, ÷òî
‖g̃k,l‖L2(0,∞) = 1 (3.6)
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è g̃k,l ≡ 0 âíå îòðåçêà [a1, a2]. Ñîãëàñíî (3.1) äëÿ âûáðàííûõ íîìåðîâ k = k0, l = l0 âûïîë-
íÿåòñÿ òîæäåñòâî

∞∫
0

J(n−3+2k)/2(tρ)K(n−3)/2

(
ρ

√
p2 − 2pi

√
κ2 + t2 − t2

)
f̃p,k,l(ρ) dρ = 0 (3.7)

äëÿ âñåõ t > 0 è p ∈ R. Çäåñü èíòåãðèðîâàíèå ôàêòè÷åñêè âåä¼òñÿ ïî îòðåçêó [a1, a2]. Ïåðå-
õîäÿ â (3.7) ê ïðåäåëó ïðè p→ 0, ñ ó÷¼òîì ñîîòíîøåíèÿ (3.5) ïîëó÷àåì

∞∫
0

J(n−3+2k)/2(tρ)K(n−3)/2(itρ)g̃k,l(ρ) dρ = 0 äëÿ âñåõ t > 0. (3.8)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî g̃k,l = 0 ï.â. íà R. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà (3.8)
íà t−s, s ∈ (0, 1), è èíòåãðèðóÿ, íàõîäèì

∞∫
0

g̃k,l(ρ)

( ∞∫
0

t−sJ(n−3+2k)/2(tρ)K(n−3)/2(itρ) dt

)
dρ = Ψ(s)

∞∫
0

ρs−1g̃k,l(ρ) dρ = 0, (3.9)

Ψ(s) =

∞∫
0

τ−sJ(n−3+2k)/2(τ)K(n−3)/2(iτ) dτ. (3.10)

Â ñèëó èçâåñòíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé Jν(z), Kν(z) ïðè z → 0,∞,
z ∈ C [10, ãë. 9], ôóíêöèÿ Ψ àíàëèòè÷íà ïî s ∈ C, Re s ∈ (0, 1). Åñëè Ψ(s) = 0 äëÿ
âñåõ s ∈ (0, 1), òî ïî òåîðåìå Ìþíöà [20, ñ. 172] èç (3.10) âûòåêàåò ïðîòèâîðå÷èâîå ðàâåíñòâî
J(n−3+2k)/2(τ)K(n−3)/2(iτ) ≡ 0. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ îòðåçîê [α, β] ⊂ (0, 1), äëÿ êîòîðîãî Ψ(s) 6=
6= 0, s ∈ [α, β]. Íî òîãäà èç (3.9) ñëåäóåò, ÷òî

∞∫
0

ρs−1g̃k,l(ρ) dρ = 0 (3.11)

äëÿ ëþáîãî s ∈ [α, β]. Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g̃k,l èìååò íîñèòåëü, ñîäåðæàùèéñÿ â îòðåçêå
[a1, a2] ⊂ (0,∞). Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.11) àíàëèòè÷íà ïî s.
Ïîýòîìó ýòî ðàâåíñòâî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñå çíà÷åíèÿ s > 0. Èç òåîðåìû îá îáðàùåíèè
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà [21, ñ. 73] òåïåðü ñëåäóåò, ÷òî g̃k,l = 0 ï.â. íà R. Ïîëó÷åííîå ðàâåí-
ñòâî ïðîòèâîðå÷èò (3.6). Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ñëó÷àé 2 íåâîçìîæåí íè ïðè êàêèõ k è l.

Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé 1, ïîýòîìó â ñèëó ðàâåíñòâà (3.2) èìååì∫
Sn−2

1

h(x̂(ρ, ϕ), xn)Yk,l(ϕ) dϕ = 0

äëÿ âñåõ k = 0, 1, . . . , l = 1, dk è äëÿ ï.â. ρ > 0, xn ∈ R. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà ñôåðè÷åñêèõ
ôóíêöèé {Yk,l(ϕ)} îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â L2(Sn−2

1 ), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

h(x̂(ρ, ϕ), xn) = 0

äëÿ ï.â. ρ > 0, xn ∈ R, ϕ ∈ Sn−2
1 . Ñëåäîâàòåëüíî, h(x) = 0 äëÿ ï.â. x ∈ D. Ðàññìîòðåíèå

ñëó÷àÿ κ ∈ R+ çàâåðøåíî.
Â ñëó÷àå κ ∈ iR− èìååì κ = −qi, q > 0. Â äàííîì ñëó÷àå

λn =

√
|λ̂|2 − q2. (3.12)
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Èç âèäà ôóíêöèé (1.5), (1.6) ñëåäóåò, ÷òî âìåñòî (2.4) èìååì ðàâåíñòâî

∫
D

h(x)e−i(λ̂,x̂)+λnxnH
(1)
(n−2)/2(q

√
(|x̂|2 + (zn − xn)2))

(|x̂|2 + (zn − xn)2)(n−2)/4
dx = 0 (3.13)

äëÿ ëþáîãî zn ∈ R è âñåõ λ̂ ∈ Rn−1. Ïðèìåíÿÿ ê ðàâåíñòâó (3.13) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî

zn ñ ó÷¼òîì çíà÷åíèÿ (3.12), ïðåäñòàâëåíèÿ H
(1)
ν (z) = Jν(z)+ iYν(z) è ôîðìóë [21, ñ. 210, 214],

ïîëó÷àåì ∫
D

h(x̂, xn)e−i(λ̂,x̂)+(
√
|λ̂|2−q2−iµ)xn |x̂|−(n−3)/2H

(1)
(n−3)/2(|x̂|

√
q2 − µ2) dx̂ dxn = 0

äëÿ ëþáîãî µ ∈ R è âñåõ λ̂ ∈ Rn−1. Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ òî÷íî òàêèå æå, êàê è â ñëó÷àå
κ > 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. Ïðèëîæåíèå òåîðåìû. Ïðîêîììåíòèðóåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1.1 â ïðèìåíåíèè ê
ïîñòàâëåííîé âûøå îáðàòíîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1). Îáîçíà÷èì Π = {x ∈ Rn : xn =
= 0}. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Π

⋂
D = ∅ è L

⋂
D = ∅. Âûáåðåì â

êà÷åñòâå X è Y îòêðûòóþ îáëàñòü â Π è îòêðûòûé èíòåðâàë â L ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî
X
⋂
Y = ∅. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå (1.8) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå∫

D

G(x, x′;λ)G(y, x′;λ)ξ(x′) dx′ = 0, (x, y) ∈ X × Y. (4.1)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.1) àíàëèòè÷íà ïî x ∈ Π, y ∈ L, ðàâåíñòâî
(4.1) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Π×L. Çàìåòèì, ÷òî ñåìåéñòâî {G(x, · ;κ)}x∈Π ïîëíî
â ïðîñòðàíñòâå {u ∈ C2(D) : ∆u−κ2u = 0 â D} [12, ñ. 41]. Ïîýòîìó èç (4.1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî
(1.9) äëÿ ñåìåéñòâ Hj = H∗j , j = 1, 2, óêàçàííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1.1. Ïðèìåíåíèå
òåîðåìû 1.1 äà¼ò ðàâåíñòâî ξ = 0 ï.â. Òåì ñàìûì äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü X è Y � îòêðûòàÿ îáëàñòü â Π è îòêðûòûé èíòåðâàë â L
ñîîòâåòñòâåííî, X

⋂
Y = ∅. Òîãäà óðàâíåíèå (1.8) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè D ⊂ {x ∈ Rn : xn < 0}. Îáîçíà÷èì

D+
R = {x ∈ OR(0) : xn > 0}, S+

R = {x ∈ ∂OR(0) : xn > 0}.

Ôóíêöèÿ v(x), îïðåäåë¼ííàÿ ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (4.1), ïðè ëþáîì y ∈ L óäîâëåòâîðÿåò
â D+

R óðàâíåíèþ ∆v − λ2v = 0. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà [22, ñ. 40], ïîëó÷àåì

max
x∈D+

R

|v(x)| = µR , max
x∈S+

R

|v(x)|.

Èç (1.5) ñëåäóåò, ÷òî lim
R→∞

µR = 0. Ïîýòîìó v(x) = 0 äëÿ x ∈ Rn ñ xn > 0. Â ñèëó àíà-

ëèòè÷íîñòè v ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî v(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Rn\D. Ïîýòîìó óòâåðæäåíèå
òåîðåìû 4.1 èìååò ìåñòî è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ãèïåðïëîñêîñòü Π ⊂ Rn, íå èìåþùàÿ îáùèõ òî-
÷åê ñ D, ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòèðîâàíà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé L. Òåì ñàìûì äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü Π0 è L0 � ïðîèçâîëüíûå ãèïåðïëîñêîñòü è ïðÿìàÿ â Rn ñîîò-
âåòñòâåííî òàêèå, ÷òî L0 íå ëåæèò â Π0 è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Π0

⋂
D = ∅

è L0
⋂
D = ∅, à X è Y � îòêðûòàÿ îáëàñòü â Π0 è îòêðûòûé èíòåðâàë â L0 ñîîò-

âåòñòâåííî, X
⋂
Y = ∅. Òîãäà îáðàòíûå çàäà÷è {Π0,L0}, {L0,Π0} èìåþò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.
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Çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4.2 ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî íîñèòåëÿ äàííûõ
X × Y = Π0 ×L0 ðàâíà n è ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íîñèòåëÿ èñêîìîé ôóíêöèè ξ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííóþ ïåðåîïðåäåë¼ííîñòü èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è óäà¼òñÿ ñíÿòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò 20-11-
20085).
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Ââåäåíèå. Ðàçëè÷íûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ñâÿçàííûå ñ âîïðîñàìè îöåíêè è/èëè íàáëþäå-
íèÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ àâòîíîìíûõ ñèñòåì çàïàçäûâàþùåãî òèïà, íåîäíîêðàòíî âñòðå÷àëèñü
â ëèòåðàòóðå [1�9]. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷ îñíîâûâàåò-
ñÿ [1�6] íà ñâÿçè çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé äëÿ ñèñòåìû íàáëþ-
äåíèÿ è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñïåêòðîì äâîéñòâåííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ, à òàêæå íà ðàçëè÷íûõ
âàðèàöèÿõ ýòîé èäåè [7]. Â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü îáåñïå÷èòü ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ êîíå÷íûé
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûé ñïåêòð [6] ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü àíàëîãè÷íûé ñïåêòð ñèñòåìå,
îïðåäåëÿþùåé äèíàìèêó îøèáêè îöåíèâàíèÿ. Ê íåäîñòàòêàì òàêîãî ïîäõîäà ñëåäóåò îòíåñòè
âîçìîæíîñòü òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íàáëþäåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [8, 9] äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïðåäëîæåí íîâûé òèï íàáëþäàòåëÿ � ôèíèò-
íûé íàáëþäàòåëü � êîòîðûé ïîçâîëÿåò çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû
íàáëþäåíèÿ. Çäåñü â êà÷åñòâå îñíîâíîé âûñòóïàåò çàäà÷à âûáîðà ïàðàìåòðîâ íàáëþäàòåëÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñèñòåìà, îïðåäåëÿþùàÿ äèíàìèêó îøèáêè îöåíèâàíèÿ, áûëà òî÷å÷íî
âûðîæäåííîé â íàïðàâëåíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàì îøèáêè (ðàçìåðíîñòü íàáëþäà-
òåëÿ áîëüøå ðàçìåðíîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû).

Ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà îáëàäàþò áîëåå ñëîæíîé äèíàìèêîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìà-
ìè çàïàçäûâàþùåãî òèïà, ÷òî îòðàæàåòñÿ è íà ñâîéñòâàõ íàáëþäàåìîñòè èõ òåêóùåãî ñîñòîÿ-
íèÿ [10, 11], à ïîýòîìó âîïðîñû ïðîåêòèðîâàíèÿ íàáëþäàòåëåé äëÿ ñèñòåì íåéòðàëüíîãî òèïà
èçó÷åíû íåñêîëüêî ñëàáåå. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì â ðàáîòàõ [12, 13] ïðåäëîæåíû ìåòîäû ñèíòåçà
àñèìïòîòè÷åñêèõ íàáëþäàòåëåé ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâ ìîäàëüíîé óïðàâëÿåìîñòè â ðàçëè÷íûõ
êëàññàõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ äâîéñòâåííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ èëè ïðè íàëè÷èè ñâîéñòâà àñèìï-
òîòè÷åñêîé íàáëþäàåìîñòè ó èñõîäíîé ñèñòåìû, à â [14] ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíòåçà ôèíèòíîãî
íàáëþäàòåëÿ. Îäíàêî ïîëó÷åííûé â [14] ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü ñîäåðæèò ðàñïðåäåë¼ííîå
çàïàçäûâàíèå, â òî âðåìÿ êàê èñõîäíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè çàïàç-
äûâàíèÿìè. Êðîìå òîãî, íàëè÷èå èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåë¼í-
íûì çàïàçäûâàíèÿì, ïîðîæäàåò ðÿä òðóäíîñòåé ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêèõ îáúåê-
òîâ [15, 16].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé òèï ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ äëÿ ñèñòåì íåéòðàëü-
íîãî òèïà, êîòîðûé, â îòëè÷èè îò [14], íå ñîäåðæèò ðàñïðåäåë¼ííîãî çàïàçäûâàíèÿ è îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ñîèçìåðèìûìè çàïàçäûâàíèÿìè è
êîíå÷íûì ñïåêòðîì.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ àâòîíîì-
íóþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó íåéòðàëüíîãî òèïà ñ ñîèçìåðèìûìè çàïàçäûâàíè-
ÿìè

ẋ(t)−
m∑
i=1

Diẋ(t− ih) =

m∑
i=0

Aix(t− ih), t > 0, (1)

y(t) =

m∑
i=0

Cix(t− ih), t > 0, (2)
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ãäå Di ∈ Rn×n, Ai ∈ Rn×n, Ci ∈ Rl×n, x � âåêòîð ðåøåíèÿ, y � âåêòîð âûõîäíûõ âåëè÷èí,
äîñòóïíûõ íàáëþäåíèþ (âûõîä), h = const > 0. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ
íà÷àëüíîé ôóíêöèåé

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−mh, 0]. (3)

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ ∈ C̃([−mh, 0],Rn) ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé, çäåñü è íèæå ÷åðåç

C̃([a, b],Rn) îáîçíà÷àåòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé, èìå-
þùèõ íà ýòîì îòðåçêå êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Îáîçíà÷èì: Ii ∈ Ri×i � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, λh � îïåðàòîð ñäâèãà, îïðåäåëÿåìûé äëÿ
çàäàííîãî h > 0 ïðàâèëîì (λh)kf(t) = f(t − kh), k ∈ N (äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f).
Ââåä¼ì ïîëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû

D(λ) =

m∑
i=1

λiDi, A(λ) =

m∑
i=0

λiAi, C(λ) =

m∑
i=0

λiCi

è çàïèøåì ñèñòåìó (1), (2) â îïåðàòîðíîì âèäå

(In −D(λh))ẋ(t) = A(λh)x(t), t > 0, (4)

y(t) = C(λh)x(t), t > 0. (5)

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü èñõîäíîé ñèñòåìû (1), (2) â âèäå (4), (5).
Çàäà÷à. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó çàïàç-

äûâàþùåãî òèïà ñ âûõîäîì x̄ òàêóþ, ÷òî ïðè âõîäíîì ñèãíàëå y, îïðåäåëÿåìîì ôîðìóëîé (5),
âûõîä x̄, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 > 0, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé îöåíêîé íåèçâåñò-
íîãî ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ (4):

x̄(t)− x(t) ≡ 0, t > t1. (6)

Äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó ñ âûõîäîì x̄, ðåàëèçóþùóþ îöåíêó x óðàâíåíèÿ (4), íàçîâ¼ì
ôèíèòíûì íàáëþäàòåëåì äëÿ ñèñòåìû (1), (2).

Ïóñòü x(t), t > 0, � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4). Ïîä ñîñòîÿíèåì óðàâíåíèÿ (4) â ìîìåíò
âðåìåíè t > 0 áóäåì ïîíèìàòü [17] ôóíêöèþ xt(τ) = x(t+ τ), τ ∈ [−mh, 0].

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Yt1 âñåõ âûõîäîâ (5) íà îòðåçêå [0, t1] :

Yt1 = {y : ñóùåñòâóåò ϕ ∈ C̃([−mh, 0],Rn), x(t) = ϕ(t), t ∈ [−mh, 0],

(In −D(λh))ẋ(t) = A(λh)x(t), t ∈ (0, t1], y(t) = C(λh)x(t), t ∈ [0, t1]}.

Ìíîæåñòâî Yt1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé C([0, t1],Rn). Ïóñòü x(t), t ∈ [0, t1], � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) è y(t) = C(λh)x(t), t ∈
∈ [0, t1], � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âûõîä. Ââåä¼ì îïåðàòîð Lt1y = xt1, y ∈ Yt1, êîòîðûé áóäåì
íàçûâàòü îïåðàòîðîì âîññòàíîâëåíèÿ òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ xt1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (p, λ) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ìàòðèöó p(In −D(λ)) − A(λ) ñèñòåìû (4)
(ïðè λ = e−ph). Åñëè äëÿ ñèñòåìû (4), (5) ñóùåñòâóåò ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, çàäàâàåìûé ëè-
íåéíîé àâòîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà, òî ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíûé îïåðàòîð Lt1 : C([0, t1],Rn) → C([−mh, 0],Rn), èìåþùèé âèä èíòåãðàëà Ðèìàíà�
Ñòèëòüåñà, òàêîé, ÷òî Lt1y = xt1 , y ∈ Yt1 . Ïîñëåäíåå [10, 11] ðàâíîñèëüíî îäíîâðåìåííîìó
âûïîëíåíèþ óñëîâèé

rank

[
W (p, e−ph)
C(e−ph)

]
= n, p ∈ C; (7)

rank

[
In −D(λ)
C(λ)

]
= n, λ ∈ C. (8)

Ïîýòîìó óñëîâèÿ (7), (8) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ.
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Öåëü äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå
óñëîâèé (7), (8) äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ. Äîêàçàòåëüñòâî ïðî-
âåä¼ì â äâà ýòàïà. Âíà÷àëå ïîñòðîèì ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî
òèïà, ïîñëå ÷åãî ïåðåéä¼ì ê èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà. Äàëåå â ðàáîòå áóäåò
ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü è ïðèâåä¼í ïðèìåð ðåàëèçàöèè äâóõ
òèïîâ íàáëþäàòåëåé.

2. Ñëó÷àé ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ îäíîìåðíûì âûõîäîì. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé, êîãäà â ñèñòåìå (4) ìàòðèöà D(λ) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, à âûõîä (5) îäíîìåðíûì, C(λ) =
= c(λ), c(λ) = [c1(λ), . . . , cn(λ)], ãäå ci(λ), i = 1, n, � ïîëèíîìû. Äðóãèìè ñëîâàìè, âìåñòî
ñèñòåìû (4), (5) áóäåì èçó÷àòü ñèñòåìó

ẋ(t) = A(λh)x(t), t > 0, (9)

y(t) = c(λh)x(t), t > 0. (10)

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (9), (10) óñëîâèå (8) âûïîëíåíî âñåãäà, à óñëîâèå (7) ïðèíèìàåò âèä

rank

[
pIn −A(e−ph)

c(e−ph)

]
= n, p ∈ C. (11)

Ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü áóäåì ñòðîèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ż(t) = A(pD , λh)z(t)− en+1y(t), t > t0, (12)

x̄(t) = [In, 0n×3]z(t), t > t0, (13)

ãäå pD = d/(dt) � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ((pD)kz(t) = z(k)(t)); z = [z1, . . . , zn+3]′ �
âåêòîð ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) (øòðèõ (′) îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ), x̄ =
= [x̄1, . . . , x̄n]′ � âûõîä óðàâíåíèÿ (12), îïðåäåëÿþùèé îöåíêó ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (4), en+1 �
(n + 1)-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé ìàòðèöû In+3; t0 � ìîìåíò �âêëþ÷åíèÿ� íàáëþäàòåëÿ. Ìàò-
ðèöà A(p, λ) âûáèðàåòñÿ òàêîé, ÷òîáû õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (12) èìåëà âèä
(λ = e−ph)

pIn+3 −A(p, λ) =


p− a11(λ) . . . −a1n(λ) −ϕ1(λ) −b1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−an1(λ) . . . p− ann(λ) −ϕn(λ) −bn 0
−c1(λ) . . . −cn(λ) p− ϕn+1(p, λ) −1 0

0 . . . 0 −λf1(p, λ) p− f2(p, λ) −a1(λ)
0 . . . 0 −λq1(λ) −q2(λ) p− a2(λ)

, (14)

à ñïåêòð ñèñòåìû (12) áûë êîíå÷íûì, ò.å.

|pIn+3 −A(p, λ)| = d(p), (15)

ãäå d(p) � íåêîòîðûé ïîëèíîì. Çäåñü aij(λ), i, j = 1, n, � ýëåìåíòû ìàòðèöû A(λ), ϕ(p, λ) =
= [ϕ1(λ), . . . , ϕn(λ), ϕn+1(p, λ)]′ � âåêòîðíûé ïîëèíîì, b = [b1, . . . , bn, 1]′ � ñòîëáåö äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë; ai(λ), qi(λ), fi(p, λ) � ïîëèíîìû (i = 1, 2), ïðè÷¼ì p − f2(p, λ) � ïîëèíîì
çàïàçäûâàþùåãî òèïà.

Çàìå÷àíèå 1. Çäåñü è äàëåå ïîä ïîëèíîìîì çàïàçäûâàþùåãî òèïà ïîíèìàåì ïîëèíîì
f(p, λ) âèäà f(p, λ) = pn +

∑n−1
i=0 p

igi(λ), ãäå n ∈ N, gi(λ) � ïðîèçâîëüíûå ïîëèíîìû. Èñïîëü-
çîâàíèå òåðìèíà �çàïàçäûâàþùèé òèï� îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà çàïàçäûâàþùåãî
òèïà âèäà (9) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êâàçèïîëèíîì âèäà f(p, e−ph).

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòà zn+1 ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12) çàâèñèò îò âûõîäà y. Çíà÷èò, äëÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñëàãàåìîãî λhf1(pD , λh)zn+1 â ñèñòåìå (12) ôóíêöèÿ zn+1(t) äîëæíà áûòü äèô-
ôåðåíöèðóåìà äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ïîýòîìó ïðè âûáîðå ìîìåíòà âðåìåíè t0 ðóêîâîä-
ñòâóåìñÿ òåì, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñãëàæèâàåòñÿ.
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Â ÷àñòíîñòè, ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè íà âåëè÷èíó mh ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê íåïðåðûâ-
íîé ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (9) óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïîëàãàåì
t0 = (ρ0 − 1)mh, ãäå ρ0 = max{degpf1(p, λ)− degp(ϕn+1(p, λ)− p), 0}.

Ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîíåíòû zi(t), t ∈ [t0−h0, t0], i = 1, n+ 3 (h0 � äëèíà îòðåçêà ïîñëåäåé-
ñòâèÿ ñèñòåìû (12)), íà÷àëüíîé ôóíêöèè z(t), t ∈ [t0−h0, t0], ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè
ñ êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé (ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ïåðåìåííîé p ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ â
ìàòðèöå (14)). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü z(t) ≡ 0, t ∈ [t0 − h0, t0].

Ñðàâíèâàÿ ýëåìåíòû ìàòðèö â óðàâíåíèÿõ (9), (10) ñ ýëåìåíòàìè ïåðâûõ n + 1 ñòðîê
ìàòðèöû (14), âèäèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ζi(t) = x̄i(t) − xi(t), i = 1, n, îöåíêè ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (9) íàáëþäàòåëåì (12), (13) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûìè n êîìïîíåíòàìè ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé
(y = 0) ñèñòåìû (12), ò.å. ñèñòåìû

ζ̇(t) = A(pD , λh)ζ(t), t > t0, (16)

ãäå ζ = [ζ1, . . . , ζn, zn+1, zn+2, zn+3]′.
Ïóñòü Wϕ(p, λ) � áëîê ìàòðèöû (14), ñîñòîÿùèé èç å¼ ïåðâûõ n+1 ñòðîê è n+1 ñòîëáöîâ:

Wϕ(p, λ) =

 pIn −A(λ)
−ϕ1(λ)
. . .

−ϕn(λ)
−c(λ) p− ϕn+1(λ)

 =

=


p− a11(λ) . . . −a1n−1(λ) −a1n(λ) −ϕ1(λ)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−an−11(λ) . . . p− an−1n−1(λ) −an−1n(λ) −ϕn−1(λ)
−an1(λ) . . . −ann−1(λ) p− ann(λ) −ϕn(λ)
−c1(λ) . . . −cn−1(λ) −cn(λ) p− ϕn+1(p, λ)

.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃(p, λ) = [M̃1(p, λ), . . . , M̃n+1(p, λ)]′ àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ê ýëåìåí-
òàì (íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî) ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû Wϕ(p, λ).

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (11). Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëèíîìû ϕi(λ), i = 1, n,
ϕn+1(p, λ) è ïðèâåä¼ííûé ïîëèíîì d0(p) ñòåïåíè µ = deg d0(p) > n+ 1 òàêèå, ÷òî

|Wϕ(p, λ)| = [−ϕ1(λ), . . . ,−ϕn(λ), p− ϕn+1(p, λ)]M̃(p, λ) = d0(p), (17)

è ïîëèíîì p− ϕn+1(p, λ) èìååò çàïàçäûâàþùèé òèï.
Â ñòàòüå [9] îïèñàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìîâ èç ëåììû 1, äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî

äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (11). Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 íå ïðèâîäèòñÿ.
Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ïîëèíîìû, óêàçàííûå â ëåììå 1, ïîñòðîåíû. Ââåä¼ì ðÿä îáîçíà÷åíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëèíîì d0(p) èç ðàâåíñòâà (17) èìååò µ̃ ðàçëè÷íûõ êîðíåé pi, êðàòíîñòè

êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç l̃i, ò.å.

d0(p) =

µ̃∏
i=1

(p− pi)l̃i .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî P0, ñîñòîÿùåå èç êîðíåé ïîëèíîìà d0(p) : P0 = {pi ∈ C : i = 1, µ̃}.
Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Wϕ(p, λ), ïîñòðîèì ìàòðèöó Wc(p, λ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wc(p, λ) =

 Wϕ(p, λ)

−b1
. . .
−bn
−1

0 . . . 0 p

 =


p− a11(λ) . . . −a1n(λ) −ϕ1(λ) −b1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−an1(λ) . . . p− ann(λ) −ϕn(λ) −bn
−c1(λ) . . . −cn(λ) p− ϕn+1(p, λ) −1

0 . . . 0 0 p

.
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Òàêæå îïðåäåëèì ìàòðèöó Wb(p, λ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Wc(p, λ) óäàëåíèåì â
íåé ñòîëáöà ñ íîìåðîì (n + 1) è ïîñëåäíåé ñòðîêè, wb(p, λ) = |Wb(p, λ)|. Ðàññìîòðèì àëãåá-
ðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ

M̂(p, λ) = [Mn+1(p, λ),Mn+2(p)]′, Mn+1(p, λ) = −wb(p, λ), Mn+2(p) = d0(p)

ê äâóì ïîñëåäíèì ýëåìåíòàì ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû Wc(p, λ). Îáîçíà÷èì

q′(λ) = [λq1(λ), q2(λ)], f ′(p, λ) = [λf1(p, λ), f2(p, λ)],

k(p, λ) = (a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ) + d(p))/(a2(λ)− p), K(p, λ) = k(p, λ) + pMn+2(p), (18)

ãäå d(p) � ïîëèíîì, îïðåäåë¼ííûé â (15).
Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (11). Ïðèâåä¼ì ïðîöåäóðó (øàãè 1)�5)) ïîñòðîåíèÿ ôèíèòíîãî

íàáëþäàòåëÿ (12), (13) (ðåàëèçàöèÿ è îáîñíîâàíèå ïðîöåäóðû ïðèâîäÿòñÿ íèæå).
1) Âûáèðàåì ïîëèíîì d(p) òàêèì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå: åñëè ôóíêöèÿ k(p, λ) ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, òî ñèñòåìà (16) èìååò çàïàçäûâàþùèé òèï.
2) Âûáèðàåì ñòîëáåö äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë b = [b1, . . . , bn, 1]′ òàê, ÷òîáû ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé
λwb(p, λ) = 0, d0(p) = 0 (19)

èìåëà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (p, λ) ∈ C2.
3) Âûáèðàåì ïîëèíîìû a1(λ), a2(λ) òàêèìè, ÷òîáû ôóíêöèè a1(e−ph)/d(p), (a2(e−ph) −

− p)/d(p) áûëè öåëûìè, à ïîëèíîìû λwb(a2(λ), λ) è d0(a2(λ)) âçàèìíî ïðîñòûìè.
4) Âûáèðàåì âåêòîðíûé ïîëèíîì q′(λ) òàêèì, ÷òîáû ôóíêöèÿ k(p, λ) ÿâëÿëàñü ïîëèíî-

ìîì.
5) Âûáèðàåì ïîëèíîìû fi(p, λ), i = 1, 2, òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

f ′(p, λ)M̂(p, λ) = K(p, λ). (20)

Îïèøåì ðåàëèçàöèþ ïðèâåä¼ííîé ïðîöåäóðû.
1) Âûáîð ïîëèíîìà d(p). Ïóñòü µd = deg d(p).
Ëåììà 2. Ïóñòü µd > µ + 3 è ôóíêöèÿ k(p, λ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Òîãäà ïîëèíîì

p− f2(p, λ) â ìàòðèöå (14) èìååò çàïàçäûâàþùèé òèï.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k(p, λ) � ïîëèíîì, òî K(p, λ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Ïî-

ñêîëüêó degp(pMn+2(p)) = µ+ 1, òî degpK(p, λ) = µd − 1, à ñòàðøèé ÷ëåí ïîëèíîìà K(p, λ)

(îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé p) èìååò âèä (−pµd−1), µd − 1 > µ + 2. Ñîãëàñíî (20) ïîëó÷àåì
K(p, λ) = λf1(p, λ)Mn+1(p, λ)+f2(p, λ)Mn+2(p). Òàê êàê ó ñòàðøåãî ÷ëåíà (−pµd−1) ïîëèíîìà
K(p, λ) íåò ìíîæèòåëÿ λ, òî îí ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëèíîìà (îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííîé p) f2(p, λ)Mn+2(p). Çíà÷èò, ñòàðøèé ÷ëåí ïîëèíîìà (îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé p)
f2(p, λ) èìååò âèä (−pµd−µ−1). Ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòà zn+2 â ñèñòåìå (16) îïðåäåëÿåòñÿ
óðàâíåíèåì çàïàçäûâàþùåãî òèïà. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàâåíñòâî (15) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì λ ∈ C. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (14) ïðè λ = 0 ñëåäóåò,
÷òî êîðíè ïîëèíîìà d0(p) ïðèíàäëåæàò ñïåêòðó ñèñòåìû (16). Ïîýòîìó ïîëèíîì d(p) áåð¼ì
â âèäå d(p) = d2(p)d0(p), ãäå d2(p) � ïîëèíîì ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèé
÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí pµd−µ. Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû p−ϕn+1(p, λ) è p−f2(p, λ) â ñèëó ëåìì 1, 2
èìåþò çàïàçäûâàþùèé òèï, òî è ñèñòåìà (16) èìååò çàïàçäûâàþùèé òèï.

2) Âûáîð ñòîëáöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë b = [b1, . . . , bn, 1]′.
Ëåììà 3. Ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1, . . . , bn òàêèå, ÷òî

wb(p, e
−ph) 6= 0, p ∈ P0. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (21) â âèäå

M̃1(pi, e
−pih)b1 + . . .+ M̃n(pi, e

−pih)bn + M̃n+1(pi, e
−pih) 6= 0, pi ∈ P0, i = 1, µ̃. (22)
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Ïóñòü

M̄(p) = [M̃1(p, e−ph), . . . , M̃n+1(p, e−ph)], Re M̄(p) = [Re M̃1(p, e−ph), . . . ,Re M̃n+1(p, e−ph)].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Im M̄(p). Â ñèëó óñëîâèÿ (11) âåêòîð M̄(p) íå ðàâåí íóëþ ïðè
ëþáîì p ∈ C. Ïîýòîìó ëèáî Re M̄(pi) 6= 0, ëèáî Im M̄(pi) 6= 0, i = 1, µ̃. Äëÿ êàæäî-

ãî i = 1, µ̃ ïîëîæèì [M̃i1, . . . , M̃in, M̃in+1] = Re M̄(pi), åñëè ýòîò âåêòîð íåíóëåâîé, èëè

[M̃i1, . . . , M̃in, M̃in+1] = Im M̄(pi) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå ãèïåðïëîñêîñòåé

M̃ =

µ̃⋃
i=0

{
(ξ1, . . . , ξn)′ ∈ Rn :

n∑
j=1

M̃ijξj + M̃in+1 = 0

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî M̃ íå ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn (òå ðàâåíñòâà â (22),

äëÿ êîòîðûõ M̃ij = 0, j = 1, n, M̃in+1 6= 0 íå ðàññìàòðèâàåì, ïîñêîëüêó íà âûáîð ÷èñåë bi
îíè íå âëèÿþò). Ïîýòîìó â Rn ñóùåñòâóåò òî÷êà (b1, . . . , bn)′, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó

M̃. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ýòîé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (22). Ëåììà äîêàçàíà.
Âûáåðåì äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà b1, . . . , bn, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ (21). Ýòî ìîæ-

íî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âíà÷àëå íàéä¼ì ÷èñëà αi ∈ R, αi 6= 0, i = 1, µ̃, ïðè êîòîðûõ
ñîâìåñòíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

M̃i1b1 + . . .+ M̃inbn = −αi − M̃in+1, pi ∈ P0, i = 1, µ̃, (23)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ bi ∈ R, i = 1, n. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ÷èñåë ãàðàíòèðóåò ëåììà 3,
à âûáðàòü èõ ìîæíî èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì: âåêòîð

[M̃1n+1 + α1, . . . , M̃µ̃n+1 + αµ̃]

äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñ-
òåìû, ñîïðÿæ¼ííîé ê ñèñòåìå (23). Çàòåì â êà÷åñòâå íàáîðà ÷èñåë b1, . . . , bn ìîæíî âçÿòü
ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (23).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü (ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî), ÷òî â ñèëó (21) ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (19) ìîæåò èìåòü íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

3) Âûáîð ïîëèíîìîâ a1(λ), a2(λ).
Ïóñòü

d(p) =

s1∏
i=1

(p− pi)ki ,

P ∗ = {pi ∈ C : i = 1, s1} � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ èëè êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼í-
íûõ êîðíåé ïîëèíîìà d(p); êîðåíü pi èìååò àëãåáðàè÷åñêóþ êðàòíîñòü ki. Ïîëèíîì a1(λ)
áåð¼ì â âèäå

a1(λ) =

s1∏
i=1

(λ− λi)ki , λi ∈ Λ∗ = {λi = e−pih : pi ∈ P ∗, i = 1, s1}. (24)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ (a2(e−ph) − p)/d(p) áûëà öåëîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû äëÿ âñåõ pi ∈ P ∗ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè a2(e−ph) − p è å¼ ïðîèçâîäíûõ ïî ïåðåìåííîé p
îáðàùàëèñü â íóëü, ò.å.

(a2(e−ph)− p)(k)|p=pi = 0, i = 1, s1, k = 0, ki − 1.
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Ïîýòîìó äëÿ âñåõ λi = e−pih ∈ Λ∗ (pi ∈ P ∗) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà

a2(λi) = pi, a
(k)
2 (λi) =

(−1)k(k − 1)!

hλki
, k = 1, ki − 1, åñëè ki > 1, i = 1, s1. (25)

Çàìå÷àíèå 2. Ïîÿñíèì âîçìîæíóþ òðóäíîñòü ïðè ðåàëèçàöèè ðàâåíñòâà (25). Åñëè íàáîð
êîðíåé ïîëèíîìà d(p) ñîäåðæèò êîìïëåêñíî ñîïðÿæ¼ííûå êîðíè, òî âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà

pk1 6= pk2 , íî λk1 = λk2 = e
−pk1,2

h
, è ïåðâîå ðàâåíñòâî â (25) âûïîëíèòü íåëüçÿ, òàê êàê

â ýòîì ñëó÷àå a2(λk1) = a2(λk2). Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè ââåä¼ì â íàáëþäàòåëå
çàïàçäûâàíèå h1 = h/k, ãäå k ∈ N � íåêîòîðîå ÷èñëî. Òîãäà ìàòðèöåé ñèñòåìû (9) áóäåò
A(λ) = A0 +A1λ

k + . . .+Amλ
km è λixk(t) = xk(t− ih1). Íàòóðàëüíîå k ìîæíî âûáðàòü òàê,

÷òîáû ðàçíûì çíà÷åíèÿì pi ∈ P ∗ ñîîòâåòñòâîâàëè ðàçëè÷íûå λi = e−pih/k. Ýòî òðåáîâàíèå
ó÷èòûâàåì è ïðè âûáîðå ïîëèíîìà d2(p) â ï. 1) îïèñûâàåìîé ïðîöåäóðû.

Ïóñòü Λ0 = {λk ∈ C : k = 1, µ2} � ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî ïðè íåêîòîðîì
p∗ ∈ P0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî λkwb(p

∗, λk) = 0. Â ñèëó ï. 2) ìíîæåñòâî Λ0 êîíå÷íî.
Ñîãëàñíî ï. 3) ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ ïîëèíîìû λwb(a2(λ), λ) è d0(a2(λ))

äîëæíû áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè. Åñëè ýòè ïîëèíîìû èìåþò îáùèå êîðíè λ0
i , òî âñëåäñòâèå

ðàâåíñòâ (25) èìååì λ0
i ∈ Λ0\Λ∗. Â òàêîì ñëó÷àå ê (25) äîáàâèì ðàâåíñòâà

a2(λ0
i ) = p0, λ0

i ∈ Λ0\Λ∗, (26)

ãäå p0 ∈ R, p0 6∈ P0, ïðè÷¼ì çíà÷åíèå p0 âîçüì¼ì îäíèì è òåì æå äëÿ âñåõ λ0
i ∈ Λ0\Λ∗.

Ïîëèíîì a2(λ) íàéä¼ì êàê ðåøåíèå èçâåñòíîé â òåîðèè ïîëèíîìîâ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è
(25), (26), ò.å. êàê ïîëèíîì Ëàãðàíæà�Ñèëüâåñòðà [18, ñ. 104].

Ëåììà 4. Ïóñòü ïîëèíîì a2(λ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (25), (26). Òîãäà ïîëèíîìû
λwb(a2(λ), λ) è d0(a2(λ)) âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò λ∗ ∈ C, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà λ∗wb(a2(λ∗), λ∗) = 0, d0(a2(λ∗)) = 0. Òîãäà a2(λ∗) = p∗ ∈ P0, λ∗ ∈ Λ0.
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî λ∗ ∈ Λ∗, òî λ∗ = e−p∗h â ñèëó (25), îòêóäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå-
÷èå ñ ñîîòíîøåíèåì (21). Çíà÷èò, λ∗ 6∈ Λ∗. Ïîýòîìó λ∗ ∈ Λ0\Λ∗. Íî â ñèëó (26) âåëè÷èíû
λiwb(a2(λi), λi) è d0(a2(λi)) îäíîâðåìåííî íå ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ λi ∈ Λ0\Λ∗. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

4) Âû÷èñëåíèå âåêòîðíîãî ïîëèíîìà q′(λ).
Ïîêàæåì, êàê âûáðàòü âåêòîðíûé ïîëèíîì q′(λ) = [λq1(λ), q2(λ)] òàêèì, ÷òîáû ôóíêöèÿ

k(p, λ) áûëà ïîëèíîìîì. Â ñèëó òåîðåìû Áåçó âåêòîðíûé ïîëèíîì q′(λ) äîëæåí îáåñïå÷èâàòü
òîæäåñòâî

a1(λ)q′(λ)M̂(a2(λ), λ) + d(a2(λ)) = 0, λ ∈ C.
Ñîãëàñíî (24), (25) âñå êîðíè ïîëèíîìà a1(λ) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà d(a2(λ)) íå ìåíü-
øåé êðàòíîñòè, ïîýòîìó d(a2(λ)) äåëèòñÿ áåç îñòàòêà íà a1(λ). Çíà÷èò, ïîëèíîì q′(λ) ìîæíî
èñêàòü êàê ðåøåíèå ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

q′(λ)M̂(a2(λ), λ) + d(a2(λ))/a1(λ) = 0, λ ∈ C.

Ñîãëàñíî ëåììå 4 ïîëèíîìû λwb(a2(λ), λ) è d0(a2(λ)) âçàèìíî ïðîñòû. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ
àëãîðèòìó Åâêëèäà, íàéä¼ì ïîëèíîìû vi(λ), i = 1, 2, òàêèå, ÷òî

−λv1(λ)wb(a2(λ), λ) + v2(λ)d0(a2(λ)) = 1, λ ∈ C.

Âîçüì¼ì q̃′(λ) = [λv1(λ), v2(λ)], òîãäà q̃′(λ)M̂(a2(λ), λ) = 1, λ ∈ C. Ïîëîæèì

q′(λ) = −q̃′(λ)d(a2(λ))/a1(λ). (27)

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåçó ôóíêöèÿ k(p, λ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì. Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì

k1(p, λ) = a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ) + d(p) (ñì. îïðåäåëåíèå k(p, λ) â (18)). Òàê êàê k1(a2(λ), λ) = 0,
òî p = a2(λ) � êîðåíü ïîëèíîìà k1(p, λ) ïðè ëþáîì λ. Çíà÷èò, â ðàçëîæåíèè k1(p, λ) íà
ìíîæèòåëè ïðèñóòñòâóåò ìíîæèòåëü p− a2(λ). Ïîýòîìó k(p, λ) � ïîëèíîì.
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5) Íàõîæäåíèå âåêòîðíîãî ïîëèíîìà f ′(p, λ).
Ïîëèíîì k(p, λ) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k(p, λ) =
(d(p)− d(p)q̃′(λ)M̂(p, λ)) + (d(p)q̃′(λ)M̂(p, λ) + a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ))

a2(λ)− p
.

Çàìåíÿÿ â ÷èñëèòåëå ýòîé äðîáè ñëàãàåìîå d(p) â ïåðâîé ñêîáêå íà d(p) = d2(p)d0(p) =

= [0; d2(p)]M̂(p, λ) è âî âòîðîé ñêîáêå q′(λ) ñîãëàñíî (27), ïîëó÷àåì

k(p, λ) =

(
1− q̃′(λ)M̂(p, λ)

a2(λ)− p
[0, d2(p)] +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃′(λ)

)
M̂(p, λ). (28)

Çäåñü â ñèëó òåîðåìû Áåçó (1 − q̃′(λ)M̂(p, λ))/(a2(λ) − p) è (d(p) − d(a2(λ)))/(a2(λ) − p) �
ïîëèíîìû.

Âçÿâ ïîëèíîì

f ′(p, λ) =
1− q̃′(λ)M̂(p, λ)

a2(λ)− p
[0; d2(p)] +

d(p)− d(a2(λ))

a2(λ)− p
q̃′(λ) + [0, p], (29)

èìååì âñëåäñòâèå (28) ðàâåíñòâî (20). Èç âèäà âåêòîðà q̃(λ) âûòåêàåò ðàâåíñòâî f ′(p, λ) =
= [λf1(p, λ), f2(p, λ)]. Èòàê, øàãè 1)�5) ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ (12), (13) ðåàëè-
çîâàíû.

Îáîñíóåì ïðåäëîæåííóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ (12), (13), äîêàçàâ
òîæäåñòâî (6). Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ñì. ëåììó 2.1 â [19]).

Ëåììà 5. Ïóñòü F (λ), λ ∈ C, � öåëàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, ò.å. |F (λ)| 6
6 l1e

l2|λ|, λ ∈ C, äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë l1, l2. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ñó-
ùåñòâîâàëè íåîòðèöàòåëüíûå ïîñòîÿííûå t, t è èíòåãðèðóåìàÿ â êâàäðàòå ôóíêöèÿ f(t),
t ∈ R, òàêàÿ, ÷òî f(t) ≡ 0, t 6∈ [−t, t], è

F (λ) =

t∫
−t

e−λtf(t) dt,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèÿ F (λ) áûëà èíòåãðèðóåìà â êâàäðàòå íà ìíèìîé
îñè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëåììû íàèìåíüøèå âîçìîæíûå ÷èñëà t, t îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì

t = lim sup
λ→∞
λ∈R

(1/λ) ln |F (λ)|, t = lim sup
λ→∞
λ∈R

(1/λ) ln |F (−λ)|.

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0 òàêîé, ÷òî, êàêîâî áû íè áûëî íà÷àëü-
íîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (16), âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà

ζi(t) ≡ 0, t > t1, i = 1, n. (30)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (16) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì d(p).
Ðàçëàãàÿ îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû (14) ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó è ó÷èòûâàÿ
ðàâåíñòâà (18) è (20), ïîëó÷àåì

|pIn+3 −A(p, λ)| = (p− a2(λ))((p− f2(p, λ))Mn+2(p)− λf1(p, λ)Mn+1(p, λ))

−a1(λ)(λq1(λ)Mn+1(p, λ) + q2(λ)Mn+2(p)) =

= (p− a2(λ))(pMn+2(p)− f ′(p, λ)M̂(p, λ))− a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ) =

= (p− a2(λ))(a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ) + d(p))/(p− a2(λ))− a1(λ)q′(λ)M̂(p, λ) = d(p).
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Ïóñòü āij(p, λ) � ýëåìåíòû ìàòðèöû (14), ò.å. pIn+3 − A(p, λ) = [āij(p, λ)]n+3
i,j=1. Ïîëîæèì

m1 = max{degλāij(p, λ) : i, j = 1, n+ 1}, t̄0 = t0+ρ1h, ãäå ρ1 = m1 degpf1(p, λ)+degλf1(p, λ)+1.
Â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðâûå n + 1 êîìïîíåíò ñèñòåìû (16) îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé çàïàçäûâàþ-
ùåãî òèïà, ïðè t > t̄0 ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå âñåõ êîìïîíåíò ñèñòåìû (16) ëèáî íåïðåðûâíû,
ëèáî êóñî÷íî-íåïðåðûâíû, à ïðîèçâîäíûå áîëåå íèçêèõ ïîðÿäêîâ íåïðåðûâíû. Ïîýòîìó ê ñèñ-
òåìå (16) ïðè t > t̄0 ïðèìåíèìî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà. Ñîãëàñíî ëåììå 5 äëÿ âûïîëíåíèÿ
òîæäåñòâ (30) äîñòàòî÷íî (ñì. òåîðåìó 2.2 â [19]), ÷òîáû ýëåìåíòû ïåðâûõ n ñòðîê ìàòðèöû
(pIn+3−A(p, e−ph))−1 ÿâëÿëèñü öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà, èíòåãðèðóåìûìè
â êâàäðàòå íà ìíèìîé îñè. Âûðàæàÿ ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû ÷åðåç ýëåìåíòû ïðèñîåäèí¼í-
íîé ìàòðèöû, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû öåëûìè ôóíêöèÿìè ýêñïîíåíöèàëü-
íîãî òèïà, èíòåãðèðóåìûìè â êâàäðàòå íà ìíèìîé îñè, áûëè rij(p, e

−ph), i = 1, n+ 3, j = 1, n,
ãäå rij(p, λ) = mij(p, λ)/d(p), à mij(p, λ) � ìèíîð ýëåìåíòà āij(p, λ) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàò-
ðèöû (14). Ðàçëàãàÿ óêàçàííûå ìèíîðû ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ìàòðèöû (14), â ñèëó øàãà 3)
ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ óáåæäàåìñÿ, ÷òî rij(p, e

−ph), i = 1, n+ 3, j = 1, n, �
öåëûå ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíû íåðàâåíñòâà degprij(p, λ) <

< deg d(p), ïîýòîìó rij(p, e
−ph) = O(|p|−1) ïðè |p| → ∞ íà ìíèìîé îñè. Îòñþäà ñëåäóåò [19]

èíòåãðèðóåìîñòü â êâàäðàòå íà ìíèìîé îñè ôóíêöèé rij(p, e
−ph), i = 1, n+ 3, j = 1, n.

Èç ëåììû 5 âûòåêàåò, ÷òî ìîìåíò âðåìåíè t1 áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàâåíñòâîì t1 = t̄0 + δh,
ãäå δ = max{δi : i = 1, n}, à δi � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïåðåìåííîé λ â i-é ñòðîêå ìàòðèöû
(pIn+3 −A(p, λ))−1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 3. Ñèñòåìó (12) ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ âñåãäà ìîæ-
íî çàïèñàòü â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ïîñêîëüêó (p − ϕn+1(p, λ)) è (p − f2(p, λ)) � ïîëèíîìû
çàïàçäûâàþùåãî òèïà, òî ñèñòåìà (12) â íîðìàëüíîé ôîðìå áóäåò íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé àâ-
òîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ ñîèçìåðèìûìè çà-
ïàçäûâàíèÿìè, ïðè÷¼ì íåîäíîðîäíàÿ ÷àñòü áóäåò íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé. Òàêàÿ ñèñòåìà ïðè
óêàçàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [17, c. 51]. Òàêæå îòìåòèì, ÷òî
òîæäåñòâî (30) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íî âûðîæäåííîé [19]. Òàêèì ñâîé-
ñòâîì ìîæåò îáëàäàòü òîëüêî ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì, ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà
(14) âñåãäà áóäåò çàâèñåòü îò ïåðåìåííîé λ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó çàïàçäûâàþùåãî òèïà

ẋ(t) = A(λh)x(t) + U(t), t > 0, (31)

y(t) = c(λh)x(t), t > 0, (32)

ãäå U(t), t > 0, � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì ïðî-
åêòèðîâàíèè ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ äëÿ ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà (4), (5) ïîíàäîáèòñÿ
ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (31), (32), êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ż(t) = A(pD , λh)z(t)− en+1y(t) + U(t), t > t0, (33)

x̄(t) = [In, 0n×3]z(t), t > t0, (34)

ãäå U = col [U, 0, 0, 0], ìàòðèöû A(p, λ), [In, 0n×3] è ÷èñëî t0 òå æå, ÷òî è â ôîðìóëàõ (12),
(13). Ïóñòü ξi = x̄i − xi, i = 1, n, � ïîãðåøíîñòü íàáëþäàòåëÿ (33), (34).

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0 òàêîé, ÷òî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

ξi(t) ≡ 0, t > t1, i = 1, n. (35)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â ñèñòåìå (33) çàìåíó ïåðåìåííûõ zi = ξi − xi, i = 1, n, è
ââåä¼ì âåêòîð ξ = [ξ1, . . . , ξn, zn+1, zn+2, zn+3]′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ x óäîâëåòâîðÿåò ñèñ-
òåìå (31), ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ξ̇(t) = A(pD , λh)ξ(t)

ñ òàêîé æå ìàòðèöåé A(p, λ), ÷òî è â ñèñòåìå (16). Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîêàçàíî, ÷òî
íàéä¼òñÿ ìîìåíò âðåìåíè t1 > 0 òàêîé, ÷òî, êàêîâî áû íè áûëî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû
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ñ ìàòðèöåé A(p, λ), å¼ ïåðâûå n êîìïîíåíò ïðè t > t1 òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ò.å. èìååò
ìåñòî òîæäåñòâî (35). Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

3. Ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà. Íàïîìíèì [20, c. 230],
÷òî äëÿ ëþáîé ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû R(λ) ñóùåñòâóåò ïàðà óíèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö (ò.å.
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì, íå çàâèñÿùèì îò λ) P1(λ), P2(λ), ïðèâîäÿùèõ

ìàòðèöó R(λ) ê íîðìàëüíîé ôîðìå Ñìèòà R̃(λ), ò.å. R̃(λ) = P1(λ)R(λ)P2(λ) (ñì. òàêæå [18,

c. 139] � êàíîíè÷åñêèé âèä λ-ìàòðèö). Ìàòðèöà R̃(λ) õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ëåâûé âåðõíèé
êâàäðàòíûé áëîê ýòîé ìàòðèöû, ðàçìåð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ìàòðèöû R(λ), èìååò

âèä diag [r1(λ), . . . , rk(λ)], à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû R̃(λ) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè. Ìíîãî-

÷ëåíû ri(λ), i = 1, k, íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ìàòðèöû R̃(λ) è îïðåäåëÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâîì ri(λ) = di(λ)/di−1(λ), ãäå di(λ) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ìèíîðîâ

ïîðÿäêà i ìàòðèöû R̃(λ).
Ïåðåéä¼ì ê âîïðîñó î ïðîåêòèðîâàíèè ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ äëÿ ñèñòåì íåéòðàëüíî-

ãî òèïà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïàðàìåòðû ñèñòåìû (4), (5) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7), (8). Â ñèëó
óñëîâèÿ (8) íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà n ìàòðèöû[

In −D(λ)
C(λ)

]
(36)

ðàâåí åäèíèöå. Ïîýòîìó íîðìàëüíàÿ ôîðìà Ñìèòà ìàòðèöû (36) èìååò âèä col [In, 0l×n], çäåñü
è íèæå ÷åðåç 0i×j îáîçíà÷àåòñÿ íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà i×j. Îáîçíà÷èì Rn×m[λ] ìíîæåñòâî
n×m-ìàòðèö, ýëåìåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ïåðåìåííîé λ. Ïóñòü óíèìîäóëÿðíûå
ìàòðèöû N(λ) ∈ R(n+l)×(n+l)[λ] è N1(λ) ∈ Rn×n[λ] îáåñïå÷èâàþò ïðåîáðàçîâàíèå

N(λ)

[
In −D(λ)
C(λ)

]
N1(λ) =

[
In

0l×n

]
. (37)

Óìíîæèì ìàòðèöó

Ŵ (p, λ) =

[
p(In −D(λ))N1(λ)−A(λ)N1(λ) 0n×l

pC(λ)N1(λ) −pIl

]
ñëåâà íà ìàòðèöó

N(λ) =

[
N11(λ) N12(λ)
N21(λ) N22(λ)

]
,

ãäå áëîêè N11(λ) ∈ Rn×n[λ], N12(λ) ∈ Rn×l[λ], N21(λ) ∈ Rl×n[λ], N22(λ) ∈ Rl×l[λ]. Ïîëó÷åí-
íóþ â ðåçóëüòàòå ìàòðèöó

Ŵ1(p, λ) = N(λ)Ŵ (p, λ) (38)

çàïèøåì â ñèëó (37) â âèäå

Ŵ1(p, λ) =

[
pIn − Â(λ) −pN12(λ)

Ĉ1(λ) −pN22(λ)

]
,

ãäå Â(λ) = N11(λ)A(λ)N1(λ), Ĉ1(λ) = −N21(λ)A(λ)N1(λ).
Â ñèñòåìå (4), (5) ïåðåéä¼ì ê íîâîé ïåðåìåííîé

x̂(t) = N−1
1 (λh)x(t), t > (−m+ degλN

−1
1 (λ))h. (39)

Òîãäà
x(t) = N1(λh)x̂(t), t > (−m+ γ)h, (40)
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ãäå γ = degλN
−1
1 (λ) + degλN1(λ). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (5) è ïðèñîåäèíèì ê ïî-

ëó÷åííîìó ðàâåíñòâó ñèñòåìó (4), ïåðåéäÿ â íèõ ê ïåðåìåííîé x̂. Òîãäà ïîëó÷èì ñèñòåìó,
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ïåðåìåííûå x̂, y (çàïèñàííóþ â îïåðàòîðíîì âèäå)

Ŵ (pD , λh)col [x̂(t), y(t)] = 0(n+l)×1, t > γh. (41)

Åñëè p = 0 ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûì çíà÷åíèåì ñèñòåìû (4), òî äëÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû (41)
áóäåò íàðóøàòüñÿ óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå óñëîâèþ (7) (çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíûõ
çíà÷åíèé ñèñòåì (4) è (41) ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé). Â ýòîì ñëó÷àå íóëåâîìó âûõîäó (y = 0)
ñèñòåìû (41) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü [10, 11], â îòëè÷èè îò ñèñòåìû (4), (5), íåíóëåâîå òåêóùåå
ñîñòîÿíèå x̂t. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå ñîñòîÿíèå x̂t ñèñòåìû (41), íàéäåííîå ïî èçâåñòíîìó
âûõîäó y ñèñòåìû (41), ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (40) íå ñîâïàä¼ò ñ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû (4), (5),
îòâå÷àþùèì ýòîìó æå âûõîäó. Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü òàêîé ñèòóàöèè, ê ñîîòíîøåíèÿìè
(41) äîáàâèì ðàâåíñòâî

y(t) = C(λh)N1(λh)x̂(t), t > γh. (42)

Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (41), (42) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå, àíàëîãè÷íîå
óñëîâèþ (7).

Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ñèñòåìû (41) ñëåâà îïåðàòîðîì N(λh). Íà îñíîâàíèè ôîðìóëû
(38) ïîëó÷èì

Ŵ1(pD , λh)col [x̂(t), y(t)] = 0(n+l)×1, t > γ1h, (43)

ãäå γ1 = γ + ν, ν = degλN(λ). Âîñïîëüçîâàâøèñü áëî÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû Ŵ1(p, λ),
ñèñòåìó (42), (43) çàïèøåì â âèäå äâóõ óðàâíåíèé, îäíî èç êîòîðûõ îïèñûâàåò äèíàìèêó
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (42), (43), à äðóãîå � âûõîä ýòîé ñèñòåìû:

˙̂x(t) = Â(λh)x̂(t) +N12(λh)ẏ(t), t > γ1h, (44)

ŷ(t) = Ĉ(λh)x̂(t), t > γ1h, (45)

ãäå

Ĉ(λ) =

[
Ĉ1(λ)

C(λ)N1(λ)

]
è ôóíêöèÿ ŷ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

ŷ(t) =

[
N22(λh)ẏ(t)

y(t)

]
, t > γ1h. (46)

Ëåììà 6. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (7), òî

rank

[
pIn − Â(e−ph)

Ĉ(e−ph)

]
= n, p ∈ C. (47)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå (47) íàðóøàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì p0 ∈ C.
Òîãäà íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé âåêòîð ĝ ∈ Cn òàêîé, ÷òî

(p0In − Â(e−p0h))ĝ = 0n×1, Ĉ(e−p0h)ĝ = 02l×1.

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â ðàçâ¼ðíóòîì âèäå:

(p0In −N11(e−p0h)A(e−p0h)N1(e−p0h))ĝ = 0n×1,

N21(e−p0h)A(e−p0h)N1(e−p0h)ĝ = 0l×1,

C(e−p0h)N1(e−p0h)ĝ = 0l×1. (48)
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Â ñèëó ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ (48) çàêëþ÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

N(e−p0h)

[
p0(In −D(e−p0h))N1(e−p0h)−A(e−p0h)N1(e−p0h) 0n×l

p0C(e−p0h)N1(e−p0h) −p0Il

] [
ĝ

0l×1

]
= 0(n+l)×1,

èç êîòîðîãî â ñèëó òðåòüåãî ðàâåíñòâà â (48) ñëåäóåò, ÷òî

(p0(In −D(e−p0h))−A(e−p0h))N1(e−p0h)ĝ = 0n×1, C(e−p0h)N1(e−p0h)ĝ = 0l×1. (49)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà N1(λ) ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, òî ðàâåíñòâà (49) ïðîòèâîðå÷àò óñëî-
âèþ (7). Ëåììà äîêàçàíà.

Ïóñòü ĉi(λ) � ýòî ñòðîêà ìàòðèöû Ĉ(λ) ñ íîìåðîì i, ò.å. Ĉ(λ) = col [ĉ1(λ), . . . , ĉ2l(λ)]. Â ñè-
ëó óñëîâèÿ (47) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî i0, i0 ∈ {1, . . . , 2l}, íàéä¼òñÿ [6] ìàòðèöà Li0(λ) ∈
∈ Rn×2l[λ] òàêàÿ, ÷òî

rank

[
pIn − Â(e−ph)− Li0(e−ph)Ĉ(e−ph)

ĉi0(e−ph)

]
= n, p ∈ C. (50)

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Li0(λ), îáåñïå÷èâàþùóþ ñîîòíîøåíèå (50), è óðàâíåíèÿ (44), (45),
èñõîäíóþ ñèñòåìó (4), (5) çàìåíèì ñèñòåìîé

˙̂x(t) = ÂL(λh)x̂(t) + Y (t), t > t̂2, (51)

ŷi0(t) = ĉi0(λh)x̂(t), t > t̂2, (52)

ãäå ÂL(λ) = Â(λ) + Li0(λ)Ĉ(λ),

Y (t) = −Li0(λh)ŷ(t) +N12(λh)ẏ(t), (53)

ŷi0 � êîìïîíåíòà âåêòîðà ŷ ñ íîìåðîì i0, ÷èñëî t̂2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì t̂2 = γ2h, γ2 =
= γ1 + ν0, ν0 = degλLi0(λ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̂0(t), t > t̂2, ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (51) (Y ≡ 0), ïîðîæäàåìîå
íåêîòîðîé íåèçâåñòíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé x̂(t), t 6 t̂2, çàâèñÿùåé â ñèëó çàìåíû (39) îò

ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), a ÷åðåç F̂ (t) ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó îäíîðîäíîé ñèñòåìû (51). Òîãäà
ïî ôîðìóëå Êîøè ðåøåíèå ñèñòåìû (51) çàïèøåòñÿ â âèäå

x̂(t) = x̂0(t) +

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Y (τ) dτ, t > t̂2. (54)

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (54) äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (4), (5) äîñòàòî÷íî âîññòàíî-
âèòü ôóíêöèþ x̂0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

˙̂x0(t) = ÂL(λh)x̂0(t), t > t̂2,

ŷ0(t) = ĉi0(λh)x̂0(t), t > t̂3. (55)

Çäåñü ŷ0 � íàáëþäàåìûé âûõîä, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ŷ0(t) = ŷi0(t)− ĉi0(λh)

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Y (τ) dτ, t > t̂3,

à t̂3 = t̂2 + (m+ degλN21(λ) + degλN1(λ))h. Ñèñòåìà (55) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ àâòî-
íîìíóþ äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ îäíîìåðíûì âûõîäîì.
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Ïîñêîëüêó âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (50), òî äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ôèíèòíûé íàáëþäà-
òåëü, êîòîðûé ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóÿ ï. 2. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû
(55) ïîñòðîåí ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (12), (13), ïðè ýòîì ñèñòåìó (12) çàïèøåì â âèäå

ż(t) = AL(pD , λh)z(t)− en+1ŷ
0(t), t > t̂0, (56)

ãäå ìàòðèöà AL(p, λ) èìååò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è ìàòðèöà A(p, λ) ñèñòåìû (14), t̂0 = t̂3 + t0,
÷èñëî t0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî ï. 2. Äëÿ ñèñòåìû (56) îïðåäåëèì âûõîä

x̄(t) = N1(λh)

(
[In, 0n×3]z(t) +

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Y (τ) dτ

)
, t > t̂0 + ν1h, (57)

ãäå ν1 = degN1(λ).
Óðàâíåíèÿ (56), (57) îïðåäåëÿþò ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (4), (5). Äåéñòâè-

òåëüíî, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ, ïîñòðîåííîãî äëÿ ñèñòåìû (55), ñóùå-
ñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t̂1 > 0 òàêîé, ÷òî

[In, 0n×3]z(t)− x̂0(t) ≡ 0, t > t̂1. (58)

Ïîãðåøíîñòü íàáëþäàòåëÿ (56), (57) â ñèëó ôîðìóë (40), (54) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

x̄(t)− x(t) = N1(λh)

(
[In, 0n×3]z(t) +

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Y (τ) dτ − x̂(t)

)
=

= N1(λh)([In, 0n×3]z(t)− x̂0(t)), t > t̂0 + ν1h.

Ïîýòîìó èç òîæäåñòâà (58) ñëåäóåò, ÷òî

x̄(t) ≡ x(t), t > t1, (59)

ãäå t1 = t̂1 + hν1.
Ðàññóæäåíèÿ ïï. 2, 3 ðåçþìèðóåì â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (4), (5) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7), (8). Òîãäà ñóùåñòâóåò

ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (56), (57), êîòîðûé ðåàëèçóåò îöåíêó x̄ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4),
óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó (59).

Çàìå÷àíèå 4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàññ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé (3) ñèñòåìû (4), (5) ñîñòîèò èç
ôóíêöèé ϕ(t), t ∈ [−mh, 0], èìåþùèõ íà îòðåçêå [−mh, 0] êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå
äî ïîðÿäêà ρ0+1 âêëþ÷èòåëüíî (íàïîìíèì, ÷òî ρ0 =max{degpf1(p, λ)−degp(ϕn+1(p, λ)−p), 0},
ñì. òàêæå (14)). Òîãäà, íàðÿäó ñ íàáëþäàòåëåì (56), (57), ìîæíî ïîñòðîèòü íàáëþäàòåëü, äëÿ

êîòîðîãî íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó F̂ (t).
Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (55) ïîñòðîåí ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé (56).

Ïîñòðîèì ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (51), (52). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ż(t) = AL(pD , λh)z(t) + Fy(t), t > t̂2 + t0, (60)

ãäå Fy(t) = Y (t) − en+1ŷi0(t), Y (t) = col [Y (t), 03×1]. Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 äëÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (60) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

[In, 0n×3]z(t)− x̂(t) ≡ 0, t > t̂1,

ïîýòîìó â ñèëó ôîðìóëû (40) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x(t) = N1(λh)[In, 0n×3]z(t), t > t1.
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Çàìå÷àíèå 5. Ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, çàäàâàåìûé ôîðìóëàìè (56), (57), îïðåäåëÿåòñÿ

ñèñòåìîé çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ êîíå÷íûì ñïåêòðîì. Ïðè ýòîì ôóíêöèè ŷ0(t) è F̂ (t− τ)Y (τ),
âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (56), (57), çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíîé âûõîäà èñõîäíîé ñèñòåìû ẏ.
Èçâåñòíî, ÷òî îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîé ê ìàëûì èçìåíåíè-
ÿì ôóíêöèè. Ïîÿñíèì, êàê ïðè ôîðìèðîâàíèè îöåíêè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), (5), èçáåæàòü
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ôóíêöèè y.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Y, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì (53). Çàìåíèâ â í¼ì ôóíêöèþ ŷ ñî-
ãëàñíî ðàâåíñòâó (46), ïîëó÷èì

Y (t) = −Li0(λh)

[
N22(λh)ẏ(t)

y(t)

]
+N12(λh)ẏ(t). (61)

Î÷åâèäíî, ÷òî íàéäóòñÿ ïîëèíîìèàëüíûå ìàòðèöû Q1(λ) è Q2(λ), ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ôóíê-
öèþ Y, çàäàííóþ ðàâåíñòâîì (61), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Y (t) = Q1(λh)y(t) +Q2(λh)ẏ(t).

Òîãäà, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (57) ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Y (τ) dτ =

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Q1(λh)y(τ) dτ +

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Q2(λh)ẏ(τ) dτ =

=

t∫
t̂2

F̂ (t− τ)Q1(λh)y(τ) dτ +Q2(λh)y(t)− F̂ (t− t̂2)(Q2(λh)y(τ))

∣∣∣∣
τ=t̂2

−

−
t∫

t̂2

(
∂

∂τ
F̂ (t− τ)

)
Q2(λh)y(τ) dτ, t > t̂0.

Ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ z ñèñòåìû (56) ïî ôîðìóëå Êîøè òàêæå ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà (53).

4. Ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, íå ñîäåðæàùèé ïðîèçâîäíóþ âûõîäà. Ðàññìîòðèì äðó-
ãîé ïîäõîä ê ñèíòåçó ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèÿ â åãî
ñòðóêòóðå ïðîèçâîäíîé âûõîäà (5). Ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòðû ñèñòåìû (4),
(5) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7), (8).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (4), (5). Â ñèëó óñëîâèÿ (8) íàéäóòñÿ [21] ìàòðèöû L̃1(λ) ∈ Rn×l[λ] è

L̃2(λ) ∈ Rl×l[λ] òàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

|In+r −DL̃
(λ)| ≡ 1, (62)

ãäå ìàòðèöà D
L̃

(λ) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

D
L̃

(λ) =

[
D(λ) λL̃1(λ)

C(λ) λL̃2(λ)

]
.

Ïóñòü

Π(λ) =

[
Π11(λ) Π12(λ)
Π21(λ) Π22(λ)

]
� ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå (In+r − DL̃

(λ)), ò.å. Π(λ) = (In+r − DL̃
(λ))−1. Çäåñü âûïîë-

íÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ Π11(λ) ∈ Rn×n[λ], Π12(λ) ∈ Rn×l[λ], Π21(λ) ∈ Rl×n[λ], Π22(λ) ∈ Rl×l[λ].
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Â ñèëó óñëîâèÿ (62) èìååì Π(λ) ∈ R(n+l)×(n+l)[λ], ò.å. ìàòðèöà Π(λ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëü-
íîé. Ââåä¼ì ôóíêöèþ

x̃(t) = (In −D(λh))x(t), t > 0. (63)

Ïóñòü χ(t), (χ ∈ Rr, t ∈ R) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Óìíîæàÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî[
In −D(λh) −λhL̃1(λh)

−C(λh) Ir − λhL̃2(λh)

] [
x(t)
χ(t)

]
=

[
x̃(t)
−y(t)

]
+

[
−λhL̃1(λh)χ(t)

(Ir − λhL̃2(λh))χ(t)

]
, t > 0,

ñëåâà íà ìàòðèöó Π(λ), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

x(t) = Π11(λh)x̃(t)−Π12(λh)y(t), t > γ2h, (64)

ãäå γ2 = max{ν̃1j , j = 1, 2}, ν̃ij = degλΠij(λ). Íà îñíîâàíèè ôîðìóë (63), (64) ñèñòåìó (4),
(5) çàïèøåì â âèäå

˙̃x(t) = Ã(λh)x̃(t)−A(λh)Π12(λh)y(t), t > γ3h, (65)

ỹ(t) = C̃(λh)x̃(t), t > γ3h, (66)

ãäå Ã(λ) = A(λ)Π11(λ),

C̃(λ) =

[
C(λ)Π11(λ)

(In −D(λ))Π11(λ)− In

]
,

âûõîäíîé ñèãíàë ỹ(t), t > γ3h, ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

ỹ(t) =

[
Ir + C(λh)Π12(λh)

(In −D(λh))Π12(λh)

]
y(t), t > γ3h,

γ3 = m+γ2. Óðàâíåíèå (65) ÿâëÿåòñÿ íåîäíîðîäíûì ëèíåéíûì àâòîíîìíûì äèôôåðåíöèàëü-
íî-ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ ñîèçìåðèìûìè çàïàçäûâàíèÿìè è èçâåñò-
íîé íåîäíîðîäíîé ÷àñòüþ (−A(λh)Π12(λh)y).

Ëåììà 7. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (7), òî

rank

[
pIn − Ã(e−ph)

C̃(e−ph)

]
= n, p ∈ C. (67)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: óñëîâèå (7) âûïîëíåíî, à ðàâåíñòâî (67) íà-
ðóøàåòñÿ ïðè íåêîòîðîì p = p0 ∈ C. Âûáåðåì â êà÷åñòâå íåíóëåâîãî âåêòîðà q ∈ Cn ðåøåíèå
àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

(p0In − Ã(e−p0h))q = 0, C̃(e−p0h)q = 0. (68)

Ïîëîæèì q1 = Π11(e−p0h)q. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (68) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð q1 îòëè÷åí îò
íóëåâîãî. Òîãäà íà îñíîâàíèè (68) èìååì W (p0, e

−p0h)q1 = 0n×1 è C(e−p0h)q1 = 0l×1. Íî ýòè
ðàâåíñòâà ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ (7). Ëåììà äîêàçàíà.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé íîìåð i0 ∈ {1, . . . , n + l}. Â ñèëó óñëîâèÿ (67) íàéä¼òñÿ [6]

ìàòðèöà Vi0(λ) ∈ Rn×(n+l)[λ] òàêàÿ, ÷òî

rank

[
pIn − Ã(e−ph)− Vi0(e−ph)C̃(e−ph)

c̃i0(e−ph)

]
= n, p ∈ C, (69)

ãäå c̃i0(λ) � ñòðîêà ìàòðèöû C̃(λ) ñ íîìåðîì i0. Ïîëîæèì

ÃV (λ) = Ã(λ) + Vi0(λ)C̃(λ), Ỹ (t) = −A(λh)Π12(λh)y(t)− Vi0(λh)ỹ(t),
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ỹi0(t) � êîìïîíåíòà âåêòîðà ỹ ñ íîìåðîì i0. Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (65) è (66),
ñèñòåìó (4), (5) çàìåíèì ñèñòåìîé

˙̃x(t) = ÃV (λh)x̃(t) + Ỹ (t), t > t̃2,

ỹi0(t) = c̃i0(λh)x̃(t), t > t̃2, (70)

ãäå t̃2 = (ν̃0 + γ3)h, ν̃0 = degλVi0(λ).
Ðåøåíèå ñèñòåìû (70) çàïèøåì ïî ôîðìóëå Êîøè

x̃(t) = x̃0(t) +

t∫
t̃2

F̃ (t− τ)Ỹ (τ) dτ, t > t̃2, (71)

ãäå x̃0(t), t > t̃2, � ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (70) (Ỹ ≡ 0), ïîðîæäàåìîå íåêîòîðîé
íåèçâåñòíîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé, ñîãëàñíî ôîðìóëå (63), îò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4),

a F̃ (t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (70).
Â ñèëó ôîðìóë (64), (71) äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (4), (5) äîñòàòî÷íî âîñ-

ñòàíîâèòü ôóíêöèþ x̃0, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé

˙̃x0(t) = ÃV (λh)x̃0(t), t > t̃2,

ỹ0(t) = c̃i0(λh)x̃0(t), t > t̃3. (72)

Çäåñü ỹ0 � íàáëþäàåìûé âûõîä, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé

ỹ0(t) = ỹi0(t)− c̃i0(λh)

t∫
t̃2

F̃ (t− τ)Ỹ (τ) dτ, t > t̃3,

à t̃3 = t̃2 + (m+ ν̃11)h. Ñèñòåìà (72) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ äèôôåðåíöè-
àëüíî-ðàçíîñòíóþ ñèñòåìó çàïàçäûâàþùåãî òèïà ñ îäíîìåðíûì âûõîäîì, äëÿ êîòîðîé âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå (69). Ïîýòîìó äëÿ ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, êîòîðûé
ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóÿ ï. 2. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (72) ïîñòðîåí
ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (12), (13), à ñèñòåìà (12) çàïèñàíà â âèäå

ż(t) = AV (pDλh)z(t)− en+1ỹ
0(t), t > t̃0, (73)

ãäå ìàòðèöà AV (p, λ) èìååò ñòðóêòóðó, îïèñûâàåìóþ ïðàâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (14), t̃0 = t̃3 +
+ t0, ÷èñëî t0 îïðåäåëÿåòñÿ â ï. 2. Íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (64) è (71) ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
îöåíêó x̄ ðåøåíèÿ x ñèñòåìû (4), (5):

x̄(t) = Π11(λh)

(
[In, 0n×3]z(t) +

t∫
t̃2

F̃ (t− τ)Ỹ (τ) dτ

)
−Π12(λh)y(t), t > t̃0 + ν̃11h. (74)

Óðàâíåíèÿ (73), (74) îïðåäåëÿþò ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü äëÿ ñèñòåìû (4), (5). Ïîêàæåì ýòî.
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôèíèòíîãî íàáëþäàòåëÿ, ïîñòðîåííîãî äëÿ ñèñòåìû (72), ñóùåñòâóåò ìî-
ìåíò âðåìåíè t̃1 > 0 òàêîé, ÷òî

[In, 0n×3]z(t)− x̃0(t) ≡ 0, t > t̃1. (75)

Ïîãðåøíîñòü îöåíêè x̄ íàáëþäàòåëÿ (73), (74) â ñèëó (64) è (71) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

x̄(t)− x(t) = Π11(λh)

(
[In, 0n×3]z(t) +

t∫
t̃2

F̃ (t− τ)Ỹ (τ) dτ − x̃(t)

)
=

= Π11(λh)([In, 0n×3]z(t)− x̃0(t)), t > t̃0 + ν̃11h.
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Ïîýòîìó âñëåäñòâèå òîæäåñòâà (75) ïîëó÷àåì, ÷òî

x̄(t) ≡ x(t), t > t1, (76)

ãäå t1 = t̃1 + ν̃11h.
Ïîäâîäÿ èòîã ðàññóæäåíèÿì ï. 2 è 4, ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (4), (5) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7), (8). Òîãäà ñóùåñòâóåò

ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (73), (74), êîòîðûé ðåàëèçóåò îöåíêó x̄ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4),
óäîâëåòâîðÿþùóþ òîæäåñòâó (76).

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êëàññ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé (3) ñèñòåìû (4), (5) ñîñ-
òîèò èç ôóíêöèé, èìåþùèõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà ρ0 âêëþ÷èòåëüíî,
òî, èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ çàìå÷àíèÿ 4, ìîæíî ïîñòðîèòü ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü, íå òðåáó-

þùèé âû÷èñëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû F̃ (t). Òàêîé íàáëþäàòåëü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ
ñèñòåìîé

ż(t) = AV (pD , λh)z(t) + F̃y(t), t > t̃2 + t0,

x(t) ≡ Π11(λh)[In, 0n×3]z(t)−Π12(λh)y(t), t > t1,

ãäå F̃y(t) = Y (t)− en+1ỹi0(t), Y (t) = col [Ỹ (t), 03×1].

5. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (4), (5) ñ ìàòðèöàìè

D(λ) =

[
λ 0

0 0

]
, A(λ) =

[
1− λ 1

0 0

]
, C(λ) = [1 + λ, 0]

è çàïàçäûâàíèåì h = ln 2. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ (7), (8) âûïîëíåíû.
a) Ïðîèëëþñòðèðóåì ðåàëèçàöèþ îöåíêè (57). Âíà÷àëå íàõîäèì óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû

N(λ) è N1(λ), îáåñïå÷èâàþùèå ïðåîáðàçîâàíèå (37):

N(λ) =

 1/2 0 1/2

0 1 0

−1− λ 0 1− λ

, N1(λ) = I2,

è ñîñòàâëÿåì áëîêè Nij(λ), i, j = 1, 2. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåì ìàòðèöû Â(λ) è Ĉ(λ) è
çàïèñûâàåì ñèñòåìó (44), (45), êîòîðàÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò èìåòü âèä

˙̂x(t) =

[
(1− λh)/2 1/2

0 0

]
x̂(t) +

[
1/2

0

]
ẏ(t),

ŷ(t) =

[
1− λ2

h 1 + λh
1 + λh 0

]
x̂(t),

ãäå

ŷ(t) =

[
(1− λh)ẏ(t)

y(t)

]
.

Äàëåå âûáèðàåì ÷èñëî i0 = 2 (âòîðóþ ñòðîêó ìàòðèöû Ĉ(λ)) è íàõîäèì ìàòðèöó L2(λ),

L2(λ) =

[
0 1/2

0 0

]
,

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó (51), (52) (t̂2 = h) :

˙̂x(t) =

[
1 1/2

0 0

]
x̂(t) +

[
1/2

0

]
ẏ(t)−

[
0 1/2

0 0

]
ŷ(t), t > t̂2,

ŷ2(t) = [1 + λh, 0]x̂(t), t > t̂2.
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Äàëåå äëÿ ñèñòåìû (55) ïðè t̂3 = 3h ñòðîèì ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (12), ñëåäóÿ øàãàì
ïðåäëîæåííîé â ï. 2 ïðîöåäóðû.

1) Âíà÷àëå âûáèðàåì ïîëèíîìû ϕi(λ), i = 1, 3, d0(p), îáåñïå÷èâàþùèå ðàâåíñòâî (17).
Â äàííîì ñëó÷àå ìîæåì âçÿòü ϕi(λ) = 0, i = 1, 2, ϕ3(λ) = −1, d0(p) = p(p+1)(p−1). Òåïåðü
çàäàäèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû (14). Ñîãëàñíî ï. 1) ïðîöåäóðû åãî ìîæíî
âçÿòü, íàïðèìåð, â âèäå d(p) = d0(p)(p+ 2)(p− 2)(p+ 3).

2) Äàëåå ñëåäóåò îáåñïå÷èòü êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (19). Äëÿ ýòîãî âû-
áåðåì b1 = 0, b2 = 2.

3) Íàõîäèì ïîëèíîìû a1(λ), a2(λ), à èìåííî:

a1(λ) = (λ− 8)(λ− 4)(λ− 2)(λ− 1)

(
λ− 1

2

)(
λ− 1

4

)
,

a2(λ) = −(1/31)λ5 +
31λ4

60
− 155λ3

56
+

155λ2

24
− 31λ

4
+

3879

1085
.

4) Îïðåäåëÿåì âåêòîðíûé ïîëèíîì q(λ) = [λq1(λ), q2(λ)]. Ïîñëå íåîáõîäèìûõ âû÷èñëåíèé
ïîëó÷àåì

q1(λ) =
−1

2781016066080000
(1811− 2481λ+ 790λ2)(67056− 67698λ+ 32779λ2− 6517λ3 + 420λ4)×

× (93096− 108714λ+ 59461λ2− 12614λ3 + 840λ4)(59568− 71121λ+ 48527λ2− 11774λ3 + 840λ4),

q2(λ) =
−1

6621466824000
(47789639902512− 370092952633644λ+ 1102423544237376λ2 −

− 1495170574909779λ3 + 1222044685296108λ4 − 648099963764831λ5 + 227930209931054λ6 −

− 51881901955156λ7 + 7207393605160λ8 − 547550774400λ9 + 17280144000λ10).

5) Ñîãëàñíî (29) íàõîäèì âåêòîðíûé ïîëèíîì f(p, λ) = [λf1(p, λ), f2(p, λ)], çäåñü

f1(p, λ) =
1

854382816000
(−8 + λ)(−4 + λ)(−1 + 4λ)(1811− 2481λ+ 790λ2)×

× (7988783616 + 2424219840p+ 678081600p2− 37575407520λ− 5255132400pλ+ 72040115700λ2 +

+ 4379277000pλ2 − 81298581900λ3 − 1876833000pλ3 + 59878769293λ4 +

+ 350342160pλ4 − 29829131010λ5 − 21873600pλ5 + 10059099325λ6 − 2221928100λ7 +

+ 302096116λ8 − 22602720λ9 + 705600λ10),

f2(p, λ) =
−1

2034244800
(39681595008 + 11341149120p+ 2034244800p2 − 400956231504λ−

−109327742160pλ+2364797481444λ2 +550649886360pλ2−6948849607388λ3−750485377320pλ3 +

+10681166767235λ4+387578526720pλ4−9634085091384λ5−78584241120pλ5+5490542253471λ6+

+ 5101756800pλ6 − 2025337510542λ7 + 474916910292λ8 − 67225325032λ9 +

+ 5170883200λ10 − 164572800λ11).

Ïîëüçóÿñü âèäîì ìàòðèöû (14), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íàáëþäàòåëü (12). Íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû (14) ðàâåí d(p). Îêîí-
÷àòåëüíî îöåíêó ðåøåíèÿ íàõîäèì ïî ôîðìóëå (57), ãäå t0 = 0, t̂0 = t̂3 + t0 = 3h, t̄0 = 19h.
Âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó, ïðèñîåäèí¼ííóþ ê ìàòðèöå (14), ïîëó÷àåì, ÷òî δ = 7 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 1), ïîýòîìó t̂1 = t̂0 + t̄0 + δh = 29h, t1 = t̂1 = 29h.
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á) Ðàññìîòðèì òåïåðü ðåàëèçàöèþ îöåíêè (74). Íàõîäèì [21] ìàòðèöû L̃1(λ), L̃2(λ), îáåñ-
ïå÷èâàþùèå òîæäåñòâî (62):

L̃1(λ) =

[
−1/2

0

]
, L̃2(λ) = [−1/2].

Äàëåå âû÷èñëÿåì ìàòðèöó Π(λ), îáðàòíóþ ê ìàòðèöå (I3 −DL̃
(λ)) :

Π(λ) =

1− λ/2 0 −λ/2
0 1 0

λ+ 1 0 1− λ

.
Òåïåðü ñòðîèì ñèñòåìó (65), (66), êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

˙̃x(t) =

[
1− λh/2− λ2

h/2 1

0 0

]
x̃−

[
λ2
h/2− λh/2

0

]
y(t),

ỹ(t) =

λ
2
h/2 + 3λh/2 + 1 0

−λ2
h/2− λh/2 0

0 0

 x̃(t),

ãäå

ỹ(t) =

λ
2
h/2 + λh/2 + 1

λ2
h/2− λh/2

0

 y(t).

Äàëåå âûáèðàåì íîìåð i0 = 2 è íàõîäèì ìàòðèöó V2(λ) (ñì. (69)):

V2(λ) =

[
0 −1 0

0 0 0

]
.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó çàïàçäûâàþùåãî òèïà (70) (t̃2 = 2h) :

˙̃x(t) =

[
1 1

0 0

]
x̃(t)−

[
λ2
h/2− λh/2

0

]
y(t)−

[
0 −1 0

0 0 0

]
ỹ(t), t > t̃2,

ỹ2(t) = [−λ2
h/2− 1/2, 0]x̃(t), t > t̃2.

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû çàïèñûâàåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (72) (t̃3 = 4h), äëÿ êîòî-
ðîé ñòðîèì ôèíèòíûé íàáëþäàòåëü (12). Â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèè ϕi(λ), i = 1, 2, ϕ3(p, λ),
÷èñëà b1, b2, ïîëèíîìû d0(p), d(p), a1(λ), a2(p) âîçüì¼ì òàêèìè æå, êàê è â ïóíêòå à).
Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì

q1(λ) =
1

11124064264320000
(15439− 22221λ+ 7262λ2)(67056− 67698λ+ 32779λ2 − 6517λ3 +

+420λ4)(93096−108714λ+59461λ2−12614λ3+840λ4)(59568−71121λ+48527λ2−11774λ3+840λ4),

q2(λ) =
−1

13242933648000
(95579279805024 + 1530780291432936λ− 4510961571442104λ2 +

+ 6456712956921228λ3 − 5380997274462633λ4 + 2890251963977114λ5 − 1026288639816701λ6 +

+ 235362880595332λ7 − 32883400769716λ8 + 2508786225120λ9 − 79423041600λ10),

f1(p, λ) =
−1

3417531264000
(−8 + λ)(−4 + λ)(−1 + 4λ)(15439− 22221λ+ 7262λ2)(7988783616 +
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+2424219840p+678081600p2−37575407520λ−5255132400pλ+72040115700λ2 +4379277000pλ2−
−81298581900λ3−1876833000pλ3+59878769293λ4+350342160pλ4−29829131010λ5−21873600pλ5+

+ 10059099325λ6 − 2221928100λ7 + 302096116λ8 − 22602720λ9 + 705600λ10),

f2(p, λ) =
−1

4068489600
(79363190016 + 22682298240p+ 4068489600p2 + 706950535008λ+

+ 367284513120pλ− 8550986632632λ2 − 2292547069680pλ2 + 28547458488080λ3 +

+ 3298289807400pλ3 − 45868205683952λ4 − 1747400945640pλ4 + 42302146281009λ5 +

+ 358866145680pλ5 − 24452419069086λ6 − 23448707520pλ6 + 9114030394725λ7 −
− 2153950061364λ8 + 306684620308λ9 − 23691492832λ10 + 756409920λ11).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïîëèíîìû â ìàòðèöó (14), çàâåðøàåì ïîñòðîåíèå íàáëþäàòåëÿ (12).
Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî îïðåäåëèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ðà-
âåí d(p). Äàëåå ïî ôîðìóëå (74) ïîëó÷àåì îöåíêó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), (5) ñ ìàòðèöàìè
äàííîãî ïðèìåðà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå t0 = 0, t̃0 = 4h, t̄0 = 19h, δ = 11, t̃1 = t̃0 + t̄0 +
+ δh = 34h, t1 = t̂1 + h = 35h.

Çàìå÷àíèå 7. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîìåíò âðåìåíè t̄0, óêàçàííûé â ï. 2, ìîæíî óìåíü-
øèòü [9]. Â ÷àñòíîñòè äëÿ äàííîãî ïðèìåðà â ÷àñòè à) ìîæíî âçÿòü t̄0 = 12h, à â ÷àñòè
á) t̄0 = 0. Òàêæå ïðè íåïîñðåäñòâåííûõ âû÷èñëåíèÿõ èíîãäà ìîæíî óìåíüøèòü è ìîìåíòû
âðåìåíè t̂i, t̃i, i = 1, 2. Òàê, â ÷àñòè à) äàííîãî ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü t̂3 = 2h.

Çàêëþ÷åíèå.Äëÿ ëèíåéíîé àâòîíîìíîé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé ñèñòåìû íåéòðàëü-
íîãî òèïà ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïðîåêòèðîâàíèÿ äâóõ âèäîâ ôèíèòíûõ íàáëþäàòåëåé, ïðåäñòàâ-
ëÿþùèõ ñîáîé ëèíåéíûå àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûå ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî
òèïà ñ âûõîäîì. Ïðè ýòîì óêàçàííûå ñèñòåìû èìåþò êîíå÷íûé ñïåêòð, ÷òî ñóùåñòâåííî îá-
ëåã÷àåò ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ðåøåíèÿ. Ðåàëèçàöèÿ íàáëþäàòåëÿ (56), (57) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
îáùåì ñëó÷àå ïðîùå, ïîñêîëüêó ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ìàòðèöû ê íîðìàëüíîé
ôîðìå Ñìèòà îòíîñèòñÿ ê îïåðàöèè, âñòðîåííîé â ñîâðåìåííûå ïàêåòû êîìïüþòåðíîé àëãåá-
ðû. Êðîìå òîãî, ðàçìåð âûõîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (44), (45) ðàâåí 2l, â òî âðåìÿ êàê
ðàçìåð âûõîäà âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû (65), (66) ðàâåí n + l. Â òî æå âðåìÿ íåäîñòàòêîì
íàáëþäàòåëÿ (56), (57) (â îòëè÷èè îò íàáëþäàòåëÿ (73), (74)) ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â åãî ñòðóê-
òóðå ïðîèçâîäíîé âûõîäà, îò êîòîðîé ìîæíî èçáàâèòüñÿ, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî ÷àñòÿì.

Â ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé èñõîäíîé ñèñòåìû íåéòðàëüíîãî òèïà ñîñ-
òîèò èç äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îöåíêó ðåøåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå âûõîäà ñèñòåìû çàïàçäûâàþùåãî òèïà, íå ñîäåðæàùåãî ñëàãàåìûõ ñ ôóíäà-

ìåíòàëüíûìè ìàòðèöàìè F̂ (t) è F̃ (t) (ñì. çàìå÷àíèÿ 4, 6).
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Ò. 56. � 8; çà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé îáðàùàòüñÿ ïî àäðåñó: nds@cs.msu.su)∗∗).

DOI: 10.31857/S037406412102014X

À.Ñ. Ôóðñîâ, Þ.Ì. Ìîñîëîâà, À. Îñìàíîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ÂÌÊ ÌÃÓ). �Îñîáåí-
íîñòè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ öèôðîâîãî ñòàáèëèçàòîðà äëÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêè íåîïðåäåë¼ííîé ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû� (14.09.2020).

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû ðàñ÷¼òà öèôðîâîãî ðåãóëÿòîðà äëÿ
ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ñ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåë¼ííîñòüþ. Ïðåäëàãàåìàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöå-
äóðà îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòàõ ðàáîò [1, 2].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñêàëÿðíàÿ ïåðåêëþ÷àåìàÿ èíòåðâàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ẋ = [Aσ]x+ [bσ]u, y = [cσ]x, σ ∈ Sτ , (1)

ãäå σ : R+ → I = {1, . . . ,m} � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ (ïåðåêëþ÷àþùèé ñèãíàë) ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì ðàçðûâîâ (ïåðåêëþ÷åíèé) íà ëþáîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå; Sτ � ìíîæåñòâî
âñåõ ïåðåêëþ÷àþùèõ ñèãíàëîâ σ, äëÿ êîòîðûõ âðåìÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìè ïåðå-
êëþ÷åíèÿìè íå ìåíüøå τ (τ = const > 0); x ∈ R2 � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, y ∈ R � èçìåðÿåìûé
ñêàëÿðíûé âûõîä, u ∈ R � óïðàâëÿþùèé âõîä; [Aσ] = [A] ◦ σ � êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ
[A] : I → {[A1], . . . , [Am]} è ïåðåêëþ÷àþùåãî ñèãíàëà σ; [bσ] = [b] ◦ σ è [cσ] = [c] ◦ σ � àíàëî-
ãè÷íûå êîìïîçèöèè äëÿ îòîáðàæåíèé [b] : I → {[b1], . . . , [bm]} è [c] : I → {[c1], . . . , [cm]}. Çäåñü
[Ai], [bi], [ci] (i = 1,m) � èíòåðâàëüíûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 1 [1]. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè ôèêñèðîâàííûõ ðå-
æèìàõ (ci, Ai, bi) (ci ∈ [ci], Ai ∈ [Ai], bi ∈ [bi], i ∈ {1, . . . ,m}), çàäàííîì óïðàâëåíèè u,
ïåðåêëþ÷àþùåì ñèãíàëå σ ∈ Sτ è íà÷àëüíîì óñëîâèè x(0) = x0 íàçûâàåì âåêòîð-ôóíêöèþ
x(t), ÿâëÿþùóþñÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûì ðåøåíèåì ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû

ẋ = Aσ(t)x+ bσ(t)u, x(0) = x0.

Îïðåäåëåíèå 2 [1]. Ïó÷êîì òðàåêòîðèé óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) ïðè çàäàííîì
óïðàâëåíèè u, ïåðåêëþ÷àþùåì ñèãíàëå σ ∈ Sτ è íà÷àëüíîì óñëîâèè x(0) = x0 íàçûâàåì
ìíîæåñòâî X ðåøåíèé x(t) óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1 ïðè
âñåõ âîçìîæíûõ ðåæèìàõ (ci, Ai, bi), ãäå ci ∈ [ci], Ai ∈ [Ai], bi ∈ [bi] (i = 1,m).

Äëÿ çàäàííîãî àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ u (â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè), íàðÿäó ñ êàæäûì ïó÷-
êîì òðàåêòîðèé X ñèñòåìû (1), áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê óïðàâëÿþùèõ
ñèãíàëîâ U.

Îïðåäåëåíèå 3 [1]. Ñå÷åíèåì ïó÷êà òðàåêòîðèé X óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1) â
ìîìåíò âðåìåíè t = t∗ ïðè çàäàííîì óïðàâëåíèè u, ïåðåêëþ÷àþùåì ñèãíàëå σ ∈ Sτ è
íà÷àëüíîì óñëîâèè x(0) = x0 íàçûâàåì ìíîæåñòâî Xt∗ çíà÷åíèé ðåøåíèé x ∈ X ïðè t = t∗,
ò.å. Xt∗ = {x(t∗) : x(·) ∈ X}.

∗) Ñåìèíàð îñíîâàí àêàäåìèêàìè ÐÀÍ Ñ.Â. Åìåëüÿíîâûì è Ñ.Ê. Êîðîâèíûì.
∗∗) Ñîñòàâèòåëü õðîíèêè À.Â. Èëüèí.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåì ñå÷åíèå ïó÷êà óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ Ut∗ = {u(t∗) : u(·) ∈ U}.
Íîðìó ñå÷åíèÿ ïó÷êà òðàåêòîðèé ‖Xt∗‖ è ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìó ïó÷êà óïðàâëÿþùèõ ñèã-
íàëîâ ‖Ut∗‖ îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖Xt∗‖ = sup
x(t∗)∈X

‖x(t∗)‖ è ‖Ut∗‖ = sup
u(t∗)∈U

‖u(t∗)‖.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë T è τ ÷åðåç Sτ,T îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðåêëþ÷àþùèõ ñèã-
íàëîâ σ òàêèõ, ÷òî òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèé σ(t) ïðèíàäëåæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {lT}∞l=0
è ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè òî÷êàìè ðàçðûâà íå ìåíüøå τ.

Îïðåäåëåíèå 4 [1]. Ïåðåêëþ÷àåìóþ èíòåðâàëüíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (1) ïðè çàäàí-
íîì óïðàâëåíèè u (â ôîðìå îáðàòíîé ñâÿçè; â ÷àñòíîñòè, ïðè u ≡ 0) áóäåì íàçûâàòü Sτ -
óñòîé÷èâîé (Sτ,T -óñòîé÷èâîé), åñëè ïðè ëþáûõ x(0) = x0 è σ ∈ Sτ (σ ∈ Sτ,T ) äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïó÷êîâ òðàåêòîðèé è óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ âûïîëíåíî óñëîâèå

‖Xt‖+ ‖Ut‖ → 0 ïðè t→∞.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è öèôðîâîé Sτ,T -ñòàáèëèçàöèè. Äëÿ îáúåêòà (1) ñ çàäàííûì τ > 0 íåîá-
õîäèìî ïîñòðîèòü öèôðîâîé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó

v[(l + 1)T ] = Qv[lT ] + qy[lT ], u[lT ] = Hv[lT ] + hy[lT ], T < τ, v ∈ R1, Q, q,H, h ∈ R1, (2)

êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò Sl0T,T -óñòîé÷èâîñòü â íóëå çàìêíóòîé íåïðåðûâíî-äèñêðåòíîé ïåðåêëþ-
÷àåìîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì l0 òàêîì, ÷òî l0T 6 τ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è öèôðîâîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä (íà îñíî-
âå ìåòîäà òî÷íîé äèñêðåòèçàöèè, îïèñàííîãî â [1, 2]) îò èñõîäíîé íåïðåðûâíîé ïåðåêëþ÷àåìîé
ñèñòåìû ê å¼ äèñêðåòíîé ìîäåëè

x[(l + 1)T ] = [Λσ]x[lT ] + [µσ]u[lT ],

y[lT ] = [cσ]x[lT ], σ ∈ Sτ,T , (3)

äëÿ êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à Sτ,T -ñòàáèëèçàöèè. Ðàññ÷èòàííûé äëÿ ñèñòåìû (3) ðåãóëÿòîð
ðåøàåò òàêæå çàäà÷ó Sτ,T -ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [1] ïîèñê ðåãóëÿòîðà (2), îáåñïå÷èâàþùåãî Sτ,T -ñòàáèëèçàöèþ
ñèñòåìû (3), îñóùåñòâëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà
(Q, q,H, h) ∈ R4 ôèêñèðóåì ïðÿìîóãîëüíóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ è íàêëàäûâàåì íà íå¼ ñåòêó ñ
øàãîì d (âûáîð ðàçìåðà îêðåñòíîñòè è øàãà ñåòêè ïðîèçâîëåí, îòñ÷¼ò óçëîâ ñåòêè âåä¼òñÿ ñ
íóëÿ â R4). Ïðè ýòîì êàæäîìó óçëó ñåòêè ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåòíûé ðåãóëÿòîð.

Äëÿ êàæäîãî óçëà ñåòêè, çàìûêàÿ ñèñòåìó (3) ðåãóëÿòîðîì (2), ïîëó÷àåì òî÷íóþ äèñêðåò-
íóþ ìîäåëü çàìêíóòîé ñèñòåìû c m ðåæèìàìè âèäà

x[(l + 1)T ] = ([Λi] + [µi]h[ci])x[lT ] + [µi]Hv[lT ],

v[(l + 1)T ] = q[ci]x[lT ] +Qv[lT ], i = 1,m. (4)

Ïðè ýòîì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé öèôðîâîé ðåãóëÿòîð îäíîâðå-
ìåííî ñòàáèëèçèðóþùèì äëÿ êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà ñèñòåì (4) ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Li (i = 1,m) :

Li > 0,

Λ̃ò

i,νLiΛ̃i,ν − Li < 0,

Λ̃ò

i,νLiΛ̃i,η + Λ̃ò

i,ηLiΛ̃i,ν − 2Li < 0, ν, η ∈ {1, . . . , 512}, ν 6= η, (5)

ãäå Λ̃i,ν , Λ̃i,η � âåðøèííûå ìàòðèöû äëÿ èíòåðâàëüíîãî ñåìåéñòâà:

x̃[(l + 1)T ] = [Λ̃i]x̃[lT ], i = 1,m,
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ãäå x̃ = (x, v)ò ∈ R3;

[Λ̃i] =

(
[Λi11] [Λi12]
[Λi21] Λi22

)
,

[Λi11] = [Λi] + [µi]h[ci], [Λi12] = [µi]H, [Λi21] = q[ci], Λi22 = Q.

Åñëè ñèñòåìà (5) èìååò ðåøåíèå, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ðåãóëÿòîð ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ñòàáè-
ëèçèðóþùèì äëÿ ñåìåéñòâà (4). Ïðè ýòîì îí îáåñïå÷èâàåò Sτ,T -ñòàáèëèçàöèþ ñèñòåìû (1) ïðè
τ > l0T, ãäå l0 = [−2 logγ∗ C∗] + 1. Çäåñü [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Êîíñòàíòû C∗, γ∗ çàâèñÿò
îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö Li (ôîðìóëû äëÿ èõ âû÷èñëåíèé óêàçàíû â ðàáîòå [1]).

Äëÿ óìåíüøåíèÿ âåëè÷èíû l0 ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòî ñèñòåìû (5) ðàññìîòðåòü ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:

Li = −κiI,
Λ̃ò

i,νLiΛ̃i,ν − Li = −κiI,

Λ̃ò

i,νLiΛ̃i,η + Λ̃ò

i,ηLiΛ̃i,ν − 2Li = −κiI, ν, η ∈ {1, . . . , 512}, ν 6= η.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè âàðüèðîâàòü ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû κi îò 0 äî κ∗i , òî ìîæíî
ïîëó÷èòü òàêèå ðåøåíèÿ Li ñèñòåìû (5), íà êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåòñÿ âåëè÷èíà l0.

Ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà ïîçâîëèò óìåíüøèòü âðåìÿ çàäåðæêè, ïðè êîòîðîì
öèôðîâîé ðåãóëÿòîð ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé ñòàáèëèçèðóåò ïåðåêëþ÷àåìóþ ëèíåéíóþ èíòåð-
âàëüíóþ ñèñòåìó (1).

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ öèôðîâîãî ñòàáèëèçàòî-
ðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêè íåîïðå-
äåë¼ííîé ïåðåêëþ÷àåìîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè ïîòðåáóåò
ñóùåñòâåííî á�îëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé (ïðîåêòû 20-57-001_Áåë-à, 20-07-00827_à) è ñîäåéñòâèè Ìîñêîâñêîãî öåíòðà ôóí-
äàìåíòàëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.

Ëèòåðàòóðà.
1. Ôóðñîâ À.Ñ., Ìèíÿåâ Ñ.È., Ìîñîëîâà Þ.Ì. Ñèíòåç öèôðîâîãî ñòàáèëèçàòîðà ïî âûõîäó

äëÿ ïåðåêëþ÷àåìîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2019. Ò. 55.
� 11. Ñ. 1545�1559. 2. Ôóðñîâ À.Ñ., Ìîñîëîâà Þ.Ì., Ìèíÿåâ Ñ.È. Öèôðîâàÿ ñâåðõñòàáèëèçà-
öèÿ ïåðåêëþ÷àåìîé èíòåðâàëüíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. 2020. Ò. 56.
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Ñ.Ñ. Áóäçèíñêèé (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ÂÌÊ ÌÃÓ). �Àâòîêîëåáàíèÿ â èåðàðõèè ìîäåëåé
íåëèíåéíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì� (26.10.2020).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ñ óçêîé êîëüöåâîé àïåðòóðîé ñ áëèçêèìè ìåæ-
äó ñîáîé âíóòðåííèì r è âíåøíèì R ðàäèóñàìè è çàïàçäûâàíèåì â êîíòóðå îáðàòíîé ñâÿ-
çè (ÊÎÑ)

ut(θ, ρ, t) = −u(θ, ρ, t) +D∆u(θ, ρ, t) +K|B[eiu(θ,ρ,t−T )]|2, r < ρ < R,

uρ|ρ=r = uρ|ρ=R = 0. (1)

Çäåñü ∆ = ∂2/∂ρ2 + ρ−1∂/∂ρ+ ρ−2∂2/∂θ2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ, à D,
T è K � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ u(θ, ρ, t) èìååò ñìûñë ôàçîâîãî íàáå-
ãà, à íåëèíåéíîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ íà àïåðòóðå â
êîíöå ÊÎÑ. Ïàðàìåòð K ïðîïîðöèîíàëåí èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçóåìîãî èçëó÷åíèÿ, à ëèíåé-
íûé îïåðàòîð B ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êîìïëåêñíîé àìïëèòóäå â íà÷àëå ÊÎÑ, A(θ, ρ, z)|z=0,
å¼ æå íà ðàññòîÿíèè z0 â êîíöå ÊÎÑ, A(θ, ρ, z)|z=z0 , ãäå A(θ, ρ, z) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà:

Az(θ, ρ, z) + i∆A(θ, ρ, z) = 0, r < ρ < R, z > 0,

Aρ|ρ=r = Aρ|ρ=R = 0, A(θ, ρ, 0) = eiu(θ,ρ,t−T ). (2)
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Çàäà÷à (1) èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå u(θ, ρ, t) ≡ K. Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ, êàê ïðè èçìå-
íåíèè ïàðàìåòðà K ïîòåðÿ ýòîé òî÷êîé ïîêîÿ óñòîé÷èâîñòè ìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàçîâàíèþ
àâòîêîëåáàíèé. Â ÷àñòíîñòè èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíî ïðåäñêàçûâàòü íàëè÷èå
àâòîêîëåáàíèé ïî ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ñèñòåìû (1).

Ïðèäàäèì ïàðàìåòðó íåëèíåéíîñòè ìàëîå âîçìóùåíèå µ è ðàññìîòðèì ëîêàëèçîâàííóþ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ ñèñòåìó

vt(θ, ρ, t) = −v(θ, ρ, t) +D∆v(θ, ρ, t) + (K + µ){|B[eiv(θ,ρ,t−T )]|2 − 1} (3)

êàê àáñòðàêòíóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ñèñòåìà (3) îáëàäàåò ãðóïïîé ñèììåòðèé O(2) : âìå-
ñòå ñ v(θ, ρ, t) ðåøåíèÿìè áóäóò òàêæå v(2π−θ, ρ, t) è v([θ+δ] mod 2π, ρ, t) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
0 < δ < 2π. Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà�Õîïôà äèíàìèêà îïè-
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé íîðìàëüíîé ôîðìîé íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè:

ṡ1 = s1(C1µ+ C2s
2
1 + C3s

2
2), φ̇1 = ω,

ṡ2 = s2(C1µ+ C2s
2
2 + C3s

2
1), φ̇2 = ω. (4)

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè C2 è C3 îïðåäåëÿþò ñóùåñòâîâàíèå àâòîêîëåáàíèé. Ó
çàäà÷è (1) åñòü îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ âèäà âðàùàþùèõñÿ âîëí ïðè

C2 < 0, C2 + C3 < 0, C2 − C3 > 0,

à îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ðåøåíèå âèäà ñòîÿ÷åé âîëíû ñóùåñòâóåò ïðè

C2 < 0, C2 + C3 < 0, C2 − C3 < 0.

Îäíàêî êîýôôèöèåíòû C2 è C3 íîðìàëüíîé ôîðìû (4) äëÿ çàäà÷è (1) íå âûðàæàþòñÿ ÿâíûì
îáðàçîì ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìîäåëè, ÷òî ïðåïÿòñòâóåò êîíñòðóêòèâíîìó ïðåäñêàçà-
íèþ àâòîêîëåáàíèé [1]. Â òî æå âðåìÿ äèíàìèêà çàäà÷ â òîíêèõ îáëàñòÿõ òåñíî ñâÿçàíà ñ
äèíàìèêîé ïðåäåëüíûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè [2].

Äëÿ çàäà÷è (1) ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à íà îêðóæíîñòè ñòàâèòñÿ, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ àñèìïòî-
òè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà�Íåéìàíà:

ũt(θ, t) = −ũ(θ, t) + D̃ũθθ(θ, t) +K|B̃[eiũ(θ,t−T )]|2, 0 6 θ < 2π,

ũ|θ=0 = ũ|θ=2π, ũθ|θ=0 = ũθ|θ=2π. (5)

Çäåñü D̃ = D/r2, à îïåðàòîð B̃ ðåøàåò îäíîìåðíûé àíàëîã çàäà÷è Êîøè (2) ñ z̃0 = z0/r
2.

Çàäà÷à (5) òàêæå îáëàäàåò ãðóïïîé ñèììåòðèé O(2), â îòëè÷èå îò (1) äëÿ íå¼ âñå êîýôôè-
öèåíòû íîðìàëüíîé ôîðìû (4) âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî [3], è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíûé
êðèòåðèé ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ àâòîêîëåáàíèé íà îêðóæíîñòè.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â ñëó÷àå óçêîãî êîëüöà, èñõîäÿ èç äàííûõ �îäíî-
ìåðíûõ� êðèòåðèåâ, ìîæíî äåëàòü âûâîäû î ñóùåñòâîâàíèè àâòîêîëåáàíèé â êîëüöå [1]. Òàêèì
îáðàçîì, âîçíèêàåò èåðàðõèÿ ìîäåëåé:

ìîäåëü â òîíêîì êîëüöå → ìîäåëü íà îêðóæíîñòè → íîðìàëüíàÿ ôîðìà.

Ñõîæèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ àíàëèçà çàäà÷è âèäà (1), ñíàáæ¼ííîé êðàåâûìè
óñëîâèÿìè íà íàêëîííóþ ïðîèçâîäíóþ

(ρuρ − tg(α)uθ)|ρ=r,R = 0, α 6= 0. (6)

Ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (6) îáëàäàåò àíàëîãè÷íûìè àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè ñâîéñòâàìè [4], ÷òî ïîçâîëÿåò ïîñòàâèòü ïðåäåëüíóþ çàäà÷ó íà îêðóæíîñòè âèäà (5) ñ

D̃ = D/(r cosα)2 è z̃0 = z0/(r cosα)2. Èñïîëüçîâàíèå èåðàðõèè ìîäåëåé äëÿ àíàëèçà àâòîêî-
ëåáàíèé â äàííîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê îáíàðóæåíèþ â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ âðàùàþùèõñÿ
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è ïóëüñèðóþùèõ ñïèðàëüíûõ âîëí â òîíêîì êîëüöå. Ïðè ýòîì ïóëüñèðóþùèå ñïèðàëè � ðàíåå
íå îïèñàííûé êëàññ ðåøåíèé, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ âñëåäñòâèå íåñîîòâåòñòâèÿ ãðóïï ñèììåòðèé
èñõîäíîé çàäà÷è ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé, SO(2), è ïðåäåëüíîé çàäà÷è, O(2).

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìîñêîâñêîãî öåíòðà ôóíäàìåíòàëüíîé è
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè (ñîãëàøåíèå � 075-15-2019-1624).

Ëèòåðàòóðà. 1. Budzinskiy S.S., Larichev A.V., Razgulin A.V. Reducing dimensionality to
model 2D rotating and standing waves in a delayed nonlinear optical system with thin annulus
aperture // Nonlin. Anal. Real World Appl. 2018. V. 44. P. 559�572. 2. Hale J., Raugel G. Reaction-
di�usion equation on thin domains // J. de Math. Pures et Appl. 1992. T. 71. � 1. P. 33�95.
3. Budzinskiy S., Razgulin A. Normal form of O(2) Hopf bifurcation in a model of a nonlinear
optical system with di�raction and delay // Electr. J. of Qualit. Theory of Di�er. Equat. 2017.
� 50. P. 1�12. 4. Áóäçèíñêèé Ñ.Ñ. Î íóëÿõ ïåðåêðåñòíûõ ïðîèçâåäåíèé ôóíêöèé Áåññåëÿ èç
êðàåâûõ çàäà÷ ñ íàêëîííîé ïðîèçâîäíîé // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 15. Âû÷èñëèòåëüíàÿ
ìàòåìàòèêà è êèáåðíåòèêà. 2020. � 2. Ñ. 3�10.

Þ.À. Êîìàðîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ÂÌÊ ÌÃÓ). �Âåêòîðíûé ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì äëÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ� (09.11.2020).

Äîêëàä ïîñâÿù¼í ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì â íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì âðåìåíè ñ âåêòîðíûì êðèòåðèåì. Â òî âðåìÿ êàê
ñêàëÿðèçàöèÿ ìíîãîìåðíîãî ôóíêöèîíàëà ïîðîæäàåò îøèáêó àïïðîêñèìàöèè è íå ïîçâîëÿ-
åò îòûñêàòü âñþ ãðàíèöó Ïàðåòî, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ðåàëüíûõ âåêòîðíûõ
çàäà÷àõ, ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå âåêòîðíûé ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì ïîçâîëÿåò îïè-
ñàòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè âñåãî ïàðåòîâñêîãî ôðîíòà.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåêòîðíûå ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîì ïðîñòðàíñòâå (Rp,6) ñ ïàðåòîâñêèì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð y = (y1, . . . , yp)
ò ∈ Rp äîìèíèðóåòñÿ ïî Ïà-

ðåòî âåêòîðîì ŷ = (ŷ1, . . . , ŷp)
ò ∈ Rp, åñëè y 6= ŷ è âûïîëíåíû ïîêîìïîíåíòíûå íåðàâåíñòâà

ŷi 6 yi, i = 1, p.
Ââåä¼ííîå îòíîøåíèå íà Rp ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ïî-

ðÿäêîì ïî Ïàðåòî è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 6, ò.å. ŷ 6 y, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 1.
Îïðåäåëåíèå 2. Ãðàíèöåé Ïàðåòî, èëè ïàðåòîâñêèì ôðîíòîì, ìíîæåñòâà Y ⊂ (Rp,6)

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî MinY âñåõ ìèíèìàëüíûõ â ñìûñëå ïîðÿäêà ïî Ïàðåòî ýëåìåíòîâ
èç Y, ò.å.

MinY = {ŷ ∈ Y : íå ñóùåñòâóåò y ∈ Y òàêîãî, ÷òî y 6 ŷ}.

Â ïåðâîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â äèñêðåòíîì
âðåìåíè âèäà

xt+1 = f(t, xt, ut), t = 0, T − 1,

x0 = x0, ut ∈ Pt,

xt ∈ Rn, ut ∈ Rm.

Íåîáõîäèìî îïèñàòü äèíàìèêó ãðàíèöû Ïàðåòî çíà÷åíèé âåêòîðíîãî ôóíêöèîíàëà

J (0,x,u) =

T−1∑
s=0

L(s, xs, us) + ϕ(xT ),

ãäå ôóíêöèè L è ϕ çàäàíû è J (t,x,u),L(s, x, u),ϕ(x) ∈ Rp, à òàêæå íàéòè âñå äîïóñòèìûå
ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ u = [u0, . . . , uT−1], ïðèâîäÿùèå íà ãðàíèöó MinJ (0,x,u).

Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è îñíîâàí íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ öåíû (ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ) âèäà V(t, x) =
= Z(t, x). Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àíàëîãè ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè è óðàâíåíèÿ
Áåëëìàíà.
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Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãðàíèöà Ïàðåòî MinZ(0, x0). Òîãäà äëÿ ëþáîãî
t = 0, T äëÿ V( · , · ) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

V(0, x0) = Min

{ t∑
s=0

L(s, x̄s, ūs) + V(t+ 1, xt+1[ū]) : ū = {ūs}ts=0, ūs ∈ Ps
}
.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ãðàíèöà Ïàðåòî MinZ(0, x0). Òîãäà ôóíêöèÿ
V(t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

V(t, x) = Min {L(t, x, u) + V(t+ 1, f(t, x, u)) : u ∈ Pt}, t = T − 1, 0,

V(T, · ) = ϕ(·).
Â îòëè÷èå îò çàäà÷ ñî ñêàëÿðíûì êðèòåðèåì ïîñëåäíåå ïðåäëîæåíèå îïðåäåëÿåò ëèøü

íåîáõîäèìûå, íî íå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îòûñêàíèÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè öåíû.
Âî âòîðîé ÷àñòè äîêëàäà ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â íåïðåðûâ-

íîì âðåìåíè âèäà
ẋ = f(t, x, u), t ∈ [t0, ϑ],

x(t0) = x0,

u(t) ∈ P(t), t ∈ [t0, ϑ],

ñ âåêòîðíûì ôóíêöèîíàëîì â ôîðìå Ìàéåðà�Áîëüöà:

J (t0, x(·), u(·)) =

ϑ∫
t0

L(τ, x(τ), u(τ))dτ + ϕ(x(ϑ)).

Çäåñü x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rm, à ôóíêöèè L è ϕ çàäàíû è J (t, x(·), u(·)),L(τ, x, u),ϕ(x) ∈ Rp.
Íåîáõîäèìî îïèñàòü äèíàìèêó ãðàíèöû Ïàðåòî çíà÷åíèé óêàçàííîãî âåêòîðíîãî ôóíêöèîíàëà,
à òàêæå îòûñêàòü âñå ìèíèìèçèðóþùèå ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ u(·).

Äëÿ âåêòîðíîé ôóíêöèè öåíû âèäà V(t, x) = MinZ(t, x) ñïðàâåäëèâû âåêòîðíûå àíàëîãè
ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè è óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü ãðàíèöà Ïàðåòî MinZ(t0, x
0) ñóùåñòâóåò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

t ∈ [t0, ϑ] äëÿ V(· , · ) âûïîëíÿåòñÿ âåêòîðíûé àíàëîã ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè â âèäå

V(t0, x
0) = Min

{ t∫
t0

L(τ, x̄[τ ], ū(τ)) dτ + V(t, x̄[t]) : ū(τ) ∈ P(τ)

}
.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ãðàíèöà Ïàðåòî ìíîæåñòâà Z(t0, x
0) ñóùåñòâóåò. Òîãäà ââå-

ä¼ííàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ öåíû V(t, x) óäîâëåòâîðÿåò ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ

lim
σ→+0

1

σ
h

(
V(t, x),Min

{ t+σ∫
t

L(τ, x̄[τ ], ū(τ)) dτ + V(t+ σ, x̄[t+ σ])

})
= 0,

V(ϑ, · ) = ϕ(·).

À.Ñ. Ôóðñîâ, À.Â. Ìàëüöåâà, Ä. Ìèíèàõìåòîâ (Ìîñêâà, Ðîññèÿ, ÂÌÊ ÌÃÓ). �Íåêî-
òîðûå àñïåêòû âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçàòîðà äëÿ ïåðåêëþ÷àåìûõ
ñèñòåì ñ ðåæèìàìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ� (30.11.2020).

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçàòîðà äëÿ
ïåðåêëþ÷àåìûõ ñèñòåì ñ ðåæèìàìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäàìè, èçëî-
æåííûìè â ðàáîòå [1]. Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîé ïðîöåäóðû ïðåäïîëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ñèñòåìó MATLAB, â êîòîðîé äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áóäåì
èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß òîì 57 � 2 2021 10∗



292 Î ÑÅÌÈÍÀÐÅ ÏÎ ÏÐÎÁËÅÌÀÌ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåêëþ÷àåìàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà

ẋ(σ) = Aσx
(σ) + bσu, (1)

ãäå σ ∈ {1, . . . ,m} � ïåðåêëþ÷àþùèé ñèãíàë, m � êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ (äèíà-

ìè÷åñêèõ ñèñòåì âèäà ẋ(i) = Aix
(i) + biu). Ñ÷èòàåì, ÷òî ðåæèìû ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå

äèíàìè÷åñêèå ïîðÿäêè îò ïåðâîãî äî òðåòüåãî. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì-òî îäíèì èç ýòèõ m ðåæèìîâ, à ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ êðàò-
íû íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíå (ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèÿ è ðåæèì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ
ñèñòåìû ìåæäó ìîìåíòàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì).

Ïðååìñòâåííîñòü ðåæèìîâ â ìîìåíòû ïåðåêëþ÷åíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ìàòðèöàìè ïðååì-
ñòâåííîñòè Zij ∈ Rni×nj , ãäå Zij îñóùåñòâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ j-ãî

ðåæèìà â íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå i-ãî ðåæèìà â ìîìåíò âðåìåíè tij ïî ïðàâèëó x(i)(tij) =

= Zijx
(j)(tij).

Îñíîâíûå øàãè âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû. Â ðàáîòå [1] äëÿ ñèñòåìû (1) ïðåäëà-
ãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ðàñøèðåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîðÿäêà, ïîçâîëÿþùèé ïðåîáðàçîâàòü
âñå ðåæèìû ê îäíîìó (ìàêñèìàëüíîìó) ïîðÿäêó

ẋ = Āix+ b̄iu, i = 1,m. (2)

Çàäà÷à ïîèñêà ðåãóëÿòîðà u = −kx, ñòàáèëèçèðóþùåãî âñå ðàñøèðåííûå ðåæèìû (2),
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

H̄Āò

i + ĀiH̄ − (k̄òb̄òi + b̄ik̄) < 0, H̄ > 0. (3)

×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî â MatLab ñ ïîìîùüþ ïàêåòà LMI.
Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà çàäà¼òñÿ ðà-

âåíñòâîì k = k̄H, ãäå H = H̄−1.
Ïîëó÷åííûé ðåãóëÿòîð u = −kx áóäåò ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó (1), åñëè äëÿ âñåõ ìàò-

ðèö ïðååìñòâåííîñòè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ‖Zij‖22 6 θ, ãäå θ = λmin(H̄−1)/λmax(H̄−1),
λmin(H̄−1) è λmax(H̄−1) � ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû H̄−1

ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âåêòîðà k

ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà θ. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ñèñòåìû ëèíåéíûõ
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (3) áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

H̄Āò

i + ĀiH̄ − (k̄òb̄òi + b̄ik̄) = −µI, H̄ > 0, (4)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð µ ïðîáåãàåò ñ íåêîòîðûì øàãîì
ôèêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê (0, µ∗].

Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ µ, ïðè êîòîðûõ ðàçðåøèìà ñèñòåìà (4). Äëÿ êàæäîãî
µi ∈ M íàéä¼ì âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ki è çíà÷åíèå θi. Îáîçíà÷èì θ̄ = max θi.
Òîãäà, åñëè äëÿ âñåõ ìàòðèö ïðååìñòâåííîñòè áóäóò âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ‖Zij‖22 6 θ̄, òî
ðåãóëÿòîð u = −kix ðåøàåò çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû (1).

Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåíà äëÿ ïîèñ-
êà ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè ðåæèìîâ ïåðåêëþ÷àå-
ìîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè, åñòåñòâåííî, ïîòðåáóåò ñóùåñòâåííî á�îëüøèõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.
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