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В работе представлен обзор современного состояния экспериментальных исследо-
ваний процессов деформирования, разрушения и фильтрации в горных породах,
влияния напряженного состояния на их деформационные, прочностные, реологи-
ческие и фильтрационные характеристики. Проведен анализ основных результатов,
полученных в этой области в последние годы. Представлено краткое описание наи-
более распространенных методов экспериментальных исследований. Подчеркнуты
ключевые различия и особенности основных методов. Более подробно описана уни-
кальная научная установка, созданная в Институте проблем механики Российской
академии наук – Испытательная система трехосного независимого нагружения
(ИСТНН). Представлены основные научные результаты, как фундаментального, так
и прикладного характера, полученные с ее помощью. Описаны пути модернизации,
совершенствования установки, которые позволят существенно расширить спектр
решаемых с ее помощью задач. Отдельное внимание в статье уделено анализу работ
по математическому моделированию механического поведения горных пород, об-
суждены теоретические проблемы, требующие экспериментальных исследований.
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1. Введение. Геомеханические и геофизические исследования показали, что возни-
кающее в породах напряженное состояние оказывает большое влияние на их механи-
ческие и фильтрационные свойства. Строительство подземных сооружений, работы,
связанные с добычей твердых полезных ископаемых и углеводородов, приводят к из-
менению трехмерного напряженного состояния части горного массива. Изучая меха-
низмы деформирования породы при изменении напряженного состояния, можно
узнать характер ее разрушения и эволюции механических свойств, что имеет ключе-
вое значение для предотвращения аварийных ситуаций, надежного строительства раз-
личного рода конструкций, а также эффективной и безопасной разработки и эксплуа-
тации скважин и горных выработок. В настоящее время проводится широкий спектр
исследований деформационных, прочностных и фильтрационных характеристик гор-
ных пород в условиях трехмерного напряженного состояния. Все они основаны на
экспериментальном изучении, так как эти свойства определены самой природой и не
могут быть получены расчетным путем. Для горных пород характерны существенные
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различия свойств, даже если они залегают в непосредственной близости друг от друга.
Сегодня большая часть лабораторных исследований проводится по традиционной
условно трехосной схеме с использованием установок кармановского типа. Образцы
для испытаний имеют цилиндрическую форму, нагрузка прикладывается по оси об-
разца и по его боковой поверхности, что не позволяет в полной мере воспроизводить
реальные трехмерные напряженные состояния, возникающие в массиве горных по-
род. В реальных геотехнических условиях в горных породах, грунтах напряжения, дей-
ствующие в трех направлениях могут быть существенно различными. Для моделиро-
вания напряженно-деформированного состояния геоматериалов в реальных условиях
конструируются установки истинно трехосного нагружения (УИТН), которые спо-
собны независимо и одновременно изменять напряжения или деформации по каждой
из трех осей. Такие установки позволяют проводить физическое моделирование гео-
механических процессов, происходящих в массиве горных пород при проведении тех
или иных технологических операций. УИТН используются для изучения деформаци-
онных, прочностных, фильтрационных и реологических свойств горных пород в усло-
виях неравнокомпонентного трехосного сжатия, служат незаменимым инструментом
для определения параметров математических моделей, создаваемых для расчетов про-
цессов деформирования и разрушения геоматериалов с учетом анизотропии их
свойств.

Актуальным направлением исследований является изучение закономерностей пол-
зучести горных пород. Характер деформирования при длительном воздействии неиз-
менных напряжений изучен недостаточно даже для однородных материалов, не гово-
ря о горных породах. Существующие сегодня модели ползучести построены на основе
умозрительных заключений, имеют формальный характер и содержат большое число
параметров, варьирующихся и подлежащих определению. Для выделения какой-либо
из них по-прежнему необходимо большее количество экспериментальных данных. К
горным породам это относится в еще большей степени. Обзору проводимых в послед-
ние годы исследований в данных областях посвящена эта работа.

2. Обзор методов и оборудования по определению деформационных, прочностных и
фильтрационных свойств горных пород и грунтов. Современное состояние исследований.
Используемые сегодня лабораторные методы исследования деформационных и проч-
ностных свойств горных пород весьма разнообразны. Существует целый ряд гостиро-
ванных методов и приборов для измерения механических свойств материалов: одно-
плоскостного среза, одноосного сжатия, трехосного сжатия (условно трехосного),
компрессионного сжатия в одометрах, исключающего возможность бокового расши-
рения образца грунта при его нагружении вертикальной нагрузкой, суффозионного
сжатия, основанного на способности засоленных грунтов к уменьшению объема
вследствие выщелачивания солей при длительной фильтрации воды и постоянной
сжимающей нагрузке. Гостированы также испытания с целью определения измене-
ния объема глинистых грунтов при водонасыщении (набухании) или высыхании
(усадке). Характеристики набухания определяют в приборах свободного набухания
грунтов (ПНГ) и в компрессионных приборах при насыщении грунта водой или хими-
ческим раствором. Усадку грунта определяют в условиях свободной трехосной дефор-
мации образца при высыхании грунта. Во всех этих методах проводятся испытания
образцов в форме цилиндра. Есть методы определения твердости материалов, в том
числе горных пород. Первый связан с использованием твердомера. На образец давят
шариком и измеряют глубину впадины на образце при заданном давлении. Второй
получил название scratch test. Суть его в следующем: по образцу проводят резцом при
определенном давлении и определяют глубину образовавшегося следа. При проведе-
нии испытаний решается основная задача определения критической нагрузки, при
которой происходит аномальное изменение глубины вдавливания резца. По величине
силы судят о характере разрушения поверхности, износостойкости и др. Очевидно,
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что использование различных резцов позволяет получать только относительные ре-
зультаты, которые сравнимы лишь для одинаковых условий испытаний [1].

2.1. Исследования механических свойств горных пород с использованием условно трех-
осных установок. Наиболее распространенный метод связан с использованием устано-
вок, основанных на принципе Кармана. В 1911 г. Карман [2] поставил первые опыты с
образцами песчаников и мрамора. В своих экспериментах он подвергал цилиндриче-
ские образцы пород всестороннему боковому давлению жидкости при одновремен-
ном независимом одностороннем сжатии плитами. Вскоре его сотрудник и коллега
Бекер [3] исследовал мрамор уже на растяжение по оси цилиндра при условии всесто-
роннего сжатия жидкостью. Позднее совершенствованием такого подхода занимались
М.П. Воларович [4, 5], Хориба, Кобаяси [6], Паттерсон [7]. Методика проведения экс-
периментов Карманом положила начало целому направлению исследований, которые
продолжаются и на сегодняшний день. Принцип работы установки Кармана сегодня
используется в большинстве лабораторий по исследованию механических свойств
горных пород во всех странах и признан классическим. Установки такого типа произ-
водятся серийно. Они осуществляют так называемое “условно трехосное нагружение” –
нагрузка прикладывается по всей поверхности образца, но регулировать ее можно
только в двух направлениях: по оси и по радиусу образца, образец для испытаний име-
ет форму цилиндра. На рис. 1 схематично представлена конструкция установки кар-
мановского типа. На установке кармановского типа также возможно проведение ис-
следований по схеме “полый цилиндр”. Суть ее заключается в следующем: по оси ци-
линдрического образца просверливается отверстие. Далее образец нагружается по
всей поверхности. В процессе нагружения образца отверстие продувается воздушным
потоком, фиксируются осевые и радиальные деформации и количество вынесенного
песка, образующегося при разрушении стенок отверстия.

Главным недостатком аппаратов данного типа является то, что установки, постро-
енные по кармановской схеме, не позволяют моделировать реальные геомеханиче-
ские условия в горном массиве, которые являются трехмерными. Кроме того, опреде-
ление деформационных и прочностных характеристик анизотропных пород с исполь-
зованием таких установок вызывает существенные затруднения. Далее приведен ряд
результатов, полученных в последние годы на установках кармановского типа.

В настоящее время существует ряд основных направлений исследований, которые
проводятся с использованием установок трехосного нагружения. Это изучение меха-

Рис. 1. Схема установки кармановского типа
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нического поведения горных пород различных литотипов в зависимости от уровня и

характера нагружения, влияния начальной структуры пород (наличия начальной тре-

щиноватости, ориентации макротрещин относительно главных напряжений) на их

деформационные и прочностные свойства, характер неупругого деформирования, в

том числе ползучести.

В [8] условно трехосным методом проведено изучение прочностных свойств нор-

вежских гранита и мрамора. Исследовались взаимосвязи начальной трещиноватости

образца с изменением его механических параметров после прохождения предела

прочности, а также с углом наклона образовавшейся трещины. По результатам услов-

но трехосных опытов с последующим разрушением цилиндрических образцов автора-

ми предложен индекс повреждения (Damage index) для описания степени поврежде-

ния горных пород определенного типа после прохождения предела прочности. Его

определяют как отношение энергии разрушения, рассеянной при данной деформации

после прохождения предельной точки во время трехосных испытаний, к полной энер-

гии разрушения при одноосном нагружении образца.

В [9] исследовано поведение цилиндрических образцов песчаников с повреждения-

ми и без при условно трехосном нагружении с целью изучения параметров, влияющих

на характер ползучести. Авторами показан линейный рост деформаций ползучести с

увеличением разности прикладываемых боковых и осевых напряжений, а также под-

черкнуто увеличение скорости ползучести с ростом компонент девиаторной составля-

ющей тензора напряжений и ее снижение с ростом всестороннего сжатия. При этом

скорость ползучести на близких к разрушению этапах может как постоянно расти, так

и оставаться длительное время постоянной до перехода к неустановившейся ползуче-

сти. В другой работе авторов [10] внимание акцентировано на влиянии степени разру-

шенности образца на прочностные и деформационные характеристики.

В [11] приведены результаты испытаний образцов зеленого сланца, проводившихся

по кармановской схеме. В работе подчеркивается, что увеличение всестороннего дав-

ления оказывает большее влияние на ползучесть в радиальном направлении, нежели в

осевом, и предлагается метод определения длительной прочности с помощью точек

перегиба кривых деформации.

Большой объем работ по изучению физических характеристик кобургского извест-

няка проводится на протяжении многих лет канадскими исследователями. В одной из

последних работ [12], являющейся своего рода резюмированием более ранних иссле-

дований, авторы обобщили результаты лабораторных трехосных испытаний на глини-

стых кобургских известняках с измерением коэффициента проницаемости. Среди

прочих важных выводов отмечается, что эволюция проницаемости изучаемых образ-

цов при нагружении следует определенным закономерностям. Начальный участок

кривых проницаемости характеризуется более высокими значениями проницаемости.

На втором участке наблюдается ухудшение фильтрационных свойств по мере сжатия.

На третьем участке заметно увеличение проницаемости еще до достижения предела

прочности, что связано с возникновением и слиянием микротрещин. На постпре-

дельном этапе исследователи наблюдают либо увеличение, либо уменьшение прони-

цаемости в зависимости от того, возникает ли сеть макротрещин или происходит вяз-

кое деформирование аналогично пластилину. Проницаемость, измеренная после раз-

рушения некоторых образцов, была на 2–3 порядка выше начальной. Авторы

отмечают необходимость дальнейших детальных исследований для изучения такого

поведения породы. Ключевым результатом серии работ является разработанная мате-

матическая модель для интерпретации гидромеханических процессов в этих породах

при испытаниях.

Эволюция газопроницаемости при пластических деформациях, а также вопросы

влияния неравномерного напряженного состояния и начальной трещиноватости об-

разца на ползучесть горной породы рассмотрены в работе [13]. Исследования прово-



7ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ

дились кармановским методом на цилиндрических образцах красного песчаника с

одиночной искусственной трещиной и всестороннем давлении 30 МПа. В ходе экспе-

римента осевое давление менялось циклически, при этом создавалась длительная не-

равномерная нагрузка в каждом из состояний, параллельно с чем измерялись прони-

цаемость, упругие и пластические деформации, определялись прочностные и реоло-

гические характеристики. Мгновенные упругие и вязкоупругие деформации линейно

увеличивались с ростом отношения осевого напряжения к радиальному как для непо-

врежденных, так и для образцов с трещинами, а вязкопластические деформации рос-

ли нелинейно. Скорости ползучести нелинейно росли с увеличением разности глав-

ных напряжений. В работе сделан вывод о влиянии угла наклона изначальной трещи-

ны на реологические и прочностные характеристики. Указано, что проницаемость

трещиноватого красного песчаника определяется уровнем напряжений, величиной

деформации образца и длительностью выдержки под нагрузкой. Во время многоста-

дийного процесса нагружения/разгрузки деформации ползучести приводили сперва к

снижению проницаемости, а затем внезапному увеличению при переходе к третьей

стадии ползучести.

В другой работе одного из авторов предыдущей статьи [14] также приведены резуль-

таты условно трехосных испытаний образцов песчаника с целью определения влия-

ния всестороннего давления и пространственных дефектов породы на предел прочно-

сти и способ образования магистральных трещин. Также проводилась оценка влияния

наличия флюида (солевого раствора) в порах образца на прочность породы. Во время

опытов предел прочности ненасыщенных солевым раствором образцов увеличивался

линейно при увеличении всестороннего сжатия и угла первоначального надреза об-

разца (дефекта), в то время как у насыщенных образцов рост был нелинейным.

Весьма объемные исследования ползучести горных пород были проведены британ-

ским коллективом на образцах алевролита [15]. В экспериментах испытывались об-

разцы с трещинами и без, которые нагружались как одноосно, так и условно трехосно.

Результаты показали, что и мгновенная деформация, и деформация ползучести корре-

лируют с прикладываемой разностью осевого и бокового напряжений, что отчетливо

наблюдалось в трещиноватых образцах, где большая разность напряжений приводила

к увеличению скорости деформации ползучести. Как и ожидалось, параметры ползу-

чести для цельных и трещиноватых образцов существенно различались, но несмотря

на это различие, результаты показали значительную корреляцию между параметрами

ползучести обоих типов образцов горных пород и их текущим модулем упругости. Ис-

пользуя регрессионный анализ, авторы обосновали, что параметры ползучести могут

быть оценены по текущему модулю упругости с использованием экспоненциальной

функции.

В [16] проводились классические эксперименты по кармановской схеме на извест-

няках. В результате серии опытов на керне установлено, что для трещиноватых образ-

цов при росте эффективного давления происходит резкое снижение проницаемости.

В дальнейшем при снижении, а также полном снятии напряжений фильтрационно-

емкостные свойства трещиноватых коллекторов не восстанавливаются до исходного

значения. В работе [17] представлены аналогичные исследования, сопровождающиеся

также программным моделированием полученных корреляционных зависимостей

[18, 19]. В данных работах цилиндрические образцы пород подвергались циклическо-

му сжатию и изучались их упругие и упруго-пластические свойства. В процессе перво-

го нагружения образцы деформировались упруго-пластически, при этом происходили

необратимые ухудшения фильтрационно-емкостных свойств. Разгрузка и повторные

нагружения показали лишь упругий отклик породы. Авторы провели физическое мо-

делирование снижения пластового давления и получили при этом эффект необрати-

мого снижения проницаемости породы, наблюдаемый на практике. С использовани-

ем полученных экспериментальных данных был создан программный модуль, кото-
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рый позволяет, по словам авторов, выявить дополнительные зоны ухудшения

проницаемости в окрестности нагнетательных скважин.

В описанных выше работах достаточно подробно исследуется влияние разности

возникающих в цилиндрическом образце осевых и боковых напряжений на прочност-

ные и фильтрационные свойства и процессы ползучести, однако условно трехосное

нагружение не позволяет воспроизводить реально возникающие в натурных условиях

напряженные состояния, которые приводят к иной реакции горных пород и измене-

нию их физических свойств.

2.2. Установки истинно трехосного нагружения. Начиная с первых поставленных

опытов и вплоть до второй половины 20 века большинство лабораторных испытаний,

связанных с изучением механических характеристик горных пород в условиях in situ,

проводилось примерно по однотипной схеме: при достаточно высоком сжимающем

всестороннем давлении к верхней и нижней граням образца породы прикладывается

дополнительное сжимающее или растягивающее напряжение. Во второй половине 20

века были предприняты первые попытки экспериментов по более сложным схемам

[20], в которых напряжения по всем трем пространственным направлениям были не

равны между собой, однако в силу своей новизны, сложности и повышенных техниче-

ских требований такие опыты не получили общего признания в то время, несмотря на

их более широкие возможности по сравнению с классическими. Одна из первых уста-

новок такого типа была спроектирована и сконструирована К. Моги [21], после чего

подобные стенды получили название установок истинно трехосного нагружения

(УИТН). С тех пор развитием его идей занимаются многие научные коллективы

вплоть до наших дней [22–25]. Исследования с применением УИТН дают наиболее

полную информацию о свойствах горной породы. Установки истинно трехосного на-

гружения распространены в мире недостаточно широко, несмотря на очевидные пре-

имущества по сравнению с установками кармановского типа. В отличие от установок

условно трехосного нагружения образец для испытаний на УИТН имеет форму парал-

лелепипеда, и нагрузка прикладывается одновременно и независимо по каждому из

трех взаимно перпендикулярных направлений. Система измерений УИТН в процессе

испытания регистрирует силы и перемещения в каждом из трех направлений, которые

пересчитываются в напряжения и деформации. По полученным данным строятся

кривые деформирования образца, по которым определяются параметры модели меха-

нических свойств породы. Возможность истинно трехосного нагружения образца

обусловливает появление ряда трудностей при создании установки. Универсального

решения конструкции таких установок нет, поэтому в мире нет двух одинаковых

УИТН. Во многом это связано с существенной сложностью конструкции, высокой

стоимостью и отсутствием конвейерного производства такого оборудования. В по-

следние годы появилась возможность изготовления типовых установок такого рода

коммерческими структурами на заказ [26, 27].

УИТН могут быть снабжены различными дополнительными системами в зависи-

мости от решаемых данной лабораторией задач. Это может быть система создания и

регулирования порового давления в образце, подогрева образца и измерения темпера-

туры, что необходимо для моделирования реальных термобарических пластовых усло-

вий. УИТН может быть оборудована системой измерения проницаемости в ходе ис-

пытания, что особенно важно для решения задач нефтегазодобычи. Ряд установок

снабжен акустическими системами, которые позволяют измерять скорости распро-

странения продольных и поперечных упругих волн в образце и акустическую эмиссию

в процессе нагружения, что чрезвычайно важно для изучения разрушения материала

под нагрузкой и создания средств диагностики поврежденности геоматериала. Каж-

дая лаборатория создает установку своей конструкции, предназначенную для реше-
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ния стоящих перед ней задач. Тем не менее, все существующие УИТН можно класси-

фицировать по способу нагружения и ряду других признаков:

1. Установки I типа (с жесткими плитами).

2. Установки II типа (с гибкими плитами).

3. Установки III типа (смешанного типа).

Каждый тип имеет свои достоинства и недостатки.

1. Установки I типа.

Нагружающий узел данного типа установок состоит из 3 гидравлических поршней,

передающих нагрузку на грани образца через жесткие (металлические) плиты. Дан-

ный тип установок позволяет создавать напряжения значительно большие, чем уста-

новки двух других типов, обладает необходимой устойчивостью нагружающей систе-

мы, позволяет осуществлять различные траектории нагружения по осям и возмож-

ность исследовать образцы больших размеров. Данный тип установок можно

разделить на два подтипа:

1) установки, у которых нажимные плиты двигаются только по оси сжатия.

2) установки, у которых нажимные плиты могут двигаться не только по оси сжатия,

но и перпендикулярно ей.

Для установок первого подтипа наконечники нажимных плит приходится делать

меньше размеров граней образца, чтобы избежать надавливания на соседние плиты.

Такой способ приложения нагрузки порождает граничные и угловые эффекты. У уста-

новок второго подтипа этого недостатка нет из-за возможности движения плит пер-

пендикулярно оси сжатия, но возникает другая проблема, трение между образцом и

плитами, которое приводит к дополнительной погрешности измерений.

2. Установки II типа.

Данный тип установок в двух или более направлениях имеет гибкие плиты. Под

гибкой плитой подразумевается подушка из прочного эластичного материала, которая

наполняется жидкостью и принимает форму поверхности образца, тем самым, исклю-

чая краевые эффекты. В другом случае давление жидкости может передаваться напря-

мую к грани образца, помещенного в изолирующий карман или мембрану. Но на этих

установках нельзя создавать большие напряжения из-за недостаточной прочности ма-

териалов подушек и мембран, также нельзя добиться высокой устойчивости нагружа-

ющей системы. Имеются ограничения по размерам самих образцов.

3. Установки III типа.

Такие установки принято называть аппаратами смешанного типа. Усилия в одном

или двух направлениях прикладываются жесткими плитами, а по другим осям – жид-

кой средой (давлением масла или мембранами). Конечно, превзойти по величине на-

пряжения, создаваемые в установках 1-го типа, или избежать краевых эффектов, как

это было в установках 2-го типа, они не могут, зато позволяют на определенном уров-

не сочетать в себе обе возможности сразу.

Ниже приводятся примеры конкретных установок различных типов.

1. University of Mons – FPMs, Mons, Belgium. Руководители: J.-P. Tshibangu & F. Des-

camps.

Установка сделана для изучения эффекта комплексного граничного давления на

поведение скальных пород, находящихся на большой глубине. Установка относится к

1-му типу [28]. Развивает давление на каждом направлении до 500 МПа. Для установ-

ки делают специальные образцы размером 31*30*30 мм. Прочность машины оценива-

ется в 3.2 МН/мм.

На установке, среди прочего, проводят общепринятые трехосные испытания. Такое

испытание проходит в три этапа. На первом этапе увеличиваются все три значения на-

пряжения до заданного уровня σ1 = σ2 = σ3. На втором этапе значение напряжения σ3

остается постоянным, а два других увеличиваются до заданного уровня σ1 = σ2. На

третьем этапе увеличивается только значение σ1 до конца испытания, а именно до
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предельного состояния, после достижения которого начинается пластическая дефор-

мация образца. Потом образец разгружается. Этот тест может проводиться с вариаци-

ей значений параметра Лоде от общепринятого условно трехосного сжатия (σ2 = σ3)

до трехосного расширения (σ1 = σ2).

В одной из последних работ [29] данного коллектива исследователей проводились

испытания сухих и водонасыщенных пород и твердых грунтов мелового карьера Ma-

logne. Широкий спектр лабораторных испытаний, включая истинно трехосные тесты

16 кубических образцов с исходными всесторонними обжатиями в 5 и 10 МПа, прово-

дился с целью определения механических свойств. Полученные данные использова-

лись в качестве входных параметров для разработанной модели устойчивости и разру-

шения подземных выработок в карьере.

2. Lassonde Institute and Department of Civil Engineering University of Toronto, Toronto,

Canada. Руководители: R.P. Young & M.H.B. Nasseri.

На установке проводится изучение типов разломов в горных породах, которые ин-

дуцируют сейсмику, изменения упругих свойств и фильтрации жидкости. Фильтрация

жидкости через образец осуществляется за счет того, что в жестких плитах сделаны

поры, через которые при помощи насосов подается жидкость к граням образца. Это

позволяет исследовать проницаемость породы во всех трех направлениях. Установка

относится к 1-му типу. Размеры образца 80*80*80 мм. Нагружающий узел системы до-

пускает осевое усилие 6800 кН и поперечное усилие 3400 кН. На установке имеются 18

датчиков акустической эмиссии. 16 пьезоэлектрических индукторов, вмонтирован-

ных в жесткие плиты нагружающего узла и находящихся в прямом контакте с поверх-

ностями граней образца, позволяют исследовать скорости прохождения высокоча-

стотных волн и акустическую эмиссию. Так же плиты оснащены системой контроля

температуры, которая позволяет нагревать образец до 200°С [30].

3. Department of Petroleum Engineering, Curtin University, Perth, Australia. Руководи-

тель Dr Mohammad Sarmadivaleh.

Организованная в 2007 году научная группа, занимающаяся геомеханическими ис-

следованиями, располагает четырьмя различными истинно трехосными ячейками на-

гружения (одна находится на стадии разработки), каждая из которых имеет отдельное

применение.

1) Blue TTSC позволяет моделировать различные сценарии бурения и разработки

пласта в крупном масштабе с применением анизотропных напряжений. Аппарат мо-

жет прикладывать независимо силы в 315 кН и 1000 кН в горизонтальном и вертикаль-

ном направлениях, соответственно, на кубических образцах размером от 30 мм до

300 мм [31]. Для самого маленького образца, таким образом, напряжение может до-

стигать 350 МПа и 1110 МПа в горизонтальном и вертикальном направлениях соответ-

ственно. Во время испытания также может создаваться поровое давление до 21 МПа.

Отверстие, просверленное в центре образца, позволяет закачивать жидкость, имити-

руя гидроразрыв пласта. Установка относится к первому типу [32].

2) Истинно трехосная ячейка 50 mm NGL TTSC позволяет моделировать напря-

женные состояния на кубических образцах с гранью 50 мм. Куб с диаметром 50 мм –

это самый крупный образец, который может быть извлечен при обычном бурении

нефтяных и газовых скважин. Установка позволяет приложить вертикальное и два не-

зависимых горизонтальных равномерных напряжения до 70 МПа в каждом направле-

нии к образцу. Кроме того, может быть создано поровое давление вплоть до 65 МПа

при 100°C. 6 комплектов тензодатчиков LVDT и 24 акустических преобразователя за-

меряют деформации и акустические явления в породе. Можно вводить и выводить

жидкость с каждой из шести сторон ячейки. Жидкость может закачиваться в образцы
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для моделирования гидроразрыва пласта или для исследования повторной активации

трещин во время закачки CO2 [33]. Установка относится ко второму типу.

3) Swing NGL TTSC позволяет прикладывать вертикальную и две независимые го-

ризонтальные составляющие сил до 1619 кН в каждом направлении. В ячейку поме-

щаются образцы горных пород размером 150, 100 и 50 мм. Напряжение, которое мо-

жет быть приложено к образцу куба с длиной ребра 50 мм, достигает 645 МПа. Кроме

того, температура может достигать 100°C. Акустическая эмиссия регистрируется

60 датчиками. Особенностью установки является возможность моделирования про-

цесса гидроразрыва в условиях неравнкомпонентного трехосного сжатия путем

впрыскивания под определенным давлением рабочей жидкости внутрь крупных об-

разцов через предварительно созданные осевые отверстия. Установка относится к

первому типу.

Группа обладает широкими возможностями в проведении фундаментальных иссле-

дований. Исследовательская деятельность, проводимая группой, включает такие те-

мы, как химико-механическая стабильность сланцев, анализ устойчивости ствола

скважины, трехмерный геомеханический анализ, оценка порового давления, влияние

истощения коллектора на напряжения и физические свойства коллектора, взаимо-

связь между напряжениями и проницаемостью коллектора, эффекты проседания и

тепловые эффекты [34, 35].

4. State Key Laboratory for GeoMechanics and Deep Underground Engineering. China

University of Mining and Technology. Руководитель: Miao Xiexing.

Установка относится к 1 типу, 2 подтипу – нажимные плиты способны сдвигать

друг друга во избежание краевых эффектов. Максимальные усилия для каждой оси –

2000 кН, 500 кН и 300 кН соответственно. Используются образцы размерами 50 × 50 × 100 мм,

однако ячейка может изменять свой размер в случае необходимости. Установка имеет

возможность регистрации акустической эмиссии, датчик для измерения которой по-

мещен в отверстие внутри плиты и находится в непосредственном контакте с образ-

цов за счет пружины. В недавней статье исследователей [36] проведено сравнение ре-

зультатов, полученных с использованием условно трехосного (традиционного) и ис-

тинно трехосного метода исследований горных пород. Авторы приводят анализ серии

экспериментов, проведенных на одинаковых породах с изменением двух или трех

компонент сжимающих напряжений. Среди прочего, делается вывод о том, что экспе-

рименты кармановским методом не позволяют провести полноценные исследования

влияния напряжений на физические свойства пород, в том числе невозможно изучить

влияние средней компоненты напряжений на характер деформации. Также подчерки-

вается разный характер деформирования и разрушения при использовании двух опи-

санных методов, что указывает на острую необходимость в исследованиях именно ис-

тинно трехосным способом ввиду того, что реальные напряженные состояния в на-

турных условиях являются трехмерными неравнокомпонентными.

5. Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского Российской академии наук,

Москва, Россия. Руководители: В.И. Карев, Ю.Ф. Коваленко.

Установка относится к 1-му типу, 2-му подтипу. Установка используется для физи-

ческого моделирования механических и фильтрационных процессов, возникающих в

нефтегазосодержащих пластах при бурении, освоении и эксплуатации скважин, для

изучения взаимосвязи напряженно-деформированного состояния пород-коллекторов

и их фильтрационных свойств. Более подробно установка и полученные с ее помощью

результаты описаны ниже.

6. Unconventional Natural Gas and Oil Institute, Colorado School of Mines, USA. Руко-

водители: Dr. Azra Nur Tutuncu, Dr. Ali I Mese.

Установку относят к 2 типу. Отличительной особенностью аппарата является кон-

струкция с цилиндрической ячейкой нагружения. Цилиндрический образец нагружа-

ется в осевом направлении жестким поршнем. В радиальном направлении образец на-
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гружается всесторонним давлением жидкости, прикладываемым непосредственно к

резиновой оболочке. Среднее главное напряжение создается набором из двух гибких

полукруглых резиновых мембран, передающих давление жидкости на оставшиеся

противоположные стороны образца. Установка также позволяет измерять проницае-

мость насыщенных и ненасыщенных образцов, регистрировать акустическую эмис-

сию. Авторы утверждают, что подобная конструкция нагружающего узла позволяет

избежать негативных эффектов, которым подвержены установки 1 и 3 типа, однако,

очевидно, в таком случае возрастают ограничения на максимальные прикладываемые

усилия. В недавней работе сотрудников лаборатории [37] проведены измерения про-

ницаемости при различных неравномерных напряженных состояниях образцов с цик-

личной нагрузкой. Показано влияние средней компоненты напряжений на фильтра-

ционные свойства пород, а также экспериментально установлено уменьшение прони-

цаемости при приложении нагрузки, перпендикулярной направлению течения

флюида, в силу закрытия микротрещин, ориентированных вдоль линий тока.

7. Key Laboratory of Ministry of Education on Safe Mining of Deep Metal Mines, North-

eastern University, China. Руководитель Xia-Ting Feng.

Установка относится к 3 типу. Истинно трехосный аппарат представляет собой ис-

пытательную машину с двумя жесткими и одной гибкой плитой, и в основном ис-

пользуется для исследования зависящих от времени деформационных характеристик,

характера разрушения горных пород при высоких нагрузках. Максимальные нагрузки

вдоль вертикальной и горизонтальных осей составляют 3000 и 6000 кН. Размеры об-

разцов 50*50*100 мм [38]. В установке реализован механизм, позволяющий избегать

смещения центра образца в ходе неравномерного деформирования, что является од-

ной из проблем в установках 1 типа.

2.3. Исследования механических свойств горных пород с использованием установок ис-
тинно трехосного нагружения. В современных исследованиях механических свойств

горных пород и влияния на них напряженного состояния большое внимание уделяет-

ся истинно трехосным методам. Ниже представлен обзор современных исследований,

выполненных с использованием установок истинно трехосного нагружения.

На истинно трехосных установках, как и на установках условно трехосного нагру-

жения основными направлениями исследований являются: изучение механического

поведения горных пород различных литотипов в зависимости от уровня и характера

нагружения, влияния начальной структуры пород, различного рода дефектов на де-

формационные и прочностные свойства, изучение упруговязкопластического дефор-

мирования пород, влияния порового давления на механические процессы, влияния

напряжений и фильтрации. Однако в отличии от установок кармановского типа на

истинно трехосных аппаратах нагружение производится независимо и одновременно

по трем осям, что позволяет моделировать реальные напряжения, возникающие в

массиве горных пород, и изучать анизотропию свойств геоматериалов. Наибольшее

внимание на протяжении всей истории истинно трехосных испытаний уделяется изу-

чению влияния средней компоненты главных напряжений на процессы деформиро-

вания, разрушения и фильтрации.

В работе японских исследователей Национального института передовых промыш-

ленных наук и технологий [39, 40] проводились истинно трехосные тесты на образцах

японского песчаника Кимачи с целью реактивации трещиносодержащих плоскостей

внутри образцов путем увеличения давления поровой жидкости и изучения влияния

этого процесса на механические и фильтрационные характеристики породы. Опыты

подтвердили, что увеличение порового давления ведет к уменьшению эффективных

напряжений, что приводит к расширению трещин и пор и увеличению проницаемо-

сти. Выявлен гистерезис деформаций при цикличном изменении порового давления.

Авторы отмечают необходимость проведения дополнительных испытаний для изуче-

ния влияния длительности нагружения (ползучести) на исследуемые процессы.
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Исследования характера ползучести горных пород при истинном трехосном нагру-

жении проводятся в Северо-восточном университете в Китае. В 2018 году исследова-

тели представили новую истинно трехосную установку для проведения эксперимен-

тов на твердых породах при высоких напряжениях [41]. В этой же работе описаны пер-

вые результаты исследований мрамора на данном стенде. В цикле связанных работ

[42–44] подтверждено ключевое влияние средней компоненты напряжений на харак-

тер деформирования и длительную прочность Цзинпинского мрамора, а также под-

черкнута невозможность получения достоверных результатов по изучению неравно-

мерного напряженного состояния при использовании общепринятой условно трехос-

ной методики. В работах представлены кривые ползучести мрамора, показано

влияние средней компоненты напряжений на характер ползучести. Обнаружено, что

дилатансия образцов в основном проявлялась вдоль направления минимального при-

кладываемого напряжения с увеличением максимального главного напряжения. При-

чем образцы демонстрировали определенную прочность даже после прохождения

предела прочности, что авторы связывают с возникновением в них нового равновес-

ного состояния, вызванного релаксацией. На основе результатов истинных трехосных

испытаний была разработана нелинейная упруговязкопластическая модель ползуче-

сти, которая может описывать ускоренный этап ползучести [42]. В статье предложен

метод выбора параметров модели, а также проверена целесообразность ее использова-

ния. Зафиксировано, что при значениях максимального главного напряжения мень-

ших предела длительной прочности породы, проявляется только начальная стадия

ползучести. При достижении максимальным напряжением предела длительной проч-

ности образец демонстрирует установившийся режим ползучести. Из-за короткого

времени нагружения активная стадия ползучести не развивается, однако дальнейшее

увеличение максимального главного напряжения приводит к возрастанию скорости

ползучести и появлению третьей стадии ползучести, сопровождающейся разрушени-

ем образцов. С увеличением средней компоненты напряжений деформация ползуче-

сти, начальная и установившаяся скорости ползучести и время перехода от начально-

го к установившемуся режиму ползучести уменьшаются. Авторами также получено

уравнение, описывающее установившийся режим ползучести породы.

В работах данных исследователей проводятся сравнения характера разрушения

мраморной породы при условно и истинно трехосном нагружениях [43]. Отмечается,

что мрамор проявляет определенную пластичность после прохождения предела проч-

ности при истинно трехосном испытании. Отдельный акцент делается на переходе об-

разцов от хрупкого к хрупко-пластическому характеру разрушения при изменении от-

ношения минимальной и средней компоненты главных напряжений. По результатам

исследований коллективом предложено разделение характера хрупко-пластического

разрушения на три вида в зависимости от различных напряженных состояний. Также

указывается, что при низких минимальных главных напряжениях (σ3 = 5 МПа) влия-

ние средней компоненты σ2 на характер разрушения и ползучести невелико, причем

наблюдается только хрупкое разрушение [44]. При этом скорость деформации ползу-

чести возрастает примерно линейно с увеличением разности максимального и мини-

мального главных напряжений. Однако при бóльших σ3 (20 МПа, 35 МПа) рост сред-

ней компоненты σ2 оказывает существенное влияние на характер разрушения и пол-

зучести: горная порода переходит из пластичного состояния разрушения в хрупкое, а

скорость установившейся ползучести приобретает нелинейную тенденцию роста с

увеличением разности главных напряжений.

Этим же коллективом позже были проведены испытания по схожей схеме с исполь-

зованием песчаников и гранитов [45]. В данных исследованиях средняя компонента

главных напряжений варьировалась в диапазоне от значения минимальной до макси-

мальной компоненты. Помимо представленного подтверждения о влиянии вида на-
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пряженного состояния на процессы деформирования, предел прочности и характер

разрушения, вновь подчеркивается роль средней компоненты напряжений в эволю-

ции трещинообразования и возникновении сильной анизотропии деформаций. При

приближении значений средней компоненты главных напряжений (σ2) к величине

максимальной (σ1) деформация вдоль второй оси становится примерно нулевой, но

существенно возрастает деформация по третьей оси. Кроме того, наблюдалась дефор-

мация со ступенчатым падением напряжений после прохождения предела прочности,

что иллюстрирует наличие многоступенчатой остаточной прочности в процессе раз-

рушения породы. Отдельное внимание в данном исследовании уделялось изучению

анизотропии свойств пород, что является важным направлением современных иссле-

дований. Исследователями рассматривается анизотропия свойств пород, вызванная

напряжениями и возникающая вследствие негидростатического сжатия. Как извест-

но, такая анизотропия отличается от собственной анизотропии породы и должна учи-

тываться при описании поведения пород при неравнокомпонентном нагружении. Во

время испытаний по классической схеме (σ2 = σ3) коэффициент анизотропной де-

формации был нулевым. Однако при увеличении модуля средней компоненты напря-

жений он значительно увеличивался и достигал, к примеру, значения 23.3 для пород-

песчаников. Авторы утверждают, что этот результат указывает на то, что промежуточ-

ное главное напряжение существенно повлияло на раскрытие трещин и привело к вы-

званной напряжением анизотропии деформации, которую следует учитывать при раз-

работке механической модели.

Изучение процесса разрушения и деформирования анизотропных горных пород

было выполнено данным коллективом в недавней работе [46]. Исследователями про-

веден ряд истинно трехосных циклических испытаний на нагружение и разгрузку трех

типов горных пород (гранита, мрамора и песчаника) для исследования эволюции

свойств породы в зависимости от накопленных повреждений. Было обнаружено, что

породы обладают значительной анизотропией деформации и направленным расши-

рением: наибольшие деформации наблюдались в направлении напластования. В силу

трансверсальной анизотропии пород были рассчитаны пять упругих констант для

каждого цикла нагружения. Эволюция прочностных свойств пород при истинном

трехосном сжатии была исследована с использованием линейного трехмерного крите-

рия разрушения. Также изучено влияние промежуточного главного напряжения на

эволюцию свойств пород. Кроме того, установлено, что минимальное и среднее на-

пряжения оказывают значительное влияние на относительное изменение упругих

констант.

Анизотропная структура материала может влиять не только на деформационные и

прочностные, но и на фильтрационные свойства геоматериалов.

Изучение анизотропии фильтрационных свойств геоматериалов проводится пре-

имущественно на образцах угля в силу более ярко выраженной структурной анизотро-

пией по сравнению с горными породами. В работе [47] изучено изменение трехмерной

проницаемости при истинно трехосном нагружении. Подтверждено, что анизотропия

фильтрационных свойств существенно определяется направлением напластования и

напряженным состоянием. Основываясь на результатах истинных трехосных испыта-

ний исследователями построена модель динамической анизотропной (D-A) проница-

емости с учетом влияния напластования и напряженного состояния. Было исследова-

но влияние начального коэффициента анизотропии проницаемости на распределение

давления газа в угольном пласте во время добычи газа, что дает возможность разраба-

тывать теоретические рекомендации по оптимизации схемы расположения ствола

скважины для добычи газа в угольной шахте. Обсуждено влияние начального коэффи-

циента анизотропии проницаемости на изменение давления газа и скорость отбора.

Аналогичные исследования проводились с целью изучения поведения газового по-

тока в условиях напряженного состояния коллектора для добычи метана из угольных
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пластов, подземной добычи угля и связывания CO2 в глубоких пластах [48]. В работе

проведено экспериментальное и теоретическое изучение эволюции анизотропной

проницаемости угля при различных условиях истинного трехосного напряженного

состояния. Результаты показали, что проницаемость сильно зависит от изменений на-

пряженного состояния и ориентации плоскостей фильтрации. Этот факт может ока-

зать значительное влияние на расположение газовых дренажных скважин при подзем-

ной добыче угля и оптимальную конструкцию скважины для добычи. Проницаемость

угля демонстрировала большую анизотропию в вертикальном направлении из-за при-

сутствия минералов в фильтрационных трещинах, расположенных поперек плоскости

напластования. Данные по анизотропной проницаемости, измеренные в условиях ис-

тинного трехосного напряжения, были хорошо выражены экспоненциальным уравне-

нием, содержащим различные средние значения сжимаемости трещин и значения

возникающих напряжений.

Другой подход к проведению истинно трехосных исследований предлагается иссле-

дователями из Саудовской Аравии. В [49] представлена истинно трехосная установка

университета KAUST, созданная для исследования свойств трещиноватых пород. На-

гружающий узел вмещает огромные образцы 50*50*50 см, для создания которых ис-

пользуются предварительно нарезанные блоки пород размерами 2.5*2.5*5 см. Однако

максимальное давление, создаваемое узлом, ограничивается значением в 3 МПа. Не-

сколько вспомогательных систем измеряют прикладываемые напряжения и деформа-

ции во всех трех основных направлениях, скорости длинноволновых продольных

волн, акустическую эмиссию и тепловые изменения. Данная установка не предназна-

чена для изучения процессов разрушения и деформирования пород, однако размеры

исследуемых образцов позволяют проводить детальные исследования влияния трещи-

новатости на другие свойства пород, в том числе изучать распространение продоль-

ных волн на крупных масштабах. Между образцом и нагружающими плитами распо-

лагается слой резины толщиной 3 мм, позволяющий уменьшить трение и способству-

ющий уменьшению краевых эффектов. Насосная система позволяет исследовать

гидро-механо-химические процессы в трещиноватых породах, например, раскрытие

трещин гидроразрыва. В упомянутой работе представлены данные о скорости про-

дольных волн, собранные в условиях изотропного и анизотропного напряжения, ко-

торые подтверждают выраженную зависимость скорости волн от напряженного со-

стояния в трещиноватой породе.

С использованием истинно трехосного метода проводились исследования проч-

ностных характеристик Вогезского песчаника (Франция) [50]. Результаты их экспери-

ментов подтверждают влияние неравномерного по всем трем осям приложения на-

пряжений на переход от хрупкого к пластичному состоянию для изотропных пори-

стых пород. Помимо среднего уровня напряжений, ключевое влияние на предел

прочности и режим разрушения оказывает распределение напряжений внутри поро-

ды.

В [51] проводятся исследования влияния средней нагрузки и девиаторной составля-

ющей тензора напряжений на деформационные и фильтрационные характеристики

песчаника как при условных, так и истинных трехосных испытаниях. Результаты экс-

перимента показывают, что изменение вида напряженного состояния оказывает су-

щественное влияние на механические свойства, деформирование и проницаемость

породы. Более того, влияние среднего уровня напряжений и девиаторной составляю-

щей тензора напряжений на деформацию и проницаемость различно. Для постоянно-

го девиатора тензора напряжений и переменного среднего уровня напряжений пла-

стическая деформация уменьшалась с уменьшением средней нагрузки, а проницае-

мость росла. Для постоянной же средней нагрузки и переменной девиаторной

составляющей тензора напряжений проницаемость сначала уменьшалась, а затем уве-

личивалась с ростом компонент девиатора тензора напряжений. Вновь отмечено, что
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средняя компонента главных напряжений оказывает существенное влияние на дефор-

мацию породы. Результаты эксперимента показывают, что проницаемость породы на-

прямую связана с объемной и девиаторной составляющей тензора деформаций, при-

чем эта связь выведена авторами в математическом виде.

Таким образом, основное внимание исследователей, проводящих истинно трехос-

ные испытания горных пород, уделяется роли средней компоненты главных напряже-

ний, влиянию начальной трещиноватости горных пород на механические свойства,

характеру распространения имеющих в породе трещин при нагружении. Однако фи-

зическому моделированию реальных процессов в нефтегазовых пластах, происходя-

щих при проведении различных технологических операций на скважинах уделяется

недостаточно внимания. Влияние неравнокомпонентности напряженного состояния

на процессы фильтрации и ползучести изучено еще недостаточно, и для фундамен-

тального понимания механических и фильтрационных процессов необходимо иссле-

довать напряженные состояния, максимально приближенные к состояниям, возника-

ющим в пластах в реальных условиях эксплуатации месторождений. Наиболее точно

моделирование таких условий, как говорилось ранее, возможно только на установках

истинно трехосного нагружения. Результаты исследований влияния напряженно-де-

формированного состояния на проницаемость пород-коллекторов и характера ползу-

чести горных пород на установке истинно трехосного нагружения ИПМех РАН при-

ведены в [52, 53]. Исследователи проводят физическое моделирование напряженного

состояния в прискважинной области при уменьшении давления в скважине для усло-

вий различных нефтегазовых месторождений. Исследованы зависимости проницае-

мости от напряжений и при сложном неравнокомпонентном нагружении. Представ-

лены зависимости деформаций от времени при ступенчатом нагружении, а также об-

суждены основные требования к построению модели напряженно-деформированного

состояния, учитывающей влияние временных эффектов.

На основе явления резкого возрастания проницаемости горных пород при неравно-

компонентном нагружении в Институте проблем механики РАН был разработан но-

вый метод повышения дебита нефтяных и газовых скважин – метод направленной

разгрузки пласта [54]. На сегодняшний день активно проводятся исследования гор-

ных пород с целью совершенствования методики и расширения возможности ее при-

менения [55, 56].

3. Испытательная система трехосного независимого нагружения ИПМех РАН.
Уникальная научная установка Института проблем механики Российской академии

наук – Испытательная система трехосного независимого нагружения (ИСТНН) явля-

ется главным инструментом проводимых в лаборатории геомеханики ИПМех РАН

экспериментальных исследований процессов деформирования и разрушения горных

пород продуктивных и вмещающих пластов нефтяных и газовых месторождений, рис. 2.

ИСТНН относится к классу электрогидравлических испытательных машин, она

оборудована автоматизированной системой управления с обратной связью. В состав

Испытательной системы входят:

• силовой агрегат – установка неравнокомпонентного трехосного нагружения

(УНТН);

• маслонасосная станция (МНС);

• система автоматического измерения проницаемости (САИП);

• система автоматического управления (САУ), включающая информационно-из-

мерительную систему (ИИС).

Технические характеристики ИСТНН:

• образцы – куб с ребром 40 мм или 50 мм;

• независимое нагружение по трем осям;

• управление по нагрузке и по перемещениям;

• регистрация деформаций в трех направлениях;
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• измерение проницаемости в ходе нагружения;

• максимальное усилие по каждой оси – 500 кН;

• максимальная деформация – 20%;

• максимальная скорость нагружения – 10 МПа/с;

• максимальная скорость перемещения – 3 мм/c.

Возможность независимо нагружать образец по каждой из трех осей и при этом

прикладывать усилие со стороны нажимных плит по всей площади граней образца

имеется благодаря примененной в конструкции нагружающего узла оригинальной ки-

нематической схеме, которая позволяет нажимным плитам сближаться в трех направ-

лениях, не создавая препятствия друг другу. На рис. 3 изображена кинематика нажим-

ных плит: начальное положение (a), после деформации образца (b), разрез нагружаю-

щего узла после деформации образца (c). Система автоматического измерения

проницаемости позволяет измерять проницаемость образца в ходе нагружения.

В состав экспериментального исследовательского комплекса помимо ИСТНН вхо-

дят универсальный обрабатывающий комплекс для изготовления образцов пород с

Рис. 2. Испытательная система трехосного независимого нагружения (ИСТНН)

Рис. 3. Схема кинематики нажимных плит нагружающего узла ИСТНН

(a) (b) (c)
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высокой точностью, установка для определения скорости распространения упругих

волн в образцах горных пород, позволяющая определять степень упругой анизотро-

пии геоматериала.

На ИСТНН был проведен большой цикл исследований влияния напряженно-де-

формированного состояния на проницаемость для различных типов горных пород-

коллекторов. Были проведены исследования свойств пород из коллекторов нефтяных

и газовых месторождений из различных регионов Российской Федерации, разного ли-

тологического состава, залегающих на глубинах от ста метров до семи километров, с

разным коэффициентом аномальности пластового давления. Эти работы позволили

установить, что проницаемость пород существенно зависит от действующих в породе

напряжений. При этом в зависимости от типа породы и величины напряжений про-

ницаемость может, как уменьшаться, так и увеличиваться, причем необратимо [54].

Проведено экспериментальное и теоретическое изучение закономерностей взаимо-

влияния напряженно-деформированного состояния и фильтрационных процессов в

массиве горных пород [54]. На основе этих исследований предложена классификация

пород-коллекторов по этому признаку. Выделено три категории пород.

К первой категории относятся плотные крепко сцементированные мелкозернистые

песчаники, аргиллиты, доломиты и т.п. Эти породы деформируются под действием

приложенных напряжений чисто упруго. Проницаемость их по мере роста напряже-

ний уменьшается, но обратимо, т.е. после снятия напряжений она возвращается к на-

чальному значению, таким образом влияние напряжений на фильтрационные свой-

ства этих пород незначительно и его можно не учитывать.

Вторую категорию составляют мелко- и среднезернистые песчаники с небольшим

содержанием глины, алевролиты и известняки. Эти породы при небольших депресси-

ях также деформируются упруго, их проницаемость при этом, как правило, не меняет-

ся или немного уменьшается. При достижении касательными напряжениями опреде-

ленной величины, зависящей от свойств породы, условий залегания, пластового дав-

ления и других факторов, начинается неупругое деформирование породы при

неизменной нагрузке (ползучесть). По мере роста неупругих деформаций проницае-

мость породы значительно уменьшается (на десятки процентов и даже в разы). Это

падение проницаемости носит необратимый характер, то есть при снятии напряже-

ний она остается пониженной. При дальнейшем увеличении сдвиговых напряжений

(при увеличении депрессии) скорость ползучести образов увеличивается, и, когда де-

формация достигает некоторой критической величины, порода начинает растрески-

ваться и разрушаться, что сопровождается резким увеличением ее проницаемости да-

же по сравнению с первоначальным значением. Характер разрушения при этом разли-

чен. В более прочных породах разрушение образцов происходит путем образования в

них нескольких макротрещин. Менее прочные породы, такие как средне- и крупно-

зернистые песчаники, превращаются практически в песок (дезинтегрируются).

Ко второй категории относится большинство пород-коллекторов, их проницаемость

существенно зависит от напряжений.

К третьей категории относятся песчаники и алевролиты с большим содержанием

глины. Такие породы уже при незначительных касательных напряжениях начинают

интенсивно “ползти”, а их проницаемость при этом падает. Однако даже при значи-

тельных деформациях разрушение образцов не наступает, они продолжают деформи-

роваться практически с постоянной скоростью (подобно пластилину), а проницае-

мость при этом постепенно уменьшается вплоть до нуля.

Исследования, проведенные на ИСТНН, позволили разработать новый геомехани-

ческий подход к решению проблем нефтегазодобычи. На его основе предложена но-

вая эффективная технология повышения продуктивности скважин и нефтегазоотдачи

пластов с помощью управления напряженно-деформированным состоянием в

окрестности скважины – метод направленной нагрузки пласта (НРП). Он основан на
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инициации трещинообразования в призабойной зоне пласта за счет создания в пласте

поля повышенных сдвиговых напряжений путем понижения давления в скважине до

определенного уровня и выбора определенной геометрии забоя. Выбор уровня де-

прессии в скважине и конструкции ее забоя определяется на основе предварительных

испытаний образцов породы конкретного месторождения на установке ИСТНН и

проведения соответствующих расчетов. Метод НРП прошел успешные опытно-про-

мысловые испытания на ряде месторождений в Западной Сибири и в Приуралье и по-

казал свою высокую эффективность. В результате применения метода продуктивность

необсаженных скважин удавалось повысить в 2–4 раза, обсаженных в 1.5–2 раза.

На рис. 4 в качестве примера поведения пород второй категории представлены ре-

зультаты испытаний на ИСТНН образца породы из ачимовских отложений Уренгой-

ского газоконденсатного месторождения при моделировании применения метода на-

правленной разгрузки пласта. На рис. 4,a показана программа нагружения образца, а

также изменение относительной проницаемости в ходе нагружения. Три компоненты

эффективных напряжений Si, действующих на грунтовый скелет породы, измеряются

в МПа, отношение конечной проницаемости к начальной в каждый момент времени –

в процентах; время нагружения указано в секундах. На рис. 4,b представлены кривые

деформирования по каждой из осей, а также объемная деформация. Монотонно

возрастающее напряжение S2 выбрано параметром нагружения, оно откладывает-

ся по оси ординат в МПа. Величины деформаций по каждой из осей образца отло-

жены по оси абсцисс в безразмерных единицах. Наглядно продемонстрирован рез-

кий скачок проницаемости при создании в породе касательных напряжений опре-

деленного уровня.

На основе испытаний, проведенных на ИСТНН, предложены и научно обоснованы

способы обеспечения устойчивости стволов скважин, прежде всего, наклонно на-

правленных, пробуренных в анизотропных пластах. Технико-технологические реше-

ния и рекомендации, разработанные на основе полученных научных результатов,

прошли успешные нефтепромысловые испытания. Было проведено геомеханическое

моделирование бурения и эксплуатации наклонных и горизонтальных скважин на ме-

сторождениях ОАО “Газпром”, НК “ЛУКОЙЛ”, ОАО “Сургутнефтегаз”, АО “Шток-

ман Девеломпент АГ” с выдачей практических рекомендаций по снижению рисков

разрушения стволов скважин и обоснованию допустимых максимальных дебитов.

Рис. 4. Результаты испытаний на ИСТНН образца породы из ачимовских отложений Уренгойского газо-

конденсатного месторождения при моделировании применения метода направленной разгрузки пласта
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Разработан научный подход к экспериментальному исследованию упруго-вязко-

пластического поведения горных пород в условиях сложного трехосного нагружения

на ИСТНН. Предложен и реализован для нескольких типов горных пород способ

определения пластических параметров моделей Кулона–Мора и Друкера–Прагера

путем проведения экспериментов по достаточно простым траекториям нагружения.

На ИСТНН исследуются реологические свойства горных пород. В настоящее время

проводятся исследования с целью создания модели ползучести геоматериалов, кото-

рая существенно отличается от известных моделей, разработанных для металлов.

Таким образом в ИПМех РАН был создан способ разработки геомеханических мо-

делей месторождений углеводородного сырья. Проведен комплекс эксперименталь-

ных и теоретических исследований для определения деформационных, прочностных

и фильтрационных характеристик пород-коллекторов, что необходимо для наполне-

ния геомеханико-фильтрационной модели. Расчеты по разработанным на основе

предложенного способа моделям хорошо согласуются с экспериментальными данны-

ми.

По результатам исследований, проведенных на ИСТНН опубликовано более

200 научных работ, получено 11 патентов, в том числе международных.

3.1. Модернизация ИСТНН. Новые задачи. В настоящее время лабораторией геомеха-

ники проводится существенная модернизация ИСТНН, фактически создается новый

аппарат.

Во-первых, разработан и построен значительно более жесткий корпус машины,

представляющий собой толстостенный металлический куб (толщина стенки 80 мм),

позволяющий проводить испытания твердых скальных пород со значительно большей

точностью. Использована более мощная и современная маслонасосная станция фир-

мы Хьюдак (мощностью 350 ат) и более мощные гидроцилиндры. Мощность машины

увеличена в 2 раза, максимальное усилие, которое достигается при нагружении со-

ставляет 1000 кН. Это позволит моделировать на установке напряжения, возникаю-

щие в пластах глубоких и сверхглубоких месторождений (до 10 км). С участием компа-

нии National Instruments разработана и внедрена новая более совершенная быстрая и

надежная автоматизированная система управления машиной. Новая машина и ее си-

стема управления создавалась с учетом дальнейшего подключения к ней системы из-

мерения скоростей распространения упругих волн (продольных и поперечных раз-

личной поляризации) и акустической эмиссии в ходе механических испытаний. Нача-

ты работы по созданию такой системы и ее адаптации в комплексе ИСТНН. Это

позволит проводить более глубокое и всестороннее изучение процессов деформирова-

ния и разрушения горных пород, влияния напряженно-деформированного состояния

на их деформационные и прочностные свойства. На рис. 5 представлена модернизи-

рованная установка.

4. Экспериментальные исследования – основа для математического моделирования по-
ведения горных пород. Важнейшими задачами экспериментальных исследований явля-

ется получение данных для теоретических исследований. Эксперименты позволяют

строить адекватные модели физических процессов [57–64], определять параметры для

наполнения этих моделей. Однако на сегодняшний день все теоретические модели

опираются на ограниченное число экспериментальных фактов и хорошо описывают

поведение лишь отдельных пород, не позволяя расширить область их применения в

целом. Например, в работе [58] предлагается новый критерий прочности для анизо-

тропных горных пород. Предложенный критерий является переносом двумерного

анизотропного критерия Джагера на трехмерный с использованием критерия прочно-

сти Моги–Кулона. В другой недавней работе [59] проводится исследование, направ-

ленное на проверку применимости методов машинного обучения для прогнозирова-

ния проницаемости. Используется специальное 3D-оборудование, сканирующее

песчаник Берея методом рентгеновской микротомографии, и симулируются соответ-
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ствующие значения проницаемости. Как утверждают авторы, полученные результаты

моделирования демонстрируют применимость машинного обучения для прогнозиро-

вания проницаемости на основе изображений и открывают новую область цифровых

исследований горных пород.

Важным нерешенным вопросом остается отсутствие актуального и сколь-нибудь

универсального модельного подхода к вопросам проницаемости и ползучести. И хотя

активно предпринимаются попытки обобщения уже имеющихся моделей и экспери-

ментальных данных [53, 56, 60, 63] с целью создания общей модели ползучести, вслед-

ствие большого отличия характеристик пород хотя бы в пределах одного интервала за-

легания, возникают существенные сложности в разработке моделей даже для близких

по свойствам пород, не говоря об общих моделях. Как отмечалось ранее, некоторые

авторы по-прежнему указывают на недостаток качественных экспериментальных дан-

ных для продвижения в создании модельных подходов, особенно это касается резуль-

татов истинно трехосных испытаний.

Одна из недавних моделей ползучести предложена, например, в работе [63]. Авто-

рами представлена нелинейная нестационарная вязкопластическая модель ползуче-

сти (NNPV), которая хорошо описывает кривые ползучести песчаника, построенные

по результатам условно трехосных опытов, проведенных исследователями для изуче-

ния влияния фильтрационного давления флюида на механические свойства породы.

Помимо самой математической модели, получено ее аналитическое решение для

трехмерного случая и определены соответствующие параметры модели на основании

экспериментальных данных. Отмечается, что новая модель хорошо описывает не

только первую и вторую, но и третью, ускоренную, стадию ползучести.

Другая модель представлена в статье 2018 года [60], построенная по результатам се-

рии условно трехосных испытаний на ползучесть образцов трещиноватого известняка

в условиях многоуровневых циклов нагружения и разгрузки. Предложенная нелиней-

ная упруговязкопластическая (EVP) модель ползучести основана на синтезе моделей

упругого тела Гука, тел Сен-Венана, Кельвина и вязкопластического тела Бингама.

Предложенная модель, по мнению авторов, точно описывает как нагружающий, так и

разгружающий этапы проведенных испытаний. Кривые, полученные из модели, хоро-

шо согласуются с экспериментальными результатами и соответствуют всем стадиям

ползучести, особенно третьей.

Рис. 5. Модернизированная установка ИСТНН
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Стоит отметить работу [64], посвященную поиску модели фильтрации в трещино-

вато-пористом массиве для условий Ярегского месторождения высоковязкой нефти.

В статье проведен сравнительный анализ существующих моделей фильтрации в плане

учитываемых механизмов массопереноса флюидов и получаемых в результате модели-

рования физических эффектов. Авторами выведен метод оценки относительного

вклада течения Дарси в поровой матрице и течения Пуазейля в системе трещин пла-

ста. Предложена комбинированная модель нестационарного фильтрационного тече-

ния флюидов в трещиновато-пористом песчанике Ярегского месторождения, осно-

ванная на уравнениях Эйлера для движения флюидов в сети трещин с учетом линей-

ного сопротивления и модели массопереноса нефти в матрице и трещинах.

В [57] представлен геомеханический подход к моделированию деформирования и

фильтрации пород-коллекторов с учетом анизотропии упругопластических свойств.

Описаны три этапа моделирования, а именно: выбор соответствующей механической

модели и ее адаптация к рассматриваемому случаю, получение параметров модели из

прямых экспериментов, вычисление напряженного состояния и параметров течения

жидкости для отдельных конфигураций скважины. Предложенный подход позволяет

описать основные специфические характеристики механического поведения коллек-

тора: влияние порового давления, сдвигового и всестороннего напряжений на харак-

тер деформации и переход к неупругому деформированию; возникновение неупругой

объемной деформации и ее зависимость от напряженного состояния; анизотропию

упругих, прочностных и фильтрационных свойств; неочевидную зависимость прони-

цаемости от напряженно-деформированного состояния.

На сегодняшний день активно предпринимаются попытки математического описа-

ния процессов ползучести, деформирования и эволюции проницаемости при измене-

нии напряженного состояния горных пород. Дальнейшее развитие такого подхода ви-

дится в расширении области применимости созданных моделей либо создании новых,

более точных и универсальных методов, для чего по-прежнему необходимо большее

количество качественных экспериментальных данных.

5. Заключение. В настоящее время исследования фильтрационных, деформацион-

ных, реологических и прочностных характеристик горных пород при изменении на-

пряженного состояния проводятся весьма активно. Экспериментальные исследова-

ния свойств горных пород и процессов в них имеют исключительное значение в силу

существенной дифференциации свойств горных пород и их гетерогенности. Также

экспериментальные исследования позволяют определить параметры геомеханических

моделей, проверить их адекватность.

Наиболее распространенным видом лабораторных исследований остаются испыта-

ния цилиндрических образцов горных пород условно трехосным методом. Такой под-

ход позволяет проводить традиционные опыты по определению прочностных, филь-

трационных и деформационных характеристик большинства горных пород, однако не

дает возможности для изучения влияния неравнокомпонентных нагрузок, соответ-

ствующих реальным напряженным состояниям, возникающим в массиве горных по-

род, и исследований горных пород с анизотропными свойствами. С этой целью в на-

стоящее время все шире проводятся испытания на истинно трехосных установках.

Достаточно детально исследователями, проводящими истинно трехосные испыта-

ния горных пород, изучена роль средней компоненты главных напряжений, влияние

начальной трещиноватости горных пород на механические свойства, характер распро-

странения имеющих в породе трещин при нагружении. Однако физическому модели-

рованию реальных процессов в нефтегазовых пластах, происходящих при проведении

различных технологических операций на скважинах, уделяется недостаточно внима-

ния. Влияние неравнокомпонентности напряженного состояния на процессы филь-

трации и ползучести изучено недостаточно. Для фундаментального понимания меха-

нических и фильтрационных процессов необходимо моделирование напряженных со-
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стояний, максимально приближенных к возникающим в пластах в реальных условиях

при эксплуатации месторождений. На данный момент отсутствуют универсальные

модели ползучести горных пород, остается затруднительным предсказание изменения

фильтрационных свойств при неравномерном трехосном нагружении. Проведение

широкого спектра лабораторных исследований необходимо для более полного изуче-

ния закономерностей механических процессов в горных породах in situ и создания

адекватных математических моделей.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного

проекта № 20-11-50047 Экспансия.
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Разработана модель вязкоупруго-вязкопластического деформирования армирован-
ных пластин. Вязкопластическое поведение компонентов композиции описывается
уравнениями теории течения с изотропным упрочнением при учете зависимости
функции нагружения от интенсивности скоростей деформаций. Вязкоупругое де-
формирование этих материалов определяется уравнениями модели тела Максвелла–
Больцмана. Геометрическая нелинейность задачи учитывается в приближении Кар-
мана. Возможное слабое сопротивление армированных пластин поперечным сдви-
гам учитывается в рамках теории Амбарцумяна. Численное решение сформулиро-
ванной начально-краевой задачи получается с использованием явной схемы типа
«крест». Исследовано неупругое динамическое поведение гибких стеклопластико-
вых пластин с плоско-перекрестными и пространственными структурами армирова-
ния. Конструкции нагружаются в поперечном направлении избыточным давлением,
соответствующим воздушной взрывной волне. Показано, что даже для относительно
тонких композитных пластин неучет чувствительности компонентов композиции к
скорости их деформирования приводит к существенному завышению величины
остаточного прогиба и интенсивности остаточных деформаций этих материалов.
Продемонстрировано, что даже для относительно тонких стеклопластиковых кон-
струкций замена традиционной плоско-перекрестной структуры армирования на
пространственную структуру позволяет существенно уменьшить величину интен-
сивности остаточных деформаций компонентов композиции (особенно связующей
матрицы). С увеличением относительной толщины пластин положительный эффект
от такой замены структур армирования резко возрастает. Обнаружено, что тонкая
прямоугольная удлиненная стеклопластиковая пластина после неупругого динами-
ческого деформирования может приобретать гофрированную остаточную форму со
складками, ориентированными в продольном направлении.

Ключевые слова: вязкоупруго-вязкопластическое деформирование, гибкая пласти-
на, армирование, теория Амбарцумяна, динамическое нагружение, явная численная
схема

DOI: 10.31857/S0572329921040140

1. Введение. Конструкции из композиционных материалов (КМ) широко внедря-
ются в инженерную практику [1–6]. Современные КМ-изделия часто подвергаются
высокоинтенсивному нагружению [5, 7], при котором компоненты композиции де-
формируются неупруго. Следовательно, моделирование неупругого поведения арми-
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рованных конструкций является актуальной проблемой, которая на сегодняшний
день находится на стадии становления [8, 9].

Упругопластическое поведение тонкостенных конструкций слоистой структуры
(с изотропными слоями) исследовалось в [10]; вязкоупругопластическое деформиро-
вание армированных пластин моделировалось в [11], где впервые удалось рассчитать
остаточные перемещения КМ-конструкции и остаточное напряженно-деформиро-
ванное состояние (НДС) компонентов композиции после ее пластического динами-
ческого деформирования. Неупругое поведение многих материалов зависит от скоро-
сти их деформирования [12, 13], поэтому в [14] моделировалось упруговязкопластиче-
ское поведение КМ-пластин. Структурная же теория неупругого деформирования
армированных сред, использующая определяющие соотношения теории пластическо-
го течения с учетом чувствительности материалов компонентов композиции к скоро-
сти их деформирования, а также с учетом их вязкоупругих свойств до настоящего вре-
мени не разработана. Используя терминологию, принятую в [15], такую модель не-
упругого поведения материалов компонентов композиции будем называть теорией
вязкоупруго-вязкопластического деформирования.

Для описания слабого сопротивления тонкостенных армированных конструкций
поперечному сдвигу (которое может проявляться даже при некоторых пространствен-
ных структурах армирования [16–18]) традиционно используют неклассические тео-
рии Тимошенко–Рейсснера [4, 5, 10, 19, 20], Амбарцумяна [11, 14, 21] или Редди [3,
22]; реже используется теория, базирующаяся на кинематической гипотезе ломаной
линии [4].

Для численного интегрирования физически и геометрически нелинейных динами-
ческих задач механики тонкостенных конструкций, как правило, применяют явные
методы [10, 11, 14, 23], чаще всего схему “крест”.

В связи со всем вышеизложенным данное исследование посвящено моделирова-
нию вязкоупруго-вязкопластического поведения гибких армированных пластин с
учетом их возможного слабого сопротивления поперечным сдвигам. Численное реше-
ние соответствующих начально-краевых задач, возникающих при этом, предполагает-
ся строить по явной схеме типа “крест”.

2. Численно-аналитическое моделирование вязкоупруго-вязкопластического поведе-
ния КМ. Как и в [11, 14], считаем, что малые деформации  можно разложить на сум-
му сжимаемых вязкоупругих  и несжимаемых пластических  составляющих

(2.1)

При этом вязкопластическое течение материала ассоциировано с мгновенной по-
верхностью нагружения f = 0, которая для конкретности задается в форме, соответ-
ствующей обобщению условия текучести Мизеса [14]:

(2.2)
где

(2.3)

 – компоненты девиатора вязкоупругих деформаций;  – компоненты девиатора
скорости деформаций; ,  – компоненты тензора и девиатора напряжений; ,  –
средние напряжение и деформация; T – интенсивность касательных напряжений;  –
параметр Одквиста; H – интенсивность скоростей деформаций сдвига;  – мгновен-
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ный предел текучести при чистом сдвиге, который равен T при определенных значе-
ниях H и  в данный момент времени t;  – символ Кронекера; точка – производная
по времени. Начальная поверхность нагружения  – обычный
предел текучести, зависящий от скорости деформирования H [12, 13]. (В настоящем
разделе, если не оговорено, по повторяющимся индексам проводится суммирование
от 1 до 3.)

В работе [24] вязкоупругое поведение материала описывалось интегральными опре-
деляющими соотношениями. Однако в [25] показано, что для адекватного моделиро-
вания затухающих колебаний образцов целесообразно использовать не интегральную,
а дифференциальную форму определяющих уравнений вязкоупругости [26]. В связи с
этим, как и в [11, 27], считаем, что вязкоупругое деформирование материала описыва-
ется соотношениями модели Максвелла–Больцмана

(2.4)

где G – модуль сдвига; K – объемный модуль упругости;  – коэффициент линейной
вязкости при сдвиге;  – коэффициент объемной вязкости.

Используя ассоциированный закон пластического течения [15, 24, 26, 27] при учете
(2.2) и (2.3), получаем (см. равенство (1.12) в [14])

(2.5)

В случае пластического деформирования материала при чистом сдвиге (τ =
= ) выполняется соотношение (см. равенства (1.15)–(1.18) в [14])

(2.6)

где

(2.7)

 – касательное напряжение при чистом сдвиге; γp – пластическая составляющая пол-
ной угловой деформации ;  – скорость деформации γ; 
и  – известные из эксперимента функции, причем  –
касательный модуль при постоянстве скорости деформирования ( ) на диа-
грамме  (для простоты предполагаем, что угловые деформации γp, γ и напряже-
ние  положительны).

Изменение касательного напряжения  сопровождается приращением вязкоупру-
гой части угловой деформации  ( ). Согласно этому в случае чистого сдви-
га из первого равенства (2.4) с учетом (2.3) получаем

Выразим отсюда  и подставим в левую часть равенства (2.6), после чего при учете
 получим соотношение
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где (см. (2.7))

(2.9)

Умножим (2.8) на , тогда получим энергетическое соотношение

(2.10)

Как и в рамках теории Прандтля–Рейсса–Хилла ( , ) [23], теории вяз-
коупругопластического ( ) [11] и теории упруговязкопластического ( ) [14]
деформирования материала, предполагаем, что энергетическое равенство, аналогич-
ное (2.10), справедливо при любых видах НДС. На основании этого, учитывая (2.3),
будем иметь равенство

(2.11)

которое обобщает энергетические уравнения (20) в [11] и (1.24) в [14].
Подставим выражение (2.11) в правую часть равенства (2.5) и учтем разложение,

аналогичное (2.1), для девиатора деформаций, тогда получим

В правой части этого равенства учтем первое соотношение (2.4), после чего будем
иметь

откуда следует

(2.12)

где c – параметр переключения:  при чисто вязкоупругом деформировании, раз-
грузке и нейтральном нагружении,  при активном вязкоупруго-вязкопластиче-
ском деформировании. Повторяя рассуждения из работы [14] (см. там соотношения
(1.28)–(1.36)), получим

(2.13)

Подставим в (2.13) соотношение (2.12) и учтем постулат Друккера [15], тогда будем
иметь выражение

(2.14)

( ) ( ) ( )χτ χχ
= χ = =

,,
,

HG H
g g H

G G
τ

 τ ττγ = τγ − τξ − + η 
�

� �

21
1

H
p g G

τ = 0H η → ∞
τ = 0H η → ∞

 τ τ = ε − ξ − = ε − ε −   + η + η   
�

� � ���

21 1
1 2 1

ml mlH H
ml ml ml ml ml ml ml ml ml ml

s s Ts p s s s s
g G g G

( )
 τ= + ε − ε − = η+  

�

� ���

2

2 , , 1, 2, 3
2 1

ij H
ij ij ml ml ml ml

s Te e s s i j
GT g

( )
 τ= + + ε − ε − = η η+  

�

� ���

2

2 , , 1, 2, 3
2 2 2 1

ij ij ij H
ij ml ml ml ml

s s s Te s s i j
G GT g

( )
( ) = − − − ε − τ ε = η +  +

� ��� �

22 1 , , 1, 2, 3
1 1

ml
ij ij ij ml H ml ij

csG cs Ge s G s i j
g T g

= 0c
= 1c

( ) ( )

( )
−

−

< τ χ = τ χ
 − τ τ ξ ε ≤=  = τ χ
 − τ τ ξ ε >

���

���

1

1

0 при , или ,

и 4 0
1 при ,

и 4 0

s s

ij ij s H ij ij

s

ij ij s H ij ij

T H T H

s s H
c

T H

s s H

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

− −

− −

< τ χ = τ χ
 ε − τ τ ξ ε ≤ η τ χ=  = τ χ
 ε − τ τ ξ ε > η τ χ

� ��

� ��

1 1 2

1 1 2

0 при , или ,

и 2 ,
1 при ,

и 2 ,

s s

ij ij s H ij ij s

s

ij ij s H ij ij s

T H T H

s GH H
c

T H

s GH H



31МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЯЗКОУПРУГО-ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ 

Используя второе равенство (2.4) и учитывая соотношения (2.1) и (2.3), равенства
(2.12) можно преобразовать к окончательному виду

(2.15)

где

(2.16)

E,  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона при мгновенном деформировании ма-
териала;  – параметр Ламе; параметр переключения c определяется по формуле (2.14)
или (2.13).

Если вязкость при упругом деформировании не учитывается ( ) и пластиче-
ское поведение материала не зависит от скорости его деформирования ( ), то из
(2.15) при учете (2.14) и (2.16) получаются определяющие соотношения теории
Прандтля–Рейсса–Хилла [23]. Если материал не чувствителен к скорости деформиро-
вания ( ), то из (2.14)–(2.16) вытекают определяющие уравнения вязкоупруго-
пластической теории [11, 27]. Если же пренебречь вязкостью при упругом деформиро-
вании материала ( ), то равенства (2.15) с учетом (2.14), (2.16) редуцируются в
определяющие соотношения упруговязкопластической теории [14].

Как и в работах [11, 14], для удобства последующего изложения определяющие
уравнения для k-го компонента композиции целесообразно записать в матричной
форме (см. (2.14)–(2.16))

(2.17)

Здесь и далее:

(2.18)

, ,  – симметричные 6 × 6-матрицы, характеризующие
механическое состояние материала (  условно можно трактовать как матрицу “жест-
кости”, а  – как матрицу “вязкости” материала), причем  и  можно представить
в виде
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,  – симметричные 6 × 6-матрицы. Ненулевые элементы матриц

Vk,  и  определяются так:

(2.20)

т – операция транспонирования.

В соотношениях (2.18)–(2.20) все величины имеют прежний смысл, индекс k – но-
мер компонента композиции:  – связующий материал,  – арматура
k-го семейства; N – количество семейств армирующих волокон. (В выражениях (2.20)
по повторяющемуся индексу m суммирования нет.) Равенства (2.18) задают соответ-

ствия между шестью элементами  ( ) некоторого вектора-столбца  и компо-

нентами симметричного тензора второго ранга , . (Согласно введенным
обозначениям (2.18), , .)

Как уже отмечалось во Введении, численное решение рассматриваемой задачи бу-
дем строить с использованием метода шагов по времени [10, 11, 14, 23], т.е. будем
определять значения искомых функций в дискретные моменты времени 
( ), где  – шаг по времени. При этом предполагаем, что в
предыдущий момент времени  уже известны значения следующих векторных функ-
ций:

(2.21)

где  – координаты точек тела.

Так как в дальнейшем предполагается разработка явной схемы типа «крест» на
трехточечном шаблоне по времени ( , , ), имеющей второй порядок точности
по  [10], согласно результатам работ [11, 14], преобразуем первое и последнее слагае-
мые в правой части соотношения (2.17), используя формулу трапеций, также имею-
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щую второй порядок точности по  [28]. В текущий момент времени  на основании
формулы трапеций имеем выражения

откуда

(2.22)

где

(2.23)

Из равенств (2.23) с учетом предположений (2.21) вытекает, что шестикомпонентные

векторы-столбцы  и  в выражении (2.22) при  уже известны.
Подстановка соотношений (2.22) в уравнение (2.17) приводит к матричному равен-

ству

(2.24)

где

(2.25)

I – единичная 6 × 6-матрица;  – матрица, обратная 6 × 6-матрице . В данный
момент времени  соотношение (2.24) – определяющее уравнение для вязкоупруго-
вязкопластического материала k-го компонента композиции.

Так как элементы матриц  и  зависят от решения задачи (см. выражения (2.19)
и (2.20)), равенство (2.24) при учете (2.23) и (2.25) является нелинейным. Для линеари-
зации этого соотношения, как и в [11, 14], целесообразно использовать метод, анало-
гичный методу переменных параметров упругости [29]. Тогда в текущий момент вре-

мени tn на каждой итерации этого метода 6 × 6-матрица  и шестикомпо-

нентный вектор-столбец  ( ) в соотношении (2.24) будут известны.
Линеаризованное матричное уравнение (2.24) формально совпадает с аналогичны-

ми равенствами (51) в [11] и (2.10) в [14]. Следовательно, используя результаты работ
[11, 14], на базе определяющего соотношения (2.24) можем построить структурную
модель вязкоупруго-вязкопластического деформирования армированной среды. При
этом в момент времени  на данной итерации для КМ получаем следующее линейное
определяющее соотношение, записанное в матричной форме:

(2.26)

где ,  – шестикомпонентные векторы-столбцы скоростей осредненных напряжений
 и деформаций  в композиции, по структуре аналогичные (2.18);  – из-
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вестная 6 × 6-матрица,  – известный шестикомпонентный вектор-столбец,
которые вычисляются по формулам (2.17) из [14] и зависят от текущего механического
состояния (определенного на предыдущей итерации) компонентов композиции (от

 и ; см. (2.24)) и структуры армирования, т.е. от плотностей  и направлений ар-
мирования. Направление траектории волокна k-го семейства однозначно задается
двумя углами сферической системы координат  и ,  (рис. 1).

Связь между скоростями деформаций k-го компонента  (см. (2.24)) и скоростями
осредненных деформаций композиции  (см. (2.26)) определяется соотношениями
(2.19) из [14].

3. Моделирование динамического поведения гибкой КМ-пластины. Рассматриваем
армированную пластину толщиной 2h, с которой свяжем декартову прямоугольную
систему координат  так, что плоскость  ( ) − срединная плоскость кон-
струкции ( ). Пластина усилена N семействами волокон с плотностями армиро-
вания  ( ); структура армирования в поперечном направлении  однород-
на (рис. 2).

Предполагаем, что на лицевых поверхностях конструкции ( ) можно прене-
бречь действием касательных распределенных внешних нагрузок. Для учета слабого
сопротивления КМ-пластины поперечным сдвигам используем кинематические со-
отношения теорий Амбарцумяна или Редди [3, 21], согласно которым осредненные
деформации композиции  и перемещения точек  гибкой КМ-пластины аппрокси-
мируем так:
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Рис. 1. Локальная система координат, связанная с траекторией волокна k-го семейства
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(3.2)

где  – перемещения точек отсчетной плоскости ( ) в тангенциальных направ-

лениях ; w – прогиб;  – деформации поперечных сдвигов в точках отсчетной плос-
кости;  − начальный момент времени;  – оператор частного дифференцирования
по переменной ;  – область, занимаемая конструкцией в плане. В равенствах (3.1),

(3.2) неизвестными являются функции , w и , которые зависят от времени t и двух
пространственных координат  ( ).

Моделируется механическое поведение КМ-конструкции как гибкой тонкостен-
ной системы, поэтому напряжение  с приемлемой для практических приложе-
ний точностью можно линейно аппроксимировать по поперечной координате  [20]:

(3.3)

где  – нормальные напряжения на верхней (+) и нижней (–) ли-
цевых плоскостях, известные из соответствующих силовых граничных условий.

Матричное соотношение (2.26) – система шести линейных алгебраических уравне-
ний. Из третьего равенства этой системы, согласно соотношениям соответствия
(2.18), можно определить скорость линейной поперечной деформации:
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где скорость нормального напряжения  в момент времени  известна из (3.3) после
его дифференцирования по времени t. Скорости деформаций  в правой части (3.4)
вычисляются путем дифференцирования по времени соотношений (3.1), т.е. зависят
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Уравнения движения гибкой КМ-пластины при учете равенств (3.2) и (3.3) имеют
вид (массовые нагрузки не учитываются) [21]:

(3.5)

где

(3.6)

(3.7)

,  – объемная плотность материалов связующего и волокон k-го семейства;  –
введенные для удобства функции; , ,  – внутренние силовые факторы.

Для однозначного интегрирования исследуемой задачи необходимо использовать
начальные и граничные условия. Силовые граничные условия, заданные на кромке

, определяются равенствами [21]:

(3.8)

Кинематические граничные условия, заданные на кромке , имеют вид (см. (3.2) и (3.7)):
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 – заданные на кромке  мембранные силы по направлениям  ( );  – за-
данная на  поперечная сила; ,  – заданные на кромке  изгибающий и кру-
тящий моменты;  – заданный на кромке  прогиб;  – заданные на торцевой по-
верхности пластины перемещения в тангенциальных направлениях ; , , , 
( ) – заданные в начальный момент времени  перемещения и скорости точек
конструкции;  – контур, ограничивающий область , занимаемую пла-
стиной в плане;  – угол, задающий направление внешней нормали к Г. Возможно за-
дание и пяти смешанных из (3.8) и (3.9) граничных условий, например при моделиро-
вании шарнирного опирания кромки [21].

4. Численный метод расчета. Как отмечалось в разделе 2, численное интегрирование
рассматриваемой задачи будем строить на основе алгоритма шагов по времени [7, 10,
11, 14, 23, 30]. Поэтому считаем, что в дискретные моменты времени  помимо вели-
чин, указанных в (2.21), известны значения следующих функций:

(4.1)

следовательно, используя (3.6), при  можем определить все силовые факторы и
внешние нагрузки, входящие в (3.3) и (3.5).

Производные по времени (за исключением второго равенства (2.22)) будем аппрок-
симировать центральными конечными разностями [11, 14], что позволяет построить
явную численную схему интегрирования исходной задачи. После замены вторых про-
изводных по t в левых частях равенств (3.5) их конечно-разностными аналогами, учи-
тывая обозначения, аналогичные (4.1), получим
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пользованием (3.4) можно вычислить и скорости осредненных деформаций  при
. Затем по формулам (2.19) из [14] вычисляем скорости деформаций материалов

композиции  (см. (2.18)), а из соотношений (2.24) и (2.22) – скорости напряжений

 и ускорения деформаций  ( ) в тех же компонентах. Используя третье

соотношение (2.3) и формулу трапеций, параметр Одквиста  в момент времени  с

точностью порядка  можно вычислить так:

(4.3)

где согласно (4.1) функции  и  уже известны. Скорости пластических деформа-

ций компонентов композиции  в (4.3) при  можно определить по формуле

(2.5) при учете (2.11). Так как при этом  уточняются в процессе реализации метода
переменных параметров упругости, то по формуле (4.3) итерационно уточняется зна-

чение . В качестве начального приближения можно принять . Даль-
нейшее решение рассматриваемой задачи строится так же, как и в [11, 14].

Согласно структуре левых частей уравнений (4.2), для начала расчетов по разрабо-

танной численной схеме необходимо знать значения функций ,  и  ( ).

Функции ,  и  известны из начальных условий, а значения функций ,  и 
определяются по формуле Тейлора при использовании начальных условий (3.10)
и уравнений движения (3.5) в начальный момент времени  (см. выражения (69)
в [11]).

Если область , занимаемая конструкцией в плане, прямоугольна, то после замены
в уравнениях (4.2) и граничных условиях (3.8) производных  их конечно-разност-
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Таблица 1. Физико-механические характеристики материалов компонентов композиции [31, 32]

Материал , с–1 , кг/м3 E, ГПа ν , МПа , ГПа ,
МПа ⋅ с a, м/с

Эпоксидная 5 × 10–4 1210 2.8 0.33 20 1.114 250 1521

смола 100.0 1210 2.8 0.33 22 1.238 250 1521
Стеклянные 5 × 10–4 2520 86.8 0.25 4500 6.230 1000 5869

волокна 100.0 2520 86.8 0.25 4600 6.314 1000 5869

ε� ρ σs sE η
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устойчивости Куранта и для тонкостенных однородных конструкций приведены в
[10]. Если эти условия выполняются для каждого компонента композиции, то они с
запасом выполняются и для КМ-пластины.

5. Обсуждение результатов расчетов. Исследуем неупругое динамическое деформи-
рование относительно тонкой прямоугольной пластины ( : , ; ,

 см,  см; ). По всем кромкам ( ) конструкция жестко за-
креплена (см. (3.9) и (3.11) при ) и при  покоится (см. (3.10) и
(3.11) при  и , ). Пластина нагружена избыточным дав-
лением со стороны нижней лицевой плоскости, вызванным приходом воздушной
взрывной волны [30]:

(5.1)

где

(5.2)

tmax – время, при котором давление  достигает наибольшего значения ;
 – время, при превышении которого можно пренебречь p(t) по сравнению с pmax

(соотношение (5.2) получено при условии ). Согласно эксперимен-
тальным данным [30], в расчетах примем  мс,  мс и  МПа.

Конструкция изготовлена из эпоксидной смолы [31] и армирована стеклянными
волокнами [32]. Диаграмма неупругого деформирования материала композиции при
активном нагружении и постоянстве скорости деформации определяется следующей
зависимостью при растяжении–сжатии:

(5.3)

где ,  – осевое напряжение и соответствующая пластическая составляющая линей-

ной деформации ;  – модуль линейного упрочнения k-го материала

композиции;  – условный предел текучести при значении скорости де-
формировании . Физико-механические характеристики компонентов ком-
позиции представлены в таблице 1, где  – скорость звука в соответствующем

материале. Объемная вязкость материалов в расчетах не учитывается: ,
 (см. (2.4) и (2.20)). Диаграмму неупругого деформирования при чистом

сдвиге  можно рассчитать, используя зависимость (5.3), по формулам, приве-
денным в [23].
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мени  мкс, а правые части в уравнениях (4.2) аппроксимируются их конечно-раз-
ностными аналогами. При указанной дискретизации области интегрирования отно-
шения  км/с и  км/с существенно превышают значения a,
указанные в таблице. Следовательно, необходимые условия устойчивости схемы
«крест» выполняются для каждого материала композиции [10], а значит, и для рас-
сматриваемой композиции в целом, причем со значительным запасом.

На рис. 3 изображены зависимости прогиба (в мм) центральных точек ( (t,
0, 0)) рассматриваемых КМ-пластин от времени (в мс) в окрестности начального мо-
мента (рис. 3,a) и в окрестности  мс (рис. 3,b). Номера кривых соответствуют
номерам структур армирования. Кривые, номера которых помечены штрихом, полу-
чены без учета чувствительности материалов композиции к изменению скорости де-
формирования. (Для этих кривых расчеты проводились по табличным данным, соот-

ветствующим скорости деформации  с–1.) Кривые 1′ и 2′ на рис. 3,a не изоб-
ражены, так как они визуально почти не отличаются от кривых 1 и 2 соответственно.

Из сравнения ординат точек кривых 1 и 2 на рис. 3,a и 3,b видно, что к моменту вре-
мени  мс стеклопластиковые пластины с обеими структурами армирования по-
чти полностью перестают колебаться. Сопоставление кривых на рис. 3,a свидетель-
ствует о том, что для относительно тонкой КМ-пластины замена традиционной 2D-
структуры армирования (см. рис. 2,a) на пространственную 4D-структуру (см. рис.
2,b) не приводит к уменьшению максимального значения прогиба. Аналогично, со-
гласно поведению этих же кривых на рис. 3,b, такая замена структуры армирования в
тонкой пластине не приводит к значительному уменьшению величины остаточного
прогиба в центральной точке конструкции. Сравнение же кривых 1′ и 2′ на рис. 3,b по-
казывает, что при расчете тонких КМ-пластин по вязкоупругопластической модели
деформирования замена 2D-структуры армирования на 4D-структуру приводит к су-
щественному уменьшению величины остаточного прогиба в центральной точке.

На рис. 4 изображены зависимости прогибов (в мм) исследуемых пластин от коор-
динаты  (в м), определенные в центральных поперечных сечениях ( ) при t =
= 500 мс, когда конструкции практически уже перестали осциллировать. Обозначение
кривых на рис. 4 такое же, как и на рис. 3. Поведение кривых 2 и 2′ на рис. 4 свидетель-
ствует о том, что остаточный прогиб КМ-пластины с пространственным армировани-
ем имеет традиционный -образный вид, а поведение кривых 1 и 1′ показывает, что
остаточный прогиб пластин с 2D-армированием имеет необычный M-образный вид.
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А значит, конструкции с 2D-структурой армирования после динамического неупруго-
го деформирования приобретают остаточную форму гофрированного вида со складка-
ми, ориентированными в продольном направлении .

На рис. 5 изображены зависимости наибольших значений интенсивности деформа-

ций  ( , ,  и ) компонентов композиции

рассматриваемых пластин от времени (в мс) в окрестности начального момента (рис.
5,a) и в окрестности  мс (рис. 5,b). Кривые на рис. 5 имеют двойное обозначе-
ние: первая цифра обозначает номер структуры армирования, вторая цифра (после де-
фиса) – номер k-го компонента композиции (  – связующее,  – арматура
второго семейства, уложенная в направлении  и испытывающая наиболее интен-
сивное деформирование). Штрих у номера кривой имеет прежний смысл. На рис. 5,a

(чтобы его не загромождать) приведены зависимости  только для связующего
материала.
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Сравнение кривых 1-0 и 2-0 на рис. 5,a демонстрирует, что замена в относительно
тонкой пластине 2D-структуры армирования на 4D-структуру приводит к увеличению

наибольшего значения  в связующей матрице примерно на 14%. По-

ведение же кривых 2-0 и 2-0′ на рис. 5,a свидетельствует о том, что учет и неучет чув-
ствительности материалов композиции к скорости их деформирования для тонкой
стеклопластиковой пластины с 4D-структурой армирования практически не влияет

на величину  в связующем. Напротив, сопоставление кривых 1-0, 1-2 и 2-0, 2-2 на
рис. 5,b показывает, что такая замена структуры армирования позволяет существенно
уменьшить интенсивность остаточных деформаций рассматриваемых компонентов
композиции. Сравнение же кривых 2-0, 2-2 и 2-0′, 2-2′ указывает на то, что расчет, вы-
полненный для тонкой пластины с 4D-структурой армирования без учета чувстви-
тельности материалов композиции к изменению скорости их деформирования (кри-
вые 2-0′ и 2-2′), существенно (почти вдвое для связующего) завышает величину интен-
сивности остаточных деформаций компонентов композиции по сравнению с
расчетом, учитывающим эту чувствительность (кривые 2-0 и 2-2).

Результаты, которые обсуждались выше, касаются относительно тонких КМ-пла-
стин (относительная толщина равна 1/50). Проведенные дополнительные расчеты по-
казывают, что при увеличении относительной толщины пластин положительный эф-
фект от замены плоско-перекрестных структур армирования (см. рис. 2,a) на про-
странственные структуры (см. рис. 2,b) существенно возрастает как при учете, так и
неучете чувствительности компонентов композиции к скорости их деформирования.
Так, в работе [14] показано, что для стеклопластиковой пластины с относительной
толщиной 1/10 замена 2D-структурой армирования на 4D-структуру приводит к

уменьшению максимального значения прогиба почти на 20%, а величины  – на
30% (при учете указанной чувствительности).

6. Заключение. Разработанная модель вязкоупруго-вязкопластического деформиро-
вания армированных пластин позволяет определять остаточные перемещения и оста-
точное деформированное состояние компонентов композиции при учете их чувстви-
тельности к изменению скорости деформирования.

Анализ динамического вязкоупругопластического и вязкоупруго-вязкопластиче-
ского поведения стеклопластиковых пластин, материалы композиции которых слабо
чувствительны к скорости деформирования, показал, что даже для относительно тон-
ких КМ-конструкций неучет этой чувствительности может существенно (даже в разы)
завышать величину интенсивности остаточных деформаций компонентов компози-
ции. Это различие возрастает с увеличением относительной толщины пластин и с уве-
личением чувствительности материалов композиции к изменению скорости их де-
формирования.

Даже в случае относительно тонких стеклопластиковых пластин (с относительной
толщиной 1/50) замена традиционной ортогональной 2D-структуры армирования
(рис. 2,a) на пространственную 4D-структуру (рис. 2,b) позволяет существенно умень-
шить интенсивность остаточных деформаций компонентов композиции (особенно
связующей матрицы). Положительный эффект от такой замены структур армирова-
ния резко возрастает с увеличением относительной толщины конструкции. Так, для
стеклопластиковых пластин с относительной толщиной порядка 1/10 указанная заме-
на структур армирования позволяет значительно уменьшить не только остаточные
прогибы конструкции и остаточные деформации компонентов композиции, но и мак-
симальный (достигаемый в процессе осцилляций) прогиб и максимальные значения
интенсивности деформаций компонентов композиции.
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Обнаружено, что после неупругого динамического деформирования стеклопласти-
ковой удлиненной пластины она может приобретать гофрированную остаточную
форму с ориентацией складок в продольном направлении.

Высокопрочные стеклянные волокна при их интенсивном деформировании запа-
сают упругую энергию в большом количестве, поэтому после прекращения действия
внешней динамической нагрузки арматура стремится вернуть КМ-пластину в исход-
ное положение даже несмотря на то, что низкопрочное эпоксисвязующее подвергает-
ся при этом значительному циклическому пластическому деформированию. Вслед-
ствие чего амплитуда поперечныхколебаний тонкостенной КМ-конструкции при на-
грузке взрывного типа в окрестности начального момента времени на порядок и более
превышает величину остаточного прогиба. Подобное поведение не характерно для не-
упруго деформируемых однородных пластин при интенсивном динамическом нагру-
жении.

Работа выполнена в рамках государственного задания (№ госрегистрации
121030900260-6).
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В данной работе предложен гибридный конечный элемент для моделирования в
пространственной постановке связанных термоэлектромеханических полей в ком-
позитных пластинах с пьезоэлектрическими накладками, основанный на методе от-
счетных поверхностей. Согласно методу отсчетных поверхностей в слоях пластины
и пьезоэлектрических накладках выбираются отсчетные поверхности параллельные
срединной поверхности для введения в качестве искомых функций температуры,
перемещений и электрических потенциалов этих поверхностей. Вначале вычисляет-
ся распределение температуры в слоистой пластине путем решения методом конеч-
ных элементов задачи теплопроводности. Полученные результаты используется в
качестве входных данных для решения задачи термоэлектроупругости. На основе
разработанной конечно-элементной модели предложен метод определения опти-
мальных электрических потенциалов, подаваемых на электроды актуаторов, с целью
приведения пластины к заданной форме за счет использования обратного пьезо-
электрического эффекта.
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мой, метод конечных элементов, метод отсчетных поверхностей

DOI: 10.31857/S0572329921040085

Введение. В настоящее время устройства и технические системы на основе пьезоак-
тивных материалов проникли в авиационную и космическую технику и широко ис-
пользуются в адаптивных композитных конструкциях. Подобные конструкции с
встроенными в них пьезокерамическими материалами способны в значительных пре-
делах менять свои технические характеристики в соответствии с условиями эксплуа-
тации и позволяют эффективно управлять их деформациями. Преимуществом пьезо-
керамики является то, что в силу прямого и обратного пьезоэлектрических эффектов
она может одновременно выполнять функции как сенсора, так и актуатора. Проекти-
рование адаптивных конструкций представляет собой многогранную деятельность,
включающую исследования по теплопередаче, механике композитных материалов и
конструкций, сенсорам и актуаторам, методам оптимизации. Таким образом, расчет и
моделирование тонкостенных композитных конструкций с пьезоэлектрическими
сенсорами и актуаторами при тепловых и механических воздействиях на основе про-
странственной теории термопьезоэлектричества является актуальной задачей.
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Расчет термоэлектроупругих слоистых конструкций на основе теории оболочек
первого порядка (теория Тимошенко–Миндлина) с использованием четырехузловых
конечных элементов выполнен в работах [1, 2]. При этом для описания температуры и
электрического потенциала применена дискретная модель слоистых оболочек перво-
го порядка. Конечные элементы для расчета слоистых композитных пластин при теп-
ловых воздействиях на основе теории пластин третьего порядка предложены в работах
[3, 4]. В девяностых годах для анализа связанных температурных, механических и
электрических полей в слоистых пьезоэлектрических конструкциях стали использо-
ваться трехмерные изопараметрические элементы [5–8]. Однако для расчета адаптив-
ных тонкостенных конструкций такие конечные элементы являются вычислительно
неэффективными. В связи с этим получили развитие конечные элементы для расчета
в пространственной постановке слоистых пьезоэлектрических конструкций на основе
дискретных теорий первого и третьего порядков [9–11] путем использования степен-
ных полиномов для аппроксимации температуры, перемещений и электрического по-
тенциала в пределах слоя. Более общие геометрически точные конечные элементы
оболочки для расчета слоистых пьезоэлектрических конструкций на основе метода
отсчетных поверхностей [12] с использованием полиномов Лагранжа произвольной
степени построены в работе [13]. Согласно методу отсчетных поверхностей в слоях
оболочки выбираются отсчетные поверхности параллельные срединной поверхности
с целью введения в качестве искомых функций температуры, перемещений и электри-
ческих потенциалов этих поверхностей. Отметим, что геометрически точные конеч-
ные элементы оболочки [13] не предназначены для расчета композитных конструкций
с распределенными на лицевых поверхностях пьезоэлектрическими актуаторами, что
представляет интерес для решения задачи управления формой адаптивных композит-
ных конструкций.

В данной работе на основе метода отсчетных поверхностей, расположенных в слоях
пластины и пьезоэлектрических накладках в узловых точках полинома Чебышева, по-
строен пространственный четырехузловой конечный элемент слоистой композитной
пластины с учетом условия эквипотенциальности на электродах, обобщающий конеч-
ный элемент [14] на случай теплового нагружения и позволяющий эффективно ре-
шать задачи о приведении пластины к заданной форме и о возврате деформированной
пластины к ее первоначальной форме. На возможность компенсации температурных
деформаций за счет обратного пьезоэлектрического эффекта указано в работе [15].
Анализ численных алгоритмов и методов управления формой адаптивной конструк-
ции представлен в обзоре [16].

1. Конечный элемент для решения задачи теплопроводности для слоистой пластины на
основе метода отсчетных поверхностей. Рассмотрим пластину толщиной h, состоящую
из N слоев. Срединная поверхность пластины  описывается декартовыми координа-
тами , , а координата  отсчитывается вдоль нормали к этой поверхности. В n-м
слое пластины выбираем In отсчетных поверхностей параллельных срединной поверх-
ности, где . При этом  поверхности расположены внутри слоя в узловых
точках полинома Чебышева, что обеспечивает равномерную сходимость метода, дру-
гие две совпадают с поверхностями раздела слоев. Таким образом, общее число от-
счетных поверхностей в пакете равно . Координаты отсчетных по-
верхностей определяем по формулам [17]:

(1.1)
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где  – толщина n-го слоя; ,  – координаты лицевых поверхно-

стей;  – координаты поверхностей раздела слоев; ; ;
.

Согласно методу отсчетных поверхностей [17] полагаем, что температура , ком-

поненты градиента температуры  и теплового потока , где

– коэффициенты теплопроводности, распределены по толщине n-го слоя по сле-
дующему закону:

(1.2)

Здесь , ,  – температура, компоненты градиента температуры и теплового

потока на отсчетных поверхностях;  – базисные полиномы Лагранжа степени
:

(1.3)

где ; .
В силу формул (1.2), (1.3) соотношения между градиентом температуры и темпера-

турой отсчетных поверхностях n-го слоя имеют вид

(1.4)

где  – полиномы степени ; их значения на отсчетных поверхностях
n-го слоя можно представить в форме

(1.5)

Вариационное уравнение теплопроводности для слоистой пластины относительно
градиента температуры и температуры отсчетных поверхностей [13] запишем в виде
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Здесь ,  – температура нижней и верхней лицевых поверхностей  и ; ,

 – заданные тепловые потоки на лицевых поверхностях.
Для построения конечно-элементной модели разобьем пластину на прямоугольные

элементы, причем число слоев в конечных элементах с пьезоэлектрическими наклад-
ками и без них будет отличаться. Предположим для определенности, что накладки
расположены на верхней поверхности, тогда число слоев определяется как 
для конечных элементов, не содержащих накладок, и  для элементов с на-
кладками, где N0 – число слоев в слоистой пластине.

Температура и градиент температуры отсчетных поверхностей n-го слоя в пределах
четырехузлового конечного элемента аппроксимируются согласно билинейному за-
кону:

(1.8)

(1.9)

где  – билинейные функции формы [13]; ,  – локальные координаты ко-

нечного элемента; ,  – температура и градиент температуры отсчетных по-
верхностей в узлах элемента; .

Введем дополнительные матричные обозначения:

(1.10)

Учитывая соотношения (1.4), (1.9), (1.10), градиент температурного поля в узлах ко-
нечного элемента представим в форме

(1.11)

Здесь  – постоянные матрицы порядка  [13]. Чтобы применить аналитиче-
ское интегрирование в пределах конечного элемента, билинейную аппроксимацию
для градиента температуры (1.9) запишем в виде

(1.12)

где

(1.13)

Здесь и далее, индексы ,  принимают значения 0 или 1.
Подставляя (1.8), (1.12) в вариационное уравнение (1.6) и выполняя аналитическое

интегрирование в пределах конечного элемента, приходим к системе линейных урав-
нений

(1.14)
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ев в элементах без накладок и, следовательно, размерность матрицы  зависит от
типа конечного элемента.

2. Конечный элемент для решения задачи термоэлектроупругости для слоистой пьезо-
электрической пластины на основе метода отсчетных поверхностей. Согласно методу от-
счетных поверхностей, примененному для решения связанной задачи термоэлектро-

упругости [12], полагаем, что перемещения , деформации , напряжения ,

электрический потенциал , компоненты векторов напряженности электрического

поля  и электрического смещения  распределены по толщине n-го слоя пла-
стины по закону аналогичному (1.2), (1.3):

(2.1)

где , , , , ,  – перемещения, деформации, напряжения, элек-
трический потенциал, векторы напряженности электрического поля и электрическо-
го смещения отсчетных поверхностей n-го слоя.

Соотношения между деформациями и перемещениями отсчетных поверхностей, а
также между напряженностью и потенциалом электрического поля отсчетных поверх-
ностей имеют вид

(2.2)

(2.3)

Уравнения состояния линейной теории термопьезоэлектричества представим в
форме

(2.4)

где  – приращение температуры отсчетных поверхностей от есте-

ственного состояния ; , ,  – упругие, пьезоэлектрические и диэлектриче-

ские постоянные; ,  – температурные напряжения и пироэлектрические кон-
станты n-го слоя.

Подставляя аппроксимации (1.2), (2.1) в смешанный вариационный принцип тер-
моэлектроупругости для слоистого тела [18], в котором независимыми варьируемыми

переменными являются перемещения , электрический потенциал , независи-

мые от поля перемещений деформации  и напряжения , и интегрируя по попе-
речной координате с учетом (1.7), получим вариационное уравнение для построения
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гибридного конечного элемента слоистой пьезоэлектрической пластины при тепло-
вом нагружении

(2.5)

где , , ,  – перемещения и электрические

потенциалы лицевых поверхностей , ; , , ,

 – заданные механические и электрические нагрузки, действующие на лицевых по-
верхностях. В вариационном уравнении (2.5) использованы следующие матричные
обозначения:

(2.6)

Для интерполяции перемещений, деформаций, потенциала и напряженности элек-
трического поля отсчетных поверхностей n-го слоя в пределах четырехузлового ко-
нечного элемента пластины воспользуемся стандартными билинейными аппроксима-
циями
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где , , ,  – перемещения, деформации, потенциал и напряженность
электрического поля в узлах элемента. Для выполнения аналитического интегрирова-
ния в пределах элемента аппроксимации (2.7), (2.8) представим в виде

(2.9)

(2.10)

Соотношения (2.2), (2.3) с учетом аппроксимаций (2.9), (2.10) запишем в матрич-
ной форме

(2.11)

где ,  – постоянные в пределах конечного элемента матрицы порядка 
и  [13]. Искомые векторы узловых перемещений и электрических потенциалов
конечного элемента имеют вид

(2.12)

Также при построении гибридного конечного элемента вводятся независимые ап-

проксимации напряжений  и деформаций , позволяющие обеспечить кор-
ректный ранг матрицы жесткости [19]:
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Подставляя конечно-элементные аппроксимации (2.7)–(2.10), (2.13), (2.14) в сме-
шанное вариационное уравнение (2.5), интегрируя аналитически в пределах конечно-

го элемента и исключая напряжения  и независимые от поля перемещений де-

формации , приходим к разрешающей системе линейных уравнений

(2.16)

Здесь , , ,  – механическая, пьезоэлектрическая и диэлектриче-
ская матрицы жесткости конечного элемента, ,  – векторы механических и элек-
трических нагрузок,  и  – векторы температурных нагрузок:

(2.17)

(2.18)

Величины  находятся в результате решения задачи теплопроводности как линей-

ная комбинация приращения температуры  в узлах конечного эле-
мента [13]:

(2.19)

При решении сенсорной задачи выполнялось условие эквипотенциальности на
электродах верхних поверхностей пьезоэлектрических накладок, то есть предполага-
лось, что

(2.20)

Для учета условия (2.20) применяется метод штрафных функций, в соответствии с
которым к диэлектрической матрице жесткости добавляется штрафная матрица с до-
статочно большим положительным множителем :
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При получении глобальной матрицы жесткости учитываем, что, как уже отмеча-
лось, число слоев в конечных элементах с накладками превышает число слоев в эле-
ментах без накладок и, следовательно, размерность матриц , ,  зависит от
типа конечного элемента. После сборки элементов в ансамбль приходим к глобальной
системе линейных алгебраических уравнений, которую для решения задачи управле-
ния формой удобно записать в виде

(2.23)

где K – глобальная матрица жесткости;  – глобальный вектор узловых перемещений
и электрических потенциалов; F – глобальный вектор, механических, электрических
и температурных нагрузок:

(2.24)

3. Решение задачи управления формой слоистой пластины. Обозначим через L число
пьезоэлектрических накладок на верхней лицевой поверхности пластины. Пусть

 – вектор электрических потенциалов, подаваемых на электроды на-
кладок, тогда вектор внешних нагрузок можно записать в виде

(3.1)

где P – матрица порядка , где M – число узлов конечно-элементной сетки.
Элементы матрицы  равны 1, если k-я компонента вектора правых частей отвечает
наличию потенциала на электроде l-й накладки, и нулю в противном случае; F0 – век-
тор правых частей, зависящий от поверхностных нагрузок.

Поставим задачу о приведении деформированной в результате теплового нагруже-
ния срединной поверхности пластины к ее недеформированному состоянию. В этом
случае целевая функция задачи оптимизации имеет вид

(3.2)

где R – матрица порядка , элементы которой  равны 1, если k-я компо-
нента вектора неизвестных соответствует поперечному перемещению срединной по-
верхности в m-м узле сетки, и равны нулю в противном случае.

Для решения задачи оптимизации (3.2) применим прямой метод. Из соотношений

(2.23), (3.1) следует, что , поэтому

(3.3)

Необходимое условие минимума функции (3.2) с учетом (3.3) и симметрии матри-
цы  можно записать в виде

(3.4)

где – симметричная матрица порядка L × L;  – вектор правых частей, определяе-
мые по формулам
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Система линейных уравнений (3.4), (3.5) решается методом исключения Гаусса. В
результате находим электрические потенциалы, которые необходимо подать на элек-
троды накладок, чтобы привести пластину к недеформируемому состоянию.
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4. Численные результаты. 4.1. Консольная пластина с пьезоэлектрической накладкой.
Для оценки эффективности разработанного конечного элемента GeXSaS4 рассмот-
рим задачу о нагреве двухслойной пластины длиной a = 100 мм и шириной b = 20 мм,
изображенной на рис. 1. Пластина состоит из двух слоев углепластика толщиной

 мм с направлением волокон [0/90]. На расстоянии 20 мм от заделки на
верхней поверхности пластины расположена квадратная накладка из пьезокерамики
PZT-5A толщиной  мм. Материальные константы пьезокерамики PZT-5A со-
ответствуют работе [20]:

Материальные константы углепластика [21] следующие:

где , , ,  – модули упругости; ,  – коэффициенты Пуассона; ,  –
коэффициенты теплового расширения; ,  – коэффициенты теплопроводности;
индексы L и T обозначают направления вдоль и поперек волокон.
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Рис. 1. Консольная пластина с пьезоэлектрической накладкой
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Нижняя лицевая поверхность пластины  подвергается действию теплового пото-

ка  Вт/м2. Верхняя поверхность пластины , а также наружная поверхность и

торцы накладки поддерживаются при заданной температуре  K,
где N = 2 или 3. Предполагается, что электрод на поверхности раздела накладки и пла-
стины заземлен, а на электроде наружной поверхности накладки выполняется условие
эквипотенциальности.

Учитывая условия симметрии, моделировалась половина пластины ( ) с
использованием регулярных конечно-элементных сеток. В табл. 1 приведено исследо-
вание сходимости разработанного конечного элемента GeXSaS4 в зависимости от вы-
бранных сеток и от числа отсчетных поверхностей In в слоях пластины и накладке.
Как видим, редкая сетка 20 × 2 обеспечивает достаточно надежные результаты по
сравнению с эталонными, полученными с использованием сетки 240 × 24.

Проведено также сравнение с результатами расчета на основе 20-узлового конечно-
го элемента SOLID226 [22]. Как известно, трехмерные пьезоэлектрические элементы
программного комплекса ANSYS [22], в частности SOLID226, не предоставляют поль-
зователям возможности учета пироэлектрического эффекта, поэтому сравнение воз-
можно, только при условии  На рис. 2 показано распределение температуры,
электрического потенциала, электрического смещения и напряжений по толщине па-
кета в точке  для двух значений пироэлектрической константы, вычис-
ленные с помощью элемента GeXSaS4 на сетке 240 × 24 при выборе семи отсчетных
поверхностей в слоях пластины и накладке ( ) и конечного элемента
SOLID226 путем использования трехмерных сеток 240 × 24 × 6 в слоях пластины и на-
кладке. Как видим, учет пироэлектрической константы практически не влияет на ре-
зультаты расчета напряжений, однако ее влияние на потенциал и смещение электри-
ческого поля в пьезоэлектрической накладке существенно.

4.2. Консольная пластина с четырьмя пьезоэлектрическими накладками. Далее рас-
смотрим двухслойную пластину, изображенную на рис. 3. Длина и ширина прямо-
угольной пластины, толщины слоев ,  и накладок , направления армирования в
композитных слоях и использованные в пластине и накладках материалы описаны в
разделе 4.1. Расстояния между квадратными накладками и расстояния от накладок до
краев пластины приняты равными c = 4 мм. Параметры теплового нагружения пла-
стины соответствуют разделу 4.1. Электроды на поверхностях раздела пьезоэлектриче-
ских накладок и пластины заземлены. С учетом симметрии моделировалась половина
пластины ( ) с использованием регулярных конечно-элементных сеток.

Рассматриваются две задачи: тепловое нагружение пластины, при котором на элек-
тродах верхних накладок выполняется условие эквипотенциальности (задача Т) и
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Таблица 1. Исследование сходимости в пластине с пьезоэлектрической накладкой

Сетка 20 × 2 60 × 6 120 × 12 240 × 24 240 × 24 240 × 24

In 7 7 7 3 5 7

, мкм –17.40 –17.47 –17.52 –17.45 –17.55 –17.56

, K 2.771 2.884 2.893 2.855 2.893 2.895

 В 2.257 2.265 2.267 2.267 2.267 2.267

3(A,0)u

Θ − 1(B, )h

ϕ +2 3(B, ),h h
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Рис. 2. Зависимости температуры  (K), электрического потенциала ϕ (В), электрического смещения 

(Кл/м2) и напряжений  (МПа) в точке B от поперечной координаты в пластине с пьезоэлек-

трической накладкой: конечный элемент GeXSaS4 при  Кл/м2K (──) и  (─ ─); элемент
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управление деформированной формой пластины путем решения задачи оптимизации
(3.2) при наличии температурных воздействий (задача О). В табл. 2, 3 представлено
исследование сходимости конечного элемента GeXSaS4 в температурной задаче (Т) и
задаче оптимизации (О) в зависимости от конечно-элементных сеток и от числа от-
счетных поверхностей . Здесь  – электрический потенциал на верхнем электроде
l-й накладки, полученный в результате решения системы уравнений (2.23), (2.24);  –
электрический потенциал на электроде l-й накладки, найденный в результате реше-
ния системы уравнений (3.4), (3.5), где . Полученные результаты свидетель-
ствуют об эффективности разработанного конечного элемента GeXSaS4 с точки зре-
ния использования редких сеток.

На рис. 4 приведены зависимости поперечного перемещения и нормального напря-
жения от продольной координаты. Отметим, что в результате решения задачи опти-
мизации срединную поверхность удается привести к форме близкой к исходной неде-
формированной, но при этом величина напряжений в пластине возрастает. На рис. 5
показаны распределения напряжений в точках ,  по
толщине пакета путем решения обеих поставленных задач. Как видим, конечный эле-
мент GeXSaS4 с высокой точностью воспроизводит поперечные компоненты тензора
напряжений вблизи раздела слоев и на лицевых поверхностях пластины с учетом ну-
левых граничных условий. Результаты, показанные на рис. 4, 5, получены с помощью

nI φl

lV

= 1,2,3,4l

+A( /2, 3 /4)c b b +B(2 3 /2, 3 /4)c b b

Рис. 3. Консольная пластина с четырьмя накладками
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Таблица 2. Исследование сходимости в пластине с четырьмя накладками (задача Т)

Сетка 25 × 2 75 × 6 150 × 12 300 × 24 300 × 24 300 × 24

In 7 7 7 3 5 7

, мкм –12.58 –12.82 –12.93 –12.67 –12.97 –13.00

, K 2.293 2.308 2.311 2.312 2.312 2.312

, В 2.522 2.662 2.674 2.632 2.673 2.675

, В 2.821 2.917 2.921 2.881 2.920 2.921

, В 2.824 2.918 2.922 2.882 2.921 2.922

, В 2.827 2.919 2.922 2.882 2.920 2.921

3(C,0)u

Θ − 1(В, )h

φ1

φ2

φ3

φ4
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сетки 300 × 24 при выборе семи отсчетных поверхностей в слоях пластины и наклад-
ках, то есть .

4.3. Защемленная прямоугольная пластина с пьезоэлектрическими накладками на верх-
ней лицевой поверхности. В заключение рассмотрим защемленную по контуру прямо-
угольную пластину длиной  мм и шириной  мм (см. рис. 6). На верх-
ней поверхности пластины расположены 24 пьезоэлектрические накладки, имеющие
форму квадрата со стороной  мм. Расстояния от краев пластины до накладок d =
10 мм. Толщины слоев, направления армирования и свойства материалов совпадают с
приведенными в разделе 4.1.

Пусть нижняя поверхность пластины подвергается действию температуры  K.
Верхняя лицевая поверхность пластины, а также наружные поверхности и торцы на-

кладок поддерживаются при заданной температуре  K. Электроды на границах
раздела углепластика и накладок заземлены, а на верхних электродах накладок выпол-

= = =1 2 3 7I I I

=2 240a =2 160b

= 20с

−Θ = 5

+Θ = 0

Таблица 3. Исследование сходимости в пластине с четырьмя накладками (задача О)

Сетка 25 × 2 75 × 6 150 × 12 300 × 24 300 × 24 300 × 24

In 7 7 7 3 5 7

, мкм –0.3185 –0.2456 –0.2266 –0.2095 –0.2167 –0.2171

 В –19.55 –20.59 –21.17 –20.35 –21.29 –21.41

 В –13.94 –13.38 –13.11 –12.44 –13.06 –13.15

 В –21.87 –21.10 –21.02 –20.05 –20.95 –21.07

 В –5.468 –7.201 –7.820 –7.784 –8.186 –8.242

3(C,0)u

1,V

2,V

3,V

4,V

Рис. 4. Зависимости поперечного перемещения  (мм) и нормального напряжения ,
3b/4, h2/2) (МПа) от продольной координаты в консольной пластине с четырьмя накладками: задача Т (──)

и задача О (─ ─)
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няется условие эквипотенциальности. Аналогично разделу 4.2 рассматриваем две за-
дачи: температурное нагружение пластины (задача Т) и управление формой пластины
в случае температурных воздействий (задача О). В силу симметрии рассматривается
1/4 часть пластины, в которой накладки пронумерованы. Приведенные ниже резуль-

Рис. 5. Зависимости напряжений , , ,  (МПа) в точках A, B от поперечной координаты в кон-
сольной пластине с четырьмя накладками: задача Т (──) и задача О (─ ─)
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Таблица 4. Результаты расчета поперечного перемещения в точке C и электрических потенциа-
лов на электродах шести накладок в защемленной прямоугольной пластине

Задача Т , мкм , В , В , В , В , В , В

–63.56 5.271 7.240 7.699 7.520 6.452 7.849

Задача О , мкм  В  В  В  В  В  В

–2.741 231.1 477.0 535.8 118.7 398.3 528.7

3(C,0)u φ1 φ2 φ3 φ4 φ5 φ6

3(C,0)u 1,V 2,V 3,V 4,V 5,V 6,V
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таты получены с использованием сетки 120 × 80 при выборе пяти отсчетных поверх-
ностей в слоях и накладках ( ).

В табл. 4 приведены электрические потенциалы на верхних электродах m-й наклад-
ки  и , где , полученные в результате решения задач T и O, соответ-
ственно, а также поперечное перемещение в центре пластины. На рис. 7 изображены
деформированные срединные поверхности пластины, полученные после решения за-
дач Т и О. Как видим, в результате решения задачи оптимизации срединную поверх-
ность удается привести к форме достаточно близкой к исходной. Однако величины
напряжений существенно возрастают, на что указывают приведенные на рис. 8 зави-
симости нормальных напряжений от продольной координаты, выведенные для верх-
него слоя пластины. На рис. 9 показаны распределения поперечных касательных на-
пряжений в точках ,  по толщине пакета. Отметим, что гра-
ничные условия на лицевых поверхностях пластины и накладок и условия

= = =1 2 3 5I I I

φm mV = …1, 2, , 6m

А(5 /6, /4)a b В(5 /6, 3 /4)a b

Рис. 6. Защемленная прямоугольная пластина с пьезоэлектрическими накладками
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Рис. 7. Деформированная срединная поверхность защемленной прямоугольной пластины: задача Т (слева)
и задача О (справа)
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непрерывности на поверхностях раздела слоев и накладок выполняются с высокой
точностью, что свидетельствует об эффективности конечного элемента GeXSaS4.

Заключение. В работе построен четырехузловой гибридный конечный элемент на
основе метода отсчетных поверхностей, расположенных в узловых точках полиномов
Чебышева, который позволяет с высокой точностью рассчитывать в трехмерной по-
становке связанные температурные, электрические и механические поля в слоистых

Рис. 8. Зависимости напряжений ,  (□) и , ,
3b/4, h2/2) (○) от продольной координаты в защемленной прямоугольной пластине: задача Т (──) и за-

дача О (─ ─)
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Рис. 9. Зависимости напряжений ,  (МПа) в точках A, B от поперечной координаты в защемленной
прямоугольной пластине: задача Т (──) и задача О (─ ─)
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композитных пластинах с распределенными на лицевых поверхностях пьезоэлектри-
ческими накладками как в сенсорных, так и актуаторных задачах. На основе разрабо-
танного конечного элемента предложен простой и эффективный алгоритм нахожде-
ния оптимальных электрических потенциалов на электродах пьезокерамических на-
кладок, который позволяет привести деформированную пластину к исходной
недеформированной форме за счет использования обратного пьезоэлектрического
эффекта.
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Аналитическими методами решена динамическая задача оптимального разворота
твердого тела (например, космического аппарата) из произвольного начального по-
ложения покоя в требуемое конечное положение покоя при ограниченном управле-
нии (ограничены как управляющие функции, так и фазовые переменные). Время
окончания маневра не фиксировано. Рассматривается случай, когда существенным
ограничением является максимально допустимая кинетическая энергия вращения.
Для оптимизации используется комбинированный критерий качества, объединяю-
щий в заданной пропорции время разворота и интеграл от кинетической энергии
вращения. Построение оптимального управления разворотом основано на кватер-
нионных переменных и принципе максимума. Показано, что во время оптимально-
го разворота момент сил параллелен прямой, неподвижной в инерциальном про-
странстве, и направление кинетического момента твердого тела (космического ап-
парата) постоянно относительно инерциальной системы координат. Ключевые
свойства оптимального решения сформулированы в аналитическом виде. Подробно
исследован особый режим управления и сформулированы условия существования
или невозможности возникновения такого режима. Приведены расчетные выраже-
ния для нахождения основных характеристик программы управления. Даны пример
и результаты математического моделирования движения космического аппарата как
твердого тела при оптимальном управлении, демонстрирующие практическую реа-
лизуемость разработанного метода управления. Для динамически симметричного
космического аппарата поставленная задача оптимального управления решается до
конца – получены зависимости как явные функции времени для управляющих пе-
ременных и соотношения для расчета параметров закона управления. Созданные
алгоритмы управления позволяют совершать развороты с ограниченной энергией
вращения за минимальное время.

Ключевые слова: ориентация, кватернион, оптимальное управление, критерий каче-
ства, релейное управление, принцип максимума, краевая задача
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Введение. В статье решается задача перевода твердого тела (в частности, космиче-
ского аппарата (КА)) в положение заданной ориентации оптимальным образом с ис-
пользованием комбинированного показателя качества. Способ решения и формали-
зация описания кинематики вращательного движения основаны на методе кватерни-
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онов [1]. Для определения оптимальной траектории вращения использовались
кватернионные модели, принцип максимума и универсальные переменные [2]. Опти-
мальная программа управления ориентацией при развороте КА, как твердого тела, из
одного пространственного положения в другое построена с учетом ограничений на
управление и фазовые переменные (ограничены силовой момент и угловая скорость).
Приведенное ниже решение отличается от всех известных.

Исследованием задачи управления разворотом твердого тела в различных поста-
новках занимались неоднократно [1–21]. Большинство существующих решений зада-
чи пространственного разворота соответствуют вращению вокруг неподвижной оси
[1, 3–6]. И хотя принципы оптимизации и алгоритмы управления различны (на осно-
ве нечеткой логики [3], обратных задач динамики [4, 5] и др.), результирующее управ-
ление приводит к развороту вокруг оси Эйлера. В то же время разворот в плоскости
наименьшего угла разворота во многих практических случаях не является наилучшим,
как бы точно он не исполнялся. Особое место занимают вопросы оптимального
управления движением твердого тела [1, 2, 7–20], в том числе с неограниченным
управлением [8, 9] (с фиксированным [8] и нефиксированным временем окончания
маневра [9]). Наиболее детально задача оптимального управления угловым движени-
ем КА решена лишь для двух частных случаев – плоских вращений КА вокруг одной
из главных центральных осей инерции [6] и пространственного вращения сфериче-
ски-симметричного тела [1]. В большом количестве работ изучаются задачи опти-
мального по времени разворота [10–17]. Практический интерес представляют анали-
тические решения задачи оптимального разворота в замкнутой форме, так как они
позволяют применять на борту КА готовые законы программного управления и изме-
нения оптимальной траектории движения КА. Для сферически-симметричного [1] и
осесимметричного тела некоторые решения известны [15–18] (иногда авторы решали
краевую задачу принципа максимума путем замены переменных и последующего све-
дения исходной задачи к краевой задаче разворота сферически-симметричного тела
[18]). Для КА с произвольным распределением масс при произвольных граничных
условиях по угловому положению КА аналитическое решение задачи пространствен-
ного разворота не найдено, кроме некоторых особых случаев (например, [1, 19]).
Управление ориентацией КА с помощью инерционных исполнительных органов (ги-
родинов) имеет свои особенности [6, 22–25] (ранее был разработан и запатентован из-
вестный метод [26]).

Создание высокоэффективных алгоритмов управления ориентацией КА и сегодня
является актуальной проблемой. В отличие от задач максимального быстродействия,
нередко приходится учитывать стоимость затраченных ресурсов, кроме времени (на-
пример, топлива, расходуемого исполнительными органами системы ориентации КА
при выполнении динамической операции). Ниже исследуется динамическая задача
оптимального управления разворотом КА, когда ограничения накладываются как на
управляющие функции, так и на фазовые переменные (ограничен не только силовой
момент, но и угловая скорость). Принятый в статье минимизируемый функционал
также включает фазовые переменные (угловые скорости КА). Найденное решение
позволяет разворачивать КА с ограниченной кинетической энергией вращения за ми-
нимальное время, что крайне важно для практики космических полетов. Вопросы
экономичности управления движением КА (в частности, ограниченности энергии
вращения) и быстродействия маневров остаются до сих пор актуальными, поэтому ре-
шаемая в статье задача является практически важной.

1. Уравнения углового движения и постановка задачи управления. Динамика углового
движения КА как твердого тела описывается динамическими уравнениями Эйлера [1,
6]:

(1.1)ω + − ω ω = ω + − ω ω = ω + − ω ω =� � �1 1 3 2 2 3 1 2 2 1 3 1 3 2 3 3 2 1 1 2 3( ) , ( ) , ( )J J J M J J J M J J J M
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где Ji, i =  – главные центральные моменты инерции аппарата, Мi – проекции глав-
ного момента М сил на главные центральные оси эллипсоида инерции аппарата, ωi –
проекции вектора ω абсолютной угловой скорости КА на оси связанного базиса E, об-
разованного главными центральными осями эллипсоида инерции аппарата.

Для описания пространственного движения КА используем математический аппа-
рат кватернионов (параметров Родрига–Гамильтона). Движение связанного базиса Е
относительно опорного базиса I будем задавать кватернионом Λ, который для удоб-
ства полагаем нормированным [1] (||Λ|| = 1). Для определенности базис I считается
инерциальным. Поэтому справедливо следующее кинематическое уравнение [1]:

(1.2)
где символ “ ” – знак умножения кватернионов [1, с. 11–20]. Здесь и далее операция
кватернионного умножения на вектор понимается как умножение на кватернион с
нулевой скалярной частью; в частности , где Ω – кватернион, у которого
sqal Ω = 0, vect Ω = ω.

Управление движением КА относительно центра масс осуществляется за счет изме-
нения момента сил М. Считается, что область возможных значений вектора М подоб-
на эллипсоиду инерции КА и описывается неравенством [15]

(1.3)

где u0 > 0 – некоторая положительная величина, характеризующая мощность испол-
нительных органов системы ориентации КА. Интерес представляет задача разворота с
закрепленными левым и правым концами траектории движения, когда начальная и
конечная угловые скорости полагаются равными нулю (относительно опорного бази-
са I); такие задачи встречаются достаточно часто и имеют большое практическое зна-
чение. Граничные условия для динамической системы (1.1), (1.2) для исследуемого
управления разворотом из положения покоя в положение покоя представляются в ви-
де равенств:

(1.4)

(1.5)

где Т – время окончания поворотного маневра. Кватернионы Λin и Λf, задающие ори-
ентацию связанных осей КА в начальный и конечный моменты времени, имеют про-
извольные наперед заданные значения, удовлетворяющие условию ||Λin|| = ||Λf|| = 1 (по-
лагаем, что Λf ≠ ±Λin). Допустимыми считаются движения, у которых кинетическая
энергия вращения КА не превышает некоторой положительной величины Eadm. Сле-
довательно, управление имеет ограничение

(1.6)
где Eadm – максимально допустимая кинетическая энергия вращения. Эффективность
управления будем оценивать следующим показателем качества

(1.7)

где k0 ≥ 0 – неотрицательный постоянный коэффициент. Задачу оптимального управ-
ления пространственным разворотом КА сформулируем следующим образом: КА не-
обходимо перевести из состояния (1.4) в состояние (1.5) в соответствии с уравнениями
(1.1), (1.2) и ограничениями (1.3), (1.6) с минимальным значением функционала (1.7).
Время Т окончания маневра переориентации КА не фиксировано (оно оптимизирует-

1,3
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ся вместе с G). Цена разворота складывается из стоимости потерь полезного полетно-
го времени, вызванных длительностью совершаемого маневра, и интегральных энер-
гозатрат. Интеграл в (1.7) характеризует нежелательность или опасность движения с
большими энергиями. Коэффициент k0 определяет во сколько раз безопасность при
движении (в интегральном смысле) дороже времени движения. Очевидно, он может
быть разным для пилотируемых и грузовых аппаратов. Решение М(t) ищется в классе
кусочно-непрерывных функций времени.

Принятый критерий оптимальности позволяет определить режим вращения КА,
при котором разворот КА из исходного своего положения Λin в заданное конечное уг-
ловое положение Λf происходит с минимальными интегральными затратами энергии
и времени, и найти соответствующую программу управления. Сформулированная за-
дача управления КА отличается от ранее рассматриваемых задач видом функционала
(1.7) при наличии ограничений на фазовые переменные, а не только на управляющий
момент. Поскольку время управления Т не задано, разворот КА из состояния (1.4) в
состояние (1.5) всегда осуществим (решение М(t) задачи (1.1)–(1.7) существует для
любых сочетаний значений Λin, Λf, J1, J2, J3, и0). Оптимальное управление простран-
ственной переориентацией КА в соответствии с критерием (1.7) обладает важными
полезными свойствами. В частности, для оптимального по критерию (1.7) управле-
ния, ограниченного условием (1.3), остановка вращения КА (при необходимости пре-
кращения маневра в критической или нештатной ситуации) занимает время, не пре-
вышающее заранее известной величины.

2. Решение задачи оптимального управления разворотом. Сформулированная задача
управления (1.1)–(1.7) – динамическая задача оптимального разворота твердого тела
[1], в которой управляющими функциями являются моменты Мi, . Будем ре-
шать поставленную задачу с помощью принципа максимума Л.С. Понтрягина [27].
Введем сопряженные переменные ϕi, соответствующие угловым скоростям ωi, i = .
Поскольку критерий оптимальности не содержит позиционных координат (элементов
кватерниона ориентации Λ), целесообразно использовать универсальные переменные
ri, i =  [2], заменяющие сопряженные переменные ψj, которые соответствуют ком-

понентам λj кватерниона Λ, . Ограничение на фазовую переменную Λ (и соот-
ветственно λj) несущественно, так как оно выполняется при любых движениях КА во-
круг центра масс; ||Λ(t)|| = const в силу уравнения (1.2) [1]; мы полагали ||Λ(0)|| = ||Λin|| =
1, а значит |Λ(t)|| = 1 в любой момент времени t ∈ [0, T].

Для динамической задачи оптимального управления (1.1)–(1.7) гамильтониан Н ра-
вен [2]

где

Оптимальные функции ri, как компоненты вектора r, и вектор r удовлетворяют
уравнениям [2]

(2.1)
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(символ × означает векторное произведение векторов). Уравнения для ϕ i имеют вид
[27]

или в развернутой форме:

(2.2)

Гамильтониан Н составлен без учета ограничения ||Λ|| = 1 для фазовых переменных
λj в силу равенства ||Λ(0)|| = 1, о чем договорились выше. Вектор r является постоян-
ным относительно инерциального базиса I и |r| = const ≠ 0 (постоянство модуля |r| сле-
дует из свойств уравнений (2.1)). Решение r(t) системы (2.1) определяется начальным
Λin и конечным Λf положениями КА. Оптимальная функция r(t) вычисляется через
кватернион Λ(t) [1, 2]:

(составляющие вектора cE – проекции вектора r на оси инерциального базиса I);  –
кватернион, сопряженный кватерниону Λ [1, с. 11–20]. Считается, что r(0) ≠ 0 (в про-
тивном случае r1 = r2 = r3 ≡ 0 и дальнейшее решение задачи теряет смысл). Направле-
ние вектора cE зависит от начального и конечного положений КА. Для того, чтобы КА
имел требуемую ориентацию на правом конце Λ(T) = Λf, необходимо определить век-
тор cE (или значение вектора r в начальный момент времени) исходя из получающихся
при этом решений уравнения (1.2).

Для формулирования условий максимума функции Н запишем ее в следующем ви-
де

где Hinv не зависит явно от управляющих функций Mi ( ). Область возможных
управлений описывается неравенством (1.3). Обозначим

После замены переменных гамильтониан H принимает вид  +

+ Hinv. Для вспомогательных переменных , и гамильтониан H макси-
мален, если

Пусть ϕ – вектор, компонентами которого являются ϕi. Нетрудно видеть, что в слу-
чае ϕ ≠ 0 максимум функции Н для управлений Мi(t) при ограничении (1.3) достигает-
ся, когда

(2.3)

Случай ϕ = 0, при котором гамильтониан не зависит явным образом от управления М,
требует отдельного рассмотрения. Ниже покажем, что М = 0, если . Введем обо-
значение
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В начале и в конце разворота ограничение (1.6) несущественно, оно переходит в
строгое неравенство, так как угловые скорости в начальный и конечный моменты вре-
мени равны нулю ω(0) = ω(T) = 0. Поэтому, в интервалах движения, когда E(t) < Eadm,
оптимальное решение определяется замкнутой системой уравнений (1.1), (1.2), (2.1)–
(2.3) с учетом требований (1.4), (1.5). Найдем характерные свойства оптимального
движения для задачи (1.1)–(1.7).

Системе (1.1), (2.1)–(2.3) удовлетворяют функции ϕi и ωi, пропорциональные ri. С
учетом условий разворота ω(0) = ω(Т) = 0 система уравнений (1.1), (2.1)–(2.3) имеет
единственное решение, в котором ϕi и угловые скорости ωi связаны с переменными ri
зависимостями

(2.4)

(2.5)
где a(t), b(t) – скалярные функции времени. Подстановка равенств (2.4), (2.5) в систе-
му (2.2) с учетом уравнений (1.1), (2.1), (2.3) превращает все три уравнения (2.2) в тож-
дества, что доказывает истинность решения (2.4), (2.5). При этом оптимальные функ-
ции a(t) и b(t) должны удовлетворять равенству  = 2k0b(t) – 1.

Построение оптимальной программы разворота во многом зависит от значения ко-
эффициента k0 в минимизируемом функционале (1.7). Необходимо выделить два
принципиальных случая: k0 = 0 и k0 > 0. Рассмотрение начнем с более простого вари-
анта, когда k0 = 0.

3. Частный случай задачи оптимального разворота, когда k0 = 0. Если k0 = 0, то реша-
ется задача максимального быстродействия (разворот КА за минимальное время). Га-
мильтониан несколько упрощается и имеет следующий вид

Сопряженная система уравнений (2.2) также принимает более простую форму

(3.1)

где n1 = (J3 – J2 )/J1, n2 = (J1 – J3)/J2, n3 = (J2 – J1)/J3 есть постоянные коэффициенты.
Очевидно, что разворот КА совершается максимально быстро, если в каждый теку-

щий момент времени t угловая скорость максимальна, насколько это позволяют огра-
ничения (1.3) и (1.6). Выше было показано, что если E(t) < Eadm, то оптимальным явля-
ется управление (2.3) и М ≠ 0, если ϕ ≠ 0. При условии E(t) = сonst = Eadm область воз-
можных управлений сокращается из шара |u| ≤ u0 до плоского круга, ограниченного
окружностью, образованной пересечением сферы с плоскостью, перпендикулярной
вектору, компонентами которого являются  (так как при E(t) = сonst = Eadm

должно быть  и следовательно М1ω1 + М2ω2 + М3ω3 = 0); компонентами вектора
u являются ui. Оптимальный момент М обязан находиться внутри сечения эллипсоида
(1.3) плоскостью, перпендикулярной угловой скорости ω с тем, чтобы  пока не
наступит момент начала остановки вращения (а он существует, поскольку ω(T) = 0).

На участке разгона (начиная с момента времени t = 0), когда E(t) < Eadm и , оп-
тимальным является М ≠ 0 и a(t) > 0 (так как кинетическая энергия вращения E(t) воз-
растает), и как следствие

(3.2)
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(управляющий момент М и кинетический момент L имеют одинаковое направление,
и значение E(t) = Eadm достигается за минимальное время при ограничении (1.3)). На
участке торможения (в интервале времени слева от момента t = T), когда E(t) < Eadm и

, оптимальным является М ≠ 0 и a(t) < 0, чтобы кинетическая энергия вращения
E(t) уменьшалась, и поэтому

(3.3)

(слева от момента времени t = T управляющий момент М и кинетический момент L
имеют противоположные направления, и время остановки вращения минимально).

На участках разгона и торможения, когда E(t) < Eadm, кинетическая энергия E изме-

няется в соответствии с уравнением  (“+” соответствует разгону, “–“ –
торможению); приведенная зависимость получается из (3.2) и (3.3). Поэтому для
участка разгона E(t) = u0

2t2/2, а для участка торможения E(t) = u0
2(T – t)2/2. В момент

окончания разгона и в момент начала торможения кинетическая энергия одна и та же,
поэтому длительности разгона и торможения одинаковы и равны τ = tac = ,
где Emax = E(T/2) – максимальная энергия вращения.

В случае k0 = 0 оптимальным решением (т.е. единственным решением, удовлетво-
ряющим уравнениям движения (1.1) и необходимым условиям оптимальности (2.1),
(3.1) с учетом максимальности гамильтониана H0 в каждый текущий момент времени
t) является (2.5) и

(3.4)

где ρ0 = const > 0 (константа ρ0 определяется временными характеристиками опти-
мального разворота). Оптимальные функции b(t) и ρ(t) = ρ0 – t  удовлетворяют следу-
ющим условиям:

(указанные неравенства будут обоснованы ниже).
Подставив равенства (2.5), (3.4) в систему (3.1) с учетом уравнений (1.1), (2.1), (2.3),

получим тождества для всех трех уравнений (3.1) (так как  = –1), что доказывает ис-
тинность решения (2.5), (3.4) для задачи максимального быстродействия.

В зависимости от условий разворота (сочетания значений Λin, Λf и J1, J2, J3, u0) в оп-
тимальном движении из начального положения Λin в конечное положение Λf макси-
мальная кинетическая энергия вращения может быть меньше Eadm, а может возник-
нуть необходимость вращения какое-то время с выполнением равенства E(t) = const =
= Eadm. Найдем условия, когда оптимальное управление исключает наличие моментов
времени, в которые КА вращается с постоянной кинетической энергией. Обозначим
Tfast – длительность максимально быстрого разворота без ограничений на энергию враще-
ния (при этом силовой момент M ограничен условием (1.3)). Для такого разворота макси-

мальная кинетическая энергия составляет Emax =  (поскольку E(t) = , если

t ≤ Tfast/2, и , если t > Tfast/2). Вполне понятно, что если Eadm ≥ ,
то ограничение (1.6) несущественно, и искомое оптимальное управление находится
известными методами [19]. Чтобы закономерность  имела место на всем отрезке
времени t ∈ [0, T], длительность разворота T должна быть меньше, чем .
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Для определения времени оптимального разворота T используем понятие “функцио-
нал пути” [20]

(3.5)

который не зависит от характера изменения скалярной функции b(t), если движение
КА удовлетворяет уравнениям (2.1), (2.5) (характеристика S зависит только от значе-
ний Λin, Λf и J1, J2, J3 [20]). Из соотношений T = 2τ, Emax = u0

2τ2/2,  полу-

чим  = Tfast – минимально возможное время разворота при одном ограни-
чении (1.3) (без учета требования (1.6) к энергии вращения). Величина Tfast соответ-
ствует развороту, во время которого отсутствует участок движения с E(t) = const. Для
оптимального управления с одной точкой переключения Emax = u0S/2 и в момент вре-

мени t = T/2 необходимо выполнение условия Tfast ≤ . Если и0S ≤ 2Eadm, то
во время максимально быстрого разворота вращение КА в режиме E(t) = const невоз-
можно.

Более подробно остановимся на ситуации, когда  > Eadm. В этом случае неиз-
бежен интервал времени, когда E(t) = const = Eadm. Оптимальное движение включает
три фазы – раскрутка КА до максимально допустимой кинетической энергии враще-
ния, вращение с постоянной максимально допустимой кинетической энергией и тор-
можение до полной остановки КА. Если и0S > 2Eadm, то неизбежно вращение КА с по-
стоянной кинетической энергией вращения, при котором ρ(t) ≥ 0. Разница S – 2Eadm/и0
определяет продолжительность участка движения, когда E(t) = const = Eadm. Найдем,
каким должно быть оптимальное управление М, чтобы удовлетворялось условие

 с одновременной максимизацией гамильтониана H0. При выполнении соотно-
шений (2.4), (2.5) гамильтониан H0 равен

В интервале вращения с постоянной кинетической энергией E(t) = Eadm выполня-
ется условие

(3.6)

Для решения (2.4), (2.5) при условии E(t) = const = Eadm имеем

(3.7)

(очевидно, b(t) ≠ 0 в интервале времени, когда E(t) = Eadm). Угловые скорости ωi, при
которых достигается максимум функции H0 (с учетом E(t) = Eadm), будут следующими

(3.8)

Подставив указанные зависимости для оптимальных угловых скоростей ωi в дина-
мические уравнения (1.1) с учетом уравнений (2.1) для оптимальных функций ri, полу-
чим оптимальный силовой момент М = 0 для моментов времени, когда E(t) = сonst = Eadm

(на участке между разгоном и торможением). Найдем производную  с учетом усло-
вия E(t) = сonst.
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так как на этапе разгона оптимальный момент М и вектор ϕ имеют одинаковое на-

правление и на конец разгона ri = Jiωi/b. Покажем, что .
Возьмем производную от левой части указанного равенства с учетом (2.1), (2.5).

Поскольку |r| ≠ 0 и H0 = сonst внутри отрезка времени, на котором E(t) = сonst = Eadm

(так как  = 0), то b = сonst = . Это означает, что в оп-
тимальном развороте в интервале времени, когда E(t) = сonst = Eadm, будет |L| = const.
Этот факт только подтверждает вывод об оптимальности значения М = 0 в моменты
времени, когда E(t) = сonst. Вращение по инерции есть частный случай закономерно-
сти (2.5) с учетом уравнений (2.1). В момент достижения равенства E(t) = Eadm направ-
ления оптимального вектора ϕ и кинетического момента L совпадают, поэтому един-
ственным решением системы (1.1), (2.1), (3.1) в интервале времени, когда E(t) = const,
являются зависимости (2.4), (2.5), (3.4) в которых . Из свойства непрерывности
функции a(t) следует, что a(t) = a(0) – t для любого момента времени t, пока a(t) ≥ 0.
Как только a(t) < 0, так управление (2.3) становится оптимальным, потому что ϕ ≠ 0 и
силовой момент (2.3) (а значит, и (3.3)) не нарушает требования (1.6), поскольку при
таком управлении будет М ⋅ L < 0 и  (символ ⋅ означает скалярное произведение
векторов). Значит, решение (2.4), (2.5), (3.4), в котором a(t) = a(0) – t, справедливо для
всего интервала времени t ∈ [0, T] (в оптимальном решении a(0) > 0, a(T) < 0).

Таким образом, в зависимости от значения “функционала пути” (3.5), вычисленно-
го для движения в соответствии с уравнениями (2.1), (2.5), реализуется один из двух
вариантов оптимального управления: если и0S ≤ 2Eadm, то оптимальным является ре-
лейное управление с одной точкой переключения, при котором ρ(Т) = –ρ(0), а если
и0S > 2Eadm, то оптимальным является релейное управление с двумя точками переклю-
чения, при котором ρ(0) > –ρ(T). Рисунок 1 отражает второй вариант оптимального
управления, при котором существует отрезок времени с E(t) = const (для выполнения
условия S > 2Eadm/и0 для значения (3.5)); t1 – ближайший к началу разворота момент
достижения равенства E(t) = Eadm; t2 – момент смены знака скалярной функции a(t)
(начиная с момента времени t = t2 для функции a(t) выполняется условие a(t) < 0). Для
значений t > t2 имеем ρ(t) < 0 и оптимальным является управление (2.3), потому что
при таком силовом моменте будет М ⋅ ω =  < 0 и ограничение (1.6) становится несу-
щественным (его можно не учитывать при дальнейшем приближении к t = T). В ин-
тервалах времени t < t1 и t > t2 оптимальным управлением является (2.3), при котором,

соответственно, будет |M| = const = u0/C. Здесь обозначено  =
= const, pi = ri/r0, r0 = const = |r| ≠ 0.

На участке вращения с максимально допустимой кинетической энергией опти-
мальный силовой момент М определяется из трех условий: ограничения (1.3), требо-
вания (3.6) и условия, что в каждый текущий момент времени t, пока E(t) = const =
= Eadm, гамильтониан H0 принимает максимальное значение. Учитывая структуру га-
мильтониана (3.7), приходим к выводу, что во время вращения КА с постоянной мак-
симально допустимой кинетической энергией оптимальным является такое управле-
ние М, при котором в каждый текущий момент времени t, пока E(t) = const = Eadm, уг-
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ловая скорость ω удовлетворяет соотношениям (3.8). Требование (3.6) привело к
структуре (3.7), при которой гамильтониан H0 не зависит явным образом от силового
момента М. Справедливость утверждения, что движение с угловой скоростью (3.8) со-
ответствует максимуму гамильтониана H0, легко доказать заменой переменных и за-
писав

с учетом равенств  = 2Eadm,  = 2Eadm для угловой скоро-
сти ω. Оптимальное значение момента М вычисляем путем подстановки оптимальных
угловых скоростей (3.8) в динамические уравнения (1.1) с учетом зависимостей (2.1)
для универсальных переменных ri и проверки выполнения условий (1.3), (3.6) (чтобы
управляющий момент М находился внутри области допустимых значений). В резуль-
тате получили М = 0. Очевидно, что найденное управление М удовлетворяет требова-
ниям (1.3), (3.6).

Таким образом, структура оптимального управления полностью определена:

Заметим, что вращение по инерции полностью соответствует решению (2.5), (3.4)
(угловые скорости (3.8) есть частный случай (2.5) и не противоречат соотношениям
(3.4)). Поэтому найденное оптимальное решение (2.5), (3.4) справедливо на всем ин-
тервале управления t ∈ [0, T]. Краевая задача принципа максимума заключается в
определении такого значения вектора r(0), при котором решение системы дифферен-
циальных уравнений (1.1), (1.2), (2.1), (3.1) с одновременным выполнением условия
(2.3), если ϕ ⋅ r < 0 или E(t) < Eadm, или М = 0, если ϕ ⋅ r > 0 и E(t) = Eadm, удовлетворяло
условиям разворота (1.4), (1.5).

Если k0 = 0, то константа r0 определяется из уравнения H0(Т) = 0 (так как время
окончания оптимального процесса не фиксировано). Вычислим H0(Т) с учетом зави-
симостей (3.4).
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Рис. 1. Вид функций ρ(t) и E(t) при релейном управлении с двумя точками переключения
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(угловые скорости в конечный момент t = T равны нулю); C = ,

где p10, p20, p30 – компоненты вектора p0 = p(0) (p = r/|r| – орт вектора r). Значение ρ(Т)

оптимальной функции ρ(t) в конечный момент времени равно ρ(Т) = –1/(u0r0C). При

любом типе оптимального управления (с одной или с двумя точками переключения)

ρ(Т) = –τ (напомним, τ – длительность разгона и торможения). Поэтому r0 = 1/(u0τC).

Отсюда оптимальное значение r0 равно r0 = , если присутствует участок

вращения с постоянной максимально допустимой кинетической энергией Eadm (так

как ρ(Т) = ). Для оптимального управления с одной точкой переключения

ρ(Т) = –Т/2 =  и поэтому r0 = . В результате

Время оптимального разворота T рассчитывается на основании “функционала пу-

ти” (3.5). Поскольку оптимальное движение КА удовлетворяет уравнениям (2.1), (2.5),

то значение S не зависит от характера изменения скалярной функции b(t) и является

минимально возможным [20]. Если и0S > 2Eadm, то имеет место участок вращения КА с

E(t) = const, и длительность оптимального разворота T вычисляется по формуле

При этом время разгона τ и длительность неуправляемого вращения tfree составляют

Интервал времени, внутри которого E(t) = const, назовем участком номинального вра-

щения. Для него характерно два свойства: во-первых, Enom = Emax и, во-вторых, КА

вращается по инерции (силовой момент М = 0).

Если и0S ≤ 2Eadm, то в оптимальном движении не существует моментов времени, когда

E(t) = const (tfree = 0), и длительность оптимального разворота равна T =  = Tfast.

С учетом того, что уравнения (2.1), (2.5) удовлетворяются на всем интервале управ-

ления t ∈ [0, T], оптимальное движение определяют зависимости:

(3.9)

(3.10)

где pi – компоненты вектора p, tac – время окончания разгона, tbr – момент начала тор-

можения, m0 = u0/C и

Закон вращения (3.10) удовлетворяет граничным условиям ω(0) = 0 и ω(T) = 0, так

как tac + tbr = Т, и выражение в скобках обнуляется при t = 0 и t = Т. Зависимости (2.1),

(3.9), (3.10) с учетом равенств ri = r0рi – единственное решение задачи оптимального

управления (1.1)–(1.7). Из (2.1), (3.9) и соотношений ri = r0рi явно видно, что при опти-

мальном управлении момент сил М действует вдоль прямой, неподвижной в инерци-

альной системе координат. Уравнения (3.10) отчетливо показывают, что в геометриче-

ском представлении вектор р интерпретируется как орт оптимального кинетического

момента КА L в связанной с КА системе координат. Оптимальным (в смысле миниму-

ма времени Т) будет разворот КА, при котором направление кинетического момента

остается неизменным относительно инерциальной системы координат (векторы М и

L коллинеарны). Еще одним основным свойством оптимального разворота КА явля-

ется тот факт, что во все время движения (на всем отрезке времени [0, T]) отношение

+ +2 2 2
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кинетической энергии вращения Е к квадрату модуля кинетического момента КА по-

стоянно.

Для вращений в соответствии с (2.1), (2.5) значение «функционала пути» (3.5) ми-

нимально.

4. Решение задачи оптимального разворота, если k0 ≠ 0. В общем случае k0 ≠ 0, и урав-

нения для сопряженных функций ϕ i имеют вид (2.2). Свойства оптимального реше-

ния и оптимальных функций ϕi(t), ωi(t), удовлетворяющих системе уравнений (1.1),

(2.1)–(2.3), будут отличаться от случая максимально быстрого разворота в условиях

ограниченности управляющего момента М и угловой скорости ω, соответствующих

неравенствам (1.3) и (1.6).

В случае ω(0) = ω(Т) = 0 решение (2.4), (2.5) удовлетворяет необходимым условиям

оптимальности (системе (1.1), (2.1), (2.2) с учетом максимизации гамильтониана H).

Возможны четыре варианта изменения оптимальной функции а(t), которые приведе-

ны на рис. 2, где обозначено: t1 – момент достижения максимально допустимой энер-

гии вращения, t2 – момент времени, начиная с которого a(t) < 0, t0 – момент начала

особого режима управления, при котором ϕ(t) = const = 0. Левые два графика соответ-

ствуют релейному управлению с двумя точками переключения, при котором суще-

ствует интервал вращения КА с постоянной кинетической энергией; верхний левый

график соответствует случаю, когда (t2) ≠ 0, Eadm < 1/(2k0) и  ≠ 0 на всем интервале

движения t ∈ [0, T], при этом (t1) = (t2) ≠ 0; нижний левый график соответствует

случаю, когда в оптимальном движении присутствует особый режим управления и на

отрезке времени [t0, t2 ] наблюдается  0, E(t) = сonst = 1/(2k0), (t0) = (t2) = 0. Пра-

вые два графика соответствуют релейному управлению с одной точкой переключения

в момент времени t = T/2, причем верхний правый график соответствует случаю, ко-

гда Emax < 1/(2k0) и не существует момента времени, в который , а нижний пра-

вый график соответствует случаю, когда Emax = 1/(2k0) и (T/2) = 0. Заметим, что для

вариантов управления, соответствующих верхним двум графикам, (T/2) < 0 и Emax =

= E(T/2) < 1/(2k0); для вариантов управления, соответствующих нижним двум графи-

кам,  и Emax = E(T/2) = 1/(2k0). В случае релейного управления с одной точ-

кой переключения возможна ситуация, когда максимальная энергия вращения E(T/2) =

= Emax ≤ . Для управления с двумя точками переключения, в котором

присутствует участок вращения КА с постоянной кинетической энергией, всегда бу-

дет Emax = E(T/2) = .

Начиная с момента t = 0 будет r0b(t) = m0t, а значит,  = 2k0m0t/r0 – 1 и a(t) =

=  (C1 = const)

Приближаясь к моменту времени t = T будет r0b(t) = m0(Т – t) и  = 2k0m0(Т – t)/r0 – 1

где C2 = const.

Если b(t) ≠ const, то  (так как ). Если b(t) = const, то

. Нетрудно показать, что а(t) = 0, если  = 0 (в противном случае направление си-

лового момента M не меняется, и КА будет вращаться с неуменьшающейся кинетиче-

ской энергией, из-за чего краевое условие ω(T) = 0 не сможет быть удовлетворено).

Значения констант C1, C2 и r0 существенно зависят от типа управления. Чтобы были

точки переключения необходимо выполнение условия b(t) ≤ 1/(2k0) (так как при лю-

бом типе управления должно быть  ≤ 0).
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Ситуация, когда  ≥ 0 и а > 0, невозможна (в противном случае КА станет вращать-

ся бесконечно и краевое условие ω(T) = 0 будет нарушено). Если  ≠ 0 и а ≠ 0, то

. Из соотношения  = 2k0b – 1 следует  и , M ⋅ r

имеет тот же знак, что и а(t);  sign(M ⋅ r). Гипотетически предположим, что в

какой-то момент времени t+ будет а(t+) > 0 и (t+) ≥ 0. Тогда в любой момент времени

t ≥ t+ будет а(t) > 0 (так как при сделанном предположении  ≥ 0, поскольку

), а при такой функции а(t) КА раскрутится до E = Eadm, вращаясь бес-

конечно, и краевое условие ω(T) = 0 не сможет быть удовлетворено. Допустим, что в

оптимальном управлении существует момент времени, когда  = 0. В этом случае в тот

же самый момент времени должно быть а = 0 (иначе функция а(t) не сменит знак и КА

будет вращаться до бесконечности, нарушив требование ω(T) = 0). У оптимальной

функции а(t) должно быть  < 0, если а ≠ 0. В итоге выяснили, что в оптимальном дви-

жении, удовлетворяющем условиям разворота (1.4), (1.5), во-первых, невозможна си-

туация, когда а ≠ 0 и  = 0, во-вторых, не существует ни одного момента времени, в

который  > 0. Всегда (t) ≤ 0; причем если  = 0, то а = 0. В-третьих, а(0) > 0. Вариант

а(0) ≤ 0 не рассматривается, так как (0) = –1, b(0) = 0, и поэтому в этом случае  ≤ 0 и

а < 0 при любом t > 0, а значит КА будет вращаться бесконечно, если а(0) ≤ 0, и усло-

вие ω(T) = 0 окажется нарушенным (а такое движение не может быть оптимальным,

поскольку не удовлетворяет условиям задачи разворота).

Рассмотрим интервалы времени, на которых E(t) < Eadm (несомненно участки раз-

гона и торможения удовлетворяют этому условию). Внутри этих интервалов времени
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Рис. 2. Возможное изменение оптимальной функции a(t) в случае k0 ≠ 0
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ограничение (1.6) не учитывается и оптимальное управление находится без учета огра-

ничений на фазовые переменные (максимум гамильтониана ищется внутри области,

описываемой неравенством (1.3)). Если а(t) ≠ const = 0, то оптимальным по критерию

(1.7) управлением является (2.3). Если ϕ(t) = const = 0, то гамильтониан H не зависит

явным образом от управления и имеет место особый режим управления, а сопряжен-

ная система уравнений (2.2) преобразуется к виду:

(4.1)

Уравнения (4.1) с учетом уравнений (2.1) для универсальных переменных ri демон-

стрируют постоянство вектора кинетического момента КА относительно инерциаль-

ной системы координат во время особого режима управления, а подстановка (4.1) в

динамические уравнения (1.1) определит оптимальный управляющий момент М = 0 в

особом режиме управления.

На временах t > t2 имеем a(t) < 0 и оптимальным является управление (2.3). Как

только a(t) < 0, так управление (2.3) становится оптимальным, потому что при таком

силовом моменте M будет M ⋅ ω =  < 0 и ограничение (1.6) оказывается несуществен-

ным (его не надо учитывать). Задача (1.1)–(1.7) – задача оптимального управления с

закрепленным левым и правым концами траектории и нефиксированным временем

окончания маневра. Поэтому необходимым условием оптимальности является равен-

ство H(T) = 0. Найдем значение гамильтониана H в конечный момент времени t = T с

учетом оптимального решения (2.4), (2.5).

(так как по условиям задачи оптимального разворота ωi(T) = 0). Отсюда a(Т) = –1/(u0r0C) <

< 0; значение a(Т) не зависит от k0.

Если есть участок с особым режимом управления, то в момент времени t = t2 долж-

но быть  = 0. Оптимальная функция b(t) удовлетворяет неравенству 2k0b(t) – 1 ≤ 0

(так как оптимальная функция a(t) должна удовлетворять условию  ≤ 0, причем  = 0

только в случае a = 0). Поэтому bmax = 1/(2k0) (bmax – максимальное значение функции

b(t)). На участке торможения (когда t ≥ t2) будет b = m0(T – t)/r0,  = 2k0m0(T – t)/r0 – 1,

 = –2k0m0/r0 и a(t) = –k0m0(t – t2)2/r0 < 0, если t ≥ t2. В конечный момент времени t = T
должно быть a(Т) = –1/(u0r0C) < 0 и (Т) = –1 (так как b(Т) = 0); значит k0m0(T – t2)2/r0 =

= 1/(u0r0C) и (t2) = 2k0m0(T – t2)/r0 – 1 = 0, откуда u0
2(T – t2)2 = 1/k0 = 2Enom и r0 =

= 2k0u0(T – t2)/C (напомним, Enom – кинетическая энергия вращения по инерции, ко-

гда М = 0). Время остановки вращения τ = T – t2 = ; a(Т) =  и r0 =

= . В начальный момент времени t = 0 будет  = 2k0m0/r0 и поэтому a(t) =

= k0m0(t – t0)2/r0 > 0, если t ≤ t0; t0 =  = . Соответственно, a(0) =

=  = –a(Т). В случае наличия участка с особым режимом управления bmax =

= 1/(2k0), так как максимальное значение производной  равно нулю, а максимальная

энергия вращения равна Emax = Enom = 1/(2k0).

Если Eadm < 1/(2k0), то bmax = Eadm. Рассмотрим вариант, когда 2k0Eadm < 1. В этом

случае ограничителем кинетической энергии вращения будет (1.6). В оптимальном

движении будет три фазы – разгон КА до достижения условия E(t) = Eadm, вращение с

постоянной кинетической энергией E(t) = const = Eadm, и, наконец, гашение кинети-

ческой энергии до полной остановки КА, когда ω = 0. На участках разгона и торможе-

ния ϕ ≠ 0 и E(t) < Eadm, поэтому оптимальным моментом М является (2.3), а оптималь-

ное движение удовлетворяет системе уравнений (1.1), (2.1)–(2.5), причем  = 2k0b(t) – 1

ω = 0/(2 )i i iJ r k

�E

= =+ +2 2 2
0 1 1 2 2 3 3 0 0–1 –( ) ( ) / –1/ / ( )–u a T r J r JH T u r ar TJ C

�a
�a �a

�a
��a

�a
�a

0 01/k u − 0 01 (2 )u k

02 k C ��(0)a

nom 0
2E u 0 01/k u

0 01 (2 )u k
�a

�a



78 ЛЕВСКИЙ

(указанное уравнение получаем, подставив выражения  в систему (2.2) с

учетом зависимостей (2.1), (2.4), (2.5)). Получили

(4.2)

(знак + соответствует раскрутке КА, знак – соответствует остановке вращения). По-

сле дифференцирования вторых равенств (4.2) с учетом (1.1) получим

(4.3)

Из (4.3) следует, что |M| = const, если E(t) < Eadm и a(t) ≠ 0 (т.е. на участках разгона и

торможения), а значит  = const = С2.

Из уравнений (1.1), (2.5) имеем . Поскольку на этапах разгона и тормо-

жения |M| = const, то и  в моменты времени, когда a(t) ≠ 0 и E(t) < Eadm. На

этапе разгона  > 0 и b = m0t/r0; на этапе торможения  < 0 и b = m0(T – t)/r0; между

разгоном и торможением E(t) = const = Eadm и  = 0 (b = const) и поэтому  = const

(причем  ≤ 0). При любом оптимальном движении (t) ≤ 0 (в противном случае a(t) > 0 в

любой момент времени t, направление силового момента M не меняется, и КА будет

вращаться с ненулевой кинетической энергией, из-за чего краевое условие ω(T) = 0 не

будет выполнено). Возможны следующие варианты изменения оптимальной функции

a(t). В первом варианте (T/2) ≠ 0,  для любого t и Emax < 1/(2k0), Emax ≤
≤ Eadm. Во втором варианте (T/2) = 0,  для любого t и Emax = 1/(2k0), Emax ≤
≤ Eadm. В третьем варианте (T/2) ≠ 0,  < 0 для любого t, но существует участок ли-

нейного изменения функции a(t), когда , и Emax = Eadm < 1/(2k0). Нако-

нец, возможен вариант оптимального разворота с участком особого режима управле-

ния, во время которого  = const = 0, a(t) = const = 0 (и поэтому на участке с особым

режимом управления M = 0), Emax = 1/(2k0) и Emax ≤ Eadm. Указанные варианты пове-

дения оптимальной функции a(t) приведены на рис. 2, где t1 – момент начала выпол-

нения условия E(t) = сonst = Eadm; t2 – момент, начиная с которого функция a(t) < 0

(t ∈ [t1, t2] – участок с постоянной максимально допустимой энергией вращения Eadm);

t0 – начало участка с особым режимом управления, когда ϕ = сonst = 0 (t ∈ [t0, t2] –

участок с особым режимом управления). Для оптимального движения с особым режи-

мом управления r0 =  и функция а(t) имеет аналитический вид

С учетом равенств а (0) = k0m0 /r0 и а (T) = –k0m0(T – t2)2/r0 получаем

откуда t0 =  и t2 =  (так как u0t0t2 = S); время оптимального разворота T =

=  + . Энергия вращения на участке с особым режимом управления Е =

= 1/(2k0). Заметим, что вращение по инерции полностью соответствует решению

(2.4), (2.5) (это частный случай (2.5), когда b(t) = const, и не противоречит соотноше-
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ниям (2.4)). Поэтому найденное оптимальное решение (2.4), (2.5) справедливо на всем

интервале управления t ∈ [0, T].

Если 2Eadm ≥ 1/k0, то ограничение (1.6) несущественно. Если k0и0S ≤ 1, то оптималь-

ным является релейное управление с одной точкой переключения, |М| = const ≠ 0

(особый режим управления невозможен). При любых значениях k0, Eadm, u0, S опти-

мальное управление описывается зависимостями (3.9), (3.10), в которых окончание

разгона tac и начало торможения tbr равны

максимальная кинетическая энергия Emax =  = .

(Enom – кинетическая энергия между разгоном и торможением, когда (t) = сonst и КА

вращается по инерции). Для оптимальной функции a(t) выполняются следующие со-

отношения:

(значение a(Т) найдено из необходимого условия оптимальности H(Т ) = 0 с учетом

ωi(Т) = 0).

Если Eadm ≥ 1/(2k0), то может существовать особый режим управления, при котором

 = const = 0. Если оптимальным является управление с двумя точками переключе-

ния, когда между разгоном и торможением E(t) = const = Eadm и  = const < 0, то вре-

менные характеристики t1, t2, T таковы: , ; время разворо-

та T = t1 + t2.

Если Eadm < 1/(2k0), то ; a(Т) = –  < 0 

 

(так как a(0) – a(t1) = –a(Т); время свободного вращения tfree = tbr – tac =  –

‒ ).

В момент t = t2, когда скалярная функция a(t) меняет знак, имеем: |L| = ,

b = , a(t2) = 0; (t2) =  – 1 < 0;  =  = –2k0u0/(r0C) < 0

(для t < t2 будет ). Производная  для моментов времени t ≥ t2 будет следую-

щей:  =  – 2k0u0t/(r0C) – 1; (t2) = (t1) = 4k0Eadm/(1 +

+ 2k0Eadm ) – 1 ≤ 0. Значит, a(t) = (  – 1)t – k0u0t2/(r0C) + t2(1 –

‒ k0(2  + u0t2)/(r0C)), если t > t2. Таким образом, получили a(t) =

= (  – 1)(t – t2) – k0u0(t – t2)2/(r0C). Следовательно, a(Т) =

= 2k0Eadm/(u0r0C) –  (так как T – t2 = t1 = ). Из необходимого усло-

вия оптимальности H(T) = 0 нашли a(Т) = –1/(u0r0C). Получили уравнение  –

– 2k0Eadm/(u0r0C) = 1/(u0r0C), из которого .
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Если Eadm = 1/(2k0), то (t2) = 0. С другой стороны

Напомним, что в случае оптимального управления с одной точкой переключения

 и Emax = и0S/2 (такой режим является оптимальным, если и0S ≤ 2Enom).

Вычислим значение показателя (1.7) при оптимальном управлении. Если

, то  + , где

Emax = ; Eadm). Если , то , где T =

= .

Оптимальным значением максимальной энергии вращения Emax является такое

значение Emax, при котором величина (1.7) минимальна. Минимум функции G(Emax)

ищется на отрезке [0, Eadm]. Если Eadm ≥ 1/(2k0), то Emax = 1/(2k0) и особый режим

управления может существовать. Если Eadm < 1/(2k0), то минимум функции G(Emax)

находится на правом конце отрезка [0, Eadm], т.е. Emax = Eadm и особый режим управле-

ния невозможен (но возможен участок движения с постоянной кинетической энерги-

ей вращения E(t) = const = Eadm). Если , то отсутствует отрезок

времени, внутри которого E(t) = const, и М ≠ 0 на всем интервале управления [0, T] (вра-

щение КА происходит с максимально возможным по модулю силовым моментом в те-

чение всего разворота из положения Λ(0) = Λin в положение Λ(Т) = Λf). Наличие инте-

грального члена в минимизируемом функционале (1.7) равносильно введению допол-

нительного ограничения  ≤ 1/k0 в условия задачи оптимального

разворота. Таким образом, найденное решение (3.9), (3.10) соответствует задаче макси-

мального быстродействия при наличии ограничений (1.3) и ,

где Еlim = min(1/(2k0), Eadm) – уровень, ограничивающий максимально возможную ки-

нетическую энергию вращения КА во время разворота из положения (1.4) в положе-

ние (1.5). Если 2Eadm ≥ 1/k0, то ограничение (1.6) становится несущественным, по-

скольку минимизация показателя качества (1.7) ограничивает сверху кинетическую

энергию вращения КА величиной 1/(2k0) (при оптимальном по критерию минимума

(1.7) движении энергия вращения E(t) не может быть больше 1/(2k0)).

5. Обоснование единственности оптимального решения. Покажем, что найденное ре-

шение (2.4), (2.5) – единственное решение системы уравнений (1.1), (2.1)–(2.3). Вве-

дем единичный вектор q для вектора ϕ, такой, что q(0) ⋅ ϕ(0) > 0 и ϕ = χq, где χ – ска-

лярная функция c начальным значением χ(0) > 0 (|q| = 1). Тогда оптимальный момент

М равен

Так как χ(0) > 0, то в окрестности точки t = 0 имеем М = hq и М  L, L = Kq, где h – ска-

лярная величина (на участке разгона h > 0; на участке торможения h < 0); L = JSCω – кине-

тический момент КА; JSC = diag{J1, J2, J3} – тензор инерции КА. Подставим формулы

(2.3) с учетом зависимости ϕ = χ(t)q в уравнения (1.1) при наличии равенств Jiωi = Kqi:

(5.1)

Сумма  ортогональна орту q или равна нулю (всегда q ⋅  = 0, так как |q| = 1).

Поэтому уравнение (5.1) выполняется в единственном случае, если  и 

(т.е. когда вектор q остается неизменным относительно инерциального базиса I). Те-
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перь подставим равенства ϕi = χqi и ωi = Kqi/Ji в уравнения (2.2), которые запишем в

виде

(5.2)

Левая часть уравнения (5.2) для вектора сопряженных переменных равна

(уравнения (1.1), (2.2) должны выполняться одновременно, поэтому свойство 

взято из (5.1)). Правая часть уравнения (5.2) будет такой:

Приравняв левую и правую части уравнения (5.2), получаем уравнение для вектора

q:

Отсюда следует необходимое условие оптимальности r0p = (2k0K – )q, из которого

неизбежны равенства (2.4), в которых а(0) > 0, так как (0) = –1, причем 2k0K –  =

= const и q = p, откуда имеем следующие соотношения:  = 2k0K – r0, χ(t) = r0а(t), K =

= |L| = r0b(t), где r0 = const = |r(0)| (так как χ(0) > 0 и χ(T) < 0, а потому  < 0). В итоге,

если в какой-нибудь момент времени t кинетический момент L и вектор ϕ коллинеар-

ны, то они коллинеарны на всем интервале времени 0 < t < T. В силу наличия краевых

условий ω(0) = 0 и ω(T) = 0 векторы L и ϕ коллинеарны как минимум два раза – в са-

мом начале разворота (L = htq при t → 0) и в самом конце маневра (L = h (t – T)q при

t → T); во время остановки вращения h < 0. Между разгоном и торможением (если су-

ществует интервал движения, когда E(t) = const) оптимальным является вращение по

инерции и уравнения (2.1), (2.5) выполняются, из-за чего единственным решением

уравнений (2.2) будет (2.4). Следовательно, на всем интервале управления t ∈ [0, T] за-

висимости (2.4), (2.5) – единственное решение, удовлетворяющее необходимым усло-

виям оптимальности. Значит, никакое отличное от (3.9), (3.10) движение не может

быть оптимальным, так как оно не будет удовлетворять необходимым условиям опти-

мальности.

Чем больше k0, тем больше цена израсходованной энергии. Если k0 = 0, то исследу-

емая задача оптимального управления (1.1)–(1.7) соответствует задаче максимального

быстродействия, которая подробно изучена и решена в разделе 3. Если k0 > 1 /(u0S), то

в оптимальном движении обязательно присутствует участок вращения с постоянной

кинетической энергией, во время которого управление M отсутствует (независимо от

значения Eadm). Если k0 ≥ 1/(2Eadm), то в любой момент времени E(t) ≤ Eadm.

Для идеального разворота (это когда u0 → ∞ и переходные участки разгона и тормо-

жения практически отсутствуют, занимая бесконечно малое время) кинетическая

энергия вращения изменяется скачком в моменты времени t = 0 и t = T. Значение по-

казателя (1.7) равно

где S – значение функционала пути (3.5) для траектории вращения в соответствии с

уравнениями (2.1), (2.5) из положения Λ(0) = Λin в положение Λ(Т) = Λf; Enom – значе-

ние кинетической энергии во время вращения по инерции. Значение G минимально,

если Enom = 1/(2k0). Поэтому минимизация показателя (1.7) делает невыгодным дви-

жение с энергией вращения больше уровня 1/(2k0). Условие (1.6) отражает требования
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к кинетической энергии вращения КА, и значение Enom не может быть больше Eadm.

Если Eadm < 1/(2k0), то Enom = Eadm и величина G оказывается больше, чем .

6. Построение типовой программы оптимального разворота. Задача нахождения опти-

мального управления сводится к решению системы дифференциальных уравнений

(1.1), (1.2), (2.1), (2.2) с одновременным выполнением условия (2.3), если ϕ⋅r < 0 или

E(t) < Eadm и , или М = 0, если  или ϕ ⋅ r > 0 и E(t) = Eadm, чтобы удовлетво-

рялись условия разворота (1.4), (1.5). Для компонент pi единичного вектора p имеют

место следующие уравнения:

Краевая задача принципа максимума заключается в определении такого значения

вектора p0 и величины r0, при которых решение истемы уравнений (1.2), (3.10), (6.1) с

учетом того, что

удовлетворяло условиям разворота (1.4), (1.5); напомним, что Enom = ;

Eadm). Значение S определяется интегрированием уравнений (1.2), (2.1), (2.5) с началь-

ными условиями Λ(0) = Λin, r(0) = r0p0 и удовлетворением требования Λ(Т) = Λf и вы-

числением интеграла (3.5). Значения p0 и S не зависят от характера изменения функ-

ции b(t) [20] и поэтому могут быть вычислены в предположении b(t) = const.

Указанная система имеет аналитическое решение только для динамически симмет-

ричного и сферического тел (отметим, что к динамически симметричному телу отно-

сится, например, КА “Спейс Шаттл” [9, 10]). Для сферически-симметричного КА

(J1 = J2 = J3) система (3.10), (6.1) принимает вид , и решение системы уравнений

(1.2), (1.4), (1.5), (3.9), (3.10), (6.1) такое:

 

где ν1, ν2, ν3 – компоненты векторной части кватерниона разворота ;

; Т = tac + tbr; tac = , tbr = , в ко-

торых S = 2J1Carccos(sqalΛt). Оптимальные развороты вокруг оси, неподвижной отно-

сительно инерциальной системы координат, подробно рассмотрены в [1].

Для динамически симметричного КА (например, когда J2 = J3) задача оптимально-

го управления разворотом решается до конца (не умаляя общности рассуждений, за

ось симметрии принята ось ОХ КА). Оптимальное движение в этом частном, но доста-

точно распространенном случае представляет собой одновременное вращение КА как

твердого тела вокруг своей продольной оси ОХ и вокруг некоторого направления η,

неподвижного в инерциальном пространстве и составляющего с продольной осью КА

определенный постоянный угол ϑ. Угловые скорости относительно осей ОХ и η изме-

няются пропорционально с постоянным коэффициентом пропорциональности, и по-

этому справедливо соотношение [15]
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где вектор в показателе степени кватернионной экспоненты понимается как кватер-

нион с нулевой скалярной частью; р0 = р(0); е1 – орт продольной оси КА; α, β – углы

поворота КА вокруг продольной оси ОХ и вокруг вектора р соответственно (считается

|α| ≤ |π, 0 ≤ β ≤ π). Решение p(t) системы уравнений (1.1), (3.10), (6.1) представим в сле-

дующей форме:

(6.2)

где pi0 = рi(0); J = J2 = J3; продольная угловая скорость ω1(t) вычисляется из равенств

(3.10) с учетом р1 = const = р10. Зависимость pi0, α, β от Λin и Λf определяется уравнени-

ями

(6.3)

где ν0, ν1, ν2, ν3 – компоненты кватерниона разворота Λt; –π ≤ α ≤ π, 0 ≤ β ≤ π. Суще-

ствование решения системы (6.3) для любых значений кватерниона разворота Λt дока-

зано в [15]. Оптимальное значение управляющего момента М удовлетворяет соотно-

шениям (3.9). Программные значения функций ωi (проекции требуемой угловой ско-

рости ω* на связанные оси) рассчитываются по формулам (3.10) и (6.2). В явном виде

оптимальное решение Mi(t), ωi(t) запишем следующим образом:

где tac = ; tbr = ; γ = arc-

sin(p20/ , если р30 ≥ 0, или , если р30 < 0 (|р10| ≠ 1; а

случай |р10| = 1 не рассматривается, так как он соответствует плоскому вращению во-

круг продольной оси ОХ); Т = tac + tbr. В любой текущий момент времени t кватернион

ориентации Λ описывается функцией

где ; значение вектора p0 определяется из системы (6.3); угол θ равен

Для несимметричного КА ( ) решение системы уравнений (1.2), (3.10),

(6.1) в квадратурах не представляется возможным и находится исключительно числен-
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ными методами (например, методом последовательных приближений). Расчет векто-

ра p0 производится путем решения краевой задачи Λ(0) = Λin, Λ(Т) = Λf с учетом накла-

дываемых на движение связей (1.2), (2.1), (2.5) (искомое значение p0 может опреде-

ляться при допущении b(t) = const и нахождении начальной угловой скорости ω(0) для

вращения по инерции).

Для построения оптимального управления при развороте КА необходимо знать не

только программу изменения координат рi(t), но и величину максимального момента

m0, определяющего темп приближения к требуемому конечному состоянию (1.5), а

также моменты выключения и включения управления tac и tbr. Конкретные значения

параметров m0, tac, tbr, r0 = |r| и длительность разворота Т зависят от вектора р0 и харак-

теристики S = QC, где

Для динамически симметричного КА интеграл Q вычисляется значительно проще

(расчет величин r0, tac, tbr и Emax также упрощается). В этом частном случае |L| = J2  и

Q = J2β, где J2 – момент инерции относительно поперечной оси (J2 = J3);  – скорость

вращения вокруг кинетического момента L; β – угол поворота КА вокруг кинетиче-

ского момента L (из физического смысла β ≥ 0). Значения r0, tac, tbr, Т, Emax, Lmax зави-

сят от угла β поворота КА вокруг кинетического момента L. Чтобы S и G были мини-

мальными, необходимо выполнить условие β ≤ π, при котором Q минимально (имен-

но поэтому система (6.3) включает неравенство 0 ≤ β ≤ π).

Решение задачи оптимального по времени разворота с ограничением на фазовые

переменные (1.6) подчиняется уравнениям (2.1), (2.4), (2.5), а управляющие перемен-

ные Мi и угловые скорости ωi изменяются в соответствии с законами (3.9), (3.10), (6.1).

Решение (3.9), (3.10) оптимально, потому что оно – единственное; только оно одно (и

никакое другое) удовлетворяет необходимым условиям оптимальности. Любое отлич-

ное от (3.9), (3.10) движение заведомо хуже (в смысле минимума (1.7) при ограничени-

ях (1.3), (1.6)), так как не удовлетворяет необходимым условиям оптимальности. Зна-

чение m0 в законах движения (3.9), (3.10) определяет максимальную величину управ-

ляющего момента, максимальный модуль кинетического момента и длительность

участка свободного вращения. Оптимальный вектор р0 рассчитывается в результате

решения краевой задачи принципа максимума. Константы S, С, m0 полностью опре-

деляют вращение КА при оптимальном законе управления пространственным разво-

ротом. Программное изменение силового момента М описывается зависимостью

где cp = const = Λin  р0 . Оптимальная программа управления М(t) имеет следую-

щие оригинальные свойства, а движение КА подчиняется соотношениям:
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Раскрутка КА в начале разворота продолжается до тех пор, пока его кинетический

момент L не станет равен заданному значению Lpr, который вычисляется по формуле

Гашение угловой скорости в конце оптимального разворота осуществляется по за-

кону (3.3). В момент времени t = T, когда ω = 0, управление выключается и M = 0, раз-

ворот завершен. Если 2Enom  u0S, то торможение КА можно начать с момента выпол-

нения равенства

или , если , где δj – компоненты кватерниона рассо-

гласования , ; K = |JSC ω| – величина кинетического момента КА. Ука-

занное условие повышает точность приведения КА в требуемое конечное состояние

(1.5) за счет возможности в бортовой системе управления формировать сигнал на

остановку вращения по информации о текущей ориентации КА и измерениям угло-

вой скорости.

7. Результаты математического моделирования. Приведем численный пример реше-

ния задачи управления КА во время программного разворота и построения оптималь-

ной программы вращения. Рассмотрим разворот КА на 180° из исходного положения,

соответствующего кватерниону Λin с элементами λ0 = 0, λ1 = 0.7071, λ2 = 0.5, λ3 = 0.5, в

требуемое угловое положение Λf, при котором оси КА совмещены (совпадают по на-

правлению) с осями опорного базиса I. При этом начальная и конечная угловые ско-

рости отсутствуют, ω(0) = ω(Т) = 0. Будем полагать, что инерционные характеристики

КА равны: J1 = 4710 кг ⋅ м2, J2 = 17160 кг ⋅ м2, J3 = 18125 кг ⋅ м2, а мощность исполни-

тельных органов характеризуется величиной u0 = 0.05 ⋅ Н ⋅ кг–1/2. Во время разворота

кинетическая энергия вращения не должна быть больше Eadm = 2 Дж. Считаем, что

k0 = 1 Дж–1 (энергозатраты имеют такой же вес, как и время).

При решении краевой задачи принципа максимума в уравнениях (2.5) полагаем b =

= const (и, соответственно, |L| = const), так как искомое значение p0 не зависит от ха-

рактера изменения функции b(t) [20]. Нахождение расчетного вектора p0 начинаем с

решения той же краевой задачи для динамически-симметричного КА с моментами

инерции J1 и J, где J – момент инерции относительно поперечной оси, равный сред-

нему значению между J2 и J3 (принцип осреднения нередко используется исследовате-

лями [28]). Например, примем такое значение

В предположении динамической симметричности КА решение p0 определяется си-

стемой (6.3). Полученный из уравнений (6.3) вектор p0 и угол β являются начальным

приближением к истинному решению. Они уточняются до тех пор, пока не будут удо-

влетворять системе уравнений (1.2), (1.1), в которых момент сил отсутствует (M = 0), с

учетом накладываемых на движение КА ограничений Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf, а началь-

ные угловые скорости ωist определяются вектором p0 и углом β по формулам:

ΛΛ= � � �pr 0 ac pm tL c
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где Т – время разворота (при уточнении вектора p0 было принято значение Т = 300 с).

“Свободное” движение прогнозируется интегрированием системы уравнений (1.1),

(1.2), описывающих вращение КА, при начальных условиях Λ(0) = Λin, ω(0) = ωst и с

учетом того, что M = 0. Степень приближения найденного значения р0 к искомому ре-

шению характеризуется мерой ε = sqal( ), где Λpr – наиболее близкое к Λf поло-

жение, полученное в ходе моделирования движения КА около центра масс (согласно

уравнений (1.2), (1.1), в которых Mi = 0). Вектор р0 уточняется до тех пор, пока ε < εth

(εth – некоторое близкое к единице пороговое значение, отражающее точность най-

денного решения). Как только условие ε ≥ εth достигнуто (прогнозируемая ошибка со-

ответствует требуемой точности), истинное значение p0, удовлетворяющее граничным

условиям Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf, будет найдено и краевая задача решена. Вектор p0

уточняется с помощью следующего рекуррентного соотношения

где  – значение кватерниона разворота на k-й итерации, используемое в системе

(6.3). На каждом k-м шаге итераций обновляются элементы кватерниона разворота

 (правые части системы (6.3)), и из уравнений (6.3) мы получаем p0 и β, а также со-

ответствующую начальную угловую скорость ωst (в соответствии с (7.1)) и прогноз Λpr.

Если ε < εth, то вычисляется кватернион разворота  для следующего (k + 1)-го

шага итераций и процесс уточнения вектора p0 повторяется. За начальное приближе-

ние в правых частях системы (6.3) берутся элементы кватерниона . Ите-

рационный процесс прекращается, когда ε ≥ εth.

Принятая схема итераций аналогична итерационному методу решения уравнения

вида x = f(x) для скалярной функции f(x) скалярного (одномерного) аргумента x.

В нашем случае аргумент – гиперкомплексное число (кватернион) Λt. Функцией яв-

ляется кватернионная величина , где Λf – постоянный кватернион (он не

зависит от аргумента Λt); Λpr зависит от аргумента Λt через систему уравнений (6.3),

(7.1) посредством модели движения (1.1), (1.2) (в уравнениях (1.1) принимается Мi = 0).

Изменяя Λt, изменяются вектор p0 (в соответствии с (6.3)) и угловые скорости ωist, а

значит изменится и значение Λpr, что вызовет изменение функции . Как

только sqal( ) ≥ εth, итерационный процесс прекращается, а решение p0 счита-

ется найденным. Так как |vect( )| < |vect | для всех k, то итерационный про-

цесс приближения p0 к искомому решению сходится. Аналогичный метод определе-

ния значения р0 в решении краевой задачи принципа максимума использовался в

предыдущих работах [8, 19]. Заметим, что это лишь один из возможных (но далеко не

единственный) итерационных алгоритмов поиска оптимального вектора р0.

В результате решения краевой задачи разворота из положения Λ(0) = Λin в положе-

ние Λ(Т) = Λf получили расчетное значение вектора р0 = {–0.4249361; –0.8707327;

0.2474951} и интеграл Q = 31867 Н ⋅ м ⋅ с2, “функционал пути” составил S = 292 м ⋅ кг1/2.

Исходя из найденного значения р0 получили максимальную величину управляющего

момента m0 = 5.4 ⋅ Н ⋅ м. Так как 2k0Eadm > 1 и k0u0S > 1, то максимальная энергия вра-

щения Emax = 1/(2k0) = 0.5 Дж, а значит время достижения максимальной кинетиче-

ской энергии Emax равно τ =  = 20 с. Оптимальным управлением является

релейное управление с двумя точками переключения, при котором между набором и
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гашением кинетической энергии КА вращается по инерции с постоянной кинетиче-

ской энергией вращения до момента времени tbr =  = 292 с. Время разворота

оказалось равным Т = 312 с. Основные константы оптимального движения такие:

Результаты математического моделирования динамики оптимального разворота

представлены рис. 3–5. На рис. 3 изображены графики изменения угловых скоростей

в связанной с КА системе координат ω1(t), ω2(t), ω3(t) по времени (переменные ωi при-

ведены в град./с, время t дано в секундах). Максимальная величина кинетического

момента составляет Lmax = 108 Н ⋅ м ⋅ с. Из соотношения моментов инерции J1, J2, J3

следует, что ОХ – продольная ось КА. Отмечаем, что угловая скорость ω1, соответству-

ющая продольной оси КА, – знакопостоянна. На рис. 4 отображены графики измене-

ния компонент кватерниона Λ(t), определяющего текущую ориентацию КА в процес-

max2S E

( )= = = = = =0 00 01 (2 ) ( )(0)   10 с, – 0 –10 с,   216 с2  a а Т a k Cru k

Рис. 3. Оптимальное изменение угловых скоростей во время разворота
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Рис. 4. Изменение компонент кватерниона ориентации Λ(t) во время разворота
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се совершаемого поворотного маневра: λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t). Оптимальная траекто-

рия движения Λ(t) получается из решения уравнения (1.2) с учетом начальных условий

Λ(0) = Λin и известного закона изменения угловой скорости ω(t). Динамика измене-

ния составляющих p1(t), p2(t), p3(t) орта кинетического момента по времени приведена

на рис. 5. Характерным является незначительное изменение проекции p1 (угловая ско-

рость ω1 относительно продольной оси КА на участке между разгоном и торможением

также меняется гораздо меньше, чем угловые скорости ω2 и ω3 относительно попереч-

ных осей КА). При оптимальном управлении в отличие от переменных ωi переменные

pi и λj – гладкие функции времени.

Заключение. Предложено кватернионное решение динамической задачи оптималь-

ного управления пространственным разворотом твердого тела (в частности, КА) из

произвольного начального в требуемое конечное угловое положение с учетом ограни-

чений на управляющий момент и кинетическую энергию вращения. Ограниченность

максимальной кинетической энергии вращения позволяет в экстренных случаях по-

гасить угловую скорость за время, не превышающее заданного значения (в том числе в

нештатной ситуации, когда требуется срочно прекратить маневр и максимально быст-

ро стабилизировать КА). Постановка задачи имеет традиционную форму, в которой

управление считается кусочно-непрерывной функцией времени. Оптимизация вы-

полнена для случая, когда минимизируемый функционал качества объединяет в за-

данной пропорции длительность разворота и интеграл кинетической энергии враще-

ния. Нахождение оптимального режима переориентации КА с минимальным значе-

нием такого функционала весьма актуально.

Представлено аналитическое решение предложенной задачи оптимального разво-

рота, и получены формализованные уравнения и расчетные выражения для построе-

ния оптимальной программы переориентации КА. Определен тип траектории и изу-

чены ключевые свойства оптимального движения. Найдены условия оптимальности и

обоснована структура оптимального управления. Доказано, что в процессе всего раз-

ворота отношение кинетической энергии вращения к квадрату модуля кинетического

момента КА есть величина постоянная. Для решения сформулированной задачи

управления применялся принцип максимума, основываясь на универсальных пере-

менных ri [2], а использование кватернионов значительно упрощает расчетные проце-

дуры и снижает вычислительные затраты алгоритма управления, делая его наиболее

Рис. 5. Вид функций p1(t), p2(t), p3(t) во время оптимального разворота
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удобным для бортовой реализации. Задача оптимального управления разворотом ре-

шается до конца; даны выражения для расчета ключевых характеристик маневра пере-

ориентации.

В отличие от известных работ [8, 9], где рассматривается неограниченное управле-

ние (в тех задачах отсутствуют какие-либо ограничения, кроме краевых условий), мы

оптимизируем ограниченное управление, когда ограничены не только управляющие

функции (силовой момент М), но и фазовые переменные (ограничена угловая ско-

рость КА); это существенное отличие. Кроме того, в [8] оптимальным является непре-

рывное управление, когда все управляющие функции – непрерывные гладкие функ-

ции времени и на всем интервале управления [0, T] (кроме единственного момента

времени t = Т/2) управляющий момент М отличен от нуля, а в приведенном решении

оптимально релейное управление (с одной или с двумя точками переключения) и мо-

жет существовать отрезок времени ненулевой продолжительности, на котором М = 0

и КА вращается по инерции. В оптимальном решении, представленном в работе [8],

отсутствуют участки с постоянным модулем управляющего момента. В работе [9] ко-

эффициент пропорциональности в критерии оптимальности не равен нулю (это кате-

горическое требование к минимизируемому функционалу, который используется ав-

торами для решения задачи управления).

Свойства оптимального решения существенно зависят от коэффициента k0. Снача-

ла была рассмотрена и решена задача максимально быстрого разворота при наличии

ограничения на фазовые переменные (ограничена кинетическая энергия вращения).

Затем подробно изучен общий случай оптимального управления, когда k0 отличен от

нуля. Учет одновременно нескольких факторов, влияющих на затратность (трудоем-

кость, ”стоимость”) разворота, позволяет найти удачный компромисс, отвечающий

сразу нескольким критериям (в нашем случае экономии времени и расходования

энергии). Важность и значение выполненных исследований состоят в том, что в отли-

чие от предыдущих публикаций выбранный критерий оптимальности ограничивает

кинетическую энергию вращения (когда k0 ≠ 0) и минимизирует время переориента-

ции. Так как время окончания переориентации Т не ограничено, требуемый поворот-

ный маневр осуществим при любых условиях разворота.

Показано, что на всем интервале переориентации момент сил действует вдоль пря-

мой, неподвижной в инерциальной системе координат. В общем случае оптимальным

является релейное управление с двумя точками переключения, при котором весь раз-

ворот делится на раскрутку КА с максимально возможным управляющим моментом,

вращение по инерции и торможение с максимально возможным управляющим мо-

ментом, противоположно направленным кинетическому моменту КА. Модуль управ-

ляющего момента при разгоне и торможении не меняется. Длительности участков

разгона и торможения одинаковы (так как начальная и конечная угловые скорости

равны нулю) и зависят от мощности исполнительных органов u0, максимально допу-

стимой кинетической энергии вращения, коэффициента функционала качества, вза-

имной ориентации начального и конечного положений КА и его моментов инерции.

Если критерий оптимальности учитывает кинетическую энергию вращения (а не

только время разворота), то возможно существование особого режима управления,

при котором КА вращается с постоянной кинетической энергией, которая меньше за-

данного максимально допустимого значения. Проведен подробный анализ особого

режима управления и сформулированы условия существования такого режима. На ос-

нове условий трансверсальности как необходимых условий оптимальности, определе-

ны оптимальное время действия ненулевого управляющего момента и кинетическая

энергия вращения на участке с особым режимом управления, а также модуль кинети-

ческого момента при движении по инерции. В случае наличия участка вращения по

инерции максимальная кинетическая энергия не зависит от мощности исполнитель-
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ных органов и соответственно от длительности этапов набора и гашения угловой ско-

рости. В случае неограниченного управления (когда u0 → ∞) времена разгона и тормо-

жения бесконечно малы, и практически на всем интервале движения КА вращается с

постоянным относительно инерциальной системы координат кинетическим момен-

том. Другим предельным случаем является управление с одной точкой переключения,

при котором участок неуправляемого движения отсутствует (длительность разгона и

торможения максимальна и составляет половину времени разворота).

В статье описана процедура реализации оптимального управления переориентаци-

ей КА. Момент начала торможения определяется по фактическим параметрам движе-

ния (кватерниону рассогласования и кинетическому моменту), исходя из принципов

терминального управления (используются информация об угловом положении КА и

измерения угловой скорости). Структура построенного управления сравнительно

проста, и оно легко может быть реализовано существующими бортовыми системами

управления движением КА. Дается описание конструктивной схемы решения краевой

задачи принципа максимума для произвольных условий разворота и моментов инер-

ции КА. Для динамически симметричного КА представлено законченное решение за-

дачи переориентации в замкнутой форме, что придает практическую значимость про-

веденным исследованиям, поскольку реальные КА во многих случаях близки по инер-

ционным характеристикам к телам с осевой симметрией (среди них, например, КА

системы “Спейс Шаттл” [10]). Записанная в аналитическом виде система уравнений

(6.3) позволяет непосредственно найти решение краевой задачи принципа максимума

и вычислить необходимые константы оптимального закона управления; при этом ис-

комые значения параметров закона управления могут быть определены известным

устройством [29]. Приводятся данные математического моделирования, иллюстриру-

ющие характер движения КА во время оптимального разворота.

Принципиальным отличием предложенной динамической задачи оптимального

управления относительно известных работ является наличие ограничений не только

на управляющие функции, но и на фазовые переменные, что придает полученному

решению существенную новизну. Наличие готовых формул для синтеза программы

оптимального движения во время маневра переориентации делает описанный метод

управления практически значимым и пригодным для непосредственного применения

в практике космических полетов.
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Рассматривается классическая задача нелинейного продольного изгиба стержня от
действия сжимающей продольной силы. Получены расчетные зависимости в эле-
ментарных функциях для прямого аналитического определения основных парамет-
ров изогнутого стержня, таких как координаты очертания стержня, изгибаемые углы
по длине стержня, эпюры моментов силы и внутренней энергии изгиба. Сравнение
полученных расчетных значений с результатами известных (базовых) решений (Си-
корского Ю.С., Попова Е.П., Захарова Ю.В. – Охоткина К.Г.) дало, в целом, доста-
точно близкую сходимость результатов (~1–2%), приведены примеры расчета, в том
числе со сравнением с данными линейного расчета. Полученные результаты могут
быть использованы как для теоретических исследований, так и для инженерных рас-
четов на практике, в частности при определении (обратным методом) жесткости
стержней произвольного поперечного сечения, либо модуля упругости различных
материалов (композитных) при известных сечениях стержня, в том числе при кон-
струировании защитных сооружений от опасных склоновых геофизических процес-
сов и др.

Ключевые слова: продольный изгиб, нелинейная задача, эллиптические функции, эл-
липтические интегралы 1 и 2 рода, изгибающий момент сил, внутренняя энергия из-
гиба
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Введение. В статье рассматривается классическая задача нелинейного продольного
изгиба тонкого упругого стержня от действия сжимающей продольной силы. Резуль-
таты имеющихся аналитических решений указанной задачи представлены в сложных
эллиптических функциях Якоби (не выражающихся через элементарные функции) и
определение по ним основных параметров изогнутого стержня, таких как координаты
очертания стержня, изгибаемые углы по длине стержня, эпюры моментов силы и
внутренней энергии изгиба, предполагает использование при проведении приклад-
ных исследований численных методов.

Материалы и методы исследований. Строгое решение классической задачи нелиней-
ного продольного изгиба тонкого упругого стержня длиной  с жестко защемленным
одним концом в центре координат , на другой свободный конец которого действу-
ет продольная сжимающая сила P (рис. 1), рассматривалась в работах [1–4]. В частно-

L
xOy

УДК 517.583,517.927,624.072.21
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сти, для данного случая на основе уравнения равновесия стержня, приведенного к ви-
ду уравнения нелинейного маятника [3–6]

(1)

получено решение для определения значения угла  между касательной к текущей
точке изогнутого стержня и осью  в виде

(2)

В формулах (1) и (2) даны следующие обозначения: E – модуль упругости материала
стержня J; – момент инерции сечения стержня;  – изгибная жесткость стержня;  –
текущее значение длины дуги стержня;  – приведенная длина стержня; β =

=  – силовой коэффициент подобия [3];  – эллиптический синус Якоби

при модуле  (α – модулярный угол) и аргументе , где  – пол-
ный эллиптический интеграл 1 рода при модуле λ.

При этом собственное (относительное) значение силы  [2, 4, 5] для рассматривае-
мой схемы будет равно

(3)

где  – эйлерова критическая сила.

В формуле (3) и далее обозначение модуля λ в эллиптических интегралах и функци-
ях опущено для упрощения записей, то есть , , ,

, , , .

В результате интегрирования соотношений  и  =
sinθ = 2λ · sn(u)dn(u), где dn(u) – эллиптическая дельта-функция Якоби, вдоль длины
стержня и преобразований в [4] получены расчетные зависимости для определения
координат x и y изогнутой оси стержня в зависимости от значений эллиптических ин-
тегралов и функций Якоби в виде (при L = 1):

(4)

в которых cn(u) – эллиптический косинус Якоби;  – неполный эллиптиче-
ский интеграл 2 рода при эллиптической амплитуде Якоби [7–9] ,
аргументе u и модуле λ.

Следует отметить, что выполнение прикладных аналитических расчетов для инже-
нерных задач по полученным зависимостям (4) с эллиптическими функциями и инте-
гралами (не выражающимися через элементарные функции) представляет собой зна-
чительные математические трудности, связанные с использованием специальных гра-
фиков и таблиц, необходимостью нелинейно-перекрестного (и обратного)
интерполирования их данных и т.д. Результаты же численных решений, определяя
дискретные значения специальных функций (интегралов) в отдельных точках, огра-
ничены в возможностях выявления обобщенных причинно-следственных связей ис-
ходных факторов и оценке их влияния на итоговые результаты [11–14].

В связи с этим, ниже приводятся расчетные зависимости, позволяющие выразить
вышеизложенные результаты в элементарных функциях, полученных на основе гид-
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ромеханических решений (с погрешностью ≪1–2%), с расширением области опреде-
ляемых характеристик стержня.

При этом для прямого расчета эллиптического синуса Якоби sn(u) получена новая
формула, основанная на работах [11, 12, 15], в виде:

(5)

(6)

в которых

(7)

При этом эллиптический косинус Якоби cn(u) равен [1, 7, 8] .

Значения K и  (полного эллиптического интеграла 1 рода при дополнительном

модуле ) могут быть определены по зависимостям [10–14]:

(8)

(9)

В зависимости (4) величина неполного эллиптического интеграла 2 рода 
находится по нижеследующим усовершенствованным формулам (10) [14], подставляя
в них вместо ϕ величину эллиптической амплитуды Якоби , в ко-
тором значение эллиптического синуса Якоби sn(u) рассчитывается по (5)–(9):

(10)
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где  – модулярный угол (в градусах); E – полный эллиптический интеграл

2 рода, определяемый по [10, 12, 13]:

(11)

Результаты исследования и их обсуждение. Значения E(ϕ), полученные по зависимо-
стям (10), достаточно близко (~1%) согласуются с графиками точного решения [7, 9], а
для граничных участков полностью совпадают с точными формулами. В частности,
при  π/2 и  π/2, соответственно, ;  и ;

.
Таким образом, подставляя значения рекомендуемых расчетных зависимостей в

элементарных функциях (5)–(11) в формулы (4), полностью рассчитываются коорди-
наты изогнутой оси стержня для заданных значений модуля λ. При этом, для свобод-
ного конца стержня (точки A: , ) формулы (4) получат вид:

(12)

Значения изгибающих моментов в любой точке стержня определяются по формуле
[1] , подставляя в которую величины yA, y из (12), (4) и преобразовывая,
окончательно получим

(13)

Изгибающий момент M для концевой свободной точки стержня (t = 1) и точки за-
делки (t = 0) имеет, соответственно, минимальное (нулевое) и максимальное значе-
ния,  и .

Аналогично, угол  между касательной к текущей точке изогнутого стержня и осью
 (см. рис. 1), определяемый по формуле (2), для точек t = 1 и t = 0 принимает значе-

ния, соответственно,  и .
Приращение угла изгиба θ вдоль длины стержня определится производной

(14)

с максимальным значением  в точке заделки (t = 0), равным .
Внутренняя энергия изгиба стержня V определится (при ) по зависимости [3]

(15)

Вышеприведенные расчетные зависимости в элементарных функциях при задан-
ных значениях модуля λ позволяют напрямую рассчитать все необходимые характери-
стики продольно изогнутого стержня. Для исходной же заданной величины силовой
нагрузки  значение модуля λ находится методом подбора из зависимости (3), под-
ставляя в нее вместо K его значение из формулы (8).

В нижеследующих таблицах 1 и 2 дается сравнение значений координат изогнутого
стержня, подсчитанных по рекомендуемым зависимостям (4)–(12) с результатами ба-
зового решения Сикорского Ю.С. [1, с. 74, таблицы a , b], основанного на нелинейно-
перекрестном (и обратном) интерполировании табличных данных, соответственно,
при силовой нагрузке  для заданных значений амплитуды  =
= arcsin[sn(K · t)], равных 0; 30°; 60°; 90°, и для концевой точки (t = 1) стержня при раз-
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0
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личных (девяти) значениях силовой нагрузки . При этом значения t получены обрат-
ным расчетом из заданных величин амплитуды .

Как следует из таблиц 1 и 2, результаты подсчетов координат изогнутого стержня, в
том числе и концевой точки стержня, при различных значениях силовой нагрузки  и
амплитуд , подсчитанные по предлагаемым зависимостям на основе элементарных
функций (4)–(12), достаточно близко (в целом ~ до 2–3%) согласуются с результатами
базового решения Сикорского Ю.С. [1], основанным на нелинейно-перекрестном (и
обратном) интерполировании табличных данных (Примечание: Отдельные отклоне-
ния в таблицах по координате x могут быть обусловлены, в частности, погрешностями
интерполяции в базовом решении [1]).

Кроме этого, расчет по формулам (4)–(12) абсциссы концевой точки изогнутого
стержня для заданной силовой нагрузки  показал близкое совпадение
(x = 0.011) с нулевым значением точного решения Попова Ю.С. [3, рис. 5.4, с. 114].

На рисунке приведена схема изогнутого стержня от действия продольной силовой
нагрузки  с рассчитанными по рекомендуемым формулам (4)–(12) значениями:

– для заданных величин λ2, равных  ( ),  ( ), 
(α = ),  ( ) (кривые 1–4), близко совпадающих с очертани-
ями указанных кривых по численному расчету [4, рис. 3, с. 129];

P
φ

P
φ

= 2.160P

P

0.2 =α 0.1476π 0.5 =α 0.25π 0.85
0.3734π 0.99999 =α 0.4990π

Таблица 1. Координаты изогнутого стержня при  и заданных амплитудах 

Амплитуда 
ϕ (в град.)

Приведен-
ная длина 
стержня 

Координата Координата 

базовое
решение 

[1]
по автору 
(4)–(12) %

базовое
решение 

[1]
по автору 
(4)–(12) %

0 0 0 0 0 0 0 0
30 0.299 0.277 0.275 –0.6 0.096 0.096 0
60 0.629 0.469 0.457 –2.5 0.360 0.358 –0.7
90 1 0.560 0.577 +3.0 0.720 0.715 –0.7

= 1.293P ϕ

t

x y

Таблица 2. Координаты концевой точки изогнутого стержня при силовых нагрузках 

Номера Силовая 
нагрузка 

Координата Координата 

базовое
решение 

[1]
по автору 
(4)–(12) %

базовое
решение 

[1]
по автору 
(4)–(12) %

I 1.015 0.970 0.972 +0.2 0.220 0.219 –0.3

II 1.064 0.881 0.887 +0.8 0.422 0.422 0
III 1.152 0.741 0.752 +1.5 0.593 0.593 0
IV 11.293 0.560 0.577 +3.0 0.720 0.718 –0.2
V 1.518 0.349 0.363 +4.2 0.792 0.787 –0.6
VI 1.884 0.123 0.131 +6.5 0.803 0.799 –0.5
VII 2.541 –0.107 –0.108 +1.2 0.750 0.748 –0.3
VIII 4.029 –0.340 –0.345 +1.4 0.625 0.624 –0.1
IX 9.116 –0.577 –0.578 +0.1 0.421 0.421 0

P

P

x y
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– для эпюр изгибающих моментов силы  по длине стержня при значении λ2 = 
с учетом нелинейности (кривая 5) и линейной задачи (прямая 6);

– для графиков углов изгиба  (между касательной к текущей точке и

осью 0x – в градусах) при  (кривая 7) и внутренней энергии изгиба стержня
 в зависимости от значений модулярного угла  (кривая 8);

– для точек на кривой внутренней энергии изгиба , соответствующих стерж-
ням с значениями λ2, равными ; ; ;  (точки 9).

Как следует из рисунка, максимальные значения изгибающих моментов  и
внутренней энергии изгиба  сосредоточены в начальной точке задела стержня О,

( )M x 0.2

( ) = ⋅ �

0
θθ 180
π

x

=2λ 0.2
0(α )V 0α

( )0αV
0.2 0.5 0.85 0.99999

( )M x
( )0αV

Рис. 1. Расчетная схема продольного изгиба стержня: 1–4 – очертания изогнутых стержней для заданных

значений λ2, равных , , , ; 5, 6 – эпюры моментов силы M(x) по длине стержня

при  для нелинейной и линейной задач; 7, 8 – графики углов изгиба  по длине стержня при

 и внутренней энергии изгиба стержня  в зависимости от модулярного угла ; 9 – точки

энергии изгиба , соответствующие стержням с значениями λ2, равными , , ,

.
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в которой угол  сопряжения с осью  имеет нулевое значение. При этом срав-
нительная оценка эпюр изгибающих моментов по длине стержня для нелинейной
(кривая 5) и линейной (прямая 6) задач показывает значительное занижение значений
последней. В частности, занижение значений для рассмотренного случая изгибаемого

стержня при  достигает до 30% и более, что указывает на неприемлемость
применения “чисто линейного” метода при решении прикладных задач на практике.

Заключение. В работе рассматривается классическая задача нелинейного продоль-
ного изгиба стержня от действия сжимающей продольной силы. При этом получены
расчетные зависимости в элементарных функциях для прямого аналитического опре-
деления основных параметров изогнутого стержня, таких как координаты очерта-
ния стержня, изгибаемые углы по длине стержня, эпюры моментов силы и внут-
ренней энергии изгиба. Сравнение полученных расчетных значений с результата-
ми известных (базовых) решений (Сикорского Ю.С., Попова Е.П., Захарова Ю.В. –
Охоткина К.Г.) дало в целом достаточно близкую сходимость результатов (~1–2%),
приведены примеры расчета, в том числе сj сравнением с данными линейного расчета.
Полученные результаты могут быть использованы как для теоретических исследова-
ний, так и для инженерных расчетов на практике, в том числе и при определении (об-
ратным методом) жесткости стержней произвольного поперечного сечения, либо мо-
дуля упругости различных материалов (композитных) при известных сечениях стерж-
ня, в том числе при конструировании защитных сооружений от опасных склоновых
геофизических процессов и др.
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Рассматривается циклически симметричная зонтичная антенна, каркас которой со-
стоит из гибких нерастяжимых радиальных стержней, связанных в узлах по паралле-
лям растяжимыми тросами. В начальном транспортировочном положении много-
звенные стержни уложены в упаковки, ориентированные в направлении оси систе-
мы. После устранения связей упаковок стержни развертываются в радиальных
плоскостях под действием упругих пружин, соединяющих звенья, и фиксируются в
прямолинейных положениях под заданным углом по отношению к оси, при котором
все тросы, связывающие однотипные узлы стержней, принимают форму правиль-
ных многоугольников, оставаясь при этом ненатянутыми. Далее под действием силы
демпфирующего гидроцилиндра с предварительно сжатыми пружинами корневые
части всех стержней медленно поворачиваются до упоров. В конечном положении
радиальные стержни, соединенные в узлах натянутыми тросами, принимают изо-
гнутую форму. Жесткости тросов на растяжение определяются так, чтобы радиаль-
ные и осевые координаты узлов изогнутых стержней совпадали с координатами то-
чек заданной поверхности вращения.
Построена модель сильного изгиба гибкого нерастяжимого стержня с учетом дей-
ствующих на него в узлах неизвестных радиальных реакций натянутых тросов. Зве-
нья стержня рассматриваются как последовательно соединенные между собой в уз-
лах “консольные” элементы в местных системах координат, которые могут совер-
шать большие перемещения и повороты. Изгиб каждого элемента описывается
двумя заданными функциями, усадка элемента за счет изгиба учитывается в квадра-
тичном приближении. Полученные нелинейные уравнения деформирования систе-
мы с учетом геометрических связей в узлах решаются по методу последовательных
приближений относительно неизвестных реакций тросов. По полученным значени-
ям реакций затем при заданных координатах узлов определяются требуемые жестко-
сти тросов на растяжение.
В качестве примера расчета рассмотрена параболическая антенна при различных
числах радиальных стержней и составляющих из звеньев. Выполнены оценки точ-
ности предложенной расчетной модели формообразования антенны.

Ключевые слова: космические зонтичные антенны, упругие стержни, растяжимые
тросы, формообразование, сильный изгиб, нелинейные задачи, метод конечных эле-
ментов
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1. Введение. Составные космические антенны больших размеров выводятся в кос-
мос в сложенном состоянии и развертываются в условиях вакуума и невесомости.

Вопросы проектирования и расчета складных антенн зонтичного типа рассмотрены
в книге [1]. Обзор современных трансформируемых конструкций антенн представлен
в [2, 3]. Применение метода конечных элементов и коммерческих программных ком-
плексов для численного моделирования статики и динамики крупногабаритных кос-
мических антенн рассмотрено в [4–8]. Нелинейные уравнения динамики развертыва-
ния плоской системы последовательно соединенных упругими шарнирами с упорами
гибких нерастяжимых стержней, сложенных в начальном состоянии в упаковку, полу-
чены в [9, 10], где приведены аналитические выражения в виде формул для всех коэф-
фициентов уравнений в обобщенных координатах.

Заданная деформированная форма антенны после развертывания и успокоения ко-
лебаний получается при проектировании конструкции как статически неопределимой
системы путем определения требуемых для устойчивого равновесия этой формы внут-
ренних усилий силовых элементов. Для этого требуется решить обратную геометриче-
ски нелинейную задачу деформирования системы с ограничениями и определить не-
обходимые геометрические и жесткостные параметры ее некоторых регулируемых
элементов. В [11] разработан алгоритм численного решения геометрически нелиней-
ной задачи формообразования космической зонтичной антенны в виде пологой пара-
болической поверхности вращения с циклически симметрично расположенными гиб-
кими радиальными стержнями, соединенными по параллелям растяжимыми тросо-
выми элементами. В настоящей работе этот подход обобщается для антенны с
непологой поверхностью вращения. В этом случае при решении задачи формообразо-
вания за счет деформирования гибких радиальных стержней рассматривается их силь-
ный изгиб с большими перемещениями и углами поворота элементов.

2. Постановка задачи. Схема предлагаемой циклически симметричной космической
антенны зонтичного типа с n радиальными стержнями 1, каждый из которых состоит
из m звеньев, показана на рис. 1 в сложенном состоянии (a) и в конечном деформиро-
ванном состоянии (b). Раскрытие и формообразование антенны происходит следую-
щим образом. По сигналу устраняется удерживающая связь между корпусом демпфи-
рующего гидроцилиндра 2 и штоком 3 и начинается медленное движение штока под
действием предварительно сжатых пружин 4, за счет чего с помощью тросов 5 и рыча-
гов 6 упаковки стержней 1 поворачиваются в радиальных плоскостях. При некотором
отклонении упаковок разрываются связи 7 и многозвенные стержни с упругими шар-
нирными соединениями развертываются с фиксацией на упорах в прямолинейном
положении. Считается, что в некотором заданном отклоненном положении (1', рис. 1, b)
выпрямившихся стержней (при угле  между осью X и осью стержня) в силу выбора
начальных длин участков тросов 8, соединяющих в плоскостях параллелей соответ-
ствующие узлы k = 1, 2, …, m стержней, эти участки становятся прямолинейными (без
провисаний), но еще ненатянутыми. При этом все тросы k = 1, 2, …, m будут иметь
форму правильных n-угольников. Следует заметить, что после быстрого (динамиче-
ского) раскрытия упаковок упруго соединенных звеньев, каждый из n стержней станет
прямолинейным в отклоненном на угол  положении с некоторым разбросом
по времени и по углам . Отклонения стержней при медленном (квазистатическом)
ходе штока 3 демпфирующего гидроцилиндра будут выравниваться под действием со-
единяющих их тросов k = 1, 2, …, m поскольку во всех n элементах каждого из этих
тросов усилия при циклической симметрии системы должны быть одинаковы.

При повороте рычагов 6 до упора тросы будут растягиваться, а стержни изгибаться в
радиальных плоскостях под действием реакций тросов в узлах k = 1, 2, …, m. Конечная
изогнутая форма 1 стержня с растянутыми тросами 8 показана на рис. 1, b. Полотно

β0

β > β�

0n

β� n
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антенны соединяется со стержнями в отдельных точках, включая узлы; в сложенном
состоянии оно находится в пространстве между упаковками стержней. При раскры-
тии и формообразовании составной конструкции антенны реакции полотна не учиты-
ваются.

Осесимметричная поверхность антенны имеет заданную форму , рис. 1, b.
При проектировании и расчете составной циклический симметричной конструкции
антенны требуется, чтобы координаты узловых точек k = 1, 2, …, m изогнутых радиаль-
ных стрежней совпадали с соответствующими координатами поверхности антенны

, , k = 0, 1, …, m. Центральный участок C–0 после поворота рычага 6 до
упора считается абсолютно жестким и профилированным по форме ;  = 0
в точке C и , ,  в точке 0. Упругая часть стержня со-
стоит из  звеньев примерно одинаковой длины , k = 1, 2, …, m (для удобства скла-
дывания их в упаковки). При заданных значениях ak координаты узлов изогнутого не-
растяжимого стержня Xk,  вычисляются последовательно из соотношений

с использованием метода итераций. Изгибная жесткость каждого звена  в пределах
его длины  считается постоянной.

Для описания сильного изгиба стержня каждое его звено k = 1, 2, …, m будем рас-
сматривать как конечный элемент (КЭ) в местной системе координат xy, который в
узле k – 1 жестко связан с -м КЭ, рис. 2. Координаты и угол наклона оси стерж-

= ( )Y F X

kX = ( )k kY F X
= ( )Y F X =X Y

=0 0X a =0 0( )Y F a θ =0 0arctg( '( ))F a

m ka
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′= + = …
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−( 1)k

Рис. 1. Схема антенны в сложенном состоянии (a) и в конечном состоянии (b)
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ня в узле k – 1 равны , , . Относительное поперечное перемещение  и угол
поворота  k-го КЭ как консольного стержня длины ak записываются в виде [11]

(2.1)

где штрихом обозначена производная по координате x. Продольное перемещение 
конца КЭ за счет сильного изгиба при условии, что стержень является нерастяжимым

(  = 0), с учетом (2.1) записывается в виде

(2.2)

Потенциальная энергия изгиба стержня

(2.3)

Перемещения и углы поворота в узлах стержня k = 1, 2, …, m определяются следую-
щим образом

(2.4)

Вариация работы сил Rk на перемещениях  (рис. 2) записывается в виде

(2.5)
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Рис. 2. Конечно-элементная модель сильного изгиба радиального стержня
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где с учетом (2.2) и (2.4) введены следующие обозначения:

Двойная и тройная суммы в (2.5) преобразуются как

Тогда получим

(2.6)

где  – символ Кронекера (  при ,  при k = m)

Уравнения равновесия изогнутого стержня в обобщенных координатах  и , k =
= 1, 2, …, m, получаются на основании принципа возможных перемещений  = 0 и
с учетом (2.3), (2.6) записываются в виде

(2.7)

Приведем уравнения (2.7) к безразмерному виду. Для этого введем следующие обо-
значения:
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Преобразуем двойную сумму во втором уравнении:

В результате уравнения (2.7) для обобщенных координат  и , k = 1, 2, …, m будут
иметь вид

(2.9)

Уравнения (2.9) для их численного решения запишем в матричном виде в зависи-
мости от векторов перемещений , углов поворота  и реакций тросов

:

(2.10)

где матрица жесткости  и нелинейные матрицы  и  порядка  имеют вид:

(2.11)

3. Алгоритм решения задачи. Формообразование поверхности вращения (или в дан-
ном случае – изогнутого радиального стержня каркаса, на который накладывается с
некоторым натяжением мягкая оболочка) согласно уравнению  может осу-
ществляться в пределах рассматриваемых элементов за счет выбора реакций  натяну-
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тых тросов, расположенных в плоскостях параллелей, или за счет изгибных жесткостей
 элементов радиальных стержней, или за счет изменения тех и других одновременно.

Решение такой нелинейной задачи является неединственным и в некоторых областях
изменения указанных параметров оно может не существовать.

Здесь рассматривается случай, когда уравнение заданной формы  удовле-
творяется в точках k = 1, 2, …, m за счет регулируемых реакций тросов  только по ко-
ординатам  и , а углы наклона  в этих точках остаются свободными,
т.е. не требуется выполнение условия . Жесткости  элементов
изгибаемого стержня считаются заданными.

Эквивалентное перемещение  изогнутого стержня, точно соответствующее за-
данной форме по координатам Xk,  определяется из кинематических соот-
ношений:

(3.1)

где , ; углы  при i = 1, 2, …, m считаются неизвест-

ными наряду с реакциями  при k = 1, 2, …, m.

В результате безразмерные перемещения ,  и параметры (2.8), входящие в урав-
нения (2.9) и, соответственно, в нелинейные матрицы A, B (2.11), зависят от неизвест-
ных углов , i = 1, 2, …, m. Таким образом, при выполнении кинематических соотно-
шений (3.1) основными неизвестными будут  и , k = 1, 2, …, m, т.е. – векторы

 и , для определения которых имеем уравнения (2.10). Для удобства
решения систему двух матричных уравнений (2.10) путем исключения вектора R приведем
к одному уравнению, содержащему только неизвестные параметры , , …, :

(3.2)

Это уравнение с учетом системы соотношений (3.1) решается методом последова-

тельных приближений по схеме , где r = 0, 1, … – номер приближения по

набору неизвестных параметров , , …, ;  – вектор (правая часть уравнения

(3.2)), зависящий от , , …, . В начальном (нулевом) приближении при r = 0

для углов  будем использовать точные значения , соответствующие задан-
ной форме изогнутого стержня  в точках k, которые определяются как

 при , .

После получения сходящегося с заданной точностью решения для вектора 
вычисляется вектор реакций тросов  из уравнения, которое получается из системы
(2.10) путем исключения вектора :

(3.3)

В исходном состоянии после раскрытия системы радиальный стержень 1' является
прямолинейным и отклоненным по отношению к оси X на некоторый угол β0, рис. 1, b.
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где  – расстояние между шарниром, соединяющим гидроци-

линдр 2 с поворотным кронштейном 6 (рис. 1, a), и точкой . Длина k-го троса в виде
правильного n-угольника, соединяющего по параллели k-е точки всех n радиальных
стержней, выбирается так, что в исходном состоянии он является нерастянутым и не
имеет провисаний. После поворота кронштейна 6 до упора (угол наклона стержня в
корневой точке 0 станет равным ) k-й трос натянется с усилием , где

 – площадь поперечного сечения,  – растягивающее напряжение в -м тросе.
Относительное удлинение k-го троса в конечном натянутом состоянии будет

(3.4)

где  – известная координата узла k в конечном деформированном состоянии (т.е.
координата заданной формы), а  – координата узла  в исходном не-
деформированном положении стержня.

Реакция k-го троса в k-м узле стержня определяется из уравнения равновесия узла

(3.5)

При линейно-упругом деформировании тросов  при  и 
при , где  – модуль упругости материала троса. По найденным значениям 
можно определить необходимые площади  или жесткости на растяжение  тро-
сов для получения формы  изогнутых радиальных стержней.

4. Сильный изгиб консольного стержня. Для верификации разработанной КЭ-модели
сильного изгиба стержня, описываемой уравнениями (2.9), рассмотрим стержень дли-
ной l с постоянной изгибной жесткостью EI, который неподвижно закреплен на кон-
це s = 0 и нагружен на конце s = l продольной сжимающей силой , превышающей
критическую силу потери устойчивости (эластика Эйлера). Дифференциальные урав-
нения изгиба нерастяжимого стержня (рис. 3) записываются в виде

(4.1)

где

Начальные условия при s = 0: , , .
Выполнены сравнения решений дифференциальных уравнений (4.1) с решениями

системы алгебраических уравнений (2.9) для КЭ-модели при трех различных значени-

ях параметра : 2.5, 3.0, 3.5. Использовались следующие значения началь-
ных (нулевых) приближений  для “пристрелки” при численных решениях
уравнений (4.1) методом последовательных приближений в комбинации с методом
Адамса:  и  при ;  и  при ;  и

 при  (два начальных значения  для одного  приводят к одному и то-
му же результату). Результаты сходящихся с точностью до 10–9 решений для углов по-
ворота  в точках  приведены в табл. 1 в строках I.

При использовании КЭ-модели стержень делился на m = 4 и m = 8 одинаковых
“консольных” КЭ ( , ,  при ). В качестве нуле-
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вого приближения при решении уравнений (2.9) методом последовательных прибли-
жений в этом случае использовались результаты решения уравнений (4.1) для .
Полученные решения для рассмотренных случаев (ν, m) приведены в табл. 1 (строки II
и III для m = 4 и m = 8, соответственно).

На рис. 4, a, b, c показаны формы изгиба стержня в безразмерных координатах

,  для значений , равных 2.5, 3.0, 3.5, соответственно.
Сравнения результатов решения уравнений (4.1) и (2.9) показывают, что КЭ-мо-

дель сильного изгиба стержня имеет достаточно высокую точность.

5. Примеры расчета. Рассмотрим параболическую антенну с формой  при
трех значениях параметра : 1/15, 1/10, 1/5; число радиальных стержней n = 24. Углы
наклона стержней в начальном прямолинейном положении (рис. 1, b), в котором
участки тросов, соединяющих k-е узлы стержней, также являются прямолинейными и

ненатянутыми, приняты равными  при  и ,  = 70° при λ = 1/5.
Длина центрального недеформируемого участка равна  м ( ). Макси-
мальный диаметр антенны составляет около 20 м.

Выполнены расчеты сильного изгиба радиальных стержней антенны под действием
реакций растянутых тросов в конечном деформированном состоянии циклически
симметричной системы. Результаты получены путем решения нелинейных алгебраи-

θ( )s l

=X X l =Y Y l ν = 2/lR l EI

= λ 2Y X
λ

β = 0
0 60 λ = 1 15 λ = 1 10 β0

=0 0.25a δ =0 0

Рис. 3. Продольное сжатие нерастяжимого стержня (эластика Эйлера)

Y

Yl

Y

O
s = 0 X Xl X

s �

s = l Rl

Таблица 1. Верификация полученной КЭ-модели сильного изгиба стержня

Вар.

2.5 I 0.2037 0.1241 0.2290 0.2990 0.3236
II 0.1879 0.1141 0.2107 0.2752 0.2978
III 0.1995 0.1214 0.2241 0.2926 0.3166

3.0 I 0.6636 0.4825 0.8806 1.1368 1.2245
II 0.6678 0.4839 0.8844 1.1423 1.2304
III 0.6640 0.4824 0.8806 1.1369 1.2246

3.5 I 0.7704 0.6503 1.1739 1.5002 1.6095
II 0.7772 0.6532 1.1823 1.5116 1.6213
III 0.7713 0.6506 1.1747 1.5014 1.6107

ν lY θ(1 4) θ(1 2) θ(3 4) θ(1)
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ческих уравнений (3.2), (3.3) по методу последовательных приближений с точностью
до 10–9 относительно неизвестных ,  с учетом условий связи (3.1), обеспечиваю-
щих точное выполнение заданной формы антенны в узлах по координатам , , k =
= 1, 2, …, m. При этом в качестве начальных приближений для  использовались зна-

чения  заданной формы, т.е. .

Рассмотрены два расчетных случая для каждой из 3-х антенн, отличающихся значе-
нием :

1) Радиальный стержень антенны делится на 4 упругих звена ( , k = 1, 2, 3, 4)
длиной  м; заданные изгибные жесткости этих звеньев , Па · м4 и проектные

углы наклона в узлах заданной формы  представлены в табл. 2. Фор-
мы радиального стержня в начальном недеформированном состоянии (пунктирная
линия) и в требуемом конечном деформируемом состоянии (сплошная линия) для

 при  представлены на рис. 5, a, b, c, соответственно, в коорди-
натах , , м.

θk kR

kX kY
θk

θ0
k θ = θ(0) 0

k k

λ

= 4m
= 3ka kEI

θ = λ0 arctg(2 )k kX

= 4m λ = 1 15, 1 10, 1 5
X Y

Рис. 4. Формы изгиба стержня для значений , равных 2.5 (a), 3.0 (b), 3.5 (c)
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ν

Таблица 2. Исходные данные и результаты расчета параметров антенны при m = 4

1 1978.3237 0.3986 0.3885 47.8979 0.9467 193.8079

2 1643.2336 0.6526 0.6483 41.6127 0.8361 190.6416
3 1213.0318 0.8143 0.8099 6.1016 0.7195 32.4871
4 671.2248 0.9214 0.9019 17.6858 0.6136 110.4073
1 1978.3237 0.5503 0.5342 96.4922 0.8935 413.6997
2 1643.2336 0.8197 0.8182 54.8316 0.7167 293.0548
3 1213.0318 0.9651 0.9608 5.4540 0.5634 37.0847
4 671.2248 1.0545 1.0391 13.6527 0.4397 118.9434
1 1978.3237 0.8352 0.8165 217.5199 1.5098 551.8955
2 1643.2336 1.0604 1.0634 54.1653 1.1016 188.3499
3 1213.0318 1.1626 1.1585 1.7656 0.8357 8.0929
4 671.2248 1.2224 1.2129 8.6875 0.6491 51.2688

λ k kEI θ0
k θk kR εk T kE F

1
15

1
10

1
5
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2) Радиальный стержень делится на 6 упругих звеньев ( , k = 1, 2, …, 6) длиной

 м; для этого случая значения , Па · м4 и углы  представлены в табл. 3. Фор-
мы радиального стержня в начальном и требуемом конечном состояниях при ,
1/10, 1/5 представлены в координатах , , м на рис. 6, a, b, c, соответственно.

Полученные значения , , Н, а также относительные деформации растяжения
тросов  и требуемые для получения заданной формы антенны жесткости тросов на
растяжение  (Па · м2), которые определяются по формуле ,
приведены в табл. 2 и табл. 3 соответственно для случаев m = 4 и , .

= 6m

= 2ka kEI θ0
k

λ = 1 15
X Y

θk kR
εk

T kE F = ε π2 sin( )k T k kR E F n
= 6m = …1,2, ,k m

Рис. 5. Формы радиального стержня в начальном и конечном положениях для , m = 4 и  (a),

 (b),  (c)
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Таблица 3. Исходные данные и результаты расчета параметров антенны при m = 6

1 7656.4383 0.2876 0.2822 260.5498 0.9728 1025.9801
2 6684.4295 0.4961 0.4961 105.2135 0.9113 442.2760
3 6013.2047 0.6526 0.6458 151.509 0.8352 694.9330
4 4204.6526 0.7681 0.7717 10.4413 0.7567 52.8544
5 4204.6526 0.8547 0.8465 5.4236 0.6820 30.4614
6 1631.6882 0.9214 0.9109 66.9765 0.6131 418.4988
1 7656.4383 0.4116 0.3987 592.7990 0.9427 2408.7411
2 6013.2047 0.6609 0.6611 326.3337 0.8311 1504.1060
3 5193.4296 0.8197 0.8157 105.8771 0.7147 567.4419
4 4204.6526 0.9250 0.9277 2.8618 0.6095 17.9877
5 4204.6526 0.9993 0.9927 10.1289 0.5179 74.9241
6 1631.6882 1.0545 1.0459 50.4612 0.4386 440.6749
1 7656.4383 0.6849 0.6686 1225.6470 1.6655 2819.0376
2 6684.4295 0.9357 0.9416 428.9441 1.3402 1226.0534
3 6684.4295 1.0604 1.0561 43.6339 1.0934 152.8741
4 5193.4296 1.1352 1.1358 36.4977 0.9070 154.1510
5 4204.6526 1.1856 1.1817 12.6620 0.7617 63.6785
6 1631.6882 1.2224 1.2165 30.3713 0.6449 180.4132

λ k kEI θ0
k θk kR εk T kE F
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В табл. 4 и табл. 5 для случаев m = 4 и , соответственно, приведено сравнение
точности решения путем сравнения изгибающих моментов , Н · м, , ..., m – 1,
в узлах стержня в конечном деформированном состоянии: I – вычисленные из уравне-

ния равновесия отсеченной части при найденных реакциях : Mk = ;

II – найденные при решении нелинейной задачи в перемещениях по методу конечных эле-
ментов средние значения в узле: , где Mk(ak) =  +
+ 2ϑk), . Результаты сравнения показывают высо-
кую точность, полученную при решении нелинейных алгебраических уравнений КЭ-
модели методом последовательных приближений.

6. Заключение. Предложена конструктивная схема и разработана математическая
модель для расчета формообразования циклически симметричной космической зон-
тичной антенны, образованной системой гибких многозвенных радиальных стерж-
ней, связанных по параллелям в определенных узловых точках растяжимыми тросами.
Изгиб стержней в радиальной плоскости с учетом реакций тросов создается путем по-
ворота корневых частей стержней силой медленно перемещающегося штока демпфи-
рующего гидроцилиндра под действием предварительно сжатых пружин. Модель
сильного изгиба нерастяжимого стержня антенны построена с использованием “кон-
сольных” конечных элементов (звеньев), допускающих большие перемещения и по-
вороты как твердых тел и относительные упругие перемещения с двухчленной ап-
проксимацией по длине элемента с учетом его усадки за счет изгиба в квадратичном

= 6m
kM = 1,2k

kR
= +

−
1

( )
m

k i k
i k

R Y Y

+= + 11 2 ( ( ) (0))k k k kM M a M − υ2 ( 3k k kEI a

+ + + + += υ − ϑ1 1 1 1 1(0) 2 (3 2 )k k k k kM EI a
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Таблица 4. Результаты расчета изгибающих моментов в узлах стержня при m = 4

Вар. k = 1 k = 2 k = 3

I 188.3897 88.6112 40.5765
II 193.7100 90.1060 40.9970
I 222.0288 79.5639 34.7384
II 230.6572 80.9606 34.9822
I 211.5091 52.4085 24.2377
II 225.4776 53.1092 24.3086
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приближении. Полученные нелинейные уравнения решаются методом последова-
тельных приближений относительно неизвестных реакций тросов при заданных зна-
чениях изгибных жесткостей элементов стержня и заданных радиальных и осевых ко-
ординат узлов, точно соответствующих форме моделируемой антенны. По найденным
значениям реакций тросов с учетом известных их перемещений в узлах определяются
необходимые для обеспечения заданной формы антенны жесткости тросов на растя-
жение.

Выполнена оценка точности разработанной модели путем сравнения с численным
решением задачи сильного изгиба консольного стержня под действием продольной
сжимающей силы, превышающей критическую силу потери устойчивости стержня.

В качестве примера выполнены расчеты для параболической антенны с n = 24 ради-
альными стержнями и с m = 4 и m = 8 составляющих их звеньями (соответственно –
тросов).

Работа выполнена в рамках государственного задания ИПРИМ РАН (номер госре-
гистрации темы АААА-А19-119012290118-3).
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Анализируются теоретические аспекты применения акустических волн Похгамме-
ра–Кри в неразрушающей диагностике. Основное внимание уделяется продольным
аксиально симметричным гармоническим модам. Впервые дается анализ дисперси-
онных кривых для стержней, выполненных из ауксетиков (материалов с отрицатель-
ным коэффициентом Пуассона). Получены дисперсионные кривые в окрестности
второй предельной скорости, обнаруживающие чувствительность значений второй
предельной скорости к вариации коэффициента Пуассона.
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1. Введение. Впервые дисперсионные уравнения, описывающие распространение
гармонических волн в цилиндрическом стержне, называемых волнами Похгаммера–
Кри, получены в [1–3].

Однако, решения этих уравнений, связывающие фазовую (или групповую) ско-
рость с частотой оставались практически неизученными вплоть до середины прошло-
го века, когда в [4–23] с помощью численного анализа дисперсионных уравнений [1–
3, 8] были найдены нижние ветви дисперсионных кривых.

Надо отметить, что в [4–21] исследовались в основном продольные аксиально сим-
метричные моды, тогда как в [22, 23] рассматривались изгибные и крутильные моды.

1.1. Дисперсионные соотношения, сплошной цилиндрический стержень. С помощью
асимптотических методов в [4–12] были найдены длинноволновой и коротковолно-
вой пределы для фазовой скорости фундаментальной продольной аксиально симмет-
ричной моды. При этом, коротковолновой предел при 

(1.1)

совпал со скоростью волны Рэлея ( ), а длинноволновой предел дал следующее зна-
чение фазовой скорости 

(1.2)

где E и ρ – модуль упругости и плотность материала стержня, соответственно.

ω → ∞
=1,lim Rc c

Rc

2,limc

=
ρ2,lim
Ec

УДК 539.3:534.1
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Дисперсионные кривые высших мод в терминах безразмерных фазовой частоты и
волнового числа с помощью численных методов исследовались в [4–20], причем в [8],
по-видимому, впервые были вычислены корни дисперсионного уравнения и построе-
ны первые три дисперсионные кривые, отвечающие низшим продольным аксиально
симметричным модам. Соответствующие дисперсионные кривые, определенные в
[19], показаны на рис. 1.  обозначает аксиально симметричную продольную мо-
ду -го порядка, см. [16]. На вертикальной и горизонтальной осях на этом рисунке от-
ложены, соответственно, безразмерная частота ( ) и волновое число ( );  –
радиус стержня;  – скорость объемной поперечной волны в среде.

Одна из интересных особенностей незатухающих высших мод (  ) соот-
ветствующих дисперсионных кривых, появляется при :

(1.3)

Фактически, условие (1.3) означает наличие в высших модах горизонтальной асимп-
тоты в дисперсионной зависимости  при фазовой скорости . Здесь обнару-
живается связь с незатухающими высшими модами соответствующих дисперсионных
кривых волн Лэмба [24, 25], для которых также выполняется соотношение (1.3).

1.2. Родственные задачи. Исследование по распространению ангармонических про-
дольных волн в полуограниченном цилиндрическом стержне и, в частности, импуль-
сов в виде временной -функции, по-видимому, впервые осуществлено в [26]. В этой
работе, также как и в последующих исследованиях [17, 27–29], основное внимание
уделялось распространению длинноволновой асимптотики, дисперсионные составля-
ющие не исследовались. Необходимость учета (геометрической) дисперсии при рас-
пространении ангармонических импульсов в цилиндрических стержнях отмечена в
[30], где с помощью экспериментальных сейсмограмм, отвечающих распространению

(0, )L m
m

Ω = ω v/ sa γ a
vs

(0, ),L m > 1m
γ → 0

γ→
∂Ω =
∂γ0

lim 0

ω( )c → ∞c

δ

Рис. 1. Дисперсионные кривые аксиально симметричных гармонических волн Похгаммера–Кри в цилин-
дрическом стержне [16]: сплошной линией обозначены действительные или чисто мнимые кривые, а пунк-
тирной линией – комплексные.
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продольных волн от δ-образного импульса, приложенного к одному из торцов стерж-
ня, прослежена деформация импульса, вызванная дисперсией соответствующих волн.

Вопросам распространения волн Похгаммера–Кри в цилиндрическом стержне из
вязкоупругого материала посвящены исследования [31–37]. В [31] впервые обнаруже-
на и описана, так называемая, физическая дисперсия волн Похгаммера–Кри, вызван-
ная вязкостью материала и проявляющаяся даже на тех участках дисперсионных кри-
вых, где в случае упругого материала геометрическая дисперсия практически отсут-
ствует.

Исследование дисперсии волн Похгаммера–Кри в коаксиальных стержнях (трубах)
проводилось в [38–43] с применением той же техники, что и для сплошных стержней,
но с удержанием в построенном решении бесселевых функций как первого, так и вто-
рого рода, так как для коаксиальных стержней отпадает необходимость ставить огра-
ничение конечности перемещений на оси стержня.

С помощью техники замены переменных в конических стержнях исследовались
продольные аксиально симметричные волны и соответствующие колебания [44–49],
причем в этих работах для исключения сингулярных решений вершина конуса исклю-
чалась из рассмотрения.

В [50, 51] с помощью приближенной одномерной теории Рэлея–Лява и точной тео-
рии, основанной на уравнениях Похгаммера–Кри, исследовались негармонические
волны Похгаммера–Кри, вызванные продольным ударом по сплошному цилиндриче-
скому стержню. В этих работах возможная перекачка энергии на высшие аксиально
симметричные моды не исследовалась, а предполагалось, что при продольном ударе
вся энергия локализована в продольной фундаментальной моде. При этом для рас-
смотренного случая отмечена значительная дисперсия.

Волны в трансверсально изотропных стержнях кругового поперечного сечения ис-
следовались в [52–57] с применением той же техники, что использовалась для изо-
тропных стержней. В этой связи более общие случаи цилиндрической анизотропии,
по-видимому, не исследовались, за исключением различных мод волн Похгаммера–
Кри в цилиндрически ортотропной упругой слоистой трубе [58] исследованной с по-
мощью метода конечных элементов. Надо отметить, что применение метода конеч-
ных элементов для получения дисперсионных соотношений в стержнях наталкивает-
ся на определенные трудности, связанные с необходимостью исключения начальной
негармонической фазы [58, 59]. Аналогичные трудности отмечены и в случае приме-
нения метода конечных элементов для определения дисперсионных соотношений
волн Лэмба [60].

Волны Похгаммера–Кри в стержнях некруговой формы исследовались в работах
[61–63] с помощью метода конечных элементов, причем в [62, 63] наряду с действи-
тельными решениями дисперсионного уравнения анализировались и комплексные
ветви высших мод. Для этого в работах [62, 63] были соответствующим образом моди-
фицированы Лагранжиан и принцип Гамильтона, что позволило учесть комплексные
поля перемещений.

Известны и другие приближенныe методы, применяемые для анализа волновых
процессов в стержнях, основанные на различного рода приближенных теориях, по
аналогии с технической теорией изгиба балок. В этой связи надо отметить обзоры
[64–66].

1.3. Применения волн Похгаммера–Кри к задачам неразрушающей диагностики. Про-
дольные аксиально симметричные волны Похгаммера–Кри часто применяются в ка-
честве метода как для (i) неразрушающего определения механических свойств матери-
алов, так и для (ii) диагностики наличия дефектов.

В первом случае, как правило, используют два цилиндрических длинных стержня
Гопкинсона (называемых иногда стержнями Кольского), между которыми размещают
исследуемый образец, как правило, также цилиндрической формы; рис. 2.
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При ударном воздействии, приложенном к левому торцу первого стержня Гопкин-
сона, распространяется импульс со скоростью близкой ко второй предельной скоро-
сти , далее на интерфейсной границе между первым стержнем и образцом часть
энергии, отвечающей рефрагированной волне, переходит в образец, а часть отражает-
ся, при этом энергия отраженной и рефрагированной волн зависит от соотношения
импедансов материала стержня и образца. На следующей границе между образцом и
вторым стержнем Гопкинсона происходит аналогичное явление; см. обзорную моно-
графию [68]. Использование длинных стержней Гопкинсона с отношением длины
стержня  к его диаметру d,  необходимо для исключения, во-первых нерас-
пространяющихся мод волн Похгаммера–Кри, и, во-вторых, для обеспечения воз-
можно большей локализации энергии аксиально симметричной волны Похгаммера–
Кри в области малых частот [67–70]. Роль длительности ударной нагрузки, приложен-
ной к одному из торцов стержня Гопкинсона, исследовалась в [71–73]; было установ-
лено, что в случае более продолжительных импульсов, низкочастотные составляющие
фундаментальной моды, распространяющиеся с большей скоростью, имеют и боль-
шие амплитуды. Известны обобщения на случай применения стержней Гопкинсона
для экспериментальных исследований, связанных с возбуждением и распространени-
ем крутильных мод волн Похгаммера–Кри [74].

Задачи обнаружения дефектов в трубах и слоистых коаксиальных цилиндрах также
основаны на генерировании в основном продольных аксиально симметричных (как
правило, гармонических) волн Похгаммера–Кри и исследовании либо их отражения
от локализованных дефектов [75–77], либо изменения их дисперсионных кривых при
распространении по участкам с измененными свойствами [78–80]. C помощью этих
волн могут исследоваться как упругие, так и вязкоупругие свойства сплошных стерж-
ней и цилиндрических оболочек, в том числе слоистых, состоящих из вложенных друг
в друга и находящихся в контакте коаксиальных цилиндров [81, 82]. Как отмечено вы-
ше, при неразрушающем контроле дефектных зон в стержнях и трубах, как правило,
используют источники, возбуждающие гармонические волны Похгаммера–Кри. Это
необходимо для возможности сопоставления теоретических дисперсионных кривых
(определяемых для гармонических волн) с полученными в ходе экспериментальных
исследований. Диапазон частот, применяемых для экспериментального обнаружения
и исследования участков сплошного цилиндра или трубы с измененными свойствами,
обычно варьируется в диапазоне от 30 КГц до 100 МГц [82, 83]. Общие свойства реше-
ний дисперсионных уравнений для волн Похгаммера–Кри, а так же других типов дис-
персионных поверхностных волн обсуждаются в работах [84–87].

В последние годы для возбуждения различных мод волн Похгаммера–Кри получи-
ли методы, основанные на применении электромагнитно-акустических преобразова-
телей (ЭМАП) поверхностных волн, причем наряду с продольными модами могут воз-
буждаться изгибные и крутильные моды [88–90].

В исследованиях [91–94] отражены некоторые теоретические аспекты, связанные с
анализом дисперсионных соотношений волн Похгаммера–Кри. Следует отметить
также некоторые родственные задачи: в работах [95, 96] исследовались вторые пре-

2,limc

L >/ 100L d

Рис. 2. Принципиальная схема двух стержней Гопкинсона: (1) ударник; (2) первый стержень Гопкинсона,
передающий ударное воздействие на образец; (3) образец; (4) второй стержень Гопкинсона, в котором рас-
пространяются рефрагированные волны.

1 2 3 4
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дельные скорости в пластинах, в [97] анизотропные ауксетки, в [98, 99] рассматрива-
лись спиральные волны в стержнях.

1.4. Краткое содержание последующих разделов. В разделе 2 вводятся основные урав-
нения, определяются потенциалы смещений, выписываются решения для потенциа-
лов в терминах бесселевых функций, определяются дисперсионные уравнения.

В третьем разделе по дисперсионному уравнению осуществляется построение дис-
персионных кривых, основное внимание уделено аксиально симметричной фунда-
ментальной моде. Впервые дается анализ дисперсионных кривых для стержней, вы-
полненных из ауксетиков (материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона).
Анализируется чувствительность аксиально симметричной фундаментальной моды к
вариации упругих свойств во всем допустимом диапазоне фазовых скоростей и, в
частности, в окрестности первой ( ) и второй предельной скорости ( ). Приво-
дятся расчетные формулы для определения упругих характеристик материала по зна-
чениям соответствующих предельных скоростей.

2. Основные соотношения. Ниже, в основном, используется нотация [84, 85]. Урав-
нения движения для изотропного упругого тела в отсутствии массовых сил представи-
мы в виде

(2.1)

где u – поле перемещений, c1, c2 – скорости продольной и поперечной объемных волн
в среде, определяемые выражениями

(2.2)

В (2.2) λ, μ – константы Ламе,  – плотность среды.
Как правило, в рассматриваемом классе задач для векторного поля  применяется

представление Гельмгольца

(2.3)

где  и  соответственно скалярный и векторный потенциалы. В цилиндрических
координатах представление Гельмгольца (2.3) для физических компонент вектора пе-
ремещений имеет вид

(2.4)

причем из условия аксиальной симметрии следует

(2.5)

Подстановка представления (2.3) в уравнения движения (2.1) дает

(2.6)

Для гармонической волны, распространяющейся в направлении оси z, потенциалы
(2.6) представимы в виде

(2.7)
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где  – волновое число, связанное с фазовой скоростью c и круговой частотой  соот-
ношением

(2.8)

В (2.7)  – координата в поперечном сечении ( ),  – волновой вектор,
, t – время.

Подстановка представлений (2.7) в уравнения (2.6) дает уравнения Гельмгольца для
соответствующих потенциалов

(2.9)

Переход в (2.9) к цилиндрическим координатам для скалярного потенциала Φ0 с уче-
том аксиальной симметрии потенциала Φ0

(2.10)

приводит к уравнению Бесселя

(2.11)

где c – фазовая скорость. Решения уравнения (2.11) выражается через функции Бессе-
ля первого и второго рода нулевого порядка

(2.12)

где  – неизвестные, вообще говоря, комплексные коэффициенты и

(2.13)

Уравнения (1.10) для векторного потенциала  при учете аксиальной симметрии
компонент потенциала , что обеспечивается условиями

(2.14)

дают следующие уравнения Бесселя (для соответствующих физических компонент)

(2.15)
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Решение уравнений (2.15) имеет вид

(2.16)

В (2.16)  неизвестные, вообще говоря, комплексные коэффициенты, и

(2.17)

Условие аксиальной симметрии векторного потенциала  накладывает еще одно
ограничение [14, 16]:

(2.18)

С учетом (2.4), (2.5) (2.12), (2.16), (2.18), векторное поле, отвечающее распростране-
нию продольной аксиально симметричной гармонической незатухающей волны в ци-
линдрическом стержне, представимо в виде [19]

(2.19)

С учетом необходимой ограниченности поля перемещений на оси  и неогра-
ниченности при  бесселевых функций второго рода, из (2.19) получаем

(2.20)

При получении (2.20) из (2.19) константа C3 обозначена C2.

Условие равенства нулю поверхностных усилий на боковой поверхности цилиндра
при  представимо в виде

(2.21)

где  – вектор единичной внешней нормали к боковой поверхности,  – инфинитези-
мальный тензор деформаций.

Условие (2.21) позволяет записать граничные условия (с точностью до экспоненци-

ального множителя ) в терминах соответствующих бесселевых функций

(2.22)
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Условия (2.22) дают искомое дисперсионное уравнение, записываемое в виде

(2.23)

где A – квадратная матрица второго порядка с комплексными коэффициентами

(2.24)

При заданной частоте  дисперсионным уравнением (2.23) определяется фазовая
скорость продольных аксиально симметричных мод волн Похгаммера–Кри, а двумер-
ные, вообще говоря, комплексные собственные векторы, отвечающие нулевым соб-
ственным числам матрицы (2.23), определяют поляризацию соответствующих волн.

3. Некоторые аспекты применения аксиально симметричной фундаментальной моды.
По дисперсионному уравнению (2.23) осуществляется построение дисперсионных
кривых для нижней (фундаментальной) аксиально симметричной моды волн Похгам-
мера–Кри, распространяющихся в цилиндрическом стержне.

Рассматривается два основных случая: (1) вариация коэффициента Пуассона и (2)
вариация модуля упругости материала стержня.

3.1. Вариация коэффициента Пуассона. Приведенный на рис. 4 график изменения
относительного значения первой предельной скорости , определенной по дис-
персионному уравнению (2.23), при вариации коэффициента Пуассона (при фикси-
рованном модуле упругости и плотности), показывает, что в области высоких частот
фазовая скорость является информативной для определения коэффициента Пуассона
материала. В частности, при вариации коэффициента Пуассона во всем допустимом
диапазоне значений (–1; 0.5) относительная фазовая скорость  изменяется по-
чти в два раза.
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Рис. 3. График изменения первой предельной скорости в зависимости от изменения коэффициента Пуас-
сона.
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В то же время, проведенные расчеты показывают, что в области низких частот и, в
особенности, в окрестности второй предельной скорости , все дисперсионные
кривые сливаются в одну кривую.

Замечание 3.1. Надо отметить, что в случае ауксетиков известные аппроксимацион-
ные дробно-рациональные формулы для скорости волны Рэлея [86, 87] (совпадающей
со скоростью ) дают неверные результаты. Поэтому в случае ауксетиков скорость

 должна определяться либо непосредственно по дисперсионному уравнению
(2.23), либо с помощью регрессионных формул. Например, полиномиальная регрес-
сия вида

(3.1)

обеспечивает приближение к точному значению , найденному по уравнению
(2.23), с относительной ошибкой в равномерной норме, не превышающей 0.6% в ин-
тервале значений коэффициента Пуассона ν ∈ (–0.75; 0.45).

Пример 3.1. Определение коэффициента Пуассона по скорости .

А) Предположим, что наряду со скоростью  известна также скорость . С ис-
пользованием регрессионного уравнения (3.1) в предположении, что объемная ско-
рость поперечной волны  известна, получаем следующее выражение для определе-
ния коэффициента Пуассона

(3.2)

где коэффициенты  определены по регрессионному уравнению (3.1).
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Рис. 4. Изменение фундаментальной моды аксиально симметричных волн Похгаммера–Кри в окрестности
второй предельной скорости при вариации модуля упругости.
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Б) Предположим, что наряду со скоростью  известна скорость . В этом слу-
чае, ограничиваясь первыми тремя членами тейлоровского разложения по  правой
части регрессионного уравнения (3.1)

(3.3)

получаем следующее выражение для коэффициента Пуассона

(3.4)

Надо отметить, что коэффициенты тейлоровского разложения  в (3.3) опреде-
лены через коэффициенты  по аналитическим формулам. В свою очередь, ко-
эффициенты  определены по регрессионному уравнению (3.1). В (3.4) учтено
выражение (1.2) для длинноволновой асимптотики .

3.2. Вариация модуля упругости. На рис. 4 в окрестности второй предельной скоро-
сти  построены дисперсионные кривые, отвечающие аксиально симметричным
фундаментальным модам при вариации модуля упругости материала стержня, коэф-
фициент Пуассона в этом случае считался фиксированным (ν = 0.25).

На рис. 4 по вертикальной оси отложены значения безразмерной частоты , а
по горизонтальной оси – значения относительной фазовой скорости волн Похгамме-
ра–Кри ( ). Графики соответствуют дисперсионным кривым при уменьшении
(‒0.5%) и увеличении (+0.5%) модуля упругости, по сравнению с референсным значе-
нием (средняя кривая). Приведенные графики показывают, что в окрестности второй
предельной скорости исследуемые дисперсионные кривые являются информативны-
ми для определения модуля упругости материала (в предположении, что плотность
фиксирована). Здесь надо отметить, что, как показывает асимптотическая формула
(1.2), значение второй предельной скорости  не зависит от коэффициента Пуассо-
на.

Пример 3.2. Определение модуля упругости и коэффициента Пуассона по скоро-
стям  и .

Предполагается, что плотность материала известна. Асимптотическое выражение
(1.2) для скорости  дает

(3.5)

Далее, по известным значениям предельных скоростей  и  и формуле (3.4)
определяется коэффициент Пуассона.

Отметим, что также как и для рассмотренных волн Похгаммера–Кри, в случае волн
Лэмба, распространяющихся в упругом слое, по скорости  оказывается возмож-
ным анализировать вариацию модуля Юнга, см. [92].

4. Выводы. Проведен анализ продольных аксиально симметричных гармонических
волн Похгаммера–Кри в стержнях. Рассмотрены точные решения волнового уравне-
ния Похгаммера–Кри.

Исследована зависимость дисперсионных кривых, отвечающих аксиально симмет-
ричным модам и, в частности, симметричной фундаментальной моде, от вариации ко-
эффициента Пуассона и модуля упругости. На численных примерах показана инфор-
мативность аксиально симметричной фундаментальной моды для неразрушающей
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диагностики физико-механических свойств материалов и, в частности, для обнаруже-
ния участков с измененными свойствами.

Впервые проведен анализ вариации первой предельной скорости для стержней, вы-
полненных из ауксетиков (материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона).

Благодарность. Авторы благодарят Российский научный фонд, грант 20-49-08002 за
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методу локального взаимодействия и задаются по закону сопротивления Ньютона в
виде инерционного давления, пропорционального квадрату нормальной составляю-
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1. Введение. Решение задач о проникании тела и устойчивости его движения в точ-
ной постановке из-за сложной природы сил взаимодействия, как правило, возможно
только разностными методами. Однако из-за большого числа параметров и определя-
ющих функций такие расчеты часто оказываются мало пригодными для выявления
общих закономерностей процесса проникания. Поэтому для изучения влияния пара-
метров среды и тела на траекторию движения нередко используются приближенные
подходы. Один из таких подходов – метод локального взаимодействия, впервые пред-
ложенный еще Ньютоном для определения сопротивления движению тел в газах и
жидкостях. В настоящее время этот метод используется для решения задач гиперзву-
кового обтекания, движения в разреженном газе, проникания тела в грунты и металлы
[1–4].

Ранее по методу локального взаимодействия изучались устойчивость при малых
возмущениях прямолинейного движения тел вращения и неосесимметричных тел, на
боковой поверхности которых действуют нормальные напряжения и трение [5–8].
Получены критерии устойчивости для тела вращения с учетом отрыва потока с его бо-
ковой поверхности при плоском и пространственном движениях [5–7] и для плоского
движения неосесимметричного тела при безотрывном обтекании [8]. Исследовались
траектории плоского движения осесимметричных тел [9]. Однако эти результаты бы-
ли получены для линеаризованной системы уравнений при малых возмущениях отно-
сительно прямолинейного движения.

Ниже для случая контактного давления, задаваемого по формуле Ньютона, получе-
но аналитическое решение, описывающее плоское движение осесимметричного тела
при произвольных возмущениях и проанализированы возможные траектории движе-
ния тела. Напряжения, определяемые по формуле Ньютона, не зависят от знака нор-
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мальной составляющей скорости, поэтому решение имеет физический смысл только
при безотрывном обтекании боковой поверхности тела.

Закон сопротивления Ньютона не учитывает прочность среды, поэтому для опреде-
ления нормальных контактных напряжений при проникании тел в малопрочные сре-
ды чаще используется формула, в которой к инерционному слагаемому, совпадающе-
му с законом Ньютона, добавляется постоянное прочностное слагаемое. Однако
прочностное слагаемое при безотрывном обтекании влияет только на торможение те-
ла, а результирующий момент и поперечная составляющая результирующей силы от
него не зависят. Поэтому формула Ньютона может использоваться в случае движения
тела в малопрочной среде с большой скоростью, когда инерционное слагаемое суще-
ственно превышает прочностное, а трением можно пренебречь.

2. Постановка задачи. Твердое тело вращения массой , длиной  и моментом
инерции при поперечном вращении I движется по инерции в безграничной среде. Ци-
линдрическая система координат   и связанная с центром масс местная
прямоугольная система координат  ,  жест-
ко связаны с телом. Предполагается, что движение тела плоское и определяется векто-
ром скорости  центра масс, расположенного при L = Lc, и угловой скоро-
стью вращения относительно центра масс , зависящих от времени t (рис. 1).
Тело имеет гладкий меридиан ,  и, быть может, кромку L = Lm,
где  – радиус, L – расстояние от носика вдоль оси тела. Считается, что боковая по-
верхность тела обтекается безотрывно, но возможен отрыв потока с задней кромки те-
ла (при L = Lm).

Контактное давление  на поверхности тела зададим по формуле сопротивления
Ньютона в виде квадратичной зависимости давления на поверхности тела от нормаль-
ной составляющей скорости :

(2.1)

Здесь Cf – коэффициент сопротивления,  – средняя плотность среды.

Введем новые безразмерные величины
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Выражения для внешней нормали и проекции вектора скорости V произвольной точ-
ки на поверхности тела на нормаль в системе координат xyz определяются формулами

(2.2)

Здесь δ – локальный угол атаки (угол между касательной плоскостью в некоторой точ-
ке на поверхности тела и вектором скорости этой точки). В области “аэродинамиче-
ской тени”  угол  отрицательный.

Запишем общие выражения для результирующей силы и момента

(2.3)

В кинематические соотношения (2.1) и (2.2) и выражения для результирующих (2.3)
входят неизвестные функции , для которых ниже будет сформулирована задача.

3. Математическая постановка задачи. Система дифференциальных уравнений
плоского движения жесткого тела в системе координат, связанной с центром масс те-
ла, записывается в следующем виде (точкой обозначена производная по ):

После соответствующих подстановок и очевидных преобразований запишем задачу
Коши [7, 8]:
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(3.3)

Автономная система (3.1), (3.3) имеет непрерывно дифференцируемые правые части,
поэтому в любой конечной области фазового пространства  правые части систе-
мы (3.1) удовлетворяют условию Липшица и задача Коши корректна.

4. Аналитическое решение. Второе и третье уравнения системы (3.1) не зависят от κ,
поэтому они могут решаться независимо от первого уравнения

(4.1)

Вычтем из первого уравнения системы (4.1), умноженного на , второе уравнение,
умноженное на η:

(4.2)

Сделав замену переменных ,  в уравнении (4.2), получим

(4.3)

Уравнение (4.3) не зависит от Ψ, поэтому оно является дифференциальным уравне-
ние первого порядка с разделяющимися переменными. Запишем решение этого урав-
нения [10]:

(4.4)

Теперь сложим первое уравнение системы (4.1), умноженное на , со вторым урав-
нением, умноженным на ω:
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Уравнение (4.5) является дифференциальным уравнением Бернулли. Оно сводится

к линейному дифференциальному уравнению подстановкой . Запишем его
общее решение [11]:

(4.6)

Формулы (4.4), (4.6) являются общим аналитическим решением системы уравне-
ний (4.1). Выразив из этих формул  и  в зависимости от s и подставив их в первое
уравнение системы (3.1), получим обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка с разделяющимися переменными. Его интегрирование дает функцию

. Функции , ,  являются решением системы (3.1) и полностью опре-
деляют траекторию движения тела.

5. Изучение возможных траекторий и устойчивости при . В этом случае воз-
можны два основных варианта

1. При некотором s > 0 функция обращается в ноль. В этом случае движе-
ние тела будет неустойчивым, а возмущения ,  будут становиться бесконечными
на конечном отрезке траектории.

2. Функция  является положительной при любом s > 0.

Приравнивая правую часть дифференциального уравнения (4.3) к нулю можно най-
ти точки покоя (положения равновесия). Линеаризуем дифференциальное уравнение
(4.3) в малых окрестностях точек покоя

(5.1)

Из (5.1) следует, что  является устойчивой точкой покоя, а  неустойчи-
вой.

При ,  функция , являющаяся решени-

ем уравнения (4.3), будет монотонно возрастать с ростом s, а если кроме того 

является положительной при любом s > 0, то  при . При  и

 функция  будет монотонно убывать, а если кроме

того  при любом s > 0, то  при . В остальных случаях ре-

шение монотонно изменяется в сторону , а если  при любом s > 0, то
 при .
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Если , где  то функция  обращается в ноль в точках
, , где , а  задаются выражениями

Из (4.5), (3.3) следует, что , поэтому . Если , то
, а неравенство  выполняется при  или .

Корни  и , соответствуют экстремумам функции , т.к. ее произ-

водная по s равна . Линеаризовав функцию  в окрестности ее кор-
ней можно показать, что корень  соответствует локальному максимуму функции

, а  минимуму.
Функция  является монотонной по s, поэтому в выражении (4.6) для 

можно перейти от интегрирования по ds к интегрированию по  и вычислить инте-
грал аналитически [10]:

(5.2)

Выражение для  приведено в (3.4). Преобразуем  и ,
подставив в них  из (4.3) и  из (5.2):

(5.3)

Из (5.3) следует, что условие  при , где  может
принимать значения  или , эквивалентно условию , а условие

 при  эквивалентно условию . Если функция

 является положительной при любом , то  при . Из (5.3)

видно, что при  и  интеграл от  до  функции 
стремится к бесконечности при .
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Рассмотрим в подпунктах 5.1–5.4 поведение функции  при движении тела по тра-
ектории в зависимости от начальных условий и параметров среды и тела.

5.1. Если  и , то движение тела будет неустойчивым, т.к. в этом

случае  и  при , а следовательно уравнение 

будет иметь корень на интервале  при F > 0 и ,

на интервале  при F < 0 и  и на интервале

 в остальных случаях. Из (4.6) следует, что  при , а следова-

тельно  при .

5.2. Если  и , то движение будет неустойчивым, если .
Здесь  – это максимум функции  на интервале  при  и 2Ftgθ0 +

+ E –  > 0, максимум на интервале  при  и 2Ftgθ0 +

+  > 0 и максимум на интервале  в остальных случаях. Введем
новые функции

(5.4)

Если , то . В зависимости от  и знака 

этот предел может быть равен , ,  или . В табл. 1 при-
ведены выражения для  и  при различных начальных
условиях и параметрах среды и тела.

Докажем, что предел при  и  является конечным, т.е. в
этом случае тело при  будет двигаться по круговой траектории. Подставим (5.3)
в (5.4):

(5.5)
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Функция  стремится к бесконечности при . Остальные
функции являются конечными, поэтому для доказательства конечности  доста-
точно доказать конечность :

(5.6)

Под интегралом в (5.6) находится  в отрицательной степени. Используем фор-
мулу, позволяющую увеличить степень  [10]:

(5.7)

После подстановки (5.7) в (5.6), получим

(5.8)

Второе слагаемое в (5.8) равно нулю. Это можно доказать последовательным примене-
нием (5.7) к интегралу, входящему в (5.8), до тех пор, пока степень подынтегральной
функции  не станет больше нуля, и вычислением получающихся пределов. Таким
образом, предел  является конечным. Аналогичным образом доказывается ко-
нечность ,  и .

5.3. При  и  движение будет неустойчивым, если , где
 приведены в табл. 1.
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Таблица 1

№

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

( )Γ θ1 0 2Det θ0 Ψс Ψk

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗0 2 ( )Ψ = Ξ θ1 2с ( )Ψ = Ξ θ∗2k

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ + π∗ ∗0 2 ( )Ψ = Ξ θ1 2с ( )Ψ = Ξ θ + π∗2k

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ + π < θ + π∗ ∗0 2 Ψ =Ξ θ + π1 2( )с ( )Ψ = Ξ θ + π∗2k

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗2 0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗2k

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ∗0 1 2 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗2k

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ < θ + π∗ ∗1 2 0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ + π∗2k

( )Γ θ >0 0 <2 0Det θ < θ∗0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗2k

( )Γ θ >0 0 <2 0Det θ < θ < θ + π∗ ∗0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ + π∗2k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗ 1 0 ( )Ψ = Ξ θ1 1с ( )Ψ = Ξ θ∗3k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ < θ < θ∗ ∗1 0 ( )Ψ = Ξ θ1 1с ( )Ψ = Ξ θ − π∗3k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ − π < θ < θ∗ ∗1 0 Ψ =Ξ θ − π1 1( )с Ψ =Ξ θ − π∗3( )k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ∗1 2 0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗3k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗ 0 1 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗3k

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ < θ < θ < θ∗ ∗0 1 2 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ − π∗3k

( )Γ θ <0 0 <2 0Det θ < θ∗ 0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ∗3k

( )Γ θ <0 0 <2 0Det θ − π < θ < θ∗ ∗0 Ψ = +∞c ( )Ψ = Ξ θ − π∗3k
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5.4. При  и  движение будет асимптотически устойчивым, если
. Формулы для вычисления  и  приведены в табл. 2.

6. Изучение возможных траекторий и устойчивости при . Из (4.4) и (4.6)

следует, что функции  и  при  являются периодическими с перио-
дом π. В случае ,  и  функция  монотонно возрастает с ро-
стом s, а локальными максимумами функции  являются точки , где

, .... Для удобства анализа траектории и устойчивости движения перепишем
 в следующем виде

(6.1)
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Таблица 2

№

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

( )Γ θ1 0 2Det θ0 Ψ 1с Ψ 2c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗0 1 ( )Ψ = Ξ θ1 1 1с ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ + π∗ ∗0 1 ( )Ψ = Ξ θ1 1 1с ( )Ψ = Ξ θ + π∗2 1c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ + π < θ + π∗ ∗0 1 ( )Ψ = Ξ θ + π1 1 1с ( )Ψ = Ξ θ + π∗2 1c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗1 0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ∗0 1 2 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ >0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ < θ + π∗ ∗1 2 0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ + π∗2 1c

( )Γ θ >0 0 <2 0Det θ < θ∗0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ >0 0 <2 0Det θ < θ < θ + π∗ ∗0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ + π∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗ 2 0 ( )Ψ = Ξ θ1 1 2с ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ < θ < θ∗ ∗2 0 ( )Ψ = Ξ θ1 1 2с ( )Ψ = Ξ θ − π∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ − π < θ < θ∗ ∗2 0 ( )Ψ = Ξ θ − π1 1 2с ( )Ψ = Ξ θ − π∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ < θ∗1 2 0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ < θ < θ∗ 0 2 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ <0 0 >2 0Det θ − π < θ < θ < θ < θ∗ ∗0 1 2 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ − π∗2 1c

( )Γ θ <0 0 <2 0Det θ < θ∗ 0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ∗2 1c

( )Γ θ <0 0 <2 0Det θ − π < θ < θ∗ ∗0 Ψ = +∞1c ( )Ψ = Ξ θ − π∗2 1c
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Сумма в квадратных скобках (6.1) является геометрической прогрессией, поэтому вы-
ражение для  при  можно упростить

(6.2)

Представим  в виде суммы слагаемого, не зависящего от , и слагаемого пропорци-
онального :

(6.3)

Функция  является периодической с периодом π, поэтому заменив в (6.3)
переменную интегрирования θ на  и подставив  из (6.1) , выражение для

 можно упростить

(6.4)

Из (6.4) следует, что если  при , то предел функции 
при  является бесконечным. Если  при , то предел

 выражается формулой

(6.5)

Случай , ,  отличается от (6.1) тем, что угол  будет убывать
при движении тела по траектории, локальными максимумами функции  будут точки

, а функция  в этом случае записывается в следующем виде

(6.6)
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Рассмотрим ниже в подпунктах 6.1–6.5 траектории и устойчивость движения тела
при различных начальных условиях и параметрах среды и тела.

6.1. Если , ,  и , то угол  будет возрастать при дви-
жении тела по траектории, а из формул (4.6), (6.1), (6.2) следует, что при 
функция  принимает максимальные значения  и . Если

, то максимум функции может быть равен  или  при N = 1, 
и при   соответственно

(6.7)

При  выполняется неравенство , а при
 < 0 выполняется неравенство . Если при движе-

нии тела по траектории выполняется неравенство , то  и 
при , то есть возмущения будут затухать. Следовательно, необходимые и до-
статочные условия асимптотической устойчивости прямолинейного движения тела
записываются в виде неравенства

(6.8)

При невыполнении условий (6.8) функция  обратится в нуль на конечном
отрезке траектории, а  станет бесконечной. Движение тела в этом случае будет не-
устойчивым.

6.2. Если , ,  и , то в формулах (6.1)–(6.5) следует
заменить  на , а условия асимптотической устойчивости примут вид

(6.9)

В функции X15 замена θ2 на  не проводилась, так как  =
.

6.3. Если ,  и , где выражение для  дано ниже в (6.10), то
функция  не имеет корней и ее знак совпадает со знаком , поэтому 
будет больше нуля при  и меньше нуля при . При 

функция  является положительной, а движение тела будет асимптотически
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устойчивым. В случае  условие асимптотической устойчивости записывает-
ся в виде

(6.10)

6.4. Если , ,  и  и выполняются условия

(6.11)

то , а из (6.5) следует, что в этом случае предел  при

 является периодической функцией с периодом . Из этого и
периодичности θ(s) следует, что возмущения η и ω будут периодическими. При невы-
полнении хотя бы одного из условий (6.11) движение тела будет неустойчивым.

6.5. При , ,  и  рассуждения строятся аналогично
подпункту 6.4, а критерии асимптотической устойчивости будут иметь следующий вид

6.6. В случае , ,  и  угол  будет убывать при движе-
нии тела по траектории, локальные максимумы функция  будут в точках

, а сама функция  имеет вид (6.6). Приводя рассуждения аналогичные
подпункту 6.1, можно показать, что в этом случае условия асимптотической устойчи-
вости записываются в следующем виде

(6.12)

6.7. Если , ,  и , то в условиях асимптотической
устойчивости (6.12) следует заменить  на :
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6.8. Если ,  и , где  определено ниже в (6.14), то функ-
ция  не имеет корней и ее знак совпадает со знаком , поэтому  будет
больше нуля при  и меньше нуля при . При  функция

 является положительной, а движение тела будет асимптотически устойчи-
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вым. В случае  условие асимптотической устойчивости записывается в сле-
дующем виде

(6.14)

6.9. Случай , ,  и  похож на 6.4 но угол θ будет убы-
вать при движении тела по траектории. Запишем необходимые и достаточные условия
асимптотической устойчивости

(6.15)

6.10. При , ,  и  рассуждения строятся аналогично
подпункту 6.9, а критерии асимптотической устойчивости будут иметь вид

6.11. Если , ,  и  или , ,  > 0
и , то возмущения станут бесконечными на конечном отрезке траектории, а
движение тела будет неустойчивым.

6.12. Если , ,  и , то из (6.5) следует, что предел
 при  является ограниченной отрицательной периодической

функцией с периодом . Отсюда следует, что  при  будет по-
ложительной ограниченной периодической функцией

Из периодичности  и  и ограниченности  следует периодичность и ограничен-
ность возмущений  и .

6.13. Если , ,  и , то аналогично подпункту 6.12
возмущения η и ω будут периодическими и ограниченными, а предел функции  при

 будет иметь следующий вид

7. Заключение. Возможны четыре варианта движения тела:
1. Тело движется асимптотически устойчиво, а возмущения  и  стремятся к нулю

при длине траектории  стремящейся к бесконечности.

2. Тело движется неустойчиво. В этом случае сумма  становится равной бес-
конечности на конечном отрезке траектории.

3. При  возмущения  стремятся к некоторым константам, а траектория
тела становится круговой.

4. Возмущения  и  при  являются периодическими функциями от длины
траектории s.
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Определены приливные деформации в рамках модели вязкоупругой Земли, обу-
словленные ее движением по инерции вокруг центра масс. Полученные выражения
полюсного прилива отличаются от общепринятой модели диссипативными слагае-
мыми. Эти слагаемые определяются скоростью движения полюса, а не его положе-
нием. Проведен анализ динамики движения земного полюса на чандлеровской ча-
стоте с учетом полюсного прилива. Показано, что оптимальная аппроксимация па-
раметров полюсного прилива согласно общепринятой модели, не приводит к
оптимальной аппроксимации параметров установившегося колебания полюса.

Ключевые слова: земной полюс, чандлеровское колебание, полюсный прилив, дисси-
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1. Введение. Ранее, до 1970 года, точность измерений не позволяла наблюдать при-
ливные деформации, возникающие из-за переменности центробежного потенциала.
Это стало возможным с 1970 г. после создания сверхпроводящего гравиметра, позво-
ляющего регистрировать малые вариации ускорения силы тяжести.

Следствием переменности центробежного потенциала, который определяется не
только скоростью осевого вращения, но и положением мгновенной оси вращения в
теле Земли, является зависимость геопотенциала от движения земного полюса [1, 2].
Из-за смещения главных осей инерции деформируемой Земли происходит изменение
ее центробежных моментов инерции [3]. При этом деформации вязкоупругой мантии
сопровождаются диссипацией энергии, что должно приводить к изменению структур-
ных свойств модели полюсного прилива, введением слагаемых, определяемых вариа-
циями центробежных моментов инерции или вариациями коэффициентов тессераль-
ной гармоники геопотенциала [4, 5].

Следствием вязкости мантии Земли является малое смещение полюсного прилива
и сдвиг фазы колебаний центробежных моментов инерции относительно колебаний
земного полюса. Это смещение достаточно мало. Однако, для исследования движения
земного полюса оно представляет значительный интерес и определяет амплитуду не-
обходимого возмущения для поддержания установившегося чандлеровского колеба-
ния.

В данной статье для модели вязкоупругой Земли найдены вариации центробежных
моментов инерции, вызванные квазипериодическим смещением оси вращения в теле
Земли. Рассмотрено их сравнение с моделью, рекомендованной к учету Международ-

УДК 531.391:521.93
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ной службой вращения Земли (МСВЗ) [1]. Сопоставляются основные свойства теоре-
тического полюсного прилива согласно представленной модели и модели, рекомендо-
ванной МСВЗ. Движение земного полюса изучается на основе динамических уравнений
Эйлера–Лиувилля с учетом вариаций коэффициентов геопотенциала, обусловленных
приливными деформациями мантии Земли. Дан сравнительный анализ динамики
движения земного полюса на чандлеровской частоте с учетом предложенной модели
полюсного прилива и модели, рекомендованной МСВЗ.

2. Вариации центробежных моментов инерции деформируемой Земли. В работах [7, 8]
был рассмотрен один из способов определения вариаций центробежных моментов
инерции, вызванных полюсным приливом. Наряду с рассмотренным ранее подходом
воспользуемся и другим способом. При тех же предположениях определим деформа-
ции вязкоупругого слоя осесимметричной Земли, возникающие при ее движении по
инерции вокруг центра масс с помощью модального подхода [9, 10]. Модель Земли в
грубом приближении представляет собой вязкоупругое твердое тело, состоящее из
центральной части (ядра) и вязкоупругой мантии. При этом считается, что относи-
тельные перемещения точек подвижной среды на границе между ядром и мантией от-
сутствуют, а внешняя граница свободна. Вследствие предположения о малости дефор-
маций мантии Земли будем рассматривать процесс деформирования в квазистатиче-
ском приближении.

Вектор упругого смещения задается в цилиндрических координатах, к которым де-
лается переход от декартовых координат, связанных с твердой частью модели Земли
(начало координат – центр масс Земли, ось x3 направлена по ее оси симметрии, оси x2
и x1 в экваториальной плоскости, перпендикулярной оси x3).

Вектор перемещения u представим в виде ряда по собственным формам упругих ко-
лебаний Земли:

(2.1)

где векторы  – собственные формы, а величины  – нормальные коорди-
наты. Собственные формы представляют собой ортономированный базис, то есть
подчиняются условиям

(2.2)

Здесь символ Кронекера имеет индексы (ki)(lm). В цилиндрических координатах фор-
мы запишутся в виде [11]:
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Вариации тензора инерции определим из уравнений деформаций, которые соглас-
но [9, 10], можно представить в виде:

(2.3)

Здесь  – компоненты вектора мгновенной угловой скорости вращения Зем-

ли;  – квадрат частоты собственных колебаний, которая соответствует формам
; постоянные коэффициенты , , , , ,  определяются

геометрией области Ω, то есть фигурой Земли; χ – безразмерный диссипативный ко-
эффициент ; b – положительная константа, такая что χb – время релаксации.

Уравнения (2.3) описывают квазистатические деформации Земли. Предполагается,
что свободные колебания уже затухли вследствие вязкого трения. Поэтому в уравне-
ниях опущены инерционные члены со вторыми производными по времени.

Модальные переменные  при k > 2 определяются однородными уравнения-
ми вида (2.3), поэтому в квазистатическом приближении имеем

Решение системы уравнений (2.3) можно представить в виде ряда по степеням χ
[11]:
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где  – линейная по u компонента тензора инерции деформированной Земли:

(2.5)

С учетом (2.4) запишем выражения для центробежных моментов инерции Земли:

(2.6)

Здесь через dx* обозначено интегрирование по области , представляющей собой
область Ω, взятую после интегрирования по цилиндрической координате ϕ. Интегра-
лы в выражениях (2.6) являются константами поскольку берутся по неизменной обла-
сти. Обозначив (аналогично [5]):

центробежные моменты инерции (2.6) запишем в виде:
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где  – присоединённые функции Лежандра; G – гравитационная постоян-
ная; ,  – масса и радиус Земли соответственно; , ,  – сферические координа-
ты некоторой точки пространства.

Коэффициенты зональной (при m = 0), тессеральной (при m = 1) и секториальной
(при m = 2) гармоник в  известным образом выражаются через осевые и центробеж-
ные моменты инерции Земли следующим образом [2]:

(3.2)

Зависимость коэффициентов тессеральной гармоники геопотенциала от координат
земного полюса xp, yp определяется общепринятой моделью полюсного прилива [1]:

(3.3)

Изменение центробежных моментов инерции , , соответствующие этой модели,
согласно (3.3) и (3.2), можно представить в виде:

(3.4)

где a, c – коэффициенты, характеризующие величину полюсного прилива и сдвиг его
фазы, возникающий вследствие вязкости подвижной среды. Коэффициент c в (3.4)
определяется диссипацией и значительно меньше коэффициента a. Из (3.3) следует,
что .

Выражения (3.4) отличаются от (2.8) диссипативными слагаемыми с коэффициен-
тами b и c. Диссипативные слагаемые в (2.8) приводят к переменному сдвигу фазы по-
люсного прилива относительно положения полюса, в то время как соответствующие
слагаемые из (3.4) приводят к постоянному сдвигу фазы, то есть к “запаздыванию”
полюсного прилива на постоянный угол.

Рассмотрим различия выражений (2.8) и (3.4) более подробно. Компоненты ω1, ω2
вектора мгновенной угловой скорости согласно [12, 13] содержат две основные компо-
ненты – чандлеровское колебание и годичное колебание:

(3.5)

Здесь ach, ah – амплитуды чандлеровского и годичного колебаний соответственно, а

,  – их фазы, которым соответствуют чандлеровская
(N = 0.843 цикл/год) и годичная (1 цикл/год) частоты.

В уравнениях (3.5) движения полюса перейдем к полярным координатам (амплиту-
де движения полюса A и полярному углу ψ), используя замену ω1 = Acosψ, ω2 = Asinψ.
Амплитуда результирующего движения полюса дается выражением [14]:

(3.6)
Как следует из (3.6) амплитуда полюсного прилива пропорциональна амплитуде

колебаний полюса . Таким образом, фазы амплитуды по-
люсного прилива согласно (3.4) и амплитуды колебаний полюса A не зависят от време-

ни, совпадают и равны . Из (3.3) следует, что сдвиг фазы полюсного прилива по
отношению к положению полюса – около 0.65°. От сдвига фазы полюсного прилива зави-
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сят параметры возмущения с чандлеровской частотой, необходимого для поддержания
наблюдаемого колебания. Кроме того, постоянный сдвиг фазы приводит к линейной си-
стеме дифференциальных уравнений движения земного полюса. Для вариаций центро-
бежных моментов инерции, определяемых выражениями (2.8) сдвиг фазы окажется
переменной величиной.

Теперь вычислим амплитуду полюсного прилива, описываемого выражениями (2.8):

(3.7)
Как следует из (3.7), фаза амплитуды полюсного прилива будет сдвинута по отно-

шению к фазе амплитуды колебаний полюса.
Предположим, что наблюдаемый полюсный прилив описывается выражениями

(2.8), а (3.4) является оптимальной в среднеквадратическом смысле аппроксимацией
наблюдаемого полюсного прилива с известными параметрами a и c. Для сравнения
установившихся режимов колебания полюса при различных моделях полюсного при-
лива (2.8) и (3.2) необходимо оценить коэффициент b. Для этого найдем наименьшее
отклонение модели (2.8) от модели (3.4):

(3.8)

Используя (3.5) выражения (2.8) перепишем в следующем виде:

(3.9)

Введенный в (3.9) параметр ξ позволяет в условии (3.9) минимизацию по параметру b
заменить минимизацией по параметру ξ.

Теперь неизвестный коэффициент b можно найти из соответствия коэффициентов при
ω2 в выражениях (3.8) и (3.4), которое приводит к равенству . Ве-
личина σ после предельного перехода в (3.8) оказывается независимой от параметров
t, T, а оптимальное значение  будет найдено из (3.8). Тогда неизвестный коэффици-
ент b найдем из уравнения .

Подставляя в условие (3.8) выражения ,  из (3.9) и ,  из (3.4) с учетом
 функция  окажется квадратичной по параметру ξ, минимум

которой достигается при ξ*. Как следует из расчетов . Теперь, приближенно
можно определить отношение , которое в пределах принятой точности
определения коэффициентов из (3.3), выполняется и для ξ = 0. Используя это значе-
ние найдем из (3.7) сдвиг фазы амплитудной модуляции, который составляет пример-
но 18 часов.

Для иллюстрации сдвига фазы амплитудной модуляции полюсного прилива приве-
дем на рис. 1 сравнение графиков амплитуды A полюса, амплитуд Apt,  полюсного
прилива согласно моделям (2.8) и (3.4) соответственно (сплошные линии) и прибли-
женной амплитуды (3.7) (пунктирная линия). По оси ординат на графике отложена
обезразмеренная амплитуда, достигающая максимума при значении 2.2 и минимума
при значении 0.2. По оси абсцисс отложено время в годах. На графике показано рас-
хождение в фазе амплитудных модуляций в окрестности минимума амплитуды. Для
улучшения наглядности на графиках рис. 1 отношение b/a было увеличено в 10 раз.
Так как фазовый сдвиг приближенно пропорционален отношению b/a, что следует из

( ) ( )+ ≈ + π + − π − α − α22 2 2 2 1/2
13 23( ) ( ) [( ( 1) ) 4 ( 1) sin ]ch h ch hJ J a b N A ab N a a

+

→∞
σ = − → �

2
13 13

1lim ( ) min
t T

T b
t

J J dt
T

( )ω − π + ξ += − ξ ω −13 1 2(1 ) 1J a b N

( ) [ ]
( )

ξ + α− π −
ω + π + ξ

− ξ −
+

α
= − ξ ω +23 2 1

( 1) sin ( 1) s1
(1 ) 1

inch ch h hb N
J a

a
b N

a

( ) [ ]ξ + α − ξ − α+ π − ( 1) cos ( 1) cos1 ch ch h ha ab N

( )= π + ξ + − ξ(1 ) 1c b N

ξ*

( )= π + ξ + − ξ(1 *) 1 *c b N

13J 23J �

13J �

23J
( )= π + ξ + − ξ(1 ) 1c b N σ

ξ =* 0.18
≅ 0.002b a

�

ptA



147ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

выражения (3.7), то запаздывание амплитудной модуляции окажется увеличенным в
10 раз.

Сравнение амплитуд Apt полюсного прилива модели (2.8) при различных пара-
метрах ξ ( , , ) показано на рис. 2. Из рисунка видно, что среднее
значение сдвига фазы амплитуды Apt относительно амплитуды A колебаний по-
люса существенно больше отклонения фазы при изменении параметра .
Если , то среднеквадратическое отклонение в (3.9) становится больше ми-
нимального более, чем в два раза и увеличивается по квадратичному закону при
увеличении .

Таким образом, отличие реального полюсного прилива от рекомендуемой мо-
дели (3.3) приведет к сдвигу амплитуды полюсного прилива.

4. Установившиеся чандлеровские колебания земного полюса. Рассмотрим как влияет
выбор модели полюсного прилива на стационарный режим чандлеровских колеба-
ний. Согласно [12, 13] модель движения полюса может быть получена из динамиче-
ских уравнений Эйлера–Лиувилля с переменным тензором инерции

(4.1)

Здесь J – матрица переменного тензора инерции.
В первом приближении уравнения движения полюса представляются в виде [12]:

(4.2)

где ,  определяются центробежными моментами инерции ,  и им пропор-

циональны ( ,  являются диссипативными слагаемыми модели движения земного
полюса), ,  – внешнее возмущение, приводящее к наблюдаемому движению по-
люса с годичной и чандлеровской частотами, а  – чандлеровская частота ко-
лебаний.

Рассмотрим вначале установившийся режим чандлеровских колебаний с учетом

диссипативных слагаемых в ,  вида (3.4) и при возмущении только с чандлеров-
ской или близкой к ней частотами:

(4.3)

Положительные коэффициенты s1, s2 пропорциональны коэффициентам из (3.3), т.е.
. В такой постановке задачи  – наблюдаемая чандлеровская ча-

стота.
Перейдя к новым переменным

запишем амплитуду A и поправку в частоту  в стационарном режиме при N1 = N:

(4.4)
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Для приливных выступов вида (2.8)

(4.5)

стационарный режим чандлеровских колебаний не изменится при .
Теперь рассмотрим установившиеся чандлеровские колебания в более общем слу-

чае – при учете возмущений с близкой к чандлеровской N1 и годичной  частотами:

Приливные выступы вида  в уравнениях движения
полюса (4.2) можно приближенно заменить выражениями

(4.6)

на интервале модуляции чандлеровской и годичной гармоник при соотношении на
коэффициенты  и :

(4.7)

Из соотношений  и  при ξ = 0 коэффициент s2 вы-
ражается через s3:

(4.8)

Из (4.7) можно оценить коэффициент :

(4.9)
Соотношение (4.9) показывает что, применение модели движения полюса в рамках

общепринятой модели полюсного прилива может приводить к искажению парамет-
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ров установившегося чандлеровского колебания. Например, если движение полюса
находится интегрированием дифференциальных уравнений (4.2) по известной правой
части. Причем амплитуда колебаний зависит не только от выбора модели полюсного
прилива, но и от длительности интервала оценки коэффициента диссипативного сла-
гаемого.

На рис. 3 приводится разность ,  установившихся движений полюса, полу-
ченных в результате интегрирования уравнений (4.2) при учете выражений полюсного
прилива (2.8) и (3.4). Величины μx, μy были найдены из уравнений (4.2), используя ап-
проксимацию данных наблюдений МСВЗ движения полюса с помощью выражений
вида (3.5) на временном интервале с 2010 по 2017 гг. Из графика следует, что разности
Δxp, Δyp обусловлены в основном различием в амплитудах чандлеровской компоненты

решений. Если сделать замену   с учетом (4.9) вместо

 , то в разностях Δxp, Δyp останется только годичное
колебание (рис. 4). Из-за того, что разность между чандлеровской и годичной частота-
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ми не мала, амплитуда годичного колебания в Δxp, Δyp оказывается малой. При этом,
как показано на рис. 3, амплитуда разности чандлеровского колебания двух моделей с
учетом выражений полюсного прилива (2.8) и (3.4) достигает 10% по отношению к ам-
плитуде наблюдаемого чандлеровского колебания, что является весьма существен-
ным. В то время как невязка колебаний, вычисленных по моделям с учетом (4.5) и
(4.6) содержит только годичную компоненту амплитуда которой не превышает 0.5%
по отношению к амплитуде годичного колебания полюса. Таким образом, поправка в
коэффициенте модели полюсного прилива (4.9) приводит к оптимальной аппрокси-
мации чандлеровского колебания. Однако, как следует из рис. 1 и рис. 2 сдвиг ампли-
тудной модуляции в этом случае учтен не будет и разность Δxp, Δyp, показанная на рис. 4
является следствием неучета сдвига амплитудной модуляции полюсного прилива.

Таким образом, если диссипативные слагаемые полюсного прилива определяются
не положением полюса, а его скоростью, то оптимальная аппроксимация параметров
полюсного прилива, описываемого общепринятой моделью, не приводит к оптималь-
ной аппроксимации параметров установившегося колебания полюса.

5. Выводы. Показано, что для модели вязкоупругой Земли полюсный прилив зави-
сит от координат полюса и от его скорости. Это приводит к сдвигу фазы (запаздыва-
нию) амплитуды полюсного прилива относительно амплитуды колебаний полюса.
Изменение структуры модели полюсного прилива в свою очередь влияет на оценку
параметров установившегося чандлероского колебания, а ошибка определения ам-
плитуды установившегося чандлеровского колебания может достигать 10%. То есть,
аппроксимация параметров полюсного прилива, описываемого общепринятой моде-
лью, не приводит к оптимальной аппроксимации параметров установившегося коле-
бания полюса.

Корректировка установившегося чандлеровского колебания может быть выполне-
на изменением диссипативных слагаемых общепринятой модели полюсного прилива
в уравнениях движения полюса. Однако, сдвиг амплитудной модуляции полюсного
прилива в этом случае учтен не будет, что приведет к некоторому изменению амплиту-
ды годичного колебания (на 0.5%).
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Изучаются существование и устойчивость равновесий в задаче о движении вокруг
неподвижной точки твердого тела в форме равногранного тетраэдра в центральном
ньютоновском поле сил. Выясняется связь этих равновесий с изученными ранее
равновесиями правильного тетраэдра, представляющими собой частный случай
перманентных вращений. Работа инспирирована публикациями А. В. Карапетяна с
соавторами, в которых предложен оригинальный подход, позволяющий эффектив-
но учитывать симметрии при изучении установившихся движений в задачах дина-
мики твердого тела с неподвижной точкой.

Ключевые слова: твердое тело с неподвижной точкой, тело в центральном гравитаци-
онном поле, теория Рауса, устойчивость и ветвление установившихся движений, рав-
ногранный тетраэдр
DOI: 10.31857/S0572329921050032

1. Постановка задачи и основные обозначения. Рассмотрим движение твердого тела
 вокруг неподвижной точки O в осесимметричном силовом поле с направленным

вдоль него единичным вектором  Пусть  – тензор инер-

ции тела относительно точки O,  – вектор угловой скорости тела, UN =
=  – потенциал силового поля. Здесь и далее все векторы и тензорные величи-
ны задаются в подвижной системе отсчета , оси которой направлены вдоль
главных осей инерции тела, задаваемых собственными векторами тензора инерции I.

Тогда уравнения движения твердого тела могут быть записаны как уравнения Эйле-
ра–Пуассона

(1.1)

Помимо интеграла энергии

эти уравнения обладают интегралом площадей

@

T= 1 2 3( , , ) .γ γ γ γ = 1 2 3diag , ),( II II
T= 1 2 3(ω ,ω , ω )ω

( )U γN

1 2 3Ox x x

∂= × + × = ×
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� �,NUIω Iω ω γ γ γ ω
γ
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1 ,
2 NU hIω ω γ

( )= =)1 ψ, pIω γ
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и геометрическим интегралом

(1.2)
На перманентных вращениях угловая скорость твердого тела неизменна как в абсо-

лютных осях, так и в осях , связанных с телом. Тогда , и соглас-
но первой подсистеме из (1.1) положение осей перманентных вращений определяется
алгебраическими уравнениями

(1.3)

Ставится задача исследования существования и устойчивости перманентных вра-
щений и, прежде всего, равновесий для твердого тела в виде симметричного равно-
гранного тетраэдра с равными массами в вершинах. Оригинальный подход к изуче-
нию установившихся движений в задачах динамики твердого тела, опирающийся на
эффективное использование симметрий в распределении масс, предложен в [1] (см.
также [2]). Согласно исследованиям Р.С. Суликашвили [3–5] в случае правильного
тетраэдра, являющегося частным случаем равногранного, наблюдаются достаточно
непривычные свойства равновесий. Чувствительность этих свойств к деформациям
правильного тетраэдра является основным предметом настоящего исследования.

2. Определение равногранного тетраэдра и его свойства. Согласно определению (см.,
например, [6]), тетраэдр называется равногранным, если все грани – равные между
собой треугольники. Известно, что у равногранного тетраэдра бимедианы попарно
перпендикулярны и делятся точкой пересечения пополам. Пусть  – равногранный
тетраэдр с равными массами m в вершинах, совершающий вращение вокруг непо-
движной точки O, совпадающей с точкой пересечения бимедиан. Зададим жестко свя-
занную с тетраэдром правую систему отсчета  с началом в точке O и осями, на-
правленными вдоль бимедиан. Если длины бимедиан равны 2a1, 2a2, 2a3 соответствен-
но, то в этой системе отсчета вершины тетраэдра A, B, C и D задаются радиус-
векторами (рис. 1)

причем

Середины ребер тетраэдра задаются как

Оси  являются главными центральными осями инерции тела , в них глав-
ные центральные моменты инерции записываются как

3. Потенциал поля притяжения и его разложение в ряд. Пусть единицы размерности
выбраны так, что гравитационная постоянная, масса в точке N и расстояние от N до O
равны единице. Тогда потенциал притяжения имеет вид

(3.1)
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где  – циклическая перестановка индексов.
Следуя подходу, предложенному в [7], разложим потенциал (3.1) в ряд по степеням

параметров

Такое разложение имеет вид

(3.2)

В разложении (3.2), слагаемое U0 постоянно, а слагаемое U1 равно нулю, так как
тетраэдр подвешен в центре масс.

4. Равновесия равногранного тетраэдра в центральном поле сил: существование. Преж-
де всего зададимся решением вопроса о существовании равновесий тетраэдра.

4.1. Уравнения равновесий. В разложении потенциала примем во внимание лишь два
первых нетривиальных слагаемых, т.е. в качестве приближенного потенциала примем
функцию
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Рис. 1. Равногранный тетраэдр с жестко связанной системой отсчета
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В силу соотношений (1.3) приближенные уравнения равновесий имеют вид

(4.1)

Эти уравнения, естественно, следует рассматривать вместе с уравнением (1.2), вы-
ражающим единичность вектора 

Уравнения (1.2), (4.1) всегда обладают решениями

(4.2)

Этим шести решениям отвечают равновесия, на которых тетраэдр “смотрит” на
притягивающий центр одной из полуосей подвижной системы отсчета.

4.2. Случай правильного тетраэдра. В случае правильного тетраэдра α1 = α2 = α3 и
первые слагаемые в уравнениях (4.1) обращаются в нуль. Сами уравнения принимают
вид

Эти уравнения совместно с (1.2) помимо равновесий (4.2) определяют равновесия
, на которых тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр одной из своих вершин,

и равновесия , на которых тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр центром
одной из граней. Так, например, на равновесии

из класса  тетраэдр “смотрит” на точку N вершиной D, а на равновесии

из класса  тетраэдр “смотрит” на точку N центром грани ABC. Остальные равно-
весия из классов  и  выписываются аналогично.

Равновесия правильного тетраэдра в центральном ньютоновском поле сил изуча-
лись в работах Р.С. Суликашвили. В частности, было доказано, что других решений
изучаемых уравнений, а вместе с ними – и равновесий, у правильного тетраэдра нет.

Как сказано выше, равновесия вида (4.2) имеются у равногранного тетраэдра и в
общем случае. Спрашивается, существуют ли в общем случае классы равновесий рав-
ногранного тетраэдра, которым принадлежат равновесия из классов  и  пра-
вильного тетраэдра.

4.3. Случай равенства двух бимедиан. В дальнейшем ограничимся рассмотрением
случая, когда две бимедианы равны, например, . В этом случае плоскости

 являются плоскостями симметрии. Кроме того, в силу первого уравнения

(4.1) либо  либо 
Пусть  Тогда второе и третье уравнения (4.1) принимают вид

откуда либо , либо , и имеют место либо решение , либо решение  из
(4.2).

Пусть теперь . Тогда , , а второе и третье уравнения (4.1) совпа-
дают и приводятся к виду

(4.3)
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Это уравнение относительно  надо рассматривать вместе с уравнением (1.2), прини-
мающим вид

(4.4)

Случай  дает решение . В другом случае, когда обращается в нуль второй со-

множитель из (4.3), выразим  из (4.4) и подставим в (4.3). Имеем

(4.5)

где .

Замечание. Из соотношения  можно однозначно выразить параметр
 как функцию от величин a1 и p:

Таким образом, для любых наперед заданных значений a1 и p однозначно определяет-
ся значение параметра , и, следовательно, параметр p может принимать любые
действительные значения.

Равновесия, удовлетворяющие соотношениям (4.4), (4.5) в дальнейшем будем на-
зывать “косыми”, противопоставляя их тем самым “прямым” равновесиям .

В пространстве  найденные зависимости задают кривые, заполненные
равновесиями. Ограничимся рассмотрением случая, когда ε = 1, т.е.  В этом
случае притягивающий центр N располагается в плоскости, содержащей ребро AD и
проходящей через точку L – середину ребра BC, а потому и перпендикулярной этому
ребру1. В силу (4.5) и указанной симметрии изучаемые равновесия описываются соот-
ношениями

причем,  и .
Проекции задаваемых этими соотношениями кривых на плоскости  и 

изображены на рис. 2, 3.
Рассмотрим сначала проекции изучаемых кривых на плоскость  (рис. 2). При

 имеется единственная ветвь . Вдоль ветви  в пределе ,  =

. При этом положительным предельным значениям γ2 и γ3 отвечает слу-

чай, когда тетраэдр “смотрит” на точку N вершиной A, а отрицательным предельным
значениям – случай, когда тетраэдр смотрит на точку N вершиной D.

Пусть теперь параметр p возрастает. Вдоль ветви  значение γ1 также возрастает и

достигает величины  при p = 0. Между тем при  в точке  возникает

ветвь , заполненная равновесиями. Вдоль ветви  значение γ1 также возрастает и

1 Случай, когда , т.е. , может быть рассмотрен аналогично.
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достигает значения  при p = 0. Пересечениям ветвей  и  с осью p = 0 отвечают

случаи, когда правильный тетраэдр обращен к притягивающему центру серединами
граней и вершинами соответственно.

Для ветви  с возрастанием параметра p значение γ1 также возрастает и достигает
физически осмысленного предела  при . Тем самым при p = 2 получаем
равновесие вида . Для ветви  с возрастанием параметра p величина γ1 тоже возрас-

тает, причем . Равновесия из этого класса в пределе стремятся к положе-

ниям, когда тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр одной из вершин A или D,
не достигая этих положений.

Поведение при изменении параметра p проекций тех же кривых на плоскость 
проиллюстрировано на рис. 3.

Схематически изменения положений равновесия с возрастанием параметра  изоб-
ражено на рис. 4.

Замечание. Зависимости, изображенные на рис. 2 и 3, обладают очевидными свой-
ствами нечетности и четности, и, казалось бы это обстоятельство так или иначе долж-
но проявляться в геометрии тетраэдра. Однако это не так. Напомним, что в рассмат-
риваемом случае грани тетраэдра – равнобедренные треугольники. Обозначим  угол

при их вершинах. При p = 0 грани тетраэдра – правильные треугольники, и  Од-

нако при p < 0 угол ϕ принимает значения на интервале от 0 до , в то время как p > 0

− 3
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Рис. 2. Бифуркационная диаграмма в проекции на плоскость 
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Рис. 3. Бифуркационная диаграмма в проекции на плоскость 
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угол  принимает значения на интервале от  до . Иными словами, геометрия тре-

угольников, расположенных в гранях, сильно разнится в случаях p < 0 и p > 0.
5. Равновесия: устойчивость. Зададимся решением вопроса об устойчивости равно-

весий тетраэдра.
Для исследования устойчивости, следуя методу Рауса ([8, 9], см. также [10]) выпи-

шем функцию

и исследуем знакоопределенность ограничения ее второй вариации

(5.1)

на линейное многообразие

(5.2)
Если обозначить

то вторые производные имеют вид

где (1, 2, 3) – циклическая перестановка индексов.
Неопределенный множитель Лагранжа λ в общем случае имеет вид

5.1. Случай, когда равны все бимедианы. Согласно результатам Р.С. Суликашвили для
равновесий, на которых тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр вершиной, на-
пример, вершиной D, имеем

(5.3)

Квадратичная форма (5.3) положительно определена, степень неустойчивости равна
нулю . Рассматриваемое равновесие доставляет минимум измененному потен-
циалу, оно устойчиво по Ляпунову по теореме Лагранжа об устойчивости [11, 12].

Для равновесий, на которых тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр середи-
ной ребра, например, для решения , имеем

(5.4)

Рассматриваемое равновесие отвечает седловой точке измененного потенциала (сте-
пень неустойчивости равна единице, χ = 1), и потому неустойчиво [11, 12].

Для равновесий, на которых тетраэдр “смотрит” на притягивающий центр центром
грани, например, центром грани ABC, имеем

(5.5)

Квадратичная форма (5.5) отрицательно определена, степень неустойчивости равна
двум (χ = 2). Рассматриваемое равновесие неустойчиво по теореме, обратной теореме
Лагранжа об устойчивости [12].
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5.2. Случай, когда равны две бимедианы. Прежде всего изучим условия устойчивости
равновесий  в условиях раздела 4.3, т.е.  ( ).

Для равновесия  ограничение квадратичной формы на линейное многообразие
принимает вид

Это равновесие устойчиво , если выполнено условие . Если  то
равновесие неустойчиво, причем χ = 1, если  и  если .

Для изучения устойчивости равновесия ,  при  в потенциа-

ле выполним замену  и разложим получившееся выражение в ряд
Маклорена по  и  вплоть до слагаемых четвертого порядка малости. Имеем

(5.6)

Для исследования типа особой точки  функции (5.6) введем полярные
координаты

В них после преобразований функция (5.6) примет вид

Выражение в квадратных скобках при  принимает только положительные значе-
ния. Поэтому в точке  функция (5.6) достигает своего строгого минимума,
и равновесие устойчиво по Ляпунову.

Аналогично при p = 2 в потенциале с помощью замены  и разложе-
ния получившейся функции в ряд Маклорена по  и  вплоть до слагаемых четверто-
го порядка малости, имеющего вид

(5.7)

доказывается, что при ,  функция (5.7) достигает своего строгого мак-
симума, и равновесие неустойчиво.

Замечание. Общие методы, касающиеся распределения свойств устойчивости вдоль
ветвей установившихся движений, а также устойчивости установившихся движений,
отвечающих точкам бифуркации, изучались в [13, 14].

Для равновесия  ограничение квадратичной формы на линейное многообразие
принимает вид

Коэффициенты Пуанкаре записываются как

Коэффициент c– всегда отрицателен, в то время как коэффициент c+ всегда положи-
телен. Это означает, что равновесие неустойчиво . Так как , то тоже са-
мое справедливо и для равновесия . Впрочем, в этом случае свободный член харак-
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теристического уравнения отрицателен, и, следовательно, корни имеют разные знаки,
и их можно было не вычислять.

Обратимся теперь к изучению условий устойчивости равновесий, задаваемых соот-
ношением (4.5) при . Ограничимся рассмотрением решений, для которых γ2 =

 > 0. Случай  рассматривается аналогично.
Для исследуемых равновесий линейное многообразие задается, например, как

Подстановка этого соотношения и соотношения для  в выражение (5.1), а также по-
следующее приведение подобных позволяет представить изучаемое ограничение
квадратичной формы на линейное многообразие в виде

(5.8)

При этом коэффициенты Пуанкаре имеют вид

На рис. 5 приведена бифуркационная картина на плоскости . Штриховые линии
разделяют области, в которых оба коэффициента Пуанкаре c1 и c2 имеют один и тот же
знак, сами знаки этих коэффициентов прорисованы по периметру фигуры. Сплошны-
ми линиями отмечены равновесия  и . Нетрудно видеть, что для равновесий, за-
полняющих кривую  степень неустойчивости равна двум, и эти равновесия не-
устойчивы. Также нетрудно видеть, что для равновесий, заполняющих кривую ,
степень неустойчивости равна нулю, и эти равновесия устойчивы по Ляпунову.

Замечание. В то время, как проекции кривых  и  на плоскость  центрально
симметричны относительно начала координат, относительно свойств устойчивости,
допуская вольность речи, можно сказать, что они “антисимметричны” относительно
начала координат на этой плоскости: для двух центрально симметричных точек значе-
ния коэффициентов Пуанкаре имеют противоположные знаки.

Замечание. Исследование коэффициентов Пуанкаре можно выполнить явно: под-
ставляя в выражения (5.8) в качестве параметра p выражение из (4.5), имеем

Тогда на изучаемых равновесиях коэффициенты Пуанкаре принимают вид

(5.9)

На равновесиях  выполнены неравенства . Поэтому в силу (5.9) на этих
равновесиях   причем  лишь при .

Аналогично, на равновесиях  выполнены неравенства  Поэтому на
этих равновесиях   причем  лишь при .

6. Перманентные вращения равногранного тетраэдра. Как было показано выше, урав-
нения перманентных вращений твердого тела в рассматриваемой задаче имеют вид (1.3).
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В случае, когда в разложении потенциала удерживаются лишь слагаемые второго и
третьего порядка малости, эти уравнения представимы в виде

(6.1)

где

Отметим, что эти уравнения совпадают с уравнениями (4.1).
Таким образом, все рассуждения, выполненные выше при отыскании равновесий,

дословно переносятся и на случай перманентных вращений. Следует заметить, что
при заданном значении угловой скорости ω перманентные вращения могут быть най-
дены как критические точки измененного (augmented) потенциала, имеющего вид

(6.2)

и рассмотренного как функция на сфере (1.2). Здесь и далее  – момент
инерции тела относительно оси вращения. Однако определение типа критических то-
чек при фиксированном значении ω не дает возможности в общем случае сделать вы-
воды об устойчивости движения. Исключения составляют движения, существующие
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Рис. 5. Бифуркационная диаграмма в проекции на плоскость  и степени неустойчивости решений
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при любом значении угловой скорости, такие как вращения типа Ik вокруг бимедиан
(см. [15]).

Для “косых” перманентных вращений, на которых положение оси вращения в теле
зависит от величины угловой скорости, перманентные вращения определяются как
критические точки приведенного (amended) потенциала, имеющего вид

и также рассмотренного как функция на сфере (1.2). При этом величина угловой ско-
рости  и постоянная интеграла площадей связаны соотношением .

7. Выводы. Выполненное исследование показало, что при описанных выше дефор-
мациях правильного тетраэдра в классе равногранных тетраэдров равновесия вида 
существуют всегда, но их свойства устойчивости зависят от размеров тетраэдра. Так,
при  равновесия  устойчивы, при  эти равновесия неустойчивы со
степенью неустойчивости , при  равновесия неустойчивы со степенью не-
устойчивости . Равновесия  и  неустойчивы со степенью неустойчивости

 при любом значении параметра p.
Равновесия вида  принадлежат однопараметрическому семейству , причем

эти равновесия устойчивы по Ляпунову при любом значении параметра p. Наконец,
равновесия типа  также принадлежат однопараметрическому семейству ,
и при любом значении параметра p эти решения неустойчивы со степью неустойчиво-
сти равной два.

Являющееся на первый взгляд чисто академическим, такое исследование приобре-
тает определенный смысл, поскольку для некоторых малых небесных тел таких как,
например, комета (67P) Чурюмова–Герасименко, поле притяжения хорошо прибли-
жается с помощью образующих тетраэдр четырех массивных точек [16] (см. также ра-
боту [17], касающуюся качества приближения).

Представляют интерес изучение относительного движения тел, имеющих схожее
распределение масс, на кеплеровской орбите, а также исследование точек либрации в
случае равномерного вращения таких тел.
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