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Изучена динамика диполяритонных состояний в планарном микрорезонаторе при накачке состоя-

ния, отвечающего средней диполяритонной ветви. При этом накачка осуществляется двумя лазерными

импульсами с близкими частотами. Показано, что в условиях точного резонанса имеют место аперио-

дические и периодические режимы превращения диполяритонов накачки в диполяритоны холостых и

сигнальных мод.
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Смешанные экситон-фотонные состояния в пла-

нарных полупроводниковых микрорезонаторах с

квантовыми ямами в активном слое представляют

собой новый класс квазидвумерных состояний с уни-

кальными свойствами [1–13]. Такие состояния назы-

вают микрорезонаторными экситон-поляритонами.

Они возникают благодаря сильной связи экситонов с

собственными модами электромагнитного излучения

микрорезонатора, в результате чего формируются

верхняя и нижняя микрорезонаторные экситон-

поляритонные моды. Большой интерес вызывает

поляритон-поляритонное рассеяние, благодаря кото-

рому экситон-поляритонная система демонстрирует

сильно нелинейные свойства [6–13]. В [14–18] при ис-

следовании свойств оптического параметрического

экситон-поляритонного осциллятора использовались

два одинаковых фотона накачки на нижней ветви

закона дисперсии. Однако в [19, 20] было показано,

что два различных пучка накачки можно конвер-

тировать в два вырожденных на частоте фотонов

сигнальной и холостой мод. Наличие двух различ-

ных пучков накачки дает большие возможности

для генерации сигнального и холостого пучков с

наперед заданными свойствами. В [21–23] теоретиче-

ски изучена динамика поляритонов, когда накачка

осуществляется двумя лазерами с близкими часто-

тами. Найдены апериодические и периодические

режимы превращения пары поляритонов накачки в

поляритоны сигнальной и холостой мод. Показано,

что введение двух независимых накачек приводит к

увеличению степеней свободы системы.

1)e-mail: florina_of@mail.ru

В [24] впервые наблюдалась новая квазичастица-

диполяритон – бозонная частица, которая образуется

в связанных двойных квантовых ямах в микрорезо-

наторе. По сравнению с экситон-поляритоном дипо-

ляритон является суперпозицией фотона микрорезо-

натора, прямого и непрямого экситона. Здесь прямой

экситон является связанным состоянием электронно-

дырочной пары одной и той же ямы, а непрямой

экситон образуется путем связывания электрона и

дырки соседних ям. Связанное состояние фотона

микрорезонатора с прямым и непрямым экситонами

приводит к формированию собственных мод системы

с тремя ветвями закона дисперсии, нижней, средней

и верхней диполяритонными ветвями [25]. Благода-

ря большому дипольному моменту диполяритона он

был предложен в качестве идеальной квазичастицы

для генерации терагерцового излучения [26–32].

В [33] была изучена динамика экситон-

диполяритоного осциллятора в синфазном режиме

по двум каналам рассеяния. Показано, что в услови-

ях точного резонанса имеет место апериодический

режим превращения диполяритонов накачки в

диполяритоны холостых и сигнальных мод. В

[34] была исследована динамика диполяритонных

состояний по трем каналам рассеяния. Показано,

что в зависимости от начальной разности фаз и

начальных плотностей диполяритонов накачки, сиг-

нальной и холостой моды возможны периодические,

апериодические режимы эволюции, а также покой

системы, при отличном от нуля периоде колебаний

(накачка осуществлялась в одной точке закона

дисперсии). В [35] было предложено использова-

ние диполяритонов для генерации терагерцового

излучения, за счет возбуждения системы двумя
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различными по частоте лазерными импульсами

(накачкой).

Цель данного сообщения – изучить динамику ди-

поляритонных возбуждений в режиме параметриче-

ского осциллятора на временах, намного меньших

времени релаксации возбуждений среды при накач-

ке средней ветви в двух близких по энергии точ-

ках закона дисперсии. Мы будем считать, что оба

пучка накачки различаются по амплитуде (интен-

сивности), однако энергии фотонов различаются сла-

бо. Мы считаем, что с помощью ультракоротких им-

пульсов резонансного лазерного излучения в мик-

рорезонаторе создается система когерентных дипо-

ляритонов. Микрорезонатор обеспечивает простран-

ственное ограничение области существования дипо-

ляритонов. Квантовая яма вставляется в брэггов-

скую структуру, которая характеризуется опреде-

ленным пропусканием, отражением и потерями [24–

31, 36]. Особенности эволюции системы будут прояв-

ляться в генерации вторичных субимпульсов излуче-

ния.

Рассмотрим ситуацию, когда диполяритоны боль-

шой плотности возбуждаются на средней ветви зако-

на дисперсии (рис. 1) двумя мощными импульсами

Рис. 1. Энергетическая схема диполяритонов

лазерного излучения (накачкой) [25]. При этом воз-

можны три канала рассеяния диполяритонов, удо-

влетворяющие законам сохранения энергии и им-

пульса. Один из них – это рассеяние пары диполя-

ритонов накачки с образованием диполяритонов сиг-

нальной и холостой мод на средней ветви закона дис-

персии. Другой канал – это рассеяние пары диполя-

ритонов накачки с образованием сигнального дипо-

ляритона на нижней ветви и холостого диполяритона

на верхней ветви закона дисперсии. Наконец, третий

канал – это рассеяние сигнального и холостого ди-

поляритонов средней ветви в сигнальный диполяри-

тон нижней ветви и холостой диполяритон верхней

ветви. При больших уровнях возбуждения плотно-

сти диполяритонов на указанных модах могут быть

достаточно большими. Переходы по каждому из ука-

занных каналов могут происходить как в прямом,

так и в обратном направлениях. Это и определяет

динамику изменения плотностей диполяритонов на

каждой моде. Гамильтониан взаимодействия, описы-

вающий процесс параметрического рассеяния pump-

диполяритонов в диполяритоны сигнальной и холо-

стой мод, можно записать в виде

Ĥint = ~g1(â
+
1 â

+
2 âp1 âp2 + â+p1

â+p2
â2â1) +

+ ~g2(â
+
3 â

+
4 âp1 âp2 + â+p1

â+p2
â3â4) +

+ ~g(â+1 â
+
2 â3â4 + â+3 â

+
4 â1â2), (1)

где g1, g2 и g – константы взаимодействия по каждо-

му каналу рассеяния, âp1,2 и âi (i = 1, . . . , 4) – опера-

торы уничтожения диполяритонов накачки первого

и второго импульсов, а также сигнальной (i = 1, 3) –

и холостой (i = 2, 4) мод соответственно.

Используя (1), легко получить систему гайзенбер-

говских уравнений для операторов âp1,2 и âi (i =

= 1, . . . , 4). Усредняя эту систему и используя при-

ближение среднего поля (mean field approximation),

получаем следующую систему эволюционных урав-

нений для комплексных амплитуд диполяритонов

ap1,2 = 〈âp1,2〉, ai = 〈âi〉 (i = 1, . . . , 4):

iȧp1 = ωp1ap1 + g1a
∗
p2
a1a2 + g2a

∗
p2
a3a4,

iȧp2 = ωp2ap2 + g1a
∗
p1
a1a2 + g2a

∗
p1
a3a4,

iȧ1 = ω1a1 + g1a
∗
2ap1ap2 + ga∗2a3a4,

iȧ2 = ω2a2 + g1a
∗
1ap1ap2 + ga∗1a3a4,

iȧ3 = ω3a3 + g2a
∗
1ap1ap2 + ga∗4a1a2,

iȧ4 = ω4a4 + g2a
∗
3ap1ap2 + ga∗3a1a2, (2)

где ωp1,2 , ωi (i = 1, . . . , 4) – собственные частоты ди-

поляритонов. В условиях точного резонанса, когда

ωp1+ωp2 = ω1+ω2 = ω3+ω4, решения этих уравнений

ищем в виде: ap1,2 = Ap1,2 exp(iϕp1,2), ai = Ai exp(iϕi

(i = 1, . . . , 4), где Ap1,2 , Ai и ϕp1,2 , ϕi – действитель-

ные амплитуды и фазы. Вводя далее плотности ди-

поляритонов Np1,2 = A2
p1,2

, Nj = A2
j (j = 1, 2, 3, 4),
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мы приходим к следующей системе нелинейных эво-

люционных уравнений:

Ṅp1 = Ṅp2 = −2
√
Np1Np2 ×

× (g1
√
N1N2 sin θ12 + g2

√
N3N4 sin θ34),

Ṅ1 = Ṅ2 = 2
√
N1N2 ×

× (g1
√
Np1Np2 sin θ12 + g

√
N3N4 sin(θ12 − θ34)),

Ṅ3 = Ṅ4 = 2
√
N3N4 ×

× (g2
√
Np1Np2 sin θ34 − g

√
N1N2 sin(θ12 − θ34)),

θ̇12 = g1

(
−
√
N1N2

Np1 +Np2√
Np1Np2

+(N1+N2)

√
Np1Np2

N1N2

)
×

× cos θ12 − g2(Np1 +Np2)

√
N3N4

Np1Np2
cos θ34 +

+ g
√
N3N4

N1 +N2√
N1N2

cos(θ12 − θ34),

θ̇34 = g2 ×

×
(
−(Np1 +Np2)

√
N3N4

Np1Np2

+
(N3 +N4)

√
Np1Np2√

N3N4

)
×

× cos θ34 − g1(Np1 +Np2)

√
N1N2

Np1Np2

cos θ12 +

+ g
√
N1N2

N3 +N4√
N3N4

cos(θ12 − θ34), (3)

где θ12 = ϕp1 +ϕp2−ϕ1−ϕ2, θ34 = ϕp1 +ϕp2−ϕ3−ϕ4.

Отметим, что вклад в динамику диполярито-

нов в уравнениях (2)–(3) вносят только слагаемые,

соответствующие индуцированным переходам меж-

ду различными диполяритонными состояниями. При

больших уровнях возбуждения именно эти слагае-

мые являются определяющими. Считаем, что харак-

терные времена спонтанных процессов намного боль-

ше характерных времен индуцированных переходов,

так что за время протекания индуцированных пере-

ходов спонтанные переходы не успевают совершить-

ся. Поэтому далее мы ими пренебрегаем.

Дополним систему (3) начальными условиями:

Np1|t=0 = Np10, Np2|t=0 = Np20, Nj|t=0 = Nj0 (j =

= 1, . . . , 4), θ12|t=0
= θ12,0, θ34|t=0

= θ34,0. Из (3) уда-

ется получить следующие интегралы движения:

Np1 +Np2 +2(N1+N3) = Np10 +Np20 +2(N10 +N30),

N2 −N1 = N20 −N10, N4 −N3 = N40 −N30,

g1
√
Np1Np2N1N2 cos θ12 + g2

√
Np1Np2N3N4 cos θ34 +

+ g
√
N1N2N3N4 cos(θ12 − θ34) =

= g1
√
Np10Np20N10N20 cos θ12,0 +

+ g2
√
Np10Np20N30N40 cos θ34,0 +

+ g
√
N10N20N30N40 cos(θ12,0 − θ34,0), (4)

которые представляют собой законы сохранения чи-

сел частиц в системе и закон сохранения энергии.

Решить систему нелинейных дифференциальных

уравнений (3) в общем случае не представляется воз-

можным. Поэтому далее рассмотрим ряд частных

случаев.

Если рассматривать решения системы уравнений

при равенстве нулю начальных плотностей диполя-

ритонов сигнальной и холостой мод на верхней и

нижней ветвях закона дисперсии N30 = N40 = 0,

то система уравнений (3) значительно упрощается и

приводится к виду

Ṅp1 = Ṅp2 = −2g1
√
Np1Np2N1N2 sin θ12,

Ṅ1 = Ṅ2 = 2g1
√
Np1Np2N1N2 sin θ12,

θ̇12 = g1 ×

×
(
−
√
N1N2

Np1 +Np2√
Np1Np2

+(N1+N2)

√
Np1Np2

N1N2

)
cos θ12.

(5)

Используя (5), получаем интегралы движения

Np1 +N1 = Np10 +N10,

Np2 +N1 = Np20 +N10,

N2 −N1 = N20 −N10,

cos θ12 =

√
Np10Np20N10N20√
Np1Np2N1N2

cos θ12,0 (6)

и нелинейное дифференциальное уравнение, описы-

вающее временную эволюцию плотности диполяри-

тонов сигнальной моды на средней ветви закона дис-

персии N1(t):

dN1

dt
= ±2g1

(
N1(N1 +N20−N10)(Np10 +N10 −N1)×

× (Np20 +N10 −N1)−Np10Np20N10N20 cos
2 θ12,0

)1/2
.

(7)

Из (7) видно, что особенности эволюции плотно-

сти диполяритонов N1(t) определяются начальны-

ми плотностями N10, N20 и Np10, Np20, начальной

разностью фаз θ12,0, а также направлением измене-

ния начальной скорости Ṅ1(t)|t=0, т.е. знаками (+)

и (−) в (7). Если начальная разность фаз θ12,0 =

= ±(2n + 1)π/2, n = 0, 1, 2, . . . , то мгновенная раз-

ность фаз θ12(t) в процессе эволюции сохраняется

равной θ12,0. Поэтому рассмотрим наиболее простой

случай
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эволюции, когда θ12,0 = ±(2n + 1)π/2. В этом слу-

чае, используя интегралы движения, уравнение (7)

можно привести к виду:

Ṅ2
1 +W (N1) = 0, (8)

где W (N1) – потенциальная и Ṅ2
1 – кинетическая

энергии эквивалентного нелинейного осциллятора.

Потенциальная энергия W (N1) определяется выра-

жением:

W (N1) = −4g21N1(N1 +N20 −N10)×

× (Np10 +N10 −N1)(Np20 +N10 −N1). (9)

Вид решения N1(t) уравнения (8) определяется

корнями алгебраического уравнения W (N1) = 0, ко-

торые зависят от начальных параметров системы

N10, N20, Np10, Np20.

Рассмотрим эволюцию системы, когда начальная

плотность накачки первого импульса больше началь-

ной плотности накачки второго импульса Np10 >

> Np20. При этом будем считать, что началь-

ная плотность диполяритонов холостой моды боль-

ше начальной плотности сигнальной моды на сред-

ней ветви закона дисперсии N20 > N10. Уравнение

для потенциальной энергии нелинейного осциллято-

ра W (N1) = 0 в этом случае имеет четыре действи-

тельных корня, которые располагаются в следующем

порядке:N10+Np10 > N10+Np20 > 0 > N10−N20. Ди-

намика системы в этом случае является периодиче-

ской (рис. 2а), диполяритоны накачки попарно пре-

вращаются в диполяритоны сигнальной и холостой

мод на средней ветви закона дисперсии и обратно.

Решение уравнения (8) запишется в виде:

N1 =
(N20 −N10)(Np20 +N10)sn(

√
(Np20 +N10)(Np10 +N10)g1t± f(ϕ0, k))

Np20 +N20 − (Np20 +N10)sn2(
√
(Np20 +N10)(Np10 +N10)g1t± f(ϕ0, k)

, (10)

где sn(x) – эллиптическая функция Якоби, f(ϕ0, k) = F (ϕ0, k)−K(k), F (ϕ0, k) – неполный эллиптический ин-

теграл первого рода с модулем k и параметром ϕ0, K(k) – полный эллиптический интеграл [37, 38]. Величины

k и ϕ0 выражаются формулами:

k2 =
(N20 +Np10)(N10 +Np20)

(N10 +Np10)(N20 +Np20)
, ϕ0 = arcsin

√
(N20 +Np20)N10

(N10 +Np20)N20
. (11)

Из (10) легко получить амплитуду A и период T колебаний плотности диполяритонов сигнальной моды

A = N10 +Np20, T =
2K(k)

g1
√
(Np20 +N10)(Np10 +N10)

. (12)

Из (12) видно, что амплитуда колебаний плотности диполяритонов сигнальной моды на средней ветви

закона дисперсии определяется начальной плотностью диполяритонов накачки второго импульса, т.е. наи-

меньшей плотностью накачки. Амплитуда колебаний линейно растет с ростом N10 и Np20. Что касается пе-

риода колебаний, то с ростом начальной плотности диполяритонов сигнальной моды на средней ветви закона

дисперсии, период колебаний монотонно уменьшается.

Если N20 < N10, то уравнение W (N1) = 0 имеет четыре действительных корня которые располагаются

следующим образом: N10 + Np10 > N10 + Np20 > N10 − N20 > 0. Динамика системы в этом случае также

является периодической (рис. 2b) и решение уравнения (9) запишется в виде:

N1 =
(N10 −N20)(Np20 +N10)

Np20 +N10 − (Np20 +N20)sn2(
√
(Np20 +N10)(Np10 +N20)g1t± f(ϕ0, k))

, (13)

где k и ϕ0 выражаются формулами:

k2 =
(N10 +Np10)(N20 +Np20)

(N10 +Np20)(N20 +Np10)
, ϕ0 = arcsin

√
(N10 +Np20)N20

(N20 +Np20)N10
. (14)

Из (13) можно получить амплитуду A и период T колебаний плотности диполяритонов сигнальной моды

A = N20 +Np20, T =
2K(k)

g1
√
(Np20 +N10)(Np10 +N20)

(15)
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Рис. 2. Временная эволюция плотности диполяритонов N1/Np10 в зависимости от нормированной начальной плотно-

сти диполяритонов сигнальной моды на средней ветви закона дисперсии и при фиксированных значениях начальных

плотностях диполяритонов N20/Np10 = 0, 8, Np20/Np10 = 0.6 (а); N20/Np10 = 0.5, Np20/Np10 = 0.6 (b); N20/Np10 = 0.8,

Np20/Np10 = 1.6 (c); N20/Np10 = 0.5, Np20/Np10 = 1.6 (d). Здесь τ = g1t

Если начальная плотность накачки первого импульса меньше начальной плотности накачки второго им-

пульса Np10 < Np20. При этом будем считать, что N20 > N10, уравнение для потенциальной энергии нели-

нейного осциллятора W (N1) = 0 также имеет четыре действительных корня N10 +Np20 > N10 +Np10 > 0 >

N10 −N20. Эволюция диполяритонов является периодической (рис. 2c) и решение уравнения (8) запишется в

виде:

N1 =
(N20 −N10)(Np10 +N10)sn

2(
√
(Np20 +N10)(Np10 +N20)g1t± f(ϕ0, k))

Np10 +N20 − (Np10 +N10)sn2(
√
(Np20 +N10)(Np10 +N20)g1t± f(ϕ0, k))

. (16)

Величины k и ϕ0 выражаются формулами:

k2 =
(N20 +Np20)(N10 +Np10)

(N10 +Np20)(N20 +Np10)
, ϕ0 = arcsin

√
(N20 +Np10)N10

(N10 +Np10)N20
. (17)

Амплитуда A и T период колебаний плотности диполяритонов сигнальной моды

A = N10 +Np10, T =
2K(k)

g1
√
(Np20 +N10)(Np10 +N20)

. (18)

Из (18) следует, что амплитуда колебаний определяется наименьшей плотностью накачки.
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Если N20 < N10, уравнение W (N1) = 0 по-прежнему имеет четыре действительных корня N10 + Np20 >

> N10 +Np10 > N10 −N20 > 0 и решение уравнения (8) запишется в виде:

N1 =
(N10 −N20)(Np10 +N10)

Np10 +N10 − (Np10 +N20)sn2(
√
(Np20 +N20)(Np10 +N10)g1t± f(ϕ0, k))

, (19)

где k и ϕ0 выражаются формулами:

k2 =
(N10 +Np20)(N20 +Np10)

(N10 +Np10)(N20 +Np20)
, ϕ0 = arcsin

√
(N10 +Np10)N20

(N20 +Np10)N10
. (20)

Из (19) амплитуда A и период T колебаний плотности диполяритонов сигнальной моды

A = N20 +Np10, T =
2K(k)

g1
√
(Np20 +N20)(Np10 +N10)

. (21)

Из (19) и рисунка 2d, видно, что эволюция системы является периодической.

На рисунке 2 представлены графики временной эволюции плотности диполяритонов сигнальной моды.

Эволюция системы представляет собой периодические превращения диполяритонов сигнальной и холостой

мод в диполяритоны накачки обоих импульсов и обратно. Амплитуда колебаний линейно увеличивается с

ростом начальной плотности диполяритонов сигнальной (холостой) моды на средней ветви закона диспер-

сии.

Если в начальный момент времени плотность диполяритонов сигнальной и холостой моды на средней

ветви закона дисперсии равны N20 = N10, то уравнение для потенциальной энергии нелинейного осциллято-

ра W (N1) = 0 имеет один двукратно вырожденный корень, равный нулю. Эволюция диполяритонов в этом

случае будет апериодической (рис. 3) и решение уравнения (8) запишется в виде:

N1 =
ab
(

b
a −

Np20

Np10

)
(1− th2(±

√
abg1t))

a

(√
b
a −

√
Np20

Np10
th(±

√
abg1t)

)2

− b
(√

Np20

Np10
−
√

b
a th(±

√
abg1t)

)2 , (22)

где a = Np10 +N10, b = Np20 +N10.

На рисунке 3 представлена апериодическая эво-

люция плотности диполяритонов сигнальной моды

на средней ветви закона дисперсии. Из (22) и рисун-

ка 3 видно, что решение со знаком “+” монотонно

растет со временем от значенияN1 = N10 до предель-

ного значения N1 = Np20 + N10, затем происходит

монотонное убывание плотности диполяритонов сиг-

нальной моды до нуля, чем эволюция и завершается.

Если рассматривать решение (22) со знаком “−”, то

плотность диполяритонов сигнальной моды на сред-

ней ветви закона дисперсии монотонно уменьшается

от значения N1 = N10 до нуля. Таким образом, все

диполяритоны сигнальной моды попарно преврати-

лись в диполяритоны накачки обоих импульсов, чем

эволюция и завершилась. Процесс эволюции проис-

ходит с истощением диполяритонов сигнальной (хо-

лостой) моды.

Если в начальный момент времени отсутствуют

либо диполяритоны накачки первого импульса, ли-

бо диполяритоны накачки второго импульса, то, как

видно из (4), будет работать только третий канал

рассеяния, т.е. будут возникать периодические и апе-

риодические режимы превращения диполяритонов

сигнальной и холостой мод на средней ветви зако-

на дисперсии в диполяритоны сигнальной и холостой

моды на верхней и нижней ветви закона дисперсии

без участия диполяритонов накачки обоих импуль-

сов [34].

Таким образом, при накачке средней диполяри-

тонной ветви в двух близких точках закона дис-

персии возможен периодический и апериодический

процессы превращения пары диполяритонов накач-

ки обоих импульсов в диполяритоны сигнальной и

холостой мод. Также необходимо отметить, что при

накачке диполяритонной ветви в одной точке зако-

на дисперсии при начальной разности фаз θ12,0 =

= ±(2n + 1)π/2 наблюдался только апериодический

режим эволюции превращения пары диполяритонов
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Рис. 3. Временная эволюция плотности диполярито-

нов N1/Np10 при фиксированных значениях начальных

плотностях диполяритонов N10/Np10 = N20/Np10 =

= 0.3, Np20/Np10 = 0.8. Здесь τ = g1t

накачки в диполяритоны сигнальной и холостой мод

[34]. Таким образом, введение двух независимых на-

качек приводит к увеличению степеней свободы си-

стемы и к возникновению новых бифуркационных

переходов от апериодического режима эволюции к

периодическому.
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Для голографической записи волнового поля объекта используется интерференционная картина, со-

здаваемая опорной волной и волной, рассеянной объектом. Необходимым в традиционной голографии

является требование взаимной когерентности опорного и предметного пучков. Однако, как показано в

данной заметке, осуществить голографическую запись информации об объекте можно и без когерент-

ности между ними, даже воспользовавшись излучением от разных источников. Подобная запись может

быть осуществлена с применением импульсов субциклового или униполярного излучения, когда в каче-

стве записывающей среды используется резонансная среда с большим временем фазовой памяти T2. В

таком случае в среде регистрируется картина интерференции отраженного от объекта субциклового или

униполярного импульса с волной поляризации среды, созданной таким же коротким импульсом. Коге-

рентность обеспечивается волной поляризации, которая при взаимодействии с отраженным от объекта

излучением наведет в среде решетку заселенностей. Эта решетка будет повторять картину интерфе-

ренции в аналогичном голографическом процессе с монохроматическим источником с длиной волны,

равной длине волны резонансного перехода в среде.

DOI: 10.31857/S1234567820090025

Регистрация информации об объекте оптически-

ми методами возможна разными способами. В обыч-

ном фотоаппарате регистрируется лишь простран-

ственное распределение интенсивности света в изоб-

ражении. В середине прошлого века Габором [1] был

предложен двухступенчатый метод получения опти-

ческого изображения, названный голографией. Со-

гласно [1], в среде записывается картина интерфе-

ренции рассеянного объектом излучения с когерент-

ной ей опорной волной. Поскольку в интерференци-

онной картине присутствует информация не толь-

ко об интенсивности, но и о фазе рассеянной вол-

ны, голограмма позволяет при ее освещении исход-

ной опорной волной получить копию волны, рассе-

янной объектом. Для данной концепции голографии

существенна взаимная когерентность опорной вол-

ны с волной, рассеянной объектом в месте регистра-

ции голограммы. Поэтому первые качественные го-

лограммы появились лишь после появления лазеров,

обладающих большой длиной когерентности излуче-

ния (эксперименты Лейта и Упатниекса в наклон-

1)e-mail: arkhipovrostislav@gmail.com; m.arkhipov@spbu.ru;
nnrosanov@mail.ru

ных пучках [2], схема Денисюка во встречных пучках

[3]). С тех пор были разработаны схемы записи не

только стационарных объектов, но и быстро изменя-

ющих свои параметры [4–6], предложены различные

среды для регистрации голограмм [6]. Голограммы

могут быть как стационарные, получаемые, напри-

мер, в фотографическом процессе, так и нестацио-

нарные, которые возникают в результате нелинейно-

го воздействия света на вещество, а затем исчезают

после окончания воздействия света [7].

Во всех вариантах современной голографии ис-

пользуется интерференция света, для которой необ-

ходима взаимная когерентность опорного и предмет-

ного пучков. Еще раз отметим, что монохроматиче-

ское и импульсное квазимонохроматическое лазерное

излучение используется для создания в различных

веществах пространственных решеток поглощения и

преломления в средах при интерференции двух и бо-

лее пучков света.

Так ли необходима когерентность опорно-
го и предметного пучков и их одномоментное
перекрытие в регистрирующей среде?

Уже сравнительно давно был осознан тот факт,

что создание решеток заселенностей, получение мо-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема записи голограммы

дуляции поглощения и преломления в веществе мо-

жет происходить и без одномоментного перекры-

тия лазерных пучков в среде. Этот эффект был

продемонстрирован в экспериментах по наблюдению

фотонного эха [8, 9]. Также этот способ создания

решеток был предложен для так называемой эхо-

голографии – методе записи и восстановления волно-

вых фронтов, когда объектный, опорный и сигналь-

ный лучи проходят через среду, но одномоментно не

перекрываются в ней, который предложен Штырко-

вым и Самарцевым в [10] и развит в дальнейших ра-

ботах [11–16]. Детальный обзор достигнутых в этом

направлении результатов представлен в [17] и цити-

руемой литературе. В эхо-голографии необходимо,

чтобы взаимодействие импульсов со средой было ко-

герентным, т.е. длительность импульсов и промежу-

ток времени между приходом их в область регистра-

ции был бы значительно меньше времени релакса-

ции поляризации T2 среды. Однако в упомянутых

работах требовалась когерентность между опорной

и предметной волной, хотя они и были разнесены

настолько, что не могли непосредственно интерфе-

рировать друг с другом.

Рассмотрим физический механизм создания ре-

шеток без непосредственной интерференции волн

[8, 9]. Он связан с взаимодействием падающего им-

пульса с волной макроскопической поляризации сре-

ды, наведенной в среде предыдущим импульсом. На-

ведение когерентности в многоуровневой среде ши-

рокополосными предельно короткими импульсами

при исследовании разновидностей фотонного эха об-

суждалось в работах [18–23]. А возможность наве-

дения решеток с помощью последовательности атто-

секундных импульсов, как биполярных одноцикло-

вых, так и униполярных субцикловых изучалась как

в двухуровневых средах [24–27], так и в многоуров-

невых средах [28, 29]. Такой подход открывает новые

возможности получения информации с предельным

временным разрешением в интерферометрических и

голографических экспериментах и, как покажем ни-

же, не требует когерентности опорного и предметно-

го пучков в обычном понимании.

В качестве примера разберем схему записи волно-

вого поля во встречных пучках. На рисунке 1 показа-

ны отражающий излучение объект, среда, где будет

фиксироваться картина интерференции опорного и

предметного импульса, и три варианта плоской вол-

ны. В первом случае традиционной голографии объ-

ект освещается монохроматической волной, он дол-

жен быть неподвижен, иначе произойдет размывание

интерференционной картины, и двойное расстояние

от объекта до среды, где происходит запись, должно

быть меньше длины когерентности в излучении.

Если объект освещается коротким световым им-

пульсом, содержащим много циклов колебаний, то

требование перекрытия импульсов в среде накла-

дывает дополнительное ограничение на удаленность

объекта и “глубину сцены” объекта. Для коротких

импульсов, как мы уже отмечали, можно избежать

ограничений на длительность импульса, если обой-
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тись без перекрытия лазерных пучков в среде – без

одномоментного присутствия опорного и предметно-

го пучка в регистрирующей среде, если воспользо-

ваться волной поляризации в среде, которую создаст

падающий импульс. Но при этом останется требо-

вание на неподвижность объекта – его смещение за

время экспозиции не должно сильно смещать часто-

ту излучения и положение полос интерференции. Ре-

шить эту проблему может радикальное сокращение

длительности вплоть до одноцикловых, субцикловых

и униполярных импульсов. В настоящий момент уже

доступны субцикловые аттосекундные импульсы в

оптическом диапазоне частот [30–32], а также суб-

цикловые импульсы в ТГц диапазоне частот [33–37].

Проблема получения униполярного света и его при-

менение для эффективного воздействия на микро-

объекты активно обсуждается в литературе, см. об-

зоры [38, 39] и цитируемую литературу. Используя

униполярные субцикловые импульсы, мы разрешим

противоречие, существующее в обычной интерферо-

метрии и голографии, где для высокого контраста

полос и большой глубины сцены необходимо иметь

монохроматический свет, а для разрешения во вре-

мени нам нужны в пределе практически немонохро-

матические импульсы, которые обладают широким

спектром и малой длительностью. Мы уходим от

прямой интерференции световых пучков, они не пе-

рекрываются одномоментно в среде, поэтому дли-

тельность импульса не важна. При этом высокая мо-

нохроматичность у нас фактически остается и пере-

дается в волну поляризации материи, ибо она сво-

бодно осциллирует на собственной частоте в течение

времени T2. И с ней уже может взаимодействовать

очень короткий импульс. Причем чем он короче, тем

“точнее” будет его действие.

В предельном случае униполярного импульса

пропадают ограничения, связанные со скоростью

движения отражающей поверхности объекта, так

как отраженный униполярный импульс лишь изме-

нит свою полярность, а эффект Допплера сократит

или увеличит его длительность. В свою очередь, за-

фиксированная в среде картина останется стацио-

нарной в течение времени фазовой памяти T2 сре-

ды (отметим, ее можно будет скопировать на ста-

ционарный носитель). Отметим, что идея примене-

ния интерференции волн поляризации с субцикло-

выми и униполярными импульсами позволяет, по на-

шему мнению, достичь предельного временного раз-

решения в интерферометрических и голографиче-

ских схемах. Понятно, что для субцикловых и уни-

полярных импульсов такие понятия, как взаимная

когерентность, длина когерентности, по существу, не

вполне применимы и лишены того смысла, который

они имеют для многоцикловых световых полей. Так,

если у нас есть два источника униполярных импуль-

сов, их излучение можно использовать независимо

для создания опорного и предметного пучка. В обыч-

ной голографии использование двух разных лазеров

в таких целях практически невозможно.

Создание стационарных решеток двумя унипо-

лярными короткими импульсами вытекает из рас-

смотрения их действия на двухуровневую [24–27] и

многоуровневую среду, которое было сделано в рабо-

тах [28, 29]. Так, согласно [40], вероятность перехода

системы из основного состояния в k-e возбужденные

в первом порядке теории возмущений вычисляется

по формуле:

w1k =
1

~2

∣∣∣∣
∫
V1ke

iω1ktdt

∣∣∣∣
2

. (1)

Здесь ω1k – частота перехода, d1k – дипольный мо-

мент перехода, V1k = −d1kE(t), E(t) – электрическое

поле импульсов, ~ – приведенная постоянная План-

ка.

Пусть на систему воздействует пара униполяр-

ных импульсов гауссовой формы, имеющих в общем

виде разные амплитуды и длительности τ1 и τ2:

E(t) = E1 exp[−t2/τ21 ] + E2 exp[−(t−∆)2/τ22 ] (2)

(∆ – задержка между импульсами). Тогда из (1) име-

ем [29]:

w1k =
d21k
~2

S2
E1 exp

[
−ω

2
1kτ

2
1

2

]
+
d21k
~2

S2
E2 exp

[
−ω

2
1kτ

2
2

2

]
+

+ 2
d21k
~2

SE1SE2 exp[−ω2
1k(τ

2
1 + τ22 )/4] cos(ω1k∆) (3)

(SE1 и SE2 – электрические площади импульсов,

SE ≡
∫
E(t)dt). Если длительность импульса короче

периода резонасного перехода среды (ω1kτ1,2 ≪ 1),

то экспоненты в (3) можно считать равными 1. То-

гда для вероятности перехода имеем

w1k =
d21k
~2

(S2
E1 + S2

E2 + 2SE1SE2 cosω1k∆). (4)

В указанном приближении формула (4) представ-

ляет собой выражение для вероятности перехода си-

стемы под действием пары дельтаобразных импуль-

сов. Отметим, что вывод данных выражений (3)–

(4) основан на теории возмущения, когда амплиту-

да падающего поля считается слабой, что позволя-

ет не учитывать ионизацию. Из (3)–(4) видно, что и

в случае возбуждения системы парой униполярных
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импульсов результат воздействия определяется элек-

трической площадью импульсов и задержкой между

ними. Если импульсы распространяются навстречу

друг другу в протяженной среде c малой концен-

трацией частиц, то данная формула может быть ин-

терпретирована как наведение гармонической решет-

ки заселенностей в резонансной среде, которая будет

совпадать с интерференционной картиной, создава-

емой двумя когерентными монохроматическими ис-

точниками с частотой ω1k и разностью хода ∆. Чис-

ленные оценки по формуле (3) дают максимальное

значение вероятности w1k ∼ 0.1 при τ1 = τ2 = 100 ас,

E1 = E2 = 2 · 107 В/см, ω1k = 1.9 · 1015 рад/с,

d1k = 15Д.

Таким образом, разности заселенностей в систе-

ме резонансных уровней повторяют картину интер-

ференции, которая возникла бы в аналогичной ста-

ционарной голографической схеме с использованием

соответствующего когерентного монохроматическо-

го источника. А в ситуации с субцикловыми унипо-

лярными импульсами для ее получения не требуется

когерентность между опорным и предметным пуч-

ком.

Отметим, что, если в традиционной голографии

не требуется высокая когерентность среды, а тре-

буется высокая когерентность излучения, то в рас-

смотренной нами ситуации все наоборот. Для среды

необходима когерентность (большое значение време-

ни релаксации поляризации T2 резонансных перехо-

дов), при отсутствии когерентности у излучения в

привычном понимании этого термина.

Таким образом, в работе показано, что при ис-

пользовании униполярных субцикловых импульсов и

резонансных сред с большим временем релаксации

T2, возможна реализация голографии со сверхвысо-

ким временным разрешением при отсутствии коге-

рентности между опорным и предметным пучками.

Сокращение длительности вплоть до субцикловой не

является чисто инженерно-техническим решением,

позволяющим автоматически получить высокое вре-

менное разрешение в голографической записи, а под-

разумевает совсем иную физику процесса записи ин-

формации.

Для практической реализации необходимо ис-

пользование сред с большими значениями времен

фазовой памяти T2. К ним относятся различные газы

и пары щелочных металлов (натрий, рубидий и т.д.),

в которых значение времени T2 лежит в наносекунд-

ном диапазоне. Именно в них когерентные явления

хорошо изучены [41]. Также следует отметить и кван-

товые точки, значения времен релаксации в которых

может достигать десятков – сотен наносекунд при

низких температурах [42]. Следует также отметить

кристаллы, содержащие примесные редкоземельные

ионы, в которых время фазовой релаксации при низ-

ких температурах может достигать рекордных вели-

чин – от нескольких секунд до нескольких часов [43].

Исследование Р. М. Архипова в части применения

униполярных импульсов для сверхбыстого управле-

ния решетками населенностей в резонансной среде

выполнено при поддержке гранта Российского на-

учного фонда (проект # 19-72-00012). Проблема по-

лучения и применения униполярных импульсов све-

та в голографии поддержана грантом Российско-

го фонда фундаментальных исследований (проект

# 20-32-70049). Исследования М. В. Архипова под-

держаны грантом Российского фонда фундамен-

тальных исследований (проект # 20-02-00872 А).
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Мы вычисляем разности инвариантов ХОМФЛИ-ПТ для пар узлов-мутантов, раскрашенных пред-

ставлениями SL(N), достаточно большими для того, чтобы различить эти узлы. Эти пары мутантов

включают в себя мутанты-претцели, для различения которых минимально необходимо представление,

описываемое диаграммой Юнга [4, 2]. Мы обсуждаем дифференциальное разложение для разностей,

оказывающееся нетривиальным для мутантов с ненулевыми дефектами. Наиболее эффективным техни-

ческим методом в этом случае является стандартный подход Решетихина–Тураева.

DOI: 10.31857/S1234567820090037

1. Введение. Различать разные узлы – одна из

основных целей теории узлов. Наиболее удобным и

универсальным способом делать это является вы-

числение и сравнение их полиномиальных инвари-

антов. Достаточно сильный инвариант, который при

этом можно явно вычислить, – полиномы ХОМФЛИ-

ПТ [1, 2], которые (при правильной нормировке)

являются полиномами от двух переменных q и A.

С физической точки зрения, они являются наблю-

даемыми (средними значениями петель Вильсона)

в трехмерной теории Черна–Саймонса. При подста-

новке A = qN эти полиномы описывают наблюдае-

мые (средние значения петель Вильсона) в теории

Черна–Саймонса с калибровочной группой SU(N)

или SL(N) и q := exp
(

2πi
κ+N

)
, где κ – константа связи

[3]. Эти полиномы также зависят от представления

R калибровочной группы, бегущего вдоль вильсонов-

ской линии.

Сложнее всего различить узлы из семейства

узлов-мутантов. Их можно получать друг из дру-

1)mila-bishler@mail.ru; saswati123@phy.iitb.ac.in;
grigorev.ta@phystech.edu; mironov@lpi.ru; morozov@itep.ru;
andrey.morozov@itep.ru; ramadevi@phy.iitb.ac.in;
vivek.singh@fuw.edu.pl; sleptsov@itep.ru

2)Saswati Dhara, P.Ramadevi, Vivek Kumar Singh.

га с помощью специальных преобразований – му-

таций (см. раздел 2). Полиномы этих узлов совпа-

дают во всех симметрических и даже прямоуголь-

ных представлениях R [4, 5] (на самом деле это та-

кие представления, разложение квадратов которых

не содержит нетривиальных кратностей [6, 7]). Та-

ким образом, для того чтобы различить эти узлы,

необходимо изучать смешанные представления. Са-

мое простое из них – представление R = [2, 1], и

оно действительно позволяет различить некоторые

узлы-мутанты [6, 7]. Однако, как показал Х. Мортон

[8] (см. также [7]), существуют мутанты, которые об-

ладают еще большей степенью симметрии. Эти му-

танты не различаются представлением R = [2, 1],

необходимо хотя бы представление R = [4, 2]. Изу-

чение полиномов этих узлов и разностей между ни-

ми – сложная задача, которая интересна как с точки

зрения теории узлов, так и с точки зрения теории

представлений. На данный момент пары мутантов,

которые не различаются представлением R = [4, 2],

не найдены.

Наиболее эффективным методом вычисле-

ния полиномов ХОМФЛИ-ПТ является подход

Решетихина–Тураева (РТ), который впервые был

предложен в [9–11] и основывается на использова-

нии R-матриц квантовой группы Uq(SL(N)). Его
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современная форма, которую иногда называют

современным методом РТ, использует для R-матриц

особый базис, который не зависит от N . Этот метод

был развит в ряде статей [12–20], применялся для

вычисления полиномов большого количества узлов

и зацеплений, и оказался технически гораздо более

сильным в большинстве случаев. Однако, как мы

подчеркиваем в настоящем письме, для некоторых

задач РТ-метод в первоначальной формулировке

оказывается более прямолинейным и быстрым,

хотя и не всегда позволяет получить полиномы,

зависящие от переменных q, A. Причина этого в

том, что для применения современной РТ-техники

необходимо знание матриц Рака, которые очень

сложно найти в рассматриваемых случаях. Мы

опишем эти подходы более подробно в разделе 3.

Мы использовали РТ-метод для вычисления раз-

ностей между полиномами узлов-мутантов в пред-

ставлениях R = [3, 1] и R = [4, 2] при некоторых

значениях N . Для [3, 1] нам удалось проделать вы-

числения вплоть до N = 7. Это позволило найти об-

щие ответы для произвольного N в этих случаях и,

таким образом, вычислить соответствующие полино-

мы ХОМФЛИ-ПТ. Для представления R = [4, 2] нам

удалось вычислить разности только для N = 3, 4.

Мы изучили свойства этих разностей (см. раздел 4)

и их дифференциальных разложений.

Дифференциальное разложение [16, 21–27], кото-

рое является сравнительно новым и сильным инстру-

ментом в теории узлов, часто позволяет угадать от-

веты для полиномов узлов, изучить их различные

свойства и дает много новых идей. Оно достаточно

просто устроено для узлов с нулевым дефектом [23] и

становится менее тривиальным в других случаях. К

сожалению, узлы-мутанты обычно имеют ненулевой

дефект. Результаты, полученные нами, показывают,

что дифференциальное разложение узлов-мутантов

имеет достаточно интересные свойства, мы обсужда-

ем их в разделе 5.

2. Узлы-мутанты. В первую очередь давайте

обсудим, что такое узлы-мутанты. Узлы-мутанты –

это семейства узлов, которые связаны друг с дру-

гом специальной операцией – мутацией (см. рис. 1).

Для проведения мутации необходимо вырезать часть

узла с двумя входящими и двумя исходящими лини-

ями внутри 3-сферы. Такую вырезанную часть узла,

которую технически называют 2-танглом, поворачи-

вают на 180 градусов и вклеивают обратно. Получив-

шийся узел называют мутантом исходного узла.

Очевидно, что, для того чтобы эти узлы были

различны, и часть узла внутри 3-сферы, и внеш-

няя часть узла должны быть нетривиальными. По

Рис. 1. Процедура мутации

этой причине узлы-мутанты являются узлами с боль-

шим числом пересечений. Простейшие пары узлов-

мутантов имеют, по крайней мере, 11 пересечений,

одна из этих пар состоит из известных узлов Кон-

вея и Киношиты–Терасаки. Однако в случае узлов с

11 пересечениями узлы-мутанты появляются только

парами. Мы считаем, что существует большое число

операций мутации, порождающих семейства узлов-

мутантов с количеством пересечений больше 11, но

они выходят за рамки нашего обсуждения.

Существует семейство узлов, которые называют

узлами-претцелями, изображенное на рис. 2, и кото-

Рис. 2. Узлы-претцели K(n1, n2, . . . , ng , ng+1)

рые включают в себя много новых мутантов, полу-

ченных с помощью мутаций 2-танглов. Они являются

обобщением торических узлов, о которых многое из-

вестно. Узлы-претцели можно поместить на поверх-

ность рода g. Однако, в отличие от торических узлов,

на одну ручку можно поместить только две нити, см.

рис. 2. Узлы-претцели параметризуют числом пере-

сечений на каждой ручке.

Легко увидеть, что перестановка чисел между

ручками в точности отвечает мутации. Таким обра-
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зом, начиная с рода 4, появляются пары мутантов.

Для двух и трех ручек мутация дает в точности тот

же узел, однако для старших родов существуют бо-

лее широкие наборы мутантов. Заметим, что среди

этих претцелевых пар мутантов некоторые принад-

лежат классу мутантов, обладающих более высокой

симметрией и различимых только представлением

R = [4, 2] (см. рис. 3 и [7]).

Рис. 3. Узлы-мутанты с большей степенью симметрии

из [8]

3. R-матричный РТ-подход. Подход Решети-

хина–Тураева (РТ) возникает естественным обра-

зом, если средние значения петель Вильсона [3] вы-

числяются во временной калибровке [24, 25]. То-

гда каждое пересечение на диаграмме узла (про-

екции узла на двумерную плоскость) связано с R-

матрицей. Можно начать с универсальной квантовой

R-матрицы для Uq(SL(N)) и вычислить Uq(SL(N))-

матрицу в конкретных представлениях с помощью

генераторов квантованной универсальной обертыва-

ющей алгебры:

R = Pq
∑

i,j a−1
i,jhi⊗hj

−−−→∏

β∈Φ+

expq
(
(q − q−1)Eβ ⊗ Fβ

)
,

(1)

где Eβ , Fβ и hβ являются генераторами квантован-

ной универсальной обертывающей алгебры:

[hi, Ej ] = aijEj , [hi, hj] = 0,

[hi, Fj ] = −aijFj , [Ei, Fj ] = δij
qhi−q−hi

q−q−1 .
(2)

Свертка R-матриц в пересечениях на диаграмме

узла по линиям между пересечениями и последую-

щее вычисление взвешенного следа [9] позволяет по-

лучить полином ХОМФЛИ-ПТ. В отличие от пер-

воначального определения полиномов через скейн-

соотношения [1] этот подход одинаково хорошо ра-

ботает для любого представления R. Однако при ис-

пользовании универсальной R-матрицы вычисления

необходимо делать отдельно для каждого N .

Более продвинутый современный РТ-метод [14,

15] использует R-матрицы в базисе сплетающих опе-

раторов. Когда R-матрица действует на тензорное

произведение двух представлений V1 и V2, можно

рассмотреть разложение произведения по неприво-

димым представлениям V1 ⊗ V2 = ⊕QMQ
V1V2

· Q.

Так как R-матрица коммутирует с копроизведением

[28], на неприводимые представления она действует

умножением на число ±qC2(Q) [29], где C2(Q) – это

собственное значение второго оператора Казимира в

представлении Q.

Давайте рассмотрим R-матрицу в базисе непри-

водимых представлений, или, лучше сказать, в про-

странстве сплетающих операторов и представим узел

как замыкание n-нитевой косы. Тогда ответ для по-

линома ХОМФЛИ-ПТ HK
V (A, q) узла K, раскрашен-

ного представлением V , разделяется на две части:

одна зависит от группы, другая зависит от узла

[14, 15]:

HK
V (A, q) =

∑

Q∈V ⊗n

S∗
Q(A, q)B

K
Q(q). (3)

С этого момента мы ассоциируем с представлени-

ем Q соответствующую ему диаграмму Юнга. S∗
Q –

это квантовая размерность представления Q кванто-

вой группы Uq(SL(N)). Квантовая размерность рав-

на полиному Шура SQ в некоторой специальной точ-

ке [30, разд. 7.1.6]. Она не зависит от узла, и зависит

от N через переменную A = qN . С другой стороны,

BK
Q вычисляется для конкретного узла как след про-

изведения R-матриц и не зависит от A или N . Важ-

но, что оба этих фактора зависят только от диаграм-

мы Юнга Q, а вся зависимость от A скрыта в фик-

сированных полиномах от A – квантовых размерно-

стях. Это означает, что современный РТ-подход поз-

воляет вычислить полиномы ХОМФЛИ-ПТ для всех

N сразу, в отличие от стандартного РТ-подхода, ко-

торый мы используем в данной работе.

Тем не менее, у современного РТ-подхода име-

ются большие трудности. Во-первых, необходимо ис-

пользовать представление узла в виде косы, которое,

в случае мутантов, содержит большое число нитей.

Во-вторых, несмотря на то, что R-матрицы в про-

странстве сплетающих операторов устроены просто,

их необходимо дополнительно вращать при переходе

к другим парам нитей в косе [14, 15]. Это вращение

производится матрицами Рака, вычисление которых

является очень непростой задачей, особенно в случа-
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ях больших представлений [31, 32] и большого числа

нитей в косе [14], которыми мы здесь интересуемся.

В вычислениях, о которых идет речь в этой ра-

боте, мы не использовали базис неприводимых пред-

ставлений для R-матриц и изучали полиномы узлов

и их разности для конкретных значений N , которые

в некоторых случаях удалось продолжить на произ-

вольные N .

4. Разности полиномов узлов-мутантов. В

[6, 7, 20] мы использовали современный РТ-подход

для вычисления разностей инвариантов для узлов-

мутантов с 11 пересечениями. Мы установили, что

эти разности очень хорошо факторизуются. Они рав-

ны

∆Hmutant
[2,1] = Aγ · f(A, q) ·Mt

[2,1]
(q), (4)

где γ – целое число, Mt
[2,1]

(q) – функция, зависящая

только от q, и

f(A, q) := {q}4 · [3]2D2
3D2D0D−2D

2
−3, (5)

где [...] обозначает q-число, {q} := q−q−1, и факторы

Dk := Aqk −A−1q−k (6)

называются дифференциалами. Отметим, что H

в ур. (4) обозначает нормированные полиномы

ХОМФТИ-ПТ, при этом полные полиномы (средние

Вильсона) обозначаются H в (3).

В данной работе, используя подход, описанный в

предыдущем разделе и основанный на R-матрицах

при конкретных N , мы вычислили разности между

полиномами узлов-мутантов в представлениях [3, 1]

и [4, 2]. Ответы получились достаточно громоздки,

их можно найти как в более детальной публикации

[33], так и на специальном интернет-ресурсе [34].

Для представления [3, 1] нам сначала удалось

вычислить разности для нескольких значений N .

Это позволило построить полные ответы для произ-

вольного N и, таким образом, получить полиномы

ХОМФЛИ-ПТ, раскрашенные представлением [3, 1].

Эти разности, однако, не факторизуются так же пол-

но, как в случае представления [2, 1]. Тем не менее в

них выделяется структура дифференциалов:

∆Hmutant
[3,1] = {q}4 · [4]2[2]D4D3D0D−2 ·Mt

[3,1]
(A, q).

(7)

Когда дифференциалы D−i появляются в качестве

множителя, это значит, что разность инвариантов

равна нулю для группы Uq(SL(i)). Таким образом,

мы видим, что разности между полиномами узлов-

мутантов для представления [2, 1] обращаются в нуль

для групп Uq(SL(2)) и Uq(SL(3)), и для представле-

ния [3, 1] для группы Uq(SL(2)). Эти результаты оче-

видны для группы Uq(SL(2)), так как разности исче-

зают для любых симметрических представлений, как

было упомянуто во Введении. Это менее тривиально

для Uq(SL(3)) (см. [4]). Дифференциалы Di с поло-

жительными i имеют тот же смысл для транспониро-

ванного представления R. Представление R = [2, 1]

не меняется при этом преобразовании, а представле-

ние R = [3, 1] преобразуется в R = [2, 1, 1]. Таким об-

разом, мы заключаем, что разность для R = [2, 1, 1]

исчезает для группы Uq(SL(4)).

Для представления [4, 2] нам не удалось скон-

струировать ответ для произвольного N . Однако

у нас получилось вычислить ответы для мутантов-

претцелей для групп Uq(SL(3)) и Uq(SL(4)).

5. Дифференциальное разложение. Цветные

полиномы ХОМФЛИ-ПТ обладают дополнительной

структурой, которую называют дифференциальным

разложением (ДР) [16, 21–27]. Она связана с теорией

представлений [16, 17]. Простейший пример ДР появ-

ляется уже в фундаментальном представлении: так

как для абелевой U(1) теории Черна–Саймонса, т.е.

для A = q, нормированные полиномы ХОМФЛИ-ПТ

в топологическом фрейминге тривиальны, мы полу-

чаем

H[1](A, q) = 1 +D1D−1 · F[1](A, q) (8)

с новым, более простым полиномом Лорана F[1](A, q).

Если продолжить эти рассуждения и обратить вни-

мание на другие N , можно получить общую структу-

ру разложения цветных полиномов по произведени-

ям независимых от узла комбинаций ZQ
R различных

дифференциалов Dk:

HK
R (A, q) =

∑

Q∈MR

ZQ
R (A, q) · FK

Q (A, q). (9)

Важным параметром дифференциального разло-

жения является дефект δK узла K. Он определяется

как степень полинома Александера, то есть специа-

лизации фундаментального полинома ХОМФТИ-ПТ

в точке A = 1:

HK
[1](A, q)

∣∣∣
A=1

=

δk+1∑

j=−δK−1

ajq
2j . (10)

Дифференциальное разложение наиболее сложно

устроено в случае ненулевого дефекта, к которому

относятся узлы-мутанты. Об общей теории диффе-

ренциального разложения пойдет речь в других ра-

ботах, здесь же мы только обсудим конкретную про-

блему, возникающую для пар узлов-мутантов.

Рассмотрим разность дифференциальных разло-

жений для полиномов ХОМФЛИ-ПТ пары узлов-

мутантов. Мы обозначим эту разность через ∆. Мож-
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но предположить, что вклад в нее вносят толь-

ко недиагональные композитные представления, та-

кие как X2 := ([2], [1, 1]) ⊕ ([1, 1], [2]) и X3 :=

([3], [2, 1]) ⊕ ([2, 1], [3]). Мы, однако, допускаем так-

же дополнительное преобразование некоторых ДР-

коэффициентов, которое остается ненаблюдаемым в

лидирующем порядке, но может внести вклад в стар-

шие представления, это преобразование мы обозна-

чим δ. В первом смешанном представлении из [7,

ур. (106)] и [27, ур. (14)–(17)] можно получить выра-

жение, зависящее от двух неизвестных функций вида

∆H[2,1] =

=
[3]

[2]2

(
D2

0︸︷︷︸
×0

+ [3]D2D−2︸ ︷︷ ︸
×{q}4[2]2·δF[1]

)
⊕ {q}4[3]2D2D−2︸ ︷︷ ︸

×(∆FX2−δF[1])

=

= {q}4 · [3]2D2
3D2D0D−2D

2
−3 ·Mt

[2,1]
. (11)

Величина δF1 обозначает возможное перераспреде-

ление коэффициентов между разными членами диф-

ференциального разложения для двух мутантов, ко-

торое при этом не влияет на правую часть выраже-

ния, однако может проявить себя в разности между

мутантами в старших представлениях. Естественно

предположить, что она равна нулю, однако мы остав-

ляем эту возможность открытой.
Аналогично, для следующего смешанного пред-

ставления

∆H[3,1] =
[4]

[3]

(

D1D0
︸ ︷︷ ︸

0

+
[4]

[2]
D3D−2

︸ ︷︷ ︸

×[2]2{q}4·δF[1]

)

⊕ {q}4[4]2[2]D3D−2
︸ ︷︷ ︸

×(∆FX2
−δF[1])

+

+
[4]

[3]2

(

D3D
2
1D0

︸ ︷︷ ︸

×0

+ [4][2]D4D3D0D−2
︸ ︷︷ ︸

×{q}4[3]2·δF[2]

)

⊕{q}4[4]2[2]D4D3D0D−2
︸ ︷︷ ︸

×(∆FX3
−δF[2])

= {q}4 · [4]2[2]D4D3D0D−2 ·Mt
[3,1]

. (12)

Теперь мы сталкиваемся со следующей проблемой:

все члены в последней строке делятся на D4, кроме

∆FX2 6= 0.

Существует по крайней мере два возможных вы-

хода из этой ситуации. Первая возможность заклю-

чается в том, чтобы допустить δF[1] 6= 0. Например,

пусть

∆FX2 = D2
3D0D

2
−3 ·Mt

[2,1]
δF[1] = D3D2D1D

2
−3 ·Mt

[2,1]

так, что ∆FX2−δF[1] = −[2]{q}2D3D
2
−3 ·Mt

[2,1]
. Тогда

мы получим:

{q}4[4]2[2]D2D−2

(
∆FX2 −

(
1− 1

[3]

)

︸ ︷︷ ︸
[4]

[3][2]

δF[1]

)
=

={q}4[4]2[2]D2D−2D3D
2
−3

(
D3D0−

[4]

[3][2]
D2D1

)

︸ ︷︷ ︸
D4D−1

[3]

·Mt
[2,1]

,

которое делится на D4. Однако теперь возникает но-

вая потенциальная проблема: мы получаем D4D−1,

а не D4D0, однако D0 с чертой может отсутство-

вать в дифференциальном разложении для ненуле-

вого дефекта. В любом случае, еще большое количе-

ство других факторов должно сойтись...

Другая возможность заключается в том, чтобы

обратить внимание на F[3,1], который не участвовал

в вышеизложенном вычислении разностей и может

отличаться для разных мутантов. В случае H[2,1] у

нас получалось ∆F[2,1] = 0, потому что эта разность

также входит в выражение для разности в прямо-

угольном представлении H[2,2], которая не различа-

ет мутантов, т.е. ∆H[2,2] = 0. Однако H[3,3] содержит

вклады от двух непрямоугольных структур, таким

образом, F[3,1] и F[3,2] могут быть ненулевыми и ком-

пенсировать друг друга в нулевой разности в прямо-

угольном представлении ∆H[3,3].

6. Заключение. Это письмо является крат-

ким изложением наших результатов для полиномов

ХОМФЛИ-ПТ узлов-мутантов. Эти полиномы и осо-

бенно разности между ними представляют большой

интерес со многих точек зрения. Нам удалось скон-

струировать разности между полиномами в пред-

ставлении R = [3, 1] для всех узлов-мутантов с 11

пересечениями. Они оказались менее структуриро-

ванными, чем ответы в случае представления [2, 1],

тем не менее зависимость от представления в них до-

статочно нетривиальная. Мы также изучили диффе-

ренциальное разложение этих разностей, связаное со

свойствами представлений, для которых они вычис-

лены. В частности, мы нашли тонкое место в диффе-

ренциальном разложении мутантов, которое требует

дальнейшего изучения в случае узлов с ненулевы-

ми дефектами. Осталось неизученым, что происхо-

дит для старших представлений.

Мы также вычислили разности между полинома-

ми узлов-мутантов в представлении [4, 2], но только

для групп Uq(SL(3)) и Uq(SL(4)), что недостаточно

для того, чтобы найти общий ответ, однако позво-

лило нам различить узлы-мутанты. Для того чтобы

найти полные инварианты ХОМФЛИ-ПТ, необходи-

мо либо применить другие подходы, либо серьезно

оптимизировать компьютерные программы.

Наша работа была частично поддержана гран-

том Фонда развития теоретической физики и

математики “БАЗИС” (Л. Бишлер, А. Миронов,

А. Морозов, Ан. Морозов, А. Слепцов), грантом
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Представлено дальнейшее развитие подхода к исследованию дефектов в совершенных кристаллах

с алмазной решеткой на основе рентгеновской топографии в квазизапрещенном отражении 222. Для
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жения 222 для исследования слабых напряжений в совершенных кристаллах.
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Введение. Как известно, в структуре алма-

за (пространственная группа Fd3m), отражения от

плоскостей 222 являются запрещенными из-за сим-

метрии. Однако ангармоничность атомных колеба-

ний и ковалентный характер межатомных связей ве-

дут к отклонениям формы электронного облака от

сферичности, что и объясняет появление в экспе-

риментах запрещенных отражений (например, 222,

442, 622 для алмаза или кремния), иногда называе-

мых “квазизапрещенными”. Изучение таких отраже-

ний является одним из немногих прямых методов

исследования распределения валентных электронов

в твердых телах [1–4]. Значительный интерес также

представляет возможность изучения влияния точеч-

ных и протяженных дефектов в кристаллах на рас-

пределение электронной плотности [5–9].

Рентгеновская топография является одним из ос-

новных неразрушающих методов исследования ре-

альной структуры кристаллов. На примере алмаза

было показано [10, 11], что рентгеновская топогра-

фия в квазизапрещенных отражениях может дать

информацию о пространственном распределении не

только протяженных, но и некоторых видов точеч-

ных дефектов, а также может быть использована

для уточнения моделей строения дефектов. С целью

1)e-mail: shiryaev@phyche.ac.ru; a_shiryaev@mail.ru

развития данного подхода в настоящей работе изуче-

ны высококачественные синтетические алмазы с раз-

личными концентрациями примесных дефектов. По-

лученные с помощью инфракрасной (ИК) спектро-

скопии карты пространственного распределения N-

и B-содержащих точечных дефектов сопоставлены с

рентгенотопографическими изображениями в разре-

шенном 111 и квазизапрещенном 222 отражениях.

Образцы и методы. В работе изучены кри-

сталлы алмаза трех типов: 1) кристаллы, в кото-

рых концентрация азота меньше 1018 см−3 (тип IIа,

“безазотные”); 2) бор-содержащий (тип IIb); 3) с

азотом в неагрегированной форме, т.е. в виде оди-

ночных замещающих атомов азота (С-дефекты, тип

Ib). ИК-спектры кристаллов приведены на рис. 1.

Концентрация примеси азота в кристалле Ib до 220

at. ppm (ppm – parts per million, использованы калиб-

ровки из [12]); концентрация нескомпенсированного

бора в кристалле типа IIb – 1–1.5 at. ppm (по калиб-

ровкам из [13]). Образцы выращены в области тер-

модинамической стабильности алмаза при давлениях

5.7–6.1 ГПа и температуре 1420–1500 ◦С. Использова-

ны ростовые системы на основе сплавов растворите-

лей Fi-Ni (алмазы типа Ib); Fe-Al и Fe-Co c добавле-

нием геттеров азота (Zr, Ti) для типов IIa и IIb. Ско-

рость роста составляла до 1–2 мг/ч. Выращивание

монокристаллов алмаза проводили методом темпе-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Характерные спектры ИК-

поглощения изученных алмазов. Кривые смещены по

вертикали для ясности

ратурного градиента с использованием аппаратуры

высокого давления типа “Тороид”. Для кристаллов

характерен кубооктаэдрический габитус, размер 4–

6 мм; вес 0.1–0.25 карат. Плотность включений, дис-

локаций и других протяженных дефектов низка, од-

нако в некоторых образцах присутствуют “конусо-

видные” дефекты [14], детально изученные в рабо-

те [15] и представляющие собой пучки дислокаций,

декорированные включениями.

Рентгеновские топограммы в максимуме кривой

качания были получены на лабораторном рентге-

новском дифрактометре ДИТОМ-М [16]. В каче-

стве источника использовалась рентгеновская труб-

ка с характеристической линией Mo Kα1 (энергия

17.478 кэВ), выделяемой монохроматором из асим-

метрично срезанного кристалла кремния (111). Рас-

стояние “монохроматор–образец” составляет 1000 мм.

Применение асимметрично срезанного кристалла с

коэффициентом асимметрии β ∼ 10 обеспечивало

необходимую ширину пучка для облучения всего ис-

следуемого кристалла алмаза. Измерения дифракци-

онного контраста производились в геометрии Лауэ.

Пространственное разрешение топограмм определя-

ется размером чувствительного элемента детектора

(ПЗС-камера) и составляет 9 мкм. В эксперименте

расстояние “образец–детектор” выбиралось как мож-

но меньше и составило порядка 30 мм, для умень-

шения рассеяния рентгеновского излучения на де-

фектах с целью усиления контрастности изображе-

ния. Время экспозиции для отражений 111 состав-

ляло 2000 с, для отражения 222 было увеличено до

6000 с, так как в этом случае интенсивность суще-

ственно ниже. Однако изображения на топограммах

в квазизапрещенном отражении 222 имеют невысо-

кую контрастность и зернистость.

Карты пространственного распределения

ИК-активных дефектов получены на Фурье-

спектрометре SpectrumOne (Perkin Elmer), осна-

щенным ИК-микроскопом AutoImage. Спектры

регистрировались с апертурой размером 50–200 мкм,

в каждой точке записано не менее 50 сканов. Для

построения карт распределения дефектов после

вычитания фоновой линии проводилась норми-

ровка поглощения на интенсивность поглощения

алмазной решеткой (волновое число 1980 см−1). Ин-

тенсивность поглощения одиночным замещающим

атомом азота (С-дефект) оценивалась по основ-

ной полосе с максимумом 1135 см−1 [12]. В случае

бор-содержащего алмаза (тип IIb) преимуществен-

но изучалось распределение полосы с максимумом

2800 см−1, соответствующей электронным переходам

на возбужденный уровень акцепторного бора.

Результаты и обсуждение. На рисунках 2–4

представлены рентгеновские топограммы образцов

и карты распределения основных примесных дефек-

тов, полученные с помощью ИК-спектроскопии. Для

алмазов типов IIa и IIb (рис. 2, 3) наблюдается каче-

ственное соответствие топограмм для двух разных

рефлексов с векторами дифракции h [111] и [222]. На

топограммах с использованием отражения 111 хоро-

шо видны пучки дислокаций, ошибки упаковки и зо-

ны пластической деформации. Те же самые дефек-

ты проявляются и на топограммах отражения 222

(рис. 2b, d, рис. 3b), однако отдельные дислокации в

пучках практически не разделяются. Потеря кон-

трастности объясняется не только низким отноше-

нием сигнал/шум, но и большой длиной экстинкции

данного отражения и, следовательно, очень высокой

чувствительностью к небольшим напряжениям [10].

В алмазе типа IIa концентрация примесных и соб-

ственных точечных дефектов слишком мала и их

вклад в интенсивность рентгеновских отражений ни-

чтожен. Более интересным является кристалл типа

IIb. Примесь бора в изученном образце распределе-

на очень неоднородно (рис. 3с), что отражает зави-

симость концентрации бора от ростового сектора ал-

маза. Интенсивность отражения 222 положительно

коррелирует с интенсивностью полосы 2800 см−1 в

ИК спектрах (рис. 3b, c). Однако максимальная кон-

центрация нескомпенсированного бора в изученном

образце не превышает 1.5 at. ppm. Хотя фактически

оценивается разность концентраций бора и азота,

отсутствие заметного поглощения азотными дефек-

тами позволяет утверждать, что общая концентра-
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Рис. 2. Сравнение рентгеновских топограмм образца алмаза типа IIa при разных углах поворота кристалла: (а), (c) –

отражение (111); (b), (d) – отражение (222). Вектор дифракции направлен вверх

Рис. 3. (Цветной онлайн) Сравнение рентгеновских топограмм образца алмаза типа IIb: (а) – отражение (111); (b) –

отражение (222). Вектор дифракции направлен вверх. На рис. (а) квадратом показана область ИК-карты (с). (c) –

Карта распределения интенсивности ИК полосы 2800 см−1. ИК поглощение пропорционально интенсивности желтого

цвета

ция примесных дефектов в изученном образце так-

же не превышает единиц ppm. С учетом близости

атомных радиусов бора и углерода такие концентра-

ции примеси не могут существенно влиять на ин-

тенсивность рентгеновских отражений. Таким обра-

зом, особенности топограммы в отражении 222 для

данного образца объясняются различиями совершен-

ства кристаллической решетки в различных росто-

вых секторах алмаза, а не распределением примес-

ных дефектов.

Неожиданным результатом является равномер-

ность распределения интенсивности отражения 222

для алмаза с С-дефектами (тип Ib) (рис. 4). Имен-

но эти дефекты заметно влияют на параметр решет-

ки алмаза и вносят существенные возмущения в рас-

пределение электронной плотности [17], что позволи-

ло выявить корреляции между их пространственным

распределением и топограммами в отражении 222 в

работе [11]. Хотя в изученном кристалле выявлена

как яркая секториальная неоднородность распреде-

ления С-дефектов (рис. 4f), так и присутствие дис-

локаций (рис. 4а, с, е), на топограммах в отражении

222 наблюдается лишь довольно равномерное почер-

нение. По всей видимости, это несоответствие явля-

ется следствием небольших по абсолютной величине

напряжений, возникающих в объеме всего кристал-

ла из-за разницы параметра решетки кубических и

октаэдрических секторов алмаза. Хотя эти напряже-

ния не проявляются на топографии в отражении 111,

высокая чувствительность (квази)запрещенных от-

ражений именно к слабым напряжениям объясняет

их проявление в виде равномерного почернения на

топограмме 222. В работе [11] изучались тонкие ал-

мазные пластины, вырезанные в направлении (110).
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Сравнение рентгеновских топограмм образца алмаза типа Ib при разных углах поворота кри-

сталла: (а), (c), (e) – отражение 111; (b), (d) – отражение 222. Вектор дифракции направлен вверх. Квадрат на рис. (е)

соотвествует области ИК карты (f). (f) – Карта распределения интенсивности ИК-полосы 1135 см−1. ИК поглощение

пропорционально интенсивности желтого цвета

В этом случае вклад межсекториальных напряжений

уменьшается, что и позволило выделить вклад то-

чечных дефектов. Следует отметить, что вывод ра-

боты [18] об отсутствии влияния дефектов на интен-
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сивность запрещенных отражений в кремнии может

быть объяснен именно особенностями подготовки об-

разцов.

Выводы. Проведенное изучение алмазов различ-

ных типов (IIa, IIb, Ib) показало высокую чувстви-

тельность метода рентгеновской топографии при ис-

пользовании квазизапрещенного отражения 222 к

слабым напряжениям, создаваемым различными де-

фектами в совершенных кристаллах. Для некото-

рых образцов выявлена неоднородность распреде-

ления интенсивности квазизапрещенных отражений

по сечению кристаллов, вызванная протяженными

и, в ряде случаев, точечными дефектами. Установ-

лено, что большая длина экстинкции запрещенных

отражений накладывает существенные ограничения

на выбор образцов для исследования, так как да-

же небольшие напряжения могут существенно сни-

жать информативность метода. Для многих образ-

цов выявлена неоднородность распределения интен-

сивности квазизапрещенных отражений по сечению

кристаллов, вызванная протяженными и, в ряде слу-

чаев, точечными дефектами. Таким образом, при-

менение таких отражений для анализа распределе-

ния электронной плотности, структурных факторов

и других прецизионных исследований требует тща-

тельного подбора образцов для минимизации вклада

дефектов.

Работа выполнена при поддержке Министерства

науки и высшего образования в рамках выполнения

работ по Государственному заданию ФНИЦ “Кри-

сталлография и фотоника” РАН в части проведения

рентгеновских экспериментов и интерпретации полу-

ченных данных.
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В работе исследована схема многорезонаторной квантовой памяти, основанная на системе из че-

тырех взаимодействующих резонаторов, связанных через общий резонатор с внешним носителем при

помощи переключаемой связи. Используя алгебраические методы, оптимизированы параметры резона-

торов и частотный спектр изучаемой системы, при которых показана возможность высокоэффективного

управляемого обратимого переноса информации в квантовую память с произвольным долгим хранением.

Обсуждаются возможные применения разрабатываемой схемы для квантового процессинга.
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Введение. Работы по созданию высокоэффек-

тивной квантовой памяти (КП), работающей в

оптическом и микроволновом диапазоне частот,

вызывают растущий интерес в связи с необходи-

мостью решения широкого круга задач в сфере

квантовых информационных технологий [1]. Особое

внимание привлекает проблема создания полномас-

штабного многокубитового квантового компьютера,

использующего сверхпроводящие кубиты, создание

которого затрудняется относительно малым вре-

менем жизни сверхпроводящих кубитов, которое

ограничено сверху временем ∼ 100 мкс [2–4]. Вместе

с тем, появление такого компьютера представляется

возможным при использовании многокубитовой КП,

обладающей значительно большим временем жизни.

В настоящее время отсутствует КП, параметры

которой удовлетворяли бы требованиям, необходи-

мым для использования в квантовом компьютере,

хотя есть основания полагать, что такая КП может

быть создана, если в качестве носителей кван-

товой информации использовать микроволновые

резонаторы, обладающие большой добротностью и

способные увеличить время жизни кубитов до де-

сятков миллисекунд. Другим многообещающим, но

более сложным подходом к созданию КП представ-

ляется использование электрон-ядерных спиновых

ансамблей, которые могут сохранять квантовую

информацию в течение единиц и сотен секунд [5, 6].

В создании КП ключевой проблемой остается ре-

ализация управляемого высокоэффективного интер-

фейса (ВИ) [7, 8], призванного обеспечивать обрати-

1)e-mail: s.a.moiseev@kazanqc.org; nperminov@kazanqc.org

мый перенос кубитов (ниже микроволновых фото-

нов) из волноводного тракта, или квантовых процес-

соров в КП с последующим восстановлением фото-

нов в произвольный момент времени. Ниже мы изу-

чаем возможность реализации высокоэффективной

широкополосной резонаторной КП, способной также

выступать в роли ВИ для различных схем квантовой

памяти.

Создание ВИ налагает ряд требований на пара-

метры микроволновых фотонов и стационарных ку-

битов, на способы реализации их взаимодействия и

приводит к необходимости решения соответствую-

щих задач квантовой динамики. Так, использование

высокодобротного микроволнового резонатора в ка-

честве КП [9, 10] допускает эффективные операции

только с однофотонными волновыми пакетами спе-

циальной (экспоненциально нарастающей) времен-

ной формы [11], что экспериментально продемон-

стрировано для микроволновых фотонов с эффек-

тивностью 99.41 % и квантовой точностью сохране-

ния исходного состояния 97.4 % [9]. Однако слож-

ность в приготовлении специальной временной фор-

мы волновых пакетов и конечное время срабаты-

вания переключателя [10] накладывает серьезные

практические ограничения в работе такой памяти.

Также большие трудности возникают в достижении

эффективности переноса> 99.9 % при использовании

такой КП. Эти проблемы определяют важность по-

иска более совершенных подходов к созданию КП на

высокодобротных резонаторах.

В настоящей работе мы следуем подходу, пред-

ложенному недавно в наших работах [12–14], где по-

казано, что система связанных резонаторов, облада-
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ющая заданной спектральной структурой резонанс-

ных линий способна выполнять роль ВИ при работе

с широкополосными световыми и микроволновыми

импульсами произвольной временной формы. Эти

преимущества возникают благодаря возможности со-

гласования импедансов КП и внешнего волновода

в широком спектральном диапазоне частот работы

КП. Вместе с тем, время восстановления сигнального

микроволнового импульса в работах [12–14] было за-

фиксировано временной задержкой T = 2π/∆, ана-

логично AFC протоколу [15] (см. также работу [16],

где впервые было предложено формирование сигна-

лов эха в системе осцилляторов, обладающих пери-

одическим набором частот). Ниже мы рассматрива-

ем схему КП на системе из четырех взаимодейству-

ющих резонаторов, связанную с внешним носителем

(квантовым процессором) через управляемый во вре-

мени переключатель и исследуем возможность уве-

личения времени жизни такой КП от характерных

значений T1 = 2π/∆ до времен в несколько единиц

T1. Мы оптимизируем параметры и частотные харак-

теристики такой КП для получения обратимой ди-

намики и сверхвысокой эффективности работы КП

в режиме увеличенного времени хранения, что тре-

буется для использования в квантовом компьютере.

Теоретическая модель. Изображенная на

рис. 1 предлагаемая схема КП включает 4 резо-

натора, 3 из которых (x1,2,3(t)) связаны с общим

резонатором y1(t), соединенным через контро-

лируемую связь k(t) с внешним резонатором

(сверхпроводящим сигнальным кубитом) y2(t).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема четырехрезонаторной

КП, соединенной через переключатель с внешним ре-

зонатором

Учитывая высокую добротность резонаторов, мы

пренебрегаем затуханием в уравнениях движения

изучаемой системы на временах t ≪ 2Q/(∆n + ∆0)

(Q – добротность, (∆n +∆0) – частоты резонаторов

(n = 1, 2, 3)), и, используя Гамильтониан

H = ∆0

∑

m=1,2

a†mam +
∑

n=1,3

(∆n +∆0)b
†
nbn +

+ [k(t)a†1a2 + f1a
†
1b2 + f2a

†
1(b1 + b3) + h.c.], (1)

записанный в частотных единицах (где ∆1 = −∆,

∆2 = 0, ∆3 = ∆, а f1 и f2 – постоянные свя-

зи трех резонаторов с общим резонатором,

∆0 – частоты общего и внешнего резонато-

ра), получим для амплитуд волновой функции

|Ψ(t)〉 = [
∑

m ym(t)a†m +
∑

n xn(t)b
†
n]|0〉, соответству-

ющей однофотонному возбуждению в изучаемой

системе, следующую систему линейных уравнений:

[∂t + i∆]x1(t) + if2y1(t) = 0, ∂tx2(t) + if1y1(t) = 0,

[∂t − i∆]x3(t) + if2y1(t) = 0,

∂ty1(t) + ik(t)y2(t) + if1x2(t) + if2[x1(t) + x3(t)] = 0,

∂ty2(t) + ik(t)y1(t) = 0, (2)

где |0〉 – основное состояние мод резонаторов. В

работе [10] в качестве переключателей использова-

лись джозефсоновские контакты, где анализирова-

лась применимость управляемой во времени связи

k(t) между резонаторами.

Обратимая динамика и оптимизация
свойств КП. В рассматриваемой задаче мы изу-

чаем условия реализации высокоэффективного

обратимого переноса возбуждения из сигнально-

го кубита в резонаторы КП, полагая начальное

состояние y2(0) = 1, y1(0) = x1,2,3(0) = 0. Для

строго обратимой динамики требуется соблюдение

условия кратности [17] или эквидистантности [13–16]

собственных частот системы взаимодействующих

резонаторов. Мы интересуемся двумя режимами

работы КП. Режим сохранения квантовой информа-

ции имеет место при отключении КП от сигнального

кубита, когда k(t > trec) = 0 (trec – время загрузки

сигнального кубита в КП), а режим загрузки ха-

рактеризуется ненулевой постоянной константой k,

подлежащей определению.

Работа рассматриваемой КП требует одновремен-

ной оптимизации параметров всей системы в каждом

из двух режимов. Свободных параметров в рассмат-

риваемой общей задаче оптимизации недостаточно,

чтобы строго удовлетворить обратимости одновре-

менно сразу для нескольких режимов использования

КП. В зависимости от последовательности оптими-

зации разных режимов можно получать различные

параметры и результаты качества оптимизации для
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость вероятности возбуждения E(t) в различных резонаторах для одного цикла

хранения: E[x2](t) – красная линия, E[x1](t) – синяя линия (совпадает с E[x3](t)), E[y1](t) – зеленая линия

каждого из режимов и для работы всей системы в

целом, так что возможность полной оптимизации не

очевидна. Так как режим хранения информации (в

отличие от режима загрузки) может представлять

собой множество циклов, то неточности оптимиза-

ции стадии хранения могут накапливаться на каж-

дом цикле и способны сильнее сказываться на эф-

фективности работы системы. Поэтому мы начнем

оптимизацию со стадии хранения в КП при отклю-

ченной связи (k = 0). Это стадия должна обеспечи-

вать высокую обратимость КП для различных вре-

мен хранения информации T = T1, 2T1, 3T1, ..., qT1
(T1 – один цикл стадии хранения), пока связь общего

резонатора с внешним резонатором не будет восста-

новлена.

Стадия хранения (k = 0). Для получения обра-

тимой динамики в течение многих циклов q = 2, 3, ...

мы накладываем условие кратности частот в системе

взаимодействующих резонаторов. Ниже мы требуем,

чтобы собственные частоты 4-х взаимодействующих

резонаторов были кратны (не эквидистантны) и име-

ли вид ωn = [−4,−1, 1, 4], что отлично от оригиналь-

ного AFC-протокола [15], где частоты строго экви-

дистантны. В этом случае из анализа уравнений (2)

при k = 0 получим следующие условия на исходные

свободные параметры системы:

∆ = [[25− 2f2
2 ]

1/2 + [9− 2f2
2 ]

1/2]/2,

f1 = [[25− 2f2
2 ]

1/2 − [9− 2f2
2 ]

1/2]/2.
(3)

Наличие 4-х частот означает, что взаимодействие

между резонаторами снимает исходное вырождение

частот двух резонаторов y1, y2, формируя кратное

распределение частот с масштабным фактором 1.5

в разнице соседних собственных частот. Задавшись

при этом начальным состоянием амплитуд в блоке

КП вида: x1(0) = x3(0) = y1(0) = 0, x2(0) = 1, для

вероятности возбуждения микроволнового фотона в

резонаторах КП E[x1,2,3] = |x1,2,3(t)|2 в течение од-

ного цикла хранения получим динамику, изображен-

ную на рис. 2.

Как видно на рис. 2, состояние системы с высо-

кой точностью возвращается в первоначальное при

t = 2π. Примечательно, что вблизи момента времени

t = π получившееся возбуждение распределено толь-

ко между модами трех резонаторов x1, x2, x3 (для

любого выбора f2 при выполнении условия (3)). В

этом случае моды 4-х резонаторов КП переходят в

состояние, близкое к так называемому “темному” со-

стоянию, когда амплитуды возбуждения трех резона-

торов удовлетворяют условию x2(t) ≈ −2x1(t)f2/f1
(где учтено x1(t) = x3(t)) в течение всего временного

плато вблизи t = π, при котором мода общего ре-

зонатора практически не возбуждается (y1(t) ≈ 0 и

∂ty1(t) ≈ 0), несмотря на ее взаимодействие с мода-

ми x1, x2, x3. Это так называемое состояние кутри-

та |Ψ(π)〉 =
∑

n xn(π)b
†
n]|0〉 относительно медленно

меняется во времени вблизи t = π, пока с высокой

точностью соблюдаются фазовые соотношения меж-

ду резонансными модами x1, x3 и x2, но последние

постепенно изменяются во времени в силу частотной
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расфазировки. Однако если в момент времени t = π

все исходные частоты резонаторов сделать одинако-

выми ∆(t) → 0, то сформировавшееся “темное” со-

стояние будет сохраняться на большее время, опре-

деляемое в пределе лишь добротностью резонаторов.

Отметим, что рассмотренный сценарий работы

резонаторов допускает реконфигурацию за счет из-

менения свободного параметра f2 (при сохранении

условий (3)). При этом вблизи t = π также будет

возникать соответствующее квазиравновесное “тем-

ное” состояние, но с новым измененным распределе-

нием энергии между модами резонатора x1, x2, x3,

удовлетворяющими условию x2 ≈ −2x1f2/f1. В этой

работе мы не приводим явные формулы для дли-

тельности временного плато и возможные значения

f1, f2, которые достаточно сложны и позволяют кон-

тролировать значение E[x2](t = π) приблизительно

в пределах от 0.3 до 1. Например, при f2 = 1.8687:

∆ = 2.8322, f1 = 1.4124 создается состояние кутри-

та с амплитудами x1 ∼= x3 ∼= −21/2/4, x2 ∼= 31/2/2

при t = π, которое определяет кратное деление веро-

ятности распределения исходного состояния между

тремя резонаторными модами x1, x2, x3 в отноше-

нии 1 : 6 : 1.

Наличие плато дает важную для практической

реализации возможность использовать центральный

резонатор y1 с относительно меньшей добротно-

стью и позволяет относительно медленно вклю-

чать/выключать связь k(t) этого резонатора с внеш-

ним резонатором (кубитом). Более того, в этот пери-

од времени открывается возможность запускать в ре-

зонаторы КП дополнительное излучение, не выпус-

кая наружу уже запасенную в КП энергию. В этих

условиях многорезонаторный блок КП (являющий-

ся многоуровневой системой, как и ее отдельный ре-

зонатор) допускает специфическое когерентное сло-

жение и интерференцию квантовых состояний раз-

ных логических кубитов, что представляет интерес

использовать его в квантовых вычислениях и метро-

логии.

Стадия загрузки (k 6= 0). Далее, мы оптимизи-

руем систему резонаторов при связи с внешним резо-

натором (k = сonst 6= 0). Для обеспечения временной

обратимости в загрузке и восстановления сигнально-

го поля, мы вновь накладываем условие кратности

собственных частот в виде ωn/s = [−n1,−1, 0, 1, n1]

теперь уже для 5-ти частичной квантовой системы

(где s – некоторый масштабный фактор (не обяза-

тельно рациональный), а n1 – некоторое рациональ-

ное число). Это условие можно учесть через резуль-

таты алгебраических систем [17], контролирующих

условия разрешимости системы уравнений (2), и по-

лучим условие на f2, как функцию от параметра свя-

зи k:

f2
2 =

(
(16− n2

1 − k2n2
1)(k

2n2
1 + 16n2

1 − 1)×

× (k2 − 16n2
1 + 1)(k2 − n2

1 + 16)
)/(

(2k2(n2
1 + 1)2 ×

× (n2
1(k

2 + 17)2 − 16(n2
1 + 1)2))

)
. (4)

Оптимальные параметры для переноса состояния из

блока памяти в y2 имеют вид: [k,∆, f1, f2, s, n1] =

= [1.4247, 2.8322, 1.4124, 1.8687, 1.0352, 4]. Таким об-

разом, пятирезонаторная система вновь покрывает

широкий спектральный интервал и характеризуется

кратными частотами, при этом новая линия встра-

ивается в центр спектра, “вызывая” расталкивание

боковых линий с масштабным фактором 1.0352. При

этих параметрах, определяемых соотношениями (2)

и (4), через время 3π/s происходит почти полная за-

грузка энергии из внешнего резонатора y2 в один

резонатор КП с модой x2, при которой эффектив-

ность переноса E[x2] = |x2(t = 3π/s)|2 = 0.99977 при

y2(0) = 1. Без переключения через t = 6π/s получим

почти полное обращение энергии с эффективностью

η = (0.99977)2 ∼ 0.9995 (см. рис. 3), что вполне отве-

чает требованиям квантового компьютера.

Особенностью динамики, изображенной на рис. 3,

является то, что в момент полной загрузки t = 3π/s

энергия из внешнего резонатора y2 полностью пере-

ходит в резонатор с модой x2, тогда как моды других

резонаторов x1, x3 становятся пустыми в этот мо-

мент времени. Вместе с тем, наличие резонаторов x1,

x3 делает возможным формирование широкого пла-

то вблизи момента времени t = 3π/s. Опустошение

резонаторов (x1, x3) и (y1, y2) вблизи t = 3π/s от-

крывает возможность динамического подключения

через них внешних устройств, что расширяет функ-

циональные возможности предложенной схемы КП.

Таким образом, используя (2) и (4), для стадии

загрузки найдено значение постоянной связи k =

= 1.4247, при котором исходные четыре линии с

соотношением частотных интервалов между ними

[3 : 2 : 3] дополняются (благодаря связи k(t)) 5-й

линией в центре спектра, что дает соотношение ча-

стотных интервалов [3 : 1 : 1 : 3]. Данная структура

линий позволяет реализовать эффективную загруз-

ку сигнального поля в КП, которая характеризуется

широким рабочим спектральным интервалом частот.

Как это видно на рис. 3, после завершения загрузки

входные моды y1 и y2 становятся опустошенными на

некоторое время, в течение которого возникает воз-

можность отключить связь между модами y1 и y2
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость вероятности возбуждения E(t) в резонаторах для одного полного цикла обра-

щения без переключения: E[y2](t) – красная линия, E[x2](t) – синяя линия, E[x1](t) – зеленая линия

и не вносить существенных возмущений в КП, ко-

гда в ней возбуждается лишь x2, что заметно лучше

использования переноса экспоненциально нарастаю-

щей моды в однорезонаторной КП, требующей ис-

пользования теоретически мгновенного переключа-

теля [9, 10].

Обсуждение и перспективы. В работе была

исследована схема многорезонаторной КП с пере-

ключателем, которая демонстрирует богатые функ-

циональные возможности для сохранения сигналь-

ных фотонов и позволяет удобно (не слишком быст-

ро) подключать КП к внешним устройствам. Опти-

мизация собственных частот показала возможность

получения высокоточной обратимой динамики и эф-

фективности переноса возбуждений одновременно в

двух режимах работы КП. Режим с постоянной свя-

зью позволяет обеспечить полную загрузку и сохра-

нение сигнала за конечное фиксированное время, а

использование режима с переключением связи поз-

воляет сохранять входное поле в течение большого

числа циклов хранения.

Кроме того, предложенная схема КП позволяет

разным частям схемы взаимодействовать с различ-

ными элементами квантового компьютера (долгожи-

вущие спиновые системы, волноводные шины, про-

цессоры, генераторы состояний), что является пред-

метом последующих исследований. При этом сама

схема обладает гибкостью в настройке собственных

частот для хорошего спектрального совмещения с

другими устройствами, что важно для практическо-

го использования.

Отметим также, что резонаторные системы пока-

зали эффективные возможности использования в ре-

жиме генераторов запутанных состояний [18], в каче-

стве многокубитовых гейтов [19] и многочастичных

квантовых симуляторов [20] благодаря наличию бо-

гатой динамики в системе многих тел. Предложенная

схема КП допускает различные режимы соединения

с внешними устройствами, которые возникают благо-

даря практически полной локализации возбуждения

на конечное время на выбранном резонаторе. Также

многорезонаторная схема КП допускает различную

реконфигурацию (перестройку) своих параметров, в

том числе и на стадии хранения, если имеется допол-

нительная возможность контроля внутренних пара-

метров связи между резонаторами и частотами ре-

зонаторов в блоке КП. На наш взгляд, несомненный

интерес представляет реализация предложенной КП

на системе оптических резонаторов, в частности, на

компактных Фабри–Перо резонаторах, позволяющих

универсальную перестройку параметров микрорезо-

наторной ячейки со значительным усилением взаи-

модействия моды поля с атомами [21].

Работа выполнена при частичной финансовой

поддержке в рамках темы лаборатории “Интеграль-

ная квантовая оптика” Казанского квантового цен-

тра КНИТУ – КАИ (построение модели и анализ

результатов), частично поддержана в рамках бюд-

жетной темы лаборатории Квантовой оптики и ин-

форматики КФТИ – ФИЦ КазНЦ РАН (алгебраи-

ческие методы оптимизации квантовых систем), а

также частично при финансовой поддержке гран-
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та Российского фонда фундаментальных исследова-

ний # 18-42-160007 (численное моделирование дина-

мических свойств многофункциональной квантовой
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Детектирование побочного излучения передающей аппаратуры является дополнительным источни-

ком информации о передаваемых ключах. Детектирование побочного излучения в отличии от вторжения

в квантовый канал связи не приводит к возмущению информационных состояний и ошибкам на при-

емной стороне. Оценка величины утечки информации по побочному каналу является принципиально

необходимой для обеспечения криптографической стойкости систем квантовой криптографии. В работе

приведен простой квантовый вывод величины утечки информации по побочному квантовому каналу с

гауссовским шумом. Предложенный метод не ограничивается каналом с гауссовским шумом и применим

для других типов побочных каналов утечки информации.

DOI: 10.31857/S1234567820090062

1. Введение. Побочные каналы утечки инфор-

мации являются одним из эффективных способов по-

лучения информации, когда нет прямого доступа к

передающей и приемной аппаратуре. Применительно

к системам квантовой криптографии, кроме вторже-

ния в квантовый канал связи, по которому передают-

ся информационные квантовые состояния, подслу-

шиватель может детектировать побочное электро-

магнитное излучение, связанное с работой переда-

ющей аппаратуры. Побочное излучение коррелиро-

вано с работой аппаратуры, точнее говоря, с приго-

товлением состояний, отвечающих логическому биту

0 и логичекому биту 1, что приводит к разному по-

бочному излучению. Принципиальное отличие детек-

тирования побочного излучения от атаки непосред-

ственно на информационные состояния в квантовом

канале связи, состоит в том, что детектирование по-

бочного излучения позволяет получать информацию

о передаваемых ключах и при этом не производить

ошибок на приемной стороне.

Поскольку структура квантовых состояний, по-

сылаемых с передающей станции в квантовый ка-

нал связи известна, то при атаке непосредственно на

квантовые состояния в канале связи фундаменталь-

ные законы квантовой механики позволяют связать

наблюдаемую ошибку на приемной стороне с верх-

1)e-mail: sergei.molotkov@gmail.com

ней границей утечки информации к подслушивате-

лю. Структура состояний в побочном канале из-за

макроскопически большого числа степеней свободы

аппаратуры, приводящей к побочному излучению,

точно неизвестна, поэтому невозможно обойтись без

модельных предположений о структуре состояний в

побочном канале.

После того как побочное излучение покидает ис-

точник информации (например, передающую стан-

цию) и достигает подслушивателя, к исходному по-

бочному сигналу примешиваются внешние шумы, ко-

торые также имеют огромное число степеней свобо-

ды, и которые также точно неизвестны.

Далее, имея в виду приложение к квантовой

криптографии, будем рассматривать бинарный слу-

чай, когда передающая аппаратура – источник ин-

формации приготавливает случайным образом 0 и

1. С формальной точки зрения первичный источник

информации связан с подслушивателем через внеш-

нюю среду, которая искажает первичный побочный

сигнал. Такая связь в классическом случае означа-

ет, что источник информации связан с подслушива-

телем бинарным классическим каналом связи с ис-

кажениями. Из-за огромного числа степеней свобо-

ды внешней среды, наложение множества случайных

независимых величин приводит к гауссовскому рас-

пределению суммы случайных величин. По этой при-

чине, естественным приближением для такого кана-
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Рис. 1. (a) – Схематически показана генерация первичной информации 0 и 1. Символически показаны базичные функ-

ции вытянутого сфероида, локализованные во временном окне [0, T ] наблюдения подслушивателем в каждом такте

сигнала в побочном канале. (b) – Условные вероятности при регистрации подслушивателем искаженных первичных

сигналов, отвечающих 0 и 1. Состояния различаются по принципу максимального правдоподобия. Принимается то

решение, 0 или 1, при измерении энергии сигнала, для которого вероятность при данной измеренной энергии больше.

Заштрихована область энергий, при которых приинимается решение о сигнале 0

ла с искажениями является приближение бинарно-

го аддитивного гауссовского канала с белым шумом

(BAWNGC – Binary Additive White Noise Gaussian

Channel).

Точную структуру побочного сигнала невозмож-

но контролировать, все, что возможно контролиро-

вать, так это интенсивность сигнала в разных спек-

тральных диапазонах. Такой контроль достигается

экранированием аппаратуры. В классическом случае

побочный сигнал, который достигает подслушивате-

ля, считается классическим сигналом. Применитель-

но к квантовой криптографии такой подход является

недостаточным и неудовлетворительным, по крайней

мере, двум причинам. Первая причина – искажен-

ный сигнал при достаточном экранировании может

иметь предельно низкую интенсивность, фактически

является квантовым состоянием, поэтому классиче-

ское рассмотрение неприемлемо. Вторая причина –

подслушиватель может проводить совместные кол-

лективные измерения как квантового состояния в по-

бочном канале, так и квантовых информационных

состояний в квантовом канале связи. Как извест-

но, теоретически возможный максимум информации

– фундаментальная верхняя граница информации –

информация Холево [1–3], которая может быть по-

лучена из ансамбля квантовых состояний, достига-

ется на коллективных измерениях. По этим причи-

нам требуется квантовое рассмотрение состояний в

побочном канале.

Цель данной работы – дать метод описания верх-

ней границы утечки информации по побочному ка-

налу в зависимости от “интенсивности” состояния,

более точно, среднего числа фотонов в состоянии.

Рассмотрение совместной атаки на информационные

квантовые состояния в квантовом канале связи и де-

тектирование квантового побочного излучения, из-за

ограниченности места будет приведено в отдельном

сообщении.

Сначала кратко напомним классическую поста-

новку задачи при детектировании побочных сигна-

лов, а затем дадим квантовое описание, а также

связь классического и квантового рассмотрения.

2. Классический случай, канал BAWGNC.
Имея в виду приложение к квантовой криптографии,

будем считать, что первичный источник информа-

ции – аппаратура генерирует случайным образом в

каждом такте логические 0 и 1 (см. рис. 1). В ре-

альной ситуации приготовление 0 и 1 электронной

аппаратурой происходит приложением импульса на-

пряжения разной величины на фазовый модулятор,

что приводит к первичному побочному сигналу раз-

ной интенсивности. После прохождения первичного

сигнала через среду спектр исходного сигнала приоб-

ретает гауссовский вид для 0 и 1 (хотя выбор гауссов-

ского вида сигнала, как будет видно ниже, не явля-

ется ограничительным, можно выбрать любой дру-

гой вид). Спектр искаженного побочного сигнала, ко-

торый достигает подслушивателя, является гауссов-

ским, центрированным в окрестности исходной энер-

гии сигналов для 0 и 1 (см. рис. 1b). В классическом

случае считается, что энергия сигнала равна квад-

рату амплитуды сигнала [4, 5]. Пусть амплитуда сиг-

нала есть y, тогда наблюдаемый сигнал подслуши-

вателем для 0 и 1 центрирован в окрестности энер-

гий y0 =
√
−Es и y1 =

√
Es. Начало отсчета энергии

не имеет значения, важно только расстояние между

энергиями сигнала для 0 и 1 (см. ниже).

Детектирование искаженного сигнала подслуши-

вателем формализуется условными вероятностями.

В результате измерений подслушиватель видит рас-
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пределение энергии сигналов. Условные вероятности

имеют вид

p(y|a) = 1√
2πσ2

e−
(y−a)2

2σ2 ,

p(y| − a) = 1√
2πσ2

e−
(y+a)2

2σ2 ,

(1)

где для краткости введено обозначение a =
√
Es, σ –

дисперсии сигналов для 0 и 1 после прохождения сре-

ды, которые, для того, чтобы не загромождать вы-

кладки, будем считать одинаковыми (обобщение на

общий случай не представляет проблем). Априорные

вероятности в квантовой криптографии, с которыми

передающая аппаратура посылает в канал 0 и 1, счи-

таем одинаковыми, p(a) = p(−a) = 1
2 .

Сигналы из-за перекрытия по спектру (см.

рис. 1b) различаются подслушивателем с некоторой

вероятностью ошибки. Обычно в классическом слу-

чае различение сигналов происходит по максимуму

правдоподобия. При наблюдении выбирается тот

сигнал, у которого вероятность больше (см. рис. 1b).

Для ошибки различения получаем

P (Err|x = −a) = 1√
2πσ2

∞∫

y

dre−
(r+a)2

2σ2 = Q

(
y + a

σ

)
,

(2)

где y – значение, при котором условные вероятности

для сигнала y = a и y = −a сравниваются. Аналогич-

но для ошибки различения сигнала с x = a получаем

P (Err|x = a) = 1− P (Err|x = −a). (3)

Средняя вероятность ошибки с учетом априорных

вероятностей посылки сигналов, с учетом (1)–(3),

равна

P (Err) = P (Err|x = a)p(a) + P (Err|x=−a)p(−a) =

= Q
(√

Es

2σ

)
= Q

(√
Es

Nnoise

)
, (4)

где учтено, что состояния посылаются равновероят-

но, и в стандартных обозначениях дисперсия сигна-

лов выражена через интенсивность шума σ2 = Nnoise

2 .

При стремлении Es

Nnoise

→∞ – энергия исходного сиг-

нала велика по отношению к шуму, ошибка различе-

ния состояний в побочном канале стремится к ну-

лю – состояния различаются подслушивателем до-

стоверно. При стремлении Es

Nnoise

→ 0 – малая ин-

тенсивность сигнала по отношению к шуму, вероят-

ность ошибки различения стремится к вероятности

простого угадывания, в побочном канале состояния

невозможно различить.

В контексте криптографии, более значимой вели-

чиной является не ошибка различения сигналов в по-

бочном канале, а количество информации, которую

подслушиватель может получить из побочного кана-

ла. Такой величиной является взаимная информация

I(X ;Y ) (см. детали в [4, 5]). Неформально взаимная

информация дает информацию в битах в пересчете

на каждую посылку состояний, которую может полу-

чить подслушиватель о случайной величине, прини-

мающей значения x = −a, a, когда подслушиватель

имеет доступ к случайной величине y с распределе-

ниями (1). С учетом (1) для взаимной информации

получаем

I(X ;Y ) =

∫ ∑

x=−a,a

p(x, y) log

(
p(x, y)

p(x)p(y)

)
dy =

=

∫ ∑

x=−a,a

p(y|x)p(x) log
(

p(y|x)∑
x′ p(y|x′)p(x′)

)
dy. (5)

При равновероятном распределении 0 и 1 получаем

I(X ;Y ) =
1

2

∫
dy

{
p(y|0) log

(
2p(y|0)

p(y|0) + p(y|1)

)
+

+ p(y|1) log
(

2p(y|1)
p(y|0) + p(y|1)

)}
. (6)

Формулы (5), (6) дают утечку информации для клас-

сических сигналов. Состояния в побочном канале мо-

гут иметь предельно низкую интенсивность, по этой

причине классическое описание становится неприем-

лемым. Кроме того, в контексте утечки информа-

ции в квантовой криптографии, кроме побочных ка-

налов, имеется канал утечки при атаке на кванто-

вые информационные состояния в квантовом канале.

Для этих состояний используется квантовое описа-

ние. Поскольку подслушиватель может использовать

совместную атаку на информационные состояния и

состояния в побочном канале, то необходимо иметь

квантовое описание утечки информации в побочном

канале.

3. Постановка задачи в квантовом случае.
Для описания квантовых состояний в побочном ка-

нале необходимо выбрать набор базисных функций,

по которым будет раскладываться квантовое состо-

яние. Таким естественным набором базисных функ-

ций являются функции вытянутого сфероида. Под-

слушиватель измеряет состояния во временном окне

в каждом такте (см. рис. 1a). Считаем, что длитель-

ность τ первичного состояния в аппаратуре в каж-

дом такте существенно меньше длительности так-

та T , τ ≪ T . Применительно к системам кванто-

вой криптографии, это именно так, поскольку харак-
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Рис. 2. (a) – Схематически показана степень локализации базисных функций вытянутого сфероида (8), (9) во времен-

ном окне наблюдения [0, T ] в зависимости от параметра ΩT . (b) – Величина утечки информации по побочному каналу

в битах в пересчете на один такт как функция отношения M
σM

при различных отношениях “сигнал-шум” M
σM

– среднего

числа фотонов к дисперсии. Параметр M
σM

для кривых 1–4 следующий: 1 – 0.5; 2 – 0.2; 3 – 0.1; 4 – 0.05

терные времена τ ≈ 10−9 с, а 1/T ≈ 10 ÷ 100МГц

(τ/T ≈ 10−1 ÷ 10−2). Удобно ввести характерную

ширину спектра первичного состояния Ω = 1
τ , т.е.

ΩT ≫ 1. Удобно выбрать базисные функции макси-

мально локализованными во временном окне [0, T ].

Условие максимальной локализации сигнала во вре-

менном окне [0, T ]

max
ω∈[0,Ω]

∫ T

0

x2(t)dt, (7)

приводит к известному интегральному уравнению

для (см. детали в [6–8])

λn(c)φn(t, c) =
1

π

T∫

0

sin[Ω(t− t′)]
t− t′ ϕn(t

′, c)dt′, 2c = ΩT.

(8)

Решением являются функции вытянутого сфероида

[6–8]. При разных n и n′ функции ортогональны как

на конечном [0, T ], так и на бесконечном (−∞,∞)

интервалах,

∫ T

0

φn(t, c)φn′(t, c)dt = λn(c)δn,n′ ,

∫ ∞

−∞
φn(t, c)φn′(t, c)dt = δn,n′ .

(9)

Степень локализации во временном окне [0, T ] (6)

собственной функции (9) с номером n уравнения (8)

дается ее собственным числом

∫ T

0

φ2n(t, c)dt = λn(c). (10)

Для дальнейшего удобно перейти к нормированным

на отрезке функциям
√
λn(c)ϕn(t) = φn(t, c), пара-

метр c фиксирован. Уникальным свойством волно-

вых функций вытянутого сфероида является их по-

ведение в зависимости от величины параметра ΩT .

При значении параметра ΩT ≫ 1 имеется N = ΩT

функций, которые локализованы во временном окне

с субэкспоненциальной точностью [7] по параметру

ΩT

λn(c) ∼ 1− 4
√
π8ncn+

1
2

n!
e−c, c = Ω · T. (11)

Имеется N = ΩT функций с вероятностью едини-

ца, локализованных в окне [0, T ], примерно log(ΩT )

функций в переходной области, остальные почти

равны нулю в окне [0, T ]. Принципиальным фактом

при использовании в качестве базисных функций вы-

тянутого сфероида является следующий результат

[6–8]. Для любого ε > 0 имеет место

lim
ΩT→∞

λΩT (1−ε) = 1, lim
ΩT→∞

λΩT (1+ε) = 0. (12)

Неформально, это означает, что имеется ΩT номеров

функций, которые почти целиком локализованы во

временном окне T . Для остальных номеров функции

равны нулю (при этом они остаются нормированны-

ми, нормировка набирается на всем бесконечном ин-

тервале). Переходная область по номерам имеет мас-

штаб ∼ ln(2πΩT ), т.е. является крайне узкой – лога-

рифмически узкой по сравнению с ΩT (см. рис. 2a).

4. Побочный бинарный квантово-класси-
ческий канал с гауссовским шумом. В качестве
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базисных одночастичных состояний будем использо-

вать функции (9), (10), ϕn(ω) фурье-образ от (9).

Рассмотрим квантовое состояние поля, которое со-

держит M фотонов. Число многочастичных ортого-

нальных векторов состояний с M фотонами, лока-

лизованных во временном окне T (таких функций

N = ΩT ), равно числу способов размещения M фо-

тонов по N одночастичным состояниям. Число раз-

мещений бозе-частиц по N состояниям равно [9]

CM
N−1+M =

(N − 1 +M)!

(N − 1)!M !
. (13)

Отметим, что бозе-статистика возникает в различ-

ных задачах квантовой криптографии, например,

при реализации квантовых генераторах случаный-

ных чисел (см. подробности в [10]).

Вектор состояния, отвечающий размещению M

тождественных частиц по N одночастичным состо-

яниям – разбиению числа n1 + n2 + . . . + nN = M ,

имеет вид

|Φn1,n2,...nN
〉 = (14)

=

∫

Ω

. . .

∫

Ω

dω1dω2 . . . dωn1 . . . dωn1+1dωn1+2 . . . dωn2 ,

dωnN−1+1dωnN−1+2 . . . dωnN

ϕ1(ω1)ϕ1(ω2) . . . ϕ1(ωn1)ϕ2(ωn1+1)ϕ2(ωn1+2) . . .

ϕ2(ωn2) . . . ϕN (ωnN−1+1)ϕN (ωnN−1+2) . . . ϕN (ωnN
)

|ω1, ω2, . . . ωn1 , . . . ωn1+1, ωn1+2, . . . ωn2 ,

ωnN−1+1, ωnN−1+2, . . . ωnN
〉.

После прохождения через среду – максимальная эн-

тропия достигается в том случае, когда подслуши-

вателю доступны все CM
N−1+M ортогональных раз-

личимых состояний равновероятно – все состояния с

данным числом фотонов M равновероятны – аналог

белого шума.

Измерение над квантовыми состояниями, позво-

ляющее различить все ортогональные состояния, ло-

кализованные во временном окне [0, T ], дается сле-

дующим разложением единицы

IN,M =
∑

n1+n2+...nN=M

PT (n1, n2, . . . nN) + I⊥N,M ,

I⊥N,M =
∑

n1+n2+...nN=M

P⊥(n1, n2, . . . nN ),

(15)

где PT (n1, n2, . . . nN ) = |Φn1,n2,...nN
〉〈Φn1,n2,...nN

| –

проектор на квантовое состояние, локализованное во

временном окне [0, T ], и I⊥N,M в (15) – дополнение до

полного пространства состояний на всей временной

оси, P⊥(n1, n2, . . . nN ) = |⊥n1,n2,...nN
〉〈⊥n1,n2,...nN

|

– проектор на состояния, описывающие хвосты

волновых функций вытянутого сфероида вне окна

[0, T ]. Для вероятности исходов с учетом (13)–(15)

получаем

PT (n1, n2, . . . nN ) =

= Tr{PT (n1, n2, . . . nN )ρ(N,M)} =

=
λN (n1, n2, . . . nN )

CM
N−1+M

, (16)

поскольку λN (n1, n2, . . . nN) = λn1
1 (N)λn2

2 (N) . . .

. . . λnM

N (N) → 1, то вероятность исходов вне

временного окна [0, T ] стремится к нулю:

P⊥(n1, n2, . . . nN ) =

= Tr{P⊥(n1, n2, . . . nN)ρ(N,M)} =

=
1− λN (n1, n2, . . . nN )

CM
N−1+M

→ 0. (17)

Парциальная матрица плотности с заданным числом

фотонов, с учетом (13), (14), имеет вид

ρM =
1

NM

∑

M∈{n1,n2,...nN}
|Φn1,n2,...nN

〉〈Φn1,n2,...nN
|.

(18)

Выше были получены матрицы плотности при фик-

сированном числе фотонов M . В реальной ситуации

после прохождения первичного квантового состоя-

ния из аппаратуры через среду, число фотонов не

задано, а задано лишь распределение по числу фо-

тонов. Фактически, в квантовом случае вместо клас-

сических распределений (1), подслушиватель видит

не чистые состояния, а матрицы плотности, отвеча-

ющие 0 и 1, – квантовый ансамбль. Получаем

ρ0,1 =

∞∑

M=0

P0,1(M)ρM , (19)

где P0(M) и P1(M) – функции распределения числа

фотонов в состояниях для 0 и 1 в побочном кана-

ле. Матрицы плотности являются квантовыми ана-

логами классических сигналов. Условие нормировки

вероятностей
∞∑

M=0

P0,1(M) = 1. (20)

В итоге, подслушиватель имеет дело с квантовым

ансамблем E = { 12 , ρ0; 1
2 , ρ1}. Для подслушивателя

возникает ситуация квантово-классического канала

побочного канала с шумом. Цель подслушивателя,

имея в своем распоряжении квантовые состояния в

побочном канале, ассоцированные с классическими

значениями бит 0 и 1, узнать, посредством измерений
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квантовых состояний, классические биты, т.е. полу-

чить классическую информацию из квантовых со-

стояний. Максимум классической информации, кото-

рую можно получить из квантового ансамбля E , да-

ется фундаментальной величиной Холево [1–3]. Для

информации Холево (см. [1–3]) получаем

χ(E) = H (ρ)− 1

2
H(ρ0)−

1

2
H(ρ1), (21)

где

ρ =
ρ0 + ρ1

2
=

∞∑

M=0

P0(M) + P1(M)

2NM
×

×
∑

M∈{n1,n2,...nN}

|Φn1,n2,...nN
〉〈Φn1,n2,...nN

|, (22)

здесь H(ρ) = −Tr{ρ log(ρ)} – энтропия фон Неймана.

Вычисление энтропий дает

H (ρ) = −
∞∑

M=0

(
P0(M) + P1(M)

2

)
×

× log

(
P0(M) + P1(M)

2

)
− log

(
1

NM

)
. (23)

H(ρ0,1) = −
∞∑

M=0

P0,1(M) log(P0,1(M))− log

(
1

NM

)
.

(24)

Окончательно для величины Холево, с учетом (21)–

(24), получаем

χ(E) = 1

2

∞∑

M=0

{
P0(M) log

(
2P0(M)

P0(M) + P1(M)

)
+

+ P1(M) log

(
2P1(M)

P0(M) + P1(M)

)}
. (25)

Неформально фундаментальная величина Холево

равна количеству информации в битах, которую под-

слушиватель может получить из побочного канала –

квантового ансамбля в пересчете на одну посылку.

Формула (25) по структуре аналогична формуле (6)

для взаимной информации в классическом случае.

Но в отличие от классического рассмотрения кванто-

вый аналог (25) справедлив при любой интенсивно-

сти (числа фотонов) побочного сигнала. Кроме того,

как видно по выводу (25), формула (25) не ограни-

чена гауссовским шумом и работает при любых рас-

пределениях P0,1(M) числа фотонов в квантовых со-

стояниях в побочном канале утечки информации.

Интересно сравнить (25) с классическим анало-

гом (6), когда число фотонов становится большим. В

этом случае, считая шум в побочном канале гауссов-

ским, как и в (6), сумму в (25) можно заменить на

интеграл,
∑∞

M=0 →
∫∞
0 dM , а в качестве распреде-

лений взять

P0,1(M) =
1√

2πσ2
M

e
− (M−M0,1)2

2σ2
M , (26)

где M0,1 – среднее число фотонов в квантовом со-

стоянии, отвечающем первичному сигналу 0 и 1 со-

ответственно, σM – дисперсия числа фотонов в со-

стояниях – аналог интенсивности шума в побочном

канале в классическом случае.

Для иллюстрации на рис. 2b приведены зависимо-

сти информации в побочном канале при различных

отношениях среднего числа фотонов в состоянии к

дисперсии шума M
σM

, где M = M1−M0

2 . Как видно из

рис. 2b, чем больше отношение M
σM

– состояния эф-

фективно меньше перекрываются, тем информация,

получаемая из побочного канала оказывается боль-

ше.

Из-за макроскопически большого числа степеней

свободы и внутренних шумов аппаратуры, состояние

в побочном канале непосредственно вблизи экрани-

рованной аппаратуры будет представлять собой за-

шумленный сигнал, поэтому, применительно к кван-

товой криптографии спектральный состав и интен-

сивность побочного сигнала может быть измерена

непосредственно вблизи экранированной аппарату-

ры. Консервативно в пользу подслушивателя данный

сигнал может считаться сигналом, доступным для

измерения подслушивателем. Таким образом может

быть оценена величина утечки информации к под-

слушивателю. Требуемый уровень сигнала в побоч-

ном канале может регулироваться соответствующей

экранировкой.

5. Заключение. Выше была получена верхняя

граница утечки информации по побочному каналу,

связанному с электромагнитным излучением переда-

ющей аппаратуры. Детектирование побочного излу-

чения является информационным “бонусом” для под-

слушивателя, поскольку детектирование этого излу-

чения дает дополнительную информацию о переда-

ваемых ключах. В отличие от вторжения в кванто-

вый канал связи детектирование в данном побочном

канале не приводит к возмущению информационных

состояний и ошибкам на приемной стороне.

Квантовое рассмотрение состояний в побочном

канале необходимо для определения утечки инфор-

мации к подслушивателю при совместном измере-

нии информационных квантовых состояний и кван-

товых состояний в побочных каналах. Данный ана-

лиз требует существенно большего места, поэтому

будет приведен в отдельном сообщении.

Выражаю благодарность коллегам по Ака-

демии криптографии Российской Федерации за
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Квантовая томография (КТ) является наиболее информативным инструментом оценки качества при-

готовления и преобразования квантовых состояний. Развитие ее методов критически необходимо для от-

ладки разрабатываемых квантовых процессоров. Существует большое число методов КТ, отличающих-

ся как типами производимых измерений, так и способами обработки их результатов. При практическом

применении КТ возникает задача сравнения различных методов, сталкивающаяся с трудностями отсут-

ствия общей методологии оценки. В настоящей работе представлена универсальная методология оценки

качества методов томографии квантовых состояний на основе численного эксперимента. Разработанная

методология применена к трем методам КТ (корневому подходу, сжатым измерениям и адаптивной то-

мографии), характеризуемым эффективной работой с почти чистыми состояниями, что актуально для

современного уровня развития технологической базы эксперимента.

DOI: 10.31857/S1234567820090074

1. Введение. За последние несколько лет техно-

логии создания квантовых вычислителей позволили

оперировать квантовыми регистрами, содержащими

более 50 кубитов [1, 2], однако точность приготовле-

ния состояний в таких квантовых системах пока еще

недостаточно велика для успешного решения при-

кладных задач. Методы квантового распределения

ключа в скором времени должны получить широ-

кое распространение, позволяющее осуществлять об-

мен сообщениями больших объемов в режиме прак-

тически абсолютной секретности [3, 4]. Для отладки

и контроля качества приготовления состояний следу-

ет прибегать к методам квантовой томографии (КТ)

[5–8]. Выбор того или иного метода зависит от ряда

факторов, включая экспериментальную сложность

реализации, типы рассматриваемых состояний, вы-

числительную сложность обработки результатов из-

мерений и т.д. Несмотря на то, что большинство ме-

тодов позиционируются как универсальные, их точ-

ность может существенно зависеть от такого рода

факторов.

Важно отметить, что в современных квантовых

регистрах возможно создание квантовых состояний,

близких к чистым. Все собственные значения, кро-

ме одного, матрицы плотности почти чистого состо-

яния, близки к нулю. Более того, при не слишком

высоких объемах выборки такая слабая засоренность

1)e-mail: bbantysh60000@gmail.com

состояния оказывается пренебрежимо малой по срав-

нению со статистическими флуктуациями, а сами

состояния проявляют себя как чистые [9]. В таких

условиях методы, реконструирующие матрицу плот-

ности общего вида, оказываются неэффективными,

поскольку закладывают избыточное число парамет-

ров в модель квантового состояния. К таким методам

можно отнести линейную инверсию с проецировани-

ем [10], стандартную выпуклую оптимизацию [11],

метод на основе разложения Холецкого [12], проек-

тивный градиентный спуск [13, 14] и другие.

Известно, что томография квантовых состояний

неполного ранга посредством такого рода неэффек-

тивных методов приводит к сходимости потерь точ-

ности по закону ∝ 1/N1/2, где N – полный объем

выборки по всем измерениям (число представителей

квантового статистического ансамбля) [9, 15–18]. В

то же время, для наиболее эффективных методов то-

мографии можно добиться сходимости ∝ 1/N .

Для рассматриваемой нами задачи существует

ряд методов, которые направлены на то, чтобы при-

близиться к зависимости ∝ 1/N . При практиче-

ском экспериментальном применении КТ естествен-

ным образом возникает необходимость сравнения ка-

чества различных ее методов. Не менее важны та-

кие сравнения и при создании новых методов КТ.

Однако задача сравнения сталкивается с трудностя-

ми отсутствия общей методологии оценки: в работах

рассматриваются разные задачи и условия тестиро-
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вания, используются также и различные показатели

эффективности. К примеру, в работе [19] по сжатым

измерениям (compressed sensing) при представлении

результатов основной упор делается на сравнении

протоколов измерений различной размерности, в то

время как на зависимости от объема выборки акцен-

тируется меньше внимания. В работе [20] по томогра-

фии с использованием корневого подхода демонстра-

ция метода производится на примере только одного

смешанного состояния. Сравнение методов в работе

[9] по адаптивной томографии производится только

для случайных (по мере Хаара) чистых состояний и

случайных (по мере Бюреса) смешанных состояний,

что не позволяет судить об эффективности метода

применительно к почти чистым состояниям.

Описанная проблема осложняется еще и тем, что

большинство методов КТ оказываются непростыми

в реализации. Это не позволяет выполнить быстрое

сравнение методов в каких-то частных случаях для

определения наиболее эффективного из них.

В настоящей работе мы предлагаем универсаль-

ную методологию практической оценки качества ме-

тодов томографии квантовых состояний и применя-

ем ее к методам на основе выпуклой оптимизации,

корневого подхода, сжатых измерений и адаптив-

ной томографии. Краткие описания методов пред-

ставлены в разделе 2. Для каждого метода произ-

водится множество численных экспериментов в од-

них и тех же условиях, после чего производится

анализ, основанный на заранее заданных количе-

ственных показателях эффективности, сформулиро-

ванных в разделе 3. По результатам выполненно-

го анализа мы произвели сравнение методов (раз-

дел 4), которое показало их относительную эф-

фективность по отношению друг к другу, а так-

же выявило некоторые весьма существенные тонкие

различия.

2. Описание методов. Ниже мы приводим

краткое описание всех рассматриваемых нами мето-

дов. Каждый метод определяется как типом прово-

димых измерений, так и способом обработки резуль-

татов измерений. Отметим, что все рассматриваемые

методы основаны на факторизованных измерениях

(каждый кубит измеряется независимо от других),

поскольку такие измерения наиболее просты и акту-

альны с точки зрения практической реализации.

2.1. Факторизованные измерения во взаимно-

несмещенных базисах, метод наименьших квадра-

тов для матрицы плотности (FMUB-LSDM). В ос-

нове метода лежит нахождение параметров матри-

цы плотности общего вида путем минимизации квад-

ратов разниц теоретических (на основе оценки мат-

рицы плотности) и экспериментальных частот раз-

личных событий (LSDM – least squares for density

matrix). Для обеспечения физически корректного ре-

зультата данная минимизация выполняется с огра-

ничением на неотрицательную определенность мат-

рицы плотности. Такая задача эффективно решает-

ся методами выпуклой оптимизации [11]. В качестве

протокола измерений мы рассматриваем фактори-

зованный протокол их взаимно-несмещенных бази-

сов (FMUB – factorized mutually unbiased bases): каж-

дый кубит измеряется независимо в трех взаимно-

несмещенных базисах, соответствующих операторам

Паули σx, σy и σz [21]. При этом на измерение каж-

дого базиса отводится одинаковое число предста-

вителей статистического ансамбля. Решение опти-

мизационной задачи выполняется на базе открытой

программной библиотеки по выпуклой оптимизации

CVX [22].

2.2. Метод максимального правдоподобия с ис-

пользованием корневого подхода. Метод максималь-

ного правдоподобия является одним из наиболее рас-

пространенных методов статистической реконструк-

ции квантовых состояний. При определенных доста-

точно общих условиях метод обладает оптимальны-

ми асимптотическими свойствами [23].

2.2.1. Факторизованные измерения во взаимно-

несмещенных базисах, корневой подход с известным

рангом (FMUB-RootTR). При корневом оценивании

параметров квантового состояния вместо непосред-

ственно самой матрицы плотности рассматривается

ее квадратный корень: матрица ψ размерности d× r
такая, что матрица плотности есть ρ = ψψ†. Здесь

ранг состояния r может принимать значения от 1

до d (d – размерность гильбертова пространства).

Сам поиск максимума правдоподобия для ψ сводится

к решению квазилинейного уравнения методом про-

стых итераций [20, 24].

Случай r = 1 описывает модель чистого кванто-

вого состояния, а случай r = d – полностью смешан-

ного. В рамках метода FMUB-RootTR мы использу-

ем значение rt, отвечающее истинному рангу (TR –

true rank) матрицы плотности состояния, который

мы считаем априори известным. Заметим, что при

выборе r = d мы получаем оценку, которая числен-

но совпадает с теми оценками, которые дают методы

на основе разложения Холецкого [12] и проективного

градиентного спуска [13, 14].

Как и в случае с FMUB-LSDM, мы рассматри-

ваем факторизованный протокол MUB измерений.

Реконструкция квантового состояния с использова-

нием корневого подхода производится на основе его

открытой программной реализации [25].
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2.2.2 Факторизованные измерения во взаимно-

несмещенных базисах, корневой подход с адекват-

ным рангом (FMUB-RootAR). Часто в эксперименте

нет априорной информации об истинном ранге изу-

чаемого квантового состояния. Выбор адекватного

ранга (AR – adequate rank) тогда осуществляется на

основе критерия хи-квадрат [20]. Для этого в насто-

ящей работе поочередно перебирались значения r от

1 до d, выполнялась реконструкция состояния и оце-

нивалось p-value модели Pr согласно критерию хи-

квадрат. Если для некоторого значения ранга было

выполнено условие Pr ≥ α, где α = 5% есть уровень

значимости, то процедура останавливалась, и ранг

rt = r выбирался в качестве истинного. Процедура

также останавливалась в том случае, если Pr+1 < Pr

(тогда rt = r). Описанный алгоритм означает, что в

качестве нулевой статистической гипотезы выбира-

ется состояние с минимальным рангом (в частности,

чистое), при этом α = 5% задает так называемую ве-

роятность ошибки первого рода (отклонить нулевую

гипотезу при условии, что она верна). Кроме того,

такая процедура способна обеспечить определенную

экономию вычислительных затрат за счет меньшего

обращения к моделям более высокого ранга.

2.3. Измерение операторов Паули, подход сжа-

тых измерений (Pauli-CS). Подход сжатых измере-

ний (CS – compressed sensing) является расширением

метода наименьших квадратов, в котором вместе с

суммой квадратов минимизируется также след мат-

рицы плотности [19, 26]:

ρ = argmin
X≥0

[
1

2
‖OT (X)−OM‖22 +

4M√
N

TrX

]
. (1)

Здесь OT (X) и OM есть вектора соответственно

теоретических (на основе матрицы плотности X) и

экспериментальных средних значений наблюдаемых,

отвечающих различным измерениям. Протокол из-

мерений задается тензорным произведением набора

операторов Паули совместно с единичным операто-

ром σ0: Pn = {σ0, σx, σy , σz}⊗n. На измерение каждой

наблюдаемой отводится одинаковое число предста-

вителей статистического ансамбля. В оригинальных

работах [19, 26] также рассматриваются образован-

ные подмножествами операторов из Pn протоколы,

которые не являются информационно полными для

матриц плотности общего вида. Здесь, однако, мы

будем рассматривать только полный набор из 4n из-

мерений.

Для решения оптимизационной задачи (1) ис-

пользовалась открытая программная библиотека по

выпуклой оптимизации CVX [22].

2.4. Адаптивная томография. Во введении мы

упоминали, что методы, восстанавливающие матри-

цу плотности общего вида, неэффективны в задаче

томографии чистых и почти чистых состояний. Этот

недостаток может быть устранен посредством выбо-

ра подходящего протокола измерений: такого, кото-

рый увеличивает информацию о компонентах мат-

рицы плотности с малыми весами. Это достигает-

ся надлежащим поворотом многокубитового прото-

кола измерений таким образом, чтобы один из про-

екторов оказался ортогональным как можно боль-

шему числу главных компонент матрицы плотно-

сти изучаемого состояния. Поскольку истинное со-

стояние неизвестно, это достигается адаптивным пу-

тем: с появлением новых результатов измерений вы-

полняется оценка матрицы плотности и подбирают-

ся необходимые измерения для следующей итерации

[9, 18, 27–29].

2.4.1. Факторизованные ортогональные изме-

рения, метод максимального правдоподобия для

матрицы плотности (FO-MLDM). Адаптивный

протокол факторизованных ортогональных (FO –

factorized orthogonal) измерений, предложенный в

работе [9], подразумевает реализацию итерационной

процедуры, на каждом шаге которой на основе

всех произведенных ранее измерений находится

оценка ρ̂ матрицы плотности. После этого вы-

числяется факторизованный n-кубитный вектор

|ϕ〉1 ⊗ . . . ⊗ |ϕ〉n ортогональный не более, чем к

Kmax = n главным компонентам ρ̂. Затем векторы

|ϕ〉1, . . . , |ϕ〉n дополняются до полных ортонор-

мированных однокубитных базисов, в которых

и выполняются следующие измерения. Оценка ρ̂

матрицы плотности на каждом итерационном шаге

осуществлялась методом максимального правдо-

подобия (MLDM – maximum-likelihood for density

matrix). В оригинальной статье это выполнялось

посредством ускоренного проективного градиент-

ного спуска. При моделировании мы использовали

корневой подход полного ранга (см. раздел 2.2.1).

Как и в работе [9], на измерение нового базиса при-

ходилось Nk = max(100, ⌊N0/30⌋) представителей

статистического ансамбля. Здесь N0 – суммарное

число представителей, измеренных на предыдущих

итерациях.

2.4.2. Факторизованные ортогональные измере-

ния во взаимно-несмещенных базисах, метод мак-

симального правдоподобия для матрицы плотности

(FOMUB-MLDM). Метод FO-MLDM не может быть

применен к томографии одиночного кубита, посколь-

ку ортогональные измерения в этом случае опре-

деляются всегда однозначно, и в результате итера-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Метод определения ресурсов на основе полученных статистических данных. (а) – Вычис-

ляется 95-й процентиль (95th percentile) потерь точности для каждого значения полного объема выборки N . Для

выбранного значения гарантированной точности FB вычисляется требуемое значение NB с использованием линейной

интерполяции (в логарифмическом масштабе). (b) – Вычисляется количество измерений по значению в точке NB

ций не возникает информационной полноты2). Кро-

ме того, вычислительная сложность метода, обуслов-

ленная необходимостью поиска оптимального бази-

са на каждом адаптивном шаге, затрудняет его мно-

гократное моделирование для накопления достаточ-

ной статистики, в особенности, когда требуется про-

водить анализ для больших значений N . Эти осо-

бенности побудили нас к созданию на основе FO-

MLDM нового адаптивного протокола, в котором на

каждом итерационном шаге происходит унитарный

“поворот” однокубитового набора MUB так, чтобы

один из его векторов совпал с |ϕ〉j (j = 1, ..., n). Та-

ким образом, на каждом шаге формируются инфор-

мационно полные измерения каждого кубита, при-

чем одно из них совпадает с тем, которое произ-

водится на каждой итерации в рамках метода FO-

MLDM3). Такой подход может быть применен к

анализу однокубитных состояний и позволяет ре-

же производить поиск ортогональных факторизо-

ванных измерений.

2)Информационная полнота по отношению к текущей оцен-
ке состояния может быть достигнута добавлением новых из-
мерений, близких к уже найденному [32].

3)Это справедливо только для рассматриваемых здесь двух-
уровневых подсистем. Для подсистем размерности 3 и выше
дополнение |ϕ〉j до базиса не однозначно и поэтому, как пра-
вило, не совпадает ни с одним из базисов преобразованного
MUB.

Число представителей ансамбля, приходящихся

на каждый измерительный базис, мы также брали

равным Nk.

3. Методология анализа. Одна из основных

характеристик КТ – это точность реконструкции

неизвестного квантового состояния, которую можно

получить, имея в распоряжении определенное число

представителей статистического ансамбля N (объ-

ем выборки). В качестве меры точности мы рас-

сматриваем распространенную меру fidelity, задаю-

щую вероятность совпадения между истинной σ и

реконструированной ρ матрицами плотности: F =

=
(
Tr
√√

ρσ
√
ρ
)2

[30]. В реальных экспериментах,

однако, часто ставится обратный вопрос: сколько ре-

сурсов необходимо задействовать, чтобы обеспечить

требуемый уровень точности (fidelity benchmark) FB?

В качестве базовых ресурсов мы рассматриваем:

– объем выборки NB – данное число определя-

ет требуемое количество одинаково приготовленных

представителей неизвестного квантового состояния;

– число различных измерительных базисов MB –

эта характеристика описывает, сколько раз необходи-

мо перестроить конфигурацию измерительной уста-

новки за время одного томографического экспери-

мента.

Рассматриваемые характеристики вычисляются

для двух различных групп состояний: случайные

чистые состояния (СЧС) и деполяризованные слу-

чайные чистые состояния (ДСЧС). Рассматривают-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Значение 95-го процентиля потерь точности для различных методов томографии в зависимо-

сти от объема выборки. Отражены случаи томографии случайных чистых состояний для одного (а), двух (b) и трех

(c) кубитов. Горизонтальная линия откладывает эталонное значение потерь точности 1− FB

ся системы из n кубитов. Соответствующие кван-

товые состояния заданы в гильбертовом простран-

стве размерности d = 2n. Поскольку точность са-

ма является случайной величиной, для определения

исследуемых характеристик необходимо произвести

большой набор численных томографических экспе-

риментов. Заметим, что во многих важных случа-

ях возможна априорная оценка качества томогра-

фических протоколов с использованием универсаль-

ного распределения точности [20]. Кроме того, точ-

ность зависит от самих исследуемых состояний, ко-

торые мы выбираем случайно в каждом эксперимен-

те. Для СЧС состояние |ψ〉 генерируется по мере

Хаара [31]. Для ДСЧС матрица плотности выбира-

ется на основе случайного чистого состояния по фор-

муле ρ = (1 − p)|ψ〉〈ψ| + p · Id/d, где Id – единичная

матрица размерности d × d, p – равномерно распре-

деленная случайная величина от 0 до 0.1.

Для вычисления ресурсов, требуемых методу КТ,

мы используем следующий алгоритм (рис. 1):

1. Выполняется серия из 1000 независимых чис-

ленных экспериментов по КТ для различных зна-

чений объема выборки N . В каждом эксперимен-

те генерируется случайное состояние и выполняет-

ся симуляция его измерений методом Монте-Карло.

Протокол измерений определяется методом КТ. По

результатам измерений выполняется реконструкция

состояния и определяется точность F .

2. Для каждого N вычисляется 95-й процентиль

(перцентиль) потерь точности [1− F ]95.
3. Выбирается эталонное значение точности FB.

4. Выполняется линейная интерполяция зависи-

мости log[1−F ]95 от logN и определяется объем вы-

борки NB, для которого [1− F ]95 = 1− FB.

5. Выполняется линейная интерполяция зависи-

мостиM от logN и определяется значение MB в точ-

ке logNB.

Использование 95-го процентиля потерь точности

позволяет говорить нам о том, что, имея в распоря-

жении NB представителей квантового состояния, ме-

тод позволяет получить точность не хуже FB с веро-

ятностью 95 %. Выбор линейной интерполяции зави-

симости log[1−F ]95 от logN обусловлен тем, что, как

отмечалось выше, для КТ имеет место зависимость

1− F ∝ 1/N q, где 0 < q ≤ 1.

4. Сравнение методов. Ниже мы приводим по-

лученные результаты сравнения различных методов

томографии. В качестве эталонного значения точно-

сти была взята величина FB = 99.9%. Были рас-

смотрены системы из одного, двух и трех кубитов.

Отметим, что для всех методов использовались од-

ни и те же состояния. Методы, основанные на иден-

тичных протоколах измерений (например, протоколе

FMUB), оперировали одними и теми же статистиче-

скими данными.

4.1. Случайные чистые состояния (СЧС). Рису-

нок 2 отражает результаты моделирования для теста

случайных (по мере Хаара) чистых состояний. Соот-

ветствующие количественные оценки представлены

в табл. 1.

4.2. Деполяризованные случайные чистые состо-

яния (ДСЧС). На рисунке 3 и в табл. 2 показа-

ны результаты моделирования для деполяризован-

ных случайных чистых состояний. Анализ метода

FO-MLDM в данных условиях не проводился в силу

довольно высокой вычислительной сложности. Заме-

тим, что оценка квантового состояния с использова-

нием корневого подхода с известным рангом (FMUB-
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Таблица 1. Результат количественного оценивания ресурсов, затрачиваемых различными методами КТ для достижения точ-
ности FB = 99.9% в случае СЧС-теста

1 кубит 2 кубита 3 кубита

NB MB NB MB NB MB

FMUB-LSDM 847 475 3 > 106 9 > 106 64

FMUB-RootTR 3 302 3 7 163 9 12 796 27

FMUB-RootAR 3 690 3 8 022 9 17 596 27

Pauli-CS 5 080 4 21 859 16 85 581 64

FO-MLDM – – 188 490 157 638 732 194

FOMUB-MLDM 10 667 71 187 391 175 > 106 > 297

Рис. 3. (Цветной онлайн) Значение 95-го процентиля потерь точности для различных методов томографии в зависи-

мости от объема выборки. Отражены случаи томографии деполяризованных случайных чистых состояний для одного

(а), двух (b) и трех (c) кубитов. Горизонтальная линия откладывает эталонное значение потерь точности 1− FB

RootTR) в данном случае, когда ранг истинного

квантового состояния является полным (rt = d), чис-

ленно эквивалентна любой оценке матрицы плотно-

сти общего вида методом максимального правдопо-

добия (MLDM).

5. Обсуждение результатов. В настоящее вре-

мя существует большое число методов КТ. Анализ

эффективности различных методов на основе лишь

изучения соответствующих публикаций представля-

ет собой весьма непростую задачу, так как условия, в

которых эти методы тестируются, могут существен-

но разниться. В данной работе мы предложили об-

щую методологию количественного сравнения раз-

личных методов КТ. В ее основе лежит моделирова-

ние реальных экспериментальных условий, идентич-

ных для каждого из рассматриваемых методов томо-

графии. Выбирая в качестве основы некоторое эта-

лонное значение точности, которое необходимо до-

стичь в эксперименте по КТ, мы вычисляем ресур-

сы, необходимые каждому методу для достижения

такого значения.

Полученные результаты выявили тонкие и весь-

ма существенные различия между несколькими ме-

тодами томографии чистых и почти чистых кванто-

вых состояний для систем размерности от одного до

трех кубитов. Для чистых состояний корневой под-

ход (FMUB-RootTR, FMUB-RootAR), сжатые изме-

рения (Pauli-CS) и факторизованные ортогональные

измерения (FO-MLDM) позволили приблизиться к

сходимости потерь точности вида ∝ 1/N . Констан-

ты пропорциональности, однако, отличаются: корне-

вой подход показал наилучшие характеристики по

объему требуемых ресурсов. Разница в константе для

метода Pauli-CS, возможно, может быть частично

компенсирована переходом от анализа средних зна-

чений наблюдаемых к частотам различных исходов.

Для FO-MLDM, как отмечали авторы оригинальной

статьи [9], показатели могут быть улучшены, если

на каждом адаптивном шаге вместо реконструкции

матрицы плотности общего вида рассматривать мат-

рицу плотности с ограниченным рангом. При восста-

новлении матрицы плотности общего вида методом

наименьших квадратов (FMUB-LSDM), как и ожида-

лось, потери точности убывают приблизительно как

1/N1/2. Адаптивный метод на основе протокола из-

мерений в факторизованных взаимно-несмещенных
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Таблица 2. Результат количественного оценивания ресурсов, затрачиваемых различными методами КТ для достижения точ-
ности FB = 99.9% в случае ДСЧС-теста

1 кубит 2 кубита 3 кубита

NB MB NB MB NB MB

FMUB-LSDM 26 732 3 1 624 133 9 31 844 790 27

FMUB-RootTR 26 862 3 1 379 537 9 18 751 495 27

FMUB-RootAR 52 829 3 4 388 900 9 > 108 27

Pauli-CS > 106 4 > 107 16 > 108 64

FOMUB-MLDM 6 361 58 420 015 203 12 261 609 388

базисах (FOMUB-MLDM), являющийся своего рода

объединением FMUB-LSDM и FO-MLDM, был раз-

работан нами в ходе моделирования и сравнения раз-

личных методов. Для него, в случае чистых состоя-

ний, с увеличением размерности системы сходимость

потерь точности постепенно ухудшалась от закона

1/N к закону 1/N1/2.

Оценка матрицы плотности общего вида мето-

дом максимального правдоподобия или методом наи-

меньших квадратов дает оптимальную сходимость

вида 1/N для смешанных состояний, но только в

том случае, если все собственные значения матри-

цы плотности достаточно велики. В противном слу-

чае такая сходимость наблюдается лишь при весьма

большом объеме выборки. Наш количественный ана-

лиз для случая почти чистых состояний показал, что

можно добиться перехода к закону 1/N и при мень-

ших значениях N , используя метод FOMUB-MLDM,

в котором однокубитовые наборы MUB на каждом

адаптивном шаге “поворачиваются” ортогонально те-

кущей оценке состояния.

Методы FMUB-RootAR и Pauli-CS дают суще-

ственно меньшую точность в задаче томографии по-

чти чистых состояний, но универсальность FMUB-

RootAR, обусловленная возможностью адаптации

ранга модели состояния под имеющиеся статистиче-

ские данные, позволяет переходить к закону 1/N су-

щественно раньше, чем при использовании Pauli-CS.

Заметим, что метод адаптивных сжатых измерений,

описанный в работе [29], способен обеспечивать вы-

сокую точность для состояний произвольного уровня

засоренности. Однако, как и любые другие существу-

ющие адаптивные методы, это требует значительных

затрат на вычисление протокола и на многократную

подстройку измерительной аппаратуры для измене-

ния базиса измерений.

Развитие предложенной в данной работе методо-

логии и приобщение к ней других методов томогра-

фии позволит со временем систематизировать зна-

ния по данной области и получить общую картину

эффективности методов в приложении к различным

практически важным задачам.

6. Выводы. В работе представлен основанный

на численном эксперименте подход к оценке качества

методов КТ при восстановлении чистых и почти чи-

стых состояний. Главной сравнительной мерой явля-

ется необходимое число измерений для достижения

заданной точности, что актуально для современных

экспериментальных задач. Проведены анализ и срав-

нение шести современных методов КТ. Полученные

результаты и сама методология могут быть исполь-

зованы как для выбора метода и числа измерений в

эксперименте, так и при разработке и оптимизации

новых методов КТ. Для квантовых состояний, близ-

ких к чистым, актуальной задачей является даль-

нейшее развитие адаптивных стратегий квантовых

измерений. Такие стратегии должны обеспечивать,

при заданных ограничениях на имеющиеся экспери-

ментальные ресурсы, максимум информации о ком-

понентах матрицы плотности с малыми весами.

Работа выполнена в рамках Государственного за-

дания ФТИАН им. К. А. Валиева РАН Минобрнауки

РФ по теме # 0066-2019-0005.

Авторы также выражают благодарность Глебу

Стручалину за ценные обсуждения и помощь в про-

ведении вычислений.

1. F. Arute, K. Arya, R. Babbush et al. (Collaboration),

Nature 574, 505 (2019).

2. H. Bernien, S. Schwartz, A. Keesling, H. Levine,

A. Omran, H. Pichler, S. Choi, A. S. Zibrov, M. Endres,

M. Greiner, V. Vuletic, and M.D. Lukin, Nature 551,

579 (2017).

3. К.А. Балыгин, В.И. Зайцев, А.Н. Климов,

А.И. Климов, С.П. Кулик, С. Н. Молотков, Письма

в ЖЭТФ 105, 570 (2017).

4. К.А. Балыгин, В.И. Зайцев, А.Н. Климов, С. П. Ку-

лик, С. Н. Молотков, Письма в ЖЭТФ 106, 451

(2017).

5. K. Banaszek, M. Cramer, and D. Gross, New J. Phys.

12, 125020 (2013).

Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



622 Б. И. Бантыш, А. Ю. Чернявский, Ю. И. Богданов

6. G.M. D’Ariano, M.G. A. Paris, and M. F. Sacchi,

[Quantum State Estimation] Lecture Notes in Physics,

Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidelberg (2004),

v. 649, 519 p.

7. G.M. D’Ariano, M. G.A. Paris, and M. F. Sacchi, Adv.

Imaging Electron Phys. 128, 206 (2003).

8. A. I. Lvovsky and M.G. Raymer, Rev. Mod. Phys. 81,

299 (2009).

9. G. I. Struchalin, E.V. Kovlakov, S. S. Straupe, and

S. P. Kulik, Phys. Rev. A. 98, 032330 (2018).

10. J.A. Smolin, J. M. Gambetta, and G. Smith, Phys. Rev.

Lett. 108, 070502 (2012).

11. M.D. de Burgh, N.K. Langford, A.C. Doherty, and

A. Gilchrist, Phys. Rev. A. 78, 052122 (2008).

12. K. Banaszek, G.M. D’ariano, M.G.A. Paris, and

M.F. Sacchi, Phys. Rev. A 78, 052122 (2008).

13. E. Bolduc, G.C. Knee, E.M. Gauger, and J. Leach,

Quantum Inf. 3, 44 (2017).

14. J. Shang, Z. Zhang, and H.K. Ng, Phys. Rev. A 95,

062336 (2017).

15. Ю.И. Богданов, А.К. Гавриченко, К.С. Кравцов,

С.П. Кулик, Е.В. Морева, А.А. Соловьев, ЖЭТФ

140, 224 (2011).

16. F. Huszár and N.M.T. Houlsby, Phys. Rev. A 85,

052120 (2012).

17. E. Bagan, M. A. Ballester, R.D. Gill, R. Munoz-Tapia,

and O. Romero-Isart, Phys. Rev. Lett. 97, 130501

(2006).

18. S. S. Straupe, JETP Lett. 104, 510 (2016).

19. S. T. Flammia, D. Gross, Y.-K. Liu, and J. Eisert, New

J. Phys. 14, 095022 (2012).

20. Ю.И. Богданов, ЖЭТФ 135, 1068 (2009).

21. I. Bengtsson, AIP Conference Proceedings 889, 40

(2007).

22. M. Grant and S. Boyd, CVX: Matlab software

for disciplined convex programming, version 2.0

beta [Electronic resource]; URL: http://cvxr.com/cvx,

September 2013.

23. M. G. Kendall and A. Stuart, The Advanced Theory of

Statistics, Inference and Relationship, Charles Griffin &

Company Ltd., London (1961), v. 2.

24. Yu. I. Bogdanov, M. V. Chekhova, L.A. Krivitsky,

S. P. Kulik, A.N. Penin, A.A. Zhukov, L.C. Kwek,

C. H. Oh, and M. K. Tey, Phys. Rev. A 70, 042303

(2004).

25. Quantum tomography by MLE and root

approach [Electronic resource]; URL:

https://github.com/PQCLab/RootTomography,

2019.

26. A. Steffens, C. A. Riofrio, W. McCutcheon, I. Roth,

B. A. Bell, A. McMillan, M. S. Tame, J. G. Rarity, and

J. Eisert, Quantum Sci. Technol. 2, 025005 (2017).

27. C. Ferrie, Phys. Rev. Lett. 113, 190404 (2014).

28. C. Granade, J. Combes, and D.G. Cory, New J. Phys.

18, 033024 (2016).

29. D. Ahn, Y. S. Teo, H. Jeong, F. Bouchard, F. Hufnagel,
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Quantum computers is quite a hot topic nowadays.
They are a very promising device and method of solv-
ing lots of problems. The main problem of the quantum
computers from the practical point of view is the high
probability of errors. Since it has quantum nature the
states are not stable and can dissolve or change. This
limits the time the quantum computer can work and
the size of the programs it can run. To deal with these
problems the quantum correction algorithms are usually
used. These algorithms imply that instead of physical
qubits the logical qubits, consisting of several physical
ones, are considered. The physical qubits inside of the
logical qubit are regularly entangled with each other
thus providing an error corrections. However, the qun-
tum computer with such error corrections require many
more physical qubits which is also a big problem at the
current stage.

Another approach is to try to use qubit models where
the states are more stable. One of the approaches is to
make the states topological, as those are usually much
harder to change. This leads to the idea of the topologi-
cal quantum computer. Many of the models of this quan-
tum computer behave under the laws of the topologi-
cal 3d Chern–Simons theory. There are different models
where the Chern–Simons is an effective theory which in
future could provide us with the topological quantum
computer [1].

The main observables, studied in the Chern–Simons
theory are Wilson-loop averages, and this loops are
usually thought to be related to quantum programs
or algorithms. As we know these Wilson-loop aver-
ages are equal to the knot invariants. According to the
Reshetikhin–Turaev approach [2], these knot invariants
can be constructed from the R-matrices. In this sense
these matrices provide an elementary building blocks
from which the whole knot is constructed. In quantum
information theory such building blocks are called uni-

1)e-mail: nikita.kolganov@phystech.edu; andrey.morozov@itep.ru

versal quantum gates. In [3] it was suggested that quan-
tum R-matrices can indeed be used as universal quan-
tum gates.

In the present papers we continue these studies with
the goal of studying the properties of the R-matrices
as quantum gates and how different other gates can
be constructed from them using Solovay–Kitaev algo-
rithm [4, 5]. We construct an approximation for one-
qubit Hadamard and π/8 gates from fundamental R
and Racah matrices. The generalization to larger ma-
trices and higher representations is a work in progress.

We study the simplest topological theory which is
the Chern–Simons theory. It‘s a 3d topological gauge
theory with Wilson-loop averages as their most inter-
esting observables. These Wilson-loop averages for the
SU(N) gauge group are equal to HOMFLY-PT polyno-
mials. HOMFLY-PT polynomials depend on two vari-
ables A and q, which are connected to the parameters
of the theory:

q = exp
2πi

k +N
, A = qN . (1)

The HOMFLY-PT polynomials can be calculated
as a product of quantum R-matrices – the solutions
of Yang–Baxter equation, this is called Reshetikhin–
Turaev (RT) approach. One of the crucial properties
of the R-matrix is that it acts in the same way on all el-
ements of the representation of the corresponding quan-
tum group. Thus one can move to the R-matrix in the
space of intertwining operators, which describes how it
acts on all irreducible representations in the tensor prod-
uct of a pair of representations. The eigenvalues of such
R-matrices are described in a very simple way for any
representation Q from the product of two representa-
tions R [2]:

λQ = ǫQq
κQ−4κRA−|R|. (2)

The physically meaningful Chern–Simons theories
has integer k and of course integer N . This means that
both q and A are roots of unity. Thus the R-matrix in
the space of intertwining operators is unitary.
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We use the R-matrices which appear for the two-

bridge knots. Namely there appear two diagonal R-

matrices and two Racah matrices which give the non-

diagonal matrices. In this letter we mainly discuss the

fundamental representation. In this case these matrices

are [6]:

T =

(
q/A

−1/qA

)
, T̄ =

(
1

−A

)
,

S = 1√
(q+q−1)(A−A−1)




√
A
q −

q
A

√
Aq − 1

Aq√
Aq − 1

Aq −
√

A
q −

q
A


 ,

S̄ =




q−q−1

A−A−1

√
(Aq− 1

Aq
)(A

q
− q

A
)

A−A−1√
(Aq− 1

Aq
)(A

q
− q

A
)

A−A−1 − q−q−1

A−A−1


 . (3)

We use theseR-matrices as universal quantum gates,

which are a set of elementary operations, from which the

quantum programs and algorithms are constructed. To

use our suggest quantum gates we apply the Solovay–

Kitaev theorem [4], which says that if there is a set of

universal quantum gates then any program or algorithm

represented by unitary matrix, can be approximated in

a logarithmic time and with logarithmic number of oper-

ators. It can be proven by providing a specific algorithm

constructing such an approximation, which we refer as

Solovay-Kitaev algorithm [5]. The pseudocode of this

algorithm reads

Algorithm 1 Solovay–Kitaev algorithm

function Solovay–Kitaev (gate U , depth n)

if n = 0 then

return Basic–Approximation (U)

else

Un−1 ← Solovay–Kitaev(U, n− 1)

V,W ← GC-Decompose(U U
†
n−1)

Vn−1 ← Solovay–Kitaev(V, n− 1)

Wn−1 ← Solovay–Kitaev(W, n− 1)

return Vn−1Wn−1V
†
n−1W

†
n−1Un−1

Fig. 1. First approximation for Hadamard gate, knots 74,

923, 74, 923, 94, accuracy ǫ = 0.0068, N = 2, k = 13

We suggest to use the known polynomials and corre-

sponding products of R-matrices for knots up to some

number of crossings (for example 11 or 12) as a basic

approximation. Using this we construct, as an exam-

ple, approximations for Hadamard (see Fig. 1) and π/8-

gates E, which are the most common universal quantum

gates:

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, E =

(
1 0

0 e
iπ
4

)
. (4)
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В работе представлены результаты применения теории Джадда–Офельта для определения времени

жизни возбужденного состояния новых твердых растворов NaGdF4 : Eu в суспензиях диметилсульфок-

сида. Сравнительный анализ полученных в эксперименте и рассчитанных теоретически значений времен

жизни возбужденного состояния твердых растворов NaGdF4 : Eu показал, что модель Джадда–Офельта

адекватно описывает фотофизические процессы в исследованных веществах.
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1. Введение. В современной биологии и меди-

цине большое внимание уделяется разработке мето-

дов неинвазивного исследования и контроля процес-

сов, протекающих в живых организмах, в том чис-

ле на клеточном уровне. Одним из наиболее пер-

спективных является метод оптической визуализа-

ции [1], в котором широко используется люминес-

центная спектроскопия [2–4]. Для реализации этого

метода, как правило, в клетки и в биоткани внед-

ряются специально синтезированные частицы, обла-

дающие интенсивными люминесцентными свойства-

ми [5–6]. В настоящее время с этой целью широко

используются органические красители [6], комплек-

сы на основе благородных и тяжелых металлов [7, 8],

квантовые точки [9], люминесцентные белки [10], уг-

леродные наночастицы [11, 12], комплексы на основе

редкоземельных ионов (РЗИ) [13].

Одной из основных проблем оптической визуа-

лизации биологических объектов является наличие

флуоресценции естественных флуорофоров биологи-

ческой ткани – аутофлуоресценции [14], спектр кото-

рой перекрывается со спектром фотолюминесценции

самих наночастиц. Существуют различные подходы

к решению этой проблемы. Один из них заключается

в применении методов машинного обучения для ана-

лиза спектров. Так, для выделения полезного сигна-

ла люминесценции углеродных наночастиц на фоне

люминесценции биологической среды успешно заре-

комендовал себя метод искусственных нейронных се-

1)e-mail: sergey.burikov@gmail.com

тей [15]. Другой подход основан на синтезе веществ

(как правило, с использованием РЗИ), в которых

можно реализовать режим возбуждения антисток-

совой люминесценции [16]. Еще одним перспектив-

ным способом избавиться от аутофлуоресценции яв-

ляется время-разрешенная спектроскопия [17]. Так

как время жизни флуоресценции естественных флу-

орофоров, как правило, составляет единицы нано-

секунд [17], то для успешной визуализации необхо-

димо использовать наночастицы с временами жиз-

ни излучательных состояний, лежащими в микро- и

миллисекундном диапазоне. В этом контексте весь-

ма перспективными являются ионы редкоземельных

элементов, так как они обладают относительно дол-

гоживущими возбужденными состояниями [18].

В последнее время разработаны неорганические

кристаллические наноструктуры, состоящие из мат-

рицы, легированной одним [17] или несколькими

ионами лантаноидов [16, 19]. Комбинация малых раз-

меров кристаллических частиц и наличие легиру-

ющих примесей РЗИ – люминесцентных центров –

обеспечивает высокую эффективность и стабиль-

ность люминесценции таких материалов по сравне-

нию со многими другими упомянутыми люминофо-

рами, что обуславливает расширение потенциаль-

ных областей их применения. Хорошо известно, что

окружающая матрица существенно изменяет свой-

ства внедренных в нее РЗИ [20]. Более того, при пере-

ходе к наноразмерным образцам эти изменения ста-

новятся более значимыми. При уменьшении размера

происходит искажение структуры, влияющее на ло-
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кальное окружение РЗИ: изменяются их люминес-

центные свойства – квантовая эффективность, ради-

ационное время жизни, безызлучательная релакса-

ция, механизмы передачи энергии возбуждения. По-

этому очень важно исследовать фотофизические со-

стояния таких комплексов, уметь определять пара-

метры этих состояний и анализировать механизмы

передачи энергии.

Ионы редкоземельных элементов интересны тем,

что для них разработан теоретический метод, позво-

ляющий рассчитывать многие фотофизические па-

раметры, такие как излучательные времена жизни

состояний, вероятности переходов, внутренний кван-

товый выход по спектрам поглощения или люми-

несценции [21–24]. Такие расчеты проводят с по-

мощью теории Джадда–Офельта [21–23]. Используя

эту теорию, можно рассчитать параметры электри-

ческих и магнитных дипольных переходов между

штарковскими подуровнями РЗИ без знания явного

вида волновых функций электрона в кристалличе-

ском поле. Таким образом, модель Джадда–Офельта

многократно упрощает расчеты и позволяет теорети-

чески предсказывать характеристики твердых рас-

творов лантаноидов без их экспериментальных из-

мерений [23]. Легирование различных матриц иона-

ми европия представляет особый интерес, так как

именно для этого иона теория упрощается и позво-

ляет оценивать времена жизни люминесценции ис-

ключительно по форме спектров люминесценции, в

то время как для прочих ионов лантаноидов для

решения той же задачи необходимо использовать и

спектры поглощения [23]. Однако, как указывалось

ранее, свойства ионов существенно зависят от мат-

риц, в которые они внедрены. Поэтому необходи-

мо всегда проводить оценку корректности примене-

ния теории Джадда–Офельта для новых комплексов

РЗИ.

Авторами настоящей работы исследуются новые

твердые растворы на основе матрицы NaGdF4 низко-

температурной модификации, легированные ионами

европия. В последние десятилетия наблюдается зна-

чительный рост интереса к неорганическим фтори-

дам [25], особенно к структуре NaGdF4 [26]. Препа-

раты на основе NaGdF4 гексагональной модифика-

ции могут быть использованы в качестве материала-

тераностика для магнитно-резонансной томографии,

рентгеновской, стоксовой и ап-конверсионной биови-

зуализации, так как они обладают низкой токсично-

стью [27]. Следует отметить, что к настоящему мо-

менту не проводились исследования фотофизическо-

го состояния комплексов NaGdF4 : Eu, в том числе,

с помощью теории Джадда–Офельта.

В данной работе проведена оценка корректно-

сти применения теории Джадда–Офельта для рас-

чета времени жизни возбужденного состояния но-

вых комплексов NaGdF4 : Eu. Представлены резуль-

таты сравнительного анализа экспериментально из-

меренных и теоретически рассчитанных значений

времен жизни возбужденного состояния указанных

комплексов в суспензиях. Еще раз показана перспек-

тивность применения комплексов NaGdF4 : Eu для

оптической визуализации в биотканях посредством

время-разрешенной спектроскопии.

2. Теория Джадда–Офельта для опреде-
ления фотофизических параметров ионов
редкоземельных элементов. Теория Джадда–

Офельта используется для описания фотофизиче-

ских процессов, протекающих в нанокомплексах,

легированных РЗИ, и получения ряда их спектроско-

пических параметров, таких как силы осцилляторов

переходов, параметры интенсивности Джадда–

Офельта, излучательные времена жизни состояний,

вероятности спонтанных переходов [21–23]. Пре-

имущество теории заключается в том, что для ее

использования в общем случае необходим толь-

ко спектр поглощения и показатель преломления

образца.

Вероятность оптических переходов между

уровнями РЗИ определяется взаимодействием

4f-электронов с полем кристаллической матрицы.

Воздействие окружения матрицы, т.е. ее кристал-

лическое поле, рассматривается как возмущение

Гамильтониана свободного иона, “смешивающее”

состояния противоположной четности и обеспе-

чивающее наличие дипольных переходов внутри

4f-оболочки.

Рассмотрим интенсивности переходов между дву-

мя уровнями. В общем случае сила осциллятора

электрического дипольного оптического перехода из

начального состояния α в конечное состояние β будет

иметь вид:

f =
8π2mc

3hλ̃(2J + 1)e2
n

(
n2 + 2)

3n

)2

×

×
∑
|〈αJM |P|βJ ′M ′〉|2, (1)

где m – масса электрона, n – показатель преломле-

ния, λ̃ – длина волны перехода, J – полный угловой

момент начального состояния.

Полагая, что все Штарковские компоненты на-

чального состояния заселены одинаково и что случай

оптически изотропен, получим, что сила осциллято-

ра электрического дипольного перехода из начально-
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го состояния 〈ϕa| на все Штарковские компоненты

конечного состояния |ϕb〉 [21, 22]:

f =
8π2mc

3hλ̃(2J + 1)e2
n

(
n2 + 2

3n

)2

×

×
∑

λ=2,4,6

Ωλ|〈ϕa‖U (λ)‖ϕb〉|2, (2)

где 〈ϕa‖U (λ)‖ϕb〉 – приведенные матричные элемен-

ты единичных тензорных операторов (их значения

практически не зависят от типа кристаллической

матрицы; для многих редкоземельных элементов они

были рассчитаны [28, 29]), Ωλ – параметры интенсив-

ности Джадда–Офельта.

Отметим, что в таком случае выражение для си-

лы осциллятора дипольного перехода представлено в

виде суммы произведений двух параметров, один из

которых зависит исключительно от типа кристалли-

ческой матрицы (параметр интенсивности Джадда–

Офельта), а второй (тензорный оператор) зависит

только от типа РЗИ.

В общем случае сила осциллятора электрическо-

го дипольного перехода может быть выражена через

интегральное сечение поглощения на этом переходе:

f =
9mcn

πe2(n2 + 2)2N0

∫
k(λ̃)dλ̃, (3)

где N0 – концентрация РЗИ, k(λ̃) – коэффициент по-

глощения, n – показатель преломления. Таким обра-

зом, измеряя интегральное сечение поглощения пе-

рехода и вычисляя с помощью выражения (3) си-

лу осциллятора дипольного перехода, можно опре-

делить параметры интенсивности Джадда–Офельта

Ωλ. В свою очередь, с их помощью можно вычис-

лить такие важные спектроскопические характери-

стики, как вероятность спонатанных излучательных

переходов, коэффициент ветвления и излучательное

время жизни уровня.

Европий обладает двумя уникальными свой-

ствами, позволяющими рассчитывать параметры

Джадда–Офельта только с помощью спектров лю-

минесценции. Во-первых, в спектре люминесценции

европия присутствует разрешенный магнитный

дипольный переход 5D0−7F1, интенсивность ко-

торого практически не зависит от окружающей

кристаллической матрицы и точечной симметрии

люминесцирующего центра. Таким образом, мож-

но оценить значение силы осциллятора магнитного

дипольного перехода fMD и с ее помощью оценить ве-

роятность спонтанного перехода A1 = 64π4

3h k̃31n
3
1fMD.

Во-вторых, все значения |〈J‖U (λ)‖J ′〉|2 ≡ U (λ) для

электрических дипольных переходов с уровня 5D0

равны нулю, за исключением переходов на 7Fλ,

λ = 2, 4, 6. Для них U (2) = 0.0032, U (4) = 0.0023,

U (6) = 0.0002 [29].

Чтобы вычислить вероятности спонтанных пере-

ходов 5D0−7F2,4,6, необходимо сравнить интеграль-

ные интенсивности этих переходов с соответствую-

щей величиной для 5D0−7F1 [30]:

Aλ = A1
Iλk̃1

I1k̃λ
, (4)

где Iλ =
∫
Iλ(k̃)dk – интегральная интенсивность пе-

рехода с 5D0 на 7Fλ, k̃ =
∫ k̃Iλ(k̃)

Iλ
dk̃ – среднее волно-

вое число [см−1], λ = 1, 2, 4, 6, n = n(λ̃) – значение

показателя преломления.

С учетом связи между вероятностями спон-

танных излучательных переходов и параметрами

Джадда–Офельта:

A(J ′; J) =

=
64π4e2

3h(2J ′ + 1)λ̃3

[
n

(
n2 + 2

3n

)2

SED + n3SMD

]
, (5)

где SED, SMD – интенсивность линии электрического

и магнитного дипольного перехода:

SED =
1

(2J + 1)

∑

λ=2,4,6

Ωλ|〈J ′‖U (λ)‖J〉|2, (6)

SMD =
1

4mc2

∑

λ=2,4,6

Ωλ|〈J ′‖L+ 2S‖J〉|2. (7)

Решая систему уравнений, можно найти парамет-

ры Джадда–Офельта.

Далее становится возможным рассчитать такие

величины, как излучательное время жизни, коэф-

фициенты ветвления, сечение вынужденного излуче-

ния, квантовую эффективность люминесценции, оп-

тическое усиление, квантовый выход и эффектив-

ность сенсибилизации [31].

Например, суммируя по всем излучательным пе-

реходам из начального состояния |J〉, можно найти

излучательное время жизни уровня |J ′〉:

τr =
1∑

J A(J
′; J)

. (8)

3. Материалы и эксперимент. В качестве

объектов исследования выступали суспензии но-

вых твердых растворов на основе матриц NaGdF4,

легированных ионами Eu, в диметилсульфоксиде

(ДМСО). Образцы отличались концентрацией Eu в
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матрице (5, 8 и 10 мол. %). В дальнейшем они будут

обозначаться К5, К8 и К10 в соответствии с концен-

трацией европия.

3.1. Синтез и характеризация твердых раство-

ров NaGdF4 : Eu.

Наночастицы NaGdF4 : Eu были синтезированы

сольвотермальным методом синтеза в высококипя-

щем растворителе по методике, описанной ранее в

[19, 32]. Ацетаты европия и гадолиния марки чисто-

ты 99.99 (ЛАНХИТ, Россия) добавляли к олеино-

вой кислоте (ВЕКТОН) и 90 % октадецен-1 (ВЕК-

ТОН). Реакционную смесь нагревали до 130 ◦С при

перемешивании в атмосфере аргона до полного рас-

творения осадка, далее в вакууме удаляли воду и

уксусную кислоту. NaOH и NH4F марки чистоты

Х.Ч. (ЛАНХИТ) растворяли в метаноле марки чи-

стоты ОС.Ч. (ХИММЕД). В реакционную смесь при

комнатной температуре добавляли смесь растворов

NaOH и NH4F, нагревали всю смесь до 50–60 ◦С и

выдерживали при этой температуре в течение одно-

го часа, после чего метанол удаляли в вакууме. По-

сле удаления всего метанола реакционную смесь на-

гревали до 290 ◦C и выдерживали в течение 1.5 ч, а

затем охлаждали до 25 ◦С. Осадок наночастиц от-

деляли от раствора центрифугированием (Eppendorf

5804, 6500 об/мин, 5 мин). Полученные наночастицы

три раза последовательно диспергировали в хлоро-

форме и промывали 96 % этанолом.

Рентгенофазовый анализ был проведен на ди-

фрактометре Bruker D8 Discover с CuKα-излучением.

Параметры решетки были рассчитаны в программе

Powder 2.0 (∆Q < 10). Рентгенограмма типичного

синтезированного образца NaGdF4 : Eu представлена

на рис. 1. Сравнение рентгенограммы с базой дан-

ных JCPDS 27-0699 (a = 6.020 Å, c = 3.601 Å) для

β-NaGdF4 не выявило дополнительных пиков, что

свидетельствует о синтезе однофазных образцов низ-

котемпературной гексагональной фазы. Результаты

расчета параметров решетки представлены в табл. 1.

Таблица 1. Результаты синтеза образцов NaGdF4 : Eu

Состав Параметры

решетки образцов, Å

К5 – NaGdF4 : Eu (5 мол. %) a = 6.041(2), c = 3.592(1)

К8 – NaGdF4 : Eu (8 мол. %) a = 6.040(3), c = 3.594(3)

К10 – NaGdF4 : Eu (10 мол. %) a = 6.042(2), c = 3.595(2)

В дальнейшем из полученных порошков

NaGdF4 : Eu были приготовлены суспензии в

ДМСО с концентрацией 4.3 г/л. Методом дина-

Рис. 1. Рентгенограмма образца К8 – NaGdF4 : Eu

(8мол.%)

мического светорассеяния был определен их размер

в суспензии, оказавшийся равным 264 нм.

3.2. Фотолюминесцентная спектроскопия. Лю-

минесцентные свойства полученных суспензий были

исследованы с помощью спектрофлуориметра Solar

CM2203 (Беларусь) в 90◦-геометрии при комнатной

температуре. Для измерений использовали стандарт-

ные кварцевые кюветы для флуориметрии с длиной

оптического пути 10 мм. Прибор использовался в ре-

жиме регистрации фосфоресценции, т.е. регистрация

спектров осуществлялась с задержкой в 20 мкс отно-

сительно возбуждающего импульса ксеноновой лам-

пы. Спектральное разрешение составляло 10 нм.

4. Результаты и обсуждение.
4.1. Время-разрешенная спектроскопия твердых

растворов NaGdF4 : Eu в ДМСО. Были получены

спектры возбуждения фосфоресценции всех иссле-

дуемых суспензий в диапазоне 250–600 нм при ре-

гистрации фосфоресценции на длине волны 616 нм

(рис. 2). Установлено, что оптимальной для интен-

сивной люминесценции образцов является длина

волны возбуждения 272 нм.

Полученные спектры фосфоресценции исследо-

ванных твердых растворов европия в области 575–

775 нм при возбуждении на длине волны 272 нм пред-

ставлены на рис. 3. На рисунке отмечены электрон-

ные переходы в европии, которым соответствует дан-

ная полоса фосфоресценции.

Кинетики затухания фосфоресценции

NaGdF4 : Eu измерялись при возбуждении све-

том с длиной волны 272 нм и регистрировались

на длинах волн 590, 616, 690 нм, соответствующих

положениям максимумов самых интенсивных полос

Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



Определение фотофизических параметров твердых растворов NaGdF4 : Eu. . . 629

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры возбуждения фос-

форесценции исследуемых образцов. Спектры норми-

рованы на максимум интенсивности

Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектры люминесценции об-

разцов NaGdF4 : Eu при возбуждении на длине волны

272 нм. Спектры нормированы на максимум интенсив-

ности

спектра (рис. 3). Для каждого образца проводилось

по 3–5 повторений регистрации кинетик затухания

фосфоресценции. Обработка кинетики затухания

заключалась в построении зависимостей от времени

в полулогарифмическом масштабе, определении

прямолинейного участка, нахождении коэффи-

циента линейной регрессии для данного участка

и расчете времени жизни фосфоресценции воз-

бужденного состояния европия. Значения времени

жизни усреднялись по количеству повторений для

одного и того же образца, затем рассчитывалась

среднеквадратичная погрешность измерения.

На рисунке 4 представлена полученная кинетика

затухания фотолюминесценции для твердого раство-

ра К8. В таблице 2 представлены измеренные време-

на затухания фосфоресценции исследованных твер-

дых растворов для разных полос спектра и среднее

время затухания.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Кинетика затухания фосфо-

ресценции образца К8 – NaGdF4 : Eu с содержанием ев-

ропия 8 % – в полулогарифмическом масштабе. Кон-

центрация твердого раствора в суспензии 4.3 г/л

Точность определения времени затухания состав-

ляла в среднем 0.3 мс.

Как видно из табл. 2, для всех образцов были по-

лучены близкие значения времен затухания фосфо-

ресценции. Для образца с наибольшей концентраци-

ей европия (10 %) время оказалось несколько мень-

ше, что может быть связано с тем, что при высоких

концентрациях европия в матрице повышается веро-

ятность безызлучательной дезактивации возбужден-

ного состояния (концентрационное тушение).

4.2. Применение теории Джадда–Офельта для

определения времени жизни возбужденного состоя-

ния твердых растворов NaGdF4 : Eu. Для необходи-

мых расчетов было использовано программное обес-

печение JOEs [31]. Параметры Джадда–Офельта рас-

считывались по формуле:

Ωλ =
fMDk̃

3
1

e2k̃3λU
(λ)

9n3
1

nλ(n2
λ + 2)2

Jλ
J1
, (9)

где Jκ =
∫
Iκ(k̃)dk – интегральная интенсивность пе-

рехода с 5D0 на 7Fκ, k̃κ =
∫ k̃Iκ(k̃)

Jκ
dk̃ – среднее вол-

новое число [см−1], κ = 1, 2, 4, 6, n = n(λ) – значение

показателя преломления, принятое для исследуемых

частиц равным n = 1.45 [33].
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Таблица 2. Измеренные времена затухания фосфоресценции твердых растворов NaGdF4 : Eu

Образец Время затухания фосфоресценции, мс

Полоса 590 нм Полоса 616 нм Полоса 690 нм Среднее

время

затухания

К5 (5% Eu) 5.6 5.3 5.7 5.5

К8 (8% Eu) 5.4 5.5 6.2 5.7

К10 (10 % Eu) 5.4 4.7 4.7 4.9

Таблица 3. Измеренные экспериментально и рассчитанные значения времен жизни возбужденного состояния твердых растворов
NaGdF4 : Eu

Образец Время жизни возбужденного Время затухания фотолюминесценции

состояния (рассчитанное), мс (эксперимент), мс

К5 (5 % Eu) 7.5 5.5

К8 (8 % Eu) 6.9 5.7

К10 (10 % Eu) 7.1 4.9

Для случая с европием:

fλ
ED = e2ΩλU

(λ), (10)

где e = 4.803 · 10−10 – элементарный заряд [СГСЭ],

h = 6.63 · 10−27 – постоянная Планка [эрг · c].
С учетом рассчитанных параметров Джадда–

Офельта были определены вероятности излучатель-

ных переходов:

Aλ =
64π4

3h
k̃3λ
nλ(n

2
λ + 2)2

9
fλ
ED,

A1 =
64π4

3h
k̃31n

3
1fMD.

(11)

AR =
∑
Ai – общая вероятность излучательных пе-

реходов.

Далее было определено радиационное время жиз-

ни:

τ rad
calc =

1

AR
. (12)

Рассчитанные значения времен жизни возбуж-

денного состояния представлены в табл. 3. Для срав-

нения в той же табл. 3 представлены средние значе-

ния времен затухания фотолюминесценции, получен-

ные из экспериментальных измерений.

Сравнительный анализ полученных в экспе-

рименте и рассчитанных значений времени жиз-

ни возбужденного состояния твердых растворов

NaGdF4 : Eu (табл. 3) показывает, что теоретически

рассчитанные времена больше экспериментально

измеренных. Это объясняется тем, что теоретически

рассчитываются времена, учитывающие только

излучательную релаксацию возбужденных состо-

яний, а экспериментально полученные из кинетик

затухания значения времен жизни учитывают как

излучательную, так и безызлучательную релакса-

цию.

Таким образом, полученные результаты подтвер-

ждают корректность применения теории Джадда–

Офельта для расчета времени жизни возбужденного

состояния твердых растворов NaGdF4 : Eu.

Выводы. В данной работе впервые проведена

оценка корректности применения теории Джадда–

Офельта для расчета времени жизни возбужденно-

го состояния новых твердых растворов NaGdF4 : Eu

в суспензиях ДМСО. Были экспериментально из-

мерены времена жизни затухания фотолюминес-

ценции и теоретически рассчитаны излучательные

времена жизни возбужденных состояний исследо-

ванных твердых растворов. В результате сравни-

тельного анализа получено хорошее согласие зна-

чений этих параметров. Таким образом, модель

Джадда–Офельта адекватно описывает фотофизи-

ческие процессы в исследованных образцах. Показа-

на перспективность применения твердых растворов

NaGdF4 : Eu для оптической визуализации в биотка-

нях посредством время-разрешенной спектроскопии.
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Иерархия характерных времен естественным образом служит обоснованием необходимости перехода

от исходного “точного“’ гамильтониана открытой квантовой системы и ее окружения к приближенно-

му эффективному гамильтониану для дальнейшего использования марковского приближения и модели

дельта-коррелированного окружения открытой системы. Переход к эффективному гамильтониану в рам-

ках алгебраической теории возмущений позволяет учитывать интерференционные каналы релаксации

и своеобразную интерференцию случайных процессов, которые невозможно обнаружить и отсутствуют

при использовании приближения вращающейся волны. Показано, что в случае ансамбля одинаковых

квантовых осцилляторов своеобразная интерференция приводит к невинеровской динамике ансамбля.

DOI: 10.31857/S1234567820090104

1. Особенностью теоретического анализа оптиче-

ских открытых систем является необходимость по-

строения эффективного гамильтониана для каждого

рассматриваемого случая взаимодействия электро-

магнитных полей с квантовой системой. Этот этап

часто опускается. Вместо построения эффективного

гамильтониана предполагается описание процессов

взаимодействия в приближении вращающейся волны

[1] и дальнейшее получение кинетического уравнения

системы. Или вообще используется готовое кинети-

ческое уравнение [2, 3].

Подход с использованием приближения враща-

ющейся волны упускает из рассмотрения процессы

второго порядка по взаимодействию с широкополос-

ными квантованными полями, а также разного рода

интерференционные процессы (см., например, [4, 5] и

приведенные в работах ссылки). Типичный пример

широкополосного квантованного поля дает вакуум-

ное электромагнитное поле.

Использование готового кинетического уравне-

ния часто выводит исследователя за рамки приме-

нимости этого уравнения, например, при рассмотре-

нии дисперсионных пределов. Анализ таких ситуа-

ций приведен в работах [6–8].

1)e-mail: basharov@gmail.com

У разработчиков новых подходов к получению

кинетического уравнения при формулировке иссле-

дуемых моделей и их теоретическом описании про-

является желание применить разработанные общие

методы для получения кинетического уравнения

(master equation) непосредственно к исходному га-

мильтониану системы, чтобы, как бы, точнее опи-

сать исходную систему. Такой подход также является

весьма распространенным [9, 10]. В другой классиче-

ской монографии [11] вообще не обсуждается про-

блема формулировки исходного гамильтониана для

последующего получения кинетического уравнения.

Но давно было замечено [12], что применительно

к квантовому осциллятору, взаимодействующему с

широкополосным квантованным полем, использова-

ние исходного и как бы точного гамильтониана при-

водит к некорректному результату. Корректный ре-

зультат получается при применении общих методов

теории открытых квантовых систем не к исходному

гамильтониану осциллятора, взаимодействующего с

квантованным широкополосным полем, а к гамиль-

тониану в приближении вращающейся волны.

Главным отличием приближения вращающейся

волны является отсутствие в операторе взаимодей-

ствия быстроменяющихся во времени слагаемых, ес-

ли его рассматривать в представлении взаимодей-
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ствия. Природу и важность этого факта не рассмат-

ривали в контексте задач теории открытых кванто-

вых систем. В упомянутых монографиях [9, 10] раз-

работанные новые методы получения кинетическо-

го уравнения для открытых квантовых систем при-

менялись как к гамильтониану в приближении вра-

щающейся волны, так и к исходному гамильтониа-

ну взаимодействия, содержащему в представлении

взаимодействия как медленно меняющиеся функции

времени, так и быстро меняющиеся. Но каких-либо

общих выводов из сравнения результатов примене-

ния общих подходов к различным гамильтонианам

сделано не было.

Следует заметить, что упомянутые работы ис-

пользовали наиболее эффективное приближение в

теории открытых квантовых систем – марковское

приближение. В рамках марковского подхода все об-

щие методы теории открытых квантовых систем, так

или иначе, используют представления о белом шу-

ме – квантовом или классическом случайном про-

цессе с нулевым временем корреляции. Общие осно-

вания здесь лежат в “вездесущности” центральных

предельных теорем.

Впервые представления о белом шуме были при-

менены Ланжевеном [13] в теории броуновского дви-

жения. Динамика броуновской частицы определя-

лась масштабом времени, задаваемым коэффициен-

том вязкого трения и размерами частицы, тогда как

время корреляции случайной силы, введенной в рас-

смотрение Ланжевеном, было существенно меньше и

могло быть положено равным нулю. Это позволило

впервые эффективно применить представления о бе-

лом шуме и получить результаты, согласующиеся с

другими теориями.

2. В открытых оптических квантовых системах

существуют характерные времена, которые, в боль-

шинстве случаев, ничтожно малы и никак не могут

рассматриваться больше времени корреляции кван-

тового белого шума. Но время корреляции кван-

тового белого шума равно нулю! Таким временем

в теории открытых квантовых оптических систем

является, например, время “оборота” электрона во-

круг ядра. В оптике это время порядка 10−15 c. Бу-

дем рассматривать эту величину как имя нарица-

тельное, говоря о быстрых процессах, связанных со

структурой рассматриваемых объектов. Если взаи-

модействие с окружением рассматривать в марков-

ском приближении, то формальное определение мар-

ковского процесса взаимодействия сводится к ап-

проксимации термостата математическим белым шу-

мом с нулевым временем корреляции. При этом еще

есть характерное время усреднения τav, если гово-

рим о времени корреляции, причем должно выпол-

няться условие τav ≫ τcor. При переходе к реаль-

ным системам, где все времена конечны, соотнесение

упомянутых величин требует детализации и учета

при построении модели. Поскольку наряду со вре-

менем корреляции термостата τcor есть характерный

и очень малый масштаб 10−15 c изменения быстро-

меняющихся слагаемых гамильтониана открытой си-

стемы, то время корреляции термостата не может

быть порядка 10−15 c – оно его существенно превос-

ходит, τcor ≫ 10−15 c, поскольку здесь идет реальный

и достаточно инерционный процесс межчастичных

взаимодействий, приводящий к установлению равно-

весия внутри самого термостата. Кроме того, долж-

но быть выполнено условие γ−1, τd ≫ τav ≫ τcor ≫
≫ 10−15 c, где τd – характерное время динамики от-

крытой системы, γ−1 – характерное время ее релак-

сационной динамики. В реальной физической ситу-

ации открытой квантовой оптической системы это

невозможно! Поэтому, чтобы применять какие-либо

общие методы для получения кинетического урав-

нения рассматриваемой открытой системы, основан-

ные на представлении о белом шуме, необходимо,

прежде всего, построить модель рассматриваемой

системы и избавиться от быстро меняющихся сла-

гаемых в гамильтониане. Речь идет о быстроменяю-

щихся слагаемых в представлении взаимодействия.

Таким образом, необходима процедура, состоящая в

построении модели и ее гамильтониана без быстро-

меняющихся слагаемых в представлении взаимодей-

ствия. Это мы называем построением эффективного

гамильтониана открытой системы, т.е. по заданному

исходному гамильтониану необходимо построить эф-

фективный гамильтониан и уже для него развивать

марковское приближение и представления о белом

шуме. Если в эффективном гамильтониане не бу-

дет быстроменяющихся во времени слагаемых, то бу-

дет оправданным полагать τcor = 0, поскольку в от-

сутствии быстроменяющихся во времени слагаемых

условие γ−1, τd ≫ τav ≫ τcor вполне можно удовле-

творить. К такой модельной системе можно успеш-

но применять приближение белого шума! Заметим,

что такой анализ теории открытых оптических кван-

товых систем отсутствует в известных монографиях

[9–11].

3. Под эффективным гамильтонианом кванто-

вой системы имеют в виду различные представле-

ния. Помимо простого отбрасывания “неудобных”

слагаемых, широко используют различные преоб-

разования. В квантовой теории большинство таких

преобразований используют унитарную симметрию

квантовой теории. Так с самого зарождения кван-
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товой механики – в работе ван Флека [14] унитар-

ное преобразование стало применяться для исключе-

ний неудобных слагаемых. А в работах [15–17] раз-

вит метод непрерывного унитарного преобразования

гамильтониана, приводящего к его диагонализации.

Подход с использованием диагонализации исходного

гамильтониана известен как глобальный подход [18]

и во многих работах сравнивают результаты, полу-

ченные в рамках глобального подхода и подхода, ос-

нованного на тех или иных приближения. В послед-

нем случае говорят о локальном подходе. Стоит от-

метить, что при использовании марковского прибли-

жения глобальный подход в оптических квантовых

системах зачастую является избыточным и удобнее

пользоваться локальным подходом. Реальная суть

локального подхода в свете отмеченной иерархии ха-

рактерных времен системы должна состоять, прежде

всего, в исключении быстроменяющихся слагаемых в

представлении взаимодействия.

Еще Крыловым, Боголюбовым и Митропольским

[19, 20] разработан метод усреднения дифференци-

альных уравнений, содержащих слагаемые с разны-

ми масштабами изменения во времени. В моногра-

фии [21] этот метод применен к дифференциальным

уравнениям, описывающим динамику квантовых оп-

тических систем. В монографии [22] изложен алгеб-

раический вариант метода Крылова–Боголюбова–

Митропольского, а в работе [23] для исключения

быстроменяющихся во времени слагаемых предложе-

но использовать унитарное преобразование исходно-

го гамильтониана. Этот подход отличается от других

подходов [24–28] с использованием унитарной сим-

метрии квантовой теории (сравнение двух подходов

можно найти в [29]). Использование унитарной сим-

метрии квантовой теории в построении эффективно-

го гамильтониана с целью исключения переменных,

быстроменяющихся во времени в представлении вза-

имодействия, приводит к формулировке оригиналь-

ной теории возмущений, которую естественно назы-

вать алгебраической теорией возмущений (аналогич-

но [22]). Эту теорию удобно применять к квантовым

открытым системам [4, 30] и в нашем случае такое

применение состоит в следующем.

В расширенном пространстве состояний откры-

той системы и квантованного электромагнитного

поля исходный гамильтониан HIni определяет

уравнение Шредингера для волнового вектора:

i~ d
dt |ΨS+F 〉 = HIni|ΨS+F 〉. Предположения о ха-

рактере начального состояния |ΨS+F 〉 при t = 0 в

алгебраической теории возмущений делаются после

построения эффективного гамильтониана задачи.

Это же касается и формулировки марковского

приближения.

Чтобы удобнее было отделять быстроменяющи-

еся слагаемые во времени от медленно меняющих-

ся, необходимо перейти в представление взаимодей-

ствия, в котором остаются только операторы взаимо-

действия между элементами системы VS(t) и между

системой и окружением системы VS−F (t):

i~
d

dt
|ΨS+F (t)〉 = (VS−F (t) + VS(t))|ΨS+F (t)〉. (1)

Здесь явное написание аргумента времени служит

указанием на использование представления взаимо-

действия.

Важно отметить, что часто взаимодействие меж-

ду элементами системы является следствием вза-

имодействия между системой и окружением. При-

мером здесь служит диполь-дипольное взаимодей-

ствие между атомами атомного ансамбля, рассмат-

риваемого как открытая система в электромагнит-

ном широкополосном окружении [31]. Поэтому одна

из идей глобального подхода к открытым системам

[32] о необходимости диагонализации гамильтониана

открытой системы перед дальнейшим ее изучением,

вообще говоря, в открытых оптических квантовых

системах не актуальна. При этом мнение об “ущерб-

ности” локального подхода находит опору в ошибоч-

ных выводах, подобных [33], где вместо использова-

ния алгебраической теории возмущений и анализа

характерных времен задачи приближение вращаю-

щейся волны использовано за рамками его примени-

мости.

В силу унитарной симметрии квантовой теории

перейдем от исходных векторов и операторов к пре-

образованным по формулам

|Ψ̃(t)〉 = T (t)|Ψ(t)〉, T (t) = e−iS(t), S+(t) = S(t).

Преобразованный вектор будет удовлетворять урав-

нению Шредингера i~d|Ψ̃(t)〉
dt = H̃(t)|Ψ̃(t)〉 с преобра-

зованным гамильтонианом

H̃(t) = T (t)V (t)T +(t)− i~T (t) d
dt
T +(t),

V (t) = VS−F (t) + VS(t).

В дальнейшем удобно использовать формальное

решение уравнение Шредингера для оператора эво-

люции U(t, t0) c преобразованным гамильтонианом,

которое выражается с помощью Т-оператора

U(t, t0) = I +

(
− i
~

) t∫

t0

H̃(t′)dt′ +

(
− i
~

)2

×
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×
t∫

t0

t′∫

t0

H̃(t′)H̃(t′′)dt′dt′′+. . . =
←−
T exp



− i
~

t∫

t0

H̃(t′)dt′



 ,

|Ψ̃(t)〉 = U(t, t0)|Ψ̃(0)〉.
Алгебраическая теория возмущений основана на

разложении генераторов преобразования во време-

ни H̃(t) и рассматриваемого унитарного преобразо-

вания S(t) в ряд по константам взаимодействий

S(t) = S(1,0)(t) + S(0,1)(t) + S(2,0)(t) + . . . ,

H̃(t) = H̃(1,0)(t) + H̃(0,1)(t) + H̃(1,1)(t) +

+ H̃(2,0)(t) + H̃(0,2)(t) + . . .

Левый индекс каждой пары верхних индексов

описывает порядок слагаемого по константе связи

γS−F между открытой системой и окружением, а

правый индекс – порядок по константе gS меж-

ду элементами системы. Реально порядок взаимо-

действия с полями грубо определяется отношением

энергии взаимодействия между полями к энергии

кванта осциллятора, а параметров взаимодействия

может быть несколько в силу возможности участия

нескольких полей и/или различных элементов систе-

мы.

С учетом формулы Бейкера–Хаусдорфа (см., на-

пример, [27, 34]) нетрудно получить

H̃(1,0)(t) = ~
dS(1,0)(t)

dt
+ VS−F (t),

H̃(0,1)(t) = ~
dS(0,1)(t)

dt
+ VS(t),

H̃(1,1)(t) = ~
dS(1,1)(t)

dt
− i

2
[S(1,0)(t), VS(t)]−

− i

2
[S(1,0)(t), H̃(0,1)(t)]− i

2
[S(0,1)(t), VS−F (t)]−

− i

2
[S(0,1)(t), H̃(1,0)(t)], (2)

H̃(2,0)(t) = ~
dS(2,0)(t)

dt
−

− i

2
[S(1,0)(t), VS−F (t)]−

i

2
[S(1,0)(t), H̃(1,0)(t)],

Формулы (2) могут лежать в основе разных

алгоритмов построения эффективного гамиль-

тониана. Алгебраическая теория возмущений

следует идеям метода усреднения Крылова–

Боголюбова–Митропольского и определяет такой

отбор слагаемых в формулах (2) – в представ-

лении взаимодействия в слагаемых H̃(1,0)(t),

H̃(0,1)(t) и др. эффективного гамильтониана

HEff(t) = H̃(1,0)(t)+H̃(0,1)(t)+H̃(1,1)(t)+H̃(2,0)(t)+. . .

должны остаться только величины, медленно меняю-

щиеся во времени [4, 23, 34]. Это условие однозначно

определяет (в предположении адиабатического

включения полей) величины S(i,j) и накладывает

ограничение на спектр мод широкополосных полей,

учитываемых в эффективном гамильтониане HEff(t)

[4, 5, 34–36]. Тогда величины S(i,j) вбирают в себя все

быстро меняющиеся во времени величины и можно

упростить выражения (2), представив их в виде

H̃(1,0)(t) = V ′
S−F (t), H̃(0,1)(t) = V ′

S(t),

H̃(1,1)(t) = − i
2
[S(1,0)(t), V ′′

S (t)]′− i
2
[S(0,1)(t), V ′′

S−F (t)]
′,

H̃(2,0)(t) = − i
2
[S(1,0)(t), V ′′

S−F (t)]
′, (3)

H̃(0,2)(t) = − i
2
[S(0,1)(t), V ′′

S (t)]′

. . .

Одним штрихом обозначено выражение, пред-

ставленное в виде суммы слагаемых, из которой ис-

ключены все слагаемые, содержащие быстро меняю-

щиеся функции времени. Двумя штрихами отмечено

выражение, после отбрасывания из его составляю-

щих всех медленно меняющихся слагаемых.

Подчеркнем, что работ, в которых использовался

подход на основе формул Бейкера–Хаусдорфа, слиш-

ком много, чтобы их перечислять, но в них были

дальше применены другие принципы отбора слага-

емых (в дополнение к [25–27], см. [37–42]). При этом

в качестве основы для отбора слагаемых в эффектив-

ный гамильтониан нигде не рассматривалась иерар-

хия характерных времен задачи, как и требование

отсутствия быстроменяющихся во времени слагае-

мых в представлении взаимодействия. Во многих ра-

ботах просто исключалось линейное по константе

связи слагаемое при рассмотрении многофотонных

процессов [38–40].

Слагаемые H̃(1,0)(t) и H̃(0,1)(t) в случае однофо-

тонных резонансов [32] отвечают приближению вра-

щающейся волны, т.е. эффективный гамильтониан,

ограниченный этими слагаемыми,

HEff(t) = H̃(1,0)(t) + H̃(0,1)(t) ≡ HRW (t) (4)

и есть используемый в многочисленных подходах к

теории открытых систем.

Однако, если в качестве эффективного гамильто-

ниана выбрать, например, такой

HEff(t) = H̃(1,0)(t) + H̃(0,1)(t) + H̃(1,1)(t), (5)
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то он будет описывать новый канал взаимодействия

и релаксации открытой системы.

4. Обсудим типичный пример, описываемый вза-

имодействием (5) – один осциллятор связан с други-

ми, которые в свою очередь взаимодействуют с об-

щим термостатом. Операторы взаимодействий здесь

такие

VS−F (t) =

=

N∑

j=1

∑

ω

γS−F,j(cje
−iωjt + c+j e

iωjt)(aωe
−iωt + a+ω e

iωt),

VS(t) =

=

N∑

j=1

∑

ω

gsj(cje
−iωjt + c+j e

iωjt)(cse
−iωst + c+s e

iωst).

Здесь частоты осцилляторов и их бозонные операто-

ры рождения и уничтожения ωj , c
+
j , cj , j = 1, . . . , N .

Введен индекс s для выделенного осциллятора, ко-

торый не взаимодействует напрямую с термостатом.

Подчеркнем, что осциллятор s есть элемент откры-

той системы и не взаимодействует с окружением от-

крытой системы, т.е. в начальном операторе взаимо-

действия отсутствует слагаемое, которое описывает

его взаимодействие с окружением открытой систе-

мы. Будем считать, что все другие осцилляторы оди-

наковые ωj = ωc, j = 1, . . . , N , и вместе с выделен-

ным осциллятором образуют открытую систему. Эта

ситуация отличается от двойственной ситуации, в ко-

торой “другие” осцилляторы различны и моделиру-

ют термостатное окружение первого осциллятора.

Пусть только один осциллятор рассматривается

в качестве “других”, N = 1. Тогда возможны такие

характерные случаи. Случай “изолированного” выде-

ленного осциллятора. У этого осциллятора появляет-

ся свой канал релаксации [5], которого в приближе-

нии вращающейся волны не существует и поэтому в

принципе невозможно в общепринятом приближении

описать. С точностью до слагаемых первого поряд-

ка (приближение вращающейся волны) осцилляторы

ведут себя как независимые, поскольку в (4)

H̃(1,0)(t) = V ′
S−F (t), H̃(0,1)(t) = V ′

S(t) = 0.

Однако во втором порядке имеем в (5)

H̃(1,1)(t) = − i
2
[S(1,0(t), V ′′

S (t)]′ − i

2
[S(0,1)(t), V ′′

S−F (t)]
′.

Это слагаемое определяет прямой распад “изолиро-

ванного” осциллятора в термостат, с которым связан

другой осциллятор. При этом происходит взаимодей-

ствие осцилляторов с квантами термостата, частоты

которых лежат в различных областях спектра, кото-

рые далеки друг от друга и не перекрываются между

собой.

Тот же канал будет и в случае двухфотонной свя-

зи между обсуждаемыми осцилляторами [7], одна-

ко обычно, при обсуждении многоквантовых взаимо-

действий внутри системы такие процессы остаются

незамеченными (см., например, [40, 41]).

Алгебраическая теория возмущений позволя-

ет учесть и следующее слагаемое H̃(2,0)(t) и/или

H̃(0,2)(t). Пусть теперь в открытой системе отсут-

ствует осциллятор s и открытая система состоит из

N одинаковых осцилляторов, операторы рождения

и уничтожения которых c+ и c. Эти осцилляторы

взаимодействуют с общим термостатным полем

окружения, но совсем не взаимодействуют между

собой. Такая модельная система может описывать

пучок световодов, многоканальный направленный

ответвитель [43] и т.п. Будем говорить об ансам-

бле резонаторов, связанных на зеркале с общим

электромагнитным полем окружения. Тогда

HEff(t) = H̃(1)(t) + H̃(2)(t). (6)

Здесь возникает своеобразная интерференция, в ко-

торой конкурируют процессы ухода фотона из резо-

натора в окружающее поле и процесс переизлучения

фотона – аналог высокочастного штарк-эффекта в

атомах, – когда число фотонов в резонаторе не ме-

няется. Общий оператор взаимодействия, после пе-

ренормировки частоты и формулировки марковско-

го приближения [1, 4, 34], дается выражением

H̃(1) = γ
∑

ω

(Ca+ω e
i(ω−ωc)t + C+aωe

−i(ω−ωc)t),

H̃(2)(t) = γ(2)N
∑

ω,ω′

a+ω aω′ei(ω−ω′)t. (7)

Здесь γ – константа связи осциллятора открытой си-

стемы с полем общего термостата, γ(2) ∼ γ2. При

этом C = c⊗ . . .⊗ c︸ ︷︷ ︸
N

– операторы уничтожения ос-

цилляторов действуют в разных пространствах со-

стояний каждого осциллятора (резонатора).

Уравнение Шредингера i~d|Ψ̃(t)〉
dt = HEff(t)|Ψ̃(t)〉 с

гамильтонианом (6), (7) математически не определе-

но, однако приобретает корректный статус как кван-

товое стохастическое дифференциальное уравнение

[1, 4, 34] в случае дельта коррелированности фотонов

окружения 〈aωa+ω′〉 = δ(ω − ω′). При этом стохасти-

ческое дифференциальное уравнение для оператора

эволюции U(t) ≡ U(t, t0) имеет стандартный общий

вид [4, 11]

dU(t̄) = −HEff−S(t̄)dtU(t̄) +
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+

(
Y +Y

e
Λ + iYΛ
(YΛ)2

Y dt̄+ Y + Y
e
Λ

YΛ
dB(t̄) +

+
Y e
Λ

YΛ
Y dB+(t̄) + Y e

ΛdΛ(t̄)

)
U(t̄). (8)

Здесь Y = γ̄C, YΛ = γ̄(2)N , Y e
Λ = e−iYΛ − 1. Вве-

дены стандартные операторы, определяющее кван-

товое стохастическое уравнение невинеровского типа

[43]:

B(t̄) =

t̄∫

0

dt′a(t′), Λ(t̄) =

t̄∫

0

dt′a+(t′)a(t′),

a(t̄) =
1√
2π

∞∫

−∞

dω̄e−i(ω̄−ω̄c)t̄aω̄,

а также их дифференциалы Ито, удовлетворяющие

алгебре Хадсона–Партасорати [43]:

dΛ(t̄) = Λ(t̄+ dt̄)− Λ(t̄), dB(t̄) = B(t̄+ dt̄)−B(t̄),

dΛ(t̄)dΛ(t̄) = dΛ(t̄), dB(t̄)dB+(t̄) = dt̄,

dΛ(t̄)dB+(t̄) = dB+(t̄), dB(t̄)dΛ(t̄) = dB(t̄),

dΛ(t̄)dB(t̄) = dΛ(t̄)dt̄ = dB+(t̄)dΛ(t̄) =

= dB+(t̄)dt̄ = dB(t̄)dt̄ = dt̄dt̄ = 0.

Черта над символом отмечает его обезразмеренный

вариант, например, t̄ = ωct.

Зависимость от N коэффициента YΛ = γ̄(2)N пе-

ред дифференциалом Ито считывающего процесса

dΛ(t̄) и считывающее свойство dB(t̄)dΛ(t̄) = dB(t̄)

обеспечивают рост влияния слагаемых второго по-

рядка малости с ростом N . Тогда константа связи γ̄

перенормируется, как и в случае атомной открытой

системы [45–48], и в обычных ситуациях все процес-

сы в рассматриваемой системе могут быть описаны

обычными формулами с заменой γ̄ → 2γ̄ 1−cos(γ̄(2)N)

(γ̄(2)N)2
.

Здесь роль такой перенормировки зависит от числа

N осцилляторов в ансамбле. Возможна такая иде-

ализированная ситуация, когда γ̄(2)N = 2π и про-

цессы второго порядка полностью подавят процес-

сы первого порядка! Однако в оценке реальной ситу-

ации необходимо помнить о сделанном марковском

приближении и процедуре введения квантовых слу-

чайных процессов.

Выявленная перенормировка константы релакса-

ции открытой системы есть результат отмеченной

выше своеобразной интерференции, в которой хоть

и конкурируют, казалось бы, несоразмерные процес-

сы первого и второго порядка алгебраической теории

возмущений, но процесс второго порядка обладает

считывающим свойством и “встраивается” в процес-

сы первого порядка. Это и нашло отражение в имен-

но такой перенормировке константы γ̄.

5. Таким образом, алгебраическая теория возму-

щений дает путь решения проблемы, связанной с со-

отношением времени корреляции случайных полей,

моделирующих термостат, и наличием быстропере-

менных слагаемых в оптических системах, характер-

ное время изменения которых много меньше вре-

мени корреляции шумовых полей. При этом возни-

кают новые аспекты, которые не учитывались ра-

нее без применения алгебраической теории возмуще-

ний. Важным следствием переосмысления уравнения

Шредингера как квантового стохастического уравне-

ния является необходимость учета слагаемых более

высокого порядка в открытых оптических системах,

поскольку именно они ответственны за своеобраз-

ный новый тип интерференции. Наконец, квантовое

стохастическое уравнение (8), которое получается в

рамках алгебраической теории возмущений, являет-

ся универсальным [4, 11], управляется всеми основ-

ными квантовыми случайными процессами – рож-

дающим, уничтожающим и считывающим [4, 44–51],

чего нет в подходах [1, 9, 10].

Обсуждая иерархию характерных времен откры-

той оптической системы не следует забывать факты,

установленные еще в 1950-х гг. [52, 53]. Марковское

приближение приводит к экспоненциальной динами-

ке открытой системы, которая не может быть “веч-

ной”. За масштабом времен, много больших γ−1, на-

ступает царство редких событий, которые представ-

ленная теория неспособна пока описывать.
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Экспериментально изучен отклик на субмиллиметровое излучение приемника, сформированного на

кремниевой подложке в виде метаматериала – матрицы 10×10 разрезных колец, соединенных туннельны-

ми структурами сверхпроводник–изолятор–нормальный металл–изолятор–сверхпроводник (СИНИС).

При малых по сравнению со сверхпроводящей щелью напряжениях электронная температура Te при

температуре подложки T ∼ 0.1K равна ∼ 0.23 K из-за перегрева паразитным излучением, при 0.3 K

Te ≈ T . В обоих случаях при росте напряжения Te снижается из-за электронного охлаждения и дости-

гает 0.19 K при напряжении, соответствующем максимальному отклику. При T = 0.1K отклик в 5–6 раз

превышает отклик при T ∼ 0.3K. Таким образом, электронное охлаждение не обеспечивает такой же

чувствительности приема, как и охлаждение приемника в целом.

DOI: 10.31857/S1234567820100018

Характерной особенностью туннельных струк-

тур вида сверхпроводник–изолятор–нормальный

металл–изолятор–сверхпроводник (СИНИС) явля-

ется эффект охлаждения нормального элемента при

протекании тока. Он вызывается тем, что при напря-

жении U на сверхпроводник–изолятор–нормальный

металл (СИН) переходе ниже значения Vgap = k∆c/e

(∆c, K – энергетическая щель сверхпроводника),

ток создается наиболее энергичными электронами.

Из-за этого возникает поток тепла, направленный

из нормального металла в сверхпроводник. При

этом полная мощность, которая складывается из

джоулева нагрева I · U и мощности электронного

охлаждения, рассеивается в сверхпроводящих эле-

ментах и приводит к их перегреву относительно

холодной подложки. Она частично передается нор-

мальному металлу из-за обратного туннелирования

и переноса фононами и зачастую может оказаться

меньше мощности охлаждения. В таком случае

электронная температура нормального металла

Te может стать значительно ниже температуры

подложки.

1)e-mail: vsedelman@yandex.ru

Авторы работы [1] обратили внимание на то, что

это свойство может оказаться полезным при исполь-

зовании СИНИС структур для регистрации терагер-

цового излучения, исходя из того, что чувствитель-

ность таких приемников тем выше, чем ниже их тем-

пература. В дальнейшем эта идея широко пропа-

гандировалась как способ достичь предельной чув-

ствительности приемников, используя относительно

простую технологию охлаждения откачкой жидкого
3He, а не более сложные и дорогие методы (см., на-

пример, [2, 3] и ссылки в этих публикациях).

Однако охлаждение электронной системы не эк-

вивалентно охлаждению образца как целого. К при-

меру, в [3] отмечалось, что фононная температура

Tph мало меняется при охлаждении. В [3] считалось,

что темп обмена энергией между электронами и фо-

нонами описывается выражением Pe-ph = Σv(T 5
e −

−T 5
ph), где Σ – постоянная взаимодействия, а v – объ-

ем образца. Поэтому, например, при T ∼ 0.3К при

уменьшении электронной температуры примерно в

два раза теплообмен определяется фононной темпе-

ратурой, а при T ∼ 0.1K – более высокой электрон-

ной температурой, и отклики будут сильно разли-

чаться.
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Другое обстоятельство, которое радикально от-

личает работу СИНИС приемника терагерцового из-

лучения от болометра, регистрирующего нагрев на

постоянном или сравнительно низкочастотном токе,

это значительное превышение энергии кванта излу-

чения ~ω над kT . Так, при частоте 350 ГГц, отвеча-

ющей окну прозрачности атмосферы Земли, ~ω/k ≈
≈ 17K. Как отмечено в [4], электроны, поглощающие

такие кванты, в среднем приобретают энергию по-

рядка 8–9 K и далее происходит сложный многосту-

пенчатый процесс релаксации с испусканием и погло-

щением фононов и электрон-электронным взаимо-

действием. Он начинается с очень быстрым рожде-

нием энергичных фононов и продолжается все более

и более медленными процессами. При этом харак-

терные времена уже при энергии частиц порядка 2 K

сравниваются со временем туннелирования порядка

десятка наносекунд и энергичные электроны поки-

дают нормальный металл до того, как в электрон-

ной системе устанавливается состояние, описываемое

фермиевским распределением с температурой Te.

Как показано в [4], максимальный отклик достига-

ется при сопротивлении СИН переходов с площадью

1 мкм2 порядка 10 кОм, что на порядок превыша-

ет сопротивление обычно исследовавшихся структур,

демонстрирующих электронное охлаждение. Явное

проявление отсутствия равновесия в электронной си-

стеме при облучении СИНИС приемника на частоте

≈ 350 ГГц наблюдалось в работах [5].

Ниже описаны эксперименты, доказывающие

различие реакции СИНИС приемников терагер-

цового излучения при одинаковой электронной

температуре, но при разных температурах образца.

Измерения проведены с плоскостной приемной

структурой из метаматериала на кремниевом чипе

[6], представляющей собой матрицу 10× 10 идентич-

ных элементов, включенных по постоянному току

последовательно. Каждый элемент – четыре сек-

тора разрезанного кольца из алюминия с внешним

диаметром 54 мкм, в разрывах которых включены

СИНИС переходы. Площадь матрицы 0.38 мм2.

Структура туннельных переходов – нормальный

электрод из алюминия толщиной 14 нм на подслое

железа 1.2 нм, подавляющем сверхпроводимость.

Окисная пленка толщиной менее 1 нм служит изо-

лятором между нормальным и сверхпроводящим

алюминиевым слоем толщиной 80 нм. Площадь

каждого перехода 1 мкм2, перемычка между нор-

мальными слоями в СИНИС структуре 1 × 0.1мкм.

Нормальное сопротивление rn переходов 1.15 кОм,

полное сопротивление структуры Rn = 230 кОм.

По сравнению с приемниками с малым числом

элементов напряжение на многоэлементной струк-

туре достигает десятки милливольт, а не сотни

микровольт. Из-за этого сигнал/шум много больше,

чем у одиночных СИНИС, что важно как при изме-

рении отклика, особенно при относительно высокой

температуре, так и при вычислении электронной

температуры для нормального электрода, в котором

поглощается излучение.

При измерениях использовалась управляемая

от компьютера плата ввода-вывода NI USB 6289

ADC/DAC. При регистрации ВАХ структуры через

нее пропускался ток, определяемый номиналом

резисторов, включенных последовательно с задаю-

щим напряжение ЦАП. Напряжение на структуре

усиливалось в 100 раз инструментальным усили-

телем, работающим при комнатной температуре,

и оцифровывалось АЦП. Измерения проводились

при температурах чип 0.09–0.5 К с использованием

микрокриостата растворения [7].

Отклик на электромагнитное излучение опреде-

лялся с помощью теплового источника – нагревае-

мой током пленки нихрома с сопротивлением поряд-

ка 300 Ом/�, нанесенной на сапфировую подложку

толщиной 0.3 мм. Ток подводился по медным прово-

лочкам диаметром 0.02 мм c длиной ∼ 1 см, с помо-

щью которых он крепился к держателю с темпера-

турой 0.4–0.5 К. Это позволяло нагревать пленку до

7–8 К при подводе мощности на уровне десятков мик-

роватт без значительного влияния на работу крио-

стата.

Измеренная при “холодном” излучателе вольт-

амперная характеристика при температуре чипа T =

= 0.095К, приведена на рис. 1. Отвечающее этой

Рис. 1. (Цветной онлайн) Вольт-амперная характери-

стика метаструктуры при T = 0.095 ± 0.01К: 1 – в ло-

гарифмическом масштабе; 2 – начальный участок при

малых напряжениях; 3 – расчетный андреевский ток

ВАХ динамическое сопротивление Rd(U = 0) =

= 920МОм и Rd(U = 0)/Rn = 4000. При таком боль-
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шом отношении сопротивлений, как правило, про-

является андреевский ток, превышающий одноэлек-

тронный туннельный ток [8]. Как было установлено в

цитируемой работе, для СИН переходов с подавлени-

ем сверхпроводимости нормального электрода маг-

нитным подслоем сохраняется только та компонента

андреевского тока, которая обязана диффузионному

движению возбуждений в сверхпроводящем электро-

де. При малых напряжениях вдали от щели она име-

ет вид, согласно работе [9]:

Is = Ks
eU/k∆c√
1− eU/k∆c

.

Электронная температура Te нормальных эле-

ментов определяется по одноэлектронному току.

Чтобы его выделить из полного тока эксперимен-

тальной ВАХ, нужно вычесть андреевский вклад,

подобрав коэффициент Ks таким, чтобы при ма-

лых напряжениях Te менялась незначительно. Это

очевидное требование основано на том, что при

малых напряжениях как нагрев, так и охлаждение

не могут существенно повлиять на температуру.

Реально учет андреевского тока оказался нужен при

напряжениях, меньших (0.2−0.3) · k∆c/e, поскольку

при больших напряжениях его вклад пренебрежимо

мал. Расчет Te проводился по известной форму-

ле туннельной теории для одночастичного тока,

приведенной в работах [10, 11]:

I =
1

eRn

+∞∫

−∞

NS(E)[nN (E − eU)− nS(E)]dE.

Здесь Rn – нормальное сопротивление перехо-

да, NS(E) = |E|Θ(|E|−k∆c)√
E2−(k∆c)2

– плотность состояний в

сверхпроводнике согласно теории БКШ, nN(E, Te),

nS(E, TS) – фермиевская функция распределения в

нормальном металле и сверхпроводнике. В форму-

лу формально входит температура сверхпроводника,

однако если симметризовать подынтегральное выра-

жение, то получается более удобная для применения

формула, не содержащая членов, зависящих от тем-

пературы сверхпроводника [12]:

I =
1

eRn

+∞∫

0

NS(E)[nN (E − eU)− nN (E + eU)]dE.

Для каждой точки измеренной вольт-амперной

характеристики с помощью численного интегриро-

вания подбиралась величина электронной темпера-

туры Te так, чтобы отличие между измеренным то-

ком и значением выражения в правой части этой

формулы отличались не более, чем на сотую долю

процента, что заведомо превышает точность измере-

ний. Важно отметить, что полученное таким спосо-

бом значение электронной температуры в общем слу-

чае зависит от используемых параметров перехода. И

если для малых напряжений на переходе это влияние

относительно слабое, то для напряжений, близких к

величине Vgap = k∆c/e, оно существенно. Для мат-

ричных структур ситуация усугубляется наличием

небольшого разброса в параметрах для разных пе-

реходов, что подтверждается размытостью миниму-

ма дифференциального сопротивления. Поэтому ре-

зультаты расчетов вблизи щели (U > 0.8k∆c) могут

быть существенно искажены. Кроме того, в целом к

результатам расчета температур надо относиться с

осторожностью, поскольку в основе расчетов лежит

предположение о равновесии электронной системы,

т.е. описываемое фермиевской функцией распределе-

нием электронов по энергиям. Как отмечалось ранее,

при облучении энергичными квантами это условие не

гарантировано.

Результаты расчета Te по ВАХ, измеренным при

температурах T чип 0.095 и 0.316 К как с “холод-

ным” излучателем, так и с нагретым до 7.05 К пред-

ставлены на рис. 2. Там же приведены зависимости

Рис. 2. (Цветной онлайн) Расчетные зависимости от

приведенного напряжения Te и Te − T при двух тем-

пературах T = 0.095 ± 0.01К и T = 0.316 ± 0.02К при

холодном излучателе и нагретом до 7.05 ± 0.1К

от напряжения на структуре изменений температу-

ры Te − T при воздействии излучения. Как следует

из приведенных результатов, при T = 0.095К элек-

тронная температура при U ≪ Vgap значительно вы-

ше этого значения. Такое различие обычно наблю-

дается для СИНИС приемников и, по-видимому, это

обусловлено паразитным излучением, проникающим

из комнаты [13]. При дополнительном облучении от
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нагретого источника Te заметно возрастает. При ро-

сте напряжения во всех приведенных на рис. 2 случа-

ях наблюдается электронное охлаждение. Отметим,

что вызванная облучением добавка температуры при

0.095 К выше, чем при 0.316 К, при низких напряже-

ниях примерно в 5 раз. Это по порядку величины со-

ответствует ожидаемому отношению температурных

откликов при электрон-фононном взаимодействии,

когда при одинаковой поглощаемой мощности можно

ожидать, что δTe(T = 0.095K)/δTe(T = 0.316K) ≈
≈ (0.316/0.2)4 ≈ 6.

На рисунке 3 приведены определяемые непосред-

ственно по измеренным ВАХ отклики по напряже-

нию и току

U(I, Theater ≈ 0.5K)− U(I, Theater = 7.05K),

I(U, Theater = 7.05K)− I(U, Theater ≈ 0.5K).

Видно, что отклик по напряжению при обоих

значениях T максимален при приведенном напряже-

нии примерно 0.65, когда электронные температуры

практически равны. При этом при T = 0.095K он

в 5.3 раза больше, чем при 0.316 K. Отклик по току

несколько больше при более высокой температуре.

Но это преимущество с практической точки зрения

эфемерно, поскольку сам ток при этой температуре

на порядок больше и вклад его флуктуаций в шу-

мы втрое больше, чем при T = 0.095K. К тому же и

фононный шум тоже соответственно больше.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость от приведенного

напряжения на приемнике электронной температуры

нормальных элементов (шкала слева) и откликов по

напряжению и току (шкалы слева) при температурах

T = 0.095 ± 0.01К и T = 0.316 ± 0.02К при облучении

от нагретого до 7.05 ± 0.1K источника

Для сравнения с результатами работы [3] вос-

пользуемся предложенным в ней методом оценки

мощности излучения Prad, поглощаемого приемной

структурой, исходя из уравнения теплового балан-

са, которое при U ≪ Vgap имеет вид P0 + Prad =

= Σv(T 5
e − T 5

ph), где P0 – паразитное излучение, про-

никающее из комнаты. Если изменение температу-

ры при воздействии облучения мало, то это выра-

жение сводится к Prad = 5Σv(T 4
e − T 4

ph)δTe. Учиты-

вая, что в этой работе конструкция СИНИС эле-

ментов подобна использовавшимся в нашей рабо-

те, используем значение Σ = 1.3 нВт ·K−5 ·мкм−3

из [3]. Тогда при температуре 0.095 K и при δTe ≪
≪ Te получим P ≈ 0.01 пВт, а для всей структу-

ры, содержащей 400 СИНИС – 4 ± 0.4 пВт. Соглас-

но рис. 3, максимальный отклик на излучение равен

4 · 109 В/Вт, что в 5 раз больше, чем при пример-

но такой же мощности, поглощаемой приемником,

но при температуре подложки 0.2 К, приведенный

в [3].

Таким образом, прямой эксперимент опроверга-

ет ожидания обойтись без снижения реальной тем-

пературы СИНИС приемника для достижения пре-

дельной чувствительности приема. Замена криоста-

тов растворения на криостаты с откачкой 3He не

принципиальна, учитывая возможность построения

автономных компактных микрокриостатов растворе-

ния [7].
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Получено и исследовано статистическое распределение для числа бозонов в заданной подсистеме ко-

нечномерной многоуровневой системы в условиях, когда полное число частиц является случайной вели-

чиной, имеющей распределение Пуассона. Полученное гиперпуассоновское распределение определяется

вырожденной (конфлюэнтной) гипергеометрической функцией и содержит в качестве своих частных

предельных случаев распределение Пуассона, а также одномодовое и многомодовое тепловые распреде-

ления. Разработанная модель может быть эффективно использована для описания термодинамических

свойств ограниченных квантовых систем, а также в задачах статистического восстановления оптических

квантовых состояний, процессов и детекторов.

DOI: 10.31857/S123456782010002X

1. Введение. Исследование статистики фото-

нов и фотоотсчетов является одной из базовых тех-

нологий квантовой оптики. Часто в экспериментах

статистика фотонов описывается одним из следу-

ющих распределений: распределение Пуассона (на-

пример, для когерентных состояний), распределение

Бозе–Эйнштейна (для тепловых состояний) и бино-

миальное распределение (для описания преобразова-

ния фоковских состояний на светоделителе). В то же

время, в реальных экспериментах статистика фото-

нов и фотоотсчетов детекторов часто отличается от

указанных распределений в силу разного рода экс-

периментальных условий и особенностей оборудова-

ния. В этой связи представляется актуальным по-

иск таких распределений для статистики фотонов

и фотоотсчетов, которые описывали бы более широ-

кий круг экспериментальных условий и включали бы

указанные выше простейшие распределения в каче-

стве своих частных или предельных случаев.

Так, с 1970-х гг. прошлого века для генерации

квазитепловых квантовых состояний используют ла-

зерное излучение, претерпевающее рассеяние на сто-

хастических диффузорах, таких как вращающийся

матовый диск [1–5], акустооптический модулятор [6]

и т. п. Во всех таких системах в качестве исход-

ных выступают генерируемые лазерными источни-

ками когерентные квантовые состояния с пуассо-

новской статистикой. Инжиниринг других кванто-

вых состояний осуществляется посредством преоб-

1)e-mail: bogdanov_yurii@inbox.ru

разования когерентных состояний на неоднородных

линейных оптических элементах, включающих вра-

щающиеся матовые диски, диафрагмы, светодели-

тели, линзы и т.п. Оказывается, что в результате

преобразований на случайных неоднородностях ис-

ходное распределение Пуассона превращается в рас-

пределение, относящееся к классу так называемых

компаунд-распределений Пуассона [7, 8]. В частно-

сти, в случае экспоненциального компаундера, когда

параметр среднего в распределении Пуассона ста-

новится случайной величиной с экспоненциальным

распределением, когерентное состояние с пуассонов-

ской статистикой превращается в тепловое состоя-

ние со статистикой Бозе–Эйнштейна. Более широкий

класс компаунд-распределений Пуассона, куда вхо-

дит и многомодовое тепловое состояние, возникает,

если вместо экспоненциального распределения в ка-

честве компаундера выступает гамма-распределение.

По сравнению с естественными источниками тепло-

вого излучения рассматриваемые здесь квазитепло-

вые источники света часто более удобны для задач

квантовой оптики, поскольку позволяют генериро-

вать гораздо более высокое число фотонов в расче-

те на одну моду и имеют существенно более высо-

кие времена когерентности, которыми можно управ-

лять в широких пределах от миллисекунд до десят-

ков секунд. С практической точки зрения рассмат-

риваемые здесь распределения важны для описания

статистики лазерного излучения, прошедшего через

флуктуирующие среды, например, через турбулент-
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ные атмосферные оптические каналы [9, 10] или че-

рез флуктуирующие оптические волокна [11–14].

Еще одним важным примером является описа-

ние отличий статистики фотоотсчетов от исходной

статистики фотонов в силу неединичной квантовой

эффективности и темновых шумов. В простейших

моделях статистика фотоотсчетов детекторов сво-

дится к свертке исходной статистики фотонов с би-

номиальным распределением, которое определяется

эффективностью детектора и с пуассоновским рас-

пределением, которое определяется действием шу-

мов. В более общих моделях статистика детекторов

фотонов определяется POVM-разложением, которое

может быть довольно сложным. В частности, при

использовании многопиксельных детекторов, разре-

шающих число фотонов, возникает ситуация, когда

каждый отдельный пиксель имеет свои индивидуаль-

ные значения квантовой эффективности и темновых

шумов, что приводит к различным распределениям

по числу фотонов [15, 16]. Такие детекторы в послед-

нее время нашли применение в квантовых генерато-

рах случайных чисел для задач квантовой крипто-

графии [17–20], поэтому адекватное описание стати-

стики фотоотсчетов в таких системах весьма важ-

но. Заметим, что при этом система квантового рас-

пределения ключа должна непосредственно опирать-

ся на фундаментальные статистические распределе-

ния квантовой статистики [21, 22]. Неоднородность

характеристик рассматриваемых детекторов приво-

дит к тому, что их эффективность становится слу-

чайной величиной, а исходное биномиальное распре-

деление для числа отсчетов при регистрации фоков-

ского состояния с заданным числом фотонов превра-

щается в компаунд-распределение, аналогично то-

му, как это было описано выше для квазитепловых

источников. Оказывается, что если в качестве ком-

паундера выступает бета-распределение, то биноми-

альное распределение превращается в распределение

Пойа, описывающее фундаментальную статистику

фотонов [23, 24]. Число фотонов в исходном состоя-

нии становится случайной пуассоновской величиной,

когда мы переходим от регистрации труднодоступ-

ных фоковских состояний к регистрации когерент-

ного лазерного излучения. В этом случае распреде-

ление Пойа превращается в гиперпуассоновское рас-

пределение, являющееся предметом настоящей рабо-

ты. В то же время, как будет показано ниже, это но-

вое статистическое распределение можно получить,

основываясь не только на феноменологических со-

ображениях, но и на общих свойствах статистики

бозонов. С точки зрения фундаментальной кванто-

вой статистической физики полученное статистиче-

ское распределение описывает число бозонов в задан-

ной подсистеме конечномерной многоуровневой си-

стемы в условиях, когда полное число частиц явля-

ется случайной величиной, имеющей распределение

Пуассона. Возникающее распределение определяет-

ся вырожденной (конфлюэнтной) гипергеометриче-

ской функцией. С практической точки зрения инжи-

ниринга квантовых состояний важность полученно-

го распределения обусловлена тем, что оно являет-

ся естественным обобщением ряда хорошо известных

распределений квантовой оптики. В качестве асимп-

тотических предельных форм гиперпуассоновского

распределения выступают, в частности, одномодовые

и многомодовые тепловые распределения, а также

распределение Пуассона. Будучи гибким инструмен-

том анализа данных по статистике фотонов и фото-

отсчетов, разработанная модель может быть эффек-

тивно использована в задачах статистической рекон-

струкции распределений, включая задачи томогра-

фии квантовых состояний, процессов и детекторов.

2. Описание статистики бозонов с исполь-
зованием распределения Пойа. Известно, что

общее число возможных состояний (статистический

вес) Ω(k,M) в системе из k бозонов и M уровней за-

дается следующей формулой [25]:

Ω(k,M) = Ck
M+k−1. (1)

Здесь Ck
M+k−1 = (M+k−1)!

k!(M−1)! – биномиальный коэффи-

циент, задающий число сочетаний из M + k − 1 эле-

ментов по k элементов. На языке оптики мы можем

говорить о k фотонах, распределенных по M различ-

ным модам.

Рассмотрим подсистему из m мод (m ≤M). Най-

дем вероятность P (j|k,m,M) обнаружить ровно j

фотонов в выделенной m-модовой подсистеме, при

условии, что в полной M -модовой системе имеет-

ся ровно k фотонов. В соответствии с классической

формулой вероятностей имеем [23, 26]:

P (j|k,m,M) =
Cj

m+j−1C
k−j
M−m+k−j−1

Ck
M+k−1

. (2)

Здесь статистический вес Ck
M+k−1 в системе из k фо-

тонов и M мод есть величина, которая задает зна-

менатель – полное число равновозможных элемен-

тов (исходов). Числитель (число благоприятствую-

щих исходов) – это произведение двух множителей:

первый – это статистический вес в системе из j фо-

тонов и m мод в выбранной подсистеме, второй – это

статистический вес в системе из k−j оставшихся фо-

тонов и M −m оставшихся мод.

Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



648 Ю. И. Богданов, Н. А. Богданова, К. Г. Катамадзе, Г. В. Авосопянц, В. Ф. Лукичев

С использованием гамма-функции полученный

результат можно записать также в следующей

форме:

P (j|k,m,M) = (3)

=
Γ(k + 1)Γ(M)Γ(m+ j)Γ(M −m+ k − j)

Γ(j + 1)Γ(k − j + 1)Γ(m)Γ(M −m)Γ(M + k)
.

Формула (3) является более общей по сравнению с

формулой (2), поскольку допускает также и нецелые

значения для параметров m и M . Это важно, в част-

ности, для задач квантовой томографии, поскольку

указанные параметры могут выступать в качестве

подгоночных при обработке экспериментальных дан-

ных.

В теории вероятностей и статистике получен-

ное распределение называют распределением Пойа

[27, 28]. Это распределение находит применение в

различных областях, в том числе при описании эпи-

демий заразных заболеваний [27], а также в задачах

обеспечения качества в микроэлектронике [24]. Из

приведенного выше рассмотрения мы видим также,

что распределение Пойа имеет непосредственное от-

ношение и к фундаментальным аспектам статистики

фотонов и бозонов в целом [23, 26].

Производящая функция распределения Пойа вы-

ражается через гипергеометрическую функцию [24]

G(z|k,m,M) = F (−k,m,M, (1− z)). (4)

Заметим, что для гипергеометрической функции

также используют обозначение 2F1.

Мы видим, что в форме (4) рассматриваемое

распределение выражается в наиболее простом ком-

пактном виде. Такая компактная форма позволяет

нам легко рассчитать различные моменты распреде-

ления Пойа в соответствии с известными правила-

ми теории вероятностей [27, 28]. Например, вычисляя

первую производную в точке z = 1, непосредственно

находим математическое ожидание распределения

µ = G′(1|k,m,M) =
km

M
. (5)

Аналогично, вторая производная в точке z = 1 даст

второй факториальный момент

G(2)(1) =M [k(k − 1)] =
k(k − 1)m(m+ 1)

M(M + 1)
.

В результате получим важную с точки зрения

квантовой оптики автокорреляционную функцию

второго порядка g(2):

g(2) =
G(2)(1)

µ2
=

M

M + 1

m+ 1

m

k − 1

k
. (6)

Второй факториальный момент непосредствен-

но позволяет нам рассчитать также дисперсию

распределения:

D = G(2)(1) + µ− µ2 =
km(M −m)(M + k)

M2(M + 1)
. (7)

Распределение Пойа является естественным обобще-

нием хорошо известного биномиального распределе-

ния [24]. Биномиальное распределение можно рас-

сматривать как предельный случай распределения

Пойа при достаточно больших M и m. Действитель-

но, пусть M → ∞, m → ∞, а θ = m
M → const. Тогда

в рассматриваемом пределе возникает производящая

функция биномиального распределения, задающего

число “успехов” в серии из k независимых испыта-

ний с вероятностью “успеха” в отдельном испытании,

равной θ:

F (−k,m,M, (1− z))→ (1− θ(1 − z))k. (8)

Не менее важно, что формула (4) для производящей

функции распределения Пойа позволяет нам также

легко получить термодинамический предел для бо-

зонов. Этот предел возникает тогда, когда рассмат-

ривается конечная подсистема бесконечно большой

системы (числа M и k бесконечно велики, а число

m конечно). Формально, пусть M → ∞, k → ∞,

а µ0 = k
M → const. Тогда в рассматриваемом пре-

деле возникает производящая функция m-модового

бозонного состояния:

F (−k,m,M, (1− z))→ (1 + µ0(1 − z))−m. (9)

Полученное многомодовое тепловое распределение

относится к классу так называемых компаунд-

распределений Пуассона и находит важные приме-

нения в задачах инжиниринга квантовых состояний

[7, 8].

Мы видим, что распределение Бозе–Эйнштейна,

один из краеугольных камней квантовой статистиче-

ской физики, является непосредственным предель-

ным случаем более общего распределения Пойа. В

свою очередь, распределение Пойа, будучи более об-

щим, открывает путь к описанию термодинамиче-

ских свойств ограниченных квантовых систем, когда

полное число мод M и число частиц k в системе не

являются предельно большими величинами.

Интересно отметить, что производящая функция

гипергеометрического распределения, описывающе-

го фермионы, формально получается из производя-

щей функции распределения Пойа, описывающего

бозоны, посредством замены знака у параметров рас-

пределения: M → −M , m→ −m,

G(z|k,m,M) = F (−k,−m,−M, (1− z)). (10)
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С физической точки зрения, распределения, описы-

вающие бозоны и фермионы (Пойа и гипергеомет-

рическое) возникают в рамках разных выборочных

схем на основе урн с шарами [23]. С математической

же точки зрения, эти распределения можно описы-

вать в рамках одной и той же выборочной схемы, ес-

ли допустить нефизические отрицательные значения

для чисел шаров в урне. Гипергеометрическое рас-

пределение можно интерпретировать в рамках схе-

мы Пойа (с возвращением и добавлением шаров) с

отрицательным числом шаров (в духе Дирака: имеем

(−M) шаров, из которых (−m) – красные). Наоборот,

распределение Пойа можно интерпретировать в рам-

ках схемы без возвращения с отрицательным числом

шаров. Формулы (4) и (10) описывают такое соответ-

ствие явно. На наш взгляд, с точки зрения кванто-

вой статистической физики распределение Пойа сле-

дует называть гипергеометрическим распределением

бозонного типа, а обычное гипергеометрическое рас-

пределение – гипергеометрическим распределением

фермионного типа.

Мы рассмотрели случай, когда полное число час-

тиц k в системе является строго фиксированной ве-

личиной. Такие состояния, однако, весьма трудны

для практической реализации. Намного более прак-

тичной является ситуация, когда полное число час-

тиц в системе не фиксировано, а само является слу-

чайной величиной. Наиболее типичным источником

фотонов в современных физических экспериментах и

квантовых технологиях является лазер, генерирую-

щий когерентное излучение. Как известно, статисти-

ка когерентного излучения является пуассоновской.

Таким образом, возникает задача о нахождении рас-

пределения вероятностей в условиях, когда полное

число частиц в бозонной системе имеет распределе-

ние Пуассона. Соответствующая задача рассмотрена

в следующем разделе.

3. Статистика числа бозонов в подсистеме
в условиях, когда полное число частиц в си-
стеме имеет распределение Пуассона. Как из-

вестно, число фотонов в когерентном состоянии опи-

сывается распределением Пуассона, которое, в свою

очередь, характеризуется следующей производящей

функцией:

G(z|λ) = exp(−λ(1− z)). (11)

Здесь λ – параметр распределения Пуассона, задаю-

щий среднее число фотонов в квантовом состоянии.

Хорошо известно, что производящая функция

суммы независимых случайных величин равна

произведению отдельных производящих функций

[27, 28], поэтому, как нетрудно видеть из (11), сумма

независимых пуассоновских случайных величин

тоже является пуассоновской случайной величиной.

При этом параметр среднего числа фотонов резуль-

тирующего распределения будет суммой вкладов

от отдельных независимых пуассоновских величин:

λ = λ1+. . .+λm (здесь m – полное число слагаемых).

В оптических экспериментах широко используют-

ся источники фотонов, формируемые лазерным из-

лучением, проходящим через вращающийся матовый

диск [2]. При этом различные неоднородности мато-

вого диска порождают пуассоновские потоки с суще-

ственно различными интенсивностями. В результа-

те, возникающее суммарное излучение оказывается в

близком соответствии с рассматриваемой здесь моде-

лью, определяемой суммой независимых пуассонов-

ских случайных величин. Заметим, что излучение,

обусловленное соседними неоднородностями матово-

го диска, может быть в той или иной степени корре-

лировано, однако данный эффект может быть ниве-

лирован посредством определенного прореживания

потока фотонов [7, 8].

Известно, что излучение матового диска может

служить хорошей имитацией для генерации теп-

ловых состояний, имеющих распределение Бозе–

Эйнштейна [2]. Модель, представленная в настоящем

разделе, позволяет не только объяснить генерацию

тепловых состояний, но и описать более широкий

круг явлений, которые можно отнести к термодина-

мике ограниченных оптических квантовых систем.

Пусть полное число фотонов n в системе есть слу-

чайная величина, имеющая распределение Пуассона

со средним λ. Усреднение распределения Пойа (4)

с использованием распределения Пуассона приведет

нас к новому распределению, производящая функ-

ция которого определяется вырожденной (конфлю-

энтной) гипергеометрической функцией (degenerate

(confluent) hypergeometric function):

G(z|m,M, λ) = Φ(m,M,−λ(1 − z)). (12)

Заметим, что для вырожденной гипергеометри-

ческой функции также используют обозначение

1F1. Полученное распределение будем называть

гиперпуассоновским распределением (hyper-Poisson

distribution). С точки зрения квантовой статисти-

ческой физики это распределение можно охаракте-

ризовать как конфлюэнтное гипергеометрическое

распределение бозонного типа (boson type confluent

hypergeometric distribution).

Вывод формулы (12) основан на следующем тож-

дестве, которое можно проверить непосредственно,
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основываясь на определении гипергеометрических

функций

∞∑

n=0

F (−n,m,M, (1− z))λ
n

n!
exp(−λ) =

= Φ(m,M,−λ(1 − z)). (13)

Производящая функция (12) порождает следующее

распределение вероятностей:

P (k|m,M, λ) =

=
Γ(M)

Γ(M + k)

Γ(m+ k)

Γ(m)

λk

k!
Φ(m+ k,M + k,−λ). (14)

Таким образом, полученное распределение задает ве-

роятность обнаружить ровно k фотонов в выделен-

ной m-модовой подсистеме, при условии, что в пол-

ной M -модовой системе число фотонов определяется

распределением Пуассона со средним λ.

Производящая функция (12) позволяет непосред-

ственно получить важные статистические характе-

ристики рассматриваемого распределения. Вычис-

ляя три первые производные от производящей функ-

ции (12), получаем следующие выражения для трех

первых факториальных моментов распределения:

G(1)(1) =M [k] = µ =
m

M
λ, (15)

G(2)(1) =M [k(k − 1)] =
m(m+ 1)

M(M + 1)
λ2, (16)

G(3)(1) =M [k(k − 1)(k − 2)] =

=
m(m+ 1)(m+ 2)

M(M + 1)(M + 2)
λ3. (17)

Заметим, что факториальные моменты могут быть

приближенно оценены по экспериментальным дан-

ным, если рассматриваемые математические ожида-

ния заменить выборочными средними. При этом пер-

вый факториальный момент, задаваемый формулой

(15), определяет математическое ожидание (среднее)

µ рассматриваемой случайной величины. Второй и

третий факториальные моменты, задаваемые фор-

мулами (16) и (17), служат основой для вычисления

автокорреляционных функций g(2) и g(3) второго и

третьего порядка соответственно:

g(2) =
G(2)(1)

µ2
=
m+ 1

m

M

M + 1
, (18)

g(3) =
G(3)(1)

µ3
=

=
(m+ 1)(m+ 2)

m2

M2

(M + 1)(M + 2)
. (19)

Полученные формулы показывают, что эксперимен-

тальное оценивание автокорреляционных функций

второго и третьего порядка позволяет приближенно

восстановить по экспериментальным данным неиз-

вестные параметры распределения m и M . Из фор-

мул (18) и (19) непосредственно получаем:

m =
2[g(3) − (g(2))2]

(g(2))2 + g(2)g(3) − 2g(3)
, (20)

M =
2[g(3) − (g(2))2]

2(g(2))2 − g(2) − g(3) . (21)

Таким образом, гиперпуассоновское распределение –

это распределение с двумя независимыми автокорре-

ляционными функциями g(2) и g(3), что иллюстриру-

ют формулы (18) и (19). Заметим, что для обычно-

го распределения Пуассона коэффициенты g(2) и g(3)

тривиальны (оба заведомо равны 1), а для компаунд-

распределения Пуассона эти коэффициенты жестко

связаны между собой [7, 8].

Используя второй факториальный момент, мож-

но получить следующее выражение для дисперсии D

рассматриваемого распределения:

D =
m

M
λ

(
1 +

λ(M −m)

M(M + 1)

)
. (22)

Заметим, что в реальных экспериментах и квантовых

технологиях среднее число фотонов λ в пуассонов-

ском состоянии зачастую неизвестно априори. Одна-

ко, имея экспериментальную оценку среднего числа

отсчетов M [k] = µ, и вычисляя параметры распреде-

ленияm иM по формулам (20) и (21), легко находим:

λ =
M

m
µ. (23)

Как уже отмечалось выше, распределение Пойа яв-

ляется базовой моделью для обобщения биномиаль-

ного распределения. Так, в рамках простейшей мо-

дели, статистика числа фотонов, регистрируемая

фазово-нечувствительным детектором, есть биноми-

альная случайная величина, в которой в качестве ве-

роятности “успеха” выступает эффективность детек-

тора η [29]. В более общей модели, основанной на

распределении Пойа, эффективность детектора η са-

ма становится случайной величиной, имеющей бета-

распределение с параметрами a = m и b = M − m
[24]. В условиях тестирования такого детектора по-

средством когерентного излучения от лазерного ис-

точника, статистика зарегистрированного числа фо-

тонов описывается представленной выше моделью с

неизвестными параметрамиm,M и λ, которые могут
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Иллюстрация гиперпуассоновского распределения в сравнении с распределением Пуассона

и компаунд-распределением Пуассона (тепловым состоянием). Параметры задачи: (а) – m = 3, M = 4, λ = 10; (b) –

m = 1, M = 2.3, λ = 15

быть оценены по формулам (20), (21) и (23). Отме-

тим также, что как параметры бета-распределения

величины m и M могут быть нецелыми, выступая

в качестве подгоночных параметров при обработке

экспериментальных данных.

Как было показано выше, в предельном случае,

когда M → ∞, m → ∞, а θ = m
M → const, распреде-

ление Пойа превращается в биномиальное распреде-

ление. В этом случае, рассматриваемое здесь гипер-

пуассоновское распределение превращается в обыч-

ное распределение Пуассона со средним числом от-

счетов µ = θλ = m
M λ:

Φ(m,M,−λ(1− z))→ exp(−µ(1− z)). (24)

Рассмотрим теперь термодинамический предел по-

лученного гиперпуассоновского распределения (12).

Пусть M → ∞, λ → ∞, а µ0 = λ
M → const. То-

гда, в рассматриваемом пределе снова возникает про-

изводящая функция m-модового бозонного состоя-

ния, отвечающего компаунд-распределению Пуассо-

на [7, 8]:

Φ(m,M,−λ(1− z))→ (1 + µ0(1− z))−m. (25)

Полученный результат вполне аналогичен предель-

ному переходу (9) в распределении Пойа, только ра-

нее среднее число фотонов в расчете на одну моду

определялось фиксированным числом частиц k в си-

стеме в соответствии с формулой µ0 = k
M , а теперь –

средним числом частиц λ в пуассоновском состоянии

в соответствии с формулой µ0 = λ
M .

Таким образом, мы можем рассматривать три ти-

па распределений Пуассона различной степени общ-

ности. Наиболее общее распределение – это трех-

параметрическое гиперпуассоновское распределение

(12). Наряду с этим распределением, важное значе-

ние имеют и две его предельные формы: двухпара-

метрическое компаунд-распределение Пуассона, за-

дающее m-модовое бозонное состояние, описываемое

компаунд-распределением Пуассона (25), а также

обычное однопараметрическое распределение Пуас-

сона (24).

В качестве иллюстрации на рис. 1 представлены

все три рассматриваемых распределения вероятно-

стей.

На представленных рисунках для всех трех рас-

пределений одинаковы средние значения, а, кроме

того, для теплового и гиперпуассоновского распре-

делений совпадают также и значения чисел выделен-

ных мод m. Мы видим, что визуально гиперпуассо-

новское распределение занимает промежуточное по-

ложение между двумя своими предельными форма-

ми, задающимися распределением Пуассона и теп-

ловым состоянием соответственно; при это рисунок

(a) отвечает многомодовому тепловому состоянию, а

рисунок (b) – одномодовому тепловому состоянию.

4. Выводы. Рассмотрена задача о распределе-

нии числа бозонов (в частности, фотонов) в заданной

подсистеме конечномерной многоуровневой системы

в условиях, когда полное число частиц в системе яв-

ляется случайной величиной, имеющей распределе-

ние Пуассона.

Получено новое гиперпуассоновское распределе-

ние, которое по своей математической природе мо-

жет быть охарактеризовано как конфлюэнтное ги-

пергеометрическое распределение бозонного типа

и которое является естественным обобщением как

обычного распределения Пуассона, так и известно-

го компаунд-распределения Пуассона.

Представлены возможные приложения получен-

ного распределения для описания различных систем

генерации и регистрации фотонов. Полученное новое

статистическое распределение будет применено нами

к задаче квантовой томографии детекторов.

Работа выполнена в рамках Государственного за-

дания ФТИАН им. К. А. Валиева РАН Минобрна-

уки РФ по теме # 0066-2019-0005 при поддержке
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В этом кратком обзоре представлены результаты экспериментальных исследований, которые выпол-

нялись в рамках проекта Российского научного фонда # 17-01525. Изучались процессы формирования

и затухания вихревых структур на поверхности воды. Вихревые движения в жидкости возбуждались

гравитационными волнами, распространяющимися на поверхности под углом друг к другу. Показано,

что процесс формирования и затухания завихренности на поверхности может быть описан суммой двух

механизмов: стоксовым увлечением и генерацией соленоидального течения взаимодействующими меж-

ду собой нелинейными поверхностными волнами. Установлено, что после включения (или выключения)

волновой накачки на временах, меньших времени вязкого затухания волны, процессы формирования и

затухания вихревых структур обусловлены изменениями в волновой системе. На временах, много больше

времени вязкого затухания, процесс формирования обусловлен только нелинейным механизмом генера-

ции завихренности, а процесс затухания обусловлен вязкими потерями. В промежуточном временном

интервале интенсивное взаимодействие вихрей приводит к перераспределению энергии между разными

масштабами.

DOI: 10.31857/S1234567820100031

Введение. Волны и вихри играют определяю-

щую роль в динамике атмосферы и океанов на Земле

[1–3]. В этих системах происходит, в основном, по-

глощение солнечной энергии и последующее ее пере-

распределение по поверхности планеты. Две систе-

мы непрерывно взаимодействуют друг с другом: ат-

мосфера получает энергию от более теплых вод и

суши, энергия ветра разгоняет волны на поверхно-

сти, волны на поверхности, возбуждаемые ветрами

в атмосфере, генерируют вихри в океане, которые в

свою очередь изменяют распределение температур-

ного поля и влияют на формирование ветра. Кро-

ме этого, система волн на поверхности воды взаимо-

действует с вихревым движением на поверхности и в

объеме океанов. Можно сказать, что именно от состо-

яния этих двух глобальных систем зависят условия

жизни и деятельности человека.

В теории поведение этих двух сложных нели-

нейных систем описывают в рамках статистического

подхода. В настоящее время развиты общие методы,

описывающие механизмы формирования турбулент-

ных энергетических каскадов, как в системе нели-

нейных волн, так и в системе вихрей [1–4], развиты

1)e-mail: levch@issp.ac.ru

компьютерные программы моделирования процессов

взаимодействия нелинейных систем.

Таким образом, изучение механизмов взаимодей-

ствия волновых и вихревых систем важно и актуаль-

но для понимания глобальных процессов в атмосфе-

ре и в океане.

Впервые генерацию вихревого движения на по-

верхности воды нелинейными волнами наблюдали

при изучении параметрической неустойчивости в со-

суде, совершающем вертикальные колебания [5] (фа-

радеевская неустойчивость [6]). Совсем недавно [7, 8]

мы обнаружили новый механизм генерации вихрей

нелинейными волнами на поверхности воды: взаимо-

действие двух нелинейных взаимно перпендикуляр-

ных волн одинаковой частоты приводит к форми-

рованию на поверхности жидкости квадратной ре-

шетки из вихрей с периодом, равным длине волны

возбуждения [8, 9]. В дальнейшем было эксперимен-

тально показано, что генерация вихрей обусловлена

взаимодействием нелинейных волн, распространяю-

щихся под углом друг к другу, так что генерация

вихрей не является уникальной особенностью волн

Фарадея, как предполагалось в работе [5].

Каскад энергии в системе вихрей, формирование

которого наблюдали в работах [10, 11], был похож

Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020 653



654 С. В. Филатов, А. А. Левченко, Л. П. Межов-Деглин

на обратный каскад, присущий двумерным системам

[3, 4, 12, 13]. Эти результаты были получены на глу-

бокой воде, и скорости жидкости существенно зави-

сели от всех трех координат. Однако формирование

обратного турбулентного каскада энергии, в резуль-

тате которого на поверхности формируются крупно-

масштабные вихри, невозможно объяснить в рамках

трехмерного подхода. В работах [14, 15] мы показали,

что подобные крупномасштабные вихри формируют-

ся в результате нелинейного взаимодействия волн,

которые возникают в результате распада волны на

частоте накачки. Энергия, которая поступает в про-

цессе волновой накачки, переносится в большие мас-

штабы по системе волн, и далее она передается в вих-

ревое движение.

В настоящее время работы по изучению вих-

ревых течений, порождаемых поверхностными вол-

нами, находятся в самом начале, поэтому имеет-

ся большое число задач, которые только предстоит

решить. Наши исследования направлены на экспе-

риментальное исследование некоторых из этих за-

дач: во-первых – формирование вихревого движе-

ния нелинейными поверхностными волнами, и во-

вторых – затухание вихрей после выключения накач-

ки.

Теоретическая модель, описывающая формирова-

ние вихрей волнами, была предложена в [8], где было

показано, что за генерацию завихренности на поверх-

ности жидкости ответственно нелинейное взаимодей-

ствие поверхностных волн. Результаты прямых из-

мерений [9] подтвердили предсказанную теорией за-

висимость завихренности от амплитуды и разности

фаз для волн, распространяющихся вдоль поверхно-

сти под углом в 90◦. Вертикальная завихренность на

поверхности жидкости Ω определяется как

Ω =
∂Vx
∂y
− ∂Vy

∂x
, (1)

где Vx и Vy – компоненты скорости жидкости.

В соответствии с предсказаниями теории [8] в слу-

чае, когда на свободной поверхности жидкости воз-

буждаются стоячие волны на частоте ω в двух взаим-

но перпендикулярных направлениях, завихренность

Ω, которую рассчитывают по трекам декорирующих

частиц, локализованных в тонком слое под поверхно-

стью, зависит от амплитуды волнH1 иH2 , волнового

вектора κ, и разности фаз между волнами ψ:

Ω = −(1 +
√
2) sinψH1H2ωk

2 sin(kx) sin(ky). (2)

В случае волн, бегущих по поверхности, завих-

ренность не зависит от разности фаз ψ и описывается

выражением

Ω = (1 +
√
2)H1H2ωk

2 sin(kx− ky). (3)

Как видно из выражений (2) и (3), завихренность

на поверхности определяется суммой двух членов

[10–16]. Первый член обусловлен стоксовым увлече-

нием, а за второй ответственно нелинейное взаимо-

действие волн (эйлерово течение).

Процесс формирования вихревого движения вол-

нами может существенно измениться при возникно-

вении примесной пленки на исходно чистой поверх-

ности жидкости [17, 18], например, при конденсации

на поверхности воды примесных паров из окружаю-

щей атмосферы. Поэтому при проведении измерений

для правильного учета влияния объемной вязкости

на процесс генерации завихренности нелинейными

волнами и последующее затухание вихрей при вы-

ключении волновой накачки необходимо тщательно

контролировать состояние поверхности жидкости.

При учете влияния тонкой сжимаемой поверх-

ностной пленки установившееся распределение за-

вихренности на поверхностиΩ, которая формируется

при взаимодействии двух перпендикулярных волн,

можно описать выражением [18]:

Ω =

[
1 +
√
2 +

ε2

2γ(ε2 − ε
√
2 + 1)

]
Λ, (4)

где

Λ = −H1H2ωk
2 sin(ψ) sin(kx) sin(ky) (5)

и γ =
√
νk2/ω ≪ 1 – безразмерный параметр, ха-

рактеризующий слабое затухание волны на чистой

поверхности жидкости. Здесь ν – коэффициент ки-

нематической вязкости жидкости, ε – параметр, учи-

тывающий наличие вязких потерь в пленке. В отсут-

ствие пленки ε = 0 и формула (4) переходит в (2).

После включения волновой накачки процесс фор-

мирования эйлеровой завихренности ΩE на поверх-

ности жидкости [18] описывается выражением (6)

ΩE(t) =

[
ε2

2γ(ε2 − ε
√
2 + 1)

+
√
2

]
Λ× Erf(

√
2νk2t),

(6)

Erf(x) =
2√
π

x∫

0

dζe−ζ2

.

Что существенно для эксперимента, на коротких вре-

менах, t ≪ τvis, эйлерова компонента завихренности

должна возрастать в среднем по корневому закону,
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Рисунок из работы [15]. (a) – Схема экспериментальной установки. 1 – видеокамера; 2 – саб-

вуферы; 3 – плунжеры; 4 – прозрачная ванна размерами 70× 70× 25 см3; 5 – слой воды. Рисунок из работы [9]. (b) –

Левый кадр – треки полиамидных частиц на поверхности воды, которые наблюдали при накачке двумя плунжерами

на частоте 3Гц с угловой амплитудой волны в центре ванны 0.035 рад; правый кадр – распределение завихренности

на поверхности при разности фаз между волнами ψ = 90◦

ΩE ∼ (2νk2t)1/2, а на временах t ≫ τvis завихрен-

ность будет возрастать по экспоненциальному зако-

ну, ΩE ∼ (1− exp(−2νk2t)). Таким образом, при дли-

тельной волновой накачке изменение амплитуды за-

вихренности будет связано только с эйлеровым дви-

жением жидкости, возбуждаемым нелинейными вол-

нами, тогда как стоксова завихренность ΩS к этому

времени выйдет на константу. Тем не менее, достичь

стационарного распределения завихренности, описы-

ваемого выражением (2), на больших временах не

очень сложно, так как при длительной накачке на

поверхности должно успеть сформироваться крупно-

масштабное вихревое течение [19], которое уменьша-

ет значение амплитуды завихренности узлов решет-

ки в силу их растяжения [20].

После выключения накачки волны и вихри на по-

верхности затухают в результате вязкого трения. Ха-

рактерные времена вязкого затухания в объеме жид-

кости tvis зависят от масштаба структуры L и ко-

эффициента кинематической вязкости жидкости ν,

tvis ∼ L2/ν [21]. Поэтому если при длительном воз-

буждении волн на поверхности жидкости в результа-

те их нелинейного взаимодействия сформировались

вихри масштаба, сравнимого с размером эксперимен-

тальной ячейки, их можно будет наблюдать и после

полного затухания поверхностных волн.

В цели настоящих экспериментов входило изу-

чение процессов формирования вихревого движения

поверхностными гравитационными волнами, наблю-

дение вихревого движения масштаба больше длины

волны накачки, а также исследование процессов за-

тухания вихревого движения после выключения на-

качки.

Естественно, что время формирования решетки

вихрей гравитационными волнами определяется вяз-

ким временем τvis и временем пробега волной τtf рас-

стояния между противоположными стенками прямо-

угольной экспериментальной ванны. При этом время

формирования вихрей большого масштаба определя-

ется интенсивностью нелинейных процессов, и зави-

сит, в основном, от частоты и амплитуды волн на-

качки. При постановке исследований, обсуждаемых

в настоящем обзоре, частоту и амплитуду волн вы-

бирали таким образом, чтобы можно было просле-

дить за процессами формирования решетки вихрей,

возникновением крупномасштабного вихря, сравни-

мого с размерами ванны, и за процессами затухания

вихрей.

Были предприняты специальные усилия, чтобы

доказать, что завихренность, генерируемая нелиней-

ными волнами, действительно обусловлена двумя

вкладами: стоксовым увлечением и соленоидальным

течением, формируемым волнами в вязком подслое

(эйлерова завихренность). В настоящий обзор вошли

материалы, которые ранее были опубликованы в ра-

ботах [18–20, 22–25].

Экспериментальная методика. Схема уста-

новки и пример решетки вихрей, сформированной

стоячими взаимно перпендикулярными волнами на

поверхности воды, показаны на рис. 1. Воду залива-

ют в прозрачную прямоугольную ванну 3 размерами

70 × 70 × 25 см3, изготовленную из листового стек-

ла толщиной 1 см. Толщина слоя воды составляет

примерно 10 см. Для возбуждения волн на поверх-

ности воды используются два горизонтальных плун-

жера 5, изготовленных из трубки из нержавеющей
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стали диаметром 10 мм. Плунжеры наполовину по-

гружены в воду и совершают вертикальные колеба-

ния. Для создания вертикальных колебаний плунже-

ров используются сабвуферы 2 (TS-W254R фирмы

Pioneer, номинальной мощностью 250 Вт).

Для регистрации вихревого движения поверх-

ность воды декорируется белыми частичками поли-

амида PA-12. Средний размер полиамидных частиц

30 мкм. На поверхности воды частицы собираются

в плоские агрегаты – трассеры, средним диаметром

0.2–0.3 мм. Чтобы не возникало паразитной засветки,

съемки проводили в затемненном помещении. Трас-

серы на поверхности подсвечиваются светодиодами,

расположенными по периметру ванны. Для записи

явлений на поверхности жидкости использовали фо-

токамеру Canon EOS 70D с частотой записи 24 (25)

кадров в секунду, соединенную с наружной систе-

мой записи и обработки результатов наблюдений. Та-

кая частота съемки позволяет выбирать снимки ко-

леблющейся поверхности, находящейся в одной фа-

зе волны и исключать из дальнейшей обработки ос-

циллирующую составляющую перемещения пробной

частицы, плавающей на поверхности. Для выявле-

ния треков движения частиц на поверхности снимки

суммируются. Обработка полученных изображений

программой PIVLab [26] позволяет вычислить скоро-

сти движения частиц вдоль поверхности Vx и Vy, за-

тем рассчитать вертикальную завихренность на по-

верхности по формуле (1) и распределение энергии

по поверхности, воспользовавшись выражением

E(x, y) =
1

2
ρ(V 2

x + V 2
y ). (7)

Распределение энергии по волновому векто-

ру E(k) вычисляется усреднением по кольцу в

k-пространстве:

E(k) =
1

2S∆k

∫
d2q

(2π)2
[|Vk|2], (8)

где интегрирование проводится по кольцу k < q <

< k+∆k. Полученное значение нормируется на пло-

щадь поверхности жидкости S. Здесь Vk – фурье-

компонента скорости частицы.

Амплитуду волн на поверхности воды рассчиты-

вали по измеряемой скорости колебаний частиц в

волновом поле по методике, описанной в работе [14],

а также по перемещению точек трафарета, располо-

женного на дне ванны, при отклонении поверхности

воды от равновесной плоской формы, возбуждаемой

волной, как описано в статье [25].

Применение описанной выше методики изме-

рения завихренности предполагает, что скорость

неконтролируемого течения жидкости на поверх-

ности много меньше скорости соленоидального

течения, формируемого нелинейными поверх-

ностными волнами. Чтобы свести к минимуму

скорость конвективного течения, возникающего

из-за перепада температуры между придонными и

поверхностными слоями жидкости, дно и боковые

стенки экспериментальной ванны были теплоизо-

лированы – покрыты слоем пенопласта толщиной

5 см. Для предотвращения конденсации примесей

из окружающего воздуха при длительных экспе-

риментах сверху ванна была закрыта прозрачным

стеклом.

При изучении проникновения завихренности в

объем жидкости применялась методика лазерного

листа [27]. Лазерный луч, проходя через цилиндри-

ческую линзу, раскрывался в расходящийся плоский

лист толщиной около 1 мм, так что подсвечивались

только те частицы полиамида, которые находились

в плоскости листа. Частицы, имеющие нулевую пла-

вучесть, были предварительно отобраны из порошка

PA-12 в разделительной колонне.

Экспериментальные результаты. На рисун-

ке 2 показана зависимость от времени модуля за-

вихренности |Ω|(t) на поверхности воды, на которой

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость модуля завих-

ренности |Ω| от времени при включении в момент t =

= 4.5 с и выключении в момент t = 287 с возбуждения

поверхностных волн на частоте 4Гц с угловой ампли-

тудой, равной 0.1 рад

возбуждаются стоячие волны на частоте f = 4Гц с

угловой амплитудой H , равной 0.1 рад. Разность фаз

волн, распространяющихся в перпендикулярных на-

правлениях, составляет 90◦. Через 4.5 с после нача-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Распределение завихренности Ω (a) и энергии E(xy) (b) по поверхности воды после накачки

в течение 3.5 с волнами с угловой амплитудой, равной 0.1 рад на частоте 4Гц. (c) – Фурье-распределение энергии в

k-пространстве

Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Распределение завихренности по поверхности после возбуждения поверхности волнами

на частоте 4Гц с угловой амплитудой 0.1 рад в течение 19 с. (b) – Распределение энергии по поверхности E(xy). (c) –

Фурье-распределение энергии в k-пространстве

ла записи на приводы плунжеров подали переменное

напряжение. Видно, что сначала амплитуда модуля

завихренности быстро возрастает и достигает макси-

мума, а потом значительно уменьшается. Начиная с

20-й секунды, модуль завихренности вновь растет и

выходит на стационарное значение приблизительно

к 200-й секунде. В момент t = 287 с волновую на-

качку выключают, и завихренность на поверхности

воды начинает быстро затухать.

На рисунке 3 показано распределение завихрен-

ности Ω(xy) (рис. 3a) и энергии E(xy) (рис. 3b) по по-

верхности воды после накачки в течение 3.5 с волна-

ми с угловой амплитудой, равной 0.1 рад на частоте

4 Гц. Через 3.5 с после включения накачки распреде-

ление завихренности по поверхности Ω(xy) на рис. 3а

представляет собой систему валов, идущих парал-

лельно диагонали экспериментальной ванны, как это

и предсказывается формулой (3).

Распределение энергии по поверхности E(xy) на

рис. 3b выглядит аналогично распределению Ω(xy).

Отметим, что амплитуда распределения энергии

вдоль диагональных валов изменяется почти в четы-

ре раза (при этом скорость изменяется в два раза).

На рисунке 3c показано Фурье-распределение энер-

гии в пространстве волновых векторов. На рисун-

ке видны два хорошо выраженных пика, имеющих

координаты в k-пространстве, равные (0.64 см−1;

0.64 см−1) и (−0.64 см−1; −0.64 см−1). Так как вол-

новой вектор волны на частоте 4 Гц равен 0.64 см−1,

очевидно, что масштаб возникшей структуры совпа-

дает с длиной волны накачки.

Через 19 с после включения накачки распределе-

ния как энергии, так и завихренности существенно

изменяются. На рисунке 4а, где показано распреде-

ление завихренности Ω по поверхности, хорошо вид-

на решетка вихрей, которая уже начала размывать-

ся вихревыми течениями большого масштаба. Это

отчетливо видно в центре рис. 4а и b. В распреде-

лении энергии по поверхности E(xy) можно отме-

тить присутствие пиков, отражающих решетку вих-
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рей, а также наличие предпочтительного направле-

ния вдоль диагонали, идущей от нижнего правого уг-

ла к верхнему левому. В Фурье-распределении энер-

гии по волновым векторам (рис. 4c) имеются четы-

ре хорошо выраженные пика, свидетельствующие о

наличии квадратной решетки. Однако их интенсив-

ность попарно отличается примерно вдвое. Кроме

этого, можно отметить присутствие энергии на мас-

штабах как больше, так и меньше масштаба накачки,

равного 0.64 см−1.

Напомним, что групповая скорость Vgr =
dω
dk гра-

витационной волны определяется выражением Vgr =

= 1
2

√
g
k и составляет ≈ 19.6 см/с для волны частотой

4 Гц. Расстояние от плунжера до стенки ванны волна

пробегает за время τtf = 68/19.6 = 3.5 с. На рисун-

ке 3 приведены распределения завихренности и энер-

гии по поверхности в момент, когда бегущие волны от

плунжеров достигли противоположных стенок ван-

ны. Из рисунка 2 видно, что максимальная завихрен-

ность достигается к 7-й секунде после включения на-

качки, за время удвоенного пробега волны от стенки

до стенки, т.е. когда на поверхности успела сформи-

роваться решетка вихрей. Последующее уменьшение

модуля завихренности связано, по-видимому, с бие-

ниями, возникающими в системе стоячих волн, так

как частота накачки, равная fr = 4.00Гц, немного

меньше резонансной частоты резонансной моды на-

шей ванны, fr = 4.075Гц. К 25-й секунде переходные

процессы в системе стоячих волн практически завер-

шились – на кривой Ω(t) наблюдается только неболь-

шой второй пик. Расстояние по времени между дву-

мя пиками составляет приблизительно 12 с, что близ-

ко к обратной разности частоты накачки и резонанс-

ной частоты, (fr − fp)−1 = 13 с.

После прохождения минимума завихренность

Ω(t) возрастает в интервале от 19-й до 150-й се-

кунды, и к 200-й секунде выходит на стационарное

значение. Рост Ω обусловлен генерацией эйлеровой

завихренности в вязком подслое, толщина которого

δ ≈
√

ν
ω равна приблизительно 40 мкм, что меньше

размера полиамидных частиц, т.е. все декориру-

ющие частицы увлекаются течением жидкости.

Отличие экспериментальной зависимости Ω(t) от

предсказаний теории (3) может быть связано с

развитием крупномасштабного вихревого течения.

Отметим, что в разных измерениях кривые Ω(t)

после максимума могут кардинально различаться.

По-видимому, это связано со структурой боль-

ших вихрей, случайным образом возникающих на

поверхности воды после включения накачки.

Чтобы ослабить нелинейное взаимодействие вих-

рей и процесс передачи энергии в большие масшта-

бы в системе волн, эксперименты были проведены

на вязких растворах вода–глицерин при малых ам-

плитудах накачки. Эффективное число Рейнольдса

для рассматриваемых экспериментов можно оценить

как Re = Ω/(νk2) ≈ 1. В этом случае решетка вих-

рей сохраняется при больших временах накачки. На

рисунке 5 приведена зависимость завихренности от

времени |Ω|(t) на поверхности 38 % раствора вода–

глицерин после включения накачки волн с крутизной

kH1 = 5.4 · 10−3 и kH2 = 4.8 · 10−3. Массовая плот-

ность жидкости ρ = 1.091 г/см3, кинематическая вяз-

кость ν = (3.1± 0.05) · 10−2 см2/с (это было измерено

специально с помощью вискозиметра).

На рисунке 5а показана экспериментальная за-

висимость модуля завихренности от времени |Ω|(t),
кривая 1, а также приведены результаты теорети-

ческого расчета по формуле (6) – кривая 2. Мо-

дуль завихренности вихревых течений можно опи-

сать как сумму дрейфа Стокса и вклада Эйлера, т.е.

Ω = ΩS + ΩE . Оба вклада одинаково зависят от го-

ризонтальных координат (в том числе от знака), по-

этому |Ω| = |ΩS |+ |ΩE |. Зависимость стоксова вкла-

да от времени довольно проста: |ΩS | = e2kz |Λ(t)|, и

это слагаемое легко найти, воспользовавшись выра-

жением (5), поскольку мы измеряем H1,2(t) и ψ(t)

(см. кривую 3 на рис. 5а).

Эйлеров вклад |ΩE | описывается уравнением (6).

Следовательно, единственным неизвестным пара-

метром является модуль эластичности пленки ε. Ва-

рьируя решение по этому параметру и находя наи-

лучшее соответствие экспериментальным данным,

получаем ε = 0.33 ± 0.02, что соответствует синей

кривой 2 на рис. 5а. Пунктирными горизонтальными

линиями показаны значения завихренности для слу-

чая свободной поверхности ε = 0 и для найденного

параметра ε = 0.33. Видно, что при одинаковом вол-

новом движении наблюдаемые в данных измерениях

вихревые течения были бы в несколько раз слабее,

если бы поверхность жидкости не была загрязнена.

В наших экспериментах эйлерово время tE =

= 2νk2 составляет≈ 125 с и оказывается значительно

длиннее стоксова времени tS ≈ 10 с, которое опреде-

ляли по затуханию волн (рис. 5b). Поэтому два меха-

низма можно хорошо разделить по временной зави-

симости |Ω|(t) (рис. 5а). Колебания с периодом ≈24 с,

которые видны на экспериментальной кривой фор-

мирования, соответствуют случаю биения волн. С

учетом этого замечания можно заключить, что экс-

периментальные данные достаточно хорошо согласу-

ются с аналитическими расчетами.

При выключении накачки амплитуда колебаний

плунжеров падает до нуля в течение одной секун-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (а) – Завихренность |Ω| = |ΩS | + |ΩE | как функция времени для 38 % раствора глицерина

и воды. Зеленая кривая 1 соответствует экспериментальным данным, а синяя кривая 2 показывает результаты чис-

ленного расчета по формуле (9) (см. ниже). Красная кривая 3 демонстрирует зависимость стоксова вклада |ΩS | от

времени, найденную по экспериментально измеренным значениям амплитуд волн H1,2(t) и ψ(t). Пунктирные горизон-

тальные прямые показывают временные асимптотические решения для случая свободной чистой поверхности ε = 0 и

для найденного параметра ε = 0.33. (b) – Затухание амплитуды волны после выключения накачки. Сплошная красная

линия – расчет по формуле A = Ae−∆t/τ +B

ды. Этим определяется начальная стадия процесса

затухания возбуждений в жидкости. Эта стадия и

последующая эволюция завихренности на поверхно-

сти жидкости хорошо различимы на рис. 5а. Видно,

что наблюдается хорошее согласие между экспери-

ментальными данными и аналитическими кривыми.

Здесь важно отметить, что вклад стоксова дрейфо-

вого движения затухает намного быстрее, чем вклад

эйлерова течения, это позволяет в нашем экспери-

менте наблюдать вихревые течения тогда, когда вол-

новое движение уже затухло. Эти наблюдения одно-

значно доказывают существование вклада эйлеровой

составляющей в вихревые течения и показывают, что

соотношение tE ≫ tS справедливо.

Отметим, что при распространении волны вдоль

поверхности возникают как вертикальные, так и го-

ризонтальные колебания жидкости. Это позволяет

рассчитать амплитуду волновых колебаний, измерив

только горизонтальную скорость по методике, опи-

санной в [25]. На рисунке 6 показана зависимость из-

меренной в эксперименте амплитуды колебаний по-

верхности воды от времени H(t) после выключения

накачки на частоте 3 Гц. Видно, что в течение пер-

вых нескольких минут амплитуда волны колеблется

относительно среднего положения.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимость от времени ам-

плитуды колебаний поверхности воды после выключе-

ния накачки на частоте 3Гц. Сплошная кривая – зави-

симость 0.58 + 0.60e−t/75

Колебания амплитуды волны экспоненциально

затухают с характерным временем τ около 75 с.

Сплошная кривая на рис. 6 соответствует функции

0.58 + 0.60e−t/75. Следовательно, затухание волн на

поверхности можно приблизительно описать форму-

лой
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Hx = H0(1 + sin(ω0t)e
−t/τ ), (7)

где ω0 ≈ 0.34 с−1, и оцененное по экспериментальной

зависимости время τs ≈ 75 с. Зная зависимость ам-

плитуды волны от времени, можно установить эво-

люцию во времени стоксового вклада в завихрен-

ность по формуле (3):

ΩS ∼ HxHy ∼ H2
0 (1+2 sin(ω0t)e

−t/τ+sin2(ω0t)e
−2t/τ ).

(8)

Усредняя по периоду 2π/ω0, получим

〈ΩS〉 ∼ H2
0 (1 + 1/2e−2t/τ). (9)

Из выражений (8), (9) видно, что амплитуда за-

вихренности на поверхности жидкости, вызванная

стоксовым дрейфом, должна осциллировать, и ее ам-

плитуда колебаний должна уменьшаться с харак-

терным временем τ/2. Среднее значение завихрен-

ности ΩS также должно уменьшаться с характер-

ным временем около 37 с. Однако, как видно на

рис. 7, наблюдавшееся в экспериментах поведение

Рис. 7. (Цветной онлайн) Зависимость от времени сред-

него модуля завихренности вихревой решетки |Ω| в

слое воды на разных глубинах: равных сверху вниз

z = 0.5, 1.25, 2.0, 2.75 и 3.5 cм. Сплошная линия соот-

ветствует зависимости (1.4 · 10−2−8 · 10−3)e−t/165. Ам-

плитуда волны на частоте накачки равняется 0.5 мм

ΩS(t) противоположно этому: среднее значение ам-

плитуды завихренности вихревой решетки |Ω| со вре-

менем только увеличивается. Таким образом, рассчи-

танная по результатам измерений зависимость за-

вихренности вихревой решетки от времени не мо-

жет быть объяснена вкладом только стоксова увле-

чения. На рисунке 7 видно, что биение волны зату-

хает к 300-й секунде после включения накачки, за-

вихренность Стокса ΩS достигает постоянного зна-

чения, и на больших временах изменение амплитуды

завихренности связано только с эйлеровым движени-

ем жидкости, возбужденным нелинейными волнами.

Рассмотрим теперь распределение завихренности

по глубине воды. На рисунке 8 представлена зави-

Рис. 8. (Цветной онлайн) Распределение среднего мо-

дуля завихренности решетки вихрей по глубине жид-

кости на 600-й секунде после включения накачки.

Сплошная прямая соответствует функции |Ω| = 6.3 ×
× 10−3(e−2kz + e−

√
2kz)

симость модуля завихренности вихревой решетки от

глубины z на 600-й секунде после включения накач-

ки. Полагаем, что к 600-й секунде значение завихрен-

ности в узлах решетки вихрей близко к стационарно-

му значению, описываемому формулой (5). Распре-

деление завихренности по глубине описывается сум-

мой двух членов [8]

Ω(z) = (e−2kz +
√
2e−

√
2kz)Λ. (10)

На рисунке 8 сплошной линией показана зави-

симость, пропорциональная e−2kz +
√
2e−

√
2kz , где

k = 0.36 см−1. Видно, что наблюдается хорошее со-

гласие между экспериментальными точками и теоре-

тической зависимостью (5).

Итак, экспериментально показано, что в фор-

мирование завихренности поверхностными волнами

вносят вклад два механизма: стоксово увлечение

и генерация вихревого движения в вязком подслое

нелинейными волнами – эйлерово течение. Присут-

ствие упругой пленки на поверхности жидкости уве-

личивает значительно вклад эйлерова течения. Вих-

ревое течение со временем распространяется в объ-

ем жидкости. В стационарном состоянии распределе-

ние завихренности по глубине хорошо описывается в

рамках развитой теоретической модели [8].

Распад решетки вихрей. На рисунке 9a–c по-

казаны треки полиамидных частиц перед выключе-

нием накачки на частоте 3 Гц, которая длилась раз-

ное время. После 5 с накачки на поверхности сформи-

рована вихревая решетка с периодом, равным длине
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Рис. 9. (Цветной онлайн) Треки полиамидных частиц (а)–(c) и распределение завихренности (d)–(f) на поверхности

воды после возбуждения поверхности взаимно перпендикулярными стоячими волнами частотой 3Гц и амплитудой

0.062 рад при накачке в течение 5, 60 и 300 с

волны накачки. Через 60 с после начала накачки на-

блюдается объединение соседних узлов решетки в

единые вихри большего масштаба. Это хорошо видно

в верхнем правом углу рис. 2b, c. Через 300 с процесс

объединения в единый вихрь нескольких узлов ре-

шетки виден более отчетливо. На распределении за-

вихренности по поверхности (рис. 9d–f) этот процесс

прекрасно виден. Через 5 с после включения накачки

решетка выглядит совершенной, через 60 с решетка

выглядит деформированной, а через 300 с на поверх-

ности появляются валы, направленные по диагонали

ванны, что свидетельствует об установлении движе-

ния частиц, направленного от одной стенки ванны к

противоположной. Тут следует отметить, что в вы-

бранных нами условиях накачки крупномасштабные

вихри не успевают сформироваться.

На рисунке 10 приведены зависимости от време-

ни энергии вихревого движения на поверхности воды

в интервале волновых векторов от 0 до 2.5 см−1 по-

сле выключения накачки. Вихри генерируются дву-

мя перпендикулярно распространяющимися волна-

ми с разностью фаз, равной 90◦. Частота волн на-

качки равняется 3 Гц. Угловая амплитуда волны в

установившемся режиме составляет 0.062 рад. До мо-

мента выключения накачки поверхность воды воз-

буждается плунжерами в течение 5, 60 и 300 с. Ре-

зультаты измерений показаны на рис. 10а в двойном

логарифмическом масштабе, а на рис. 10b – в полу-

логарифмических координатах.

Хорошо видно, что после выключения накачки

зависимость от времени энергии вихревого движе-

ния E(t) определяется длительностью времени на-

качки. Сразу после выключения длительной накач-

ки энергия быстро убывает. Убывание энергии мож-

но описать экспоненциальной зависимостью E ∼
∼ exp(−t/τ1) с характерным временем τ1, равным

приблизительно 7 с для всех трех кривых. На рисун-

ке 10b прекрасно видно, что после 60 и 300 с накач-

ки затухание энергии вихревого движения на боль-

ших временах, более 100 с после выключения накач-

ки, происходит по экспоненциальному закону E ∼
∼ exp(−t/τ2) с характерным временем, близким к

τ2 = 130 ± 20 с для кривой 2 и 180 ± 20 c – для кри-

вой 3. Отметим, что после накачки в течение 5 с вто-

рой экспоненциальный участок кривой E(t) не на-

блюдается, по-видимому, из-за близости измеряемых

величин скорости движения частиц к пределу чув-

ствительности нашей методики.

На рисунке 11 показаны зависимости от времени

плотности энергии W на разных масштабах волно-
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Рис. 10. (Цветной онлайн) Зависимость энергии вихревого движения от времени E(t) при длительности волновой

накачки в течение 5 (кривая 1), 60 (кривая 2) и 300 с (кривая 3). Частота накачки 3Гц, амплитуда волны в устано-

вившемся режиме 0.062 рад. (а) – Двойной логарифмический масштаб. (b) – Полулогарифмический масштаб

Рис. 11. (Цветной онлайн) Зависимость плотности

энергии W от времени после выключения накачки на

разных масштабах волновых векторов. Верхняя кри-

вая – плотность энергии в круге волновых векто-

ров диаметром 0.3 см−1; нижняя кривая – в кольце,

ограниченном радиусами 0.3–2 см−1. Амплитуда волн

накачки 0.093 рад. Прямые синие линии соответству-

ют степенной зависимости (верхняя часть t−0.8, ниж-

няя – t−1.86). Красные кривые (наложены на экспе-

риментальные кривые при t свыше 100 с) соответству-

ют экспоненциальным зависимостям (верхняя кривая –

exp(−t/290), нижняя – exp(−t/160))

вых векторов, в круге 0–0.3 см−1 W0−0.3(t) и в кольце

0.3–2 см−1 W0.3−2(t) после выключения накачки. На

первом этапе, сразу после выключения накачки, при-

близительно до 20-й секунды, энергия уменьшается

из-за затухания волнового движения. Это приводит

к уменьшению стоксова вклада в суммарную завих-

ренность и, следовательно, в энергию вихревого те-

чения.

Хорошо видно, что во временном интервале от

20 до 250 с экспериментальные данные хорошо опи-

сываются степенными зависимостями W ∼ tm с

показателями m, равными −1.86 и −0.84. Степен-

ные зависимости свидетельствуют о наличии разви-

того нелинейного взаимодействия между вихревы-

ми структурами [28, 29]. Оценка числа Рейнольдса

по выражению Re ∼ ΩL2/ν дает значение, близ-

кое к Re ∼ 1000 при возбуждении вихревого движе-

ния в течение 300 с волнами с амплитудой 0.031 рад,

Re ∼ 2000 – при возбуждении волнами амплиту-

дой 0.062 рад и Re ∼ 4000 – при накачке волнами

амплитудой 0.093 рад. Таким образом, следует отме-

тить, что вихревое движение является сильно нели-

нейным, что и приводит к сильному вихревому вза-

имодействию.

На рисунке 10 видно, что экспоненциальное за-

тухание энергии начинается приблизительно с 250-й

секунды после выключения накачки. Энергия вих-

рей к этому времени уменьшается в несколько сотен

раз, число Рейнольдса падает до Re ∼ 100, и про-

цесс нелинейного взаимодействия вихрей останавли-

вается. На больших временах затухание обусловле-

но вязкими потерями, поэтому энергия уменьшается

экспоненциально с характерными временами, равны-

ми τ1 = 160 с в кольце радиусом от 0.3 до 2 см−1 и

τ2 = 290 с в круге радиусом 0.3 см.
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Рис. 12. (а) – Треки полиамидных трассеров на поверхности воды, сформировавшиеся через 20мин после включения

накачки двумя плунжерами частотой 6Гц. (b) – Треки трассеров на поверхности воды, которые сформировались через

20 с после выключения накачки

Время затухания вихря размером L = 2π/0.3 ≈
≈ 20 см, обусловленное вязкими потерями в объеме

жидкости, можно оценить как ∼L2/ν ≈ 4 · 104 с. Это

время более чем на два порядка больше, чем экспе-

риментально измеренное время затухания, следова-

тельно, вихри проникают в объем жидкости и силь-

но взаимодействуют с дном и стенками эксперимен-

тальной ванны, а также теряют энергию в примесной

пленке, образующейся на поверхности воды при дли-

тельных измерениях.

В области от 1000 до 1500 с затухание вихревого

движения в интервале от 0.3 до 2 см−1 закончилось,

плотность энергии достигла уровня шума. Однако в

круге радиусом 0.3 см−1 плотность энергии W0−0.3

продолжает экспоненциально уменьшаться до уров-

ня шума.

Таким образом, в процессе затухания решетки

вихрей, сформированной взаимодействием нелиней-

ных гравитационных волн на поверхности жидкости,

наблюдается нелинейное взаимодействие вихревых

течений. Энергия переносится в большие масштабы

за счет слияния вихрей решетки. На коротких време-

нах энергия уменьшается экспоненциально в резуль-

тате затухания стоксова увлечения, а на длинных –

из-за вязких потерь.

Затухание крупномасштабных вихрей. Уве-

личение амплитуды и длительности волновой накач-

ки приводит к формированию на поверхности во-

ды крупномасштабного вихревого течения [19]. При

непрерывной накачке вихревая решетка со време-

нем разрушается с образованием вихрей большего

масштаба. В вихревом движении формируется рас-

пределение энергии по волновому вектору – пря-

мой каскад энергии [14, 15]. В системе нелинейных

волн энергия накачки переносится в крупные мас-

штабы, а затем передается в вихревое движение.

Поэтому затухание вихревого движения, сформи-

рованного поверхностными волнами, определяется

процессами, протекающими как в системе поверх-

ностных волн, так и в вихревом движении. Та-

кими процессами являются нелинейное взаимодей-

ствие в системах волн и вихрей, приводящее к пе-

рераспределению энергии в пространстве волновых

векторов, и перевод энергии волн и вихрей в теп-

ло в результате вязких потерь в объеме жидко-

сти, а также в результате трения о дно и стен-

ки рабочей ванны. Затухание турбулентных рас-

пределений в системах капиллярных и гравитаци-

онных волн было исследовано недавно в работах

[30, 31].

На рисунке 12а показаны треки трассеров из по-

лиамидных частиц, которые сформировались на по-

верхности воды в результате непрерывной волновой

накачки на частоте 6 Гц в течение 20 мин. Хорошо

видно, что перед выключением накачки на поверхно-

сти успел сформироваться вихрь размером, близким

к длине прямоугольной ванны, а также множество

мелких вихрей, формирующих решетку с периодом,

равным длине волны накачки. В углах ванны рас-

положились смазывающие вихри с завихренностью,

противоположной по знаку завихренности большого

вихря.
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Рис. 13. (Цветной онлайн) (а) – Распределение энергии вихрей E(kx, ky) в векторном пространстве через 20 мин после

непрерывной волновой накачки на частоте 6Гц двумя плунжерами. (b) – Одномерное распределение энергии вихрево-

го движения E(κ) по волновым векторам. Кривая 1 – после 20мин непрерывной накачки на частоте 6Гц, кривые 2–5 –

через 4, 10, 20, 40 с после выключения накачки

Через 20 с после выключения накачки на поверх-

ности наблюдается один вихрь максимальных разме-

ров, рис. 12b. В то же время вихри малых размеров

на поверхности воды почти полностью исчезли, лишь

несколько небольших вихрей наблюдаются в углах

ванны.

На рисунке 13 показано распределение вихре-

вой энергии в двумерном векторном пространстве

E(kx, ky), в диапазоне векторов κ от 0 до 2 см−1, ко-

торое сформировалось на поверхности через 20 мин

непрерывной накачки двумя плунжерами на частоте

6 Гц. Обратим внимание на присутствие четырех пи-

ков, соединенных прямыми линиями на рис. 13а. Эти

пики в распределении вихревой энергии свидетель-

ствуют о формировании на поверхности воды решет-

ки вихрей в результате нелинейного взаимодействия

между собой волн частотой 6 Гц [8]. Хорошо видно,

что квадрат слегка повернут вокруг центра рис. 13a.

Эти изменения положения пиков в κ-пространстве

обусловлены “сносом” малых вихрей решетки боль-

шим вихрем, сформировавшимся на поверхности во-

ды.

Как видно на рис. 13а, величина смещения узла

решетки на уровне κ ≈ 1.3 см−1 равна приблизитель-

но ∆κ ≈ 0.2 см−1. Характерное время смещения узла

решетки ∆τ по порядку величины близко к периоду

волны накачки, поэтому положим ∆τ ≤ 0.16 с. По-

лагая, что смещение узлов решетки в реальном про-

странстве ∆L = Vсн∆τ , где Vсн – скорость смещения

вихря, легко получить оценку для скорости сноса уз-

лов решетки большим вихрем из простого соотноше-

ния:

κ+∆κ = 2π/(L+∆L),

где L – расстояние между узлами решетки.

Отсюда скорость смещения Vсн = (2π/(∆κ+ κ)−
− L)/∆τ ≈ 1 cм/c.

С другой стороны, среднюю азимутальную ско-

рость в большом вихре легко оценить из соотноше-

ния Ω · R/2 ≈ Vaz, где R – радиус вихря. Подстав-

ляя Ω = 0.1 см−1, R = 25 см, получим, что сред-

няя азимутальная скорость Vaz ≈ 1.25 см/с. Найден-

ное значение Vaz оказывается близко к эксперимен-

тально найденной скорости смещения вихрей решет-

ки Vсн ≈ 1 cм/c. Это свидетельствует в пользу того,

что большой вихрь на поверхности воды деформи-

рует решетку вихрей, создаваемую взаимодействием

нелинейных волн накачки. Отметим также пики, со-

ставляющие ромб вблизи центрального пика. Эти пи-

ки свидетельствуют об образовании решетки волна-

ми частотой 3 Гц, возникшими в результате распада

волны накачки частотой 6 Гц и распространяющими-

ся под углом друг к другу [15].

Через 20 с после выключения накачки узлы вих-

ревой решетки на поверхности успели затухнуть. На-

помним, что энергия в вихревое движение поступа-

ет из волнового поля, причем она поступает в уз-

лы вихревой решетки, а затем распространяется по
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разным масштабам. На рисунке 13b видно, что к

20-й секунде энергия волнового движения на час-

тоте накачки падает почти в десять раз, так что

энергия практически перестает поступать в вихре-

вое движение. Приведенные одномерные распреде-

ления вихревой энергии по волновому вектору E(κ)

были получены в разные моменты времени: распре-

деление 1 сформировалось после 20-ти минут накач-

ки, кривые 2–5 получены через 4, 10, 20 и 40 с по-

сле выключения накачки. На кривой 1 четко разли-

чаются два пика. Первый пик, отмеченный стрел-

кой при волновом векторе κ = 1.85 см−1, соответ-

ствует энергии, сосредоточенной в вихревой решет-

ке, созданной нелинейными волнами. Второй мощ-

ный пик при волновом векторе κ ≈ 0.12 см−1 со-

ответствует энергии, сосредоточенной в крупномас-

штабном вихре, прекрасно видимом на рис. 1а. Рас-

пределение энергии в интервале волновых векторов

κ от 0.2 до 6 см−1 можно описать в среднем степен-

ной функцией, пропорциональной κ−5/3, характер-

ной для прямых каскадов вихревой энергии на глу-

бокой воде [4]. Турбулентное распределение сформи-

ровалось на волновых векторах как выше, так и ни-

же вектора волны накачки. Через 4 с после выклю-

чения накачки (кривая 2) пик на волновом векто-

ре κ = 1.85 см−1 заметно уменьшился, но он еще

виден на кривых 3–5, полученных через 10, 20 и

40 с после выключения накачки. Наиболее быстро

энергия затухает на волновых векторах, превосхо-

дящих 2 см−1. Каскад энергии затухает со стороны

больших волновых векторов – край распределения

E(κ) перемещается в сторону малых волновых век-

торов. Важно отметить, что все распределения энер-

гии E(κ), полученные до 40 с, в интервале волно-

вых векторов 0.2–2 см−1 можно описать степенной

функцией, пропорциональной κ−5/3. Для наглядно-

сти на рис. 13b приведены две прямые линии, про-

порциональные κ−5/3, подчеркивающие сохранение

функциональной зависимости. Такое поведение за-

тухания турбулентного каскада свидетельствует о

квазистационарном режиме затухания, когда энер-

гия в каскад поступает из области больших масшта-

бов. При этом энергия перераспределяется по кас-

каду за время нелинейного взаимодействия вихрей,

которое много короче времени затухания большого

вихря.

Квазиадиабатическое затухание турбулентного

каскада энергии наблюдалось ранее в системе капил-

лярных волн на поверхности жидкого водорода [30].

Энергия каскада была сосредоточена в основном в

первом пике, который, затухая, поставлял энергию в

турбулентный каскад. При этом время распростра-

нения энергии по каскаду оказалось значительно

меньше характерного времени затухания первого

основного пика.

Нужно подчеркнуть, что отмеченный стрелкой на

рис. 13b пик энергии на распределении 1 сформи-

ровался в результате взаимодействия между собой

нелинейных волн накачки. На рисунке 13b хорошо

видно, что по мере затухания положение максимума

пика смещается в сторону малых волновых векто-

ров: от 1.85 см−1 после накачки в течение 20 мин до

1.7 см−1 через 40 с после выключения накачки. Как

можно оценить из рис. 13b, амплитуда пика энер-

гии большого вихря при κ = 0.12 см−1 за это вре-

мя уменьшилась более, чем в 4 раза, что привело

к уменьшению средней скорости сноса вихрей Vсн

вдвое и, соответственно, к ослаблению степени де-

формации решетки вихрей.

На рисунке 14 представлена зависимость ампли-

туды пика энергии вихря при волновом векторе

Рис. 14. (Цветной онлайн) Зависимость амплитуды пи-

ка энергии вихря при волновом векторе κ = 0.12 см−1

от времени после выключения накачки

κ = 0.12 см−1 от времени после выключения накач-

ки в двойном логарифмическом масштабе. Отчетли-

во видно, что на зависимости E(t) можно выделить

четыре участка. На первом отрезке от 0 до 3 с экс-

периментальные данные хорошо описываются экспо-

ненциальной функцией E(t) ∼ exp(−t/τtn) c харак-

терным временем τtn = 8± 1 с. Уменьшение энергии

связано с затуханием волнового движения после вы-

ключения накачки. Далее хорошо выделяются два

участка со степенной зависимостью энергии от вре-

мени: на втором участке от 3 до 20 с E(t) ∼ t−0.4, и

на третьем участке от 30 до 100 с E(t) ∼ t−0.8, где

уменьшение энергии обусловлено передачей энергии

по каскаду в результате нелинейного взаимодействия

большого и малых вихрей. На четвертом участке от
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200 до 600 с зависимость E(t) опять близка к экспо-

ненциальной E(t) ∼ exp(−t/τ2) с характерным вре-

менем τ2 = 930 с, т.е. наблюдается экспоненциальное

затухание классического вихря в результате его тре-

ния о стенки и дно ванны [21], так как время вязкого

затухания свободного вихря, которое можно оценить

как L2/ν ∼ 105 с, существенно больше τ2.

Таким образом, затухание развитого турбулент-

ного каскада, как показали измерения, происходит в

квазиадиабатическом режиме. В течение длительно-

го времени после выключения накачки, когда транс-

порт энергии по каскаду обусловлен в основном нели-

нейным взаимодействием между вихрями, сохраня-

ется степенное распределение энергии по волновому

вектору.

Заключение. Процессы формирования вихрево-

го движения нелинейными гравитационными волна-

ми, а также затухание вихрей, определяются экспе-

риментально измеряемыми параметрами: временем

затухания волны (стоксово время), временем вязкого

затухания волны (эйлерово время) и временем пробе-

га волны накачки от плунжеров до противоположной

стенки.

Появление упругой пленки на поверхности жид-

кости существенно изменяет динамику формирова-

ния завихренности и приводит к значительному уве-

личению эйлерова вклада.

Результаты изучения процессов формирования

завихренности после включения накачки можно опи-

сать только с учетом вкладов двух механизмов гене-

рации завихренности: стоксова и эйлерова течения.

Завихренность, которая формируется нелиней-

ными поверхностными волнами, проникает в объ-

ем жидкости. Распределение завихренности по глу-

бине слоя жидкости хорошо описывается в рамках

модели, учитывающей стоксовы и эйлеровы вклады.

При формировании вихревой решетки на поверхно-

сти энергия переносится в большие масштабы в ре-

зультате слияния вихрей.

Распад вихревой решетки после выключения на-

качки происходит в нелинейном режиме. При числах

Рейнольдса Re порядка 1000 наблюдается степенная

зависимость энергии от времени. На больших време-

нах затухания, при числах Рейнольдса Re ≈ 100 и

менее вихри затухают классически экспоненциально

в результате вязких потерь.

Затухание развитого каскада энергии вихревого

течения, сформированного на поверхности воды в ре-

зультате взаимодействия нелинейных волн, происхо-

дит в квазиадиабатическом режиме. Энергия посту-

пает в каскад со стороны большого масштаба, уста-

навливается прямой каскад, энергия по каскаду пе-

реносится на малые масштабы, где и затухает в ре-

зультате вязких потерь.
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изменения заряда полевого транзистора с каналом, образованным двухслойной электронной системой.

Наблюдавшиеся периодичность и биения магнетоосцилляций заряда объясняются перераспределени-

ем электронов между слоями, происходящим вследствие соответствующего неравновесного заполнения

электронных состояний.
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Одним из наиболее ярких эффектов в фотооткли-

ке высокоподвижных двумерных электронных си-

стем (ДЭС) на облучение микроволнового диапазона

является появление магнетоосцилляций сопротивле-

ния (см. обзор [1] и ссылки в нем), периодичность

которых в обратном магнитном поле определяется

условием ω/ωc = k, где ω/2π – частота излучения,

ωc = eH/m∗ – циклотронная частота (H – магнит-

ное поле, перпендикулярное плоскости ДЭС, m∗ –

эффективная масса электронов), k = 1, 2, . . . Такие

осцилляции (в англоязычной литературе microwave

induced resistance oscillations, MIRO) были обнару-

жены в двумерных электронных системах на основе

гетероструктур GaAs/AlGaAs [2, 3], гетеропереходов

ZnO/MgZnO [4], а также в двумерных дырочных си-

стемах в гетероструктурах Ge/SiGe [5]. Оказалось,

что в условиях эксперимента выполняются обычные

соотношения между компонентами тензоров магне-

тосопротивления и магнетопроводимости [6], и MIRO

находятся в фазе с магнетоосцилляциями диссипа-

тивной проводимости в силу того, что холловское со-

противление ρxy значительно больше диссипативно-

го ρxx. Отметим, что аналогичные осцилляции про-

водимости наблюдались и в невырожденной элек-

1)e-mail: dorozh@issp.ac.ru
2)V.Umansky, J. H. Smet.

тронной системе на поверхности жидкого гелия [7].

Фактически индуцированные излучением осцилля-

ции диссипативной проводимости были предсказа-

ны [8, 9] задолго до их экспериментального наблюде-

ния. Эти предсказания были основаны на рассмотре-

нии вклада в проводимость ДЭС процессов поглоще-

ния фотона, сопровождающихся упругим рассеяни-

ем электрона на статических дефектах. Позднее они

были подтверждены многочисленными расчетами,

базирующимися на этой идее (см., например, рабо-

ты [10–12]). Для объяснения MIRO был также пред-

ложен целый ряд других механизмов, из которых

мы упомянем формирование неравновесной функции

распределения электронов по энергии [13, 14], клас-

сический эффект памяти [15], учитывающий корре-

ляцию актов упругого рассеяния электронов и ра-

ботающий в отсутствие квантования Ландау, а так-

же многочастичный плазмонный механизм [16]. До

настоящего времени не удалось определить экспе-

риментально вклад в MIRO каждого из перечис-

ленных механизмов. Осцилляции с периодом MIRO

были также обнаружены в микроволновых фото-

ЭДС [17–19] и фототоке, а также в индуцированном

излучением изменении заряда полевого транзисто-

ра с ДЭС [19]. Последовавшие теоретические рабо-

ты [20, 21] показали, что эти эффекты возникают в

результате загиба зоны проводимости около контак-
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тов, использующихся для измерения фотогальвани-

ческих сигналов, или около края затвора, как это бы-

ло предположено в работе [19], и обусловлены нару-

шением соотношения Эйнштейна между проводимо-

стью и коэффициентом диффузии двумерных элек-

тронов в неравновесном состоянии под облучением.

В результате оказалось, что перечисленные резуль-

таты также могут быть описаны в терминах измене-

ний диссипативной проводимости, происходящих под

облучением [20, 21]. Существование механизма, обу-

словленного неравновесным заполнением электрон-

ных состояний, недавно было продемонстрировано

в работе [22]. В этой работе в полевом транзисторе

с каналом, образованным двумя двумерными слоя-

ми электронов, были обнаружены индуцированные

излучением магнетоосцилляции емкости (microwave

induced capacitance oscillations, MICO) с периодом,

определяемым разностью плотностей электронов в

слоях, дополнительно промодулированные на часто-

те MIRO. Было показано, что эти осцилляции мо-

гут быть результатом перераспределения электронов

между слоями, происходящего вследствие формиро-

вания под облучением неравновесной функции рас-

пределения электронов по энергии, способной объяс-

нить возникновение и периодичность MIRO. В дан-

ной работе мы сообщаем о наблюдении подобных

MICO магнетоосцилляций в заряде полевого транзи-

стора с двухслойной электронной системой, демон-

стрируем их связь с перераспределением электронов

между слоями, а также обсуждаем возможность од-

новременного объяснения этих осцилляций с наблю-

давшимися MIRO.

Схема образца и измерительная схема приведе-

ны на рис. 1. Исследуемая квазидвумерная электрон-

ная система создавалась в квантовой яме GaAs ши-

риной 60 нм, входящей в состав гетероструктуры

GaAs/AlGaAs. На расстоянии 850 нм ниже (на рис. 1

левее) квантовой ямы был создан слой сильно леги-

рованного GaAs, выполняющий роль затвора полево-

го транзистора (Backgate). Электроны в квантовую

яму поступали из слоя доноров (DL), расположен-

ного на расстоянии 65 нм над ямой, создавая слой

L1, а также из источника постоянного напряжения,

включенного между затвором и электронной систе-

мой. Плотность электронов в квантовой яме ns кон-

тролировалась затворным напряжением VBG и изме-

нялась в пределах (1.7−2.4) · 1011 см−2, определяе-

мых отсутствием токов утечки. При VBG < 0.15В

(ns < 1.8 · 1011 см−2) в яме заполнена только одна

подзона размерного квантования, соответствующая

слою L1 около верхней стенки ямы. При VBG > 0.15В

около нижней стенки ямы возникает второй слой

Рис. 1. Схема образца и измерений фототока, индуци-

рованного модулированным по мощности микроволно-

вым излучением. Показан профиль дна асимметричной

квантовой ямы GaAs (QW) шириной 60 нм, в которой

заполнены две подзоны размерного квантования (тем-

ные области), соответствующие двум слоям электро-

нов L1 и L2, расположенным около дальней и ближней

к затвору (Backgate) стенок ямы. ζ – общий уровень

электрохимического потенциала слоев. Пунктирными

линиями схематически показано распределение плот-

ности электронов в яме. DL – слой положительно за-

ряженных доноров. Усилитель тока (I → V ) подклю-

чен к исследуемой электронной системе. Сигнал с вы-

хода усилителя подается на вход фазочувствительно-

го детектора (Lock-in Amplifier, LA). При измерениях

фототока используется 100 %-ная модуляция мощности

излучения частотой 1 кГц

электронов L2 (вторая подзона). При этом наблю-

дается скачок емкости между затвором и электрон-

ной системой, соответствующий уменьшению рассто-

яния между ними примерно на 34 нм (см. сплош-

ную кривую на рис. 4b). Омические контакты к элек-

тронной системе и затвору создавались контролиру-

емой диффузией сплава NiGeAu с поверхности об-

разца на глубину масштаба 300 нм. При этом обла-

сти над контактами к затвору были предварительно

протравлены. В результате контакты к электронной

системе закорачивают оба слоя и остаются изоли-

рованными от затвора. Электроны в разных слоях

имеют одинаковый электрохимпотенциал ζ. Образец

имеет латеральную геометрию холловского мостика,

обеспечивающую измерения магнетосопротивления

и холловского сопротивления. Во всем исследован-

ном интервале плотностей электронов среднее значе-

ние их подвижности, определенное из величин про-

водимости и плотности электронов, оставалось вы-

ше 4 · 106 см2/Вс. Для измерений переменного тока

между затвором и электронной системой использова-

лись токовый усилитель SR 570 (I → V на рис. 1) и

фазочувствительный детектор (Lock-in Amplifier SR
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830). При измерениях индуцированного излучением

тока заряда полевого транзистора в качестве опор-

ного сигнала детектора использовался сигнал моду-

ляции мощности микроволнового излучения часто-

той fmod = 1 кГц. Измерялись как компонента то-

ка в фазе с модуляцией мощности, так и сдвинутая

относительно нее на 90◦. Модуляция мощности бы-

ла близка к 100 %. Частота микроволнового излуче-

ния могла меняться в диапазоне от 54 до 78 ГГц. При

измерениях емкости затворное напряжение дополни-

тельно модулировалось сигналом от низкочастотного

генератора напряжения, входящего в состав Lock-in

Amplifier. Этот сигнал одновременно являлся и опор-

ным (подробнее см. работы [23, 24]). При измерени-

ях емкости мощность излучения была постоянной во

времени. Образец помещался в сверхразмерном вол-

новоде, представляющем собой тонкостенную трубку

из нержавеющей стали диаметром 18 мм, и был по-

гружен в жидкий 3He, откачкой паров которого под-

держивалась температура T = 0.5К. Образец был

ориентирован таким образом, что плоскость кванто-

вой ямы была перпендикулярна оси волновода, кото-

рая, в свою очередь, параллельна магнитному полю

сверхпроводящего соленоида.

На рисунке 2 приведен основной результат рабо-

ты, состоящий в наблюдении при заполнении двух

Рис. 2. Зависимости 90-градусной компоненты фотото-

ка (сплошные линии) от магнитного поля для различ-

ных значений затворного напряжения, указанных око-

ло кривых. Нулевые уровни сигнала показаны горизон-

тальными отрезками. Измерения выполнены под облу-

чением частоты 54ГГц, модулированным по мощности.

Пунктирной кривой показана компонента фототока в

фазе с сигналом модуляции мощности, измеренная при

VBG = 1.0В. Вертикальная пунктирная линия отмеча-

ет положение циклотронного резонанса (CR)

электронных слоев магнетоосцилляций фототока,

индуцированного микроволновым излучением моду-

лированной мощности. Эти осцилляции соответству-

ют магнетоосцилляциям заряда полевого транзисто-

ра (microwave induced charge oscillations, MICHO)

при постоянной мощности излучения. На осцилля-

ционной картине в положении циклотронного резо-

нанса хорошо виден узел биений осцилляций. Как

следует из приведенных данных, в фототоке доми-

нирует компонента, сдвинутая на 90◦ относительно

осциллирующей во времени мощности излучения. В

дальнейшем под фототоком будет пониматься имен-

но эта компонента. Период магнетоосцилляций и их

амплитуда возрастают с затворным напряжением, а

положение узла биений не изменяется.

Для сравнения данных, получаемых разными ме-

тодами, на рис. 3 результаты измерений емкости по-

левого транзистора (панель (а)), фототока (панель

(b)), и магнетосопротивления (панель (с)) представ-

лены в функции обратной величины магнитного по-

ля. Для емкости и магнетосопротивления приведе-

ны данные, измеренные как под облучением, так и в

его отсутствии. Очевидно, что облучение радикально

меняет картины магнетоосцилляций этих величин.

Анализ приведенных кривых показывает периодич-

ность всех сигналов по обратному магнитному полю

и наличие четырех разных периодов. Два периода на-

блюдаются на магнетоемкости (∆DOS на кривой без

облучения и ∆MICO на кривой под облучением) и на

магнетосопротивлении (∆1 без облучения и ∆MIRO

под облучением). Периодичность и форма осцилля-

ций фототока оказались совпадающими с осцилля-

циями MICO. В частности, на обеих кривых наблю-

даются узлы осцилляций, положения которых сов-

падают с положениями точек нулевого фотоотклика

в магнетосопротивлении (точки совпадения кривых

под облучением и без него на рис. 3с), определяю-

щимися условием [1] ω/ωc = (k + 1)/2. Отметим, что

индуцированные излучением осцилляции, особенно в

магнетосопротивлении, наблюдаются в заметно бо-

лее слабых полях, чем темновые осцилляции. Оста-

новимся подробнее на определении периодов осцил-

ляций, часть из которых будем характеризовать ве-

личинами плотности электронов, вычисляемых из

соотношения nsj = 2e/h∆j. Это соотношение опреде-

ляет период квантовых осцилляций плотности состо-

яний на уровне Ферми в ДЭС с плотностью электро-

нов nsj, а также величин, связанных с этой плотно-

стью (например, осцилляций Шубникова –де Гааза и

сжимаемости электронной системы). Коэффициент

2 в этой формуле соответствует двухкратному спи-

новому вырождению уровней Ландау. Осцилляции
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Рис. 3. Магнетоосцилляции различных сигналов (маг-

нетоемкости (a), фототока (b) и магнетосопротивления

(с)), измеренные при заполнении двух слоев (VBG =

= 1.0В) под микроволновым излучением частоты

54 ГГц (сплошные кривые) и в отсутствие облучения

(пунктирные кривые). Фототок (панель (b)) измерял-

ся под облучением, модулированным по мощности. От-

мечены индуцированные микроволновым излучением

магнетоосцилляции емкости (MICO, панель (a)), заря-

да полевого транзистора (MICHO, панель (b)), и маг-

нетосопротивления (MIRO, панель (c)). Вертикальные

штрих-пунктирные линии отмечают значения магнит-

ных полей, при которых выполняются условия ω/ωc =

= 1 (левая линия) и ω/ωc = 3/2 (правая линия)

на темновой кривой магнетосопротивления являют-

ся осцилляциями Шубникова – де Гааза, а низко-

частотные осцилляции под облучением представля-

ют собой индуцированные излучением осцилляции

сопротивления с периодом ∆MIRO = e/m∗ω, кото-

рый никак не связан с плотностью электронов. Ока-

залось, что в исследованном образце темновые ос-

цилляции магнетосопротивления практически пол-

ностью определяются электронами слоя L1, имею-

щими бо́льшие плотность и подвижность. При за-

полнении двух слоев их период ∆1 = 2e/hns1 прак-

тически не зависит от затворного напряжения (см.

треугольники на рис. 4b) вследствие слабой зависи-

мости ns1 от VBG, являющейся результатом экра-

нировки электрического поля в полевом транзисто-

ре электронами слоя L2. Этот факт был дополни-

тельно подтвержден сравнением полной плотности

электронов в системе, полученной из измерений хол-

ловского сопротивления, и плотности электронов в

слое L2 [22]. Осцилляции на темновых кривых маг-

нетоемкости при заполнении двух электронных сло-

ев происходят от квантовых осцилляций сжимаемо-

сти электронов [25] в слое L2, ближайшем к затво-

ру [22, 23]. Их период ∆DOS = 2e/hns2 определяется

плотностью электронов ns2 в этом слое и уменьша-

ется (см. емкостные кривые на рис. 4а) при увеличе-

нии VBG, что соответствует возрастанию ns2 (темные

точки на рис. 4b). Отметим, что, как это следует из

данных на рис. 2, период магнетоосцилляций фото-

тока меняется прямо противоположным образом (см.

квадраты на рис. 4b). Оказалось, что сопоставленная

этому периоду плотность электронов nI равна разно-

сти плотностей электронов в слоях ns1 − ns2 (сравни

круги и квадраты на рис. 4b).

Совпадение осцилляционной картины в фототоке

с MICO (рис. 3) свидетельствует об их общей приро-

де. В работе [22] возникновение и периодичность ин-

дуцированных излучением осцилляций емкости бы-

ли связаны с перераспределением электронов между

слоями, обусловленном формированием неравновес-

ной функции распределения по энергии, которая для

двухслойной электронной системы была получена в

работе [26]. При этом изменение плотности электро-

нов в слоях имеет вид [22]:

δns1 = −δns2 =

− d1d2
m∗

π~2
~ω

4
Pω sin

2πω

ωc
sin

2π(ε2 − ε1)
~ωc

. (1)

Здесь nsj – плотности электронов в слоях (j = 1, 2),

εj – соответствующие энергии доньев подзон раз-

мерного квантования, dj = exp(−π/ωcτj) – факторы

Дингла в подзонах, τj – квантовые времена релакса-

ции электронов, Pω – безразмерный фактор, пропор-

циональный мощности микроволнового излучения,

поглощаемой ДЭС.

Формула (1) была получена в предположении

неизменности полного заряда в электронной систе-

ме, т.е. ее изолированности от внешних источников.

В таком случае перераспределение электронов долж-

но приводить к изменению разности потенциалов

между затвором и электронной системой. В нашем

эксперименте разность потенциалов является задан-

ной, так что следует ожидать, что перераспределение

электронов изменит полный заряд электронной си-

стемы. Очевидно, что это изменение заряда должно

Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



672 С. И. Дорожкин, А. А. Капустин, В. Уманский, Ю. Х. Смет

быть пропорционально изменению плотности элек-

тронов δns2 = −δns1. На основании этих соображе-

ний при использовании модулированного по мощно-

сти излучения (Pω(t) ∝ sin(2πfmodt)) следует ожи-

дать появления тока перезарядки полевого транзи-

стора

Iph ∝
dδns2

dt
∝

∝ d1d2 cos(2πfmodt) sin
2πω

ωc
sin

2π(ε2 − ε1)
~ωc

. (2)

Рис. 4. (a) – Зависимость темновой емкости полевого

транзистора от магнитного поля для различных значе-

ний затворного напряжения, указанных около кривых.

(b) – Зависимости от затворного напряжения плотно-

сти электронов в слоях L1 (ns1, треугольники) и L2

(ns2, точки), плотности nI, определенной из периода

магнетоосцилляций фототока (квадраты), а также раз-

ности плотностей ns1 − ns2 (круги). Значения соответ-

ствующих величин определяются левой осью. Сплош-

ной линией показана зависимость темновой емкости

полевого транзистора от затворного напряжения при

H = 0 (правая ось)

Эта формула полностью согласуется с получен-

ными нами результатами, как по фазе наблюдаемо-

го фототока, так и по виду его осцилляционной за-

висимости от величины магнитного поля. Действи-

тельно, нетрудно проверить, что установленная экс-

периментально периодичность осцилляций фототока

совпадает с описываемой формулой (2) в силу одно-

временного выполнения условий (ε2 − ε1) = k~ωc и

(ns1 − ns2) = 2keH/h, k = 1, 2, ... при соизмеримо-

сти межподзонного и циклотронного расщеплений.

В условиях эксперимента ε2 − ε1 ≫ ~ω, так что по-

следний сомножитель в формуле (2) описывает вы-

сокочастотные магнетоосцилляции, а сомножитель

sin 2πω/ωc модулирует их амплитуду, приводя к уз-

лам биений при ω = (k + 1)ωc/2 (см. рис. 2 и 3b).

Сильное монотонное затухание амплитуды осцилля-

ций при уменьшении магнитного поля связано с фак-

торами Дингла.

Из данных рисунка 3b можно оценить максималь-

ное наблюдаемое изменение числа электронов в си-

стеме: ∆N ⋍ 104. Для сравнения, полное число элек-

тронов в исследованном образце при VBG = 0 равно

N ≃ 109 ≫ ∆N .

Остановимся на отличии наших результатов для

магнетосопротивления от полученных ранее в рабо-

тах [27, 26] на образцах с двухслойными электрон-

ными системами, создаваемыми в двойных кванто-

вых ямах, где на темновых кривых наблюдались маг-

нетоосцилляции межподзонного рассеяния (MISO) с

периодом ∆MISO = 2e/h(ns1 − ns2), а под облучени-

ем возникала интерференция MISO и MIRO. Хотя

отсутствие в наших данных осцилляций магнетосо-

противления, обусловленных межподзонным рассея-

нием, могло бы быть связано с его малой вероятно-

стью [28], возможно, усиливающейся под облучением

(см., например, [29, 30]), на наш взгляд, более веро-

ятным объяснением является выполнение в исследо-

ванном образце соотношения d1 ≫ d2. Действитель-

но, как следует из формулы (10) работы [26], при

таком условии в темновых кривых магнетосопротив-

ления доминируют осцилляции Шубникова–де Гааза

от слоя L1, а облучение приводит только к появле-

нию MIRO, аналогично однослойной электронной си-

стеме, как это и наблюдается на рис. 3c. Перераспре-

деление же заряда описывается формулой (1) неза-

висимо от соотношения между d1 и d2. Отметим,

что аналогичное различие между факторами Дингла

(d1 >> d2) было обнаружено в работе [31], выполнен-

ной на подобном образце с задним затвором.

В заключение, в полевом транзисторе с двухслой-

ной электронной системой обнаружен эффект инду-

цированного микроволновым излучением изменения

заряда, величина которого осциллирует в функции

обратного магнитного поля. Осцилляционная кар-
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тина формируется магнетоосцилляциями двух раз-

ных частот. Период высокочастотных осцилляций

не зависит от частоты микроволнового излучения

и определяется условием кратности разности плот-

ностей электронов в слоях вырожденности уровня

Ландау, что эквивалентно соизмеримости межпод-

зонного расщепления и циклотронной энергии. Низ-

кочастотные осцилляции отражают соизмеримость

круговой частоты излучения и циклотронной час-

тоты электронов. Такая картина магнетоосцилляций

заряда радикально отличается от наблюдавшейся в

работе [19], где в полевом транзисторе с однослой-

ной электронной системой наблюдались осцилляции

только меньшей из частот. Объяснение полученных

результатов оказывается возможным только при ис-

пользовании неравновесной функции распределения

электронов по энергии, предложенной для описания

индуцированных излучением магнетоосцилляций со-

противления двумерных электронных систем.

В. Уманский и Ю. Х. Смет благодарны German–

Israeli Foundation for Scientific Research and

Development (GIF) за поддержку.
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В данной работе изучено (α + β) → ω превращение под воздействием сдвиговой деформации в

условиях высокого приложенного давления в сплаве Ti–4 масс. %Fe. Для деформирования сдвигом по-

средством кручения под высоким давлением (КВД) использовались два исходных состояния сплава,

существенно различающихся по морфологии фаз и концентрации атомов железа в β-фазе. При КВД

наступает стационарное состояние, в котором оба образца содержат ω-фазу высокого давления с раз-

мером зерен около 200 нм и содержанием железа, близким к номинальным 4масс. % Fe. Таким образом,

это состояние при КВД эквифинально и не зависит от исходного структурно-фазового состава образцов.

Обнаружено, что под воздействием КВД в сплавах Ti–4 масс. % Fe происходят не только мартенситные

(сдвиговые) превращения в ω-фазу, но и значительный массоперенос атомов легирующего элемента.

Анализ изменения крутящего момента непосредственно в процессе КВД позволил оценить скорость

деформационно-индуцированного массопереноса. Скорость массопереноса на 18–19 порядков выше ско-

рости обычной термической диффузии при температуре обработки THPT = 30 ◦С, при этом она близка

к значениям диффузионного массопереноса при некоторой повышенной температуре Teff = 700−800 ◦С.

Это связано с тем, что КВД повышает концентрацию дефектов решетки, что в свою очередь эквива-

лентно повышению температуры. Подобная комбинация ускоренного массопереноса при КВД и мар-

тенситного (сдвигового) превращения наблюдалась нами ранее в сплавах Cu–Al–Ni с памятью формы,

однако впервые изучена при формировании ω-фазы высокого давления в титановых сплавах.

DOI: 10.31857/S1234567820100055

Интенсивная пластическая деформация (ИПД)

и, в частности, кручение под высоким давлени-

ем (КВД), может вызывать разнообразные фазовые

превращения в твердых телах [1–7]. Среди них пре-

вращения кристаллических фаз в аморфные [8–12],

а аморфных – в кристаллические [8, 13, 14]. ИПД мо-

жет приводить и к конкуренции между распадом

и формированием пересыщенного твердого раствора

при растворении частиц второй фазы [6, 15–17]. К

превращеням, вызванным ИПД, относятся и перехо-

ды между аллотропными модификациями веществ,

1)e-mail straumal@issp.ac.ru

и, в частности – образование ω-фазы высокого дав-

ления в сплавах на основе титана, циркония и гаф-

ния [18–25]. Фазовые превращения при ИПД могут

быть как мартенситными (сдвиговыми) [26–28], так

и диффузионными (с переносом массы) [6, 15, 17, 28–

32]. Наряду с фазовыми превращениями, при ИПД

происходят и обычные для этого процесса изменения

микроструктуры, и, в частности – измельчение зерен,

а также упрочнение по механизму Холла–Петча [27].

В последнем случае речь идет том, что при уменьше-

нии размера зерен возникает множество новых гра-

ниц зерен, которые препятствуют движению дисло-

674 Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



Формирование ω-фазы высокого давления в системе титан–железо при сдвиговой деформации 675

каций и, таким образом, увеличивают прочность ма-

териала.

Важной особенностью ИПД является то, что ма-

териал под воздействием приложенного давления по-

ставлен в такие геометрические условия, что может

накапливать предельно высокие степени деформа-

ции без своего разрушения [4, 6]. При этом понятно,

что накопление дефектов решетки под воздействием

деформации не может происходить бесконечно. Это

означает, что в материале при ИПД начинаются про-

цессы релаксации, и их скорость растет до тех пор,

пока процессы образования дефектов и их анниги-

ляции не компенсируют друг друга. Тогда наступа-

ет стационарное состояние, в котором характеристи-

ки микроструктуры и фазовый состав перестают из-

меняться при дальнейшем увеличении деформации.

Интересно отметить, что эти параметры в стацио-

нарном состоянии, как оказалось, практически не за-

висят от исходных структуры и свойств материала.

Иными словами, стационарному состоянию при ИПД

свойственна так называемая эквифинальность [33].

Это означает, что на структуру и свойства материа-

ла в стационарном состоянии влияют параметры де-

формирования (давление, температура, скорость де-

формации), но не исходное состояние. В то же время,

очевидно, что путь от исходного состояния к стацио-

нарному будет сильно зависеть от исходного состоя-

ния материала. Исследование особенностей этого пу-

ти является целью данной работы.

В качестве объекта для исследования мы выбрали

сплав Ti–4 масс. % Fe. В нашей недавней работе мы

обнаружили, что в этом сплаве КВД вызывает прак-

тически стопроцентный переход β- и α-фаз в ω-фазу

высокого давления [26]. Показано, что при добав-

лении железа в титан уменьшается период решетки

β-фазы и ω-фазы. В результате при 4 масс. % Fe со-

отношение между параметрами элементарной ячей-

ки между исходной β-фазой и ω-фазой становится

практически идеальным, и сдвиг группы атомов в

зернах β-фазы приводит к достаточно быстрому пе-

реходу в ω-фазу уже на ранних стадиях КВД. Это

превращение идет по мартенситному (сдвиговому)

механизму, без переноса массы. Если концентрация

железа в титане меньше или больше четырех про-

центов, то объемная доля ω-фазы после воздействия

КВД уменьшается. Более того, при фазовом пре-

вращении (α + β) → ω возникает деформационно-

индуцированный массоперенос, и оно не остается

полностью мартенситным [26]. В работе мы также

обнаружили, что результат этого превращения прак-

тически не зависит от исходной доли α- и β-фаз в

образце [26], поэтому данный объект представляется

нам идеальным для исследования путей превраще-

ния (α+ β)→ ω и достижения стационарного состо-

яния с близкой к 100 % долей ω-фазы при кручении

под высоким давлением.

Сплав Ti–4 масс. % Fe для наших опытов был вы-

плавлен с помощью индукционной плавки в вакуу-

ме (из титана и железа чистотой 99.9 масс. %) в ви-

де слитков диаметром 10 мм. Методом электроискро-

вой резки их разрезали на диски толщиной 0.7 мм.

Эти диски были запаяны в вакуумированные квар-

цевые ампулы с остаточным давлением 4 · 10−4 Па.

Ампулы с образцами отжигали в печи сопротивле-

ния СУОЛ при температурах 800 ◦С, 100 ч и 615 ◦С,

270 ч. Точки, соотвествующие температурам отжига

и концентрациям сплава с 4 масс. % железа, лежа-

ли на фазовой диаграмме Ti–Fe в области αTi + βTi

[34]. После отжигов образцы закаливали в воду (ам-

пулы при этом разбивали). После отжигов и закал-

ки образцы подвергали КВД в камере с наковальня-

ми Бриджмена (фирма W. Klement GmbH, Ланг, Ав-

стрия) при комнатной температуре, давлении 7 ГПа,

5 оборотов наковален со скоростью 1 об/мин. Об-

разцы для структурных исследований механически

шлифовали и полировали на алмазной пасте зер-

нистостью до 1 мкм. Образцы после КВД выреза-

ли на расстоянии 3 мм от центра деформированно-

го диска. Полученные шлифы изучали с помощью

растровой электронной микроскопии (РЭМ) и рент-

геновского микроанализа на приборе Tescan Vega

TS5130 MM, оборудованном энергодисперсионным

спектрометром LINK производства фирмы Oxford

Instruments. Рентгеновские дифрактограммы были

получены в геометрии Брэгга–Брентано на порош-

ковом дифрактометре Philips X’Pert с использовани-

ем излучения Cu-Kα. Параметр решетки определя-

ли с помощью программы “Fityk” [35]. Фазы в спла-

вах идентифицировали сравнением c данными бан-

ка фаз X’Pert HighScore Panalytical. Просвечиваю-

щая электронная микроскопия (ПЭМ) была выпол-

нена на микроскопе TECNAI G2 FEG super TWIN

(200 кВ), оборудованном энергодисперсионным спек-

трометром производства фирмы EDAX. Тонкопле-

ночные образцы для ПЭМ были изготовлены мето-

дом электрополировки на устройстве Electrolyte D2

производства фирмы Struers.

Температуры отжига наших образцов были вы-

браны в области α + β фазовой диаграммы Ti–Fe

таким образом, что температура 800 ◦С лежит вбли-

зи линии транзуса (транзусом называется граница

между областью α + β и однофазной β-областью на

фазовой диаграмме сплавов титана). Таким обра-

зом, при температуре 800 ◦С, в соответствии с фа-
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Рис. 1. РЭМ микрофотографии сплава Ti – 4масс. %Fe, отожженного при 800◦С, 100 ч (a) и 615 ◦С, 270 ч (b). (c) –

Темнопольная ПЭМ микрофотография того же сплава после КВД при 5 оборотах

зовой диаграммой, образец должен содержать боль-

шую объемную долю β-фазы и небольшое количе-

ство α-фазы. Температура 615 ◦С тоже находится в

двухфазной области α + β, но она лишь ненамного

выше, чем температура эвтектоидного превращения

β-фазы в смесь α-фазы и интерметаллида TiFe [34].
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На рисунке 1a приведена РЭМ-микрофотография

образца, отожженного при температуре 800 ◦С. β-

фаза на этой микрофотографии выглядит светло-

серой, а α-фаза – темно-серой. Хорошо видно, что –

как и ожидалось – β-фаза преобладает в объеме об-

разца. При этом α-фаза располагается как в объеме

зерен β-фазы в виде небольших частиц, так и по гра-

ницам зерен β/β в виде сплошных прослоек или в

виде цепочек частиц. В этом случае мы имеем дело с

явлением так называемого “смачивания” границ зе-

рен прослойками второй твердой фазы [36–39]. Это

явление было нами подробно изучено для целого ря-

да сплавов на основе титана [36, 40–44], оно наблю-

дается, как правило, в двухфазной α+β области фа-

зовой диаграммы. При высокой температуре α-фаза

практически полностью “смачивает” все границы зе-

рен в β-фазе, а при понижении температуры доля

границ в β-фазе, полностью “смоченных” прослойка-

ми α-фазы, постепенно понижается [40–44]. Так, на

рисунке 1b хорошо видно, что, действительно, доля

α-фазы при температуре отжига 615 ◦С намного вы-

ше, чем при температуре 800 ◦С. При этом лишь от-

дельные границы между зернами β-фазы полностью

покрыты прослойками α-фазы. При низких темпе-

ратурах полностью “смоченными” остаются границы

зерен с наибольшей энергией [45]. На рисунке 1c при-

ведена темнопольная ПЭМ микрофотография того

же сплава после КВД при 5 оборотах. Видно, что

зерна после КВД не вполне равноосны, а слегка вы-

тянуты в направлении деформации, а их размер со-

ставляет 200 нм.

На рисунке 2 приведен ряд рентгеновских ди-

фрактограмм изученного сплава после отжигов пе-

ред КВД, а также после КВД. Дифракционный

спектр образца после отжига при температуре 800 ◦С
(верхняя кривая на рис. 2a), действительно, содер-

жит пики α- и β-фаз, причем доля α-фазы в этом об-

разце сравнительно ниже, чем в другом исследован-

ном состоянии. Соответственно, после отжига при

температуре 615 ◦С доли α- и β-фаз, как и можно

ожидать из фазовой диаграммы, практически рав-

ны (нижняя кривая на рис. 2a). Пунктиром показа-

но положение пиков (110) и (200) β-фазы на верх-

ней и нижней кривой (β-фаза содержит больше же-

леза после отжига при 615 ◦С, чем после отжига при

800 ◦С). После КВД спектры рентгеновской дифрак-

ции двух изученных образцов (соответственно, верх-

няя и нижняя кривые на рис. 2b) практически неот-

личимы друг от друга. Они содержат главным обра-

зом пики ω-фазы при очень небольшом количестве

остаточной α-фазы. Эти результаты согласуются с

полученными ранее данными [26]. Таким образом, с

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры рентгеновской ди-

фракции сплава Ti–4 масс. %Fe, отожженного при

800 ◦С, 100 ч и 615 ◦С, 270 ч. (a) – До КВД. (b) – После

КВД. Верхний и нижний спектры соответствуют КВД

при 5 оборотах. Средний спектр снят после 0.1 оборота

плунжера на образце, отожженном при 800 ◦С, 100 ч

точки зрения содержания разных аллотропных мо-

дификаций титана, состояние образцов после пяти

оборотов плунжера КВД эквифинально. Иными сло-

вами, образцы содержат только ω-фазу, и их фазо-

вый состав не зависит от фазового состава до КВД.

На рисунке 3 приведены зависимости крутяще-

го момента при КВД от угла поворота плунжеров

для двух образцов, отожженных при 800 ◦С (рис. 3a)

и 615 ◦С (рис. 3b). Величина крутящего момента из-

меряется непосредственно в процессе КВД с помо-

щью специального датчика. Обе кривые демонстри-
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Рис. 3. Зависимости крутящего момента при КВД от

угла поворота плунжера для сплава Ti–4 масс. % Fe,

отожженного при 800 ◦С, 100 ч (a) и 615 ◦С, 270 ч (b)

руют быстрое возрастание крутящего момента на на-

чальной стадии деформации (от 0 примерно до 30◦).
Исходно недеформированной образец упрочается за

счет измельчения структуры и увеличения плотно-

сти дислокаций. При больших углах поворота (более

400◦) величина крутящего момента в обоих изучен-

ных образцах одинакова и составляет ∼ 300 Нм. Это

соответствует стационарному состоянию, в котором,

как мы видели из рис. 2, образец содержит практиче-

ски 100 % ω-фазы высокого давления. Участки кри-

вых угловой зависимости крутящего момента меж-

ду начальным ростом прочности и стационарным со-

стоянием различаются. Так в образце, отожженном

при температуре 800 ◦С, крутящий момент быстро

возрастает и достигает стационарного состояния уже

примерно при 100◦. Это можно объяснить тем, что в

исходном образце содержится большая объемная до-

ля β-фазы, которая, в свою очередь, имеет концен-

трацию атомов железа, более близкую к номиналь-

ному значению в сплаве Ti–4 масс. % Fe. Как было

показано ранее [26], КВД сплава с 4 масс. % Fe в β-

фазе приводит к относительно быстрому превраще-

нию в фазу ω-Ti уже на ранних стадиях деформа-

ции. На рисунке 2b (средняя кривая) показана ди-

фрактограмма образца, отожженного при темпера-

туре 800 ◦С, после 0.1 оборота плунжера (угол пово-

рота ∼ 35◦). Как и верхняя кривая на рис. 2a, этот

спектр содержит пики α- и β-фаз, но β-фаза уже на-

чала исчезать, и появляется пик ω-фазы между пи-

ками (0002)α и (110)β.

В образце, отожженном при температуре 615 ◦С,

содержится как β-, так α-фаза. При этом α-фаза –

в соответствии с фазовой диаграммой – практиче-

ски не содержит железа, а в β-фаза содержит почти

10 масс. % Fe (см. сдвиг β-пиков на рис. 2а) [34]. По-

сле КВД весь образец содержит только ω-Ti с оди-

наковой концентрацией 4 масс. % Fe во всем объеме.

Мы можем предположить, что, как и в работе [28],

массоперенос предшествует мартенситному (сдвиго-

вому) преврващению. Иными словами, бедная желе-

зом α-фаза вначале механически перемешивается с

богатой железом β-фазой. Именно поэтому, как нам

представляется, упрочнение на ранней фазе дефор-

мации быстро заканчивается и начинается медленное

и, судя по всему, двухстадийное упрочнение сплава

(рис. 3b). Первая стадия проходит на участке от 20

до примерно 70◦. Вторая стадия упрочнения спла-

ва происходит на участке от 70◦ до ∼ 300◦. И толь-

ко после этого возникает стационарное состояние, в

котором образец повсюду содержит примерно 100 %

ω-фазы с 4 масс. % Fe.

Таким образом, при КВД, кроме бездиффузион-

ных (и относительно быстрых) α → ω и β → ω пре-

вращений, происходят и процессы, связанные с пе-

реносом массы. Для описания массопереноса, стиму-

лированного КВД, в сплавах меди и алюминия мы

оценивали эквивалентный коэффициент диффузии

[6, 15, 17, 29, 30]. Выполним эту оценку и для пере-

мешивания в сплаве титана. В исходном состоянии

(см. рис. 1b) в сплаве, отожженном при 615 ◦С, со-

держится α-фаза с почти нулевым содержанием же-

леза и β-фаза с ∼ 10 масс. % Fe. Размер зерен α- и

β-фаз составляет примерно L = 5мкм (рис. 1b). По-

сле деформации образец содержит только ω-фазу с

4 масс. % Fe (см. рис. 2) и размером зерен пример-

но 200 нм [26]. Время, необходимое для достижения

этого стационарного состояния, составляет пример-

но t = 250 с (см. рис. 3b). Пользуясь простой форму-

лой L = (Dt)0.5 для массопереноса с помощью объ-

емной диффузии, получаем оценку для коэффици-

ента объемной диффузии D = 10−13 м2 с−1, необхо-
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димого для получения такого результата перемеши-

вания и переноса массы. Объемная диффузия же-

леза в β-титане происходит с таким коэффициентом

D = 10−13 м2 с−1 при ∼ 800 ◦С [46] а в α-титане –

при ∼ 700 ◦С [47]. Экстраполяция данных по объем-

ной диффузии железа в титане к температуре КВД

THPT = 30 ◦С дает величинуD = 10−31−10−32 м2 с−1.

Таким образом, под воздействием КВД в сплаве ти-

тана с железом происходит ускоренный массопере-

нос со скоростью на 18–19 порядков выше скорости

обычной термической диффузии при комнатной тем-

пературе (т.е. при температуре КВД THPT), и это

несмотря на то, что высокое давление само по се-

бе существенно понижает кинетические коэффици-

енты массопереноса [48, 49]. Следует, однако, отме-

тить, что в β-титане (как и в β-цирконии) величина

D падает с давлением существенно медленнее, чем

в в металлах с гранецентрированной кубической ре-

шеткой [50–54]. Более того, D для диффузии, напри-

мер, железа и хрома намного выше, чем для само-

диффузии атомов титана [52, 54]. Это объясняется

тем, что диффузия в β-титане идет не только по ва-

кансиям, но и по междоузлиям, причем возможен и

краудионный механизм [50, 51, 53, 55], что проявля-

ется в существенной нелинейности Аррениусовских

зависимостей [46, 47, 50–52, 54, 55]. Подобное наложе-

ние двух или нескольких “барьерных” механизмов

диффузии может приводить к разнообразным арте-

фактам, таким как нефизически высокие значения

энергии активации или даже отрицательный акти-

вационный объем [56–60].

Подобный массоперенос, ускоренный КВД, мы

наблюдали ранее при изучении вызванной КВД кон-

куренции между распадом твердого раствора и рас-

творением частиц в сплавах меди [6, 17, 29, 30]. Как

и ранее, мы можем приписать вызванному КВД мас-

сопереносу в титане некоторую эффективную темпе-

ратуру Teff = 700−800 ◦С [6, 17, 27, 30]. Это явление,

по всей видимости, объясняется повышенной концен-

трацией дефектов (в частности, вакансий) при КВД,

а оно, в свою очередь, эквивалентно повышению тем-

пературы с THPT до Teff. На самом деле, конечно

же, при КВД не проиходит реальное повышение тем-

пературы или ускорение диффузии [3, 5, 7, 21, 28, 29].

При КВД имеет место массоперенос на большие рас-

стояния, много больше межатомных, составляя де-

сятки и сотни нанометров. При этом, в действитель-

ности, рождается (и исчезает) огромное количество

дефектов различных типов. Так, например, при КВД

часто наблюдается аморфизация ряда сплавов, ко-

торая вовсе не происходит при их нагревании [8, 12].

В результате конечная картина процессов при КВД

оказывается похожей на ту, что наблюдается при по-

вышении температуры [61–64].

Работа выполнена частично в рамках государ-

ственного задания ИФТТ и НЦЧ РАН с использо-

ванием оборудования Центра коллективного поль-

зования ИФТТ РАН, а также при финансовом со-

действии Российского фонда фундаментальных ис-

следований (гранты 18-33-00473 и 19-58-06002) и

Немецкого национального исследовательского обще-

ства (гранты RA 1050/20-1, IV 98/5-1, HA 1344/32-1,

FA 999/1-1).
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В работе выполнены исследования спектров фотопроводимости в двойной квантовой яме

HgTe/CdHgTe с нормальным зонным спектром. В спектрах фотопроводимости были обнаружены полосы

фоточувствительности, связанные с ионизацией вакансии ртути – двухзарядного акцептора. Используя

эффект остаточной фотопроводимости, удалось проследить трансформацию спектров фотопроводимо-

сти при прохождении положения уровня Ферми от края валентной зоны до зоны проводимости через

запрещенную зону. Было показано, что наблюдаемые полосы поглощения связаны с ионизацией именно

двухзарядного акцептора, а не отдельных различных однозарядных состояний.

DOI: 10.31857/S1234567820100067

1. Введение. Полупроводниковый материал

CdHgTe (кадмий-ртуть-теллур, КРТ) является базо-

вым для приемников и приемных матриц среднего

инфракрасного диапазона [1]. Одним из основных

его достоинств является возможность получения вы-

сококачественных твердых растворов CdxHg1−xTe

практически с любой долей кадмия. При этом ши-

рина запрещенной зоны может изменяться от 1.6 эВ

(при x = 1) вплоть до нуля (при x ≤ 0.16−0.17),
что делает такие растворы перспективными для

терагерцевой (ТГц) оптоэлектроники.

Больший контроль над зонным спектром может

быть достигнут при переходе от объемных материа-

лов к гетероструктурам с квантовыми ямами (КЯ).

Последние, применительно к КЯ HgTe/CdHgTe, за

последнее десятилетие вызвали огромный интерес

исследователей за счет своих уникальных свойств. В

качестве наиболее известных примеров можно ука-

зать переход от нормальной к инвертированной зон-

ной структуре при увеличении ширины КЯ [2, 3] и

обнаружение проводимости по краевым состояниям,

топологически защищенным от обратного рассеяния,

в КЯ с инвертированным спектром [4]. С точки зре-

ния новых практических приложений, гетерострук-

1)e-mail: antikon@physics.msu.ru

туры на основе КРТ в настоящее время рассмат-

риваются в качестве активной среды для межзон-

ных лазеров диапазона 30–50 мкм [5, 6], недоступно-

го квантово-каскадным лазерам на материалах A3B5

из-за фононного поглощения [7].

Одной из особенностей, присущей как твердым

растворам CdHgTe, так и гетероструктурам на их

основе, является образование вакансий ртути даже

в структурах высшего качества. Вакансия возникает

из-за слабой связи Hg–Te [8]. При этом она действу-

ет как двухзарядный акцептор, поскольку, встраи-

ваясь в кристаллическую решетку HgTe, ион рту-

ти отдает в валентную зону два электрона. Поми-

мо увеличения числа дырок в валентной зоне, ва-

кансия добавляет отрицательный вклад в периоди-

ческий потенциал кристаллической решетки и может

оказывать значительное влияние на времена межзон-

ной рекомбинации [9]. Последнее особенно важно для

практических приложений. Кроме того, в материа-

лах на основе КРТ существует проблема отсутствия

“простого” мелкого акцептора (каким, например, яв-

ляется бор для кремния). Поэтому для получения

структур с дырочной проводимостью часто вакансии

ртути создают намеренно, например, с помощью от-

жига [10], что, естественно, сказывается на качестве

структур.
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Таким образом, вакансия ртути является важной

“особенностью” материалов на основе КРТ, что де-

лает исследование ее энергетических характеристик

актуальной задачей. При этом ее описание оказыва-

ется значительно более сложным по сравнению, на-

пример, с мелким водородоподобным центром. Изу-

чению таких вакансий в твердых растворах КРТ бы-

ло посвящено значительное число работ, однако дан-

ные об энергиях ионизации в них зачастую отлича-

ются, а иногда оказываются противоречивыми. При-

менительно к узкозонным материалам можно рас-

смотреть следующие работы.

В работе [11] энергия ионизации вакансии опреде-

лялась с помощью измерения пропускания в дальнем

инфракрасном диапазоне. Она составляла 10–12 мэВ

для растворов CdxHg1−xTe с x = 0.2− 0.4. Такая же

энергия была получена в работах [12, 13], однако, в

отличие от [11], энергия ионизации существенно за-

висела от содержания кадмия, что может быть связа-

но с тем, что для анализа использовались в основном

транспортные методы. Зависимость от доли кадмия

также отмечалась в работе [14], в которой были вы-

явлены акцепторные состояния с энергиями иониза-

ции 12 мэВ для x = 0.216 и 19 мэВ для x = 0.234.

В работе [15] был выполнен весьма сложный ана-

лиз спектров фотолюминесценции (ФЛ) с примене-

нием деконволюции спектральных линий. В резуль-

тате анализа вакансии ртути приписывалась энергия

ионизации в диапазоне 12–15 мэВ.

В более поздних работах вакансии ртути в твер-

дых растворах КРТ стали приписывать несколько

энергий ионизаций. К примеру, в работе [16] в твер-

дых растворах с x в диапазоне 0.3–0.4 по спектрам

ФЛ были определены уровни акцепторов, отстоящие

на 14, 18 и 27 мэВ от края валентной зоны, часть

из которых связывалась с вакансиями ртути. В ра-

боте [17], завершающей серию работ этой группы,

рассматривается возможность того, что при малых

концентрациях кадмия (x < 0.33) вакансия ртути

представляет собой глубокий центр с отрицательной

энергией Хаббарда, или так называемый negative U

центр, для которого энергия отрыва второй дырки

от акцептора оказывается меньше, чем первой. Од-

нако в работе [18], в которой изучались спектры ФП

эпитаксиальных пленок CdxHg1−xTe с x = 0.19−0.3,
было показано, что энергия отрыва первой дырки от

нейтрального акцептора составляет 10 мэВ, а энер-

гия отрыва второй дырки – 19 мэВ. Данные энергии

не зависели от состава.

В то же время исследования состояний двухза-

рядного акцептора в гетероструктурах с квантовыми

ямами на основе КРТ фактически только начинают-

ся. Можно лишь указать работы [19–21], в которых

измерялись спектры ФП [19] и спектры ФЛ [20, 21]

таких примесных состояний. В этих работах иссле-

дования проводились на узкозонных гетерострукту-

рах (Eg < 80мэВ) с нормальным зонным спектром.

В принципе, полученные данные не противоречили

друг другу – в спектрах наблюдались субщелевые по-

лосы, часть из которых (5–16 мэВ и 20–35 мэВ) свя-

зывалась с возбуждением вакансии ртути. Тем не ме-

нее, связь наблюдаемых полос именно с двухзаряд-

ным акцептором в указанных работах устанавлива-

лась лишь на основе расчетов.

В настоящей работе будет экспериментально про-

демонстрировано, что наблюдаемые в спектрах ФП

в гетероструктурах на основе КРТ субщелевые осо-

бенности связаны именно с ионизацией двухзаряд-

ного акцептора, а не с ионизацией состояний двух

различных однозарядных акцепторов.

2. Методика эксперимента. Исследуемая

структура была выращена методом молекулярно-

лучевой эпитаксии на полуизолирующих подложках

GaAs (013) толщиной 400 мкм [22, 23]. На подложке

выращивался буфер, состоящий из 30 нм слоя ZnTe

и толстого (5 мкм) релаксированного слоя CdTe.

Затем выращивалась активная часть структуры:

нижний барьер Cd0.64Hg0.36Te толщиной 30 нм,

нижняя КЯ HgTe толщиной 4.5 нм, туннельно-

прозрачный барьер Cd0.64Hg0.36Te толщиной 3 нм,

верхняя КЯ HgTe толщиной 4.5 нм и верхний ба-

рьер Cd0.64Hg0.36Te толщиной 30 нм. Поверх всей

структуры выращивался покровный слой CdTe

толщиной 40 нм. Легирование структуры не про-

водилось. Наличие двух КЯ в гетероструктуре

для настоящей работы не существенно. Структура

была выбрана для исследования субщелевой фо-

топроводимости (ФП) из-за хорошо выраженного

эффекта остаточной фотопроводимости (ОФП) [24].

В этой структуре пошаговая подсветка видимым

светом позволяла последовательно изменять тип

проводимости от дырочного к электронному, чего

не наблюдалось ранее в структурах с одиночными

КЯ. Таким образом, используя контролируемую

подсветку, можно управлять положением уровня

Ферми в исследуемом образце. Такую возможность

иногда называют “оптическим затвором” (optical

gating).

Согласно проведенным расчетам зонной структу-

ры [25] исследуемый образец обладает нормальным

зонным спектром, что подтверждается ранее выпол-

ненными магнитооптическими исследованиями (см.

данные по образцу 150217 в работе [26]). Заметим,

что для получения хорошего согласия между наблю-
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даемыми и рассчитанными энергиями магнитоопти-

ческих переходов, в [26] использовались скорректи-

рованные параметры толщин КЯ и барьера меж-

ду ними. Ширина запрещенной зоны в структуре

по данным магнитооптических измерений составляет

∼ 75 мэВ, поэтому переходы с участием исследуемых

“примесных” состояний будут наблюдаться в субще-

левой области спектра.

Характеризация образцов осуществлялась с по-

мощью исследования их электрофизических свойств.

На поверхность образцов размерами 4 × 2мм на-

носились индиевые контакты в холловской геомет-

рии. Эти же образцы использовались при измере-

ниях спектров ФП. Образцы размещались в свето-

непроницаемой вставке, полностью экранирующей

их от внешнего излучения. Рядом с образцом были

размещены светодиод, излучающий в синей области

спектра, и миниатюрная лампа накаливания, поз-

волявшие осуществлять контролируемую подсветку

образцов. Медленно опуская вставку в сосуд Дьюара

с жидким гелием, можно было проводить измерения

в диапазоне температур 4.5–300 К. Внешнее магнит-

ное поле 0.05 Тл создавалось с помощью резистивно-

го соленоида. Ток через образец составлял 1–10 мкА.

Исследовались температурные зависимости продоль-

ного и поперечных сопротивлений.

Кроме того, проводились измерения квантового

эффекта Холла по двухконтактной схеме на образ-

цах размером 5 × 5мм с полосковыми омически-

ми контактами. Структуры размещались в гелие-

вом криостате в центре сверхпроводящего соленои-

да (максимальное поле 6 Тл). Рядом с образцом был

размещен “синий” светодиод.

Спектры ФП измерялись при T = 5К с помо-

щью фурье-спектрометра Bruker Vertex 70v. В ка-

честве источника использовался глобар, в качестве

светоделителя – Mylar Multilayer. Образцы разме-

щались в проточном криостате Oxford Instruments

OptistatCF, который устанавливался в спектрометр

так, чтобы образец находился в фокусе пучка излу-

чения. В криостате использовались окна из полипро-

пилена и лавсана. Перед образцом размещался хо-

лодный фильтр из черного полиэтилена. Рядом с об-

разцом находился “синий” светодиод. Спектральные

характеристики всех используемых оптических эле-

ментов и фильтров позволяли осуществлять запись

спектров в диапазоне 4–84 мэВ без внесения в спектр

каких-либо резких особенностей. Спектральное раз-

решение составляло ≈ 1мэВ (8 см−1). Использова-

лись те же образцы, что и при исследованиях темпе-

ратурных зависимостей сопротивления. Сигнал ФП

снимался с токовых контактов.

3. Результаты и обсуждение. На рисунке 1

представлены температурные зависимости сопро-

тивления и концентрации носителей в исследуемой

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости удель-

ного поверхностного сопротивления двойной КЯ

HgTe/CdHgTe от обратной температуры, полученные в

темновых условиях (кривая 1) и после кратковремен-

ного освещения лампой накаливания (кривые 2 и 3)

или “синим” светодиодом (кривая 4). Сплошные и то-

чечные линии для кривых 2 и 3 соответствуют нагре-

ванию и последующему охлаждению образца без вклю-

чения подсветки. (b) – Зависимости концентрации но-

сителей заряда от обратной температуры для тех же

условий, что и на рис. 1a. Открытые символы соот-

ветствуют дырочному типу проводимости, сплошные –

электронному

структуре. В высокотемпературной области при T >

> 180К наблюдается активационный участок, кото-

рый соответствует области собственной проводимо-

сти. Энергия активации, определенная по наклону

этого линейного участка, составляет Ea ≈ 70мэВ, со-

ответственно, термическая ширина запрещенной зо-
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ны составляетEg ≈ 140мэВ, что в два раза превыша-

ет величину, определенную ранее из спектров магни-

топоглощения [26]. Предположительно, это связано

со значительными флуктуациями потенциала, из-за

которых термически возбужденным носителям заря-

да приходится дополнительно преодолевать значи-

тельный барьер до достижения порога подвижности.

С понижением температуры сопротивление и кон-

центрация выходят на постоянные значения. Кон-

центрация в темновых условиях при низких темпе-

ратурах составляет p ≈ 1.1 ·1011 см−2. Проводимость

при этом является дырочной.

После кратковременной подсветки лампой нака-

ливания сопротивление структуры вырастает прак-

тически на порядок (кривые 2 на рис. 1). Отметим,

что при нагреве до T = 100К и последующем обрат-

ном охлаждении сопротивление практически не из-

менилось, что говорит об устойчивом эффекте ОФП.

Концентрацию, равно как и подвижность, в этих

условиях измерить не удается.

После дальнейшей кратковременной подсветки

при низкой температуре сопротивление образца

уменьшается практически до первоначальных

значений. Однако тип проводимости при этом ока-

зывается электронным. Концентрация при этом

составляет n ≈ 6 · 1010 см−2. Нагрев до 100 К и

последующее охлаждение немного увеличивают и

сопротивление, и концентрацию, что свидетельству-

ет о падении подвижности после нагрева. Возможно,

нагрев приводит к некоторому опустошению каких-

либо глубоких ловушек, находящихся, например,

на поверхности. Это увеличивает концентрацию

электронов, но и увеличивает число рассеивающих

центров, что приводит к падению подвижности.

Сама подвижность в этих структурах составляет

∼ 2000 см2/В·с для дырок и ∼ 4000 см2/В · с для

электронов при низких температурах.

Освещение структуры синим светом приводит к

той же ситуации, что и вторая подсветка лампой на-

каливания (кривые 3 и 4 на рис. 1). Это связано с тем,

что при достаточно длительном воздействии светом

устанавливается какая-то “итоговая” концентрация,

значение которой зависит только от длины волны

[24]. Длина волны излучения используемого светоди-

ода при T = 4.2К составляет λ ≈ 440 нм, максимум

излучения лампы накаливания – λ ≈ 1500 нм. Со-

гласно [24], длительное воздействие светом с такими

длинами волн приводит к установлению примерно

одинаковой электронной концентрации для данной

структуры. Таким образом, для смены типа проводи-

мости и изменения концентрации носителей заряда

за счет эффекта положительной ОФП в исследуемой

структуре можно использовать как лампу накалива-

ния, так и “синий” светодиод. Однако с помощью све-

тодиода удается получать меньшие дозы подсветки

и, соответственно, изменять концентрацию с мень-

шим шагом. Поэтому при дальнейших исследовани-

ях мы использовали только подсветку синим светом.

На рисунке 2 показаны зависимости сопротивле-

ния структуры, измеренного по двухконтактной схе-

ме, от магнитного поля при различных дозах под-

светки “синим” светодиодом. Каждая кривая (кроме

темновой) записана после выключения светодиода.

Видно, что подсветка приводит сначала к возраста-

нию сопротивления, а затем, после достижения неко-

торого максимума, к его убыванию.

Также из рисунка 2 видно, что характерные зна-

чения магнитных полей, при которых начинается

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости сопротивления

структуры от магнитного поля, полученные в темно-

вых условиях (кривая 1) и после кратковременных

подсветок синим светом (кривые 2–6). Последователь-

ная засветка приводит сначала к росту сопротивления

(кривые 1–3), а затем к уменьшению (кривые 3–6)

резкий рост сопротивления, сначала уменьшаются с

дозой подсветки, а затем вновь увеличиваются. Дан-

ный резкий рост сопротивления связан с увеличени-

ем кратности вырождения уровней Ландау с ростом

магнитного поля. При достаточной величине магнит-

ного поля все носители заряда оказываются на одном

уровне Ландау (ультраквантовый предел). При этом

дальнейшее увеличение поля приводит к тому, что

все больше носителей заряда становятся локализо-

ванными и перестают давать вклад в проводимость.

Уменьшение концентрации носителей заряда, есте-

ственно, приводит к тому, что такая ситуация насту-

пает при меньших магнитных полях.
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При больших дозах подсветки, когда проводи-

мость осуществляется электронами, на зависимостях

магнитосопротивления наблюдается фундаменталь-

ное плато квантового эффекта Холла. Концентра-

ция электронов, определенная по положению плато,

соответствующему фактору заполнения ν = 1 (кри-

вая 6 на рис. 2), составляет 5.4 ·1010 см−2, что хорошо

согласуется с данными холловских измерений в сла-

бых магнитных полях.

На темновой кривой (соответствующей дыроч-

ной проводимости) также наблюдаются проявления

квантования Ландау, однако выраженных плато, как

для “электронного” случая, не наблюдается. Скорее

всего, это связано со сложной структурой уровней

Ландау в валентной зоне в КЯ HgTe [27, 28] и, осо-

бенно, в структурах с двойными КЯ [29, 30].

Таким образом, можно утверждать, что кратко-

временные дозированные подсветки синим светом

или светом лампы накаливания приводят к постепен-

ному уменьшению темновой дырочной концентрации

и переходу через изолирующее состояние вновь к

проводящему, но уже определяемому электронами.

Другими словами, при подсветке уровень Ферми, на-

ходясь сначала в валентной зоне, поднимается вверх

по энергии, затем проходит запрещенную зону и, на-

конец, оказывается в зоне проводимости.

Перейдем теперь к рассмотрению спектров фото-

проводимости. На рисунке 3 показаны спектры ФП,

снятые сразу после охлаждения образца (кривая 1)

и после кратковременных последовательных подсве-

ток синим светом (кривые 2–7). На всех спектрах

наблюдается полоса межзонной ФП с красной гра-

ницей 70–75 мэВ. Это значение хорошо согласуется

с данными, определенными из спектров магнитопо-

глощения [26]. Резкий спад полосы после 80 мэВ свя-

зан с падением пропускания используемого свето-

делителя.

Наибольший интерес представляют субщелевые

полосы ФП на 8–16 мэВ (полоса a) и 19–25 мэВ (по-

лоса b) (рис. 3). В “темновых”2) условиях (кривая 1)

наблюдается только полоса a. Сопротивление образ-

ца при этом близко к значению темнового сопротив-

ления на рис. 1. Кратковременная подсветка приво-

дит к появлению в спектрах полосы b (кривые 2, 3

на рис. 3). Сопротивление образца при этом увели-

чивается. Дальнейшая подсветка образца вызыва-

ет уменьшение интенсивности (кривая 4) и исчезно-

вение (кривая 5) полосы a, в то время как полоса

2)В данном случае слово “темновых” взято в кавычки, по-
скольку образец так или иначе освещается теплыми частями
криостата и излучением глобара фурье-спектрометра.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектры ФП двойной КЯ

HgTe/CdHgTe, полученные в “темновых” условиях

(кривая 1) и после кратковременных подсветок синим

светом (кривые 2–7). Кривые сдвинуты по оси ординат

относительно друг друга на фиксированную величину.

Полосы a и b – наблюдаемые в спектрах субщелевые

особенности. Серые полосы по краям рисунка обозна-

чают спектральные области, выходящие за пределы по-

лосы пропускания светоделителя Mylar Multilayer

b сохраняется. Сопротивление при этом продолжа-

ет расти, достигая максимума в несколько мегаом.

Наконец, дальнейшая дозированная подсветка при-

водит к уменьшению сопротивления. При этом обе

субщелевые полосы в спектрах ФП исчезают (кри-

вые 6 и 7).

Для объяснения наблюдаемого поведения субще-

левых особенностей спектров ФП обратимся к схеме,

иллюстрирующей энергии ионизации двухзарядного

акцептора относительно зон (рис. 4). Данная схема

основана на расчете зонного спектра из работы [26]

и расчете энергий ионизаций двухвалентного акцеп-

тора из работы [19] (дисперсия энергий ионизации

в зависимости от положения вакансии ртути относи-

тельно центра КЯ приводит к некоторому уширению

полос a и b ФП). “Удвоение” подзон валентной зоны
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Схема, иллюстрирующая наблюдаемые в спектрах ФП примесные переходы. E1 – первая

подзона размерного квантования зоны проводимости, HH1 и HH2 – подзоны валентной зоны. Схема зон взята из

работы [26]. Ef – положение уровня Ферми. A0 – энергия частичной ионизации (отрыв одной дырки) нейтральной

вакансии ртути, A−1 – энергия полной ионизации (отрыв второй дырки) однократно ионизованной вакансии ртути

(энергии отсчитываются от потолка валентной зоны). Серым цветом обозначены энергии переходов, невозможных при

заданном положении уровня Ферми

возникает из-за двойной КЯ, поскольку барьер меж-

ду КЯ оказывается значительно менее туннельно-

прозрачным для дырок, чем для электронов. Энер-

гия A0 соответствует однократной ионизации ней-

трального акцептора (акцептор с двумя дырками),

энергия A−1 – отрыву второй дырки от однократно

ионизованного акцептора. Энергия A−1 больше A0,

поскольку из-за кулоновского взаимодействия “ото-

рвать” одну дырку от нейтрального акцептора про-

ще, чем “оторвать” дырку от уже отрицательно за-

ряженного однократно ионизованного акцептора.

После охлаждения образцы обладают дырочной

проводимостью, и уровень Ферми близок к потолку

валентной зоны (рис. 4а). В этом случае все вакан-

сии ртути будут нейтральными. Соответственно, в

спектрах ФП будут наблюдаться переходы с энерги-

ей A0, соответствующие отрыву одной дырки (пере-

ходу электронов из валентной зоны на нейтральный

акцептор). Именно такие переходы и отвечают за на-

блюдаемую в спектрах полосу a (кривая 1 на рис. 3).

Важно отметить, что отсутствие полосы b на кри-

вой 1 говорит о том, что энергии A0 и A−1 соответ-

ствуют именно ионизации двухзарядного акцептора,

а не каких-то двух отдельных однозарядных акцеп-

торов. В последнем случае, в ситуации, когда уро-

вень Ферми находится в валентной зоне, в спектрах

ФП сразу бы наблюдались обе полосы a и b.

После кратковременной подсветки уровень Фер-

ми поднимается и доходит до энергии A0. В этом слу-

чае часть нейтральных акцепторов становится одно-

кратно ионизованными (рис. 4b). При данных усло-

виях в спектрах ФП будут наблюдаться обе поло-

сы a и b, связанные с ионизацией нейтральных и

однократно заряженных акцепторов соответственно

(кривые 2 и 3 на рис. 3). Дисперсия энергий иони-

зации в зависимости от положения вакансии ртути

относительно центра КЯ приводит к тому, что по-

лосы ФП a и b наблюдаются в некотором интервале

положений уровня Ферми (интервале доз подсветки).

Дальнейшая подсветка будет приводить ко все

большей ионизации нейтральных акцепторов, что

приведет к уменьшению интенсивности полосы a

(кривая 4 на рис. 3). Наконец, когда уровень Фер-

ми окажется выше энергии A0 (рис. 4с), все акцепто-

ры будут однократно ионизованы, и в спектрах ФП

останется только полоса b (кривая 5 на рис. 3).

При еще большем повышении энергии Ферми

все акцепторы оказываются полностью (двукратно)

ионизованными (рис. 4d), что приводит к исчезно-

вению всех субщелевых особенностей спектров ФП

(кривая 6 на рис. 3). В конце концов, при попадании

уровня Ферми в зону проводимости (рис. 4е), возрас-

тает собственная электронная проводимость образ-

ца, из-за чего зарегистрировать межзонную ФП ста-

новится сложнее (кривая 7 на рис. 3).

Спектральное положение полос a (8–16 мэВ) и b

(19–25 мэВ) хорошо совпадает с данными, получен-

ными для энергий ионизации вакансии ртути в раз-

личных одиночных КЯ HgTe с нормальной зонной

структурой [19–21]. Такое совпадение вместе с на-

блюдаемыми изменениями интенсивностей полос при

изменении положения уровня Ферми позволяют свя-

зать полосу a с ионизацией нейтральной вакансии

ртути (отрыв одной дырки), а полосу b с ионизацией

уже однократно ионизованной вакансии (отрыв вто-

рой дырки).
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In the rotating vessel the lattice of mass vortices rep-
resents the ground state or the thermal equilibrium state
of the rotating superfluid. For spin vortices the situation
is different. Orbital rotations do not act on the spin vor-
tices, and the other external or internal fields are needed
for the formation of the lattice, such as Dzyaloshinskii–
Moriya interaction [1, 2], which leads to the formation
of skyrmion lattice. Here we show that the lattice of
spin vortices can be created in rotating vessel, if the
formation of the mass vortices is suppressed. The Lan-
dau vortex-free state in the rotating vessel (the analog of
Meissner state in superconductors) acts on spin vortices
as rotation acts on mass vortices.

We start with the Bose–Einstein condensation of
magnons (magnon BEC), which is realized in superfluid
3He-B as the homogeneously precessing domain (HPD)
[3–5]. Magnon BEC is characterized by the density of
magnons nM = S − Sz, where S = χH is spin density
in magnetic field; Sz is the projection of the precessing
spin on magnetic field, see review [6]. The magnon BEC
has the superfluid velocity

vM =
~

mM
∇α, (1)

where α is the angle of the precession, which plays the
role of the phase of magnon BEC; and mM is magnon
mass. In spin dynamics, the magnon density nM and the
phase α are canonically conjugate variables, and thus

P = nM∇α = mMnMvM, (2)

represents the momentum density of the magnon field.
In the moving superfluid the magnon BEC acquires

the Doppler shift energy term:

Fmix = P · (vs − vn) = mMnMvM · (vs − vn). (3)

Here vs and vn are correspondingly superfluid and nor-
mal velocities of the B-phase. This term, which mixes

1)e-mail: grigori.volovik@aalto.fi

superfluid velocity of the background mass superfluid
and superfluid velocity of magnon BEC, is another real-
ization of the Andreev–Bashkin effect in superfluid mix-
tures, when the superfluid current of one component de-
pends on the superfluid velocity of another component
[7]. The counterflow vs − vn together with spin density
plays the similar role as Dzyaloshinskii–Moriya interac-
tion in magnets, which violates the space inversion sym-
metry and leads to formation of skyrmion lattices, see,
e.g., [8]. The mixed term modifies the kinetic energy:

Fgrad =
1

2
mMnMv

2
M +mMnMvM · (vs − vn). (4)

We consider the Landau state in the container ro-
tating with angular velocity Ω, when the normal com-
ponent of the liquid has the solid body rotation with
velocity vn = Ω× r, while the superfluid component of
the B-phase is vortex-free, vs = 0, and thus

Fgrad =
1

2
mMnM (vM −Ω× r)2 . (5)

This means that the Landau state in the rotating ves-
sel acts on spin superfluid (magnon BEC) in the same
way as rotation acts on mass superfluid, i.e., it should
lead to formation of spin vortices, in which the phase α
has 2π winding (single spin vortex has been constructed
and identified [9]). So, if the creation of mass vortices is
suppressed, but the creation of spin vortices is allowed,
one obtains the state with the lattice of spin vortices.

The number of these spin vortices in the Landau
state in rotating vessel is determined by the circulation
quantum of spin vortex κM = 2π~/mM and by angular
velocity. That is why the number of spin vortices in the
lattice in the Landau state can be expressed in terms
of the equilibrium number of quantized mass vortices in
the fully equilibrium rotating state:

Nspin

Nmass
=

κ3
κM

=
mM

2m3
, (6)

where κ3 = 2π~/2m3 is the quantum of circulation in
superfluid 3He-B; m3 is the mass of 3He atom; magnon
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mass is mM = ωL/2c
2
s , where ωL is Larmor frequency,

and cs is the speed of spin waves in 3He-B [6]. So we
have two rotating states: the fully equilibrium rotating
state where the mass vortices form the vortex lattice,
while the spin vortices are absent; and the metastable
Landau state in rotating vessel, where mass vortices are
absent, while spin vortices form the lattice.

Similar effect of the formation of the vortex lattice
takes place for the conventional spin vortices in the polar
phase of superfluid 3He. This phase exists in the nano-
scale confinement (in the so called nafen) [10–21]. The
Landau states have been observed in the polar phase
in spite of zero value of the Landau critical velocity in
this superfluid with Dirac nodal line [22]. According to
Brauner and Moroz [23], in the presence of both the
counterflow vs −vn and magnetic field H, the spin tex-
ture is formed, which originates form the similar mixed
term in Eq. (3):

Fmix = S∇α · (vs − vn), (7)

where α is the angle of the unit d̂-vector, which describes
the spin part of the order parameter, and S = χH is spin
density in magnetic field. In the Landau state of the po-
lar phase in the rotating cryostat, with vn = Ω× r and
vs = 0, the gradient energy for spin textures is:

Fgrad =
1

2
ρspin

(
∇α− S

ρspin
Ω× r

)2

, (8)

which should lead to the lattice of spin vortices. The
number of equilibrium spin vortices in the Landau state
in the vessel of radius R is:

Nspin =
χH

ρspin
ΩR2. (9)

So, in the spin-triplet superfluids, such as superfluid
3He [24, 25], the Landau state of the superfluid in the
rotating container can be the source of the formation of
the vortex lattice of spin vortices. For the experimen-
tal realization of spin-vortex lattice the sufficently large
magnetic field is required. Similar phenomenon may oc-
cur in rotating neutron stars (review on superfluidity
and superconductivity in neutron stars see in [26]).
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1. Введение. Высокоэнтропийные сплавы

(ВЭС) – это недавно разработанные металлические

материалы [1, 2], открывающие, по мнению ряда

исследователей, новую эру в материаловедении и

технике [3]. Изначально ВЭС были определены

как сплавы, содержащие по меньшей мере пять

основных металлических элементов с содержанием

каждого от 5 до 35 ат. % [3]. Важнейшей харак-

теристикой ВЭС считается энтропия смешения

компонентов, которая максимальна в случае экви-

атомных составов. Обычно к ВЭС относят сплавы с

энтропией смешения более 1.5R (R – универсальная

газовая постоянная) [4]. Исходно ВЭС получали в

виде однофазных твердых растворов с ГЦК, ОЦК,

ГПУ и орторомбической сильно деформированной

кристаллической структурой [1].

Сравнительно недавно были высказаны сообра-

жения о том, что высокая энтропия смешения бу-

дет способствовать формированию аморфного состо-

яния [5, 6] и появились публикации о создании ВЭС

в некристаллическом состоянии [7]. Такие многоком-

понентные некристаллические сплавы стали назы-

вать высокоэнтропийными объемными аморфными

сплавами (ВЭОАС, или HEBMGs – High entropy bulk

metallic glasses). Несмотря на то, что объем выпол-

ненных на таких сплавах исследований относитель-

но невелик, синтезированные к настоящему време-

1)e-mail: a.s.makarov.vrn@gmail.com
2)J. C.Qiao.

ни ВЭОАС обладают рядом уникальных физическо-

химических свойств, делающими перспективным их

применение в ряде областей, в частности, в биомеди-

цине [7].

Можно ожидать, что ВЭОАС, в силу их некри-

сталличности и повышенной структурной энтропии,

будут обладать выраженным явлением структурной

релаксации, состоящем в непрерывном самопроиз-

вольном изменении структуры (в пределах аморф-

ного состояния) и сопутствующем изменении прак-

тически всех физических свойств, которое обыч-

но интерпретируется в терминах изменения концен-

трации структурных “дефектов” [8]. При этом во-

прос идентификации конкретных структурных “де-

фектов” аморфной структуры остается в целом дис-

куссионным.

С другой стороны, в настоящее время становится

доминирующей идея о фундаментальной роли нере-

лаксированного (высокочастотного) модуля сдвига

в описании различных релаксационных явлений в

аморфных материалах [9], которая была первона-

чально сформулирована еще в середине прошлого ве-

ка [10]. При этом нерелаксированный модуль сдви-

га является центральным параметром межузельной

теории (МТ) [11, 12], в рамках которой удалось ко-

личественно описать довольно разнообразные релак-

сационные явления в аморфных сплавах, включая

процессы их кристаллизации [13].

МТ предполагает, что макроскопическая релакса-

ция аморфных сплавов формируется как результат
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эволюции системы “дефектов” (кавычки далее опу-

щены) – наномасштабных областей структуры, кото-

рые по своим свойствам аналогичны свойствам меж-

узельных атомов в их наиболее устойчивой гантель-

ной (расщепленной) форме, характерной для кри-

сталлов [14]. Главная специфика этих дефектов со-

стоит в их высокой чувствительности к действию

внешнего механического сдвигового напряжения, что

вызывает снижение локального модуля сдвига [15].

Соответственно, изменения концентрации дефектов

отражаются в изменении макроскопической сдвиго-

вой упругости. Можно поэтому ожидать, что релак-

сационные явления в аморфных сплавах, обуслов-

ленные тепловой активацией и механической нагруз-

кой (в пределах упругого отклика), будут в значи-

тельной степени описываться одной макроскопиче-

ской характеристикой – нерелаксированным моду-

лем сдвига. Эта величина может рассматриваться

как термодинамический параметр релаксации, по-

скольку является второй производной термодинами-

ческого потенциала – энергии Гиббса – по сдвиговой

деформации.

2. Постановка задачи. В силу вышеизложенно-

го модуль сдвига и его температурная зависимость

являются весьма важными для понимания спектра

релаксационных явлений в ВЭОАС, но реализация

высокоточных измерений нерелаксированного моду-

ля сдвига является сложной в техническом плане

задачей [16]. Цель настоящей работы – показать,

что температурная зависимость нерелаксированно-

го модуля сдвига ВЭОАС может быть рассчитана с

хорошей точностью на основе тепловых эффектов,

фиксируемых дифференциальной сканирующей ка-

лориметрией при нагреве. Физическая природа свя-

зи этих, казалось бы, разнородных явлений – сдви-

говой упругости и изменения энтальпии (теплосодер-

жания) – интерпретируется в рамках МТ естествен-

ным образом: при изменении концентрации дефектов

межузельного типа выделяется или поглощается их

суммарная энтальпия формирования, которая также

контролируется модулем сдвига [13].

Ранее нами было показано [17], что измене-

ние энтальпии H на единицу массы при струк-

турной релаксации в процессе нагрева ВЭОАС

Ti16.7Zr16.7Hf16.7Cu16.7Ni16.7Be16.7 может быть до-

вольно точно описано с помощью соотношения,

полученного в рамках МТ:

dH(T )

dT
=

Ṫ

βρ

[
Grt

µrt

dµ(T )

dT
− dG(T )

dT

]
, (1)

где Ṫ – скорость нагрева, β – безразмерный пара-

метр релаксации, называемый сдвиговой восприим-

чивостью [13], ρ – плотность, G(T ) и µ(T ) – темпе-

ратурные зависимости модуля сдвига ВЭОАС и ма-

теринского кристалла (т.е. кристалла, плавлением и

последующей закалкой расплава которого изготов-

лялся аморфный сплав), соответственно, Grt и µrt –

их модули сдвига при комнатной температуре. Вы-

ражая dG из формулы (1) и интегрируя полученное

соотношение от комнатной температуры до текущей

температуры T , приходим к температурной зависи-

мости модуля сдвига в виде

G(T ) =
Grt

µrt
µ(T )− βρ∆Hsr(T ), (2)

где

∆Hsr(T ) =
1

Ṫ

∫
[Whebmg(T )−Wcr(T )] dT (3)

есть изменение энтальпии в результате структур-

ной релаксации, которое можно определить мето-

дом дифференциальной сканирующей калоримет-

рии (ДСК) посредством прямого измерения темпе-

ратурной зависимости тепловых потоков Whebmg(T )

и Wcr(T ) для ВЭОАС и материнского кристалла со-

ответственно. Поскольку изменения плотности при

структурной релаксации аморфных сплавов измеря-

ются долями процента, можно также принять, что

ρ = const.

2. Методика эксперимента. Проверка урав-

нения (2) была выполнена с помощью серии

специальных экспериментов. Для исследова-

ний были выбраны высокоэнтропийные аморф-

ные сплавы Ti16.7Zr16.7Hf16.7Cu16.7Ni16.7Be16.7 и

Zr35Hf17.5Ti5.5Al12.5Co7.5Ni12Cu10 (ат. %, далее

именуемые TiZrHfCuNiBe и ZrHfTiAlCoNiCu). Об-

разцы ВЭОАС были получены методом всасывания

расплава, некристалличность контролировалась

рентгеновской дифракцией. Выбор указанных

сплавов во многом определялся тем фактом, что

они сочетают в себе высокую стеклообразующую

способность (критический диаметр составляет 15 и

18 мм соответственно) и широкий температурный

интервал переохлажденной жидкости [18, 19]. Воз-

никающие при нагреве тепловые потоки измерялись

с помощью дифференциального сканирующего ка-

лориметра Hitachi DSC 7020 в проточной атмосфере

высокочистого (99.999 %) азота для минимиза-

ции поверхностного окисления. Масса образцов

составляла 50–60 мг. Калориметр калибровался с

использованием температур и энтальпий плавления

высокочистых In, Sn, Pb и Al.

Модуль сдвига измерялся методом бесконтактно-

го электромагнитно-акустического преобразования
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(ЭМАП) [20]. Используемая экспериментальная

установка ЭМАП позволяет определять резонанс-

ную частоту (≈ 500−600 кГц) поперечных колебаний

в образцах размером 5 × 5 × 2мм3 с относитель-

ной погрешностью 10–100 ppm в зависимости от

температуры. Абсолютное значение модуля сдвига

рассчитывалось как G(T ) = Grtf
2(T )/f2

rt, где Grt –

модуль сдвига при 310 К, f(T ) и frt – текущая и

начальная (при T = 310К) резонансные частоты,

определявшиеся как максимумы соответствующих

резонансных кривых при частотном сканировании.

Измерения модуля сдвига проводились в вакууме

≈ 0.01Па при скорости нагрева 3 К/мин. Абсо-

лютная погрешность определения температуры

составляла 0.2 К.

Термограммы ДСК были получены для иссле-

дованных сплавов: а) в исходном состоянии, б ) по-

сле релаксации путем нагрева в состояние переохла-

жденной жидкости (до 687 и 720 К для ВЭОАС

TiZrHfCuNiBe и ZrHfTiAlCoNiCu соответственно) и

последующего охлаждения до комнатной температу-

ры, а также в) после полной кристаллизации в ре-

зультате нагрева до 870 К. Полученные результаты

позволили рассчитать по формуле (3) температур-

ную зависимость изменения энтальпии ∆Hsr в ре-

зультате структурной релаксации.

3. Результаты и обсуждение. На рисун-

ке 1 показана величина ∆Hsr(T ) для ВЭОАС

TiZrHfCuNiBe (a) и ZrHfTiAlCoNiCu (b) в исходном

(свежезакаленном) и релаксированном (соста-

ренном) состояниях. Видно, что в интервале от

комнатной температуры до T ≈ 500 K интенсивная

структурная релаксация практически отсутствует и

энтальпия изменяется мало. При более высоких тем-

пературах ∆Hsr для исходных образцов становится

отрицательной (т.е. энтальпия при этих темпера-

турах меньше энтальпии исходного состояния при

комнатной температуре) и быстро уменьшается

с температурой, аналогично случаю стандартных

аморфных сплавов на основе одного компонента

[21, 22]. Это соответствует экзотермической струк-

турной релаксации в интервале 500K < T < Tg,

интерпретируемой как термоактивируемое уменьше-

ние концентрации дефектов вплоть до температуры

стеклования Tg (показана стрелками на рис. 1).

Нагрев выше Tg вызывает эндотермическую ре-

акцию, рассматриваемую как результат генерации

дефектов в состоянии переохлажденной жидкости,

имеющем место выше Tg [13].

В случае релаксированного состояния экзотерми-

ческая структурная релаксация отсутствует, вели-

чина ∆Hsr всегда положительна и начинает быст-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Температурная зависимость

∆Hsr для ВЭОАС Ti16.7Zr16.7Hf16.7Cu16.7Ni16.7Be16.7
(a) и Zr35Hf17.5Ti5.5Al12.5Co7.5Ni12Cu10 (b) в исходном

(initial) и релаксированном (relaxed) состояниях. Кало-

риметрические температуры стеклования Tg показаны

стрелками

ро расти по мере приближения к Tg [23], свидетель-

ствуя о начале интенсивной эндотермической генера-

ции дефектов в состоянии переохлажденной жидко-

сти [13]. Следует отметить, что рис. 1 в качественном

плане отражает температурное изменение концен-

трации дефектов в исходном и релаксированном со-

стояниях, как было определено ранее для ряда стан-

дартных аморфных сплавов [24, 25].

На рисунке 2а приведены экспериментальные

температурные зависимости модуля сдвига ВЭОАС

TiZrHfCuNiBe в исходном состоянии (exp. initial), по-

сле релаксации путем нагрева в область переохла-

жденной жидкости (exp. relaxed) и полной кристал-

лизации (exp. crystal). Измерения были выполнены

при тех же условиях (скорость нагрева/охлаждения,

предварительная термообработка), что и калоримет-

рические измерения (рис. 1а). В исходном состоянии
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наблюдается линейное ангармоническое уменьшение

G вплоть до ≈ 500К. Дальнейший нагрев вызыва-

ет дополнительный рост модуля сдвига, связанный

со структурной релаксацией, который имеет место

вплоть до температур, близких к Tg. Наконец, вблизи

Tg наблюдается значительное снижение модуля сдви-

га, связанное с переходом в состояние переохлажден-

ной жидкости.

Релаксированное состояние (рис. 2а) демонстри-

рует: а) увеличенное значение G при комнатной тем-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Экспериментальные (сим-

волы) и рассчитанные (сплошная и штриховая кри-

вые) по формуле (2) температурные зависимости мо-

дуля сдвига ВЭОАС Ti16.7Zr16.7Hf16.7Cu16.7Ni16.7Be16.7
(a) и Zr35Hf17.5Ti5.5Al12.5Co7.5Ni12Cu10 (b) в исходном

(initial) и релаксированном (relaxed) состояниях. Кало-

риметрические температуры стеклования Tg показаны

стрелками

пературе примерно на 5 % по сравнению с исход-

ным состоянием вследствие предшествующей струк-

турной релаксации, б ) линейное ангармоническое

уменьшение модуля сдвига вплоть до ≈ 550К и в)

ускоренное (в сравнении с простым ангармонизмом)

снижение G, указывающее на некоторый рост кон-

центрации дефектов [13]. Модуль сдвига сплава в

кристаллическом состоянии (exp. crystal) линейно

уменьшается с температурой.

Аналогичные результаты по модулю сдвига были

получены для ВЭОАС ZrHfTiAlCoNiCu (см. рис. 2b)

в исходном аморфном состоянии (exp. initial), после

релаксации путем нагрева в область переохлажден-

ной жидкости (exp. relaxed) и полной кристаллиза-

ции (exp. crystal). Видно, что температурные зависи-

мости G в исходном и релаксированном состояниях в

целом близки к таковым для ВЭОАС TiZrHfCuNiBe

(рис. 2а).

Для расчета температурной зависимости G по

формуле (2) были использованы следующие пара-

метры. Отношение модулей сдвига Grt/µrt при ком-

натной температуре для TiZrHfCuNiBe было при-

нято равным 0.777 и 0.817 для исходного и релак-

сированного состояний соответственно (рис. 2a); для

ZrHfTiAlCoNiCu эти величины составили 0.781 и

0.822 (рис. 2b). Плотности для вышеуказанных спла-

вов были взяты равными 8030 кг/м3 (данные рабо-

ты [17]) и 7020 кг/м3 (наши данные), соответствен-

но. Сдвиговая восприимчивость β для обоих сплавов

была принята равной 20 – типичному значению для

аморфных сплавов [26]. Использованные в расчетах

температурные зависимости энтальпии ∆Hsr пока-

заны на рис. 1.

Результаты расчета G(T ) показаны на рис. 2a, b

сплошными кривыми для исходных (calc. initial) и

штриховыми кривыми для релаксированных состо-

яний (calc. relaxed) исследованных ВЭОАС. Вид-

но, что расчет хорошо воспроизводит все особен-

ности экспериментальных зависимостей G(T ) обоих

ВЭОАС в исходном и релаксированном состояниях:

а) ангармоническое линейное снижение модуля сдви-

га вплоть до начала экзотермической структурной

релаксации и рост G относительно ангармонической

компоненты вплоть до температуры стеклования для

исходных образцов, б ) исчезновение обусловленно-

го структурной релаксацией роста модуля сдвига ре-

лаксированных образцов и в) слияние зависимостей

G(T ) для исходных и релаксированных состояний

выше Tg вместе с сопутствующим ростом наклона

|dG/dT |. При этом максимальное отклонение расчет-

ных данных от эксперимента во всех случаях не пре-

вышает или существенно менее 0.4%. Можно конста-

тировать, таким образом, что формализм межузель-

ной теории дает весьма точное описание кинетики

ангармонических и релаксационных изменений мо-

дуля сдвига, вызванных тепловым воздействием.

Принимая во внимание, что изменение объема (в

процессе структурной релаксации или кристаллиза-

ции) аморфных сплавов обеспечивает относительно
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небольшой вклад (менее 10 %) в энтальпию [27], мож-

но принять, что ∆H ≈ ∆U , где ∆U – изменение внут-

ренней энергии. Тогда уравнение (2) можно перепи-

сать в дифференциальной форме:

βρdU =
Grt

µrt
dµ− dG. (4)

Интегрируя это уравнение, можно прийти к про-

стому выражению для разности внутренних энергий

аморфного сплава и материнского кристалла в ви-

де ∆Ug→cr = (µ − G)/βρ, где все входящие в эту

формулу величины определены выше. Это соотноше-

ние показывает, что избыточная внутренняя энергия

аморфного сплава в сравнении с материнским кри-

сталлом определяется просто соответствующими мо-

дулями сдвига G и µ. Смысл этого утверждения со-

стоит в том, что, согласно МТ, избыточная энергия

некристаллического состояния определяется упругой

энергией системы дефектов межузельного типа, вмо-

роженных при закалке расплава. При кристаллиза-

ции эти дефекты исчезают, а их упругая энергия дис-

сипирует в тепло, что было подтверждено специаль-

ными калориметрическими экспериментами [28]. Вы-

шеприведенные результаты, таким образом, с этими

экспериментами согласуются.

Ранее было показано [13], что уравнение (1), явля-

ющееся основой вышеприведенного анализа, хорошо

выполняется для стандартных аморфных сплавов на

основе одного или двух компонентов. В настоящей

работе впервые установлено, что уравнение (2) (яв-

ляющееся следствием уравнения (1)) справедливо и

для случая высокоэнтропийных аморфных сплавов.

Таким образом, есть основания предполагать, что

межузельная теория применима для широкого кру-

га аморфных сплавов, включая сплавы с большой

структурной энтропией. Это, в свою очередь, под-

тверждает утверждение о том, что нерелаксирован-

ный модуль сдвига является важнейшей физической

характеристикой металлического некристаллическо-

го состояния.

4. Заключение. Показано, что уравнение (2) с

хорошей точностью (≤ 0.4%) описывает температур-

ные зависимости нерелаксированного модуля сдвига

исследованных высокоэнтропийных аморфных спла-

вов в исходном (свежезакаленном) и релаксирован-

ном (состаренном) состояниях, а также в состоянии

переохлажденной жидкости. Этот факт подтвержда-

ет гипотезу межузельной теории о том, что избы-

точная внутренняя энергия аморфного состояния в

сравнении с материнским кристаллическим состоя-

нием определяется модулями сдвига этих состояний.

Разность этих модулей сдвига в свою очередь отра-

жает упругую энергию системы дефектов межузель-

ного типа, фиксируемых в твердой аморфной струк-

туре посредством закалки расплава.
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Термопрограммируемый синтез монокристаллов квазисвободного

N-графена из молекул ацетонитрила
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На поверхности Ni(111) реализован оригинальный термопрограммируемый рост монокристаллов азо-

тированного графена размером с подложку. Технологический процесс включает в себя адсорбцию аце-

тонитрила при температуре около −10 ◦C, флэш-прогрев образца до 140 ◦C, отжиг при 400 ◦C для обра-

зования сплошного эпитаксиального монослоя углерода со структурой графена. Интеркаляция золота

под слой углерода на поверхности Ni(111) приводит к формированию квазисвободного монокристал-

ла N-графена. Для определения структуры азотных центров в графене использовалась сканирующая

туннельная микроскопия совместно с расчетами на основе теории функционала плотности. В частно-

сти, установлено, что азот может входить в решетку графена как в виде отдельных атомов, так и виде

кластеров из двух и трех атомов. Концентрация азота в графене может составлять от 0.2 до 0.6 %.

DOI: 10.31857/S1234567820100092

В настоящее время наблюдается бум исследова-

ний в области двумерных материалов, начало кото-

рому было положено работами по отщеплению и ис-

следованию монослоев графена и других соединений,

проведенными А. Геймом с соавторами [1–3]. По про-

шествии более 15 лет семейство двумерных матери-

алов существенно разрослось вплоть до самых эк-

зотических предложений [4], появились промышлен-

ные технологии синтеза (см., например, [5] и ссылки

внутри), но вопрос о создании двумерных кристал-

лов большого размера (1 см и более) остается акту-

альным. Помимо технологий синтеза чистых мате-

риалов необходимо также иметь методы контроли-

руемого легирования для управления электронной и

атомной структурой указанных материалов.

В этой связи, и в первую очередь для графе-

на, активно развиваются методы легирования мате-

риалами III и V групп таблицы Менделеева. Наи-

более используемой легирующей примесью являет-

ся азот. Разделяют два подхода. Первый – легирова-

ние уже имеющегося чистого графена или его окси-

да. Здесь используется ионная имплантация, темпе-

ратурная и/или плазменная обработка в атмосфере

азотсодержащих газов и т.п. Второй подход – синтез

азотированного графена непосредственно из азотсо-

держащих углеводородов или из смеси углеводоро-

дов и азотсодержащих молекул (прекурсоров). Сре-

ди описанных в литературе методов синтеза азотиро-

1)e-mail: eltsov@kapella.gpi.ru

ванного графена (см. [6]) ни один не позволяет созда-

вать большие монокристаллы азотированного графе-

на (N-графена).

В данном Сообщении предлагается метод синте-

за однослойного N-графена, позволяющий выращи-

вать монокристаллы размером с подложку. За основу

выбран метод термопрограммируемого роста (TPG –

thermoprogrammed growth), использованный нами для

создания монокристаллов большого размера неле-

гированного графена на поверхности Ni(111) [7, 8].

Суть метода TPG заключается в разделении двух

стадий процесса синтеза: при комнатной температу-

ре проводится экспонирование поверхности металла

молекулами углеводородов, после чего газовая фа-

за снимается и образец отжигается в сверхвысоком

вакууме. При использовании молекул пропилена ме-

тод TPG позволил cоздать на поверхности Ni(111)

эпитаксиальный монослой углерода с атомной струк-

турой графена, который после интеркаляции золо-

та становится практически бездефектным монокри-

сталлом квазисвободного графена размером с под-

ложку [8].

Как было установлено в работе [7], необходи-

мым условием для синтеза высококачественного

нелегированного графена методом TPG является

аккумулирование достаточного количества уг-

лерода в приповерхностной области Ni(111) при

температурах ниже температуры образования

карбида никеля. Для формирования N-графена к

этим условиям добавляется требование наличия
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азота на поверхности Ni(111) в процессе синтеза

графена.

Ацетонитрил (C2H3N) был выбран нами на ос-

нове следующих соображений. Во-первых, для TPG-

процесса требуется линейная азотсодержащая моле-

кула углеводорода, потому что предполагается де-

гидрирование (на атомных террасах) и даже диссо-

циация (на краях атомных ступеней) молекулы уже

при комнатной температуре аналогично поведению

пропилена на поверхности Ni(111) [7–9]. Ароматиче-

ские азотсодержащие молекулы типа триазина или

пиридина, обычно используемые для CVD-синтеза

графена [6], не подходят. Во-вторых, при дегидриро-

вании или диссоциации молекулы атомы азота долж-

ны оставаться на поверхности никеля при темпера-

турах формирования графена. При изучении адсорб-

ции ацетонитрила на поверхности Ni(111) автора-

ми [10, 11] установлено, что половина молекул ацето-

нитрила десорбируется в молекулярной форме при

температурах ниже 130 ◦С, причем основной пик в

спектрах термодесорбции имеет максимум при 80 ◦С.

Вторая же часть частично дегидрируется и транс-

формируется в азотсодержащие соединения, доста-

точно сильно связанные с поверхностью [11]. Тер-

мический выход водорода наблюдается при темпера-

турах 130–150 ◦С. При дальнейшем нагревании, при

температуре около 530 ◦С, азот полностью удаляет-

ся с поверхности Ni(111), а углерод либо остается на

поверхности, либо уходит в объем кристалла [11].

В соответствии с выявленными особенностями

в поведении ацетонитрила на поверхности Ni(111)

нами была разработана и апробирована процедура

формирования эпитаксиального монослоя графена

с включенными атомами азота. Для формирования

квазисвободного N-графена, так же, как и в слу-

чае нелегированного графена, в интерфейс между

эпитаксиальным слоем C(N) и поверхностью Ni(111)

вводилось золото [8, 12].

Все технологические операции, анализ струк-

туры и состава поверхности реализованы в единой

сверхвысоковакуумной установке, оснащенной

электронным оже-спектрометром (ЭОС) OPC-200

RIBER, дифрактометром медленных электронов

(ДМЭ) OPC-304 RIBER, сканирующим туннель-

ным микроскопом (СТМ) GPI300 SigmaScan

(http://www.sigmascan.ru/index.php/en/menu-

uhvstm-2), квадрупольным масс-спектрометром

Q156 RIBER, ячейками напыления, системой напус-

ка газов, системой прогрева образцов и кварцевым

измерителем толщины.

При исследовании поверхности в СТМ исполь-

зовались как платиново-родиевые иглы, так и

поликристаллические вольфрамовые иглы. СТМ-

изображения записывались при комнатной темпе-

ратуре. В качестве подложки взят монокристалл

никеля 6 × 6 × 2мм (Surface Preparation Laboratory

https://www.spl.eu), рабочая поверхность которого

ориентирована в плоскости (111) с точностью 0.1◦.
Для получения атомно-чистой монокристалличе-

ской поверхности и обеднения приповерхностной

области углеродом использовались циклы ионного

травления (Ar+, 1 кэВ, 0.1 мкА, 15 мин) и отжига

(320 ◦С, 10 мин). В последнем цикле очистки отжиг

проводился при температуре 600 ◦С. Критерием

необходимой чистоты поверхности являлось от-

ношение интенсивностей оже-пиков остаточных

загрязнений (C, S) к оже-пику Ni L3M4,5M4,5,

равное 0.01. При этом картины ДМЭ поверхно-

сти демонстрировали четкие пятна дифракции,

а СТМ-кадры – обширные террасы, разделенные

одноатомными ступенями. Поток молекул ацетонит-

рила подавался непосредственно на образец через

2-миллиметровый капилляр. Давление в пучке тонко

регулировалось пьезокерамическим натекателем в

диапазоне 10−5−10−9 Торр.

Анализ атомных структур, полученных при

СТМ-измерениях, проводился на основе теории

функционала плотности. Спин-поляризованные

вычисления были выполнены в программном пакете

VASP [13, 14]. Использовались обобщенное градиент-

ное приближение (GGA) и обменно-корреляционный

функционал PBE [15] с учетом ван-дер-ваальсовых

взаимодействий по методу Гримме [16]. Поверхность

Ni(111) моделировалась периодически повторяющи-

мися гексагональными ячейками 6 × 6, состоящими

из четырех атомных слоев никеля, из которых ниж-

ние два были фиксированы. Ячейки были разделены

вакуумным промежутком в 17 Å. Атомы углерода и

азота помещались на верхнюю часть ячейки и могли

релаксировать в процессе вычисления. Атомы угле-

рода в структуре графена на поверхности Ni(111)

располагались в положениях над атомом никеля (on

top) и г.ц.к. положениях (fcc). В расчетах использо-

валась сетка k-точек 6 × 6 × 1. СТМ-изображения

были построены в программе HiveSTM [17] в рамках

приближения Терсоффа–Хаманна [18].

Энергия формирования азотных центров вычис-

лялась по следующей формуле:

Ef = Edef − (EGr/Ni − VCEC +NNEN),

где Edef – полная энергия графена с азотным цен-

тром (дефектом) на поверхности Ni(111), EGr/Ni –

полная энергия бездефектного графена на поверхно-

сти Ni(111), VC – число вакансий углерода в графене,
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EC – энергия одного атома углерода в бездефектном

графене на поверхности Ni(111), NN – число атомов

азота в графене,EN – энергия одного атома азота, ад-

сорбированного на поверхности Ni(111). Энергия EC

вычислялась как разница полной энергии графена

на поверхности Ni(111) (EGr/Ni) и чистой поверхно-

сти Ni(111) (ENi), деленная на число атомов углерода

в суперячейке графена (NC):

EC = (EGr/Ni − ENi)/NC.

При вычислении энергии EN атом азота помещал-

ся на поверхность Ni(111) в г.ц.к. положение, явля-

ющееся наиболее выгодным адсорбционным положе-

нием отдельного атома азота на Ni(111) [19]. Отме-

тим, что при формировании графена методом TPG,

атомы азота перед встраиванием в графен находятся

на поверхности Ni(111), поэтому мы берем энергию

адсорбированных атомов азота, а не энергию атомов

(или молекул) в вакууме. Тогда энергия EN равна

разнице полной энергии поверхности Ni(111) c ато-

мом азота на ней (EN/Ni) и полной энергии чистой

поверхности Ni(111):

EN = EN/Ni − ENi.

Процедура TPG-синтеза эпитаксиального моно-

слоя углерода, легированного азотом, включала в се-

бя следующие операции: 1) насыщение приповерх-

ностной области образца Ni(111) углеродом с сохра-

нением чистоты самой поверхности; 2) адсорбцию

ацетонитрила при температуре ≈−10 ◦C дозой 1000–

3000 L (Ленгмюр); 3) быстрый (6–7 град/с) нагрев об-

разца до 140 ◦C и охлаждение естественным образом

(≈−0.5 град/с) до комнатной температуры; 4) отжиг

образца при 400 ◦C в течение 1÷ 5 ч.

Как установлено нами при синтезе нелегирован-

ного графена [7, 8], насыщенная углеродом припо-

верхностная область Ni(111) является основным ис-

точником углерода для формирования углеродного

монослоя на поверхности при высокотемпературном

отжиге (500 ◦C). Такое поведение характерно для

синтеза графена на поверхности металлов с высо-

ким коэффициентом растворения углерода в объе-

ме [20]. Для насыщения углеродом приповерхност-

ной области Ni(111) в настоящей работе (аналогич-

но [7, 8]) использовался крекинг пропилена на го-

рячей поверхности при температуре 600 ◦С в тече-

ние 10 мин и давлении газа 1 · 10−5 Торр вблизи по-

верхности (D ≈ 104 L). В результате на поверхности

Ni(111) формировался монослой углерода со струк-

турой графена в виде эпитаксиальных и разверну-

тых доменов размерами 10 ÷ 50 нм (“поликристал-

лический графен”). Одновременно происходило на-

сыщение приповерхностной области за счет диффу-

зии атомов углерода в объем кристалла никеля. Для

удаления поликристаллического графена с поверх-

ности использовались циклы “травление (Ar+, 1 кэВ,

10 мин)/нагрев (10 мин, 600 ◦C)”. Учитывая, что при

этой температуре сегрегация углерода проходит го-

раздо менее активно, чем при 320 ◦C [21], удавалось

достаточно хорошо очистить поверхность Ni(111), со-

храняя под ней растворенный углерод. Указанные

циклы очистки проводились до тех пор, пока угле-

род практически полностью не удалялся с поверхно-

сти. В результате не более чем 3 % площади образ-

ца оставалось покрытой углеродом, что соответство-

вало соотношению ≈ 0.02 интенсивностей оже-линий

C KLL и Ni L3M4,5M4,5. Линия C KLL имела фор-

му, характерную для карбидов, и в СТМ-кадрах уг-

лерод (в виде поверхностного карбида никеля Ni2C)

наблюдался лишь вблизи краев атомных ступеней.

Такая подготовка, в основном, предотвращала обра-

зование развернутых доменов графена при последу-

ющем TPG-синтезе, поскольку в работе [22] пока-

зано, что поверх Ni2C графен растет с разворотом

атомной решетки.

Запасенного таким образом подповерхностного

углерода хватало примерно на 8–10 TPG-процессов.

Для тестирования запаса подповерхностного углеро-

да мог использоваться отжиг образца при 320 ◦C в

течение 15 мин. Установлено опытным путем, что, ес-

ли растворенного углерода достаточно, то за 15 мин

при температуре 320 ◦C большая часть (80–90 %) по-

верхности Ni(111) покрывается Ni2С.

Ацетонитрил использовался в первую очередь

как источник азота для легирования графена. Для

увеличения исходной степени покрытия C2H3N

адсорбировался на поверхность Ni(111) при пони-

женной температуре, обычно −(5 ÷ 15) ◦C [10, 11].

Так, после осаждения 2000 L ацетонитрила в оже-

спектре поверхности отношение интенсивностей

линий N KLL, C KLL и Ni L3M4,5M4,5 составляло

0.06 : 0.11 : 1.0. С учетом соответствующих коэф-

фициентов чувствительности оже-линий отношение

азота и углерода в адсорбированном слое составляло

1 : 2.9, что несколько меньше, чем должно быть в

молекуле ацетонитрила (1 : 2). На рис. 1a показано

СТМ-изображение поверхности Ni(111), записанное

при комнатной температуре после указанной ад-

сорбции. Поверхность никеля оказывается покрытой

одномерными цепочками, похожими на цепочки,

которые наблюдаются на поверхности Ni(111) [7, 9]

после адсорбции пропилена. Характерная длина

цепочек находится в диапазоне 15÷ 20 Å.
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Рис. 1. (Цветной онлайн) СТМ-изображения поверхности Ni(111) после адсорбции 2000 L ацетонитрила (a), и после

флэш-нагрева (140 ◦C) и отжига при температуре 400 ◦C в течение 5 ч (b). Размер кадров 130× 130 Å2 (Us = −14мВ,

It = 1.4 нА). В синих овалах показаны как отдельные центры, так и “гирлянды” никелевых дефектов Ni-V. Желтым,

зеленым и белым цветом обведены наиболее часто наблюдаемые азотные центры

В работе [9] нами установлено, что в случае ад-

сорбции пропилена на поверхности Ni(111) энергети-

чески наиболее выгодными являются цепочки типа

CnHn. Именно C12H12 наиболее адекватно описыва-

ют цепочки длиной 18 Å, наблюдаемые в работе [9].

Поскольку ацетонитрил представляет собой молеку-

лу этана, в которой три атома водорода заменены на

атом азота, то можно предположить, что наблюда-

емые при комнатной температуре линейные цепоч-

ки представляют собой комбинацию из нескольких

молекул ацетонитрила, в которых могут отсутство-

вать как атомы водорода, так и атомы азота. Для

более точного анализа атомной структуры цепочек

требуется специальное исследование. Тем не менее,

нами были смоделированы атомные структуры ти-

па СnHn+3N, которые оказались устойчивыми при

n = 11 и хорошо описывали наиболее часто наблю-

даемые цепочки длиной 18 Å.

Флэш-нагрев поверхности, полученной в резуль-

тате осаждения ацетонитрила, до 140 ◦C приводил к

уменьшению интенсивностей оже-линий углерода и

азота. Соотношение интенсивностей N KLL, C KLL

и Ni L3M4,5M4,5 становилось 0.02 : 0.06 : 1.0 и со-

держание азота в адсорбированном слое составляло

около 20 %.

Третья стадия TPG-синтеза N-графена осуществ-

лялась при минимально возможной температуре

400 ◦C, чтобы избежать десорбции азота [11]. По-

сле 5-ти часов отжига при указанной температуре

на поверхности Ni(111) формируется сплошной эпи-

таксиальный монослой углерода с атомной структу-

рой графена. Соотношение интенсивностей указан-

ных линий в оже-спектре изменилось до 0.006 : 0.38 :

1.0. Линия N KLL становится сравнимой с шумами.

Оценочная концентрация азота в углеродном слое

составила менее 1 %. СТМ-измерения поверхности,

проводимые через каждый час отжига, показали, что

островки новой фазы с атомной структурой графена

формируются и на террасах, и на краях ступеней.

Между островками наблюдаются отдельные атом-

ные цепочки, похожие на цепочки, представленные

на рис. 1а. По мере увеличения времени отжига про-

исходит рост островков и их агломерация с форми-

рованием сплошной пленки со структурой графена.

На рисунке 1b приведен СТМ-кадр высокого ка-

чества поверхности Ni(111), покрытой сплошным

слоем углерода в структуре графена. Отчетливо вид-

ны атомные дефекты, часть из которых является

атомами никеля, внедренными в бивакансии в ре-

шетке графена, так называемые Ni-V центры [7, 23]

(обведены овалами синего цвета). Внедренные ато-

мы никеля наблюдаются в виде одиночных элемен-

тов и “гирлянд”. Помимо атомов никеля на СТМ-

изображении имеются атомные структуры, которые
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Расчетные модели (верхняя панель), соответствующие им симулированные (средняя панель)

и экспериментальные (нижняя панель) СТМ-изображения локальных структур из атомов азота, наблюдаемые в ре-

шетке эпитаксиального монослоя углерода, синтезированного TPG-методом из молекул ацетонитрила на поверхности

Ni(111). Атомы азота обозначены синим цветом. Сверху над каждым столбцом указаны идентификация модели и

рассчитанная энергия Ef ; цифрами на СТМ-изображениях указаны туннельные напряжения при сканировании и

моделировании

мы связываем с внедрением атомов азота в решетку

графена.

Нами было рассмотрено большое количество мо-

делей для дефектов с одним, двумя и тремя внед-

ренными атомами азота, замещающих атомы угле-

рода в решетке, как с наличием одной вакансии ря-

дом, так и без вакансий. На рисунке 2 приведены

СТМ-изображения экспериментально наблюдаемых

локальных атомных структур в решетке графена на

поверхности Ni(111), расчетные модели и соответ-

ствующие симулированные СТМ-изображения атом-

ных центров из одного и/или нескольких атомов азо-

та. Нам не удалось с достаточной степенью достовер-

ности сопоставить наблюдаемые СТМ-изображения

расчетным изображениям для моделей с углерод-

ной вакансией в азотном центре, и, наоборот, на

наш взгляд, приведенные на рис. 2 эксперименталь-

ные данные для моделей без вакансий неплохо согла-

суются с расчетными. Отметим, что наиболее часто

наблюдаемыми азотными центрами являются атом-

ные дефекты замещения атома углерода в г.ц.к. по-

ложении (1Nfcc), а также центры из двух атомов азо-

та, расположенных либо в одной, либо сразу в обеих

подрешетках графена. Также наблюдаются центры

из трех атомов азота. Из всех азотных центров на

рис. 2 энергия формирования Ef для центра 1Nfcc

является наименьшей, следовательно, его формиро-

вание является наиболее выгодным по сравнению с

другими. Оценочная концентрация идентифициро-

ванных азотных центров в N-Gr/Ni(111) составляет

0.1 %, однако, возможно, что в условиях эксперимен-

та часть азотных центров мы не можем отличить от

Ni-V дефектов. В этом случае величина 0.1 % являет-

ся нижней границей для определения концентрации

азотных центров.

Таким образом, показано, что TPG-метод

позволяет синтезировать однослойный монокристал-

лический эпитаксиальный N-графен на поверхности
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Рис. 3. (Цветной онлайн) СТМ-изображения: (a) – поверхности N-Gr/Au/Ni(111) (Us = −8мВ, It = 1.2 нА); (b) – по-

верхности Gr/Au/Ni(111) (Us = −13мВ, It = 0.2 нА). Соответствующие Фурье-образы (FT) приведены на вставках в

правом верхнем углу. Обозначены рефлексы (00, 10 и 01) решетки графена. На обоих СТМ-кадрах видна сверхструк-

тура петлевых дислокаций, расположенных в верхнем слое Ni(111), которая, в частности, проявляется в Фурье-образе

нелегированного графена вокруг каждого рефлекса и особенно отчетливо для рефлекса (00) (b). Стоячие электрон-

ные волны, наблюдаемые в (a), формируют структуру
√
3 ×

√
3−30◦, рефлексы от которой на FT обведены синими

кружками. Буквами на (а) обозначены типы центров рассеяния, центр B показан в виде вставки в правом нижнем

углу (а)

Ni(111). Однако сильное взаимодействие с под-

ложкой (гибридизация π-состояний графена и

d-состояний никеля) разрушает уникальные свой-

ства, характерные для свободного графена. Одним

из способов для восстановления электронных

свойств графена (линейной дисперсии в K-точке

зоны Бриллюэна) является интеркаляция монослоя

золота в интерфейс Gr/Ni(111) [8, 12]. Для фор-

мирования слоя золота в интерфейсе N-Gr/Ni(111)

мы предварительно напыляли золото на поверх-

ность N-Gr/Ni(111) при комнатной температуре,

после чего осуществлялся прогрев при 450 ◦С в

течение 10 мин. Количество напыляемого золота

контролировалось кварцевым измерителем тол-

щины. Критерием вхождения золота в интерфейс

N-Gr/Ni(111) является возникновение структуры

треугольных петлевых дислокаций, характерной для

системы Au/Ni(111) [24], которую принципиально

можно наблюдать в СТМ-изображениях графена по-

верх Au/Ni(111) [8]. Наблюдение сплошной атомной

решетки графена, под которой располагается сеть

треугольных петлевых дислокаций в верхнем атом-

ном слое никеля, говорит о сохранении целостности

графена и позволяет утверждать, что произошло

внедрение золота между графеном и поверхностью

Ni(111).

На рисунке 3а представлен атомно-разрешенный

СТМ-кадр поверхности N-Gr/Au/Ni(111) с однород-

ной сетью треугольных петлевых дислокаций. Обра-

ботка СТМ-изображений дает период сети треуголь-

ных петлевых дислокаций 10.9±1.5 в параметрах ре-

шетки Ni(111). Это означает, что Au находится в ин-

терфейсе Gr/Ni(111) в виде монослоя чистого золота

или слабо разбавленного Au-Ni (в основном, золото)

сплава согласно работе [24]. Для сравнения с СТМ-

изображением N-Gr/Au/Ni(111) на рис. 3b приведено

СТМ-изображение поверхности Gr/Au/Ni(111), ана-

логичное полученному нами в работе [8].

В работе [25] спектральными методами показа-

но, что после интеркаляции золота под N-графен

на поверхности Ni(111), полученный CVD-методом

из молекул триазина, атомы азота, ранее встро-

енные в графен, сохраняются. Действительно, на

рис. 3а наблюдаются локальные атомные структуры

с характерными интерференционными максимумами

в структуре C(0001)-
√
3 ×
√
3−30◦. На вставках к

рис. 3a, b показаны соответствующие Фурье-образы

СТМ-изображений.
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После интеркаляции золота в N-Gr/Ni(111) изме-

ренный оже-сигнал от азота был на уровне шума.

Тем не менее, мы считаем, что уровень легирования

графена азотом остался достаточно высоким. Осно-

ванием для этого является наличие атомных цен-

тров рассеяния, наблюдаемых в СТМ-кадрах поверх-

ности графена после интеркаляции золота (рис. 3а).

Ранее нами было установлено [8], что для случая

нелегированного графена, полученного при TPG-

синтезе из пропилена, концентрация дефектов по-

сле интеркаляции золота сильно падает в сравне-

нии с исходной (около 1 %, Ni-V центры) и ста-

новится меньше 0.02 %. После интеркаляции золо-

та в N-Gr/Ni(111) концентрация дефектов равна

≈ 0.3%, что на порядок превышает характерную

остаточную концентрацию дефектов для нелегиро-

ванного графена и не противоречит оценке исход-

ной концентрации азота в N-Gr/Ni(111) до интер-

каляции, составляющей не менее 0.1 %. Таким обра-

зом, мы полагаем, что большая часть центров элек-

тронного рассеяния, наблюдаемых в СТМ-кадрах,

обусловлена внедрением атомов азота в решетку

графена.

Наблюдаемые в СТМ-кадрах центры электронно-

го рассеяния в N-Gr/Au/Ni(111) можно разделить на

следующие типы (рис. 3а): A – центр в виде трех-

лучевой звезды; B – центр в виде ассиметричной

двухлучевой звезды, где один луч практически не

наблюдается; C – центр с квадратной симметрией

и центр D. Интерференционная картина центра A

может быть обусловлена или единичной вакансией

в графене, или замещением атома углерода атомом

азота, или пиридиновым центром [26, 27]. Мы ис-

ключаем одиночную вакансию, поскольку отдельных

вакансий при TPG-синтезе Gr/Au/Ni(111) из моле-

кул пропилена практически не наблюдалось. Воз-

можность формирования пиридинового центра N-

V в процессе интеркаляции золота нами не исклю-

чается, хотя наиболее вероятным источником пол-

носимметричной картины интерференции является

1Nfcc-центр, наблюдаемый в исходной структуре N-

Gr/Ni(111) (см. рис. 2). Структура центра B, в соот-

ветствие с данными работ [27, 28], хорошо объясня-

ется замещением двух ближайших атомов углерода

из одной подрешетки графена атомами азота. Центр

C можно интерпретировать как замещение двух бли-

жайших атомов углерода из разных подрешеток гра-

фена атомами азота [26, 27]. Центр D ранее наблю-

дался в работе [26], но своей интерпретации не по-

лучил. Мы также пока затрудняемся дать интерпре-

тацию центра D. Более детальный анализ структу-

ры всех наблюдаемых N-центров как до, так и после

интеркаляции золотом мы планируем сделать при

пониженных температурах (LN2 или LHe) метода-

ми сканирующей туннельной микроскопии и спек-

троскопии.

Таким образом, нами предложен и реализован но-

вый способ синтеза азотированного графена методом

TPG из ацетонитрила. Данный метод позволяет фор-

мировать на всей поверхности Ni(111) сплошной эпи-

таксиальный монослой углерода в структуре графе-

на с внедренными атомами азота. Сравнение экспе-

риментальных и модельных СТМ-изображений на-

блюдаемых локальных атомных структур дает осно-

вания полагать, что семейство азотных центров в мо-

нослое углерода достаточно большое и может вклю-

чать в себя как одноатомные, так и двух- и трех-

атомные образования. Интеркаляция золота под мо-

нослой углерода позволяет сохранять азотные цен-

тры, снимая гибридизацию π-состояний графена и

d-состояний никеля. Также установлено, что в интер-

фейсе N-Gr/Ni(111) интеркалированное золото на-

ходится в виде монослоя чистого золота или сла-

бо разбавленного Au-Ni (в основном, золото) спла-

ва. Концентрация азотных центров на поверхно-

сти N-графена после интеркаляции золота (не бо-

лее 0.3 %) по порядку величины совпадает с кон-

центрацией азотных дефектов в N-графене/Ni(111)

(не менее 0.1 %). Если считать, что в среднем азот-

ный центр содержит два атома азота, то концентра-

ция азота в графене находится в диапазоне от 0.2

до 0.6 %.
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Eltsov and L’vov [1] derived the relation between

the amplitude of Kelvin waves and the energy flux in

the Kelvin-wave cascade. This returns us to the rather

old, but still unresolved dispute on the role of the tilt

symmetry and the locality in the Kelvin-wave cascade

(see Sec. 14.6 of the book [2] for references).

Kozik and Svistunov [3] investigated the Kelvin wave

cascade using the Boltzmann equation for the Kelvin

modes. They took into account the weak 6-waves inter-

action and used the locality condition similar to that

in the classical Kolmogorov cascade: the energy flux in

the space of wave numbers k depends only on the en-

ergy density at k of the same order of magnitude. L’vov

and Nazarenko [4] challenged their analysis arguing that

the cascade is connected to the 4-wave interaction de-

spite the latter breaks the rotational invariance and does

depend on the tilt of the vortex line with respect to

some direction. In the general case of the n-wave inter-

action the expression connecting the energy flux ǫ in the

k space and the the energy density Ek is [2, 5]

Ek ∼ κ2Λ
( ǫ

κ3

) 1
n−1

k−
n+1
n−1 . (1)

Here κ is the circulation quantum and Λ = ln ℓ
a0

is the

large logarithm, which depends on the ratio of the in-

tervortex distance or the vortex line curvature radius ℓ

and the vortex core radius a0. We use notations of Eltsov

and L’vov [1] and their energy normalization. Here and

further on we ignore all numerical factors in our expres-

sions as not important for our qualitative analysis.

At n = 6 Eq. (1) gives the spectrum Ek ∝ k−7/5 of

Kozik and Svistunov [3], while at n = 4 one obtains

Ek ∼ κ2Λ
( ǫ

κ3

) 1
3

k−5/3. (2)

This agrees with the spectrum Ek ∝ k−5/3 of L’vov and

Nazarenko [4].

1)e-mail: sonin@mail.huji.ac.il

However, L’vov and Nazarenko denied not only sym-

metry arguments, but also the assumption of locality.

Since they believed that the Kelvin mode-mode inter-

action must depend on the tilt of the vortex line, they

concluded that the interaction vertices in the Boltzmann

equation are determined by divergent integrals and the

locality assumption is invalid. Meanwhile, Eq. (1), as

well as its particular case Eq. (2), was derived assum-

ing locality. Instead of Eq. (2), the nonlocal scenario of

L’vov and Nazarenko yields [6]

Ek ∼
κ2Λ

Ψ2/3

( ǫ

κ3

) 1
3

k−5/3. (3)

Here the dimensionless parameter

Ψ ∼ 1

Λκ2

∞∫

kmin

Ek dk (4)

takes into account the effect of nonlocality since it is an

integral over the whole Kelvin-wave cascade interval in

the k space. The lower border of this interval is kmin.

From Eqs. (3) and (4) one obtains that

Ψ ∼
(

ǫ

κ3k2min

) 1
5

. (5)

So the nonlocality does not affect the dependence on k

but does change the dependence on the energy flux ǫ.

The outcome of the nonlocal scenario is not clear

without an evaluation of the minimal wave number kmin.

In the theory of quantum turbulence kmin is the wave

number
√
L, at which the crossover from the classical

Kolmogorov cascade to the Kelvin-wave cascade occurs.

Here L is the vortex line length per unit volume in Vi-

nen’s theory of the 3D vortex tangle. On the other hand,

in agreement with Eltsov and L’vov [1], the parameter

Ψ determines also the ratio of the vortex line length in-

creased by the Kelvin waves participating in the cascade

to the length of the straight vortex in the ground state.

The crossover is determined by the condition that this
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ratio is on the order of unity [2]. If Ψ ∼ 1 the energy

density Eq. (3) obtained from the nonlocal scenario does

not differ from the energy density Eq. (2) derived under

the assumption of locality. Maybe the reason for the in-

sensitivity of the Kelvin-wave cascade to nonlocal effects

deserves a further investigation, but at least it is pre-

mature to discard the locality assumption as physically

irrelevant.

Also I would like to comment the statement of Eltsov

and L’vov [1] that “finally the L’vov–Nazarenko model

got supported by numerical simulations [7, 8]”. This can

be interpreted as persisting on the previous claims of the

proponents of the L’vov–Nazarenko scenario that the

scenario is universal despite it breaks the tilt symmetry.

The author of the present Comment thinks that it is a

bad idea to check the laws of symmetry experimentally

or by numerical simulations. If an experiment or a nu-

merical simulation is in conflict with the symmetry law

(e.g., the energy conservation law based also on symme-

try) the experiment or the simulation must be reconsid-

ered, but not the other way around. Suppose that there

is a theory based on the crystal cubic symmetry, but

they do experiments with parallelepiped samples. Dis-

agreement with the original theory does not mean that

the theory must be discarded. This does mean that one

should do experiments at the conditions when the sam-

ple shape is not important, e.g., at spatial scales much

less than the sample size. In numerical simulations [7, 8]

the tilt symmetry was broken since the simulations dealt

with the vortex stretched between two parallel surfaces.

Probably the spectrum compatible with the tilt invari-

ance could be observed at shorter scales (larger wave

numbers k).

In contrast to the case of the 3D vortex tangle, in

numerical simulations of the Kelvin-wave cascade in a

straight vortex, the condition Ψ ∼ 1 is not obligatory,

since kmin and the energy flux ǫ can be chosen inde-

pendently. All scenarios of the Kelvin-wave cascade dis-

cussed above used the theory of weak turbulence valid

strictly speaking only if Ψ ≪ 1. If Ψ ≫ 1 the turbu-

lence is strong and the spectrum is given by Eq. (1) at

n → ∞. This is the spectrum Ek ∼ 1/k predicted by

Vinen et al. [9]. However, the condition Ψ ∼ 1 should

be imposed on the simulation parameters if one wants

to reach better imitation of processes in the 3D vortex

tangle.

In summary: (i) The analysis of Eltsov and L’vov [1]

demonstrates that the possible nonlocality of the energy

flux in the Kelvin-wave cascade has no essential effect

on the Kelvin-wave cascade in the 3D vortex tangle ex-

pected by L’vov and Nazarenko. (ii) There is no conflict

between the Kozik–Svistunov and the L’vov–Nazarenko

scenarios. They are valid for different external condi-

tions.

I thank Vladimir Eltsov and Victor L’vov for useful

remarks.
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In his Comment, Sonin used our paper [1] as an ex-

cuse to return to a rather old dispute on the theoretical

models of the Kelvin-wave cascade. This dispute was ini-

tiated by the controversy between the Kozik–Svistunov

[2] and the L’vov–Nazarenko [3, 4] energy spectra of the

cascade. The discussion also included other contribu-

tions [5, 6], in particular from the author of the Com-

ment, whose arguments were criticized in [7, 8]. Numer-

ical simulation efforts intended to resolve the contro-

versy were built up as well. The authors of the latest

published numerical works known to us [9, 10] claim

that their results support the L’vov–Nazarenko spec-

trum [4], including the numerical prefactor. Remarkably,

these calculations were performed using different numer-

ical approaches (Gross–Pitaevskii formalism in [9] and

vortex-filament method in [10]). We should say from the

outset that our paper has nothing to contribute to this

extended discussion and its focus is on a different topic.

Independently of the details of the theoretical mod-

els, the generally accepted picture of quantum turbu-

lence includes the Kelvin-wave cascade as an essential

component in the low-temperature limit. There is, how-

ever, no experimental evidence so far for the existence

of such cascade. The relevant difficulties are mentioned

both in our paper and in the Comment. With recent

progress in experimental techniques we hope that stud-

ies of the dynamics of nearly straight vortices, not hin-

dered by the hydrodynamic energy cascade and recon-

nections, will become possible in near future. The pur-

pose of our paper is to facilitate interpretation of the

results of such potential experiments by providing a par-

ticular relation between the energy flux and the ampli-

1)e-mail: vladimir.eltsov@aalto.fi

tude of Kelvin waves. We stress that the target of the ini-

tial experiments would be to discriminate between dissi-

pation originating from the Kelvin-wave cascade versus

other dissipation mechanisms like acoustic or tunneling

two-level system damping. Here we hope that our order-

of-magnitude estimation of the expected amplitudes will

be useful as well as pointing out two important parame-

ters, the energy flux and the starting wave vector of the

cascade kmin, which preferably should be controlled in

the experiment independently. The focus of the initial

experiments will probably not be on verifying particu-

lar models of the cascade. In fact, we agree with the

author of the Comment that in an experiment which

probes only the longest energy-containing length scales,

the discrimination between different cascade models is

unlikely.

We think therefore that our paper [1] should not

serve as a reason for reanimating the old debate. Of

course, we do not have in mind to preclude others

from continuing discussions, preferably finding new ar-

guments. One interesting development for proponents

of other theoretical models of the cascade would be to

make alternative predictions for observables in single-

vortex dynamics and to suggest possible experimental

realizations where the difference between cascade mod-

els becomes potentially resolvable.
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Гапиенко Г. С. 111, 291 ()

Гарифуллин И. А. 110, 325 (342)

Гарифьянов Н. Н. 110, 325 (342)

Герасимов В. В. 110, 677 (677)

Герасимов Р. Е. 110, 645 (646)

Гершензон М. Е. 111, 237 ()

Геталов А. Л. 110, 118 (133)

Гильманов М. И. 110, 241 (266)

Глазунов А. Л. 111, 223 ()

Головенчиц Е. И. 110, 118 (133)

Головин И. С. 110, 584 (585)

Голуб Л. Е. 111, 19 (24)

Горан А. В. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Горбунов А. В. 110, 260 (284)

Горлова И. Г. 110, 400 (417)

Горяйнов С. В. 111, 230 ()

Гресь В. Н. 111, 291 ()

Григорьев А. 110, 569 (574)

Григорьев С. В. 110, 799 (793)

Григорьев Т. 111, 591 ()

Гришин М. Я. 111, 464 ()

Гришин С. В. 110, 348 (364)

Громницкая Е. Л. 110, 602 (603)

Губанова Ю. А. 110, 526 (533)

Гумаров А. И. 110, 197 (217)

Гурулев А. А. 111, 311 ()

Гусев А. И. 111, 190 (176)

Гусев Г. М. 111, 107 (121)

Гусев Н. С. 111, 370 ()

Гусихин П. А. 111, 316 ()

Гуськов С. Ю. 111, 149 (135)

Давидович М. В. 110, 465 (472)

Данилов И. В. 110, 602 (603)

Данилов П. А. 110, 759 (755)

Данюк А. В. 110, 421 (436)

Даринская Е. В. 110, 255 ()

Дворецкий С. А. 110, 274 (301)

Двуреченский А. В. 110, 393 (411)

Дедкова А. А. 110, 772 (766)

Делев В. А. 110, 607 (607)

Демин В. А. 111, 469 ()

Демишев С. В. 110, 241 (266)

Джентшел М. 110, 579 (581)

Дмитриев А. А. 110, 62 (68)

Дмитриенко В. Е. 110, 563 (568)

Доброносова А. А. 110, 569 (574)

Долганов В. К. 110, 539 (545)

Долганов П. В. 110, 539 (545)

Доленко Т. А. 111, 625 ()

Дорожкин С. И. 110, 407 (424)

Дриаев Д. Г. 110, 793 (785)

Дричко И. Л. 110, 62 (68)

Дроздов М. Н. 111, 531 ()

Дубровский А. А. 110, 614 (613)

Дьячкова И. Г. 111, 597 ()

Екомасов Е. Г. 110, 607 (607);

111, 209 (193)

Еремеев С. В. 110, 190 (211)

Есин А. А. 110, 165 (178)

Ефимов М. А. 111, 335 ()

Житлухин А. М. 110, 387 (405)

Жукавин Р. Х. 110, 677 (677)

Жумагулов Я. В. 110, 23 (31)

Журавлева Е. Н. 110, 443 (452)

Журавлев А. С. 110, 260 (284)

Заболотский А. А. 110, 303 (319)
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Заварцев Ю. Д. 110, 652 (654)

Завертяев М. В. 110, 652 (654)

Загуменный А. И. 110, 652 (654)

Задорожная Л. А. 110, 750 (739)

Зайцев-Зотов С. В. 110, 56 (62);

Зайцев-Зотов С. В. 110, 178 (200);

111, 45 (50)

Зарезин А. М. 111, 316 ()

Зарецкий Н. П. 111, 149 (135)

Заспел К. Э. 110, 474 (481)

Захаров Ю. П. 111, 335 ()

Зеленер Б. Б. 110, 767 (761)

Зеленер Б. В. 110, 767 (761)

Земба П. 110, 622 (624)

Земляная Е. В. 110, 736 (722)

Зинган А. П. 111, 579 ()

Зиняков Т. А. 111, 65 (76)

Злотников А. О. 110, 126 (140)

Золотов Д. А. 111, 597 ()

Зубарева О. В. 110, 443 (452)

Зубарев Н. М. 110, 443 (452)

Иванова А. К. 110, 230 (250)

Иванов Б. А. 110, 474 (481)

Иванов К. Е. 111, 487 ()

Иванов С. В. 110, 297 (313)

Ивахненко С. А. 111, 597 ()

Игошев П. А. 110, 34 (41);

110, 741 (727)

Иешкин А. Е. 111, 531 ()

Илюшин М. А. 111, 291 ()

Ионин А. А. 110, 90 (107);

Ионин А. А. 110, 230 (250);

Ионин А. А. 110, 591 (592);

110, 759 (755)

Иоффе А. 110, 579 (581)

Ирхин В. Ю. 110, 34 (41);

110, 741 (727)

Исхаков Р. С. 111, 197 (183)

Ишибаши T. 110, 204 (223)

Каган М. Ю. 111, 321 ()

Кайсин Б. Д. 110, 268 (296)

Камашев А. А. 110, 325 (342)

Каневский В. М. 110, 750 (739)

Капитан В. Ю. 110, 700 (702)

Капитан Д. Ю. 110, 700 (702)

Капустин А. А. 110, 407 (424)

Карабут Е. А. 110, 443 (452)

Кардакова А. И. 111, 88 (104)

Карманов Д. Е. 111, 435 ()

Катаев В. 110, 325 (342)

Кац Е. И. 110, 539 (545)

Квачадзе В. Г. 110, 793 (785)

Квашнин А. Г. 111, 380 ()

Квашнин Д. Г. 111, 244 ()

Квон З. Д. 111, 107 (121)

Кильмаметов А. Р. 110, 622 (624)

Кириллов В. Л. 110, 614 (613)

Кирова Е. М. 110, 343 (359)

Киямов А. Г. 110, 197 (217)

Клавсюк А. Л. 110, 331 (348)

Кленов Н. В. 111, 443 ()

Клопотов Р. В. 111, 464 ()

Клумов Б. А. 110, 729 (715)

Клюев А. В. 110, 112 (127)

Книжник А. А. 111, 305 ()

Князев Б. А. 110, 677 (677)

Князев Ю. В. 110, 614 (613)

Ковалев И. М. 111, 435 ()

Ковалевский В. В. 111, 230 ()

Ковалевский К. А. 110, 677 (677)

Ковражкин Р. А. 111, 223 ()

Козлов В. А. 110, 652 (654)

Козловская К. А. 110, 563 (568)

Козуб В. И. 110, 482 (495)

Колдаева М. В. 110, 255 ()

Колесников С. В. 111, 101 (116)

Колмычек И. А. 111, 370 ()

Колоколов И. В. 111, 509 ()

Комаров Е. Н. 110, 118 (133)

Комиссарова М. В. 111, 355 ()

Компанец В. О. 111, 27 (31)

Кондрин М. В. 110, 602 (603)

Кон И. А. 111, 45 (50)

Коренблит С. Э. 110, 291 (307)

Корнева А. 110, 622 (624)

Корнилов В. М. 110, 437 (447)

Коробейщиков Н. Г. 111, 531 ()

Коробцев С. В. 111, 305 ()

Косарева О. Г. 111, 27 (31)

Костина Ю. В. 110, 456 (464)

Костин В. А. 110, 449 (457)

Костров А. В. 110, 237 (262)

Котова О. Д. 111, 625 ()

Котов А. Ю. 110, 3 (1)

Котов С. А. 110, 118 (133)

Красавин А. В. 110, 23 (31)

Крутянский Л. М. 110, 666 (667)

Кудрявцев А. Г. 111, 112 (126)

Кудрявцев К. Е. 110, 297 (313)

Кудряшов И. А. 111, 435 ()

Кудряшов С. И. 110, 90 (107);

Кудряшов С. И. 110, 230 (250);

Кудряшов С. И. 110, 591 (592);

110, 759 (755)

Кузмичёв А. Н. 111, 52 (62)

Кузнецов В. А. 110, 260 (284)

Кузнецов В. И. 110, 47 (54)

Кузнецов В. С. 110, 72 (85)

Кузнецов Е. А. 110, 106 (121)

Кузнецов С. В. 111, 625 ()

Кузьмин В. А. 110, 307 (323)

Кузьмичева Т. Е. 111, 388 ()

Кузьмичев С. А. 111, 388 ()

Кукушкин И. В. 110, 260 (284);

Кукушкин И. В. 110, 268 (296);

Кукушкин И. В. 110, 597 (599);

111, 316 ()

Кулагин Н. Е. 110, 474 (481)

Кулеш Н. А. 110, 248 (273)

Кулик Л. В. 110, 260 (284)

Куликов К. В. 110, 149 (160)

Кунцевич А. Ю. 111, 166 (151)

Курганов А. А. 111, 435 ()

Кутовой С. А. 110, 652 (654)

Кутузов А. С. 111, 154 (139)

Кучмижак А. А. 110, 759 (755)

Кучугов П. А. 111, 149 (135)

Лабзовский Л. Н. 110, 363 (382)

Лавриков А. С. 110, 750 (739)

Ладыгина В. П. 111, 197 (183)

Латышев А. В. 110, 337 (354)

Лачинов А. Н. 110, 437 (447)

Лебедев В. В. 111, 509 ()

Левченко А. А. 110, 545 (551)
Леднев В. Н. 111, 464 ()

Лежнев С. К. 110, 437 (447)
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Лезова И. Е. 110, 521 (529)

Лерман Л. М. 110, 474 (481)

Литасов К. Д. 111, 160 (145);

111, 230 ()

Литвинов А. В. 110, 723 (707)

Ловцов С. В. 110, 291 (307)

Лукьянов А. Е. 110, 23 (31)

Любутин И. С. 110, 557 (562)

Ляпин С. Г. 110, 687 (687)

Лященко С. А. 110, 155 (166)

Магарилл Л. И. 110, 534 (540)

Мажорин Г. С. 110, 569 (574)

Мазилкин И. А. 110, 622 (624);

111, 514 ()

Майдыковский А. И. 111, 370 ()

Майлыбаев А. А. 110, 106 (121)

Макаров А. Г. 110, 700 (702)

Макарова К. В. 110, 700 (702)

Макаров Г. Н. 111, 361 ()

Максимов А. А. 110, 806 (799)

Максимова О. А. 110, 155 (166)

Малкин Б. З. 110, 241 (266)

Малышев М. С. 110, 237 (262)

Мальцев E. И. 111, 475 ()

Мамин Г. В. 111, 52 (62)

Мамрашев А. А. 111, 75 (85)

Маркушев В. М. 110, 750 (739)

Мартовицкий В. П. 111, 166 (151)

Мартышкин А. А. 110, 526 (533)

Мартьянов О. Н. 110, 614 (613)

Марчишин И. В. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Маслаков К. И. 111, 487 ()

Массалимов Б. И. 111, 475 ()

Масюгин А. Н. 110, 204 (223)

Ма Х. 111, 501 ()

Медведев Д. Д. 111, 305 ()

Медриш И. В. 111, 160 (145)

Межов-Деглин Л. П. 110, 545 (551)

Мейлахс А. П. 111, 375 ()

Мельник Н. Н. 110, 759 (755)

Менушенков А. П. 110, 23 (31)

Меньшов В. Н. 110, 777 (771)

Милованович Д. 110, 90 (107)

Мильштейн А. И. 111, 215 ()

Минакова В. Е. 110, 56 (62);

110, 178 (200)

Миньков Г. М. 110, 274 (301)

Миронов А. 111, 591 ()

Мирошниченко И. Б. 111, 335 ()

Михайлов Н. Н. 110, 274 (301);

111, 107 (121)

Мицкан В. А. 110, 126 (140)

Моисеев С. А. 111, 602 ()

Мокшин А. В. 110, 498 (511);

110, 551 (557)

Молотков С. Н. 111, 608 ()

Морозов А. 111, 591 ()

Морозов Ан. 111, 591 ()

Морозов И. В. 111, 388 ()

Морозов С. В. 110, 297 (313)

Москалев Д. О. 110, 569 (574)

Москаленко И. Н. 110, 569 (574)

Музыченко Д. А. 111, 396 ()

Муравьев В. М. 111, 316 ()

Муратов А. Р. 110, 354 (370)

Мурзина Т. В. 111, 370 ()

Мусич Д. О. 110, 99 (115)

Мусорин А. И. 111, 40 (46)

Мяконьких А. В. 111, 531 ()

Надолинский А. М. 110, 95 (111);

111, 61 (72)

Надточенко В. А. 110, 456 (464)

Назаров В. В. 110, 237 (262)

Назаров В. Н. 110, 607 (607)

Науменко Г. А. 111, 295 ()

Наумов С. В. 111, 186 (172)

Нашаат М. 110, 149 (160)

Неверов В. Д. 110, 23 (31)

Несвижевский В. В. 110, 579 (581)

Нефедев К. В. 110, 700 (702)

Нефёдов Ю. А. 110, 597 (599)

Никитина А. М. 110, 56 (62)

Никитин С. И. 110, 197 (217)

Никитов С. А. 110, 526 (533)

Никифорова П. М. 111, 443 ()

Николаев А. А. 110, 3 (1)

Николаева И. А. 111, 27 (31)

Николаев Н. Н. 111, 215 ()

Никонорова Н. А. 110, 521 (529)

Новиков В. А. 110, 633 (635)

Номоконов Д. В. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Норман Г. Э. 110, 343 (359);

Норман Г. Э. 111, 175 (162);

111, 251 ()

Овчинникова Е. Н. 110, 563 (568)

Овчинников С. Г. 110, 155 (166)

Одинцов С. А. 110, 414 (430);

110, 526 (533)

Орешкин А. И. 111, 396 ()

Орешкин С. И. 111, 396 ()

Орлинский С. Б. 111, 52 (62)

Орлов А. О. 111, 311 ()

Орлов А. П. 110, 400 (417)

Осипов А. А. 110, 368 (387)

Павлов С. Г. 110, 677 (677)

Павлов Т. Н. 110, 248 (273)

Пай Воей Ву 110, 400 (417)

Панайотова С. А. 110, 736 (722)

Панарин В. А. 110, 72 (85)

Панкрац А. И. 111, 197 (183)

Панов А. Д. 111, 435 ()

Панов В. И. 111, 396 ()

Панов Н. А. 111, 27 (31)

Паршин П. П. 110, 30 (37)

Пахомов А. В. 110, 9 (15)

Пацаева С. В. 111, 625 ()

Пеленович В. О. 111, 531 ()

Пельменев А. А. 110, 545 (551)

Перваков К. С. 111, 475 ()

Первишко А. А. 111, 328 ()

Пержу А. В. 110, 700 (702)

Перминов Н. C. 111, 602 ()

Перно Ф. 110, 666 (667)

Першин С. М. 111, 464 ()

Пестовский Н. В. 110, 652 (654)

Петин А. Н. 111, 361 ()

Петров А. А. 110, 652 (654)

Петров А. В. 110, 197 (217)

Петров И. Д. 111, 61 (72)

Петросян А. С. 110, 314 (329);

111, 65 (76)

Петруша С. В. 111, 88 (104)

Петрушевич Ю. В. 110, 387 (405)

Петухов М. Н. 111, 396 ()

Пех П. Л. 111, 80 (90)
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Пивоваров А. А. 110, 217 (237);

110, 376 (394)

Пинто-Нето Н. 110, 515 (523)

Писарев В. В. 110, 343 (359)

Подливаев А. И. 110, 692 (691)

Подорожный Д. М. 111, 435 ()

Покровский В. Я. 110, 400 (417)

Полников В. Г. 111, 501 ()

Полушина Г. Е. 110, 521 (529)

Полушин С. Г. 110, 521 (529)

Попов А. М. 111, 443 ()

Попов К. Е. 111, 295 ()

Порфирьев А. П. 110, 759 (755)

Посух В. Г. 111, 335 ()

Потапкин Б. В. 111, 305 ()

Потылицын А. П. 111, 295 ()

Преображенский В. Л. 110,
666 (667)

Пресняков И. А. 111, 487 ()

Притула И. М. 110, 255 ()

Пройдакова В. Ю. 111, 625 ()

Прошин Ю. Н. 111, 154 (139)

Прудковский П. А 111, 494 ()

Прудкогляд А. Ф. 111, 291 ()

Пряников Д. С. 111, 291 ()

Пудалов В. М. 111, 237 ()

Пунегов В. И. 111, 448 ()

Пшеничный К. А. 110, 799 (793)

Разумов В. Ф. 110, 307 (323)

Рамадеви П. 111, 591 ()

Ратников П. В. 111, 80 (90)

Рахмонов И. Р. 110, 149 (160);

110, 736 (722)

Решетняк В. В. 110, 658 (659)

Рогалев А. 110, 563 (568)

Рогожин В. Б. 110, 521 (529)

Родин А. О. 111, 514 ()

Родионов А. А. 110, 652 (654)

Родионова В. В. 110, 799 (793)

Родионов И. A. 110, 569 (574)

Родякина Е. Е. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Розанов Н. Н. 110, 9 (15);

111, 586 ()

Романовский В. А. 111, 291 ()

Рубан В. П. 111, 455 ()

Руденко А. А. 110, 759 (755)

Руменских М. С. 111, 335 ()

Русина Г. Г. 110, 190 (211)

Рут О. Э. 110, 274 (301)

Рутьков Е. В. 110, 683 (683);

111, 520 ()

Рыбальченко Г. В. 111, 166 (151)

Рыбин А. Е. 110, 700 (702)

Рыжкин И. А. 110, 112 (127)

Рыжкин М. И. 110, 112 (127)

Рюмцев Е. И. 110, 521 (529)

Саакян С. А. 110, 767 (761)

Савинов С. Ю. 110, 652 (654)

Савченков Е. Н. 110, 165 (178)

Сагатова Д. Н. 111, 160 (145)

Сагатов Н. Е. 111, 160 (145)

Садаков А. В. 111, 475 ()

Садовников А. В. 110, 414 (430);

110, 526 (533)

Садовский М. В. 111, 203 (188)

Сазонов С. В. 111, 355 ()

Саитов И. М. 110, 184 (206);

111, 175 (162)

Салахов М. Х. 110, 772 (766)

Салецкий А. М. 110, 331 (348);

111, 101 (116)

Салимов Р. К. 111, 209 (193)

Сальников С. Г. 111, 215 ()

Самарин А. Н. 110, 241 (266)

Самохвалов А. А. 110, 230 (250)

Самцевич А. И. 111, 380 ()

Санина В. А. 110, 118 (133)

Сараева И. Н. 110, 591 (592)

Сарманова О. Э. 111, 625 ()

Сасвати Дхара 111, 591 ()

Саутенков В. А. 110, 767 (761)

Сафин Т. Р. 111, 52 (62)

Секербаев К. С. 110, 591 (592)

Селезнев М. Н. 110, 421 (436)

Селиванов Ю. Г. 111, 166 (151)

Семак А. А. 111, 291 ()

Семенихин С. Ю. 110, 579 (581)

Семенов С. В. 110, 614 (613)

Семенов С. К. 110, 85 (102)

Сергеева Д. Ю. 110, 636 (638)

Сидоренков А. В. 111, 101 (116)

Силин А. П. 111, 80 (90)

Синицкая А. В. 110, 291 (307)

Сираев Ф. М. 111, 154 (139)

Сиразов Р. А. 110, 314 (329)

Ситникова А. А. 110, 297 (313)

Ситников М. Н. 110, 204 (223)

Скакун В. С. 110, 72 (85)

Скалдин О. А. 110, 607 (607)

Скрипников Л. В. 110, 363 (382)

Слепцов А. 111, 591 ()

Случанко Н. Е. 110, 241 (266)

Смет Ю. Х. 110, 407 (424)

Смирнов И. Ю. 110, 62 (68)

Смирнов Н. А. 110, 90 (107);

110, 230 (250)

Смирнов С. В. 110, 165 (178)

Соболевский О. А. 111, 475 ()

Солдатов К. С. 110, 700 (702)

Соловьев В. А. 110, 297 (313)

Солодовников И. П. 111, 291 ()

Соменков В. А. 110, 30 (37)

Сорокин А. О. 111, 34 (41)

Сороко В. А. 111, 469 ()

Соснин Э. А. 110, 72 (85)

Сосорев А. Ю. 110, 171 (193)

Старостин А. Н. 110, 387 (405);

110, 658 (659)

Степаненко Д. И. 110, 493 (505)

Столяр С. В. 111, 197 (183)

Страумал А. Б. 111, 514 ()

Страумал Б. Б. 110, 622 (624)

Стрыгин И. С. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Супрун Е. М. 111, 597 ()

Сыромятников А. Г. 110, 331 (348)

Сырых Г. Ф. 110, 30 (37)

Тагиров Л. Р. 110, 197 (217)

Тагиров М. С. 111, 52 (62)

Талденков А. Н. 110, 178 (200)

Таран М. Д. 110, 387 (405)

Тарасенко В. Ф. 110, 72 (85)

Тарасенко С. В. 111, 345 ()

Тарасов А. П. 110, 750 (739)

Тарасов И. А. 110, 155 (166)
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Тартаковский И. И. 110, 806 (799)

Татаринцев А. А. 111, 531 ()

Таурбаев Е. Т. 110, 591 (592)

Терехов В. И. 111, 291 ()
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телефонов; для статей на английском языке – дополнительно CD диск с текстом в формате LATEX;

Для статей из России и других стран СНГ должно быть представлено направление от учреждения, которое

будет фигурировать в титуле статьи как основное.

Решение о публикации или отклонении статей принимается на заседании редколлегии по представлению

члена редколлегии по соответствующему разделу. Основанием для отклонения статьи может быть ее недоста-

точная актуальность, отсутствие существенного продвижения по сравнению с другими публикациями в этой

области, слишком специальная тематика и др. Рецензия на отклоненные статьи, как правило, не сообщается.
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Обязательно — Учреждения, где работают авторы (включая город и почтовый индекс;

e-mail одного из авторов)

Дата поступления

Текст аннотации

716 Письма в ЖЭТФ том 111 вып. 9 – 10 2020



Инструкция для авторов 717

Далее следует основной текст.

Фамилии иностранных авторов пишутся в русской транскрипции, но в сноске дополнительно указывается

оригинальная транскрипция. Названия мест работы за рубежом пишутся по- английски.

Обращаем внимание авторов статей на русском языке на то, что перевод фамилий с русского языка на

английский производится по жестким правилам (см. Письма в ЖЭТФ, т. 58, вып. 8, с. 699). Если авторы по

каким-то причинам предпочитают иную транскрипцию своей фамилии, об этом следует написать на отдель-

ном листе.

Поскольку аннотации сейчас распространяются и отдельно от статей (базы данных, системы – On-line. и

т.п.), текст аннотации должен быть самодостаточным: без ссылок на список литературы, с понятными обо-

значениями, без аббревиатур. Сокращения словосочетаний должны даваться заглавными буквами (без точек)

и поясняться при первом их употреблении. В тексте подстрочные примечания должны иметь сплошную ну-

мерацию по всей статье.

Цитируемая литература должна даваться общим списком в конце статьи с указанием в тексте статьи

ссылки порядковой цифрой, например, [1]. Литература дается в порядке упоминания в статье. Для журналь-

ных статей указываются сначала инициалы, затем фамилии всех авторов, название журнала, номер тома

(полужирным шрифтом), первая страница и год в круглых скобках.

Для книг надо указывать инициалы и фамилии всех авторов, полное название книги, издатель, год, том,

номер издания, часть, глава, страница (если ссылка на переводное издание, то обязательно в скобках нужно

указать данные оригинала).

Цитирование двух или более произведений под одним номером, одного и того же произведения под разны-

ми номерами не допускается. В обозначениях и индексах не должно быть русских букв. Например, следует

писать Popt, а не Pопт.

В десятичных дробях вместо запятой нужно использовать точку. Векторы должны выделяться в тексте

статьи полужирным шрифтом (без стрелки над ними).

Поскольку рисунки переносятся без изменений из “Писем в ЖЭТФ” в “JETP Letters” все надписи на

рисунках должны быть только на английском языке. Авторов, использующих при подготовке рисунков ком-

пьютерную графику, просим придерживаться следующих рекомендаций: графики делать в рамке; штрихи на

осях направлять внутрь; по возможности использовать шрифт Times; высота цифр и строчных букв должна

быть в пределах (3÷ 4)% от максимального размера (высоты или ширины) рисунков, это относится и к циф-

рам на осях вставки; единицы измерения на осях графиков приводить в скобках. При подготовке рисунка

имейте в виду, что, как правило, ширина рисунка при печати не превышает 82 мм; в исключительных случаях

рисунок размещается на всей ширине листа (до 160 мм).

Рисунки публикуются “on-line” в цвете. На авторов возлагается обязанность проверить, что цветные ри-

сунки читаемы в черно-белом печатном варианте.

Образцы оформления статьи и рисунков, а также стилевой файл можно списать с WWW- страницы “Пи-

сем в ЖЭТФ” (http://www.jetpletters.ac.ru/).
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