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ВАЛЕРИЙ ВАСИЛЬЕВИЧ КОЗЛОВ 
(К СЕМИДЕСЯТИЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)

Академику Валерию Васильевичу Козлову, крупному российскому ученому в обла-
сти теории динамических систем, классической механики и математической физики,
1 января 2020 года исполнилось семьдесят лет.

Научные интересы и достижения В.В. Козлова включают значительную часть со-
временной математики и механики. Здесь присутствует теория чисел, вариационный
анализ, риманова и симплектическая геометрия, гамильтонова динамика, классиче-
ская, статистическая, релятивистская и квантовая механика, проблема интегрируемо-
сти и теории устойчивости, эргодическая теория и анализ хаотических явлений, ана-
лиз диссипативных эффектов и трения, неголономная динамика, динамика твердого
тела, биллиардные задачи, а также исследование различных моделей математической
физики. Исследования Валерия Васильевича открыли новые направления в этих обла-
стях, хорошо известны специалистам и высоко ценятся как в России, так и за рубежом.

Краткий обзор научной деятельности В.В. Козлова со списком основных трудов до
2010 г. был представлен в статье, посвященной его 60-летнему юбилею (Прикладная
математика и механика. 2010. Т. 74. Вып. 1. С. 3–17).

За прошедшее десятилетие В.В. Козловым получен ряд новых замечательных ре-
зультатов. В частности, им были найдены препятствия к интегрируемости натураль-
ных механических систем с потенциалами, содержащими особенности. Оказалось,
что имеют место неравенства, необходимые для существования дополнительных по-
линомиальных по импульсам законов сохранения. Эти неравенства связывают поряд-
ки сингулярностей потенциала и топологию конфигурационного пространства.
Им обнаружены и доказаны теоремы об отсутствии полиномиальных законов сохра-
нения для газа Лоренца и газа Больцмана–Гиббса в случае некомпактного конфигура-
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ционного пространства, что имеет непосредственное отношение к старой нерешен-
ной задаче о хаотичности таких систем.

Разработана концепция полной квадратичной интегрируемости для линейных
уравнений математической физики, получен ряд неожиданных результатов в этом на-
правлении.

В.В. Козлов работает в Математическом институте им. В.А. Стеклова Российской
академии наук. В период с 2004 по 2016 год, когда он был директором МИАН, пози-
ции Математического института в системе российских научных организаций суще-
ственно упрочились, значительно улучшились условия работы для сотрудников ин-
ститута.

Много сил и энергии он отдает педагогической деятельности, являясь профессором
МГУ им. М.В. Ломоносова и заведующим кафедрой Дифференциальных уравнений.
Им создана ведущая в России школа по динамическим системам классической меха-
ники, двое из его учеников избраны в Российскую академию наук.

Валерию Васильевичу удивительным образом удается сочетать продуктивную науч-
ную работу с огромной организационной деятельностью, которую он проводит в Рос-
сийской академии наук по организации научных исследований в нашей стране и под-
держке ученых. С 2001 г. В.В. Козлов – вице-президент Российской академии наук, а с
2017 г. – академик-секретарь Отделения математических наук РАН, состоит в Совете
по науке, образованию и технологиям при Президенте РФ.

В.В. Козлов – главный редактор журналов “Известия РАН. Серия Математиче-
ская” и “Regular and Chaotic Dynamics”, член редколлегии журнала “Прикладная ма-
тематика и механика”.

Работа академика В.В. Козлова в качестве ученого и организатора науки получила
широкое признание. Он удостоен Ломоносовской премии 1-й степени (1986), Госу-
дарственной премии Российской Федерации (1994), премии имени С.В. Ковалевской
Российской академии наук (2000), золотой медали Анри Пуанкаре Международной
федерации нелинейных аналитиков (IFNA), золотой медали им. Леонарда Эйлера
Российской академии наук (2007), Международной премии “Джили и Агостинелли”
(Premio Gili Agostinelli) Туринской академии наук (2009), золотой медалью им. С.А. Ча-
плыгина Российской академии наук (2015). Избран иностранным членом Научного
общества Сербии. Валерий Васильевич награжден Орденом Почета (1999), орденом
“За заслуги перед Отечеством” IV степени (2005), III степени (2009), II степени (2014)
и орденом Александра Невского (2019).

Редколлегия, редакция и читатели журнала, коллеги и ученики сердечно поздрав-
ляют Валерия Васильевича Козлова с юбилеем, желают ему доброго здоровья и даль-
нейших успехов в научной и организационной деятельности.
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Valeriy Vasilievich Kozlov
(On his 70th birthday)

Academician Valery Vasilievich Kozlov, a major Russian scientist in the field of the theory
of dynamical systems, classical mechanics and mathematical physics, on January 1, 2020 has
celebrated the seventieth birthday.

Scientific interests and achievements of V.V. Kozlov include a numerous areas of modern
mathematics and mechanics, such as number theory, calculus of variations, Riemannian and
symplectic geometry, Hamiltonian dynamics, classical, statistical, relativistic and quantum
mechanics, the problems of integrability and stability theory, ergodic theory and analysis of
chaotic phenomena, analysis of dissipative effects and friction, nonholonomic dynamics, rigid
body dynamics, billiard problems, as well as the study of various models of mathematical
physics. His research opened up new trends in these areas, are well known to specialists and
are highly appreciated both in Russia and abroad.

The work of Academician V.V. Kozlov as a scientist and organizer of science was widely rec-
ognized. Valery Vasilievich was awarded the Mikhail Lomonosov Prize of the 1st degree
(1986), the State Prize of the Russian Federation (1994), and the Kovalevskaya Prize of the
Russian Academy of Sciences (2000), the Leonard Euler Gold Medal of the Russian Academy
of Sciences(2007), Premio Gili Agostinelli, Accademia delle Scienze di Torino (2009), Chap-
lygin Gold Medal of the Russian Academy of Sciences (2015).

He is elected a foreign member of the Serbian Academy of Sciences and Arts (2012), was
awarded the Order of Honor (1999), the Order “For Merit to the Fatherland” IV degree
(2005), III degree (2009), II degree (2014) and the Order of Alexander Nevsky (2019).

The Editorial Board, editors, and readers of the Journal of Applied Mathematics and Me-
chanics, his colleagues and disciples cordially congratulate Valeriy Vasilievich Kozlov on his
70th birthday and wish him good health, fruitful creative work in science and administrative
duties.
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1. Случай одномерного осциллятора с обратной связью по амплитуде. Будем рассмат-
ривать уравнение осциллятора в следующей размерной форме:

(1.1)

В отличие от обычных записей уравнения Ван-дер-Поля (см., напр. [2]) обратная
связь здесь выбрана в более общем виде. Найдем такое , чтобы стационар-
ное, асимптотически устойчивое решение уравнения (1.1) отвечало максимальному по
модулю отрицательному показателю Ляпунова. Приведем уравнение (1.1) к нормаль-
ной форме Коши

(1.2)

и сделаем замену переменных

(1.3)

Получаем систему
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Полагая  малым параметром, приходим к системе с одной быстрой ( ) и одной
медленной ( ) переменной. Выполним осреднение системы (1.4) по быстрой перемен-
ной [3]:

(1.5)

где

(1.6)

Вычисления по формуле (1.6) дают

Асимптотика  при  может быть получена для четных  при помощи
формулы (см., например, [3]):

(1.7)

в которой для асимптотики  используется формула Стирлинга (см. напр. [4]):

(1.8)

В результате получаем:

(1.9)

Стационарное решение уравнения (1.5) имеет вид

(1.10)

соответствующее решение уравнения (1.1) в силу (1.3) таково
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в окрестности решения (1.10) уравнение для амплитуды в системе (1.5). Предваритель-
но перепишем это уравнение, использовав связь амплитуды стационарного решения 
с установочной амплитудой  в виде:

(1.12)
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Таким образом, характеристический показатель Ляпунова равен:

(1.14)

Максимум модуля этого показателя определяется максимумом произведения
.

Видно, что этот максимум достигается при . При дальнейшем возрастании 
функция  монотонно убывает до нуля. Таким образом, показано, что
уравнение управляемого осциллятора Ван-дер-Поля с максимальным эффектом
управления по амплитуде имеет вид:

2. Осциллятор Ван-дер-Поля с управлением по энергии колебаний. Вместо традици-
онной формы обратной связи в системе (1.1) рассмотрим обратную связь с управлени-
ем по энергии:

(2.1)

где

(2.2)

или, в нормальной форме Коши

(2.3)

Выполним в системе (2.3) замену переменных (1.3)
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Осредняем систему (2.4) по быстрой фазе :

(2.5)

Стационарное решение системы (2.5) имеет вид , , или, в исход-
ных переменных (1.3) . Для исследования устойчивости этого реше-
ния запишем уравнение в вариациях в первом уравнении системы (2.5):
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3. Двумерный случай. Уравнения двумерного управляемого осциллятора Ван-дер-
Поля получены в следующем виде [1]:

(3.1)

Осциллятор в свободном режиме ( ) описывает эллиптическую траек-
торию в плоскости ( , ) с произвольными главными полуосями и с произвольным
наклоном большой полуоси к оси абсцисc . В отличие от одномерного осциллятора
Ван-дер-Поля, в котором посредством специальной обратной связи поддерживается
постоянной амплитуда колебаний, в двумерном случае (3.1) можно стабилизировать
энергию колебаний (коэффициент обратной связи ), площадь эллипса (квадратура с
коэффициентом обратной связи ), его наклон к оси абсцисс и его прецессию (коэф-
фициент ). Общее решение системы (3.1) при равных нулю правых частях определяет
уравнение эллиптической траектории в параметрической форме:

(3.2)

Скорость движения по этой траектории:

(3.3)

Произвольные постоянные ( , , , ) в выражениях (3.2) и (3.3) в дальнейшем
будут рассматриваться как медленно меняющиеся фазовые переменные, в том случае,
когда правые части не равны нулю и малы в сравнении с восстанавливающей силой
осциллятора. Два первых интеграла системы (3.1) в случае  представляют собой
энергию колебаний:

(3.4)

и момент количества движения (кинетический момент):

(3.5)
Площадь эллипса (квадратура):

(3.6)

где  – большая полуось эллипса, а  – малая.
Используя формулы (3.2) и (3.3) в качестве замены переменных  →

→  в уравнениях (3.1), получим, после осреднения по времени, уравнения
в фазовых переменных

(3.7)
где
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вом пространстве  движется. В конфигурационном пространстве

 этому соответствует эволюция начальной (невозмущенной) траектории,
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отрезка прямой, поскольку в приложениях это чаще всего и требуется. Имеется четы-
ре типа простейших эволюций:

а) прецессия формы − вращение отрезка прямой в плоскости , когда су-
ществует такая вращающаяся система координат, в плоскости , в которой
этот отрезок неподвижен;

б) изменение амплитуды колебаний, когда меняется лишь длина отрезка;
в) изменение частоты колебаний  вдоль неподвижного отрезка;
г) наконец, разрушение формы, это такая эволюция, которая не сводится к первым

трем. Всем этим типам эволюции прямолинейной формы колебаний в плоскости
, соответствуют определенные направления движения точки  в фазовом

пространстве. Каждому из этих направлений соответствует один из четырех векторов,
образующих базис инфинитезимальных эволюций, построенный в виде [1]

(4.1)

где  – определяет прецессию прямолинейной формы,  – вариацию амплитуды,  –
разрушение прямолинейной формы и  – изменение частоты.

Вычислим матрицу скалярных произведений (матрица Грама):

(4.2)

5. Двумерный осциллятор Ван-дер-Поля с эффективным управлением. В [1] система (3.7)
изучалась в переменных ( , ) при . Было показано, что устойчивость многооб-
разия ,  определяется отличным от нуля коэффициентом Ляпунова по пе-
ременной , в то время как по квадратуре устойчивость имеет место с нулевым коэф-
фициентом Ляпунова, т.е. определяется лишь нелинейными членами. Для повыше-
ния эффективности управления достаточно в (3.7) увеличить амплитуду обратной
связи при малых , для чего (3.7) следует изменить так

(5.1)

,  – (3.8). Перейдем в уравнениях (5.1)−(3.8) от переменных  к переменным , .
Имеем
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Тем самым, система (5.1) в переменных ,  принимает вид

(5.5)

Система (5.5) содержит особую точку , характеризующую стационарный

режим колебаний с постоянной энергией  и с равной нулю квадратурой
. Линеаризация системы (5.5) в окрестности этой точки приводит к си-

стеме

(5.6)

Таким образом, рассмотренное управление приводит к линейным в окрестности
стационарного режима уравнениям в вариациях с характеристическими числами  и

. Поставленная цель достигнута.
В системе (3.1) новое управление выглядит так

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 14-19-01633).
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On the Formation of Feedbacks in the Spatial Oscillator of Van der Pol
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The questions of  Van der Pol oscillator oscillation control efficiency are considered. By
control efficiency, we mean the choice of such laws for the formation of feedbacks that en-
sure the oscillator reaches the stationary mode as soon as possible. Two types of oscillators
are studied: the classical one, with one degree of freedom, which performs rectilinear oscil-
lations, and the two-dimensional, which performs plane oscillations [1]. The model of a
two-dimensional Van der Pol oscillator is usually used to study the operation of a hemi-
spherical resonator gyroscope.

Keywords: Van der Pol spatial oscillator, Lyapunov constant, limit cycle, hemispherical reso-
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1. Введение. Изучается задача оптимального управления угловым движением абсо-
лютно жесткого твердого тела относительно центра масс. Основной целью управле-
ния считается изменения ориентации и вектора угловой скорости от начальных значе-
ний до требуемых терминальных за конечное время так, чтобы маневру соответство-
вали наименьшие энергозатраты.

Задачи оптимального управления угловым движением твердого тела относятся к
классу нелинейных задач и поэтому полного описания всего множества экстремалей
(траекторий, удовлетворяющих необходимым условиям принципа максимума Понт-
рягина) в настоящее время нет. Сложность общей задачи существенным образом за-
висит от свойств симметрии, которыми обладает вращающееся тело и согласованно-
сти этой симметрии с функционалом, характеризующим энергозатраты. Полное опи-
сание решения задачи оптимального управления отсутствует даже в простейших
случаях сферической и динамической симметрии вращающегося тела.

Задачи оптимального управления переориентации и вращения твердого тела часто
встречаются при изучении и формировании угловых маневров космических аппара-
тов, космических телескопов и т.д. и представляют собой актуальную проблему. Со-
временные результаты [1–7] сосредоточены на получения оптимальных управлений
для заданных классов траекторий и специальных свойств симметрии твердого тела.

Для класса задач оптимального управления переориентации и вращения твердого
тела предложен конструктивный способ [8–10] формирования семейств аналитиче-
ских экстремалей. Идея этого способа состоит в построении экстремалей на основе

Л. Д. Акуленко

УДК 531.36:62-50
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использования решений дифференциальных уравнений Эйлера. Точнее, угловую ско-
рость экстремального управляемого вращения предлагается искать в виде простран-
ственно-временной деформации решений уравнений свободного вращения твердого
тела. Цель работы – применение данного подхода к построению частного семейства
экстремалей для общей задачи оптимального управления переориентацией и враще-
нием асимметричного твердого тела.

Статья состоит из пяти разделов и заключения. В Разделе 1 формулируется основ-
ная цель исследований. В Разделе 2 описаны формулировка задачи оптимального
управления и формализм принципа максимума. Идея дальнейших рассуждений со-
стоит в том, чтобы указать некоторое семейство решений прямой и сопряженной систе-
мы. В Разделе 3 представлено частное решение системы дифференциальных уравнений
меньшей размерности. Одно из этих решений удается установить, и оно основано на ис-
пользовании пространственно-временных деформаций решений динамических уравне-
ний Эйлера для свободного вращения твердого тела. В Разделе 4 показано, что для частно-
го решения системы принципа максимума меньшей размерности восстановление экстре-
мальной траектории принципиально возможно. В Разделе 5 построены примеры
экстремальных траекторий, зависящих от инерционных характеристик твердого тела.

2. Формулировка задачи и формализм принципа максимума. В статье рассматриваются
нормальные экстремальные траектории и управления углового движения абсолютно
твердого тела относительно неподвижной точки, совпадающей с центром масс. Глав-
ный момент внешних сил, приложенных к телу, является управлением. Все использу-
емые векторы определяются своими декартовыми прямоугольными координатами в
связанной системе отсчета, оси которой совпадают с главными центральными осями
инерции тела. Предполагается, что в инерциальном пространстве выбрано  осей

чувствительности , определяющими векторами ,  единич-

ной длины, где . Дифференциальные уравнения углового дви-
жения (соответственно кинематические для  ортов и динамические уравнения Эйле-
ра для вектора угловой скорости), записанные для кинетического момента, принима-
ются в виде

(2.1)

где ;  – вектор-функция кинетического момента; Λ =

=  – тензор инерции тела;  – вектор-функция угловой скоро-

сти;  – вектор-функция управления. Считается, что заданы краевые условия

(2.2)

определяющие требуемый маневр.
В общем случае предполагается, что твердое тело не обладает специальной симмет-

рией и поэтому

Длительность управляемого процесса фиксирована. В качестве критерия эффективно-
сти маневра выбран интегрально-квадратичный функционал, который характеризует
суммарные энергозатраты. Таким образом, изучается задача оптимального управления
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где  и минимум ищется к траекториям, удовлетворяющим дифференци-
альным уравнениям (2.1) и краевым условиям (2.2). Предполагается, что в задаче (2.3)
точная нижняя грань достигается и решение (управление) сформулированной задачи
существует в классе кусочно-непрерывных функций времени.

Для рассматриваемой задачи оптимального управления вводится прямая и сопря-
женная системы дифференциальных уравнений принципа максимума [11, 12]

(2.4)

где ,  – абсолютно-непрерывные вектор-функции. Гамильтониан систе-
мы имеет вид

По построению получаем соответствующую каноническую гамильтонову систему

В статье рассматриваются нормальные экстремальные траектории и управления,
для которых . Так как экстремаль можно умножить на любое положительное
число, то для нормального случая верно . Для нормальной экстремали и экс-
тремальной траектории получаем условия максимума по управлению

и, следовательно, экстремальное управление есть

(2.5)

В силу управлений (2.4) и (2.5) из предположения о существовании решения в классе
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следует вывод о том, что решения системы (2.4), (2.5) можно выбирать из класса бес-
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Для изучения структуры дифференциальных уравнений (2.4), (2.5) будет удобно

ввести вектор-функцию  следующего вида
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Структура дифференциальных уравнений (2.4), (2.5) такова, что можно перейти к
исследованию системы дифференциальных уравнений меньшей размерности

(2.7)

Каждое решение системы (2.4), (2.5) по построению удовлетворяет дифференциаль-
ным уравнениям (2.7). Обратное не очевидно, однако по решениям (2.7) можно вос-
становить требуемую экстремальную траекторию для (2.4), (2.5), если использовать
соотношение (2.6).

Идея дальнейших рассуждений состоит в том, чтобы указать определенное семей-
ство решений системы (2.7) и построить соответствующие решения первоначальной
системы (2.4), (2.5).

3. Частное решение системы дифференциальных уравнений (2.7). Общее решение си-
стемы нелинейных дифференциальных уравнений (2.7) в данный момент неизвестно
(авторам). Тем не менее, одно из этих решений удается установить, и оно основано на
использовании пространственно-временных деформаций решений динамических
уравнений Эйлера для свободного вращения твердого тела. Класс решений не связан с
ограничениями для симметрий тензора инерции и поэтому удается построить реше-
ния для произвольного асимметричного твердого тела.

Пусть  – решение дифференциального уравнения Эйлера, соответству-
ющее свободному вращению твердого тела

(3.1)
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Доказательство.  Допустим,  – решение системы (2.7) с условием (3.3).
Тогда имеются скалярные функции  соответствующей гладкости, для ко-
торых справедливы равенства

(3.6)

При этом, по предположению , вектор-функция  в нуль не обращается для
каждого  и поэтому разложение корректно. Покажем, что функции  можно подо-
брать так, чтобы вектор-функции  с условием (3.6) удовлетворяли дифференци-
альным уравнениям (2.7).

Из первого уравнения (2.7) и разложения (3.6) получаем уравнение

(3.7)
Аналогично, используя второе уравнение (2.7) и соотношения (3.6), имеем

и, следовательно, в силу  и равенства (3.7) имеем

(3.8)
Наконец, используя разложение (3.6) в третьем уравнении (2.7), получаем

и поэтому

т.к. .
Положим

(3.9)

и тогда
(3.10)

Таким образом, если  – решение дифференциального уравнения (3.7), тогда тройка
 с условием (3.6) и (3.10) есть некоторое решение уравнения (2.7).

Введем сложную функцию как композицию функций  и , т.е. рассмотрим функ-
цию , определенную для каждого . По правилу дифференцирования
сложной функции [13], воспользовавшись уравнениями Эйлера (3.2) получаем

(3.11)

Сравнивая уравнения (3.7) с (3.11), приходим к выводу, что

(3.12)

Теперь из представлений (3.6), (3.12) и (3.9) получаем требуемый результат: тройка
 из (3.4) действительно есть некоторое решение системы (2.7).

(ii) ⇒ (i). По построению функции  из (3.4) есть сложные функции, порож-
денные решением  уравнений Эйлера (3.2) и функцией (3.5). Используем правило
дифференцирования сложных функций, тогда получаем из (3.4)

(3.13)
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где использовалось уравнение (3.2), или

Далее из (3.4) и (3.2) имеем

(3.14)
Поскольку справедливо равенство

из равенств (3.4) и уравнения (3.2) получаем

(3.15)
Дифференциальные уравнения (3.13)–(3.15) совпадают с системой уравнений (2.7)

и, следовательно, вектор-функции  из равенства (3.4) – решения уравнения (2.7).
Выберем теперь вектор-функцию  так, чтобы . Из уравнения (3.1) тогда

следует, что  для всех вещественных . Поэтому вектор-функция  для
всех  ненулевая, функция  не нулевая и тогда из (3.4) получаем, что векторы  и

 коллинеарны вектору , что совпадает с условием (3.3).
Теорема доказана.
Формулы (3.4) в действительности определяют некоторое решение системы диффе-

ренциальных уравнений (2.7) как функции времени не явно, а посредством функ-
ций  и . Для построения явных представлений требуется выписать соответствую-
щие решения уравнений Эйлера (3.1). Если твердое тело имеет ось симметрии, тогда
решения уравнений свободного вращения описываются посредством тригонометри-
ческих функций времени, что приводит к появлению экстремалей [10]. В общем слу-
чае решения уравнений Эйлера (3.1) для асимметричного твердого тела определяются
через эллиптические функции Якоби и гиперболические функции времени в зависи-
мости от численных значений параметров [14–16].

Из равенств (3.4), в частности, следуют формулы

(3.16)

Решение линейного дифференциального уравнения (3.5) известно и определяется
многочленом третьего порядка

(3.17)

где  – постоянные.
Таким образом, описано явное частное решение системы дифференциальных урав-

нений (2.7), которое представляет собой редукцию прямой и сопряженной системы
принципа максимума решаемой задачи оптимального управления. Показано, что
тройка  из частного решения утверждения теоремы возникает только в том слу-
чае, когда эти вектор-функции коллинеарны в каждый момент времени. Тройка 
порождается соответствующим решением уравнений Эйлера для свободного враще-
ния твердого тела.

4. Восстановление экстремальной траектории. Формулы (3.4), согласно теореме, яв-
ляются некоторым решением системы уравнения (2.7). Однако эта тройка  не-
достаточна для восстановления соответствующей экстремальной траектории. Дей-
ствительно, вектор-функции µ,  – это часть требуемой траектории, поэтому

нужны кинематические вектор-функции . Покажем, что для частного решения си-
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стемы (2.7) из теоремы восстановление экстремальной траектории принципиально
возможно.

Согласно уравнениям Эйлера (3.1) функции (3.4) имеют производные любого по-
рядка. Поэтому по функциям  времени можно восстановить производные 
явным образом путем непосредственного дифференцирования, либо использовать со-
отношения (3.4) в правых частях уравнений (2.7).

Выберем произвольное решение  уравнения Эйлера (3.1). Поскольку верно

тогда, если  для какого-либо , тогда  и для всех вещественных .
Пусть . Для удобства положим

(4.1)
Поскольку используются формулы из равенств (3.4), то вектор-функция  в нуль ни-
когда не обращается. Пусть

В силу (3.9), (3.10) функция  есть многочлен второго порядка от  и поэтому множе-
ство  не более чем двухточечное. Таким образом, классическая мера Лебега множе-
ства  нулевая. Будем считать, что тройка  не порождает вращения твердого те-
ла относительно неподвижной оси в инерциальном пространстве. В противном случае
восстановление экстремальной траектории тривиально. Тогда вектор  не является

собственным вектором матрицы , и по этой причине векторы  и 

линейно независимы при . Далее будем считать, что все последующие рассужде-
ния справедливы для всех .

По построению

и тогда

Предположим, что имеются скалярные функции соответствующей гладкости  та-
кие, что

(4.2)

В результате непосредственного дифференцирования получаем

(4.3)

С другой стороны, из уравнения (2.1) и обозначения (4.1) имеем

(4.4)

Приравнивая правые части уравнений (4.3) и (4.4), после преобразований получаем

(4.5)
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Введем обозначения

(4.6)

В этом случае из векторного уравнения (4.5), используя соответствующие скалярные
произведения, получаем систему скалярных линейных дифференциальных уравнений

(4.7)

относительно переменных .
Для системы (4.7) имеется первый интеграл, соответствующий требованию r =

= . Поэтому из равенства

(4.8)
следует разложение (4.2) и далее

(4.9)

Следовательно, система двух дифференциальных уравнений (4.7) может быть записа-
на в виде одного уравнения

(4.10)

Таким образом, при  экстремальная траектория, соответствующая кинемати-
ческим параметрам, может быть принципиально восстановлена. Действительно, вы-
бираем решение  уравнений Эйлера и соответствующую функцию  времени из (3.5).
Тогда по формулам строится вектор-функции  и соответствующие производ-
ные. Поскольку известны функции (4.6), из системы линейных дифференциальных
уравнений (4.7), можно определить решения , w. Теперь искомая экстремальная тра-
ектория определяется из соотношения (4.2).

Если твердое тело сферически симметричное, т.е. , где  – единичная мат-
рица и  – вещественное число, тогда, как следует из равенств (3.4), векторы , 
и  коллинеарны, а экстремальная траектория соответствует вращению
относительно неподвижной оси, т.е. возникает плоский поворот.

Рассмотрим теперь построение экстремальной траектории для решения кинемати-
ческих уравнений (2.1) при . К данному моменту вектор-функция времени  из-
вестна и определена по формулам (3.4), если определены функции  и . Следова-
тельно, система уравнений (2.1) является системой обыкновенных линейных неавто-
номных дифференциальных векторных уравнений. Решение уравнений (2.1) можно
записать с помощью фундаментальной матрицы 
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где

Здесь . Для матричной функции  введем обозначения

где . При этом

где  – символ Кронекера.
Введем вектор-функции по правилам

и матричную функцию

По построению . В этом случае фундаментальная матрица  может
быть описана в виде

Таким образом, установлено, что тройки функций  из уравнений (2.7) доста-
точно для исследования прямой и сопряженной систем принципа максимума из за-
данной задачи оптимального управления. Вектор-функции  позволяют не
единственным образом восстановить экстремальную траекторию.

5. Примеры и комментарии. Частное решение системы дифференциальных уравне-
ний (2.7) согласно утверждению теоремы есть тройка функций  и представляет

собой часть экстремальной траектории , которая далее может быть восстанов-
лена до всей траектории. Соответствующие экстремальные траектории из утвержде-
ния теоремы определяются не для всех произвольных краевых условий и даже не для
всех возможных начальных условий. Класс допустимых краевых условий может быть
описан следующим образом: сначала выбираются начальные условия тройки функ-
ций  из теоремы, а затем доопределяются возможные начальные условия кине-
матической части экстремальной траектории. Построенные таким образом примеры
траекторий зависят от инерционных характеристик твердого тела и не всегда могут
быть описаны посредством известных аналитических функций времени.

Применим уравнения Эйлера в эквивалентной координатной форме

(5.1)

где  – вектор-функция угловой скорости свободно вращающегося те-
ла. Поэтому верно соотношение
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Для удобства будет рассматриваться задача оптимальной переориентации с одновре-
менным вращением для одной оси чувствительности, т.е. положим

и, следовательно,

Для последующих примеров функцию времени  из уравнения (3.5) теоремы выберем
и зафиксируем в виде

(5.2)

Далее будут построены примеры экстремальных траекторий для сферически симмет-
ричного, динамически симметричного и асимметричного твердого тела соответ-
ственно.

Пусть имеется сферически симметричное тело

Соответствующие дифференциальные уравнения (5.1) приводятся к виду

и поэтому

Согласно уравнению (3.4) получаем требуемые вектор-функции

(5.3)

Тройка  таким образом соответствует вращению твердого тела относительно
неподвижной оси, отвечающей вектору .

Выберем начальное условие для вектора угловой скорости свободно вращающегося
сферически симметричного тела следующим образом

В силу (5.3) получаем формулы, соответствующие экстремальной тройке 

(5.4)

Поскольку по построению (5.2) имеем

Восстановим допустимую экстремальную кинематическую часть траектории, т.е. в
данном случае требуется построить вектор-функцию , соответствующую соотноше-
ниям (5.4).
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Дифференциальные кинематические уравнения (2.1) для экстремальной траекто-
рии (5.4) в координатной форме принимают вид

или

(5.5)

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения (5.5) имеет вид

(5.6)

где  – соответствующая постоянная. В частном случае получим

при . Таким образом, формулы (5.4), (5.6) полностью определяют частную экс-
тремальную траекторию в рассматриваемой задаче оптимальной переориентации для
сферически симметричного твердого тела.

Рассмотрим далее частные экстремали для динамически симметричного твердого
тела. Положим

Соответствующие дифференциальные уравнения Эйлера (5.1) сводятся к виду

(5.7)

Общее решение есть

(5.8)

где  – постоянные, не являющиеся произвольными. Подстановка решения (5.8)
в систему (5.7) дает

откуда получаем равенство

т.е. свободными параметрами являются только .
Пусть
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Согласно уравнениям (3.4) получаем требуемые вектор-функции

(5.9)

Начальные условия, таким образом, соответствуют допустимой экстремальной
тройке  и вектору угловой скорости свободно вращающегося тела

Восстановим соответствующую экстремальную кинематическую часть траектории
в виде вектор-функции , отвечающей функциям (5.9). Запишем требуемые диффе-
ренциальные уравнения (2.1) в координатной форме

(5.10)

где

Общее решение системы дифференциальных уравнений (5.10) для тройки  из
теоремы для динамически симметричного тела построено в [10]. Поэтому, основыва-
ясь на этом результате, будем считать, что справедливы равенства

(5.11)

где , θ – постоянные, которые требуется доопределить так, чтобы выполнялись
уравнения (5.10).

Подстановка соотношений (5.11) в уравнения (5.10) после преобразований

(5.12)

Поскольку функция  может быть выбрана произвольно из условий (3.5), то равен-
ства (5.12) должны быть справедливы только для соответствующих постоянных  и .
Таким образом, из соотношений (5.12) следует система алгебраических уравнений
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(5.16)

(5.17)

(5.18)
Вычитая (5.14) из (5.16) с учетом (5.18) получаем равенство

(5.19)
Подстановка (5.19) в (5.17) дает

(5.20)
Используя равенства (5.18) и (5.19), приходим к выводу, что равенства (5.14) и (5.16)
сводятся к одному уравнению

(5.21)
Поэтому далее из (5.20) и (5.21) получаем

(5.22)
если . Таким образом, из (5.18)–(5.22) получаем совокупность равенств
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Подставляя равенства (5.23)–(5.25) в уравнения (5.11), записываем

Окончательно, используя условие нормировки (4.8) получаем выражение оставшегося
параметра 

Таким образом, вектор-функция орта  экстремальной траектории, соответствую-
щей тройке  из теоремы, может быть описана в виде

(5.26)

где ,  – произвольные постоянные с условием

Начальные условия имеют вид
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Таким образом, формулы (5.9) и (5.26) полностью характеризуют частную экстре-
мальную траекторию  в рассматриваемой задаче оптимальной переориентации
для динамически симметричного твердого тела.

Наконец, рассмотрим пример частной экстремали для асимметричного твердого
тела. Сначала потребуются некоторые преобразования для решений свободного вра-
щения в форме уравнений Эйлера. Для определенности будем считать, что

Если это не так, то для твердого симметричного  тела имеется возмож-
ность перенумеровать переменные соответствующим образом.

Для дифференциальных уравнений (5.1) введем новые переменные

(5.27)

где  – постоянные, которые будут определены далее. Подстановка (5.27) в (5.1) дает
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Постоянные  выберем в уравнениях (5.28), (5.29) таким образом, чтобы выполня-
лись равенства

Несложное преобразование приведет к следующему результату

(5.31)

где . Пусть

(5.32)

Постоянная  выбирается так, чтобы .
Соотношения (5.28)–(5.32) приводят к появлению системы дифференциальных

уравнений

(5.33)

Уравнения Эйлера (5.1), сводящиеся к уравнениям (5.33), могут быть получены не
только с помощью линейных преобразований (5.27), но также с помощью других соот-
ношений [16]. Решения системы дифференциальных уравнений (5.33) несложно те-
перь выразить через эллиптические функции Якоби.

Действительно, как известно ([17], §§ 22.11, 22.12), функции  могут
быть определены как решение следующей задачи Коши
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Положим

(5.35)

Таким образом, решение задачи Коши (5.33), (5.35) есть

и, следовательно, решение уравнения Эйлера свободного вращения имеет вид

(5.36)

Теперь, согласно уравнениям (3.4), получаем требуемую тройку вектор-функций 

(5.37)

Начальные условия соответствуют допустимой экстремальной тройке , постро-
енной по вектор-функции  есть

(5.38)

Здесь равенство  возникает в силу выбранной функции .
Восстановить соответствующую экстремальную кинематическую часть траектории ,

отвечающей функциям (5.37), в явном виде не удается. Тем не менее, можно постро-
ить требуемые дифференциальные уравнения (2.1)

Таким образом, данная система в координатной форме имеет вид

(5.39)

Получаемая система представляет собой систему линейных неавтономных дифферен-
циальных уравнений с тривиальным первым интегралом (4.8). Начальные условия

 не могут быть произвольными, но имеется ограничение

в силу чего вектор  можно выбрать в виде

(5.40)

В частности, можно выбрать .
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Таким образом, частная экстремальная траектория  в задаче оптимальной
переориентации для асимметричного твердого тела описывается формулами (5.37)–(5.39).

Частная экстремальная траектория, порожденная тройкой  из теоремы, об-
ладает специфическими свойствами. В частности, из дифференциального уравне-
ния (3.5) и соответствующего решения (3.17) можно сделать вывод, что  – многочлен
третьего порядка относительно переменной . Тогда множество  = 
может быть не более чем двухточечным. Поэтому

и, следовательно, у частной экстремали может быть не более двух остановок (положе-
ний покоя).

Восстановление кинематической экстремальной траектории по тройке 
можно осуществить, по крайней мере, двумя способами: либо использовать результа-
ты разд. 4, либо попытаться решить систему дифференциальных линейных неавто-
номных уравнений (2.1) поскольку функция времени  известна из (3.4).

6. Заключение. В статье рассмотрены нормальные экстремальные траектории и
управления углового движения абсолютно твердого тела относительно неподвижной
точки, совпадающей с центром масс. Установлено, что частные экстремали основаны
на использовании пространственно-временных деформаций решений динамических
уравнений Эйлера для свободного вращения твердого тела. Класс решений не связан с
ограничениями для симметрий тензора инерции и удается построить решения для
произвольного асимметричного твердого тела.
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On Particular Extremals in the Problem of Optimal Control of the Reorientation 
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The optimal control problem for the reorientation of an asymmetric solid is investigated. As
a criterion, the integral-quadratic functional is selected, consistent with the inertial symme-
try of the body, which characterizes the total energy consumption. The main moment of the
applied external forces is considered as the control. An explicit description of the family of
extremals for an arbitrary asymmetric rigid body is obtained. The idea of constructing such
extremals is based on the study of spatio-temporal deformations of solutions of Euler differ-
ential equations of free rotation of a rigid body.
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Исследуются плоские диффузионно-вихревые течения в полуплоскости вязкой не-
сжимаемой жидкости, управляемые движением границы. На границе могут быть за-
даны как функции времени либо продольная скорость либо касательное напряже-
ние. Классические автомодельные решения имеют место, если эти функции совпа-
дают с функцией Хевисайда. Приводится постановка линеаризованной задачи
относительно малых начальных возмущений, наложенных на кинематику во всей
полуплоскости. Она состоит из одного бипараболического уравнения с переменны-
ми коэффициентами относительно комплекснозначной функции тока и четырех од-
нородных граничных условий. С помощью метода интегральных соотношений вы-
водятся экспоненциальные оценки, которые при одних значениях параметров явля-
ются оценками затухания, а при других указывают на характер роста возмущений.
Анализируются некоторые характерные случаи задания скорости границы либо ка-
сательного напряжения на ней.

Ключевые слова: диффузия вихревого слоя, сдвиговое течение, касательное напряже-
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Известные в механике сплошной среды автомодельные и квазиавтомодельные
диффузионно-вихревые течения в полуплоскости с заданным движением границы
служат хорошим приближением при моделировании граничного управления процес-
сами, происходящими в недоступной для приложения сил области движения среды.
Важной задачей является нахождение параметров, в частности, закона движения гра-
ницы, при которых малые начальные возмущения, наложенные на одномерные не-
стационарные диффузионно-вихревые течения, не возрастают (либо экспоненциаль-
но затухают) со временем по некоторой мере во всей полуплоскости.

1. Диффузия вихревого слоя с заданной скоростью границы полуплоскости. Пусть по-
луплоскость ,  с границей ,  занята
однородной несжимаемой вязкой жидкостью с плотностью  и динамической вязко-
стью . При  среда покоилась, а в момент  граница  начинает двигаться
вдоль самой себя с заданной кусочно-непрерывной во времени скоростью . Воз-
можно наличие массовой силы  с компонентами , .

Ω −∞ ∞1= { < <x 2 > 0}x Σ −∞ ∞1= { < <x 2 = 0}x
ρ

μ < 0t = 0t Σ
( )V t

F 1 = 0F 2 2= ( , )F F x t

УДК 532.5
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Далее будем вести изложение в безразмерном виде, включив в размерный базис
тройку величин , где  – характерное значение функции . Так, классиче-
ская диффузия разрыва имеет место, если  совпадает с функцией Хевисайда .
Здесь и далее  – безразмерная в упомянутом базисе скорость границы .

Нестационарный одномерный сдвиг в области  при  моделируется начально-
краевой задачей параболического типа

(1.1)

(1.2)

относительно функций  и , являющихся компонентами  и  вектора
скорости и тензора напряжений соответственно. Остальные их компоненты таковы:

(1.3)

Давление  отделяется от системы уравнений (1.1) и не оказывает влияния на ки-
нематику диффузии плоского вихревого слоя в .

Точное решение начально-краевой задачи (1.1), (1.2) может быть представлено с по-
мощью интегралов Стилтьеса

(1.4)

(1.5)

Здесь  понимается как  в точках непрерывности функции  и как
 в возможных точках , , ее разрыва (  – скачки в точ-

ках ;  – функция Дирака).
Наложим во всей области  малые начальные возмущения , , , ,

зависящие от ,  и , на нестационарное одномерное сдвиговое течение с парамет-
рами (1.3)–(1.5) и исследуем развитие картины этих возмущений при . Предпола-
гая, что при определенных условиях они остаются малыми и при  (в дальнейшем
надо определить именно эти условия), дадим постановку линеаризованной задачи в
возмущениях. Замкнутая система уравнений в  относительно трех функций

,  имеет вид

(1.6)

Запятая в индексе означает частное дифференцирование по соответствующей ко-
ординате либо по времени.

Путем введения функции тока ( , ) система (1.6) стандартным об-
разом редуцируется к одному бипараболическому уравнению

(1.7)

Выберем отдельную гармонику возмущения с волновым числом  вдоль оси :

(1.8)
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и придем к уравнению относительно комплекснозначной функции :

(1.9)

обобщающему классическое уравнение Орра–Зоммерфельда [1] на случай, когда не-
возмущенное течение само по себе нестационарно [2]. Заметим, что в левой части (1.9)
отсутствует традиционный для уравнения Орра–Зоммерфельда в слое множитель 
с числом Рейнольдса. Его невозможно составить из размерных параметров системы
из-за того, что в задаче нет характерного линейного размера.

Положим, что движение границы  в возмущенном течении не меняется по сравне-
нию с невозмущенным. Это означает, что

(1.10)
Для анализа задачи (1.9), (1.10) воспользуемся методом интегральных соотношений,

позволяющим выводить достаточные интегральные оценки затухания начальных воз-
мущений и получившим широкое применение в линеаризованной теории гидродина-
мической устойчивости. В обзорах, содержащихся в [3, 4], такие оценки собраны для
большого класса течений с различными: а) кинематикой невозмущенного движения
(не только соответствующей сдвигу); б) определяющими соотношениями, включаю-
щими неньютоновские, вязкопластические среды, материалы с тензорно нелинейной
связью напряжений и скоростей деформаций, кусочно-неоднородные и непрерывно
стратифицированные среды; в) классами возмущений, удовлетворяющими либо не
удовлетворяющими теореме Сквайра или аналогичным утверждениям. В публикуе-
мой работе, как и в [2], особенностью является то, что в силу нестационарности ос-
новного течения уравнение (1.9) не содержит явно спектрального параметра, по знаку
действительной части которого можно было бы судить об устойчивости возмущенной
картины. Роль этого параметра выполняет частная производная по . Присутствие та-
кого “операторного” спектрального параметра налагает особенности на процедуру
метода, и, как будет видно, в целом усложняет его.

Положим, что  – элемент комплекснозначного гильбертова про-
странства  с нормой

(1.11)

Аналитическая схема метода интегральных соотношений формально сводится к
следующим процедурам. Умножим обе части (1.9) на  и проинте-
грируем по  от нуля до бесконечности с учетом граничных условий (1.10). После
преобразований запишем для действительных частей получившегося равенства:

(1.12)

(1.13)

Неравенство Коши–Буняковского в  позволяет оценить сверху первое слагаемое
в правой части уравнения (1.12):

(1.14)
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(1.15)

Тогда для левой части уравнения (1.12) получим

(1.16)

Пусть  – оценивающая функция, такая что неравенство

(1.17)

справедливо для любой функции  с условиями (1.10). Тогда несложно вы-
вести интегральную оценку развития возмущений

(1.18)

Нахождение функций  связано с оценками отношений квадратичных функциона-

лов , , в пространстве . На конечном интервале эти оценки следу-
ют из неравенств Фридрихса [5], при выводе которых используют экстремальные
свойства первых положительных собственных значений соответствующих задач [6].
Не останавливаясь на возможных обобщениях неравенств Фридрихса на полубеско-

нечный интервал, заметим, что если , то неравенство (1.17) выполне-
но для любых функций . Выбирая для оценки минимальный из этого по-

луинтервала параметр , равный , из оценки (1.18) получим

(1.19)

Поскольку  в силу неравенства (1.15), единой равномерной по  оценки зату-

хания начальных возмущений (даже если  растет при  медленнее, чем
линейная функция) из соотношения (1.19) представить не удается. Видно, что корот-
коволновые гармоники затухают заведомо быстрее, чем длинноволновые.

Обратим отдельное внимание на случай , в котором  зависит только от  и
, а . Из соотношения (1.12) следует, что для таких одномерных возмущений

имеет место достаточно грубая оценка

(1.20)

2. Частные случаи задания скорости границы. Остановимся ниже на некоторых ха-
рактерных случаях задания скорости .

а) “Ступенька Хевисайда”. Пусть . Тогда согласно решению (1.5)

(2.1)

Показатель экспоненты в соотношении (1.19), равный , стремится к
минус бесконечности при  для любого волнового числа , что говорит о за-
тухании возмущений в смысле интегральной меры (1.11). Но чем больше длина возму-
щения вдоль оси , тем медленнее происходит затухание.

>
° σ°v

2 2
,2

>0 0
( ) = | | = | |sup sup

x x
q t

+ ≤ − + − + −2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 0 2 1 0( ) [2 (4 ) (2 ) ]d I s I I s q I s s q I

dt

Λ( , )s t

+ − + − ≥ Λ +2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 0 1 02 (4 ) (2 ) ( )I s q I s s q I I s I

ϕ ∈ ∞2(0, )H

 
+ ≤ + − Λ τ τ  

 


2 2 2 2 2 2
1 0 1 0

0
( )( ) ( )(0) exp ( , )

t

I s I t I s I s d

Λ
2
nI = 0,1,2n ∞2(0, )H

Λ ≤ −2( , ) 2 ( )s t s q t
ϕ ∈ ∞2(0, )H

Λ −22 ( )s q t

 
+ ≤ + − + τ τ  

 


2 2 2 2 2 2 2
1 0 1 0

0
( )( ) ( )(0) exp 2 ( )

t

I s I t I s I s t q d

≥( ) 0q t s

τ τ0 ( )
t
q d → ∞t

= 0s δv1 2x
t δ ≡v2 0

− ≤  ≤2 2 2 2
1 2 1 1

1 = 0 ( ) (0)
2

d I I I t I
dt

( )V t
( ) = ( )V t h t

 
σ° − − τ τ  ππ π 


2
2

2
0

1 1 1( , ) = exp , ( ) = , ( ) =
4 2

t
x tx t q t q d

tt t

− + π22 ( / )/2s t t
→ ∞t > 0s

1x



179МАЛЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ДИФФУЗИОННО-ВИХРЕВЫХ ТЕЧЕНИЙ

б) Степенной рост. Пусть , . Имеем

(2.2)

Выделим три подслучая:
б1) . Тогда показатель экспоненты в неравенстве (1.19) при  стре-

мится к минус бесконечности для любого , т.е. начальные возмущения со всеми
гармониками экспоненциально затухают;

б2) ; . Показатель экспоненты в неравенстве (1.19) – линейная

функция . Гармоники с волновыми числами, большими чем , экспо-
ненциально затухают;

б3) . В этом случае скорость границы растет достаточно быстро, и о затуха-
нии возмущений ничего сказать нельзя. Неравенство (1.19) играет роль только верх-
ней оценки роста возмущений при .

3. Диффузия вихревого слоя с заданным касательным напряжением на границе полу-
плоскости. Исследуем родственное предыдущему течение такой же среды, которое от-
личается тем, что на прямолинейной границе  задана не скорость, а касательное на-
пряжение , не меняющееся и в возмущенном движении [7]. В размерный базис
включим теперь тройку величин , где  – характерное значение функции .
Классическая диффузия разрыва касательного напряжения имеет место, если .
Как и ранее, во избежание новых обозначений в последней формуле  – уже безраз-
мерная функция, отнесенная к . Скорость границы в начальный момент времени
терпит излом, но является непрерывной.

Система уравнений (1.1) и соотношения (1.3) в  остаются прежними, а вместо гра-
ничных и начальных условий (1.2) запишем

(3.1)

Точное решение начально-краевой задачи (1.1), (3.1) имеет вид
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где скорость границы  полуплоскости определяется выражением
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Постановка и анализ линеаризованной задачи в возмущениях, наложенных на ос-
новное движение с параметрами (3.2)–(3.4), весьма схожи с рассмотренными в п. 1.
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Остановимся на отличиях и особенностях задачи о диффузии вихревого слоя с задан-
ным касательным напряжением.

Уравнение (1.9) относительно комплекснозначной функции  теперь сопро-
вождается однородными условиями

(3.5)

соответствующими тому, что в возмущенном процессе граница  остается прямоли-
нейной, и на ней значение касательного напряжения  такое же, как и в невозму-
щенном.

Применение метода интегральных соотношений к задаче (1.9), (3.5) непосредствен-
но приводит к той же, что и ранее, экспоненциальной оценке (1.19). Функция 
определяется из равенств (1.15), куда теперь надо подставить выражения (3.2)–(3.4).
Остановимся на некоторых характерных случаях задания на  касательного напряже-
ния .

а) “Ступенька Хевисайда”. Пусть . Тогда параметры основного течения
следующие:

(3.6)

Модуль скорости границы  равен , т.е. течение неограниченно разгоняется.
Оценивающий показатель экспоненты в (1.19) – линейная функция времени

. Она стремится к минус бесконечности при достаточно больших волновых
числах . Для длинноволновых возмущений ( ) неравенство (1.19) не
является оценкой затухания.

б) Монотонный рост. Пусть  – неотрицательная кусочно-непрерывная моно-
тонно неубывающая функция. Тогда  и показатель экспоненты в (1.19) ра-

вен . От его поведения при больших  зависит то, какой оценкой являет-
ся неравенство (1.19): затухания возмущений или их роста.

Выводы. Найденные достаточные интегральные экспоненциальные оценки разви-
тия малых начальных возмущений в полуплоскости показывают, что во всех рассмот-
ренных задачах наименее устойчивым является возмущенное движение, соответству-
ющее гармоникам с малыми волновыми числами, т.е. длинноволновым возмущени-
ям. В задаче о диффузии плоского вихревого слоя с заданной скоростью  границы

степенной рост функции  с показателем , меньшим чем 1/2, приводит к зату-
ханию малых по интегральной мере пространства  кинематических возмуще-
ний.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (18-29-10085 мк, 19-01-00016 а).
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The plane diffusion-vortex f lows in a half-plane of viscous incompressible f luid which are
controlled by motion of the boundary are analysed. Either shear velocity or shear stress may
be given as the functions of time along the boundary. The classic self-similar solutions take
place if these functions coincide with the Heaviside function. Formulation of the linearized
problem with respect of small initial perturbations imposed on kinematics in all the half-
plane is given. It consists of one biparabolic equation with non-constant coefficients involv-
ing one complex-valued stream function and four homogeneous boundary conditions. Us-
ing the integral relations method, the exponential inequalities which are the decay estimates
or the estimates characterizing the growth of perturbations in time (in depend on values of
parameters), are received. Some typical cases of choose of the boundary velocity or the
boundary shear stress are investigated.
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слоя несжимаемой полимерной жидкости над бесконечным вращающимся диском.
Используется представление приближенного стационарного решения, аналогичное
автомодельному решению Кармана для вязкой жидкости. Приводятся примеры чис-
ленных стационарных решений для различных значений параметров задачи.
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Введение. Моделирование вязкоупругих жидких полимерных сред является попу-
лярной на сегодняшний день задачей, которую пока нельзя считать решенной. Слож-
ная структура таких жидкостей, представляющая из себя длинные перепутанные мак-
ромолекулы, обладает бесконечным числом степеней свободы и создает значительные
трудности при построении уравнений модели. Уравнения для законов сохранения в та-
ких моделях замыкаются при помощи дополнительных уравнений – реологических опре-
деляющих соотношений. В настоящее время предложено значительное количество раз-
личных подходов к построению определяющих соотношений, но ни один из них нельзя
считать основным и общепринятым. Также нужно заметить, что модели полимерных
сред довольно сложны, и из-за этого их математические свойства, такие, как суще-
ствование, единственность и устойчивость решений, в большинстве случаев остаются от-
крытыми.

На сегодняшний день существует широкий круг теоретических работ, посвящен-
ных изучению течений вязкоупругих жидкостей в областях различной геометрии и с
различными краевыми условиями [1–5]. Показано, что течения вязкоупругих поли-
мерных жидкостей обладают сложными свойствами, исследование которых привело к
появлению ряда реологических моделей жидких полимеров. Отличительная особен-
ность течений вязкоупругих жидкостей – подтверждаемый экспериментально эффект
памяти, т.е. зависимость характеристик потока и кривой течения от истории нагруже-
ний. Эффект памяти приводит к специфическому виду неустойчивости течений
[6], расслоению потока (shear-banding) [1], возникновению тангенциальных разрывов
[2]. В частности, на примере прямолинейного потока в среде Олдройда показано [7],

УДК 517.956,532.135,532.527
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что вопрос о неустойчивости течения связан с единственностью стационарных реше-
ний. В целом, имеющиеся на данный момент результаты оставляют актуальным ис-
следование стационарных режимов течений и поиск точных и приближенных реше-
ний для течений различной геометрии. Понимание свойств стационарных течений
необходимо как для анализа устойчивости течений, так и для исследования адекват-
ности моделей текучих полимеров экспериментальным данным, что особенно важно
при существующем разнообразии реологических уравнений состояния.

В основу данной работы положена сравнительно новая реологическая модифици-
рованная модель Виноградова–Покровского [8], использующая мезоскопический
подход для вывода определяющих соотношений. Другими словами, в данном подходе
динамика несжимаемой жидкости описывается через статистическое моделирование
движения одной макромолекулы в вязкоупругой анизотропной среде, свойства кото-
рой определяются несколькими феноменологическими параметрами. Таким образом,
неизвестными функциями этой модели гидродинамики текучих полимеров, помимо
привычных давления и трех компонент скорости, являются шесть компонент симмет-
рического тензора анизотропии [1, 5, 8], отражающего форму макромолекул и их ори-
ентацию в потоке. Особый интерес для этой модели, как и для других моделей жидких
полимеров, представляют сдвиговые и вращающиеся течения, благодаря их примени-
мости к вискозиметрии, позволяющей исследовать адекватность модели реальным
полимерам.

Одним из типов течения, хорошо изученным в рамках теории вязкой ньютоновской
жидкости, является течение над вращающимся диском. Его исследование восходит к
работам Кармана [9], который предложил автомодельное представление для решения
в случае слоя жидкости бесконечной высоты. В дальнейшем решение Кармана было
развито и обобщено широким кругом авторов [10–12] для краевых условий разного
вида. В частности изучалось движение тонкого слоя вязкой жидкости со свободной
поверхностью над вращающейся горизонтальной пластиной [13, 14], в том числе и для
течений неньютоновских жидкостей [3, 15]. Далее рассматривается задача, сформули-
рованная для модифицированной модели Виноградова–Покровского. В отличие от
классической “кармановской” постановки, здесь, как и в некоторых предыдущих ис-
следованиях [13, 14], рассматривается слой вязкоупругой жидкости конечной толщи-
ны. Однако, ниже рассматриваются приближенные решения для цилиндрической зо-
ны малого радиуса, расположенной на оси вращения диска. Высота этой зоны, пред-
полагаемая постоянной, определяется из условия на свободной поверхности.
Стационарные решения, рассматриваемые в работе, выведены по аналогии с автомо-
дельным решением Кармана. Вид решений приведен в первом разделе статьи. Второй
раздел посвящен выводу системы обыкновенных дифференциальных уравнений для
стационарных решений. Наконец, третий раздел содержит описание численного ме-
тода и примеры стационарных решений для различных значений параметров задачи.

1. Предварительные сведения. Система дифференциальных уравнений, описываю-
щих течения несжимаемой полимерной жидкости в рамках обобщенной реологиче-
ской модели Виноградова–Покровского [8], в цилиндрической системе координат , ,

 имеет вид (см. также [4, 16]):
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(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Здесь  – время, , ,  – компоненты вектора скорости  в цилиндрической системе
координат , , ;  – давление,  – компоненты симметричного тензора
анизотропии,

где ,   – феноменологические параметры реологической модели (см. [8, 16]),
 – число Рейнольдса,  – число Вайсенберга,  –

плотность среды, ,  – начальные значения сдвиговой вязкости и времени релакса-
ции,  – характерная длина,  – характерная скорость,

Система (1.1)–(1.10) записана в безразмерном виде: переменные , , , , , , ,

 отнесены к , , , ,  соответственно.
Ниже приводится алгоритм конструирования решения математической моде-
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бесконечной пластиной с одной стороны, и имеющем свободную поверхность с дру-
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 – характерная скорость,  – единичный вектор по азимутальной угловой ко-
ординате  (см. рис. 1). Агрегат  – безразмерный.

В таком случае, следуя монографии [11], а также работам [10, 13, 14], будем искать
эти течения несжимаемой полимерной жидкости в “кармановском” виде, т.е. будем
искать у системы (1.1)–(1.10) решения вида (см. [10, 11]):

(1.12)

Здесь

Заметим, что у компонент  и  главные члены разложения одинаковы в силу си-
стемы (1.1)–(1.10).

В реальных течениях бесконечная пластина  заменяется конечным диском,
радиус  которого выбирается в качестве обезразмеривающего масштабы длины

. Поэтому, как и для вязкой несжимаемой жидкости (см. [11] и описанную там
дискуссию по этому поводу), предполагается, что разложения (1.12) справедливы при
малых : . В этой связи обозначения ,  и т.д. вполне приемлемы.
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Заметим также, что разложения (1.12) носят формальный характер до тех пор, пока не
доказана сходимость соответствующих рядов.

Подставляя представление (1.12) в систему (1.1)–(1.10), собирая коэффициенты при
соответствующих степенях , получаем нестационарную систему для определения аг-
регатов , , , , , , , , ,  вида:

(1.13)
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(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)
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(1.23)

где 
Система уравнений (1.13)–(1.23) представляет собой замкнутую подсистему уравне-

ний из бесконечной системы соотношений, возникающей после подстановки пред-
ставлений (1.12) в систему (1.1)–(1.10).

В силу условий прилипания при  имеем:

(1.24)

Пусть свободная граница задается уравнением

Следуя [17], получим для свободной границы  условие

(1.25)

Как и в [13, 14], будем полагать

(постоянная  подлежит определению). Следовательно, из (1.25) получаем
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2. Стационарные решения, описывающие течения “кармановского” типа вблизи оси
. В стационарном случае математическая модель (1.13)–(1.23) примет вид (см.

также (1.24)):
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Рассматривая уравнения (2.6), (2.7), (2.9)–(2.11) при , получим

(2.12)

Уравнение (2.8) служит для определения  – давления на оси :

Из уравнения (2.2) следует, что . Тогда из (2.1) . Учиты-
вая условия , , получаем, что в окрестности нуля  имеет
знак, обратный знаку .

Можно заметить, что из (2.7) с учетом (2.1) и (2.12) следует .
Далее для простоты будем полагать, что . Заметим, что численный расчет за-

дачи (2.1)–(2.11) затруднителен из-за того, что точка  в силу условия  яв-
ляется сингулярной для уравнений (2.6), (2.7), (2.9)–(2.11), отсутствующих в модели
вихревого движения “обычной” вязкой жидкости [13]. Поэтому введем вспомогатель-
ную переменную  по правилу

Отсюда получим

(2.13)

Задача (2.13) может быть решена численно конечно-разностными схемами первого
порядка. Однако очевидно, что точка ,  является положением равновесия в
фазовой плоскости . Поэтому для того, чтобы найти решение задачи (2.1)–(2.11)
с независимым переменным , необходимо найти фазовую траекторию, выходящую
из точки ,  в сторону положительных значений  при условии, что все
остальные начальные данные (2.13) в этой точке выполняются. Такая траектория бу-
дет бесконечно приближаться к начальной точке (2.13) в силу автономности системы.
Поскольку при малых положительных  производная  отрицательна, будем
считать, что начальные данные выполняются в точке .

3. Численный поиск стационарных решений. Определим следующие значения пара-
метров задачи, которые назовем базовыми:

Введем для системы (2.13) разностную сетку , ,  и т.д. Произ-
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рицательные  – значениям , и при  траектория достигает свободной
поверхности , при которой .

Рис. 2 показывает пример нескольких фазовых траекторий, спроектированных на
плоскость , проходящих рядом с началом координат этой плоскости. Из них
наиболее близкой к искомому решению является траектория, обозначенная сплош-

ной линией – она выпущена вправо по  из точки .
В силу непрерывности правых частей уравнений, можно утверждать, что среди подоб-
ных траекторий будет стремящаяся к точке, соответствующей начальным данным за-

дачи (2.13). Для того, чтобы ее найти, из некоторой стартовой точки  = (z0, H0, F0, B0,

,  выпустим численную траекторию в сторону  до тех пор,
пока либо , либо  не приблизятся к нулю. Расчет останавливается при выполнении

одного из условий: , либо , соответственно, координаты
точки фазового пространства обозначим индексом . Введем функцию ошибки

характеризующую отклонение полученной траектории от требуемых начальных дан-
ных. Поиск искомой траектории ведется при помощи минимизации функции .
Правда, пока значения функции  корректно определены только для таких значений

аргумента , у которых первые две координаты положительны , . Для
того, чтобы итерации численного метода корректно работали, необходимо доопреде-

лить функцию  в областях  и  так, чтобы минимум такой функции сов-
падал с минимумом исходной. Для этого воспользуемся введенной ранее траекторией,
выпущенной из точки . Поскольку такая траектория близка к искомой, используем
масштаб ее изменчивости для доопределения . Обозначим за  значение , при

котором траектория, выпущенная вправо по  из точки ,
φ0, f0) пересекает гиперплоскость . За  примем максимальное значение  на
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Рис. 2. Траектории решений уравнений (2.13) на плоскости .
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траектории, выходящей из . Так, для траектории, обозначенной сплошной линией
на рис. 2, имеем  и . Тогда доопределим

Минимум функции  будем искать симплекс-методом Нелдера–Мида при помо-
щи функции fminsearch пакета программ MATLAB. За начальную точку метода возь-

мем точку . Точку , отвечающую минимуму функции , будем считать точкой,
лежащей на искомой траектории – решение (2.13). Выпустим из этой точки траекто-
рию в обе стороны  до тех пор, пока с обеих сторон траектория не приблизит-
ся к значениям . Левая точка будет соответствовать значению , а правая – зна-
чению .

На рис. 3 приведены графики решений задачи (2.13) для базовых значений парамет-
ров, найденных описанным выше методом. Отметим, что главные коэффициенты
разложения тензора анизотропии ( , , ) заметно меньше побочных членов ( , ,

), что еще раз подтверждает сделанное ранее замечание о том, что такое представле-
ние решения имеет смысл только в малой окрестности оси вращения . Также за-
метим, что по высоте область течения делится на две характерные подобласти – вбли-
зи диска жидкость течет навстречу оси вращения ( , циклонический режим), а в
верхней части, напротив, течет от центра вращения ( , антициклонический ре-
жим).
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Рис. 3. Решение для базовых значений параметров.
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Рис. 4. Скорость жидкости при различных значениях .
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Рассмотрим влияние параметров задачи на профили скорости жидкости. Рис. 4 по-
казывает различие в скорости при разных значениях числа Вайсенберга . Видно, что
большие значения  соответствуют меньшим значениям скорости и меньшей высоте
вихревой зоны, но в остальном характер течения существенно не меняется. Измене-
ние феноменологического параметра , характеризующего размер макромолекул по-
лимера, приводит к изменению вертикальной скорости жидкости и высоты зоны тече-
ния, но практически не влияет на радиальную и угловую компоненты скорости, см.
рис. 5. Более сложным представляется влияние начальных данных компонент тензора
анизотропии  и . Так рис. 6 показывает, что  оказывает немонотонный эффект на
величину скорости, а также демонстрирует несколько необычный эффект: уменьше-
ние величины  в некотором диапазоне одновременно ведет к меньшим вертикальным
скоростям и к более высоким вихрям. Увеличение же  приводит к более сложному по-
ведению угловой скорости, которая, в отличие от прошлых случаев, немонотонна с ро-
стом высоты. Малые величины начального данного  (рис. 7) приводят в частности к
изменению знака угловой скорости с ростом , то есть с ростом высоты жидкость мо-
жет начать закручиваться в сторону, противоположную вращению диска. Также в
этом случае наблюдается сильное увеличение амплитуды угловой скорости, а также
заметная асимметрии профиля вертикальной скорости . Прочие параметры оказы-
вают сравнительно небольшое влияние на общий характер течения жидкости, и по-
этому их исследование в статье не приводится.
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Рис. 6. Скорость жидкости при различных значениях .
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Заключение. В работе исследовано вращательное движение слоя полимерной жид-
кости конечной толщины над бесконечным вращающимся диском для модифициро-
ванной реологической модели Виноградова–Покровского. Предложен вид прибли-
женного осесимметричного решения такой задачи для малой окрестности оси враще-
ния диска, полученного по аналогии с автомодельным решением Кармана для вязкой
жидкости. Для поиска стационарных решений нами был приведен численный алго-
ритм, позволяющий проинтегрировать уравнения задачи в особой точке на поверхно-
сти диска. Полученные численные примеры стационарных решений для ряда значе-
ний параметров задачи показали, что различные значения параметров могут сильно
влиять на характер течения, размеры вихря, направление вращения жидкости. В отли-
чие от предыдущих исследований, например, [13, 14], были обнаружены решения
только с положительным вертикальным потоком ( ), гладких решений с нисхо-
дящим потоком найдено не было. Несмотря на отсутствие общих утверждений о един-
ственности решений решаемых задач, численными методами обнаружить множе-
ственность решений не удалось.
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The paper is dedicated to the study of the steady-state solutions for the problem of vortex
motion of incompressible polymeric liquid above the infinite rotating disc. We are looking
for the type of the solutions close to the self-similar Karman solution for the viscous liquid.
It is obtained the examples of the numerical solutions for different values of the problem pa-
rameters.

Keywords: rheological model, rotating motion, self-similar solution, steady-state solutions

REFERENCES

1. Kuznetsova Y.L., Skul’skiy O.I. Shear banding of the f luid with a nonmonotonic dependence of f low
stress upon strain rate // Comput. Contin. Mech., 2018, vol. 11, no. 1, pp. 68–78. (in Russian)

2. Liapidevskii V.Yu., Pukhnachev V.V., Tani A. Nonlinear waves in incompressible viscoelastic Max-
well medium // Wave Mot., 2011, vol. 48, no. 8, pp. 727–737.

3. Brutyan M.A., Krapivskii P.L. On the effect of the reduction of the resistance in the micropolar f luid //
J. Phys. Eng., 1989, vol. 57, pp. 213–219. (in Russian)



195ВИХРЕВЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ СТРУКТУРЫ КАРМАНА

4. Blokhin A.M., Semenko R.E. Vortex motion of an incompressible polymer liquid in the cylindrical
near-axial zone // Fluid Dyn., 2018, vol. 53, no. 2, pp. 177–188.

5. Kuznetsov A.E., Pyshnograi G.V., Cherpakova N.A. The inf luence of the Weissenberg number on the
structure of the polymer melts in the channels with instantaneous narrowing // Fundam. Probl.
Modern Math. Sci., 2017, vol. 14, no. 3, pp. 332–336. (in Russian)

6. Molenaar J., Koopmans R.J. Modeling polymer melt-f low instabilities // J. Rheol., 1994, vol. 38,
no. 1, pp. 99–109.

7. Brutyan M.A., Kulikovskii A.G. Instability and nonuniqueness of quasisteady f lows of a viscoelastic
liquid // Fluid Dyn., 1997, vol. 31, no. 6, pp. 819–827.

8. Altukhov Yu.A., Gusev A.S., Pyshnograi G.V. Introduction into the Mesoscopic Theory of Liquid
Polymeric Systems. Barnaul: AltGPA, 2012. 122 p. (in Russian)

9. von Karman T. Über laminare und turbulente Reibung // ZAMM, 1921, vol. 1, no. 4, pp. 233–252.
10. Stewartson K. On rotating laminar boundary layers // Freiburg Symp. Boundary Layer Res., 1957,

pp. 59–71.
11. Greenspan H. The Theory of Rotating Fluids. Cambridge: Univ. Press, 1968. 352 p.
12. Rogers M.H., Lance G.N. The boundary layer on a disc of finite radius in a rotating f luid // Quart.

J. Mech. Appl. Math., 1964, vol. 17, pp. 318–330.
13. Kostrykin S.V., Khapaev A.A., Yakushkin I.G. Vortex patterns in quasi-two-dimensional f lows of a

viscous rotating f luid // J. Exp. Theor. Phys., 2011, vol. 112, no. 2, pp. 344–354.
14. Kostrykin S.V. Steady f low regimes in the problem of intense wind-driven circulation in a thin layer

of viscous rotating f luid // J. Exp. Theor. Phys., 2018, vol. 127, no. 1, pp. 167–177.
15. Georgievskii D.V., Okulova N.N. On the viscoplastic Karman f low // Moscow Univ. Mech. Bull.,

2002, no. 5, pp. 45–49.
16. Bambaeva N.V., Blokhin A.M. Stationary solutions of equations of incompressible viscoelastic poly-

mer liquid // Comp. Math. Math. Phys., 2014, vol. 54, no. 5, pp. 874–899.
17. Blokhin A.M., Semenko R.E. Stationary electrohydrodynamic f lows of incompressible polymeric

media with strong discontinuity // J. Math, Sci. 2018, vol. 231, no. 2, pp. 143–152.



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2020, том 84, № 2, с. 196–207

МЕТОД МОДОВОГО АНАЛИЗА МЕХАНОАКУСТИЧЕСКИХ СИСТЕМ

© 2020 г.   М. Б. Салин1, Е. М. Соков1, А. С. Суворов1,*
1 Институт прикладной физики РАН, Нижний Новгород, Россия

*e-mail: suvorov@appl.sci-nnov.ru

Поступила в редакцию 15.02.2019 г.
После доработки 14.06.2019 г.

Принята к публикации 22.10.2019 г.

В работе описывается способ решения задачи расчета акустического излучения де-
формируемого твердого тела, колеблющегося в сжимаемой жидкости с помощью
процедур модового анализа механоакустических систем. Способ базируется на при-
ближенном представлении функции потерь на акустическое излучение и модифика-
ции метода Ланцоша. Это позволяет построить эффективный вычислительный ал-
горитм нахождения излучающих звук форм резонансных колебаний и соответствую-
щих им комплексных величин собственных частот. Проведена апробация
разработанного метода на примере модельной задачи.

Ключевые слова: модовый анализ, механоакустические системы, акустическое излу-
чение
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Определение резонансных частот и форм колебаний деформируемых твердых тел
(ДТТ) – классическая задача механики, имеющая множество практических приложе-
ний [1, 2]. Применительно к МКЭ данная проблематика освещена в большом количе-
стве публикаций, начиная с классического труда [3]. В большинстве случаев решение
таких задач ищется в приближении отсутствия диссипации на основе метода Лан-
цоша [4–7].

Наличие в ДТТ вязкой диссипации делает задачу поиска резонансных частот нели-
нейной, что существенно осложняет процедуру нахождения комплексных резонанс-
ных частот и форм колебаний. Существуют различные подходы к линеаризации и ре-
шению таких задач [8, 9]. Однако сравнение алгоритмов, представленных в современ-
ных CAE (computer-aided engineering) системах, например, ПО “ANSYS”, показывает,
что вычисление резонансных частот с учетом вязкого трения требует на порядок боль-
ших временных и вычислительных затрат, нежели модовый анализ недиссипативных
систем по методу Ланцоша. По этой причине в большинстве случаев вязкими потеря-
ми в высокодобротных системах пренебрегают, ссылаясь, в том числе и на то, что за-
тухание вносит пренебрежимо малую поправку в абсолютное значение резонансной
частоты, а сами по себе параметры и модели потерь для разных материалов априори
не известны.

Тем не менее, в акустике для механоакустических систем “ДТТ-сжимаемая жид-
кость” величина потерь, связанных с акустическим излучением объектом звуковых
волн, является хоть и малой, но принципиально важной в части оценки шумоизлуча-
ющей способности ДТТ. Вместе с тем, даже при отсутствии потерь на излучение, само
по себе нахождение резонансных частот тел, погруженных в жидкость, не реализовано
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должным образом в современных программах численного моделирования, и вычисле-
ния сопровождаются критической потерей точности и расходимостью решения.

В связи с перечисленными выше ограничениями в данной работе представлена по-
пытка адаптации метода Ланцоша под узкий класс задач нахождения собственных чи-
сел механоакустических систем в приближении малости величины потерь на акусти-
ческое излучение.

1. Формулировка задачи на собственные числа для механоакустической системы. Ко-
нечно-элементное моделирование искомых гармонических виброакустических про-
цессов традиционно осуществляется в пространстве двух переменных: поля переме-
щений u колеблющегося с частотой ω ДТТ, и потенциала перемещений θ, описываю-
щего динамику жидкой среды. В такой постановке задача нахождения отклика на
заданные силовые b воздействия в дискретном виде может быть описана системой ли-
нейных уравнений с симметричными матричными элементами, которая аналогична
ранее представленной авторами [10]:

(1.1)

где  и  – матрицы жесткости и масс деформируемого твердого тела,  и  –
матрицы, описывающие перетекание и сжимание жидкости,  и  – матрицы,
определяющие граничные условия непротекания на поверхности контакта ДТТ-жид-
кость и отсутствия отражения акустических волн от границ расчетной области соот-
ветственно. Алгоритмы формирования матричных компонент , ,  и  мож-
но найти в классических трудах [3, 11, 12]. С процедурой эффективного формирова-
ния матрицы , которая устанавливает зависимость между  и θ, можно
ознакомиться в [10].

Решение уравнений (1.1) для заданных внешних сил  может быть найдено как
непосредственно на фиксированной сетке частот, так и с помощью разложения
полей  и θ по собственным векторам , которые являются решением однородной за-

дачи на собственные числа , где  – резонансные частоты механоакустиче-
ской системы.

Первым очевидным препятствием к решению задачи (1.1) с помощью процедур мо-

дового анализа является нелинейность задачи на собственные числа относительно ,

определяющаяся членами  и .
Матрица  имеет ненулевые элементы только для узлов на внешней границе

расчетной области. Существует целый ряд методов описания выхода акустических
волн за границы расчетной области [13–16] с использованием различных вариантов
связи между значением потенциала θ и его производной по нормали к границе расчет-
ной области θn. В наиболее простой, используемой ниже, импедансной формулировке
такая связь может быть представлена в виде: , где  – скорость звука в среде.
Данное соотношение предполагает, что акустические волны выходят сквозь внешнюю
жидкую границу конечно-элементной модели (КЭМ) в направлении близком к нор-
мали. Применение более точного описания внешней границы могло бы внести по-
правку к оценке излучающей способности мод твердого тела, однако сама форма мод
определяется достаточно точно уже в таком приближении границы КЭМ. С другой
стороны импедансное соотношение обладает простой зависимостью от частоты, что
позволяет записать  в следующем виде:

(1.2)
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где импедансная матрица  является частотно независимой. В предположении, что
потери на излучение вносят слабое возмущение в формы резонансных колебаний ДТТ,

для соотношения (1.2) можно допустить разложение  по степеням  и  на зара-
нее определенном интервале поиска решений . Это позволяет приближен-
но отнести часть потерь в матрицы масс и сжимаемости жидкости. В совокупности с
использованием дополнительной переменной (как это показано ранее [19]):

(1.3)

и замены , такой подход позволяет для решения (1.1) получить линейную
задачу на собственные числа и вектора, аналогичную по своему виду описанной в [4]:

(1.4)

где величина  – спектральный сдвиг, определяющий область поиска собственных
чисел. Матрицы ,  и собственный вектор  равны:

(1.5)

При этом модифицированные демпфированием материала  и потерями на излуче-
ние матричные компоненты ,  и  определяются следующими соотноше-
ниями:

(1.6)

Величины коэффициентов  и  определяются исходя из ширины частотного ин-
тервала, в котором матрица  разлагается в ряд. Например, для использованных
авторами значений  (октава) по методу наименьших квадратов можно
получить:  и . При этом максимальная погрешность описанного

выше разложения  не превысит 7% в октаве.
2. Модифицированный сдвинутый блочный метод Ланцоша и особенности его примене-

ния к механоакустическим системам. В работе [4] описан сдвинутый блочный метод
Ланцоша, применяемый для уравнений вида (1.4) в задачах строительной механики.
Ограничение, присущее методу [4] и ряду аналогичных, заключается в использовании
действительных значений переменных. В настоящей статье метод модифицирован и
обобщен для комплекснозначных матриц и векторов. Для этого повторяется последо-
вательность из тех же алгебраических операций, что и в классическом методе, но для
комплекснозначных переменных. Правомерность данного подхода для слабодиссипа-
тивных систем подтверждается на практике большим объемом проведенных числен-
ных экспериментов.

Метод Ланцоша (как классический, так и модифицированный) позволяет прибли-
женно представить исходную задачу на собственные числа большой размерности (1.3)
приближенной задачей в виде [17]:

(2.1)
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где  – приближенные значения искомой части собственных чисел исходной задачи,
а  – симметричная ленточная блочно-трехдиагональная матрица, состоящая из
симметричных квадратных блоков  и верхнетридиагональных блоков :

(2.2)

Размеры  каждого блока  и  подбираются исходя из оптимизации времени
расчета. Авторами в расчетах использовались блоки при .

Матрица  формируется методом последовательных приближений, и имеет раз-
мерность существенно (на несколько порядков) меньше, чем у исходной системы.
Благодаря тому, что  имеет меньшую размерность и специальный вид, нахождение
ее собственных чисел оказывается более простой вычислительной операцией, чем на-
хождение собственных значений исходной системы.

С учетом (1.4–2.2) модифицированный алгоритм Ланцоша, развитый авторами на-
стоящей статьи для решения акустических задач, может быть представлен в следую-
щем виде:

1. Начало
2. Создаются  – нулевая и  – случайная матрицы (число строк соответствует

числу степеней свободы, число столбцов – размеру блока, равному )
3. Декомпозиция  создается таким образом, чтобы получить  и , удовлетво-

ряющие условию: ,  и  – верхнетреугольная матрица
размерности  (Используется метод модифицированного QR-разложения)

4. Присвоение , выполнение факторизации матрицы 
5. Цикл Ланцоша
5.1.  (Дополнение матрицы  блоком, полученным на предыдущем

этапе)

5.2. Вычисление  для степеней свободы  и , исходя из (2.5)
5.3. Вычисление  для степеней свободы θ с использованием выражения (2.4), ко-

торое будет дано ниже

5.4. 

5.5. 

5.6. 
5.7. Поиск независимых объемов жидкости  на основе анализа суммы строк матри-

цы . Вычитание из  его среднего значения

5.8. Ортогонализация 

5.9. Декомпозиция  аналогично п. 3, таким образом, что ,
 и  – верхнетреугольная матрица

5.10. Внесение -х блоков в систему:
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5.10.1. Дополнение матрицы  блоками  и  в соответствии с (2.2), расчет и
проверка сходимости собственных чисел задачи 

5.10.2. Расчет собственных чисел  для “текущей версии” . Сначала блочная
матрица сводится к трехдиагональной методом итераций, на каждой итерации исклю-
чается одна ненулевая диагональ. Далее для трехдиагональной матрицы используется
один из стандартных методов нахождения собственных чисел

5.10.3. Проверка сходимости собственных чисел задачи . Каждая
-я итерация приводит к своему набору собственных чисел , наибольшие из 

должны слабо меняться от итерации к итерации. Это является критерием выхода из
цикла

5.11. Конец цикла при положительном результате проверки
6. Расчет собственных векторов системы: 
7. Расчет , исходя из найденных  и соответствующих им 
8. Конец
Важно перечислить основные отличия приведенного алгоритма от классической

схемы [4, 17] (кроме применения комплексных переменных).
Во-первых, классический алгоритм, примененный к системе уравнений (1.4), будет

содержать следующую операцию вместо п. 5.2 и 5.3:

(2.3)

Такая операция требует факторизации плохо обусловленной матрицы 
в силу сингулярности отдельных блоков матрицы . Нужно отметить, что сингу-
лярные блоки матрицы  присущи изолированным объемам жидкости, не имею-
щим граничных условий в виде заданного потенциала или поглощения акустической
энергии, например, жидкость со всех сторон окруженная деформируемой оболочкой.

Пусть строки векторов  и , соответствующие степеням свободы , ,  обозна-
чаются: , ,  и , , . Тогда выражение (2.3), по сути, представляет со-
бой решение уравнения:

Из последнего уравнения следует, что

(2.4)

и в таком случае два первых уравнения преобразуются к виду:

(2.5)

где

При этом матрица  уже не имеет сингулярных элементов и численное решение
системы уравнений (2.5) становится возможно получить методами стандартных биб-
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лиотек линейной алгебры, что нельзя было сделать для системы (2.3). Кроме того, сде-
ланное преобразование позволяет существенно сэкономить ресурсы при вычислениях
на компьютере.

Во-вторых, сингулярность отдельных  блоков матрицы  приводит к невоз-
можности обеспечения ортогональности между используемыми в цикле Ланцоша
векторами . Пусть  – фрагмент вектора , характеризующий  степени свободы для
i-го независимого объема жидкости КЭМ. Пусть при этом строки и столбцы матрицы
[MFM]θi, соответствующие  степеням свободы данного i-го объема жидкости, образу-
ют сингулярную матрицу в силу того, что построчная сумма их элементов равна нуле-
вому вектору. Тогда, если вектора  и  ортогональны друг другу, т.е. выполняется
равенство:

для любого значения константы будет выполняться аналогичное равенство:

На практике это приводит к тому, что пространство Крылова, строящееся на осно-
ве ортогональных векторов , определяется не однозначно, а лишь с точностью до по-
стоянной (в пространстве) величины, которая бесконечно возрастает на каждом шаге
алгоритма Ланцоша. Это в итоге приводит к потере точности и появлению нефизич-
ных решений  или .

Для того чтобы избежать данного обстоятельства можно искусственно вычесть из
векторов  их среднее значение (п. 5.7 алгоритма) и восстановить удаленное среднее
значение потенциала уже после выполнения цикла Ланцоша и с учетом (1.3) (п. 7 ал-
горитма).

Важно отметить, что по результатам работы алгоритма можно получить коэффици-
енты , характеризующие потери энергии, возникающие вследствие акустического
излучения, которое генерируется колебаниями ДТТ на резонансной частоте  при

:

(2.6)

3. Синтез амплитудно-частотной характеристики по результатам модового анализа ме-
ханоакустических систем. Найденные по результатам работы приведенного алгоритма
собственные числа  и вектора  могут использоваться для численного воспроизведе-
ния амплитудно-частотной характеристики (АЧХ) колебаний, возбуждаемых в меха-
ноакустической системе внешним силовым воздействием  путем синтеза мод. В ос-
нове данной процедуры лежит вычисление коэффициентов возбуждения  мод. Каж-
дый такой  коэффициент с учетом ортогонализации, обеспеченной при решении
задачи на собственные числа (1.4), может быть записан в виде:

Здесь  – выборка из j-го собственного вектора, отвечающая степеням свободы .
При этом поле перемещений ДТТ может быть найдено в виде:

(3.1)
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Представление величины звукового давления в виде совокупности возбужденных
мод, вследствие сингулярности , приводит к необходимости определения постоян-
ной  в выражении:

(3.2)

Постоянная  может быть рассчитана исходя из анализа поведения механоакусти-
ческой системы при , путем выделения у данной механоакустической системы

 (  не более 6) твердотельных степеней свободы – форм колебаний тела с нулевой
частотой ( ), при которых оно не деформируется и имеет перемещения . Учи-
тывая, что для  соотношение между  и  может быть записано в виде:

где  и  – суммы столбцов матриц  и  соответственно. Исходя из
этого, выражение для  может быть представлено следующим образом:

(3.3)

где  – сумма элементов вектора ,  – номер деформационной моды ( ).
4. Апробация алгоритма. В качестве примера апробации предложенных технологий

модового анализа для прогнозирования АЧХ колеблющегося в безграничной жидко-
сти тела ниже рассмотрен расчет звукового давления вблизи макета гребного винта
(см. рис. 1). Модель представляет собой несколько пластин, размещенных равномер-
но на конической обечайке. Вокруг данного тела смоделирована жидкость, внешняя
акустически прозрачная граница которой – куб – имеет габариты втрое большие, чем
габариты тела.

Анализ результатов модального анализа показывает, что для подобных механоаку-
стических систем собственные моды формируют три группы:

− моды, описывающие собственные резонансные колебания тела и сопутствующие
процессы излучения звуковых волн на резонансных частотах во внешнюю среду. При-
мер таких колебаний приведен на рис. 1. Данные моды характеризуются малой вели-
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чиной мнимой части собственной частоты ( ), а также высокой сходимостью
при их расчете по приведенному выше алгоритму;

− моды, позволяющие описать произвольное поле давления в объеме жидкости с
помощью разложения по дискретному набору бегущих акустических волн. Пример та-
ких форм колебаний приведен на рис. 2 (слева – действительная часть моды, справа –
мнимая). Данные моды характеризуются большой величиной мнимой части собствен-
ной частоты ( ) и невысокой сходимостью при их расчете по приведенно-
му выше алгоритму;

− моды, описывающие разложение поля давления на импедансных границах жид-
кости. Пример таких колебаний приведен на рис. 3. Данные моды характеризуются
высокой величиной мнимой части собственной частоты ( ), плохой сходимо-
стью при их расчете по приведенному выше алгоритму, а также крайне малыми значе-
ниями уровней виброакустических полей на удалении от импедансных границ расчет-
ной области. По-видимому существование данных мод определяется исходной мате-
матической формулировкой решаемой задачи и не несет значимого физического
смысла.

Важно отметить, что моды каждого описанного выше типа характеризуются раз-
личным распределением энергии колебаний между водной средой и упругими колеба-
ниями твердого тела. Наибольшим образом упругие колебания проявляются в модах
первого типа. Такие моды при расчете АЧХ определяют акустическое поле в среде в
окрестности резонансных частот. Напротив, упругие колебания твердых тел в модах
третьего типа отсутствуют, что делает их ненужными для прогнозирования АЧХ. Мо-
ды второго типа, занимая промежуточное положение, вносят незначительный вклад в
форму АЧХ, позволяя уточнить уровень излучения в межрезонансной области. Поэто-
му необходимость учета мод второго типа напрямую зависит от решаемой задачи.

Примечательно, что в качестве критерия принадлежности той или иной моды к
конкретной группе выступает единственный параметр – величина потерь на излуче-
ние . Таким образом, вводя в модифицированный алгоритм ограничение на  сверху,
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Рис. 2. Исходная мода 631.34+136.709j Гц.
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можно существенно сэкономить временные ресурсы, избавляясь от необходимости
расчета плохо сходящихся мод.

Например, на рис. 4 представлен результат прогнозирования АЧХ звукового давле-
ния для описанной выше модели в точке, лежащей на удалении от тела на импеданс-
ной границе жидкости при возбуждении макета лопасти нормальной силой. На обоих
рисунках красной кривой приведены результаты прямого гармонического расчета
звукового давления (без использования модального анализа). Синей пунктирной кри-
вой представлены результаты прогнозирования звукового давления с использованием
синтеза мод по описанному алгоритму, при учете мод с . Зеленой пунктирной
кривой также показаны результаты использования модального синтеза, но при учете
лишь мод первой группы ( ). Под прямым гармоническим анализом, результат
которого был приведен на рис. 4, следует понимать явное решение системы (1.1) с не-
нулевой правой частью. Для получения кривой АЧХ производится перебор значений 
с достаточно мелким шагом, при этом решение (1.1) находится независимым образом
для каждого из . Для решения (1.1) при прямом гармоническом анализе применяется
метод решения СЛАУ с использованием LDLT-факторизации.

Важно отметить, что графики приведены, в том числе, для демонстрации коррект-
ности изложенного метода аппроксимации потерь на излучение. Так, на рис. 4, слева
аппроксимация при расчете мод выполнялась в диапазоне 512…1024 Гц, а на рис. 4,
справа – в диапазоне 64…128 Гц.

Как видно из рисунков, использование модального синтеза является корректным
только в том диапазоне, в котором осуществляется аппроксимация потерь на излуче-
ние, и влияет на результат гораздо сильнее, чем увеличение порога по . Увеличение
порога  с 0.1 до 0.5 приводит к уточнению результатов между резонансов в данном
случае лишь на величину менее 3 дБ.

Оценить эффективность алгоритма можно следующим образом. Прямой гармони-
ческий анализ требует значительных временных ресурсов для расчета распределения

ζ < 0.5

ζ < 0.1

ω

ω

ζ
ζ

Рис. 3. Исходная мода 582.109+578.594j Гц.
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поля для каждой заданной частоты ω, затрачиваемое время  приближенно опре-
деляется выражением:

(3.4)

где  – количество расчетных частот, а  – время факторизации матрицы левой
части уравнения (1.1).

При использовании вышеописанного модального алгоритма время решения задачи
 определяется временем нахождения мод, а дальнейший синтез АЧХ произво-

дится за время, пренебрежимо малое по сравнению с  и . Количество мод 
заранее неизвестно, но, как правило, для инженерных расчетов . Таким об-
разом,  определяется: количеством мод , количеством выполняемых спек-
тральных сдвигов , временем факторизации матрицы  (п. 4 алгоритма), средним
временем выполнения одной итерации Ланцоша (п. 5 алгоритма)  и количеством
необходимых итераций:  итераций на одну моду.

Выполненные расчеты показывают, что для матриц значительной размерности
справедлива приближенная оценка , хотя для каждой последующей ите-
рации величина  слабо линейно возрастает из-за увеличения размерности ортого-
нолизируемых матриц (п.п. 5.1 и 5.8 алгоритма), т.е. можно записать:

(3.5)

Значение величин  и  существенно зависят от дискретных свойств исследуемой
механоакустической системы (заполненность и размерность исходных матриц) и ши-
рины частотного диапазона. Для задач, представляющих практический интерес спра-
ведлива оценка:  и .

Сравнивая выражения (3.4) и (3.5) можно убедиться, что модальный анализ будет
эффективен по сравнению с прямым гармоническим анализом при ,
что, как правило, выполняется в практических приложениях. Кроме этого, данный
алгоритм актуален для ряда приложений, например, [18], в которых требуется пред-
ставление виброакустических характеристик систем именно в виде мод, а не в виде от-
клика на конкретное воздействие.

Заключение. Разработан модифицированный метод Ланцоша, позволяющий произ-
водить расчет излучающих звук форм и комплексных величин собственных частот ре-
зонансных колебаний взаимодействующих с жидкостью деформируемых тел с учетом
моделирования потерь на акустическое излучение.
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По результатам апробации метода установлено, что метод позволяет с высокой точ-
ностью воспроизвести АЧХ звукового давления, излучаемого ДТТ в рамках заданной
октавной полосы. Метод обладает высокой численной сходимостью при отношении
между мнимой и действительной частями резонансной частоты , что достаточ-
но для определения величины резонансного шумоизлучения колеблющегося ДТТ.

Представленный метод может быть использован в акустическом проектировании
при исследовании виброакустических характеристик корпусных конструкций.

Авторы выражают благодарность руководителю Центра гидроакустики ИПФ РАН
П.И. Коротину за обсуждение результатов работы. Работа выполнена в рамках про-
граммы фундаментальных научных исследований государственных академий наук,
тема № 0035-2019-0018.
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The Method of Modal Analysis of Mechanoacoustic Systems
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The paper describes a method of solving the problem of calculating acoustic radiation of a
deformable solid body oscillating in a compressible liquid using procedures for modal analy-
sis of mechanoacoustic systems. The method includes an approximate representation of
acoustic radiation loss function and a modified Lanczos method. This helps to construct an
efficient computational algorithm for finding sound-emitting forms of resonance oscilla-
tions and the corresponding complex values of eigen frequencies. The developed method
was tested using a sample model.

Keywords: modal analysis, mechanoacoustic systems, acoustic radiation
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Для эффективного применения способа направленного гидроразрыва прочных гор-
ных пород разработана модель геомеханического состояния углепородного массива,
вмещающего пластовую выработку и трещину гидроразрыва. Модель построена на
базе положений механики деформируемого твердого тела и линейной механики раз-
рушения Гриффитса–Ирвина и реализована посредством метода граничных инте-
гральных уравнений. В рамках модели проведен широкомасштабный вычислитель-
ный эксперимент для конкретных горно-геологических условий угольного место-
рождения. На основе анализа полученных результатов выявлен ряд особенностей в
распространении трещины.

Ключевые слова: массив горных пород, горная выработка, угольный пласт, трещина
гидроразрыва, критерий прочности Кулона–Мора, теория Гриффитса–Ирвина, ме-
тод граничных интегральных уравнений
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1. Введение. Основными проблемами, возникающими при отработке угольных ме-
сторождений подземным способом, являются геодинамические события. К наиболее
опасным из них относятся горные удары, внезапные выбросы угля и газа [1]. При этом
смещения контура выработок достигают огромных размеров, что, как правило, при-
водит к аварийным и катастрофическим последствиям.

Подавляющее большинство этих событий происходит в окрестности выработок,
проходимых по угольному пласту (пластовых выработок), и сопровождаются перехо-
дом пласта и окружающих пород в предельное состояние с образованием зон неупру-
гого деформирования (предельно напряженных зон). Эти зоны относятся к зонам
опорного давления и на границах с упругими областями концентрация напряжений в
них достигают максимальных значений [2, 3].

В зависимости от характеристик прочности угольного пласта, вмещающих пород и
глубины ведения горных работ их переход в предельное состояние при отработке пла-
ста происходит по-разному. В одних случаях наступление предельного состояния вме-
щающих пород с последующим их обрушением происходит при сравнительно неболь-
ших размерах выработанного пространства и, как правило, не вызывает проблем при
ведении горных работ.

Наибольшую опасность представляют случаи отработки пластов с прочными вме-
щающими пласт горными породами, образующими перед обрушением огромные вы-
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работанные пространства. При этом параметры опорного давления (размер предельно
напряженной зоны  и коэффициент концентрации напряжений  – отношение
максимального вертикального напряжения к гравитационным напряжениям в масси-
ве до ведения горных работ) достигают значительных величин. Зависание пород над
выработкой вызывает большие смещения пород в ее кровле, а при их обрушении воз-
никает значительная аэродинамическая волна сжатия, способная опрокинуть венти-
ляционную струю шахтного проветривания. Эти обстоятельства приводят к авариям и
как следствие к нарушениям нормального функционирования работы горного пред-
приятия.

В этой связи для предотвращения опасных последствий геодинамических явлений
в зонах ведения горных работ применяют различные методы принудительного обру-
шения прочной (“тяжелой”) кровли, и наиболее эффективным среди них является
метод направленного гидроразрыва. Метод заключается в искусственном нарезании
щели, называемой зародышевой трещиной, в трудно обрушаемой кровле угольного
пласта и последующей подачей в нее под давлением жидкости (флюида), которая, со-
здавая высокую концентрацию напряжений у краев щели, инициирует появление и
развитие трещины в прочных вмещающих породах [4]. В конечном итоге трещина
полностью пересекает всю толщу прочного слоя горных пород, что и приводит к его
обрушению.

Зародышевая щель образуется путем искусственного нарезания на поверхности
скважины двух небольших канавок (выемок), называемых пропилами, на всю длину
скважины [4]. Они расположены на противоположных концах ее диаметра (рис. 1).

Проблема эффективного использования способа гидроразрыва состоит в том, что-
бы заложить рациональные параметры зародышевой трещины с целью ее оптималь-
ного распространения в породах кровли для обеспечения их регулируемого обруше-
ния.

Поскольку необходимо обрушить прочный и мощный слой породы кровли пласта,
в основном представляющей однородный и изотропный материал, то на траекторию
трещины, движущейся в этом слое, наиболее существенное влияние оказывает неод-
нородное поле напряжений, обусловленное наличием горной выработки.

Особенно остро проблема встает на больших глубинах, когда размеры предельно
напряженных зон угольного пласта значительны, а коэффициент концентрации на-
пряжений в них достигает больших величин, намного превышающих единицу. Поэто-
му распределение напряжений около трещины может оказать существенное влияние
на ее траекторию, значительно изменяя направление по отношению к направлению
зародышевой трещины.

В этой связи разработка математической модели о состоянии углепородного масси-
ва, вмещающего пластовую выработку и трещину гидроразрыва, является важной на-
учной и производственной задачей, позволяющей решать проблемы безопасности
горных работ и повышения производительности труда на угледобывающих предприя-
тиях.

Одной из первых работ, послуживших началом бурного применения метода гидро-
разрыва, является работа Ю.П. Желтова и С.А. Христиановича, обосновавших воз-
можность и эффективность применения гидроразрыва в нефтегазовой промышленно-
сти для повышения дебета нефтеносной скважины [5]. Основываясь на методах меха-
ники деформируемого твердого тела, они успешно решили задачу о распространении
трещины гидроразрыва нефтеносного пласта и ее влиянию на окружающий скважину
массив.

В настоящее время имеется обширная библиография фундаментальных работ, по-
священных применению гидроразрыва пластов, в том числе и направленного гидро-
разрыва массива горных пород [6–12], где приведены оригинальные фундаменталь-
ные решения задач гидроразрыва, построенные на методах механики твердого дефор-

pL σk
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мируемого тела [6–8], включая и методы гидромеханики [9–11]. Однако в
подавляющем большинстве исследования касаются распространения трещин с нача-
лом у поверхности нагнетающей скважины. Полагается, что она находится в гравита-
ционном однородном поле напряжений массива и никаких других горных объектов,
создающих неоднородное поле напряжений, нет. Теоретических исследований, по-
священных распространению трещин гидроразрыва в гравитационном поле напряже-
ний массива, искаженном наличием в нем горных выработок, немного, и в них влия-
ние выработки учитывается достаточно утрированно. Так, например, в [12] авторы
производят расчет направления развития трещины в окрестности пластовой выработ-
ки, используя устаревшие представления об образовании около выработки свода дав-
ления с эллиптической формой. Полагая этот свод арочной конструкцией, они полу-
чают напряжения в ней методами строительной механики стержневых систем и ис-
пользуют их при расчете трещин гидроразрыва, отыскивая также и направление
движения трещины. Такой подход является довольно грубым приближением в расче-
тах трещины, поскольку не учитывает в расчетах ни физико-механических свойств
массива, ни свойств угольного пласта.

Ниже представлена модель и приведены результаты решения в плоской постановке
задачи распространения трещины гидроразрыва в окрестности горной выработки,
пройденной по угольному пласту.

2. Постановка и построение решения задачи о геомеханическом состоянии массива,
вмещающего пластовую выработку и трещину гидроразрыва. Задача формулируется сле-

Рис. 1
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дующим образом (рис. 1). В массиве горных пород, моделируемом невесомой плоско-
стью, имеется выработка 1 прямоугольного сечения размерами , пройденная на
глубине  по угольному пласту 2 на всю его мощность. В кровле и почве выработки
приложена реакция крепи . Характеристики прочности угольного пласта (  – пре-
дел прочности на одноосное сжатие,  – коэффициент сцепления, ρ – угол внутрен-
него трения) меньше, чем характеристики прочности пород вмещающего массива, но
больше, чем характеристики (  – коэффициент сцепления,  – угол внутреннего
трения) по контактам пласта с остальным массивом. Массив нагружен гравитацион-
ным давлением сверху и снизу  (γ – средневзвешенный объемный вес налегающих
пород), а с боков –  (λ – коэффициент бокового давления). В краевых частях пла-
ста образуются зоны неупругого деформирования 3 шириной . В окрестности выра-
ботки для инициирования трещины в прочных породах кровли пласта пробурена
скважина 4 радиусом  с двумя треугольными выемками-пропилами 5, расположен-
ными на противоположных концах диаметра скважины. Размеры выемки, предназна-
ченной для концентрации напряжений и, следовательно, инициирования трещины,

, . Зародышевая трещина наклонена к горизонту под углом , а давление жидко-
сти в ней . Система координат  совпадает с центральными осями выработки. Ко-
ординаты скважины , . Вдоль линии APB (рис. 1) строятся графики опорного дав-
ления (эпюры напряжений) на краевую часть пласта.

В процессе решения задачи полагается:
1) трасса выработки и ось скважины параллельны, а их размеры вдоль абсциссы x

значительно превосходят размеры в плоскости , в силу чего, можно считать, что
породы в окрестности выработки и скважины находятся в условиях плоской деформа-
ции;

2) прочность пласта значительно ниже прочности вмещающих его пород;
3) сжимающие нормальные напряжения положительны, а растягивающие отрица-

тельны;
4) трещина гидроразрыва распространяется в прочных, однородных и изотропных

породах, и она не изменяет поля напряжений в окрестности выработки;
5) процессы фильтрации жидкости в массиве и другие ее утечки не учитываются.
В ходе решения задачи рассматриваются случаи распространения трещины в проч-

ных породах, расположенных над пластом, для ряда глубин заложения выработки и
значений начального давления  в ней.

2.1. Постановка задачи о предельно напряженном состоянии пласта. Особенность за-
дачи о напряженном состоянии массива с пластовой выработкой заключается в том,
что прочность окружающих горных пород, как правило, существенно выше прочно-
сти пласта, по которому пройдена выработка. Поэтому если горные породы деформи-
руются еще упруго, то краевые части пласта шириной  уже находятся в предельном
состоянии.

Предельно напряженные зоны пласта начинают развиваться с его обнажения в бор-
тах выработки при достижении вертикальным главным напряжением  (главное на-
пряжение  на обнажении равно нулю) значения . При увеличении  зона неупру-
гих деформаций распространяется вглубь пласта, и в этой зоне он деформируется не
только по направлению его мощности, но главным образом в плоскости контактов
между пластом и окружающими породами, где происходит его проскальзывание. По-
скольку вдоль контактов пласта с окружающими породами возможно нарушение
сплошности, проявляющееся в виде проскальзывания, то в ней будут одновременно
существовать два предельных состояния равновесия: общее или обыкновенное (со-
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стояние самого пласта) и специальное (состояние по контакту пласта с окружающим
массивом) [13, 14].

В этой связи в строгой математической постановке необходимо использовать два
критерия перехода его в предельное состояние: общий и специальный. Эти критерии
чаще всего применяются в формах с прямолинейными огибающими кругов предель-
ных состояний по пласту и по поверхностям ослаблений (по контакту пласта с масси-
вом), на которых характеристики прочности ниже, чем по пласту [2, 13, 14]. Эти усло-
вия совместно с дифференциальными уравнениями равновесия образуют систему
разрешающих уравнений о напряженном состоянии краевой зоны угольного пласта.
В задаче о состоянии пласта, находящегося в условиях плоского деформированного
состояния, эта система может быть сведена к одному нелинейному дифференциаль-
ному уравнению гиперболического типа, которое решается методом характеристик
[13]. В этом методе интегрируются дифференциальные уравнения, имеющие на харак-
теристических линиях достаточно простую структуру. В механике деформируемого
твердого тела эти линии совпадают с линиями скольжения материала [13].

Несмотря на относительно простой вид полученных дифференциальных уравне-
ний, их интегрирование в замкнутом виде получается только на участках пласта, рас-
положенных в непосредственной близости к его обнажению. На остальных участках
его предельно напряженной зоны решение можно получить только путем вычисли-
тельной процедуры, последовательно решая три краевые задачи механики предельно-
го равновесия сыпучих сред для ряда характерных участков этой зоны.

Из-за сложностей в решении краевых задач чаще всего для описания предельно на-
пряженного состояния угольного пласта используют подход, разработанный Г.Л. Фи-
сенко [2]. Он основан на многочисленных экспериментах, проведенных на многих
шахтах ряда угольных месторождений, учитывает важнейшие характеристики прочно-
сти горных пород, а распределения напряжений в пласте представляются аналитиче-
скими выражениями.

Согласно этому подходу вертикальные нормальные напряжения вдоль оси пласта в
предельно напряженной зоне изменяются по экспоненциальному закону

где

Недостаток этого подхода состоит в том, что формула для  основана на экспери-
ментальных данных и по сути дела является эмпирической. Другой существенный не-
достаток этого подхода заключается в том, что нормальные и касательные напряже-
ния на контакте пласта с окружающим массивом напрямую он не определяет, и это
обстоятельство затрудняет решение упругопластической задачи о напряженном со-
стоянии массива в окрестности выработки.

В данной статье впервые для расчета напряжений в предельно напряженной зоне
пласта был использован более строгий и фундаментальный метод характеристик, реа-
лизованный путем численного решения краевых задач для ряда характерных участков
этой зоны, включая участки, примыкающие к обнажению. Результаты решения изло-
жены в работе [15].

В ней показано, что графики распределения нормальных и касательных напряже-
ний могут быть построены как вдоль контакта пласта с окружающим массивом, так и
вдоль оси пласта и представляют собой комбинацию поочередно сменяющих друг
друга участков с постоянными и нелинейно возрастающими напряжениями. Для
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дальнейших исследований о напряженном состоянии массива горных пород эти гра-
фики следует аппроксимировать аналитическими зависимостями, в частности, поли-
номами. Такая замена облегчает решение упругопластической задачи при определе-
нии параметров опорного давления. Коэффициенты полинома определяются из ре-
шения системы алгебраических уравнений, число которых совпадает с количеством
участков в предельно напряженной зоне слоя. Правые части уравнений этой системы
равны значениям найденных напряжений на границах участков этой зоны [15].

Сравнительные оценки результатов расчета напряжений, полученные методом ха-
рактеристик, с результатами расчетов напряжений по экспоненциальной формуле [2],
показывают их близость лишь на достаточно узком участке предельно напряженной
зоны. С увеличением длины участка разница в напряжениях существенно возрастает и
может достигать значительных величин, доходя на расстоянии  до 85% [15].

2.2. Постановка упругопластической задачи о пластовой выработке. Зная характер
распределения линий скольжения и напряжений на них, можно определить напряже-
ния в любой точке предельно напряженной зоны пласта, в том числе и на границе
(контакте) пласта с окружающим массивом. В этой связи замена краевой части пла-
ста, находящейся в предельном состоянии, действующими на контакте пласта с мас-
сивом нормальными и касательными напряжениями , , ,  позволяет
сформулированную задачу свести к краевой задаче теории упругости. В отличие от
классической задачи граничные условия формулируются не по контуру выработки, а
по замкнутому контуру, включающему кровлю, почву выработки и контакт пласта с
окружающим массивом на участке предельной зоны. Так, по горизонтальным участ-
кам этого контура проекции ,  полного напряжения соответственно равны напря-
жениям  и . Тогда в граничном интегральном сингулярном уравнении краевой за-
дачи теории упругости [16, 17] интегрирование производится по замкнутому контуру,
охватывающему кровлю, почву выработки и контур предельно напряженной зоны.
Это уравнение в форме, представленной в [16], принимает следующий вид [18, 19]

(2.1)

где  – внешний контур, охватывающий почву, кровлю выработки и границы пре-
дельно напряженной зоны;  – суммарный контур предельно напряженной зоны;

– контур, охватывающий почву и кровлю выработки, индексы ,  попеременно
принимают значения 2, 3 (индекс 2 соответствует оси , 3 – оси ); ,  – точки на
поверхности этой области;  – дифференциал поверхности в окрестности точки

;  – тензор Грина;  – вектор нормали к поверхности выработки в
точке ; ,  – компоненты вектора фиктивной нагрузки;  – обобщенный
вектор нагрузки, приложенный к поверхности выработки изнутри;  – компонен-
ты тензора естественного поля в нетронутом горными работами массиве, которые при
отсутствии тектонических напряжений представляются в виде

В основе численного решения интегрального уравнения (2.1) лежит метод механи-
ческих квадратур [17, 20]. Для его реализации контур выработки (область ) разбива-
ется на  элементов (граничных элементов), а контур предельно напряженной зоны
(область ) на  элементов. Далее производится нумерация центров тяжестей этих
элементов от 1 до  ( ) и замена интеграла в уравнении суммой. Произвольная
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точка QO контура области обозначается через , а точка  – через . Тогда урав-
нение (2.1) в компонентной форме принимает вид

(2.2)

В уравнении (2.2)  – размер -го участка контура границы области интегриро-
вания (размер граничного элемента);  при ,  при

.
Интегрирование выражения (2.2) по каждому элементу при условии, что ,

,  постоянны в пределах каждого из них [17, 19], приводит к векторному урав-
нению

(2.3)

Входящие в уравнение (2.3) величины обозначают результирующие усилия, прило-
женные в центрах граничных элементов:

Векторному уравнению (2.3) соответствуют два уравнения относительно координат
этого вектора, и для их определения следует решить систему алгебраических уравне-
ний .

После решения системы уравнений напряжения в произвольной точке  массива
определяются суммированием напряжений от действия фиктивной нагрузки и напря-
жений исходного гравитационного поля напряжений:

(2.4)

где  – компоненты фундаментального тензора третьего ранга, являющегося решени-
ем задачи Кельвина о действии сосредоточенной силы на бесконечную среду [16, 17, 21].

В разрешающих уравнениях (2.1), (2.3) сформулированной задачи кроме неизвест-
ной интенсивности фиктивной нагрузки неизвестным остается также и суммарный
размер предельно напряженной, входящей в область интегрирования  уравнения (2.1).
Эти неизвестные находятся в ходе реализации итерационной процедуры метода по-
следовательных приближений, реализованной ранее [18, 19].

Описанный выше подход к решению задач о геомеханическом состоянии без учета
предельно напряженных зон применялся в оценке геомеханического состояния ани-
зотропного массива, вмещающего выработки, причем задачи решались как в двумер-
ной постановке [22], так и в трехмерной [23, 24].

2.3. Задача о распространении трещины гидроразрыва в окрестности пластовой выра-
ботки и последовательность ее решения. Известно, что при теоретическом анализе про-
блемы прочности и распространения трещин в твердых деформируемых телах при
квазистатических процессах используется уравнение Ирвина [25–27]

i OM k

( ) ( )

( ) ( )

=
≠

− Φ Δ = σ − = +

+ σ − σ =

 .
1

. .

1 1,
2

1,

i ik k i i i

i i i

N

q qm m k e qm q q b
j
k i

e qm p qm q p

a a L n f i N

n i N

Δ kL k
Δ = Δk bkL L = …1, , bk N Δ = Δk pkL L

= …1, , pk N

σ .e qm

σ .p qm qf qa

( ) ( )

( ) ( )

=
≠

− Φ Δ = − = +

+ − =

 .
1

. .

1 1,
2

1,

i ik k i i i

i i i

N

q qm m i e qm q q b
j
k i

e qm p qm q p

A A L t n F i N

t t n i N

= Δ = Δ,
i i k kq q i m m kA a L A a L

( ) ( )= Δ = = Δ =. . . .σ 1, , σ 1,
i i i i i ie qm e qm b b e qm e qm p pt L i N t L i N

( ) ( )= Δ = = Δ =1, , 1,
i i i i i iq q b b q q p pF f L i N F f L i N

+ × +2 2( ) ( )b p b pN N N N
j

= + .σ σ σ ,
j jk jqm qmt tk e qmA

σqmt

L



215ОДИН ИЗ ПОДХОДОВ К ПОСТРОЕНИЮ ТРАЕКТОРИИ

(2.5)

где ,  – коэффициенты интенсивности напряжений, обусловленные действием
нормальной (расклинивающей)  и касательной  нагрузок на берегах трещины;

– модуль продольной упругости, а μ, как и ранее, – коэффициент Пуассона пород
массива. Γ – плотность энергии разрушения материала, необходимой для образова-
ния единицы поверхности,  – коэффициент трещиностойкости материала (спра-
вочные данные для некоторых типов горных пород приведены в [28]).

Для определения давления жидкости, при котором происходит рост трещины на
определенную (заданную) величину, необходимо учесть тот факт, что приращение
трещины происходит значительно быстрее, чем его заполнение жидкостью. Таким об-
разом, пока жидкость занимает часть трещины длиной , сама длина трещины стала
равна .

Существует несколько методов определения коэффициентов интенсивности на-
пряжений на концах трещины, находящейся в плоскости с “удаленными” границами,
в которой поле напряжений неоднородное. Если трещина мала по сравнению с разме-
рами плоскости и располагается внутри нее, то в качестве одного из вариантов вычис-
ления коэффициента интенсивности напряжений могут быть взяты соотношения
из [25–27]

(2.6)

(2.7)

В выражениях (2.6), (2.7) функция  равна напряжению, которое было бы перпенди-
кулярным плоскости трещины, если бы она была закрыта; следовательно, напряже-
ние находится аналитически или численно для тела без трещины. Аналогично может
быть определен коэффициент интенсивности напряжений от касательного напряже-
ния .

При постоянных значениях ,  выражения для ,  после интегрирования при-
нимают следующий вид

(2.8)

После подстановки  и  в уравнение (2.5) значение внутреннего давления в тре-
щине, соответствующее ее продвижению на заданную величину , принимает следу-
ющий вид

(2.9)

Значение , определяемое зависимостью (2.9), называется критическим давлени-
ем (“трещинодвижущей” силой) и оно соответствует устойчивому росту трещины [25].

Отклонения трещины от начального направления в изотропной среде следует ожи-
дать при  [26, 27].

В этой связи направление продвижения трещины происходит под таким углом
 относительно начального ее положения, которое совпадает с направлением
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площадки с максимальным растягивающим напряжением. Известно, что по этой пло-
щадке отсутствует касательное напряжение, нормальное напряжение по ней является
главным напряжением , а сама площадка называется главной площадкой.

Угол  определяется из решения следующего тригонометрического уравнения от-
носительно угла , отсчитываемого от направления трещины в момент ее “страгива-
ния” [26, 27]

(2.10)

Входящие в уравнение (2.10) коэффициенты интенсивности  и  определяются
согласно зависимостям (2.8), в которых нормальная и касательная нагрузки по по-
верхности трещины, связанные с компонентами поля напряжений (2.4), определяют-
ся по известным соотношениям напряжений по наклонным площадкам

(2.11)

(2.12)

Следовательно, в окрестности выработки, где поле напряжений в массиве неодно-
родно, трещина в общем случае распространяется не прямолинейно. С каждым но-
вым приращением длины (циклом роста), она меняет и свое направление.

Поскольку трещина распространяется в неоднородном поле напряжений, то на-
пряжения  и  на ее берегах в двух ее развивающихся направлениях будут различны.

Для трещины, распространяющейся прямолинейно, интегралы в выражениях (2.6),
(2.7) следует представить суммой интегралов по каждому отдельному направлению

(2.13)

(2.14)

В выражениях (2.13), (2.14) , , ,  – напряжения на поверхности трещины
по разные стороны от середины, причем, ,  – напряжения на левой ее ветви, а

,  – на правой.
При  циклах трещина представляет собой ломаную линию в виде совокупности

прямолинейных отрезков, в пределах которых напряжения  и  приняты постоян-
ными величинами.

Если эта линия незначительно отклонятся от прямой линии, выражения (2.13),
(2.14) можно представить в следующем виде

(2.15)

где  – длина -го участка (отрезка) трещины (приращение трещины).
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После интегрирования выражения (2.15)

(2.16)

Аналогично интегрируется выражение (2.14)

(2.17)

С учетом (2.16), (2.17) выражения интенсивности напряжений для трещины с не-
сколькими участками принимают следующий вид

(2.18)

После подстановки зависимостей (2.15) в выражение (2.5) и преобразования из него
может быть получено выражение для критического давления для трещины с числом
участков, равным 

(2.19)

В выражениях (2.9), (2.13)–(2.19)

Условием, соответствующим началу развития зародышевой трещины, ее “страгива-
ния” является условие превышения коэффициентом интенсивности  значения ко-
эффициента трещиностойкости . У кончика зародышевой трещины  определяет-
ся по формуле

где  – коэффициент, зависящий от условий нагружения тела с круговым отверсти-
ем, содержащим трещину [27].

Для зародышевых трещин, расположенных на противоположных концах диаметра
скважины, коэффициент  зависит от размера  и диаметром скважины [27].

Очевидно также, что развитие трещины гидроразрыва возможно, если давление
жидкости , подаваемое по скважине в трещину, превысит критическое давление,
определяемое по формуле (2.19). При этом его минимальное значение соответствует
случаю равенства величин  и , т.е. началу “страгивания” трещины. Из выраже-
ния (2.19) получаем

(2.20)

Коэффициенты интенсивности напряжений  и  при этом определяются по следу-
ющим формулам, вытекающим из выражения (2.18)

(2.21)

Очевидно, что для осуществления процедуры гидроразрыва необходим предвари-
тельный выбор насосного оборудования. В первую очередь это касается его характе-
ристики напора .
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При выполнении гидроразрыва прочных пород, вмещающих угольный пласт, как
правило, используют насосные установки с жесткими характеристиками напор ,
расход жидкости в единицу времени . К установкам с жесткими характеристиками
относят насосы, у которых один из параметров  практически не меняется при изме-
нении другого . Такие характеристики обеспечивают насосы поршневого или плун-
жерного типов.

В процессе гидроразрыва необходимо учитывать изменение давления жидкости
при прохождении ее по трещине, обусловленное динамической вязкостью η и пара-
метрами самой трещины: раскрытием  перед очередным циклом прорастания и ее
длиной.

Градиент давления (падение давления) вдоль направления распространения тре-
щины и расход вязкой жидкости при ламинарном движении в плоском канале связан
известным законом Пуазейля [5, 10]

(2.22)

в котором раскрытие трещины определяется по формуле [29]

(2.23)

где  – абсцисса, отсчитываемая от середины трещины вдоль ее оси .
Замена градиента давления в соотношении (2.22) конечноразностным выражением

через конечное давление  и начальное  на некотором интервале  по формуле

(2.24)

позволяет выразить конечное давление на интервале приращения трещины через на-
чальное давление и ряд других параметров: трещины, жидкости и окружающего по-
родного массива. Так, например, для участка  растущей трещины из формулы (2.24)
следует выражение давления в виде

(2.25)

Процесс образования и развития трещины может быть представлен двумя этапами.
На первом этапе развитие трещины происходит при постепенном повышении давле-
ния жидкости, начиная с нуля. Достигнув значения , определяемого по фор-
муле (2.20), трещина “страгивается”, при этом направление ее движения совпадает с
направлением зародышевой трещины, поскольку на ее кончике действует только дав-
ление жидкости. При дальнейшем увеличении давления на  до некоторого текуще-
го значения  трещина должна увеличить свой размер на . Это приращение может
быть найдено из решения трансцендентного уравнения

(2.26)

в котором второе слагаемое является значением критического давления, определяе-
мого формулой (2.19) и соответствующим росту трещины. В этом уравнении значение 
следует положить равным  и после этого найти величину . Его решение может про-
изводиться последовательными приближениями, например, увеличивая на каждом
шаге итерации размер a на малую величину до тех пор, пока не будет выполнено усло-
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вие (2.26). Приращение  определится как разность между конечной величиной a
итерационного процесса и значением . После этого по формуле (2.23) вычисля-
ется значение , в котором  следует положить, равным . Затем по формуле (2.25)
вычисляется новое значение , к нему добавляется очередное приращение давления 
и начинается новый цикл первого этапа расчета трещины.

На новом цикле размер  становится равным размеру  предыдущего цикла. По
формулам (2.4) вычисляются компоненты напряжений на участке приращения тре-
щины, а по формулам (2.11), (2.12) определяются компоненты  и , в которых

. Далее в ходе итерационного процесса решения уравнения (2.26) определяются
параметры , . Затем по формуле (2.23) вычисляется параметр , в котором абсцисса 
равна значению  этого цикла. Далее по формуле (2.25) вычисляется , потом к нему
добавляется , по формулам (4) компоненты напряжений, а по формулам (2.11),
(2.12) определяются компоненты  и .

Следующий цикл начинается с присвоения новому значению  значения  преды-
дущего этапа. Затем по формулам (2.21), в которых  полагается равным давле-
нию , вычисленному в конце предыдущего цикла, находятся ,  и подставляются в
уравнение (2.10), из решения которого определяется угол θ между направлением тре-
щины предыдущего цикла и новым направлением. Далее методом последовательных
приближений решается уравнение (26) и определяется размер , затем вычисляются
параметры , , , , , , θ. Следующие циклы расчета трещины реализуются ана-
логично. Процесс счета продолжается до тех пор, пока давление жидкости в системе
не достигнет своего конечного значения , определяемого техническими характери-
стиками насосного оборудования.

Второй этап расчета трещины соответствует росту трещины при . К этому мо-
менту ее полудлина сравнима с радиусом скважины. В этом случае вполне правомерна
замена отверстия трещиной и тогда ее полудлиной считается сумма полудлины тре-
щины, полученной на первом этапе роста, и значение радиуса скважины [27]. А коэф-
фициент  следует принять равным единице.

Циклы второго этапа выполняются таким же образом, как и циклы первого этапа,
но следует учесть, что на втором этапе прироста давления  нет.

Рост трещины прекращается в том случае, если давление в ней стало меньше напря-
жений в нетронутом массиве (на бесконечности), либо в случае прекращения подачи
жидкости в трещину, ограничившись определенным числом циклов.

В ранее опубликованных работах автора [31, 32] была разработана модель распро-
странения трещины, в которой механизм развития трещины принимался следующим.
При достижении нагнетаемой жидкостью давления, определяемого формулой (2.20),
трещина, полудлина которой b принимается равной сумме радиуса скважины и шири-
не пропила, находится в неустойчивом равновесии и для ее прорастания на  необхо-
димо повысить давление до значения , вычисляемого по формуле (2.19). Тогда ее
край скачком переместится в соседнюю точку. При этом направление скачка (угол

) определяется из решения уравнения (2.10), в котором ,  определяются по
формулам (2.21). Новое направление трещины составит с горизонтом угол

. Для прорастания трещины еще на величину  давление жидкости также
должно определяться по формуле (2.19), в которой , а . Новое на-
правление скачка (угол ) находится из решения уравнения (2.10), в котором ,  на-
ходятся снова по формулам (2.21), но уже с учетом нового значения . Таким образом,
давление жидкости в трещине в процессе ее роста изменяется между значениями кри-
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тического давления, определяемого формулами (2.20) и (2.19). Следующие циклы в
развитии трещины повторяются по описанному алгоритму.

Изложенный подход при расчете траектории трещины имеет ряд существенных не-
достатков. Во-первых, в нем не учитываются характеристики жидкости. Во-вторых,
не входят параметры насосного оборудования. В-третьих, величина прорастания тре-
щины принята постоянной величиной.

Разработанная и представленная в статье модель лишена отмеченных недостатков,
и она наиболее полно отражает механизм развития трещины гидроразрыва.

3. Анализ полученных результатов. В рамках рассматриваемой модели проведен вы-
числительный эксперимент, за исходные данные в котором приняты следующие па-
раметры массива, выработки и зародышевой трещины: ,  кН/м3, ,

, ,  МПа,  МПа м1/2 (  МПа м),  м,

 м,  кH/м2,  м,  м,  МПа с, ,
 м,  м,  м3/с. Другие параметры в ходе вычислений изменя-

лись.

На рис. 2 представлена компьютерная модель сетки линий скольжения в предельно
напряженной зоне состояния угольного пласта, полученная по результатам численно-
го решения задачи о состоянии пласта на основе общего и специального критериев
предельного состояния. На этом рисунке участок 1 – зона выпирания, участки 2 – зо-
ны Прандтля, а участки 3 являются областями, в которых выполняются специальные
условия предельного состояния. Линии скольжения и распределение напряжений в
них могут быть получены в аналитическом виде. При этом зона 1 построена по резуль-
татам решения первой, а зоны Прандтля построены по результатам решения второй
краевых задач предельного состояния. Линии скольжения на остальных участках по-
строены в ходе численного решения третьей краевой задачи предельного состояния.

λ = 1 γ = 25 = 0K

ρ = °20 ρ = °' 10 σ =0 10 =1 1.66CK −Γ = × 512.92 10 =
v

5b

=
v

3h = 2f = 0.021skr = 0.008trb η = × –1013.04 10 θ = °–30tr

= 3sky = 10skz = 0.005Q

Рис. 2

0

2

z, м
3

3

2

2

1

�2
42 6 8 

y, м



221ОДИН ИЗ ПОДХОДОВ К ПОСТРОЕНИЮ ТРАЕКТОРИИ

На рис. 3 графики 1–4 представляют собой эпюры напряжений  и , построен-
ные при  м в кровле пласта (вдоль линии APB на рис. 1) в предельно напря-
женной зоне (графики 1, 3) и в упругой области (графики 2, 4). Графики в предельной
зоне построены путем аппроксимации полиномами графиков, поученных в результа-
те численного решения краевых задач предельного состояния для ряда участков этой
зоны. Из анализа графиков вытекает, что значения напряжений в упругой области и
предельно напряженной зоне совпадают на их границе в точке  (рис. 1), абсцисса ко-
торой равна размеру , а ординатой является значение  на границе предель-
ной и упругой областей (в точке  на рис. 1). Отнесенная к  она равна коэффици-
енту концентрации напряжений . Из графиков следует, что размер предельно наря-
женной зоны составляет  м, а коэффициент концентрации .

На рис. 4а показана траектория трещины гидроразрыва, построенная в окрестности
этой выработки. Давление жидкости в скважине p0 составляет 30 МПа. Кружками на
траектории показаны номера циклов ее роста. Цифрой 1 обозначена выработка, циф-
рой 2 – предельно напряженные зоны, 3 – зародышевая трещина, 4 – ветви траекто-
рии трещины.

Как следует из рисунка, при данных горнотехнических параметрах траектория тре-
щины не совпадает с направлением зародышевой трещины, а очень существенно от-
клоняется от его направления, стремясь проникнуть в кровлю выработки по кратчай-
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Рис. 5
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шему расстоянию. На рис. 4б показана часть траектории, примыкающая к скважине
при первых семи циклах ее роста. Из этих рисунков следует, что траектория трещины
представляет собой кривую линию, довольно сильно изменяющую направление заро-
дышевой трещины в начале своего развития.

На рис. 5 построен график изменения давления в трещине в зависимости от числа
циклов при ее прорастании. Кружки на графике также как и на рис. 4 соответствуют
номерам циклов. Из рисунка следует, что рост трещины происходит в два этапа. На
первом этапе рост начинается с давления  МПа, и за семь циклов давле-
ние достигает значения  МПа, при этом полудлина трещины прорастает до
0.0158 м. На втором этапе ее развитие сопровождается падением давления за счет вяз-
кости жидкости. Из рисунка следует, что общее число циклов при росте полудлины
трещины до 8.02 м составляет 36 циклов, а давление на конечном этапе снизилось до
28 МПа. Как показывают результаты вычислительного эксперимента, предельное дав-
ление  на глубине 800 м, меньше которого рост трещины не происходит, составляет
28 МПа.

На рис. 6–8 показаны траектории трещины гидроразрыва, построенные при других
глубинах заложения выработки и давлении  МПа. Цифры на них обозначают
те же объекты, что и на рис. 4а.

На рис. 6 расчеты произведены для глубины  м. Видно, что траектория тре-
щины изменяется плавно, но, как и в предыдущем случае, значительно изменяет пер-
воначальное направление на начальных циклах роста, хотя и менее круто по сравне-
нию с рис. 4а, и она также стремится к контуру выработки. Ее полудлина достигает
значения 9.7 м за 27 циклов, а расчеты показывают, что конечное давление составляет
29 МПа, снизившись в процессе роста трещины на 1 МПа.

На рис. 7 траектория трещины гидроразрыва построена около выработки, располо-
женной на глубине  м. Она также криволинейна, но изменяет свое первона-
чальное направление более плавно и не так круто как в предыдущих двух случаях.
Конечной точкой трещины оказывается точка на контакте массива с пластом в его
предельно напряженной зоне. Ее полудлина 9.1 м, и она достигает этого значения за
23 цикла.
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Для оценки результатов по расчету траектории трещины со значительным измене-
нием исходного положения произведен их сравнительный анализ с результатами ре-
шения классической задачи, в которой трещина криволинейна. В качестве такой зада-
чи выбрана задача о коэффициентах интенсивности напряжений около дугообразной
трещины, расположенной в плоскости, нагруженной равнокомпонентным полем на-
пряжений. Крайние радиальные сечения трещины образуют угол 2α [30].

В этой связи участки траектории на рис. 4а, 6 и 7, на которых происходит суще-
ственное отклонение от направления зародышевой трещины, приняты дугами окруж-
ностей разных радиусов.

Из результатов расчета, по которым построен рис. 4а, следует, что трещина за пер-
вые восемь циклов второго этапа своего развития изменяет на сто сорок градусов ис-
ходное направление на полудлине в 0.739 м. Эта полудлина по принятому допущению
соответствует дуге окружности, радиус которой получается равным 0.302 м.

При угле 2α = 140° и напряжении на сторонах плоскости в 20 МПа коэффициенты
интенсивности напряжений, подсчитанные по аналитическим формулам с дугообраз-
ной трещиной [30], равны:  = 11.648 МПа м1/2,  = 8.156 МПа м1/2. Эти же коэффици-
енты, полученные с помощью формул (2.15), принимают значения:  = 21.533 МПа м1/2,

 = 0. Как видно, разница в результатах значительна. Следовательно эффект кривиз-
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ны трещины существенно сказывается на результаты расчета интенсивности напря-
жений.

Для участка трещины гидроразрыва длиной 0.739 м, показанной на рис. 4а, рассчи-
танные коэффициенты интенсивности напряжений принимают следующие значения:

 = 14.314 МПа м1/2,  = 0.667 МПа м1/2. Если предположить, что реальное соотноше-
ние между коэффициентами ,  у гидротрещины будет такого же порядка, как и в
примере с дугообразной трещиной в равнокомпонентном поле напряжений, то полу-
ченные с помощью формул (2.15) значения коэффициентов интенсивности напряже-
ний, далеки от их реальных значений. В связи с этим, и картина развития трещины на
рис. 4а скорее всего не соответствует действительности.

Из результатов расчета графика на рис. 6, следует, что трещина за двенадцать цик-
лов изменяет на угол 2α = 67° свое исходное направление на полудлине в 1.289 м, со-
ответствующей дуге окружности радиуса 1.102 м. Рассчитанные коэффициенты ин-
тенсивности напряжений принимают следующие значения:  = 21.002 МПа м1/2,  =
= 3.946 МПа м1/2. Коэффициенты интенсивности напряжений, подсчитанные по ана-
литическим формулам с дугообразной трещиной [30], получаются равными  =
= 24.447 МПа м1/2,  = 7.358 МПа м1/2. Видно, что значения коэффициента  и в этом
случае значительно отличаются друг от друга.
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Из результатов расчета графика на рис. 7, следует, что трещина за четырнадцать
циклов изменяет на угол 2α = 58° свое исходное направление на полудлине в 6.875 м,
соответствующей дуге окружности радиуса 6.792 м. Рассчитанные коэффициенты ин-
тенсивности напряжений принимают следующие значения:  = 55.581 МПа м1/2,  =
= 9.161 МПа м1/2. Коэффициенты интенсивности напряжений, подсчитанные по ана-
литическим формулам с дугообразной трещиной [30], получаются равными  =
= 58.602 МПа м1/2,  = 15.155 МПа м1/2. В этом случае значения коэффициентов  от-
личаются друг от друга в пределах шести процентов, тогда как значения , по-преж-
нему, далеки друг от друга.

Таким образом, в расчетах траектории трещины, существенно меняющей свое на-
правление на начальном этапе развития, формулы (2.15), не учитывающие эффекта
кривизны трещины, значительно искажают результаты и для расчета не пригодны.

На рис. 8 траектория трещины построена около выработки, расположенной на глу-
бине 400 м. Из рисунка следует, что трещина распространяется практически прямоли-
нейно и ее траектория совпадает с направлением зародышевой трещины. Полудлина
трещины равна 10.5 м и соответствует 16 циклам, при этом давление в трещине умень-
шается незначительно, всего на 0.04 МПа. Трещина на четырех первых циклах изме-
нила исходное направление на угол α = 3.2°. При этом ее полудлина составляет 0.836 м,
а соответствующий ей радиус равен 14.969 м. Коэффициенты интенсивности равны:

 = 24.639 МПа м1/2,  = 0.35 МПа м1/2. Коэффициенты интенсивности напряжений,
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вычисленные по формулам для дугообразной трещины [30], получаются равными  =
= 22.911 МПа м1/2,  = 0.32 МПа м1/2. Сравнение результатов показывает их незначи-
тельное расхождение, а потому подтверждает пригодность формул (2.15) для случаев
развития трещины с малыми отклонениями исходного состояния.

Из рис. 8 следует, что при прямолинейном распространении трещины отношение
давления жидкости  к гравитационному давлению  равно трем. Исходя из этого
факта, можно предположить, что при других значениях  и  прямолинейному ро-
сту трещины также соответствует .

В этой связи ниже на рис. 9, 10 представлены результаты расчетов трещины гидро-
разрыва для ряда глубин  и значений давления , в которых . Число цик-
лов роста трещины, как и в предыдущем случае, принято равным девяти. Цифры на
них обозначают те же объекты, что и на предыдущих рисунках, на которых изображе-
ны траектории трещин.

На рис. 9 показана траектория трещины гидроразрыва, распространяющейся около
выработки, расположенной на глубине 500 м. Давление жидкости в скважине состав-
ляет 37.5 МПа, что в три раза выше гравитационного. Траектория трещины практиче-
ски прямолинейна, и ее полудлина составляет 15.3 м.

На рис. 10 траектория трещины, растущая вблизи выработки, построена на глубине
800 м и давлении жидкости в скважине, равном 60 МПа. Соотношение  так-

nk

tk

0p γH

0p γH
γ =0/ 3p H

H 0p γ =0/ 3p H

γ =0/ 3p H

Рис. 9

y, м

3.33

�5

11.67

20

20�10

z, м

4

3

4

2 21

10




228 ЧЕРДАНЦЕВ

же равно трем, и трещина распространяется прямолинейно, достигая при заданном
числе циклов полудлины 33.5 м.

На рис. 11 построены графики изменения полудлины трещины  в зависимости от
числа циклов ее роста  для траекторий, представленных на рис. 9, 10. Из анализа гра-
фиков следует, что, во-первых, они нелинейны, во-вторых, на последних циклах их
значения резко возрастают. Как показывает анализ роста трещины, изменение ее по-
лудлины с увеличением числа циклов довольно точно описывается показательной
функцией

где  – конечное число циклов,  – конечная полудлина трещины.
Из сравнения графиков, представленных на рис. 8–10, следует, что при равных со-

отношениях  полудлины трещины на разных глубинах имеют разные вели-
чины. В этой связи проведена количественная оценка сравнения полудлин трещин,
распространяющихся прямолинейно на разных глубинах.

В качестве показателя этой оценки на рис. 12 построен график изменения отноше-
ния полудлины трещины, распространяющейся вблизи выработки на глубине , к
этой глубине в зависимости от давления жидкости , соответствующего прямолиней-
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ному росту трещины. Этот график имеет вид слабовыпуклой кривой, незначительно
отличающейся от прямой линии. Кружки на графике соответствуют глубине , рав-
ной 400 м, 500 м, 600 м, 700 м и 800 м.

Заключение. 1. Задача о геомеханическом состоянии массива горных пород, вмеща-
ющего выработку, пройденную по угольному пласту, сведена ко второй внешней кра-
евой задаче теории упругости для интегрального сингулярного уравнения. Особен-
ность этой задачи заключается в том, что в краевых частях выработки образуются пре-
дельно напряженные зоны пласта и их замена действующими в них напряжениями,
найденными в ходе численного решения краевых задач теории предельного состоя-
ния, вполне может рассматриваться как краевая задача теории упругости. Решение
интегрального уравнения получено методом механических квадратур и с помощью
процедуры последовательных приближений. Поле напряжений построено на основе
фундаментальных решений Кельвина.

2. Особенностью распространения трещины в массиве горных пород является не-
однородное поле напряжений, обусловленное наличием выработки, расположенной
вблизи трещины. Это поле играет важную роль в расчетах траектории распростране-
ния трещины, и при определенных условиях может существенно повлиять на траекто-
рию трещины гидроразрыва.

3. Анализ полученных результатов показал:
а) принятое допущение об отсутствии влияния друг на друга интенсивности напря-

жений не всегда справедливо. Так, при отношении начального давления жидкости в
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скважине к величине гравитационного давления в массиве, равном 1.5, трещина гид-
роразрыва довольно резко меняет первоначальное направление. С ростом этого отно-
шения траектория становится плавной, а ее направление в меньшей степени отклоня-
ется от направления зародышевой трещины. В тех случаях, когда трещина на началь-
ных этапах своего развития меняет свое первоначальное положение более чем на
десять градусов, для расчета ее параметров необходимо использование зависимостей,
учитывающих и компоненты неоднородного поля напряжений, и изменения формы и
направления траектории. В этом случае задача существенно усложняется. Однако во
многих случаях важно установить рациональные соотношения между соответствую-
щими параметрами, обеспечивающими прямолинейное развитие трещины, и для рас-
чета воспользоваться более простыми зависимостями.

б) при отношении начального давления жидкости в скважине к величине гравита-
ционного давления в массиве, равном трем и более, траектория трещины практически
прямолинейна, и она незначительно отклоняется от направления зародышевой тре-
щины, а ее полудлина растет нелинейно, увеличиваясь по закону показательной
функции;

в) при прямолинейном распространении трещины гидроразрыва давление жидко-
сти оказывает большее влияние на ее длину, чем глубина расположения трещины. Из-
менение отношения полудлины трещины к глубине ее расположения с ростом давле-
ния жидкости происходит практически линейно.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект
№ 17-17-01143).
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One of the Approaches to the Construction of Trajectory of Hydraulic Fracturing
in Rock Mass near Mine Working

N. V. Cherdantsev#

Federal Research Center of Coal and Coal Chemistry, SB RAS, Kemerovo, Russia
#e-mail: nvch2014@yandex.ru

For the effective application of the method of directional hydraulic fracturing of strong
rocks, a model of the geomechanical state of the coal-bearing massif containing the forma-
tion and fractures. It is built on the basis of the basic provisions of the mechanics of the de-
formable solid and the linear mechanics of the Griffiths–Irwin fracture and implemented by
the method of boundary integral equations. Within the framework of the model, a large-
scale computational experiment was conducted for specific mining and geological condi-
tions of a coal field. On the basis of the analysis of the results of the results revealed a number
of features in the propagation of the crack.

Keywords: the rock massif, mine working, coal seam, the hydraulic fracture, strength criterion
of Coulomb–Mohr, Griffiths–Irwin theory, method of boundary integral equations
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Рассматривается продольное движение нагретой упругой панели, обтекаемой пото-
ком идеальной жидкости. Предполагается, что панель, движущаяся с постоянной
продольной скоростью и совершающая поперечные упругие колебания, оперта на
краях пролета. Задача статической неустойчивости (бифуркации) формулируется на
основе концепции упругого равновесия искривленной панели под действием при-
кладываемых к панели инерционных сил, гидродинамической реакции, теплового
воздействия и внутриплоскостных растяжений (сжатий). Возникающая нелинейная
граничная задача решается при помощи метода возмущений. В результате исследо-
вано влияние нагрева, гидроупругого взаимодействия, а также внутриплоскостного
растяжения (сжатия) на устойчивость упругой панели, совершающей продольное
движение и поперечные колебания.

Ключевые слова: метод возмущений, статическая устойчивость, нелинейный анализ
DOI: 10.31857/S0032823520020113

Исследования устойчивости продольно движущихся деформируемых структурных
элементов, таких как балки, струны, панели и пластинки, выполнялись ранее в основ-
ном с использованием линейных моделей (см., например, монографию [1]). Неболь-
шое число исследований устойчивости продольно движущихся упругих элементов бы-
ло выполнено в рамках нелинейных моделей [2–4]. Отметим также исследования по
устойчивости деформируемых прямолинейно движущихся конструктивных элемен-
тов, выполняемые с учетом взаимодействия рассматриваемого элемента с потоком
жидкости [1, 5–19].

В настоящей работе изучается влияние нагрева и гидродинамического воздействия,
а также внутриплоскостного натяжения на устойчивость продольно движущихся на-
гретых упругих панелей, обтекаемых идеальной жидкостью. Используется гидротер-
моупругая модель, основанная на комбинированном учете однородного поля темпе-
ратур, гидродинамической реакции, внутриплоскостного натяжения и изгибных
упругих сил. В используемой модели предполагается малость термоупругих деформа-
ций и приближение присоединенных масс для выражения гидродинамической реак-
ции. Эти предположения приводят к существенным упрощениям и допускают эффек-
тивное применение аналитических подходов (см., например, [6, 12, 13]).

1. Основные соотношения. Рассмотрим продольное движение с постоянной скоро-
стью упругой, подпертой на краях панели, обтекаемой идеальной жидкостью и совер-

УДК 539.3
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шающей поперечные колебания. Панель находится под воздействием инерциальных
сил, изгибных сил, внутриплоскостных натяжений, термических воздействий и давле-
ния жидкости. С целью вывода определяющего уравнения для функции поперечных
упругих прогибов  представим сначала уравнение равновесия для поперечных про-
екций действующих сил:

(1.1)

Здесь , , ,  и  – поперечные
проекции, соответственно, сил инерции, тепловых воздействий, внутриплоскостных
натяжений, изгибных сил и давления жидкости. Проекции сил инерции и изгиба за-
писываются в виде

(1.2)

(1.3)

где ,  и  – соответственно, изгибная жесткость, масса на единицу площади и про-
дольная скорость панели. Проекция ускорения в поперечном направлении, обуслов-
ленная наличием натяжения панели, дается формулами

(1.4)

(1.5)

где  – постоянное плоскостное натяжение неизогнутой панели,  – коэффициент
жесткости,  – длина пролета между местами опирания панели. Поперечная проек-
ция теплового воздействия (сжатия или растяжения) определяется следующим обра-
зом [20]

(1.6)

(1.7)

где  – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона,  – толщина панели,  и  –
нормальная и действительная температуры, измеряемые по шкале Кельвина,  – по-
стоянный коэффициент линейного теплового расширения.

Поперечная проекция гидродинамического давления может быть представлена в
виде [1, 15]

(1.8)

Здесь  – скорость потока идеальной жидкости в продольном направлении, а  –
присоединенная масса жидкости, определяемая выражением [9]

(1.9)

в котором величина  означает плотность жидкости.
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Используя далее выражения (1.2)–(1.9) для , , , ,  и
безразмерные переменные (штрихи у безразмерных переменных в дальнейшем опус-
каем) , , записываем уравнение (1.1) в следующей форме:

(1.10)

где  играет роль характеристического значения. Далее введем следующие обозначения:

(1.11)

С использованием этих обозначений уравнение (1.10) запишется следующим образом:

(1.12)

где

(1.13)

Нелинейная краевая задача для уравнения (1.12), (1.13) решается с учетом граничных
условий

(1.14)

определенных на краях панели ( ).

2. Применение метода возмущений. Принимая во внимание малость параметра 

, представим искомую функцию перемещений  и критическую величину

параметра неустойчивости , зависящую от величины критической скорости , в ви-
де степенных рядов по малому параметру :

(2.1)

в которых величины  и   не зависят от , а  и  являются реше-
нием краевой задачи в нулевом приближении, т.е. при . Для получения соотно-

шений, которые используются для определения  и , подставим степенные ряды (2.1)
в уравнение (1.12). Будем иметь
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(2.2)

Следующий шаг состоит в группировании членов с одинаковыми степенями . Далее,
используя классический метод возмущений (метод малого параметра), приравниваем

к нулю соответствующие выражения, определяющие последовательно величины  и

. Таким образом, исходная нелинейная краевая задача (1.12)–(1.14) сводится к по-
следовательности линейных задач. Решая эти задачи, можно определить решения с тре-
буемой точностью. Аппроксимация нулевого порядка определяется соотношениями

(2.3)

Решение линейной краевой задачи нулевого приближения (2.3) не представляет слож-
ностей и записывается в виде

(2.4)

Здесь  – произвольная константа, 

Далее с использованием аппроксимации нулевого порядка ( , ) уравнение для
первого приближения

записывается в следующем виде:

(2.5)

где
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Введем новую переменную , удовлетворяющую соотношениям
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и сведем исходное дифференциальное уравнение (2.5) четвертого порядка к соответ-
ствующему дифференциальному уравнению второго порядка:
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Решая уравнение (2.8) с граничными условиями (2.7), будем иметь (  – произволь-
ная постоянная)

(2.9)

причем, как это следует из (2.6), (2.7) и (2.9), справедливо равенство

(2.10)

В результате получаем поправки (2.9), (2.10) первого приближения, корректирующие
искомое решение краевой задачи.

Аппроксимация второго порядка находится на основе решения следующей краевой
задачи:

(2.11)

Подставляя найденные величины нулевого и первого приближений и новую перемен-

ную , определяемую равенствами

(2.12)

в уравнение (2.11), сводим дифференциальное уравнение четвертого порядка к диф-
ференциальному уравнению второго порядка

(2.13)

Решение уравнений (2.11)–(2.13) определяет корректирующие поправки второго при-
ближения

(2.14)

где  – произвольная константа.
Из выражения для параметра 

(2.15)

вытекает следующая формула:

(2.16)

Используя полученные выражения для параметра  в нулевом, первом и втором при-
ближениях, будем иметь
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Подставляя разложение (2.17) в формулу (2.16), находим в случае, когда  = 1,
следующее выражение для квадратичной критической скорости дивергенции (не-
устойчивости):

(2.18)

3. Линейный анализ устойчивости. Рассмотрим линейный случай, когда . Тогда,
используя (1.12)–(1.14), будем иметь

(3.1)

Вводя новую переменную  и подставляя ее в равенства (3.1), получим

(3.2)

Решение краевой задачи (3.2) дается формулами (  – произвольная постоянная)

(3.3)

Как результат, из краевой задачи (3.1) и формулы (3.3) получим соотношение

(3.4)

Учитывая, как следует из соотношения (3.4), что минимум величины  (критической
скорости дивергенции) реализуется при , находим

(3.5)

Таким образом, статическая устойчивость (критическая скорость дивергенции)
возрастает, когда увеличиваются значения изгибной жесткости  и плоскостного на-
тяжения , и уменьшается при возрастании длины половины пролета , присоеди-
ненной массы , массы  на единицу площади панели и скорости жидкости .

Заключение. В нелинейной постановке сформулирована задача статической устой-
чивости (дивергенции) нагретой панели, обтекаемой идеальной жидкостью. Для эф-
фективного анализа устойчивости в нелинейной постановке развивается метод возму-
щений. Применение процедуры малого параметра обеспечивает возможность сведе-
ния рассматриваемой нелинейной проблемы к системе линейных краевых задач,
последовательное решение которых реализуется в аналитической форме. В результате
найденные аппроксимации нулевого, первого и второго порядка точности позволяют
выявить зависимость критической скорости дивергенции от таких параметров задачи,
как скорость жидкости, присоединенная масса жидкости, изгибная жесткость, вели-
чина температуры нагретой панели и геометрические параметры панели. Аналитиче-
ский подход к анализу устойчивости движущейся панели, обтекаемой потоком иде-
альной жидкости, применен также в частном случае линейной постановки проблемы.
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The axial movement of a heated elastic panel f lowed by an ideal f luid is considered. It is sup-
posed that the panel moving with a constant axial velocity and performing transverse elastic
vibrations is simply supported at the ends of a span. The problem of static buckling (bifurca-
tion) is formulated on the basis of the concept of elastic equilibrium of a curved panel under
action of inertial forces, hydrodynamical reaction, thermal action and in-plane tensions
(compressions) applied to the panel. The arising nonlinear boundary problem is solved by
the perturbation method. As a result, the influence of the heating, hydroelastic interaction
and in-plane tension (compression) on the stability of elastic panel performing the axial
movement and transverse vibrations is investigated.

Keywords: perturbation method, static stability, center mass, stability, linear analysis of sta-
bility
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Рассмотрено адгезионное взаимодействие осесимметричного индентора с упругим
полупространством с учетом поверхностного микрорельефа в виде регулярно распо-
ложенных одинаковых выступов, покрывающих индентор. Контакт на микроуровне
между системой выступов и упругим полупространством считается дискретным. Ре-
шение задачи на макроуровне строится с помощью зависимости эффективной
удельной силы адгезии от величины номинального зазора, полученной в результате
решения задачи на микроуровне. Построенное решение позволяет моделировать
влияние параметров микрогеометрии и адгезии на контактное взаимодействие упру-
гих тел на макроуровне.
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1. Введение. Теоретические основы механики контактного взаимодействия упругих
тел с учетом сил адгезионного притяжения, действующих вне области контакта, были
заложены в работах Б.В. Дерягина и его соавторов [1–3]. Силы адгезионного притяже-
ния определяются не только свойствами взаимодействующих поверхностей, но и ве-
личиной зазора между ними, поэтому поверхностная микрогеометрия оказывает
большое влияние на характер прилипания. Искусственное нанесение поверхностного
микрорельефа позволяет изменять эффективные адгезионные свойства поверхности,
причем как в сторону увеличения, так и уменьшения адгезии [4–6].

Модель адгезионного взаимодействия упругих тел с поверхностью, обладающей
случайной шероховатостью, была предложена в работе К. Фуллера и Д. Тейбора [7].
Для случая поверхностей с регулярным рельефом рассмотрены и решены периодиче-
ские контактные задачи без учета адгезии [8, 9], а также с учетом сил адгезии в плос-
кой [10–13] и пространственной [14, 15] постановках.

Для моделирования влияния микрорельефа на характеристики контакта на макро-
уровне необходимо рассматривать задачи с более сложной конфигурацией контакта,
например, о контакте индентора и полупространства с нанесенным на одну из поверх-
ностей микрорельефом. В случае небольшой волнистости, когда область контакта
остается односвязной, решение такой задачи было получено аналитически [16] и уста-
новлено, что нанесение рельефа увеличивает эффективные адгезионные свойства по-
верхности, а также изменяет величину адгезионного гистерезиса [17]. В случае, когда
контакт является дискретным, постановка задачи значительно усложняется, и реше-
ние можно получить численно, например, методом граничных элементов [18]. Следу-

УДК 539.3
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ет отдельно отметить возможность анализа такой конфигурации контакта на основе
самосогласованного подхода по Б.В. Дерягину, который не предполагает наличия об-
ласти контакта в классическом смысле. Согласно этому подходу, между поверхностя-
ми всегда имеется ненулевое расстояние (зазор), и величина межмолекулярных сил,
которые могут быть как притягивающими, так и отталкивающими, зависит от величи-
ны этого зазора [19, 20].

Другой подход к рассмотрению таких задач предполагает решение в два этапа: зада-
ча решается на микроуровне для получения эффективных характеристик микрорелье-
фа, которые затем используются для решения задачи на макроуровне. К таким подхо-
дам относится предложенный И.Г. Горячевой метод, основанный на использовании
функции дополнительного смещения, которая описывает эффективное влияние по-
верхностного рельефа [8, 9]. Аналогичный метод, основанный на расчете эффектив-
ной податливости шероховатого слоя, был применен для расчета адгезионного кон-
такта шероховатых осесимметричных тел Б.А. Галановым [21]. В более простой версии
этого подхода используется величина эффективной удельной энергии адгезии, кото-
рая рассчитывается исходя из поверхностной геометрии и адгезии на микроуровне, а
затем используется в решении задачи на макроуровне. На основе данного подхода в
[22] были проведены расчеты и объяснены экспериментальные результаты работы [5].
Этот подход позволяет применять и комбинировать известные методы расчета адгези-
онного контакта на микро- и макроуровнях. Особенностью его, однако, является то,
что в нем определяется один параметр адгезии – эффективная удельная энергия адге-
зии, поэтому на макроуровне возможно применение только упрощенных моделей ад-
гезии.

В настоящей работе при решении задачи о взаимодействии индентора, обладающе-
го регулярным поверхностным рельефом, с упругим полупространством используется
определенная на микроуровне зависимость эффективной удельной силы адгезии от
величины номинального зазора между поверхностями. Работа этой силы при разведе-
нии поверхностей представляет собой эффективную удельную энергию адгезии. Та-
ким образом, данный подход можно считать обобщением метода Б.А. Галанова, ис-
пользующего эффективную удельную энергию адгезии. Отличительной чертой пред-
ставленного в данной работе подхода является также учет взаимного влияния между
поверхностными выступами, образующими микрорельеф.

Работа построена следующим образом. Сначала рассматривается контактная задача
на микроуровне о взаимодействии упругого полупространства с жесткой плоской по-
верхностью, покрытой системой регулярно расположенных выступов (рис. 1а), при
наличии адгезии, вызванной межмолекулярным притяжением поверхностей. Из ре-
шения этой задачи определяется зависимость эффективной удельной силы адгезии от
величины номинального зазора между поверхностями. Затем рассматривается кон-
тактная задача на макроуровне – о взаимодействии гладкого индентора с упругим по-
лупространством (рис. 1б) при наличии адгезионного притяжения вне области кон-
такта, задаваемого зависимостью удельной силы адгезии от величины зазора. Предпо-
лагается, что размер областей контакта и расстояние между выступами на
микроуровне значительно меньше размера области контакта на макроуровне, ,

 (рис. 1).
2. Контактная задача на микроуровне. Рассматривается контакт жесткой поверхно-

сти, на которой расположены одинаковые осесимметричные выступы, с гладкой по-
верхностью упругого полупространства. Выступы расположены в узлах гексагональ-
ной решетки с шагом l. В локальной цилиндрической системе координат, связанной с

вершиной выступа, его форма описывается степенной функцией , где
 – размер выступа,  – целое число (рис. 1а). На жесткую поверхность, покры-

тую выступами, действует номинальное давление . Для описания адгезионного при-
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тяжения поверхностей используется кусочно-постоянная аппроксимация зависимо-
сти удельной силы адгезии  от величины зазора между поверхностями , извест-
ная как модель Можи–Дагдейла [23]:

(2.1)

Контакт на микроуровне считается дискретным, т.е. происходит по круговым обла-
стям радиуса , а в кольцеобразных областях с внешним радиусом  действует удель-
ная сила адгезии , которая считается заданной величиной. Кроме того, задается ра-
диус действия адгезионной силы  – максимальный зазор между поверхностями, при
котором они испытывают взаимное притяжение.

Для решения задачи используется метод локализации [8, 9]. Согласно этому методу,
для определения напряженно-деформированного состояния вблизи отдельного пятна
контакта учитываются реальные условия контактирования только на этом пятне кон-
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такта, а влияние остальных пятен заменяется действием номинального давления ,
действующего в области . Величина  определяется из условия равенства
среднего давления внутри круга радиуса  и вне его. Для гексагональной решетки
эта величина равна [8, 9]

(2.2)
Таким образом, задача о нагружении упругого полупространства имеет следующие

граничные условия:

(2.3)

где  и  – соответственно, давление и перемещение в направлении оси  на гра-
нице  упругого полупространства,  – цилиндрическая система координат,
связанная с выбранным выступом (рис. 1а),  – расстояние между выступом и невоз-
мущенной границей полупространства.

Помимо условий (2.3), выполняется условие, следующее из принятой модели адге-
зии (2.1):

(2.4)

Зависимость величины зазора  между контактирующими поверхностями от коорди-
наты  в окрестности выступа можно представить в виде

(2.5)
Кроме того, выполняется условие равновесия для номинального давления

(2.6)

Решение осесимметричной контактной задачи с условиями (2.3)–(2.6) было полу-
чено в работах [14, 15], в частности, в случае непосредственного контакта поверхно-
стей зависимость номинального давления от расстояния между поверхностями опре-
деляется соотношениями

(2.7)

(2.8)

и уравнением, связывающим радиус области контакта  с внешним радиусом области

адгезионного взаимодействия :

(2.9)
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где ,  – соответственно, полный и неполный эллиптические интегралы

второго рода; ;  и  – модуль Юнга и коэффициент Пуассона упруго-

го полупространства, соответственно. При заданной величине  уравнение (2.9) ре-
шается численно относительно , что при подстановке в соотношения (2.7), (2.8) дает
параметрическую зависимость . При отсутствии непосредственного контакта
поверхностей решение задачи существенно упрощается:

(2.10)

(2.11)

На рис. 2 приведены зависимости безразмерного номинального давления , от
безразмерного расстояния между поверхностями , рассчитанные по соотноше-

ниям (2.7)–(2.11), при , , . Форма выступов, опреде-

ляемая функцией , считалась параболической, т.е. принималось зна-
чение . Здесь и далее для параметризации величин, имеющих размерность дли-
ны, использована величина  – радиус закругления индентора на макроуровне (рис.
1б). Графики представлены в области отрицательного давления, поскольку именно
эта область значений номинального давления будет использоваться при решении за-
дачи на макроуровне. Кривые 1, 2 и 3 на рис. 2 получены при различных значениях
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безразмерного расстояния  между выступами: , 0.05 и 0.1,
соответственно. При более плотно расположенных выступах более высокое отрица-
тельное давление может быть приложено к поверхностям без разрушения контакта.
Представленные кривые имеют неоднозначный характер, что характерно для адгези-
онного взаимодействия упругих тел [24–26], и описывают адгезионный гистерезис:
работа, производимая силами адгезии при сближении поверхностей от бесконечности
до равновесного расстояния (по пути ABCD) меньше работы, которую нужно затра-
тить для разделения этих же поверхностей (по пути DCEA).

Вводится величина номинального зазора между поверхностями согласно соотно-
шению , где  – равновесное расстояние, при котором номинальное дав-
ление  равно нулю. Полагая  в соотношениях (2.7) – (2.9), получим три урав-
нения для определения равновесного расстояния  и соответствующих ему величин

 и . Эффективная удельная сила адгезии определяется как взятое с обратным зна-
ком номинальное давление,  при . Таким образом, из зависимости

, заданнной соотношениями (2.7)–(2.11), можно определить зависимость эф-
фективного адгезионного давления от величины номинального зазора, .
Заметим, что вследствие адгезионного гистерезиса (рис. 2) эта зависимость будет раз-
личной при подводе поверхностей друг к другу и при их разведении.

На рис. 3 показаны графики зависимости величины безразмерного эффективного
адгезионного давления  (представленной в логарифмическом виде) от номи-
нального зазора  при разведении поверхностей, рассчитанные для выступов раз-
личной формы. Число рядом с каждой кривой соответствует показателю степени  в
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функции, описывающей форму выступов . Кривая 0 соответствует
взаимодействию гладких тел без выступов. Использованы те же значения параметров,
что и для результатов, представленных на рис. 2. Результаты показывают, что измене-
ние формы выступов приводит к очень значительному изменению эффективного ад-
гезионного давления: к снижению его на несколько порядков по сравнению с адгези-
ей гладких поверхностей.

3. Контактная задача на макроуровне. На макроуровне рассматривается взаимодей-
ствие жесткого осесимметричного индентора, форма которого описывается функцией

, с упругим полупространством, занимающим область  (рис. 1б).
Будем считать областью контакта круг , в котором давление на поверхности
упругого полупространства положительное, а областью адгезии – кольцо , в
котором оно отрицательное. Эффективное адгезионное давление берется из решения
задачи на микроуровне , метод получения которого изложен в п. 2. Вели-
чина номинального зазора  между поверхностями индентора и полупространства
определяется соотношением:

(3.1)

где  – расстояние между индентором и полупространством.
Условия на границе упругого полупространства имеют вид:

(3.2)

На границе  области контакта величина нормального напряжения равна нулю

(3.3)

Кроме того, выполняется условие равновесия для внешней нормальной силы , дей-
ствующей на индентор

(3.4)

Для решения задачи эффективное адгезионное давление в области адгезии
 заменяется кусочно-постоянной аппроксимацией

(3.5)

где , .
Метод решения задачи об адгезионном взаимодействии упругого полупространства

с осесимметричным индентором при заданной удельной силе адгезии в виде кусочно-
постоянной функции по радиальной координате был предложен ранее [26]. Решение
этой задачи имеет следующий вид. В случае контакта поверхностей имеем для распре-
деления контактного давления:

(3.6)
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где полагается . Выражение для силы, действующей на индентор, имеет вид:

(3.7)

А расстояние между телами

(3.8)

Заметим, что в соотношениях (3.5)–(3.8) величина эффективного адгезионного
давления  фигурирует как функция радиальной координаты  при . Однако, в
результате решения задачи на микроуровне (п. 2) определяется зависимость эффек-
тивного адгезионного давления от величины номинального зазора, . Для
того, чтобы использовать эту функцию в соотношениях (3.6)–(3.8), необходимо пред-
ставить функцию номинального зазора , определенную соотношением (3.1), в виде
кусочно-постоянной аппроксимации, соответствующей разбиению отрезка ,

использованному в (3.5): , . Применяя второе условие из (3.2) в каж-

дой точке  , можно получить следующую систему уравнений для определе-

ния координат  точек разбиения отрезка :

(3.9)

где  и  – соответственно, неполный и полный эллиптический интеграл пер-
вого рода,  и  – второго рода. Метод получения соотношений (3.6)–(3.9)
описан в [25, 26].

При известной зависимости эффективного адгезионного давления от величины но-
минального зазора, , система уравнений (3.9) решается численно относи-

тельно величин , при этом автоматически определяется радиус области контакта,

. После этого можно определить номинальное контактное давление (3.6), а так-
же зависимость силы от расстояния между индентором и полупространством (3.7)–
(3.8). Заметим, что определяемая из решения задачи на микроуровне (п. 2) зависи-
мость  является различной для случаев подвода поверхностей и разведе-
ния их друг от друга. Таким образом, решение задачи на макроуровне также будет раз-
личным, в зависимости от того, приближается индентор к полупространству или уда-
ляется от него.

4. Результаты расчета. На рис. 4 представлены распределения контактного давления
на макроуровне при значении безразмерного расстояния между выступами  и
величине максимального внедрения индентора  для различных форм вы-
ступов. Число рядом с каждой кривой соответствует показателю степени n в функции,
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Рис. 4
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описывающей форму выступов . Остальные параметры задачи имеют
те же значения, что и приведенные к описанию рис. 2. Результаты показывают, что
более пологая форма выступов приводит к значительному увеличению размера обла-
сти фактического контакта, повышению по абсолютной величине как контактных
(положительных), так и адгезионных (отрицательных) поверхностных напряжений.

На рис. 5 показаны зависимости безразмерной номинальной площади контакта

 от внешней силы , приложенной к штампу. Результаты приведены для
двух значений расстояния между выступами и двух значений относительного размера
выступов: кривые 1 и 1' соответствуют более плотному расположению выступов

, а кривые 2 и 2' – менее плотному ; при этом кривые 1 и 2 построе-
ны для относительного размера выступов , а кривые 1' и 2' – для

. Обе указанные характеристики микрорельефа оказывают значительное
влияние на площадь контакта на макроуровне: уменьшение расстояния между высту-
пами и увеличение их размера приводит к возрастанию номинальной площади кон-
такта и максимальной отрицательной силы, которая соответствует силе отрыва по-
верхностей. Заметим, что при рассмотрении задачи для кластера микроконтактов с
учетом адгезии в [27] было показано, что условие отрыва зависит также от напряжен-
ного состояния на границе области контакта, однако учет влияния градиента контакт-
ного давления на краю номинальной области контакта на условие отрыва поверхно-
стей выходит за рамки вопросов данной работы.

Все кривые, представленные на рис. 4 и 5, соответствуют случаю, когда индентор
удаляется от полупространства. На рис. 6, иллюстрирующей зависимость безразмер-

ной силы  от расстояния между индентором и полупространством , при-
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Рис. 5
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ведены графики как для подвода индентора (кривые 1 и 2), так и для его отвода (кри-
вые 1' и 2 '). Кривая 3 соответствует адгезионному взаимодействию упругого полупро-
странства с гладким индентором, не имеющим поверхностных выступов. Результаты
показывают, что помимо гистерезиса, возникающего вследствие одновременного
действия адгезионных и упругих сил (показан штриховыми линиями со стрелками на
примере кривой 3), имеет место еще один вклад в гистерезис, связанный с дискретно-
стью контакта (отличие кривых 1 и 1', 2 и 2 '). Однако, несмотря на дополнительный
вклад за счет микрогеометрии поверхности, общая величина адгезионного гистерези-
са для поверхности, покрытой выступами, значительно меньше, чем для гладких по-
верхностей; также значительно меньше и сила отрыва – максимальная отрицательная
сила, которую выдерживает контакт. Этот эффект качественно объясняется уменьше-
нием площади контактной поверхности при переходе от сплошного к дискретному
контакту, что приводит к уменьшению эффективной поверхностной энергии каждого
из взаимодействующих тел [6, 22].

Заключение. Предложен метод решения задачи об адгезионном взаимодействии
осесимметричного индентора с упругим полупространством с учетом поверхностного
микрорельефа в виде регулярно расположенных одинаковых выступов, покрывающих
индентор. Построенное решение позволяет исследовать влияние параметров поверх-
ностного микрорельефа на характеристики адгезионного взаимодействия на макро-
уровне в случае дискретного контакта поверхностей на микроуровне. Проведен расчет
и анализ распределения номинального контактного давления, номинальной площади
контакта и зависимости силы от расстояния между индентором и полупространством
при различных параметрах микрорельефа: формы выступов, их относительного раз-
мера и плотности расположения. Полученные результаты могут быть использованы
для управления адгезионными свойствами поверхностей путем нанесения на них ре-
гулярного рельефа заданной формы.
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Adhesive Interaction of Elastic Bodies with Regular Surface Relief
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Ishlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, Moscow, Russia
#e-mail: makhovskaya@mail.ru

Adhesive interaction between an axisymmetric indenter and an elastic half-space is consid-
ered taking into account a surface relief in the form of regularly arranged identical asperities
covering the indenter. At microlevel, contact between the system of asperities and the half-
space is assumed discrete. At macrolevel, the solution of the problem is constructed by using
the dependence of the effective specific force of adhesion on the nominal gap, which is ob-
tained as a result of the problem solution at microlevel. The solution obtained allows one to
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model the influence of microgeometry and adhesion characteristics at microlevel on the
contact of elastic bodies at macrolevel.

Keywords: adhesion, discrete contact, regular relief
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влияния толщины слоя и наличия адгезионного притяжения на внедрение инденто-
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тия по результатам индентирования с учетом адгезии и деформации подложки.
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Введение. Одним из наиболее распространенных методов модификации поверхно-
стей является нанесение на них различного типа покрытий. В условиях контактного
взаимодействия между телами возникают силы адгезии, которые могут быть как пре-
небрежимо малыми, так и существенными. На микро и нано уровне, как правило, ад-
гезионное взаимодействие необходимо учитывать. Покрытия толщиной меньше мик-
рона не являются редкостью и используются, например, в микро-электро-механиче-
ских системах (МЕМС) [1]. Кроме того, механические свойства покрытий в
настоящее время определяются методами наноиндентирования, с использованием
диапазонов сил и внедрений, при которых не учитывать адгезию нельзя [2]. Еще од-
ним примером могут являться покрытия из материалов, таких как некоторые виды
полимеров, которые проявляют адгезионные свойства на макроуровне. Таким обра-
зом, решение контактных задач для слоистых тел с учетом адгезии является актуаль-
ной задачей механико-математического моделирования.

Одна из наиболее распространенных моделей адгезионного взаимодействия разра-
ботана Джонсоном, Кендаллом и Робертсом (JKR), в ее основе лежит принцип балан-
са энергии, а силы адгезии действуют внутри области контакта. Упрощенная модель
JKR применима в случае высоких значений поверхностной энергии, причем для по-
датливых поверхностных слоев. Контакт упругих слоистых тел при наличии адгезии
исследовался в работах [3–6] с использованием моделей на основе теории JKR. При
этом в них применялись энергетические подходы, позаимствованные из механики
разрушений, такие как скорость высвобождения энергии [3, 4] и коэффициент интен-

УДК 539.3
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сивности напряжений [5]. Контакт жесткого индентора произвольной формы с упру-
гим полупространством, покрытым упругим слоем, исследовался с помощью метода
граничных элементов в [6]. Для решения использовался алгоритм быстрых преобразо-
ваний Фурье. В перечисленных выше исследованиях [3–6] использовался метод гра-
ничных элементов. Были получены [7–9] полуаналитические решения задач о кон-
такте слоистых упругих оснований с использованием моделей адгезии, основываю-
щихся на теории JKR. Для этой же модели адгезии построено асимптотическое
решение контактной задачи о нагружении поперечно-изотропного упругого слоя [10].

В случае контакта податливых покрытий на жестком основании может быть эффек-
тивным применение одномерной модели материала. Преимущество такого подхода –
возможность использовать более точные формы потенциала адгезионного взаимодей-
ствия, рассматривать задачи со сложной геометрией контакта, а также минимизиро-
вать численную составляющую решения задачи. Так, например, было получено [11]
решение периодической контактной задачи о скольжении волнистого индентора по
вязкоупругому слою Кельвина при учете адгезии, описываемой моделью Можи–Даг-
дейла [12]. В рамках этой модели адгезионное давление аппроксимируется постоян-
ным значением, действующим внутри области адгезионного взаимодействия, которая
определяется величиной зазора между поверхностями. Применимость одномерной
модели ограничена требованиями к свойствам материала подложки. Помимо того, что
моделируемый слой должен быть значительно мягче основания, указанная модель не
подходит для описания мягких покрытий с большим значением коэффициента Пуас-
сона, например, резиновых.

Рассмотрена [13] уточненная постановка контактной задачи, где считается, что си-
лы адгезии прикладываются не к границе деформируемого тела как контактное давле-
ние, а к точкам внутри тела, причем граница тела свободна от нагрузок. Получены ре-
шения для тонкого упругого слоя на жестком основании и для упругого полупро-
странства.

Модель Можи–Дагдейла использовалась для решения осесимметричной контакт-
ной задачи для слоистых тел при наличии адгезии [14, 15]. При этом использовалось
упрощающее предположение об отсутствии влияния адгезии на размер площадки
контакта. Получено [14] полуаналитическое решение задачи о контакте с адгезией
жесткого сферического индентора и упругого основания, сцепленного с упругим сло-
ем. С помощью интегральных преобразований Ханкеля было построено решение для
случая нескольких слоев, сцепленных с упругим основанием.

Целью данной работы является решение контактной задачи для упругого двухслой-
ного основания и индентора произвольной формы при наличии адгезии, на основе
которого можно проанализировать совместное влияние адгезионных сил и различной
податливости материалов покрытия и подложки на результаты индентирования, а
также рассмотреть напряженное состояние, возникающее в покрытии и подложке.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о внедрении жесткого гладкого индентора
произвольной формы под действием нормальной силы Q в двухслойное основание,
состоящее из упругого слоя, сцепленного с упругим полупространством (рис. 1).

Система координат  связана с индентором, начало системы координат нахо-
дится в точке первоначального касания индентора и слоя. Материалы слоя и полупро-
странства характеризуются модулем Юнга и коэффициентом Пуассона ,  (
для слоя и  для полупространства). Адгезионное взаимодействие между поверх-
ностью слоя и индентором зависит от зазора  и описывается моделью Можи–Даг-
дейла:

(1.1)

( , , )x y z

iE νi = 1i
= 2i

δ

< δ ≤ δ=  δ < δ

*, 0 *
0, *a
p
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Рассматриваются следующие граничные условия при :

(1.2)

Здесь  – область контакта,  – область адгезионного взаимодействия,  – вер-
тикальные смещения поверхности слоя,  – внедрение индентора, , ,  – нор-
мальные и касательные напряжения. Форма индентора описывается функцией

. Контактные давления  и области  неизвестны.
Зазор в (1.1) определяется соотношением:

(1.3)

Выполняется также условие равновесия

(1.4)

и условие равенства  нормальных напряжений на границе области контакта .
Условия на нижней границе слоя ( , где H – толщина слоя) соответствуют

полному сцеплению:

(1.5)

Здесь ,  – горизонтальные перемещения материала слоя ( ) и полупростран-
ства ( ).

2. Метод решения. Рассмотрим сначала пространственную контактную задачу без
учета сил адгезии. Аналогичная задача о контакте осесимметричного гладкого инден-
тора с двухслойным упругим основанием подробно рассмотрена [16] с использовани-
ем интегрального преобразования Ханкеля, метода граничных элементов и итераци-
онной процедуры. Подобный подход использован и для решения более сложной зада-
чи с граничными условиями (1.2)–(1.5) при .
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Рассмотрим сначала задачу о действии постоянной нагрузки q, распределенной
внутри квадрата со стороной 2a, на двухслойное упругое основание. Условия на верх-
ней границе слоя имеют вид

(2.1)

Эта задача решена в [17] с помощью методов, основанных на использовании двой-
ных интегральных преобразований Фурье, которые позволяют рассчитать напряже-
ния и упругие перемещения в слое и полупространстве. В частности, показано, что
нормальные перемещения на верхней границе слоя определяются соотношением

(2.2)

Здесь , ,  – безразмерные координаты и нормальные смещения поверхности,
отнесенные к полуширине квадрата ;  и  – модуль Юнга и коэффициент Пуас-

сона материала слоя, соответственно;  – отношение приведенных моду-

лей упругости слоя и упругого полупространства; ,  – координаты в пространстве
двойных интегральных преобразований Фурье;  – безразмерная толщина
слоя. Функция  получена в результате решения системы линейных функци-
ональных уравнений, полученных из граничных условий (1.5), (2.1) в результате ис-
пользования бигармонических функций для определения напряжений и перемеще-
ний, а также примененного к постоянной нагрузке двойного интегрального преобра-
зования Фурье. Общий вид  является громоздким и здесь не приводится, но
важно отметить, что эта функция линейно зависит от  – результата применения
двойного преобразования Фурье к постоянному давлению :

(2.3)

В связи с тем, что постоянное давление  линейно входит в функцию  и
может быть вынесено за знак интеграла, соотношение (2.2) может быть взято за осно-
ву при решении контактной задачи – определении контактного давления  в ви-
де кусочно-постоянной функции.

Из условий (1.2) и (1.4) можно получить следующее уравнение для определения
контактного давления:

(2.4)

где  – неизвестные постоянные давления в каждом из  элементов, 
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Здесь  – расстояние между центрами элементов-квадратов,  =
= .

Решение уравнения (2.4) в произвольной, априори превышающей искомую, обла-
сти контакта включает, вообще говоря, отрицательные давления в некоторых элемен-
тах-квадратах. На следующей итерации давление в этих элементах полагается нуле-
вым, ранг матрицы системы (2.4) сокращается за счет данных нулевых элементов, и
система решается заново. В результате итерационного процесса определяется поло-
жительное контактное давление  и область контакта .

Для решения контактной задачи с учетом сил адгезии применяется процедура, по-
хожая на цикл нагружение–разгрузка. Сначала решается задача без адгезии, при этом
индентор нагружен силой , такой, что область контакта  заведомо включает в себя
искомую область адгезионного взаимодействия  и область контакта  для задачи с
адгезией при нагрузке . Затем нагрузка уменьшается на шаг , определяется
новая область контакта, давление, а также вертикальные смещения границы подлож-
ки. С учетом вертикальных смещений, а также положения границы области , про-
исходит поиск элементов поверхности, соответствующих геометрическим критериям
возникновения адгезионного взаимодействия в выражении (1.1), затем пересчет зна-
чений вертикальных перемещений поверхности, а также определение силы притяже-
ния индентора к поверхности . Система линейных уравнений с учетом сил адгезии
приобретает следующий вид:

(2.6)

где , 

Здесь k – номер итерации,  – перемещения, вызванные действием адгезионных
сил (  может принимать значение  либо 0 в зависимости от выполнения условия (1.1)).
Нагрузка уменьшается пошагово до тех пор, пока не достигнет значения , необходи-
мого по условиям задачи. В результате определяется область контакта, область адгези-
онного взаимодействия и распределение контактного давления. Затем полученные на
поверхности распределения нормальных напряжений используются для определения
внутренних напряжений подобно тому, как подобный расчет проводился для анало-
гичной задачи без адгезии [18].

3. Результаты расчетов. Разработанный метод решения может быть использован для
решения пространственных задач для тел с покрытиями при произвольной форме
гладкого индентора. С практической точки зрения наиболее востребованной является
задача о вдавливании пирамиды Берковича при малых нагрузках в двухслойное упру-
гое полупространство. Этот тип головок широко используется при наноиндентирова-
нии, он представляет собой трехгранную пирамиду с закругленным концом (по ГОСТ
Р. 8.904-2015 радиус закругления может быть до 50 нм, в ходе эксплуатации увеличи-
вается). При исследовании тонких пленок все чаще индентирование происходит в
упругом режиме, что не позволяет определять твердость исследуемых материалов, но
может дать информацию об их упругих свойствах.
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Для демонстрации возможностей метода было исследовано вдавливание силой
 Н трехгранной пирамиды, геометрия которой определяется ГОСТ Р. 8.904-

2015, но радиус закругления составляет 0.3 мкм, в покрытие толщиной 0.1 мкм с моду-
лем Юнга 350 ГПа, нанесенное на подложку с модулем 70 ГПа. Коэффициенты Пуас-
сона для материалов слоя и полупространства полагались равными 0.3 и 0.4, соответ-
ственно. Адгезионное взаимодействие характеризовалось параметрами  ГПа,

 нм. Выбор величины критического зазора обусловлен характерным радиусом
действия сил Ван-дер-Ваальса, значение  является достаточно высоким, чтобы по-
лучить при расчетах результаты, демонстрирующие влияние адгезии. На рис. 2 приве-
дены распределения контактного давления под индентором, причем на рис. 2а пред-
ставлен результат, полученный с учетом взаимного притяжения поверхностей, а на
рис. 2б – без учета сил адгезии. Сложная форма индентора приводит к тому, что в цен-
тре площадки контакта (под скруглением) распределение давления близко к осесим-
метричному, ближе к границе контактные давления имеют значительный градиент
под гранями пирамиды; форма области контакта близка к треугольной. При наличии
адгезии на периферии области контакта имеет место отрицательное давление, и, в со-
ответствии с соотношением (1.1), в зазоре, не превышающем , имеет место постоян-
ное отрицательное давление. При наличии адгезии площадь области контакта и мак-
симальное значение контактного давления больше, что соответствует выполнению
условия равновесия (1.3) при наличии априори неизвестных адгезионных сил.

Другим распространенным типом наконечника при индентировании является
скругленный конус либо сфера. В связи с меньшим количеством геометрических па-
раметров в этом случае более удобно провести полный анализ совместного влияния
сил адгезии и слоистой структуры основания на решение контактной задачи и распре-
деление внутренних напряжений. С этой целью введем систему безразмерных пара-
метров, характеризующих как входные данные, использованные при расчетах, так и
результаты. Используем безразмерные координаты , где  – радиус

сферы, безразмерные смещения поверхности слоя , безразмер-

ную нагрузку , относительную жесткость слоя , его относитель-
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ную толщину , а также безразмерные константы в модели Можи–Дагдейла (1.1):
, . Безразмерные контактные давления отнесены к модулю Юнга слоя

 = , подобным образом вводятся и безразмерные напряжения.
На рис. 3–5 представлены результаты расчета нормального смещения поверхности

в условиях контактного взаимодействия для упругого полупространства (рис. 3), от-
носительно мягкого (рис. 4) и относительно жесткого слоя (рис. 5). Решение для упру-
гого полупространства было получено при  с целью верификации модели и по-
следующего сравнения результатов. Результаты, представленные на рис. 3, получены

при , ,  и , 0.0143, 0.0714 для кри-
вых 1–3 соответственно. Здесь и далее на кривых литерой А обозначена точка нулево-
го значения контактного давления, литерой B – граница области контакта, C – внеш-
няя граница области , в которой действуют силы адгезии. В некоторых случаях точ-
ки А и В расположены очень близко, что связано с большим градиентом давления
вблизи границы области контакта. Зависимость вертикального смещения от коорди-
наты, монотонная для случая без адгезии (кривая 1), имеет максимум при наличии ад-
гезии, причем, чем больше значение , тем больше величина этого максимума. Также
увеличивается размер площадки контакта, при этом ширина зоны адгезионного взаи-
модействия вне области контакта (между точками В и С) с увеличением значения 
сначала растет, затем уменьшается. Последний результат находится в соответствии с
выводом Можи [12], что при больших значениях адгезионного давления ширина этой
зоны стремится к нулю.

Рис. 4 иллюстрирует влияние величины адгезионного давления на смещение по-
верхности слоя, более податливого, чем основание, ( ) для двух вариантов его
толщины:  (левая часть) и  (правая часть). Для расчетов ис-
пользовались следующие значения параметров: , ,  × 10–3,

. Кривые 1, 2 построены для  = 0.0143, 0.0714, соответственно. Влия-
ние адгезионных сил на форму поверхности в целом проявляется так же, как и для од-
нородного полупространства, но следует отметить, что для более тонкого слоя шири-
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на кольцевой области , в которой действуют силы адгезии, меньше, чем для толсто-
го, особенно для относительно высоких значений .

На рис. 5 представлены аналогичные результаты для относительно жестких покры-
тий  толщиной  (левая часть) и  (правая часть). Расчет
проводился для следующих значений безразмерных параметров:

Кривые 1, 2, 3 соответствуют , , . Характерной
особенностью является отсутствие немонотонной зависимости нормальных смеще-
ний поверхности жесткого слоя от координаты, зафиксированных для полупростран-
ства и податливого слоя на относительно жесткой подложке. Единственным исключе-
нием является кривая 3 в левой части рисунка. В этом случае радиус пятна контакта
почти в пять раз превышает толщину слоя, что приводит к относительному уменьше-
нию влияния слоя на результат решения задачи. Интересно отметить, что для относи-
тельно тонкого слоя имеет место существенное различие кривых 2 и 3, в то время как
для более толстого слоя эти кривые достаточно близки.

Результаты решения контактной задачи при наличии адгезии были использованы
для расчета напряженного состояния в слое и основании, представленного на рис. 6–9
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для относительно жестких ( , , , ,  ×

× 10–3, ) и относительно податливых ( , , ,

, , , ) упругих слоев при раз-
личных значениях . На рис. 6 представлена общая картина распределения растягива-

ющих-сжимающих напряжений, полученная при  (рис. 6а), 
(рис. 6б) для относительно податливых (рис. 6а) и относительно жестких (рис. 6б) сло-
ев. Наиболее светлыми являются области растяжения (отрицательные значения на-
пряжений), темные области соответствуют сжатию. Если для относительно жестких
покрытий реализуется напряженное состояние, характерное для изгиба, которое от-
личается от случая взаимодействия без адгезии только количественными показателя-
ми, то в случае относительно податливых покрытий за счет адгезионного взаимодей-
ствия на периферии области контакта и под областью  возникают растягивающие
напряжения, которых нет при .

Анализ влияния величины параметра  на растягивающие–сжимающие напряже-
ния  на поверхности слоя и на границе раздела покрытия с подложкой можно про-
вести на основе кривых, представленных на рис. 7, 8 (относительно податливый и
жесткий слои, соответственно). Кривые 1–3 (рис.7) получены при  = 0.071, 0.143,
0.286. На поверхности (рис. 7а) возникает интересный эффект резкого перехода от
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сжатия к растяжению вблизи границы области контакта. В области  происходит пе-
реход растягивающих напряжений в сжимающие с локальным максимумом на внеш-
ней границе . Описанные выше эффекты тем более выражены, чем больше величи-
на . На границе раздела слоя с основанием (рис. 7б) максимальные сжимающие напря-
жения в центре области контакта передаются почти в полном объеме, а растягивающие
напряжения значительно меньше, чем на поверхности. Для  (кривая 1)
имеет место только сжатие.

При определении напряжений в относительно жестком слое были использованы

значения , ,  для кривых 1–3, соответствен-
но. При малых значениях , аналогично случаю без адгезии, на поверхности (рис. 8а)
имеет место только сжатие. С увеличением  возникают зоны растяжения с локаль-
ными максимумами, не привязанными непосредственно к границам областей  или

 (в отличие от случая относительно податливых покрытий). На границе раздела
слоя с основанием (рис. 8б) за счет изгиба слоя происходит зеркальное отражение кар-
тины распределения напряжений на поверхности. Как и при отсутствии адгезии, мак-
симальное растяжение реализуется на границе раздела слоя с основанием под цен-
тром области контакта, и значение максимума тем больше, чем больше значение .

Концентрация растягивающих напряжений может служить причиной образования
трещины в материале слоя. Другой причиной разрушения композиции слой-основа-
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ние могут быть отрицательные нормальные напряжения, стремящиеся отделить слой
от основания. Подобный результат был получен при решении задачи для относитель-
но жесткого слоя без адгезии [16] при некоторой комбинации входных параметров за-
дачи, но в этом случае максимальные значения напряжений составили не более 3% от
максимального значения контактного давления. Распределение  на границе раздела
слоя и основания представлено на рис. 9 для относительно податливого (рис. 9а) и от-
носительно жесткого (рис. 9б) слоев. Все параметры расчета аналогичны использо-
ванным при построении кривых рис. 6, 7. Результаты в данном случае являются пред-
сказуемыми. При малых значениях параметра  для обоих типов слоев напряжений,
работающих на отрыв слоя, не обнаружено. С увеличением значений  появляются
отрицательные нормальные напряжения, более локальные в случае относительно по-
датливого слоя.

Заключение. В данном исследовании предложен численно-аналитический метод
расчета контактных давлений и внутренних напряжений, возникающих в двухслой-
ном упругом полупространстве при вдавливании гладкого индентора произвольной
формы с учетом адгезионного взаимодействия между индентором и поверхностью
слоя. Используется модель Можи–Дагдейла, в которой адгезия определяется априори
неизвестной формой зазора между контактирующими телами и в то же время влияет
на результаты решения контактной задачи. Метод не имеет ограничений по соотно-
шению модулей упругости слоя и основания.

Проанализировано совместное влияние сил адгезии и свойств упругого слоя – его
относительной жесткости и толщины – на решение контактной задачи и распределе-
ние внутренних напряжений. Анализ результатов для относительно жестких и относи-
тельно податливых слоев показал, что:

Для относительно податливых покрытий имеет место немонотонная зависимость
нормальных смещений поверхности слоя от расстояния до центра области контакта.
Подобный эффект прилипания материала слоя к индентору наблюдается и для упру-
гого полупространства, но отсутствует в случае относительно жестких слоев, за ис-
ключением очень тонких, когда слой мало влияет на решение контактной задачи.

При анализе напряженного состояния основное внимание было уделено растягива-
ющим–сжимающим напряжениям, концентрация которых может служить причиной
образования трещины в материале слоя, а также нормальным напряжениям на грани-
це раздела слоя и полупространства. В результате адгезии на поверхности относитель-
но податливых слоев возникает эффект резкого перехода от сжатия к растяжению
вблизи границы области контакта и обратно вблизи границы области адгезионного
взаимодействия. В случае отсутствия адгезии при тех же входных параметрах задачи
растяжения на поверхности слоя нет. На поверхности относительно жестких слоев
также могут возникать области растяжения при достаточно больших значениях адге-
зионного давления, но максимальные растягивающие напряжения имеют место на
границе раздела слоя и полупространства под центром области контакта. Они также
растут с ростом адгезионных сил.

На границе раздела слоя с основанием при наличии на поверхности адгезионных
сил имеют место отрицательные нормальные напряжения, стремящиеся отделить
слой от основания. В случае относительно податливых слоев эти напряжения скон-
центрированы под областями отрицательных давлений на поверхности, а в случае
жестких слоев они распределены более равномерно, но, в целом, меньше (по отноше-
нию к максимальному значению контактного давления).

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 18-19-00574.
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3D Contact Problem with Adhesion for Two-Layered Elastic Half-Space
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A numerical-analytical method is proposed for calculating contact pressures and internal
stresses arising in a two-layered elastic half-space in contact with a smooth indenter of arbi-
trary shape taking into account the adhesion forces. The Maugis-Dugdale model of adhesive
interaction is used in problem formulation. The influence of the coating thickness and the
presence of adhesive attraction on the indenter penetration, as well as on the internal stresses
inside the coating and the substrate, is analyzed. The simulation results can be used to solve
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the inverse problem of determining the elastic modulus of the coating from the indentation
results, taking into account the adhesion and deformation of the substrate.

Keywords: contact problem, adhesion, coating, boundary element method
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Для изучения влияния внутренних сил на вращательное движение спутника в цен-
тральном гравитационном поле используется модель М.А. Лаврентьева (спутник мо-
делируется твердой оболочкой с шаровым демпфером) в предположении, что при от-
носительных перемещениях демпфера возникают как диссипативные, так и упругие
внутренние силы. В рамках этой модели для динамически симметричного спутника на
круговой орбите определены все стационарные вращения и исследована их устойчи-
вость в зависимости от значений коэффициентов демпфирования и жесткости.
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