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Сочетание концепции рандомизации с энтропийными критериями позволяет получать решения в
условиях максимальной неопределенности, что оказывается весьма эффективным в задачах ма-
шинного обучения и обработки данных. Демонстрируется применение этого подхода для энтро-
пийно-рандомизированного оценивания функций на основе данных, рандомизированного “жест-
кого” и “мягкого” машинного обучения, кластеризации объектов, редукции размерности матрицы
данных. Рассматриваются некоторые приложения задачи классификации, прогнозирования элек-
трической нагрузки энергетической системы, рандомизированной кластеризации биологических
объектов.

Ключевые слова: энтропия, рандомизация, машинное обучение, обработка данных, параметризация
моделей, оценки условно-максимальной энтропии, балансовые уравнения, классификация, кла-
стеризация, генерация случайных ансамблей
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1. ВВЕДЕНИЕ
Обработка данных и машинное обучение яв-

ляются весьма тесно связанными научными и
технологическими направлениями, в рамках кото-
рых получено огромное количество результатов,
опубликованных в огромном количестве статей и
монографий и доложенных на международных
конференциях. Ссылки на наиболее цитируемые
из них будут сделаны в соответствующих разделах
данной работы.

Современная концепция машинного обуче-
ния базируется на моделях с обозначенными па-
раметрами, значения которых оцениваются раз-
личными методами (в основном математической
статистики) с использованием данных с опреде-
ленными, но гипотетическими, свойствами, и со-
ответствующим образом обработанными и фор-
матированными.

Весьма существенная особенность задач ма-
шинного обучения и обработки данных состоит в
том, что их решение происходит при наличии не-
достоверности, неполноты и ошибок в данных, а
также при недостаточности знаний об обучаемом
объекте, которые проявляются в неадекватности
используемых моделей.

Как же преодолеть этот барьер и повысить до-
стоверность, надежность результатов машинного
обучения?!

В данной работе предлагается: во-первых, ис-
пользовать рандомизированные параметризован-
ные модели и оценивать в результате машинного
обучения не значения параметров, а их функции
плотности распределения вероятности (ПРВ); и
во-вторых, использовать не произвольную рандо-
мизацию, а оптимальную, гарантирующую полу-
чение наилучших функций ПРВ при максималь-
ной неопределенности. Последнее свойство фор-
мулируется в терминах условной максимизации
информационной энтропии с учетом имеющихся
реальных данных.

Основу предлагаемых методов составляет эн-
тропийно-рандомизированное оценивание функ-
ций ПРВ, относительно которого рассматриваются
математическая модель, алгоритм и его асимпто-
тическая эффективность. Этот метод оценивания
используется в процедурах “жесткого” и “мягко-
го” рандомизированного машинного обучения и
кластеризации объектов.

Одной из проблем обработки данных является
редукция их размерности. Предлагается для этой
цели использовать энтропийные проекции, кото-
рые реализуюся как в детерминированном, так и
в рандомизированном алгоритме.

Последний раздел работы посвящен приклад-
ным задачам и иллюстративным примерам. Рас-
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смотрены задачи рандомизированной бинарной
классификации с использованием стохастиче-
ских нейронных сетей, прогнозирования суточ-
ной электрической нагрузки энергетической си-
стемы, рандомизированной кластеризации био-
логических объектов.

2. НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬ 
И РАНДОМИЗАЦИЯ

Подавляющее большинство задач машинного
обучения и обработки данных сопровождаются
неопределенностью, проявляющейся в ошибках,
неполноте, пропусках в массивах данных, в не-
адекватности математических моделей исследуе-
мому объекту, в отсутствии надежных знаний о
процессах, происходящих в нем, в непредсказуе-
мости окружающей среды.

Декларирование существования неопределен-
ности влечет за собой попытки ее моделирова-
ние, хотя бы вербальные, а затем и ее измерение.
Со времен Л. Больцмана измерения связывают со
статистической энтропией [1, 2] и впоследствии с
ее информационной интерпретацией [3]. Извест-
ны многочисленные модификации энтропийных
функций, связанные с включением в них некото-
рых особенностей как равновесных состояний мак-
росистем, так и процессов их достижения. Одной
из таких модификаций является энтропия Реньи
[4], которая обобщает энтропийные функции
больцмановского-шеннонского типа [5].

Использование энтропийных функционалов
подразумевает некую вероятностную имитацию
неопределенного события, т.е. неявно принима-
ется стохастическая модель неопределенности.

Если неопределенное событие интерпретирует-
ся как непрерывная переменная, то информацион-
ная энтропия определяется через ее функцию плот-
ности распределения вероятностей :

(2.1)

Если неопределенное событие принадлежит дис-
кретному множеству, то информационная энтро-
пия определяется через вектор p, характеризую-
щий дискретную функцию распределения веро-
ятностей:

(2.2)

Поскольку энтропия есть мера неопределенности,
то ее максимизация при дополнительных условиях
дает наилучшую оценку принятой вероятностной
характеристики при максимальной неопределен-
ности [6–8].

Итак, принимается стохастическая концепция
неопределенности. Естественным воплощением
ее является рандомизированная модель, которая

( )P x

− ∈
-

* -[ ( )] = ( )ln ( ) , .P P P dx x x x x

−
=1

( ) = ln .
n

i i
i

H p pp

представляет собой генератор ансамбля случай-
ных событий, описываемый функциональной ха-
рактеристикой, максимизирующей соответству-
ющий энтропийный функционал.

Рандомизация как метод “погружения” иссле-
дуемого события (объекта) в ансамбль случайных
событий с последующим анализом его числовых
характеристик использовался давно и в разных
прикладных областях. Прежде всего следует ука-
зать на задачи, в которых нужно формировать
представительные выборки, например, в клини-
ческих исследованиях [9], социальных опросах
[10], формировании рейтингов [11] и усреднен-
ных сетевых графиков [12] и др.

Рандомизация оказывается полезной в задачах,
связанных с предсказанием неких событий с ука-
занием вероятности их наступления. При этом ве-
роятность параметризуется, и данные используют-
ся для оценивния указанных параметров [13, 14].
Найденные оценки позволяют вычислить разме-
ры доверительных интервалов. Если эти данные
относятся к конкретному индивиду, то найден-
ные таким способом доверительные интервалы
квалифицируются как индивидуальные [15].

Идеи рандомизации оказались весьма продук-
тивными в задачах, где используются нейронные
сети. При этом нейронная сеть стала рандомизи-
рованной, т.е. содержащей случайные параметры
в слоях, в функциях активации, и в количестве
слоев [16]. Для обучения такой сети применяется
модифицированный алгоритм random forest.

Применение рандомизации при конструиро-
вании алгоритмов оказалось весьма эффектив-
ным для улучшения их вычислительных свойств.
При выполнении некоторых операций запускались
соответствующие случайные механизмы, которые
при последовательном их выполнении приводили к
решению поставленной задачи [17]. Довольно мно-
го работ на эту тему в области автоматического
управления, где многие задачи управления сводят-
ся к выпуклой и не выпуклой оптимизации. При-
менение рандомизированных алгоритмов позво-
ляет найти либо точное их решение, либо реше-
ние с вероятностью [18–20]. И наконец, следует
упомянуть пласт работ по теории игр, где переход
к рандомизированным (смешанным) стратегиям
позволяет получить решение минимаксной зада-
чи [21].

В данной работе делается очередной шаг в на-
правлении расширения области применения
концепции рандомизации. Мы будем синтезиро-
вать рандомизированную модель как математиче-
скую модель со случайными параметрами. В за-
висимости от структуры модели случайные пара-
метры характеризуются либо функциями ПРВ,
либо функциями РВ, которые определяются с
учетом реальных данных и неопределенности пу-
тем максимизации энтропийных функционалов.
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Энтропийно-оптимальные функции ПРВ или РВ
сэмплируются, т.е. трансформируются в соответ-
ствующие последовательности случайных чисел,
и генерируется реальный ансамбль выходов ран-
домизированной модели. Применяя стандартные
методы математической статистики, вычисляются
эмпирические числовые характеристики ансамбля:
среднее, дисперсию, доверительные интервалы,
квантили и др. В результате могут обнаружиться не-
ожиданные свойства рандомизированной модели.

Приведем пример. Рассмотрим модель дина-
мического объекта первого порядка.

Решение этого уравнения

В зависимости от знака a траектория либо убыва-
ет, либо возрастает при .

Рассмотрим рандомизированную модель, в
которой параметр a – случайный с функцией
ПРВ

где  – среднее значение и σ2 – дисперсия пара-
метра a.

Рандомизированная модель генерирует ан-
самбль траекторий, средняя траектория в кото-
ром имеет вид:

Отсюда следует, что при  траектория имеет
минимум в точке , что не реализуется в
модели с неслучайным параметром a. Рисунок 1
иллюстрирует описанную ситуацию.

3. ЭНТРОПИЙНО-РАНДОМИЗИРОВАННОЕ 
ОЦЕНИВАНИЕ (ЭРО) ФУНКЦИЙ ПРВ

3.1. Введение

Существующие методы оценивания функций
ПРВ (максимальное правдоподобие, метод мо-
ментов, метод наименьших квадратов и др.) никак
не учитывают неопределенность, сопровождае-
мую эти задачи, и требуют задания формы функ-
ции и ее параметризацию. Кроме того, приходится
принимать весьма обременительные и непрове-
ряемые гипотезы о свойствах данных как выбор-
ки из генеральной совокупности [22, 23].

0
( ) = ( ), (0) = > 0.dx t ax t x x

dt

0( ) = exp( ).x t x at

→ ∞t

 −− πσ σ 

2

2
( )1( ) = exp ,

2 2
a aP a

a

∞

−∞

 σ
+  

 


2 2

0 0( ) = exp( ) ( ) = exp .
2
t

x t x at P a da x at

≤ 0a
σ2* = /t a

3.2. Математическая формулировка метода ЭРО
Рассмотрим скалярную аналитическую функ-

цию  с рандомизированными парамет-
рами  интервального типа, т.е.

(3.1)
Вероятностные свойства параметров характери-
зуются функцией плотности распределения веро-
ятностей (ПРВ) , определенной на множе-
стве .

Поскольку параметры рандомизированные, то
и переменная  – рандомизирована и принимает
значения в множестве , размеры которого опре-
деляются функцией  и вероятностными
свойствами параметров.

Пусть имеются r измерений , и
. В результате имеем следующую

систему уравнений:

(3.2)

где вектор-функция  имеет компоненты
.

Вектор  (3.2) – рандомизированный. Рас-
смотрим в качестве его числовых характеристик
r-мерный вектор с компонентами в виде норми-
рованных моментов -й степени:

(3.3)

Заметим, что (3.3) является векторным функцио-
налом от функции ПРВ .

ϕ θˆ = ( , )y x
θ θ…θ 1= { , , }n

− +∈ %θ θ θ= [ , ].

θ( )P
%

ŷ
=̂

ϕ θ( , )x

…

( )
1{ , , } = r

rx x x
…

( )
1{ , , } = r

ry y y

( )ˆ = ( , ),ry Φ x θ
( )( , )rΦ x θ

ϕ( , ), = 1,tx t rθ
ŷ

s

 
 
 

%

θ θ Φ θ θ

1

( ) ( )[ ( )] = ( ) ( , ) .
ss s rP P dm x

θ( )P

Рис. 1
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Измеренные данные в виде вектора , будем
приравнивать векторам нормированных момен-
тов1:

(3.4)
Из этих выражений следует, что совпадение мо-
ментных характеристик ансамбля рандомизиро-
ванных переменных зависит от функции ПРВ .

Таким образом, задача оценивания функции
ПРВ параметров формулируется следующим
образом [25]:

(3.5)

при ограничениях:
– нормировки функций ПРВ

(3.6)

– эмпирических балансов

(3.7)
Задача (3.5)–(3.7) относится к классу ляпунов-

ских [26, 27], которые характеризуются тем, что
функционалы и ограничения интегрального типа
и выпуклые.

3.3. Условия оптимальности
Условия оптимальности в задачах оптимиза-

ции ляпуновского типа формулируются в терми-
нах вещественных множителей Лагранжа. При
этом используются производные Гато интеграль-
ных функционалов [29].

Для задачи (3.5)–(3.7) функционал Лагранжа
имеет вид:

(3.8)

Технике получения условий оптимальности в
терминах производной Гато посвящено Прило-
жение A.

Используя условия оптимальности (1.1), полу-
чим оптимальную функцию ПРВ, параметризо-
ванную множителями Лагранжа :

(3.9)

1 В некоторых задачах энтропийного оценивания, в частно-
сти, в задачах ценообразования активов на финансовом
рынке используются нормированные моменты в качестве
характеристики качества финансовых инструментов [24].
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Из равенств (3.9) видно, что энтропийно-опти-
мальная функция ПРВ параметризована множи-
телями Лагранжа λ, которые определяются реше-
нием уравнений эмпирических балансов:

(3.10)

Решение этих уравнений – неявная функция
 зависит от измеренных данных

, x(r)), по которым строятся ЭРО функции
ПРВ.

Важным частным случаем ЭРО является ба-
лансирование с данными средних характеристик
ансамбля (3.3):

(3.11)

В этом случае в формулах (3.8)–(3.10) s = 1.

3.4. Существование неявной функции 
Рассмотрим балансовые уравнения для сред-

них числовых характеристик ансамбля (3.3):

(3.12)

где вектор-функция , ..., ϕ(xr, θ)}.
Якобиан функции W имеет вид:
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где элементы этой матрицы
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Теорема 1. Пусть:

• a) функция  непрерывна по совокупно-
сти переменных;

• b) для любых  выполняются
следующие условия

(3.15)

(3.16)

Тогда существует единственная неявная функция
, определенная на .

Доказательство этой теоремы приведено в
Приложении .
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда функция  – аналитическая по сово-
купности перменных.

Доказательство теоремы 2 приведено в Прило-
жении B.

3.5. Асимптотика ЭРО
ЭРО дает энтропийно оптимальную ПРВ (3.10),

(3.11) для наборов данных  объемами r
каждый.

Далее удобнее оперировать функциями ПРВ,
параметризованными экспоненциальными мно-
жителями Лагранжа . Тогда равенство
(3.10) примет следующий вид:

(3.17)

Отсюда видно, что структура функции ПРВ зави-
сит от значений экспоненциальных множителей
Лагранжа z, которые, в свою очередь, зависят от
от коллекции данных .

Определение. Будем называть оценку функции
ПРВ  асимптотически устойчивой, если

(3.18)

где

(3.19)

Рассмотрим уравнения эмпирических балан-
сов (3.12), перейдя в них к экспоненциальным
множителям Лагранжа:

(3.20)

В предыдущем разделе было показано, что урав-
нения (3.12) определяют неявную аналитическую
функцию .

В силу связи множителей и экспоненциальных
множителей Лагранжа уравнения (3.20) опреде-
ляют неявную аналитическую функцию z = ,
y(r)) для .

Дифференцируем левую и правую часть этих
уравнений по  и . Получим следующие урав-
нения:
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(3.21)

Все матрицы в этих уравнениях квадратные, раз-
мера (r × r).

Переходя к нормам, получим следующие нера-
венства:

(3.22)

В оба эти неравенства входит норма обратной

матрицы .

Лемма 1. Пусть квадратная матрица A – невы-
рождена, т.е. . Тогда существует кон-
станта α > 1, такая, что

(3.23)

Доказательство леммы 1 приведено в Приложе-
нии C.

Применим неравенство (3.23) к норме обрат-

ной матрицы . Получим следующее нера-

венство:

(3.24)

В этих неравенствах (см. [28])

(3.25)

Лемма 2. Пусть

(3.26)

Тогда оценка функции ПРВ  асимптотиче-
ски устойчива в смысле (3.18), (3.19)

Доказательство леммы 2 приведено в Прило-
жении D.

4. РАНДОМИЗИРОВАННОЕ МАШИННОЕ 
ОБУЧЕНИЕ (РМО)

4.1. Введение
Машинное обучение является одним из трен-

довых направлений современной науки и техно-
логий. Количество публикаций, посвященных
машинному обучению, превышает десятки тысяч
и продолжает расти. Основное их количество свя-
зано с разнообразными приложениями, особен-
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ности которых порождают и новые задачи иссле-
довательского характера [32, 34–36]. Несмотря на
разнообразие работ по машинному обучению, их
фундаментальная основа строится на методах ма-
тематической статистики, а точнее, на методах
оценивания вещественных параметров моделей.

Рандомизированное машинное обучение ис-
пользует принципиально иной подход, связанный
с оцениванием функций плотности распределения
вероятностей с неизвестной структурой и парамет-
рами. Развиваются методы оценивания функций
ПРВ, основанные на условной (с учетом имею-
щихся данных) максимизации энтропии [37].

4.2. Постановка задачи
Рассмотрим РМО-процедуру применительно

к задаче восстановления зависимостей. Предпо-
лагается, что имеются данные о входе 
и выходе  объекта на временном ин-
тервале , где . На интервале на-
блюдения формируются блочные векторы вход-
ных и выходных данных:

(4.1)

размерности  и  соответственно.
Они сопровождаются случайными и независи-

мыми измерительными шумами (ошибками) с за-
данными областями их значений (интервалами):

(4.2)

Измерительные шумы на интервале  будем так
же характеризовать соответствующими блочны-
ми векторами:

(4.3)

Согласно (4.2) области значений этих векторов
имеют вид:

(4.4)

Наблюдаемые входные  и выходные данные
v[k] предположительно аддитивно связаны с из-
мерительными шумами:

(4.5)

где  – выход рандомизированной модели ис-
следуемого объекта:

(4.6)
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где: ,  – вектор рандомизированных
параметров интервального типа:

(4.7)

На интервале наблюдения  будем иметь:

(4.8)

где

(4.9)

Поскольку параметры и измерительные ошиб-
ки являются случайными объектами, введем для
их характеризации

• совместную функцию ПРВ , опреде-
ленную на множестве

(4.10)

где множество  определено в (4.4);
• функцию ПРВ Q(K), определенную на мно-

жестве  (4.4).
Таким образом, используя наборы реальных

данных  и , определить функции ПРВ ,
E) и Q(K).

4.3. Алгоритм “жесткого” РМО для 
восстановления функций ПРВ параметров и шумов

Алгоритм РМО для случая 1-моментных эмпи-
рических балансов (“жесткое” РМО) имеет вид:

(4.11)

при ограничениях:
– нормировки функций ПРВ

(4.12)

– эмпирических балансов 1-й степени

(4.13)

где  – знак покоординатного умножения векто-
ров.

Применяя технику формирования условий оп-
тимальности с помощью производных Гато (см.
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Приложение B), получим следующие выражения
для энтропийно-оптимальных функций ПРВ па-
раметров и измерительных шумов, параметризо-
ванных множителями Лагранжа  и зависящих
от входных  и выходных  данных:

(4.14)

где векторы

(4.15)

В этих равенствах  – вектор с компонента-
ми .

Множители Лагранжа  определяются следу-
ющими уравнениями:

(4.16)

где

(4.17)

Из приведенных выражений следует, что
оценки функций ПРВ параметров и измеритель-
ных шумов, соответствующие максимальной (в
единицах информационной энтропии) неопреде-
ленности, зависят не только от имеющихся дан-
ных о входе и выходе исследуемого объекта, но и
от модели объекта. Причем в общем случае нели-
нейной модели вероятностные свойства рандо-
мизированных параметров и измерительных шу-
мов на входе характеризуются оптимальной
оценкой совместной функции ПРВ. Последнее
свидетельствует о связи вероятностных свойств
энтропийно-рандомизированных параметров и
входных измерительных шумов.

Если предполагается, что входные данные из-
меряются точно, т.е. , процедура формиро-
вания оценок функций ПРВ упрощается. В этом
случае имеем:

(4.18)

В принятых выше обозначениях функции ПРВ
параметров и шумов приобретают следующий
вид:
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(4.19)
где векторы

(4.20)

Множители Лагранжа определяются из урав-
нения (4.16), где

(4.21)

4.4. Алгоритм “мягкого” РМО
для восстановления функций ПРВ

В некоторых задачах РМО не требуется строгое
выполнение балансов между числовыми характе-
ристиками ансамбля выхода модели и данными.
Учитывая (4.5), (4.6), воспользуемся евклидовым
расстоянием между наблюдаемым выходом моде-
ли и данными в виде:

(4.22)

Из этих равенств следует, что верхняя граница
расстояния  является функцией случайных па-
раметров a и измерительных шумов E, K.

Определим функционал , являющийся сред-
ним функции :

(4.23)

Алгоритм “мягкого” РМО имеет вид:
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при ограничениях нормировки ПРВ:

(4.25)
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Задача оптимизации (4.24), (4.25) также ляпунов-
ского типа, и ее решение имеет вид:

(4.26)

где нормировочные константы

(4.27)

Алгоритм “мягкого” РМО позволяет получать
аналитические выражения для энтропийно-оп-
тимальных ПРВ параметров и шумов, не требую-
щие решения балансовых уравнений. Из (4.26)
следует, что эти ПРВ экспоненциального класса,
но их морфология определяется не только струк-
турой математической модели, но и принятыми
векторными нормами.

5. КЛАСТЕРИЗАЦИЯ ОБЪЕКТОВ
НА ОСНОВЕ ЭРО

Метод энтропийно-рандомизированного оце-
нивания, изложенный в первом разделе, позволя-
ет восстанавливать функции ПРВ случайных па-
раметров. До сих пор рассматривались непрерыв-
но-дифференцируемые функции ПРВ. Однако
существует класс задач, где присутствуют дискрет-
ные рандомизированные объекты. Ансамбли таких
объектов характеризуются дискретными функция-
ми распределения вероятностей, значения которых
принадлежат интервалу [0, 1], или дискретными
функциональными формами распределения веро-
ятностей, значения которых принадлежат неот-
рицательному интервалу . Одними из тако-
вых являются задачи кластеризации.

5.1. Введение
Кластеризация объектов различной природы

является одним из направлений машинного обу-
чения, в котором метки учителя заменяются ка-
кими-то внутренними характеристиками объек-
тов или внешними характеристиками кластеров.
К внутренним относятся расстояния между объ-
ектами внутри кластера [50, 51], характристики
сходства объектов [52], а к внешним – расстояния
между кластерами [53]. Как математическая зада-
ча, кластеризация не имеет универсальной форму-
лировки, и поэтому алгоритмы кластеризиции но-
сят, как правило, эвристический характер [54, 55].

Весьма развитое направление связано с класте-
ризацией больших массивов текстов. Ему обычно
предшествуют процедуры выявления скрытых при-
знаков, основанные на латентном семантическом
анализе [56], которые затем используются для
кластеризации [57, 58].

−

−

+
−

�
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W

Q
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1
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*( ) = exp( ( )),

r

r
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K K Y
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2
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= exp( ( )) .

r

r

d d

d

F X E a a E

K Y K

∞[0, )

Большинство алгоритмов кластеризации ис-
пользуют расстояние между объектами, измеряе-
мое в принятой метрике, и переборные алгорит-
мы с эвристическим управлением [59]. Результа-
ты кластеризации существенно зависят от
принятой метрики. Поэтому числовая оценка ка-
чества кластеризации оказывается весьма важной
[60–62].

Предлагаемый метод кластеризации основан
на рандомизированном представлении ансамбля
возможных кластеров, характеризуемым функ-
цией распределения вероятностей.

5.2. Принцип рандомизированной кластеризации

Рассмотрим n объектов, состояние каждого ха-
рактеризуется вектором . В указанном
пространстве множество объектов отображается
в облако из  точек. Пусть, для начала, это множе-
ство точек нужно разделить на два подмножества –
кластера  и  с заданными объемами (коли-
чеством объектов) s и .

Поскольку количество объектов конечно и
объем кластера  задан, то формально можно
образовать конечное количество кластеров типа

 объемом s, но с различным составом объектов.
Отбор объектов в кластеры будем производить
случайным образом и независимо друг от друга.
Количество таких кластеров равно числу сочета-

ний , но состав их образован слу-

чайным механизмом. Из оставшихся объектов
образуются кластеры типа .

Таким образом, сформирован ансамбль рандо-
мизированных кластеров , объема , который
характеризуется пока неизвестной дискретной
функцией распределения вероятностей p(k, s), где

 – номер конкретного кластера в ан-
самбле;  – номера объектов, входящих в
k-кластер.

Для определения функции p(k, s) воспользуемся
методом энтропийно-рандомизированного оцени-
вания (ЕРО). Согласно этому методу свойства оп-
тимальности функции p(k, s) характеризуются мак-
симумом информационной энтропии при условии,
что принятый средний показатель качества ансам-
бля кластеров принимает заданное значение.

Тогда наиболее вероятный кластер в ансамбле
определяется максимумом функции p*(k*, s) =
= . Поскольку информационная эн-
тропия определяется функцией распределения
вероятностей, то вычисляется ее значение 
для , и определяется .

∈( )i mRx
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5.3. Числовая характеристика множества 
объектов

Рассмотрим множество из  объектов, каждый
из которых характеризуеся вектором 
из пространства . Математическим образом
совокупности объектов является блочный вектор
следующего вида:

(5.1)

Определим расстояние между его компонентами –
векторами  в виде:

(5.2)

где  – норма в пространстве Rm. Сформиру-
ем матрицу расстояний

(5.3)

Определим в качестве числовой характеристики
вектора  среднее значение элементов матри-
цы расстояний , которое будем обозначать

 и называть индикатором вектора :

(5.4)

Важной характеристикой вектора  являют-
ся минимальный и максимальный элементы мат-
рицы расстояний :

(5.5)

Заметим, что элементы матриц расстояний фор-
мируемых кластеров должны принадлежать ин-
тервалу

(5.6)

5.4. Алгоритм рандомизированной бинарной 
кластеризации

Задача бинарной кластеризации состоит в рас-
пределении n объектов по двум кластерам ,

 с объемами s* и  объектов соответ-
ственно:

n
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(5.7)

1.  – задано. При каждом фиксированном
объеме кластера, т.е. значении , процедура его
формирования состоит в выделении в векторе

 подвектора

(5.8)

размера .

Если подвектор  выделен, то оставшиеся

компоненты образуют подвектор ,
а совокупность номеров оставшихся компонент
образуют кластер .

Согласно принципу рандомизированной бинар-
ной кластеризации вектор  объявляется случай-
ным. Перенумеруем набор

(5.9)
Таким образом, в результате рандомизации гене-
рируется конечный ансамбль случайных векто-
ров:

(5.10)
Поскольку векторы в этом ансамбле случайные,
то существуют вероятности реализации элемен-
тов этого ансамбля, т.е. функция распределения
вероятностей , где  – объем кластера, а k –
номер его реализации:

(5.11)
Итак, задача рандомизированной бинарной

кластеризации сводится к определению подходя-
щей в каком-то смысле функции дискретного
распределения вероятностей .

Рассмотрим кластер  объемом  и соответ-
ствующий ему блочный вектор:

(5.12)

и матрицу расстояний:

(5.13)
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Воспользуемся понятием индикатора матрицы
(5.4) и определим его для кластера  в виде:

(5.14)

Поскольку векторы  предполагаются случай-
ными объектами, на их ансамбле существует
функция распределения . Определим сред-
ний индикатор в виде:

(5.15)

Сформулируем алгоритм бинарной кластеризации
при фиксированном значении  в следующем
виде:

– максимизация энтропийного функционала
Больцмана-Шеннона:

(5.16)

– при ограничениях:

(5.17)

(5.18)

где нижняя  и верхняя  границы зна-
чений элементов матрицы расстояний для исход-
ного вектора определены в (5.6), и индикатор

 определен равенством (5.14).

Задача (5.16)–(5.18) является конечно-мерной.
Ограничения (5.17) можно опустить, если в каче-
стве целевого функционала использовать энтро-
пию Ферми [49]. После преобразований будем
иметь следующую конечно-мерную задачу энтро-
пийно-линейного программирования [64]:

(5.19)

Функция Лагранжа имеет вид:
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Согласно теоремы Куна–Таккера [65], условия
оптимальности имеют вид:

Первая группа условий аналитически разрешима
относительно компонент вектора :

(5.21)

Вторая группа условий преобразуется в следую-
щие неравенства:

(5.22)

Третья группа условий сводится к следующим
уравнениям:

(5.23)

Для определения неотрицательного решения ука-
занных уравнений можно применить мультипли-
кативный алгоритм следующего вида [49]:

(5.24)

Здесь  – параметр, выбираемый из условий
-сходимости итерационного процесса (5.24).
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Алгоритм (5.24) называется -сходящимся, ес-
ли в пространстве  существует множество  и
скаляры  и γ такие, что для всех  и

 он сходится к решению  урав-
нения (5.23), причем сходимость в окрестности

 – линейная.

Теорема 3. Алгоритм (5.24) -сходится к реше-
нию задачи (5.24).

Доказательство приведено в Приложении Е.
Таким образом, определена функция распре-

деления вероятностей

(5.25)

Естественно предположить, что, согласно об-
щему принципу статистической механики, реа-
лизуемый кластер (при фиксированном объеме )
соответствует максимуму функции распределе-
ния вероятностей, т.е.

(5.26)

2. . Рассмотрим случай, когда объем
кластера не задан, т.е , которое принимает
значения в интервале . При этом образу-
ется последовательность максимальных значе-
ний информационной энтропии

(5.27)

Оптимальное значение объема кластера опреде-
ляется максимальным элементом в этой последо-
вательности:

(5.28)

6. ЭНТРОПИЙНЫЕ ПРОЕКЦИИ
ДЛЯ РЕДУКЦИИ РАЗМЕРНОСТИ

МАТРИЦЫ ДАННЫХ

Во многих прикладных задачах обработки дан-
ных последние форматируются в виде прямо-
угольных матриц . Без ограничения общно-
сти будем считать m – количество объектов (пре-
цендентов), s – количество признаков.

По разным причинам возникает необходимость
“сжать” матрицу данных, т.е. трансформировать ее
в матрицу, размерности  или , ,

.
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Данная проблема вложена в более общую:
приближение заданного набора многомерных то-
чек маломерным аффинным многообразием [38].
Здесь следует отметить метод главных компонент
(МГК) [39] и его робастные версии [40], а так же
метод случайных проекций [41, 42].

В [43] был предложен энтропийный метод од-
номерного (столбцы или строки) детерминиро-
ванного сжатия матрицы данных (EDR-метод),
основанный на “прямом” и “обратном” проекти-
ровании. Матрицы-проекторы определяются пу-
тем минимизации кросс-энтропийного функци-
онала.

Здесь EDR-метод развивается для параллельно-
го сжатия матрицы данных с учетом их информа-
ционной емкости, реализуемого на базе условных
энтропийных проекций с детерминированными и
рандомизированными матрицами-проекторами.
В последнем случае применяется принцип сохра-
нения среднего расстояния между многомерны-
ми и маломерными точками в соответствующих
пространствах.

6.1. Параллельное детерминированное 
проектирование с ограничениями информационной 

емкости (расширенный EDR-метод)

Параллельная реализация процедуры “прямо-
го” и “обратного” проектирования, примененная
к матрице данных , приводит к следую-
щей цепочке матричных равенств:

• “прямая” проекция

(6.1)

• “обратная” проекция

(6.2)

Матрицы-проекторы  – неотрицатель-
ные. Равенства (6.1) преобразуют матрицу  в
“сжатую” матрицу , где n < m, r < s. Равенство
(6.2) преобразует матрицу  в матрицу 
той же размерности, что и исходная матрица дан-
ных .

Из равенств (6.1)–(6.2) имеем:

(6.3)

Скобки в этом равенстве указывают на последова-
тельность операций проектирования: .

Элементы матрицы-проекции  имеют вид:

(6.4)

Элементы матрицы  имеют вид:
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(6.5)

Для измерения отклонения преобразованной мат-
рицы  от исходной  воспользуемся ин-
формационной кросс-энтропией [44]

(6.6)

где

(6.7)

С учетом равенства (6.5) не трудно видеть, что ин-
формационная кросс-энтропия (6.6) есть скаляр-
ная функция от матрицы данных U > 0 и матриц-
проекторов , т.е.

(6.8)
Важным показателем качества процедуры ре-

дукции является оптимальное снижение инфор-
мационной емкости редуцированной матрицы

 по сравнению с информационной емкостью
исходной матрицы данных  [45].

Информационная емкость измеряется в энтро-
пийных терминах:

(6.9)

Различие в указанных информационных емко-
стях будем характеризовать квадратичным функ-
ционалом

(6.10)

где

(6.11)

Образуем обобщенный функционал

(6.12)
и оптимальные значения неотрицательных эле-
ментов матриц-проекторов будем определять,
минимизируя функционал :

(6.13)
Замечание. В задаче (6.13) условие близости

информационных емкостей матрицы данных и
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редуцированной матрицы может быть реализова-
но в виду соответствующего ограничения. Тогда
оптимальные значения неотрицательных элемен-
тов матриц-проекторов определяются решением
следующей задачи:

(6.14)

Допустимый уровень снижения информацион-
ной емкости редуцированной матрицы регулиру-
ется параметром δ.

Алгоритм параллельной редукции. Задача (6.13)
является задачей минимизации функционала на
неотрицательном ортанте. Для ее решения при-
меним метод проекций градиента, предваритель-
но осуществив векторизацию соответствующих
матриц [46].

Введем блочные векторы  и ,
каждый размерности

где векторы q, b являются результатами вектори-
зации матриц Q, B, а векторы w, e являются ре-
зультатами векторизации матриц  соответ-
ственно.

Представим (6.13) в следующем виде:

(6.15)

Здесь приняты следующие обозначения :
• вектор u – результат векторизации матрицы

данных U, размерности (ms); и вектор x, размер-
ности (ms), с компонентами (6.5);

• вектор y, размерности (ms) с компонентами

(6.16)

• вектор g, размерности (nr) с компонентами

(6.17)
В параллельной процедуре вектор v объединя-

ет элементы матриц Q, B, с помощью которых
производится “сжатие” матрицы данных по од-
ному измерению. В вектор c входят элементы
матриц W, E, с помощью которых производится
“сжатие” по второму измерению. Такое разделе-
ние векторов удобно для применения по-коорди-
натного алгоритма.

Итерационный шаг по-координатной схемы
метода проекций градиента состоит из двух по-
следовательно реализуемых этапов: на одном осу-
ществляется итерация по v-проекциям градиента,

{
}
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а на другом – по -проекциям градиента функци-
онала . Обозначим градиенты по этим
векторам:

(6.18)

Для численного решения этой задачи применим
по-координатную схему метода проекций гради-
ента. Алгоритм минимизации функционала 
имеет следующий вид:

a) начальный шаг

б) i-й итерационный шаг

в) условие остановки

6.2. Энтропийно-рандомизированные проекции 
(REDR-метод)

Рандомизированное проектирование с целью
снижения размерности исходной матрицы дан-
ных основано на существовании линейного пре-
образования, мало меняющего среднее расстоя-
ние между точками исходного и редуцированного
пространств (лемма Джонсона-Линденштраусса
[66, 67].

Рассмотрим снова матрицу данных .
В пространстве Rs ее отображает множество точек

. Определим, как это производи-
лось в разделе 5, индикатор этой группы (матри-
цы-данных) в виде:

(6.19)

c
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Матрицу данных  трансформируем в ре-
дуцированную матрицу , n < m, r < s с помо-
щью случайных, интервальных левых  и пра-
вых  матриц-проекторов:

(6.20)

Вероятностные свойства матриц проекторов ха-
рактеризуются совместной функцией ПРВ 
(ПРВ), которая определена на носителе :

(6.21)
Элементы редуцированной матрицы Z имеют вид:

(6.22)

По аналогии с (6.19) определим индикатор реду-
цированной матрицы  в виде:

(6.23)

Поскольку элементы матриц-проекторов – слу-
чайные, индикатор  является функци-
ей случайных переменных. Его математическое
ожидание

(6.24)

Для определения функции ПРВ  будем
использовать оценку максимальной энтропии
(см. раздел 1):

(6.25)

при ограничениях:

(6.26)

Задача (6.25)–(6.26) относится к классу ляпу-
новских задач [48], для которых условия опти-
мальности формулируются в терминах стацио-
нарности функционала Лагранжа

(6.27)

где λ – скалярный множитель Лагранжа.
Получим энтропийно-оптимальную ПРВ
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(6.28)

где

(6.29)

Множитель Лагранжа λ определяется из следую-
щего уравнения:

(6.30)

Таким образом, энтропийно-оптимальная функ-
ция ПРВ  (6.28) позволяет, путем ее сэм-
плирования, генерировать матрицы-проекторы
Q, B, сохраняющие “в среднем” расстояние меж-
ду точками (векторами ) редуцированной мат-
рицы .

6.3. Рандомизированные матрицы-проекторы 
с заданными значениями элементов

Рассмотрим матрицу данных , которую
нужно “сжать” по переменной s до размера r:

(6.31)

Матрица  и имеет нормированные эле-
менты ( ). Определим индикатор редуци-
рованной матрицы  в виде:

(6.32)

Рассмотрим случай, когда элементы матрицы
 могут принимать значения 0 или 1, и разме-

щение их в матрице – случайное. Количество раз-
личных матриц такого типа равно :

(6.33)

Полагая, что реализации – случайные, их вероят-
ностные свойства будем характеризовать дис-
кретной функцией распределения вероятностей
(ДРВ)

(6.34)

Математическое ожидание индикатора (6.32)

(6.35)

Функцию ДРВ W(a) будем искать в классе функ-
ций, максимизирующих функцию информаци-
онной энтропии Ферми [49]:
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(6.36)

при ограничении математического ожидания ин-
дикатора (6.32):

(6.37)

Задача (6.36)–(6.37) является конечно-мерной за-
дачей максимизации с вогнутой целевой функци-
ей и нелинейным ограничением.

Рассмотрим функцию Лагранжа

(6.38)

Условия стационарности этой функции имеют
вид:

(6.39)

Отсюда получаем, что энтропийно-оптимальное
распределение вероятностей имеет вид:

(6.40)

где параметр λ определяется из следующего урав-
нения:

(6.41)

Таким образом, равенство (6.40) определяет рас-
пределение вероятностей матриц-проекторов с
элементами {0, 1}. Имеет смысл выбрать матрицу-
проектор

(6.42)

хотя возможны и другие стратегии.

7. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ
И ИЛЛЮСТРАТИВНЫЕ ПРИМЕРЫ

7.1. Рандомизированная бинарная классификация
Проблема классификации объектов является

весьма актуальной в современной теоретической
и прикладной науке. При рандомизированной
бинарной классификации (РБК) применяется
модель решающего правила со случайными пара-
метрами, оценки функции ПРВ которых опреде-
ляются путем ЭРО-оценивания (см. раздел 3) с
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учетом обучающих последовательностей данных.
Принципиальное отличие РБК от существующих
процедур состоит в генерации эмпирической
функции принадлежности классам обученной на
реальных данных.

7.1.1. Процедура РБК
1. Структура обучающих данных. Пусть имеется

обучающая коллекция из  объектов, характери-
зуемых векторами  из признакового
пространства  и вектором-ответов , ..., 1}.
Этот вектор размерности n, и его компоненты 0 и
1 являются метками принадлежности объекта
классу 1 (“1”), или классу 2 (“0”).

2. Модель решающего правила. Используем од-
нослойную нейронную сеть с сигмоидной функ-
цией активации [63]:

(7.1)

где

(7.2)

На рис. 2 показан график сигмоидной функции с
параметрами “крутизны” α и “порога” . Значе-

ния функции  в интервале  соответ-

ствуют первому классу, и значения в интервале

 – второму классу.

В рандомизированной модели (7.1), (7.2) пара-
метры  – интервального типа:

(7.3)

Их вероятностные свойства характеризуются PDF
, которая определена на множестве .

Итак, алгоритм рандомизированной бинарной
классификации представляется в следующем виде:

(7.4)

при условиях
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(7.6)
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(7.7)

где  определяется равенством (7.1), и

(7.8)

Множители Лагранжа определяются из урав-
нений (7.6).

3. Реализация рандомизированной бинарной клас-
сификации. Рассмотрим коллекцию из M объектов,
характеризуемых векторами t(i),  и подле-
жащих бинарной классификации. Воспользуемся
найденной энтропийно-оптимальной функцией
ПРВ  модели решающего правила (7.1) для
определения эмпирических вероятностей при-
надлежности объекта k классу 1 или 2. Обозначим
эти вероятности  и  соответственно, k = .

Функция ПРВ  сэмплируется, т.е. генери-
руется модифицированным методом Монте-Кар-
ло соответствующая последовательность случай-
ных векторов-параметров модели , где
N – количество МК-испытаний. Пусть в резуль-
тате этих испытаний оказалось, что первый объ-
ект N1 раз был отнесен к первому классу и 
раз – ко второму; …., k-й объект  раз отнесен к
первому классу и  раз – ко второму классу,
и т.д. При достаточно большом числе испытаний
определяются эмпирические вероятности при-
надлежности

которые являются результатом рандомизирован-
ной бинарной классификации.

Если требуется “жесткий” вариант классифи-
кации, то необходимо задать порог δ вероятно-
сти, и считать объекты, вероятность принадлеж-
ности которых превышает порог, относящимися
к соответствующему классу. В результате “жест-

 
− θ  
 θ

θ


3

( )

=1

ˆexp ( )
*( | ) = ,

( )

h
i

i
i

y

P

a

a

( )ˆ ( )iy a

 
θ − θ 

 


!

3
( )

=1

ˆ( ) = exp ( ) .
h

i
i

i

y a

= 1,i M

*( )P a

( )
1

kp ( )
2
kp 1,M

( )P a

( ), = 1,i i Na

− 1N N
kN

− kN N

… …

(1) ( )1
1 1= , , = , , ,k k MNN Np p

N N N
−− −

… …

(1) ( )1
2 2= , , = , , ,k k MN NN N N Np p

N N N
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кой” классификации возникает вектор ,
..., 1}, номер компоненты которого соответствует
номеру объекта, а 0 или 1 отображает принадлеж-
ность его классу 1 или 2.

Далее мы воспользуемся этим вектором для
оценки точности “жесткой” классификации, вы-
полненной рандомизированной бинарной про-
цедурой.

7.1.2. Модельные примеры
1. Рандомизированная классификация четырех-

мерных объектов. Рассмотрим объекты, характе-
ризуемые 4 признаками.

1.1. Обучение. Обучающая коллекция состоит
из трех объектов, значения признаков которых
показаны в табл. 1.

= {0,1,1u

Рандомизированная модель решающего пра-
вила (7.1), (7.2) имеет параметры:  и .
Выход модели  (  соот-
ветствует классу 2,  соответствует классу 1).

Множители Лагранжа для энтропийно-опти-
мальной PDF (7.7) имеют следующие значения:

; 1.6563}. Параметры ,
10], . Энтропийно-оптимальная для дан-
ной обучающей коллекции функция PDF имеет
вид:

(7.9)

На рис. 3 показано двумерное сечение PDF P*(a,
.
1.2. Реализация. На этом этапе используется

коллекция из r модельных объектов, где каждый
объект характеризуется вектором . Гене-
рируется массив (500 × 4) четырехмерных случай-
ных, независимых векторов  с незави-
симыми компонентами, равномерно распреде-
ленными в интервалах [0, 1]. Далее применяется
процедура рандомизированной бинарной клас-
сификации. На рис. 4 показаны эмпирические
вероятности  принадлежности ti-объекта
классу 1 и 2.

2. Рандомизированная классификация двумер-
ных объектов. Рассмотрим объекты, характеризу-
емые 2 признаками.
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1 0.11 0.75 0.08 0.21
2 0.91 0.65 0.11 0.81
3 0.57 0.17 0.31 0.91
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Рис. 3. Двумерное сечение PDF .
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Таблица 2. Матрица данных

№ Вид № Вид № Вид

1 4.5 1.5 2 8 3.9 1.4 2
2 4.6 1.5 2 9 4.5 1.3 2 15 1.4 0.2 1
3 4.7 1.4 2 10 4.6 1.3 2 16 1.5 0.2 1
4 1.7 0.4 1 11 1.4 0.2 1 17 1.5 0.1 1
5 1.3 0.2 1 12 4.7 1.6 2 18 4.9 1.5 2
6 1.4 0.3 1 13 4.0 1.3 2 19 3.3 1.0 2
7 1.5 0.2 1 14 1.4 0.2 1 20 1.4 0.2 1

1x 2x 1x 2x 1x 2x
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2.1. Обучение. Обучающая коллекция состоит
из трех объектов, каждый из которых описывает-
ся двумя признаками, значения которых показа-
ны в табл. 2. Значения параметров  и интерва-
лов для случайных параметров a соответствуют
примеру 1. Множители Лагранжа для энтропий-
но-оптимальной PDF (7.7) имеют следующие зна-
чения: ; 16.7502}. Энтропий-
но-оптимальная для данной обучающей коллек-
ции функция  имеет вид:

(7.10)

α Δ,
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На рис. 5 показана функция .
2.2. Реализация. Все параметры этого примера

соответствуют примеру 2. На рис. 6 показаны эм-
пирические вероятности  принадлежности
ti-го объекта классу 1 и 2 ( ).

7.2. Рандомизированная кластеризация 
биологичеких объектов

Рассмотрим бинарную кластеризацию цветков
ириса, используя базу Fisheriris (цветки ириса:
ширина  и длина  лепестков). База содержит
данные по указанным признакам трех видов цвет-
ков: “setosa” (1), “versicolor” (2), “virginica” (3), в ко-
личестве 50-ти двумерных точек на каждый вид.
Далее будем рассматривать два вида (1, 2) и по
10 данным на каждый вид. В иллюстративных
примерах удобнее представлять характеристики
цветков в матричном виде.

Пример 1
Матрица данных содержит числовые значения

двух признаков для 1-го и 2-го видов и представ-
лена в табл. 2.

На рис. 7 показано расположение объектов-
точек на плоскости.

Матрица расстояний  показана в табл. 3, 4.
Минимальный и максимальный элементы:

(7.11)

Ансамбль возможных кластеров имеет объем
 = 184786. Кластер с номером ,

i2 = 2, i3 = 3, i4 = 4, i5 = 5, i6 = 6, , i9 = 15,

θ*( , *)P a
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Рис. 4. Эмпирические вероятности принадлежности
классам.
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i10 = 20. Матрица расстояний  приведена в
табл. 5.

Индикатор матрицы , соответствующей

кластеру ,

(7.12)

Значения индикаторов для кластеров от k = 1
до  показаны на рис. 8.

Энтропийно-оптимальная функция распреде-
ления вероятностей для s = 10 имеет вид:

(7.13)

(256)
(10)D

(256)
(10)X

_
(256)
(10)

(256)
(10)dis( ) = 1.5021.X

= 184786k
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( )
(10)

exp( *dis( ))
*( |10) = ,

1 exp( *dis( ))
* = 12.1153.

k

k

X
p k

X

Кластер  с максимальной вероятностью
имеет номер

(7.14)

Кластер  образует следующие объекты-точ-
ки: .

Расположение кластеров  и  показано на
рис. 9.

Сравнивая с рис. 7, видно, что совпадение
10/10, т.е. ошибка кластеризации равна нулю.

Пример 2
Рассмотрим другую матрицу данных из той же

базы. Расположение объектов-точек показано на
рис. 10.

Построим матрицу расстояний  и опре-
делим минимальны и максимальный элементы:

(7.15)

Ансамбль возможных кластеров имеет объем
. Значения индикаторов для кла-

стеров от k = 1 до  показаны на рис. 11.
Энтропийно-оптимальная функция распреде-

ления вероятностей для s = 10 имеет вид:

(7.16)

Кластер  с максимальной вероятностью имеет
номер
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Рис. 6. Вероятности принадлежности классам.
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(7.17)

Его образуют следующие объекты-точки: 5, 6, 7,
, 16, 17, 20. Кластер  образуют следу-

ющие объекты-точки: .
Расположение кластеров  и  показано на

рис. 12. Сравнивая с рис. 7, видно, что совпадение
8/10.

ПРИЛОЖЕНИЕ A: 

УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ
В ЛЯПУНОВСКИХ ЗАДАЧАХ ОПТИМИЗАЦИИ

Функция  – непрерывно-дифференцируе-
мая, т.е. принадлежит классу C1 [29]. Выберем в
этом классе произвольную функцию  и пред-
ставим ее в виде:

где функция  является решением задачи
(3.5)–(3.7), и  – вещественный параметр.

Подставим указанное выше представление
функции ПРВ в (3.8). Полагая, что все функции
из класса C1 – фиксированы, получим, что функ-
ционал Лагранжа зависит от параметра . Тогда
условия стационарности функционала (3.8) в тер-
минах производной Гато приобретают следую-
щий вид:

В результате получаем следующее интегральное
уравнение:

где

где вектор-функция  определена в (3.2).
Интегральное уравнение выполняется при лю-

бых функциях  из C1, если

(1.1)

ПРИЛОЖЕНИЕ B: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ТЕОРЕМ 1, 2

Доказательство теоремы 1. В силу условия а)
функция , непрерывная по совокуп-
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ное поле 
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( )( , )s rx θ

θ( )h

Ω θ( ) = 0.
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r r
y x

W y x

Таблица 3. Матрица расстояний для матрицы данных

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 0.61 0.2 0.22
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 0.71 0.22 0.2
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 0.8 0.22 0.14
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 2.42 2.94 3.04
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 2.86 3.38 3.48
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 2.73 3.26 3.35
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
8 0.61 0.71 0.8 2.42 2.86 2.73 2.68 0 0.61 0.71
9 0.2 0.22 0.22 2.94 3.38 3.26 3.2 0.61 0 0.1
10 0.22 0.2 0.14 3.04 3.48 3.35 3.29 0.71 0.1 0
11 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
12 0.22 0.14 0.2 3.23 3.68 3.55 3.49 0.82 0.36 0.32
13 0.54 0.63 0.71 2.47 2.92 2.79 2.73 0.14 0.5 0.6
14 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
15 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
16 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
17 3.31 3.4 3.45 0.36 0.22 0.22 0.1 2.73 3.23 3.32
18 0.4 0.3 0.22 3.38 3.83 3.7 3.64 1 0.45 0.36
19 1.3 1.39 1.46 1.71 2.15 2.02 1.97 0.72 1.24 1.33
20 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38

Таблица 4. Матрица расстояний для матрицы данных
(продолжение)

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 0.61 0.2 0.22
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 0.71 0.22 0.2
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 0.8 0.22 0.14
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 2.42 2.94 3.04
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 2.86 3.38 3.48
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 2.73 3.26 3.35
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
8 0.61 0.71 0.8 2.42 2.86 2.73 2.68 0 0.61 0.71
9 0.2 0.22 0.22 2.94 3.38 3.26 3.2 0.61 0 0.1

10 0.22 0.2 0.14 3.04 3.48 3.35 3.29 0.71 0.1 0
11 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
12 0.22 0.14 0.2 3.23 3.68 3.55 3.49 0.82 0.36 0.32
13 0.54 0.63 0.71 2.47 2.92 2.79 2.73 0.14 0.5 0.6
14 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
15 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
16 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 2.68 3.2 3.29
17 3.31 3.4 3.45 0.36 0.22 0.22 0.1 2.73 3.23 3.32
18 0.4 0.3 0.22 3.38 3.83 3.7 3.64 1 0.45 0.36
19 1.3 1.39 1.46 1.71 2.15 2.02 1.97 0.72 1.24 1.33
20 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 2.77 3.29 3.38
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Выберем в  произвольный вектор u и
определим векторное поле

В силу условия b) при фиксированном u поле
 не имеет нулей на сферах  достаточно

×r rR R

Π Ψ −λ λ( ) ( )( , )( ) = ( ) .r ru y x
u

Π λ( )u λ �=

большего радиуса . Поэтому на сферах 
определено вращение [30].

Рассмотрим два векторных поля

Эти векторные поля гомотопны [30] на сферах до-
статочно большего радиуса. Поэтому поле

не имеет нулей на сферах достаточно большого
радиуса при любых . Гомотопные поля
имеют одинаковые вращения:

На сферах достаточно большего радиуса век-
торные поля  невырожденные, но в
шаре  каждое из них может иметь неко-

торое количество особых точек. Обозначим 
и  – количество особых точек векторных
полей  соответственно. Поскольку
векторные поля гомотопны, то

В силу условия (3.15) эти особые точки изолиро-
ваны.

Воспользуемся теперь понятием индекса осо-
бой точки:

� λ �=

Π Ψ −

Π Ψ −

λ λ

λ λ

(1) ( ) ( )

(2) ( ) ( )

(1)
( , )

(2)
( , )

( ) = ( ) ,

( ) = ( ) .

r r

r r

u y x

u y x

u

u

Ω αΠ + − α Π

= Ψ − α + − α

λ λ λ

λ

(1) (2)

( ) ( )
(1) (2)

( ,

( ) = ( ) (1 ) ( ) =

)( ) [ (1 ) ]r r

u u

y x
u u

α ∈ [0,1]

γ Π γ Πλ λ(1) (2)( ( )) = ( ( )).
u u

Π Πλ λ(1) (2)( ), ( )
u u

≤λ � �1 <

κ (1)( )u
κ (2)( )u

Π Πλ λ(1) (2)( ), ( )
u u

κ κ κ(1) (2)( ) = ( ) = .u u

β− λ
λ

00 ( )ind( ) = ( 1) ,

Таблица 5. Матрица расстояний для кластера 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 0.1 0.22 3.01 3.45 3.32 3.27 3.36 3.36 3.36
2 0.1 0 0.14 3.1 3.55 3.42 3.36 3.45 3.45 3.45
3 0.22 0.14 0 3.16 3.61 3.48 3.42 3.51 3.51 3.51
4 3.01 3.1 3.16 0 0.45 0.32 0.28 0.36 0.36 0.36
5 3.45 3.55 3.61 0.45 0 0.14 0.2 0.1 0.1 0.1
6 3.32 3.42 3.48 0.32 0.14 0 0.14 0.1 0.1 0.1
7 3.27 3.36 3.42 0.28 0.2 0.14 0 0.1 0.1 0.1
8 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0
9 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0
10 3.36 3.45 3.51 0.36 0.1 0.1 0.1 0 0 0

_(256)

Рис. 8. Значения индикаторов для .
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Таблица 6. Матрица данных

№ Вид № Вид № Вид

1 6.4 3.2 2 8 5.2 2.7 2
2 6.5 2.8 2 9 5.7 2.8 2 15 4.9 3.0 1
3 7.0 3.2 2 10 6.6 2.9 2 16 5.0 3.4 1
4 5.4 3.9 1 11 5.1 3.5 1 17 4.9 3.1 1
5 4.7 3.2 1 12 6.3 3.3 2 18 6.9 3.1 2
6 4.6 3.4 1 13 5.5 2.3 2 19 4.9 2.4 2
7 4.6 3.1 1 14 4.4 2.9 1 20 5.0 3.6 1

1x 2x 1x 2x 1x 2x

Рис. 9. Результат рандомизированной кластеризации.

Пример результата кластеризации

x1

2.01.5 3.02.5 4.0 4.5 5.03.5

1.6
x2

1.4

1.2

1.0

0.6

0.8

0.4

0.2

1.0
0

Сluster № 1
Сluster № 2



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 504  2022

РАНДОМИЗАЦИЯ И ЭНТРОПИЯ 23

где  – количество собственных чисел матри-

цы  с отрицательной веще-
ственной частью. Из определения индекса видно,
что на его значение влияет четность величины ,
а не ее абсолютное значение. В силу условия (3.15)
четность всех особых точек одинаковая. Действи-
тельно, поскольку , то при любых

 собственные числа матрицы
 могут переходить из левой полу-

плоскости в правую только парами: веществен-
ные числа трансформируются в пару комплекс-
но-сопряженных, которые затем переходят мни-
мую ось.

Учитывая это обстоятельство, получим, что
вращение гомотопных полей

где β – количество собственных чисел матрицы
 для какой-нибудь особой точки.

Покажем, что векторное поле  имеет
единственную особую точку в шаре .
Рассмотрим уравнение

Пусть это уравнение при каждой фиксирован-
ной паре  имеет  особых точек, т.е. функ-

ций . Следовательно,
оно определяет многозначную функцию

,  ветвей которой изолированы (что
следует из изолированности особых точек). Каж-

β λ
0( )

Π λλ λ
0 0 ( ) ( )' ( ) = ( |, , )r rJu x y

β λ
0( )

≠0 ( ) ( )( | , ) 0r rJ λ x yλ

∈ ×( ) ( )( , )r r r rR Rx y

λ λ
0 ( ) ( )( | , )r rJ x y

βγ Π κ −( ) = ( 1) ,u

Π λ' ( )u

Π λ( )u

≤ ρ ρλ 1 <

Π Φ −λ λ( ) ( )( , )( ) = ( ) = 0.r ru x y
u

( ) ( ),r rx y κ
κ

…λ λ
(1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ), , ( , )r r r rx y x y

λ
( ) ( )( , )r rx y κ

дая из ветвей  определяет в  от-
крытое множество (в силу условия b), а

Это возможно только тогда, когда κ = 1. Следова-
тельно, для каждой пары  из  суще-
ствует единственная функция , обра-

щающая в ноль функцию . 

λ
( ) ( ) ( )( , )i r rx y ×r rR R

κ

×∪λ
( ) ( ) ( )

=1

( , ) = .i r r r r

i

R Rx y

( ) ( ),r rx y ×r rR R
λ

( ) ( )*( , )r rx y

λ
( ) ( )( | , )r rW x y ■

Рис. 10. Изображение точек на двумерном графике.

Пример точек для кластеризации
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Рис. 11. Значения индикаторов для .

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25
Значения индикатора кластеров

0.95
0.5 1.0 1.5 2.0

�105k

pX(k)

0

= [1,184 786]k

Рис. 12. Результат рандомизированной кластериза-
ции.

Пример результата кластеризации
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Доказательство теоремы 2. Из (3.15) и условия a)
теоремы 1 следует, что функция  –
аналитическая по совокупности переменных.
Поэтому левую часть уравнения (4.5) можно
представить обобщенным рядом Тейлора [31], и
строить решение также в виде обобщенного ряда
Тейлора. Степенные блоки этого ряда определя-
ются с помощью рекуррентной процедуры. .

ПРИЛОЖЕНИЕ C: ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
ЛЕММЫ 1

Доказательство. Элементы обратной матрицы

в силу условия леммы 1 ограничены, т.е.

Следовательно, существует константа α > 1,
для которой выполняется неравенство (3.23). 

ПРИЛОЖЕНИЕ D:
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММЫ 2

Согласно неравенству (3.10) имеем

Полагая, что матрица  невырожденная (сле-

дует из невырожденности Якобиана (3.15)), сле-
дуя лемме 1 и учитывая (3.26), норму обратной
матрицы можно оценить следующим образом:

При выполнении условий леммы 2

Отсюда видно, что при росте объема выборки
( ) нормы соответствующих якобианов
стремятся к нулю. Поэтому . 

ПРИЛОЖЕНИЕ E:
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3

Рассмотрим вспомогательную систему диффе-
ренциальных уравнений, получаемую из (5.24)
при :
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z z
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� = ( , )z z x y ■

γ → 0

На первом этапе доказывается ее устойчивость “в
целом”, т.е. при любых начальных отклонениях
из .

На втором этапе показывается, что алгоритм
(5.24) представляет собой схему Эйлера для вспо-
могательных дифференциальных уравнений.

Рассмотрим некоторые детали доказательства
и определим на  функцию:

Функция  строго выпукла на , принимает

минимальное значения в точке , ее гессиан
в этой точке невырожден. Определим ее произ-
водную по времени в силу исходных уравнений:

Отсюда имеем:

Следовательно, функция V является функцией
Ляпунова для вспомогательных дифференциаль-
ных уравнений на пространстве . Все решения
этих уравнений асимптотически устойчивы из
любых начальных условий  .

Алгоритм (5.24) представляет собой разност-
ную схему Эйлера. В силу асимптотической
устойчивости решений дифференциальных урав-
нений всегда существуют шаг  и область на-
чальных условий, для которых схема Эйлера схо-
дится. 
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Будем рассматривать смешанную задачу для
уравнения с конвективным слагаемым и обедня-
ющим потенциалом:

(1)

(2)

(3)

где a, b и h – достаточно гладкие функции в ,
 , 

.
Изучается задача управления с точечным на-

блюдением: управляя температурой  на левом
конце отрезка (функции  и  считаем фиксиро-

+ += ( ( , ) ) ( , ) ( , ) ,t x x xu a x t u b x t u h x t u
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ванными), стараемся сделать температуру 
в некоторой точке  близкой к заданной
функции  на всем интервале времени

. Обозначим через  множество
управляющих функций , а через , T) –
множество целевых функций z, будем далее счи-
тать множество  непустым, замкнутым и выпук-
лым. Качество управления оцениваем функцио-
налом

(4)

при этом  – решение задачи (1)–(3) с заданной
управляющей функцией ,  – весо-
вая функция, .

Считая функции z и  фиксированными, рас-
смотрим задачу минимизации

(5)

Эта задача возникает в модели управлении кли-
матом в промышленных теплицах (см. [1, 2]). По-
дробные пояснения к изучаемой математической
модели содержатся в [21]. Заметим, что экстре-
мальные задачи для уравнения теплопроводности
рассматривались в многочисленных работах (см.,
например, [3–5, 7]). Наиболее изученными явля-
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ются задачи с финальным наблюдением [3–6, 9].
Достаточно полный обзор ранних результатов со-
держится в [6], обзор новых результатов имеется в
[1, 9, 10, 14, 15]. По сравнению с предшествующи-
ми статьями о параболических задачах управле-
ния, где рассматриваются задачи с финальным
или распределенным наблюдением [5, 7, 8, 11],
мы рассматриваем точечное наблюдение. Новым
является и тип функционала качества. Эта работа
развивает и обобщает результаты работ авторов
[16–21]. В данной работе мы исследуем более об-
щее уравнение с переменным коэффициентом
диффузии a, коэффициентом конвекции b и по-
тенциалом , называемым потенциалом обедне-
ния, устанавливаем качественные свойства соот-
ветствующей минимизирующей функции. Поми-
мо исследования более общего уравнения (с
переменным коэффициентом , конвек-
тивным слагаемым  и неоднородным на-
чальным условием) мы также доказываем ряд но-
вых результатов: устанавливаем качественные
свойства минимизирующей функции и выводим
необходимые условия оптимальности. При дока-
зательстве используем результаты и методы, при-
веденные в [12, 13].

Определение 1. ([22], с. 15) Будем обозначать
через  банахово пространство функций

 с конечной нормой

(6)

таких, что  – непрерывное отображение
.

Обозначим через  множество функций
, удовлетворяющих условиям  = 0,
.

Определение 2. Решением задачи (1)–(3) будем
называть функцию , удовлетворяющую
условию  и интегральному тождеству

(7)

для всех .
Теорема 1. ([18], [19]) Задача (1)–(3) имеет

единственное решение , и для него спра-
ведливо неравенство

(8)
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Следствие 1. Отображение  непре-
рывно из пространства L2(0, 1) × (0,

T) в .
Для получения следующей оценки нам пона-

добится следующий принцип положительности.
Теорема 2. Пусть  – решение задачи (1)–(3) с не-

отрицательными начальной и граничными функция-
ми: , , . Тогда

решение u также неотрицательно: .

Замечание 1. Для функций  и  имеем
, .

Для доказательства этого утверждения делает-
ся замена неизвестной функции, в результате ко-
торой задача (1)–(3) сводится к задаче с краевым
условием третьего рода. Далее требуемый резуль-
тат получается применением модифицированно-
го метода барьерных функций.

С использованием теоремы 2 получена следу-
ющая оценка.

Теорема 3. Пусть , , ;
, , ; ,

. Тогда для решения задачи (1)–(3) имеет
место неравенство

(9)

Следствие 2. Пусть для a, b,  выполнены условия
теоремы 3, , . Тогда для решения задачи
(1)–(3) имеет место неравенство

(10)

Из теоремы 3 следует оценка снизу нормы
управляющей функции через значение функцио-
нала качества.

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3.
Тогда имеет место неравенство

(11)

Следствие 3. Пусть для a, b,  выполнены условия
теоремы 3, , . Тогда имеет место нера-
венство

(12)

Теорема 5. Если множество  ограничено, то
для любой  существует единственная
функция , для которой
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АСТАШОВА и др.

Исследуем свойства минимизирующей функ-
ции  как элемента множества .

Теорема 6. Если множество  огра-
ничено, коэффициенты a, b и  в уравнении (1) не за-
висят от t и , то . Для любого
замкнутого выпуклого , такого, что ,
справедливо неравенство .

Одной из важных проблем является проблема
точной управляемости экстремальной задачи.

Определение 3. Будем говорить, что задача (1)–
(3), (5) является точно управляемой из множества 
во множество Z, если для любого  существует
управляющая функция , для которой

(13)

При этом функцию  будем называть точным
управлением.

Следующая теорема утверждает, что множе-
ство Z функций , допускающих точ-
ную управляемость – достаточно “малое” под-
множество .

Теорема 7. Множество  всех функций , T),
допускающих точную управляемость, то есть таких,
что  для некоторой , T), явля-
ется множеством первой категории в , T).

Перейдем теперь к исследованию вопроса о
плотной управляемости.

Определение 4. Будем говорить, что задача (1)–
(3), (5) является плотно управляемой из множества 
во множество Z, если для всех  выполнено ра-
венство

Следующая теорема устанавливает плотную
управляемость задачи (1)–(3), (5) из  в

, T).
Теорема 8. Пусть коэффициенты a, b и  в (1) не

зависят от t. Тогда для любой  справед-
ливо равенство

(14)

Отметим, что доказательство этого результата
основано на применении теоремы Титчмарша о
свертке ([24], гл. 11, теорема 152).

Важным также является вопрос о получении
необходимых условий минимума для . Не-
обходимое условие может быть сформулировано
в терминах сопряженной к (1)–(3), (5) задачи. Так
мы будем называть смешанную задачу для обрат-
но параболического уравнения
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(15)

(16)

(17)

где  – решение (1)–(3).
Определение 5. Решением задачи (15)–(17) бу-

дем называть функцию , удовлетворяю-
щую условию  и интегральному тожде-
ству

(18)

для всех функций , таких, что 
и .

Теорема 9. Задача (15)–(17) имеет единствен-
ное решение  и для него справедливо не-
равенство

(19)

где постоянная C2 не зависит от , ,  и .
Теорема 10. Пусть  – минимизирующая

функция. Тогда для всех управляющих функций
 справедливо следующее неравенство:

(20)

где p – решение задачи (15)–(17) с .
Заметим, что след производной  суще-

ствует в силу теоремы о регулярности решений
параболических краевых задач (см., [23], гл. 3,
пар. 12).

Необходимое условие для минимизирующей
функции можно получить и без использования
сопряженной задачи. Так, если  – мини-
мизирующая функция, то для любой управляю-
щей функции  выполнено следующее нера-
венство

(21)
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ON THE EXTREME CONTROL PROBLEM WITH POINT OBSERVATION 
FOR A PARABOLIC EQUATION

I. V. Astashovaa,c, D. A. Lashind, and A. V. Filinovskiyab
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bBauman Moscow State Technical University, Moscow, Russian Federation
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In this paper we consider a control problem with point-wise observation for a one-dimensional parabolic
equation, which arises in a mathematical model of climate control in industrial greenhouses. We study a gen-
eral equation with variable di˙usion coe°cient, convection coe°cient, and depletion potential. For the extre-
mum problem of minimizing the integral weighted quadratic cost functional, we establish the existence and
uniqueness of the minimizing function. We also study exact controllability and dense controllability of the
problem. Necessary conditions for an extremum are obtained, and qualitative properties of the minimizing
function are studied.

Keywords: Parabolic equation, mixed problem, point observation, extremal problem, exact controllability,
dense controllability, necessary condition
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Работа посвящена математическому моделированию процессов диссоциации газовых гидратов в
пористой среде. Разработаны численные методы решения задач подземной гидромеханики, связан-
ные с таянием газовых гидратов в криолитозоне северных регионов и на шельфе арктических мо-
рей. Рассматриваемая система уравнений учитывает наличие льда и фазовый переход лед-вода, а
также присутствие соли. С помощью метода расщепления по физическим процессам система пре-
образована к блочному виду, в котором разделены диссипативная и гиперболическая части.
Это позволяет эффективно применить для каждого блока свой численный подход. В итоговом ал-
горитме выделены зоны, характеризующиеся разным набором уравнений и независимых перемен-
ных. В целях повышения устойчивости метода проведены термодинамический анализ физических
процессов и математическое согласование задач в зонах. В результате построена единая вычисли-
тельная схема и проведены пробные расчеты. Анализ результатов подтвердил эффективность раз-
работанного численного подхода.

Ключевые слова: газовые гидраты, фильтрация, математическое моделирование
DOI: 10.31857/S2686954322030080

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в мире уделяется большое
внимание изучению природных газовых гидратов
как возможных источников сырья и потенциаль-
ной угрозы, связанной с выделением метана при
их разрушении, в частности, под воздействием
климатических изменений. Часть обнаруженных
и гипотетических скоплений газовых гидратов
связана с зонами многолетнемерзлых пород и
шельфом арктических морей. Во многих работах
выдвигаются и подробно исследуются гипотезы о
связи ряда природных процессов, в том числе и
катастрофического характера, таких как образо-
вание воронок на суше в северных регионах, ши-
рокомасштабное выделение газа на дне океанов, с
разложением гидратов. В силу недостаточности
данных эта проблема является дискуссионной.
Одним из методов исследования здесь является

математическое моделирование. При его приме-
нении к процессам, связанным с газовыми гидра-
тами в криолитозоне северных регионов и на
шельфе арктических морей, в общей схеме расче-
тов фильтрационных процессов необходимо
учесть еще одну фазу – лед. В подобных задачах
также существенно влияние соли на условия тер-
модинамического равновесия гидратов [1, 2], по-
скольку соль содержится в морской воде и ис-
пользуется в технологических процессах в каче-
стве ингибитора. Работа посвящена разработке
математической модели диссоциации газовых
гидратов в пористой среде и соответствующего
численного алгоритма, позволяющих учесть на-
личие льда и соответствующего фазового перехо-
да, соли, а также растворенного газа. В качестве
основы взяты уравнения баланса масс, импульса
и энергии в предположении о термодинамически
равновесном характере процесса.

2. ИСХОДНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ

В газогидратной фазово-равновесной зоне
(ГРЗ) уравнения баланса массы флюидов для во-
ды (w), газа (g) и соли (c – в растворе, b – осадок),
а также полной внутренней энергии системы,
включая скелет, могут быть записаны в следую-
щей дивергентной форме:
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(1)

(2)

(3)

(4)

Здесь m – пористость; индексы обозначают:  –
гидрат, l – жидкая фаза, включающая воду (w),
растворенные в ней газ (g) и соль (с), g – свобод-
ный газ, i – лед, b – осадок соли, s – скелет;  –
растепленность порового пространства от гидра-
тов,  – его гидратонасыщенность; индекс
lib отвечает суммарно жидкой фазе, льду и солево-
му осадку в растепленном поровом пространстве;

 – их объемная доля в . Для объемных до-
лей Cl, Ci, Cb, объединенных в , выполнено со-
отношение: . Далее, βw и  –
массовые доли воды и газа в гидрате. В жидкой
фазе (l) для компонентных массовых долей воды

 и растворенных в ней газа  и соли  так-
же выполнено соотношение:  = 1.
В ГРЗ принимается, что . Если газ в
жидкой фазе отсутствует, то . Соответ-
ственно массовая доля воды и соли в жидкой фазе

, либо  при
. Плотности и их доли обозначены как {ρχ,

, где .
Также вводятся дольные плотности: Rwi =

=  – всей воды и льда, содержащихся в
, и  – всей соли, содержащей-

ся в . Аналогично,  –
внутренние энергии единицы массы гидрата,
жидкой фазы, воды, льда, свободного газа, соле-
вого осадка, также внутренние энергии единицы
массы  консистенции и скелета. При этом для

 – внутренней энергии жидкой фазы,
льда и солевого осадка, нормированной едини-
цей объема, в  консистенции выполнено Elib =
= .

Предполагается выполнение закона Дарси с
учетом гравитации, но без учета капиллярных сил
вода–газ: ,
где g – вектор ускорения свободного падения, P –
давление,  и  – динамические вязкости жид-
кости и свободного газа,  – перерасчет абсо-

лютной проницаемости с учетом части пор, занятой
льдом и солевым осадком,  и  – относительные
фазовые проницаемости жидкости и свободного га-
за с учетом подвижности в  консистенции только
жидкой фазы (l). W – поток тепла.

Диффузионные потоки воды, газа и соли в жид-
кой фазе представлены процессом молекулярной
диффузии в пористой среде [9] ;
α = w, g, c} с коэффициентами . Совместный
диффузионный поток воды и соли в жидкой фазе
определяется как . Поток тепла в
уравнении внутренней энергии (4) имеет вид:

что соответствует среде с коэффициентами {λχ(P,
T), . Здесь λlib =  +
+ Cbλb.

3. РАСЩЕПЛЕНИЕ ПО ФИЗИЧЕСКИМ 
ПРОЦЕССАМ

В качестве двух базовых переменных выбирают-
ся величины  и . Остальные параметры зада-
ются вектором π = {P, T, ,
состоящим из двух основных независимых пере-
менных π2 и шести вспомогательных (за исключе-
нием бессолевой ГРЗ в отсутствие жидкой фазы –
с одной базовой переменной π1 и вырожденным
дольно-солевым уравнением).

Преобразование системы уравнений, позволя-
ющее выделить диссипативный блок, произво-
дится методом расщепления по физическим про-
цессам, предложенным в работе [3]. В результате
для пары оставшихся независимых переменных
получается подсистема, не содержащая произ-
водные по времени от величин  и  и состоя-
щая из уравнения пьезопроводности в ГРЗ с жид-
ким раствором и твердофазными включениями,
обобщающего диссипативное уравнение теории
гидратов, полученное в работе [3], и дольно-соле-
вого уравнения.

{ }∂ + − β ρ + β ρ + =
∂

v v v
[ (1 ) ]

div[ ] 0,w wlib wi w
l l l l

m S S R S
t

V M

∂ − ρ + − −β ρ + β ρ
+ ρ + β ρ + =

∂
v v v v

{ [ (1 ) (1 )(1 ) ]}
div[ ] 0,

g
g glib g w lib l l l

g g l l l l
m S S S S S C

t
V V M

{ }∂ + β ρ + =
∂
v

[ ]
div[ ] 0,c clib cb

l l l l
m S S R

t
V M

+ ρ ε + ρ ε
+ ρ ε + + + =

∂
∂ + − ρ ε − −

+ ρ εv v v v
( ) ] ( ) }

( ) } 0.
{ [ ( (1 ) ) 1 1

div{lib lib lib g g s s
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t
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v

v
S
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v

1 S
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v

( )mS
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l β( )g

l β( )c
l

β + β + βw g c
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β =( 0)g
l
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+β ρ ρw
l l l i iC C

libS += β ρ ρc
cb l l l b bR C C

libS χε χ = ν{ , , , , , , , , }l w i g b lib s

libS
= ρ εlib lib libЕ

libS
ρ ε + ρ ε + ρ εl l l i i i b b bC C C

( )α α α α= − ⋅ μ ∇ − ρ α ={ / , , }lib rk k P l gV g

μl μg

libk

rlk rgk

libS

α α α= − ρ ∇β{ l l l lmDM
α
lD

= +wc w c
l l lM M M

( )( )
( ) ( )

= − λ + − λ +
+ − λ + − λ ∇

v

v v

{ [ 1
1 ] 1 } ,

lib lib lib g

s

m S S S
S m T

W

χ = ν, , , , , , , }l w i g b lib s λ + λl l i iC C

libS
v

S
α

γ β γ = α =, ; , , , , , }lC l i b w g c

libS
v

S



34

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 504  2022

ПОВЕЩЕНКО и др.

4. РАЗБИЕНИЕ ОБЛАСТИ ФИЛЬТРАЦИИ
НА НЕСКОЛЬКО ЗОН

В задачах фильтрации, связанных с газовыми
гидратами, исходная область разбивается на не-
сколько зон, различающихся по уравнениям и на-
бору основных неизвестных, описывающих про-
цесс. При отсутствии соли, льда, растворенного
газа таких зон три [4]: трехфазная (ГРЗ), где при-
сутствуют газ, вода и гидрат, талая – где гидратов
нет и гидратно-стабильная с отсутствующими
свободным газом или водой. В первой зоне ос-
новные неизвестные – , , . Температура
определяется по давлению из условия фазового
равновесия. Во второй зоне основные неизвест-
ные – Sw, P, T. В третьей – , P, T.

В рассматриваемом случае возникает семь зон,
для которых с использованием правила фаз Гибб-
са определено количество независимых парамет-
ров:

1. Жидкая фаза в ГРЗ с насыщенными газом и
солью.

, , , ,
, .

2. Солевой осадок и жидкая фаза в ГРЗ с насы-
щенными газом и солью.

, , , ,
, , .

3. Ненасыщенная солью жидко-ледяная смесь
в ГРЗ.

, , , ,
, , .

4. Насыщенная солью жидко-ледяная смесь в
ГРЗ.

, , , ,
, , .

5. Солевой осадок и жидко-ледяная смесь в
ГРЗ.

, , , ,

, .
Давление P0 и температура T0 являются кон-

стантами, определяемыми для данного процесса
экспериментально.

6. Солевой осадок в ГРЗ в отсутствие жидкой
фазы.

, , , .
7. Бессолевая ГРЗ в отсутствие жидкой фазы.

, , , , .
С помощью метода характеристик получены

условия согласования систем уравнений, отвеча-
ющих областям с разным количеством фаз и со-
держащих разное число неизвестных.

v
S wS P

v
S

=2 { , }P Tπ = 1lC = = 0i bC C β = − β − β1w g c
l l l

β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

=2 { , }lP Cπ = ( )disT T P = 0iC = −1b lC C
β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

= β2 { , }c
llCπ = β( )c

lP P = ( )disT T P = −1i lC C
= 0bC β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T

=2 { , }lP Cπ = ( )T T P = −1i lC C = 0bC
β = − β − β1w g c

l l l β = β ( , )g g
l l P T β = β ( , )c c

l l P T

=2 { , }l iC Cπ 0 0,P T = − −1b l iC C C β = −β −β1w g c
l l l

β = β 0 0( , )g g
l l P T β = β 0 0( , )c c

l l P T

=2 { , }iP Cπ = ( )disT T P = 0lC = −1b iC C

=1 { }Pπ = ( )disT T P = 0lC = 1iC = 0bC

5. МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ
При численных расчетах вычисления ускоря-

ются за счет разделения системы на диссипатив-
ную и гиперболическую части. Из диссипативной
части по неявной схеме находятся переменные
вектора π2, а на их основе вычисляются термоди-
намические параметры и по явной схеме рассчи-
тывается перенос насыщенностей  и . Также
проводится перерасчет абсолютной и фазовой
проницаемости.

При решении задач двухфазной фильтрации
широко используется аппроксимация фазовых
проницаемостей вверх по потоку [5]. В работе [3]
методом характеристик показано, что при учете
газовых гидратов часть величин надо брать вниз
по потоку. В данной работе получены обобщения
этих результатов с учетом льда и соли.

Для численного решения полученной системы
уравнений используется метод опорных операто-
ров [6, 7], позволяющий аппроксимировать урав-
нения в частных производных на нерегулярных
сетках. В работе [8] для подобных сеток в целях
обеспечения вычислительной устойчивости раз-
ностной схемы проведена эффективная моното-
низация аппроксимации по насыщенностям во-
дой и гидратами, а также по нелинейному пере-
носу внутренних энергий свободных воды и газа в
гидратизированной пьезопроводной части зада-
чи. В той же работе при дискретизации задачи
диссоциации газовых гидратов в пористой среде
использовался простой в реализации метод сво-
бодно-объемной аппроксимации сеточных функ-
ций по времени, учитывающий долю объема в по-
рах, занятой флюидами. В представленной работе
используются методы, аналогичные методам ра-
боты [8], обобщенные на случай диссоциации га-
зовых гидратов в пористой среде с учетом льда и
соли.

Итоговый численный алгоритм апробирован
на одномерной модельной задаче и подтвердил
свою эффективность.
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MATHEMATICAL MODELING OF DISSOCIATION OF GAS HYDRATE 
IN POROUS MEDIUM TAKING INTO ACCOUNT ICE AND SALINITY
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a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
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The work is devoted to the mathematical modeling of the dissociation processes of gas hydrates in a porous
medium. Numerical methods were developed for solving problems of underground hydromechanics associ-
ated with gas hydrates in the cryolithozone of the northern regions and on the shelf of the Arctic seas. The
considered system of equations takes into account the presence of ice and the ice-water phase transition, as
well as the presence of salt. Using the method of splitting by physical processes, the system was transformed
to a block form, in which the dissipative and hyperbolic parts were separated. This made it possible to effec-
tively apply its own numerical approach for each block. In the final algorithm, zones were identified that were
characterized by a different set of equations and independent variables. In order to increase the stability of the
method, a thermodynamic analysis of physical processes and mathematical coordination of problems in the
zones were carried out. As a result, a unified computational scheme was built and test calculations were car-
ried out. Analysis of the results confirmed the effectiveness of the developed numerical approach.

Keywords: gas hydrates, filtration, mathematical modeling
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Для уравнения  в котором  – гладкая функция своих перемен-
ных, финитная по x, изучается задача об определении этой функции по некоторой информации о
решениях задач Коши для дифференциального уравнения. Рассматриваются плоские волны, с рез-
ким фронтом распространяющиеся в однородной среде в направлении единичного вектора  и па-
дающие на неоднородность, локализованную внутри некоторого шара . Предполагается, что
решения задач могут быть измерены в точках границы этого шара в моменты времени, близкие к
приходу фронта волны для всевозможных значений вектора . Проводится исследование прямой
задачи, устанавливается существование ограниченного решения в окрестности характеристическо-
го клина, выводится амплитудная формула на фронте волны для производной по t от решения зада-
чи. Показывается, что решение обратной задачи редуцируется к серии задач рентгеновской томо-
графии.

Ключевые слова: полулинейное волновое уравнение, плоские волны, рентгеновская томография,
единственность
DOI: 10.31857/S2686954322030092

− Δ − ∈ R
4( , ) = 0, ( , ) ,ttu u f x u x t ( , )f x u

ν
( )B R

ν

Рассмотрим задачу Коши:

(1)

в которой  – гладкая функция переменных
x, u, финитная по , а g(t) является при t = 0
разрывной функцией,  и 
при . Относительно функции g(t) дополни-
тельно предположим, что ее структура такова:

 для значений , где , а при
t > ε произвольна (в частности, может быть  = 0
при t > ε). Параметр α может меняться, пробегая не-
которое множество значений. В (1) ν =  –
вектор, принадлежащий единичной сфере .
Смысл параметра t0 будет объяснен чуть ниже.
В поставленной выше задаче  и α играют роль
параметров. Поэтому ее решение обозначим че-
рез  , подчеркнув тем самым его зависи-
мость от этих параметров. Однако при исследова-

− Δ − ∈
+ − ⋅ ν

R
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S

2

ν

α ν( , , , )u x t

нии задачи (1) зависимость решения от  и α бу-
дет для краткости опускаться.

В дальнейшем нас будет интересовать задача
об определении функции  по некоторой
информации о решениях задачи (1). В связи с
этим сделаем некоторые предположения о функ-
ции , в рамках которых будет проведено все
дальнейшее рассмотрение.

Предположения.
1) носитель функции  при любом значе-

нии  содержится в шаре B(R) =  < R},
R > 0,

2) функции   являются непре-
рывными для , ,

3) , , , 
для ,

4) при любом  существует положи-
тельная постоянная , такая что имеет
место оценка

(2)

Обозначим .
Положим в (1) . Урав-

ν

( , )f x u

( , )f x u

( , )f x u
≥ 0u ∈ 3{ | | |x xR

( , ),f x u ( , )uf x u
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нение  описывает в однородном
пространстве (при ) плоскую волну, бе-
гущую в направлении вектора ν. В момент време-
ни t = 0 фронт этой волны касается области ,
в которой сосредоточена неоднородность.

Обратная задача. Найти  в области
,  по следующей информации о

решениях задачи (1):

(3)

где  – заданная функция и ε – произ-
вольное малое положительное число.

Обратные задачи об определении коэффици-
ентов в нелинейных гиперболических уравнени-
ях интенсивно изучаются в последние годы (см.
[1–9]). Настоящая работа основана на идее разло-
жения решения по особенностям в окрестности
фронта волны, использованной, в частности, в
статьях [10–13].

Теорема 1. Пусть ,  и функции
 и g(t) удовлетворяют сделанным выше пред-

положениям. Тогда вблизи характеристического
клина  существует единственное обоб-
щенное решение задачи (1) и оно представимо в виде

(4)

в котором H(t) – функция Хевисайда:  для
 и  для t < 0 и , а функция

 вычисляется по формуле

(5)

В этой формуле ds – элемент евклидовой длины,
а функция  в (4) является непрерывной по
своим арументам и бесконечно малой при

 – t0 + 0.
Доказательство этой теоремы состоит из це-

почки лемм.
В однородной среде (т.е. при ) реше-

ние задачи (1) имеет вид .
Из формулы Кирхгофа для неоднородного вол-
нового уравнения следует, что решение задачи (1)
удовлетворяет интегральному уравнению

(6)
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Так как  для  и
 = 0, то  при . По-

этому из (6) следует уравнение

(7)

в котором  – область, ограниченная осе-
симметричным параболоидом

с центральной осью, проходящей через  и на-
правленной в сторону вектора –ν.

Введем в рассмотрение семейство параболои-
дов

для .
Наряду с декартовой системой координат 

рассмотрим систему координат  с центром в
точке  и единичными ортами , e3:

В выписанных выше формулах , ,
2π). Кроме того, введем цилиндрическую систему
координат , связанную с системой 
равенствами , , ,

, 2π). Тогда

(8)

и уравнение, определяющее параболоид ,
принимает вид:

или

(9)

Следовательно, при  параболоид
 вырождается в луч L(x, ν) =:  =

= x + zν, z ≤ 0}.
В равенстве (7) вместо переменных интегриро-

вания  введем криволинейные координа-
ты . Тогда
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Поэтому уравнение (7) принимает вид

(10)

в котором переменная ξ определена формулами
(8) и (9).

Определим последовательность , k = 0,
1, ..., формулой:

(11)

Пусть  – фиксированная первообразная для

функции . При этом . Обозна-

чим через  обратную функцию к 
для u > 0. Тогда

(12)

Пусть ε – фиксированное число из интервала
. Обозначим

Лемма 1. Пусть  для , а
функция  удовлетворяет сделанным выше
предположениям. Тогда в области  последо-
вательность  удовлетворяет оценке:

(13)

Действительно, в силу монотонности функции
, имеем

ξ τ ψ
− ξ

= = .
| | | |

d dy d dzd
x y

⋅ν− τ ν

+ − ⋅ ν +

+ ξ ξ − ξ − ψ τ =
π  

0

0

( , , )

( , ) = ( )

1 ( , ( , | |))
4

t

x t P x

u x t g t t x

f u t x d dzd

+ − ⋅ ν +0= ( )g t t x

τ+ − ⋅ν π

⋅ν− −∞

+ ξ ξ − ξ − ψ τ
π

≥ ⋅ ν −

  
0

0

( )/22

0

0

1 ( , ( , | |)) ,
4

,

t t x

x t

u u t x d dzd

t x t

( , )ku x t

+ − ⋅ ν0 0( , ) = ( ),u x t g t t x

−
⋅ν− τ ν

+ − ⋅ ν +

+ ξ ξ − ξ − ψ τ
π  

0

0

1
( , , )

( , ) = ( )

1 ( , ( , | |)) ,
4

k
t

k
x t P x

u x t g t t x

f u t x d dzd

≥ ⋅ ν −… 0= 1,2, , .k t x t

( )F u

01/ ( )f u
0

1'( ) =
( )

F u
f u

−1( )F p = ( )p F u

− −1 1
0( ) = ( ( )).d F p f F p

dp

α − α(0,( (2 ) ( )))F F

ν ε ≤ + − ⋅ ν ≤ ε0( , ) = {( , ) | 0 ( ) }.G x t R t t x

α( ) = > 0g t ∈ ε[0, / ]t R
( , )f x u

ν ε( , )G
( , )ku x t

−≤ α + + − ⋅ ν
∈ ν ε …

1
00 < ( , ) ( ( ) ( )), 

( , ) ( , ), = 0,1,2, .
ku x t F F R t t x

x t G k

( )F u

Далее,

Последнее равенство в этой цепочке соотноше-
ний получается, если сделать замену переменной τ
на новую переменную  и
проверить, используя (12), что

С помощью подобных же вычислений проверяет-
ся положительность  в области :

В точности такие же вычисления показывают
справедливость оценок (13) при любых k.

Следствие 1. При выполнении условий леммы 1 по-
следовательность  является равномерно
ограниченной в области , причем для всех k
выполнено неравенство:

(14)

Лемма 2. В условиях Леммы 1 последовательность
 равномерно сходится в области  и опре-
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деляет в этой области непрерывную предельную
функцию .

Введем в рассмотрение разности

Из формулы (11) следуют равенства

(15)

В формуле (15) функция  определена
равенством

(16)

Из формул (11) вытекает оценка

Величина  легко оценивается на осно-
ве следствия 1 и неравенства (2):

Полагая в формуле (15) k = 2, находим, что

Продолжая процесс оценок разностей , на-
ходим, что

(17)
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Из оценки (17) вытекает равномерная сходи-

мость ряда  в области . Это дока-
зывает также равномерную сходимость последо-
вательности  в той же самой области. Так
как, очевидно, все  положительны и непре-
рывны в этой области, то предел этой последова-
тельности определяет положительную функцию

, которая является непрерывным для
 решением задачи (1).

Следствие 2. Предельная функция  последо-
вательности  является непрерывным реше-
нием уравнения (10) в области , и для нее вы-
полнено неравенство:

(18)

Лемма 3. В области  уравнение (10) имеет
единственное непрерывное решение.

Пусть существуют два решения , k = 1, 2,
положительные, непрерывные и ограниченные в
области  некоторой постоянной K. Обозна-
чим . Запишем ра-
венство (10) для  и  и найдем соотно-
шение для их разности, используя представление
(16). В результате получим

(19)

В силу (16) имеет место оценка .
Так как , а интервал интегрирования
по переменной z, в силу финитности функции

, не превосходит 2R, то из (19) получим

(20)

Подставляя (20) в равенство (19), получаем новую
оценку

Повторяя этот процесс итераций n раз, приходим
к оценке
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(21)

Поскольку правая часть равенства (21) равномер-
но стремится к нулю в области  при ,
то  в этой области. Следовательно,

 для всех .

Лемма 4. При выполнении условий леммы 1 реше-
ние задачи (1) представимо в области  в
виде (3).

Введем новую функцию . Эта
функция удовлетворяет уравнению

(22)

Сделаем в интеграле замену переменной τ на :

тогда уравнение (22) примет вид

При  имеют место предельные со-
отношения , а параболоид  вы-
рождается в луч

Таким образом, функция  равномерно стре-
мится к нулю при . Поэтому

(23)

Используя (23), равенство (22) можно записать в
виде

где  при .
Так как  и  для

, то отсюда следует представление (3),
в котором

В силу теоремы 1 и формул (4), (5), информа-
ция (3) определяет интегралы

(24)

в которых функция  вычисляется по фор-
муле

Таким образом, при любом фиксированном
значении  известны интегралы по всем
прямым пересекающим область B(R). В результате
задача об определении  при каждом фикси-
рованном значении α по информации (3) сводится
к задаче рентгеновской томографии (см., напри-
мер, [14]). Известно, что решение такой задачи
единственно. В связи с этим верна следующая
теорема единственности.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда обратная задача может иметь только одно
решение.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ
Работа выполнена в рамках государственного зада-

ния ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0009).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Kurylev Y., Lassas M., Uhlmann G. Invent. Math. 2018.

V. 212. P. 781–857.
2. Lassas M., Uhlmann G., Wang Y., Comm. Math. Phys.

2018. V. 360. P. 555–609.
3. Barreto A.S. Inverse Probl. Imaging. 2020. V. 14. № 6.

P. 1057–1105.
4. Lassas M. Proc. Int. Congress of Math. ICM 2018, Rio

de Janeiro, Brazil. 2018. V. III. P. 3739–3760.
5. Stefanov P., Barreto A.S. arXiv:2102.06323. 2021.

+ − ⋅ νν ≤

∈ ν ε

0( ))| ( , , )| ( ) ,
!

( , ) ( , ).

n
n n t t xw x t KR M K

n
x t G

ν ε( , )G → ∞n
( , ) = 0w x t

1 2( , ) = ( , )u x t u x t ∈ ν ε( , ) ( , )x t G

ν ε( , )G

− αv( , ) = ( , )x t u x t

τ+ − ⋅ν π

⋅ν− −∞

ξ α +
π

+ ξ − ξ − ψ τ
∈ ν ε

  
0

0

( )/2 2

0

1( , ) = ( ,
4

( , | |)) ,
( , ) ( , ).

t t x

x t

x t f

t x d dzd
x t G

v

v

τ1

τ ⋅ ν − + + − ⋅ ν τ0 0 1= ( ) ,x t t t x

+ − ⋅ν τ π

−∞

+ − ⋅ ν ξ α +
π

+ ξ − ξ − ψ τ
∈ ν ε

  
0 11 ( ) /2 2

0

0 0

1

( )( , ) = ( ,
4

( , | |)) ,
( , ) ( , ).

t t x
t t xx t f

t x d dzd
x t G

v

v

→ ⋅ ν − +0 0t x t
ξ + ν= x z τ ν( , , )P x

ν ξ ∈ ξ + ν ≤R
3( , ) = { | = , 0}.L x x z z

v( , )x t
→ ⋅ ν − +0 0t x t

+ − ⋅ν τ π

−∞

ξ α + ξ − ξ − ψ τ =  
0 11 ( ) /2 2

1
0 0

( , ( , | |)
t t x

f t x d dzdv

−∞

π + ⋅ ν α + + − ⋅ ν
0

0= 2 ( , ) ( ),f x z dz o t t x

→ ⋅ ν − +0 0.t x t

+ − ⋅ ν ×
 

× + ⋅ ν α +  
 

≥ ⋅ ν −



v

v

0

( , )

0

( , ) = ( )

1 ( , ) ( , ) ,
2

,
L x y

x t t t x

f x z dz x t

t x t

+ − ⋅ νv 0( , ) = ( )x t o t t x → ⋅ ν − +0 0t x t
+ αv( , ) = ( , )u x t x t ( , ) = 0u x t

≤ ⋅ ν − 0t x t

ν ν − ⋅ ν
→ ⋅ ν − +

v

0

( , , ) = ( , , ) = ( )
при 0.

u x t x t o t x
t x t

∞

+

− ⋅ ν α ν α

ν ∈ ∈ ν α ∈


S

0
2

( , ) = ( , , )

для всех , ( ), (0, ],R

f x s ds p x

x S U

ν α( , . )p x

→ ⋅ν− +

∂ν α ν α
∂

= ⋅ ν − + ν α
00

0

( , , ) = 2 ( , , , ) =lim

2 ( , 0, , ).
t x t

t

hp x x t
t

h x x t

α ∈ (0, ]U

α( , )f x



ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 504  2022

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 41

6. de Hoop M., Uhlmann G., Wang Y. Mathematische An-
nalen. 2020. V. 376. № 1–2. P. 765–795.

7. Wang Y., Zhou T. Comm. PDE. 2019. V. 44. № 11.
P. 1140–1158.

8. Uhlmann G., Zhai J. Discrete  Continuous Dynami-
cal Systems - A. 2021. V. 41. № 1. P. 455–469.

9. Barreto A.S., Stefanov P. arXiv: 2107.08513v1. [math.
AP] 18 Jul 2021.

10. Klibanov M.V., Romanov V.G. Eurasian J. of Math. and
Comp. Appl. 2015. V. 3. № 1. P. 48–63.

11. Романов В.Г. Сиб. матем. журн. 2018. Т. 59. № 3.
С. 626–638.

12. Романов В.Г. Доклады АН. 2021. Т. 496. № 1. С. 53–
55.

13. Романов В.Г. Доклады АН. 2021. Т . 501. № 6. С. 79–
83.

14. Наттерер Ф. Математические аспекты компью-
терной томографии. М.: Мир, 1990, 279 с. 

AN INVERSE PROBLEM FOR SEMI-LINEAR WAVE EQUATION
 Corresponding Member of the RAS V. G. Romanova

a Sobolev Institute of Mathematics, Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences,
Novosibirsk 630090, Russian Federation

For equation  where  is a smooth function of their variables and
compact in x, an inverse problem of recovering this function from a given information on solutions of Cauchy
problems for the differential equation is studied. Plane waves with strong front that propagate in homoge-
neous medium in the direction of the unit vector ν and then fall down on the inhomogeneity localized inside
some ball B(R) are considered. It is supposed that solutions of Cauchy problems can be measured on the
boundary of this ball for all ν at the time close to arriving time of the front. The forward Cauchy problem is
studied and existence of the unique bounded solution in a vicinity of a characteristic wedge is stated. An am-
plitude formula for the derivative of the solution with respect to t on the front of the wave is derived. It is
demonstrate that the solution of the inverse problem reduces to the well known X-ray tomography.

Keywords: semilinear wave equation, plane waves, X-ray tomography
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Проведен сравнительный анализ точности разностных схем Русанова, CABARETM и WENO5 при
расчете задачи о разрушении плотины для уравнений теории мелкой воды. Показано, что все три
схемы имеют первый порядок сходимости внутри области, занимаемой центрированной волной
разрежения, а в области постоянного течения между ударной волной и волной разрежения схема
Русанова имеет второй порядок сходимости, в то время как в схемах CABARETM и WENO5 в этой
области локальная сходимость отсутствует. Связано это с тем, что численные решения, получаемые
по схемам CABARETM и WENO5, имеют незатухающие осцилляции в области влияния ударной
волны, амплитуда которых не снижается при уменьшении шагов разностной сетки. В результате, с
учетом теоремы Лакса-Вендрофа, численные решения, получаемые по консервативным схемам
CABARETM и WENO5, лишь слабо сходятся к точному постоянному решению в области влияния
ударной волны, в отличие от схемы Русанова, которая в этой области локально сходится к точному
решению со вторым порядком.

Ключевые слова: схема Русанова, схема CABARET, схема WENO5, ударная волна, локальная сходи-
мость разностного решения
DOI: 10.31857/S2686954322030043

1. В работе [1], широко известной в связи со
схемой распада разрыва, было введено понятие
монотонности разностной схемы и показано, что
среди линейных двухслойных по времени схем
нет монотонных схем повышенного порядка ап-
проксимации. Дальнейшее развитие теории раз-
ностных схем сквозного счета для гиперболиче-
ских систем законов сохранения в значительной
степени было направлено на преодоление этого
“запрета Годунова”. В результате были разработа-
ны различные классы разностных схем, в которых
повышенный порядок аппроксимации на гладких
решениях и монотонность (при аппроксимации
линейной системы и скалярного закона сохране-
ния) достигались за счет нелинейной коррекции

потоков, приводящей к нелинейности этих схем
даже при аппроксимации линейного уравнения
переноса. Перечислим основные классы таких
схем, которые будем сокращенно называть NFC
(Nonlinear Flux Correction) схемами: MUSCL-
схемы [2], WENO-схемы [3], DG-схемы [4] и
CABARET-схемы [5]. Основное достоинство этих
схем заключается в том, что они с высокой точно-
стью локализуют ударные волны при отсутствии
существенных нефизических осцилляций.

Было показано, что NFC-схемы имеют не бо-
лее чем пеpвый поpядок как локальной сходимо-
сти в областях влияния удаpных волн [6, 7], так и
интегральной сходимости на интервалах, одна из
границ которых находится в области влияния
ударной волны [8–10]. В то же время некоторые
немонотонные схемы повышенной точности,
имеющие аналитические функции численных по-
токов и, как следствие, с повышенной точностью
аппроксимирующие -условия Гюгонио, сохраня-
ют повышенный порядок сходимости в негатив-
ной норме при интегрировании по областям, со-
держащим сильные разрывы [8]. В результате эти
немонотонные схемы, в отличие от NFC-схем,
сохраняют повышенный порядок сходимости в
областях влияния ударных волн, несмотря на за-
метные схемные осцилляции на их фронтах.
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В связи с этим был предложен метод построе-
ния комбинированных разностных схем сквозно-
го счета [11], которые сочетают достоинства как
NFC-схем, так и классических немонотонных
схем, а именно, с повышенной точностью лока-
лизуют фронты ударных волн и одновременно со-
храняют повышенный порядок сходимости в об-
ластях их влияния. В комбинированной разност-
ной схеме применяется базисная немонотонная
схема, которая имеет повышенный порядок схо-
димости в областях влияния ударных волн. По ба-
зисной схеме разностное решение строится во
всей расчетной области. В окрестностях больших
градиентов, где это решение имеет нефизические
осцилляции, оно корректируется путем числен-
ного решения внутренних начально-краевых за-
дач по одной из NFC-схем. В [11] в качестве ба-
зисной использовалась схема Русанова [12] тре-
тьего порядка классической аппроксимации, а в
качестве внутренней NFC-схемы применялась
монотонная модификация схемы CABARET [5]
второго порядка точности на гладких решениях.
Для этой модификации схемы CABARET, изу-
ченной в [10], будем использовать аббревиатуру
CABARETM.

Один из потенциальных недостатков комби-
нированной схемы может заключаться в том, что
осцилляции, возникающие на фронте ударной
волны в немонотонной базисной схеме, с течени-
ем времени могут распространяться в гладкие ча-
сти рассчитываемого точного решения (прежде
всего, в область влияния ударной волны), что бу-
дет приводить к постепенному расширению рас-
четной области для внутренней NFC-схемы и к
соответствующему снижению эффективности
комбинированной схемы. Однако на самом деле
имеет место противоположная ситуация. В [13]
было обнаружено, что при численном расчете по
NFC-схеме DG-метода [4] классической задачи
Шу–Ошера [14] за фронтом ударной волны, рас-
пространяющейся по энтропийному возмуще-
нию, отсутствует локальная сходимость числен-
ного решения к точному. Связано это с возник-
новением численных осцилляций, амплитуда
которых перестает убывать при уменьшении про-
странственного шага сетки, начиная с некоторого
его достаточно малого значения.

В настоящей работе показано, что аналогич-
ная проблема возникает при расчете ударных
волн и по другим NFC-схемам. А именно, чис-
ленное решение задачи о разрушении плотины
для уравнений мелкой воды, получаемое по не-
монотонной схеме Русанова [12], несмотря на за-
метные осцилляции на ударной волне, в области
ее влияния монотонно сходится к точному реше-
нию со вторым порядком. В то же время числен-
ные решения этой задачи, получаемые по NFC-
схемам CABARETM [10] и WENO5 [3], имеют не-
затухающие осцилляции в области постоянного

течения между ударной волной и центрирован-
ной волной разрежения, что приводит к отсут-
ствию локальной сходимости этих решений в об-
ласти влияния ударной волны.

2. Векторная форма записи системы законов
сохранения первого приближения теории мелкой
воды в случае прямоугольного горизонтального
русла без учета донного трения имеет вид

(1)

где

(2)

 и  – глубина и расход жидкости,
g =9.81 – ускорение свободного падения. Рас-
смотрим для системы (1), (2) задачу о разрушении
плотины, т.е. задачу Римана со следующими ку-
сочно-постоянными начальными данными

(3)

Решение этой задачи представляет собой ударную
волну, распространяющуюся с постоянной скоро-
стью , и центрированную волну пониже-
ния, между которыми расположена область посто-
янного течения. Численное решение задачи (1)–
(3) будем строить на равномерной прямоугольной
сетке , , в которой временной шаг

 выбирается из условия устойчивости Куранта

(4)

где  – скорости характеристик в
системе (1), (2),  – точное решение задачи
(1)–(3),  – коэффициент запаса.

На рис. 1 и 2 на момент времени T = 1 приведе-
ны результаты численных расчетов задачи (1)–(3)
по разностным схемам Русанова [12], CABA-
RETM [10] и WENO5 [3]. На рис. 1а показано
сравнение точного решения для глубины жидко-
сти с результатами ее численных расчетов на раз-
ностной сетке с пространственным шагом h =
= 0.36. Из этого рисунка следует, что немонотон-
ная схема Русанова имеет нефизические осцил-
ляции на фронте ударной волны, которые отсут-
ствуют в NFC-схемах CABARETM и WENO5.
При этом схема CABARETM размазывает удар-
ную волну и слабые разрывы на границах центри-
рованной волны понижения существенно мень-
ше, чем схема Русанова и схема WENO5.

На рис. 1б приведены порядки локальной схо-
димости разностных решений, которые вычисля-
ются по формуле Рунге
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(5)

и корректируются при помощи функции ограни-
чения

(6)

где , , N – натуральное число,
 и  – численные решения, получаемые на

сетках с проcтранственными шагами h и h/3 соот-
ветственно. Расчеты порядков сходимости ρj про-
водились на базисной сетке с пространственным
шагом  и показаны на рис. 1б для каждо-
го 40-го пространственного узла  разност-
ной сетки. Из рис. 1б следует, что внутри центри-
рованной волны понижения все три схемы имеют
первый порядок сходимости, а в области посто-
янного течения между ударной волной и волной
разрежения схема Русанова имеет второй поря-
док сходимости, в то время как значения , полу-
чаемые по формулам (5), (6) для схем
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CABARETM и WENO5, сильно осциллируют, в
силу чего порядок локальной сходимости этих
схем в области влияния ударной волны является
неопределенным.

Для объяснения этих результатов были проведе-
ны серии тестовых расчетов на последовательности
сжимающихся сеток, которые показали следующее.
Разностное решение, получаемое по схеме Русано-
ва, является монотонным (как по глубине, так и по
расходу жидкости) внутри области влияния удар-
ной волны вне некоторых окрестностей фронта
ударной волны и слабого разрыва на правой грани-
це волны понижения, где со вторым порядком
сходится к точному постоянному решению. В то
же время разностные решения, получаемые по
NFC-схемам CABARETM и WENO5, имеют не-
затухающие осцилляции в области влияния удар-
ной волны, структура которых зависит от значе-
ния параметра z, входящего в условие устойчиво-
сти (4). Из рис. 2а видно, что при  на
отрезке , расположенном внутри области
влияния ударной волны, схема CABARETM име-
ет численные осцилляции, амплитуда которых
приблизительно одинаковая при пространствен-

= 0.45z
[3.2,4.2]

Рис. 1. Глубина жидкости (а) и локальные порядки сходимости (б) в момент времени T = 1, получаемые по схемам Ру-
санова (крестики), CABARETM (точки) и WENO5 (кружки); на рисунке (а) сплошная линия – точное решение, пунк-
тирная линия – начальное значение глубины жидкости.
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ных шагах разностной сетки ,  и  =
= h/9, где , а длина волн уменьшается
приблизительно в три раза при переходе от сетки
с шагом hi к сетке с шагом , т.е. пропорцио-
нально отношению . Из рис. 2б подобный
результат следует для численных решений схемы
WENO5 на отрезке . Аналогичное пове-
дение осцилляций в области влияния ударной
волны было получено в [13] при расчете DG-ме-
тодом [4] задачи Шу–Ошера [14]. Из рис. 2 также
следует, что амплитуда осцилляций, получаемых
при расчете по схеме CABARETM, приблизи-
тельно на порядок больше, чем при расчете по
схеме WENO5, в то время как длина осцилляци-
онных волн почти одинаковая для обеих схем при
фиксированном значении шага сетки hi.

Таким образом, наблюдается следующая об-
щая тенденция: в разностных решениях, получае-
мых по NFC схемам, может отсутствовать локаль-
ная сходимость к точному решению в областях
влияния ударных волн. В этом случае, с учетом
теоремы Лакса–Вендрофа [15], предельные раз-
рывные решения консервативных NFC схем яв-
ляются лишь слабыми решениями аппроксими-
руемой системы законов сохранения в областях
влияния ударных волн. 

1 =h h 2 = /3h h 3h
= 0.009h

+1ih

+1/i ih h

[3.6,4.6]
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ON CONVERGENCE OF FINITE-DIFFERENCE SHOCK-CAPTURING 
SCHEMES IN THE REGIONS OF SHOCK WAVES INFLUENCE

O. A. Kovyrkinaa,b, V. V. Ostapenkoa,b, and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkinc

a Lavrentyev Institute of Hydrodynamics Siberian Branch of the Russian Academy of Science, Novosibirsk, Russian Federation
b Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russian Federation

c Keldysh Institute of Applied Mathematics, the Russian Academy of Science, Moscow, Russian Federation

We perform a comparative accuracy study of the Rusanov, CABARETM, and WENO5 difference schemes
used to compute the dam break problem for shallow water theory equations. We demonstrate that all three
schemes have the first order of convergence inside the region occupied by a centered rarefaction wave, and
the Rusanov scheme has the second order of convergence in the area of constant f low between the shock and
the rarefaction wave, while in the CABARETM and WENO5 schemes there is no local convergence in this
area. This is due to the fact that the numerical solutions obtained by the CABARETM and WENO5 schemes
have undamped oscillations in the region of influence of the shock, the amplitude of which does not decrease
with decreasing of the difference grid steps. As a result, taking into account the Lax-Wendroff theorem, the
numerical solutions obtained by the conservative schemes CABARETM and WENO5 converge only weakly
to the exact constant solution in the region of influence of the shock wave, in contrast to the Rusanov scheme,
which locally converges with the second order to the exact solution in this region.

Keywords: Rusanov scheme, CABARET scheme, WENO5 scheme, shock, local convergence of the differ-
ence solution
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РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ НА ОСНОВЕ 
РЕГУЛЯРИЗОВАННОГО МОДИФИЦИРОВАННОГО МЕТОДА
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Исследуется нелинейное операторное уравнение при нарушении условий корректности по Адама-
ру. Для построения устойчивого метода решения уравнения предлагается двухэтапный метод,
включающий в себя модифицированный метод Тихонова и модифицированный итерационный
процесс Гаусса–Ньютона для аппроксимации решения регуляризованного уравнения. Доказыва-
ются сходимость итераций и сильная фейеровость процесса. На классе истокообразно представи-
мых решений устанавливается оптимальная по порядку оценка погрешности двухэтапного метода.

Ключевые слова: некорректно поставленная задача, модифицированный метод Тихонова, модифи-
цированный процесс Гаусса–Ньютона
DOI: 10.31857/S2686954322030110

1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим обратную задачу в форме нели-
нейного некорректно поставленного оператор-
ного уравнения

(1)

заданного на паре гильбертовых пространств
. Здесь непрерывно дифференцируемый опе-

ратор A не имеет непрерывного обратного опера-
тора, правая часть f задана cвоим -приближени-
ем , .

Для построения регуляризованного семейства
приближенных решений предлагается двухэтап-
ный метод, в котором сначала уравнение регуля-
ризуется модифицированным методом Лаврен-
тьева–Тихонова

(2)

а для аппроксимации решения  уравнения (2)
применяется модифицированный метод Нью-
тона

=( ) ,A u f

,U F

δ
δf δ− ≤ δf f

δ− + α − =0 0'( )*( ( ) ) ( ) 0,A u A u f B u u

αu

(3)

в котором производная в операторе шага 
вычисляется в фиксированной точке u0 в течение
всего процесса итераций. Поэтому по отноше-
нию к операторному уравнению (1) итерацион-
ный процесс (3) является модифицированным
методом Гаусса–Ньютона (МГН). Оператор B в
прикладных задачах играет роль информацион-
ного оператора, содержащего важные априорные
сведения о решении (см., например, работы [1, 2]
по термическому зондированию атмосферы), ко-
торые необходимо учитывать в алгоритме. При
некоторых условиях на оператор и начальное
приближение для достаточно малых значений па-
раметра шага удается обосновать линейную ско-
рость сходимости процесса (3), установить силь-
ную фейеровость оператора шага  и оценить по-
грешность двухэтапного метода.

Метод (2), (3) при  – единичный опера-
тор и  исследовался в работе [3], где доказана
сходимость процесса (3) с линейной скоростью и
более слабое условие – фейеровость оператора
шага T. Кроме того, в [3, 4] рассматривался более
сложный в реализации трехпараметрический ва-
риант процесса (3), в котором при  обраща-
емый оператор содержал дополнительный пара-
метр , роль которого отлична от параметра α.

+ −

δ

= − γ + α ×
× − + α − ≡

1 0 0 1

0 0

[ '( )* '( ) ]

[ '( )*( ( ) ) ( )] ( ),

k k

k k k

u u A u A u B

A u A u f B u u T u

( )kT u

T

=B I
γ = 1

=B I
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ВАСИН

Таким образом, как и в [3], доказываются схо-
димость итераций, сильная фейеровость операто-
ра шага  и устанавливается оценка погрешности
двухэтапного метода по невязке в более общей
ситуации (с информационным оператором ) на
основе более простой итерационной схемы (3) с
двумя управляющими параметрами . В част-
ном случае, когда оператор , на классе исто-
кообразно представимых решений устанавлива-
ется оценка погрешности приближенного реше-
ния, полученного двухэтапным методом.

2. СХОДИМОСТЬ И ОЦЕНКА 
ПОГРЕШНОСТИ ИТЕРАЦИЙ

Лемма 1. Предположим разрешимость уравне-
ния  (1) и разрешимость уравнения (2). Пусть A –
линейный ограниченный оператор, для которого вы-
полнено условие

Тогда справедлива оценка

Перейдем к рассмотрению второго этапа метода,
т.е. исследованию сходимости процесса (3).

Теорема 1. Предположим разрешимость уравне-
ния (1) и разрешимость уравнения (2) для любых

. Пусть выполнены следующие условия:

1) , , 

;

в шаре  содержащем ; здесь  – ре-
шения уравнений (1) и (2) соответственно.

2) B – положительно определенный оператор,
удовлетворяющий условиям леммы 1;

3) , ,

где u0 – стартовая точка в итерационном процессе
(3), которая совпадает с пробным решением в
уравнении (2) и точкой, в которой вычисляется
производная оператора A.

Тогда при  оператор ,
реализующий процесс (3), является сильно {uα}-

фейеровским в шаре  и имеет место схо-
димость итераций

(4)

а при  справедлива оценка

(5)

T

B

α γ,
=B I

≥ κ κ >2, , 0.Bu u u

−+ α ≤ κα α >1( * ) 1/( ), 0.A A B

δα, f

≤0
0'( )A u N − ≤ −1 2 1 1 2( ) ( )A u A u N u u

− ≤ −1 2 2 1 2'( ) '( )A u A u N u u

0( ; )S u R α,̂u u α,̂u u

α − ≤0 0u u r = κα0
0 2/(5 )r N N

γ < ακ + α0 2( )/( )N N B T

α
0( ; )S u r

α→∞
− =lim 0,k

k
u u

γ = ακ + α0 2( )/2( )N N B
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= − κα

0

2 (1/2)
0 2

,

(1 ( ) /4( )) ,

k k ku u q r q r

q N N

где  не зависит от α.
Доказательство. Введем обозначения

Имеем соотношения:

(6)

Учитывая условия 1 теоремы и неравенства

из (6) получаем соотношения

(7)

Принимая во внимание условие 3 теоремы и тот
факт, что , из неравенств (7) получаем
окончательную оценку снизу

(8)
Кроме того , имеем следующую оценку сверху:

(9)

Сильная фейеровость оператора T означает
выполнение неравенства

(10)

≤0r r
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для некоторого , что эквивалентно неравен-
ству

(11)

Из соотношений (8), (9) имеем

(12)

Сравнивая неравенства (11) и (12), приходим к
выводу, что при  опера-
тор T, генерирующий итерационный процесс (3),
является сильно фейеровским.

Полагая в (10) , заключаем, что
 = 0, откуда на ос-

новании неравенства (9) вытекает сходимость (4).
Из (8), (9) следует неравенство

правая часть которого при γ =  +
+ α||B||)2, принимает наименьшее значение, что
при  влечет оценку (5).

3. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ 
ДВУХЭТАПНОГО МЕТОДА

Лемма 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Пусть уравнение (2) имеет решение  при любых

  и  принадлежит шару  при
связи параметров  . Тогда справед-
лива оценка невязки для двухэтапного метода.

Рассмотрим частный случай оператора .
Для получения погрешности приближенного ре-
шения, полученного двухэтапным методом, не-
обходимо оценить погрешность, вносимую ме-
тодом регуляризации (2). Для этого потребуются
дополнительные условия на оператор и истоко-
образная представимость решения, а именно:

1) пусть  существуют константы

 и элемент , такие что для лю-
бых  выполнены соотношения

ν > 0
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2) выполнено условие истокообразной пред-
ставимости решения о принадлежности решения
классу

Согласно теореме 3.1 [4] и лемме 1 [5] для ре-
шения регуляризованного уравнения (2) справед-
лива оценка

Приравнивая слагаемые в круглых скобках
последнего неравенства, находим значение пара-
метра  и оценку для метода регуляриза-
ции (2) 

(13)

Объединяя соотношения (5), (13), получаем

(14)

Приравнивая слагаемые в правой части неравен-
ства (14), находим выражение для числа итераций

Подставляя найденное число итераций  в (14),
получаем оценку погрешности двухэтапного ме-
тода,

оптимальность которой следует из [6, лемма 4.2.3,
теорема 4.9.1].

Замечание 1. В классическом (немодифициро-
ванном) варианте МГН [7, 8] производная  в
операторе шага вычисляется на каждой итерации,
тогда как в модифицированном МГН (3) эти объ-
екты вычисляются только в начальной точке и со-
храняются в течение всего процесса итераций,
что существенно уменьшает трудоемкость метода
по числу операций при сохранении оптимально-
сти по порядку метода на классе истокообразно
представимых функций.
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В классических работах уравнения для полей предлагаются без вывода правых частей. Здесь мы да-
ем вывод правых частей уравнений Максвелла и Эйнштейна в рамках уравнений Власова–Макс-
велла–Эйнштейна из классического, но более общего принципа наименьшего действия и применя-
ем уравнения типа Гамильтона–Якоби для получения космологических решений.

Ключевые слова: уравнение Власова, уравнение Власова–Эйнштейна, уравнение Власова–Максвел-
ла, уравнение Власова–Пуассона
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1. ВВЕДЕНИЕ

В классических работах (см. [1–4]) уравнения
для полей даются без вывода правых частей. Здесь
мы предлагаем вывод правых частей уравнений
Максвелла и Эйнштейна в рамках уравнений
Власова–Максвелла–Эйнштейна из классиче-
ского, но немного более общего принципа наи-
меньшего действия и применяем уравнения Га-
мильтона–Якоби для получения космологических
решений. Таким образом, мы впервые получаем
вывод тензора энергии-импульса и замкнутую си-
стему уравнений гравитации и электродинамики
из принципа наименьшего действия.

2. ДЕЙСТВИЕ В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 
ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И УРАВНЕНИЯ

ДЛЯ ПОЛЕЙ

Пусть  функция распределения ча-

стиц по пространству , по скоростям ,
массам  и заряду  в момент времени

. Это означает, что число частиц в объеме
 равно . Рассмот-

рим действие:

( ), , , ,f t m ex v

∈R
3x ∈R

3v
∈Rm ∈Re

∈Rt
d d dmdex v ( ), , , ,f t m e d d dmdex v x v

(1)

где c – скорость света,  и  –

трехмерная скорость,  и xi  – ко-
ордината,  – метрика ,

 – 4-потенциал электромагнитного поля,

Fμν(x, t) =  – электро-
магнитные поля, R – полная кривизна,  – лямб-

да-член Эйнштейна,  и  –

константы [1–4], g – определитель метрики ,  –
постоянная тяготения, по повторяющимся ин-
дексам, как обычно, идет суммирование.

Вид действия (1) удобен для получения уравне-
ний Эйнштейна и Максвелла при варьировании
по полям  и . Такой способ вывода уравнений
Власова–Максвелла и Власова–Эйнштейна ис-
пользовался в работах [5–11]. При варьировании
(1) по  получим уравнение Эйнштейна:

(2)
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ВЕДЕНЯПИН

Первое слагаемое правой части этого уравне-
ния и является по определению Гильберта тензо-
ром энергии-импульса. Он выписан впервые в та-
ком виде в работах [9–11] в менее общем виде без
распределения по массам и зарядам. Попытки
выписать тензор энергии-импульса через функ-
цию распределения предпринимались, насколь-
ко нам известно, только в релятивистской кине-
тической теории для уравнения Власова–Эйн-
штейна [5–15]. Уравнение электромагнитных
полей получается варьированием (1) по  и на-
зывается системой уравнений Максвелла:

(3)

Покажем, что вид действия (1) является более
общим, чем в [1–4]. Для получения стандартного
вида действия возьмем функцию распределения в
виде δ-функции для одной частицы:

(4)

Подставляя (4) в действие (1) и опустив штри-
хи, получаем стандартные [1–4] выражения для
всех слагаемых:

(5)

В роли частиц могут быть электроны и ионы в
плазме, планеты в галактиках, галактики в супер-
галактиках, скопление галактик во Вселенной.
В равенстве (4) мы можем взять сумму дельта-
функций и получить обычное действие [1–4] для
конечной системы частиц: этим обосновывается
единственность выбора более общего действия (1).

3. ПЕРЕХОД К ГИДРОДИНАМИКЕ 
И УРАВНЕНИЮ ГАМИЛЬТОНА–ЯКОБИ

В РЕЛЯТИВИСТСКОМ СЛУЧАЕ 
УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА–МАКСВЕЛЛА–

ЭЙНШТЕЙНА
Для вывода уравнений Власова–Максвелла–

Эйнштейна в форме Гамильтона–Якоби нужно
вывести его в импульсах [16–19]. Схема вывода
уравнений типа Власова – это вывод уравнений
для полей при заданном движении частиц и вы-
вод уравнений движения частиц в заданных по-
лях с переходом к уравнениям Лиувилля – следу-
ет общей схеме классических учебников [1–4].
Имеем часть действия (5) для движения частиц в
заданных полях:

Мы получим уравнение движения:

μA
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c
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x x

μ ν μ
μν μ= − −  .eS cm g u u dt A u dt

c

Латинские индексы  пробегают значе-
ния 1, 2, 3, а греческие  пробегают значения
0, 1, 2, 3.

Мы получаем выражение для импульсов:

(6)

Здесь выражение для q0 получается формальным
дифференцированием по u0 = c.

Это выражения для длинных или канониче-
ских импульсов, но понадобятся и малые импуль-

сы : формулы связи

со скоростями проще для малых импульсов, а при
переходе к уравнению Гамильтона–Якоби мы
обязаны пользоваться каноническими.

Переходя к верхним индексам умножением на
обратную матрицу , получаем:

Теперь требуется обратить эту формулу, выразив
скорости через импульсы, чтобы написать дей-
ствие через импульсы. Для этого в последней
формуле поделим β-ю компоненту на нулевую:

В последней формуле необходимо исключить им-
пульс с нулевой компонентой через массовое
уравнение  и его решение относи-
тельно p0:

При этом для согласования с нерелятивистской
динамикой берется знак минус.

Массовое уравнение получается подстановкой
тех же соотношений для исключения скоростей с
учетом u0 = c

в формулу (6) при μ = 0 (см. [1–4]).
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Уравнение для полей останется тем же самым
(2) с заменой на интегрирование по импульсам с
использованием формул  =
=  = .
Каждая из трех этих величин – это число частиц в
элементе объема, что является инвариантом при
замене переменных.

Или

(7)

Здесь имеется в виду, что скорости в первом
уравнении, а импульсы  во втором должны быть
выражены через канонические импульсы .

Уравнение движения для частиц получаем уже
в Гамильтоновой форме, где функция Гамильто-

на H =  = –cq0. Эта формула получается из-за

того, что Лагранжиан для действия S =

=  –  есть функция пер-

вой степени по скоростям, и формулы Эйлера

 – L = 0. Так как по определению H =  – L,

получаем  = 0. Здесь имеется в виду сумми-

рование по  = 1, 2, 3 и по  = 0, 1, 2, 3. Отсюда находим

выражения для скоростей ui = .

Выписываем через этот гамильтониан уравне-
ние Лиувилля:

(8)

И получаем замкнутую систему уравнений гра-
витации и электродинамики Власова–Максвелла–
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Эйнштейна в импульсах (7)–(8). По общей схеме
работ [16–20] получаем гидродинамическое след-
ствие системы (7)–(8) гидродинамической подста-
новкой  = :

(9)

(10)

Подстановкой  или  полу-

чаем затем уравнения Гамильтона–Якоби:

(11)

Мы также должны переписать уравнение нераз-
рывности:

(12)

Чтобы получить замкнутую форму уравнений Га-
мильтона–Якоби–Власова–Максвелла–Эйнштей-
на, необходимо и в уравнениях для полей выпол-
нить ту же гидродинамическую подстановку

:

(13)

Здесь макроскопические импульсы Pμ и  связа-

ны обычными соотношениями . При
этом в форме Гамильтона–Якоби нужно учиты-

вать, что . Мы получили уравнение

Власова–Максвелла–Эйнштейна как в редукции
к гидродинамическим переменным, (9), (10), (13),
так и в редукции к уравнениям Гамильтона–Яко-
би (11)–(13). В принципе можно рассматривать кос-
мологическую задачу и в общем случае, но выраже-
ния будут громоздкими, поэтому рассмотрим при-
меры специальных релятивистских систем.

Пример 1. Рассмотрим простейшее реляти-
вистское действие с метрикой Лоренца:
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ВЕДЕНЯПИН

Варьируя по координатам x(t), получаем обычные
релятивистские уравнения в метрике Лоренца с
Гамильтонианом [1–4]

Переходим к действию, пригодному к варьирова-
нию по полям по нашей обычной схеме:

Варьируя его по потенциалу U, получаем уравне-
ния для полей:

Сразу переходим к уравнению Гамильтона–Яко-
би и получаем систему уравнений

где .

Мы получили выражение для скорости, из кото-
рого видно Хаббловское расширение, замкнутую
систему уравнений и возможность переходить к
космологическим решениям в изотропном случае и
когда плотность не зависит от пространства.

Пример 2. Еще одно релятивистское действие,
но с метрикой не Лоренца, а слаборелятивистской

При этом потенциал вносится в действии под ко-
рень:

Действуя так же, получаем гамильтониан

и систему уравнений
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где .

Мы получили снова замкнутую систему урав-
нений, из которой видно происхождение корня в
правой части уравнения Эйнштейна, а также вы-
ражение для скорости, из которой видно хабблов-
ское расширение. И возможность переходить к
космологическим решениям в изотропном случае
и когда плотность не зависит от пространства.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, мы получили уравнения электродина-

мики и гравитации в замкнутой форме из прин-
ципа наименьшего действия в форме уравнения
Власова (ср. [5–15]). Проясняется смысл уравне-
ний типа Власова: это единственный пока способ
получить и уравнение гравитации и уравнения
электродинамики из принципа наименьшего
действия. А также единственный пока способ за-
мкнуть систему уравнений гравитации и электро-
динамики с помощью принципа наименьшего
действия, используя функцию распределения
объектов (электронов, ионов, звезд в галактиках,
галактик в супергалактиках или Вселенной) по
скоростям и пространству. Соответствующие
уравнения гидродинамического уровня (напри-
мер, уравнения магнитной гидродинамики или
гравитирующей газодинамики) также естествен-
но получать из уравнений типа Власова гидроди-
намической подстановкой (пока единственный
способ связи с классическим действием и для
этих уравнений). Ранее система уравнений Вла-
сова–Максвелла–Эйнштейна была получена для
скоростей [20, 21], а здесь для импульсов, что дает
возможность исследовать космологические ре-
шения переходом к уравнению Гамильтона–Яко-
би. Интерес представляют стационарные реше-
ния полученных уравнений, как это делалось для
уравнений Власова–Пуассона [22]. В работах [20,
21] были получены космологические решения в
нерелятивистском случае, где была выведена и
обобщена модель Милна–Маккри [23, 24]. На ос-
нове этого был обоснован потенциал Гурзадяна

 [25], где второе слагаемое связано

с лямбда-членом Эйнштейна. Представляет зна-
чительный интерес проделать ту же работу для
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предложенных здесь моделей для оценки лямбды
Эйнштейна и различных релятивистских и слабо-
релятивистских приближений.
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In classical texts equations for fields are proposed without derivation of the right-hand sides. Here we suggest
the derivation of the right-hand sides of the Maxwell and Einstein equations in the framework of Vlasov–
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Hamilton-Jacobi equations for cosmological solutions .

Keywords: Vlasov equation, Vlasov–Einstein equation, Vlasov–Maxwell equation, Vlasov–Poisson equation



56

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, том 504,
с. 56–59

МЕТОДЫ ОРГАНИЗАЦИИ ИТЕРАЦИОННЫХ ЦИКЛОВ
ПРИ РАСЧЕТЕ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ БОЛЬШИХ СХЕМ 

НА ОСНОВЕ ДЕКОМПОЗИЦИИ
© 2022 г.   В. Н. Гридин1,*, В. И. Анисимов1,2, С. А. Васильев1,2

Представлено академиком РАН Ю.С. Попковым
Поступило 09.02.2022 г.

После доработки 24.02.2022 г.
Принято к публикации 09.03.2022 г.

Рассматривается методика организации итерационных циклов при расчете динамических режимов
больших электронных схем на основе декомпозиции моделируемой схемы на составляющие под-
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Наиболее эффективным способом расчета ди-
намических режимов больших электронных схем
является их декомпозиция с последующим расче-
том моделируемой схемы по частям [1–3]. Введем
для каждого узла схемы узловое напряжение и из
всех введенных узловых переменных  образуем

вектор узловых потенциалов X0 = V0 = .
В каждой подсхеме выделим внутренние пере-
менные xi и образуем для каждой подсхемы век-

тор . Тогда результирующий век-
тор всех переменных схемы будет иметь вид X =
= .

Уравнение всей схемы в расширенном базисе
узловых потенциалов при этом может быть запи-
сано в виде

(1)
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Для k-й подсхемы в соответствии с k-й блоч-
ной строкой имеем уравнение

(2)

Отсюда получаем выражение для вектора внут-
ренних переменных Xk подсхем

Обозначим

(3)

Тогда вектор внутренних переменных можно
записать в виде

(4)

Для определения вектора узловых потенциа-
лов X0 узлов разделения составим уравнение для
всей схемы, используя последнюю блочную стро-
ку общего матричного уравнения (1) моделируе-
мой схемы

(5)

Подставляя в уравнение (5) вектор внутренних
переменных подсхем Xk, определяемый выраже-
нием (4), получим
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Введем обозначения

(6)

Тогда уравнение для вектора узловых потен-
циалов узлов разделения X0 можно представить в
следующем виде:

Отсюда получим выражение для расчета узло-
вых переменных узлов разделения

(7)

Таким образом, в результате проведенной де-
композиции схемы на основании уравнения (7)
могут быть определены все узловые переменные
вектора X0, что позволяет найти на основании вы-
ражения (4) все внутренние переменные подсхем.

Построение математического описания для
расчета динамических режимов на основе деком-
позиции схемы выполняется на основе алгебро-
дифференциального уравнения схемы, записан-
ного в неявном виде , которое фор-
мируется в расширенном базисе узловых потен-
циалов. Для формирования алгебро-дифферен-
циальных уравнений необходимо включить все
полюса емкостных компонентов схемы в число y-
полюсов, а все полюса индуктивных компонен-
тов – в число z-полюсов схемы, выделив эти эле-
менты из структуры многополюсников. При этом
уравнение моделируемой схемы можно записать
в виде

Заменяя оператор s операцией дифференциро-
вания, получим алгебро-дифференциальное урав-
нение моделируемой системы в неявной форме,
которое для момента времени t = k + 1 имеет вид

. Для исключения вектора
производной  следует воспользоваться форму-
лами коррекции  для многошаго-
вых неявных методов высших порядков Адамса-
Маултона или Гира [4, 5], что приводит к уравне-
нию , которое можно ре-
шить методом Ньютона-Рафсона относительно
вектора , поскольку значения коэффициен-
тов a и b к моменту времени t = k + 1 уже опреде-
лены на предыдущих шагах расчета. В качестве
начального приближения  при
этом обычно принимается значение вектора на
предыдущем шаге Xk.

Процесс исключения значений производных
целесообразно выполнять непосредственно в про-
цессе формирования дискретизированных компо-
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нентных уравнений  и
 для двухполюсников C и L, а так-

же для частотно-зависимых управляемых источ-
ников [6].

В процессе обработки алгебро-дифференци-
ального уравнения  необхо-
димо решать методом Ньютона–Рафсона уравне-
ние , которое в общем
случае является нелинейным. Для решения этого
уравнения целесообразно выполнить схемотех-
ническую интерпретацию метода Ньютона–Раф-
сона, основанную на линеаризации нелинейных
компонентов схемы в каждой точке итерацион-
ного процесса.

Так, если нелинейные компоненты в общем
случае описываются уравнением P2 = F(Q2), то
разлагая это уравнение в ряд Тейлора в точке

 и отбрасывая высшие производные, по-
лучим уравнение вида

(8)

где ,  – линеаризован-

ные в точке ,  матрицы неавтоном-
ных и автономных параметров нелинейных ком-
понентов.

Пусть нелинейная схема описывается уравне-
нием

(9)

где W1 и S1 – матрица и задающий вектор линей-
ной части схемы, S2 = P2 = F(Q2) – вектор фиктив-
ных задающих источников, отображающих нели-
нейные характеристики компонентов.

Тогда на основании уравнения линеаризован-
ных компонентов (8) и уравнения нелинейной
схемы (9) можно получить матричное уравнение
моделируемой схемы

(10)

где W1 и S1 – матрица и задающий вектор линейной

части схемы,  и  – матрица и задающий вектор
линеаризованной в точке  нелинейной ча-
сти схемы.

Организация итерационных процессов на ос-
нове декомпозиции большой схемы с расчетом
схемы по частям может быть осуществлена двумя
способами – путем построения сквозного вычис-
лительного процесса для всей схемы или на осно-
ве автономных вычислительных процессов для
отдельных подсхем с последующим расчетом пе-
ременных связи подсхем.
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ГРИДИН и др.

Сквозной вычислительный процесс реализу-
ется в соответствии со следующим алгоритмом:

1. Ввод начальных значений , ,
.

2. .
3. Начало 1-го цикла k = 1, m.
4. Дискретизация частотно-зависимых компо-

нентов в точке .
5. Ввод начального значения для линеариза-

ции .
6. Линеаризация нелинейных компонентов в

точке .

7. Формирование блочных матриц 
   и векторов   уравне-

ния (1).
8. Преобразование диагональных подматриц

 уравнения (1) к единичной матрице и рас-
чет  .

9. Вычисление поправок 

 и расчет новых значений
блочной матрицы и задающего вектора для узлов
связи

10. Окончание 1-го цикла k = 1, m.

11. Решение уравнения  = 0
для переменных узлов связи.

12. Начало 2-го цикла k = 1, m.

13. Расчет вектора  =  –

–  внутренних переменных подсхем.
14. Конец 2-го цикла k = 1, m.

15. Вычисление нормы .
16. Если N > ε, то переопределение векторов

внутренних переменных подсхем 

и вектора переменных узлов связи 
и возврат к 5, иначе вывод векторов внутренних
переменных подсхем  и переменных свя-
зи .

17. Если , то переход к 2, иначе ко-
нец расчета.

Реализация программного обеспечения для
расчета динамического режима на основе органи-
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зации автономных вычислительных процессов
для отдельных подсхем оказывается целесообраз-
ной в случаях, когда отдельные подсхемы имеют
существенно отличные свойства от других под-
схем. Сущность автономного вычислительного
процесса заключается в том, что для каждой под-
схемы выбирается свой шаг расчета hk и с этим
шагом выполняется расчет вектора внутренних
переменных подсхем . При этом выбираются
точки синхронизации с шагом H > hk, в которых
расчет процессов в подсхемах прекращается и на-
чинается расчет вектора переменных узлов связи

 с последующим уточнением вектора внут-
ренних переменных .

Алгоритм расчета динамических режимов ли-
нейных электронных схем на основе декомпози-
ции и построения автономных вычислительных
процессов может быть представлен в следующем
виде:

1. Ввод начальных значений , ,
.

2. Начало 1-го цикла k = 1, m.

3. .

4. .
5. Дискретизация частотно-зависимых компо-

нентов в точке .

6. Формирование блочных матриц  
  и векторов   подсхем уравнения (1).

7. Преобразование диагональных блочных мат-
риц  к единичной матрице и расчет  .

8. Расчет вектора внутренних переменных под-
схем .

9. Если  то ,  и воз-
врат к 4, иначе переход к 10.

10. Вычисление поправок   =

=  и расчет новых значений блочной матри-
цы и задающего вектора переменных узлов связи

11. Окончание 1-го цикла k = 1, m.

12. .

13. Решение уравнения  для
переменных узлов связи.

14. Начало 2-го цикла k = 1, m.
15. Уточнение вектора внутренних перемен-

ных подсхем .
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16. Окончание 2-го цикла k = 1, m.

17. Вывод , , .

18. Если , то переопределение пере-

менных , ,  и возврат к
2, иначе конец расчета.

Для нелинейных схем алгоритм дополняется
шагами линеаризации компонентов.

Организация автономных вычислительных
процессов дает значительный выигрыш при рас-
чете схем, в которых можно выделить “быстрые”
и “медленные” подсхемы, поскольку для расчета
“быстрых” подсхем можно выбрать малые шаги
расчета hk . Пусть, например, схема содержит
2 подсхемы – “быструю”, которую можно рас-
считывать с шагом h1 = 10–6 с, и “медленную”, ко-
торая рассчитывается с шагом H = h2 = 1 с. Если
tоконч = 10 с и для расчета подсхем и переменных
узлов связи на одном шаге необходимо выпол-
нить Nво вычислительных операций, то в этом
случае число вычислительных операций при ав-
тономном вычислительном процессе за время
tоконч = 10 с будет равно Nво1 = (106 + 1 + 1)10Nво =
= 107 Nво. При сквозном вычислительном процессе
в этом случае имеем Nво2 = 3 × 106 10 Nво = 3 × 107

Nво. Следовательно, при использовании автоном-
ного итерационного процесса время решения бу-
дет в три раза меньше, чем при организации
сквозного процесса вычислений.

Таким образом, можно сделать вывод, что в
случаях, когда отдельные подсхемы имеют по
быстродействию существенно отличные свойства
от других подсхем, для расчета динамического ре-
жима следует организовать автономные вычисли-
тельные процессы с последующим уточнением
вектора внутренних переменных всей схемы.
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Presented by Academician of RAS Yu.S. Popkov

A method of organizing iterative cycles in calculating the dynamic modes of large electronic circuits based on
the decomposition of the simulated circuit into subcircuit components is considered. The use of the proposed
technique makes it possible to significantly increase the efficiency of software, which is especially important
in the construction of service-oriented computer-aided design systems, since it provides a significant reduc-
tion in the time of interaction of system users with the network.
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LingvoDoc (http://lingvodoc.ispras.ru) обеспечивает сервис для совместной языковой документации
и расчетов по собранным данным. Эта программная система предоставляет GraphQL HTTP API для
всех составляющих частей и позволяет пользователям создавать собственные расширения для ана-
лиза данных или даже интегрировать их со своим собственным программным обеспечением. Бла-
годаря способу построения системы и схемы ее базы данных можно создавать автономные прило-
жения, интегрированные с системой LingvoDoc: этим приложениям потребуется подключение к
Интернету только один раз для синхронизации основных типов данных и для целей аутентифика-
ции. Сама система позволяет пользователям создавать многослойные словари, прикреплять их к
географической карте, наполнять документы метаданными, делиться доступом к словарям с други-
ми пользователями или со всеми. Система LingvoDoc также предоставляет детализированные спис-
ки контроля доступа для совместного использования, что позволяет разделить пользователей на
группы редакторов словарей, корректоров и пользователей только для чтения. Система также
предоставляет некоторые вычислительные алгоритмы для хранимых данных: фонологические вы-
числения, автоматическую и управляемую дедупликацию внутри словарей и т.д. Система позволяет
пользователям выбирать структуру словаря. Она поддерживает следующие типы данных: текст,
изображения, звуки (wav, mp3 и f lac), разметки (форматы ELAN и Praat), направленные и не на-
правленные связи между сохраняемыми объектами. Пользователь может выбрать наиболее подхо-
дящий формат для своего словаря. Также система обеспечивает хранение, просмотр и обработку
корпусов ELAN. В системе создан ряд авторских программ, которые позволяют проводить обработ-
ку языкового материала с точки зрения фонетики и этимологии. Эти программы воспроизводят то,
что ранее ученые делали вручную, увеличивая скорость анализа материала в десятки, а в ряде слу-
чаев даже в сотни раз. В данной статье представлен фрагмент возможностей документации и анали-
за материала обско-угорских языков с использованием системы LingvoDoc.

Ключевые слова: программное обеспечение, документирование и анализ языков, анализ данных.
DOI: 10.31857/S2686954322030055

1. ОБЗОР СИСТЕМ ЯЗЫКОВОЙ 
ДОКУМЕНТАЦИИ

LingvoDoc – это серверное программное обес-
печение, предназначенное для документирова-
ния и анализа языков в совместной работе групп
исследователей. На систему в значительной сте-
пени повлияли программные системы контроля
версий, которые в основном используются про-
граммистами, но слишком сложны для повсе-
дневного использования лингвистами (Github)

(Bitbucket). Основная цель проекта заключалась в
разработке системы, которая предоставляла бы
большинство своих функций через веб-интер-
фейс для наиболее частых задач документирова-
ния и обработки (ввода архивного и полевого
аудио- и видеоматериала, его транскрибирова-
ния, этимологизации, глоссирования и последу-
ющего анализа и сравнения с другими языками) и
в то же время предоставляла средства для внеш-
ней обработки данных через HTTP API для опыт-
ных пользователей, знакомых с программирова-
нием и обработкой естественных языков. Не-
сколько существующих систем могут хранить
аналогичные языковые данные; наиболее близ-
кими к LingvoDoc являются проект Starling [1],
проект LEGO [2], TypeCraft [3], Kielipankki [4] и
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проект corpus-tools [5], но все эти системы имеют
функциональные ограничения, которые мы пы-
тались преодолеть.

Проект Starling – это настольное программное
обеспечение, позволяющее создавать этимологи-
чески связанные словари. Отдельный словарь
Starling выглядит как таблица с лексическими
элементами; каждая лексическая запись имеет
уникальный целочисленный идентификатор для
конкретного словаря. Таблица может иметь не-
ограниченное количество именованных столбцов
двух типов: столбцы, содержащие текстовые дан-
ные, и столбцы, содержащие указатели на другие
словари. Ячейки таблицы последнего типа содер-
жат целочисленные значения, соответствующие
идентификаторам внутри словаря, имя файла ко-
торого совпадает с именем столбца. Пользова-
тельский интерфейс Starling помогает переме-
щаться по подключенным объектам и предлагает
широкий спектр возможностей для ввода и ана-
лиза данных. Кроме того, Starling имеет некото-
рые функции экспорта, включая экспорт в
HTML-представление, поэтому словари можно
экспортировать только для чтения в Интернете.

Тем не менее у Starling есть определенные
ограничения.

Эта система является проприетарной и не име-
ет публично открытых исходных кодов; таким об-
разом, она не может быть изменена или расшире-
на сторонними разработчиками. Впрочем, если
бы исходники были открыты сообществу, это не
сильно изменило бы ситуацию: программа разра-
ботана на языке программирования Harbour [6]
(предок Clipper 5.3), который вряд ли можно на-
звать распространенным языком программиро-
вания, поскольку базы данных DBF не такие гиб-
кие, как современные реляционные (и нереляци-
онные) системы управления базами данных.

Вторая проблема заключается в невозможно-
сти синхронизировать все словари среди исследо-
вателей, работающих с программой: если какой-
либо из словарей в какой-то момент “разветвит-
ся”, все добавленные связи для разветвленного
словаря будут недействительны. Более того, по-
скольку словари представлены в виде списка про-
стых файлов, общей проблемой является то, что
все подключенные словари хранятся исследова-
телями как архив файлов, который не может быть
изменен никем, кроме их автора. Но многие ис-
следователи пользуются относительно общими
словарями (например, словарями протоформ), и
ни один из них в данном случае не будет идентич-
ным.

Третья проблема укрепила нашу мотивацию
для разработки новой системы. Starling может
хранить только текстовые (под “текстом” мы под-
разумеваем “переменные символьные данные”)
ячейки данных без модификации и без какой-ли-

бо возможности хранить вложенные объекты, не-
смотря на то, что существует общая потребность в
хранении медиафайлов (аудио, изображения , ви-
део), аннотационные данные для медиафайлов
(такие как формат EAF/ELAN для длинных тек-
стов или формат TextGrid/Praat для фонологиче-
ских данных (в частности, варианты произноше-
ния)) и различные типы ссылок, которые должны
быть неизменяемыми даже при участии многих
редакторов. LingvoDoc предназначен для работы
со всеми перечисленными выше типами данных
и предоставляет гибкую систему типов. Ее поль-
зователи могут создавать типы столбцов, которые
повторно используются во всей системе. Эта
функция также полезна для определения различ-
ных типов отношений между словарями.

Проект LEGO кажется почти статичным без
каких-либо возможностей для динамического из-
менения данных в системе пользователями про-
граммы. Однако у этой системы есть одна приме-
чательная особенность, которая делает ее отлич-
ной межъязыковой онтологией понятий: каждый
сохраненный объект словаря имеет связь с “Con-
cepticon ID” в проекте GOLD. Таким образом,
модель данных LingvoDoc дает возможность при
необходимости легко использовать целые наборы
данных LEGO и GOLD.

TypeCraft – это проект, который использует
популярный движок MediaWiki (программное
обеспечение для организации вики – веб-сайта,
контент которого создают сами пользователи, ис-
пользуя браузер). Этот проект предоставляет от-
личные варианты метаданных и языковой доку-
ментации, поскольку он наследует все функции
движка Википедии. Кажется, что система предо-
ставляет подстрочную текстовую аннотацию че-
рез язык разметки MediaWiki, и этот подход уни-
версален, так как это очень популярная платфор-
ма. Но этот подход представляется менее гибким,
чем формат EAF (ELAN), поскольку не позволяет
выстраивать сложные взаимосвязи между слоями
разметки. Также основное внимание в проекте
уделяется языковой документации и созданию
коллекции разговорных текстов; однако его труд-
но использовать для составления словарей или со-
единения лексических статей. Движок MediaWiki
не предоставляет каких-либо сильных возможно-
стей для типизации данных, поэтому эта функция
вряд ли когда-нибудь появится.

Проект Kielipankki предоставляет множество
лингвистических инструментов и отдельный веб-
портал, посвященный расширенному поиску по
корпусам (KORP) (своды документов). Весь про-
ект ориентирован на корпуса и не предоставляет
никаких инструментов унификации. Проект хра-
нит массивные коллекции данных, которые, ка-
жется, структурированы вручную: большинство
коллекций организованы по-разному, поскольку
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разные авторы могли отправить их в систему; ад-
министраторы системы помечают данные тегами.
Мы не можем точно определить, какое подмно-
жество хранимых корпусов индексирует KORP,
но поисковая система мощная и охватывает боль-
шой объем данных. На самом деле, в данный мо-
мент система не ориентирована на словарные
данные, а ее движок представлен закрытым ис-
ходным кодом, поэтому его нельзя повторно ис-
пользовать или модифицировать.

Проект Corpus-tools предлагает несколько про-
граммных инструментов. Salt обеспечивает проме-
жуточную модель отображения, которая может
унифицировать форматы хранения сводов доку-
ментов. Программный инструмент Pepper содержит
набор конвертеров для некоторых форматов хране-
ния корпусов. Отличительной особенностью Pep-
per является метод конвертации, который позво-
ляет избежать преобразования каждого формата в
каждый: каждый формат должен иметь конвертер
внутрь и наружу из промежуточной модели Salt,
после чего исходный корпус теоретически может
быть преобразован в любой другой формат, пред-
ставленный в Pepper. Проект ANNIS представляет
собой средство визуализации и поиска в корпу-
сах. Electron – это многоуровневый инструмент
для аннотирования корпусов, который распро-
страняется как программное обеспечение для на-
стольных ПК. Он использует модель представле-
ния Salt в качестве формата хранения. У нас есть
планы на будущее по интеграции с конвертерами
Pepper, чтобы обеспечить возможности конверта-
ции с помощью нашего веб-интерфейса, поскольку
это единственная потенциально переиспользуемая
часть проекта Corpus-tools для LingvoDoc.

Все вышеперечисленные системы не покрыва-
ют потребности нашей исследовательской груп-
пы по ряду причин.

1. Ни одна из существующих систем не обеспе-
чивает расширяемой системы для типов данных и
возможности одновременного создания пользо-
вательской структуры для словарей и корпусов,
что строго необходимо для межсловарных связей
с различной семантикой (это важно для возмож-
ности связи родственных слов в разных языках,
имеющих разное значение).

2. Большинство систем не предоставляют API
для внешней обработки данных или интеграции.

3. Большинство систем не предоставляют ис-
ходные коды с разрешительной лицензией, по-
этому их нельзя повторно использовать или адап-
тировать для конкретных нужд.

4. Ни одна из систем, кроме TypeCraft, не под-
держивает совместную интерактивную работу
над одним и тем же языковым ресурсом.

5. Ни одна из систем не поддерживает децен-
трализованный режим с отложенной синхрони-
зацией между соавторами.

Эти причины послужили основным мотивом
для разработки новой системы.

2. ОБЗОР СИСТЕМЫ LingvoDoc

LingvoDoc – система, ориентированная на со-
здание словарей и корпусов текстов и их анализа.
На главной странице (lingvodoc.ispras.ru) пользо-
вателю предоставляется список опубликованных
словарей и корпусов текстов, структурированный
в соответствии с генетической классификацией
языков (представленной в виде дерева языков, их
диалектов и говоров), а также с учетом ссылок на
гранты и организаций, в которых проводилась ра-
бота. Вверху страницы расположено меню быст-
рой навигации. Число в квадратных скобках по-
казывает, сколько словарей/корпусов содержит
язык или языковая семья (рис. 1).

Словарь представлен как многослойная струк-
тура, и каждый из слоев (в стандартном случае –
это лексические и парадигматические входы) со-
держит свои типизированные столбцы. Как пока-
зано на рис. 2, число указывает, содержит ли сло-
варь как лексические, так и парадигматические
входы, или еще дополнительные слои, а нажатие
кнопки “Просмотр” показывает список доступ-
ных слоев. Щелчок по имени выбранной пер-
спективы приведет пользователя внутрь выбран-
ного слоя словаря или коллекции корпусов.

Структура языкового дерева, представляюще-
го генетическую классификацию языков, являет-
ся гибкой, поэтому в нее можно добавлять новые
языки и диалекты, но она по-прежнему имеет не-
которые подмножества “защищенных” языков и
диалектов, которые могут быть изменены только
системными администраторами. Система предо-
ставляет функции изменения месторасположе-
ния языка или диалекта на языковом дереве.
Каждый “незащищенный” язык может быть по-
мещен в нужный узел дерева в качестве дочернего
или близкородственного языка, а можно также
добавить дочерний узел к любому языку с помо-
щью кнопки “Создать” (рис. 3).

Языковое дерево используется в процессе
создания словаря или корпуса текстов (рис. 4, 5).
Словарь может быть создан в двух режимах: с ну-
ля или в виде словаря, импортированного из не-
которых источников, поддерживаемых системой.
В настоящее время поддерживаются следующие
источники импорта: формат ранних версий
LingvoDoc и CSV со специальным символом-раз-
делителем. Файлы CSV можно создавать из фай-
лов Excel, используя диалоговое окно экспорта
Starling или любым другим способом. Модуль им-
порта LingvoDoc для CSV поддерживает массо-
вый импорт нескольких файлов с сохранением
взаимосвязей между импортированными слова-
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рями, если источником CSV-файлов является
Starling.

Каждый словарь имеет гибкую настраиваемую
структуру. Пользователь может создавать лекси-
ческие и парадигматические входы словаря и лю-
бые дополнительные перспективы с любым набо-
ром столбцов (полей), самостоятельно выбирая,
какой тип данных в них будет размещен. Если в
существующем списке нет подходящих столбцов,
можно создать новый тип столбца, но в настоя-
щее время в системе уже создано несколько де-
сятков столбцов, например, звук, разметка, ко-

гнаты, парадигматические формы и контексты и
другие (рис. 6). Могут быть следующие типы
столбцов: 1) текстовые: пользователь видит воз-
можность ввода текста; 2) аудио: пользователь ви-
дит селектор файлов для загрузки и кнопки для
воспроизведения уже загруженных файлов. Воз-
можно также создавать “вложенные” поля. Это
полезно для зависимых данных, таких как файлы
разметки спектрограмм аудиофайлов: к одному
аудиофайлу можно присоединить иметь более од-
ной версии разметки спектрограмм на отдельные
звуки.

Рис. 1. Навигация по языку.

Рис. 2. Перспективы словаря.
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После создания словаря пользователь стано-
вится единственным владельцем нового словаря,
может редактировать его и давать другим пользо-
вателям право одновременной и независимой ра-
боты в этом же словаре. Если работа выполнена
по гранту, пользователь передает часть своих
прав, в основном, связанных с процессом публи-
кации, зарегистрированному в системе гранту,
фактически, его руководителю (гранты могут со-
здавать системные администраторы по просьбе
руководителей грантов).

Процесс редактирования очень похож на таб-
лицы Excel с рядом отличий (рис. 7). Каждая
ячейка в таблице может иметь множество отдель-

ных значений (используемых для отдельных ва-
риантов данных от разных авторов, например,
звуков). В ячейки можно вставлять данные, соот-
ветствующие типу столбца: текст, звук, размечен-
ные спектрограммы, ссылки, направленные и
двунаправленные ссылки, позволяющие связать
форму слова с другими словарями родственных
языков. Каждая новая ячейка создается и запол-
няется в “неопубликованном” состоянии, поэто-
му ее могут видеть только те, у кого есть права на
работу со словарем. Кроме того, редактирование
данных выполняется в транзакционном режиме
“пометить как удаленное и создать новое”, по-
этому любое редактирование данных ячейки сно-
ва помечает их как “неопубликованные”.

Рис. 3. Интерфейс структурирования языкового дерева.

Рис. 4. Выбор языка в диалоге создания словаря.
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Каждый словарь и перспектива (лексические
или парадигматические входы) имеют подроб-
ный список возможностей делиться правами раз-
решенных действий. Пользователи, имеющие
разрешения на публикацию для лексических
и/или парадигматических входов, могут изме-
нить состояние каждой ячейки с неопубликован-
ного на опубликованное и наоборот. Также суще-
ствуют специальные разрешения, связанные с со-
стоянием всего словаря. Каждый словарь/корпус,
лексические и парадигматические входы в них
могут находиться в следующем списке состояний:
“Опубликовано” (доступно в полном объеме
всем пользователям ЛингвоДока), “Скрыто” (до-
ступно только тем пользователям, у которых есть
права на редактирование словаря), “WiP” (до-
ступно только тем пользователям, у которых есть
права на редактирование словаря, но может быть
задействовано в Поиске), “Ограниченный до-
ступ” (пользователям ЛингвоДока открыта толь-
ко первая страница, полный доступ только для
тех пользователей, которые имеют права на ре-
дактирование). Опубликованные или слова-
ри/корпуса с ограниченным доступом становятся
видны на странице “Языковые базы данных”:
словари/корпуса.

Как показано на рис. 8, для каждого слова-
ря/корпуса можно ввести метаданные: имена ав-

торов обработки записанных данных, сборщиков
материала, информантов, год сбора данных, на-
звание населенного пункта, где был записан ма-
териал, его географические координаты, проста-
вив локализацию на карте, добавить файлы, свя-
занные тематически со словарем в форматах pdf,
docx и xlsx.

В LingvoDoc в меню “Статистика” у каждого
словаря/корпуса хранятся данные о всех действи-
ях его авторов. Можно просмотреть статистику
изменений, сделанных пользователями, имею-
щими права на редактирование, в выбранном
временном диапазоне. В словарях есть опция
“Объединить лексические предложения”, в кото-
рой реализованы автоматический поиск и после-
дующее объединение дублетных форм с разной
степенью сходства во всех или в выбранном
столбце, которую могут задавать авторы словаря.

В каждом словаре есть меню “Инструменты”,
в котором в настоящее время авторам словаря до-
ступно 13 программ (из них только 4 доступны
всем пользователям системы) анализа языковых
данных, которые воспроизводят фонетический,
морфологический и этимологический анализ, ра-
нее выполняемый лингвистами вручную, в десят-
ки, а иногда в сотни раз быстрее. Подробнее о не-
которых из них см. ниже в описании методов ана-
лиза обско-угорских языков.

Рис. 5. Ввод описания словаря, который на предыдущем этапе был привязан к конкретному языку или диалекту на
языковом дереве.
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Рис. 6. Режим настройки структуры словаря: добавление столбцов.

Рис. 7. Фрагмент перспективы Лексические входы в словаре обского диалекта мансийского языка.
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В качестве корпусов текстов возможна загруз-
ка текстов в формате .odt, звуковых или видео-
файлов, и видео- или аудиокорпусов аннотирован-
ных/глоссированных текстов, подготовленных в
программе Elan. Коллекция корпусов выглядит так
же, как и обычный словарь, но имеет несколько за-
ранее запрограммированных столбцов, которые при
необходимости можно изменить: звук, звук с аннота-
цией, текстовый файл, комментарии. В LingvoDoc
есть собственная веб-программа для просмотра
корпусов в формате Elan (рис. 9). Также нами со-
здана программа конвертации корпусов текстов
Elan в конкордансы, где в лексическом входе
представлена основа слова, а в парадигматиче-

ских входах собраны все словоизменительные
формы слова и контексты их употребления.

В системе также имеется диалоговое окно по-
иска, которое поддерживает запросы как по сло-
варям, так и по корпусам в режимах ИЛИ/И
(рис. 10). Это позволяет создавать сложные за-
просы с множеством опций. Пользователь может
объединить несколько результатов поиска на кар-
те мира, чтобы увидеть их пересечения.

LingvoDoc предоставляет бесплатную регистра-
цию в системе для новых пользователей (рис. 11).
Для регистрации новому гостю системы доста-
точно нажать кнопку “Регистрация”, предоста-
вить минимальную информацию о себе и до-

Рис. 8. Меню для ввода метаданных словаря.
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Рис. 10. Диалог поиска LingvoDoc.
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ждаться, пока один из модераторов системы под-
твердит, что это реальный человек, ранее не
забаненный в системе.

3. ВНУТРЕННЕЕ УСТРОЙСТВО LingvoDoc

Программный комплекс LingvoDoc предо-
ставляет следующие возможности:

1. Совместная работа над словарями (по анало-
гии с Google Docs или Github).

2. HTTP GraphQL API для интеграции с любым
другим программным обеспечением.

3. Веб-интерфейс (эталонное клиентское при-
ложение), использующий GraphQL API.

4. Гибкие списки контроля доступа (ACL) для
совместного редактирования, просмотра и пуб-
ликации. Каждый словарь в системе может исполь-
зоваться совместно с любым другим пользователем
системы, только для чтения, чтения-записи и пуб-
ликации. Любой пользователь системы, не имею-
щий прямого доступа к конкретному словарю, мо-
жет предлагать правки, которые могут быть рас-
смотрены редакторами словаря.

5. Многоязычные переводы словарей на основе
одних и тех же данных. Все названия могут быть
переведены в системе на любой язык.

6. Масштабируемая архитектура (предназначе-
на для использования облачных ресурсов для
масштабирования).

7. Полуавтономные клиенты с двусторонней
синхронизацией. Пользователь может находить-
ся практически где угодно и при этом синхрони-
зировать свои данные, если он этого хочет и име-
ет подключение к Интернету.

8. Возможность создания собственных порта-
лов с данными, принадлежащими группе пользо-
вателей или организации; система имеет двусто-
роннюю синхронизацию с возможностями цен-
тральной системы.

9. Мультиарендность. Система изначально
поддерживает полную изоляцию доступа среди
участников словаря: один пользователь может
получить доступ к отдельным словарям для лич-
ного использования, совместной работы и внут-
реннего использования, при этом каждый сло-
варь размещается в его собственном учреждении
и по желанию используется другими пользовате-
лями или учреждениями.

10. Безопасность. Мы не знаем паролей поль-
зователей; система предназначена для хранения
данных с использованием самых современных
методов, чтобы обеспечить безопасность данных
пользователей.

Исходные коды системы доступны под лицен-
зией Apache 2.0.

Главной особенностью системы является под-
держка полуавтономной синхронизации пользо-
вательских данных. Эта функция уникальна для
систем такого типа и основана на концепции со-
ставного первичного ключа [9]. Основная идея

Рис. 11. Главная страница и кнопка регистрации.
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такого типа синхронизации заключается в том,
что каждый пользователь при каждом входе в си-
стему (включая автономные установки клиента)
получает уникальный для клиента составной
ключ большого целого числа. После этого каж-
дый объект, создаваемый конкретным клиентом,
нумеруется на основе специального идентификато-
ра последовательности. Во время каждого процесса
синхронизации автономный клиент получает но-
вый уникальный составной ключ персональной
идентификации. Таким образом, каждый объект в
системе имеет уникальную для объекта комбина-
цию ключа идентификатора клиента и ключа
идентификатора объекта. Этот метод позволяет
нам использовать концепцию “синхронизации в
любое время”: для каждого конкретного авто-
номного приложения или процесса онлайн-входа
клиента генерируется уникальный ключ иденти-
фикации объекта.

Несомненно, такие системы существуют уже
давно, хотя почти все они требуют систем ручного
разрешения конфликтов. Одними из самых из-
вестных примеров являются проекты GitHub и
GitLab, основанные на системе контроля версий
git. Эти проекты довольно просты в использова-
нии, если вы один программист без необходимо-
сти синхронизировать свои проекты с чьими-ли-
бо еще. Но даже небольшой конфликт версий
требует ручного разрешения конфликтов, что яв-
ляется сложным процессом и работает только с
недвоичными данными. Наш подход очень похож
на разрешение конфликтов в системе управления
базами данных CouchBase [7], но используется
для классических реляционных СУБД, и вполне
вероятно, что мы изобрели его немного раньше,
поскольку мы не можем найти никаких случаев
применения этого метода до 2015 г.

Второй основной концепцией является вирту-
альный объект, который не содержит никаких
данных, но служит якорем, на который ссылают-
ся другие объекты. В системе LingvoDoc почти
каждый объект базы данных имеет уникальную
комбинацию идентификаторов в виде составных
ключей. Словари, перспективы, столбцы, ячейки
и строки в таблице являются основными приме-
рами таких объектов. Строка в таблице – интуи-
тивно понятная иллюстрация такого якоря. Дан-
ные, хранящиеся в ячейках таблицы, имеют
ссылку на свой составной идентификатор строки
в качестве привязки и организованы в таблицу с
помощью внешнего веб-приложения. Внутренне
данные организованы в более древовидной, чем
табличной форме. У каждого автора может быть
столько версий таких привязанных данных,
сколько он хочет; система не ставит никаких
ограничений. Несколько версий одного или мно-
гих авторов представлены в виде списка версий
для объекта, и издатель несет ответственность за
выбор того, какие из них являются правильными.

Правильных версий иногда может быть много:
например, если диктор трижды повторяет одно и
то же слово, для одного лексического входа будет
три правильных звуковых файла, и система отоб-
разит их все.

В терминах реляционной модели данных это
означает, что мы храним данные “версии” в де-
нормализованной форме и объединяем данные
на стороне сервера.

Представим, например, что у M авторов раз-
ные мнения по какому-то объекту (например, пе-
реводу определенного термина). Система не огра-
ничивает количество перечисленных переводов
при условии, что каждый из M авторов имеет со-
ответствующие права на редактирование словаря.

Однако для этого в системе предусмотрены
специальные режимы просмотра (см. обзор в пер-
вой части статьи). Основное представление, ко-
нечно же, – это представление редактора: оттуда
редакторы данных могут делать все, что захотят.
Вторая точка зрения – точка зрения издателя. Ис-
пользуя это представление, люди, ответственные
за словарь, могут одобрить один или несколько
правильных объектов, используемых в виртуаль-
ном объекте привязки. Например, если лексиче-
ская статья имеет 5 вариантов транскрипции и
10 вариантов перевода, и владелец этого словаря
считает, что только одна из транскрипций и три
перевода верны, он может выбрать только их и
опубликовать свой выбор для остальных исследо-
вателей.

Последняя проекция – это представление
просмотра/гостя/исследователя данных. Здесь
вы можете увидеть данные, которые были загру-
жены и проверены авторами и издателями.

4. API-ИНТЕРФЕЙС LingvoDoc GraphQL
LingvoDoc, безусловно, предлагает стандарт-

ный доступ через веб-интерфейс, что не пред-
ставляет особого интереса с точки зрения парал-
лельных технологий. Полный доступ к системе
LingvoDoc можно получить через систему GraphQL
API (на основе HTTP). GraphQL – это способ по-
строения API для веб-приложений, предложен-
ный Facebook в 2012 г. и широко используемый в
настоящее время.

Основные особенности подхода GraphQL:
1. Пользователь API не видит внутренностей

системы, а только упрощенные абстракции, ко-
торые намного проще и интуитивно понятны.

2. Все API системы можно исследовать и ин-
троспектировать с помощью стандартных клиен-
тов GraphQL, таких как расширение браузера Al-
tair или любое другое.

3. Пользователь API может получить именно
те данные, которые ему нужны в данный момент.
Классические приложения REST API возвраща-
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ют все данные для каждого метода или использу-
ют сложные селекторы данных для ограничения
вывода; например, для метода /персона вы полу-
чите имя, дату рождения, фамилию, контактный
номер и т.д. Тот же метод, реализованный при по-
мощи GraphQL, позволяет выбрать, нужны ли им
только фамилии и ничего больше.

Каждый объект в системе имеет четкий метод
доступа; наш веб-интерфейс – это просто эталон-
ный клиент, реализованный на JavaScript. Все
уровни доступа доступны с помощью нашего
простого API на основе HTTP. Все данные в си-
стеме доступны через API и возвращаются в фор-
мате JSON.

Большая часть данных хранится в СУБД Post-
greSQL. Примечательной частью схемы базы дан-
ных является использование денормализованной
схемы с составными первичными ключами. С по-
мощью этого трюка мы добавляем в систему соб-
ственные типы данных. Таблицы в словарях не
хранятся в виде таблиц внутри базы данных, а
формируются backend API динамически с ис-
пользованием таблиц, перечисленных на рис. 12.

Все данные, загружаемые пользователями в
виде файлов, хранятся в файловой системе, сов-
местимой с POSIX.

Бэкенд-часть LingvoDoc использует Pyramid в
качестве веб-фреймворка, Graphene для построе-
ния GraphQL API, Celery для распределения за-
дач, SQLAlchemy для связи с системой управле-
ния базами данных PostgreSQL.

Фронтенд-часть LingvoDoc – это классиче-
ское веб-приложение, построенное на платформе
React и клиенте Apollo GraphQL.

На рис. 13 представлена схема взаимодей-
ствия.

5. АНАЛИЗ ОБСКО-УГОРСКИХ ЯЗЫКОВ
Обско-угорские языки: хантыйский и мансий-

ский в ЛингвоДоке одни из наиболее описанных:
в настоящее время в ЛингвоДоке доступны
18 словарей мансийских и 32 словаря хантыйских
диалектов. Многие материалы по ним, например,
аудиозаписи восточно-мансийского диалекта
(с. Шугур), или говора п. Хулимсунт сосьвинского
мансийского, говора с. Корлики ваховского хантый-
ского и многие другие – это единственные до-
ступные ученым аудиозаписи этих говоров, кото-
рые значительно отличаются от остальных диа-
лектов. Многие из говоров обско-угорских
языков практически не описаны. Поэтому очень
важно сохранить эти записи и провести их анализ
на высоком научном уровне. Ниже будет показа-
но, какие возможности есть для этого в Лингво-
Доке.

Еще в начале XX века обские угры: носители
хантыйского и мансийского языков занимали

огромную территорию от верховьев Печоры на
севере Уральских гор до Томской области рек
Юган, Васюган, Вах (около трех тысяч километ-
ров от северо-западного до юго-восточного реги-
онов их расселения). Конечно, для языков, рас-
пространенных на такой огромной территории,
была характерна значительная диалектная раз-
дробленность. Хантыйский и мансийский языки
разделены на четыре диалектных группы каждый,
между носителями которых взаимопонимание
отсутствует. В начале XX века в каждой диалект-
ной группе было еще несколько диалектов, которые
также значительно отличались друг от друга морфо-
логическими и фонетическими системами.

К сожалению, в настоящее время ситуация ка-
тастрофически меняется. Часть диалектных
групп уже исчезла: последние носители южных и
западных диалектов мансийского языка умерли
уже в середине XX века. Часть диалектов хантый-
ского языка: низямский (промежуточная группа
между северными и южно-хантыйскими диалек-
тами), салымский (промежуточная группа между
западными и восточными хантыйскими диалек-
тами) считались уже исчезнувшими, но полевые
экспедиции, проведенные в рамках наших проек-
тов, позволили найти нескольких последних но-
сителей этих диалектов.

Большинство диалектов обско-угорских язы-
ков не имеют полных грамматик или словарей.
Существующие описания не соответствуют со-
временным стандартам или труднодоступны для
ученых из России. Например, в описаниях, сде-
ланных европейскими учеными в XIX–начале XX в.,
используются знаки финно-угорской транскрип-
ции с множеством дополнительных символов,
значение которых сейчас не всегда ясно. Также
следует отметить, что описания, созданные в
XIX в., могут значительно отличаться друг от дру-
га по степени точности, ср., например, в Норман-
ская (2015) анализ транскрипции мансийских го-
воров из одних и тех же населенных пунктов, сде-
ланный Б. Мункачи и А. Каннисто, которые
достаточно часто противоречат друг другу. В рус-
ских и советских кириллических транскрипциях
мансийского языка, наоборот, практически не
используются дополнительные символы. Пере-
вод из одной системы транскрипций в другую не-
возможен.

В последние годы лингвисты из разных стран
мира, понимая критическое состояние обско-
угорских языков, активно занимаются их фикса-
цией и изучением. Упомянем лишь наиболее мас-
штабные проекты:

• EuroBABEL Ob-Ugric Languages, Ob-Ugric
database: analysed text corpora and dictionaries for less
described Ob-Ugric dialects под руководством
Е.К. Скрибник (http://www.babel.gwi.uni-muenchen.de/,
см. на этом сайте также подробные ссылки на
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Рис. 12. Значимая часть схемы базы данных LingvoDoc.

различные ресурсы по обско-угорским языкам и
этнографии). В этом проекте были собраны поле-
вые материалы по казымскому, сургутскому и
юганскому диалектам хантыйского и сосьвинско-
му диалекту мансийского, а также глоссирован-
ные тексты по северным, западным и восточным
диалектам мансийского и северо-западным и во-
сточным диалектам хантыйского.

• Multimedia documentation of the endangered
Vasyugan and Alexandrovo Khanty dialects of Tomsk
region in Siberia http://www.policy.hu/filtchenko/
FTG%20ELDP%20project/audio.html под руко-
водством А.Ю. Фильченко, в рамках которого
были собраны и проанализированы восточно-
хантыйские тексты.

Но, как видно, до начала нашей работы отсут-
ствовали в открытом доступе звуковые данные по
восточному диалекту мансийского языка, обско-
му говору северного диалекта мансийского, ни-
зямскому (промежуточного между северными и
южными), салымскому (промежуточного между
западным и восточными) диалектами хантыйско-

го языка. Ранее фактически не привлекались к
анализу многочисленные тексты, подготовлен-
ные в России на хантыйском и мансийском язы-
ках в XIX в. Мы нашли в архивах и библиотеках
Санкт-Петербурга и Финляндии несколько де-
сятков книг: Евангелия, богослужебная литерату-
ра, словари на различных, частично уже исчез-
нувших диалектах хантыйского и мансийского
языков. Начиная с 2012 г. наша группа провела
многочисленные исследования различных диа-
лектов обско-угорских языков: были организова-
ны экспедиции в удаленные районы Западной
Сибири, где с помощью представителей местных
администраций были найдены последние носите-
ли мансийских и хантыйских диалектов. В 2012 г.
С.В. Онина организовала экспедицию к послед-
ним носителям хантыйских диалектов, которые
живут на реке Назым, и во время полевой работы
были найдены последние носители низямского
диалекта хантыйского языка, который ранее счи-
тался исчезнувшим. В 2013 г. М.К. Амелина орга-
низовала экспедицию к последним носителям
юкондинского диалекта восточно-мансийского
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языка в д. Шугур Кондинского района ХМАО1,
И.А. Стенин собрал полевой материал от носите-
лей обского мансийского диалекта, живущих в
двух деревнях Октябрьского района ХМАО: Ниж-
ние Нарынкары и Перегребное.

Так, LingvoDoc позволяет каждому исследова-
телю, имеющему полевые аудиозаписи, создать
собственные мультимедийные словари, соединив в
системе звук со спектрограммами Праата. Далее воз-
можен анализ собранных данных с точки зрения экс-
периментальной фонетики, диалектной принадлеж-
ности, этимологии. В настоящее время это возможно
делать он-лайн на сайте http://lingvodoc.ispras.ru/
(подробнее техническую информацию об этих воз-
можностях см. выше в первой части настоящей
статьи).

Эти возможности делают LingvoDoc необхо-
димым специалистам по исчезающим языкам и
диалектам, поскольку обычно в словарях этих
языков приводится только транскрипция слов,

1 Два последних носителя умерли в 2013 и 2017 г.

которую в большинстве случаев невозможно про-
верить. Но, как показали наши исследования, да-
же в наиболее известных словарях уральских язы-
ков очень часто встречаются ошибки в тран-
скрипциях, например, в словаре Munkácsi,
Kálmán (1986), несопоставимость которого со
словарем Kannisto (2015) была упомянута выше; в
диалектологическом словаре селькупского языка
Быконя (2005), где одно и то же слово в любом го-
воре может быть записано 2–3 способами на раз-
ных или даже на одной странице словаря. Часто
уже нет возможности проверить, какой из вари-
антов транскрипции правильный, потому что но-
сителей восточных и западных диалектов ман-
сийского языка, южных и центральных диалектов
селькупского языка уже практически нет. Про-
граммы, которые мы используем в ЛингвоДоке,
позволят как будущим исследователям, так и но-
сителям обско-угорских языков услышать, как
произносилось слово на тех диалектах, которые
через 10–20 лет уже исчезнут, и сравнить тран-
скрипцию словарей с результатами, полученны-
ми после анализа звука в экспериментально-фо-

Рис. 13. Схема взаимодействия с LingvoDoc.
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Рис. 14. Пример таблицы с фонетическими параметрами гласных в юкондинском диалекте мансийского языка после
обработки словаря в программе “Результаты анализа спектрограмм”.

нетической программе Праат. Тот факт, что каж-
дый пользователь словаря сможет не только
посмотреть картинки уже размеченных спектро-
грамм, но и, скачав, проверить правильность их
обработки, значительно повысит надежность об-
работки данных и позволит создать среду, в кото-
рой возможно достижение взаимопонимания
между специалистами всего мира, которые ис-
пользуют разные системы транскрипций. По-
скольку как словари, так и программы для их об-
работки доступны он-лайн, становится возмож-
ным любому ученому получить доступ к
материалам, и в он-лайн режиме обсудить пра-
вильность той или иной транскрипции.

Как было сказано выше, в настоящее время в
ЛингвоДоке доступны 18 словарей мансийских и
32 словаря хантыйских диалектов. Каждый из до-
ступных он-лайн словарей обско-угорских язы-
ков насчитывает 600–1000 лексем с парадигмати-
ческими формами. Каждый словарный вход со-
держит:

1. Начальную форму слова, которая представле-
на: 1) формой из словаря соответствующего диа-
лекта (в традиционной орфографической записи),

2) фонологическую или фонетическую форму
слова, 3) для словарей, материал которых собран
в полевых условиях, аудиофайл с произнесением
начальной формы три раза, 4) спектрограмму, со-
зданную в Праате, содержащую данные о физиче-
ских характеристиках каждого звука в слове (ин-
тенсивности, длительности, частоте, тоне), кото-
рую можно скачать, и проверить правильность
проведенной обработки в Праате.

2. К каждой начальной форме, по возможности,
прикреплены: парадигматические формы слова в
изолированном произношении и в контекстах.
Каждая из форм парадигмы представлена тем же
способом, что и начальная.

3. Каждая начальная форма, по возможности,
соединена этимологическими связями с родствен-
ными словами из других диалектных словарей. Их
можно сделать в тех случаях, когда авторы слова-
рей родственных диалектов дали создателю сло-
варя согласие на соединение этимологическими
связями. При нажатии на кнопку “Когнаты”
можно увидеть список родственных слов из дру-
гих словарей.
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Рис. 15. Пример обработки с помощью программы “Результаты анализа спектрограмм” правильно выполненной
транскрипции ваховского диалекта хантыйского языка http://lingvodoc.ispras.ru/dictionary/1230/570/perspec-
tive/1230/571/view.
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Рис. 16. Пример обработки с помощью программы “Результаты анализа спектрограмм” некорректно выполненной
транскрипции юкондинского диалекта мансийского языка http://lingvodoc.ispras.ru/dictionary/1230/570/perspec-
tive/1230/571/view.
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В каждом словаре при выборе опции “Инстру-
менты” можно увидеть список программ для ана-
лиза языкового материала и, в частности, выявле-
ния ошибок в его фонетической и этимологиче-
ской обработке.

Программа LingvoDoc “Результаты анализа
спектрограмм”, позволяющая оценить правиль-
ность транскрипции и описать системы гласных в
диалектах с точки зрения экспериментальной фо-
нетики.

На LingvoDoc есть возможность комплексного
анализа фонетических характеристик гласных
всех лексем из выбранного словаря, полученных
в результате обработки их спектрограмм в фоне-
тической программе Праат. Для этого надо вы-
брать в открытом словаре того или иного диалек-
та опцию Инструменты > Результаты анализа
спектрограмм. Для использования этой програм-
мы в словаре должны быть загружены звуковые
файлы в формате .wav и их спектрограммы, где в
Праате поставлены границы отдельных звуков в
формате textgrid.

Программа “Результаты анализа спектро-
грамм” для каждого гласного звука в выбранном

словаре собирает его физические характеристики
во всех произнесениях, обрабатывая спектро-
граммы, размеченные предварительно в фонети-
ческой программе Праат на отдельные звуки. На
выходе получается таблица со списком всех фи-
зических характеристик каждого звука в множе-
стве лексем выбранного диалекта, см. рис. 14.

При создании этой таблицы используются ал-
горитмы анализа интенсивности звука и фор-
мантных характеристик Праат, см. подробнее [8],
и разделы Sound: To Intensity… и Sound: To For-
mant (burg)… в справочнике Праата, доступном
на Praat’s website.

В результате работа программы “Результаты
анализа спектрограмм” эта таблица Эксель с ука-
заниями физических параметров каждого звука
также преобразуется в 3D-график, построенный
на основании показателей трех формант для каж-
дого гласного звука. На графике произнесения
каждого гласного оформлены как элипсы разных
цветов, см. рис. 15.

Как показано на рис. 16, если транскрипция
некорректная, облака формант разных гласных
будут значительно пересекаться.

Рис. 17. Пример фрагмента автоматически полученных соответствий в мансийских диалектах: согласные в позиции
начала слова.
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Так, обработка аудиословарей в программе
“Результаты анализа спектрограмм” позволяет
математически точно оценить правильность фо-
нетической транскрипции, принятой для каждо-
го из диалектов, и существенно уточнить ее. Далее,
уже опираясь на уточненную фонетическую тран-
скрипцию, можно перейти к следующему этапу:
анализу степени близости родственных диалек-
тов.

Этимологические программы LingvoDoc “Поиск
когнатов в разных диалектах / языках”, “Анализ
когнатов в разных диалектах/языках”, позволяю-
щие уточнить системы регулярных соответствий

звуков и оценить степень близости разных язы-
ков и диалектов2.

В настоящее время на LingvoDoc представле-
ны не только словари современных диалектов,
собранные в полевых условиях, но и архивные
материалы XIX в., созданные в результате дея-
тельности Переводческой комиссии Православ-
ного Миссионерского Общества, учрежденной
при Братстве Св. Гурия. Анализ и сопоставление
архивных данных с современными диалектами

2 Эти опции доступны только тем пользователям, которые
либо сами создали один из словарей, либо получили права
на работу с ним.

Рис. 18. Пример 2D-графика близости мансийских диалектов, полученного в программе “Анализ конатов”.
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показывают, что ошибки в рассматриваемых па-
мятниках практически отсутствуют, они имеют
регулярные соответствия с наиболее точными
словарями обско-угорских языков. Это связано с
тем, что, как мы знаем из истории их создания,
первые книги неоднократно выверялись носите-
лями соответствующих диалектов. Поскольку ра-
нее эти тексты не были включены в научный обо-
рот, то весьма важной задачей является их диа-
лектная классификация.

1.“Фонетические соответствия”

Для автоматического проведения этого анали-
за на первом этапе необходимо выбрать несколь-
ко словарей родственных языков или диалектов
для пословного соединения этимологическими
связями с помощью разработанной нами про-
граммы “Поиск когнатов в разных диалек-
тах/языках”. В результате работы этой програм-
мы появляется список потенциально родствен-
ных слов, состоящий в среднем из 5–8 тысяч
предложений возможных когнатов в разных язы-

Рис. 19. Пример 3D-графика близости мансийских диалектов, полученного в программе “Анализ когнатов”.
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ках/диалектах, которые далее необходимо вруч-
ную утвердить как родственные или отклонить.
Результат этой ручной обработки можно увидеть
в каждом словаре при нажатии кнопки Когнаты.

Затем нужно открыть словарь, который будет
оценен с точки зрения его места в диалектной
классификации, и выбрать в меню Инструменты
программу “Анализ когнатов в диалектах/язы-
ках”. В следующем меню будет возможно галоч-
ками отметить те словари, которые планируется
автоматически сравнить с выбранным. В резуль-
тате работы этой программы мы получаем ряды
соответствий фонем в выбранном словаре звукам
в других диалектах или языках в разных позициях:
в начале слова, после первой согласной, после
первой гласной и т.д., см. рис. 17.

2. “Диалектная классификация”

Далее для каждой пары различных фонем в од-
ном ряду соответствий подсчитывается, сколько
переходов необходимо по Международному фоне-
тическому инвентарю для изменения фонемы Х в
фонему Y, каждому переходу присваивается рав-
ный вес. Таким образом, в выбранной паре диа-
лектов или языков обсчитываются все ряды соот-
ветствий между ними и степень различия фонем в
этих рядах. В результате в файле Экселя строится

матрица близости всех выбранных диалектов или
языков, которая отображается также на он-лайн
2D и 3D-графиках, см. рис. 18, 19.

3. Реконструкция рядов соответствий фонем 
и слов праязыка

Как показано ниже на рис. 20, в результате об-
работки набора словарей родственных языков
или диалектов с помощью программы “Анализ
когнатов” мы получаем систему соответствий и
реконструкцию праязыковых фонем и слов.

В результате этой работы на материале полно-
го анализа словарей мы получаем информацию о
фонетической близости генетически родственных
диалектов и языков между собой. В LingvoDoc для
этого используются алгоритмы, построенные на ос-
нове принятого в лингвистике “принципа регуляр-
ных соответствий”, а не на поверхностном сход-
стве словоформ, как в настоящее время принято в
большинстве проектов, посвященных определе-
нию близости родства: LingPy, EVOLAEMP. Из-
вестно, что поверхностное сходство, скорее, ука-
зывает на наличия заимствований, чем на глубо-
кое родство, поскольку доказательством родства
языков являются лишь многочисленные нетри-
виальные регулярные соответствия между соглас-
ными и гласными звуками. Единственный на-

Рис. 20. Фрагмент автоматической реконструкции прамансийского языка на основании сравнения 16 диалектов.
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дежный автоматический способ оценки степени
близости родства языков – это поиск правил: ря-
дов “регулярных соответствий”, которые преоб-
разуют слова между двумя языками, или из про-
то-языка в дочерний язык, и последующий ана-
лиз этих рядов. Ранее именно таким образом
работали ученые-этимологи, обрабатывали мате-
риал вручную. Теперь это можно сделать в сотни
раз быстрее с помощью компьютерных программ
LingvoDoc. Очень важно, что эти результаты пол-
ностью верифицируемы, поскольку в результате
работы программ получается файл Экселя объе-
мом несколько сотен страниц, в котором для каж-
дого ряда соответствий приведены все примеры,
его подтверждающие. Ранее при ручной обработ-
ке такой материал никогда не был доступен, веро-
ятно, из-за трудоемкости его получения. Значи-
тельно более высокая степень точности этой эти-
мологической работы в LingvoDoc связана еще с
тем, что на вход этимологического анализа посту-
пают не транскрипции, сделанные авторами сло-
варям на слух, а непосредственно звук, и уточне-
ние транскрипции в результате его обработки с
помощью экспериментально-фонетических
программ, является одним из этапов анализа.

Таким образом, становится ясно, что без воз-
можностей LingvoDoc качественное и полностью
верифицируемое описание и этимологизация об-
ско-угорских словарей невозможны. Еще раз
подчеркнем, что этот ресурс позволит и будущим
исследователям получить доступ непосредствен-
но к звуковым записям и полностью самостоя-
тельно воспроизвести процессы 1) правильности
транскрипции диалектов, 2) определения степе-
ни близости между диалектами.

Результаты, которые мы получили, привлекая
значительное количество новой информации, со-
бранной как в полевых условиях, так и в архивах
по обско-угорским языкам, позволили в очень
сжатые сроки новые результаты, важные как для
лингвистики, так и изучения истории России, по-
скольку они позволяют уточнить степень генетиче-
ской близости носителей разных диалектов, суще-
ствовавших в течение последних 250 лет, и время
распада хантыйского и мансийского праязыков на
разные диалекты.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье представлена виртуальная лаборато-

рия ЛингвоДок, которая позволяет проводить до-
кументацию языков с помощью создания слова-
рей любой структуры, этимологических связей
между ними и программ их анализа. В ЛингвоДо-
ке не уровне интерфейса также возможно исполь-
зование результатов обработки звука в программах
Элан (глоссирование звучащих текстов) и Праат
(экспериментально-фонетическая обработка). Бэ-
кенд предоставляет интерфейсы взаимодействия

при помощи GraphQL HTTP API. Доступные вы-
зовы могут быть интроспектированы стандарт-
ными утилитами работы с GraphQL и позволяют
использовать данные, хранящиеся в системе для
целей вычислительного анализа снаружи самой
системы. Проект является открытым и лицензи-
руется по лицензии Apache 2. В настоящее время
в системе зарегистрировано более 300 активных
пользователей.

Мы показали, как программы анализа можно
применять к материалу словарей обско-угорских
языков и получать новые значимые результаты по
экспериментально-фонетическому описанию от-
дельных говоров, генетической близости диалек-
тов, реконструкции праязыка.

В будущем мы планируем улучшить версию, раз-
мещаемую локально в других местах с возможно-
стью синхронизации, расширять сообщество уче-
ных, разрабатывающих вычислительные алгорит-
мы, улучшить графический интерфейс, добавить
новые опции лингвистического анализа материала.
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THE SOFTWARE SYSTEM LINGVODOC AND THE POSSIBILITIES
IT OFFERS FOR DOCUMENTATION AND ANALYSIS 

OF OB-UGRIC LANGUAGES
Y. V. Normanskajaa,b, О. D. Borisenkoa, I. B. Beloborodova,

and Academician of RAS А. I. Avetisyana

a Ivannikov Institute for System Programming of the Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation
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The LingvoDoc system (http://lingvodoc.ispras.ru) provides a service for collaborative language documen-
tation and computations on the collected data. This software system provides GraphQL HTTP API for all the
system components and allows its users to build their own extensions for data analysis or even to integrate it
with their own software. Thanks to a special database and application design pattern, it is possible to construct
off line applications integrated with the LingvoDoc system: these applications would need to have an internet
connection only once to synchronize basic data types and for authentification purposes. The system itself al-
lows users to construct multilayer dictionaries, attach them to the geographical map, fill documents with
metadata, share access to dictionaries with other users or with everyone. The LingvoDoc system provides
fine-grained access control lists for sharing, which allows to separate users into groups of dictionary editors,
proofreaders and read-only users. The system also provides some computational algorithms on the stored da-
ta: phonology computations, automatic and guided deduplication inside the dictionaries etc. The system al-
lows users to choose the dictionary structure. The system supports the following data types: text, images,
sounds (wav, mp3 and flac), markups (ELAN and Praat formats), directed and undirected links between
stored entities. A user can choose the most suitable format for their dictionary. Also, the system provides
ELAN corpora storage, viewer and processing. In LingvoDoc there are 13 programs made for authors of the
dictionary (only 4 of them are available for all users of the system). These programs analyze language data
from phonetical, morphological and etymological point of view. This analysis previously was performed
manually by linguists. Our programs allows do it tens and sometimes hundreds times faster. This paper pres-
ents the documentation and an analysis of Ob-Ugric languages using the LingvoDoc system.

Keywords: software system, documentation and analysis of languages, data analysis.
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В работе представлены результаты численного моделирования движения, деформирования и разру-
шения тонкой нити под действием поперечной ударной нагрузки. Для описания нити использова-
ны уравнения теории Рахматулина. Для решения системы динамических уравнений применяется
конечно-разностный численный метод. Параметрическое обеспечение использованной модели
может быть получено непосредственно из экспериментов по ударному нагружению, что позволяет
учесть скоростные зависимости параметров материалов. В работе представлены результаты расче-
тов воздействия ударной нагрузки на арамидные нити. Рассмотрены режимы нагружения как без
обрыва нити, так и с ее разрушением. Приведено прямое сравнение расчетных и эксперименталь-
ных данных, показано хорошее соответствие между ними. Полученная валидированная численная
модель отдельной нити может быть в дальнейшем использована для описания ткани как системы
взаимодействующих нитей.

Ключевые слова: тонкая нить, ударная нагрузка, поперечный удар, скорость поперечной волны, раз-
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ВВЕДЕНИЕ

Гибкие тканевые защитные экраны активно
используются во многих областях техники, в том
числе они являются штатной составляющей за-
щитных экранов космических аппаратов, обеспе-
чивающих безопасность пилотируемых станций.
Традиционная конструкция защиты на сегодня
следует исходным идеям Ф. Уиппла [1] и состоит
из трех слоев. Первый слой выполнен из металла
и обеспечивает дробление микрометеоритов и
космического мусора, превращая сосредоточен-
ный удар крупной высокоскоростной частицы в
воздействие облака мелких осколков, распреде-
ленное во времени и пространстве. Второй про-
межуточный слой выполнен из тканевых матери-
алов, он поглощает часть энергии удара и этим
дополнительно снижает тепловую и силовую на-
грузку. Третьим слоем является непосредственно
защищаемая стенка, которая должна уцелеть.

Оптимизация тканевой составляющей защит-
ного экрана является актуальной задачей общего
повышения безопасности пилотируемых космиче-
ских аппаратов. Кроме того, в последнее время до-
полнительный интерес к тканевым экранам вызван
развитием идей использования в составе крупно-
масштабных космических аппаратов трансформи-
руемых модулей с гибкими стенками. Методы за-
щиты гибких модулей от ударов микрометеори-
тов и космического мусора являются открытой
инженерной задачей [2]. Использование традици-
онных конструкций защитных экранов с жесткой
первой стенкой для гибких модулей малореально,
что вызывает активный поиск новых идей [3].

Для быстрых оценок воздействия поперечного
удара на тканевые конструкции традиционно ис-
пользуется теория о поперечном ударе по тонкой
нити, основанная на работах Рахматулина [4–6] и
Смита [7, 8]. В рамках данной теории нить прини-
мается тонкой, в ней действует только сила натя-
жения, процессы в поперечном сечении нити не
рассматриваются. Поперечный удар по такой ни-
ти приводит к формированию в ней продольной и
поперечной волн. Нить под действием такой на-
грузки приобретает типичную V-образную фор-
му, приведенную на рис. 1. Данная форма сохра-
няется до момента отражения волн от точек за-
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крепления нити или до начала процессов
разрушения нити.

В классической теории получены важные со-
отношения (1–3), широко используемые в инже-
нерной практике [9], которые связывают ско-
рость продольной волны Cp, скорость поперечной
волны Cs, скорость ударника V, деформацию в ни-
ти за продольной волной ε.

(1)

(2)

(3)
Данная простая форма записи этих соотноше-

ний справедлива только для случаев, в которых
нить изначально недеформирована, в ходе всего
процесса выполнено условие , нить мож-
но принять бесконечно длинной, а скорость удар-
ника постоянной. Однако эти ограничения вы-
полнены для большого количества практически
значимых постановок.

Следует отметить, что простые соотношения
классической теории не всегда позволяют опи-
сать все эффекты, наблюдаемые на практике.
Так, некоторые работы сообщают, что отличия
экспериментальных данных и оценок по приве-
денным выше формулам могут достигать 40%
[10]. Это вызывает развитие моделей, вводящих
учет различных факторов, таких как микрострукту-
ра нити и волокон [11, 12]. Также многие наблюдае-
мые эффекты, оказывается, возможно объяснить,
оставаясь в рамках положений классической тео-

= 1/3 2/30.8  ,s pC C V

= ε ε + ε − ε22 (1 ) ,pV C

( )= ε + ε − ε( 1 ).s pC C

�s pC C

рии, но решая исходную систему уравнений ди-
намики нити для конкретного случая, а не ис-
пользуя типовые соотношения (1–3). Этому под-
ходу следуют, например, публикации [13, 14].
Данная работа также остается в рамках классиче-
ской теории Рахматулина, но использует числен-
ное решение исходной системы уравнений.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

В данной работе используется исходная систе-
ма уравнений из [4–6]. Движение нити описыва-
ется следующими соотношениями:

(4)

Для случая удара с постоянной скоростью си-
стема уравнений принимает следующий вид [4]:

(5)

В уравнениях (4) и (5) используются следую-
щие обозначения:  – плотность материала ни-
ти, которая принимается постоянной,  – натя-
жение нити, P – внешняя поперечная нагрузка,
приложенная к нити,  – деформация нити,  –
расстояние вдоль нити,  – пространствен-
ные координаты,  – угол между касательной к
нити и осью OX. Введенная система координат
показана на рис. 2, сплошной линией показан
сегмент нити, пунктиром – касательная.

Предположение о постоянной скорости удара
используется в силу того, что рассматривается
массивный ударник, торможением которого за
время взаимодействия с одиночной нитью можно
пренебречь. Для численного решения приведен-
ной системы используется конечно-разностная
схема второго порядка, описание которой приве-
дено в [15].
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Рис. 1. Форма нити при ударе с постоянной скоростью. Точечный удар (слева) и удар массивным ударником (справа).
Пунктирная стрелка показывает направление удара. Сплошными стрелками показаны направления распространения
поперечных волн.

Рис. 2. Участок нити и используемые обозначения.
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Отдельно следует рассмотреть вопрос парамет-
рического обеспечения данной модели. Для описа-
ния нити требуются ее плотность, модуль Юнга и
предел прочности. Плотность не представляет
сложностей, в отличие от упругих и прочностных
параметров. Для материалов традиционно из-
вестны параметры, полученные из статических
испытаний. Однако статические значения пара-
метров могут сильно отличаться от динамиче-
ских, которые материал проявляет при действии
ударной нагрузки. Так, по данным работы [16]
для Кевлара 49 модуль Юнга и предел прочности
меняются более чем на 30% в относительно не-
большом диапазоне скоростей деформации.

Для оценки модуля Юнга в интересующем
диапазоне скоростей может быть использовано
соотношение (1). На начальном этапе удара оно
выполняется с хорошей точностью, что позволяет
по наблюдаемой в эксперименте скорости попе-
речной волны и известной скорости ударника по-
лучить значение для продольной скорости звука в
материале, а из него – динамический модуль Юн-
га. Следует отметить, что получение значения с
высокой точностью таким образом затруднитель-
но, так как модуль Юнга входит в соотношение с
малым показателем степени. Тем не менее оценка
таким образом может быть получена. Предел
прочности может быть найден из решения коэф-
фициентной обратной задачи при наличии доста-
точного количества экспериментальных данных.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для валидации использованной модели и ме-
тода были взяты экспериментальные данные по
материалам публикации [17], которые содержат
результаты по воздействию ударной нагрузки на ара-
мидные нити в диапазоне скоростей 200–510 м/с.

Среди данных есть постановки как с разрушени-
ем нитей, так и с деформированием без обрыва.

Плотность нитей составляет 1440 кг/м3. Дина-
мический модуль Юнга по данным эксперимен-
тов может быть оценен как 80 ГПа. Для предель-
ного удлинения при разрушении было взято зна-
чение 5%.

Для валидации были использованы экспери-
менты со скоростями удара 197 и 497 м/с, для ко-
торых доступны подробные временные картины
формы нити при ее деформировании и разруше-
нии. На рис. 3 и 4 приведены результаты расчетов
и их сравнение с экспериментами.

На рис. 3 показаны результаты для удара со
скоростью 197 м/с. Исходные эксперименталь-
ные данные с покадровым представлением ско-
ростной съемки могут быть найдены в [17]. В дан-
ной работе используется поточечно заданная ап-
проксимация участка нити, зафиксированного
камерой. Этот участок на рисунке изображен се-
рой линией. Черным на тех же графиках показана
форма нити, полученная в результате расчета в те
же моменты времени. В данном режиме разруше-
ния нити не наблюдалось.

Получено хорошее совпадение формы нити,
что говорит об адекватности использованных мо-
дели и метода. Можно отметить, что в начальный
момент времени в эксперименте нить расположе-
на не идеально вертикально, что отличается от
постановки расчета. Однако этот факт не сказы-
вается на основном процессе деформирования, в
котором экспериментальная и расчетная форма
нити совпадают.

Также следует отметить, что в эксперименте
наблюдается заметный отскок нити вперед от
ударника, который виден как отклонение формы
нити от вертикальной в центральной части удар-
ника (около нулевого значения по простран-

Рис. 3. Сопоставление расчетов и экспериментов, скорость удара 197 м/с. Между изображениями 10 мкс. По осям про-
странственные координаты в миллиметрах. Черным показана расчетная форма нити, серым – аппроксимация участка
нити, зафиксированного камерой. Край ударника соприкасается с нитью в точке (0; –10), ударник движется влево.
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ПЕТРОВ и др.

ственной оси OY). Этот эффект известен, описан
в [10], ожидаем в некоторых режимах деформиро-
вания и связан с процессами на толщине нити,
которые не входят в модель, использованную в
данной работе. Однако наличие данных эффек-
тов не сказывается на движении основной части
нити.

На рис. 4 показаны результаты для удара со
скоростью 497 м/с, для которого наблюдается
разрушение нити. В данном случае серым пока-
зан общий контур разрушаемой нити по данным
эксперимента, который является огибающей всех
ее фрагментов. Это связано с тем, что разрешение
скоростной камеры не позволяет точно зафикси-
ровать точку и момент обрыва [17].

Видно, что результаты расчета точно совпадают с
данными эксперимента первые 40 мкс процесса, а
на завершающей стадии возникает визуально за-
метное различие в форме фрагментов нити. Это
обусловлено математической идеальностью за-
крепления концов нити в расчете, что приводит к
отражению волны разгрузки, образующейся при
разрыве нити, от точек закрепления. В эксперимен-

те граничные условия неидеальны, проскальзыва-
ние в точке закрепления сглаживает форму нити.
При этом общее положение нити и ее фрагментов
после разрушения в расчете описаны адекватно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе проведено численное модели-

рование поперечного удара по арамидным нитям
в диапазоне скоростей 200–510 м/с. Выполнено
прямое сравнение расчетных и эксперименталь-
ных данных как для деформирования без разру-
шения, так и для постановок с обрывом нитей.
Получено хорошее соответствие экспериментов и
расчетов по форме деформированной нити (ско-
рости поперечной волны) и по описанию разрыва
нити при скорости соударения 500 м/с. Таким об-
разом, математическая модель нити валидирова-
на с использованием экспериментальных резуль-
татов в данном скоростном диапазоне.

В дальнейшем данная модель одиночной нити
может быть использована при разработке модели
гибкого тканевого защитного экрана, состоящего

Рис. 4. Сопоставление расчетов и экспериментов, скорость удара 497 м/с. Между изображениями 10 мкс. По осям про-
странственные координаты в миллиметрах. Черным показана расчетная форма нити, серым – аппроксимация участка
нити, зафиксированного камерой. Край ударника соприкасается с нитью в точке (0; –10), ударник движется влево.
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из дискретных нитей. При этом дополнительного
исследования потребуют процессы межслойного
взаимодействия элементов экрана и ударно-вол-
новые процессы, протекающие на толщине мно-
гослойных тканевых пакетов.
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ON NUMERICAL MODELING 
OF FIBER DESTRUCTION UNDER IMPACT LOAD
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E. S. Onuchina, and N. A. Tovarnovaa

aMoscow Institute of Physics and Technology (National Research University),
Dolgoprudny, Moscow region, Russian Federation

The paper presents the results of numerical simulation of the motion, deformation and destruction of a thin
fiber under the action of a transverse shock load. The equations of Rakhmatulin’s theory are used to describe
the fiber. The finite-difference numerical method is used to solve the system of dynamic equations. The pa-
rameters for the model can be obtained directly from experiments on impact loading. This makes possible to
take into account the dependence of material properties from a strain rate. The paper presents the results of
calculations of the impact load on aramid fibers. The loading modes without fiber breakage and with fiber
destruction are considered. A direct comparison of the numerical and experimental data is presented. A good
agreement between them is demonstrated. The resulting validated numerical model of a single fiber can be
further used to describe the fabric as a system of interacting fibers.

Keywords: thin fiber, impact load, transverse load, transverse wave speed, destruction, numerical modeling
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