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Введение

§ 0.1 Изучаемые объекты

Обобщенные процессы восстановления (ОПВ) являются одной из са-
мых распространенных математических моделей во многих приложе-
ниях теории вероятностей, таких, например, как теория систем обслу-
живания (теория очередей), теория страхования, теория риска, и ряде
других. Они используются и в теоретических исследованиях, например,
при изучении марковских аддитивных процессов (см. [109, 110]). Они же
представляют собой естественное обобщение случайных блужданий —
наиболее полно изученного классического объекта теории вероятностей.
Поэтому общая асимптотическая теория ОПВ, построенная в моногра-
фии, представляет прикладной интерес и в то же время обобщает мно-
гие хорошо известные результаты теории вероятностей, относящиеся
к случайным блужданиям; см., например, монографию А.А. Боровкова
[12]. Некоторые из результатов, установленных в настоящей моногра-
фии для ОПВ, оказываются новыми и для случайных блужданий как
частного случая ОПВ (см., например, гл. 7).

Пусть заданы случайный вектор (τ1, ζ1) и независимая от него по-
следовательность независимых одинаково распределенных случайных
векторов (τ, ζ), (τ2, ζ2),. . . , где τ1 > 0, τ > 0. Обозначим

Tn :=

n∑
j=1

τj , Zn :=

n∑
j=1

ζj при n > 1, T0 = Z0 = 0. (0.1.1)

Пусть при t > 0

η(t) := min{k > 0 : Tk > t}, ν(t) := η(t)− 1. (0.1.2)

Ясно, что для всех t > 0 выполняется равенство

ν(t) = max{k > 0 : Tk 6 t}.

Случайные процессы η(t) и ν(t) называют процессами восстановле-
ния (или простыми процессами восстановления).
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Термин «процесс восстановления» возник в связи с «технически-
ми» прикладными задачами, в которых присутствуют отказы и вос-
становления некоторых приборов, таких, например, как электроприбо-
ры, срок службы которых, как правило, случаен (см., например, [46]).
Пусть τ1, τ2, . . . — длительности безотказной работы приборов. По исте-
чении времени τj наступает отказ и неработающий прибор подлежит
восстановлению (или замене). Допустим, что восстановление (замена)
происходит мгновенно. Тогда ν(t) будет числом восстановлений, про-
изошедших до момента времени t, если не считать «восстановления»
в момент t = 0. Число восстановлений будет равно η(t), если считать,
что в момент t = 0 восстановление произошло.

Почти во всех прикладных задачах свойства распределения τ1 за-
висят от того, когда мы начали наблюдения за работой системы прибо-
ров. Если нам известно, что в момент t = 0 произошло восстановление,
то можно считать, что τ1, τ2, . . . распределены одинаково. Если же мы
начали наблюдение в некоторый момент времени и нам неизвестно, ко-
гда произошло последнее восстановление, то естественно считать, что
время τ1 до первого после начала наблюдений восстановления прибора
имеет распределение, отличное, вообще говоря, от распределения ин-
тервалов τ2, τ3, . . . между последующими восстановлениями.

Введем теперь в рассмотрение более широкий класс процессов.
Определение 0.1.1. Обобщенным процессом восстановления (ОПВ)

называется процесс

Z(t) := Zν(t), t > 0. (0.1.3)

Процесс Z(t) называют также сложным процессом восстановления.
Последовательность

{
(τj , ζj)

}
будем называть управляющей последова-

тельностью.
Как уже отмечалось, ОПВ являются математической моделью во мно-

гих прикладных задачах, например, в теории систем обслуживания
(теории очередей), в теории страхования и др. Стандартная общепри-
нятая модель ОПВ предполагает, что время τ1 появления первого скач-
ка и величина ζ1 этого скачка имеет совместное распределение, отлич-
ное, вообще говоря, от совместного распределения (τ, ζ) (см., например,
[46], [79]). Это реализуется, например, для важных в приложениях ОПВ
со стационарными приращениями (см. п. 1.1.2). Если (τ1, ζ1) =

d
(τ, ζ),

то процесс Z(t) будем называть однородным ОПВ ; в противном случае
— неоднородным.

Траектории процесса Z(t) на [0,∞) при τ1 > 0 имеют следующий
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вид

Z(t) =


0 при t ∈ [0, τ1),

ζ1 при t ∈ [τ1, T2),

Z2 при t ∈ [T2, T3) и т.д.,
(0.1.4)

они непрерывны справа. Если τ1 = 0 (такое не исключается, так как
по условию τ1 > 0), то множество [0, τ1) пусто, Z(t) = ζ1 при t ∈ [0, τ2),
так что на событии {τ1 = 0} процесс Z(t) можно рассматривать как
однородный ОПВ с начальным значением Z(0) = ζ1.

Приведем два примера, в которых процесс Z(t) играет определяю-
щую роль в описании работы изучаемых систем. Рассмотрим сначала
простейшую задачу теории очередей. В некоторую систему обслужи-
вания в моменты T1, T2, . . . поступают вызовы (клиенты), на обслужи-
вание которых требуется, соответственно, время ζ1, ζ2, . . . Это может
быть, например, нагруженный аэропорт, принимающий самолеты на
посадку: они прибывают в моменты T1, T2, . . .; время обслуживания j-
го самолета, т.е. время, затраченное на посадку, равно ζj . Это может
быть также система обработки информации, в которую информация
поступает квантами в моменты T1, T2, . . . и на обработку j-го поступле-
ния требуется время ζj и т.д.

В таких системах Z(t) = Zν(t) есть время, которое потребуется на об-
служивание вызовов, прибывших за время t. Пусть рассматриваемая
система является системой с очередью (вызовы, заставшие систему за-
нятой, становятся в очередь). Важной характеристикой такой системы
является «виртуальное» время ожидания W (t) до начала обслужива-
ния вызова, который пришел бы в момент t. Нетрудно видеть, что W (t)
удовлетворяет уравнению

dW (t) =

{
dZ(t)− dt, если W (t) > 0;

dZ(t), если W (t) = 0,

которое имеет явное решение

W (t) = Z(t)− t− inf
06u6t

(
0, Z(u)− u

)
(0.1.5)

(траектория W (t) получается из траектории Z(t)−t с помощью «задер-
живающего» барьера в точке 0). Если, например, τj и ζj независимы,
то из (0.1.5) следует, что предельное распределение W (t) при t → ∞
совпадает с распределением sup06t<∞

(
Z(st)(t) − t) (см., например, [6],

§ 6), где Z(st)(t) — ОПВ со стационарными приращениями, т.е. процесс
Z(t) со специально выбранным распределением τ1 (см. п. 1.1.2).
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Второй пример относится к работе страховой компании. Пусть
T1, T2, . . . — моменты наступления крупных выплат по страховым слу-
чаям, а ζ1, ζ2, . . . — соответственно, размеры этих выплат. Пусть далее
r — средняя «скорость» поступлений страховых взносов (суммы, посту-
пающие в компанию от страхователей за единицу времени). Тогда, если
x — начальный капитал компании, то ее капитал в момент t будет равен
x+ rt−Z(t). Это значит, что если infu6t

(
x+ ru−Z(u)

)
< 0, то компа-

ния к моменту t разорится. Другими словами, вероятность разорения
за время t равна P

(
supu6t

(
Z(u)− ru

)
> x

)
. Это есть классическая за-

дача о разорении, которой посвящено значительное количество работ,
включая монографии (см., например, [83], [78]–[80], [96]). Она будет рас-
смотрена в § 6.7.

В обоих примерах объектом изучения становятся вероятности того,
что траектория процесса Z(u) пересечет за время t некоторую границу.
Задачи такого рода называют граничными для ОПВ. Они будут рас-
смотрены в § 1.6, гл 4, 6.

ОПВ возникают и в теоретических исследованиях. Например, при
изучении асимптотических законов для марковских аддитивных про-
цессов (сумм случайных величин, заданных на состояниях цепи Мар-
кова). Если цепь харрисова, то у нее существует положительный атом,
иногда «искусственный». Если построить циклы (длиной τ1, τ2, . . .) по
возвращению цепи в положительный атом и обозначить через ζ1, ζ2, . . .
приращения сумм на этих циклах, то мы получим независимые векторы
(τj , ζj), которые определяют соответствующий ОПВ Z(n) (время t = n
дискретно), с помощью которого из результатов, изложенных в моно-
графии, можно получить все основные предельные законы для марков-
ских аддитивных процессов (см. §§ 1.8, 2.5, 5.7 и литературу, названную
там).

Наряду с ОПВ Z(t) мы будем рассматривать также случайные про-
цессы

Y (t) := Zη(t) = Zν(t) + ζη(t), t > 0. (0.1.6)

Их мы также будем называть ОПВ. Траектории Y (t) на [0,∞) имеют
при τ1 > 0 следующий вид:

Y (t) =

{
ζ1 при t ∈ [0, τ1),

Z2 при t ∈ [τ1, T2) и т.д.

При τ1 = 0 произойдут изменения, аналогичные тем, что отмечены по-
сле соотношений (0.1.4). Будет показано, что предельные законы в об-
ласти нормальных уклонений, которые мы будем изучать в главах 1, 2
при выполнении соответствующих условий будут одни и те же для ОПВ
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Z(t) и Y (t). В области больших уклонений (см. гл. 3–6) это не всегда
так.

Так как η(t) — марковский момент, то процессы Y (t) = Zη(t) устро-
ены несколько проще, и в ряде случаев удобнее изучать эти процессы.

Если τ1 ≡ τ ≡ 1, то ОПВ

Z(t) = Z
(
[t]
)
= Z[t]

становятся суммами Z[t] случайных величин ζj , т.е. случайным блуж-
данием. Этот объект изучен достаточно полно.

Если ζ1 ≡ ζ ≡ 1, то Z(t) = ν(t) = η(t) − 1, где η(t) — простой
процесс восстановления. Для него P

(
η(t) > n

)
= P(Tn 6 t) и задача

изучения распределения η(t) также сводится к изучению распределения
сумм случайных величин; на этот раз — сумм Tn. Ясно, что аналогич-
ные замечания справедливы и для ОПВ Y (t).

Если (τ1, ζ1) =
d

(τ, ζ), τ и ζ независимы,

P(τ > v) = e−λv, v > 0, λ > 0, (0.1.7)

то процесс Z(t) становится сложным (или обобщенным) пуассоновским
процессом, т.е. процессом с независимыми приращениями.

Если вместо (0.1.7) выполнено

P(τ = k) = (1− q)qk, k = 0, 1, . . . ,

или P(τ = 1) = 1, то последовательность Z(k), как и в случае (0.1.7),
будет процессом с независимыми приращениями, но с дискретным вре-
менем, т.е. последовательностью сумм независимых одинаково распре-
деленных случайных величин (случайным блужданием).

§ 0.2 Краткая предыстория. Содержание моно-
графии

Изучению ОПВ посвящено значительное количество работ. Известен
ряд общих результатов, таких как усиленный закон больших чисел,
центральная предельная теорема (см., например, Боровков А. А. [10,
§ 10.6]), закон повторного логарифма, принцип инвариантности (см.
Ксёрго М., Херват Л., Стейнебах Дж. [91], [114]; Гут А. [100, гл. 5]).
Доказательства в этих работах опираются на весьма сложную технику
и упрощены в гл. 1. В монографии Боровкова А.А., Боровкова К. А.
[26, гл. 16] изучены вероятности больших уклонений ОПВ и их траек-
торий в случае, когда скачки процесса имеют правильно меняющиеся
на бесконечности распределения.
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Значительная часть опубликованных работ, связанных с ОПВ, от-
носится к приложениям или к весьма специальным постановкам задач.
Они носят разрозненный характер и касаются далеко не всех направ-
лений, представляющих интерес. В период с 2008 по 2019 год появился
большой цикл работ автора, БоровковаК.А., Могульского А.А., Проко-
пенко Е.И. (значительная часть из них являются совместными), посвя-
щенных предельным законам для ОПВ (см. ниже). Они и легли в основу
этой книги.

Цель настоящей монографии — систематически изложить асимпто-
тическую теорию ОПВ в ее общем виде. Она включает в себя анало-
ги и обобщения всех основных предельных законов, установленных для
случайных блужданий и изложенных, например, в монографии [12]. По-
строенная теория публикуется в монографической литературе впервые.
Она представляет как теоретический, так и прикладной интерес.

Излагаемая теория содержит:
• Основные предельные законы для ОПВ (в их числе функцио-

нальные предельные теоремы), включая случай бесконечной дисперсии
скачков процесса; закон повторного логарифма и его аналоги (гл. 1).

• Интегро-локальные предельные теоремы в области нормальных,
умеренно-больших и больших уклонений (гл. 2, 5).

• Принципы больших и умеренно больших уклонений для ОПВ в фа-
зовом пространстве и пространстве траекторий, включая принципы боль-
ших уклонений в граничных задачах для ОПВ с явным видом функци-
оналов уклонений (гл. 3, 4).

• Предельные теоремы, описывающие точную асимптотику в гра-
ничных задачах для ОПВ (гл. 6).

• Распространение принципа инвариантности для ОПВ на область
умеренно больших и малых уклонений (гл. 7; результаты этой главы
являются новыми и для случайных блужданий, как частного случая
ОПВ).

• В качестве приложений получены основные предельные законы,
включая функциональные предельные теоремы и интегро-локальные
теоремы в области нормальных и больших уклонений для марковских
аддитивных процессов (§§ 1.8, 3.6, 5.7).

Из сказанного видно, что значительная часть монографии (гл. 3–7)
касаются изучения вероятностей больших уклонений для ОПВ. Мате-
матически — это наиболее содержательная и трудная часть излагаемой
теории. Отметим, что существенную роль здесь играет следующее об-
стоятельство. Оказывается, что существует функция, которая содержит
в себе всю информацию об асимптотическом поведении распределения
ОПВ на растущем интервале времени. Мы нашли, изучили ее и назва-
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ли базовой функцией (см. § 3.5). Для случайных блужданий (это есть
частный случай ОПВ) базовая функция оказывается равной логарифму
преобразования Лапласа над распределением скачков. В общем случае
базовая функция играет ту же роль, что и названное преобразование,
но вместо точных равенств появляются аналогичные асимптотические
соотношения при растущем времени.

Проблемам больших уклонений для случайных процессов посвяще-
на обширная литература, включая несколько монографий. Главным ее
объектом является изучение «грубой» асимптотики (асимптотика лога-
рифмов) вероятностей соответствующих редких событий для широкого
класса процессов. Основные подходы и обзор результатов см., напри-
мер, в монографиях Фенг Дж., Куртц Т. Г. [97], Дембо А., Зейтуни О.
[93] (там же см. библиографию). В нашем случае при изучении ОПВ
эффективными и более конструктивными оказываются прямые подхо-
ды, основанные на знании конкретной природы ОПВ, определенной в
(0.1.3), позволяющей найти базовую функцию. Они дают возможность
в гл. 3–7 получить значительно более продвинутые результаты, вклю-
чая (a) принцип больших уклонений (ПБУ) в гл. 3, 4 с явным видом
функционала уклонений (deviation rate functional), который определя-
ется преобразованием Лежандра над базовой функцией; (b) — получить
в гл. 5–7 решения более трудных задач о точной (не «грубой») асимп-
тотике вероятностей больших уклонений.

Изложение §§ 1.5–1.7 и глав 2, 6, 7 основано на работах автора [14],
[19]–[25]. Изложение глав 3–5 — на работах автора [15, 23] и совмест-
ных работах с Могульским А.А. [27], [32]–[36]; соавтором в [36] является
также Прокопенко Е.И. Монография содержит также ряд результатов,
ранее не опубликованных.

При изучении вероятностей больших уклонений ОПВ в гл. 3–7 пред-
полагается выполнение моментного условия Крамера (быстрое убыва-
ние на бесконечности распределения скачков процесса). Для случая, ко-
гда распределения скачков правильно меняются на бесконечности (мед-
ленное убывание), в гл. 8 для полноты изложения воспроизведен без
доказательств ряд результатов из [26, гл. 16].

Построение общей асимптотической теории ОПВ при выполнении
условия Крамера стало возможным благодаря предшествующим рабо-
там в следующих трех областях:

• предельные теоремы об асимптотике меры восстановления в обла-
сти больших уклонений для многомерных случайных блужданий (см.
работы Боровкова А. А., Могульского А. А. [27, 32])

• большие уклонения многомерных случайных блужданий (см., на-
пример, монографию Боровкова А.А. [12]). Применительно к ОПВ очень
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полезными оказываются подходы, связанные с так называемыми ло-
кальными принципами больших уклонений

• интегро-локальные теоремы Стоуна для случайных блужданий
(см. [116, 117]; они особенно важны как инструмент исследования).

Владение результатами и техникой в эти трех областях является
необходимым при достаточно полном асимптотическом анализе ОПВ.

Автор благодарен Т.В. Беляевой за большую помощь при подготов-
ке рукописи к печати.



Глава 1

Основные предельные
законы в области
нормальных уклонений

§ 1.1 Предварительные результаты

1.1.1 Сходимость распределений и моментов некоторых
функционалов от ОПВ

Обобщенные процессы восстановления (ОПВ) Z(t), Y (t) определены во
Введении (см. (0.1.1)–(0.1.6)). В основе определения лежит управляю-
щая последовательность векторов {τj , ζj}, суммы

Tn =
n∑
j=1

τj , Zn =
n∑
j=1

ζj

и процессы восстановления η(t) = min{k : Tk > t} и ν(t) = max{k :
Tk 6 t} = η(t)− 1. В этих обозначениях

Z(t) = Zν(t), Y (t) = Zη(t).

Для описания свойств ОПВ Z(t), Y (t) нам понадобится еще ряд обозна-
чений. Введем в рассмотрение величину χ(t) первого перескока уровня
t случайным блужданием {Tk}∞k=1:

χ(t) := Tη(t) − t, (1.1.1)

величину «недоскока»
γ(t) := t− Tν(t) (1.1.2)

и положим
ζ(t) := ζη(t), τ(t) := τη(t),

18
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так что
γ(t) + χ(t) = τ(t).

Везде в дальнейшем будет предполагаться, что существуют

Eτ =: aτ и Eζ =: aζ ,

и, стало быть, определен «средний снос» ОПВ

a :=
aζ
aτ

Термин «средний снос» оправдан, так как будет показано, что

EZ(t)

t
→ a,

Z(t)

t
→
п.н.

a при t→ ∞.

Такие же соотношения верны для Y (t). Предположение о существова-
нии и конечности aτ , aζ дополнительно нигде оговариваться не будет.

Распределение (τ1, ζ1) может быть любым и условия, относящиеся
к этому вектору, при необходимости будут оговариваться.

В последующих рассмотрениях нам понадобится также функция вос-
становления, соответствующая последовательности {Tk}; в однородном
случае мы обозначим ее через

H(t) =

∞∑
k=0

P(Tk 6 t).

В неоднородном случае τ1 ̸=
d
τ мы будем обозначать ее через H̃(t).

Так как {
η(t) > k

}
= {Tk 6 t},

то в однородном случае

Eη(t) =

∞∑
k=1

P
(
η(t) > k

)
=

∞∑
k=0

P
(
η(t) > k

)
=

=

∞∑
k=0

P(Tk 6 t) = H(t), (1.1.3)

Tη(t) = t+ χ(t)

и в силу тождества Вальда имеем

ETη(t) = aτEη(t) = t+Eχ(t),

Eη(t) = H(t) =
t+Eχ(t)

aτ
.

(1.1.4)



20 Глава 1. Основные предельные законы в области нормальных уклонений

Лемма 1.1.1. Пусть распределение τ нерешетчато. Тогда
(i). Всегда существуют собственные предельные распределения:

lim
t→∞

P
(
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) > w

)
=

=
1

aτ

∞∫
u

P(τ > y + v, ζ > w)dy, (1.1.5)

lim
t→∞

P
(
ζ(t) > w

)
=

E(τ ; ζ > w)

aτ
. (1.1.6)

(ii). В однородном случае существуют постоянные c1 ∈ (0,∞) и
c2 ∈ (1/aτ ,∞), такие, что

sup
t

P
(
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) > w

)
6

6 c1P(τ > u+ v, ζ > w) + c2

∞∫
u

P(τ > y + v, ζ > w)dy. (1.1.7)

В неоднородном случае к правой части в (1.1.7) добавится слагаемое
P(τ1 > u+ v, ζ1 > w).

(iii). Если Eτk−1
1 <∞, Eτk <∞, то

Eγk(t) = o(t), Eχk(t) = o(t) при t→ ∞. (1.1.8)

Если Eτk1 <∞, Eτk+1 <∞, то для нерешетчатых τ

Eγk(t) → Eτk+1

(k + 1)aτ
, Eχk(t) → Eτk+1

(k + 1)aτ
при t→ ∞. (1.1.9)

Если Eeλτ1 <∞, Eeλτ <∞ при λ > 0, то

Eeλγ(t) → Eeλτ − 1

aτλ
при t→ ∞. (1.1.10)

Такое же соотношение справедливо для χ(t).
Если f — измеримая функция и E

∣∣f(ζ1)∣∣ <∞, Eτ
∣∣f(ζ)∣∣ <∞, то

Ef
(
ζ(t)

)
→ E(τf(ζ))

aτ
при t→ ∞. (1.1.11)
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Из леммы следует, что предельные значения моментов случайных
величин γ(t), χ(t), ζ(t) совпадают с моментами величин γ∞, χ∞, ζ∞,
совместное распределение которых равно

P(γ∞ > u, χ∞ > v, ζ∞ > w) =

=
1

aτ

∞∫
u

P(τ > y + v, ζ > w)dy (1.1.12)

(см. (1.1.5)).
Если распределение τ арифметично, то интегралы в (1.1.12) за-

менятся суммами и значения правых частей в (1.1.9), (1.1.10) станут
немного иными.

Доказательство леммы 1.1.1. Для однородных ОПВ в силу основной
теоремы восстановления для нерешетчатых τ имеем

P
(
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) > w

)
=

=

∞∑
k=1

t−u∫
0

P(Tk ∈ dy)P(τ > t− y + v, ζ > w) =

=

t−u∫
0

dH(y)P(τ > t− y + v, ζ > w) →

1

Eτ

∞∫
u

P(τ > y + v, ζ > w)dy (1.1.13)

при t→ ∞.
Если распределение (τ1, ζ1) отлично от общего распределения (τ, ζ),

то при t > u находим

P
(
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) > w

)
= P(τ1 > t+ v, ζ1 > w)+

+

t−u∫
0

P(τ1 ∈ ds)P
(
γ(t− s) > u, χ(t− s)>v, ζ(t− s)>w

)
, (1.1.14)

где при каждом фиксированном s для второго множителя под интегра-
лом в (1.1.14) имеет место сходимость при t → ∞ вида (1.1.13). Это
означает, что и для неоднородных ОПВ левая часть в (1.1.14) сходится
при t → ∞ к правой части в (1.1.13). Соотношение (1.1.5) доказано.
Полагая в (1.1.13), (1.1.14) u = v = 0, получим (1.1.6).
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(ii). Для функции восстановления H(t) всегда существуют постоян-
ные c1 > 0 и c2 > 1/aτ такие, что

H(t) 6 c1 + c2t при всех t > 0.

С другой стороны, подинтегральная функция P(τ>t − y + v, ζ>w) в
(1.1.13) возрастает с ростом y. Поэтому левая часть в (1.1.13), равная 0
при t 6 u, не превосходит

c1P(τ > t+ v, ζ > w) + c2

t−u∫
0

P(τ > t− y + v, ζ > w)dy (1.1.15)

при t > u. Отсюда вытекает (1.1.7).
Появление дополнительного слагаемого в правой части (1.1.7) в неод-

нородном случае связано с появлением первого слагаемого в правой ча-
сти (1.1.14).

(iii). Утверждение (1.1.8) следует из (1.1.15). Если Eτk+1 < ∞, то
в силу (1.1.12) функция

ukP(γ∞ > u) =
uk

aτ

∞∫
u

P(τ > u)dy

является интегрируемой. Поэтому в силу разделов (i), (ii) теоремы мы
можем пользоваться теоремой о мажорируемой сходимости, в силу ко-
торой

Eγk(t) → Eγk∞ =
1

aτ

∞∫
0

ykP(τ > y)dy =
Eτk+1

(k + 1)aτ
.

Аналогично доказываются и другие соотношения в (1.1.9). Для полу-
чения последнего утверждения надо воспользоваться соотношениями
вида

Eζ(t) = E
(
ζ(t); ζ(t) > 0

)
+E

(
ζ(t); ζ(t) < 0

)
=

=

∞∫
0

P
(
ζ(t) > w

)
dw −

0∫
−∞

P
(
ζ(t) 6 w

)
dw.

Лемма 1.1.1 доказана.
При изучении предельных распределений величин χ(t), ζ(t) при

t → ∞ можно рассматривать также «частичную схему серий», когда
распределение «неоднородного» вектора (τ1, ζ1) зависит от некоторого
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параметраN . Потребность в таких рассмотрениях возникает, например,
при изучении процессов

ZN (t) = Z(N + t)− Z(N). (1.1.16)

Роль начальных скачков для ZN (t) будут играть величины χ(N) и ζ(N),
распределение которых зависит от N .

Следствие 1.1.1. Если в частичной схеме серий параметр N=N(t)
зависит от t так, что τ1 = op(t) при t→ ∞, то утверждения (1.1.5),
(1.1.6) леммы 1.1.1 остаются в силе. Если кроме того E(τ1; τ1 > t) → 0,
E(ζ1; τ1 > t) → 0 при t → ∞, то остаются в силе также утвержде-
ния (1.1.9), (1.1.12) при k = 1, f(z) = z.

Первое утверждение следствия вытекает из (1.1.14). Второе получа-
ется из формул (1.1.9), (1.1.11) для Eχ(t) и Eζ(t).

Следствие 1.1.2. Если Eτ1 <∞, то при t→ ∞

H̃(t) =
t+ o(t)

aτ
.

Доказательство вытекает из (1.1.3), леммы 1.1.1 и соотношений

H̃(t) = Eη(t) = P(τ1 > t) +

t∫
0

P(τ1 ∈ ds)
[
1 +Eη0(t− s)

]
=

= P(τ1 > t) +

t∫
0

P(τ1 ∈ ds)

(
1 +

t− s+Eχ(t− s)

aτ

)
,

где время первого прохождения η0(t) относится к однородной последо-
вательности {Tk}.

Утверждения, близкие к лемме 1.1.1, содержатся, например, в [10,
§§ 10.4, 10.6].

1.1.2 ОПВ со стационарными приращениями

Вернемся к специальному случаю (1.1.16). Если снабдить индексом N
начальные скачки (τ1,N , ζ1,N ) процесса ZN (t), то, как уже отмечалось,

(τ1,N , ζ1,N ) =
d

(
χ(N), ζ(N)

)
,

так что в силу леммы 1.1.1

(τ1,N , ζ1,N ) ⇒ (χ∞, ζ∞) при N → ∞
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(знак ⇒ означает слабую сходимость распределений), где распределе-
ние (χ∞, ζ∞) описано в (1.1.12). Рассмотрим ОПВ Z(st)(t) (смысл ин-
декса (st) будет пояснен ниже, в определении 1.1.1) с начальными скач-
ками (τ (st), ζ(st)), имеющими то же распределение, что и (χ∞, ζ∞) (см.
(1.1.12)):

P(τ
(st)
1 > v, ζ

(st)
1 > w) =

1

aτ

∞∫
v

P(τ > y, ζ > w)dy; (1.1.17)

последующие скачки суть (τ2, ζ2), (τ3, ζ3),. . . Для такого процесса в силу
изложенной выше интерпретации, распределение

(
χ(st)(t), ζ(st)(t)

)
(при

очевидных соглашениях относительно обозначений) при всех t > 0 бу-
дет одно и то же (распределение

(
χ(st)(t′), ζ(st)(t′)

)
можно рассматри-

вать как предельное распределение начального скачка процесса ZN ′(t) =
ZN+t′(t) при N ′ = N + t′ → ∞). Это означает, что распределение при-
ращений Z(st)(u+ t)− Z(st)(u) будет одно и то же при всех u > 0.

Определение 1.1.1. Процесс Z(t) с распределением начального
скачка (1.1.17) называется ОПВ со стационарными приращениями и обо-
значается через Z(st)(t).

Найдем вид характеристической функции φ(st)(λ, µ) вектора (τ
(st)
1 , ζ

(st)
1 ).

Положим
φ(λ, µ) = Eeiλτ+iµζ .

Лемма 1.1.2. (i). Справедливо представление

φ(st)(λ, µ) =
φ(λ, µ)− φ(0, µ)

iλaτ
. (1.1.18)

(ii). Процесс Z(t) = Z(st)(t) является однородным ОПВ тогда и
только тогда, когда Z(t) есть сложный (обобщенный) пуассоновский
процесс, т.е. τ и ζ независимы, P(τ > x) = e−x/aτ .

Доказательство. (i). Имеем в силу (1.1.17)

φ(st)(λ, µ) =

∞∫
0

eiλv
∞∫

−∞

eiµwP(τ
(st)
1 ∈ dv, ζ

(st)
1 ∈ dw) =

=
1

aτ

∞∫
0

eiλv
[ ∞∫
−∞

eiµwP(τ > v, ζ ∈ dw)

]
dv. (1.1.19)
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Обозначим выражение, стоящее в квадратных скобках в правой части

(1.1.19), через U(v) и положим V (v) =
eiλv

iλ
. Тогда, интегрируя по ча-

стям (1.1.19), находим

φ(st)(λ, µ) =
1

aτ
U(v)V (v)

∣∣∣∞
0

+
1

iλaτ

∞∫
0

eiλv+iµwP(τ ∈ dv, ζ ∈ dw) =

=
1

iλaτ

[
φ(λ, µ)− φ(ζ)(µ)

]
,

где φ(ζ)(µ) = Eeiµζ .
(ii). Второе утверждение вытекает из того, что равенство

φ(st)(λ, µ) = φ(λ, µ)

в силу (1.1.18) эквивалентно равенству

φ(λ, µ) =
φ(ζ)(µ)

1− iaτλ
.

Лемма доказана.
Из леммы 1.1.1 следует, что Eτ

(st)
1 <∞, если Eτ2 <∞ (см. (1.1.9)),

и Eζ(st) < ∞, если Eτ2 < ∞, Eζ2 < ∞ (см. (1.1.11)). Если τ и ζ
независимы, то Eζ(st) <∞, если Eτ <∞, E|ζ| <∞.

1.1.3 Усиленный закон больших чисел для простого про-
цесса восстановления η(t)

Лемма 1.1.3. Всегда имеет место почти наверное сходимость

η(t)

t
→
п.н.

1

aτ
при t→ ∞. (1.1.20)

Доказательство. Определим функцию Tt := T[t] вещественной пере-
менной t. Для нее в силу усиленного закона больших чисел при t→ ∞
выполняется

Tt
t

→
п.н.

aτ .

Т.е. для любого ε > 0 найдется (случайное) число t0 = t0(ε) <∞ такое,
что Tt при всех t > t0 будет лежать между лучами y = (aτ ± ε)t. Это
значит, что функция η(y) = min{t : Tt > y}, будучи обратной к Tt,
будет при всех y > t0(aτ + ε) лежать между лучами

t =
y

aτ ± ε
.

Но это и означает выполнение (1.1.20). Лемма 1.1.3 доказана.
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1.1.4 Сходимость почти наверное некоторых функциона-
лов от ОПВ

Рассмотрим некоторую измеримую функцию g(t, y) > 0 и положим для
краткости

g = g(τ, ζ), gn = g(τn, ζn), gn = max
k6n

gk.

Пусть V (x) — некоторая неубывающая правильно меняющаяся функ-
ция (ПМФ) на [0,∞), т.е. функция, представимая в виде

V (x) = xαl(x), x > 0, α > 1, (1.1.21)

где l(x) — медленно меняющаяся функция при x→ ∞. Обозначим через
V (−1)(y) функцию, обратную к V (x):

V (−1)(y) := inf
{
x : V (x) > y

}
.

Функция V (−1)(y) также будет ПМФ; она будет иметь показатель 1/α
(см, например, теорему 1.1.3 в [26]).

Аналогично, если
F (x) = x−αl(x) (1.1.22)

есть правильно меняющаяся на бесконечности функция с показателем
−α, то функция

σ(u) := F (−1)(1/u) = inf
{
x : F (x) < 1/u

}
будет также правильно меняющейся на бесконечности функцией (с по-
казателем 1/α).

Лемма 1.1.4. (i). Если выполнено (1.1.21) и EV (g) < ∞, то при
n→ ∞, t→ ∞

gn
V (−1)(n)

→
п.н.

0,
gη(t)

V (−1)(t)
→
п.н.

0. (1.1.23)

(ii). Если P(g > x) 6 cF (x), c = const, F (x) = x−αl(x), то при
любом θ > 1/α, n→ ∞, t→ ∞

gn
σ(n)(lnn)θ

→
п.н.

0,
gη(t)

σ(t)(ln t)θ
→
п.н.

0. (1.1.24)

(iii). Если P(g > x) = o
(
F (x)

)
при x→ ∞, то

gn
σ(n)

→
p

0,
gη(t)

σ(t)
→
p

0 (1.1.25)

при n→ ∞, t→ ∞, соответственно.
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Доказательство. (i). Рассмотрим сначала однородный случай. До-
кажем, что

gn

V (−1)(n)
→
п.н.

0 при n→ ∞. (1.1.26)

При любом ε > 0 имеем

∞∑
n=1

P
(
gn > εV (−1)(n)

)
6

∞∫
0

P
(
g > εV (−1)(t)

)
dt =

=

∞∫
0

P

(
V

(
g

ε

)
> t

)
dt = EV

(
g

ε

)
. (1.1.27)

Так как V (g/ε) ∼ ε−αV (g) при g → ∞, то

EV

(
g

ε

)
6 c+ 2ε−αEV (g) <∞, c = const. (1.1.28)

Поэтому (1.1.26) вытекает из (1.1.27), (1.1.28) и леммы Бореля–Кантелли,
так как с вероятностью 1 наступает лишь конечное число событий

{
gn >

εV (−1)(n)
}
.

Докажем теперь первое соотношение в (1.1.23). Из (1.1.26) следует,
что найдется случайный номер n0 = n0(ε) такой, что

gn < εV (−1)(n) при всех n > n0. (1.1.29)

Кроме того, всегда найдется номерm0 > n0 такой, что gn0
< εV (−1)(m0)

и мы будем иметь в силу (1.1.29)

gn0+1 < εV (−1)(m0), . . . , gm0
< εV (−1)(m0).

Используя опять (1.1.29), получаем, что gn<εV (−1)(n) при всех n>m0.
Это и означает, что

gn
V (−1)(n)

→
п.н.

0 при n→ ∞. (1.1.30)

Так как η(t) →
п.н.

∞ при t→ ∞, то из (1.1.30) вытекает

gη(t)

V (−1)(η(t))
→
п.н.

0 при t→ ∞.

Кроме того, в силу леммы 1.1.3

η(t)

t
→
п.н.

1

aτ
,

V (−1)(η(t))

V (−1)(t)
→
п.н.

a−1/α
τ .
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Это доказывает второе соотношение в (1.1.23).
(ii). При любом δ > 0 и достаточно большом n = nδ в силу, например,

теоремы 1.1.3 в [26] для всех n > nδ выполняется

l
(
σ(n)(lnn)θ

)
6 (lnn)θδl

(
σ(n)

)
.

Поэтому при n > nδ

F
(
σ(n)(lnn)θ

)
= σ(n)−α(lnn)−θαl

(
σ(n)(ln(n))θ

)
6

6 σ(n)−α(lnn)−θ(α−δ)l
(
σ(n)

)
= (lnn)−θ(α−δ)F

(
σ(n)

)
=

(lnn)−θ(α−δ)

n
.

Отсюда аналогично предыдущему при αθ > 1, δ < αθ−1
θ имеем θ(α−

δ) > 1,

∞∑
n=nδ

P
(
gn > σ(n)(lnn)θ

)
6 c

∞∑
n=nδ

F
(
σ(n)(lnn)θ

)
6

6 c
∞∑

n=nδ

(lnn)−θ(α−δ)

n
<∞.

Стало быть,

gn
σ(n)(lnn)θ

→
п.н.

0 при θ >
1

α
, n→ ∞. (1.1.31)

Последующие рассуждения, которые с помощью (1.1.31) доказывают
утверждение (1.1.24), повторяют рассуждения в разделе (i) доказатель-
ства леммы.

(iii). При любом ε > 0

P
(
gn > εσ(n)

)
6 nP

(
g > εσ(n)

)
= o

(
nF

(
εσ(n)

))
=

= o
(
nF

(
σ(n)

))
= o(1) при n→ ∞.

Это доказывает первое соотношение в (1.1.25). Второе следует из того,
что

gη(t)

σ(η(t))
→
p

0 и
η(t)

t
→
п.н.

1

aτ
при t→ ∞.

Нетрудно видеть, что в приведенных рассуждениях ничего не изме-
нится, если в качестве (τ1, ζ1) рассматривать произвольный фиксиро-
ванный случайный вектор. Лемма 1.1.4 доказана.

Из леммы 1.1.4 вытекает следующее утверждение. Положим

χ(t) = max
u6t

χ(u), ζ(t) = max
u6t

ζ(u).
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Следствие 1.1.3. (i). Справедливы соотношения

χ(t)

t
→
п.н.

0,
ζ(t)

t
→
п.н.

0 при t→ ∞.

(ii).

Если Eτ2 <∞, то
χ(t)√
t

→
п.н.

0;

Если Eζ2 <∞, то
ζ(t)√
t

→
п.н.

0.

Доказательство. Так как Eτ < ∞, E|ζ| < ∞, то первое утвер-
ждение следствия вытекает из первого утверждения леммы 1.1.4, если
положить g(t, y) = t, g(t, y) = |y| и V (x) = x. Второе утверждение
аналогичным образом вытекает из леммы 1.1.4 при V (x) = x2.

§ 1.2 Первые моменты процессов Z(t), Y (t). Уси-
ленные законы больших чисел

1.2.1 Асимптотика моментов Z(t), Y (t) первого и второ-
го порядков

Обозначим

ξi = ζi − aτi, Sn =

n∑
i=1

ξi = Zn − aTn, (1.2.1)

так что ξi при i > 2 суть независимые копии случайной величины

ξ = ζ − aτ, Eξ = 0. (1.2.2)

Теорема 1.2.1. I. Пусть Z(t), Y (t) — однородные ОПВ. Тогда
(i). Справедливы соотношения

EY (t) = a
(
t+Eχ(t)

)
= at+ rY (t), rY (t) = o(t), (1.2.3)

EZ(t) = a
(
t+Eχ(t)

)
−Eζ(t) = at+ rZ(t), rZ(t) = o(t), (1.2.4)

при t→ ∞.
(ii). Если Eτ2 <∞, то в (1.2.3) справедливо асимптотическое раз-

ложение, в котором в нерешетчатом случае

rY (t) =
aζEτ

2

2a2τ
+ o(1). (1.2.5)
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Если к тому же E|τζ| <∞, то в (1.2.4)

rZ(t) =
aζEτ

2

2a2τ
− Eτζ

aτ
+ o(1). (1.2.6)

(iii). Если Eτ2 <∞, σ2ξ := Dξ, то при t→ ∞

DY (t) =
σ2ξ t

aτ
+ o(t), (1.2.7)

DZ(t) =
σ2ξ t

aτ
+ o(t). (1.2.8)

Если дополнительно Eτ3 <∞, то

DY (t) =
σ2ξ t

aτ
+O(

√
t). (1.2.9)

Такое же представление справедливо для DZ(t).
II. В неоднородном случае утверждения (1.2.3), (1.2.4) сохраняют-

ся, если Eτ1 <∞, E|ζ1| <∞. Утверждения (1.2.7), (1.2.8) сохраняют-
ся, если Eτ21 <∞, Eζ21 <∞.

Доказательство. I. Рассмотрим сначала однородный случай
(τ1, ζ1) =

d
(τ, ζ).

(i), (ii). Используя тождество Вальда и соотношение (1.1.4), находим

EY (t) = EZη(t) = aζEη(t) = a
(
t+Eχ(t)

)
.

В силу леммы 1.1.1 это доказывает (1.2.3).
Аналогично

EZ(t) = EY (t)−Eζ(t)

и, стало быть, справедливо (1.2.4). Значения Eχ(t), Eζ(t) в случаях
Eτ2 < ∞, E|τζ| < ∞ определяются соответственно формулами (1.1.9),
(1.1.11). Это доказывает (1.2.5), (1.2.6).

Значения rY (t), rZ(t) в арифметическом случае также могут быть
найдены (см. лемму 1.1.1).

(iii). Имеем

DY (t) = E
[
Y (t)− a

(
t+Eχ(t)

)]2
=E

[
Zη(t) − aTη(t) + a

(
χ(t)−Eχ(t)

)]2
=

= E
[
Sη(t) + a(χ(t)−Eχ(t)

)]2
.
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В силу тождества Вальда

ES2
η(t) = σ2ξEη(t) =

σ2ξ (t+Eχ(t))

aτ

(см., например, теорему 15.2.5 в [10]). Поэтому

DY (t) =
σ2ξ (t+Eχ(t))

aτ
+ a2Dχ(t) + 2aESη(t)

(
χ(t)−Eχ(t)

)
. (1.2.10)

Так как Eτ2 < ∞, то Dχ(t) = Eχ2(t) −
(
Eχ(t)

)2
= o(t) при t → ∞

и в силу неравенства Коши–Буняковского для
∣∣ESη(t)(χ(t) − Eχ(t)

)∣∣
получаем

DY (t) =
σ2ξ t

aτ
+ o(t) при t→ ∞. (1.2.11)

Это доказывает (1.2.7). Совершенно аналогично устанавливается (1.2.8).
Если Eτ3 <∞, то значение Dχ(t) равномерно по t ограничено и мы по-
лучаем (1.2.9).

II. Перейдем к рассмотрению неоднородных ОПВ, которые обозна-
чим через Ỹ (t), Z̃(t). Имеем

EỸ (t) = E(ζ1; τ1 > t) +

∫ t

0
E
(
ζ1 + Y (t− s); τ1 ∈ ds

)
=

= Eζ1 +

t∫
0

EY (t− s)P(τ1 ∈ ds),

где Y (u) — однородный ОПВ, не зависящий от (τ1, ζ1). Поэтому в силу
утверждения I, (i) имеем при t→ ∞

EỸ (t) = Eζ1 +

t/2∫
0

EY (t− s)P(τ ∈ ds) +P
(
τ1 > t/2

)
O(t) =

= Eζ1 + at− aEτ1 + o(t).

Соотношение такого же вида справедливо для EZ̃(t). Это доказыва-
ет первое утверждение раздела II. Второе утверждение доказывается
аналогично, но несколько более громоздко. Теорема 1.2.1 доказана.

Параметр

σ2 :=
σ2ξ
aτ
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в (1.2.7), (1.2.8) можно интерпретировать как «удельную» (на единицу
времени) асимптотическую дисперсию процессов Y (t), Z(t).

Отметим, что в случае Eτ2 = ∞ выполняется Dχ(t) = ∞ и при
a ̸= 0 согласно (1.2.10) будем иметь DY (t) = ∞. В то же время, как
будет показано ниже (см. теорему 1.3.2), распределение Y (t) при σξ<∞
будет асимптотически нормальным (соотношения Eτ2=∞, Dξ <∞ сов-
местимы, если, например, a = 0 или ζ = aτ + ω, Eω2 <∞).

Если a = 0, то для нерешетчатых τ в однородном случае

EY (t) = 0, DY (t) = σ2
(
t+

Eτ2

2aτ
+ o(1)

)
при t→ ∞.

Замечание 1.2.1. Нетрудно проверить, что соотношения (1.2.3),
(1.2.4) и (1.2.7), (1.2.8) будут справедливы и в тех случаях, когда распре-
деления τ1, ζ1 зависят от t и, соответственно, Eτ1 = o(t), E|ζ1| = o(t) и
Eτ21 = o(t), Eζ21 = o(t) при t→ ∞. Останавливаться на этом подробнее
мы не будем, так как в дальнейшем это не понадобится.

1.2.2 Усиленные законы больших чисел

Теорема 1.2.2. Справедливы соотношения

Y (t)

t
→
п.н.

a,
Z(t)

t
→
п.н.

a при t→ ∞. (1.2.12)

Доказательство. Имеем

Y (t)

t
=

Zη(t)

Tη(t) − χ(t)
=
Zη(t)

η(t)

(
Tη(t)

η(t)
− χ(t)

t

t

η(t)

)−1

. (1.2.13)

Здесь в силу усиленного закона больших чисел для сумм случайных
величин и того, что η(t) →

п.н.
∞ при t→ ∞ выполняется

Zη(t)

η(t)
→
п.н.

aζ ,
Tη(t)

η(t)
→
п.н.

aτ при t→ ∞.

Кроме того,
t

η(t)
→
п.н.

aτ в силу леммы 1.1.3 и
χ(t)

t
→
п.н.

0 при t→ ∞ в си-

лу следствия 1.1.3. Отсюда и из (1.2.13) следует (1.2.12). Для процесса
Z(t) доказательство проходит аналогично. Теорема 1.2.2 доказана.



1.3. Центральная предельная теорема и закон повторного логарифма 33

§ 1.3 Центральная предельная теорема и закон
повторного логарифма

1.3.1 Теорема Анскомбе

Для доказательства основных результатов в этом и некоторых других
разделах мы будем использовать теорему Анскомбе (см. [76]) о воз-
можности замены в предельных теоремах детерминированного расту-
щего временно́го параметра на случайный растущий параметр. Ниже
мы приводим несколько иные, более простые на наш взгляд версии фор-
мулировки и доказательства этой теоремы, чем в первоисточнике [76].
Пусть G есть некоторая функция распределения, знак ⇒ означает сла-
бую сходимость.

Теорема 1.3.1 (Анскомбе). Пусть s(n) есть последовательность
случайных величин такая, что:
1)

P(s(n) < v) ⇒ G(v) при n→ ∞. (1.3.1)

2)

max
|k|<δn

|s(n+ k)− s(n)| →
p
0 при n→ ∞, δ = δ(n) → 0. (1.3.2)

Пусть далее определена последовательность θ(t) целочисленных слу-
чайных величин, определенная на одном вероятностном пространстве
с s(n) и зависящая от растущего параметра t, для которой
3) существует функция h(t) → ∞ при t→ ∞ такая, что

θ(t)

h(t)
→
p
1. (1.3.3)

При выполнении этих условий

P
(
s
(
θ(t)

)
< v

)
⇒ G(v) при t→ ∞.

Замечание 1.3.1. Условие (1.3.2) теоремы 1.3.1 представляет со-
бой более простую версию так называемого «условия Анскомбе», кото-
рое использовалось в исходной работе [76] (см. также [100, раздел 1.3]).
Условие (1.3.2) несколько слабее исходного условия Анскомбе.

Доказательство теоремы 1.3.1. В силу (1.3.3) существует последо-
вательность εt, сходящаяся к нулю достаточно медленно при t → ∞,
такая, что

P
(
| θ(t)− h(t)| > εth(t)

)
→ 0.
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Поэтому, считая, не ограничивая общности, функцию h(t) целочислен-
ной, для любой точки v непрерывности функции G имеем

P
(
s
(
θ(t)

)
< v

)
= o(1) +P

(
s
(
θ(t)

)
< v; |θ(t)− h(t)| < εth(t)

)
=

= o(1) +P
(
s
(
h(t)

)
+ ρ(t) < v;

∣∣θ(t)− h(t)
∣∣ < εth(t)

)
, (1.3.4)

где ρ(t) = s
(
θ(t)

)
− s

(
h(t)

)
и на множестве

∣∣θ(t) − h(t)
∣∣ < εth(t) в силу

(1.3.2) выполнено∣∣ρ(t)∣∣ 6 max
|k|<εth(t)

∣∣∣s(h(t) + k
)
− s

(
h(t)

)∣∣∣ →
p
0

при t→ ∞. Поэтому из (1.3.1), (1.3.4) вытекает, что

P
(
s
(
θ(t)

)
< v

)
= o(1) +P

(
s
(
h(t)

)
+ ρ(t) < v

)
⇒ G(v)

при t→ ∞. Теорема 1.3.1 доказана.

1.3.2 Центральная предельная теорема

Центральную предельную теорему для ОПВ Y (t), Z(t) можно получить
либо непосредственно (см., например, [10], гл. 10), либо с помощью тео-
ремы Анскомбе, как это сделано ниже, при несколько более общих чем
обычно условиях.

Рассмотрим последовательность

y(t) :=
Y (t)− at

σ
√
t

, (1.3.5)

где, как и прежде, a = aζ/aτ , σ2 = σ2ξa
−1
τ , ξ = ζ−aτ и предполагается,

что σ2ξ = Eξ2 <∞. Ниже, как и в следствии 1.1.1 и замечании 1.2.1, мы
будем допускать частичную схему серий, когда распределение (τ1, ζ1)
зависит от t.

Теорема 1.3.2. Если σξ < ∞, τ1 = op(
√
t), ζ1 = op(

√
t) при t → ∞,

то
y(t) ⊂⇒ Φ, (1.3.6)

где Φ — стандартное нормальное распределение. Такое же утвержде-
ние справедливо для z(t) = Z(t)−at

σ
√
t

.

Символ ⊂⇒ в (1.3.6) означает слабую сходимость при t → ∞ рас-
пределений последовательности случайных величин y(t) к распределе-
нию Φ.
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Отметим, что в утверждении теоремы не предполагается конечность
στ ; достаточна лишь конечность σξ, так что если, например, a = aζ = 0,
то ξ = ζ и для выполнения (1.3.6) достаточно лишь существования
aτ = Eτ и σ2ζ = Dζ.

Для того чтобы при доказательстве теоремы 1.3.2 воспользоваться
теоремой Анскомбе нам понадобится

Лемма 1.3.1. Нормированные суммы

s(n) =
Sn − an

σξ
√
n

(1.3.7)

удовлетворяют условию 2) теоремы 1.3.1 (см. (1.3.2); Sn определены
в (1.2.1)).

Доказательство. Имеем при m = n+ k

s(m)− s(n) =
Sm − am

σξ
√
m

− Sn − an

σξ
√
n

± Sn − an

σξ
√
m

, (1.3.8)

где

max
|k|<δn

∣∣∣∣Sn − an

σξ
√
n

− Sn − an

σξ
√
m

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣Sn − an

σξ
√
n

∣∣∣∣max

∣∣∣∣1− 1√
1± δ

∣∣∣∣ →p 0 (1.3.9)

при n → ∞, δ = δ(n) → 0. Далее, пусть для определенности m > n
(k > 0). Тогда

max
k<δn

∣∣∣∣Sm − am

σξ
√
m

− Sn − an

σξ
√
m

∣∣∣∣ 6
p

√
δmax
k<δn

∣∣∣∣Sk − ak

σξ
√
δn

∣∣∣∣, (1.3.10)

где max
k<δn

∣∣∣Sk−ak
σξ

√
δn

∣∣∣ сходится по распределению при δn→ ∞ к собственной

случайной величине. Поэтому правая часть в (1.3.10) сходится по веро-
ятности к нулю при n → ∞, δ = δ(n) → 0. Случай m < n рассматри-
вается аналогично. (Отметим, что сходимость правой части в (1.3.10)
по вероятности к нулю при δ → 0 можно извлечь и из неравенства
Колмогорова–Дуба для распределения правой части в (1.3.10) (см., на-
пример, [10, теорема 15.3.3])).

Вместе с (1.3.8), (1.3.9) это влечет за собой (1.3.2). Лемма 1.3.1 до-
казана.

Доказательство теоремы 1.3.2. Используя обозначения раздела 1.1.1,
в однородном случае можно записать

y(t) =
Sη(t)

σ
√
η(t)

·
√
η(t)

t
+
aχ(t)

σ
√
t
= s

(
η(t)

)√η(t)aτ
t

+
aχ(t)

σ
√
t
, (1.3.11)
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где по теореме Анскомбе s
(
η(t)

)
⊂⇒ Φ при t → ∞. Поскольку в силу

лемм 1.1.3 и 1.1.1√
η(t)aτ
t

→
п.н.

1,
χ(t)√
t

→
p

0 при t→ ∞,

то из (1.3.11) следует (1.3.6) и теорема 1.3.2 в однородном случае дока-
зана.

В неоднородном случае для ОПВ Ỹ (t) имеем

Ỹ (t) =

{
ζ1 при τ1 < t,

ζ1 + Y (t− τ1) при τ1 > t,

где Y (t) — однородный ОПВ, не зависящий от (τ1, ζ1). Если τ1, ζ1 не слу-
чайны, τ1 = o(

√
t), ζ1 = o(

√
t) при t → ∞, то утверждение (1.3.6), оче-

видно, сохранится и для процесса Ỹ (t). Нетрудно видеть, что это будет
справедливо и в случае τ1 = op(

√
t), ζ1 = op(

√
t). Теорема 1.3.2 для

процесса Y (t) доказана. Она доказана и для процесса Z(t), так как

Z(t) = Y (t)− ζ(t),
ζ(t)√
t

→
п.н.

0 при t→ ∞. (1.3.12)

Теорема 1.3.2 доказана.
Асимптотическая нормальность ОПВ в случае a = 0 (т.е. нормаль-

ность Sη(t)

σ
√
t
) доказана в [111] (см. также [87, с. 261], [100, гл. 1]) также

с использованием теоремы Анскомбе. Асимптотическая нормальность
ОПВ в общем случае с помощью «прямых» подходов установлена, как
уже отмечалось, в [10, § 10.6].

1.3.3 Закон повторного логарифма

Теорема 1.3.3. Пусть στ < ∞, σ < ∞, τ1, ζ1 — произвольные
фиксированные случайные величины,

L(t) := σ
√
2t ln ln t при t > 3. (1.3.13)

Тогда с вероятностью 1

y := lim
t→∞

Y (t)− at

L(t)
= 1, (1.3.14)

lim
t→∞

Y (t)− at

L(t)
= −1.

Если a = 0, то условие στ <∞ излишне.
Такое же утверждение справедливо для процесса Z(t).
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Закон повторного логарифма для ОПВ при a = 0 (т. е. для процесса
Sη(t)) установлен в [118] и вытекает из гл. 1, 5 в [100]).

Доказательство. Достаточно доказать соотношение (1.3.14). Так как
t = Tη(t) − χ(t), то

y = lim
t→∞

(
Sη(t)

L(t)
+
aχ(t)

L(t)

)
. (1.3.15)

В силу следствия 1.1.3 при στ <∞ с вероятностью 1

lim
t→∞

aχ(t)

L(t)
= 0.

Если a = 0, то это соотношение выполнено всегда. Кроме того, с веро-
ятностью 1

lim
t→∞

aτη(t)

t
= 1, lim

t→∞

L(t)

L(aτη(t))
= 1,

так что с вероятностью 1

y = lim
t→∞

Sη(t)

L(t)
= lim

t→∞

Sη(t)

L(aτη(t))
.

С ростом t функция η(t) пробегает все значения 1, 2, . . . . Поэтому в силу
равенства σ

√
aτ = σξ и в силу закона повторного логарифма для {Sn}

имеем
y = lim

n→∞

Sn
L(aτn)

= lim
n→∞

Sn√
aτL(n)

= 1.

В силу (1.3.12) такое же утверждение справедливо и для процесса Z(t).
Теорема 1.3.3 доказана.

§ 1.4 Сходимость к устойчивому закону. Аналог
закона повторного логарифма

1.4.1 Сходимость к устойчивому закону

В этом разделе мы рассмотрим случай, когда σ2ξ = Dξ = ∞ и вы-
полнено условие правильного убывания распределения ξ = ζ − aτ на
бесконечности. Положим

F−(t) = P(ξ 6 −t), F+(t) = P(ξ > t),

F (t) = F−(t) + F+(t) = P
(
|ξ| > t

)
.

Мы будем предполагать, что выполнено условие
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[Rα,β]. Функция F (t) является правильно меняющейся на бесконеч-
ности, т.е. представима в виде

F (t) = t−αl(t), α ∈ (1, 2),

где l(t) — медленно меняющаяся на бесконечности функция. Кроме
того, существует

lim
t→∞

F+(t)

F (t)
=: β+ ∈ [0, 1],

и мы полагаем β := 2β+ − 1.
Пусть далее F (−1)(u) — обобщенная обратная функция к F (t):

F (−1)(u) = inf
{
t : F (t) < u

}
и

σξ(n) := F (−1)(1/n). (1.4.1)

Функция σξ(n) имеет вид n1/αlσξ(n), где lσξ(n) — медленно меняющаяся
последовательность (см., например, [26, § 8.8]).

При выполнении условия [Rα,β ] нормированные суммы s(n) :=
Sn/σξ(n) (см. (1.2.1)) слабо сходятся по распределению к устойчивому
закону Φα,β с параметрами (α, β). Положим

σ(t) = σξ(t)a
−1/α
τ .

Теорема 1.4.1. Если ξ = ζ − aτ удовлетворяет условию [Rα,β],
τ1 = op

(
σ(t)

)
, ζ1 = op

(
σ(t)

)
, то при t→ ∞

y(t) :=
Y (t)− at

σ(t)
⊂⇒ Φα,β. (1.4.2)

Такое же утверждение справедливо для процесса z(t) := Z(t)−at
σ(t) .

(Напомним, что запись y(t) ⊂⇒ Φα,β означает слабую сходимость
распределений y(t) к распределению Φα,β с функцией распределения
Φα,β .)

Утверждение (1.4.2) в случае a = 0 (т. е. для остановленных сумм
Sη(t)/σ(t)) было анонсировано (без доказательств) в [100, теорема 1.3.2].

Схема доказательства теоремы 1.4.1 та же, что в центральной пре-
дельной теореме (см. раздел 1.3.2). Мы покажем сначала, что нормиро-
ванные суммы

s(n) =
Sn − an

σξ(n)

удовлетворяют условию 2) теоремы 1.3.1, т.е. установим следующий
аналог леммы 1.3.1 в однородном случае.
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Лемма 1.4.1. Пусть случайная величина ξ = ζ−aτ удовлетворяет
условию [Rα,β], α ∈ (1, 2). Тогда

sup
|k|<δn

∣∣s(n+ k)− s(n)
∣∣ →
p
0 (1.4.3)

при n→ ∞, δ = δ(n) → 0.

Доказательство леммы 1.4.1. Аналогично (1.3.8), (1.3.9) имеем при
m = n+ k

sup
|k|<δn

∣∣s(n+ k)− s(n)
∣∣ = sup

|k|<δn

∣∣∣∣Sm − am

σξ(m)
− Sn − an

σξ(n)
± Sn − an

σξ(m)

∣∣∣∣ 6
6 sup

|k|<δn

|Sk − ak|
σξ(m)

+
∣∣s(n)∣∣ sup

|k|<δn

∣∣∣∣ σξ(n)

σξ(n+ k)
− 1

∣∣∣∣. (1.4.4)

Так как σξ(n)
σξ(n+k)

→ 1 при n→ ∞, k = o(n), то второе слагаемое в правой
части (1.4.4) есть, очевидно, op(1). Для первого слагаемого в правой
части (1.4.4) при k > 0 имеем

max
k<δn

∣∣∣∣Sk − ak

σξ(m)

∣∣∣∣ = σξ(δn)

σξ(m)
max
k<δn

∣∣∣∣Sk − ak

σξ(δn)

∣∣∣∣. (1.4.5)

Из теоремы 3.1.1 и следствия 3.1.2 в [26] при n → ∞ и больших v
вытекает неравенство

P
(
max
k<δn

|Sk − ak| > vσξ(δn)
)
6 2δnF

(
vσξ(δn)

)
. (1.4.6)

Учитывая, что σ(δn)
σ(n) ∼ δ1/α при n → ∞, мы при любом фиксирован-

ном ε > 0 положим v = εδ−1/α. Тогда правая часть в (1.4.6) не будет
превосходить

3δnε−αδF
(
σ(δn)

)
∼ 3ε−αδ → 0

при δ → 0. Это означает, что левая часть в (1.4.5) сходится по вероят-
ности к 0 при n → ∞, δ = δ(n) → 0. Отсюда вытекает (1.3.2). Случай
k < 0 рассматривается аналогично. Лемма 1.4.1 доказана.

Доказательство теоремы 1.4.1. Рассмотрим однородный случай. По-
следовательность s(n) удовлетворяет условию 1) теоремы 1.3.1 при
G = Φα,β . По лемме 1.4.1 она удовлетворяет также условию 2) этой
теоремы. Наконец, как мы уже видели, последовательность η(t) удо-
влетворяет условию 3) теоремы 1.3.1. Стало быть, по теореме 1.3.1

s
(
η(t)

)
⊂⇒ Φα,β при t→ ∞.
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Так как
a
1/α
τ σξ

(
η(t)

)
σξ(t)

→
p

1, то
σξ

(
η(t)

)
σ(t) →

p
1 при t → ∞. Кроме того,

по лемме 1.1.1 χ(t)
σ(t) →p 0. Поэтому

y(t) =
Y (t)− at

σ(t)
=

Sη(t)

σξ
(
η(t)

) σξ(η(t))
σ(t)

+
aχ(t)

σ(t)
= s

(
η(t)

)
+ op(1) ⊂⇒ Φα,β.

Распространение этого утверждения на процесс z(t) = Z(t)−at
σ(t) и на

неоднородный случай происходит так же, как в теореме 1.3.2. Теоре-
ма 1.4.1 доказана.

1.4.2 Аналог закона повторного логарифма

Аналог закона повторного логарифма для процесса Y (t)−at имеет при
σ = ∞ следующий вид.

Теорема 1.4.2. Пусть ξ удовлетворяет условию [Rα,β] при α ∈
(1, 2), β > −1; τ1, ζ1 — произвольные фиксированные случайные вели-
чины и выполнено хотя бы одно из следующих двух условий:

a = 0 или Fτ (t) := P(τ > t) 6 cF (t), c = const,

F (t) = P
(
|ξ| > t

)
. (1.4.7)

Тогда
(i) при любом θ > 1/α

yθ := lim
t→∞

Y (t)− at

σ(t)(ln t)θ
= 0, (1.4.8)

а при любом θ < 1/α

yθ = ∞ (1.4.9)

с вероятностью 1.
(ii). Утверждение раздела (i) полностью сохранится для процесса

Z(t), если ко второму условию в (1.4.7) добавить условие

Fζ(t) := P(ζ > t) 6 cF (t), c = const, t > 0. (1.4.10)

Утверждение теоремы 1.4.2 можно назвать «законом одинарного ло-
гарифма». Его можно сформулировать и в терминах повторного лога-
рифма.
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Следствие 1.4.1. Если выполнены условия п. (i) теоремы 1.4.2, то
с вероятностью 1

lim
t→∞

ln(Y (t)− at)+ − lnσ(t)

ln ln t
=

1

α
, (1.4.11)

где (x)+ = max(0, x).

Доказательство. Обозначим

y(θ)(t) :=
Y (t)− at

σ(t)(ln t)θ
.

Тогда в силу (1.4.8) при θ = 1
α + ε, ε > 0, при всех достаточно больших

t с вероятностью 1

y(θ)(t) < 1, ln
(
y(θ)(t)

)+
< 0,

ln(Y (t)− at)+ − lnσ(t)

ln ln t
< θ =

1

α
+ ε.

(1.4.12)

Получим теперь оценку снизу. Из (1.4.9) следует, что для почти всех
элементарных событий из вероятностного пространства, на котором за-
дан процесс Y (t), t > 0 (или последовательность {τj , ζj}∞j=1), для лю-
бого θ = 1

α − ε, ε > 0, существует последовательность {tk}, tk → ∞
при k → ∞, такая, что yθ(tk) → ∞ при k → ∞. Поэтому аналогично
предыдущему находим

y(θ)(tk) > 1, ln y(θ)(tk) > 0,

ln(Y (tk)− atk)− lnσ(tk)

ln ln tk
> θ =

1

α
− ε при k → ∞.

Так как ε > 0 произвольно, то из этого соотношения и (1.4.12) вытекает
(1.4.11). Следствие 1.4.1 доказано.

Из доказательства следствия 1.4.1 видно, что существует последо-
вательность εt → 0 при t→ ∞, для которой

P
(
Y (t)− at < σ(t)(ln t)1/α+εt при всех t > T

)
→ 1 при T → ∞.

Утверждения, аналогичные теореме 1.4.2 и следствию 1.4.1, спра-
ведливы для процесса Z(t) и для отрицательных уклонений Y (t) − at,
Z(t)− at.

Доказательство теоремы 1.4.2. Доказательство первого утвержде-
ния теоремы следует той же схеме, которая использовалась в дока-
зательстве теоремы 1.3.3. Нужно лишь внести следующие изменения.
Вместо (1.3.15) мы будем использовать равенство

yθ = lim
t→∞

(
Sη(t)

σ(t)(ln t)θ
+

aχ(t)

σ(t)(ln t)θ

)
, (1.4.13)
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в котором в силу условия (1.4.7) и второго утверждения леммы 1.1.4

lim
t→∞

aχ(t)

σ(t)(ln t)θ
= 0 п.н. (1.4.14)

Для оценки главного слагаемого в правой части (1.4.13) мы будем ис-
пользовать следующее утверждение («закон одинарного логарифма»,
для сумм случайных величин; см. теорему 3.9.1 в [26]):

При выполнении условий теоремы 1.4.2

sθ := lim
n→∞

Sn
σ(n)(ln)θ

= 0 п.н. (1.4.15)

при любом θ > 1/α, и sθ = ∞ п.н. при любом θ < 1/α.
Так как

η(t)

t
→
п.н.

a−1
τ при t→ ∞,

то
lim
t→∞

Sη(t)

σ(t)(ln t)θ
= a−1

τ lim
t→∞

Sη(t)

σ(η(t))(ln η(t))θ
.

Это в силу (1.4.15) доказывает первое утверждение теоремы.
(ii). Второе утверждение доказывается точно так же, но поскольку

Z(t) = Y (t)−ζ(t), то требуется дополнительно выполнение соотношения

lim
t→∞

|ζ(t)|
σ(t)(ln t)θ

= 0 п.н., (1.4.16)

которое вытекает из условия (1.4.10) и леммы 1.4.1. Если a = 0, то
Fζ(t) = F (t) и условие (1.4.10) излишне, как и условие (1.4.7). Теорема
доказана.

§ 1.5 Принцип инвариантности

1.5.1 Введение

В этом разделе мы будем предполагать, что

Eτ2 <∞, Eζ2 <∞,

и рассматривать поведение траекторий ОПВ.
Нам будет удобно рассматривать процессы Y (t), Z(t) на растущем

отрезке времени [0, u0T ] при T → ∞ и фиксированном u0 > 0. Произ-
ведем сжатие по времени в T раз и рассмотрим процессы

yT (u) =
Y (uT )− auT

σ
√
T

и zT (u) =
Z(uT )− auT

σ
√
T

, (1.5.1)
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определенные на отрезке [0, u0].
Принцип инвариантности для yT (u) был установлен в [91, 114] пу-

тем весьма сложных построений на одном вероятностном пространстве
как следствие сильной аппроксимации процессов yT винеровским про-
цессом w; см. также [72]. Существует ряд работ, посвященных скорости
сходимости в принципе инвариантности, см., например, [38], [92] и биб-
лиографию там.

Как будет видно из доказательства теоремы 1.5.2 о принципе инва-
риантности для yT (u), основной вклад в предельное распределение для
yT вносит распределение остановленных нормированных сумм Sν(uT ).

Функциональные предельные теоремы для остановленных сумм Sν(uT )

σξ
√
T

(т.е. теоремы для процессов zT (u) в случае a = 0) вытекают из [100,
гл. 5].

1.5.2 Аналог теоремы Анскомбе в случае сходимости к не-
прерывному процессу

Пусть sT (u) — последовательность процессов на отрезке u ∈ [0, u0], за-
данных в измеримом пространстве

(
D(0, u0),BD

)
, где D(0, u0) — про-

странство функций на [0, u0] без разрывов второго рода и непрерывных
в каждой точке справа, BD — σ-алгебра множеств из D, порожденная
цилиндрическими множествами. Пусть далее, C(0, u0) — пространство
непрерывных функций на [0, u0], BC — σ-алгебра множеств из C, по-
рожденная цилиндрическими множествами, и ρC,u0 — равномерная мет-
рика: для gi ∈ D(0, u0), i = 1, 2,

ρC,u0(g1, g2) = sup
u6u0

∣∣g1(u)− g2(u)
∣∣.

Мы будем говорить, что последовательность процессов sT (u), за-
данных в пространстве

(
D(0, u0),BD

)
, C-сходится (по распределению)

при T → ∞ к процессу s(u), u ∈ [0, u0], заданному в пространстве
(C(0, u0),BC), если для любого измеримого в (D(0, u0),BD) функцио-
нала f , непрерывного в равномерной метрике в «точках» пространства
C(0, u0), выполняется

f(sT ) ⇒ f(s) при T → ∞, (1.5.2)

где символ ⇒ означает слабую сходимость распределений. C-сходи-
мость мы будем записывать в виде

sT ⇒
C
s при T → ∞.



44 Глава 1. Основные предельные законы в области нормальных уклонений

Аналог теоремы Анскомбе для случайных процессов имеет следую-
щий вид.

Теорема 1.5.1. Пусть sT (v) — случайные процессы
в
(
D(0, v0),BD

)
, которые C-сходятся на [0, v0] к процессу s(v), непре-

рывному с вероятностью 1.
Пусть далее θT (u) — неубывающие случайные процессы

в
(
D(0, v0/b),BD

)
, заданные на том же вероятностном пространстве,

что и sT , такие что при заданном b > 0

max
u6v0/b

∣∣θT (u)− bu
∣∣ →
p

0 при T → ∞. (1.5.3)

Тогда при любом u0 < v0/b

P
{
θT (u0) < v0

}
→ 1 при T → ∞, (1.5.4)

а процессы sT (u) и s(u) можно так задать на одном вероятностном
пространстве, что

ρC,u0

(
sT

(
θT (u)

)
, s(bu)

)
→
p

0 при T → ∞. (1.5.5)

Процессы sT
(
θT (u)

)
C-сходятся на [0, u0] к процессу s(bu).

Отметим, что вместо функции bu в (1.5.3) можно рассматривать лю-
бую непрерывную, строго возрастающую функцию b(u), b(0) = 0, вы-
бирая при этом u0 < b(−1)(v0). Роль предельного процесса будет играть
процесс s

(
b(u)

)
.

Случай, когда θT (u) = N(Tu)
T , где N(t)

t →
п.н.

b при t → ∞ при-
менительно к остановленным случайным блужданиям рассматривался
в [100]. В теореме 1.5.1 аналогом условия непрерывности 2) в теореме
Анскомбе служит предположение о непрерывности предельного про-
цесса s(v), означающее непрерывность в известном смысле и процессов
sT (v).

В дальнейшем наряду с метрикой ρC,u0 будем рассматривать и ряд
других метрик в пространстве D и использовать следующее простое
предложение.

Лемма 1.5.1. Пусть в пространстве D(0, u0) задана метрика ρ
и f есть измеримый функционал в

(
D(0, u0),BD

)
, непрерывный от-

носительно метрики ρ. Пусть далее sT и s — случайные процессы в(
D(0, u0),BD

)
, заданные на одном вероятностном пространстве и та-

кие, что ρ(sT , s) →
p
0 при T → ∞. Тогда f(sT ) ⇒ f(s) при T → ∞.
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Доказательство. Обозначим Bδ=
{
ρ(sT , s)<δ

}
. Тогда P(Bδ)→ 0 при

T → ∞ и любом δ > 0. Это означает, что найдется последовательность
δ = δT , сходящаяся к 0 достаточно медленно при T → ∞ и такая, что
по-прежнему будет выполняться P(Bδ) → 0. Далее, при δ = δT имеем

P
(
f(sT ) < v

)
= P

(
f(sT ) < v,Bδ

)
+P

(
f(sT ) < v,Bδ

)
,

где второе слагаемое в правой части есть o(1) при T → ∞. Кроме того,
в силу непрерывности f имеем при δ = δT

P
(
f(sT ) < v,Bδ

)
= P

(
f(s) + op(1) < v,Bδ

)
=

= P
(
f(s) < v + op(1)

)
−P

(
f(s) < v + op(1), Bδ

)
=

= P
(
f(s) < v + op(1)

)
+ o(1).

Отсюда следует, что

P
(
f(sT ) < v

)
→ P

(
f(s) < v

)
при T → ∞

в любой точке v непрерывности функции распределения случайной ве-
личины f(s). Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1.5.1. Известно, что процессы sT (v) и s(v)
можно так задать на одном вероятностном пространстве, что

ρC,v0
(
sT (v), s(v)

)
→
p

0 при T → ∞ (1.5.6)

(общую теорему об этом, см., например, в [84], теорема 1.6.7). Поэтому
в силу леммы 1.5.1 для доказательства теоремы нам достаточно убе-
диться, что выполнено (1.5.4), (1.5.5). Положим

AT,ε =
{
max
u6u0

∣∣θT (u)− bu
∣∣ 6 ε

}
.

Тогда из условия (1.5.3) следует, что существует последовательность
ε = εT , сходящаяся к 0 достаточно медленно при T → ∞ такая, что

P(AT,ε) → 0 при T → 1. (1.5.7)

Ясно, что

AT,ε ⊂
{
θT (u0) 6 v0

}
при любом u0 < v0/b

и, стало быть, выполнено (1.5.4).
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Докажем теперь соотношение (1.5.5). Имеем при любом h > 0

P
(
ρC,u0(sT (θT (u)), s(bu) > 2h

)
6

6 P(AT,ε) +P
(
ρC,u0

(
sT (θT (u)

)
, s
(
θT (u)

))
> h;AT,ε

)
+

+P
(
ρC,u0

(
s(θT (u)

)
, s(bu)

)
> h;AT,ε

)
(1.5.8)

Значение ρC,u0
(
sT (θT (u)

)
, s
(
θT (u)

))
в правой части (1.5.8) не превышает

на множестве AT,ε значение

ρC,v0
(
sT (v), s(v)

)
и, стало быть, в силу (1.5.6) второе слагаемое в правой части (1.5.8)
сходится к 0 при T → ∞. Сходимость к 0 третьего слагаемого в правой
части (1.5.8) следует из определения множества AT,ε и непрерывности
функции s(v) с вероятностью 1. Так как P(AT,ε)→ 0 при T → ∞, то это
доказывает (1.5.5). Теорема 1.5.1 доказана.

1.5.3 Принцип инвариантности для обобщенных процес-
сов восстановления

Теорема 1.5.2. Если Eτ2<∞, Eζ2<∞, τ1= op(
√
T ), ζ1= op(

√
T ),

то последовательности процессов yT (u), zT (u), определенных в (1.5.1),
C-сходятся при любом u0 > 0 и T → ∞ к стандартному винеровскому
процессу w(u), u ∈ [0, u0] (т.е. выполнено (1.5.2) при замене sT на yT
и zT , и s на w).

Отметим, что при u0 = 1 в силу следствия 1.1.3

ζ(T )√
T

→
п.н.

0 при T → ∞. (1.5.9)

Так как
ρC,1(yT , zT ) 6

1

σ
√
T
ζ(T ),

то
ρC,1(yT , zT ) →

п.н.
0 при T → ∞

и процессы yT и zT асимптотически эквивалентны. Ясно, что все сказан-
ное сохранится и при любом u0 > 0. Поэтому при доказательстве тео-
ремы 1.5.2 мы можем ограничиться рассмотрением лишь процессов yT .
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Доказательство теоремы 1.5.2. Рассмотрим процессы

sT (v) =
SvT

σξ
√
T
, где SvT := S[vT ], Sk =

k∑
j=1

ξj . (1.5.10)

Известно, что существует стандартный винеровский процесс w(v), за-
данный на одном вероятностном пространстве с sT (v) такой, что (см.
(1.5.6))

ρC,v0
(
sT (v), w(v)

)
→
p

0 при T → ∞. (1.5.11)

Вероятностное пространство, на котором заданы процессы sT (v) и
w(v), всегда можно расширить с тем, чтобы задать на нем случайные
величины τi и ζi таким образом, чтобы ξi были разностями величин
ζi и aτi при всех i. Тем самым будут заданы процессы Z(t) и Y (t) на
всей полуоси и будут определены случайные величины η(t), обладаю-
щие свойством η(t)

t →
п.н.

1
aτ

при t→ ∞. Поэтому

θT (u) :=
η(uT )

T
→
п.н.

u

aτ
при uT → ∞.

Отсюда следует, что при любом u0

sup
u6u0

∣∣∣∣θT (u)− u

aτ

∣∣∣∣ = ρC,u0
(
θT (u), ub

)
→
п.н.

0

при T → ∞, так что в нашем случае выполнено условие (1.5.3) и соот-
ношение (1.5.4) теоремы 1.5.1 при b = 1/aτ .

Из теоремы 1.5.1 вытекает, что (см. (1.5.5))

ρC,u0

(
sT

(
θT (u)

)
, w(bu)

)
→
p
0 при любом u0 <

v0
b

и T →∞. (1.5.12)

Рассмотрим теперь процессы

yT (u) =
Y (uT )− auT

σ
√
T

=
Sη(uT ) + aχ(uT )

σ
√
T

(см. (1.5.1)) и положим

y0T (u) :=
Sη(uT )

σ
√
T

=
√
aτsT

(
η(uT )

T

)
=

√
aτsT

(
θT (u)

)
. (1.5.13)

Введем в рассмотрение стандартный винеровский процесс

w∗(u) =
w(bu)√

b
.
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В силу леммы 1.5.1 для доказательства теоремы достаточно убедиться,
что

ρC,v0
(
yT (u), w

∗(u)
)
→
p

0 при T → ∞.

Имеем
ρC,u0(yT , w

∗) 6 ρC,u0(yT , y
0
T ) + ρC,u0(y

0
T , w

∗),

где

ρC,u0(yT , y
0
T ) =

|a|
σ

sup
u6u0

χ(uT )√
T

, sup
u6u0

χ(uT )√
T

→
p

0 при T →∞ (1.5.14)

(см. следствие 1.1.3) и, следовательно, ρC,u0(yT , y0T ) →
p

0 при T → ∞.

Поэтому нам осталось убедиться, что при b = 1/aτ

ρC,u0
(
yT (u), w

∗(u)
)
=

√
aτρC,u0

(
sT

(
θT (u)

)
, w∗(u)/

√
aτ

)
=

=
√
aτρC,u0

(
sT

(
θT (u)

)
, w(ub)

)
→
p

0 при T → ∞. (1.5.15)

Но это уже установлено в (1.5.12). Теорема 1.5.2 в однородном случае
доказана.

В неоднородном случае

Ỹ (t) =

{
ζ1 при t < τ1,

ζ1 + Y (t− τ1) при t > τ1,

где Y (t) — однородный ОПВ, не зависящий от τ1, ζ1. При неслучай-
ных τ1 = o(

√
T ), ζ1 = o(

√
T ) утверждение теоремы очевидным об-

разом сохраняется, так как ζ1/
√
T →

p
0, а замена интервала времени

[0, u0T ] длиной u0T на интервал длиной u0T − o(
√
T ) никаких изме-

нений в проведенные выше рассуждения не вносит. Переход к случай-
ным τ1 = op(

√
T ), ζ1 = op(

√
T ) также не вызывает затруднений. Теоре-

ма 1.5.2 доказана.

Замечание 1.5.1. Для доказательства теоремы 1.5.2 можно исполь-
зовать также «классический» подход, в силу которого

Для C-сходимости yT ⇒
C
w достаточно, чтобы

1) имела место слабая сходимость конечномерных распределений
yT к соответствующим распределениям w;

2) для любого ε > 0

lim
∆→0

lim
T→∞

P
(
ω(yT ,∆) > ε

)
= 0, (1.5.16)
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где для g ∈ D(0, 1) функционал

ω(g,∆) = sup
(t,u)∈B∆

∣∣g(u+ v)− g(u)
∣∣

есть модуль непрерывности функции g,

B∆ :=
{
(u, v) : v ∈ (0,∆), u ∈ [0, u0], u+ v 6 u0

}
(см., например, главу 2 в [1] или теорему 1.2.1 в [7]).

При использовании классического подхода пришлось бы повторить
в более сложных условиях доказательство соотношения (1.5.16), извест-
ное для процессов sT (u), порожденных траекториями случайных блуж-
даний, и доказать сходимость конечномерных распределений.

На наш взгляд, примененный нами подход к доказательству теоре-
мы 1.5.2, состоящий в использовании уже доказанного принципа ин-
вариантности для случайных блужданий и аналога теоремы Анскомбе
для случайных процессов является наиболее простым и прозрачным.

Замечание 1.5.2. Нетрудно убедиться, что в доказательстве теоре-
мы 1.5.2 ничего не изменится, если в определении C-сходимости (1.5.3)
предположить, что функционал f непрерывен не во всех точках про-
странства C, а лишь в точках множества Cf ⊂ C такого, что P(s ∈
Cf ) = 1 (или P(w ∈ Cf ) = 1 в принципе инвариантности). Такой функ-
ционал называют функционалом, непрерывным с вероятностью 1. На-
пример, функционал f(s)= I

{
s(1/2)> 1

}
непрерывен с w-вероятностью

1, так как P
(
w(1/2) = 1

)
= 0. Для такого функционала f подпростран-

ство Cf имеет вид Cf =
{
s ∈ C : s(1/2) ̸= 1

}
. Такое обобщение допуска-

ет эквивалентную формулировку принципа инвариантности в терминах
сходимости вероятностей

P(yT ∈ B) → P(w ∈ B)

для так называемых множеств B с w-нулевой границей:

P(w ∈ ∂B) = 0 (1.5.17)

(границей меры 0 относительно распределения w).
Действительно, рассмотрим при выполнении (1.5.17) функционал

fB(s) =


1 при s ∈ (B),

1/2 при s ∈ ∂B,

0 при s /∈ [B].
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Этот функционал будет непрерывным с вероятностью 1 относительно
распределения w и, стало быть,

P
(
yT ∈ (B)

)
= Ef(yT ) → Ef(w) = P

(
w ∈ (B)

)
= P

(
w ∈ [B]

)
.

Обратно, если f — функционал, непрерывный с w-вероятностью 1,
то множество Bt =

{
s : f(s) < t

}
, где t — любая точка непрерывности

распределения f(w), будет множеством с w-нулевой границей. Поэтому

P
(
f(yT ) < f

)
= P(yT ∈ Bt) → P(w ∈ Bt) = P

(
f(w) < t

)
,

что эквивалентно C-сходимости.
В главе 7 мы будем изучать возможность распространения принци-

па инвариантности на области больших и малых уклонений в терминах
асимптотической эквивалентности вероятностей P(yT ∈ B) и P(w ∈ B)
для широкого класса маловероятных множеств B с «w-узкой» грани-
цей.

§ 1.6 Сходимость нормированных обобщенных
процессов восстановления к устойчивым про-
цессам в случае бесконечной дисперсии ве-
личины ξ

В этом разделе мы рассмотрим случай, когда σ2ξ = Dξ = ∞ и выпол-
нены условия [Rα,β] правильного убывания распределения ξ = ζ − aτ
на бесконечности (см. § 1.5).

1.6.1 S–сходимость к устойчивым процессам

Пусть процессы sT (u) и s(u) заданы в пространстве
(
D(0, u0),BD

)
с мет-

рикой Скорохода

ρS,u0(g1, g2) := inf
h

[
sup

u∈[0,u0]

∣∣g1(u)− g2(h(u))
∣∣+ sup

u∈[0,u0]

∣∣h(u)− u
∣∣], (1.6.1)

где infh берется по всем непрерывным возрастающим функциям h(u)
таким, что h(0) = 0, h(u0) = u0.

Мы будем говорить, что последовательность процессов sT (u) S-схо-
дится (по распределению) при T → ∞ к процессу s(u) на отрезке [0, u0]
(и писать sT ⇒

S
s), если для любого измеримого в

(
D(0, u0),BD

)
функ-

ционала f , непрерывного в метрике Скорохода, выполняется

f(sT ) ⇒ f(s) при T → ∞. (1.6.2)
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Условия S-сходимости процессов можно найти, например, в [42, § 6.5],
[1], [7], [84]. С их помощью установлено, в частности, что при выполне-
нии условий [Rα,β] нормированный процесс

sT (u) =
SuT
σξ(T )

, u 6 u0, (1.6.3)

S-сходится при T → ∞ к устойчивому процессу wα,β(u) с параметрами
α, β: sT ⇒

S
wα,β (σξ(T ) определено в (1.4.1)).

Положим, как и прежде,

σ(t) = σξ(t)a
−1/α
τ

и рассмотрим последовательность процессов

yT (u) =
Y (u)− auT

σ(T )
=

=
Zη(uT ) − auT

σ(T )
=
Sη(uT )

σ(T )
+
aχ(uT )

σ(T )
, u ∈ [0, u0] (1.6.4)

(здесь использовалось равенство t = Tη(t) − χ(t)).
Будет ли при выполнении условий [Rα,β] иметь место сходимость

распределений процессов yT к распределению устойчивого процесса
wα,β(u), u ∈ [0, u0]? Оказывается, что не всегда.

Доказательство S-сходимости ОПВ к процессу wα,β сталкивается
с принципиальными трудностями, связанными с тем, что траектория
процесса yT (u) имеет вид (1.6.4) и содержит «нерегулярное» пилооб-
разное слагаемое aχ(uT )

σ(T ) , которое в ряде случаев может стать значимым.
Поэтому утверждение yT ⇒

S
wα,β будет иметь место лишь при допол-

нительных условиях.

Теорема 1.6.1. Пусть ξ = ζ − aτ удовлетворят условиям [Rα,β]
и, кроме того, выполнено хотя бы одно из условий

a = 0 или F (τ)(t) := P(τ > t) = o
(
F (t)

)
при t→ ∞. (1.6.5)

Тогда при любом u0 > 0

yT (u) ⇒
S
wα,β(u) на [0, u0]. (1.6.6)

Утверждение теоремы 1.6.1 в случае a = 0 установлено в [100, гл. 5].
Нетрудно видеть, что для независимых τ и ζ второе условие в (1.6.5)
выполнено, если

F (τ)(t) = o
(
F (|ζ|)(t)

)
при t→ ∞,
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так что, например, для обобщенных пуассоновских процессов оно всегда
выполнено.

Если условие (1.6.5) не выполнено, то S-сходимость (1.6.6), вообще
говоря, отсутствует, хотя будет иметь место сходимость конечномерных
распределений. Подробнее об этом см. в разделе 1.6.2 ниже.

Доказательство теоремы 1.6.1. Положим, как и прежде, θT (u) =
η(uT )
T . Тогда согласно (1.6.3)

yT (u) = a1/ατ sT
(
θT (u)

)
+
aχ(uT )

σ(T )
. (1.6.7)

Покажем, что при выполнении условия (1.6.5) второе слагаемое в пра-
вой части (1.6.7) пренебрежимо мало. Если a = 0, то это очевидно. Если
a ̸= 0, то мы покажем, что

ρC,u0
(
yT (u), a

1/α
τ sT

(
θT (u)

))
→
p

0 при T → ∞ (1.6.8)

или, что то же,

sup
u6u0

χ(uT )

σ(T )
→
p

0 при T → ∞. (1.6.9)

Действительно, на множестве AT =
{
θT (u0) < v0

}
, u0 < bv0, при

b = 1/aτ имеем P (AT ) → 1,

max
u6u0

χ(uT ) 6 max
i6v0T

τi =: τT ,

где при любом ε > 0

P
(
τT > εσ(T )

)
=o(1) +P

(
τT > εσ(T ), AT

)
6 o(1) + v0TF

(τ)
(
εσ(T )

)
=

= o(1) + o
(
TF

(
σξ(T ))

)
= o(1)

при T → ∞. Это доказывает (1.6.9), (1.6.8).

Таким образом, при названных условиях процессы yT (u) и a
1
α
τ sT

(
θT (u)

)
асимптотически эквивалентны.

Сходимость процессов a1/αsT
(
θT (u)

)
к wα,β(u), как уже отмечалось,

установлена в [100] (теорема 5.2.2). На этом доказательство теоремы 1.6.1
можно было бы и закончить. Но доказательство требуемой сходимости
в [100] многоступенчато и сопряжено со многими ссылками на другие,
иногда более сложные, результаты. В то же время существует прямое
доказательство нужной сходимости, которое мы здесь и приведем.

Положим, не ограничивая общности, aτ = 1, u0 = 1, ρS,u0 = ρS .
Согласно теореме 1.6.7 в [84] ОПВ sT (u) и процесс wα,β(u) можно так
задать на одном вероятностном пространстве, что

ρS
(
sT (u), wα,β(u)

)
→
p
0 при T → ∞. (1.6.10)
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Так же, как в доказательстве теоремы 1.5.2, расширим вероятностное
пространство, на котором заданы процессы sT (u) и wα,β(u), таким об-
разом, чтобы на нем была задана вся последовательность (τi, ζi) и тем
самым определены процессы Z(t), Y (t). Тогда на этом пространстве
определены случайные величины η(t), θT (u) =

η(uT )
T . Далее,

ρS

(
sT

(
θT (·)

)
, wα,β(·)

)
6 ρS

(
sT

(
θT (·)

)
, sT (·)

)
+

+ ρS
(
sT (·), wα,β(·)

)
, (1.6.11)

где второе слагаемое в правой части (1.6.11) сходится по вероятности к
0 при T → ∞. Следовательно, нам достаточно доказать сходимость к
0 первого слагаемого, т.е. асимптотическую эквивалентность sT

(
θT (u)

)
и sT (u). Так как

ρS

(
sT

(
θT (·)

)
, sT (·)

)
6 sup

u61

∣∣∣sT (θT (u))− sT
(
h(u)

)∣∣∣ +
+ sup

u61

∣∣h(u)− u
∣∣ (1.6.12)

для любой непрерывной возрастающей функции h(u), h(0)= 0, h(1)= 1,
то достаточно подобрать такую функцию h(u) = hT (u), для которой
оба слагаемых в правой части (1.6.12) сходятся по вероятности к 0 при
T → ∞.

При заданном малом ε > 0 рассмотрим множество

AT,ε =
{∣∣η(T )− T

∣∣ < εT + 1
}
.

Ясно, что

P (AT,ε) → 1 при T → ∞ и любом ε > 0. (1.6.13)

Поэтому найдется последовательность ε = εT , сходящееся к 0 доста-
точно медленно при T → ∞ такая, что по-прежнему будет выполнено
(1.6.13).

Выберем в качестве h сглаженную версию

h(u) = θ̃T (u)

функции θT (u), определив ее на множестве AT,ε как непрерывную ло-
маную, проходящую через узловые точки(

tk =
Tk
T
, uk =

k

T

)
при k = 0, 1, . . . , kT :=

[
T (1− ε)

]
,
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и точку (1, 1), так что
θT (tk) = θ̃T (tk) (1.6.14)

при k 6 kT .
Так как функция sT (u) кусочно постоянна (принимает одно и то же

значение на (uk−1, uk), k > 1), то

sT
(
θT (u)

)
= sT

(
θ̃T (u)

)
при u 6 tkT . (1.6.15)

Для первого слагаемого в правой части (1.6.12) на множестве AT,ε
имеем ukT < 1,

sup
u61

∣∣sT (θT (u))− sT (θ̃T (u))
∣∣ 6 d1 + d2,

где в силу (1.6.15), (1.6.14)

d1 = sup
u∈[ukT ,1]

∣∣sT (θT (u))− sT (θT (ukT ))
∣∣ =
p

=
p

1

σ(T )
max

k6η(T )−T (1−ε)
|S∗
k | 6

1

σ(T )
max
k62εT

|S∗
k |,

d2 = sup
u∈[ukT ,1]

∣∣sT (θ̃T (u))− sT (θ̃T (ukT ))
∣∣.

Здесь последовательность {S∗
k} распределена так же как {Sk}, величина

1

σ(2εT )
max
k62εT

|S∗
k |

имеет собственное предельное распределение при ε = εT , εT → ∞; при
этом σ(2εT )

σ(T ) → 0. Поэтому при любом δ > 0

P(d1 > δ,AT,ε) → 0 при T → ∞.

Аналогично оценивается величина d2.
Далее, для второго слагаемого в правой части (1.6.12) имеем на мно-

жестве AT,ε

d3 := sup
u61

∣∣h(u)− u
∣∣ = 1

T
sup
k6kT

|Tk − k|,

P(d3 > δ,AT,ε) → 0 при T → ∞.

Таким образом, в силу (1.6.12)

P
(
ρS

(
sT (θT (·)

)
, sT (·)

)
> δ

)
=

= o(1) +P
(
ρS

(
sT (θT (·)), sT (·)

)
> δ,AT,ε

)
= o(1) при T → ∞.

Теорема 1.6.1 доказана.
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1.6.2 Отсутствие S-сходимости при невыполнении усло-
вия (1.6.5)

Пусть
a = 1, F (τ)(t) ≫ F (t) при t→ ∞, (1.6.16)

так что условие (1.6.5) не выполнено. Это реализуется, например, в
случае ζ = τ + ω, где Eω = 0, величина ω = ξ удовлетворяет условию
[Rα,β] и не зависит от τ , τ удовлетворяет условию [Rα′,1] при 1 < α′ < α,
так что возможные скачки τ «крупнее» скачков ξ = ω. Покажем, что в
этом случае сходимость yT ⇒

S
wα,β невозможна. Заметим сначала, что

величина
hT,τ :=

supχ(uT )

στ (T )
,

где στ (T ) = (F (τ))(−1)(1/T ) будет иметь при T → ∞ собственное пре-
дельное распределение. Действительно, нетрудно убедиться (используя
опять множества AT,ε), что hT,τ будет иметь то же предельное распре-
деление, что и τT

στ (T )
, где τT = maxk6T τk. Но τT

στ (T )
имеет при T → ∞

собственное невырожденное предельное распределение в силу следую-
щих соотношений (пусть для простоты T — целочисленно),

P
(
τT < vστ (T )

)
=

(
1− F (τ)

(
vστ (T )

))T
, (1.6.17)

где

F (τ)
(
vστ (T )

)
∼ v−α

′

T
при T → ∞.

Поэтому левая часть в (1.6.17) равна(
1−

v−α
′(
1 + o(1)

)
T

)T
→ exp{−v−α′} при T → ∞

(см. об этом также [70, 44]). Так как σ(T ) ≪ στ (T ) при T → ∞, то
из сказанного следует, что

hT :=
supχ(uT )

σ(T )
→ ∞ при T → ∞. (1.6.18)

В то же время sT
(
θT (·)

)
⇒
S
wα,β(·) и, стало быть,

inf
u61

sT
(
θT (u)

)
⇒ inf

u61
wα,β(u).

Так как правая часть в этом соотношении конечна с вероятностью 1,
то в силу (1.6.7), (1.6.18)

sup
u61

yT (u) →
p

∞ при T → ∞. (1.6.19)
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Но функционалы f(s) = inf
u61

s(u) и f(s) = sup
u61

s(u) являются ρS-не-

прерывными. Поэтому (1.6.19) означает, что S-сходимость yT ⇒
S
wα,β

отсутствует.
Отметим также, что при этом для любого u 6 1 имеем

χ(uT )

σ(T )
→
p
0 при T → ∞

и конечномерные распределения χ(uT )
σ(T ) соответствуют нулевому предель-

ному процессу.
Если τ и ζ независимы, a ̸= 0, то распределение F будет форми-

роваться как свертка распределений τ и ζ и вместо (1.6.16) возможно
лишь неравенство

F (τ)(t) > cF (t) при t→ ∞, c = const.

В этом случае аналогично предыдущему предельный процесс для yT
в (1.6.7) будет формироваться как сумма процесса wα,β и пилообразно-
го слагаемого aχ(uT )

σ(T ) , скачки которого при a ̸= 0 будут сравнимы с 1, так
что в этом случае к вертикальным скачкам процесса sT

(
θT (u)

)
в (1.6.7)

добавятся «наклонные скачки» процесса −aχ(uT )
σ(T ) и S-сходимость

yT ⇒
S
wα,β также будет отсутствовать. Это связано со свойством мет-

рики ρS , не позволяющим с ее помощью описывать близость процессов,
один из которых имеет вертикальные скачки, а другой — скачки того же
размера, но наклонные. Чтобы избежать этих неудобств, мы рассмот-
рим в следующем разделе близкую к ρS метрику ρD, которая несколько
слабее метрики ρS , но названным недостатком не обладает. Но и для нее
потребуются дополнительные условия, при которых будет иметь место
слабая сходимость процессов yT , zT к устойчивым процессам.

Замечание 1.6.1. Промежуточное утверждение в доказательстве
теоремы 1.6.1 о сходимости к нулю ρS

(
sT (θT (·)), wα,β

)
(см. (1.6.11))

можно было бы не доказывать, а сослаться на теорему 5.2.2 в [100] об
S-сходимости sT

(
θT (·)

)
к wα,β(·). Однако, на наш взгляд, приведенное

выше доказательство проще, прозрачнее и не содержит ссылок на це-
лый ряд других работ.

1.6.3 D-сходимость к устойчивым процессам

Чтобы расширить условия, при которых имеет место слабая сходимость
распределений ОПВ yT , zT в

(
D(0, u0),BD

)
к устойчивым процессам,

введем в рассмотрение близкую к ρS,u0 , но более слабую метрику ρD,u0 .
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Пусть для простоты u0 = 1, ρD,u0 = ρD, D = D(0, 1).
Метрика ρD определяется следующим образом. Для любой функции

g ∈ D определим график этой функции как односвязное множество Γg
в [0, 1]×R такое, что оно совпадает с кривой

(
t, g(t)

)
везде, за исключе-

нием точек разрыва функции g, а в точках разрыва точки
(
t, g(t− 0)

)
,(

t, g(t + 0)
)
∈ R2 соединяются отрезком прямой. Расстояние ρD(g1, g2)

определяется как расстояние Хаусдорфа между множествами Γg1 и Γg2
в R2, т.е. мы будем писать ρD(g1, g2) < ε, если одновременно Γg1 ∈ (Γg2)ε
и Γg2 ∈ (Γg)ε, где ε-окрестности в R2 берутся в евклидовой метрике.
Другими словами,

ρD(g1, g2) := max
{
r(g1, g2), r(g2, g1)

}
,

r(g1, g2) := max
v∈Γg1

min
u∈Γg2

|u− v|, (1.6.20)

где u = (u1, u2), v = (v1, v2), u1, v1 ∈ [0, 1], u2, v2 ∈ R, и | · | означает
евклидову норму в R2. Очевидно, что

ρD(g1, g2) 6 ρC(g1, g2) := sup
06t61

∣∣g1(t)− g2(t)
∣∣. (1.6.21)

Сравним расстояния ρS и ρD. Пусть для простоты при данных функ-
циях g1, g2 из D существует функция h0(t), на которой достигается
infh в (1.6.1):

ρS(g1, g2) = ρ1+ρ2, где ρ1 = sup
u

∣∣g1(u)−g2(h0(u))∣∣, ρ2 = sup
∣∣h0(u)−u∣∣.

Тогда для каждой точки u расстояние в R2 между точками
(
u, g1(u)

)
и(

h0(u), g2
(
h0(u)

))
не превосходит√

ρ21 + ρ22 6 ρ1 + ρ2 = ρS(g1, g2).

Такое же неравенство справедливо для пары точек(
u, g2(u)

)
и

(
h1(u), g1

(
h1(u)

))
при подходящей функции h1(u). Отсюда следует, что

ρD(g1, g2) 6 ρS(g1, g2).

При этом для функций

g(u) =

{
0, u ∈ [0, p), p ∈ (0, 1),

1, u ∈ [p, 1];

gn(u) =


0, u ∈ [0, p),

n(u− p), u ∈ [p, p+ 1/n),

1, u ∈ [p+ 1/n, 1]



58 Глава 1. Основные предельные законы в области нормальных уклонений

имеем

ρD(g, gn) 6
1

n
→ 0 при n→ ∞,

ρS(g, gn) = 1 при всех n.

Сказанное означает, что метрика ρD слабее метрики ρS и, стало быть,
класс функционалов f , непрерывных относительно ρD, будет несколько
у́же, чем класс функционалов, непрерывных относительно ρS . Поэто-
му сходимость sT ⇒

S
s влечет за собой сходимость sT ⇒

D
s, но не на-

оборот. Различие между ρD и ρS невелико; нам неизвестны примеры
функционалов, представляющих интерес в приложениях, которые были
бы непрерывны относительно ρS , но разрывны относительно ρD. К ρD-
непрерывным функционалам относятся такие распространенные в при-
ложениях функционалы как maxu∈[0,1]

(
g(u) − g0(u)

)
, где g0(u) непре-

рывна; интегральные функционалы и др. Метрика ρD с успехом исполь-
зовалась в [31], [12] для установления расширенного принципа больших
уклонений для случайных блужданий.

Метрика ρD была введена и изучена в [5] для пространства F, бо-
лее широкого, чем D (см. [5]). Топология, порожденная этой метрикой,
совпадает с топологией M2 Скорохода, описанной в [69]. Метрику ρD
можно рассматривать и как распространение метрики Леви в простран-
стве неубывающих функций (см., например, [43]) на более широкое про-
странство D.

Вернемся к ОПВ на [0, u0] при произвольном u0 > 0. Определим
расстояние ρD,u0 соотношениями (1.6.20), где g1, g2 — функции на [0, u0].

Аналогично предыдущему мы будем писать

sT ⇒
D
s при T → ∞,

если для любого функционала f в
(
D(0, u0),BD

)
, непрерывного отно-

сительно ρD,u0 , выполняется (1.6.2).
Сформулируем теперь основное утверждение этого раздела.

Теорема 1.6.2. Пусть ξ = ζ − aτ удовлетворяет условиям [Rα,β].
Если выполнено хотя бы одно из условий

a = 0 или P
(
τ > t, aζ > t

)
= o

(
F (t)

)
при t→ ∞, (1.6.22)

то при любом u0 > 0

yT (u) ⇒
D
wα,β(u) на [0, u0]. (1.6.23)

Если τ и ζ независимы, то сходимость (1.6.23) всегда имеет место.
Такие же утверждения справедливы для zT .
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Доказательство. Если a = 0, то утверждение (1.6.23) вытекает из тео-
ремы 1.6.1.

Пусть теперь a ̸= 0 и для простоты (это не ограничивает общности)

u0 = 1, aτ = 1.

Положим для краткости ρD,u0 = ρD, ρS,u0 = ρS . В доказательстве тео-
ремы 1.6.1 показано (см. (1.6.11)), что процессы sT (u), θT (u) = η(uT )

T ,
yT (u) и wα,β(u) можно так задать на одном вероятностном простран-
стве, что

ρS

(
sT

(
θT (·)

)
, wα,β(·)

)
→
p
0 при T → ∞. (1.6.24)

Имеем

ρD(yT , wα,β) 6 ρD

(
yT (·), sT

(
θT (·)

))
+ ρD

(
sT

(
θT (·)

)
, wα,β(·)

)
. (1.6.25)

Так как ρD 6 ρS , то в силу (1.6.24) второе слагаемое в правой части
(1.6.25) сходится по вероятности к нулю при T → ∞. Поэтому в силу
леммы 1.5.1 нам достаточно убедиться, что

ρD

(
yT (·), sT

(
θ(·)

))
→
p
0 при T → ∞. (1.6.26)

Разобьем полуинтервал
[
0, 1 + χ(T )

T

)
на полуинтервалы [ti−1, ti) =[

Ti−1/T, Ti/T
)
, i = 1, 2, . . . , η(T ), и рассмотрим сужения траекторий

yT (u) и sT
(
θT (u)

)
на эти полуинтервалы.

Траектория yT (u) на [ti−1, ti) состоит из вертикального скачка ζi
σ(T )

в точке ti−1 и наклонной линии yT (ti−1+0)− auT
σ(T ) , u < τi, на интервале

(ti−1, ti), так что

yT (ti − 0) = yT (ti−1 − 0) +
ζi − aτi
σ(T )

, ζi − aτi = ξi.

Траектория sT
(
θ(u)

)
на [ti−1, ti) состоит из вертикального скачка ξi

в точке ti−1 и горизонтального участка на (ti−1, ti), так что в точках ti
значения процессов yT (·) и sT

(
θT (·)

)
совпадают.

Расстояния ρ
(i)
D между этими двумя сужениями процессов yT (·) и

sT
(
θ(·)

)
на [ti−1, ti) в метрике ρD, очевидно, не превосходят τi

T , если ζi

и ξi имеют один и тот же знак, и не превосходят max
(
τi
T ,

|ζi|
σ(T )

)
, если ζi

и ξi имеют разные знаки.
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Более точно, пусть a > 0. Тогда

ρ
(i)
D =

τi
T
I
(
{ζi > 0, ξi > 0}

∪
{ζi 6 0, ξi 6 0}

)
+

+max

(
τi
T
,
ζi

σ(T )

)
I(ζi > 0, ξi < 0)

(при a > 0 событие {ζi < 0, ξi > 0} невозможно, так как ξi < ζi).
Поэтому

ρ
(i)
D 6 max

(
τi
T
,
X+
i

σ(T )

)
,

где
X+
i := ζiI(ζi > 0, ξi < 0),

и при v > 0

P(X+
i > v) = P(ζi > v, ζi − aτi < 0) =

= P

(
τ >

ζi
a
, ζ > v

)
6 P

(
τ >

v

a
, ζ > v

)
. (1.6.27)

Если a < 0, то аналогичным образом находим

ρ
(i)
D 6 max

(
τi
T
,−

X−
i

σ(T )

)
,

где
X−
i := ζiI(ζi < 0, ξi > 0),

так что при v > 0

P(X−
i < −v) = P(ζi < −v, ζi − aτi > 0) =

= P

(
τ >

ζi
a
, ζ < −v

)
6 P

(
τ >

v

|a|
, eaζ > v

)
, ea =

a

|a|
(1.6.28)

и правая часть в случае a > 0 совпадает с правой частью в (1.6.27).
В итоге получаем

P(ρ
(i)
D > δ) 6 P(τ > δT ) +P

(
τ >

δσ(T )

|a|
, eaζ > δσ(T )

)
(1.6.29)

при любом δ > 0,

ρD

(
yT (·), sT

(
θ(·)

))
6 max

i6η(T )
ρ
(i)
D .
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Введем в рассмотрение множество

AT,ε =
{
θT (1) < 1 + ε

}
=

{
η(T ) < T (1 + ε)

}
.

Ясно, что P(AT,ε) → 1 при T → ∞ и любом ε > 0. На этом множестве

ρD

(
yT (·), sT

(
θ(·)

))
6 max

i6T (1+ε)
ρ
(i)
D

и

P
(
ρD

(
yT (·), sT

(
θ(·)

))
> δ

)
6

6 P(AT,ε) +P
(
ρD

(
yT (·), sT

(
θ(·)

)))
> δ,AT,ε

)
6

6 P(AT,ε) + T (1 + ε)P(ρ
(i)
D > δ). (1.6.30)

Так как P(AT,ε) → 0 при T → ∞, то для доказательства (1.6.26) нам
достаточно в силу (1.6.29) убедиться, что

TP(τ > δT ) → 0, TP

(
τ >

δσ(T )

|a|
, eaζ > δσ(T )

)
→ 0 (1.6.31)

при T → ∞. Первое соотношение очевидно, так как существует Eτ . Для
доказательства второго соотношения воспользуемся условием (1.6.22),
в силу которого

P

(
τ >

δσ(T )

|a|
, eaζ > δσ(T )

)
= o

(
F
(
min

(
|a|, 1

|a|

))
δσ(T )

)
=

= o
(
F
(
σ(T )

))
= o

( 1

T

)
при T → ∞. Поэтому второе оцениваемое значение в (1.6.31) есть o(1)
при T → ∞. Это доказывает (1.6.26) и утверждение (1.6.23).

Если τ и ζ независимы, то

P
(
τ > t, aζ > t

)
= P(τ > t)P

(
aζ > t

)
= o(t−2) при t→ ∞

и выполнение условия (1.6.22) очевидно, что влечет за собой утвержде-
ние (1.6.23).

Для процессов zT рассмотрения проходят аналогично. Теорема 1.6.2
доказана.

Замечание 1.6.2. Условия теоремы 1.6.2 близки к минимальным.
Если условие (1.6.22) (более широкое, чем (1.6.5)) не выполнено, то S-
и D-сходимость распределений ОПВ yT , zT к процессу wα,β будут,
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вообще говоря, отсутствовать. На это указывает пример, приведенный
в разделе 1.6.2, когда ζ = τ + ω, Eω = 0, τ и ω независимы, a = 1.
В этом примере не выполнено не только условие (1.6.5), но и более
широкое условие (1.6.22). Действительно, в этом случае p := P(ω >
0) > 0 и

P(τ > t, ζ > t) > P(τ > t, τ + ω > t, ω > 0) =

= P(τ > t, ω > 0) = pP(τ > t) ≫ F (t) при t→ ∞.

Поскольку в рассматриваемом примере sup
u61

yT (u) →
p

∞ при T → ∞

(см. раздел 1.6.2), то D-сходимость yT ⇒
D
wα,β отсутствует по тем же

причинам, по которым отсутствует S-сходимость. (Функционалы f(s) =
inf
u61

s(u), f(s) = sup
u61

s(u) являются ρD-непрерывными.) Будет отсутство-

вать сходимость в метрическом пространстве D и с любой другой мет-
рикой ρ, относительно которой функционал f(s)= sup

u61
s(u) непрерывен.

§ 1.7 Предельные теоремы для времени первого
прохождения произвольной границы обобщен-
ным процессом восстановления

1.7.1 Введение

Пусть g(t) = gx(t), t > 0, — произвольная функция (граница), за-
висящая от параметра x → ∞. Основная цель настоящего раздела —
отыскание предельных законов для распределения времени ηg первого
прохождения траекториями ОПВ Y (t), (Z(t)) границы gx(t):

ηg := inf
{
t > 0 : Y (t) > gx(t)

}
. (1.7.1)

Границы gx(t) будут предполагаться «удаленными», т.е. будет предпо-
лагаться, что определено значение

tg := inf
{
t > 0 : at > gx(t)

}
и, что

tg → ∞ при x→ ∞. (1.7.2)

Будут рассмотрены два класса задач. В первом из них будет пред-
полагаться, что случайная величина ξ = ζ − aτ имеет конечный второй
момент, т.е.

σ2ξ := E(ζ − aτ)2 = Dξ <∞. (1.7.3)
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Во втором будет предполагаться, что σ2ξ = ∞, а случайная величина ξ
удовлетворяет условиям притяжения к устойчивому закону (подробнее
см. §§ 1.4, 1.6).

Основные предельные теоремы о распределении ηg, приведенные ни-
же, получены в [14]. Аналогичные результаты для более простых про-
цессов (для случайных блужданий) можно найти в [100, § 5.6], [16].

1.7.2 Случай конечной дисперсии

Изучим распределение времени ηg (см. (1.7.1)) первого прохождения
границы gx(t) траекторией ОПВ Y (t) = Zη(t). Перенос полученных
результатов на процесс Z(t) = Zν(t) и на процессы с линейным сносом
будет произведен в теореме 1.7.2.

Будем предполагать, что выполнено (1.7.2) и что граница gx(t) удо-
влетворяет следующим двум условиям.

[A]1. При некотором ε > 0 существует последовательность
bx → b < a при x→ ∞ такая, что при

|t− tg| < 2
(1 + ε)L(tg)

a− b
, L(t) := σ

√
2t ln ln t, (1.7.4)

выполнены соотношения

gx(t) = atg + (t− tg)bx + o(
√
tg) при x→ ∞. (1.7.5)

.
Введем в рассмотрение ближайшую к tg точку t−g < tg пересечения

функций gx(t) и at+ (1 + ε)L(t):

t−g := sup
{
t < tg : gx(t) > at+ (1 + ε)L(t)

}
. (1.7.6)

Второе условие на gx(t) имеет следующий вид:

[A]2. gx(t) → ∞ при любом фиксированном t и x→ ∞,

gx(t) > at+ (1 + ε)L(t) при t 6 t−g . (1.7.7)

Ясно, что

t−g > tg −
2L(tg)

a− b
(1.7.8)

при достаточно больших x.
Существо условий [A]1, [A]2 очевидно — граница gx(t) должна быть

отделена от луча at до момента tg и его окрестности. В окрестности
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точки tg пересечения луча at и границы gx(t) эта граница должна быть
в известном смысле близка к линейной с угловым коэффициентом b < a.

Приведем следующие два примера, в которых условия [A]1, [A]2 вы-
полнены.

1) Пусть f(t) — фиксированная (не зависящая от x) функция, а gx(t)
получается из f(t) путем растяжения в x раз по обеим осям координат:

gx(t) = xf

(
t

x

)
. (1.7.9)

Если
uf := inf

{
u : au > f(u)

}
,

то, очевидно, tg = xuf . Для выполнения условий [A]1, [A]2 здесь доста-
точно, чтобы

1. f(u)/u→ ∞ при u ↓ 0,
2. f(u) > au + cδ при u ∈ [δ, uf − δ], достаточно малом δ и неко-

тором c > 0.
3. f(uf + u) = auf + bu + O

(
|u|1+h

)
при b = f ′(uf ) < a, h > 0,

|u| < δ → 0.
К семейству (1.7.9) можно отнести и функцию

gx(t) = xtα, α ∈ [0, 1). (1.7.10)

Действительно, если положить f(t) = tα, то в (1.7.9) получим gx(t) =
x1−αtα и в качестве нормирующего множителя надо взять не x, а x1−α.
В случае (1.7.10)

tg =

(
x

a

)1/(1−α)
, b = αa < a.

2) Во втором примере функция f опять фиксирована,

gx(t) = x+ f(t).

Здесь значение tg определено, если

lim
t→∞

(
at− f(t)

)
= ∞.

Если, например, f(t) = bt + o(
√
t) при t → ∞, b < a, то tg = x+o(

√
x)

a−b
и условия [A]1, [A]2 будут выполнены. Они будут выполнены и в случае
f(t) = ctα, α ∈ (0, 1).
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Кроме того, если наряду с функциями gx(t) в названных выше при-
мерах рассмотреть функции

gx(t) +
√
t δx(t), (1.7.11)

где sup
t
δx(t) → 0 при x → ∞, то они также будут удовлетворять

условиям [A]1, [A]2, хотя, как видно из (1.7.11), они могут иметь любые
колебания и разрывы порядка o(

√
tg) в окрестности точки tg.

Теорема 1.7.1. Пусть στ <∞, σ <∞, функции gx(t) таковы, что
tg → ∞ при x→ ∞ (см. (1.7.2)), τ1 = op(

√
tg), ζ1 = op(

√
tg) и выполнены

условия [A]1, [A]2. Тогда при x→ ∞

P

(
ηg − tg
σ
√
tg

< v

)
→ Φ

(
(a− b)v

)
,

где Φ — функция распределения нормального закона Φ.
Если a = 0, то условие στ <∞ излишне.

Доказательство. Воспользуемся теоремой 1.3.1 (Анскомбе) и прове-
рим выполнение ее условий применительно к процессу y(t) = Y (t)−at

σ
√
t

и случайному времени ηg.
Выполнение условия 1) теоремы 1.3.1 для процесса y(t) вытекает

из теоремы 1.3.2. Выполнение условия 2) доказывает

Лемма 1.7.1. Если στ < ∞, σζ < ∞, τ1 = op(
√
t), ζ1 = op(

√
t), то

процесс y(t) удовлетворяет условию 2) теоремы 1.3.1, т.е.

sup
|u|<δt

∣∣y(t+ u)− y(t)
∣∣ →
p
0 (1.7.12)

при t→ ∞, δ = δ(t) → 0.
Если a = 0, то условие στ <∞ излишне.

Доказательство. Рассмотрим сначала однородный случай. Имеем

y(t+ u)− y(t) =
Y (t+ u)− Y (t)− au

σ
√
t+ u

−
(
Y (t)− at

)( 1

σ
√
t
− 1

σ
√
t+ u

)
,

sup
|u|<δt

∣∣y(t+ u)− y(t)
∣∣ 6 sup

|u|<δt

∣∣∣∣Y (t+ u)− Y (t)− au

σ
√
t+ u

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣Y (t)− at

σ
√
t

∣∣∣∣ sup
|u|<δt

∣∣∣∣√ t

t+ u
− 1

∣∣∣∣, (1.7.13)



66 Глава 1. Основные предельные законы в области нормальных уклонений

где второе слагаемое в правой части (1.7.13), равное
∣∣y(t)∣∣O(δ), есть,

очевидно, op(1) при δ → 0. Так как Y (t) − at = Sη(t) + aχ(t), то первое
слагаемое в правой части (1.7.13) можно записать в виде

sup
|u|<δt

∣∣∣∣Sη(t+u) − Sη(t) + aχ(t+ u)− aχ(t)

σ
√
t+ u

∣∣∣∣ 6 sup
|u|<δt

∣∣∣∣Sη(t+u) − Sη(t)

σ
√
t+ u

∣∣∣∣+
+

|a|χ(t)
σ
√
t(1− δ)

+
|a|
σ

sup
|u|<δt

χ(t+ u)√
t+ u

. (1.7.14)

Последние два слагаемых при a = 0 исчезают, а при a ̸= 0, στ < ∞
в силу следствия 1.1.3 сходятся к 0 при t → ∞ с вероятностью 1.
Остается рассмотреть первое слагаемое в правой части (1.7.14). В силу
леммы 1.1.3 для траектории η(t) справедлив усиленный закон больших
чисел, так что при всех достаточно больших t значения η(t) при любом
δ > 0 будут располагаться в пределах a−1

τ t(1∓δ). Это означает, что при
|u| < δt и достаточно малом δ все значения η(t+u) будут располагаться
в пределах границ a−1

τ t(1 ∓ 5δ). Поэтому первое слагаемое в правой
части (1.7.14) при

n = [ta−1
τ ] (1.7.15)

и достаточно больших t не будет превосходить значения

2

σ
√
t(1− δ)

max
|k|<5δt

|Sn+k − Sn|. (1.7.16)

(Мы воспользовались здесь тем, что

|Sη(t+u) − Sη(t)| 6 |Sη(t+u) − Sn|+ |Sη(t) − Sn|.) (1.7.17)

Другими словами, при t→ ∞, δ → 0, для первого слагаемого в правой
части (1.7.14), которое мы обозначим через Mt, будем иметь

P(Mt > ε) 6 o(1) +P

(
max
|k|65δt

|Sn+k − Sn| >
εσ

√
t

3

)
. (1.7.18)

Если под знаком вероятности в правой части (1.7.18) заменить t на naτ
(см. (1.7.15)), то мы получим вероятность того же вида, что оценивалась
в лемме 1.3.1. В соответствии с этой леммой вероятности в (1.7.18) схо-
дятся к 0 при t→ ∞, δ → 0. Вместе c (1.7.14), (1.7.13) это заканчивает
доказательство (1.7.12).

В неоднородном случае следует воспользоваться представлением

Ỹ (t) = ζ1 + Y (t− τ1), (1.7.19)
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где Y (t) — однородный ОПВ, условиями τ1 = op(
√
t), ζ1 = op(

√
t) и по-

вторить рассуждения, которые использовались в доказательстве теоре-
мы 1.3.2 в неоднородном случае. Лемма 1.7.1 доказана.

Проверим теперь выполнение условия 3) теоремы 1.3.1. Наряду со зна-
чением t−g (см. (1.7.6)) введем в рассмотрение точку t+g пересечения
функций gx(t) и at− (1 + ε)L(t):

t+g = min
{
t > tg : at− (1 + ε)L(t) > gx(t)

}
,

где L(t) определено в (1.7.4).
В силу условия [A]2 и закона повторного логарифма для процесса

Y (t) имеем
P
(
ηg ∈ (t−g , t

+
g )

)
→ 1 при x→ ∞.

По условию (1.7.8) при достаточно больших x выполняется

t+g − t−g 6 4L(tg)

a− b
,

так что
P

(
|ηg − tg| <

4L(tg)

a− b

)
→ 1.

Это означает, что
ηg
tg

→
p
1 при x→ ∞ (1.7.20)

и выполнено условие 3) теоремы 1.3.1 при θ(x) = ηg и h(x) = tg.
Поэтому из теоремы 1.3.1 получаем

P(y(ηg) < v) ⇒ Φ(v) при x→ ∞, (1.7.21)

где

y(ηg) =
Y (ηg)− aηg

σ
√
ηg

,

√
ηg√
tg

→
p
1 при x→ ∞. (1.7.22)

Далее,
Y (ηg) = gx(ηg) + rg, (1.7.23)

где |rg| 6
∣∣ζ(ηg)∣∣. Положим

n±x :=
t±g
aτ

(1± ε),

при ε > 0, и введем в рассмотрение события

B1 := {t−g < ηg < t+g },
B2 :=

{
η(t−g ) > n−x

}
,

B3 :=
{
η(t+g ) < n+x

}
, B = B1B2B3.

(1.7.24)
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Ясно, что P(B1) → 1 при x → ∞ и в силу закона больших чисел для
η(t) выполняется P(B2B3) → 1, так что P(B) → 1 при x → ∞. При
этом на множестве B

n−x < η(t−g ) < η(ηg) < η(t+g ) < n+x ,

|rg| 6 max
{∣∣ζ(t)∣∣ : t−g < t < t+g

}
6

6 max
{
|ζk| : n−x < k < n+x

}
. (1.7.25)

Поэтому при любом δ > 0

P
(
|rg| > δ

√
tg; B

)
6 (n+x − n−x )P

(
|ζ| > δ

√
tg
)
.

Далее, при достаточно больших x и малых ε

n+x − n−x <
2(t+g − t−g )

aτ
<

8L(tg)

aτ (a− b)
,

так что

P
(
rg > δ

√
tg
)
6 o(1) +

8L(tg)

aτ (a− b)

Eζ2

δ2tg
= o(1) при x→ ∞,

rg = op(
√
tg). Поэтому из (1.7.23) и условия [A]1 получаем

Y (ηg)− aηg = gx(ηg)− aηg + op(
√
tg) = (a− bx)(tg − ηg) + op(

√
tg),

y(ηg) = −(a− bx)(ηg − tg)

σ
√
tg

+ op(1) (1.7.26)

и в силу (1.7.21)

P

(
−(a− bx)(ηg − tg)

σ
√
tg

< v

)
=

= P

(
ηg − tg
σ
√
tg

> − v

a− bx

)
→ Φ(v) (1.7.27)

при x→ ∞, или, что то же,

P

(
ηg − tg
σ
√
tg

< u

)
→ Φ

(
(a− b)u

)
.

Теорема 1.7.1 доказана.
Покажем теперь, что утверждение теоремы 1.7.1 останется верным

для ОПВ Z(t) = Zν(t) и для процессов

Y (q)(t) = Y (t) + qt, Z(q)(t) = Z(t) + qt (1.7.28)

с линейным сносом qt.
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Теорема 1.7.2. Утверждение теоремы 1.7.1 полностью сохранит-
ся, если в нем Y (t) заменить на Z(t). Оно полностью сохранится и
в случае, если Y (t) заменить на Y (q)(t) или на Z(q)(t) при замене b на
b(q) := b− q.

Доказательство. Так как

Y (t)− Z(t) = ζ(t) (1.7.29)

и в силу следствия 1.1.3
|ζ(t)|√

t
→
п.н.

0 (1.7.30)

при t→ ∞, то
|Z(t)− Y (t)|√

t
→
п.н.

0. (1.7.31)

Отсюда вытекает справедливость теоремы 1.7.1 для ОПВ Z(t) (гра-
ница gx(t) определена с точностью до o(

√
tg ); см. (1.7.5)).

Второе утверждение теоремы очевидно, поскольку рассматриваемая
задача сводится к задаче о времени первого прохождения процессами
Y (t), Z(t) границы g(t)−qt. Теорема 1.7.2 доказана.

1.7.3 Случай бесконечной дисперсии

Если σ = σξ = ∞, то мы, как и в § 1.5, будем предполагать, что выпол-
нено условие правильного убывания распределения ξ = ζ − aτ на бес-
конечности. Если, как и прежде, положить

F−(t) = P(ξ 6 −t), F+(t) = P(ξ > t),

F (t) = F−(t) + F+(t) = P
(
|ξ| > t

)
,

то мы будем предполагать, что выполнено условие

[Rα,β]. Функция F (t) является правильно меняющейся на бесконеч-
ности, т.е. представима в виде

F (t) = t−αl(t), α ∈ (1, 2),

где l(t) — медленно меняющаяся функция на бесконечности, при этом
существует

lim
t→∞

F+(t)

F (t)
=: β+ ∈ [0, 1],

и мы полагаем β := 2β+ − 1.
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Пусть далее F (−1)(u) — обобщенная обратная функция к F (t):

F (−1)(u) = inf
{
t : F (t) < u

}
и

σξ(n) := F (−1)(1/n). (1.7.32)

Функция σξ(n) имеет вид n1/αlσ(n), где lσ(n) — медленно меняющаяся
последовательность (см., например, [10, § 8.8]).

При выполнении условия [Rα,β] нормированные суммы

s(n) :=
Sn
σξ(n)

слабо сходятся по распределению к устойчивому закону Φα,β с пара-
метрами (α, β).

Пусть, как и прежде,

σ(t) = σξ(t)a
−1/α
τ .

Как и в разделе 1.7.2 мы будем предполагать здесь, что определе-
но время tg первого пересечения кривых gx(t) и at и что граница gx(t)
удовлетворяет условиям [A]1, [A]2, в которых o(

√
tg) в (1.7.5) следует

заменить на o
(
σ(tg)

)
, а вместо (1 + ε)L(t) (при функции L(t), опреде-

ленной в (1.7.4)) надо писать L(t), где

L(t) = σ(t)(ln t)θ (1.7.33)

при любом фиксированном θ > 1
α . Остаточный член o(

√
tg) в (1.7.5)

следует заменить на o
(
σ(tg)

)
. Здесь остаются справедливыми все ком-

ментарии к условиям [A]1, [A]2, сделанные в разделе 1.7.2.
Пусть как и прежде ηg определено в (1.7.1).

Теорема 1.7.3. Пусть ξ удовлетворяет условию [Rα,β],
α ∈ (1, 2), а функции gx(t) таковы, что tg → ∞ при x → ∞, τ1 =
op
(
σ(tg)

)
, ζ1 = op

(
σ(tg)

)
, и выполнены условия [A]1, [A]2 с заменами,

названными в (1.7.33). Пусть, кроме того,

P(τ > t) < cF (t), P
(
|ζ| > t

)
< cF (t) (1.7.34)

при некотором c <∞. Тогда при x→ ∞

P

(
ηg − tg
σ(tg)

< v

)
→ Φα,β

(
(a− b)v

)
, (1.7.35)
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где Φα,β — функция распределения устойчивого закона с параметра-
ми α, β.

Если a = 0, то первое из условий (1.7.34) излишне.
Утверждение теоремы полностью сохранится для процессов Z,

Y (q), Z(q).

Доказательство теоремы 1.7.3 вполне аналогично доказательству
теоремы 1.7.1. Воспользуемся теоремой 1.3.1 и проверим выполнение
ее условий 1)–3) применительно к последовательности

y(t) =
Y (t)− at

σ(t)

и случайному времени ηg. Выполнение условия 1) вытекает из теоре-
мы 1.4.1.

Покажем теперь, что y(t) удовлетворяет условию 2) теоремы 1.3.1,
т.е. установим следующий аналог леммы 1.7.1.

Лемма 1.7.2. Пусть случайная величина ξ = ζ−aτ удовлетворяет
условию [Rα,β], α ∈ (1, 2),

P(τ > t) 6 cF (t), c = const, (1.7.36)

τ1 = op
(
σ(t)

)
, ζ1 = op

(
σ(t)

)
. Тогда

sup
|u|<δt

∣∣y(t+ u)− y(t)
∣∣ →
p
0 (1.7.37)

при t→ ∞, δ = δ(t) → 0.
Если a = 0, то условие (1.7.36) излишне.

Доказательство. Рассмотрим сначала однородный случай. Анало-
гично (1.7.13) имеем

sup
|u|<δt

∣∣y(t+ u)− y(t)
∣∣ 6

6 sup
|u|<δt

|Y (t+ u)− Y (t)− au|
σ(t+ u)

+
∣∣y(t)∣∣ sup

u<δt

∣∣∣∣ σ(t)

σ(t+ u)
− 1

∣∣∣∣,
где второе слагаемое в правой части есть, очевидно, op(1). Первое сла-
гаемое не превосходит (ср. с (1.7.14))

sup
|u|<δt

∣∣∣∣Sη(t+u) − Sη(t)

σ(t+ u)

∣∣∣∣+ |a|χ(t)
σ(t− δt)

+
|a|

σ(t− δt)
sup
|u|<δt

χ(t+ u) (1.7.38)
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Здесь σ(t− δt) ∼ σ(t) → ∞ при t→ ∞,

χ(t)

σ(t− δt)
→
p
0, (1.7.39)

так как распределение χ(t) сходится при t→ ∞ к собственному распре-
делению (см. лемму 1.1.1). Далее,

sup
|u|<δ

χ(t+ u) 6 χ(t− δt) + µt, (1.7.40)

где µt 6
p
τ(2δt) = sup

u62δt
τ(u), τ(u) = τη(u), и при ε>0, m =

[
3δt
aτ

]
→ ∞

выполняется

P
(
τ(2δt) > εσ(t)

)
6 P

(
η(2δt) > m

)
+P

(
τm > εσ(t)

)
=

= o(1) +mP
(
τ > εσ(t)

)
.

Но по условию (1.7.36)

mP
(
τ > εσ(t)

)
6 mcF

(
εa−1/α
τ σξ(t)

)
∼

∼ mcε−αaτF
(
σξ(t)

)
∼ 3δc ε−α = o(1).

Таким образом, µt
σ(t) = op(1) и в силу (1.7.39) χ(t−δt)

σ(t−δt) = op(1). Сказанное
означает, что последние два слагаемых в (1.7.38) суть op(1).

Если a = 0, то последние два слагаемых в (1.7.38) исчезают и необ-
ходимость в проведенных выше оценках отпадает.

Нам остается оценить первое слагаемое в (1.7.38). Здесь использу-
ются те же рассуждения, что и при оценке аналогичного слагаемого
в (1.7.14) в доказательстве леммы 1.7.1. Согласно этим рассуждениям
первое слагаемое в (1.7.38) при

n = [ta−1
τ ] (1.7.41)

и всех достаточно больших t не будет превосходить на множестве вы-
сокой вероятности значения

2

σ(t− δt)
max
|k|<5δt

|Sn+k − Sn|

(ср. с (1.7.16)). Другими словами, при t → ∞, δ → 0, для первого
слагаемого в (1.7.38), которое мы обозначим через Mt, при любом ε > 0
будем иметь (ср. с (1.7.18))

P(Mt > ε) 6 o(1) +P

(
max
|k|<5δt

|Sn+k − Sn| >
εσ(t)

3

)
. (1.7.42)
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Если под знаком вероятности в правой части (1.7.42) заменить t на naτ
(см. (1.7.41)) и положить N := 5δnaτ → ∞ при n → ∞, то мы придем
к оценкам вероятности вида

P
(
SN > εcσ(n)

)
,

где c = const, SN = maxk6N Sk. Так как σ(N)
σ(n) → 0 при n → ∞, то эти

вероятности в силу результатов § 3.1 в [26] сходятся к 0 при n → ∞.
(Можно воспользоваться также сходимостью StN

σ(N) по распределению к

устойчивому процессу, из чего следует, что SN
σ(N) имеет собственное пре-

дельное распределение при N → ∞, SN
σ(n) →

p
0.) Сходимость (1.7.37)

в однородном случае доказана. В неоднородном случае следует повто-
рить (с очевидными изменениями) рассуждения в доказательстве лем-
мы 1.7.1. Лемма 1.7.2 доказана.

Проверим теперь выполнение условия 3) теоремы 1.3.1. Наряду со
значением t−g (см. (1.7.6) при замене (1+ε)L(t) на функцию L(t), опреде-
ленную в (1.7.33)) введем в рассмотрение точку t+g пересечения прямых
gx(t) и at− L(t) при L(t), определенном в (1.7.33):

t+g := inf
{
t > tg : at− L(t) > gx(t)

}
.

В силу условия [A]2 и аналога закона повторного логарифма (теоре-
ма 1.4.2) имеем

P
(
ηg ∈ (t−g , t

+
g )

)
→ 1 при x→ ∞.

Из соотношений вида (1.7.8) при достаточно больших x следует нера-
венство

t+g − t−g 6 4L(tg)

a− b
,

так что

P

(
|ηg − tg| <

4L(tg)

a− b

)
→ 1.

Это означает, что
ηg
tg

→
p
1 при x→ ∞

и выполнено условие 3) теоремы 1.3.1 при θ(x) = ηg, h(x) = tg.
Мы можем применить теперь теорему 1.3.1, в силу которой

y(ηg) ⊂⇒ Φα,β при x→ ∞,
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где

y(ηg) =
Y (ηg)− aηg

σ(ηg)
,

ηg
tg

→
p
1.

Положим
n±x := (1± ε)a−1

τ t±g , ε > 0,

и воспользуемся представлением (1.7.23). Как и в доказательстве тео-
ремы 1.7.1, рассмотрим события B1, B2, B3, B, определенные в (1.7.24),
где, как и прежде, P(B1) → 1 при x→ ∞. Далее, считая для простоты,
что n±x — целые числа, имеем

P
(
η(t−g ) < n−x

)
= P(Tn−

x
> t−g ) = P

(
Tn−

x
− aτn

−
x > εt−g

)
. (1.7.43)

В силу закона больших чисел вероятность в (1.7.43) сходится к 0 при
x→ ∞, так что P(B2)→ 1. Аналогично устанавливается, что P(B3)→ 1,
P(B) → 1 при x→ ∞.

Далее, на множестве B в силу (1.7.23), (1.7.25)

η(ηg) ∈ (n−x , n
+
x ), |rg| 6 max

{
|ζk| : n−x < k < n+x

}
. (1.7.44)

Оценим величину |rg| в (1.7.23). При любом фиксированном δ > 0 в силу
(1.7.44) имеем

P
(
|rg| > δσξ(tg); B

)
6 (n+x − n−x )P

(
|ζ| > δσξ(tg)

)
.

При достаточно больших x и малых ε имеем

n+x − n−x < 2a−1
τ (t+g − t−g ) <

8L(tg)

aτ (a− b)
,

так что

P
(
|rg| > δσξ(tg)

)
6 o(1) +

8L(tg)

aτ (a− b)
P
(
|ζ| > δσξ(tg)

)
. (1.7.45)

Но в силу (1.7.34) при x→ ∞

P
(
|ζ| > δσξ(tg)

)
6 cδ−αF

(
σξ(tg)

)(
1 + o(1)

)
∼ cδ−α

tg
.

Так как L(t) = o(t), то вместе с (1.7.45) это означает, что rg = op
(
σ(tg)

)
.

Возвращаясь к (1.7.23), по условию [A]1 получаем

Y (ηg)− aηg = gx(ηg)− aηg + op
(
σ(tg)

)
=

= (a− b)(tg − ηg) + op
(
σ(tg)

)
. (1.7.46)

Дальнейшие рассуждения, как и равенство (1.7.46), повторяют выклад-
ки (1.7.26), (1.7.27) в доказательстве теоремы 1.7.1 с точностью до за-
мены в них σ

√
tg на σ(tg) и Φ на Φα,β . Теорема 1.7.3 доказана.

Доказательство, касающееся процессов Y (q), Z(q), повторяет рассуж-
дения в доказательстве теоремы 1.7.2.
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§ 1.8 Основные предельные законы для марков-
ских аддитивных процессов
(для сумм случайных величин, заданных на
состояниях цепи Маркова)

1.8.1 Эргодические теоремы для харрисовых цепей Мар-
кова

Пусть {xk}∞k=0 — цепь Маркова с состояниями e ∈ E в произвольном из-
меримом пространстве (E, E) с σ-алгеброй E и переходной вероятностью
Pe(A), A ∈ E . Мы будем рассматривать «харрисовы» цепи Маркова, ко-
торые определяются следующим образом. Пусть xn(e) есть состояние
цепи в момент n при начальном состоянии e; Pe,n(A) := P

(
xn(e) ∈ A

)
=

P(xn ∈ A | x0 = e) — переходная вероятность за n шагов. Для некоторо-
го фиксированного множества V ∈ E определим случайную величину

τV (e) = min
{
k > 1, xk(e) ∈ V

}
, e ∈ E,

являющуюся временем первого попадания цепи из состояния e ∈ E
в множество V (τV (e) = ∞, если все xk(e) /∈ V ).

Цепь Маркова {xn} в (E, E) называется харрисовой (или неприводи-
мой по Харрису, φ-неприводимой), если существует множество V ∈ E ,
вероятностная мера φ на (E, E) и числа n0 > 1, p ∈ (0, 1) такие, что

(I0) P
(
τV (e) <∞

)
= 1 ∀e ∈ E

(II) Pe,n0(A) > pφ(A) для всех e ∈ V, A ∈ E .

Условие (I0) выполняет роль условия неразложимости цепи: из лю-
бой точки e ∈ E траектория xn рано или поздно попадает в V . Условие
(II) гарантирует, что через n0 шагов после попадания в V «блуждающая
частица» будет иметь распределение, которое «минорируется» одним и
тем же «распределением» pφ(·). Это условие иногда называют усло-
вием «перемешивания», оно обеспечивает «частичную потерю памяти»
о прошлом траектории.

Если цепь имеет возвратный атом e0, то условия (I0), (II) всегда
выполнены при V = {e0}, n0 = 1, p = 1, φ(A) = Pe0(A), так что такая
цепь является харрисовой.

В качестве множества V обычно рассматривают «компактные» мно-
жества (если E = Rk, то это будет ограниченные множества), иначе
обеспечить выполнение неравенства (II), как правило, не удается. Если
само пространство E «компактно» (конечное множество или ограничен-
ное замкнутое множество в Rk), то условие (II) может быть выполнено
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и для V = E (условие (I0) при этом выполнено всегда). Например, если
цепь {xn} конечна, неразложима и непериодична, то найдется n0 такое,
что Pe,n0(e1) > p > 0 при всех e, e1 из E. Стало быть, условие (II) при
V = E выполнено, если в качестве φ взять равномерное распределение
на E.

Условие (II) можно интерпретировать как наличие у всех распреде-
лений Pe,n0(·) при e ∈ V абсолютно непрерывной компоненты относи-
тельно меры φ:

inf
e∈V

Pe,n0(dy)

φ(dy)
> p > 0.

Об условиях, достаточных для выполнения (I0), (II), см., например,
§ 13.7 в [10].

Нам понадобятся еще условие «положительности» (положительной
возвратности) множества V (или «положительности цепи»):

(I) sup
e∈V

EτV (e) <∞

и условие непериодичности, которое мы запишем в следующем виде.
Пусть xk(φ) — цепь Маркова с начальным распределением φ, где φ —
из условия (II). Положим

τV (φ) = min
{
k > 0 : xk(φ) ∈ V

}
.

Очевидно, что τV (φ) в силу (I0) есть собственная случайная вели-
чина.

Условие непериодичности цепи имеет вид:
(III)

н.о.д.
{
k > 1 : P

(
τV (φ) = k

)
> 0

}
= 1.

Условие (III) всегда выполнено, если выполнено (II) при n0 = 1,
φ(V ) > 0 (тогда P

(
τV (φ) = k

)
> 0 при всех k).

Ясно, что конечная неприводимая непериодическая цепь Марко-
ва всегда удовлетворяет условиям (I0), (I)–(III). Замечательный факт,
установленный в работах Атреа, Нея, Нуммелина (см., например, [59],
[107], [81], [8, гл. 1], [10, § 13.7]), состоит в том, что любую харрисову
цепь {xn} можно так «расширить» до цепи x∗n = (xn, yn), где yn неза-
висимы,

yn =

{
1 с вероятностью p,

0 с вероятностью 1− p,

что цепь {x∗n} будет иметь «искусственный» атом V ∗ = (V, 1) с переход-
ной вероятностью

P
(
x∗n+1 ∈ (B, 0 ∪ 1) | x∗n = V ∗) = φ(B)



1.8. Основные предельные законы для марковских аддитивных процессов 77

(подробнее см., например, [10, гл. 13], [8, гл. 1]).
Так как фазовое пространство (E, E) харрисовой цепи произвольно,

то мы можем, не ограничивая по-существу общности, с самого начала
считать, что цепь {xn} имеет одноточечный атом V = {e0}.

Тогда траекторию процесса {xn} после первого попадания в e0 мож-
но разбить на независимые, одинаково устроенные блоки (циклы), так
что естественным образом возникает процесс восстановления по возвра-
щению цепи в состояние e0. Пусть

τ1 = min{k > 1 : xk = e0}, τ = min{k > 1 : xk(e0) = e0}.

Тогда длины циклов τ2, τ3, . . . будут независимыми копиями τ . Процесс
восстановления будет однородным, если x0 = e0. Вероятность

Q(k,A) = P(xk ∈ A | x0 = e0, x1 ̸= e0, . . . , xk−1 ̸= e0)

называется «табу-вероятностью» попадания из e0 в A за k шагов (не за-
ходя в e0).

Справедлива следующая эргодическая теорема, по сути являющая-
ся простым следствием того, что в случае aτ = Eτ <∞ последователь-
ность γ(n) = n − Tν(n), Tk =

∑k
j=1 τj , имеет собственное предельное

распределение (см. лемму 1.1.1) и

lim
n→∞

P
(
γ(n) = k

)
=

P(τ > k)

aτ
, k = 0, 1, . . .

Теорема 1.8.1. Если выполнены условия (I0), (I)–(III), т.е. цепь
{xn} является непериодичной харрисовой цепью Маркова, то для лю-
бых e ∈ E, A ∈ E

Pe,n(A) → π(A) :=
1

aτ

∞∑
k=0

P(τ > k)Q(k,B) при n→ ∞ (1.8.1)

и π(·) есть инвариантная мера.

Действительно, пусть e0 — положительный атом цепи. В силу лем-
мы 1.1.1

Pe,n(A) =

n∑
l=0

P
(
γ(n) = l)Q(l, A) → π(A) (1.8.2)

при n→ ∞. Тот факт, что π является инвариантной мерой, и что (1.8.1)
сохраняется для любого распределения начального значения x0, уста-
навливается без труда.
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Справедливо и более сильное, чем (1.8.1), утверждение о сходимости
Pe,n(A) к π(A) по вариации.

Полный текст доказательства теоремы 1.8.1, т.е. приведенные выше
рассуждения с добавлением к ним обратного перехода от цепи {x∗n}
к {xn}, см., например в [10, теорема 13.7.1].

1.8.2 Марковские аддитивные процессы

Определение марковского аддитивного процесса (МАП) выглядит сле-
дующим образом (см., например, [109, 110]). Пусть наряду с цепью
{xn}∞n=0 задана последовательность случайных величин {ξn}∞n=0 та-
кая, что

{
(xn, ξn); n = 1, 2, . . .

}
есть цепь Маркова на (E × R, E ×B),

где B — борелевская σ-алгебра на R, и ее переходная вероятность об-
ладает свойством

P
(
(xn+1, ξn+1) ∈ A×B | Fn

)
=

= P
(
(xn+1, ξn+1

)
∈ A×B | xn

)
=: Pxn(A,B), (1.8.3)

где A∈E , B∈B, Fn — σ-алгебра, порожденная (x0, . . . , xn; ξ1, . . . , ξn).
Пусть далее

Xn = X0 +
n∑
k=1

ξk. (1.8.4)

Пара
{
(xn,Xn), n = 0, 1, . . .

}
называется марковским аддитивным про-

цессом (МАП) с переходной функцией Pe(A,B). Основные свойства
МАП см., например, в [88, 89].

Пусть для простоты E дискретно (счетно). Тогда из определения
МАП следует, что

P(ξn+1 ∈ B | xn = e, xn+1 = e1) =
Pe(e1, B)

Pe(e1,R)
, (1.8.5)

так что распределение ξn+1 зависит, вообще говоря, от пары состояний
(xn, xn+1) (т.е. от переходов цепи).

Мы будем использовать более прозрачное и конструктивное задание
МАП, которое больше соответствует подзаголовку § 1.8. В нем вероят-
ность

P(ξn+1 ∈ B | Fn, xn+1) = P(ξn+1 ∈ B | xn+1) (1.8.6)

зависит лишь от xn+1. Эта конструкция не несет в себе потерю общности
по сравнению с (1.8.3), (1.8.4), так как процесс (1.8.3), (1.8.4) можно
построить и на цепи { ¬

xn}, составленной из «переходов» ¬
xn = (xn−1, xn).
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Для цепи { ¬
xn, ξn} будет выполнено (1.8.6). Ясно, что предельные законы

для МАП (xn,Xn) и (
¬
xn,Xn) будут по сути одни и те же.

Предлагаемая конструкция предполагает, что задано семейство рас-
пределений {Fe}, зависящих от параметра e ∈ E. Если F

(−1)
e (t) есть

квантильное преобразование распределения {Fe} и ω — случайная ве-
личина, равномерно распределенная на [0, 1], то

ξ(e) := F (−1)
e (ω)

будет иметь распределение Fe (см., например, [10, § 3.3]).
Отображение Fe пространства E в множество распределений пред-

полагается таким, что функция F
(−1)
e (t) на E×R измерима относитель-

но E×B и, как функция от e, обладает при необходимости некоторыми
свойствами правильного изменения так, чтобы были определены инте-
гралы, дающие переходную функцию Pe1(A,B)=

∫
A Pe1(de)P

(
ξ(e)∈B

)
.

Эти условия не требуются, если E дискретно. Тогда интегралы превра-
щаются в обычные ряды.

Если ωn равномерно распределены на [0, 1] и независимы, то после-
довательность

ξ(xn) := F (−1)
xn (ωn), n = 0, 1, . . . ,

называется последовательностью случайных величин, заданных на це-
пи Маркова {xn}.

Основным объектом изучения в этом разделе будут асимптотиче-
ские свойства распределения сумм

Xn :=

n∑
k=0

ξ(xk). (1.8.7)

Двумерный процесс

{xn,Xn}, n = 0, 1, . . . ,

будем называть марковским аддитивным процессом. Как уже отмеча-
лось, эта конструкция в известном смысле эквивалентна (1.8.3), (1.8.4).
Изучению асимптотических законов MAP посвящена значительная ли-
тература (см, например, [39], [40], [60], [75], [95], [99], [102], [108]–[110]).
Первые предельные теоремы для MAP в области нормальных уклоне-
ний появились, по-видимому, в [102]; в области больших уклонений —
в [39, 40, 108]. Общие подходы к изучению аддитивных функционалов
от марковских процессов изложены в [95]. Принцип больших уклоне-
ний для MAP, определенных на харрисовых цепях Маркова (т.е. по
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существу на цепях, имеющих положительный атом) установлен в [109,
110] с помощью построения циклов (по возвращению в положитель-
ный атом, что индуцирует соответствующий ОПВ). Действительно, ес-
ли обозначить через ζ1, ζ2, . . . приращения сумм Xn на циклах длиной
τ1, τ2, . . . , то векторы (τj , ζj) будут независимы и одинаково распреде-
лены при j > 2. Они определяют ОПВ. Временно́й параметр в этом
случае целочисленный, и мы обозначаем его через n. Здесь τj целочис-
ленны, а компоненты τi и ζj зависимы, за исключением случая, когда
ξ(e) = 0 при e ̸= e0.

Связь моментных характеристик a и σ для ОПВ со стационарным
распределением цепи {xk} и моментами ξ(e) описана в теореме 13.8.5
в [10]. Для параметра a эта связь вытекает из соотношений

EXn ∼ n

∫
π(de)Eξ(e) ∼ an,

так что

a =
aζ
aτ

=

∫
π(de)Eξ(e), aτ =

1

π(e0)
, aζ =

a

π(e0)
,

где π — стационарное распределение цепи.

1.8.3 Основные предельные законы для марковских ад-
дитивных процессов

Из результатов гл. 1 вытекают в качестве следствий все основные пре-
дельные законы для {Xn}. Везде ниже предполагается, что {xn} — хар-
рисова цепь Маркова.

Теорема 1.8.2. Если Eτ <∞, Eζ <∞, то справедлив закон боль-
ших чисел для Xn:

Xn
n

→
p
a при n→ ∞. (1.8.8)

Действительно, величина

Xn = Z(n) + ρn, где ρn =
n∑

k=n−γ(n)+1

ξ(xk) (1.8.9)

при каждом фиксированном γ(n) = l условно не зависит от Z(n). Как
уже отмечалось, если Eτ < ∞, то существует собственное предельное
распределение γ(n) при n→ ∞, а значит, и собственное предельное рас-
пределение ρn при n→ ∞. Поэтому из закона больших чисел для Z(n)
(теорема 1.2.2) вытекает (1.8.8).
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Теорема 1.8.3. Если дополнительно к условиям теоремы 1.8.2

Eζ̂ <∞,

где
ζ̂ := max

16k6τ
Xk − min

16k6τ
Xk (1.8.10)

(при x0 = e0), то справедлив усиленный закон больших чисел

Xn
n

→
п.н.

a при n→ ∞. (1.8.11)

Действительно, если Eζ̂ < ∞ и {ζ̂n} — последовательность незави-
симых копий ζ̂, где ζ̂n соответствует n-му циклу, то при любом ε > 0
выполняется

ε
∞∑
n=1

P(ζ̂n > εn) 6
∞∫
0

P(ζ̂ > t)dt = Eζ̂ <∞.

Отсюда и из леммы Бореля–Кантелли следует, что с вероятностью 1
наступает лишь конечное число событий An = {ζ̂n/n > ε}, так как
∞∑
n=1

P (An) =
∞∑
n=1

P(ζ̂n > εn) <∞. Это значит, что

ζ̂n
n

→
п.н.

0 при n→ ∞. (1.8.12)

Далее, траектория {Xn} отличается от
{
Z(n)

}
на полуинтервале

(Tn−1, Tn] не более, чем на величину ζ̂n. Поэтому в силу (1.8.12) из уси-
ленного закона больших чисел для Z(n) вытекает (1.8.11).

Теорема 1.8.4. Если Eτ2 < ∞, Eζ2 < ∞, то справедлива цен-
тральная предельная теорема для Xn:

Xn − an

σ
√
n

⊂⇒ Φ при n→ ∞.

Это утверждение вытекает из теоремы 1.3.2, так как в (1.8.9) ρn√
n
→
p
0

при n→ ∞.

Теорема 1.8.5. Если дополнительно к условиям теоремы 1.8.4
Eζ̂2 <∞, то для последовательности процессов

Xnt − ant

σ
√
n

, t ∈ [0, 1], (1.8.13)

справедлив принцип инвариантности.
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Действительно, если Eζ̂2 <∞, то при любых b > 1
aτ

, ε > 0 выпол-
няется

P
(
η(n) > bn

)
→ 0,

P
(
max
k6bn

ζ̂k > ε
√
n
)
6 bno

(
1

ε2n

)
= o(1) при n→ ∞.

Поэтому
1√
n
ρC

(
X[nt], Z(nt)

)
→
p

0 при n→ ∞. (1.8.14)

Отсюда и из теоремы 1.5.2 вытекает принцип инвариантности для про-
цессов (1.8.13).

Теорема 1.8.6. При выполнении условий теоремы 1.8.5 справедлив
закон повторного логарифма для последовательности {Xn}: с вероят-
ностью 1

lim
n→∞

Xn − an

L(n)
→ 1,

lim
n→∞

Xn − an

L(n)
= −1,

где L(n) = σ
√
2n ln lnn при n > 3.

Это утверждение следует из теоремы 1.3.3 и того, что

ζ̂n√
n

→
п.н.

0 при n→ ∞.

Последнее утверждение вытекает из леммы 1.1.4.
Для МАП справедлив также аналог теоремы 1.7.1 о распределе-

нии времени первого прохождения траекторией {Xn} удаленной про-
извольной границы gx(n). Мы будем рассматривать границы gx(t) =
gx(n) (время t для МАП дискретно) того же вида, что в п. 1.7.2 (см.
(1.7.4)–(1.7.7)). Изучается асимптотика времени первого прохождения

ηg := min
{
n : Xn > gx(n)

}
(ср. с (1.7.1)). Пусть

ng := min
{
n > 1 : an > gx(n)

}
.

Теорема 1.8.7. Пусть στ < ∞, σ < ∞, Eζ̂2 < ∞, функция gx(n)
такова, что ng → ∞ при x → ∞, и выполнены условия [A]1, [A]2
из § 1.7. Тогда при x→ ∞

P

(
ηg − ng
σ
√
tg

< v

)
→ Φ

(
(a− b)v

)
. (1.8.15)
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Действительно, пусть ηZg — время первого прохождения границы
gx(n) ОПВ Z(n). Тогда, очевидно, ηg 6 ηZg . Далее, при n = 2 tg имеем
P(ηg > n) → 0 при x→ ∞ и в силу (1.8.14)

ρC
(
X[nt], Z([nt])

)
= op(

√
tg) при t ∈ [0, 1], n→ ∞. (1.8.16)

Так как граница gx(n) определена в условиях [A]1, [A]2 с точностью
до o(

√
tg) (см. (1.7.5)), то при выполнении (1.8.16) задачи о времени

первого прохождения таких границ для процессов X[nt] и Z
(
[nt]

)
нераз-

личимы и, стало быть, из теоремы 1.7.1 вытекает утверждение теоре-
мы 1.8.7.

Все эти утверждения распространяются и на «неоднородные про-
цессы» при каждом фиксированном x0 ̸= e0.

Замечание 1.8.1. В теоремах 1.8.3, 1.8.5, 1.8.6 использовались усло-
вия на моменты случайной величины ζ̂, определенной в (1.8.10). От-
метим, что (a) выполнение этих условий не вытекает из выполнения
аналогичных условий на ζ и (b) эти условия существенны, т.е. при их
нарушении соответствующие утверждения, вообще говоря, не верны.
Проиллюстрируем это следующим примером.

Рассмотрим сначала конечную эргодическую цепь Маркова {xn}
с состояниями 0, 1, . . . , N , такую, что x0 = e0 = 0, PN (0) = 1, и за-
дадим случайные величины ξ(0) = 0,

∣∣ξ(j)∣∣ < c при j 6 N , так что
вектор (τ, ζ) удовлетворяет условию Крамера. Затем добавим состоя-
ния N +1, N +2, . . . и на основе цепи {xn} построим новую цепь {x∗n},
заменив вероятность PN (0) = 1 на PN (0) = 0 и положив при k = 1, 2, . . .

PN (N + 2k − 1) =
c

k2
, PN+2k−1(N + 2k) = 1, PN+2k(0) = 1.

Далее, на основе x∗n построим цепь {x∗n, ξ∗k}, положив

ξ∗(N + 2k − 1) = ks, ξ∗(N + 2k) = −ks при k > 0,

ξ∗(k) = ξ(k) при k 6 N.

Тогда при очевидных соглашениях относительно обозначений (мы снаб-
жаем верхним индексом «∗» все обозначения, соответствующие новой
цепи {x∗n, ξ∗n})

(a) τ∗ = τ + 2, ζ∗ = ζ, X∗
τ∗−2 = ζ + ζ∗∗, где ζ∗∗ не зависит от ζ,

P(ζ∗∗ = ks) = ck−2, E|ζ∗∗| = ∞ при s > 1, Eζ̂∗ = ∞ при E|ζ∗| =
E|ζ| <∞;

(b) очевидно, что усиленный закон больших чисел для {X∗
n} не ве-

рен, так как с вероятностью 1 наступает бесконечно много событий
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{ζ̂∗ > n}. Последовательность {X∗
n} не будет удовлетворять также за-

кону повторного логарифма, принципу инвариантности и соотношению
(1.8.15), хотя вектор (τ∗, ζ∗) удовлетворяет условию [C]. Это вытекает
из следующих соотношений. На каждом цикле вероятность того, что
максимальное значение x∗j будет больше, чем n1/3, сравнима с n−2/3.
Поэтому

P
(
max
k6n

x∗k > n1/3
)
→ 1 при n→ ∞.

Это значит, что при s = 4 хотя бы один скачок сумм X∗
k, k 6 n с веро-

ятностью, близкой к 1, будет превышать n4/3, а при подходящем q > 0

P
(
max
k6n

(X∗
k − a∗k) > qn4/3

)
→ 1 при n→ ∞.

Ясно, что это делает невозможным выполнение любого из названных
выше утверждений для процесса {X∗

n}.



Глава 2

Интегро-локальные
предельные теоремы в
области нормальных
уклонений

В этой главе мы будем предполагать, что E|ξ|2 <∞, ξ = (τ, ζ), и уста-
новим более точные, чем центральная предельная теорема, утвержде-
ния об асимптотике распределения ненормированных ОПВ Z(t) и Y (t).
Эти утверждения касаются вероятностей попадания Z(t) и Y (t) в ин-
тервалы малой длины в области нормальных уклонений и называются
интегро-локальными теоремами. В главе 5 будут установлены интегро-
локальные теоремы в более широкой области, включающей в себя зону
больших уклонений. С их помощью в главе 6 мы будем изучать точ-
ную асимптотику вероятностей больших уклонений в граничных зада-
чах для ОПВ.

В § 2.1 получены интегро-локальные теоремы в однородном слу-
чае для независимых и линейно зависимых τ и ζ при минимальных
условиях конечности вторых моментов. В § 2.2 установлены уточнения
интегро-локальных теорем Стоуна для многомерных случайных блуж-
даний. С их помощью в § 2.3 удается получить интегро-локальные тео-
ремы для ОПВ в общем случае, но при дополнительных моментных
условиях. В § 2.4 полученные результаты распространяются на неод-
нородный случай. Приложения полученных результатов к марковским
аддитивным процессам рассматриваются в § 2.5.

Локальные теоремы для ОПВ в случае арифметических ξ могут
быть установлены аналогичным образом при многих упрощениях в фор-
мулировках и доказательствах.

Результаты § 2.1 для независимых τ и ζ в их упрощенном ви-

85
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де можно найти в [10, теорема 10.6.3]. Случай линейно зависимых τ
и ζ и общий случай изучались в [19].

§ 2.1 Интегро-локальные предельные теоремы в
случае независимых или линейно зависимых
τ и ζ

Линейная зависимость τ и ζ означает, что τ и ζ связаны соотношением

ζ = hτ + ω, h = const,

где τ и ω независимы (τ и ζ независимы, если c = 0). Как будет
показано ниже, интегро-локальные предельные теоремы для однород-
ных ОПВ Z(t) и Y (t) в случае независимых или линейно зависимых τ
и ζ можно получить с помощью интегро-локальной теоремы для одно-
родных случайных блужданий. Так как в дальнейшем (см., например,
§ 2.2) нам понадобятся аналогичные теоремы для случайных блужда-
ний в двумерном случае, то мы сначала приведем здесь формулировку
интегро-локальной теоремы Стоуна для случайных блужданий в общем
многомерном случае.

2.1.1 Интегро-локальная теорема Стоуна для случайных
блужданий

Пусть ξ, ξ1, ξ2, . . . — независимые одинаково распределенные векторы
в Rd,

a := Eξ, σ2 := Eξ∗ξ

есть матрица вторых моментов (верхний индекс ∗ означает транспони-
рование, так что ξ∗ есть вектор-столбец),

Sn =
n∑
k=1

ξk, n > 1

(векторы мы, как правило, будем обозначать полужирными буквами).
Применительно к рассматриваемым задачам, связанным с ОПВ, век-

тор ξ часто будет равен ξ = (τ, ζ), так что в этом случае a = (aτ , aξ),
Sn = (Tn, Zn). Будут использоваться и одномерные версии интегро-ло-
кальной теоремы.

Мы будем предполагать, что распределение ξ не вырождено, т.е.
матрица σ2 положительно определена и что подходящим линейным
преобразованием (включая перенумерацию координат и сдвиг начала



2.1. Интегро-локальные предельные теоремы. Специальный случай 87

координат) это распределение редуцировано к следующему виду: пер-
вые l 6 d координат ξ(1), . . . , ξ(l) вектора ξ = (ξ(1), . . . , ξ(d)) имеют нере-
шетчатое распределение, т.е. характеристическая функция

φ(λ) := Eei⟨λ,ξ⟩, λ = (λ1, . . . , λd),

(⟨λ, ξ⟩ — скалярное произведение λ и ξ) в случае l > 1 обладает свой-
ством ∣∣φ(λ)∣∣ < 1 при (λ1, . . . , λl) ̸= 0.

Остальные d− l координат ξ(l+1), . . . , ξ(d) арифметичны, т.е. каждая ко-
ордината целочисленна, общий наибольший делитель разностей ее воз-
можных значений равен 1.

Пусть далее x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd и при ∆ > 0

∆[x) :=
l∏

j=1

[xj , xj +∆)
d∏

j=l+1

[xj , xj + 1)

есть прямое произведение в Rd полуоткрытых интервалов.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1.1. (Стоун; [116], [117]) Пусть матрица σ2 — положи-
тельно определена. Тогда при n→ ∞ выполнено соотношение

P
(
Sn ∈ ∆[x)

)
∆l

= n−d/2ϕσ

(
x− an√

n

)
+ o(n−d/2), (2.1.1)

где ϕσ есть плотность нормального распределения с параметрами (0,σ2):

ϕσ(v) =
1

|σ|(2π)d/2
exp

{
−vσ

−2v∗

2

}
, v ∈ Rd,

σ−2 — матрица, обратная к σ2, |σ|2 — определитель матрицы σ2,
остаточный член o(n−d/2) равномерен по всем x и по ∆ из любого
компактного множества, отделенного от нуля.

В одномерном случае d = 1 доказательство теоремы 2.1.1 можно
найти в учебной литературе (см. [10, § 8.7]).

Теорему 2.1.1 естественно называть интегро-локальной, так как она
содержит элементы как интегральных теорем (изучаются вероятности
попадания Sn в множество), так и локальных теорем (эти множества
малы). Такое название позволяет отличать интегро-локальные теоре-
мы вида (2.1.1) от классических локальных теорем для распределений
Sn, в которых предполагается существование плотностей и речь идет
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об асимптотике плотности суммы Sn, и от классических интеграль-
ных теорем, которые описывают асимптотику вероятности попадания
Sn в «крупные» множества и которые являются утверждениями значи-
тельно более грубыми, чем теорема 2.1.1. Интегральные теоремы можно
получить как следствия интегро-локальных теорем, но не наоборот.

Если j > l, то координата xj целочисленна. Если l = 0 (все ком-
поненты ξ(j) арифметичны), то можно считать x вектором с целочис-
ленными координатами и левую часть в (2.1.1) заменить на P(Sn = x).
В этом случае интегро-локальная теорема превращается в локальную.

Интегро-локальная теорема Стоуна является наиболее совершен-
ной и точной версией классической центральной предельной теоремы,
не предполагающей никаких дополнительных условий, кроме существо-
вания дисперсий. Она лишь различает решетчатый и нерешетчатый
случаи. Как уже отмечалось, в решетчатом (арифметическом) случае
она превращается в локальную теорему. В нерешетчатом случае интегро-
локальная теорема Стоуна дает по существу ту же точность, что и ло-
кальные предельные теоремы, когда существует плотность ξ, но она
ничего не предполагает относительно существования плотностей.

Поскольку в нерешетчатом случае ∆ может принимать сколь угод-
но малые значения, то левую часть в (2.1.1) можно назвать «предп-
лотностью» распределения Sn. В правой части (2.1.1) стоит (с точно-
стью до o(n−d/2)) плотность нормального распределения с параметрами
(0, nσ2).

Интегро-локальные теоремы являются весьма эффективным и ча-
сто наиболее адекватным техническим средством при изучении многих
проблем теории вероятностей. Они используются в качестве ключево-
го элемента, например, при построении наиболее адекватной существу
дела теории больших уклонений сумм случайных векторов (см., на-
пример, [10, гл. 9]); при установлении интегро-локальных теорем для
обобщенных процессов восстановления (см. ниже гл. 5 и [10, гл. 10]);
при доказательстве утверждений о времени первого прохождения слу-
чайным блужданием произвольной удаленной криволинейной границы
(см. гл. 6); и в ряде других задач. Поэтому уточнение и обобщение
интегро-локальных теорем представляет, на наш взгляд, несомненный
интерес. Уточнение теоремы 2.1.1, полученное в § 2.2, позволит устано-
вить интегро-локальную теорему для ОПВ в общем случае, когда τ и ζ
зависимы произвольным образом.

В одномерном арифметическом случае утверждение (2.1.1) было по-
лучено Гнеденко [43]; в многомерном — Рвачевой [112]. В арифметиче-
ском случае локальные теоремы для разнораспределенных случайных
величин и векторов рассматривались в [41, 49, 61, 63, 65].
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При выполнении условий Крамера (моментного и на характеристи-
ческую функцию) в [28] для случайных блужданий найдены асимпто-
тические разложения в интегро-локальных теоремах по степеням 1/

√
n

и неограниченно убывающая нижняя граница для возможных значе-
ний ∆. В [11] были получены интегро-локальные теоремы для разно-
распределенных случайных величин в схеме серий, включая область
больших уклонений.

2.1.2 Интегро-локальные теоремы для однородных ОПВ
в случае независимых или линейно зависимых τ и ζ

В этом разделе мы докажем интегро-локальную теорему в случае, когда
ζ и τ связаны соотношением

ζ = hτ + ω, h = const, (2.1.2)

где τ и ω независимы. В этом случае

ξ = ζ − aτ = ω − aω
aτ

τ, a =
aω
aτ

+ h, σ2 =
a2τσ

2
ω + a2ωσ

2
τ

a3τ
,

где aω := Eω, σ2ω = Dω. Если h = 0, то (2.1.2) будет означать незави-
симость ζ и τ .

Пусть
∆[x) = [x, x+∆)

есть полуоткрытый интервал длиной ∆ > 0, χ = χ∞ есть величина
перескока случайным блужданием {Tk}∞k=1 через бесконечно удаленный
барьер, так что

P(χ > t) =
1

aτ

∞∫
t

P(τ > u)du.

Отметим еще раз, что если не оговорено противное, то последова-
тельность {τj , ζj}∞j=1 в §§ 2.1–2.3 будем считать однородной. Целью
этого раздела является доказательство следующей интегро-локальной
теоремы для однородных ОПВ.

Теорема 2.1.2. I. Пусть выполнено (2.1.2), aω ̸= 0, στ < ∞,
σω <∞ и случайные величины τ и ω нерешетчаты. Тогда при t→ ∞

1

∆
P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), γ(t) > u, χ(t) > v

)
=

=
P(χ > u+ v)√

t
ϕσ

(
x√
t

)
+ o

(
1√
t

)
, (2.1.3)
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где остаточный член o(1/
√
t) равномерен по всем x и по ∆ из любого

фиксированного компактного множества, отделенного от нуля.
Если aω = 0, σω <∞ и распределение τ при некотором r ∈ (3/2, 2)

и всех t > 1 удовлетворяет условию:

P(τ > t) 6 c1t
−r, c1 = const, (2.1.4)

то ξ = ω и утверждение (2.1.3) сохраняется при σ2 = σ2
ω
aτ

.
II. Если случайная величина τ арифметична, а величина ω нере-

шетчата, то утверждение I сохраняется, но в нем t, γ(t), χ(t), u,
v целочисленны и следует полагать

P(χ > k) =
1

aτ

∞∑
j=k+1

P(τ > j).

III. Если случайная величина ω арифметична, то утверждения
I, II сохраняются при целых ∆ > 1.

IV. Утверждения I—III полностью сохранятся, если в них процесс
Y (t) заменить на процесс Z(t).

Случай, когда вместо Y (t) рассматривается процесс Y (t)+qt, не свя-
зан с дополнительными проблемами, так как центрированный процесс

Y (t) + qt− (a+ q)t = Y (t)− at

имеет тот же вид, что и Y (t)− at.
Из теоремы 2.1.2 видно, что случайные величины Y (t)− at с одной

стороны и величины γ(t) и χ(t) — с другой, асимптотически независи-
мы.

В случае независимых τ и ζ утверждение теоремы 2.1.2 при u= v=0
получено в [10] (теорема 10.6.3). В случае (2.1.2) оно установлено в [19].

В доказательстве теоремы 2.1.2, приведенном ниже, мы будем ис-
пользовать одномерные версии теоремы 2.1.1, когда либо ξ = τ (тогда
a = aτ , σ2 = σ2τ ), либо ξ = ω (тогда a = aω, σ2 = σ2ω).

Доказательство теоремы 2.1.2. I. Пусть ω и τ нерешетчаты. По-
ложим

Bt = Bt(u, v) :=
{
γ(t) > u, χ(t) > v

}
. (2.1.5)

Воспользуемся соотношениями t = Tη(t) − χ(t),

Y (t)− at = Sη(t) + aχ(t),



2.1. Интегро-локальные предельные теоремы. Специальный случай 91

где

Sn =
n∑
j=1

ξj , ξj = ζj − aτj ,

и найдем асимптотическое представление для вероятности

Pt := P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), Bδ

t

)
= P

(
Sη(t) + aχ(t) ∈ ∆[x), Bδ

t

)
(2.1.6)

при

Bδ
t := Bδ

t (u, v) =
{
γ(t) > u, χ(t) ∈ δ[v)

}
, δ[v) = [v, v + δ).

Обозначим
n± =

[
t

aτ
±Nt3/4

]
, (2.1.7)

где N = Nt → ∞ (достаточно медленно) при t→ ∞. Имеем

P
(
η(t) 6 n−

)
= P(Tn− > t) =

= P(Tn− − aτn− > aτNt
3/4

(
1 + o(1)

)
6

6 σ2τn−

a2τN
2t3/2

= o

(
1√
t

)
. (2.1.8)

Аналогично устанавливается, что

P
(
η(t) > n+

)
= o

(
1√
t

)
. (2.1.9)

Поэтому

Pt = o

(
1√
t

)
+

n+∑
n=n−

P
(
Sn ∈ ∆[x), Bδ

t , η(t) = n
)
=

= o

(
1√
t

)
+

n+∑
n=n−

P
(
η(t) = n,Bδ

t

)
P
(
Sn ∈ ∆[x) | η(t) = n,Bδ

t

)
(2.1.10)

Дальнейшие рассмотрения разобьем на 4 этапа.
1) Найдем сначала асимптотику первого множителя под знаком сум-

мы в правой части (2.1.10) (с заменой n на n+1 для упрощения записи,
что на рассматриваемую асимптотику не влияет):

P
(
η(t) = n+ 1, Bδ

t

)
=

t−u∫
0

P(Tn ∈ dy)P
(
τ ∈ t− y + δ[v)

)
. (2.1.11)



92 Глава 2. Интегро-локальные теоремы в области нормальных уклонений

Пусть στ <∞. Тогда, пользуясь интегро-локальной теоремой 2.1.1 для
Sn = Tn, совершенно аналогично тому, как это делается в доказатель-
стве теоремы 10.5.8 в [10], находим в силу (2.1.11)

P
(
η(t) = n+ 1, Bδ

t

)
=

1√
n
ϕστ

(
t− aτn√

n

)
Iu+v+δu+v + o

(
1√
n

)
, (2.1.12)

где

Iu+v+δu+v =

u+v+δ∫
u+v

P(τ > z)dz.

(В теореме 10.5.8 в [10] соотношение (2.1.12) было доказано при отсут-
ствии события Bδ

t под знаком вероятности в (2.1.12); присутствие этого
события существа выкладок не меняет.)

Очевидно, что точно такое же асимптотическое представление будет
иметь место для P

(
η(t) = n,Bδ

t

)
. Полагая

nt =
t

aτ
, k = n− nt, (2.1.13)

и замечая, что n ∼ nt при n ∈ [n−, n+], t→ ∞, находим

P
(
η(t) = n,Bδ

t

)
=

1
√
nt
ϕστ

(
kaτ√
nt

)
Iu+v+δu+v + o

(
1

√
nt

)
. (2.1.14)

2) Найдем теперь асимптотику второго сомножителя под знаком
суммы в правой части (2.1.10). Положим

Ωn =

n∑
j=1

ωj .

Тогда
Sn = Ωn + bTn, где b = h− a, aω + baτ = 0,

и на множестве
{
η(t) = n

}
∩Bδ

t выполняется Tn ∈ t+ δ[v),{
Sn ∈ ∆[x)

}
=

{
Ωn − aωn ∈ ∆[x)− aω(nt + k)− b(aτnt + χ(t))

}
.

Так как baτ = −aω, то на множестве
{
η(t) = n

}
∩ Bδ

t при достаточно
малом δ (таком, что |b|δ < ∆){

Sn ∈ ∆[x)
}
⊂

{
Ωn − aωn ∈ [x− bδ, x+∆)− bv − aωk

}
(2.1.15)

и аналогично{
Sn ∈ ∆[x)

}
⊃

{
Ωn − aωn ∈ [x, x+∆− bδ)− bv − aωk

}
. (2.1.16)
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Пусть для определенности b > 0. Длины полуинтервалов [x− bδ, x+∆)
и [x, x + ∆ − bδ) в (2.1.15), (2.1.16) равны, соответственно, ∆ + bδ
и ∆ − bδ. Так как ω нерешетчаты, Ωn не зависит от {Tk}∞1 , то в силу
(2.1.15), (2.1.16), интегро-локальной теоремы для Ωn и того, что n ∼ nt
при n ∈ [n−, n+], имеем

P
(
Sn ∈ ∆[x) | η(t) = n,Bδ

t

)
=

=
∆+ ρδ√

nt
ϕσω

(
x− aωk√

nt

)
+ o

(
1

√
nt

)
, (2.1.17)

где |ρδ| 6 bδ, остаточный член o
(

1√
nt

)
равномерен по x (слагаемые

−bv, −bδ в правых частях (2.1.15), (2.1.16), добавленные к x, не ме-
няют асимптотику (2.1.17), и такими изменениями x в (2.1.17) можно
пренебречь). По аналогичной причине nt и числа k в (2.1.17) можно
считать целыми, положив в (2.1.13) nt =

[
t
aτ

]
.

Случай b 6 0 рассматривается аналогично при |ρδ| < |b|δ.
3) Рассмотрим теперь сумму в правой части (2.1.10), которая опреде-

ляет главную часть исследуемого значения Pt, определенного в (2.1.6).
Обозначим через Qn,1,Qn,2 главные части асимптотик в (2.1.14) и (2.1.17),
соответственно. Тогда в силу (2.1.10) и того, что∑

n

P
(
η(t) = n,Bδ

t

)
6 1,

получим

Pt = o

(
1√
t

)
+

n+∑
n=n−

P
(
η(t) = n,Bδ

t

)(
Qn,2 + o

(
1

√
nt

))
=

= o

(
1√
t

)
+

n+∑
n=n−

(
Qn,1 + o

(
1

√
nt

))
Qn,2 = o

(
1√
t

)
+

n+∑
n=n−

Qn,1Qn,2.

Последнее равенство справедливо, так как
∑n+

n=n−
Qn,2 ограничена и,

стало быть,
n+∑

n=n−

o

(
1

√
nt

)
Qn,2 = o

(
1√
t

)
.

Поэтому нам остается рассмотреть сумму (обозначим ее через Σ) про-
изведений главных частей в (2.1.14) и (2.1.17):

Σ :=

[Nt3/4]∑
k=−[Nt3/4]

(∆ + ρδ)

στσω2πnt
Iu+v+δu+v exp

{
− k2a2τ
2σ2τnt

− (x− aωk)
2

2σ2ωnt

}
. (2.1.18)
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Далее будем различать два случая: aω ̸= 0 и aω = 0.
Если aω ̸= 0, то στ конечно и Σ есть интегральная сумма, при-

ближающая (с точностью до постоянного множителя) свертку в точке
x
aω

двух нормальных плотностей с параметрами
(
0, ntσ2

τ
a2τ

)
и
(
0, ntσ2

ω
a2ω

)
.

Дисперсия случайной величины, соответствующей этой свертке, равна

nt

(
a2ωσ

2
τ + a2τσ

2
ω

a2τa
2
ω

)
, (2.1.19)

и мы можем выписать асимптотику Σ. Точнее, положим

m2
τ =

σ2τnt
a2τ

, m2
ω =

σ2ωnt
a2ω

.

Тогда при t→ ∞ сумма в (2.1.18) равна

Σ =
(∆ + ρδ)I

u+v+δ
u+v

aτaω

∞∫
−∞

ϕmτ (y)ϕmω

(
x

aω
− y

)
dy

(
1 + o(1)

)
, (2.1.20)

где интеграл в правой части равен

ϕm

(
x

aω

)
= aωϕaωm(x), (2.1.21)

при этом

a2ωm
2 = a2ω(m

2
τ +m2

ω) =
(a2ωσ

2
τ + a2τσ

2
ω)nt

a2τ
.

В нашем случае ξ = ζ − aτ = ω + bτ , b = −aω
aτ

,

σ2ξ = E(ω + bτ)2 = σ2ω +
a2ωσ

2
τ

a2τ
=
a2τσ

2
ω + a2ωσ

2
τ

a2τ
=
a2ωm

2

nt

и в (2.1.21) имеем

ϕm

(
x

aω

)
= aωϕσξ

√
nt
(x).

Так как

nt =
t

aτ
,

σ2ξ
aτ

= σ2,

то окончательно из (2.1.20) для суммы Σ в (2.1.18) получаем значение

Σ =
(∆ + ρδ)I

u+v+δ
u+v

aτ
ϕσ

√
t(x)

(
1 + o(1)

)
. (2.1.22)



2.1. Интегро-локальные предельные теоремы. Специальный случай 95

Суммируя сказанное, мы получаем следующее промежуточное утверж-
дение:

Если выполнено (2.1.2), то при t → ∞ и любых фиксированных
u> 0, v > 0

P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), γ(t) > u, χ(t) ∈ δ[v)

)
=

=
(∆+ ρδ)I

u+v+δ
u+v

aτ
√
t

ϕσ

(
x√
t

)
+ o

(
1√
t

)
(2.1.23)

равномерно по x и всем ∆ из любого фиксированного компакта, отде-
ленного от нуля. Значение |ρδ| в (2.1.23) не превосходит |b|δ.

Отметим, что для доказательства (2.1.23) можно использовать и не-
сколько иной подход — после доказательства существования асимпто-
тически нормальной плотности в (2.1.20), (2.1.21) воспользоваться цен-
тральной предельной теоремой (см. § 1.4), с помощью которой опреде-
лить параметры найденной плотности.

Если aω = 0, то по условиям теоремы (см. (2.1.4)) нельзя, вообще
говоря, пользоваться соотношением (2.1.18), так как в нем предполага-
ется конечность στ и асимптотическая нормальность Tn. При aω = 0
вместо (2.1.7) положим

n± =

[
t

aτ
± ts

]
, s ∈

(
3

2r
, 1

)
,

где r определено в (2.1.4). Тогда в силу следствия 3.1.1 в [26] вместо
(2.1.8) будем иметь 1− rs < −1/2,

P
(
η(t) 6 n−

)
= P

(
Tn− − aτn− > aτ t

s +O(1)
)
6

6 n−(aτ t
s)−rc1

(
1 + o(1)

)
∼ c1a

−1−r
τ t1−rs = o

(
1√
t

)
.

Аналогично устанавливается (2.1.9).
Далее, в случае aω = 0 в разделе 1) доказательства теоремы надо

дополнительно заметить, что
[ts]∑

k=−[ts]

P

(
η(t) =

[
t

aτ

]
+ k,Bδ

t

)
= a−1

τ Iu+v+δu+v + o(1). (2.1.24)

Раздел 2) остается без изменений. В разделе 3) доказательства мы при-
ходим к оценке значения (ср. с (2.1.17))[

∆+ ρδ
σω

√
2πnt

exp

{
− x2

2σ2ωnt

}
+ o

(
1

√
nt

)] [ts]∑
k=−[ts]

P

(
η(t) =

[
t

aτ

]
+ k,Bδ

t

)
,
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которая в силу (2.1.24) дает (ср. с (2.1.23))

P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), γ(t) > u, χ(t) ∈ δ[v)

)
=

=
(∆+ ρδ)I

u+v+δ
u+v

aτ
√
nt

ϕσω

(
x

√
nt

)
+ o

(
1√
t

)
=

=
(∆+ ρδ)I

u+v+δ
u+v

aτ
√
t

ϕσ

(
x√
t

)
+ o

(
1√
t

)
.

Мы получили то же асимптотическое представление, что и (2.1.23) при
σ2 = σ2

ω
aτ

.

4) Установим теперь соотношение (2.1.3). При фиксированном це-
лом K > 0 разобьем полуинтервал [v, v + δ) на малые полуинтервалы
[vk, vk + δ/K) длиной δ/K, где vk = kδ/K, k = 0, 1, . . . ,K. Обозначим
через ρ(k)δ поправочное слагаемое при ∆ в (2.1.23), соответствующее по-
луинтервалу [vk, vk + δ/K) и заметим, что |ρ(k)δ | < |b|δ/K при всех k.
Суммируя по k = 0, . . . ,K обе части равенства (2.1.23) для новых по-
луинтервалов, получим, что равномерно по x (и ∆ в соответствующей
области)

P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), γ(t) > u, χ(t) ∈ [v, v + δ)

)
=

=
(∆+ ρ)Iu+v+δu+v

aτ
√
t

ϕσ

(
x√
t

)
+ o

(
1√
t

)
, (2.1.25)

где |ρ| < |b|δ/K. Так как K в (2.1.25) произвольно, то для левой части
в (2.1.25), не зависящей от K, получаем представление в виде правой
части в (2.1.25), в которой множитель (∆ + ρ) заменен на

(
1 + o(1)

)
∆

при t→ ∞.
Далее, так как в (2.1.25){
χ(t) ∈ [v, v + δ1 + δ2)

}
=

=
{
χ(t) ∈ [v, v + δ1)

}∪{
χ(t) ∈ [v + δ1, v + δ1 + δ2)

}
,

события в правой части этого соотношения не пересекаются и

Iu+v+δ1u+v + Iu+v+δ1+δ2u+v+δ1
= Iu+v+δ1+δ2u+v ,

то соотношение (2.1.25) сохранится при произвольном δ > 0. Поскольку

1

aτ
Iu+v+δu+v → 1

aτ

∫ ∞

u+v
P(τ > y)dy = P(χ > u+ v) при δ → ∞,
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то мы в результате из (2.1.25) получаем (2.1.3).

II. Если величина τ арифметична, то доказательство теоремы лишь
упростится. Вместо событий Bδ

t в (2.1.6) следует при целых u и v
использовать событие

B1
t = B1

t (u, v) =
{
γ(t) > u, χ(t) = v

}
(соответствующее значению δ = 1). При этом отпадает необходимость
использовать вложения (2.1.15), (2.1.16), а функция Iu+v+1

u+v превраща-
ется в вероятность P(τ > u+ v). Отпадает необходимость и в ряде дру-
гих рассмотрений, например, рассмотрений в разделе I, 4), связанных
с использованием произвольно больших K.

III. Если случайная величина ω арифметична, то в (2.1.15), (2.1.16)
следует использовать локальную теорему для Ωn в арифметическом
случае.

IV. Рассмотрим теперь процесс Z(t) = Zν(t). Так как

t = Tν(t) + γ(t),

то
Z(t)− at = Zν(t) − aTν(t) − aγ(t) = Sν(t) − aγ(t). (2.1.26)

Аналогично (2.1.6) следует ввести в рассмотрение множества

δBt :=
{
γ(t) ∈ δ[u), χ(t) > v

}
(2.1.27)

и искать представление для

P t = P
(
Z(t)− at ∈ ∆[x), δBt

)
=

= P
(
Sν(t) − aγ(t) ∈ ∆[x), δBt

)
. (2.1.28)

Дальнейшие рассмотрения повторяют, с точностью до небольших изме-
нений, рассмотрения, проведенные в разделе I доказательства. Анало-
гично соотношению (2.1.11) будем иметь

P
(
ν(t) = n, δBt

)
=

t−u∫
t−u−δ

P(Tn ∈ dy)P(τ > t− y + v). (2.1.29)

Если aω ̸= 0, то после использования для приближения интегра-
ла в (2.1.29) интегро-локальной теоремы для Tn (при малых длинах
полуинтервалов) мы получим для левой части (2.1.29) то же асимпто-
тическое представление, что выписано в правой части (2.1.12).
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Далее, на множестве δBt слагаемое −bv в правых частях соотноше-
ний (2.1.15), (2.1.16) следует заменить на bu. В результате для вероят-
ности

P
(
Z(t)− at ∈ ∆[x), δBt

)
(2.1.30)

мы получим то же промежуточное утверждение, что и в (2.1.23): веро-
ятность (2.1.30) имеет то же асимптотическое представление, что
выписано в правой части (2.1.23).

Если aω = 0, то мы также аналогично предыдущему приходим
к (2.1.23).

Дальнейшие рассуждения повторяют с точностью до очевидных из-
менений рассуждения в заключительной части раздела I доказатель-
ства. Теорема 2.1.2 доказана.

§ 2.2 Уточнение интегро-локальной теоремы Сто-
уна для случайных блужданий

Для доказательства в § 2.3 интегро-локальных теорем для ОПВ в слу-
чае произвольной зависимости τ и ζ нам понадобится уточнение интегро-
локальной теоремы 2.1.1.

Вернемся к изложению п.2.1.1 и рассмотрим следующие дополни-
тельные условия.

[M2+r] — при некотором r ∈ (0, 1] существует E|ξ|2+r <∞.

[Cφ] — характеристическая функция φ(λ) в подпространстве Rl
переменных λ1, . . . , λl (λl+1 = · · · = λd = 0) удовлетворяет условию
Крамера:

lim
|λ|→∞
λ∈Rl

∣∣φ(λ)∣∣ < 1.

Напомним, что условие [Cφ] всегда выполнено, если распределе-
ние подвектора (ξ(1), . . . , ξ(l)) имеет в Rl пространственную абсолютно
непрерывную компоненту. (Тогда каждая из величин ξ(j), j 6 l, будет
иметь абсолютно непрерывную компоненту, но не наоборот.) Напомним
также, что применительно к задачам, связанным с ОПВ, которые будут
рассматриваться в § 2.3, вектор ξ равен (τ, ζ), Sn = (Tn, Zn).

Мы докажем следующее утверждение, уточняющее остаточный член
o(n−d/2) в (2.1.1) и расширяющее область значений ∆[x). В этом раз-
деле обозначим через ∆ набор положительных чисел ∆ = (∆1, . . . ,∆d),
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где ∆j > 1 целочисленны при j > l, и положим

Π =

d∏
j=1

∆j , ∆ = min
16j6d

∆j , ∆ = max
16j6d

∆j . (2.2.1)

Введем в рассмотрение полуоткрытый параллелепипед

∆[x) =
d∏
j=1

[xj , xj +∆j). (2.2.2)

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1.1 и, кроме
того, дополнительные условия [M2+r], [Cφ]. Тогда

P
(
Sn ∈ ∆[x)

)
Π

=
1

nd/2
ϕσ

(
x− an√

n

)
+O(n−

d+r
2 ), (2.2.3)

где остаточный член O(n−
d+r
2 ) равномерен по x и по ∆ в области

qn 6 ∆ 6 ∆ 6 cn
1−r
2 (2.2.4)

при некотором q < 1 и любом c = const.

Из доказательства теоремы будет видно, что остаточный член O(n−
d+r
2 )

равномерен также и по всем распределениям, для которых

E|ξ|2+r < c1 <∞, sup
|λ|>1

∣∣φ(λ)∣∣ < c2 < 1,

а σ принадлежит компакту, отделенному от вырожденных значений.
Теорему 2.2.1 мы будем использовать при доказательстве интегро-

локальной теоремы для ОПВ в § 2.3.
В условиях теоремы 2.2.1 в нерешетчатом случае (l = d) мы имеем

еще бо́льшие основания называть левую часть в (2.2.3) «предплотно-
стью» Sn, так как ∆j могут экспоненциально убывать с ростом n (см.
(2.2.4)).

Отметим также, что экспоненциальная нижняя граница убывания
для ∆ в (2.2.4) «качественно» не улучшаема. На это указывает следую-
щий пример. Пусть d = 1, ξ = ξ нерешетчата, удовлетворяет условиям
теоремы 2.2.1 и имеет атом в нуле, P(ξ = 0) = p > 0, a=Eξ=0. Тогда Sn
также будет иметь атом в нуле, P(Sn=0) > pn. Это значит, что левая
часть в (2.2.3) при x = 0, ∆ = ∆ = pn будет не меньше, чем 1, а правая
будет равна O(n−1/2), т.е. сходится к 0 при n→ ∞, так что утверждение
(2.2.3) при ∆ 6 pn перестает быть верным. Таким образом, граница pn
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для ∆ (также экспоненциально убывающая, как и qn в теореме 2.2.1,
q > p) определяет область значений ∆, в которой утверждение (2.2.3)
не верно.

Доказательство теоремы 2.2.1. Рассмотрим сначала случай l = d,
когда все координаты ξ(j) нерешетчаты. Не ограничивая общности мож-
но считать, что a = 0. Для того чтобы иметь возможность пользоваться
удобной формулой обращения, воспользуемся «методом сглаживания»
и рассмотрим наряду с Sn суммы

S̃n = Sn + θδ,

где θδ не зависит от {ξ1, ξ2, . . .} и имеет равномерное распределение
в параллелепипеде

[δ] =

d∏
j=1

[−δj , 0],

где координаты δj 6 ∆j вектора δ = (δ1, . . . , δd) будут выбраны позже.
Характеристическая функция φ[δ](λ) величины θδ имеет вид

φ[δ](λ) :=

d∏
j=1

(1− e−iλjδj )

iλjδj
, (2.2.5)

а характеристическая функция S̃n равна φn(λ)φ[δ](λ).
Вероятность

P
(
S̃n ∈ ∆[x)

)
=

∫
v∈[∆]

P
(
S̃n ∈ x+ dv

)
есть с точностью до множителя Π значение плотности в точке x
свертки равномерного распределения на [∆] и распределения S̃n. Ха-
рактеристическая функция этой свертки равна произведению

φn(λ)φ[δ](λ)φ[∆](λ)

и является интегрируемой в Rd функцией. Поэтому справедлива фор-
мула обращения

P
(
S̃n ∈ ∆[x)

)
=

=
Π

(2π)d

∫
Rd

e−i⟨λ,x⟩φn(λ)φ[δ](λ)φ[∆](λ) dλ1 . . . dλd. (2.2.6)
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Разобьем интеграл в правой части (2.2.6) на три части I(B1), I(B2),
I(B3), соответственно по областям

B1 =
{
|λ| < γ1n

−ρ}, B2 =
{
γ1n

−ρ 6 |λ| < γ
}
,

B3 =
{
|λ| > γ

}
(2.2.7)

при фиксированных γ1 > 0, γ > 0, где значение ρ ∈ (0, 1/2) будет
выбрано позже.

В области B1 ∪B2 при достаточно малом γ воспользуемся разложе-
нием (напомним, что мы считаем, не ограничивая общности, a = 0)

1− φ(λ) =
λσ2λ∗

2
+O

(
|λ|2+r

)
при |λ| → 0, (2.2.8)

где остаточный член зависит только от значения E|ξ|2+r (см., например,
[48], раздел 12.4).

Рассмотрим интеграл I(B1), в котором положим

φ[δ](λ)φ[∆](λ) =: φ̂(λ),

и сделаем замену переменных

x = v
√
n, λ =

u√
n
.

Получим

I(B1) = n−d/2
∫

|u|<γ1n1/2−ρ

e−i⟨u,v⟩φn
(
u√
n

)
φ̂

(
u√
n

)
du1 . . . dud. (2.2.9)

В силу (2.2.8)

n lnφ

(
u√
n

)
= n ln

[
1−

(
1− φ

(
u√
n

))]
=

= −uσ
2u∗

2
+ n−r/2O

(
|u|2+r

)
. (2.2.10)

При ρ = 1
2+r и |u| < γ1n

1/2−ρ имеем −r/2 + (1/2− ρ)(2 + r) = 0,

n−r/2|u|2+r 6 γ2+r1 ,

и остаточный член в (2.2.10) выбором γ1 может быть сделан сколь угод-
но малым. Поэтому

φn
(
u√
n

)
=

[
1 + n−r/2O

(
|u|2+r

)]
exp

{
−uσ

2u∗

2

}
(2.2.11)
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и, кроме того, при δj 6 ∆j ,

φ̂

(
u√
n

)
=

d∏
j=1

(
1 +O

(
|uj |∆j√

n

))(
1 +O

(
|uj |δj√

n

))
=

= 1 +
|u|∆√
n
O(1) (2.2.12)

с равномерным остаточным членом O(1). Так как∫
Rd

|u|be−
uσ2u∗

2 du1 . . . dud <∞ при любом b > 0,

то в силу (2.2.9), (2.2.11), (2.2.12)

I(B1) = n−d/2
∫

|u|<γ1n1/2−ρ

e−i⟨u,v⟩−
uσ2u∗

2 du1 . . . dud+

+ n−
d+r
2 O(1) + n−d/2

∆√
n
O(1). (2.2.13)

Поэтому если δj 6 ∆j , j = 1, . . . , d,

∆ 6 n
1−r
2 (2.2.14)

то оба равномерные остаточные члены в (2.2.13) можно объединить в
один в виде O(n−

d+r
2 ).

Интеграл в правой части (2.2.13) по дополнительной области
{
|u| >

γn1/2−ρ
}

есть
O
(
exp{−c1n1−2ρ}

)
(2.2.15)

при некотором c1 > 0. Поэтому представление (2.2.13) для I(B1) с оста-
точным членомO(n−

d+r
2 ) останется справедливым, если интеграл в (2.2.13)

заменить на интеграл по всему пространству. Этот интеграл согласно
формуле обращения для нормального распределения равен∫

Rd

e−i⟨u,v⟩−
uσ2u∗

2 =
(2π)d/2

|σ|
exp

{
−vσ

−2v∗

2

}
.

В итоге мы получаем при δj 6 ∆j , ∆ 6 n
1−r
2 , n→ ∞

I(B1) =
(2π)d/2n−d/2

|σ|
e−

vσ−2v∗
2 +O

(
n−

d+r
2
)

(2.2.16)
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равномерно по x.
Рассмотрим теперь интеграл I(B2). Значение −Re

(
1−φ(λ)

)
в (2.2.8)

выбором γ (см. (2.2.7)) может быть сделано при −γ<|λ|<γ меньше, чем
−λσ2λ∗

3 , а значение Re
(
n lnφ(λ)

)
(ср. с (2.2.10)) меньше, чем −uσ2u∗

4
(при той же замене λ = u√

n
, что и в (2.2.10)). Поэтому

I(B2) < n−d/2
∫

|u|>γ1n1/2−ρ

e−
uσ2u∗

4 du1 . . . dud,

так что в соответствии со сказанным выше (см. (2.2.15))

I(B2) = O
(
exp{−c2n1−2ρ}

)
при некотором c2 ∈ (0,∞) и всех достаточно больших n. Это означает,
что равномерно по x

I(B2) = o
(
n−

d+r
2
)
. (2.2.17)

Остается оценить I(B3). В силу нерешетчатости ξ и условия [Cφ]

qγ := sup
|λ|>γ

∣∣φ(λ)∣∣ < 1.

Поэтому

I(B3) 6 qnγ

∫
|λ|>γ

∣∣φ̂(λ)∣∣dλ1 . . . dλd, (2.2.18)

где ∣∣φ̂(λ)∣∣ 6 22d∏d
j=1 |λj |2∆jδj

, (2.2.19)

и функция
∏d
j=1 |λj |−2 интегрируема в области |λ| > γ. Поэтому при

δj = n−r/2∆j

I(B3) 6
c3q

n
γn

rd
2

∆2d
, c3 = const,

так что для
∆2d > qnγn

rd+d+r
2 (2.2.20)

будем иметь
I(B3) = O(n−

d+r
2 ). (2.2.21)

Ясно, что всегда найдется q ∈ (q
1
2d
γ , 1) такое, что при ∆ > qn и всех

достаточно больших n будет выполнено (2.2.20), (2.2.21).
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Итак, сопоставляя (2.2.6), (2.2.16), (2.2.17), (2.2.21), мы получаем

P
(
S̃n ∈ ∆[x)

)
=

Π

(2πn)d/2|σ|
e−

vσ−2v∗
2 +ΠO

(
n−

d+r
2
)
=

= Π
[
n−d/2ϕσ(v) +O(n−

d+r
2 )

]
. (2.2.22)

Но {
S̃n ∈ ∆δ[x)

}
⊂

{
Sn ∈ ∆[x)

}
, (2.2.23)

где ∆δ[x) есть параллелепипед

∆δ[x) :=

d∏
j=1

[xj , xj +∆j − δj).

Поэтому при δj = n−r/2∆j

P
(
Sn ∈ ∆[x)

)
> Π

[
n−d/2(1− n−r/2)dϕσ(v) +O

(
n−

d+r
2
)]
. (2.2.24)

Аналогично, если положить

S̃n = Sn − θδ,

то {
Sn ∈ ∆[x)

}
=

{
S̃n ∈ ∆[x)− θδ

}
⊂

{
S̃n ∈ ∆δ[x)

}
,

где

∆δ[x) :=

d∏
j=1

[xj , xj +∆j + δj)

и, стало быть,

P
(
Sn ∈ ∆[x)

)
6 Π

[
n−d/2(1 + n−r/2)dϕσ(v)

]
+O

(
n−

d+r
2
)
. (2.2.25)

Вместе с (2.2.24) это доказывает (2.2.3) при l = d.
Пусть теперь l = 0, т. е. все координаты ξ(k) арифметичны. В этом

случае при ∆j ≡ 1 формула обращения для Sn при целочисленных xk
будет иметь вид

P(Sn = x) =
1

(2π)d

∫
Zd

e−i⟨λ,x⟩φn(λ)dλ1 . . . dλd,

где Zd — куб в Rd, определенный как прямое произведение отрезков

Zd =

d∏
j=1

[−π 6 λj 6 π].
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Здесь не требуется вводить операцию сглаживания и все рассмотре-
ния упрощаются. Для простоты будем считать сначала, что a = 0, хотя
для арифметических ξ это является ограничением. Тогда сохраняются
все выкладки первой части доказательства теоремы при том же разби-
ении области интегрирования Zd на подобласти B1, B2, B3, при этом
под B3 надо понимать пересечение{

λ : |λ| > γ
}∩

Zd,

для которого, как и прежде,

sup
λ∈B3

∣∣φ(λ)∣∣ =: qγ < 1.

Если a ̸= 0, то после замены

x− an = v
√
n, λ =

u√
n

(2.2.26)

вместо (2.2.9) будем иметь

I(B1) = n−d/2
∫

|u|<γ1n1/2−ρ

e−i⟨u,v⟩+i
√
n⟨u,a⟩φn

(
u√
n

)
du1 . . . dud, (2.2.27)

а вместо (2.2.8), (2.2.10), (2.2.11), соответственно,

1− φ(λ) = −i⟨a,λ⟩ − λσ2λ∗

2
+O

(
|λ|2+r

)
,

n lnφ(λ) = −i
√
n⟨a,u⟩ − uσ2u∗

2
+ n−r/2O

(
|u|2+r

)
(2.2.28)

φn
(
u√
n

)
=
[
1+n−r/2O

(
|u|2+r

)]
exp

{
−i

√
n⟨a,u⟩−uσ

2u∗

2

}
.

Из (2.2.27) и (2.2.28) следует, что представление (2.2.13) для I(B1) со-
хранится при v = x−an√

n
. Все остальные выкладки в доказательстве тео-

ремы после внесения при необходимости очевидных изменений, связан-
ных с заменой переменных (2.2.26), сохраняются.

Если ∆j > 1 целочисленны, то утверждение теоремы проще все-
го получить путем суммирования вероятностей P(Sn = x + y), где
y=(y1, . . . , yd), yj целочисленны, 0 6 yj < ∆j , j = 1, . . . , d.

Нам осталось рассмотреть промежуточный случай 0 < l < d. Здесь
вновь следует воспользоваться сглаживанием распределения Sn, но
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лишь по первым l координатам и для сглаженной суммы S̃n пользо-
ваться формулой обращения

P
(
S̃n ∈ ∆[x)

)
=

=
∆l

(2π)d

∫
Rl

∫
Zd−l

e−i⟨λ,x⟩φn(λ)φ
(l)
[∆](λ)φ

(l)
[δ](λ)dλ1 . . . dλd, (2.2.29)

где φ
(l)
[δ](λ) — характеристическая функция равномерного распределе-

ния на параллелепипеде
∏l
k=1[−δj 6 λj 6 0].

Остальные рассуждения при выводе формулы (2.2.3), связанные
с асимптотическим анализом подинтегральных функций в (2.2.29) в об-
ластяхB1–B3, полностью сохраняются с точностью до очевидных и несу-
щественных изменений. В частности, неравенство (2.2.19) останется спра-
ведливым, если в нем d заменить на l. Функция

∏l
j=1 |λj |−2 будет ин-

тегрируема на бесконечности в Rl, так что при δj = n−r/2∆j , 1 6 j 6 l,
выполняется

I(B3) 6
c3q

n
γn

rl/2

∆2l

и для
∆2l > qnγn

lr+d+r
2

будет выполнено (2.2.21). Теорема 2.2.1 доказана.

§ 2.3 Интегро-локальные теоремы для обобщен-
ных процессов восстановления в общем слу-
чае

Вернемся к интегро-локальным теоремам для ОПВ и рассмотрим те-
перь общий случай, когда совместное распределение τ и ζ произвольно.
В этом случае интегро-локальные теоремы удается получить лишь при
дополнительных моментных и структурных условиях. Правда, при этом
удается уточнить остаточный член и получить более полные утвержде-
ния.

В этом разделе процессы Z(t) = Zν(t) и Y (t) = Zη(t), как и в § 2.1,
предполагаются однородными.

Рассмотрим сначала процесс Z(t). Обозначим через

φ(λ) := Eei(λ1τ+λ2ζ), где λ = (λ1, λ2), Imλj = 0, j = 1, 2,
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характеристическую функцию вектора ξ = (τ, ζ) и положим

Bt(u, v,w) :=
{
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) ∈ w

}
,

где ζ(t) = ζη(t), w есть произвольное измеримое множество из R. Пусть,
как и прежде, a = aζ/aτ , σ2 = σ2ξ/aτ , ξ = ζ − aτ .

Теорема 2.3.1. I. Пусть вектор (τ, ζ) является нерешетчатым и
удовлетворяет условиям [Mr] при r ∈ (2, 3], [Cφ] теоремы 2.2.1 (т.е.
выполнено условие Крамера на характеристическую функцию:

lim
|λ|→∞

∣∣φ(λ)∣∣ < 1) (2.3.1)

и
Eτ r <∞, E|ζ|r <∞, r ∈ (2, 3] (2.3.2)

(параметр r в теореме 2.2.1 и в (2.3.2) имеет разные значения). Тогда
имеет место представление

P
(
Z(t)− at ∈ ∆[x),Bt(u, v,w)

)
=

=
∆ Iu+v(w)

aτ
√
t

ϕσ

(
x√
t

)
+

(
pt(w) + ∆Iu+v(w)

)
O(t−β), (2.3.3)

где pt(w) есть распределение, зависящее, вообще говоря, от t,

Iu(w) :=

∞∫
u

P(τ > y, ζ ∈ w)dy,

β = r(r−1)
2(1+r) >

1
2 при r > 1 +

√
2, остаточный член O(t−β) равномерен

по всем x, u 6 u (при любом фиксированном u > 0), по v, w и по ∆

из интервала (t1/2−β, ct
3−r
2 ) при любом c = const > 0.

II. Если случайная величина τ арифметична, выполнены условие
(2.3.2) и условие (2.3.1) на характеристическую функцию величины ζ,
то представление (2.3.3) сохраняется при целых t, γ(t), χ(t), u, v (ср.
с п.II теоремы 2.1.2).

III. Если случайная величина ζ арифметична, то утверждения I,
II сохраняют свою силу при целых ∆ > 1.

Вопрос о том, будет ли в общем случае справедливо интегро-локаль-
ное представление вида (2.1.3) без дополнительных условий [Mr], [Cφ],
остается открытым.

В § 2.5 нам понадобится следующее утверждение, вытекающее из тео-
ремы 2.3.1.
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Следствие 2.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.3.1 при
r ∈ (1 +

√
2, 3), τ — арифметическая случайная величина, значения

t целочисленны. Тогда при любом фиксированном l

P
(
Z(t)− at ∈ ∆[x) | γ(t) = l

)
=

∆√
t
ϕσ

(
x√
t

)
+ o(t−1/2)

равномерно по x и по ∆ из интервала (t−ε, tε) при некотором ε > 0.

Доказательство теоремы 2.3.1. I. Положим для краткости (u, v,w)=W ,
так что

Bt(W ) :=
{
γ(t) > u, χ(t) > v, ζ(t) ∈ w

}
и рассмотрим вероятность

P (t,∆,W ) := P
(
Z(t) − at ∈ ∆[x),Bt(W )

)
=

∞∑
n=1

Pn(t,∆,W ), (2.3.4)

где

Pn(t,∆,W ) := P
(
ν(t) = n, Sn + aγ(t) ∈ ∆[x), Bt(W )

)
(2.3.5)

(см. (2.1.26)).
Оценим сначала часть суммы в (2.3.4) по значениям n, лежащим

вне области [n−, n+], где

n± :=

[
t

aτ
± th

]
,

число h ∈ (1/2, 1) мы выберем позже. Вероятность

Pn(t,∆,W ) = P
(
η(t) = n+ 1, Sn + aγ(t) ∈ ∆[x), Bt(W ), ζ(t) ∈ w

)
,

при каждых t и ∆ есть мера относительно w. Стало быть,

Ht(w) :=
∑

n/∈[n−,n+]

Pn(t,∆,W )

также есть мера. Оценим Ht(R). Так как Eτ r <∞, то

E|Tn − aτn|r 6 cnr/2, c = const,

P
(
η(t) 6 n−

)
= P(Tn− > t) 6 P(Tn− − aτn− > aτ t

h
)
6

6 cn
r/2
−

(aτ th)r
= O(tr(

1
2
−h)).
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Аналогично устанавливается, что

P
(
η(t) > n+

)
= O

(
tr(

1
2
−h) ).

Отсюда следует, что равномерно по x, ∆, u, v, w

Ht(R) = O(t
r
2
−hr), P (t,∆,W ) = pt(w)O(t

r
2
−hr)+

+

n+∑
n=n−

Pn(t,∆,W ), (2.3.6)

где pt(w) := Ht(w)/Ht(R) есть распределение, n ∼ t/aτ при всех
n ∈ [n−, n+] и t→ ∞.

Основная часть доказательства теоремы состоит в отыскании асимп-
тотики слагаемых Pn(t,∆,W ) при n ∈ [n−, n+]. Исследование этой
асимптотики разобьем на несколько этапов.

1) Получим сначала оценки сверху и снизу для Pn(t,∆,W ). Обозна-
чим

δ[u) = [u, u+ δ), δBt =
δBt(W ) =

{
γ(t) ∈ δ[u), χ(t) > v, ζ(t) ∈ w

}
,

uk = u+ δk, k = 0, 1, . . . ,K =

[
t− u

δ

]
.

Тогда

Pn(t,∆,W ) =
K∑
k=0

Pn(t,∆,Wk, δ), (2.3.7)

где Wk = (uk, v,w),

Pn(t,∆,Wk, δ) = P
(
ν(t) = n, Z(t)− at ∈ ∆[x), δBt(Wk)

)
=

= P
(
ν(t) = n, Sn − aγ(t) ∈ ∆[x), δBt(Wk)

)
,

(см. (2.1.28)). Пусть для определенности a > 0. Тогда имеют место вло-
жения событий:{

Sn − aγ(t) ∈ ∆[x), δBt

}
⊂

{
Sn ∈ [x+ au, x+∆+ au+ aδ), δBt

}
=

=
{
Sn ∈ ∆+δ[x+ au), δBt

}
;

{Sn − aγ(t) ∈ ∆[x), δBt

}
⊃

{
Sn ∈ ∆−δ[x+ au+ aδ), δBt

}
,

где ∆±δ = ∆± aδ. Поэтому
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Pn(t,∆,Wk, δ) 6 P
(
ν(t) = n, Sn ∈ ∆+δ[x+ auk),

δBt(Wk)
)
=

=

t−uk∫
t−uk−δ

P
(
Tn ∈ dy, Sn ∈ ∆+δ[x+ auk)

)
×

×P(τn+1 > t− y + v, ζn+1 ∈ w) 6
6 P

(
Tn ∈ δ[t− uk − δ), Sn ∈ ∆+δ[x+ auk)

)
×

×P(τ > uk + v, ζ ∈ w); (2.3.8)

и аналогично

Pn(t,∆,Wk, δ) >
t−uk∫

t−uk−δ

P
(
Tn ∈ dy, Sn ∈ ∆−δ[x+ auk + aδ)

)
×

×P(τn+1>t− y + v, ζn+1 ∈ w) >
> P

(
Tn ∈ δ[t− uk − δ), Sn ∈ ∆−δ[x+ auk + aδ)

)
×

×P(τ > uk + v + δ, ζ ∈ w). (2.3.9)

При рассмотрении интегралов в (2.3.8), (2.3.9) мы для определен-
ности включили в область интегрирования левые концы интервалов
t−uk− δ, t−uk) и исключили правые. Так как в дальнейшем мы будем
иметь дело с суммами этих интегралов по k (см. (2.3.7)), и получен-
ные полуинтервалы δ[t− uk − δ) не пересекаются, то на окончательный
результат внесение такой определенности не влияет.

2) С помощью (2.3.8), (2.3.9) получим теперь асимптотическое пред-
ставление для Pn(t,∆,W ). Положим

s = t− aτn, Q(s, x) =
s2

σ2τ
− 2ρ

sx

στσξ
+
x2

σ2ξ
, C =

1

2πστσξ
√

1− ρ2
,

где

ρ =
E(τ − aτ )ξ

στσξ

есть коэффициент корреляции между τ и ξ, |ρ| < 1.

Лемма 2.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.3.1, n ∈ [n−, n+].
Тогда при t→ ∞

Pn(t,∆,W ) = ∆Iu+v(w)O(t−r/2)+

+
C∆Iu+v(w)

n
exp

{
− 1

2(1− ρ2)n
Q(s, x)

}
(2.3.10)
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равномерно по x, u 6 u = const > 0, v, w, а также по ∆ из интервала
(t1−

r
2 , ct

3−r
2 ), c = const.

Доказательство. Заметим сначала, что в указанной области значе-
ний n выполняется

|s| < aτ t
h, h ∈ (1/2, 1), n ∼ t

aτ
при t→ ∞.

Воспользуемся следующим уточнением интегро-локальной теоремы, ко-
торое вытекает из теоремы 2.2.1.

Пусть выполнены условия теоремы 2.3.1. Тогда при t→ ∞ имеем

P
(
Tn ∈ δ[t), Sn ∈ ∆[x)

)
= ∆δO(n−r/2)+

+
C∆δ

n
exp

{
− 1

2(1− ρ2)n
Q(s, x)

}
(2.3.11)

равномерно по x и по значениям ∆, δ из интервала (qn, cn
3−r
2 ), q < 1,

c = const.
Имеем в силу (2.3.8)

Pn(t,∆,W, δ) 6
K∑
k=0

P
(
Tk ∈ δ[t− uk − δ), Sn ∈ ∆+δ[x+ auk)

)
×

×P(τ > uk + v, ζ ∈ w).

Пользуясь представлением (2.3.10) при

sk = s− uk − δ = t− aτn− uk − δ, xk = x+ auk, ∆ = ∆+δ = ∆+ aδ,

получим

Pn(t,∆,W, δ) 6 (∆ + aδ)δO(n−r/2)
∑
k>0

P(τ > uk + v, ζ ∈ w)+

+
C(∆ + aδ)δ

n

∑
k>0

E(sk, xk)P(τ > uk + v, ζ ∈ w), (2.3.12)

где

E(s, x) = exp

{
− Q(s, x)

2(1− ρ2)n

}
.

Заметим, что

∂E(s, x)

∂s
= E(s, x)

(
c1x

n
+
c2s

n

)
= O

(
1√
t

)
,

∂E(s, x)

∂x
= E(s, x)

(
c3x

n
+
c4s

n

)
= O

(
1√
t

) (2.3.13)
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при t→ ∞, где c1–c4 не зависят от s, x, n и все оценки O(·) равномерны
по x, |s| 6 aτ t

h, n ∈ [n−, n+]. Поэтому при δ = 1
n min(1,∆), a > 0

имеем

∑
k>0

δE(sk, xk)P(τ > uk + v, ζ ∈ w) =

=
∑
k>0

δ

[
E(s, x) + ukO

(
1√
t

)]
P(τ > uk + v, ζ ∈ w) =

= E(s, x)Iu+v(w)
(
1 +O(1/t)

)
+O

(
1√
t

)
(2.3.14)

(мы использовали здесь конечность
∑

k>0 ukδP(τ > uk + v) 6 Eτ2).

Оценки O
(
1
t

)
, O

(
1√
t

)
в (2.3.14) равномерны по x, u 6 u = const, v, w.

Так как в (2.3.12) кроме того∑
k>0

δP(τ > uk + v, ζ ∈ w) → Iu+v(w) при t→ ∞,

то из (2.3.7), (2.3.12), (2.3.14) получаем при δ = 1
n min(1,∆), что (∆ +

δ) = ∆
(
1 +O(1/n)

)
,

Pn(t,∆,W ) 6

6 C∆

n
E(s, x)Iu+v(w) + ∆Iu+v(w)O(n−r/2), ∆ > t1−

r
2 (2.3.15)

(мы использовали здесь тот факт, что r
2 6 3

2 и, стало быть, последним
слагаемым в правой части (2.3.14) можно пренебречь. Из (2.3.15) видно,
что рассматривать значения ∆ < t1−r/2 не имеет смысла).

Аналогично из (2.3.9) получается оценка снизу и рассматривается
случай a 6 0. Лемма 2.3.1 доказана.

3) Заключительная часть доказательства теоремы 2.3.1 состоит в ис-
пользовании леммы 2.3.1 и исходного представления (2.3.6) для P (t,∆,W ).
Положим в (2.3.6)

h =
r

1 + r
.

Тогда

β = rh− r

2
=
r(r − 1)

2(1 + r)
,
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и путем суммирования по n ∈ [n−, n+] правых и левых частей в (2.3.10)
получаем

P (t,∆,W ) =

= pt(w)O(t−β) + C∆Iu+v(w)

n+∑
n=n−

1

n
exp

{
− 1

2(1− ρ2)n
Q(s, x)

}
+

+ (n+ − n−)∆Iu+v(w)O(t−r/2), (2.3.16)

где оценки равномерны по x, ∆, n, u 6 u, v, w в областях, названных
в лемме 2.3.1. Здесь при h = r

1+r выполняется h− r
2 = r(1−r)

2(1+r) = −β,

(n+ − n−)O(t−r/2) = O(th−r/2) = O(t−β).

Нетрудно видеть, что

−β +
1

2
=
r(1− r)

2(1 + r)
+

1

2
= −(r − 1)2 − 2

2(1 + r)
< 0

при r > 1 +
√
2, а общий остаточный член в (2.3.16) есть

(
pt(w) +

∆Iu+v(w)
)
O(t−β).

Рассмотрим теперь сумму в правой части (2.3.16). В ней происходит
суммирование по (нецелым) значениям s = t−aτn в области |s| 6 aτ t

h.
Так как

n =
t

aτ
− s

aτ
,

1

n
=
aτ
t

+O

(
s

t2

)
при t→ ∞,

то

n+∑
n=n−

1

n
exp

{
− 1

2(1− ρ2)n
Q(s, x)

}
=

=
aτ
t

∑
|s|6aτ th

exp

{
− 1

2(1− ρ2)

(
aτ
t

+O

(
s

t2

))
Q(s, x)

}
+

+O

(
1

t2

) ∑
|s|6aτ th

s exp

{
− aτ
(1− ρ2)t

Q(s, x)

}
. (2.3.17)

Сделаем теперь общее замечание относительно сумм вида∑
|s|6aτ th

exp

{
−cQ(s, x)

t

}
, c > 0, (2.3.18)
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присутствующих в (2.3.17) и определяющих асимптотику P (t,∆, u, v)
в (2.3.16). Квадратичная форма Q(s, x) достигает своего минимального
по s значения при s = ρxστ

σξ
и этот минимум равен

x2(1− ρ2)

σ2ξ
.

Поэтому при |x| >
√
t ln t квадратичная форма 1

t Q(s, x) под знаком exp
в (2.3.18) превосходит значение c1 ln

2 t, c1 = const, и, стало быть, сама
экспонента в правой части (2.3.18) есть o(t−l) при любом l > 0 и всех s,
|s| < aτ t

h. То же относится и к суммам в (2.3.17).
Мы получим аналогичное утверждение, если в приведенных рассуж-

дениях аргументы x и s поменяем местами: сумма слагаемых в (2.3.18)
по значениям s, |s| >

√
t ln t тоже есть O(t−l) при любом l > 0. Таким

образом, с точностью до слагаемого O(t−l) в (2.3.17) достаточно рас-
сматривать значения |x| 6

√
t ln t и суммирование вести по значениям

s, |s| <
√
t ln t.

Вернемся к (2.3.17) и сделаем замену переменных

s1 =
s√
t
, x1 =

x√
t
.

Тогда
1

t
Q(s, x) = Q(s1, x1)

и первая сумма в правой части (2.3.17) равна

O(t−l) +
aτ√
t

∑
|s1|6ln t

1√
t
exp

{
− aτ
2(1− ρ2)

Q(s1, x1)
[
1+

+O(s1t
−1/2)

]}
. (2.3.19)

Так как здесь под знаком exp при |x1| < ln t выполняется

Q(s1, x1)s1t
−1/2 = (ln t)3O(t−1/2) = o(1)

при t→ ∞, то экспонента в (2.3.19) равна[
1 + s1O(t−1/2 ln2 t)

]
exp

{
−aτQ(s1, x1)

2(1− ρ2)

}
.

Ввиду свойств гладкости и убывания функции

exp

{
− aτ
2(1− ρ2)

Q(s1, x1)

}
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сама сумма (2.3.19) равна

O(t−l) +
aτ√
t

 ∞∫
−∞

exp

{
− aτ
2(1− ρ2)

Q(s1, x1)

}
ds1 +

+ O

(
1√
t

)+O(t−1 ln2 t). (2.3.20)

Ясно, что главный остаточный член в (2.3.20) есть O(t−1 ln2 t).
Вторая сумма в (2.3.17) оценивается аналогично: она есть

O(t−3/2) и ею можно пренебречь.
Возвращаясь к (2.3.16) и замечая, что β < 1, мы получаем в итоге

P (t,∆,W ) =
(
pt(w) + ∆Iu+v(w)

)
O(t−β)+

+
C∆aτIu+v(w)√

t
J(x1, ρ), (2.3.21)

где

J(x1, ρ) :=

∞∫
−∞

exp

{
− aτ
2(1− ρ2)

Q(s1, x1)

}
ds1. (2.3.22)

Интеграл J(x1, ρ) в (2.3.22), (2.3.21) можно вычислить непосред-
ственно или сослаться на таблицы, а можно воспользоваться следую-
щими соображениями.

Функция J(x1, ρ) в представлении (2.3.22) при фиксированном aτ
зависит лишь от x1 и ρ. Применим утверждение (2.3.21) к случаю
линейной зависимости ζ = ω + cτ , рассмотренному в § 1.8. При фик-
сированных aτ , στ распределение ω всегда можно выбрать так, чтобы
коэффициент корреляции между ξ = ω + (c − a)τ = ω − aωτ

aτ
и τ

равнялся заданному ρ. Поэтому, применяя к таким (τ, ζ) утверждение
(2.3.21) при w = R и теорему 2.1.2, получим, что главные части асимп-
тотики в (2.3.21) и (2.1.3) должны совпадать. Этот факт и соотношение
(2.3.21) доказывают (2.3.3). Границы для возможных значений ∆ ука-
заны в лемме 2.3.1. Однако соотношение (2.3.3) показывает, что имеет
смысл рассматривать суженную область значений ∆ до интервала(
t
1
2
−β, ct

3−r
2

)
, где 1

2 − β > 1− r
2 .

II, III. Распространение утверждения теоремы на случаи арифме-
тичных τ и арифметичных ζ происходит аналогично тому как это де-
лалось в разделах II, III доказательства теоремы 2.1.2. Теорема 2.3.1
доказана.
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Получим теперь аналог теоремы 2.3.1 для процессов Y (t). Пусть

Iu =

∞∫
u

P(τ > v)dv

и, как и прежде,

Bt = Bt(u, v) =
{
γ(t) > u, χ(t) > v

}
.

Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия раздела I теоремы 2.3.1.
Тогда при t→ ∞

1

∆
P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x), Bt

)
=

=
Iu+v

aτ
√
t
ϕσ

(
x√
t

)(
1 + o(1)

)
+ o(t−β

′
), (2.3.23)

при любом β′ < β, где β определено в теореме 2.3.1, остаточные
члены o(1), o(t−β′

) равномерны по всем x, u 6 u = const, v, а также
по ∆ из любого компакта, отделенного от 0.

Для простоты мы ограничились в теореме 2.3.2 рассмотрением зна-
чений ∆ из компактного множества. Аналогично тереме 2.3.1 можно
рассматривать также значения ∆ из более широких областей, включаю-
щих в себя убывающие и растущие ∆ при t→ ∞. Однако это усложняет
формулировки и доказательства.

Доказательство теоремы 2.3.2 основано на теореме 2.3.1. Заметим,
что при w = ∆[w)

P
(
Y (t)− at ∈ ∆[x); Bt(u, v)

)
=

=

∫
P
(
Z(T ) ∈ x− dw; Bt

(
u, v,∆[w)

)
. (2.3.24)

При малых δ интеграл в правой части (2.3.24) можно приблизить сум-
мой

∑
k

Pk, где

Pk := P
(
Z(T )− at ∈ δ[x− wk); Bt

(
u, v,∆[wk)

)
, wk = kδ

)
, (2.3.25)

k = . . .−1, 0, 1, . . . Воспользуемся теоремой 2.3.1. Предварительно заме-
тим следующее. Пусть для простоты δ нацело делит ∆. Тогда нетрудно
видеть, что

δ
∑
k

Iu
(
∆[wk)

)
= ∆Iu(R) = ∆Iu, (2.3.26)
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где мера Iu(w) определена в теореме 2.3.1,∑
k

pt
(
∆[wk)

)
=

∆

δ
,

1

δ
O(t−β) = o(t−β

′
)

при любом β′<β, если δ → 0 достаточно медленно при t → ∞. По-
этому согласно теореме 2.3.1 сумма остаточных членов для слагаемых
в (2.3.25) равна[∑

k

pt
(
∆[wk)

)
+ δ

∑
k

Iu+v
(
∆[wk)

)]
O(t−β) = ∆O(t−β

′
) (2.3.27)

при любом β′ < β.
Рассмотрим теперь сумму главных частей P ′

k (см. (2.3.3)) слагае-
мых Pk в (2.3.25). Разобьем ее на две подсуммы

∑
1 и

∑
2 по областям

N1 :=

{
k : |wk| <

√
t

ln t

}
и N2 :=

{
k : |wk| >

√
t

ln t

}
,

соответственно. Для второй суммы имеем∑
2
=

∑
k∈N2

P ′
k 6

∆

σ
√
2πt

Iu+v(Rt) (2.3.28)

(ср. с (2.3.26)), где

Rt :=

{
w ∈ R : |w| >

√
t

ln t

}
.

Оценим

∞∫
0

P

(
τ > u, ζ >

√
t

ln t

)
du 6

√
t

ln t
P

(
ζ >

√
t

ln t

)
+

∞∫
√
t/ ln t

P(τ > u)du 6

6 E|ζ|r
(√

t

ln t

)−r+1

+
Eτ r

r − 1

(√
t

ln t

)−r+1

.

Аналогично оценивается
∞∫
0

P
(
τ > u, ζ 6 −

√
t

ln t

)
du. Вместе с множи-

телем ∆√
t

в (2.3.28) это дает

∑
2
= ∆O

(
t−r/2

(ln t)r−1

)
= ∆o(t−β). (2.3.29)
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Рассмотрим далее первую сумму
∑

1. Будем различать два случая:
(a) |x| 6 c

√
t ln t,

(b) |x| > c
√
t ln t,

где число c выберем позже.
В случае (a), k ∈ N1, имеем

exp

{
−(x− wk)

2

2σ2t

}
= exp

{
− x2

2σ2t
+O

(
1√
ln t

)}
=

= exp

{
− x2

2σ2t

}(
1 +O

(
1√
ln t

))
,∑

1
=

∆Iu+v

aτσ
√
2πt

e−
x2

2σ2t

(
1 + o(1)

)
.

В случае (b), k ∈ N1, выполняется x− wk ∼ x при t→ ∞,

exp

{
−(x− wk)

2

2σ2t

}
6 exp

{
−c

2 ln t(1 + o(1))

2σ2

}
= O(t−1/2)

при c > σ
√
2. Вместе с множителем δ√

t
в правой части (2.3.3) это дает

для
∑

1 оценку ∑
1
= ∆O(t−1) = ∆o(t−β). (2.3.30)

Сопоставляя (2.3.27), (2.3.29), (2.3.30) мы получим утверждение (2.3.23).
Теорема 2.3.2 доказана.

§ 2.4 Распространение результатов §§ 2.1, 2.3 на
неоднородный случай

В этом разделе мы докажем вспомогательное утверждение, позволяю-
щее переносить утверждения теорем 2.1.2, 2.3.1, 2.3.2 на неоднородные
ОПВ.

Ниже нам будет удобно неоднородный элемент (τ1, ζ1) управляющей
последовательности обозначить через (τ(1), ζ(1)), сохранив обозначения
Z(t), Y (t) для однородных процессов, которые управляются последова-
тельностью {τj , ζj}∞j=1 независимых одинаково распределенных случай-
ных векторов. Соответственно, неоднородные ОПВ мы будем обозна-
чать, как и прежде, через Z̃(t), Ỹ (t), так что при τ(1) > 0

Z̃(t) =

{
0 при t ∈ [0, τ(1)),

ζ(1) + Z(t− τ(1)) при t > τ(1);

Ỹ (t) =

{
ζ(1) при t ∈ [0, τ(1)),

ζ(1) + Y (t− τ(1)) при t > τ(1).
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где Z(t), Y (t) — однородные ОПВ, не зависящие от (τ(1), ζ(1)) (случай
τ(1) = 0 более простой и мы его рассматривать не будем). Пусть далее
γ̃(t), χ̃(t) суть случайные величины вида γ(t), χ(t) (см. (1.1.1), (1.1.2))),
но определенные для неоднородной управляющей последовательности
T̃k = τ(1) + Tk−1, k = 1, 2, . . . , так что, например,

χ̃(t) =
p

{
τ(1) − t, если τ(1) > t,

χ(t− τ(1)), если τ(1) 6 t,

где χ(t) соответствует однородному процессу {Tk}∞k=1. Обозначим

B̃t =
{
γ̃(t) > u, χ̃(t) > v

}
.

Мы будем допускать «частичную схему серий», когда распределения
случайных величин τ(1) = τ(1)(t), ζ(1) = ζ(1)(t) зависят от параметра t.

Будем говорить, что случайная величина τ(1) > 0, зависящая от па-
раметра t, равномерно интегрируема, если

sup
t

E
(
τ(1); τ(1) > N

)
→ 0 при N → ∞.

Нетрудно видеть, что τ(1) равномерно интегрируема, если существует
интегрируемая функция q(u) такая, что P

(
τ(1) > u

)
6 q(u) при всех t

и u.
Итак, пусть заданы случайные величины τ(1) > 0, ζ(1), зависящие,

вообще говоря, от параметра t.

Теорема 2.4.1. I. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
однородный ОПВ Y (t) удовлетворяет условиям теоремы 2.1.2, так
что справедливо интегро-локальное представление (2.1.3) и случайные
величины τ(1) > 0, |ζ(1)| равномерно интегрируемы. Тогда неоднородный
процесс Y1(t) также удовлетворяет интегро-локальному представле-
нию (2.1.3), т.е. вероятность P

(
Ỹ (t) − at ∈ ∆[x); B̃t

)
равна правой

части в (2.1.3).
II. Пусть однородный ОПВ Z(t) удовлетворяет условиям теоре-

мы 2.3.1, так что справедливо интегро-локальное представление (2.3.3),
а случайные величины (τ(1))

2β, |ζ(1)|2β равномерно интегрируемы, где
β ∈ (1/2, 1) из теоремы 2.3.1. Тогда неоднородный процесс Z̃(t) также
удовлетворяет интегро-локальному представлению (2.3.3).

Доказательство. I. В силу неравенства

P
(
|ζ(1)| > v

)
6

E(|ζ(1)|; |ζ(1)| > v)

v
=:

δv
v
,
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где δv → 0 при v → ∞, найдется последовательность ε = εt → 0 при
t→ ∞ такая, что

P
(
|ζ(1)| > εt

√
t
)
= o

(
1√
t

)
.

Аналогично, найдется последовательность εt → 0 при t→ ∞ такая, что

P(τ(1) > εt
√
t) = o

(
1√
t

)
.

Положим

τ ′ = min(τ(1), εt
√
t ),

ζ ′ = max
[
min(ζ(1), εt

√
t ),−εt

√
t
]
,

A =
{
τ(1) < εt

√
t, |ζ(1)| < εt

√
t
}
, Bt =

{
γ(t) > u, χ(t) > v

}
.

Тогда P(A) = o(1/
√
t),

P
(
Ỹ (t)− at ∈ ∆[x), B̃t

)
=

= P
(
ζ(1) − aτ1 + Y (t− τ(1))− a(t− τ(1)) ∈ ∆[x), B̃t

)
=

= o

(
1√
t

)
+P

(
ζ ′ − aτ ′ + Y (t− τ ′)− a(t− τ ′) ∈ ∆[x), Bt−τ ′A

)
=

= o

(
1√
t

)
+

εtt∫
0

εt
√
t∫

−εt
√
t

P
(
Y (t− θ)− a(t− θ) ∈ ∆[x− y + aθ), Bt−θ

)
×

×P(τ ′ ∈ dθ, ζ ′ ∈ dy). (2.4.1)

Но при любых θ и y из области интегрирования в (2.4.1) при t → ∞
выполняется t− θ ∼ t,

(x− y + aθ)2

2σ2(t− θ)


= o(1), если |x| = o

(√
t
)
,

= x2

2σ2t
+ o(1), если |x| сравнимо с

√
t,

→ ∞, если |x| ≫
√
t.

Поэтому подинтегральная функция в правой части (2.4.1) имеет тот же
вид, что и правая часть в (2.1.3). Стало быть, после усреднения в (2.4.1)
по распределению (τ ′, ζ ′) мы вновь получим представление вида (2.1.3).

II. Доказательство второй части утверждения теоремы требует не-
сколько более точных рассмотрений. В силу интегрируемости (τ(1))

2β ,
|ζ(1)|2β для некоторой последовательности εt→0 при t→∞ выполняется

P(τ(1) > εt
√
t ) = o(t−β),

P
(
|ζ(1)| > εt

√
t
)
= o(t−β),
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так что P(A) = o(t−β). В силу (2.3.3) первый множитель под интегра-
лом в (2.4.1) имеет вид

c√
t− θ

e
− (x−y+aθ)2

2σ2(t−θ) +O
(
(t− θ)−β

)
, (2.4.2)

где c от x, y, t и θ не зависит, θ = o
(√
t
)
, y = o(

√
t) (мы ограничимся

для простоты рассмотрением случая ∆ 6 const). Обозначим

e(x, t) = e−
x2

2σ2t .

Тогда аналогично (2.3.13) имеем при t→ ∞

∂e(x, t)

∂x
= c1e(x, t)

x

t
= O

(
1√
t

)
,

∂e(x, t)

∂t
= c2e(x, t)

x2

t2
= O

(
1

t

)
,

где c1, c2 от x, t не зависят, а оценки O(·) равномерны по x. Кроме
того,

1√
t− θ

=
1√
t
+O

(
θ

t3/2

)
при t→ ∞.

Поэтому выражение в (2.4.2) равно

c√
t
e−

x2

2σ2t +O(t−β) + |y|O
(
1

t

)
+ θO

(
1

t

)
.

Так как Eτ ′ и Eζ ′ конечны, то интеграл в (2.4.1) будет равен

c√
t
e−

x2

2σ2t +O(t−β) +O

(
1

t

)
при t→ ∞.

Это доказывает соотношение (2.3.3) для процесса Z̃. Теорема 2.4.1 до-
казана.

С помощью соотношения (2.4.1) в доказательстве теоремы 2.4.1 не-
трудно убедиться, что в случае a = 0 утверждение теоремы 2.4.1 оста-
нется справедливым, если условие равномерной интегрируемости τ(1)

в части I и равномерной интегрируемости τ2β(1) в части II заменить усло-

виями равномерной интегрируемости √
τ(1) и τβ(1), соответственно.

Как уже отмечалось, «частичная схема серий» для неоднородных
ОПВ, когда распределения τ1 = τ(1), ζ1 = ζ(1) зависят от t, имеет место,
например, при изучении приращений Yu(t) = Y (u+t)−Y (u) при t→∞,
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u = u(t) → ∞, которые можно рассматривать как неоднородные про-
цессы с начальными скачками, распределенными как χ(u), ζ(u). В этом
случае согласно теореме 2.4.1 в условиях, скажем, раздела I надо пред-
полагать равномерную интегрируемость

√
χ(u) и

∣∣ζ(u)∣∣, что всегда име-
ет место, если Eτ3/2 <∞, Eζ2 <∞.

Если распределение (τ, ζ) удовлетворяет моментному условию Кра-
мера, то интегро-локальные теоремы могут быть установлены в более
широкой зоне уклонений, включая область больших уклонений. Этому
будет посвящена глава 5.

§ 2.5 Интегро-локальные теоремы для марковских
аддитивных процессов

Марковские аддитивные процессы Xn (МАП) были определены в § 1.8.
Там же были установлены основные «интегральные» предельные за-
коны для МАП в области нормальных уклонений. Получим теперь
интегро-локальные теоремы.

Мы сохраним здесь все обозначения § 1.8 и ограничимся рассмотре-
нием «однородных» процессов, когда x0 = e0 и рассматриваются циклы
по возвращению в состояние e0. Переход к неоднородным процессам
осуществляется так же, как при рассмотрении неоднородных ОПВ.

Теорема 2.5.1. Пусть случайная величина ζ либо удовлетворяет
условию Крамера (2.3.1) на характеристическую функцию, либо ариф-
метична,

Eτ3 <∞, E|ζ|3 <∞, Eζ̂ 3 <∞. (2.5.1)

Тогда
I.

P
(
Xn − an ∈ ∆[x)

)
=

∆√
n
ϕσ

(
x√
n

)
+ o(n−1/2) (2.5.2)

равномерно по x и по ∆ из интервала (n−ε, n−ε) при некотором ε > 0.
Если ζ арифметична, то в (2.5.2) ∆ = 1, x целочисленно.

II. Если {xn} — конечная, неприводимая, непериодическая цепь Мар-
кова, то P(τ > n) < cqn при некотором q < 1 и всех n. Если дополни-
тельно

max
j6m

E
∣∣ξ(ej)∣∣3 <∞, (2.5.3)

где e0, . . . , em — состояния цепи, то выполнено (2.5.1), (2.5.2).

Условие (2.5.1) может быть ослаблено: показатель 3 можно заменить
на некоторое значение r ∈ (1 +

√
2, 3) (ср. с теоремой 2.3.1).
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Доказательство теоремы 2.5.1. Имеем

Xn = Z(n) + ρn,

где ρn определено в (1.8.9). Рассмотрим вероятность

Pn,x := P
(
Xn − an ∈ ∆[x)

)
= P

(
Z(n)− an+ ρn ∈ ∆[x)

)
.

При любом b > 1/aτ имеем

P
(
η(n) > bn

)
= P(Tbn < n) <

bnσ2τ
((aτ b− 1)n)2

= O

(
1

n

)
при n→ ∞. Далее, при εn = o(1), n→ ∞ выполняется

P
(
|ρn| > εn

√
n
)
= O

(
1

n

)
+P

(
|ρn| > εn

√
n; η(n) 6 bn

)
6

6 O

(
1

n

)
+P

(
max
j6bn

ζ̂j > εn
√
n
)
6 O

(
1

n

)
+ bnP

(
ζ̂ > εn

√
n
)
6

6 bno

(
1

(εn
√
n)3

)
= o(n−1/2), (2.5.4)

где ζ̂j — независимые копии ζ̂. Поэтому при n→ ∞

Pn,x = P
(
Z(n)− an ∈ ∆[x− ρn); |ρn| 6 εn

√
n
)
+ o(n−1/2) =

= P
(
Z(n)− an ∈ ∆[x− rn); |ρn| 6 εn

√
n
)
+ o(n−1/2),

где

rn =


ρn, если |ρn| < εn

√
n,

−εn
√
n, если ρn 6 −εn

√
n,

εn
√
n, если ρn > εn

√
n.

Отсюда и из (2.5.4) следует, что при n→ ∞

Pn,x = P
(
Z(n)− an ∈ ∆[x− rn)

)
+ o(n−1/2).

Заметим теперь, что при фиксированном l все вышеприведенные вы-
кладки сохранятся и для вероятности

Pn,x,l := P
(
Xn − an ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
=

= P
(
Z(n)− an ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
+ o(n−1/2).
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Кроме того, случайные величины ρn, rn условно не зависят от Z(n)
при условии γ(n) = l. Поэтому в силу следствия 2.3.1 получаем

P
(
Z(n)− an ∈ ∆[x− rn) | γ(n) = l, rn

)
=

∆√
n
ϕσ

(
x− rn√

n

)
+ o(n−1/2).

Здесь

ϕσ

(
x− rn√

n

)
=

ϕσ
(

x√
n

)(
1 + o(1)

)
при |x| <

√
n lnn,

o(1) при |x| > √
n lnn,

(2.5.5)

где асимптотика, определенная правой частью в (2.5.5), от rn не зависит.
Поэтому

Pn,x,l =
∆√
n
ϕσ

(
x√
n

)
+ o(n−2/3).

Умножая Pn,x,l на P
(
γ(n) = l

)
и суммируя по l в пределах от l = 0

до l = N , получим

P
(
Xn − an ∈ ∆[x), γ(n) 6 N

)
= P(γ 6 N)

[
∆√
n
ϕσ

(
x√
n

)
+ o(n−1/2)

]
,

где

P(γ 6 N) = lim
n→∞

P
(
γ(n) 6 N

)
= a−1

τ

N∑
l=0

P(τ > l) → 1

при N → ∞. Отсюда следует (2.5.2).
II. Неравенство

P(τ > n) < cqn, q < 1, c = const, (2.5.6)
для длины цикла эргодической конечной цепи Маркова по возвращению
в любое фиксированное состояние хорошо известно.

Далее рассмотрим случайную величину ξ с распределением

P(ξ > t) = max
j6m

P
(∣∣ξ(ej)∣∣ > t

)
.

Так как P(ξ > t) 6
∑

j6mP
(∣∣ξ(ej)∣∣ > t

)
, то очевидно, что в силу (2.5.3))

Eξ
3
<∞. Далее, на событии {τ = l} выполняется

ζ̂ 6
p

l∑
k=1

ξk,

где ξk — независимые копии ξ,

E
(
ζ̂ 3 | τ = l

)
6 l3Eξ

3
.

Отсюда и из (2.5.6) следует (2.5.1), (2.5.2). Теорема 2.5.1 доказана.



Глава 3

Принципы больших
уклонений для обобщенных
процессов восстановления

§ 3.1 Введение

Мы видели в § 1.2–1.7, что распределения ОПВ на больших интерва-
лах времени ведут себя в области нормальных уклонений примерно так
же, как распределения классических случайных блужданий. Например,
Z(T ) − aT в случае σ < ∞ после нормировки имеет то же предель-
ное распределение, что и суммы Sn =

∑n
j=1 ξj случайных величин

ξj =
d
ξ = ζ − aτ при n = [T/aτ ] → ∞.

В области больших уклонений все становится значительно более
сложным. Причина не только в том, что ОПВ управляется двумя после-
довательностями случайных величин {τj} и {ζj}, причем координаты
вектора (τ, ζ) могут быть зависимыми, но и в том, что эти координа-
ты во многих случаях влияют на уклонения ОПВ «в разных направ-
лениях». Например, для независимых τ и ζ в случае a = 0 боль-
шие значения ζj способствуют большим уклонениям Z(T ), а большие
значения τj способствуют малым уклонениям (при τ1 > T уклонения
от линии z = at = 0 вообще отсутствуют). В то же время в области уме-
ренно больших уклонений продолжает сохраняться известная аналогия
с поведением классических случайных блужданий (последовательности
{Sn}; см. ниже § 4.8, гл. 7).

В этой главе мы будем предполагать, что выполнено моментное
условие Крамера

[C] Eeλτ+µζ <∞ в некоторой окрестности нуля |λ|+ |µ| < v,
v > 0.

125
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Такое же условие выполнено для (τ1, ζ1).

Проблемам больших уклонений для случайных процессов посвяще-
на обширная литература. Основные подходы к установлению принци-
пов больших уклонений (ПБУ) для случайных процессов общего вида
и обзор результатов изложены, например, в [97] (там же см. библио-
графию). В нашем случае при изучении ОПВ эффективными и более
конструктивными оказываются прямые подходы, основанные на знании
конкретной природы процессов, определенной в (0.1.3). Они позволяют
получить значительно более продвинутые результаты, включая явный
вид функции уклонений (deviation rate function) в виде преобразования
Лежандра над базовой функцией (см. § 3.5).

Для марковских аддитивных процессов (сумм случайных величин,
заданных на состояниях или переходах цепи Маркова) близкие резуль-
таты получены в работах [109, 110]. Если цепь является харрисовой (φ-
неприводимой), то траектории таких процессов можно разбить на неза-
висимые циклы по попаданию цепи в положительный атом (возможно,
искусственный; см. § 1.8). Эти циклы образуют ОПВ, который во мно-
гих случаях определяет основной вклад в изучаемые суммы. Однако
следует иметь в виду, что ОПВ, порожденные циклами, образуют лишь
некоторый специальный подкласс ОПВ общего вида (не все возмож-
ные совместные распределения τ и ζ можно реализовать с помощью
циклов). Отметим, что некоторые результаты в названных источниках
сопровождаются условиями, смысл которых прояснить не всегда уда-
ется.

Если цепь Маркова конечна, то в [106] для несколько более общего
объекта (векторы (τj , ζj) заданы на переходах цепи Маркова) с помо-
щью результатов [109, 110] изучается ПБУ для ОПВ, порожденного
циклами.

Вернемся к ОПВ общего вида. В дальнейшем мы часто будем ис-
пользовать слова «∆ = ∆T сходится к 0 достаточно медленно при
T → ∞». Чтобы сократить запись этой формулировки мы будем пи-
сать

∆ = ∆T = o(1) при T → ∞. (3.1.1)

Слова «существует ∆ = ∆T = o(1) такое, что выполнено соотношение A
(зависящее от ∆)», означают, что

1) существует последовательность ∆ = ∆T → 0 при T → ∞ такая,
что выполнено соотношение A;

2) соотношение A остается выполненным для любой последователь-
ности ∆ = ∆′

T > ∆T , ∆′
T → 0;

3) если ∆′
T < ∆T , то соотношение A может быть неверным.
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Например, по закону больших чисел
∣∣∣Z(T )T − a

∣∣∣ →
p

0 при T → ∞.

Отсюда следует, что существует ε = εT = o(1) такое, что

P

(∣∣∣∣Z(T )T
− a

∣∣∣∣ > εT

)
→ 0 при T → ∞.

Ясно, что это соотношение неверно, если, например, σ <∞, а последо-
вательность εT сходится к 0 быстрее чем T−1/2.

Напомним, что при выполнении моментного условия Крамера на рас-
пределение ξ, в соответствии с локальным ПБУ для Sn при x = αn и
n→ ∞ существует ∆ = ∆n = o(1) такое, что

1

n
lnP

(
Sn
n

∈ ∆[α)

)
= −Λ(ξ)(α) + o(1), (3.1.2)

где ∆[α) = [α, α+∆), Λ(ξ)(α) есть функция уклонений, соответству-
ющая случайной величине ξ, т.е. преобразование Лежандра

Λ(ξ)(α) = sup
µ

{
αµ−A(ξ)(µ)

}
(3.1.3)

над функцией A(ξ)(µ) = lnψ(ξ)(µ), ψ(ξ)(µ) = Eeµξ.
Оказывается, для ОПВ также справедлив аналог соотношения (3.1.2)

(т.е. локальный ПБУ), в силу которого существует предел

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ ∆[α)

)
,

где ∆ = ∆T = o(1) при T → ∞. Этот предел в соответствии с после-
дующими формулировками мы обозначим через D̂(α). Он имеет значи-
тельно более сложную природу, чем функция уклонений Λ(ξ)(α). Заме-
чательный факт состоит в том, что функция D̂(α) оказывается преоб-
разованием Лежандра

D̂(α) = sup
µ

{
µα− Â(µ)

}
,

(ср. с (3.1.3)) над так называемой базовой функцией Â(µ), которая об-
ладает многими (но, вообще говоря, не всеми) свойствами логарифма
преобразования Лапласа над распределением некоторой случайной ве-
личины и при этом

Â(µ) = lim
T→∞

1

T
lnEµZ(T ). (3.1.4)
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Например, функция Â(µ) выпукла, Â(0) = 0,

Â′(0) = a

(
∼ EZ(T )

T
при T → ∞

)
,

Â′′(0) = σ2
(
∼ DZ(T )

T
при T → ∞

)
,

(3.1.5)

Â(µ) → ∞ при |µ| → ∞, если случайная величина ζ разнозначна (т.е.
P(ζ ≷ 0) > 0) и др. При этом функция Â(µ) может быть найдена
в «явном виде» в терминах преобразования Лапласа над распределени-
ем (τ, ζ). Именно, если обозначить

A(λ, µ) = lnEeλτ+µζ

и ввести в рассмотрение «обобщенное» решение A(µ) уравнения

A(−λ, µ) = 0

относительно λ, положив

A(µ) = inf
{
λ : A(−λ, µ) 6 0

}
,

то

Â(µ) = max
(
A(µ),−λ+

)
, λ+ = sup

{
λ : ψ(τ)(λ) = Eeλτ <∞

}
и можно выделить область аналитичности функции Â(µ), в которой
Â(µ) = A(µ) есть «точное» решение относительно λ уравнения

A(−λ, µ) = 0.

При этом «несмотря» на свойства (3.1.4), (3.1.5) не существует, вообще
говоря, распределения вероятностей, для которого функция Â(µ) была
бы логарифмом преобразования Лапласа. То есть, грубо говоря, ОПВ
Z(T ) в области больших уклонений ведут себя при T → ∞ как суммы
некоторых «псевдослучайных» величин (см. свойства (3.1.4), (3.1.5) и
§ 3.5 ниже), соответствующих «преобразованию» Â(µ).

Настоящая глава посвящена выяснению природы распределений ОПВ
в области больших уклонений и установлению для них ПБУ. В § 3.2
выясняется связь распределения ОПВ с мерой восстановления для по-
следовательности {Tn, Zn}. § 3.3 посвящен изучению свойств функций
уклонений меры восстановления, которые при этом возникают. В § 3.4
устанавливаются ПБУ для ОПВ Z(t). Понятие базовой функции вве-
дено в § 3.5, там же изучены ее свойства и ее связь с функциями укло-
нений. § 3.6 содержит ряд результатов, связанных с ПБУ для процесса
Y (t) и для марковских аддитивных процессов. Утверждение (3.1.4) до-
казано в § 3.7. Принцип умеренно больших уклонений будет установлен
в § 4.8.
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§ 3.2 Связь обобщенных процессов восстановле-
ния с мерой восстановления. Функция укло-
нений для меры восстановления

3.2.1 Мера восстановления и ОПВ

В § 1.1 было введено понятие функции восстановления H(t), соответ-
ствующей последовательности {Tk}:

H(t) = Eη(t) =

∞∑
k=0

P(Tk 6 t).

В многомерном случае естественным обобщением этого понятия явля-
ется мера восстановления. Как и в §§ 2.1–2.4, через

Sn = (Tn, Zn) =

n∑
j=1

ξj (3.2.1)

обозначим суммы векторов ξj = (τj , ζj), j = 1, 2, . . .. Мера восстановле-
ния H(B), соответствующая однородной последовательности {Sn} опре-
деляется равенством

H(B) =

∞∑
n=0

P(Sn ∈ B), (3.2.2)

где B — измеримое множество из R2.
Если последовательность {ξj} неоднородна (ξ1 ̸=

d
ξ), то для нее соот-

ветствующую меру восстановления будем обозначать через H̃(B). В ка-
честве измеримых множеств B мы часто будем брать прямоугольни-
ки Bt,x = δ[t) × ∆[x), t > 0, x ∈ R; в этом случае мы будем писать
H(Bt,x) = H

(
δ[t),∆[x)

)
.

Поскольку наряду с распределением Z(t) в фазовом пространстве
нас будет интересовать также распределение траекторий ОПВ Z(t),
то нам будет удобно, как и в §§ 1.6, 1.7, рассматривать процесс Z(·)
на растущем отрезке времени [0, T ], T → ∞ и изучать распределение
нормированных процессов Z(tT )

T , но теперь при t ∈ [0, 1].
Мы начнем с грубых интегро-локальных теорем для значений Z(T )

T
или, что то же, с локального ПБУ для ОПВ в фазовом пространстве.

ОПВ по самой своей природе тесно связан с мерой восстановления,
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так как по формуле полной вероятности

P
(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
=

=

T∫
0

∞∑
n=0

P
(
Tn ∈ du, Zn ∈ T∆[α), τn+1 > T − u

)
. (3.2.3)

Если α /∈ (−∆, 0], то P
(
Z0 ∈ T∆[α)

)
= 0 и

P
(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
=

T∫
0

H1

(
du, T∆[α)

)
P(τ > T − u), (3.2.4)

где

H1(B) =

∞∑
n=1

P(Sn ∈ B).

Если α ∈ (−∆, 0], то в правой части (3.2.3) будет задействовано
первое слагаемое P(τ1 > T ), соответствующее n = 0, так что при всех α

P
(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
=

= 11{α∈(−∆,0]}P(τ1 > T ) +

T∫
0

H1

(
du, T∆[α)

)
P(τ > T − u). (3.2.5)

Если последовательность {ξk} неоднородна (ξ1 ̸=
d
ξ), то меру H1(B)

(мы ее также будем называть мерой восстановления, как и меру H(B)
в (3.2.2)) будем обозначать через H̃1(B).

Рассмотрим сначала однородный случай.
Для описания асимптотики интеграла в правых частях (3.2.4), (3.2.5)

мы будем приближать этот интеграл с помощью сумм, в которые вхо-
дят значения меры восстановления H1 для больших прямоугольников:
H1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
при малых δ и ∆, uk = kδ, α = x/T , так что

T∆[α) = [x, x + T∆). Точнее, мы воспользуемся тем, что справедливы
следующие неравенства, оценивающие нужный интеграл сверху и сни-
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зу:

N−1∑
k=0

H1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − uk) 6

6
T∫
0

H1

(
du, T∆[α)

)
P(τ > T − u) 6

6
N−1∑
k=0

H1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − uk+1), (3.2.6)

где мы считаем для простоты, что число N = 1/δ является целым. Нам
понадобится грубая асимптотика произведений

H1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
P
(
τ > T (1− t)

)
при t ∈ [0, 1), (3.2.7)

где, как и прежде,

H1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
=

∞∑
n=1

P
(
Tn ∈ Tδ[t), Zn ∈ T∆[α)

)
, (3.2.8)

и, следовательно, понадобится грубая асимптотика меры восстановле-
ния H1 для множеств

T
(
δ[t)×∆[α)

)
= [tT, tT + δT )× [αT, αT +∆T ).) (3.2.9)

3.2.2 Асимптотика меры восстановления и соответству-
ющая функция уклонений

Как уже отмечалось, мы везде в этой главе будем предполагать, что вы-
полнено условие Крамера [C]. Наряду с условием [C] мы в ряде случаев
для τ (для ζ) будем использовать также более сильное условие

[C∞] Eeλτ <∞ при всех λ

(Eeµζ <∞ при всех µ)

и писать в этих случаях соответственно τ ⊂= [C∞] (ζ ⊂= [C∞]).
Обозначим

A(λ, µ) := lnEeλτ+µζ ,

A1(λ, µ) := lnEeλτ1+µζ1 ,

A := {(λ, µ) : A(λ, µ) <∞},
A1 :=

{
(λ, µ) : A1(λ, µ) <∞

}
.

(3.2.10)
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В соответствии с условием [C] внутренности (A), (A1) множеств A,
A1 содержат точку (λ, µ) = (0, 0). Мы будем использовать известные
интегро-локальные теоремы и локальный ПБУ для сумм Sn (см. [12],
§ 2.9). Важную роль при изучении ПБУ для сумм Sn играет функция
уклонений

Λ(v, α) := sup
(λ,µ)

{
λv + µα−A(λ, µ)

}
,

соответствующая случайному вектору ξ = (τ, ζ). Это есть преобразо-
вание Лежандра над выпуклой непрерывной снизу функцией A(λ, µ),
поэтому функция Λ(v, α) также выпукла и непрерывна снизу. Как ве-
роятностная характеристика функция уклонений изучена, например,
в [12] (§ 1.1), [10] (§ 9.1).

По поводу обозначений (3.2.1), (3.2.10) заметим следующее. Неко-
торые символы, например, Sn, ξj и ряд других, мы используем для
обозначения как скалярных, так и векторных величин. Чтобы их было
проще различить, для обозначения векторных величин мы используем
полужирный шрифт. Аналогично, символы A, Λ и ряд других будут ис-
пользоваться для обозначения функций как одной, так и двух перемен-
ных. Чтобы их было удобнее различать, мы для обозначения функций
от двух переменных используем полужирный шрифт.

Вернемся к вопросу об асимптотике меры восстановления (3.2.8).
Грубая асимптотика меры (3.2.8) изучена весьма полно в [12], §2.9 (там
же см. библиографию). Здесь мы воспроизведем вкратце ход рассуж-
дений, который естественным образом приводит к появлению соответ-
ствующей функции уклонений (так называемой второй функции укло-
нений), описывающей асимптотику логарифма меры восстановления.
Логарифмическая асимптотика слагаемых суммы в правой части (3.2.8)
известна в силу локального ПБУ для Sn. Именно, в однородном случае

lnP
(
Tn ∈ Tδ[t), Zn ∈ T∆[α)

)
= −nΛ

(
Tt

n
,
Tα

n

)
+ o(n) =

= −TθΛ
(
t

θ
,
α

θ

)
+ o(θT ), где θ =

n

T

(см, например, § 2.8 в [12]). Поэтому естественно ожидать, что экспо-
ненциальная часть меры восстановления H1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
при T → ∞

имеет вид
e−TDΛ(t,α)+o(T ), (3.2.11)

где

DΛ(t, α) := inf
θ>0

θΛ

(
t

θ
,
α

θ

)
, (3.2.12)
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так что
DΛ(t, α) 6 Λ(t, α). (3.2.13)

Это есть функция уклонений для меры восстановления (вторая функ-
ция уклонений), играющая определяющую роль в описании асимптоти-
ки меры восстановления. В [12], § 2.9, установлены следующие свойства
функции DΛ(t, α). Она неотрицательна и линейна вдоль любого луча,
т.е. для v > 0 и любых t, α

DΛ(vt, vα) = vDΛ(t, α) (3.2.14)

(свойство линейчатости; оно очевидным образом следует из определе-
ния (3.2.12)). Поскольку Λ(t, α) = 0 при (t, α) = (aτ , aζ) = (Eτ,Eζ), то
при всех v > 0

DΛ(vaτ , vaζ) = vDΛ(aτ , aζ) = 0. (3.2.15)

Функция DΛ(t, α) выпукла, т.е. для любых p > 0, q > 0, p + q = 1;
(t, α), (u, β) ∈ R2,

DΛ(pt+ qu, pα+ qβ) 6 pDΛ(t, α) + qDΛ(u, β). (3.2.16)

Из выпуклости (3.2.16) и линейчатости (3.2.14) следует полуаддитив-
ность функции DΛ(t, α):

DΛ(t+ u, α+ β) 6 DΛ(t, α) +DΛ(u, β). (3.2.17)

Обозначим D<∞ :=
{
(t, α) : DΛ(t, α) < ∞

}
область, в которой

функция DΛ(t, α) конечна. Внутри области D<∞ функция DΛ(t, α) не-
прерывна в силу ее выпуклости. Вне области D<∞ она равна ∞, а на
границе ∂D<∞ множества D<∞ может иметь разрывы.

Как уже говорилось, естественно ожидать, что функция DΛ(t, α)
будет описывать асимптотику функции

− 1

T
lnH1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
.

Однако это не совсем так, поскольку функция от t и α, равная

− lim
T→∞

1

T
lnH1(Tδ[t), T∆[α)),

непрерывна снизу (см. об этом также в § 4.1 в [12]), а функция DΛ(t, α),
определенная в (3.2.12), не является, вообще говоря, непрерывной снизу.
Действительно, если, например, P(ζ > 0) = 1, то Λ(0, 0) = ∞; поэтому
DΛ(0, 0) = ∞. Но в силу (3.2.15)

lim
v→0

DΛ(vaτ , vaζ) = 0 < DΛ(0, 0) = ∞,
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т.е. в точке (t, α) = (0, 0) непрерывность снизу функции DΛ отсутствует.
Если же в точках границы ∂D<∞ (т.е. в точках разрывов функции DΛ,
если таковые существуют) «подправить» функцию DΛ(t, α), заменив ее
по непрерывности снизу на функцию

D(t, α) := lim
ε→0

DΛ

(
(t, α)ε), где DΛ(B) := inf

(u,β)∈B
DΛ(u, β), (3.2.18)

(t, α)ε — ε-окрестность точки (t, α) ∈ R2, а в остальных точках (t, α)
(т.е. в точках (t, α) ̸∈ ∂D<∞) положить

D(t, α) := DΛ(t, α),

то мы получим непрерывную снизу функцию D(t, α) (представление
(3.2.18) справедливо для всех точек (t, α) ∈ R2) и сохраняет все свойства
(3.2.13)–(3.2.17) функции DΛ(t, α). В дальнейшем функцию D(t, α), на-
ряду с функцией DΛ(t, α), мы также будем называть функцией укло-
нений, соответствующей мере восстановления случайного вектора ξ =
(τ, ζ) (второй функцией уклонений).

Итак, из сказанного выше и (3.2.11) мы получаем, что в однородном
случае при T → ∞

1

T
lnH1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
∼ −D(t, α). (3.2.19)

Это определяет «вероятностный» смысл функции D(t, α).
Приведем теперь точную формулировку теоремы об асимптотике

меры восстановления H̃1 в общем неоднородном случае. При этом нам
понадобится условие «допустимой неоднородности», при котором неод-
нородный скачок ξ1 не будет «портить» асимптотику (3.2.19).

Теорема 3.2.1 (см. теорему 2.9.6 в [86]1). Пусть ξ1 удовлетворяет
условию «допустимой неоднородности»

A60 :=
{
(λ, µ) : A(λ, µ) 6 0

}
⊂ [A1]. (3.2.20)

Тогда, если δ = δT = o(1), ∆ = ∆T = o(1) при T → ∞, то

1

T
ln H̃1

(
Tδ[t), T∆[α)

)
= −D(t, α) + o(1). (3.2.21)

Ясно, что если t > 0 или α /∈ (−∆, 0], то «нулевое» слагаемое
P
(
T0 ∈ Tδ[t), Z0 ∈ T∆[α)

)
в определении функции восстановления рав-

но нулю и H̃1 в (3.2.21) можно заменить на H̃.
1В русскоязычном издании [12] монографии [86] утверждение теоремы 2.9.6 до-

казано при более ограничительном условии A60 ⊂ A1.



3.2. Мера восстановления и ее связь с ОПВ 135

3.2.3 Предварительная версия локального ПБУ для ОПВ

С помощью проведенных рассмотрений можно получить следующую
«предварительную версию» локального ПБУ для ОПВ.

Обозначим

α =
x

T
, l(T, y) := − 1

T
lnP(τ > Ty),

λ+ := sup
{
λ : ψ(τ)(λ) = Eeλτ <∞

}
.

(3.2.22)

Теорема 3.2.2. Пусть выполнено условие допустимой неоднород-
ности (3.2.20). Тогда

P
(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
= 11{α∈(−∆,0]}P(τ1 > T ) + PT

(
T∆(α)

)
, (3.2.23)

где для ∆ = o(1) при T → ∞

PT
(
T∆[α)

)
:= exp

{
− TD̂T (α) + o(T )

}
, (3.2.24)

D̂T (α) := inf
06t61

[
D(t, α) + l(T, 1− t)

]
. (3.2.25)

Доказательство. Соотношение (3.2.23) вытекает из соотношения (3.2.5)
(в неоднородном случае надо в (3.2.5) заменить H1 на H̃1), в котором
интеграл в правой части обозначен через PT

(
T∆[α)

)
. В силу (3.2.6) при

uk = kδ, N = 1/δ имеем

PT
(
T∆[α)

)
=

T∫
0

H̃1

(
du, T∆[α)

)
P(τ > T − u) >

>
N−1∑
k=0

H̃1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − Tuk) >

> max
k<N

H̃1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − Tuk). (3.2.26)

Далее, по теореме 3.2.1 при δ = o(1), ∆ = o(1) имеем при T → ∞
1

T
lnPT

(
T∆[α)

)
>−min

k<N

[
D(uk, α)+ l(T, 1−uk)

]
+ o(1)=− D̂T (α)+ o(1).

Получим теперь обратное неравенство. Аналогично (3.2.26) из (3.2.6)
получаем

PT
(
T∆[α)

)
6

N−1∑
k=0

H̃1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − Tuk+1) 6

6 N max
k<N

H̃1

(
Tδ[uk), T∆[α)

)
P(τ > T − Tuk+1)
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Далее, так как δ = o(1) при T → ∞, N = 1/δ, функция D(t, α) непре-
рывна в области конечности, то lnN

T → 0 при T → ∞,

1

T
lnPT

(
T∆[α)

)
6 lnN

T
− D̂T (α) + o(1) = −D̂T (α) + o(1).

Теорема 3.2.2 доказана.
Для получения явных представлений для функции D̂T (α) нам по-

надобятся свойства второй функции уклонений D(t, α).

§ 3.3 Функции уклонений для меры восстанов-
ления и для обобщенных процессов восста-
новления

3.3.1 Свойства функции D(t, α) и функций уклонений
для ОПВ

Предварительная версия ПБУ (теорема 3.2.2) показывает, что в ши-
роких условиях определяющую роль при отыскании асимптоти-
ки lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
играют функции D̂T (α) и l(T, y) (см. (3.2.24),

(3.2.25)). Чтобы определить асимптотику функции D̂T (α), нам понадо-
бятся свойства функций D(t, α) и lnP(τ > Ty)

Как уже отмечалось, функция D(t, α), определенная в (3.2.18), со-
храняет свойства функции DΛ(t, α), отмеченные в (3.2.14)–(3.2.17). Имен-
но,

Функция D(t, α) выпукла и линейчата:

D(vt, vα) = vD(t, α).

Кроме того она непрерывна снизу и полуаддитивна:

D(t+ u, α+ β) 6 D(t, α) +D(u, β).

В основе многих дальнейших построений (см., например, определе-
ние базовой функции в п. 3.5.1, соотношение (3.5.3), теорема 3.5.1 и др.)
лежит следующее представление для функции D(t, α). Его доказатель-
ство изложено в [12] (теорема 2.9.1).

Теорема 3.3.1. При всех (t, α) имеет место представление

D(t, α) = sup
(λ,µ)∈A60

(λt+ µα) = sup
(λ,µ)∈∂A60

(λt+ µα), (3.3.1)

где ∂A60 — граница множества A60 :=
{
(λ, µ) : A(λ, µ) 6 0

}
.
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Это утверждение дает, наряду с (3.2.18), еще одну характеризацию
второй функции уклонений D(t, α), которая играет существенную роль
в последующем изложении.

Отметим, что в силу линейчатости функции D при t > 0 выполня-
ется равенство

D(t, α) = tD
(
1, α/t

)
(3.3.2)

и, стало быть, функция двух переменных D(t, α) полностью определя-
ется значениями функции одной переменной

D(α) := D(1, α). (3.3.3)

ФункцияD(α) в широких предположениях оказывается функцией укло-
нений для ОПВ. В силу (3.3.1)

D(α) = sup
(λ,µ)∈∂A60

{λ+ µα}. (3.3.4)

Пусть далее
(
λ(α), µ(α)

)
— точка из ∂A60, в которой достигается sup

в представлении (3.3.4) для функции D(α). Тогда

D(α) = λ(α) + µ(α)α. (3.3.5)

Для описания функции уклонений ОПВ в общем случае нам понадо-
бится наряду с функцией D(α) функция

D̂(α) =

 inf
t∈[0,1]

[
D(t, α) + (1− t)λ+

]
, если λ+ <∞,

D(α), если λ+ = ∞,
(3.3.6)

где, как и прежде,

λ+ := sup{λ : Eeλτ <∞}.

В дальнейшем важную роль будет играть значение

D(0) = sup
(λ,µ)∈A60

λ = sup{λ : inf
µ

A(λ, µ) 6 0}. (3.3.7)

Оно конечно, если случайная величина ζ разнозначна, т.е.

P(ζ < 0) > 0, P(ζ > 0) > 0, (3.3.8)

или
P(ζ = 0) > 0. (3.3.9)
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Если выполнено (3.3.8) или (3.3.9), то Λ(t, 0) <∞ при некотором t > 0,

D(0) = D(1, 0) 6 1

t
Λ(t, 0) <∞.

Возможность D(0) = ∞ связана со специальными случаями, альтерна-
тивными к (3.3.8), (3.3.9):

P(ζ > 0) = 1 или P(ζ < 0) = 1. (3.3.10)

В первом случае Λ(t, α) ↑ ∞ при α ↓ 0. В то же время

D(α) → D(0) при α ↓ 0,

где значение D(0), так же как и в (3.3.8), (3.3.9), может быть конечным
(см. ниже пример 3.5.2).

Заметим, что число D(0) = D(1, 0) < ∞ является тем значением,
при котором прямая λ = D(0) в плоскости (λ, µ) касается справа гра-
ницы ∂A60 выпуклого множества A60 (см. (3.3.7)).

Следующее утверждение описывает ряд свойств функций D(α)
и D̂(α). Изучение этих свойств будет продолжено в § 3.5.

Теорема 3.3.2. (i). Функции D̂(α) 6 D(α) выпуклы и непрерывны
снизу (изнутри области конечности). Они неотрицательны, обраща-
ются в 0 в единственной точке α = a =

aζ
aτ

и

D̂(α) = D(α) (3.3.11)

в окрестности точки α = a. Всегда

D̂(0) = min
{
D(0), λ+

}
. (3.3.12)

(ii). Если выполнено условие

[λ+] λ+ > D(0),
(3.3.13)

или, что то же,
D̂(0) = D(0),

то равенство (3.3.11) справедливо при всех α.
Если при заданном α точка

(
λ(α), µ(α)

)
∈ ∂A60 (см. (3.3.5)) об-

ладает свойством λ(α) 6 λ+, то также имеет место равенство
(3.3.11).
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(iii). Если выполнено хотя бы одно из следующих четырех условий:
1) Область (A) вложена в полуплоскость λ < λ+,

(как в случае независимых τ и ζ),

2) Eζ = 0,

3) τ ⊂= [C∞] или ζ ⊂= [C∞],

(3.3.14)

то выполнено условие [λ+].
(iv). Если выполнено хотя бы одно из следующих трех условий:

A60 ⊂ {λ < λ+}, Eζ = 0, λ+ = ∞,

то имеет место строгое неравенство λ+ > D(0).
(v). Всегда

lim
α→∞

1

α
D(±α) > 0. (3.3.15)

Если дополнительно ζ ⊂= [C∞], то

lim
α→∞

1

α
D(±α) = ∞. (3.3.16)

Замечание 3.3.1. 1) Тот факт, что условие [λ+] выполнено не все-
гда, т.е. возможно неравенство λ+ < D(0), проиллюстрирован ниже в
примере 3.5.1.

2) Нетрудно видеть, что условие 1) в (3.3.14) всегда выполнено, если
при всех v > 0, w > 0

P(τ > v, ζ ≷ ±w) 6 P(τ > v)P(ζ ≷ ±w)r(v, w), w > 0, (3.3.17)

где

ln r(v, w) 6 εvv + ε|w||w|, εt → 0 при t→ ∞. (3.3.18)

Тогда область (A) будет вложена в прямоугольник (−∞, λ+)×(µ
(ζ)
− , µ

(ζ)
+ )

(как в случае независимости τ и ζ). Например, если при некотором
β ∈ (0, 1) вне единичного шара выполняется

ln r(v, w) 6 c
(
v + |w|

)β
, c = const,

то условие (3.3.17) выполнено, так как
(
v + |w|

)β 6 vβ + |w|β .
Доказательство теоремы 3.3.2. (i). Если λ+ = ∞, то по определению

(3.3.6) D̂(α) = D(α), где функция D(α) выпукла и непрерывна сни-
зу. Последнее вытекает из свойств выпуклости и непрерывности снизу
функции D(t, α) (см. начало раздела 2.3.1).
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Если λ+ < ∞, то для любого α найдется значение tα ∈ [0, 1] такое,
что

D̂(α) = D(tα, α) + (1− tα)λ+. (3.3.19)

Поэтому в силу выпуклости функции D(t, α) для любых p > 0, q > 0,
p+ q = 1; α, β ∈ R, имеем

pD̂(α) + qD̂(β) = pD(tα, α) + p(1− tα)λ+ + qD(tβ, β) + q(1− tβ)λ+ >
> D(ptα + qtβ, pα+ qβ) + (1− (ptα + qtβ))λ+ > D̂(pα+ qβ).

Выпуклость функции D̂(α) установлена.
Докажем непрерывность функции D̂(α) снизу. Пусть αn → α при

n→ ∞. Считая, не ограничивая общности, что последовательность tαn

сходится к t ∈ [0, 1] при n→ ∞, получаем

lim
n→∞

D̂(αn) = lim
n→∞

D(tαn , αn) + lim
n→∞

(1− tαn)λ+ >

> D(t, α) + (1− t)λ+ > D̂(α).

Непрерывность снизу функции D̂(α) также доказана. Неравенство
D̂(α) 6 D(α) следует непосредственно из определения (3.3.6).

В теореме 4.10.1 в [12] установлено, что в окрестности точки a =
aζ
aτ

выполняется D̂(α) = D(α), и при α→ a

D(α) =
1

2
(α− a)2D′′

a

[
1 + o(1)

]
,

где коэффициент

D′′
a :=

∂2

∂α2
D(1, α)

∣∣
α=a

∈ (0,∞)

может быть найден в явном виде (см. [12], теорема 2.9.2). Поэтому вы-
пуклые функции D(α) и D̂(α) обращаются в ноль в единственной точке
α = a.

Докажем (3.3.12). Оценим D̂(α) снизу. В силу свойства (3.2.14) име-
ем

D(t, 0) = tD(0),

D̂(0) = inf
t∈[0,1]

{tD(0) + (1− t)λ+} = min{D(0), λ+}.
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(ii). Пусть λ+ > D(0). В силу теоремы 3.3.1 для любых (λ, µ) ∈ A60

и t > 0 выполняется

D(t, α) > tλ+ αµ = λ+ αµ− λ(1− t). (3.3.20)

Пусть сначала D(α) < ∞. Полагая λ = λ(α), µ = µ(α), в силу (3.3.20)
находим

D(t, α) + λ+(1− t) > λ(α) + αµ(α) + (1− t)(λ+ − λ(α)) =

= D(α) + (1− t)(λ+ − λ(α)).

Так как λ+ > D(0), то в силу (3.3.7) λ(α) 6 D(0) 6 λ+ и при всех
t ∈ [0, 1]

(1− t)(λ+ − λ(α)) > 0. (3.3.21)

Стало быть,

D(t, α) + λ+(1− t) > D(α) и D̂(α) > D(α).

Если D(α) = ∞, то при заданном N > 0 вместо
(
λ(α), µ(α)

)
на-

до выбирать точку (λ̂, µ̂) ∈ A60 такую, что λ̂ + αµ̂ > N , и повторить
приведенные выше рассуждения. Получим D̂(α) > N , что в силу про-
извольности N означает, что D̂(α) = ∞.

Обратное неравенство D̂(α) 6 D(α) очевидно. Это доказывает (3.3.11)
при всех α.

Если α таково, что λ+ > λ(α), то неравенство (3.3.21) (для кото-
рого требовалось условие λ+ > D(0)) выполнено очевидным образом.
Остальные рассуждения, приводящие к (3.3.11), остаются прежними.

(iii). 1) Пусть область (A) вложена в полуплоскость λ < λ+. Так как
в силу (3.3.7)

D(0) = sup
{
λ : inf

µ
A(λ, µ) 6 0

}
,

то этот sup не может превосходить λ+, поскольку по условию A(λ, µ)=∞
при λ > λ+ и любом µ. Поэтому D(0) 6 λ+, D̂(α) = D(α).

2) Если Eζ = 0, то A(0, µ) > 0 при µ ̸= 0, A(λ, 0) < 0 при λ < 0, так
что в силу (3.3.7) D(0) = 0 и выполнено условие [λ+] (см. (3.3.13)).

3) Если τ ⊂= [C∞], то λ+ = ∞ и выполнение (3.3.13) очевидно.
Пусть теперь ζ ⊂= [C∞], λ+ <∞. Установим сначала, что при любых

λ > λ+ и µ выполнено
A(λ, µ) = ∞. (3.3.22)

Допустим противное, что A(λ̃, µ̃) < ∞ при некоторых λ̃ > λ+ и µ̃. Так
как A(ζ)(−µ) = lnEe−µζ <∞ при любом µ, то при

λ ∈ (λ+, λ̃), p :=
λ

λ̃
, q := 1− p, µ := µ̃p, µ′ :=

µ

q
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получим
epA(λ̃,µ̃) = (Eeλ̃τ+µ̃ζ)p <∞,

и в силу неравенства Гельдера

∞ > epA(λ̃,µ̃)+qA(ζ)(−µ′)=(Eeλ̃τ+µ̃ζ)p(Ee−µ
′ζ)q > Eeλτ+µζ−µζ=Eeλτ=∞.

Полученное противоречие доказывает (3.3.22). Из (3.3.22), (3.3.7) выте-
кает, что множество A лежит в полупространстве

{(λ, µ) : λ 6 λ+},

и, стало быть, выполнено первое условие в (3.3.14).
(iv). Если Eζ = 0 или λ+ = ∞, то неравенство λ+ > D(0) уже

установлено. Соотношение A60 ⊂ {λ < λ+} означает, что λ+ больше
первой координаты любой точки (λ, µ) из A60, то есть (см. (3.3.7))

λ+ > sup
(λ,µ)∈A60

λ = D(0).

Условие A60 ⊂ {λ < λ+} можно заменить, очевидно, на условие ∂A60 ⊂
{λ < λ+}.

(v). Соотношение (3.3.15) является следствием выпуклости функции
D(α) > 0, которая обращается в ноль в единственной точке a =

aζ
aτ

.
Установим соотношение (3.3.16) в случае ζ ⊂= [C∞] . Пусть функция

h+(λ) при λ 6 0 определяет верхнюю ветвь границы ∂A60 выпуклого
множества A60, а функция h−(λ) при λ 6 0 определяет ее нижнюю
ветвь. Так как луч

{
(λ, µ) : λ 6 0, µ = 0

}
целиком лежит в множестве

A60, то функция h+(λ) не отрицательна, выпукла вверх и не убывает
при |λ| → ∞ в области λ 6 0. Аналогично, функция h−(λ) не положи-
тельна, выпукла вниз и не возрастает при |λ| → ∞ в области λ 6 0.
Поскольку при любом N <∞ в силу неравенства Коши

sup
|µ|6N

Eeλτ+µζ 6 sup
|µ|6N

√
Ee2µζ

√
Ee2λτ → 0

при λ → −∞, то для всех достаточно больших R при λ 6 −R выпол-
няется h−(λ) 6 −N < N 6 h+(λ). Это означает, что

h±(λ) → ±∞ при λ→ −∞. (3.3.23)

Так как (−α, h±(−α)) ∈ ∂A60 при всех α > 0, то в силу представления
(3.3.4) имеем неравенства

D(α) = sup
(λ,µ)∈∂A60

{λ+ µα} > −α+ h+(−α)α = α
(
h+(−α)− 1

)
;

D(−α) = sup
(λ,µ)∈∂A60

{λ− µα} > −α− h−(−α)α = α
(
− h−(−α)− 1

)
.



3.4. Принципы больших уклонений для Z(T ) 143

Из этих неравенств и из свойства (3.3.23) вытекает, что выпуклая непре-
рывная снизу функция D(α) при |α| → ∞ растет быстрее любой линей-
ной функции, т.е. имеет место (3.3.16). Утверждение (iv) теоремы 3.3.2
и сама теорема 3.3.2 доказаны.

В § 3.5 будет показано, что в случае λ+ < D(0) существует окрест-
ность (β−, β+) точки 0, в которой D̂(α) < D(α), а вне этой окрестности
D̂(α) = D(α). Будет найден явный вид границ β± этой окрестности и
будет пояснен вероятностный смысл условия λ+ < D(0).

В гл. 5 нам понадобятся более полные сведения о функциях укло-
нений ОПВ. В связи с этим в § 3.5 будет продолжено изучение свойств
функций D, D̂ и ряда других характеристик ОПВ.

§ 3.4 Принципы больших уклонений для Z(T )

Теорема 3.3.2 показывает, что существует альтернатива:

либо D̂(0) = D(0) 6 λ+ (выполнено [λ+]),

либо D̂(0) = λ+ < D(0).
(3.4.1)

В первом случае

D̂(α) = D(α) при всех α.

Во втором случае нам понадобится дополнительное условие (нера-
венство λ+ < D(0) в него включено).

[λ+]. λ+ < D(0) и предполагается, что выполнено условие «грубой
гладкости» распределения τ (ПБУ для τ)

lnP(τ > T ) ∼ −λ+T при T → ∞. (3.4.2)

3.4.1 Общий случай

Основным утверждением этого раздела является

Теорема 3.4.1. Пусть выполнены условие допустимой неоднород-
ности

A60 ⊂ [A1] (3.4.3)

и условие [λ+]
∪
[λ+]. Если α = 0, то дополнительно к (3.4.3) предпо-

лагается также, что

λ
(τ1)
+ := sup{λ : Eeλτ1 <∞} > min{D(0), λ+} = D̂(0). (3.4.4)
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При выполнении названных условий
(i). Справедлив локальный ПБУ, т.е. для любого α ∈ R справедливо

равенство

lim
T→∞

1

T
lnP

(
1

T
Z(T ) ∈ ∆[α)

)
= −D̂(α), (3.4.5)

где ∆ = ∆T = o(1) при T → ∞ (см. (3.1.1)).
(ii). Справедлив «интегралный» ПБУ, т.е. для любого борелевского

множества B ⊂ R

lim
T→∞

1

T
lnP

(
1

T
Z(T ) ∈ B

)
6 −D̂

(
[B]

)
, (3.4.6)

lim
T→∞

1

T
lnP(

1

T
Z(T ) ∈ B) > −D̂

(
(B)

)
, (3.4.7)

где [B] и (B) — замыкание и внутренность множества B, соответ-
ственно,

D̂(B) := inf
α∈B

D̂(α).

Функцию D̂(α) мы будем называть функцией уклонений ОПВ обще-
го вида. Если λ+ > D(0), то D̂(α) превращается в D(α) и ее мы будем
называть просто функцией уклонений ОПВ.

Утверждение (i) теоремы 3.4.1 при некотором упрощающем предпо-
ложении доказано в [12] (см. теорему 4.10.1).

Из теоремы 3.4.1 вытекают аналогичные утверждения для обобщен-
ного процесса восстановления

Z(q)(t) = Z(t) + qt, t ∈ [0, T ],

с линейным сносом qt.

Следствие 3.4.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.4.1. Тогда
при любом q ∈ R для процесса Z(q)(T ) имеют место все утверждения
теоремы 3.4.1 с функцией уклонений

DZ(q)
(α) = D̂(α− q).

Доказательство теоремы 3.4.1.
(i). Воспользуемся предварительной версией ПБУ в теореме 3.2.2.

Согласно этой теореме (см. (3.2.23)–(3.2.25)) нам для доказательства
локального ПБУ (3.4.5) надо убедиться, что

lim
T→∞

D̂T (α) = D̂(α), (3.4.8)
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и что в случае α = 0 выполняется

lnP(τ1 > T ) 6 −TD̂(0) + o(T ) при T → ∞. (3.4.9)

Докажем (3.4.8). Обозначим

D̂+(α) := lim
T→∞

D̂T (α), D̂−(α) := lim
T→∞

D̂T (α).

(a). Оценка сверху. Покажем, что

D̂+(α) 6 D̂(α). (3.4.10)

Очевидно,
D̂T (α) 6 D(tα, α) + l(T, 1− tα),

где функция l(T, y) определена в (3.2.22), tα из (3.3.19).
Если tα = 1 (это всегда так, если λ+ > D(0)), то в силу равенства

l(T, 1) = 0 имеем
D̂T (α) 6 D(1, α) = D̂(α).

Отсюда следует соотношение (3.4.10).
Если tα < 1, то λ+ = D̂(0) < D(0) и в силу условия [λ+] существует

lim
T→∞

1

T
lnP(τ > Ty) = −λ+y,

так что

D̂+(α) 6 D(tα, α) + lim
T→∞

l(T, 1− tα) = D(tα, α) + (1− tα)λ+ = D̂(α)

(см. (3.3.19), (3.2.25)). Соотношение (3.4.10) установлено.
(b). Оценка снизу. Покажем, что

D̂−(α) > D̂(α) (3.4.11)

(при этом условие [λ+] ∪ [λ+] не требуется).
Рассмотрим сначала случай λ+ <∞. В силу неравенства Чебышева

для любого ε > 0 существует постоянная c = c(ε) такая, что

P(τ > y) 6 ce−λ+(1−ε)y, (3.4.12)

поэтому (см. (3.2.25))

D̂T (α) > inf
06t61

[
D(t, α) + λ+(1− ε)(1− t)

]
+O(1/T ) >

> (1− ε)D̂(α) +O(1/T ),

D̂−(α) = lim
T→∞

D̂T (α) > (1− ε)D̂(α). (3.4.13)
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Так как ε > 0 произвольно, то соотношение (3.4.11) в случае λ+<∞
доказано.

Рассмотрим теперь случай λ+ = ∞. Повторим предыдущие рас-
суждения, заменив при этом в (3.4.12) величину λ+ на произвольное
большое N и положив ε = 0. Тогда аналогично (3.4.13) получим нера-
венство

D̂−(α) > min
06t61

{D(t, α) + (1− t)N}.

Так как D(t, α) — выпуклая по t функция, то существует постоянная d
такая, что D(t, α) > D(1, α) + (t− 1)d. Поэтому

D(t, α) + (1− t)N > D(1, α) + (1− t)(N − d) > D(1, α) при N > d,

D̂−(α) > D(1, α) = D̂(α).

Утверждение (3.4.8) установлено.
Если α ̸= 0, то первое слагаемое в правой части (3.2.5) равно нулю

и утверждение (3.4.5) теоремы 3.4.1 доказано. Если же α = 0, то в (3.2.5)
будет иметь равенство

P

(
1

T
Z(T ) ∈ ∆[0)

)
=

= P(τ1 > T ) +

T∫
0

H̃1

(
dt, T∆[0)

)
P(τ > T − t). (3.4.14)

Мы уже установили, что второе слагаемое в правой части (3.4.14) имеет
вид e−TD̂(0)(1+o(1)). Поэтому нам осталось доказать (3.4.9). В силу экс-
поненциального неравенства Чебышева и предположения (3.4.4) имеем

P(τ1 > T ) 6 e−TD̂(0)(1+o(1)).

Поэтому

lim
T→∞

1

T
lnP(τ1 > T ) 6 −D̂(0). (3.4.15)

Это неравенство эквивалентно (3.4.9). Утверждение (i) теоремы 3.4.1
доказано.

(ii). Поскольку локальный ПБУ для 1
T Z(T ) установлен, то для дока-

зательства «интегрального» ПБУ достаточно убедиться (см., например,
[12], § 4.1), что для любого N <∞ найдется R=RN<∞ такое, что

lim
T→∞

1

T
lnP

(
1

T

∣∣Z(T )∣∣ > R

)
6 −N. (3.4.16)
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Заметим, что для произвольного M <∞ справедливо неравенство

P

(
1

T

∣∣Z(T )∣∣ > R

)
6

6 P
(
ν(T ) > TM

)
+P

(
|ζ1|+ · · ·+ |ζTM | > RT

)
, (3.4.17)

где
P(ν(T ) > TM) 6 P(TMT 6 T )

(считаем для простоты, что MT — целое число). Из экспоненциального
неравенства Чебышева при M таком, что 1

M < Eτ , получаем

P(ν(T ) > TM) 6 e−MTΛ(τ)(1/M).

Так как Λ(τ)(v) → ∞ при v → 0, то при достаточно большом M = N
находим

P
(
ν(T ) > TM

)
6 e−NT . (3.4.18)

Поскольку случайные векторы ξ1 = (τ1, ζ1), ξ = (τ, ζ), определяющие
процесс Z(T ), удовлетворяют условию [C], то с помощью экспоненци-
ального неравенства Чебышева аналогично оценивается и второе сла-
гаемое в правой части (3.4.17), так что в итоге выполнено (3.4.16). Тео-
рема 3.4.1 доказана.

Замечание 3.4.1. Условия (3.4.3), (3.4.4) допустимой неоднород-
ности являются в случае D̂(0) = D(0) минимальными для справедли-
вости локального ПБУ (3.4.5). Это следует из того, что эти условия
являются необходимыми для выполнения (3.4.5). Действительно, пусть
D̂(0) = D(0) и справедлив локальный ПБУ (3.4.5). Установим неравен-
ство (3.4.4). Поскольку

P(τ1 > T ) 6 P

(
1

T
Z(T ) ∈ ∆[0)

)
,

то
lim
T→∞

1

T
lnP(τ1 > T ) 6 −D(0).

Отсюда вытекает, что для любого λ < D(0) выполняется

∞∫
0

eλtP(τ1 > t)dt <∞, Eeλτ1 <∞.

Последнее означает, что λ(τ1)+ > D(0) и неравенство (3.4.4) имеет место.
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Несколько более сложным образом в [33] установлена необходимость
и условия (3.4.3).

Замечание 3.4.2. Если процесс Z(t) удовлетворяет условиям тео-
ремы 3.4.1, то, очевидно, процесс −Z(t) также удовлетворяет этим усло-
виям. Поэтому локальный ПБУ (3.4.5) допускает следующую эквива-
лентную (3.4.5) формулировку:

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (α)ε

)
= −D̂(α),

где (α)ε есть ε-окрестность точки α, ε = o(1) при T → ∞ (εT → 0 до-
статочно медленно при T → ∞). Отсюда, в свою очередь, нетрудно
получить, что для любой последовательности T ′ ∼ T при T →∞ вы-
полняется

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T ′)

T
∈ (α)ε

)
= lim

T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (α)ε

)
= −D̂(α).

Замечание 3.4.3. Из доказательства теоремы 3.4.1 (см. также за-
мечание 2 в [32]) видно, что утверждения этой теоремы останутся спра-
ведливыми и в том случае, когда распределение первого скачка (обо-
значим его через ξ1,T = (τ1,T , ζ1,T )) зависит от T так, что при всех (λ, µ)
и достаточно больших T

ψ1,T (λ, µ) := Ee
λτ1,T+µζ1,T 6 cψ1(λ, µ), c = const, (3.4.19)

где ψ1(λ, µ) — преобразование Лапласа над распределением некоторо-
го фиксированного случайного вектора ξ1 = (τ1, ζ1). При этом условия
теоремы 3.4.1 следует относить к этому фиксированному вектору ξ1.

3.4.2 Однородные процесс и процессы со стационарными
приращениями

Очевидно, что для однородных процессов восстановления Z(t), для ко-
торых случайный вектор ξ1 = (τ1, ζ1) имеет то же распределение, что
и вектор ξ = (τ, ζ), соотношения (3.4.3), (3.4.4) выполнены. Поэто-
му для однородных процессов восстановления в теореме 3.4.1 и след-
ствии 3.4.1 условия (3.4.3), (3.4.4) излишни (выполняются автоматиче-
ски).

Обратимся теперь к важному для приложений случаю, когда про-
цесс Z(t) имеет стационарные приращения, т.е. распределение разно-
стей

Z(t+ h)− Z(t)
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не зависит от t > 0. Как известно, процесс Z(t) является процессом со
стационарными приращениями, если «начальный» вектор ξ1 = (τ1, ζ1)
выбран специальным образом так, что

ψ1(λ, µ) := Eeλτ1+µζ1 =
1

λEτ

(
ψ(λ, µ)−ψ(0, µ)

)
, (3.4.20)

где ψ(λ, µ) := Eeλτ+µζ (см. лемму 1.1.2, а также [12], § 4.10).
Возникает естественный вопрос: в каких случаях условия допусти-

мой неоднородности (3.4.3), (3.4.4) теоремы 3.4.1 будут выполнены для
процессов со стационарными приращениями? Ответ на этот вопрос от-
части содержится в следующем утверждении.

Везде в дальнейшем начальные скачки ξ1 для ОПВ со стандартны-
ми приращениями мы будем обозначать через ξ(st) — для того, чтобы
отличать их от начальных скачков в общем случае. Соответственно, все
обозначения, соответствующие ξ(st), будут снабжаться верхним индек-
сом (st). Например, функция ψ(st)(λ, µ) равна правой части в (3.4.20),

A(st) :=
{
(λ, µ) : ψ(st)(λ, µ) <∞

}
и т.д.

Следствие 3.4.2. Пусть Z(t) = Z(st)(t) есть ОПВ со стационар-
ными приращениями, (т.е. ξ1 = ξ

(st)) и выполнено хотя бы одно из сле-
дующих двух условий

(a) множество (A) прямоугольно (как в случае независимых τ и ζ),
т.е.

(A) = (−∞, λ+)× (µ
(ζ)
− , µ

(ζ)
+ );

(b) ζ ∈ [C∞].
Тогда D̂(α) = D(α) при всех α и справедливы утверждения (3.4.5)–
(3.4.7) теоремы 3.4.1.

Доказательство. Тот факт, что D̂(α) = D(α), вытекает из условий
(a), (b) и теоремы 3.3.2 (см. (3.3.14)). Остается проверить выполне-
ние условий допустимой неоднородности (3.4.3), (3.4.4). Так как в силу
(3.4.20) для рассматриваемых процессов выполняется λ

(τ1)
+ = λ+, то

условие (3.4.4) выполнено.
Рассмотрим условие (3.4.3). Если выполнено (a), то (0, µ) ∈ A при

µ ∈ (µ
(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ) и, стало быть, в силу (3.4.20) (A(st)) = (A), что вле-

чет за собой выполнение (3.4.3). Если выполнено (b), то ψ(0, µ) < ∞
при любом µ и вновь (A(st)) = (A) и выполнено (3.4.3). Следствие 3.4.1
доказано.
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Для зависимых τ и ζ может оказаться, что существует точка (λ, µ) ∈
A60 при λ < 0 такая, что ψ(st)(λ, µ) = ∞, и условие (3.4.3) не будет
выполнено. На это указывает следующий

Пример 4.1. Пусть ζ = τ + ω, где ω не зависит от τ . Тогда

ψ(λ, µ) := Eeλτ+µ(τ+ω) = ψ(τ)(λ+ µ)ψ(ω)(µ),

и в силу (3.4.20)

ψ(st)(λ, µ) =
1

λEτ
ψ(ω)(µ)

[
ψ(τ)(λ+ µ)− ψ(τ)(µ)

]
.

Выберем τ и ω так, что при некотором δ ∈ (0, 1/2) имеют место следу-
ющие соотношения

ψ(τ)(1− δ) = ∞, ψ(ω)(1) 6 1, ψ(ω)(1 + δ) <∞.

Тогда при (λ, µ) = (−1 + δ1, 1 + δ2) и всех δ1, δ2 таких, что |δ1|+|δ2|<δ,
выполняется

ψ(st)(λ, µ) =
1

(−1 + δ1)Eτ
ψ(ω)(1 + δ2)

[
ψ(τ)(δ1 + δ2)− ψ(τ)(1 + δ2)

]
= ∞.

Это означает, что точка (−1, 1) вместе с некоторой окрестностью лежит
вне множества A(st), т.е. (−1, 1) ̸∈ [A(st)]. В то же время ψ(−1, 1) =
ψ(ω)(1) 6 1, т.е. (−1, 1) ∈ A60. Сказанное означает, что условие (3.4.3)
при A1 = A(st) не выполнено.

Таким образом, выполнение ПБУ для однородных ОПВ не означает,
вообще говоря, его выполнение для ОПВ со стационарными приращени-
ями. Если условия (a), (b) следствия 3.4.1 не выполнены, то требуется
дополнительная проверка условия допустимой неоднородности (3.4.3).

3.4.3 ПБУ для процесса
(
Z(t), γ(t)

)
и его следствия

Если предположить, что в случае λ+ < ∞ выполнено условие (3.4.2)
«грубой правильности» распределения τ , то можно установить ПБУ
для вектора

(
Z(t), γ(t)

)
, из которого будет вытекать ряд полезных след-

ствий. Для простоты мы ограничимся рассмотрением однородного слу-
чая.

Теорема 3.4.2. (i). Пусть λ+ < ∞ и выполнено условие (3.4.2).
Тогда при u < 1, ∆ = o(1), δ = o(1) при T → ∞ справедливо соотно-
шение

1

T
lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) ∈ Tδ[u)

)
=

= −D(1− u, α)− λ+u+ o(1). (3.4.21)
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(ii). Если λ+ = ∞, то при T → ∞

1

T
lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
=

1

T
lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) < δT

)
+ o(1) =

= −D(α) + o(1). (3.4.22)

Если в (3.4.21) положить u = uk = kδ, k = 0, 1, . . . , N − 1, N = 1/δ
(считаем, что N — целое число), то P

(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
будет суммой

вероятностей под знаком ln в (3.4.21) при u = uk, k = 0, . . . , N − 1.
Поэтому из теоремы 3.4.2 следует утверждение теоремы 3.4.1.

Доказательство теоремы 3.4.2 в части (i) повторяет рассуждения
в доказательствах теорем 3.2.2, 3.4.1, но в упрощенном виде, так как
аналог представления (3.2.26) (теперь для lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) ∈

Tδ[u)
)
) будет иметь в правой части вместо

∫ T
0 (ср. с (3.2.26)) интеграл∫ T (1−u)

T (1−u−δ), который оценивается сверху и снизу соответственно значени-
ями

H1

(
Tδ[1− u− δ), T∆[α)

)
P(τ > uT ) и

H1

(
Tδ[1− u− δ), T∆[α)

)
P
(
τ > T (u+ δ)

)
.

(3.4.23)

Так как
1

T
lnP(τ > uT ) ∼ −λ+u+ o(1) (3.4.24)

при всех λ+ <∞, то остальные рассуждения остаются без изменения.
В случае (ii) в представлении для lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) ∈ Tδ[u)

)
вида (3.4.21) при u > δT в правой части (3.4.21) вместо слагаемого
λ+u появится слагаемое, неограниченно растущее при T → ∞. Отсюда
вытекает (3.4.22). Теорема 3.4.2 доказана.

Из теоремы 3.4.2 вытекает

Следствие 3.4.3. При выполнении условий теоремы 3.4.2

1

T
lnP

(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) < δT

)
= −D(α) + o(1). (3.4.25)

Отметим, что условия, достаточные для выполнения (3.4.25), можно
немного ослабить.

Следствие 3.4.4. Если выполнено условие [λ+]
∪
[λ+], то выпол-

нено (3.4.25).

Доказательство. Если выполнено [λ+], то (3.4.25) вытекает из след-
ствия 3.4.3.
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Если λ+ > D(0), то оценка сверху

lnP
(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) < δT

)
<

< lnP
(
Z(T ) ∈ T∆[α)

)
= −TD(α) + o(T )

вытекает из теоремы 3.4.1. Для получения оценок снизу воспользуемся
оценкой в (3.4.23) при u = 0, так что

P
(
Z(T ) ∈ T∆[α), γ(T ) > δT

)
> H1

(
Tδ[1− δ), T∆[α)

)
P(τ > δT ),

и тем фактом, что, согласно доказательству теоремы 3.4.1, inf в (3.2.25)
достигается в случае λ+ > D(0) в точке t = 1. Следствие 3.4.4 доказано.

Таким образом, если несколько сузить событие
{
Z(T ) ∈ T∆[α)

}
,

добавив к нему высоковероятное событие
{
γ(T ) < δT

}
(вероятность

P
(
γ(T ) > δT

)
допускает экспоненциальную оценку относительно δT ),

то для него при условии [λ+] ∪ [λ+] всегда будет иметь место ПБУ
с функцией уклонений D(α).

§ 3.5 Базовые функции и их свойства. Дальней-
шие свойства функций уклонений D(α), D̂(α).
Об условии λ+<D(0)

3.5.1 Базовая функция и ее свойства. Дальнейшие свой-
ства функции D(α)

Напомним, что в силу теоремы 3.3.1 имеем (см. (3.3.4))

D(α) = D(1, α) = sup
(λ,µ)∈∂A60

(λ+ αµ). (3.5.1)

Поэтому для изучения свойств функции D(α) нам нужно описать по-
ведение границы ∂A60.

Отметим прежде всего, что так как Eτ>0, A(0, 0)=0, ∂
∂λA(λ, 0)>0,

то множество A60 всегда телесно. Для описания границы ∂A60 рас-
смотрим сечение A(µ) множества A на уровне µ:

A(µ) := {λ : A(λ, µ) <∞}

и положим

µ+ := sup{µ : A(µ) ̸= ∅}, µ− := inf{µ : A(µ) ̸= ∅}.
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Пусть M — множество значений µ, для которых A(λ, µ) < ∞ при
каком-нибудь λ:

(µ−, µ+) ⊂ M :=
{
µ : min

λ
A(λ, µ) <∞

}
⊂ [µ−, µ+].

Если µ ∈ M, то функция A(λ, µ) строго возрастает по λ от −∞ до ∞
и, стало быть, определены значения

A(µ):= inf
{
λ : A(−λ, µ) 6 0

}
=− sup

{
λ : A(λ, µ) 6 0

}
,

A∞(µ):= inf
{
λ : A(−λ, µ)<∞

}
=− sup

{
λ : A(λ, µ)<∞

}
,

(3.5.2)

так что A(µ) является обобщенным решением относительно λ уравне-
ния

A(−λ, µ) = 0.

Очевидно, (
−A(µ), µ

)
∈ ∂A60,

(
−A∞(µ), µ

)
∈ ∂A,

т.е. кривая λ = −A(µ) в R2 есть параметрическое задание границы
∂A60, а кривая λ = −A∞(µ) — параметрическое задание границы мно-
жества A при µ ∈ M. Если для µ ∈ R не существует точки λ такой, что
A(λ, µ) < ∞, то мы положим A(µ) = ∞, A∞(µ) = ∞. Сказанное до-
определяет функцию A(µ) на всей оси; при этом A(µ) = ∞ при µ /∈ M
(µ± являются точками разрыва; значения A(µ±) могут быть конечны-
ми), а соотношение (3.5.1) можно записать в виде

D(α) = sup
µ

{
µα−A(µ)

}
. (3.5.3)

Это означает, что D(α) есть преобразование Лежандра над A(µ).
Функция A(µ), определенная в (3.5.2), будет играть в дальнейшем

важную роль. Мы назовем ее базовой функцией для ОПВ.
Если τ1 ≡ τ ≡ 1 (Z(k) = Zk есть обычное случайное блуждание), то

A(−λ, µ) = −λ+A(ζ)(µ) и A(µ) = A(ζ)(µ).

Если τ и ζ независимы, τ имеет экспоненциальное или геометри-
ческое распределение, то однородный ОПВ Z(t) становится процессом
с независимыми приращения; функция A(τ)(λ) известна в явном виде,
как и решение относительно λ уравнения

A(τ)(−λ) +A(ζ)(µ) = 0
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(в терминах функции A(ζ)(µ)). Если τ имеет экспоненциальное распре-
деление с параметром β, то ОПВ Z(t) становится обобщенным пуассо-
новским процессом,

EeµZ(t) = exp
{
tβ(ψ(ζ)(µ)− 1)

}
, A(τ)(λ) = ln

β

β − λ
,

A(µ) = β(ψ(ζ)(µ)− 1) = lnEeµZ(1).

Однако, как мы увидим ниже, в общем случае функция A(µ) не обя-
зана быть логарифмом преобразования Лапласа.

Приведем основные свойства базовой функции.

Теорема 3.5.1. Базовая функция A(µ) выпукла, непрерывна снизу
(изнутри множества конечности) и является преобразованием Ле-
жандра над функцией уклонений D(α), так что наряду с (3.5.3) вы-
полняется

A(µ) = sup
α

{
µα−D(α)

}
. (3.5.4)

Таким образом, A(µ) и D(α) образуют пару функций, связанную
дуальными преобразованиями Лежандра.

Доказательство. Заметим предварительно, что всегда

A
(
−A(µ), µ

)
6 0, если A(µ) <∞. (3.5.5)

Действительно, из определения (3.5.2) следует, что в случае A(µ)<∞
существует последовательность λn < −A(µ) такая, что λn → −A(µ)
при n → ∞ и A(λn, µ) 6 0, т.е. (λn, µ) ∈ (A60). Но функция A(λ, µ)
непрерывна снизу (изнутри области конечности). Поэтому

0 > A(λn, µ) → A
(
−A(µ), µ

)
при n→ ∞.

Это доказывает (3.5.5).
Докажем выпуклость A(µ), т.е. что для любых µ1, µ2 ∈ R, p > 0,

q > 0, p+ q = 1 выполняется

A(pµ1 + qµ2) 6 pA(µ1) + qA(µ2). (3.5.6)

Если A(µ1) = ∞ или A(µ2) = ∞, то неравенство (3.5.6) выполнено.
Если A(µ1) <∞ и A(µ2) <∞, то согласно (3.5.5)

A
(
−A(µ1), µ1

)
6 0, A

(
−A(µ2), µ2

)
6 0.

Поэтому в силу выпуклости функции A(λ, µ) имеем

A
(
− pA(µ1)− qA(µ2), pµ1 + qµ2

)
6

6 pA
(
−A(µ1), µ1

)
+ qA

(
−A(µ2), µ2

)
6 0. (3.5.7)



3.5. Базовая функция, функция уклонений и их свойства 155

Так как левая часть в (3.5.7) неположительна, то значение первого ар-
гумента функции A(·, ·) в левой части (3.5.7) в силу определения (3.5.2)
не превосходит значения функции −A(·) от второго аргумента функции
A(·, ·), т.е.

−pA(µ1)− qA(µ2) 6 −A(pµ1 + qµ2).

Это доказывает (3.5.6).
Докажем теперь, что функция A(µ) непрерывна снизу. Для выпук-

лой функции A(µ) свойство непрерывности снизу достаточно проверить
только в точках разрыва µ±. Пусть

A+ := lim
µ↑µ+

A(µ).

Если A+ = ∞, то в силу выпуклости A(µ) имеем A(µ+) = ∞ = A+.
Пусть теперьA+ <∞. Поскольку функция A(λ, µ), определяющая мно-
жество A60, выпукла и непрерывна снизу, то множество A60 выпукло
и замкнуто и, следовательно, «горизонтальный луч»

L+ :=
{
(λ, µ+) : λ 6 −A+

}
принадлежит A60. Из определения (3.5.2) следует, что луч L+ являет-
ся частью границы ∂A60 множества A60. Отсюда вытекает равенство
A(µ+) = A+, означающее непрерывность снизу функции A(µ) в правой
точке разрыва µ+. Непрерывность снизу функции A(µ) в левой точке
разрыва µ− доказывается аналогично.

Так как функция A(µ) выпукла и непрерывна снизу (как и функция
D(α)), то в силу (3.5.3) справедливо соотношение (3.5.4) (см., например,
[67, § 12]). Теорема 3.5.1 доказана.

Продолжим описание свойств базовой функции A(λ).
Очевидно, что всегда

A∞(µ) 6 A(µ).

Так как (0, 0) ∈ (A), A(0) = 0, то всегда A∞(µ) < A(µ) в окрестности
точки µ = 0. Положим

µ+ := min
{
µ > 0 : A(µ) = A∞(µ)

}
,

µ− := max
{
µ < 0 : A(µ) = A∞(µ)

}
.

(3.5.8)

При µ ∈ (µ−, µ+) выполняется

A∞(µ) < A(µ),
(
−A(µ), µ

)
∈ (A)
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и λ = −A(µ) есть единственное решение уравнения

A(λ, µ) = 0. (3.5.9)

По теореме о неявной функции, функция A(µ) будет аналитической
в области (µ−, µ+). Эту область мы будем называть основной областью
аналитичности функции A(µ).

Значения функции A(λ, µ) на границе ∂A (при λ = −A∞(µ)) могут
быть как конечными, так и бесконечными; могут колебаться (пооче-
редно убывать или возрастать). Если эти колебания происходят вокруг
нулевого значения, то при µ ∈ (µ+, µ

+) возможно появление наряду с ос-
новной областью аналитичности (µ−, µ+) новых областей, на которых
A(µ) > A∞(µ) и, стало быть, функция A(µ) вновь станет аналитиче-
ской, так как будет решением уравнения (3.5.9), лежащим внутри A.
Обозначим

M =
{
µ : A(µ) > A∞(µ)

}
, M∞ =

{
µ : A(µ) = A∞(µ)

}
. (3.5.10)

Функция A(µ) будет аналитической в области M ⊃ (µ−, µ+) (эта об-
ласть может быть не односвязной; внутри области M∞ функция A(µ)
также может иметь области аналитичности). В области

(µ−, µ+) =M ∪M∞

функция A(µ) выпукла, непрерывна и, стало быть, почти всюду диффе-
ренцируема, но производная A′(µ) в областиM∞ может иметь разрывы.

Если дана функция F (u, v) двух переменных u и v, то в дальнейшем
нижними индексами (1) и (2) мы будем отмечать производные по пер-
вому и второму аргументу, соответственно. Например:

F ′
(1)(u1, v1) =

∂

∂u
F (u, v)|(u,v)=(u1,v1),

F ′′
(1,2)(u1, v1) =

∂

∂u∂v
F (u, v)|(u,v)=(u1,v1).

Рассмотрим некоторые аналитические свойства функции A(µ) в точ-
ке 0. Имеем

A(0, 0) = 0, A(0) = 0,

A′
(1)(0, 0) = aτ = Eτ, A′

(2)(0, 0) = aζ = Eζ, A′′
(1,1)(0, 0) = Dτ,

A′′
(1,2)(0, 0) = Eτζ − aτaζ , A′′

(2,2)(0, 0) = Dζ.

Дифференцируя по µ тождество A
(
− A(µ), µ

)
= 0 в точке µ = 0,

получим

A′(0) =
aζ
aτ

= a, A′′(0) =
1

aτ
E(ζ − aτ)2 (3.5.11)
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и, стало быть (см. теорему 1.2.1),

A′(0) = lim
t→∞

EZ(t)

t
, A′′(0) = lim

t→∞

DZ(t)

t
, (3.5.12)

так что A′(0) и A′′(0) суть, соответственно, среднее значение матема-
тического ожидания и дисперсии Z(t) на единицу времени. Сказанное
показывает, что функция A(µ) обладает многими существенными свой-
ствами логарифма преобразования Лапласа над распределением. Ниже
будет показано (см. теорему 3.7.1), что наряду с (3.5.12) в предположе-
нии, что λ+ > D(0), справедливо соотношение

A(µ) = lim
t→∞

1

t
lnEeµZ(t).

Будет получен аналог этого соотношения и в общем случае.
С помощью преобразования Крамера нетрудно убедиться также, что

при µ ∈ (µ−, µ+) наряду с (3.5.11) справедливо строгое неравенство

A′′(µ) > 0.

Возможное несовпадение областей M и (µ−, µ+) есть свойство, отли-
чающее функциюA(µ) от логарифма преобразования Лапласа над неко-
торым распределением, скажем, от функции A(ζ)(µ). Отметим, что для
всех распределений, часто встречающихся в приложениях (экспонен-
циального (для τ), нормального, ограниченного и др.), выполняются
соотношения A(λ, µ) = ∞ при (λ, µ) ∈ ∂A (при λ = −A∞(µ)) и
A(µ) > A∞(µ) при µ ∈ (µ−, µ+) = (µ−, µ+), так что области M и
(µ−, µ+) совпадают и отмеченное выше отличие отсутствует.

Вернемся к функции D(α) = D(1, α). Как уже отмечалось, пред-
ставление (3.5.1) можно записать в виде

D(α) = sup
(λ,µ)∈∂A60

{λ+ αµ} = sup
µ

(
αµ−A(µ)

)
, (3.5.13)

так что D(α) есть преобразование Лежандра в точке α над выпуклой
непрерывной снизу функцией A(µ). Другими словами, функция D(α)
определяется по функцииA(µ) таким же образом, каким функция укло-
нений Λ(α) для случайных блужданий определяется по логарифму пре-
образования Лапласа над распределением скачка. В силу сказанного
выше о свойствах функции A(µ), вторая функция уклонений D(α) бу-
дет обладать многими теми же аналитическими свойствами, что и функ-
ция уклонений Λ(α). Значительная часть этих свойств уже установле-
на; они немедленно вытекают также из (3.5.13). Добавим к ним еще ряд
свойств функций D(α) и A(µ) и сформулируем итог в виде теоремы.
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Обозначим через µ(α) значение, при котором достигается sup в пра-
вой части (3.5.13), так что

D(α) = αµ(α)−A
(
µ(α)

)
. (3.5.14)

Заметим также, что в силу выпуклости функции A(µ) п.в. существу-
ет монотонно возрастающая производная A′(µ), A(µ) =

∫ µ
0 A

′(v)dv.
В дальнейшем нам придется иметь дело с функциями, обратными к воз-
растающим (не обязательно строго монотонно) и не обязательно непре-
рывным функциям (таким как A′(µ)). Если F (u) есть такая функция,
то можно положить, например,

F (−1)(v) = sup{u : F (u) < v} (3.5.15)

(обобщенная обратная функция). Эта функция будет непрерывна слева
(снизу). Если неравенство в (3.5.15) заменить на F (u) 6 v, то F (−1)(v)
будет функцией, непрерывной справа (сверху). Если исходная функция
F (u) была непрерывной слева, то при определении обратной функции
в форме (3.5.15) функция, обратная к F (−1)(v), будет совпадать с F ,
так что

(F (−1))(−1)(u) = F (u). (3.5.16)

В ряде случаев оказывается, что на одной полуоси v > v0 нам будет
удобно использовать определение (3.5.15), а на другой полуоси v6 v0
вместо неравенства F (u)<v в (3.5.15) использовать неравенство F (u)6 v.
В том случае, когда у нас есть свобода доопределения по непрерывности
исходной функции F (u) (такой произвол всегда есть для возрастающей
функции F (u) = A′(u)), то также всегда можно добиться выполнения
(3.5.16), положив F непрерывной слева при u > F (−1)(v0) и непрерыв-
ной справа при u 6 F (−1)(v0).

Чтобы в дальнейшем не затруднять понимание выкладок такими
уточнениями, относящимися главным образом, к функции A′(µ), мож-
но иметь в виду наиболее распространенный случай, когда функция
A′(µ) строго монотонна и непрерывна в области

{
µ : A(µ) 6 0

}
(тогда

названные выше уточнения не потребуются). При переходе к общему
случаю функцию A′(µ) следует определить как функцию непрерывную
справа в области (µ−, µ(0)] и непрерывную слева в области

(
µ(0), µ+

)
.

Аналогичным образом мы определим функцию µ(α) = (A′)(−1)(α); для
нее точкой, в которой меняется направление непрерывности, является
точка α = 0. Тогда будет выполняться (3.5.16) при F = A′. Таким обра-
зом мы будем считать, что функция A′(µ) определена всюду (а вместе
с ней и функция µ(α) = (A′)(−1)(α)) как функция непрерывная «изнут-
ри» отрезка [µ−, µ+] в обоих направлениях от точки µ(0) (от точки 0
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на [α−, α+] для функции (A′)(−1)(α)). При этом будут выполнены нуж-
ные нам соотношения (3.5.43)–(3.5.46) (см. ниже).

Отметим, что равенство функций (3.5.16) не влечет за собой, вообще
говоря, «равенство аргументов», т. е. соотношение
F (−1)(F (u)) = u. Последнее равенство будет иметь место, если точка u
не принадлежит интервалу постоянства функции F .

Теорема 3.5.2. (i). Пусть d+, d− — границы множества D<∞
1 ко-

нечности функции D(α):

d+ := sup
{
α : D(α) <∞

}
, d− = inf

{
α : D(α) <∞

}
.

Тогда
d− = ess inf

ζ

τ
, d+ = ess sup

ζ

τ
. (3.5.17)

(ii). При µ∈ (µ−, µ+) (см. (3.5.8)) функция

A(µ) = − sup
{
λ : A(λ, µ) 6 0

}
аналитична и является единственным решением относительно λ урав-
нения A(−λ, µ) = 0.

(iii). Функция µ(α) есть «обобщенная» обратная функция к произ-
водной A′(µ):

µ(α) = (A′)(−1)(α) (3.5.18)

(нужное нам уточнение свойств непрерывности функции A′(µ) было
произведено выше, а вместе с этим и уточнение обратной функции
(A′)(−1) такое, чтобы выполнялось (3.5.16)), так что

µ(α) = µ+ при α > α+ := A′(µ+ − 0),

µ(α) = µ− при α < α− := A′(µ− + 0).

(iv). При всех α

D′(α) = (A′)(−1)(α) = µ(α) (3.5.19)

или, что то же,

D(α) =

α∫
a

µ(v)dv, A′(µ) = (D′)(−1)(µ);

lim
α→∞

D(±α)
α

= ±µ±.

(3.5.20)

Функция D(α) при α > a склеена (с сохранением непрерывности про-
изводных), вообще говоря, из трех кусков:
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1) аналитической функции на [a, α+), α+ := A′(µ+ − 0) (µ+ опреде-
лено в (3.5.8)). Функция µ(α) также аналитична в области [a, α+).

2) «промежуточной» части в области (α+, α
+), α+ = A′(µ+−0),

в которой могут быть интервалы аналитичности. Эта часть от-
сутствует, если µ+ = µ+, или, что то же, если

A(λ, µ) > 0 при (λ, µ) ∈ ∂A, µ ∈ (µ−, µ
+). (3.5.21)

3) линейной части

D(α) = D(α+) + (α− α+)µ+ при α > α+.

(эта часть отсутствует, если µ+ = ∞ или D(α+) = ∞).
Аналогичное склеивание имеет место при α 6 a и значениях α−,

α−, определенных равенствами α− := A′(µ− + 0), α−:=A′(µ−+0).
(v).

D(a) = D′(a) = 0, D′′(a) =
1

A′′(0)
=

aτ
E(ζ − aτ)2

. (3.5.22)

Отметим, что для независимых τ и ζ

d− =
ess inf ζ

ess sup τ
, d+ =

ess sup ζ

ess inf τ
.

В силу утверждения (ii), главное «аналитическое» отличие второй
функции уклонений D(α) от «обычной» функции уклонений состоит
в возможности появления «промежуточных зон» (α−, α−), (α+, α

+) меж-
ду областями аналитичности и линейности функции D(α). У «обыч-
ной» функции уклонений такие зоны отсутствуют (см, например, [10,
§ 9.1], [12, § 1.1.1]). Напомним, что аналогично функция A(µ) отличается
от логарифма преобразования Лапласа над некоторым распределением
возможным появлением промежуточных зон (µ−, µ−), (µ+, µ+).

Доказательство теоремы 3.5.2. (i). Докажем второе соотношение
в (3.5.17). По определению значения b := ess sup ζ

τ для любого ε > 0
существует p > 0 такое, что

P

(
ζ

τ
> b− ε

)
> 2p.

При этом всегда найдется t0 > 0 такое, что

P

(
ζ

τ
> b− ε, τ > t0

)
> p.
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Пусть для определенности b > 0. Обозначим

Bj =

{
ζj
τj
> b− ε, τj > t0

}
, B(n) =

n∏
j=1

Bj ,

где (τj , ζj) =
p
(τ, ζ) (процесс однороден), и положим nt = t/t0. На мно-

жестве B(nt) имеем

η(t) <
t

t0
= nt. (3.5.23)

Пусть для простоты t таково, что nt есть целое число. Если положить

At =

{
Z(t)

t
> b− ε

}
,

то, очевидно,

P(At) > P
(
AtB(nt)

)
= pntP

(
At |B(nt)

)
.

Все скачки процесса Z(u) с номерами j 6 nt имеют на множестве B(nt)

«наклон» ζj
τj
> b − ε. Следовательно, средний наклон траектории Z(u)

на первых η(t) 6 nt скачках также будет иметь средний наклон

Z(t)

t
> b− ε.

Это означает, что

P
(
At |B(nt)

)
= 1, P(At) > pnt

и в силу (3.5.23)

1

t
lnP(At) >

nt
t

ln p =
ln p

t0
> −∞.

По ПБУ отсюда следует, что

−∞ < lim
t→∞

1

t
lnP

(
Z(t)

t
> b− ε

)
6 lim

1

t
lnP

(
Z(t)

t
> b− ε

)
6

6 −D̂
(
(b− ε,∞)

)
. (3.5.24)

С другой стороны, наклон любого скачка (τj , ζj) процесса Z(u) не может
превосходить b+ ε, и, стало быть, средний наклон Z(t)

t также обладает
этим свойством. В соответствии с ПБУ

−∞ = lim
1

t
lnP

(
Z(t)

t
> b+ ε

)
> −D̂

(
(b+ ε,∞)

)
. (3.5.25)
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Из (3.5.24), (3.5.25) следует, что D̂
(
(b − ε,∞)

)
<∞, D̂

(
(b + ε,∞)

)
=∞.

Так как области конечности функций D и D̂ совпадают (см. ниже тео-
рему 3.5.3), то в силу произвольности ε > 0 получаем d+ = b = ess sup ζ

τ .
Доказательство первого соотношения в (3.5.17) происходит точно

так же. Изменения, которые надо внести в доказательство в случае
b < 0 не существенны. Утверждение (i) теоремы 3.5.2 доказано.1

(ii). Так как A′(µ) монотонно возрастает, то при α ∈ (α−, α+) урав-
нение

A′(µ) = α (3.5.26)

для точки µ = µ(α), в которой достигается sup в (3.5.13), единственным
образом разрешимо и µ(α), являясь функцией, обратной к A′(µ), лежит
в области аналитичности функции A(µ). Стало быть, по теореме о неяв-
ной функции, функции µ(α), A

(
µ(α)

)
и D(α) = αµ(α)+A

(
µ(α)

)
ана-

литичны на (α−, α+).
(iii). Чтобы упростить изложение, мы примем соглашение, что мно-

жество M∞ в (3.5.10) состоит из не более чем конечного числа отрезков
или полуинтервалов (на концах области (µ−, µ+)), и, стало быть, про-
изводная A′(µ) имеет конечное число точек разрыва. Тогда функция
A(µ) всюду дифференцируема за исключением, быть может, конечного
числа точек. Пусть для определенности α > a и µj > 0, j = 1, . . . , k —
положительные точки разрыва. Если в точке µ существует A′(µ) = α,
то согласно (3.5.26) µ = µ(α) есть значение функции, обратной к A′(µ).
Рассмотрим теперь точки разрыва. Пусть α1 = A′(µ1 − 0). Тогда при
α > α1 величина µ(α) по ее определению будет сохранять постоянное
значение µ1 в области (α1, α

+
1 ], где α+

1 = A′(µ1 + 0). При α > α+
1 вновь

будет действовать соотношение (3.5.26) до точки α2 = A′(µ2 − 0) и т.д.
Но описанное построение функции µ(α) есть ни что иное, как опреде-
ление в (3.5.18) обобщенной обратной функции.

Далее, дифференцируя по α ∈ (α−, α+) тождество

D(α) = αµ(α)−A
(
µ(α)

)
,

в силу (3.5.26) находим

D′(α) = µ(α) + αµ′(α)−A′(µ(α))µ′(α) = µ(α). (3.5.27)

Отсюда следует, что при α0 ∈ (α−, α+), α ∈ (α−, α+) выполняется

D(α) = D(α0) +

α∫
α0

µ(α)dα. (3.5.28)

1Для независимых τ и ζ утверждение п. (i) теоремы 3.5.2 доказано в п. (ii) тео-
ремы 2.2 в [15], но условие независимости в п. (ii) теоремы 2.2 в [15] пропущено.
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Как ведет себя функция D(α) при α > α+ и α < α−? Пусть α>α+. Вне
отрезков [αj , α

+
j ], где αj = A′(µj−0), α+

j = A′(µj+0), j = 1, . . . , k, полу-
ченное выше соотношение (3.5.27) сохраняется и µ(α) = D′(α). При
α ∈ [αj , α

+
j ]

D(α) = αµ(α)−A
(
µ(α)

)
= αµj −A(µj) = D(αj) + (α− αj)µj

и функция D является линейной, оставаясь в целом выпуклой и непре-
рывной. Это значит, что интегральное представление (3.5.28) сохраня-
ется при µ(α) = µj в областях α ∈ [αj , α

+
j ], j = 1, . . . , k.

Аналогично, при µ+ <∞, α > α+ := A′(µ+ − 0) выполняется

D(α) = αµ+ −A(µ+) = D(α+) + (α− α+)µ+, (3.5.29)

так что µ(α) = µ+ при α > α+. Это доказывает соотношение (3.5.20),
из которого следует, что

D(α)

α
→ µ+ при α→ ∞. (3.5.30)

Аналогично рассматривается случай, когда α < α−, точки скачков
отрицательны, а также случай α < a.

Из соотношений (3.5.20), (3.5.18), (3.5.29) и сказанного выше следу-
ют свойства функции D, названные в п. 1)–3) раздела (iv) теоремы.

В общем случае (без упрощающего предположения о конечности
числа точек разрыва A′(µ)) соотношения (3.5.18), (3.5.20) доказаны
в [53]. Остается неясным насколько названное предположение сужает
общность. Нам неизвестны примеры распределений (τ, ζ), для которых
функция A′(µ) имела бы бесконечное число точек разрыва. Построение
такого примера (если он существует) требует специальных усилий. Воз-
можными точками разрыва являются точки соприкосновения кривых
∂A60 и ∂A. Поэтому если A = R2 или если A(λ, µ) > 0 при (λ, µ) ∈ ∂A,
то сечение поверхности z = A(λ, µ) на уровне z = 0 аналитично и A′(µ)
вообще не имеет точек разрыва. В случае (A) = {λ < λ+} функция
A′(µ) имеет не более 2-х точек разрыва. Если область (A) прямоуголь-
на (как в случае независимых τ и ζ), то число разрывов не превышает
4-х.

(v). Дифференцируя по α ∈ (α−, α+) тождество

A′(µ(α)) = α,

находим
µ′(α) =

1

A′′(µ(α))
.
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Так как µ(a) = 0, D′(α) = µ(α), то в точке α = a получаем,

D(a) = D′(a) = 0, D′′(a) = µ′(a) =
1

A′′(0)
.

Отсюда и из (3.5.11) вытекает (3.5.22).
Теорема 3.5.2 доказана.

Следствие 3.5.1. Из раздела (v) теоремы 3.5.2 вытекает, что
для α из окрестности точки a ∈ (α−, α+) выполняется

D(α) =
aτ (α− a)2

2E(ζ − aτ)2
+O

(
|α− a|3

)
. (3.5.31)

Замечание 3.5.1. Отметим следующее свойство функции A(µ), ко-
торое поясняет в какой-то мере ее природу, определяемую аналитиче-
скими свойствами преобразования Лапласа H(λ, µ) над мерой восста-
новления H(dt, dα) в однородном случае. Действительно,

H(λ, µ) :=

∫
eλt+µαH(dt, dα) =

∞∑
n=0

∫
eλt+µαP(Tn ∈ dt, Zn ∈ dα) =

=
∞∑
n=0

ψn(λ, µ) =
1

1−ψ(λ, µ)
(3.5.32)

и выпуклая кривая λ = −A(µ) в R2 является совокупностью особых
точек функции 1

1−ψ(λ,µ) ; внутри этой кривой лежит область аналитич-
ности функции H(λ, µ). Если, например, A(λ, µ) > 0 при (λ, µ) ∈ ∂A,
то все особенности на кривой λ = −A(µ) образуют континуальной мно-
жество полюсов (нулей функции 1− ψ(λ, µ)).

ПБУ для H
(
Tδ[t), T∆[α)

)
в теореме 3.2.1 (см. (3.2.21)) вместе с фор-

мулой (3.3.1) для функции D(t, α) являются результатом «грубого» об-
ращения представления (3.5.32) для H(λ, µ), основанного на располо-
жении особенностей этой функции (т.е на кривой λ = −A(µ)).

В одномерном случае такое обращение выглядит несколько проще.
Для меры восстановления H(ζ)(B) =

∑∞
n=0P(Zn ∈ B) преобразование

Лапласа имеет вид H(ζ)(µ) =
(
1− ψ(ζ)(µ)

)−1 и при α > 0

1

T
lnH(ζ)

(
T∆[α)

)
∼ −µ(ζ), при T → ∞, ∆ = o(1),

где
µ(ζ) = max

(
µ : A(ζ)(µ) 6 0

)
= max

(
µ : ψ(ζ)(µ) 6 1

)
.
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Если µ(ζ) > 0, A(ζ)(µ(ζ) + ε) < ∞ при некотором ε > 0, то точка µ(ζ)

будет изолированным полюсом функции H(ζ)(µ) и нетрудно получить
более точное асимптотическое представление

H(ζ)
(
T∆[α)

)
∼ ce−µ

(ζ)αT при T → ∞.

Замечание 3.5.2. Отметим также, что функции A(µ), D(α) инва-
риантны относительно «укрупнения» скачков ξ. Именно, рассмотрим
ОПВ Z∗(t), управляемый вектором ξ∗ = ξ1 + ξ2, где ξ1 и ξ2 незави-
симы. Тогда при очевидных соглашениях относительно обозначений,
для логарифма преобразования Лапласа A∗(λ, µ) над распределением
ξ∗ имеем

A∗(λ, µ) = 2A(λ, µ), A∗(µ) = A(µ), D∗(α) = D(α),

хотя распределения Z∗(t) и Z(t) различны (ср. с замечанием 3.5.4).

3.5.2 Свойства функций µ(α) и λ(α) := −A
(
µ(α)

)
Продолжим изучение свойств функций D(θ, α), D(α) и опишем мно-
жество значений α, для которых D̂(α) < D(α). Для этого нам понадо-
бятся свойства функций µ(α), λ(α) и свойства значения D(0), которое
вместе со значением λ+ определяет возможность появления неравенств
D̂(α) < D(α).

Ряд свойств параметра D(0) сформулируем в виде леммы.

Лемма 3.5.1. (i). Если

A60 ⊂ {λ 6 λ+}, (3.5.33)

то λ+ > D(0).
(ii). Если величина ζ разнозначна

(
P(ζ ≷ 0)> 0

)
, то D(0)<∞.

(iii). Пусть P(ζ > 0) = 1, P(ζ = 0) > 0, ψ(τ)
0 (λ) := E(eλτ ; ζ =0).

Положим
λ0,+ := sup

{
λ : ψ

(τ)
0 (λ) <∞

}
.

Тогда D(0) = λ0 6 λ0,+, где λ0 — «обобщенное» решение уравнения
ψ
(τ)
0 (λ) = 1, т.е.

λ0 =

{
решение уравнения ψ(τ)

0 (λ) = 1, если ψ
(τ)
0 (λ0,+) > 1

λ0,+, если ψ
(τ)
0 (λ0,+) < 1.

Всегда D(0) <∞.
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Если τ и ζ независимы, то λ0,+ = λ+.
(iv). Если

P(ζ > 0) = 1, (A) = (−∞, λ+)× (−∞, µ
(ζ)
+ ) (3.5.34)

(как для независимых τ и ζ), то D(0) = λ+.

Первое утверждение леммы обобщает утверждение 1) п. (iii) теоре-
мы 3.3.2. Утверждения, аналогичные (iii), (iv), справедливы в случае
P(ζ 6 0) = 1.

Лемму 3.5.1 можно дополнить примерами 3.5.1, приведенными ни-
же, в которых реализуются возможности λ+ < D(0) и D(0)=∞.

Доказательство леммы 3.5.1. (i). В силу (3.5.1)

D(0) = sup
(λ,µ)∈A60

λ.

По условию (3.5.33) это означает, что D(0) 6 λ+.
(ii). Если ζ разнозначны, то A(µ) → ∞ при |µ| → ∞ и, стало быть,

inf A(µ) = −D(0) > −∞.
(iii). Если P(ζ > 0) = 1, P(ζ = 0) > 0, то

A(λ, µ) → lnE(eλτ ; ζ = 0) = ψ
(τ)
0 (λ) при µ→ −∞.

Стало быть, A(µ) → −λ0 при µ→ −∞, D(0) = − inf A(µ) = λ0. Так как
λ0 всегда конечно, то D(0) <∞.

Если τ и ζ независимы, то ψ
(τ)
0 (λ) = ψ(τ)(λ)P(ζ = 0), λ0,+ = λ+,

D(0) = λ0 6 λ+.
(iv). Так как ζ > 0, то для любого ε > 0

A(λ+ − ε, µ) → ∞ при µ→ −∞.

С другой стороны, при всех µ

A(λ+ + 0, µ) = ∞. (3.5.35)

Поэтому

A(µ) → −λ+ при µ→ −∞, D(0) = − inf A(µ) = λ+. (3.5.36)

Лемма 3.5.1 доказана.
Напомним, что условие λ+ > D(0) является весьма широким. Оно

выполнено, если выполнено хотя бы одно из условий (3.3.14) теоре-
мы 3.3.2 и при выполнении условий (i), (iv) леммы 3.5.1.
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Условие λ+ < D(0) является «патологическим» условием, при ко-
тором теряется «регулярность» поведения функции D̂(α) (см. ниже) и
собирательный характер ПБУ, так как в этом случае согласно ПБУ

lnP
(
Z(T ) ∈ T∆[0)

)
∼ −TD̂(0) = −Tλ+ при T → ∞

и основной вклад в вероятность события
{
Z(T ) ∈ T∆[v)

}
делает один

большой скачок τ1 > T (напомним, что {τ1>T} ⊂
{
Z(T )= 0

}
и по усло-

вию [λ+] в однородном случае lnP(τ1 > T ) ∼ −Tλ+ при T → ∞).
Для отыскания представлений для функции D̂(α) нам понадобится

вид производных функции D(θ, α).

Лемма 3.5.2. При всех θ > 0, α

D′
(1)(θ, α) = λ(α/θ), D′

(2)(θ, α) = µ(α/θ).

Доказательство. Из сказанного выше следует, что функция D(θ, α) =
θD(α/θ) конечна в конусе

D<∞ =

{
(θ, α) : D

(
α

θ

)
<∞

}
,

и аналитична в конусе

D =

{
(θ, α) :

α

θ
∈ (α−, α+)

}
. (3.5.37)

Если положить
λ(α) := −A

(
µ(α)

)
,

то из (3.5.14) при α ∈ (α−, α+) имеем

D(α) = λ(α) + αµ(α), A
(
λ(α), µ(α)

)
= 0,(

λ(α), µ(α)
)
∈ (A),

(3.5.38)

т.е. точка
(
λ(α), µ(α)

)
с ростом α ∈ (α−, α+) движется по границе ∂A60,

проходя через точку (0, 0) при α = a. Пара
(
λ(α), µ(α)

)
определяет на-

ряду с
(
−A(µ), µ

)
еще одно параметрическое задание гладкого участка

границы множества A60.
В силу равенств D(θ, α)= θD(α/θ) (см. (3.3.2)) и (3.5.20) при (θ, α)∈D

имеем

D′
(1)(θ, α)=D

(
α

θ

)
− α

θ
D′

(
α

θ

)
=
α

θ
µ

(
α

θ

)
−A

(
µ

(
α

θ

))
−α
θ
µ

(
α

θ

)
=

= −A
(
µ

(
α

θ

))
= λ

(
α

θ

)
, (3.5.39)

D′
(2)(θ, α) = D′

(
α

θ

)
= µ

(
α

θ

)
. (3.5.40)
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Но по теореме 3.5.2 функцияD(α) дифференцируема всюду,D′(α)=µ(α),
так что эти соотношения остаются справедливыми всюду. Лемма 3.5.2
доказана.

Рассмотрим теперь свойства функции λ(α). Чтобы сформулировать
следующую лемму, в случае λ+ < D(0) нам понадобятся значения

m− =

{
min{µ : A(µ) = −λ+}, если A(µ−) > −λ+,
µ−, если A(µ−) < −λ+;

m+ =

{
max{µ : A(µ) = −λ+}, если A(µ+) > −λ+,
µ+, если A(µ+) < −λ+.

(3.5.41)

Отметим, что условие A(µ±) < −λ+ эквивалентно неравенству

A(λ+, µ
±)<0.

Действительно, по определению

A(µ−) = − sup
{
λ : A(λ, µ−) 6 0

}
.

Пусть для простоты A
(
−A(µ−), µ−

)
= 0. Тогда, если λ+ < −A(µ−), то

A(λ+, µ
−) < 0, и наоборот. Аналогично рассматривается случай λ+ <

−A(µ+).

Лемма 3.5.3. (i). Функция λ(α) = −A
(
µ(α)

)
достигает своего

максимального значения в точке α = 0, λ(0) = D(0). Она возрас-
тает (с возможными участками постоянства) при α < 0 и убывает
при α > 0; λ(a) = 0.

(ii). Пусть λ+ < D(0), (β−, β+) — максимальный интервал, на ко-
тором λ(α) > λ+, так что

λ(α) 6 λ+ при α /∈ (β−, β+), 0 ∈ (β−, β+).

Пусть далее A(µ−) > −λ+ (это возможно только если a > 0 и ζ раз-
нозначна, т.е. P(≷ ζ > 0) > 0). Тогда существуют два конечных реше-
ния m− < m+ < 0 уравнения A(µ) = −λ+ и

β− = A′(m−) := A′(m− + 0),

β+ = A′(m+) := A′(m+ − 0) ∈ (0, a).
(3.5.42)

Соотношение β− = −∞ возможно лишь в случае A(µ−) = −λ+ (m− =
µ−), A′(µ−) = −∞.

Если A(µ−) < −λ+, то A(m+) = −λ+, верно второе соотношение
в (3.5.42) и β− = −∞.
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Аналогичные утверждения справедливы в случае a < 0.
(iii). Пусть λ+ < D(0), P(ζ > 0) = 1. Тогда µ− = −∞, A(µ−) =

−D(0) < −λ+, β− = −∞. Аналогичное утверждение справедливо в слу-
чае P(ζ 6 0) = 1.

Доказательство. (i). Первое утверждение леммы вытекает из равен-
ства λ(α) = −A

(
µ(α)

)
, того, что функция µ(α) возрастает, и соотноше-

ний
inf
α
A
(
µ(α)

)
= inf

µ
A(µ) = −D(0) = A

(
µ(0)

)
.

Равенство λ(a) = 0 очевидно, так как λ(a)= −A
(
µ(a)

)
= −A(0)= 0.

(ii). Докажем второе утверждение. Так как a > 0, A(0) = 0, функ-
ция A(µ) выпукла и непрерывна изнутри, то

inf A(µ) = inf
µ60

A(µ) = −D(0) < −λ+.

Поэтому в случае A(µ−) > −λ+ существует два конечных решения
m−<m+< 0, m−>µ

− уравнения A(µ)= − λ+. Если A(µ−) = −λ+, то
m− = µ−, но случай µ− = −∞ в силу выпуклости A(µ) невозможен,
так что m− = µ− > −∞.

Рассмотрим значения β±. Имеем

β+ = sup{α > 0 : λ(α) > λ+} = sup{α > 0 : µ(α) < m+}, (3.5.43)

где в правой части стоит ни что иное как определение непрерывной
слева функции, обратной к µ(α) = (A′)(−1)(α). Так как A′(µ) также
непрерывна слева на (µ(0), µ+), m+ < 0, то в силу (3.5.16)

β+ = µ(−1)(m+) = A′(m+) ∈ (0, a). (3.5.44)

Далее,
β− = inf

{
α < 0 : λ(α) = −A(µ(α)) > λ+

}
.

Так как функция −A(µ) в области
(
µ−, µ(0)

)
возрастает, то

β−= inf
{
α < 0 : µ(α)>m−

}
= sup

{
α< 0 : µ(α)6m−

}
. (3.5.45)

Здесь в правой части стоит соотношение, определяющее значение непре-
рывной справа обратной функции к (A′)(−1)(µ) в точке m−. Так как
функция A′(µ) также непрерывна справа на (µ−, µ(0)), то в силу (3.5.16)

β− = µ(−1)(m−) = A′(m−). (3.5.46)

Если

A(µ−)= − λ+ (m−=µ−) и α−=A′(µ− + 0)=A′(µ−)=A′(m−)= −∞,
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то β− = −∞.
Если

A(µ−) > −λ+ или A(µ−) = −λ+ (m− = µ−), A′(µ−) = A′(µ−+0) > −∞,

то β− > −∞.
Последнее утверждение п. (ii) очевидно.
Утверждение п. (iii) очевидно.
Лемма 3.5.3 доказана.
В заключение этого раздела приведем на следующей странице крат-

кую схему, поясняющую связи между основными характеристиками
ОПВ (без детализации условий).

3.5.3 Свойства функции уклонений общего вида и соот-
ветствующей базовой функции

Мы можем теперь описать свойства функции уклонений D̂(α) общего
вида (3.3.6). Как уже отмечалось, D̂(α)=D(α) при всех α, если λ+>D(0).
При λ+ > D(0) отрезок [β−, β+] пуст. При λ+ = D(0) в широком классе
случаев отрезок [β−, β+] вырождается в точку β± = 0; например, в слу-
чае, когда точка 0 принадлежит интервалу

(
A′(µ−+0), A′(µ+− 0)

)
, где

(µ−, µ+) ∋ 0 — область аналитичности функции A(µ).
Рассмотрим случай λ+ < D(0). Справедливо следующая теорема,

в которой некоторые утверждения для полноты формулировок повто-
ряют утверждения леммы 3.5.3.

Теорема 3.5.3. Пусть λ+ < D(0) и для определенности a > 0
(в этом случае β+ ∈ (0, a)).

(i). Если A(µ−) > −λ+ (это возможно лишь для разнозначных ζ:
P(±ζ > 0) > 0), то существуют решения m− < m+ < 0 уравнения
A(µ) = −λ+,

β± = A′(m±), (3.5.47)

и β− = −∞ лишь в случае A(µ−) = −λ+, A′(µ−) = −∞;

D̂(α) =


D(α) при α ̸∈ (β−, β+),

D(β−)+(α− β−)m−=αm−+λ+ при α∈(β−, 0],
D(β+)+(α−β+)m+=αm++λ+ при α∈[0, β+).

(3.5.48)

Если точка m± не принадлежит интервалу постоянства функции
A′(µ) (например, если A′′(m±) > 0), то справедливо также равенство
«обратное» к (3.5.47), т.е. m± = µ(β±).
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(ii). Если A(µ−) < −λ+ и ζ разнозначна, то существует един-
ственное решение m+ < 0 уравнения A(µ) = −λ+; µ− > −∞ и спра-
ведливо (3.5.48), где среднюю строчку следует заменить на

D̂(α) = αµ− + λ+ при α < 0. (3.5.49)

Если A(µ−) < −λ+ и P(ζ > 0) = 1, то µ− = −∞, а среднюю
строчку в (3.5.48) следует заменить на

D̂(α) = ∞ при α < 0. (3.5.50)

В случае a < 0 справедливы аналогичные («симметричные») соот-
ношения.

Если воспользоваться определениями (5.3.3) значений m±, то все
утверждения (3.5.48)–(3.5.50) теоремы 3.5.3 можно записать в единой
форме при любом a:

Следствие 3.5.2. Если λ+ < D(0), то

D̂(α) =


D(α) при α ̸∈ (β−, β+),

αm− + λ+ при α ∈ (β−, 0],

αm+ + λ+ при α ∈ [0, β+).

Из теоремы 3.5.3 следует также, что если a > 0, A′′(m+) > 0, то
функция D̂(α) дифференцируема в точке α = β+:

D̂′(β+) = m+ = µ(β+) = D′(β+),

т.е. прямая y = D(β+)+(α−β+)m+ (см. (3.5.48)) является касательной
к кривой y = D(α) в точке α = β+.

Аналогичное утверждение справедливо для точки α = β− при a < 0.
Доказательство теоремы 3.5.3. (i). Пусть A(µ−) > −λ+. Тогда в силу

леммы 3.5.3 значения m− < m+ < 0 конечны, β± = A′(m±). Из опре-
деления функции D(θ, α) следует, что она линейчата, т.е. D(tθ, tα) =
tD(θ, α) при t > 0, так что

D(t, α) = tD
(α
t

)
. (3.5.51)

Далее, в силу леммы 3.5.2

∂

∂t

[
D(t, α) + λ+(1− t)

]
= λ

(α
t

)
− λ+, (3.5.52)
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При t = 1 и α ∈ (β−, β+) правая часть (3.5.52) равна λ(α)− λ+ > 0.
Т.е. функция под знаком производной в (3.5.52) выпукла и убывает при
уменьшении t от значения t = 1 и, стало быть,

D̂(α) < D(1, α) = D(α).

При t = 1 и α ̸∈ (β−, β+) правая часть в (3.5.52) равна λ(α) − λ+ 6 0
и выпуклая функция под знаком производной в (5.2.2) возрастает при
уменьшении t от значения t = 1, так что D̂(α) = D(1, α) = D(α).

Далее, при α ∈ [0, β+) обозначим через tα точку из [0, 1], в которой
достигается inf в определении функции D̂(α) (см. (3.3.6)).

Из определения числа β+ (см. лемму 3.5.3) вытекают неравенства

λ(β+ − 0) > λ+, λ(β+ + 0) 6 λ+. (3.5.53)

Так как функцияD(t, α) выпукла, то в силу (3.5.52) неравенства (3.5.53)
означают, что

α

tα
= β+, tα =

α

β+
. (3.5.54)

Поэтому при α ∈ [0, β+) согласно (3.3.6) имеем

D̂(α) = D(ta, α) + λ+(1− tα) =
α

β+
D(β+) + λ+

(
1− α

β+

)
.

В результате получаем

D̂(α) =

{
D(α) при α ̸∈ (β−, β+),

D(β+) +
α−β+
β+

(D(β+)− λ+) при α ∈ [0, β+).
(3.5.55)

Покажем, что
D(β+) = m+β+ + λ+. (3.5.56)

Есть две возможности:

либо µ(β+) = m+, либо µ(β+) ̸= m+. (3.5.57)

В первом случае (он всегда имеет место, если A′′(m+) > 0)

D(β+) = µ(β+)β+ −A
(
µ(β+)

)
= µ(β+)β+ + λ(β+) = m+β+ + λ+.

Во втором случае функция µ(α) с необходимостью имеет разрыв
в точке α = β+, а непрерывная слева при µ > µ(0) обобщенная обратная
к µ(α) функция A′(µ) имеет полуинтервал постоянства

M :=
[
µ(β+), µ(β+ + 0)

)
,
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и при этом точка m+ лежит в этом полуинтервале (так что вторую воз-
можность в (3.5.57) можно записать в виде m+ ∈ M и она не исключает
первую возможность). Далее,

D(β+) = sup
µ

{
µβ+ −A(µ)

}
= sup

µ∈M

{
µβ+ −A(µ)

}
, (3.5.58)

где при µ ∈ M выполняется

A(µ) = A(m+) + (µ−m+)A
′(m+) = −λ+ + (µ−m+)β+,

так что разность под знаком sup в (3.5.58)

µβ+ −A(µ) = λ+ +m+β+

от µ ∈ M не зависит,

D(β+) = λ+ +m+β+.

Соотношение (3.5.56) вновь доказано.
Подставляя значение D(β+) − λ+ = m+β+ во вторую строку пра-

вой части в (3.5.55), мы получим первое равенство в третьей строке в
(3.5.48). Подставляя туда вновь значение D(β+) из (3.5.56), получим
второе равенство. Утверждение (3.5.48) при α > 0 доказано.

Случай, когда α принадлежит полуинтервале (β−, 0] исследуется
аналогично. Утверждение (3.5.48) полностью доказано.

Утверждение, касающееся случая β− = −∞ вытекает из (3.5.42).
(ii). Пусть ζ разнозначна, A(µ−) < −λ+. Так как ζ разнозначна, то

A(µ) → ∞ при µ → −∞. Но A(µ−) < −λ+, так что с необходимостью
µ− > −∞.

(a). Рассмотрим сначала случай α− = A′(µ−+0) > 0. Как и прежде,
при всех α ∈ [0, β+) выполняется tα = α

β+
и D̂(α) определяется

последней строкой в (3.5.55); D̂(α) = D(α) при α > β+.
Рассмотрим область α < 0. Имеем

inf A(µ) = A(µ−) = −D(0), µ− = µ(0),

µ(α) = µ−, λ(α) = −A(µ−) > λ+ при всех α < 0; β− = −∞.

Поэтому при α < 0

∂

∂t
D(t, α) = λ

(α
t

)
= −A(µ−) > λ+, (3.5.59)

и производная в (3.5.52) при всех t постоянна и положительна. Это
означает, что

D̂(α) = D(0, α) + λ+,
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и в силу (3.5.59)

D(1, α) = D(0, α)−A(µ−),

D̂(α) = D(α) +A(µ−) + λ+ = D(α) + λ+ −D(0).

Но при α < 0

D(α) = αµ(α)−A
(
µ(α)

)
= αµ− −A(µ−) = αµ− +D(0),

так что
D̂(α) = αµ− + λ+.

(b). Рассмотрим теперь случай α− = A(µ− + 0) < 0. Здесь

A(µ−) > −D(0), µ(α) = µ−, λ(α) = −A(µ−) > 0

при всех α 6 α−. Поэтому

∂

∂t
D(t, α) = −A

(
µ

(
α

t

))
> 0 при всех

α

t
6 α−

и производная ∂
∂tD(t, α) постоянна и равна −A(µ−) при α

t 6 α−, т.е.
при t 6 α

α− ( α
α− > 1 при α 6 α− < 0). Поэтому D(1, α) = D(0, α)−A(µ−)

при α 6 α−. Отсюда, как и прежде, получаем

D̂(α) = αµ− + λ+ при α 6 α−. (3.5.60)

Если α ∈ (α−, 0), то производная ∂
∂tD(t, α) постоянна и равна −A(µ−)

лишь при t 6 α
α− < 1. Поэтому в этом случае

D

(
α

α− , α

)
= D(0, α)− α

α−A(µ
−), D(0, α) =

α

α−D(α−) +
α

α−A(µ
−),

D̂(α) = D(0, α) + λ+ =
α

α− (D(α−) +A(µ−)) + λ+ = αµ− + λ+

при α ∈ (α−, 0).

Таким образом, равенство (3.5.60) справедливо при всех α < 0. Утвер-
ждение (3.5.49) доказано.

Если P(ζ > 0) = 1, A(µ−) < −λ+, то D̂(α) = ∞ = D(α) при
α < 0. Это следует, например, из ПБУ и того, что P

(
Z(T ) < 0

)
=0.

Это следует также из исходного определения D̂(α) (см. [35]), так как
Λ(t, α) = D(t, α) = ∞ при α < 0. Это доказывает (3.5.50).

Случай a < 0 рассматривается аналогично. Теорема 3.5.3 доказана.
Введем в рассмотрение функцию

Â(µ) = max
(
A(µ),−λ+

)
. (3.5.61)

Эта функция, как и функция A(µ), выпукла и непрерывна снизу. Она
превращается в A(µ), если λ+ > D(0) (= − inf A(µ)).



3.5. Базовая функция, функция уклонений и их свойства 175

Теорема 3.5.4. Функции D̂(α) и Â(µ) связаны дуальными преобра-
зованиями Лежандра:

Â(µ) = sup
α

(
αµ− D̂(α)

)
, D̂(α) = sup

µ

(
αµ− Â(µ)

)
. (3.5.62)

По аналогии с предыдущим функцию Â(µ) можно назвать базовой
функцией общего вида для ОПВ Z(t). Она совпадает с A(µ) в случае
λ+ > D(0) и всегда совпадает с A(µ) в окрестности нуля. Кроме того,
она обладает свойством

lnEeµZ(T ) ∼ TÂ(µ)

при T → ∞ (см. ниже теорему 3.7.1).

Доказательство. Так как функции Â и D̂ являются выпуклыми
и непрерывными снизу, то нам достаточно доказать лишь одно из со-
отношений (3.5.62) и лишь в случае λ+ < D(0) (при λ+ > D(0) теоре-
ма 3.5.4 уже доказана; см. теорему 3.5.1).

Рассмотрим сначала случай, когда ζ разнозначна, |β±| < ∞, и до-
кажем второе из соотношений (3.5.62); т.е., обозначив

D̃(α) = sup
µ

(
αµ− Â(µ)

)
,

покажем, что D̃(α) = D̂(α), где функция D̂(α) определена в (3.3.6).
Функция Â(µ) почти всюду дифференцируема в области конечности,
точка µ = µ̂(α), в которой достигается sup в (3.5.62), при почти всех α
удовлетворяет уравнению

Â′(µ) = α

так что, аналогично предыдущему (ср. с теоремой 3.5.2), µ̂(α) =
(Â′)(−1)(α) есть обобщенная обратная функция к Â′. В силу выпук-
лости Â функция µ̂(α) является неубывающей. Так как Â(µ)=A(µ)
при µ 6 µ(β−) = m−, то при α 6 β− выполняется µ̂(α) = µ(α) и

D̃(α) = αµ̂(α)− Â
(
µ̂(α)

)
= αµ(α)−A

(
µ(α)

)
= D(α).

Аналогичное соотношение справедливо при α > β+.
Если α ∈ (β−, 0), то sup в (3.5.62) достигается при минимальном

возможном значении µ > µ(β−), т.е. при µ = µ(β−) = m− = µ̂(α), так
что

D̃(α) = αµ(β−)− Â
(
µ(β−)

)
= αµ(β−) + λ+ = D(β−) + (α− β−)µ(β−).
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При α > 0, α ∈ (0, β+) справедливы аналогичные рассуждения, и

D̃(α) = D(β+) + (α− β+)µ(β+).

Таким образом, D̃(α) = D̂(α).
Рассмотрим теперь случай a > 0, β− = −∞, µ− > −∞ и докажем

первое из соотношений (3.5.62). В силу (3.5.49) supα
(
αµ− D̂(α)

)
при

µ < µ− достигается при α = −∞ и равен ∞. Из последнего соотно-
шения в правой части (3.5.48) следует, что рассматриваемый sup при
µ ∈

[
µ−, µ(β+)

]
достигается при α = 0 и равен −λ+. Наконец, при

µ > µ(β+) sup достигается в той же точке α(µ), что и при рассмотре-
нии supα

(
αµ−D(α)

)
и, стало быть, равен A(µ). Полученное описание

supα
(
αµ− D̂(α)

)
совпадает с определением Â(µ) в (3.5.61).

Случай a > 0, β− = −∞, µ− = −∞ (т.е. случай P(ζ > 0) = 1) рас-
сматривается аналогично. Таким же («симметричным») образом рас-
сматривается случай a < 0, β+ = ∞.

Теорема 3.5.4 доказана.

3.5.4 Условие λ+ < D(α) и сильная зависимость в обла-
сти больших уклонений между τ и ζ

Из теоремы 3.3.2 (см. (3.3.14)) видно, что условие λ+ < D(0) с необхо-
димостью означает зависимость τ и ζ, неравенство Eζ ̸=0 и конечность
λ+ и max{|µ(ζ)− |, µ(ζ)+ }. Тот факт, что возможность λ+ < D(0) реали-
зуется (на зависимости вида ζ = cτ + ω, где τ и ω независимы) будет
проиллюстрирован в примере 3.5.1, приведенном ниже.

Как уже отмечалось, вероятностный смысл условия λ+ < D(0) со-
стоит в том, что в этом случае вероятность однородному процессу Z(t)
попасть в момент T в окрестность нуля первым скачком τ1 > T су-
щественно выше, чем вероятность попасть когда-либо в ∆-окрестность
точки (1, 0) случайным блужданием {Sn} (см. теорему 3.5.1). Это обсто-
ятельство, связанное с «чрезмерным» влиянием на Z(T ) первого скачка
τ1 > T (при этом координата ζ1 на Z(T ) не влияет, но влияет на Y (T )),
«портит» аналитические свойства функции уклонений ОПВ в окрест-
ности нуля (порождая зону «нерегулярности» (β−, β+)) и свойства тра-
екторий ОПВ.

Далее, условие [λ+] при D(0) < ∞ означает сильную форму зави-
симости τ и ζ в области больших уклонений. Именно, мы покажем, что
наряду с (3.4.2) при некотором δ > 0 и T → ∞ имеет место соотношение

lnP(τ > T, ζ = o(T )) 6 −(λ+ + δ)T, (3.5.63)
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так что условная вероятность P
(
ζ = o(T )| τ > T

)
экспоненциально

(относительно T ) мала и уклонения τ порядка T влекут за собой с вы-
сокой вероятностью уклонения |ζ| того же порядка (см. ниже (3.5.66)).
Неравенство (3.5.63) реализуется, например, для зависимостей вида

ζ = cτ + ω, c ̸= 0, (3.5.64)

где ω не зависит от τ , ω ⊂= [C0]. Соотношение (3.5.63) вытекает из сле-
дующего утверждения.

Лемма 3.5.4. Пусть выполнено условие [λ+]. Тогда для любой по-
следовательности εT → 0 при T → ∞

lim
T→∞

1

T
lnP(τ > T, |ζ| < εTT ) 6 −D(0). (3.5.65)

Так как в силу [λ+] выполняются (3.4.2) и неравенство D(0) > λ++δ
при некотором δ > 0, то из леммы 3.5.4 получаем, что при всех доста-
точно больших T

lnP
(
|ζ| < εTT | τ > T

)
< −δT. (3.5.66)

Доказательство леммы 3.5.4. Обозначим через B множество

B :=
{
(t, α) : t > 1, |α| < ε

}
(оно зависит от T через ε = εT ). Тогда событие под знаком вероятности
в (3.5.65) можно записать в виде

{
(τ, ζ) ∈ TB

}
. Так как множество TB

открыто и выпукло, то в силу экспоненциального неравенства Чебыше-
ва (см. § 4.4 в [12])

P
(
(τ, ζ) ∈ TB

)
6 e−Λ(TB), Λ(TB) = inf

(t,α)∈TB
Λ(t, α).

Поскольку в силу (3.2.12), (3.2.18)

Λ(t, α) > DΛ(t, α) > D(t, α),

то

P
(
(τ, ζ) ∈ TB

)
6 e−TD(B), где D(B) := inf

(t,α)∈B
D(t, α). (3.5.67)

Поэтому для доказательства (3.5.65) нам осталось убедиться, что

lim
T→∞

D(B) > D(0).
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Имеем

D(B) = inf
t>1, |α|<ε

D(t, α) = inf
t>1

t inf
|α|<ε

D(1, α/t) =

= inf
t>1

t inf
|β|<ε/t

D(1, β) > inf
t>1

t inf
|β|<ε

D(1, β) =

= inf
|β|<ε

D(1, β) inf
t>1

t = inf
|β|<ε

D(1, β).

В силу непрерывности снизу функции D(1, β)

lim
T→∞

D(B) > lim
T→∞

inf
|β|<ε

D(1, β) = D(1, 0) = D(0).

Отсюда и из (3.5.67) вытекает (3.5.65). Лемма 3.5.4 доказана.
Сказанное выше означает, что, как уже отмечалось, возможность

[λ+] является весьма специальной и «менее собирательной», чем [λ+].
Отметим также, что соотношения (3.5.63), (3.5.66)) не могут быть ха-
рактеристическими для возможности λ+ < D(0) в (3.4.1), поскольку,
например, для зависимостей (3.5.64) при Eω = −cEτ одновременно ре-
ализуется первая возможность в (3.4.1) и неравенство (3.5.63).

Замечание 3.5.3. Пользуясь непрерывностью снизу функцииD(α),
можно так же, как в доказательстве леммы 3.5.4, установить, что при
фиксированном ε > 0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
τ > T, |ζ| < εT

)
6 −D(0) + δ(ε),

где δ(ε) > 0 выбором ε можно сделать сколь угодно малым.

3.5.5 Примеры

Пример 3.5.1. Пусть ζ = cτ+ω, где τ , ω независимы. Тогда, как уже
отмечалось, при естественных соглашениях относительно обозначений

A(λ, µ) = lnEeλτ+µζ = lnEeλτ+µ(cτ+ω) =

= A(τ)(λ+ cµ) +A(ω)(µ). (3.5.68)

Поэтому внутренность области A конечности функции A(λ, µ) имеет
вид

(A) =
{
(λ, µ) : λ+ cµ < λ+, µ

(ω)
− < µ < µ

(ω)
+

}
,

где (µ(ω)− , µ
(ω)
+ ) — область конечности (аналитичности) функцииA(ω)(µ).

Функция A(τ)(λ) монотонно возрастает, стало быть, существует об-
ратная (обобщенная) функция

(A(τ))(−1)(v) = sup{λ : A(τ)(λ) 6 v}.
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Ясно, что
(A(τ))(−1)(v) = λ+ при v > A(τ)(λ+). (3.5.69)

Согласно (3.5.68)

A(µ) = − sup{λ : A(λ, µ) 6 0} = − sup{λ : A(τ)(λ+cµ) 6 −A(ω)(µ)} =

= −(−cµ+ (A(τ))(−1)(−A(ω)(µ)) =

= cµ− (A(τ))(−1)(−A(ω)(µ)). (3.5.70)

Ясно, что если ω > 0, то

−A(ω)(µ) → ∞, (A(τ))(−1)
(
−A(ω)(µ)

)
→ λ+ при µ→ −∞

и, стало быть, A(µ) ∼ cµ → −∞ при µ → −∞, λ+ < ∞, c > 0, так
что

D(0) = − inf A(µ) = ∞, λ+ < D(0).

Покажем теперь, что возможность λ+ < D(0) может быть реализована
и для разнозначных ζ, т.е. при D(0) <∞.

Если P(τ > t) = e−t, то

A(τ)(λ) = − ln(1− λ), (A(τ))(−1)(v) = 1− e−v,

A(µ) = cµ+ eA
(ω)(µ) − 1,

D(0) = sup
µ
{−A(µ)} = 1 + sup

µ
[−cµ− (eA

(ω)(µ) − 1)].

Это означает, что D(0) − 1 есть преобразование Лежандра в точке −c
над выпуклой функцией eA(ω)(µ)−1. Если P(ω ≷ 0) > 0, то A(ω)(µ) → ∞
при |µ| → ∞ и, следовательно, D(0)→∞ при |c|→∞. Таким образом,
выбором c мы можем вновь убедиться, что неравенство λ+ < D(0) воз-
можно, так что запретное множества (β−, β+) будет непусто при доста-
точно большом |c|.

Вернемся к (3.5.70). Пусть

µ ∈ (µ
(ω)
− , µ

(ω)
+ ), v = −A(ω)(µ) < A(τ)(λ+).

При таких µ функция (A(τ))(−1)(v) становится «обычной» обратной
функцией к A(τ)(λ) (A(τ)

(
(A(τ))(−1)(v)

)
≡ v), а функция (A(τ))(−1) ×(

−A(ω)(µ)
)

— аналитичной функцией от µ.
Если же

−A(ω)(µ) > A(τ)(λ+)
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(это возможно при Eω ̸= 0, |µ(ω)± |>0, так как в этом случае min
µ
A(ω)(µ)<0),

то при таких µ
A(µ) = cµ− λ+ = A∞(µ)

(см. (3.5.69), (3.5.70)). Если, например, Eω< 0, то min
µ>0

A(ω)(µ)< 0,

µ− = µ− = µ
(ω)
− , µ+ < µ+ = µ

(ω)
+ , µ+ > 0.

Если c = 0, τ ≡ 1, то

A(τ)(λ) = λ, λ+ = ∞, A(µ) = A(ω)(µ) = A(ζ)(µ).

В важном частном случае, когда τ и ζ независимы (c = 0), справед-
ливо следующее утверждение (оно во многом уже доказано).

Лемма 3.5.5. Если τ и ζ независимы, то

(i). µ− = µ
(ζ)
− := inf

{
µ : A(ζ)(µ) <∞

}
,

µ+ = µ
(ζ)
+ := sup

{
µ : A(ζ)(µ) <∞

}
,

A∞(µ) = −λ+ при µ ∈ (µ−, µ+).

(ii). Если
− inf

µ
A(ζ)(µ) < A(τ)(λ+) (3.5.71)

(это всегда так при Eζ = 0), то λ+ > D(0), интервал (µ−, µ+) =
(µ−, µ+) является основной областью аналитичности функции A(µ),

A(µ) = −(A(τ))(−1)(−A(ζ)(µ)). (3.5.72)

Если
− inf

µ
A(ζ)(µ) > A(τ)(λ+), (3.5.73)

то определены решения µ′− 6 µ′+ уравнения

A(ζ)(µ) = −A(τ)(λ+).

При Eζ > 0 выполняется

µ′± < 0, µ− = µ′+, µ+ = µ+,

A(µ) = A∞(µ), при µ ∈ [µ′−, µ
′
+]. (3.5.74)

При Eζ < 0 выполняется

µ′± > 0, µ− = µ−, µ+ = µ′−,

A(µ) = A∞(µ), при µ ∈ [µ′−, µ
′
+]. (3.5.75)
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Доказательство леммы 3.5.5. Утверждение (i) очевидно.
(ii). Если −A(ζ)(µ) > A(τ)(λ+), то

A(µ) = − sup
{
λ : A(τ)(µ) 6 −A(ζ)(µ)

}
= −λ+ = A∞(µ). (3.5.76)

Если −A(ζ)(µ) < A(τ)(λ+) (см. условие (3.5.71)), то в силу монотонности
функции (A(τ))(−1)(y), обратной к A(τ)(λ), имеем

A(µ)= − sup
{
λ : λ 6 (A(τ))(−1)

(
−A(ζ)(µ)

)}
= − (A(τ))(−1)

(
−A(ζ)(µ)

)
,

где правая часть есть аналитическая функция. Это доказывает (3.5.72).
Если выполнено (3.5.73), то при µ ∈ [µ′−, µ

′
+] справедливы соотно-

шения (3.5.76), (3.5.74), (3.5.75). Лемма 3.5.5 доказана.
Из доказательства следует также, что условия (3.5.71) и

D(0)<λ+ эквивалентны, а области (µ−, µ′−) при Eζ < 0 и (µ′+, µ+)
при Eζ < 0 будут областями «невырожденной» аналитичности
(A(µ) ̸≡ −λ+).

Существует мало примеров, когда функции D(θ, α), A(µ) можно
найти в явном виде. Приведем один из них.

Пример 3.5.2. Пусть τ и ζ независимы и имеют Γ-распределения,
соответственно, с параметрами (λ+, γ) и (µ+, γ). Пометим левым верх-
ним индексом γ зависимость рассматриваемых характеристик от γ, так
что в нашем случае

γA(λ, µ) = −γ ln
(
1− λ

λ+

)
− γ ln

(
1− µ

µ+

)
, (3.5.77)

и обозначим

A(λ, µ) := 1A(λ, µ) = − ln

(
1− λ

λ+

)(
1− µ

µ+

)
,

Λ(θ, α) := 1Λ(θ, α), DΛ(θ, α) :=
1DΛ(θ, α).

Тогда

γA(λ, µ) = γA(λ, µ),

γΛ(θ, α) = sup
(λ,µ)

{λv + µα− γA(λ, µ)} = γΛ

(
θ

γ
,
α

γ

)
,

γDΛ(θ, α) = inf
r>0

rγΛ

(
θ

rγ
,
α

rγ

)
= DΛ(θ, α), (3.5.78)

т.е. γDΛ(θ, α) от γ не зависит.
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Замечание 3.5.4. Названное обстоятельство соответствует тому
факту, что вторая функция уклонений D(θ, α) инвариантна относи-
тельно укрупнения скачков. Под укрупнением скачков мы понимаем
рассмотрение вместо ξ скачков kξ =

d
Sk при фиксированном k. Тогда

естественно ожидать, что число попаданий укрупненным случайным
блужданием {kSn}, n = 0, 1, . . . , в удаляющееся множество TB будет
примерно в k раз меньше, чем для исходного блуждания {Sn}. Это
значит, что для соответствующей меры восстановления kH мы будем
иметь

kH(TB) ≈ 1

k
H(TB).

Это, в свою очередь, означает, что асимптотика ln kH(TB) и lnH(TB)
при T → ∞ будет одна и та же. Это поясняет инвариантность второй
функции уклонений D(θ, α) относительно укрупнений (ср. с замечани-
ями 3.5.1, 3.5.2).

Если же под укрупнением понимать замену ξ на (b) ξ := bξ (измене-
ние масштаба), то при очевидных соглашениях относительно обозначе-
ний будем иметь

(b)A(λ, µ) = A(bλ, bµ),

(b)Λ(θ, α) = sup
(λ,µ)

{λθ + µα−A(bλ, bµ)} = Λ

(
θ

b
,
α

b

)
,

(b)DΛ(θ, α) = inf
r>0

rΛ

(
θ

rb
,
α

rb

)
=

1

b
DΛ(θ, α) = DΛ

(
θ

b
,
α

b

)
.

Вернемся к примеру 3.5.2. Соотношение (3.5.78) означает, что для
отыскания γD(θ, α) = D(θ, α) нам достаточно рассмотреть случай, ко-
гда γ = 1, т.е. τ и ζ имеют экспоненциальное распределение, а процесс
Z(t) является обобщенным пуассоновским процессом. В этом случае

Λ(θ, α) = Λ(τ)(θ) + Λ(ζ)(α) = λ+θ + µ+α− 2− ln θαλ+µ+,

DΛ(θ, α) = λ+θ + µ+α+ inf
r>0

r[2 ln r − 2− ln θαλ+µ+].

Дифференцируя по r функцию, стоящую под знаком inf, получаем урав-
нение

2 ln r − 2− ln θαλ+µ+ + 2 = 0

для точки
r = r(θ, α) =

√
θαλ+µ+,

в которой достигается inf. Отсюда находим, что при положительных θ
и α

D(θ, α) = DΛ(θ, α) = λ+θ + µ+α− 2
√
θαλ+µ+. (3.5.79)
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Если же рассматривать точки (θ, α) на границе положительного
квадранта, то, например, при θ = 0 имеем Λ(0, α) = ∞, DΛ(0, α) = ∞.
Аналогично, DΛ(θ, 0) = ∞. Функция D(θ, α) ликвидирует этот разрыв
и D(θ, α) при всех θ > 0, α > 0 равна правой части в (3.5.79). В част-
ности,

D(α) = D(1, α) = µ+α− 2
√
αλ+µ+ + λ+, (3.5.80)

D(0) = λ+, µ(α) = D′(α) = µ+ −
√
λ+µ+
α

. (3.5.81)

Далее, базовая функция γA(µ) является решением уравнения
γA(−λ, µ)= 0 или, что то же (см. (3.5.77)), уравнения(

1− λ

λ+

)(
1− µ

µ+

)
= 1,

и также не зависит от γ,

γA(µ) = A(µ) =
λ+µ

µ+ − µ
,

λ(α) = −A(µ(α)) = λ+ −
√
αλ+µ+.

(3.5.82)

Можно проверить, что формулы (3.5.80)—(3.5.82) влекут за собой ра-
венство

D(α) = λ(α) + µ(α)α

и что A(µ) есть преобразование Лежандра над D(α).

§ 3.6 О принципах больших уклонений для про-
цесса Y (t) и для марковских аддитивных про-
цессов

Если доказывать ПБУ для Y (t), пользуясь тем же подходом, что и в раз-
деле 3.4.1, то в однородном случае мы придем при x = αT к представ-
лению

P
(
Y (T ) ∈ T∆[α)

)
= P

(
τ > T, ζ ∈ T∆[α)

)
+

+

T∫
0

∞∫
−∞

H1(du, dy)P
(
τ > T − u, ζ ∈ T∆[α− y)

)
. (3.6.1)
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Исследование грубой асимптотики двумерного интеграла в (3.6.1) при-
водит к весьма громоздким вычислениям. В то же время, если анало-
гично п. 3.4.3 сузить событие

{
Y (T ) ∈ T∆[α)

}
до события

{
Y (T ) ∈

T∆[α), χ(T ) < Tδ
}

при δ → 0, то мы получим возможность установить
ПБУ (с функцией уклонений D(α)) без большого труда.

Другая возможность упростить задачу — предположить независи-
мость τ и ζ. Рассмотрим эти две возможности.

3.6.1 ПБУ для процесса Y (t) на сужении множества{
Y (T ) ∈ T∆[α)

}
Теорема 3.6.1. (i) При всех α ∈ R, ∆ = o(1), δ = o(1) и T → ∞

1

T
lnP

(
Y (T ) ∈ T (α)∆, χ(T ) < δT

)
6 −D(α) + o(1). (3.6.2)

(ii) Пусть при каком-нибудь h > 0 и всех достаточно больших t
выполнено хотя бы одно из следующих условий

(a) λ+ <∞, выполнено (3.4.2) и

P
(
τ ∈ (t, 2t), |ζ| > ht

)
<

1

2
P
(
τ ∈ (t, 2t)

)
; (3.6.3)

(b) выполнено условие [λ+]
∪
[λ+] и при каких-нибудь h > 0, p, q,

p+ q < 1, и всех v < t, t→ ∞, выполняется

P(τ > v + t) < pP(τ > v), P
(
τ ∈ (v, v + t), |ζ| > ht

)
< qP(τ > v).

Тогда

1

T
lnP

(
Y (T ) ∈ T (α)∆, χ(T ) < δT

)
= −D(α) + o(1). (3.6.4)

Условие (b) является весьма широким, оно выполняется при отсут-
ствии растущих лакун для распределения τ , для независимых, слабо
зависимых и линейно зависимых ζ и τ .

Доказательство теоремы 3.6.1. Первое утверждение следует из тео-
ремы 3.2.1 и очевидного неравенства

P
(
Y (T ) ∈ T (α)∆, χ(T ) < δT

)
6 H1

(
Tδ[1), T (α)∆

)
.

Докажем второе утверждение. Пусть выполнено условие (a). Обо-
значим

B(δ,∆) =
{
Y (T ) ∈ T (α)∆, χ(T ) < δT

}
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и заметим, что событие

∞∪
k=1

{
Tk ∈ Tδ[1− δ), Zk ∈ T (α)∆, γ(T ) < δT,

τk+1 ∈ (δT, 2δT ), |ζk+1| < hδT
}

влечет за собой событие B(2δ,∆+ hδ). Поэтому

P
(
B(2δ,∆+ hδ)

)
>

> H1

(
Tδ[1− δ), T (α)∆

)
P
(
τ ∈ (δT, 2δT ), |ζ| < hδT

)
. (3.6.5)

Здесь логарифм первого сомножителя в правой части по теореме 3.2.1
асимптотически эквивалентен

−TD(1− δ, α) + o(T ) = −TD(1, α) + o(T ). (3.6.6)

Для второго сомножителя по условию (a) имеем при t→ ∞

P
(
τ ∈ (t, 2t), |ζ| < ht

)
=

= P
(
τ ∈ (t, 2t)

)
−P

(
τ ∈ (t, 2t), |ζ| > ht

)
> 1

2
P
(
τ ∈ (t, 2t)

)
.

Поэтому при t = δT в силу (3.4.2) логарифм второго сомножителя
в правой части (3.6.5) больше или равен −λ+t+o(t)=−λ+δT+o(δT )=o(T ).
Вместе с (3.6.2), (3.6.5) и (3.6.6) это влечет за собой равенство

1

T
lnP

(
B(2δ,∆+ hδ)

)
= −D(α) + o(1) при T → ∞.

Это доказывает (3.6.4) (при ∆ > hδ).
Пусть теперь выполнено условие (b). Тогда при ∆1 = ∆+ hδ имеет

место вложение

{
Z(T ) ∈ T (α)∆, γ(T ) < δT, χ(T ) < δT, |ζη(T )| < hδT

}
⊂ B(δ,∆1).
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Поэтому

P
(
B(δ,∆1)

)
>

>
δT∫
0

P
(
Z(T ) ∈ T (α)∆, γ(T ) ∈ dv, χ(T ) < δT, |ζη(T )| < hδT

)
=

=

δT∫
0

P
(
Z(T ) ∈ T (α)∆, γ(T ) ∈ dv

)
×

×P
(
χ(T ) < δT, |ζη(T )| < hδT | γ(T ) = v

)
=

=

δT∫
0

P
(
Z(T ) ∈ T (α)∆, γ(T ) ∈ dv

)
×

×P
(
τ ∈ (v, v + δT ), |ζ| < hδT | τ > v

)
. (3.6.7)

Здесь при t = δT → ∞ имеем

P
(
τ ∈ (v, v + t), |ζ| < ht | τ > v

)
=

=
P(τ ∈ (v, v + t))

P(τ > v)
− P(τ ∈ (v, v + δt), |ζ| > ht)

P(τ > v)
.

По условию (b) это значение больше, чем 1 − p − q = r > 0. Поэтому
в силу (3.6.7)

P
(
B(δ,∆1)

)
> rP

(
Z(T ) ∈ T (α)∆, γ(T ) < δT

)
,

где для правой части по условию [λ+]
∪
[λ+] и следствию 3.4.4 выполне-

но (3.4.25). Требуемая оценка снизу для P
(
B(δ,∆1)

)
установлена. Вме-

сте с (3.6.2) это дает (3.6.4). Теорема 3.6.1 доказана.
Отметим также, что справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.6.2. Если |ζ| < c = const или τ < c и

sup
v∈(0,c)

P
(
|ζ| > t | τ > v

)
< q < 1 при t→ ∞, (3.6.8)

то

1

T
lnP

(
Y (T ) ∈ T∆[α)

)
= −D(α) + o(1) при T → ∞. (3.6.9)
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Доказательство. Если |ζ| < c, то λ+ > D(0),
∣∣Y (T ) − Z(T )

∣∣ < c
и утверждение (3.6.9) очевидно. Если τ < c и выполнено (3.6.8), то
выполнено условие (b) теоремы 3.6.1 и

lnP
(
Y (T ) ∈ T∆[α)

)
=

= lnP
(
Y (T ) ∈ T∆[α), χ(T ) < δT

)
= −TD(α) + o(T ).

Теорема 3.6.2 доказана.

3.6.2 ПБУ для Y (t), когда τ и ζ независимы

Теорема 3.6.3. Пусть τ и ζ независимы. Тогда

1

T
lnP

(
Y (T ) ∈ T∆[α)

)
= −D(α) + o(1), (3.6.10)

где ∆ = o(1) при T → ∞.

Так же, как в теореме 3.4.1, из локального ПБУ (3.6.10) следует
интегральный ПБУ вида (3.4.6), (3.4.7). Таким образом, в случае неза-
висимых τ и ζ ПБУ для процессов Z(t) и Y (t) совпадают.

Доказательство. Если τ и ζ независимы, то

PT,α := P
(
Y (T ) ∈ T∆[α)

)
=

∞∫
−∞

P(ζ ∈ dy)P
(
Z(T ) ∈ T∆[α− y/T )

)
.

Полагая yk = k∆, k = . . . ,−1, 0, 1, . . . , приходим к грубой аппрокси-
мации Pt,α в виде сумм

PT,α ≈
∑
k

P
(
ζ ∈ T∆[yk)

)
P
(
Z(T ) ∈ T∆[α− yk)

)
(3.6.11)

Обоснование такой аппроксимации с помощью неравенств происходит
аналогично тому как это делалось в доказательстве теоремы 3.4.1. Обо-
значим через PT,α,k слагаемое суммы в (3.6.11), соответствующее индек-
су суммирования k, и рассмотрим слагаемые при k > 0. Они отличны
от 0, если P(ζ > 0) > 0. Пусть сначала µ(ζ)+ <∞. Тогда по неравенству
Чебышева при k > 1

P
(
ζ ∈ T∆[yk)

)
6 P(ζ > Tyk) 6 e−Tykµ

(ζ)
+ (1+o(1)). (3.6.12)

Далее, в силу теоремы 3.4.1

PT,α,k = P
(
ζ ∈ T∆[yk)

)
e−TD(α−yk)+o(T ),
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где в силу выпуклости функции D(α)

TD(α− yk) > TD(α)−D′(α)ykT. (3.6.13)

Возвращаясь к слагаемым PT,α,k, находим

PT,α,0 = e−TD(α)+o(T )

и при k > 1

PT,α,k 6 e−TD(α)+D′(α)Tyk−Tykµ
(ζ)
+ (1+o(1)).

В теореме 3.5.2 установлено, чтоD(β)/β → µ+ при β → ∞, где для неза-
висимых τ и ζ имеем µ+ = µ

(ζ)
+ . Поэтому в силу выпуклости D(α) по-

лучаем при ∆ → 0, ∆T → ∞, T → ∞

D′(α)− µ
(ζ)
+ 6 0, (3.6.14)

и при любом N <∞ в силу (3.6.12), (3.6.13)

N∑
k=1

PT,α,k 6 Ne−TD(α)+o(T ).

Выберем N так, чтобы выполнялось α−N∆ < a. Тогда сумма в (3.6.11)
по k > N удовлетворяет неравенству∑

k>N
PT,α,k 6 P

(
Z(T ) < T (α−N∆)

)
P(ζ > TN∆). (3.6.15)

В соответствии с (3.6.12)–(3.6.14) и интегральным ПБУ для Z(T ) пра-
вая часть в (3.6.15) не превосходит

e−TD(α−N∆)−TN∆µ
(ζ)
+ +o(T ) 6 e−TD(α)+o(T ).

В итоге получаем
∞∑
k=0

PT,α,k = e−TD(α)+o(T ).

Аналогичным образом рассматриваются суммы
∑

k<0 PT,α,k в слу-
чае P(ζ < 0)>0, µ(ζ)− > −∞.

Если µ(ζ)+ = ∞ или µ(ζ)− = −∞, то приведенные выше оценки только
усиливаются. Теорема 3.6.3 доказана.
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3.6.3 О принципах больших уклонений для марковских
аддитивных процессов

Пусть {xn,Xn} — МАП, определенный в § 1.8 на харрисовой цепи {xn}
в измеримом пространстве (E, E), τ — длина цикла по возвращению
цепи {xn} в положительный атом (возможно, искусственный), ζ — при-
ращение на этом цикле сумм Xn.

Чтобы упростить формулировки ограничимся рассмотрением счет-
ных эргодических цепей Маркова с состояниями 0, 1, . . . , переходны-
ми вероятностями Pi(j), i, j = 0, 1, . . . , и атомом e0 = 0. Известно,
что «грубая» асимптотика распределения Xn в этом случае определя-
ется преобразованием Лежандра над логарифмом максимального соб-
ственного значения матрицыM(µ) = ∥Pi(j)Eeµξ(j)∥ (см., например, [60],
[109, 110] и обозначения в § 1.8).

Приведем более точные формулировки. Пусть, как и прежде,
A(λ, µ) = Eeλτ+µζ и A — область конечности функции A(λ, µ). Пусть
далее AM (µ) — логарифм максимального собственного значения мат-
рицы M(µ). Из результатов [109] вытекает следующее утверждение.

Если множество A открыто, то для любого фиксированного e ∈ E
и множества E1 ∈ E, удовлетворяющего некоторым условиям (трудно
описываемым), выполняется

lim
n→∞

1

n
lnP

(
Xn ∈ n∆[α); xn ∈ E1 | x0 = e

)
= −D(α), (3.6.16)

где D(α) = supµ
(
αµ−AM (µ)

)
— преобразование Лежандра над AM (µ),

∆ = o(1) при n → ∞; при этом функция AM (µ) удовлетворяет урав-
нению (относительно λ)

A(−λ, µ) = 0.

Таким образом, применительно к МАП и циклам (τ, ζ), порожден-
ным этими процессами, базовая функция A(µ) появляется как функция
AM (µ). Если A открыто, то A(µ) — аналитическая функция, а правая
часть в (3.6.16) равна так же, как для ОПВ, преобразованию Лежандра
над A(µ):

−D(α) = −(LeA)(α).

Из результатов [110] вытекает следующее распространение (3.6.16)
на общий случай.

При некоторых условиях на e и E1

lim
n→∞

1

n
lnP

(
Xn ∈ n∆[α); xn ∈ E1 | x0 = e

)
=

= −D(α) = −(LeA)(α), (3.6.17)
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где A(µ) = sup
{
λ : A(λ, µ) 6 0

}
, ∆ = o(1) при n→ ∞.

Замечание 3.6.1. В утверждениях (3.6.16), (3.6.17) условия на мно-
жество E1 существенны, так как, если эти условия убрать и положить
E1 = E, то названные утверждения перестают, вообще говоря, быть
верными. На это указывает пример МАП (x∗n,X

∗
n), построенный в за-

мечании 1.8.1, для которого характеристики (τ∗, ζ∗) цикла для цепи
(x∗n,X

∗
n) равны (τ∗, ζ∗) = (τ + 2, ζ). Пусть в обозначениях этого заме-

чания γ∗(n) := min(j > 0 : xn−j = e0) = l (т.е. n − l есть момент
последнего попадания цепи {xk} в атом e0 = 0 перед моментом n). Вы-
берем l так, что в названном примере p := P0,l−1(N) > 0. Тогда

P(x∗n = N + k) = ck−2 при k = 1, 2, . . . ; ξ∗(N + k) = ks.

Поэтому, полагая k = n2/s, получим, что приращение ξ∗n сумм X∗
n

в последний момент с вероятностью

P(γ∗(n) = l)pck−2 =
P(τ > l)

aτ
pcn−4/s

(
1 + o(1)

)
при n→ ∞

равно n2. Очевидно, что в этом случае ПБУ не может иметь место.
Замечание 3.6.2. Из утверждений (3.6.16), (3.6.17) видно, что функ-

ция уклонений для Xn при всех α равна D(α). Для ОПВ Z(n) в случае
λ+ < D(0) это не так. Как уже отмечалось, последнее объясняется тем,
что при выполнении условия [λ+] имеем lnP(τ1 > n) ∼ −λ+n при
n→ ∞ и выполняется неравенство lnP

(
Z(n) = 0

)
> −λ+n

(
1+o(1)

)
≫

−nD(0). Для МАП такого рода соотношения отсутствуют, по-видимому
потому, что соотношение λ+ < D(0) для циклов, порожденных МАП,
не реализуется. Это подтверждает случай конечных цепей Маркова, ко-
гда простое доказательство ПБУ для МАП с функцией уклонений D(α)
удается получить без использования ОПВ; см. [12, § 4.11].

Замечание 3.6.3. Метод доказательства ПБУ для МАП в [109, 110]
является весьма сложным и требует привлечения результатов ряда дру-
гих работ. В то же время мы видели в § 1.8, что все основные предельные
законы для МАП в области нормальных уклонений весьма просто уста-
навливаются с помощью тех же законов для ОПВ. В области больших
уклонений можно поступить аналогичным образом.

Пусть Z(n) — ОПВ, построенный по циклам, с параметрами (τ, ζ).
Тогда при условии λ+ > D(0) согласно теореме 3.4.1

lim
n→∞

1

n
lnP

(
Z(n) ∈ n∆[α)

)
= −D(α) (3.6.18)

при ∆ = o(1), n→ ∞. Кроме того, мы имеем представление

Xn = Z(n) + ρn, где ρn =

n∑
k=n−γ(n)+1

ξ(xk) (3.6.19)
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(см. (1.8.9)). Приведенные выше утверждения (3.6.16), (3.6.17) озна-
чают, что добавление к Z(n) слагаемого ρn не меняет асимптотику
lnP

(
Z(n) ∈ n∆[α)

)
. Это указывает на то, что ПБУ для МАП мож-

но установить непосредственно с помощью (3.6.18), (3.6.19) и оценки
слагаемого ρn. Согласно замечанию 3.6.1 для этого потребуются анало-
гично утверждениям в § 1.8 условия на «колебания» ζ̂ = maxk6τ Xk −
mink6τ Xk (при x0 = e0) на цикле.

Таким образом, альтернативный подход к доказательству ПБУ для
МАП состоит в (a) проверке для процесса

{
Z(n)

}
индуцированного

процессом {Xk} условия [λ+]
∩
[λ+] с тем, чтобы использовать теоре-

му 3.4.1; при этом случай [λ+], по-видимому, не реализуется. Проверка
названного условия для конечных харрисовых цепей Маркова трудно-
стей не вызывает; и (b) в доказательстве пренебрежимости слагаемого
ρn в (3.6.19).

Возможные подходы к оценке слагаемого ρn проиллюстрированы
в § 5.6 при доказательстве значительно более точных интегро-локальных
предельных теорем для МАП.

§ 3.7 Грубая асимптотика преобразования Лапла-
са над распределением обобщенного процес-
са восстановления

Напомним, что в общем случае через µ± мы обозначаем границы мно-
жества конечности функции A(µ):

µ− := inf
{
µ : A(µ) <∞

}
, µ+ := sup

{
µ : A(µ) <∞

}
Теорема 3.7.1. Пусть выполнено условие [λ+]

∪
[λ+] и условия до-

пустимой неоднородности

A60 ⊂ [A1], λ
(τ1)
+ := sup{λ : Eeλτ1 <∞} > D(0).

Тогда для любого µ ̸= µ±

lim
T→∞

1

T
lnEeµZ(T ) = Â(µ). (3.7.1)

Утверждение (3.7.1), по-видимому, будет справедливым и при µ=µ±.
Это утверждение в случае λ+ > D(0) (Â = A) было анонсирова-

но в п. (v) теоремы 2.2. в [15], но его доказательство было проведено
при упрощающих предположениях (для прозрачности изложения), так
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что оно является не полным. Ниже приводится полное доказательство
теоремы 3.7.1.

Доказательство теоремы 3.7.1. Если µ = 0, то левая и правая части
равенства (3.7.1) равны 0 и равенство (3.7.1) очевидно.

Рассмотрим случай µ ∈ (0, µ+). Обозначим

E(B) := E

(
eµZ(T );

Z(T )

T
∈ B

)
,

L(B) := lim
T→∞

1

T
lnE(B), L(B) := lim

T→∞

1

T
lnE(B).

Наша цель — оценить значения L(R), L(R) и доказать соотношение

L(R) 6 Â(µ) 6 L(R). (3.7.2)

Пусть d− < d+ — границы множества D<∞
1 =

{
α : D(α) < ∞

}
={

α : D̂(α) <∞
}
. В силу теорем 3.5.2, 3.5.4

Â(µ) = sup
α

{
αµ− D̂(α)

}
= sup

α∈D<∞
1

{
αµ− D̂(α)

}
= sup

(d−,d+)

{
αµ− D̂(α)

}
Мы будем различать 4 случая, связанных с конечностью или беско-

нечностью значений d−, d+. Доказательство соотношения (3.7.2) разо-
бьем на несколько этапов, которые будут представлены в виде лемм.

Лемма 3.7.1. Пусть µ ∈ (0, µ+), |d−| <∞, d+ = ∞. Тогда

L(R) 6 Â(µ). (3.7.3)

Доказательство. При малом ε > 0 и большом N > d− положим

B1=(−∞, d− − ε], B2=(d− − ε, d− + ε), B3= [d− + ε,N ], B4=(N,∞).

Тогда

EeµZ(T ) = E(R) =
4∑
i=1

E(Bi).

Локальный принцип больших уклонений для ОПВ Z(t) при вы-
полнении условий теоремы 3.7.1, установленный в теореме 3.4.1, можно
записать в виде: при любом α ∈ R

lim
ε→0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (α)ε

)
6 −D̂(α), (3.7.4)

lim
ε→0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (α)ε

)
> −D̂(α). (3.7.5)
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Из него следует, что

D(B1) = ∞, L(B1) = −∞ (3.7.6)

и что при любом G > 0 найдется малое ε > 0, такое что

L(B2) 6


−G, если D̂(d−) = ∞,

µd− − D̂(d−) + δε 6 sup
[d−,d+]

{
µα− D̂(α)

}
+ δε =

= Â(µ) + δε, если D̂(d−) <∞,

где δε → 0 при ε→ 0. Таким образом, всегда

L(B2) 6 Â(µ) + δε. (3.7.7)

Оценим теперь L(B3). В силу (3.7.4) для любого α ∈ B3 и заданных
ε > 0, h > 0 существует ε(α) 6 ε такое, что

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (α)ε(α)

)
6 −D̂(α) + h. (3.7.8)

Окрестности
{
(α)ε(α); α ∈ B3

}
в (3.7.8) образует покрытие компакта

B3. Из этого покрытия можно выбрать конечное подпокрытие{
(αj , εj); j = 1, . . . ,M

}
, (3.7.9)

где εj := ε(αj) 6 ε при заданном ε > 0. Поэтому в силу (3.7.8)

E(B3) = E

(
eµZ(T );

Z(T )

T
∈ B3

)
6

M∑
j=1

E
(
(αj)εj

)
6

6M max
16j6M

E
(
(αj)εj

)
. (3.7.10)

Из (3.7.8), (3.7.9) следует, что

L(B3) 6 max
16j6M

{
µ(αj + εj)− D̂(αj) + h

}
6

6 sup
α∈B3

{
µα− D̂(α)

}
+ µε+ h. (3.7.11)

Так как
sup
α∈B3

{
µα− D̂(α)

}
6 Â(µ),
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ε > 0 и h > 0 произвольно малы, то

L(B3) 6 Â(µ). (3.7.12)

Чтобы получить требуемую оценку для L(R), нам осталось оценить
L(B4).

Докажем, что для любого G <∞ найдется N = NG <∞ такое, что

L(B4) 6 −G. (3.7.13)

Считая для простоты, что N и T целые числа, рассмотрим разбиение
областей t 6 T , z > TN на полуинтервалы

δ[j) := [j, j + 1), ∆[k) := [k, k + 1),

соответствующие значениям δ = ∆ = 1. Тогда

E(B4) =
∑
k>TN

E(eµZ(T ); Z(T ) ∈ ∆[k)
)
=

∑
k>TN

E

(
1

T
∆[k)

)
.

Оценим сверху

E

(
1

T
∆[k)

)
=

∑
n>1

T∫
0

∫
z∈∆[k)

eµzP(Tn ∈ dt, Zn ∈ dz)P(τ > T − t) 6

6 eµ(k+1)
∑
n>1

∑
j6T

Pn(j, k)P(τ > T − j − 1), (3.7.14)

где
Pn(j, k) := P

(
Tn ∈ δ[j), Tn 6 T, Zn ∈ ∆[k)

)
.

Выделим в сумме для E(B4) подсумму

Σ1 :=
∑
k>NT

eµ(k+1)
∑
n>k+1

∑
j6T

Pn(j, k)P(τ > T − j − 1), (3.7.15)

которая берется по n таким, что

n− 1 > k > NT > 2
T

aτ
при N >

2

aτ
.

Из экспоненциального неравенства Чебышева (с учетом того, что рас-
пределение τ1 отличается, вообще говоря, от распределения τ) вытекает

Pn(j, k) 6 P(Tn 6 T ) 6 P(Tn − τ1 6 T ) 6

6 e−(n−1)Λ
(τ)( T

n−1) 6 e−(n−1)Λ(τ)(1/N),
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где Λ(τ) — функция уклонений для τ > 0, обладающая свойством:
Λ(τ)(1/N) → ∞ при N → ∞. Поэтому∑

n>k+1

Pn(j, k)P(τ > T − j − 1) 6

6 [1− e−Λ(τ)(1/N)]−1 e−kΛ
(τ)(1/N)P(τ > T − j − 1),

и при достаточно большом N имеем

[1− e−Λ(τ)(1/N)]−1 6 2,

µ(k + 1)− kΛ(τ)

(
1

N

)
6 −k,

∑
j6T

P(τ > T − j − 1) 6 Eτ + 1,

Σ1 6 2
∑
k>NT

(1 +Eτ)e−k 6 c1e
−NT , c1 = const.

Оценим теперь оставшуюся подсумму Σ2 суммы E(B4) (по n6 k
в (3.7.14), ср. с (3.7.15)). Для этого выберем h > 0 так, что µh :=
µ + 2h < µ+. Обозначим λh := −A(µh), так что точка (λh, µh) лежит
на границе ∂A60 множества A60, ψ(λh, µh) 6 1, ψ1(λh, µh) < ∞.
Имеем

P
(
Tn ∈ δ[j), Tn 6 T,Zn ∈ ∆[k)

)
=

= E(e±λhTn+±µhZn ;Tn ∈ δ[j), Tn 6 T,Zn ∈ ∆[k)
)
6

6 e−λhj−µhk+|λh|+µhE(eλhTn+µhZn) 6 e|λh|T+|λh|−µhk+µhψ1(λh, µh) 6
6 c2e

|λh|T−µhk, c2 = const.

Поэтому равномерно по j 6 T + 1 и n

eµ(k+1)Pn(j, k) 6 c2e
−(µh−µ)k+|λh|T+µ.

Поскольку k > NT , то при всех достаточно больших N и всех n

eµ(k+1)Pn(j, k) 6 c3e
−hk, c3 = const.

Поэтому

Σ2 6
∑
k>NT

∑
n6k

∑
j6T+1

eµ(k+1)Pn(j, k)P(τ > T − j − 1) 6

6 c3(Eτ + 1)
∑
k>NT

ke−hk 6 c4NTe
−hNT , c3, c4 = const.
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Итак, мы установили, что

E(B4) 6 Σ1 +Σ2 6 c1e
−NT + c4NTe

−hNT .

Считая для определенности, что h < 1, отсюда находим, что

L(B4) 6 −hN.

Это доказывает (3.7.13).
Сопоставляя (3.7.6), (3.7.7), (3.7.12), (3.7.13), мы получаем, что в усло-

виях леммы 3.7.1
L(R) 6 Â(µ) + δε, (3.7.16)

где δε → 0 при ε → 0. Так как ε произвольно мало, то лемма 3.7.1
доказана.

Лемма 3.7.2. Если µ ∈ (0, µ+), d− = −∞, |d+| <∞, то справед-
ливо (3.7.2).

Доказательство. В условиях этой леммы положим при −N<d+,
ε > 0,

B1 = (−∞,−N), B2 = [−N, d+ − ε],

B3 = (d+ − ε, d+ + ε), B4 = [d+ + ε,∞).

Оценки сверху значений L(B2), L(B3), L(B4) в условиях этой леммы
происходят точно так же как оценки L(B3), L(B2), L(B1), соответствен-
но, в условиях леммы 3.7.1. Остается оценить L(B1). Имеем

E(B1) = E

(
eµZ(T );

Z(T )

T
< −N

)
< e−µNT .

Так как µ > 0, то при любом b > 0 мы всегда можем обеспечить выпол-
нение неравенства

L(B1) < −G.

Как и в лемме 3.7.1, это приводит к неравенству (3.7.16). Это доказы-
вает лемму 3.7.2.

Для того чтобы получить оценку сверху для L(R) в (3.7.2), нам
осталось рассмотреть две возможности: возможность

d− = −∞, d+ = ∞

с множествами

B1 = (−∞,−N), B2 = [−N,N ], B3 = (N,∞)
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и возможность |d−| <∞, d+ <∞ с множествами

B1 = (−∞, d− − ε], B2 = (d− − ε, d− + ε), B3 = [d− + ε, d+ − ε],

B4 = (d+ − ε, d+ + ε), B5 = [d+ + ε,∞).

Оценки сверху значений L(Bj) для множеств Bj всех этих видов содер-
жатся в доказательствах лемм 3.7.1, 3.7.2. Поэтому мы получаем

Следствие 3.7.1. При выполнении условий теоремы 3.7.1 и
µ ∈ (0, µ+)

L(R) 6 Â(µ).

Для доказательства теоремы 3.7.1 в случае µ ∈ (0, µ+) нам осталось
получить оценку снизу для L(R).

Лемма 3.7.3. При выполнении условий теоремы 3.7.1 и
µ ∈ (0, µ+)

L(R) > Â(µ). (3.7.17)

Доказательство. Так как Â(µ) = sup
(
αµ − D̂(α)

)
, то для любого

ε > 0 найдется αε ∈ R такое, что

µαε − D̂(αε) > Â(µ)− ε.

Для любого γ ∈ (0, 1) в силу (3.7.5) имеем

L(R) > L
(
(αε)γ

)
> µαε − µγ + lim

T→∞

1

T
lnP

(
Z(T )

T
∈ (αε)γ

)
>

> µαε − µγ − D̂(αε)− δγ > Â(µ)− µγ − ε− δγ ,

где δγ → 0 при γ → 0. Устремляя γ и ε к 0, получим (3.7.17). Лем-
ма 3.7.3 доказана.

Случай µ ∈ (µ−, 0) рассматривается аналогично.
Пусть теперь µ /∈ [µ−, µ+]. Тогда Â(µ) = A(µ) = ∞, и для доказа-

тельства (3.7.1) достаточно установить соотношение

L := lim inf
t→∞

1

t
lnEeµZ(t) = ∞. (3.7.18)

Имеем при любых α ∈ R, ε > 0

L > lim inf
t→∞

1

t
lnE

(
eµZ(t);

Z(t)

t
∈ (α)ε

)
>

> µα− |µ|ε+ lim inf
t→∞

1

t
lnP

(
Z(t)

t
∈ (α)ε

)
.
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Применяя далее оценку снизу в ПБУ, получаем

lim inf
t→∞

1

t
lnP

(
Z(t)

t
∈ (α)ε

)
> −D̂

(
(α)ε

)
> −D̂(α),

поэтому
L > µα− D̂(α)− |µ|ε.

Так как α произвольно, то отсюда в силу первого соотношения в утвер-
ждении (3.5.62) теоремы 3.5.4 получаем

L > sup
α

{
µα− D̂(α)

}
− |µ|ε = Â(µ)− |µ|ε = ∞.

Это доказывает (3.7.18). Теорема 3.7.1 доказана.
Отметим, что часть доказательства теоремы 3.7.1 можно извлечь

из теоремы 4.3.1 в [93] (см. также [119]), где рассматривается после-
довательность Z(T ) более общей природы, удовлетворяющая принципу
больших уклонений. В этих работах показано, что в предположении
о существовании подходящих оценок сверху для L(−∞,−N) и L(N,∞)
значение limT→∞

1
T lnEeµZ(T ) равно преобразованию Лежандра над

функцией уклонений, соответствующей Z(T ). Такой подход был ис-
пользован в [36], где также доказана теорема 3.7.1. В [57] аналогичным
образом изучен случай, когда процесс Z(t) является многомерным и
арифметическим.



Глава 4

Принципы больших
уклонений для траекторий
обобщенных процессов
восстановления

В этой главе продолжены исследования принципов больших уклонений
для обобщенных процессов восстановления. Основным объектом изуче-
ния станут вероятности больших уклонений траекторий ОПВ.

Результаты § 4.1 носят предварительный характер. В §§ 4.2, 4.3 уста-
новлены так называемые «частичные» ПБУ (локальные ПБУ, действу-
ющие лишь в пространстве абсолютно непрерывных функций). В §§ 4.4,
4.5 при весьма ограничительных условиях получены так называемые
«полные» ПБУ. В граничных задачах в §§ 4.6, 4.7 удается установить
ПБУ при более широких условиях и с явным видом функционала укло-
нений. В § 4.8 установлен принцип умеренно больших уклонений для
ОПВ.

§ 4.1 Условия выполнения принципа больших
уклонений для приращений процесса и для
конечномерных распределений

4.1.1 ПБУ для приращений ОПВ

Пусть выполнены условия теоремы 3.4.1 о ПБУ для ОПВ в фазовом
пространстве и пусть U < T неограниченно возрастает вместе с T так,
что T − U → ∞. Будут ли в этом случае выполнены условия, обеспе-
чивающие выполнение ПБУ для приращений Z(T )−Z(U)? Начальные
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скачки ξ1,U сужения процесса Z(t) на [U, T ] имеют следующий вид. Обо-
значим, как и прежде,

γ(U) := U − Tν(U), χ(U) := Tη(U) − U,

ζ(U) := ζη(U), ξ(U) := (χ(U), ζ(U)).

Тогда ξ1,U = ξ(U). Распределение ξ1,U в общем неоднородном случае
определяется соотношениями (B ⊂ R)

P (u,B) := P(χ(U) > u, ζ(U) ∈ B) = P(τ1 > U + u, ζ1 ∈ B)+

+

U∫
0

H̃1(dt)P(τ > U − t+ u, ζ ∈ B), (4.1.1)

где

H̃1(dt) :=
∞∑
n=1

P(Tn ∈ dt) = H̃(dt) при t ̸= 0.

Так как
∫ t
0 H̃1(t) 6 c1t+ c2 при некоторых c1, c2, то интегрированием по

частям нетрудно убедиться, что

P (u,B) 6 P(τ1 > U + v, ζ1 ∈ B) + c1

U∫
0

P(τ > U − t+ v, ζ ∈ B)dt 6

6 P(τ1 > U + v, ζ1 ∈ B) + c1

∞∫
0

P(τ > t+ v, ζ ∈ B)dt.

Отсюда аналогично предыдущему (см. лемму 1.1.2) находим

ψ(U)(λ, µ) := Eeλχ(U)+µζ(U) 6

6 E(eλ(τ1−U)+µζ1 ; τ1 > U) + c1
ψ(λ, µ)− ψ(0, µ)

λ
6

6 ψ1(λ, µ) + c1Eτψ
(st)(λ, µ), (4.1.2)

A1 ∩ A(st) ⊂ A(U) :=
{
(λ, µ) : ψ(U)(λ, µ) <∞

}
.

Учитывая замечание 3.4.3 к теореме 3.4.1 (неравенство (4.1.2) можно
представить в виде (3.4.19)), получаем следующее утверждение

Теорема 4.1.1. Условие

A60 ⊂ [A1 ∩ A(st)] (4.1.3)

(ср. с (3.4.3)) вместе с другими условиями теоремы 3.4.1 влекут за
собой выполнение ПБУ для Z(T )− Z(U).
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По-видимому, при выполнении равенства D̂(0) = D(0) имеет место
утверждение и о необходимости условия (4.1.3) в теореме 4.1.1 (ср. с за-
мечанием 3.4.1).

Рассмотрим теперь более сильное чем (4.1.3) условие, обеспечива-
ющее выполнение условного ПБУ для Z(T ) − Z(U) относительно σ-
алгебры AU , порожденной траекториями процесса Z(t) на [0, U ]. Это
условие тесно связано с условиями асимптотической независимости при-
ращений процесса Z(t). Для B ⊂ R2 имеем

P(ξ1,U ∈ B) = P
(
(τ1 − U, ζ1) ∈ B; τ1 > U

)
+

+P
(
ξ(U − τ1) ∈ B; τ1 < U

)
. (4.1.4)

Как уже отмечалось, область конечности преобразования Лапласа над
первым (несобственным) распределением в правой части (4.1.4) содер-
жит в себе A1. Рассмотрим область конечности преобразования Лапла-
са над вторым (тоже несобственным) распределением в правой части
(4.1.4). Вся зависимость траектории Z(t) на [U, T ] от траектории на
[0, U ] сосредоточена в значении γ(U). Для первого скачка ξ1,U = ξ(U) =(
χ(U), ζ(U)

)
процесса Z(t) на [U, T ] на множестве

{
γ(U) ∈ dt

}
∈ AU

имеем при v > 0, w > 0

P(χ(U) > v, ζ(U) > w| AU ) = P(τ > t+ v, ζ > w| τ > t),

P(χ(U) > v, ζ(U) < −w| AU ) =
= P(τ > t+ v, ζ < −w| τ > t). (4.1.5)

Введем в рассмотрение меру Q в полупространстве {v>0}⊂R2, опре-
делив ее на квадрантах {v > 0, w > 0} и {v > 0, w < 0} соотношениями

Q
(
[v,∞)× [w,∞)

)
:= sup

t>0
P(τ > t+ v, ζ > w| τ > t),

Q
(
[v,∞)× [−∞,−w)

)
:= sup

t>0
P(τ > t+ v, ζ < −w| τ > t),

(4.1.6)

соответственно. Если пронормировать эту меру суммой

Q0 = Q
(
[0,∞)× [0,∞)

)
+Q

(
[0,∞)× (−∞, 0)

)
,

то получим распределение, соответствующее, возможно, несобственно-
му случайному вектору, который мы обозначим через ξ∞ = (τ∞, ζ∞).

Если τ и ζ независимы, то сумма Q0 равна 1, ζ∞
d
= ζ, τ∞ и ζ∞

также независимы. «Хвосты» распределения (4.1.6) равномерно по U и
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по всем направлениям мажорируют соответствующие «хвосты» услов-
ных распределений (4.1.5).

В дальнейшем важную роль будет играть условие

ξ∞ ⊂= [C]. (4.1.7)

Пусть

A∞ :=
{
(λ, µ) : ψ∞(λ, µ) := Eeλτ∞+µζ∞ <∞

}
.

Если выполнено (4.1.7), то область A∞ содержит некоторую окрест-
ность нуля и вложена в область конечности преобразования Лапласа
над начальными скачками ξ1,U = ξ(U) при всех U и любой предысто-
рии из AU . Стало быть, если A60 ⊂ [A∞], то условия вида A60 ⊂ [A1]
будут выполнены равномерно для всех начальных скачков ξ1,U сужений
процесса Z(t) на [U, T ].

Учитывая (4.1.4) и сказанное выше, мы получаем следующее утвер-
ждение.

Теорема 4.1.2. Условия

ξ∞ ⊂= [C], A60 ⊂ [A1 ∩ A∞] (4.1.8)

вместе с другими условиями теоремы 3.4.1 влекут за собой равно-
мерное по всем элементарным событиям из AU выполнение условного
ПБУ для траекторий Z(T )− Z(U):

lim
T−U→∞

1

T − U
lnP

(
Z(T )− Z(U)

T − U
∈ ∆[α)| AU

)
= −D̂(α)

(ср. с (3.4.5)) при ∆ = o(1), T − U → ∞.

Имеет место также аналогичное (3.4.6), (3.4.7) утверждение для услов-
ного «интегрального» ПБУ.

Условие ξ∞ ⊂= [C] выполнено не всегда. Оно не выполнено, если
распределение τ имеет большие лакуны. Другой признак невыполнения
условия ξ∞ ⊂= [C] мы сформулируем в виде леммы.

Лемма 4.1.1. Пусть существуют постоянная c > 0 и последова-
тельности

tn ↑ t∞ 6 ∞ и wn

{
> ctn, если t∞ = ∞,

→ ∞, если t∞ <∞,
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при n→ ∞, такие, что

P
(
|ζ| > wn| τ > tn

)
>

{
eo(tn), если t∞ = ∞,

p > 0, если t∞ <∞.
(4.1.9)

Тогда ζ∞ ̸⊂= [C].

Условие (4.1.9) свидетельствует о сильной зависимости ζ и τ . Оно
всегда выполнено, например, для зависимостей вида ζ =hτ +ω при
t∞ = ∞. В случае t∞ < ∞ оно выполнено, например, для вектора
(τ, ζ), где величина τ равномерно распределена на [0, 1], tn ↑ 1, wn =
− ln(1 − tn) → ∞ при n → ∞, ζ = ln(1 − τ) + ω, ω не зависит от τ ,
ω ⊂= [C].

Доказательство леммы 4.1.1. При любом µ > 0 имеем

E
(
eµ|ζ|| τ > tn

)
> E

(
eµ|ζ|, |ζ| > wn | τ > tn

)
>

> eµwnP
(
|ζ| > wn | τ > tn

)
>

{
eµctn+o(tn), если t∞ = ∞,

peµwn , если t∞ <∞.

Правые части этих соотношений неограниченно возрастают при n→ ∞.
Это означает, что ζ∞ ̸⊂= [C]. Лемма доказана.

Условие ξ∞ ⊂= [C] всегда выполнено, если τ и ζ независимы, а рас-
пределение τ имеет вид P(τ > v) = e−λ+vl(v), где l(v) — правильно ме-
няющаяся функция на бесконечности. В этом случае P(τ>t+v | τ>t) =
e−λ+v l(t+v)l(t) , где lim

t→∞
l(t+v)
l(t) = 1, так что

ζ∞
d
= ζ, P(τ∞ > v) 6 ce−λ+v, c = const.

Справедливо следующее более общее утверждение.

Лемма 4.1.2. Пусть λ+ <∞ и выполнены следующие условия

1) P(τ > v, ζ > w) 6 P(τ > v)ea(v,w)P(ζ > w)eb(v,w),

P(τ > v, ζ < −w) 6 P(τ > v)ea(v,w)P(ζ < −w)eb(v,w),
(4.1.10)

где

sup
w

a(v, w)

v
→ 0 при v → ∞, sup

v

b(v, w)

w
→ 0 при w → ∞.

2) lnP(τ > v) = −λ+v + h(v), (4.1.11)
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где

sup
t

|h(t+ v)− h(t)|
v

→ 0 при v → ∞.

Тогда A∞ = A и область A прямоугольна.

Доказательство. Имеем

lnP(τ∞ > v, ζ∞ > w) 6 lnQ0 + ln sup
t>0

P(τ > t+ v)

P(τ > t)
+ o(v)+

+ lnP(ζ > w) + o(w) при v → ∞, w → ∞,

где

sup
t>0

ln
P(τ > t+ v)

P(τ > t)
6 −λ+v + sup

t>0

∣∣h(t + v) − h(t)
∣∣ = −λ+v + o(v)

при v → ∞. Отсюда следует, что при c = const

P(τ∞ > v, ζ∞ > w) 6 c exp
{
− λ+v + o(v)

}
P(ζ > w)eo(w).

Аналогичное неравенство справедливо для P(τ∞ > v, ζ∞ < −w).
Из полученных соотношений вытекает, что Eeλτ∞+µζ∞ <∞ при лю-

бых λ < λ+ и µ ∈ (µ
(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ). Лемма доказана.

Сформулируем теперь утверждение, которое показывает, что усло-
вие P(|ζ∞| < ∞) > 0 (и тем более ζ∞ ⊂= [C]) несовместимо с неравен-
ством D̂(0) < D(0) (λ+ < D(0)).

Лемма 4.1.3. Если P
(
|ζ∞| <∞

)
> 0, то λ+ > D(0) = D̂(0).

Лемма 4.1.3 будет доказана в разделе 4.1.2.
Условия (4.1.10) «грубой» асимптотической независимости прира-

щений процесса Z(t) могут быть несколько расширены. Именно, спра-
ведлива

Теорема 4.1.3. Пусть ξ1 ⊂= [C], ξ ⊂= [C], A60 ⊂ [A1], и выполнено
хотя бы одно из следующих условий

1) ξ∞ ⊂= [C], A60 ⊂ [A∞] ( условия теоремы 4.1.2);
2) Выполнены условия (4.1.10), (4.1.11)

(условия леммы 4.1.2);
3) τ и ζ независимы, τ ⊂= [C∞];

4) ζ ⊂= [C∞].

(4.1.12)
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Тогда при любом фиксированном u ∈ (0, 1) приращения Z(uT ) и Z(T )−
Z(uT ) асимптотически независимы в смысле грубой асимптотики и
удовлетворяют «совместному» ПБУ:

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z(uT )

T
∈ ∆[α),

Z(T )− Z(uT )

T
∈ ∆[β)

)
=

= lim
T→∞

1

T
ln

[
P

(
Z(uT )

T
∈ ∆[α)

)
P

(
Z(T )− Z(uT )

T
∈ ∆[β)

)]
=

= −uD
(
1,
α

u

)
− (1− u)D

(
1,

β

1− u

)
=

= −D(u, α)−D(1− u, β), (4.1.13)

где ∆ = o(1) при T → ∞.

Отметим, что условия теоремы 3.4.1 о ПБУ для ОПВ в фазовом
пространстве недостаточны для выполнения ПБУ (4.1.13) для конечно-
мерных распределений. На это указывает следующий пример.

Пример 4.1.1. Построим однородный ОПВ (ξ1 =
d

ξ, A1 = A),

для которого D̂(0) = D(0) (и, стало быть, выполнены условия теоре-
мы 3.4.1), но ПБУ (4.1.13) не будет иметь места. Пусть P(τ > t) = e−t,
ζ = ±τ с вероятностями 1/2. Тогда Eζ =0, D(0)= 0, λ+ = 1,
λ+>D(0) = D̂(0) = 0, и условия теоремы 3.4.1 выполнены. Рассмот-
рим для u = 1/2, ε→ 0, εT → ∞ при T → ∞ вероятность

P := P

(
Z(uT )

T
∈ (0)ε,

Z(T )− Z(uT )

T
∈ (1)ε

)
.

Ясно, что при T → ∞ эта вероятность не меньше, чем

1

3
P
(
τ > T (1− ε)

)
=

1

3
e−T (1−ε), lim

T→∞

1

T
lnP > −1.

В то же время D(1, 2) = ∞, так как скорость роста Z(t) не превышает
1 (P

(
Z(T ) > T

)
= 0). Поэтому равенство (4.1.13) неверно.

Доказательство теоремы 4.1.3. Из теоремы 3.3.2, леммы 4.1.3 и лю-
бого из условий (4.1.12) вытекает, что λ+ > D(0) = D̂(0). Первое
утверждение теоремы следует непосредственно из теоремы 4.1.1 и лем-
мы 4.1.3. Второе утверждение вытекает из первого и леммы 4.1.2.

Докажем третье утверждение. Рассмотрим однородный случай. Пусть
B1, B2 — два события, стоящие под знаком вероятности в левой части
(4.1.13), τ ⊂= [C∞]. Тогда при U = uT имеем

P(B1B2) = P(B1B2BT ) +P(B1B2BT ), (4.1.14)
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где n = [MT ] и при любом M > 0

BT :=
{
η(U) < n, τ(U) < δT

}
,

P(B1B2BT ) 6 P
(
η(U) > n

)
+ nP(τ > δT ) =

= P(Tn < U) + nP(τ > δT ). (4.1.15)

Ясно, что при T → ∞ первая вероятность в правой части (4.1.15) вы-
бором M может быть сделана меньше, чем e−NT при любом заданном
N > 0. Вторая вероятность в правой части (4.1.15) при заданном δ > 0
и T → ∞ будет также меньше e−NT , так как τ ⊂= [C∞]. Эта оценка со-
хранится, очевидно, и для δ = δT → 0 достаточно медленно при T → ∞,
так что

P(B1B2BT ) 6 2e−NT .

Рассмотрим теперь первое слагаемое в правой части (4.1.14), равное

P(B1BT )P(B2| B1BT ).

Очевидно, что при достаточно большом N

lim
T→∞

1

T
lnP(B1BT ) = lim

T→∞

1

T
lnP(B1) = −uD

(
α

u

)
.

Далее,

P(B2| B1BT ) = P

(
Z∗((1− u)T

)
T

∈ ∆[β)

)
,

где Z∗(t) есть ОПВ, первый скачок которого (τ∗1 , ζ
∗
1 ) обладает свойства-

ми
τ∗1 < δT, ξ∗1 =

d
ζ.

Если мы заменим этот скачок на вектор (τ∗∗1 , ζ∗∗1 ) = (0, ζ∗1 ), то получим
процесс Z∗∗(t), удовлетворяющий всем условиям теоремы 3.4.1 и такой,
что Z(T ) − Z(U) = Z∗∗(T1), где T1 = (1 − u)T − τ∗1 , τ∗1 6 δT , так что
T1 ∼ (1 − u)T при T → ∞. Остается воспользоваться теоремой 3.4.1
и замечанием 3.4.2, в силу которых для любой последовательности
T1 ∼ (1− u)T при T → ∞

lim
T→∞

1

T
lnP

(
Z∗∗(T1)

T
∈ ∆[β)

)
= −(1− u)D

(
β

1− u

)
.

Утверждение 4) вытекает из ПБУ для нормированных траекторий
zt(t) =

Z(tT )
T , t ∈ [0, 1], доказанного ниже в теореме 4.5.1.

Изменения, которые нужно внести в доказательство в неоднородном
случае, очевидны.



4.1. Условия выполнения ПБУ для конечномерных распределений 207

Теорема 4.1.3 доказана.
Из теоремы 4.1.3 в свою очередь вытекает ПБУ для конечномерных

распределений процесса Z(t) в моменты ujT , j = 0, . . . , k; 0 = u0 < u1 <
· · · < uk = 1.

Теорема 4.1.4. Пусть выполнены условия теоремы 4.1.3. Тогда
при любых αj, j = 1, . . . , k

lim
T→∞

1

T
lnP

( k∩
j=1

{
1

T

(
Z(ujT )−Z(uj−1T )

)
∈ ∆[αj)

})
= I(f), (4.1.16)

где ∆ = o(1) при T → ∞,

I(f) :=

1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt,

f(t) — непрерывная ломаная на [0, 1], f(0) = 0, с узловыми точками
(uj ,

∑j
i=0 αi), j = 0, . . . , k.

Справедлив также «интегральный» ПБУ для конечномерных рас-
пределений процесса Z(t): для любых измеримых множеств Bj ⊂ R

lim
T→∞

1

T
lnP

( k∩
j=1

{
1

T

(
Z(ujT )−Z(uj−1T )

)
∈ Bj

})
6 −I([B]), (4.1.17)

lim
T→∞

1

T
lnP

( k∩
j=1

{
1

T

(
Z(ujT )−Z(uj−1T )

)
∈ Bj

})
> −I((B)), (4.1.18)

где
I(B) := inf

f∈B
I(f),

B есть совокупность непрерывных ломаных f(t) c изломами в точках
uj, j = 1, . . . , k на отрезке [0, 1] таких, что f(0)= 0, f(uj)−f(uj−1)∈Bj
при j = 1, . . . , k; [B] и (B) — замыкание и внутренность множества
B в равномерной метрике.

Интегральный ПБУ (4.1.17)-(4.1.18) устанавливается с помощью ло-
кального ПБУ (4.1.16) так же, как это делается в доказательстве тео-
ремы 3.4.1.

Вопрос о том, достаточно ли для выполнения ПБУ (4.1.16)–(4.1.18)
лишь условий A60 ⊂ A1, λ+ > D(0), остается открытым.
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4.1.2 Доказательство леммы 4.1.3

Для доказательства леммы 4.1.3 и в дальнейшем нам понадобится

Лемма 4.1.4. Справедливо равенство

l(τ) := − lim
T→∞

1

T
lnP(τ > T ) = λ+. (4.1.19)

Доказательство. В силу экспоненциального неравенства Чебышева
при T > Eτ , любом δ > 0 и естественных соглашениях относительно
обозначений имеем

P(τ > T ) 6 ψ(τ)(λ+ − δ)e−T (λ+−δ),

так что −l(τ) 6 −λ+ + δ. Поскольку δ произвольно, то

l(τ) > λ+. (4.1.20)

Если λ+ = ∞, то, очевидно, l(τ) = ∞ и равенство (4.1.19) доказано.
Установим теперь обратное к (4.1.20) неравенство в случае λ+ <∞.

Допустим противное, что при некотором δ > 0 справедливо неравенство

l(τ) > λ+ + δ. (4.1.21)

Оно означает, что в силу определения l(τ)

P(τ > t) 6 e−λ+t−δt+o(t) при t→ ∞.

Из этого неравенства вытекает, что для всех λ ∈ [0, λ+ + δ) выполня-
ется Eeλτ < ∞, т.е. λ+ > λ+ + δ. Мы получили противоречие. Лемма
доказана.

Доказательство леммы 4.1.3. Покажем, что в случае D̂(0)<D(0) вы-
полнено равенство P

(
|ζ∞| = ∞

)
= 1.

Пусть
λ+ = D̂(0) < D(0).

Имеем при любом фиксированном ε > 0 и любой последовательности
tn → ∞

P
(
τ > tn, |ζ| > εtn

)
= P(τ > tn)−P

(
τ > tn, |ζ| < εtn

)
. (4.1.22)

По лемме 4.1.4 существует последовательность tn → ∞ при n → ∞
такая, что

P(τ > tn) = e−λ+tn+o(tn). (4.1.23)
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Поэтому в силу замечания 3.5.3 к лемме 3.5.4

P
(
τ > tn, |ζ| < εtn

)
6 e−(D(0)−δ(ε))tn+o(tn), (4.1.24)

где δ(ε) → 0 при ε → 0. Выберем ε > 0 так, чтобы выполнялось нера-
венство δ(ε) < D(0)−λ+

2 =: r. Тогда D(0)− δ(ε) > λ
(τ)
+ + r и правая часть

в (4.1.24) не будет превосходить

e−(λ++r)tn+o(tn).

Так как r > 0, то вместе с (4.1.23) это означает, что второе слагаемое
в правой части (4.1.22) будет пренебрежимо мало при n → ∞ по срав-
нению с первым и, стало быть

P
(
τ > tn, |ζ| > εtn

)
∼ P(τ > tn),

P
(
|ζ| > εtn| τ > tn

)
→ 1

(4.1.25)

при n→ ∞. Поэтому при любом N > 0 имеем

P(|ζ∞| > N) = P(ζ∞ > N) +P(ζ∞ 6 −N) =

= sup
t>0

P(ζ > N | τ > t) + sup
t>0

P(ζ 6 −N | τ > t) >

> lim
n→∞

P(ζ > N | τ > tn) + lim
n→∞

P(ζ 6 −N | τ > tn) >

> lim
n→∞

P(|ζ| > N | τ > tn) = 1.

Лемма 4.1.3 доказана.
Для доказательства несовместимости условий λ+ < D(0) и ζ∞ ⊂= [C]

(ξ∞ ⊂= [C]) можно было бы также воспользоваться леммой 4.1.1, так как
в силу (4.1.25) условие (4.1.9) этой леммы выполнено.

§ 4.2 Первый частичный локальный принцип боль-
ших уклонений для траекторий обобщенно-
го процесса восстановления

Для произвольной фиксированной последовательности x = x(T ) ∼ T
при T → ∞ рассмотрим семейство случайных процессов

zT = zT (t) =
Z(tT )

x
, 0 6 t 6 1.

Процесс zT принимает значения в измеримом пространстве (D,B), где
D = D[0, 1] — пространство функций f = f(t) на отрезке [0, 1] без раз-
рывов второго рода. Нам будет удобно наделить пространство D равно-
мерной метрикой

ρ(f, g) := sup
06t61

∣∣f(t)− g(t)
∣∣,
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так что B есть σ-алгебра борелевских множеств относительно этой мет-
рики. Через (f)ε обозначим ε-окрестность функции f ∈ D относительно
метрики ρ. Пусть далее C = C[0, 1] — пространство непрерывных на от-
резке [0, 1] функций f = f(t), Ca ⊂ C — класс абсолютно непрерывных
функций f = f(t), таких, что f(0) = 0. Цель настоящего и следую-
щего параграфов — доказать: (a) два так называемых «частичных»
локальных ПБУ для траекторий обобщенного процесса восстановления
(определения см. ниже) и (b) — доказать «полный» локальный ПБУ
при более ограничительных условиях. В случае (a) мы укажем условия
(см. теоремы 4.2.1, 4.3.1 ниже), при которых для любой функции f ∈ Ca
и любой последовательности ε = εT = o(1) (достаточно медленно схо-
дящейся к 0 при T → ∞) имеют место соотношения

1

T
lnP

(
ζT ∈ (f)ε

)
→


−I(f), если λ+ > D(0)

(теорема 4.2.1),
−Î(f), если λ+ < D(0)

(теорема 4.3.1),

(4.2.1)

где

I(f) :=

1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt, если f ∈ Ca, (4.2.2)

а функционал Î(f) будет определен позже. Если f ∈ D\Ca и выполнено
лишь условие ξ = (τ, ζ) ⊂= [C], то пределы в левой части (4.2.1) могут
не существовать. Подробнее об этом см. в начале § 4.4.

В случае (b) в теореме 4.4.1 будет доказано, что при дополнитель-
ном условии ζ ⊂= [C∞] для любой функции f ∈ D и любой последова-
тельности ε = εT , достаточно медленно сходящейся к 0 при T → ∞,
имеет место верхнее соотношение в (4.2.1) (соответствующее случаю
λ+ > D(0)), в котором функционал I(f) на функциях f ∈ D \ Ca до-
определен как ∞.

Итак, рассмотрим сначала случай λ+ > D(0) = D̂(0), f ∈ Ca.

4.2.1 Основное утверждение и его доказательство

Теорема 4.2.1 (первый частичный локальный ПБУ). Предполо-
жим, что

ξ = (τ, ζ) ⊂= [C], λ+ > D(0)

и справедлив локальный ПБУ (3.4.5) в фазовом пространстве. Тогда
для любой функции f ∈ Ca и любой последовательности ε = εT = o(1)
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при T → ∞, имеет место соотношение

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
= −I(f). (4.2.3)

Мы называем утверждение теоремы 4.2.1 частичным локальным
ПБУ потому, что оно справедливо не для всех функций f ∈ D, а лишь
для f ∈ Ca. Второй частичный локальный ПБУ в альтернативном слу-
чае λ+ < D(0) установлен в § 4.3 (теорема 4.3.1). Полные локальные
ПБУ для любых f ∈ D при дополнительном условии ζ ⊂= [C∞] рассмот-
рены в § 4.4.

Доказательство теоремы 4.2.1 выполним для случая, когда норми-
рующая последовательность x = x(T ) имеет вид x(T ) = T . Нетрудно
видеть, что в общем случае x ∼ T при T → ∞ утверждение теоре-
мы 4.2.1 является следствием этого специального случая (см. замеча-
ние 3.4.2 и лемму 4.5.1 ниже).

Для целого L > 1 через tL = {0= t0<t1< · · · <tL = 1} обозна-
чим разбиение полуинтервала (0, 1] на L полуинтервалов (tl−1, tl],
l = 1, . . . , L. Через f tL = f tL(t) обозначим непрерывную ломаную, по-
строенную по узловым точкам(

tl, f(tl)
)
, l = 0, 1, . . . , L.

Ломаная f tL спрямляет функцию f ∈ Ca, так что всегда справедливо
неравенство (см., например, [12, § 4.2] или [31])

I(f) > I(f tL). (4.2.4)

Если рассмотреть так называемые «плотные» последовательности раз-
биений tL, для которых

max
16l6L

(tl − tl−1) → 0 при L→ ∞,

то имеет место сходимость

I(f tL) → I(f) при L→ ∞ (4.2.5)

(см., например, [12, § 4.2]). Очевидно, что равномерные разбиения

tUL =

{
l

L

}L
l=0

образуют плотную последовательность. Если разбиения tL вложенные,
т.е. tL ⊂ tL+1, то, очевидно, сходимость в (4.2.5) будет монотонной:

I(f tL) ↑ I(f) при L ↑ ∞. (4.2.6)
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Если функция f ∈ C фиксирована и содержит линейные участки (на
которых f ′(t) = const), то сходимость (4.2.5), (4.2.6) будет иметь место и
для последовательностей более «бедных» разбиений (зависящих от f),
не обязательно «везде плотных». Ясно, например, что если f(t) = ct,
t ∈ [0, 1], то I(f) = I(f t1), и разбиения для сходимости (4.2.5) вообще не
нужны. Поэтому на участках постоянства функции f ′(t) использовать
разбиения для обеспечения сходимости (4.2.5), (4.2.6) нет необходимо-
сти.

Более того, доказательство, которое мы будем использовать, не до-
пускает наличие точек разбиения на участках постоянства функции f .
Поэтому мы будем строить вложенные разбиения для f ∈ C следующим
образом. Если f имеет участки постоянства, то мы обозначим (u−r , u

+
r ),

r = 1, . . . , R, максимальные интервалы, на которых вариация f равна
0 (f ′(t) = 0 п.в.) и занумеруем их в порядке убывания их длины.
Рассмотрим вложенные разбиения

tL =

L∪
k=1

tUk . (4.2.7)

Для того, чтобы точки разбиения, которое мы строим, распределялись
с ростом его номера «равномерно» по отрезку [0, 1], мы занумеруем эле-
менты tL следующим образом: сначала идут элементы из tU1 в порядке
возрастания, затем — новые элементы из tU2 в порядке возрастания и т.д.
Например, разбиение t4 будет иметь вид {0, 1, 1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4}.
Далее рассмотрим пересечение tLV разбиения tL c множеством

V := [0, 1] \
R∪
r=1

[u−r , u
+
r ), (4.2.8)

не имеющим участков постоянства функции f .
Пусть L1 есть наименьшее число, при котором количество точек

в tL1V превосходит L. При заданном L включим в разбиение uL, кото-
рое мы строим, точку 0 и L первых точек из tL1 (точка t = 0 не будет
входить в разбиение tLV , если одно из чисел u−r окажется равным 0).
Ясно, что точки u−r , не равные 0, не входят в uL и что полученная по-
следовательность вложенных разбиений будет плотной на множестве V ,
так что для нее сходимость (4.2.6) сохранится:

I(fuL) ↑ I(f) при L ↑ ∞. (4.2.9)

Разбиение uL мы будем называть f -разбиением.
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Рассмотрим теперь точки ul, l = 0, . . . , L, из разбиения uL, распо-
ложенные в порядке возрастания, и обозначим χl величину перескока
блужданием { 1

T Tk}, k = 0, 1, . . . , через уровень ul:

χl :=
1

T
Tη(ulT ) − ul, (4.2.10)

где время первого прохождения η(t) определено в § 1.1. Время ul+χl
есть момент первого скачка процесса zT (t) после момента t = ul. Обо-
значим

χL := max{χl : 1 6 l 6 L− 1}. (4.2.11)

Ясно, что для заданной функции f найдется последовательность δT ↓ 0
при T ↑ ∞ такая, что событие

{
zT ∈ (f)ε

}
при ε = εT → 0 влечет за со-

бой событие {χL < δT } (Напомним, что точки {u−k } в разбиение uL
не входят. Если χl > c = const > 0, то процесс zT (t) сохраняет посто-
янное значение на [ul, ul + c], а функция f — не сохраняет, и события
{χl > c} и zT ∈ (f)ε несовместны при всех достаточно больших T ).

Кроме того ясно, что событие
{
zT ∈ (f)ε

}
влечет за собой событие{

ζ(T ) < 2εT}, где ζ(T ) := max
06k6ν(T )

|ζk|,

величина ν(T ) определена в § 1.1.
Таким образом, мы получили включение{
zT ∈ (f)ε

}
⊂

{
zT (ul) ∈

(
f(ul)

)
ε

при всех 1 6 l 6 L,

ζ(T ) < 2εT, χL < δT

}
. (4.2.12)

Важную роль в доказательстве теоремы 4.2.1 играет

Лемма 4.2.1. Пусть фиксирована произвольная функция f ∈ C,
f(0) = 0. Тогда:

(i). Если выполнены условия теоремы 4.2.1, то для f -разбиения
uL = {ul}Ll=0 и любых последовательностей ε = εT → 0, δT → 0
при T → ∞

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (ul) ∈ (f(ul)

)
ε

при всех 1 6 l 6 L,

ζ(T ) < 2εT, χL < δT

)
6 −I(fuL). (4.2.13)

(ii). Если выполнены условия теоремы 3.4.1, то для любого фикси-
рованного δ > 0 и любого разбиения tL

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
f(tl)

)
δ
при всех 1 6 l 6 L

)
> −I(f tL). (4.2.14)



214 Глава 4. Принципы больших уклонений для траекторий ОПВ

Из утверждения (ii) леммы 4.2.1 нетрудно получить

Следствие 4.2.1. Для любого фиксированного δ > 0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
f(tl)

)
δ

при всех 1 6 l 6 L
)
>

> −I
(
(f tL)δ

)
, (4.2.15)

где
I(B) := inf

f∈B
I(f).

Доказательство следствия 4.2.1. При любой функции g ∈ (f tL)δ
и для достаточно малого γ > 0 выполняется{

zT (tl) ∈
(
f(tl)

)
δ

при всех 1 6 l 6 L
}
⊃

⊃
{
zT (tl) ∈

(
g(tl)

)
γ

при всех 1 6 l 6 L
}
. (4.2.16)

Поэтому

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
f(tl)

)
δ

при всех 1 6 l 6 L
)
>

> lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
g(tl)

)
γ

при всех 1 6 l 6 L
)
.

Применяя (4.2.14) к правой части последнего неравенства, получаем

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
f(tl)

)
δ

при всех 1 6 l 6 L
)
> −I(gtL). (4.2.17)

Левая часть неравенства (4.2.17) не зависит от выбора функции g в пре-
делах (f tL)δ. Поэтому, заменяя правую часть в (4.2.17) точной верхней
гранью по g ∈ (f tL)δ, получаем

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈

(
f(tl)

)
δ

при всех 1 6 l 6 L
)
> − inf

g∈(ftL )δ
I(gtL).

Для любой функции g ∈ D выполняется I(g) > I(gtL). Поэтому

I
(
(f tL)δ

)
:= inf

g∈(ftL )δ
I(g) > inf

g∈(ftL )δ
I(gtL),

и мы получаем (4.2.15). Следствие 4.2.1 доказано.
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Опираясь на лемму 4.2.1 (которую мы докажем позже) и следствие 4.2.1,
продолжим доказательство теоремы 4.2.1.

(i). Оценка сверху. Из (4.2.12) и леммы 4.2.1 получаем

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
6 −I(fuL). (4.2.18)

Так как левая часть в (4.2.18) от разбиения uL не зависит, то в силу
соотношения (4.2.9) правую часть в (4.2.18) можно заменить на −I(f).
Оценка сверху для (4.2.3) установлена.

(ii). Оценка снизу. Покажем, что

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)δ

)
> −I(f) (4.2.19)

для любого фиксированного δ > 0. Если I(f) = ∞, то эта оценка
очевидна. Поэтому везде в дальнейшем будем считать, что I(f)<∞.
Допустим сначала, что при некотором N < ∞ случайные векторы
ξ1 = (τ1, ζ1), ξ = (τ, ζ) с вероятностью 1 удовлетворяют неравенствам

τ1 >
1

N
, τ > 1

N
, |ζ1| 6 N, |ζ| 6 N. (4.2.20)

Тогда, повторяя рассуждения, которые использовались при получении
оценки снизу в локальном принципе больших уклонений для траекто-
рий случайных блужданий (см. [12, § 4.2] или [31]), находим, что для лю-
бого фиксированного δ > 0 существует число L0 = L0

δ,f,N < ∞ такое,
что для всех L > L0 и всех достаточно больших T выполняется{

zT ∈ (f)δ
}
⊃

{
zT (l/L) ∈

(
f(l/L)

)
δ
2

при всех l = 1, . . . , L
}
.

Из этого соотношения, используя оценку (4.2.15) из следствия 4.2.1,
получаем для всех L > L0 неравенство

Qδ(f) := lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)δ

)
> −I

(
(f tL)δ

)
. (4.2.21)

Отсюда и из неравенства (4.2.4) следует требуемая оценка снизу (4.2.19)
при выполнении дополнительного предположения (4.2.20).

Если же неравенства (4.2.20) не выполнены, то введем в рассмотре-
ние «срезанные» случайные векторы (N)ξ1, (N)ξ, определив распреде-
ление (N)ξ равенством (B ⊂ R2)

P((N)ξ ∈ B) = P

(
ξ ∈ B| τ > 1

N
, |ζ| 6 N

)
. (4.2.22)
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Аналогично определим распределение срезки (N)ξ1. Случайные век-
торы (N)ξi, i = 2, 3, . . . , суть независимые копии (N)ξ, не зависящие
от (N)ξ1. Случайный процесс, построенный по срезанным векторам обо-
значим через (N)zT = (N)zT (t). Для срезанных векторов (N)ξi сохраним
все обозначения, соответствующие случайным векторам ξi, снабдив их
верхним левым индексом (N).

Пусть далее M > 0 — произвольное число. Обозначим

AM,N :=
{
τi >

1

N
, |ζi| 6 N при всех i = 0, 1, . . . , [MT ]

}
.

Тогда

P(zT ∈ (f)δ) > P(zT ∈ (f)δ, ν(T ) 6 TM, AM,N ) =

= P(AM,N )P
(
(N)zT ∈ (f)δ,

(N)ν(T ) 6 TM
)
. (4.2.23)

Здесь
1

T
lnP(AM,N ) →M lnP (N) (4.2.24)

при T → ∞, где

P (N) := P
(
τ > 1

N
, |ζ| 6 N

)
→ 1 при N → ∞. (4.2.25)

Второй сомножитель в правой части (4.2.23) больше или равен

P
(
(N)zT ∈ (f)δ

)
−P

(
(N)ν(T ) > TM

)
. (4.2.26)

Оценим сначала значение

(N)Qδ(f) := lim
T→∞

1

T
lnP

(
(N)zT ∈ (f)δ

)
.

К нему применимо соотношение (4.2.21). Поэтому

(N)Qδ(f) > −(N)I
(
(f tL)δ

)
, (4.2.27)

где
(N)I

(
(f tL)δ

)
= inf

g∈BL

(N)I(gtL), BL := (f tL)δ. (4.2.28)

Стало быть, для любых g ∈ BL

(N)Qδ(f) > −(N)I(gtL). (4.2.29)

Полагая tl = l
L при l = 0, 1, . . . , L;

αl =

[
f

(
l

L

)
− f

(
l − 1

L

)]
L, βl =

[
g

(
l

L

)
− g

(
l − 1

L

)]
L
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при l = 1, . . . , L, получаем для любой функции g ∈ BL

(N)Qδ(f) > − 1

L

L∑
l=1

(N)D(βl).

Так как левая часть этого неравенства не зависит от g из множества
BL и |βl − αl| < 2δ при g ∈ BL, то

lim
N→∞

(N)Qδ(f) > − 1

L

L∑
l=1

lim
N→∞

inf
|βl−αl|<2δ

(N)D(βl). (4.2.30)

Воспользуемся теперь следующим утверждением, которое будет дока-
зано позже.

Лемма 4.2.2. Для любых δ > 0, α ∈ R справедливо неравенство

lim
N→∞

inf
|β−α|<δ

(N)D(β) 6 D(α). (4.2.31)

Утверждение (4.2.31) полностью сохранится для функции уклонений
[N ]D(α) срезок [N ]ξ с распределением

P([N ]ξ ∈ B) :=
P(ξ ∈ B, τ 6 N, |ζ| 6 N)

P(τ 6 N, |ζ| 6 N)
. (4.2.32)

Применяя (4.2.31) к правой части (4.2.30), находим

lim
N→∞

(N)Qδ(f) > − 1

L
lim
N→∞

L∑
l=1

(N)D(αl) = −I(f tL). (4.2.33)

Отсюда в силу неравенства I(f tL) 6 I(f) получаем оценку снизу

lim
N→∞

(N)Qδ(f) > −I(f). (4.2.34)

Вернемся теперь к неравенству (4.2.23). Из него и из (4.2.26) следует,
что при любом N

Qδ(f) > r(N)+

+ lim
T→∞

1

T
ln

[
P
(
(N)zT ∈ (f)δ

)
−P

(
(N)ν(T ) > MT

)]
, (4.2.35)

где
r(N) := lim

T→∞

1

T
lnP(AN,M ) → 0 (4.2.36)
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при N → ∞. Заметим далее, что (N)τ >
d
τ , (N)ν(T ) 6

d
ν(T ). Поэтому

при всех N
P
(
(N)ν(T ) > MT

)
6 P

(
ν(T ) > MT

)
.

В (3.4.18) показано, что для любого N <∞ найдется M такое, что

P
(
ν(T ) > MT

)
6 e−NT . (4.2.37)

Поэтому в случае I(f) < ∞ всегда можно выбрать M < ∞ так, что
при всех N

P
(
(N)ν(T ) >MT

)
6 e−3TI(f).

В то же время, согласно (4.2.34) вероятность P
(
(N)zT ∈ (f)δ

)
превос-

ходит e−2TI(f) при всех достаточно больших N и T . Поэтому второе
слагаемое в квадратных скобках в правой части (4.2.35) пренебрежимо
мало по сравнению с первым. Учитывая (4.2.36) и (4.2.34), мы получаем
в итоге из (4.2.35) требуемую оценку

Qδ(f) > −I(f).

Неравенство (4.2.19), а вместе с ним и теорема 4.2.1, доказаны.

4.2.2 Доказательство лемм 4.2.1, 4.2.2

Доказательство леммы 4.2.1. (i). Оценка сверху.
Доказательство проведем по индукции по L. При L = 1 неравенство

(4.2.13) следует из теоремы 3.4.1. Докажем теперь (4.2.13) при L = 2.
При L > 3 переход от значения L − 1 к L при доказательстве (4.2.13)
будет осуществляться точно таким же способом, как и при L = 2.

Итак, рассмотрим разбиение u0 = 0, u1 = u, u2 = 1, u ∈ (0, 1),
и обозначим

αl := f(ul)− f(ul−1), ∆l := ul − ul−1, l = 1, 2. (4.2.38)

Пусть далее

A1 :=
{
zT (u) ∈ (α1)ε, |ζη(uT )| < 2εT, χ := χ1 < δT

}
, (4.2.39)

(χl определено в (4.2.10)),

A2 :=
{
zT (1) ∈ (α1 + α2)ε

}
,

A — событие под знаком вероятности в (4.2.13) при L = 2. Обо-
значим через A σ-алгебру, порожденную случайными величинами
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η(uT ), ξ1, ξ2, . . . , ξη(uT ). Ясно, что величины ζη(uT ) и χ измеримы отно-
сительно A, A1 ∈ A.

Эволюция процесса zT (t) на (u + χ, 1] от σ-алгебры A не зависит.
Поэтому при L = 2

P(A) = P(A1A2) = E1(A1)E
(
1(A2)| A

)
. (4.2.40)

Обозначим через Z∗(t) однородный процесс восстановления на [0,∞),
не зависящий от Z(t), и рассмотрим множитель

E
(
1(A2)| A

)
= P(A2 | A).

Эту функцию от элементарных исходов из A на множестве A1 можно
рассматривать как вероятность

PT := P
(
(α1 + y)T + Z∗((∆2 − v)T

)
∈ (α1 + α2)εT

)
6

6 P

(
Z∗(T ∗) ∈ (α2 − y)εT

∗ × T

T ∗

)
6

6 P

(
Z∗(T ∗) ∈ (α2)3εT

∗ × T

T ∗

)
, (4.2.41)

где

T ∗ := (∆2 − v)T ∼ ∆2T,
T ∗

T
∼ ∆2 при T → ∞,

при неслучайных v и y таких, что |y| < 2εT , v ∈ [0, δT ). Мы находимся
в условиях теоремы 3.4.1, в силу которой

lim
T ∗→∞

1

T ∗ lnPT 6 −D
(
α2

∆2

)
∼ − T

T ∗∆2D

(
α2

∆2

)
. (4.2.42)

Другими словами, на всем множестве A1

P
(
A2| A

)
6 exp

{
−T∆2D

(
α2

∆2

)
+ o(T )

}
. (4.2.43)

Поэтому в силу (4.2.40)

P(A) 6 exp
{
− T∆2D

( α2

∆2

)
+ o(T )

}
×P

(
Z(uT ) ∈ T (α1)ε

)
, (4.2.44)

где вновь в силу теоремы 3.4.1

P
(
Z(uT ) ∈ T (α1)ε

)
= exp

{
−T∆1D

(
α1

∆1

)
+ o(T )

}
.
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В итоге получаем

P(A) 6 exp
{
− TI(fu2) + o(T )

}
.

Требуемая оценка сверху (4.2.13) при L = 2 установлена.
Как уже отмечено, переход в доказательстве по индукции от зна-

чения L − 1 к L при L > 3 происходит точно так же — надо в приве-
денных выше рассуждениях в качестве точки u взять предпоследнюю
точку uL−1 разбиения uL. Оценка сверху (4.2.13) доказана.

(ii). Оценка снизу в лемме 4.2.1 происходит до некоторой степени
аналогично предыдущему. Но теперь для обеспечивания соотношений

ζ(T ) = o(T ), χL = o(T ) при T → ∞

мы будем использовать не специальную конструкцию разбиения, а ме-
тод срезок. Именно, используя опять индукцию, мы докажем неравен-
ство

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (tl) ∈ (αl + αl−1)δ, l = 1, 2

)
> −I(f t2)

при любом δ > 0, но сначала в случае, когда для некоторой константы
N <∞ с вероятностью 1 выполняются неравенства

τ1 6 N, τ 6 N. |ζ1| 6 N, |ζ| 6 N. (4.2.45)

Очевидно, что в этом случае

ζ(T ) 6 N, χL 6 N

T
.

Пусть аналогично (4.2.38), (4.2.39) при L = 2

A1 :=
{
zT (u) ∈ (α1)δ, |ζη(uT )| 6 N, χ := χ1 6

N

T

}
,

A2 := {zT (1) ∈ (α1 + α2)δ},

A — событие, стоящее под знаком вероятности в (4.2.14) при L = 2,
σ-алгебра A имеет прежний смысл. Тогда (ср. с (4.2.40))

P(A) = P(A1A2) = E1(A1)E(1(A2)| A).

Здесь вместо (4.2.41) будем иметь при T > N
δ

PT > P

(
Z∗(T ∗) ∈ (α2)δ/2T

∗ × T

T ∗

)
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при тех же обозначениях, что и в (4.2.41). Далее, следуя (4.2.42)–(4.2.44),
получаем

P(A) > exp
{
− TI(f t2) + o(T )

}
.

Требуемая оценка снизу (4.2.14) при L = 2 установлена. Переход от зна-
чения L−1 к L при L > 3 происходит точно так же, как и в разделе (i).

Если неравенства (4.2.45) не выполнены, то следует воспользовать-
ся методом срезок так же, как мы пользовались им в доказательстве
теоремы 4.2.1, с той лишь разницей, что теперь срезки имеют иную
форму, чем в (4.2.23). Согласно (4.2.45) следует рассматривать «сре-
занные» векторы [N ]ξ1, [N ]ξ, определив распределение [N ]ξ равенством
(B ⊂ R2; ср. с (4.2.22))

P([N ]ξ ∈ B) = P
(
ξ ∈ B| τ 6 N, |ζ| 6 N

)
. (4.2.46)

Аналогично определим распределение срезки [N ]ξ1. Если следовать рас-
суждениям в доказательстве теоремы 4.2.1, то мы получим требуемую
оценку снизу, если воспользуемся вторым утверждением леммы 4.2.2.
Лемма 4.2.1 доказана.

Перейдем теперь к доказательству леммы 4.2.2 об асимптотических
свойствах функций (N)D(α) и [N ]D(α) при N→∞. Для того, чтобы
изучить эти свойства, нам понадобятся аналогичные свойства функ-
ций уклонений (N)Λ(v, α), [N ]Λ(v, α). Чтобы сделать выкладки менее
громоздкими, а утверждения более общими, мы на время сменим обо-
значения и вместо двумерных векторов (v, α) будем рассматривать d-
мерные векторы α = (α1, . . . , αd), d > 1, и асимптотические свойства
функций уклонений (N)Λ(α), [N ]Λ(α), срезок (N)ξ и [N ]ξ, соответ-
ственно, случайных векторов ξ = (ξ1, . . . , ξd), где ξ1 > 0 и срезка (N)ξ
предполагает ξ16 1/N , |ξj |6N при j > 2. Обозначим Λ(α) функцию
уклонений, соответствующую ξ и через S выпуклую оболочку носите-
ля распределения ξ, так что (S) = (Λ<∞), где Λ<∞ := {α : Λ(α) <∞}.

Нужные нам свойства функций (N)Λ(α), [N ]Λ(α) описываются в сле-
дующем утверждении.

Лемма 4.2.3. Если α ∈ (S), то
(N)Λ(α) → Λ(α) при N → ∞. (4.2.47)

Если α ∈ ∂S, то при любом δ > 0

(N)Λ
(
(α)δ

)
→ Λ

(
(α)δ

)
при N → ∞.

Если α ̸∈ [S], то
(N)Λ(α) = Λ(α) = ∞.

Аналогичные утверждения справедливы для [N ]Λ(α).
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Из леммы 4.2.3 вытекает

Следствие 4.2.2. Для любого α найдется δ = δ(α) > 0 такое, что

lim
N→∞

(N)Λ
(
(α)δ

)
→ Λ

(
(α)δ

)
6 Λ(α),

lim
N→∞

[N ]Λ
(
(α)δ

)
→ Λ

(
(α)δ

)
6 Λ(α)

(4.2.48)

Нетрудно убедиться, что в одномерном случае d = 1 сходимость
(4.2.47) имеет место при всех α. Однако при d > 1 это, вообще говоря,
не так, и удается установить лишь «ослабленную» версию (4.2.48) этой
сходимости.

Доказательство леммы 4.2.3. Чтобы упростить изложение, мы оста-
новимся подробно лишь на доказательстве для срезок [N ]ξ. Доказатель-
ство для срезок (N)ξ происходит аналогично. Пусть на время |ξ| =∑d

i=1 |ξi|,
P([N ]ξ ∈ B) = P

(
ξ ∈ B | |ξ| 6 N)

(ср. с (4.2.46). Названная замена норм сделана для упрощения записи
и в доказательстве ничего не меняет.). Обозначим

ψN (λ) := E(e⟨λ,ξ⟩; |ξ| 6 N), δN := lnP(|ξ| 6 N).

Тогда

δN ↑ 0, ψN (λ) ↑ ψ(λ), AN (λ) := lnψN (λ) ↑ A(λ)

при N ↑ ∞. Далее

[N ]A(λ)=AN (λ)− δN ,
[N ]Λ(α)= sup

λ

{
⟨λ, α⟩ − [N ]A(λ)}=ΛN (α) + δN ,

где
ΛN (α) = sup

λ
{⟨λ,α⟩ −AN (λ)

}
↓ при N ↑ ∞.

Так как ⟨λ,α⟩−AN (λ) и ⟨λ,α⟩−A(λ) суть выпуклые вверх функции,
то нетрудно видеть, что для α ∈ (S) = (Λ<∞) выполняется

ΛN (α) ↓ Λ(α), [N ]Λ(α) → Λ(α)

приN ↑ ∞. Это можно извлечь также из теорем сходимости в выпуклом
анализе.

Пусть теперь α ∈ ∂S. Для β ∈ (α)δ ∩ (S) в силу первого утвержде-
ния леммы

lim
N→∞

[N ]Λ
(
(α)δ

)
6 lim

N→∞
[N ]Λ(β) = Λ(β).
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Отсюда следует, что левая часть этого неравенства (она не зависит от
β) не превосходит inf{Λ(β) : β ∈ (α)δ ∩ (S)}. Так как функция Λ(β)
непрерывна на ∂S изнутри множества S (по лучам), то inf можно
взять по множеству β ∈ (α)δ ∩ [S]. Это доказывает оценку сверху во
втором утверждении леммы (4.2.47), поскольку Λ(β) = ∞ при β ̸∈ [S].
Оценка снизу очевидна, так как [N ]Λ(α) = ΛN (α) + δN > Λ(α) + δN .

Последнее утверждение леммы вытекает из вложения [N ]Λ<∞⊂Λ<∞.
Лемма 4.2.3 доказана.

Вернемся к прежним обозначениям и доказательству леммы 4.2.2.
Оно оказывается несколько более громоздким, чем доказательство лем-
мы 4.2.3.

Доказательство леммы 4.2.2. Обозначим левую часть (4.2.31) через

(∞)Dδ(α) := lim
N→∞

(N)D((α)δ).

Надо доказать, что для любых фиксированных δ > 0, α ∈ R имеет
место неравенство (см. (4.2.31))

(∞)Dδ(α) 6 D(α) = D(1, α). (4.2.49)

Положим
(∞)D(ω)(1, α) := lim

N→∞
(N)D((1, α)ω).

Неравенство (4.2.49) для фиксированного α ∈ R будет получено как
следствие следующих двух утверждений:

(A) для любых δ > 0, γ ∈ (0, 12) найдется ω = ω(δ, γ) > 0 такое,
что

(∞)Dδ(α) 6
1

1− γ
(∞)D(ω)(1, α); (4.2.50)

(B) для любого ω > 0

(∞)D(ω)(1, α) 6 D(1, α). (4.2.51)

Установим утверждение (A). Для вещественных чисел γ ∈
(
0, 12

)
,

h ∈ (−γ, γ) имеем

(N)D(1, β) =
1

1− h
(N)D

(
1− h, (1− h)β

)
6

6 1

1− γ
(N)D

(
1− h, (1− h)β

)
. (4.2.52)

Поскольку левая часть (4.2.52) не зависит от h, то неравенство сохра-
нится, если правую часть (4.2.52) заменить на точную нижнюю грань



224 Глава 4. Принципы больших уклонений для траекторий ОПВ

по |h| < γ:

(N)D(1, β) 6 1

1− γ
inf
|h|<γ

(N)D
(
1− h, (1− h)β

)
. (4.2.53)

Из (4.2.53) следует, что

(N)D
(
1, (α)δ

)
= inf

|β−α|<δ
(N)D(1, β) 6

6 1

1− γ
inf
|h|<γ

|β−α|<δ

(N)D
(
1− h, (1− h)β

)
=

=
1

1− γ
inf

(v,b)∈B(γ,δ)

(N)D(v, b), (4.2.54)

где v := 1− h, b := (1− h)β,

B(γ, δ) :=
{
(v, b) =

(
1− h, (1− h)β

)
: |h| < γ, |β − α| < δ

}
.

Тогда неравенство (4.2.54) будет иметь вид

(N)D
(
1, (α)δ

)
6 1

1− γ
inf

(v,b)∈B(γ,δ)

(N)D(v, b). (4.2.55)

Поскольку для любых фиксированных δ > 0 и γ ∈
(
0, 12

)
найдется

ω = ω(γ, δ) > 0 такое, что справедливо включение (1, α)ω ⊂ B(γ, δ), то
из (4.2.55) получаем неравенство

(N)D
(
1, (α)δ

)
6 1

1− γ
(N)D

(
(1, α)ω

)
,

из которого вытекает (4.2.50).
Установим теперь утверждение (B). Напомним, что функции D(v, b)

и DΛ(v, b) связаны соотношением (3.2.18), из которого следуют для лю-
бого δ > 0 неравенства

DΛ((v, b)δ) 6 D(v, b) 6 DΛ(v, b). (4.2.56)

Поэтому для для любых (v, b) ∈ (1, α)ω, θ > 0 справедливы неравен-
ства

(N)D((1, α)ω) 6 (N)D(v, b) 6 (N)DΛ(v, b) 6 (N)Λ

(
v

θ
,
b

θ

)
θ.
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Левая часть последней цепочки неравенств не зависит от выбора
(
v
θ ,

b
θ

)
в пределах множества

(
1
θ ,

α
θ

)
ω
θ
, поэтому правую часть можно заменить

на точную верхнюю грань по этому множеству. Получили соотношение

(N)D((1, α)ω) 6 (N)Λ

((
1

θ
,
α

θ

)
ω
θ

)
θ,

из которого с помощью предельного перехода по N → ∞ получаем
для произвольного θ > 0 неравенство

(∞)D(ω)(1, α) 6 lim
N→∞

(N)Λ

((
1

θ
,
α

θ

)
ω
θ

)
θ. (4.2.57)

Воспользуемся теперь следствием 4.2.2, из которого вытекает, что пра-
вая часть в (4.2.57) равна

Λ

((
1

θ
,
α

θ

)
ω
θ

)
θ.

Обращаясь далее к определению (3.2.12) функции DΛ и учитывая пер-
вое неравенство в (4.2.56), убеждаемся, что

inf
θ>0

Λ

((
1

θ
,
α

θ

)
ω
θ

)
θ 6 DΛ

(
(1, α)ω

)
,

(∞)D(ω)(1, α) 6 DΛ

(
(1, α)ω

)
6 D(1, α).

Утверждение (B) и первое утверждение леммы 4.2.2 доказаны. Второе
утверждение доказывается точно так же. Лемма 4.2.2 доказана.

§ 4.3 Второй частичный локальный принцип боль-
ших уклонений

Напомним, что мы рассматриваем метрическое пространство (D, ρ) функ-
ций f = f(t) без разрывов второго рода, наделенное равномерной мет-
рикой ρ и изучаем в этом пространстве семейство процессов

zT = zT (t) :=
Z(tT )

x
, t ∈ [0, 1],

где x ∼ T при T → ∞, Z(t) — обобщенный процесс восстановления,
определенный в § 1.1.

Первый частичный принцип больших уклонений установлен в тео-
реме 4.2.1 в предположении λ+ > D(0).
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4.3.1 Основные утверждения

Рассмотрим теперь альтернативный случай

λ+ < D(0). (4.3.1)

В этом случае в формировании наиболее вероятных траекторий собы-
тия

{
zT (1) ∈ (α)ε

}
будут участвовать большие скачки τ (сравнимые

с T ). Здесь утверждения будут носить менее «собирательный» харак-
тер, так как

1) Само условие λ+ < D(0), как уже отмечалось, является весьма
специальным; оно влечет за собой сильную асимптотическую зависи-
мость τ и ζ в области больших уклонений. Точнее, в лемме 3.5.4 уста-
новлено, что при выполнении (4.3.1) и достаточно малом ε > 0

lim
t→∞

P
(
|ζ| > εt| τ > t

)
= 1

(см. (3.5.65)).
2) В случае λ+ < D(0) налагается дополнительное условие

lnP(τ > T ) ∼ −λ+T при T → ∞ (4.3.2)

на «грубую» асимптотику распределения τ (см. условие [λ+]).
3) В зависимости от вида функции f будут накладываться допол-

нительные условия на распределение ξ1 = (τ1, ζ1).
Чтобы сформулировать основное утверждение, введем ряд новых

обозначений. Положим

t1] = t1](f) := min{u : Var[u,1]f(t) = 0},

t[0 = t[0(f) := max{u : Var[0,u]f(t) = 0}.
(4.3.3)

В терминах конструкции f -разбиений
{
(u−r , u

+
r )

R
r=1

}
, введенных для до-

казательства теоремы 4.2.1, в случае t1] < 1 найдется r 6 R такое, что
u+r = 1, t1] = u−r , где [u−r , u

−
r ] — участки постоянства функции f . Ана-

логично, в случае t[0 > 0 найдется r 6 R такое, что u−r = 0, t[0 = u+r .
Обозначим для f ∈ Ca

Î(f) :=

t1]∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt+ (1− t1])D̂(0),

так что

Î(f)= I(f)=

1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt, если λ+ > D(0)

(
D̂(0)=D(0)

)
. (4.3.4)
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Теорема 4.3.1 (второй частичный локальный ПБУ). Предположим,
что ξ1 = (τ1, ζ1) ⊂= [C], ξ = (τ, ζ) ⊂= [C] и A60 ⊂ [A1]. Если t1] < 1,
λ+ < D(0), то предполагается также, что выполнено условие «глад-
кости» (4.3.2); если при этом f(t) ≡ 0, то предполагается дополни-
тельно, что λ(τ1)+ := sup{λ : Eeλτ1 < ∞} > λ+. Если выполнены эти
условия, то для f ∈ Ca и любой последовательности ε = εT , достаточ-
но медленно сходящейся к 0 при T → ∞, имеет место соотношение

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
= −Î(f), (4.3.5)

Таким образом, утверждение (4.3.5) в силу (4.3.4) является обобще-
нием теоремы 4.2.1. Так как теорема 4.2.1 уже доказана, то доказатель-
ство теоремы 4.3.1 мы будем проводить лишь в случае λ+ < D(0).

Следствие 4.3.1. Если f ∈ Ca не имеет в конце отрезка [0, 1]
участка постоянства, т.е. t1](f) = 1, то при любом соотношении
между λ+ и D(0) левая часть в (4.3.5) равна −I(f).

В качестве следствий из теорем 4.2.1, 4.3.1 получаем также частич-
ные локальные ПБУ для траекторий ОПВ z

(q)
T с линейным сносом:

z
(q)
T = z

(q)
T (t) :=

1

x
Z(q)(tT ), 0 6 t 6 1,

где
Z(q)(t) := Z(t) + qe(t), e(t) := t; 0 6 t <∞.

Следствие 4.3.2. Пусть выполнены условия теорем 4.2.1 или 4.3.1.
Тогда при любом q ∈ R семейство {z(q)T } удовлетворяет частичному
локальному ПБУ (4.3.5) с функционалом уклонений Î(q)(f) := Î(f−qe).

Для доказательства следствия 4.3.2 достаточно воспользоваться тож-
деством

P
(
z
(q)
T ∈ (f)ε

)
= P

(
zT ∈ (f − qe)ε

)
,

а затем к правой части этого тождества применить теорему 4.2.1 или
4.3.1.

Наряду с процессом Z(q) рассмотрим теперь очень близкий к нему
процесс Z [q], управляемый последовательностью

ξ[q]n = (τ [q]n , ζ [q]n ) := (τn, ζn + qτn), n > 0.

Близость процессов Z(q) и Z [q] состоит в том, что их значения в мо-
менты скачков T1,k совпадают. Отличие состоит в том, что часть qτk
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приращения ζ [q]k = ζk + qτk на полуинтервале (T1,k−1, T1,k] процесс Z(q)

в отличие от Z [q] набирает непрерывным образом со скоростью q. Воз-
никает естественный вопрос, совпадают ли для этих процессов ПБУ
Чтобы ответить на этот вопрос, вычислим, прежде всего, вторую функ-
цию уклонений D[q], соответствующую вектору ξ[q]. При естественных
соглашениях относительно обозначений имеем

A[q](λ, µ) := lnEeλτ+µ(ζ+qτ) = A(λ+ qµ, µ),

Λ[q](v, α) := sup
(λ,µ)

{
λv + µα−A[q](λ, µ)

}
= Λ(v, α− qv).

Поэтому вторая функция уклонений для ξ[q] имеет вид

D
[q]
Λ (v, α) = inf

θ>0
θΛ[q]

(v
θ
,
α

θ

)
= inf

θ>0
θΛ

(
v

θ
,
α− qv

θ

)
= DΛ(v, α− qv),

так что

D
[q]
Λ (1, α) = DΛ(1, α− q), D[q](α) = D(α− q).

Как мы видели, важную роль при определении функции уклонений, со-
ответствующей процессу Z, играет соотношение между λ+ и D(0), т.е.
между λ+ и D(−q) в нашем случае. Функция D(−q) является неотрица-
тельной выпуклой и достигает минимума, равного 0 в точке q = −a =
− aζ
aτ

. Поэтому определены два решения q− < q+ уравнения

D(−q) = λ+,

и условие λ+ > D[q](0) принимает вид

q ∈ [q−, q+]. (4.3.6)

Таким образом, в условиях теоремы 3.4.1 функции уклонений для про-
цессов Z(q) и Z [q] будут при выполнении (4.3.6) иметь один и тот же вид
D(α − q). То же относится и к утверждению следствия 4.3.2, но с од-
ним существенным дополнением: если функция f не имеет линейного
участка в конце отрезка [0, 1], т.е. если t1](f ′) = 1 (f ′ не имеет участка
постоянства в конце [0, 1]), то всегда (ср. со следствием 4.3.2)

lim
T→∞

1

T
lnP

(
z
[q]
T ∈ (f)ε

)
=

= lim
T→∞

1

T
lnP

(
z
(q)
T ∈ (f)ε

)
= −I(f − qe). (4.3.7)

Если ли же f имеет линейный участок в конце [0, 1] и при q = f ′(1)
не выполнено (4.3.6), то соотношение (4.3.7) не будет иметь место.



4.3. Второй частичный локальный принцип больших уклонений 229

4.3.2 О наиболее вероятных траекториях

Отметим два обстоятельства, показывающие, что в случае λ+<D(0),
допускающем влияние больших скачков τ на формирование наиболее
вероятной траектории в событии

{
zT (1) ∈ (0)ε

}
, нарушаются привыч-

ные свойства траекторий случайных блужданий и процессов восстанов-
ления, которые имеют место в случае λ+ > D(0) (D̂(0) = D(0)).

1. Пусть для определенности α > 0, D̂(α) < D(α) и f(t) = αt. Тогда
согласно (4.3.5)

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ (f)ε) = −D(α).

Но в силу теоремы 3.4.1

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (1) ∈ (α)ε

)
= −D̂(α) > −D(α). (4.3.8)

Это означает, что прямолинейная траектория f(t) = αt не является
наиболее вероятной в событии

{
zT (1) ∈ (α)ε

}
. Если tα < 1 таково, что

D̂(α) = D(tα, α) + (1− tα)λ+,

то наиболее вероятной траекторией, определяющей вероятность (4.3.8),
будет ломаная, соединяющая точки (0, 0), (tα, α), (1, α). В случае
D̂(α) = D(α) или для случайных блужданий, порожденных суммами
случайных величин (см., например, [12]) это невозможно. В этом состо-
ит существенное отличие свойств траекторий zT (·) при λ+= D̂(0)<D(0)
от свойств траекторий названных выше процессов, для которых наибо-
лее вероятные траектории всегда прямолинейны.

2. Другое характерное свойство процессов Z(t) в случае

λ+ > D(0) (D̂(0) = D(0))

состоит в том, что «узкие пучки» траекторий таких процессов на непе-
ресекающихся интервалах «асимптотически независимы» в смысле гру-
бой асимптотики. Действительно, пусть λ+ > D̂(0) = D(0), процесс Z(t)
удовлетворяет условиям A60 ⊂ [A1 ∩ A(st)] или A60 ⊂ [A1 ∩ A∞] (см.
§§ 3.4, 4.1) и f1, f2 — две произвольные функции из Ca, f1(0) = f2(0) = 0.
При любом фиксированном u ∈ (0, 1) положим

f(t) =

{
f1(t), при t ∈ [0, u],

f1(u) + f2(t− u), при t ∈ [u, 1],
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и обозначим Bε =
{
zT ∈ (f)ε

}
, где ε = εT = o(1) при T → ∞,

B1,ε =
{
zT (t) ∈

(
f1(t)

)
ε

при t ∈ [0, u]
}
,

B2,ε =
{
zT (u+ t)− zT (u) ∈

(
f2(t)

)
ε

при t ∈ [0, 1− u]
}
.

Тогда, очевидно,

P(B1,εB2,ε) 6 P(B2ε) 6 P(B1,4εB2,4ε).

Поэтому
P(Bε/2)

P(B1,ε)
6 P(B2,ε| B1,ε) 6

P(B2ε)

P(B1,ε)
,

и в силу теоремы 4.2.1

lim
T→∞

1

T
lnP(B2,ε| B1,ε) 6 −

1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt+

u∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt =

= −
1∫
u

D
(
f ′(t)

)
dt. (4.3.9)

Оценка снизу производится аналогично и имеет ту же правую часть.
Поэтому

lim
T→∞

1

T
lnP(B2,ε| B1,ε) = −

1∫
u

D
(
f ′(t)

)
dt =

= −
1−u∫
0

D
(
f ′2(t)

)
dt = lim

T→∞

1

T
lnP(B2,ε).

Последнее равенство имеет место в силу условий A60 ⊂ [A1∩A(st)] или
A60 ⊂ [A1∩A∞] (см. теоремы 4.1.1, 4.1.2). Таким образом, события B1,ε

и B2,ε асимптотически независимы в смысле грубой асимптотики.
Если же λ+ = D̂(0) < D(0), то такой независимости не будет. Дей-

ствительно, выберем f1 и f2 так, что f ′(1) ̸= 0 и функция f имеет уча-
сток постоянства (u−, u+), содержащий точку u, u−>0, u+ < 1. Тогда
по теореме 4.3.1 соотношение (4.3.9) не будет верным, т.к. представле-
ния для P(Bε), P(B2,ε) сохранятся, но

lim
T→∞

1

T
lnP(B1,ε) = −

u−∫
0

D
(
f ′1(t)

)
dt− (u− u−)λ+ > −

u∫
0

D
(
f ′1(t)

)
dt.
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Заметим, что отмеченная выше асимптотическая независимость «уз-
ких пучков» траекторий вдоль функций из Ca еще не влечет за со-
бой, вообще говоря, асимптотическую независимость самих прираще-
ний процесса (в нашем случае приращений Z(U) и Z(T ) − Z(U)), по-
скольку при рассмотрении названных «узких пучков» исключалось вли-
яние больших вертикальных скачков ζj . Условия асимптотически сла-
бой зависимости координат τ и ζ, достаточные для асимптотической
независимости приращений Z(U) и Z(T )−Z(U), найдены в теореме 4.1.3.
Напомним, что одно из этих условий вытекает из теоремы 4.5.1, уста-
новленной ниже (главная часть этого условия состоит в предположени-
ях ζ1 ⊂= [C∞], ζ ⊂= [C∞]).

Продолжение исследований, связанных с наиболее вероятными тра-
екториями, см. в разделе 4.6.1.

4.3.3 Вспомогательные предложения

Вернемся к теоремам 3.4.1, 4.2.1 и получим утверждение, которое до-
полняет эти теоремы и понадобится нам при доказательстве теоремы 4.3.1.

Лемма 4.3.1. Пусть имеет место локальный ПБУ (3.4.5) и вы-
полнено условие λ+ < D(0). Пусть, кроме того, выполнено по крайней
мере одно из двух условий:

либо A60 ⊂ [A1], либо λ
(τ1)
+ < D(0), D(0) 6 D(1)(0), (4.3.10)

где функция D(1) определяется так же, как D, но для вектора ξ1.
Тогда для любого α ∈ R и любых последовательностей ε = εT → 0,
δ = δT → 0 при T → ∞

lim
T→∞

1

T
lnP

(
1

T
Z(T ) ∈ (α)ε, |ζη(T )| < Tδ

)
6 −D(α). (4.3.11)

Соотношение (4.3.11) и теорема 3.4.1 показывают, что в случае
λ+ < D(0) основной вклад в вероятность события

{
1
T Z(T ) ∈ (α)ε

}
при

T → ∞ и D(α) > D̂(α) дают те траектории, для которых |ζη(T )| > cT
при некотором c > 0.

Доказательство леммы 4.3.1 аналогично доказательству оценки свер-
ху в утверждении (i) теоремы 3.4.1. Пусть α ̸= 0. Исходным здесь яв-
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ляется следующий аналог соотношения (3.2.4):

P

(
1

T
Z(T ) ∈ ∆[α), |ζη(T )| < Tδ

)
=

=

T∫
0

H1

(
dt, T∆[α)

)
P
(
τ > T − t, |ζ| < Tδ

)
. (4.3.12)

Далее, в силу теоремы 3.2.1 об асимптотике меры восстановления H1,
как и прежде, приходим к соотношению вида (3.2.25):

− 1

T
lnP

(
1

T
Z(T ) ∈ ∆[α)

)
∼ inf

t

{
D(t, α) + l∗(T, t)

}
,

в котором функция l(T, t) в (3.2.25) заменена на функцию

l∗(T, t) := − 1

T
lnP

(
τ >

(
T (1− t)

)
, |ζ| < Tδ

)
.

Если ранее в силу условия [λ+] мы имели соотношение l(T, t) ∼ (1−t)λ+
при T → ∞, откуда следовало, что правая часть в (3.2.25) равна D̂(α),
то теперь в силу леммы 3.5.3 мы имеем

l∗(T, t) > (1− t)D(0).

Это дает нам для левой части в (4.3.11) оценку сверху

− inf
t∈[0,1]

{D(t, α) + (1− t)D(1, 0)}.

Но в силу полуаддитивности функции D(t, α) (см. п. 2.3.1)

D(t, α) + (1− t)D(1, 0) = D(t, α) +D(1− t, 0) > D(1, α) = D(α).

Это доказывает (4.3.11).
Пусть теперь α = 0. Доказательство в этом случае происходит совер-

шенно аналогично, но вместо (4.3.12) теперь надо использовать аналог
представления (3.2.4). Тогда по сравнению с предыдущими рассмот-
рениями появится дополнительное слагаемое в правой части (4.3.12),
равное

P(τ1 > T, |ζ1| < Tε).

Оценка этого слагаемого вытекает из следующего аналога леммы 3.5.3.

Лемма 4.3.2. При выполнении условий (4.3.10) справедливо соот-
ношение

lim
T→∞

1

T
lnP

(
τ1 > T, |ζ1| < Tε

)
6 −D(0).
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Доказательство. Пусть выполнено первое из условий (4.3.10). Тогда
для любых (λ, µ) ∈ (A60) ⊂ A1, (v, α) ∈ R2 справедливо неравенство

1

T
Λ1(Tv, Tα) > λv + µα− 1

T
A1(λ, µ).

Поэтому для v = vT → v, α = αT → 0 при T → ∞ имеем

lim
T→∞

1

T
Λ1(TvT , TαT ) > λv. (4.3.13)

Левая часть неравенства (4.3.13) не зависит от (λ, µ) в пределах множе-
ства (A60), поэтому правую часть (4.3.13) можно заменить на точную
верхнюю грань по (λ, µ) ∈ (A60), так что

lim
T→∞

1

T
Λ1(TvT , TαT ) > sup

(λ,µ)∈(A60)

{λv} = D(v, 0).

Отсюда для любых v > 0 и ε = εT → 0 при T → ∞ получаем

lim
T→∞

1

T
inf

|u−Tv|<Tε
|β|<Tε

Λ1(u, β) > D(v, 0). (4.3.14)

Используя экспоненциальное неравенство Чебышева для выпуклых от-
крытых множеств (см. [12], § 4.4) и соотношение (4.3.14), устанавливаем
следующую оценку сверху: для любых v > 0 и ε = εT → 0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
|τ1 − Tv| < Tε, |ζ1| < Tε

)
6 −D(v, 0). (4.3.15)

Далее, для любого N <∞ найдется такое M <∞, что

lim
T→∞

1

T
lnP(τ1 > TM) 6 −N. (4.3.16)

Из соотношений (4.3.15), (4.3.16) вытекает требуемая оценка сверху:

lim
T→∞

1

T
lnP

(
τ1 > T, |ζ1| < Tε) 6 − inf

v>1
D(v, 0) = −D(1, 0).

Если выполнено второе условие в (4.3.10), то утверждение леммы 4.3.2
очевидным образом вытекает из леммы 3.5.3. Леммы 4.3.2 и 4.3.1 дока-
заны.
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4.3.4 Доказательство теоремы 4.3.1

Доказательство теоремы 4.3.1. Схема доказательства здесь во многом
близка схеме доказательства теоремы 4.2.1, но есть и существенные от-
личия. Теперь D̂(0) < D(0) и в качестве множества V (ср. с (4.2.8)),
которое не содержит участков постоянства, мы будем рассматривать
множество

V = [0, 1] \
R
∪
r=1

(u−r , u
+
r ),

содержащее все точки u±r . Разбиение tL определим как объединение
правой части в (4.2.7) с множеством, состоящим из min{R,L/2} пер-
вых точек u±r , r = 1, 2, . . . Обозначим через L1 наименьшее целое чис-
ло, при котором число точек в tL1V превосходит L. Дальнейшее по-
строение f -разбиений повторяет построение f -разбиений в условиях
теоремы 4.2.1, так что справедлива сходимость (4.2.9). Для нового f -
разбиения событие {zT ∈ (f)ε}, вообще говоря, не влечет за собой собы-
тие {χL 6 δT } (см. (4.2.11)). Такое включение будет иметь место, если
теперь под χL понимать значение

χL := max
{
χl по всем ul ̸∈ {u−r }, l 6 L− 1

}
.

Поэтому вместо (4.2.12) мы будем использовать другое включение. Для
точек ul ∈ {u−r } обозначим

γl := ul −
1

T
Tν(ulT ),

γL := max
{
γl по всем ul ∈ {u−r }, ul ̸= 0, l 6 L

}
.

Тогда очевидно {
zT ∈ (f)ε

}
⊂ {γL < δT }.

Включение
{zT ∈ (f)ε} ⊂ {ζ(T ) 6 2εT}

очевидно сохраняется. Таким образом, вместо (4.2.12) мы имеем теперь
включение

{zT ∈ (f)ε} ⊂
{
zT (ul) ∈ (f(ul))ε

при всех 1 6 l 6 L, ζ(T ) 6 2εT, χL < δT , γL < δT
}
.

Роль леммы 4.2.1 теперь играет

Лемма 4.3.3. Пусть выполнены условия теоремы 4.3.1 и фикси-
рована произвольная функция f ∈ Ca, f(0) = 0. Тогда для f -разбиения
uL = {ul}Ll=0 и любых последовательностей ε = εT → 0, δT → 0 при
T → ∞
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lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (ul) ∈

(
f(ul)

)
ε

при всех 1 6 l 6 L;

ζ(T ) 6 2εT, χL < δT , γL < δT

)
6 −Î(fuL). (4.3.17)

Второе утверждение леммы 4.2.1, дающее нужную нам оценку снизу,
полностью сохраняется и мы его здесь не воспроизводим.

Доказательство леммы 4.3.3 аналогично доказательству оценки свер-
ху в лемме 4.2.1. Мы вновь будем пользоваться индукцией по L. При
L = 1 оценка (4.3.17) следует из теоремы 3.4.1. Выполним переход
от L = 1 к L = 2. Но теперь мы будем различать случаи u1 = u ̸∈ {u−r }
и u ∈ {u−r }.

Если α2 ̸= 0, то с необходимостью u ̸∈ {u−r } и доказательство лем-
мы 4.2.1 полностью сохраняется, если наряду с утверждением теоре-
мы 3.4.1 использовать также лемму 4.3.1.

Если α2 = 0, то u ∈ {u−r }, α1 ̸= 0 (см. (4.2.38)) и событие A1 в (4.2.39)
надо заменить на событие

A1 :=
{
zT (u) ∈ (α1)ε, |ζη(uT )| < 2εT, γ < δT

}
,

где γ := u− 1
T Zν(uT ). Пусть обозначение A имеет прежний смысл, что и

в (4.2.40). Ясно, что A1 ∈ A и равенство (4.2.40) сохранится. Рассмотрим
множитель

E
(
1(A2)| A

)
= P(A2| A).

Эту функцию на множестве A1 можно рассматривать как вероятность
(при T ∗ = (1− u)T )

P

(
Z∗(T ∗) ∈ (α2 − y)εT

∗ × T

T ∗ | A
)

6

6 P

(
Z∗(T ∗) ∈ (0)3εT

∗ × T

T ∗ | γ = v

)
=: Pv(T

∗), (4.3.18)

где v < δT , Z∗(t) — процесс восстановления с начальным скачком
(τ1, ζ1) = (χ, 0),

P(χ > t) :=
P(τ > v + t)

P(τ > v)
.

Так как τ удовлетворяет условию гладкости [λ+], то при v < δT

P(τ > v) > P(τ > δT ) = eo(T ),
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и при значениях t, сравнимых с T ,

P(τ1 > t) = P(χ > t) 6 P(τ > t)eo(T ).

Отсюда следует, что

P(τ1 > t) 6 P(τ > t)eo(t) при t→ ∞. (4.3.19)

Нетрудно видеть, что все утверждения о грубой асимптотике меры вос-
становления H0

(
T∆[t), T∆[y)

)
для процесса восстановления с началь-

ным скачком (τ1, 0), удовлетворяющим (4.3.19), будут иметь тот же вид,
что и для функции восстановления H, соответствующей однородному
процессу восстановления, λ(τ1)+ > λ+. Поэтому из соотношения (3.4.14)
и последующих за ним рассмотрений мы, как и в доказательстве тео-
ремы 3.4.1, получаем соотношение (3.4.5), или, что то же, получаем
утверждение о том, что в нашем случае на множестве A1 для правой
части (4.3.18) выполняется соотношение

lim
T ∗→∞

1

T ∗ lnPv(T
∗) = −D̂(0).

Это, в свою очередь, означает, что на множестве A1

lim
T ∗→∞

1

T ∗ lnP(A2| A) = −D̂(0) = −λ+.

В итоге, аналогично (4.2.44) находим

P(A) 6 e−T Î(f
u2 )+o(T ).

Требуемая оценка сверху (4.3.17) при L = 2 установлена. Переход в до-
казательстве по индукции происходит так же, как в лемме 4.2.1. Оценка
(4.3.17) установлена. Лемма 4.3.3 доказана.

Опираясь на лемму 4.3.3, продолжим доказательство теоремы 4.3.1.
(i). Оценка сверху. Из (4.2.13) и леммы 4.3.3 получаем

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
6 −Î(fuL). (4.3.20)

Поскольку левая часть (4.3.20) от разбиения uL не зависит, то в силу
(4.2.9) правую часть в (4.3.20) можно заменить на −Î(f). Оценка сверху
для доказательства (4.3.5) получена.

(ii). Оценка снизу. Из утверждения (ii) леммы 4.2.1 вытекает, что

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
> −I(f). (4.3.21)
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Следовательно, для тех функций f ∈ Ca, для которых Î(f) = I(f),
необходимая оценка снизу для доказательства (4.3.5) установлена.

Пусть теперь Î(f) < I(f), т.е. функция f имеет участок постоянства
[u, 1], u := t1](f). Тогда для любой последовательности ε = εT → 0 при
T → ∞ найдется последовательность δT → 0 такая, что справедливо
равенство{

sup
06t6u

∣∣zT (t)− f(t)
∣∣ < ε

}
=

{
sup

06t6u

∣∣zT (t)− f(t)
∣∣ < ε, γ(uT ) 6 TδT

}
,

где, как и прежде,
γ(uT ) := Tu− Tν(Tu)

— величина недоскока блуждания Tk до уровня Tu. Поэтому спра-
ведливо неравенство

P
(
zT ∈ (f)ε

)
>

> P
(

sup
06t6u

∣∣zT (t)− f(t)
∣∣ < ε, γ(uT ) 6 TδT , χ(Tu) > T (1− u)

)
>

> P
(

sup
06t6u

∣∣zT (t)− f(t)
∣∣ < ε

)
P
(
τ > T (1− u) + TδT

)
. (4.3.22)

Для оценки снизу первого сомножителя в правой части последнего ра-
венства воспользуемся уже установленным соотношением (4.3.21), а для
оценки снизу второго сомножителя — условием грубой гладкости [λ+].
В результате получим, что левая часть (4.3.22) больше или равна

exp

{
−T

[ u∫
0

D
(
1, f ′(t)

)
dt+ λ+(1− u)

]
+ o(T )

}
= exp

{
− T Î(f) + o(T )

}
.

Необходимая оценка снизу для доказательства (4.3.5) установлена. Тео-
рема 4.3.1 доказана.

§ 4.4 Полный локальный принцип больших укло-
нений

Как уже отмечалось, локальные ПБУ, полученные в §§ 4.2, 4.3, являют-
ся «частичными», так как они справедливы не для всех функций f ∈ D,
а лишь для f ∈ Ca. Получить с помощью таких локальных ПБУ «инте-
гральный» ПБУ об асимптотике P(zT ∈ B), B ⊂ ∆, не представляется
возможным, так как асимптотика P(zT ∈ (f)ε) при f ̸∈ Ca остается
неизвестной. Если f ̸∈ Ca и выполнено лишь условие [C] (но не [C∞]),
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то предел в (4.2.3) (конечный или бесконечный) может не существо-
вать. Пусть, например, τ1 и τ арифметичны, ζ не зависит от τ и имеет
экспоненциальное распределение на правой полуоси:

P(ζ > v) = ce−bv при v > 0, b > 0, c > 0, Eζ = 0,

f(t) =

{
0 при t < 1

2 ,

1 при t > 1
2 .

Тогда при целых четных T → ∞ траектория zT (t) с вероятностью близ-
кой к 1

Eτ будет иметь скачок в точке t = 1
2 , и при ε = εT = o(1) будет

существовать

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
= −D(0)− b.

Если же T → ∞ по целым нечетным значениям, то вероятность иметь
скачок в точке t = 1

2 равна нулю, и соответствующий предел будет
равен −∞. Здесь сказывается «несогласованность» равномерной мет-
рики с природой пространства D: для функций f с разрывом в точ-
ке t0 окрестность (f)ε в равномерной метрике оказывается слишком
«тонкой» и любая функция g ∈ (f)ε при достаточно малом ε с необхо-
димостью должна иметь разрыв в той же точке t0. Это «неудобство»
в значительной мере исчезает, если потребовать, чтобы величина ζ удо-
влетворяла условию [C∞]. Тогда наличие скачков у функции f в (4.2.3)
всегда обращает предел в (4.2.3) в −∞ и будет иметь место «более пол-
ный» локальный ПБУ, справедливый для всех f ∈ D.

С другой стороны, равномерной метрике ρ соответствуют наиболее
тонкие границы множеств B и наиболее широкий класс функционалов,
непрерывных относительно этой метрики. Имеется в виду сравнение
с метриками в D, рассмотренными в [12, гл. 4] (в том числе с метрикой
ρD, рассмотренной в § 1.7 и являющейся некоторым ослаблением метри-
ки Скорохода), для которых названное выше «неудобство» отсутствует.
Поэтому, если рассматривать «интегральный» ПБУ в (D, ρ) с равно-
мерной метрикой, то условие непрерывности, нужное для совпадения
верхних и нижних пределов, будет выполнено для наиболее широкого
класса множеств (см. следствие 4.5.2).

В этом разделе мы получим «полный» локальный ПБУ, позволя-
ющий доказать «полный интегральный» ПБУ (см. § 4.5); однако это
удается сделать лишь при условии ζ1 ⊂= [C∞], ζ ⊂= [C∞]. В этом слу-
чае в силу теоремы 3.3.2 (см. (3.3.14)) с необходимостью λ+ > D(0)
(D̂(α) = D(α)).
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Теорема 4.4.1 (полный локальный ПБУ). Пусть выполнены усло-
вия теоремы 4.2.1 и, кроме того, ζ1 ⊂= [C∞], ζ ⊂= [C∞]. Тогда для любой
функции f ∈ D и любой последовательности ε = εT , достаточно мед-
ленно сходящейся к 0 при T → ∞, имеет место соотношение

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
= −I(f), (4.4.1)

в котором

I(f) :=


1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt, если f ∈ Ca,

∞, если f ∈ D \ Ca.

В качестве очевидного следствия из теоремы 4.4.1 получаем полный
локальный ПБУ для траекторий обобщенных процессов восстановления
z
(q)
T с линейным сносом:

z
(q)
T = z

(q)
T (t) :=

1

x
Z(q)(tT ), 0 6 t 6 1,

где
Z(q)(t) := Z(t) + qe(t), e(t) := t; 0 6 t <∞.

Следствие 4.4.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.4.1. Тогда
при любом q ∈ R семейство {z(q)T } удовлетворяет соответствующему
локальному ПБУ (4.4.1) с функционалом уклонений I(q)(f) := I(f−qe).

Доказательство теоремы 4.4.1 следует той же схеме, что и в теоре-
ме 4.2.1, но для функций f из D \ Ca нужны дополнительные рассмот-
рения. Именно, мы установим следующие два утверждения:

1) Если f имеет разрыв, то

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
= −∞. (4.4.2)

2) Если f ∈ C \ Ca, то соотношение (4.4.2) также имеет место.
Докажем первое утверждение. Если f имеет разрыв в точке t ∈ (0, 1)

величиной 2h, то любая функция g ∈ (f)ε при достаточно малом ε будет
иметь разрыв в точке t величиной не менее h. Если P(Tk = t) = 0 при
всех k, то P

(
zT ∈ (f)ε

)
= 0, и выполнение (4.4.2) очевидно. Если

P
( ∞

∪
k=0

{Tk = t}
)
> 0,

то при целом MT , ζn := max
k6n

|ζk| имеем

P
(
zT ∈ (f)ε

)
6 P

(
η(Tt) > MT

)
+P(ζMT > hT ). (4.4.3)
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Как мы уже видели, для любого заданного N < ∞ найдется число
M <∞ такое, что (см. (4.2.37))

P
(
η(T ) >MT

)
6 e−NT .

Кроме того, по условию ζ ⊂= [C∞] при всех достаточно больших T

P(ζMT > hT ) 6MTP
(
|ζ| > hT

)
6MTe−NT .

Вместе с (4.4.3) это означает, что левая часть в (4.4.2) не превосходит
−N при любом N . Это доказывает утверждение 1).

Установим теперь утверждение 2) для f ∈ C \Ca. В силу соотноше-
ния (4.2.12) и леммы 4.2.1 в этом случае

lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT ∈ (f)ε

)
6 −I(fuL).

Согласно результатам [12, § 4.2] при L→ ∞ имеет место сходимость

I(fuL) → J(f) :=


∞, если Varf = ∞,

I(fa) + µ
(ζ)
+ Var f+s − µ

(ζ)
− Var f−s ,

если Varf <∞,

(4.4.4)

где fa и fs — абсолютно непрерывная и сингулярная компоненты функ-
ции f = fa + fs; f±s — возрастающая и убывающая компоненты функ-
ции fs, µ

(ζ)
± — концы максимального интервала (µ

(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ), на котором

функция Eeµζ конечна. Поскольку ζ ⊂= [C∞], то µ± = ±∞. Ста-
ло быть, J(f) = ∞, если Var fs > 0. Утверждение 2), а вместе с ним
и теорема 4.4.1 доказаны.

§ 4.5 Интегральный принцип больших уклоне-
ний для траекторий обобщенного процесса
восстановления

4.5.1 Основное утверждение и его доказательство

В настоящем разделе мы покажем, что при выполнении условий тео-
ремы 4.4.1 процесс zT = zT (t), 0 6 t 6 1, будет удовлетворять «инте-
гральному» ПБУ.

Основным утверждением этого раздела является
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Теорема 4.5.1. (Полный интегральный ПБУ). Пусть выполнены
условия теоремы 4.4.1. Тогда для семейства процессов {zT } имеет ме-
сто ПБУ (интегральный): для любого измеримого множества B ⊂ D

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ B) 6 −I([B]), (4.5.1)

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ B) > −I((B)), (4.5.2)

где [B], (B) — соответственно замыкание и внутренность множе-
ства B относительно равномерной метрики,

I(B) := inf
f∈B

I(f).

Как и прежде, из ПБУ для zT в качестве простого следствия выте-
кает аналогичное утверждение для семейства

z
(q)
T :=

1

x
Z(q)(tT ), 0 6 t 6 1,

соответствующего обобщенному процессу восстановления Z(q)(t) =
Z(t) + qt с линейным сносом qt.

Следствие 4.5.1. Пусть выполнены условия теоремы 4.5.1. Тогда
для семейства {z(q)T } при любом q ∈ R имеет место ПБУ c функцио-
налом уклонений I(q)(f) := I(f − qe), где e = e(t) = t, 0 6 t 6 1.

Как уже отмечалось перед теоремой 4.4.1, равномерной метрике ρ
соответствует наиболее широкий класс множеств, для которых выпол-
нено условие непрерывности I

(
(B)

)
= I

(
[B]

)
. В частности, равномер-

ной метрике соответствует наиболее широкий класс функционалов G
на D, непрерывных относительно этой метрики. Пусть

By :=
{
f ∈ D : G(f) < y

}
.

Тогда для функционалов G, непрерывных относительно ρ, множество
By = (By) будет открытым, а множество

{
f ∈ D : G(f) 6 y

}
= [By] —

замкнутым.

Следствие 4.5.2. Пусть выполнены условия теоремы 4.4.1, G —
функционал, непрерывный относительно равномерной метрики. Тогда
для почти всех y существует

lim
T→∞

1

T
lnP

(
G(zT ) < y

)
= −I(By). (4.5.3)



242 Глава 4. Принципы больших уклонений для траекторий ОПВ

Доказательство. Так как функция I(By) не возрастает по y, то она
п.в. непрерывна и, стало быть, для почти всех y

I(By) = I
(
[By]

)
.

Поэтому (4.5.3) следует из (4.5.1), (4.5.2). Следствие доказано.
При доказательстве теоремы 4.5.1 нам будет удобно использовать

ряд понятий.
Будем называть функционал I = I(f) компактным, если для лю-

бого N > 0 множество
{
f ∈ D : I(f) 6 N

}
является компактом в про-

странстве (D, ρ), где ρ — равномерная метрика.
Мы будем говорить, что процессы zT (t) и z̃T (t), t ∈ [0, 1], асимпто-

тически эквивалентны (относительно ПБУ), если при любом δ > 0

lim
T→∞

1

T
lnP

(
ρ(zT , z̃T ) > δ

)
= −∞. (4.5.4)

Смысл введения этого понятия поясняет

Лемма 4.5.1. Если процессы zT , z̃T асимптотически эквивалент-
ны и процесс zT удовлетворяет интегральному ПБУ (локальному ПБУ)
с непрерывным снизу компактным функционалом уклонений I = I(f),
то и процесс z̃T также удовлетворяет интегральному ПБУ (локаль-
ному ПБУ) с тем же функционалом уклонений.

Доказательство леммы 4.5.1. Пусть процесс zT удовлетворяет ПБУ.
(i). Оценка сверху. Воспользуемся очевидным неравенством

P(z̃T ∈ B) 6 P
(
zT ∈ (B)δ

)
+P

(
ρ(zT , z̃T ) > δ

)
,

в котором (B)δ есть δ-окрестность множества B. Применяя далее оцен-
ку сверху в ПБУ для zT и соотношение (4.5.4), получаем для любого
δ > 0 неравенство

lim
T→∞

1

T
lnP(z̃T ∈ B) 6 −I

([
(B)δ

])
6 −I

(
(B)2δ

)
.

Устремляя δ к нулю, приходим к неравенству

lim
T→∞

1

T
lnP(z̃T ∈ B) 6 − I(B+),

где I(B+) := lim
δ→0

I
(
(B)δ

)
.

Далее, пусть для определенности ζ разнозначна. Из утверждения
(iv) теоремы 3.3.2 следует, что выпуклая непрерывная снизу функция
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D(α) для ζ ⊂= [C∞] растет при α→ ±∞ быстрее любой линейной функ-
ции. Поэтому функционал I(f) является выпуклым, непрерывным сни-
зу, компактным функционалом (см., например, [12], § 4.2).

Остается заметить, что для непрерывного снизу, компактного функ-
ционала I имеет место равенство (см. [12], § 4.2)

I(B+) = I
(
[B]

)
.

Это доказывает оценку сверху

lim
T→∞

1

T
lnP(z̃T ∈ B) 6 −I

(
[B]

)
в ПБУ для z̃T .

(ii). Оценка снизу. Для любого фиксированного δ > 0 имеем

P
(
z̃T ∈ (f)δ

)
> P

(
zT ∈ (f)δ/2

)
−P

(
ρ(zT , z̃T ) > δ/2

)
.

Применяя далее оценку снизу в ПБУ для zT и (4.5.4), получаем оценку
снизу в локальном ПБУ для z̃T :

lim
T→∞

1

T
lnP

(
z̃T ∈ (f)δ

)
> −I

(
(f) δ

2

)
> −I(f).

Отсюда вытекает оценка снизу в ПБУ для z̃T (см. [12], § 4.2):

lim
T→∞

1

T
lnP(z̃T ∈ B) > −I

(
(B)

)
.

Утверждение леммы, относящееся к локальному ПБУ, доказывается
аналогично. Лемма 4.5.1 доказана.

Доказательство теоремы 4.5.1. Будем считать, не ограничивая общ-
ности, что нормирующая последовательность x = x(T ), по которой
строится процесс zT (t), имеет вид x = T (см. также доказательство
теоремы 4.2.1). Если это не так, то можно заменить процесс zT (t) асимп-
тотически эквивалентным ему процессом x

T zT (t), у которого нормиру-
ющая последовательность имеет нужный вид.

Нам будет удобно доказывать ПБУ не непосредственно для исход-
ного процесса zT , а для асимптотически эквивалентного ему процесса
z̃T , который мы определим в два этапа.

Сначала построим «укрупненный» процесс восстановления Z∗(t)
по скачкам (τ∗1 , ζ

∗
1 ), (τ∗i , ζ

∗
i ), i > 1, где названные случайные величины

определяются следующим образом:

τ∗1 := Tη, ζ∗1 := Zη, η := η(1) = min{k > 0 : Tk > 1}. (4.5.5)
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Случайные векторы (τ∗i , ζ
∗
i ) при i > 2, суть независимые копии слу-

чайного вектора (τ∗, ζ∗), который также определяется соотношениями
(4.5.5), но для однородной последовательности {Tk, Zk}. Ясно, что про-
цессы Z и Z∗ можно построить на одном вероятностном пространстве,
так что значения Z(t) и Z∗(t) в моменты τ∗1 , τ

∗
1 + τ∗2 , . . . совпадают.

На втором этапе «сгладим» процесс Z∗(t), построив с его помощью
непрерывную ломаную Z̃(t) с узловыми точками (0, 0),

(
τ∗1 , Z

∗(τ∗1 )=ζ
∗
1

)
,(

τ∗1 + τ∗2 , Z
∗(τ∗1 + τ∗2 ) = ζ∗1 + ζ∗2

)
, . . . и т.д. Процесс

z̃T (t) :=
1

T
Z̃(Tt), t ∈ [0, 1],

и будет в дальнейшем рассматриваться в качестве асимптотически эк-
вивалентного для процесса zT .

Для того, чтобы провести доказательство теоремы 4.5.1 с помощью
предложенной конструкции, нам нужно

I. Доказать асимптотическую эквивалентность процессов zT и z̃T .
II. Доказать ПБУ для процесса z̃T .
Начнем с первого этапа. Нам понадобятся свойства скачков ζ∗i , i > 1.

Лемма 4.5.2. Если ζ1 ⊂= [C∞], ζ ⊂= [C∞], то ζ∗i ⊂= [C∞], i > 1.

Доказательство. Рассмотрим неотрицательный мартингал

X0 = 1, Xk =
eλZk

ψ1(λ)ψk−1(λ)
,

где ψ1(λ) := Eeλζ1 , ψ(λ) := Eeλζ . Величина η является марковским
моментом относительно последовательности

{
(τi, ζi); i > 1

}
. Поэтому

EXη 6 1 (4.5.6)

(см., например, следствие 15.2.2 в [10]). Далее, в силу неравенства Коши
и (4.5.6)

EeλZη = E
eλZη√

ψ1(2λ)ψη−1(2λ)

√
ψ1(2λ)ψη−1(2λ) 6

6
[
E

e2λZη

ψ1(2λ)ψη−1(2λ)

]1/2[
Eψ1(2λ)ψ

η−1(2λ)
]1/2 6

6 [
ψ1(2λ)

ψ(2λ)
]1/2[Eψη(2λ)]1/2. (4.5.7)

Заметим далее, что η ⊂= [C∞]. Действительно, по экспоненциальному
неравенству Чебышева

P(η > n+ 1) 6 P(Tn 6 1) 6 e−nΛ
(τ)( 1

n
),
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где Λ(τ)(v) → ∞ при v → 0. Стало быть, EeλZη < ∞ при любом λ.
Отсюда и из (4.5.7) следует, что

ζ∗1 =
d
Zη ⊂= [C∞].

Если положить ψ1(λ) = ψ(λ), то получим также, что в однородном
случае

ζ∗ =
d
Zη ⊂= [C∞].

Лемма доказана.
Нетрудно видеть также, что

P(τ∗1 > t) 6 P(τ1 > t) +

1∫
0

H̃(dv)P(τ > t− v) 6

6 P(τ1 > t) + H̃(1)P(τ > t− 1),

и, стало быть, τ∗1 удовлетворяет тем же условиям, что и τ1, τ .

Следствие 4.5.3. Если выполнены условия леммы 4.5.2, то

Zη := max
k6η

|Zk| ⊂= [C∞], (4.5.8)

max
t6τ∗1

∣∣Z̃(t)− Z(t)
∣∣ ⊂= [C∞], (4.5.9)

max
t6τ∗1

∣∣Z∗(t)− Z(t)
∣∣ ⊂= [C∞]. (4.5.10)

Доказательство. Мы получим утверждение (4.5.8), если воспользу-
емся неравенством

Zη 6
η∑
k=1

|Zk − Zk−1|

и леммой 4.5.2 для слагаемых |Z1| = |ζ1|, |Zk − Zk−1| = |ζk| при k > 2.
Утверждение (4.5.9) вытекает из (4.5.8) и неравенства

max
t6τ∗1

∣∣Z̃(t)− Z(t)
∣∣ 6 Zη + |Zη|.

Утверждение (4.5.10) доказывается аналогично. Следствие доказано.
Мы можем доказать теперь основное утверждение раздела I дока-

зательства теоремы 4.5.1.

Лемма 4.5.3. При выполнении условий леммы 4.5.2 процессы zT ,
z̃T и z∗T (t) :=

1
T Z

∗(Tt) асимптотически эквивалентны.
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Доказательство. Так как τ∗i > 1, то

PT := P
(
max
t6T

∣∣Z̃(t)− Z(t)
∣∣ > δT

)
6 P(W1 > δT ) + TP(W > δT ),

где
W1 := max

t6τ∗1

∣∣Z̃(t)− Z(t)
∣∣, W := max

t6τ∗
∣∣Z̃(t)− Z(t)

∣∣,
τ∗1 , τ∗ определены в (4.5.5). В силу экспоненциального неравенства Че-
бышева

PT 6 e−Λ(W1)(δT ) + Te−Λ(W )(δT ),

где Λ(W1), Λ(W ) — функции уклонений величин W1 и W , соответствен-
но. Так как в силу леммы 4.5.3 Λ(W1)(v)≫ v, Λ(W )(v)≫ v при v → ∞,
то 1

T lnPT → −∞ при T → ∞. Это значит, что процессы zT и z̃T
асимптотически эквивалентны. Эквивалентность zT и z∗T устанавлива-
ется аналогично. Лемма доказана.

Перейдем теперь к разделу II и докажем ПБУ для процесса z̃T . В со-
ответствии с общими теоремами о ПБУ в метрических пространствах
(см., например, [12], гл. 4), для доказательства ПБУ для траекторий
z̃T (t) достаточно доказать два факта:

1. Выполнение локального ПБУ для z̃T (t).
2. «Экспоненциальную плотность» распределения z̃T , т.е. что для

любого N < ∞ найдется компакт K в пространстве (C, ρ) такой, что
при всех достаточно больших T

P(z̃T ̸∈ K) 6 e−TN . (4.5.11)

Выполнение локального ПБУ для z̃T (t) следует из теоремы 4.4.1 и
лемм 4.5.2, 4.5.3. Свойство (4.5.11) вытекает из следующего утвержде-
ния.

Лемма 4.5.4. Если выполнены условия теоремы 4.5.1, то выпол-
нено (4.5.11).

Таким образом, для доказательства теоремы 4.5.1 нам осталось до-
казать лемму 4.5.4.

Доказательство леммы 4.5.4. Из сказанного выше видно, что нали-
чие неоднородности ξ1 ̸=d ξ, когда ξ1 ⊂= [C∞], ξ ⊂= [C∞], никак не ме-
няет нужных нам свойств траекторий Z(t), Z̃(t) по сравнению с одно-
родным случаем. Поэтому в дальнейшем для упрощения изложения мы
везде будем полагать, что τ1 =

d
τ . Кроме того, для упрощения записи бу-

дем считать, что T — целочисленны. Наряду с укрупненным процессом
z∗T и его непрерывной версией z̃T рассмотрим траекторию случайного
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блуждания sn(t) при n = T , построенную как непрерывная ломаная
с узловыми точками ( kn ,

Z∗
k
x ), где

Z∗
0 = 0, Z∗

k =
k∑
j=1

ζ∗j , k = 0, 1, . . . , n.

Заметим далее, что если ζ∗ ⊂= [C∞], то множество

Kv :=
{
f ∈ C : f(0) = 0, I∗(f) 6 v

}
является компактом в (C, ρ), где

I∗(f) =

{∫ 1
0 Λ∗(f ′(t))dt, если f ∈ Ca;
∞, если f ∈ D \ Ca,

и Λ∗ — функция уклонений случайной величины ζ∗ (см., например, [12],
§ 4.2).

Предположим сначала, что Eζ = 0, так что Eζ∗ = EζEη = 0. В це-
лях упрощения записи верхний индекс ∗ у обозначений τ∗i , ζ∗i , Λ

∗, I∗,
η∗(t) будем опускать и считать, что τi > 1, ζ ⊂= [C∞].

Нам нужно оценить

P(z̃T ̸∈ Kv) 6 P
(
I(z̃T ) > v

)
6 P

(η(T )∑
k=1

τkΛ

(
ζk
τk

)
> vT

)
.

Так как η(T ) 6 T , и по предположению, T = n — целое число, то будем
иметь

P(z̃T ̸∈ Kv) 6 P

( n∑
k=1

τkΛ

(
ζk
τk

)
> vn

)
.

В силу выпуклости функции Λ и того, что Λ(0) = 0, τk > 1 имеем
1
τk

6 1,

Λ

(
ζk
τk

)
6

(
1− 1

τk

)
Λ(0) +

1

τk
Λ(ζk) =

1

τk
Λ(ζk),

так что

P(z̃T ̸∈ Kv) 6 P
( n∑
k=1

Λ(ζk) > vn
)
. (4.5.12)

Из леммы 4.4.4 в [12] следует, что правая часть в (4.5.12) не превосходит

e−n(v−Eγ),

где γ := Λ(ζ), Eγ <∞. При v = N +Eγ это доказывает (4.5.11).
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Пусть теперь aζ := Eζ ̸= 0. Тогда

z̃T (t) = z̃0T (t) + aζπT (t),

где процесс z̃ 0
T построен так же, как z̃T , но по скачкам ζ0 = ζ − aζ ,

Eζ0 = 0; процесс πT (t) есть непрерывная ломаная, построенная по про-
стому процессу восстановления с теми же точками скачков Tk (в ко-
торых теперь происходят скачки величиной 1), что и для процесса z∗T .
Если z̃0T ∈ K(1), aζπT (t) ∈ K(2), где K(1), K(2) — компакты, то очевид-
но, что

z̃0T + aζπT (t) ∈ K(3),

где K(3):=K(2)∪K(2) — тоже компакт. Пусть для определенности aζ > 0.
Тогда, в силу того, что τk > 1, имеем для всех t ∈ [0, 1] неравенства
0 6 aζπ

′
T (t) 6 aζ и, следовательно, aζπT (t) ∈ K(2), где

K(2) :=
{
f : f(0) = 0, 0 6 f ′(t) 6 aζ

}
— компакт. Далее,

P
(
z̃0T ∈ K(1), aζπT (t) ∈ K(2)

)
6 P(z̃T ∈ K(3)),

P(z̃T ̸∈ K(3)) 6 P(z̃0T ̸∈ K(1)).

Остается воспользоваться первой частью доказательства. Лемма 4.5.4,
а вместе с ней и теорема 4.5.1, доказаны.

Отметим, что возможны и иные подходы к доказательству лем-
мы 4.5.4. Пусть T = n — целое число и sn(t) — непрерывная ломаная,
построенная по узловым точкам ( kn ,

Z∗
k
x ), k = 0, 1, . . . , n. Тогда нетрудно

убедиться, что
ω(∆, z̃T ) 6 ω(∆, sn). (4.5.13)

где ω(∆, f) — модуль непрерывности функции f :

ω(∆, f) := sup
{∣∣f(u+ v)− f(u)

∣∣ : 0 6 u < u+ v 6 1, v 6 ∆
}
.

Затем, пользуясь условием ζ ⊂= [C∞], можно построить в явном виде
(по функции уклонений случайной величины ζ) функцию δ(v) ↓ 0 при
v ↓ 0 и соответствующий компакт

K(δ) :=
{
f ∈ C : f(0) = 0, ω(∆, f) 6 δ(∆) при 0 6 ∆ 6 1

}
,

для которого будет выполнено соотношение (4.5.11) для процесса sn,
а стало быть, в силу (4.5.13), и для процесса z̃T .

«Высоковероятностный» компакт для sn можно строить и как мно-
жество

{
I∗(f) 6 v

}
.
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4.5.2 Об ослаблении условий теоремы 4.5.1

Мы видели в предыдущих разделах, что доказательство ПБУ в про-
странстве D с равномерной метрикой ρ сопряжено с использованием
весьма ограничительного условия ζ ⊂= [C∞]. Ослабление этого условия
до «минимального» условия ξ ⊂= [C], которое использовалось в ПБУ
для процессов Z(t) в фазовом пространстве (теорема 3.4.1), возможно
в следующих альтернативных направлениях:

a) замена равномерной метрики на более слабую метрику;
b) сужение класса рассматриваемых ОПВ;
c) сужение класса множеств B (или функционалов f), для которых

справедлив ПБУ (это направление проиллюстрировано в 4.6, 4.7).
Рассмотрим кратко эти подходы.
a) Замена равномерной метрики на более слабую метрику связана

с сужением класса функционалов, непрерывных относительно новой
метрики (и класса множеств B, для которых существует

lim
T→∞

1

T
lnP(zT∈B);

т.е. связан с направлением c). Аналогичная ситуация имеет место при ис-
следовании ПБУ для случайных блужданий, например, для блужданий
{Zk} (или, что то же, для Z(k) при τk ≡ 1). Для них сначала был уста-
новлен ПБУ для траекторий при условии ζ ⊂= [C∞] (см. [4], а также
[12], гл. 4, и библиографию там). Позже, чтобы ослабить это условие,
потребовалось в [31] (см. также [12], гл. 4, и библиографию там) суще-
ственно изменить саму постановку задачи и подход к доказательству,
введя в рассмотрение более слабую метрику ρD, что повлекло за собой
изменение и функционала уклонений.

Новая метрика ρD была описана в § 1.6. Функционал уклонений J(f),
соответствующий этой метрике, имеет вид (4.4.4), и этот функционал
будет, вообще говоря, отличаться от I(f) при невыполнении условия
ζ ⊂= [C∞], так что условие ζ ⊂= [C∞] является в известном смысле
необходимым для выполнения ПБУ с функционалом I(f) (см. также
(4.5.1), (4.5.2) в теореме 4.5.1).

ПБУ в пространстве (D, ρD) с функционалом уклонений (4.4.4) на-
зван в [12], [31] расширенным ПБУ В [52] для обобщенного пуассоновско-
го процесса (т.е. для ОПВ с экспоненциальным распределением для τ)
был установлен расширенный ПБУ, в котором по сути использовались
сразу все три альтернативных подхода a)–c). Установлен следующий
ПБУ в пространстве (V, ρD), где V — пространство функций с ограни-
ченной вариацией.
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Теорема 4.5.2. Пусть Z(t) — обобщенный пуассоновский процесс,
ζ ⊂= [C]. Тогда нормированные процессы zT (t)=

Z(tT )
T , t∈ [0, 1], удовле-

творяют расширенному ПБУ в пространстве (V, ρD) с функционалом
уклонений J(f), т.е. справедливы соотношения

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ B) 6 −J(B+),

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ B) > −J

(
(B)

)
,

где (B) есть внутренность множества B,

J(B+) := lim
ε→0

J
(
(B)ε

)
,

(B)ε есть ε-окрестность множества B, J(B) = inf
f∈B

J(f),

J(f) =


∞, если Varf = ∞,
1∫
0

Λ
(
f ′a(t)

)
dt+ µ

(ζ)
+ Var f+s −µ(ζ)− Var f−s , если Varf <∞,

где fa и fs — абсолютно непрерывная и сингулярная компоненты функ-
ции f = fa + fs, f±s — возрастающая и убывающая компоненты функ-
ции fs, µ

(ζ)
± — концы максимального интервала (µ

(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ), на котором

функция EeµZ(1) конечна, Λ(α) — функция уклонений, соответствую-
щая случайной величине Z(1).

Другими словами, процессы zT (t) удовлетворяют тому же расши-
ренному ПБУ, что и нормированные случайные блуждания

{
Z(k)
T

}∞

k=1
.

В [54] это утверждение распространено на процессы с независимыми
приращениями общего вида в пространстве (D, ρD), удовлетворяющие
условию [C].

Доказательство теоремы 4.5.2 сопряжено с техническими трудно-
стями, которые выходят за рамки этой книги, и мы его опускаем.

В прикладных задачах, связанных с отысканием асимптотики
P(zT ∈ B) множества B устроены достаточно просто и вряд ли можно
ожидать, что inff∈B J(f) достигается на функции f не из класса Ca. Ес-
ли f ∈ Ca, то J(f) = I(f) и возникает возможность реализовать третий
альтернативный подход c), при котором ПБУ (4.5.1), (4.5.2) остается
справедливым лишь при условии [C]. Классом событий B, для кото-
рых такой подход оправдан, является, например, класс событий, свя-
занных с пересечением или непересечением траекторией zT (t) удален-
ной границы. Следующие два параграфа будут посвящены отысканию
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lim
T→∞

1
T lnP(zT ∈ B) в названных граничных задачах при выполнении

лишь условия [C].

§ 4.6 Принцип больших уклонений в первой гра-
ничной задаче

Как мы видели, отыскание асимптотики
1

T
lnP(zT ∈ B), zT = zT (t) =

Z(tT )

T
, t ∈ [0, 1] при T →∞ (4.6.1)

для произвольных измеримых множеств B, скажем, в пространстве D
функций без разрывов второго рода, сопряжено с большими трудностя-
ми и привлечением весьма ограничительных условий (см. теоремы 4.4.1,
4.5.1).

В этом и следующем разделах мы будем рассматривать множе-
ства B, соответствующие граничным задачам двух типов. Напом-
ним, что

Z(t)

t
→
п.н.

a :=
aτ
aζ

при t→ ∞, где aτ := Eτ, aζ := Eζ.

I. Так называемая первая граничная задача в области больших укло-
нений связана с отысканием асимптотики P(zT ∈ Bg), где для заданной
функции g(t) > at, t ∈ [0, 1] из пространства D

Bg =
{
f ∈ D : sup

t∈[0,1]

(
f(t)− g(t)

)
> 0

}
. (4.6.2)

II. Вторая граничная задача связана с отысканием асимптотики
P(zT ∈ Bg−g+), где множество Bg−g+ имеет вид

Bg−g+ =
{
f ∈ D : g−(t) > f(t) > g+(t) при всех t ∈ [0, 1]

}
, (4.6.3)

а заданные функции g−(t) < g+(t), g−(0) < 0 < g+(0), из D имеют
конечное число скачков и таковы, что прямая z = at пересекает хотя
бы одну из кривых g±.

При исследовании асимптотики (4.6.1) для описанных множеств B
нам понадобятся некоторые предварительные сведения.

Напомним, что если выполнены условия [λ+]∪ [λ+] и условия допу-
стимой неоднородности

A60 ⊂ [A1], λ
(τ1)
+ > min[λ+, D(0)], (4.6.4)

то ПБУ, полученные выше, для однородных и неоднородных ОПВ сов-
падают (второе условие в (4.6.4) нужно лишь в немногих специальных
случаях, когда в рассмотрениях участвует нулевая траектория).
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4.6.1 Линии уровня

Для описания асимптотики

1

T
lnP(zT ∈ Bg) (4.6.5)

в первой граничной задаче (см. (4.6.2)) потребуется ввести понятие ли-
ний уровня. Применительно к случайным блужданиям такие линии бы-
ли введены и изучены в [3], [12], § 3.7. В названных работах они поз-
воляли найти грубую и точную асимптотики P(zT ∈ Bg), когда zT —
траектория случайного блуждания (τ ≡ 1). Для ОПВ линии lα(t) уров-
ня α определяются вполне аналогично. Именно, это линии (функции),
для которых lα(1) = α, а предел при T → ∞ последовательности

1

tT
lnP

(
zT (t) ∈ ∆

[
lα(t)

))
при ∆ = ∆T = o(1) и всех t ∈ (0, 1] сохраняет неизменное значение (рав-
ное D(α)). Из теоремы 3.4.1 следует, что при выполнении условий [λ+],
(4.6.4) (второе условие в (4.6.4) превращается при этом в неравенство
λ
(τ1)
+ > D(0)) такая функция должна удовлетворять уравнению

tD

(
lα(t)

t

)
= D

(
lα(1)

)
= D(α). (4.6.6)

Если D(d+) = ∞ (т.е. исключается случай P(ζ/τ = d+) > 0), то
из свойств функции D(α) вытекает, что она в области (a, d+) непре-
рывно и строго монотонно возрастает от 0 до ∞. Стало быть, ветвь
функции D в области (a, d+) всегда имеет обратную функцию D(−1).

Определение 4.6.1. Функция

lα(t) := tD(−1)

(
D(α)

t

)
, t ∈ (0, 1], a < α < d+, (4.6.7)

называется линией уровня α.
В точке t = 0 функцию lα(t) определим по непрерывности справа:

lα(0) = lα(+0).
Свойства линии уровня изложены в следующем утверждении.

Лемма 4.6.1. Пусть α ∈ (a, d+), D(d+) = ∞ (P(ζ/τ = d+)= 0).
Тогда

(i)

lα(0)=
D(α)

µ+
(µ+= lim

α→∞

D(α)

α
),

lα(t)

t
→ ∞ при t→ 0. (4.6.8)
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(ii) Функции lα(t) − at возрастают на [0, 1] и вогнуты (l′′α(t) 6 0
п.в.). При каждом t значение lα(t) возрастает по α.

(iii) Функция lα(t) склеена (с сохранением непрерывности произ-
водной), вообще говоря, из трех частей:

1) линейной функции

lα(t) =
D(α)

µ+
+ t

(
α+ − D(α+)

µ+

)
при t ∈ [0, t+],

t+ = t+(α) :=
D(α)

D(α+)
;

(4.6.9)

(эта часть отсутствует, если µ+ = ∞ или D(α+) = ∞).
2) «промежуточной» части на [t+, t

+], t+ := D(α)
D(α+) , в которой мо-

гут быть интервалы аналитичности функции lα(t). (Эта часть от-
сутствует, если µ+ = µ+ или, что то же, если A(λ, µ) > 0 при
(λ, µ) ∈ ∂A, µ ∈ (0, µ+).)

3) аналитической, строго вогнутой функции в области (t+, 1].
(iv) Положим для краткости lα(t) = l. При α ∈ (a, α+) справедливы

сотношения

l′α(t) =
A
(
µ(l/t)

)
µ(l/t)

= −λ(l/t)
µ(l/t)

, (4.6.10)

l′α(1) = −λ(α)
µ(α)

∈ (0, α). (4.6.11)

Из леммы следует, что в случае D(α+) = ∞ линии уровня lα(t)
строго вогнуты и аналитичны на всем интервале (0, 1).

Доказательство. Если для упрощения выкладок положить a = 0, то
доказательство разделов (i), (ii) леммы 4.6.1 повторяет доказательство
соответствующих разделов в теореме 3.7.2 в [12], в которой изучались
линии уровня для случайных блужданий (при этом в [12] надо заме-
нить Λ(α) на D(α), λ+ на µ+). Случай a ̸= 0 не вносит существенных
изменений в доказательство.

Некоторое отличие от теоремы 3.7.2 в [12] появляется при доказа-
тельстве разделов (iii), (iv) леммы. В соответствии с теоремой 3.5.2
функция D(α) при α > a склеена, вообще говоря, из трех кусков, опи-
санных в п.п. 1)–3) теоремы 3.5.2 (напомним, что правая ветвь функ-
ции Λ(α) склеена из 2-х кусков). Так как D′(α) > 0 в области (a,∞),
то обратная функция D(−1)(v) к правой ветви функции D(α) в области
(0,∞) также склеена, вообще говоря, из трех кусков с точками скле-
ивания v+ = D(α+) и v+ = D(α+) (см. теорему 3.5.2). На интервале
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(0, v+) функция D(−1)(v) будет аналитической, а в области (v+,∞) —
линейной:

D(−1)(v) = α+ +
v −D(α+)

µ+
.

Поэтому в силу определения (4.6.7), функция lα(t) будет аналитической
при D(α)

t < v+ или, что то же, при

t >
D(α)

D(α+)
= t+.

При t ∈ (t+, t+), t+ := D(α)
D(α+)

функция lα(t) будет носить «промежу-

точный» характер, а при D(α)
t > v+ или, что то же, при t < t+, согласно

(4.6.7)

lα(t) = t

[
α+ +

D(α)/t−D(α+)

µ+

]
,

что эквивалентно (4.6.9).
(iv). Дифференцируя по t тождество (4.6.6), получим

D(l/t) + tµ(l/t)

(
l′α(t)

t
− l

t2

)
= 0,

l′α(t)µ(l/t) =
l

t
µ(l/t)−D(l/t) = A

(
µ(l/t)

)
> 0.

Отсюда следует (4.6.10). Так как lα(1) = α, то в точке t = 1 имеем

l′α(1) =
A(µ(α))

µ(α)
= −λ(α)

µ(α)
.

Далее, при a > 0, µ > 0 всегда A(µ)/µ < A′(µ). Поэтому

A
(
µ(α)

)
µ(α)

< A′(µ(α)) = α.

Это доказывает (4.6.11). Лемма 4.6.1 доказана.
Как и в разделе 3.7.2 в [12], из леммы 4.6.1 нетрудно получить, что

при малых значениях α− a, v и каждом t ∈ (0, 1]

D(α) ≈ (α− a)2

2σ2
, D(−1)(v) ≈ a+ σ

√
2v, lα(t) ≈ at+ (α− a)

√
t.
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4.6.2 Неравенства для распределения максимального зна-
чения ОПВ

Для доказательства основной теоремы 4.6.2 нам понадобятся оценки
для распределения

Z(T ) := sup
t6T

Z(t),

представляющие и самостоятельный интерес. Следующее утверждение
является аналогом теоремы 1.1.1 в [12] об оценках для распределения
максимума сумм случайных величин.

Теорема 4.6.1. Пусть выполнены условия [λ+]∪[λ+], (4.6.4). Тогда
(i) При T → ∞ и всех x > 0, µ > 0

P
(
Z(T ) > x

)
6 exp

{
− µx+ T max

(
0, Â(µ)

)
+ o(T )

}
. (4.6.12)

(ii) Пусть a < 0,

µ
(ζ)
0 := sup

{
µ : A(0, µ) = Aζ(µ) 6 0

}
,

µ0 := sup
{
µ : A(µ) 6 0

}
.

Тогда, если A(µ+) 6 0, то

P
(
Z(T ) > x

)
6 min(e−µ

(ζ)
0 x, e−µ

+x) (4.6.13)

(для независимых τ и ζ всегда µ(ζ)0 = µ0),
Если A(µ+) > 0, то

A(µ0) = 0, α0 := A′(µ0) ∈ (0,∞),

D(α) > µ0α, D(α0) = µ0α0
(4.6.14)

и при T → ∞, α = x/T выполняется

P
(
Z(T ) > x

)
6

{
e−µ0x при всех α,

e−TD(α)+o(T ) при α > α0.
(4.6.15)

(iii) Если a > 0, то при α = x/T > a, T → ∞

P
(
Z(T ) > x

)
6 e−TD(α)+o(T ). (4.6.16)

(iv) (a) В случае [λ+], a < 0, A(µ+) 6 0 при x → ∞, T → ∞
выполняется

P
(
Z(T ) > x

)
= e−µ0x+o(x). (4.6.17)
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(b) В случаях
α =

x

T
> a > 0

и
a < 0, A(µ+) > 0, α > α0

выполняется
P
(
Z(T ) > x

)
= e−TD(α)+o(T ). (4.6.18)

Сравнение утверждения (iv) с неравенствами (4.6.13), (4.6.16) и вто-
рым неравенством в (4.6.15) показывает, что эти неравенства экспо-
ненциально не улучшаемы. Это означает также выполнение ПБУ для
P
(
Z(T ) > x

)
.

В § 5.6 следующей главы будет получено уточнение теоремы 4.6.1.
Доказательство. (i). Положим

ηx = min
{
t : Z(t) > x

}
.

Так как ОПВ Z(t) может превысить уровень x > 0 только скачком, то
ηx — марковский момент. Поэтому при t < T события {ηx ∈ dt} и
случайная величина Z(T ) − Z(t) независимы, процесс Z(t + u) − Z(t)
на множестве {ηx ∈ dt} является однородным ОПВ,

EeµZ(T ) >
T∫
0

E(eµZ(T ); ηx ∈ dt) >

>
T∫
0

P(ηx ∈ dt)E
(
eµ(x+Z(T )−Z(t)) | ηx = t

)
. (4.6.19)

Так как в силу теоремы 3.7.1 (см. (3.7.1)) и условий теоремы

E
(
eµ(Z(T )−Z(t)) | ηx = t

)
= e(T−t)Â(µ)+o(T−t) при T − t→ ∞,

то из (4.6.19) получаем

eTÂ(µ)+o(T ) >
{
eµx+o(T )P(ηx 6 T ), если Â(µ) > 0,

eµx+Â(µ)T+o(T )P(ηx 6 T ), если Â(µ) < 0.

Поскольку P(ηx 6 T ) = P
(
Z(T ) > x

)
, то отсюда вытекает (4.6.12).

(ii). Так как
Z(T ) 6 Z := sup

t>0
Z(t) = sup

k>0
Zk,
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то в случае a < 0 согласно теореме 1.1.1 в [12]

P
(
Z(T ) > x

)
6 P(Z(∞) > x

)
= P(Z > x) 6 e−µ

(ζ)
0 x. (4.6.20)

Кроме того, при
A(µ+) 6 0

из (4.6.12) при µ = µ+, нетрудно получить, что

P
(
Z(∞) > x

)
6 e−µ

+x. (4.6.21)

Отсюда следует (4.6.13).
Если

A(µ+) > 0,

то
A(µ0) = 0, α0 = A′(µ0) ∈ (0,∞).

Так как функция D(α) есть преобразование Лежандра над A(µ), то

D(α) > αµ0 −A(µ0) = αµ0. (4.6.22)

Кроме того, µ0 = µ(α0),
D(α0) = α0µ0.

Это доказывает (4.6.14).
Если α = x/n > α0, то µ(α) > µ0, A

(
µ(α)

)
> A(µ0) = 0. Для

таких α, применяя (4.6.12), находим

P
(
Z(T ) > x

)
6 e−T (αµ−A(µ))+o(T ),

что при µ = µ(α) дает второе неравенство в (4.6.15). Первое неравенство
в (4.6.15) вытекает из (4.6.12) при µ = µ0 и того, что Â(µ0) = A(µ0) = 0.

(iii). При a > 0, µ > 0 выполняется A(µ) > 0. Кроме того, µ(a) = 0
и, стало быть, µ(α) > 0 при α > a. Поэтому, подставляя в (4.6.12)
µ = µ(α), получим (4.6.16).

(iv). (a). В случае [λ+], a < 0, A(µ+) 6 0 при любом t 6 1 имеем
в силу теоремы 3.4.1

P
(
Z(T ) > x

)
> P

(
Z(tT ) > x

)
= e−tTD(

x
tT )+o(tT ), (4.6.23)

где при γ = x
tT

tTD

(
x

tT

)
=
x

γ
D(γ).
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Для значений γ > α+ := A′(µ+ − 0) в силу утверждения (iii), 3) теоре-
мы 3.5.2 выполняется µ(γ) = µ+,

D(γ) = D(α+) + µ+(γ − α+) = −A(µ+) + γµ+.

Поэтому для любого ε > 0 можно выбрать t настолько малым, что
γ > α+,

D(γ)

γ
6 µ+ + ε.

Для таких γ в силу (4.6.23)

P
(
Z(T ) > x

)
> e−x(µ

++ε)+o(tT ). (4.6.24)

Так как tT = x/γ, o(tT ) = o(x), ε > 0 произвольно, а левая часть
(4.6.24) от ε не зависит, то мы получаем

P
(
Z(T ) > x

)
> e−xµ

++o(x).

Это вместе с (4.6.13) доказывает (4.6.17).
(b). В условиях п. (b) доказательство почти очевидно. Если α>a> 0,

то согласно теореме 3.4.1

P
(
Z(T ) > x

)
> P

(
Z(T ) > x

)
= e−TD(α)+o(T ).

Сравнение с (4.6.16) приводит к (4.6.18).
Если a < 0, α > α0, то все происходит аналогично.
Теорема 4.6.1 доказана.

4.6.3 Принцип больших уклонений в первой граничной
задаче

Сформулируем теперь основное утверждение этого раздела об асимпто-
тике последовательности (4.6.5). Для определенности функцию g(t)>at,
t ∈ [0, 1] в (4.6.2), (4.6.5) мы будем предполагать непрерывной снизу, т.е.
при каждом t ∈ (0, 1)

g(t) = lim
ε→0

inf
u∈(t)ε

g(u), (4.6.25)

где (t)ε = (t − ε, t + ε). Обозначим через αg значение α, при котором
линии уровня lα(t) при возрастании α от нулевых значений впервые
коснутся кривой g(t). Пусть tg — наименьшее значение t, при котором

lαg(tg) = g(tg)

(в силу (4.6.25) такое значение всегда существует).



4.6. Принцип больших уклонений в первой граничной задаче 259

Теорема 4.6.2. Пусть выполнены условия [λ+] ∪ [λ+] и условия
допустимой неоднородности (4.6.4). Пусть, кроме того,
D(d+) = ∞ (P(ζ/τ = d+) = 0), tg > 0. Тогда

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg) = −D(αg). (4.6.26)

Замечание 4.6.1. (a). Если mint∈[0,1] g(t) > 0, то второе условие
в (4.6.4), по-видимому, излишне, так как функция f0(t) ≡ 0 не принад-
лежит множеству Bg.

(b). Условие D(d+) = ∞ излишне, если αg < d+. Описание ли-
ний уровня в случае αg = d+, D(d+)<∞ см. в теореме 3.7.2 в [12]
при замене в ней функции Λ на D. Мы не стали рассматривать случай
D(d+) <∞, поскольку он весьма частный и усложняет доказательство.

Доказательство теоремы 4.6.2. Пусть выполнены условия
[λ+] ∪ [λ+], (4.6.4).

Оценка сверху. Обозначим

ηg = min
{
t : zT (t) > g(t)

}
.

Тогда
P(zT ∈ Bg) = P(ηg 6 1).

Получение оценок сверху для этой вероятности разобьем на три этапа.
Положим для краткости lαg(t) = l(t).

I. Рассмотрим некоторое значение t∗ ∈ (0, tg), которое будет выбрано
позже, и оценим P(ηg 6 t∗). Так как g(t) > l(t) при всех t ∈ [0, tg) и l(t)
— гладкая функция, то найдутся t∗ ∈ (0, tg) и g0 > 0 такие, что

min
t∈[0,t∗]

g(t) > g0 > l(0),

P(ηg 6 t∗) 6 P
(
max
t6t∗

zT (t) > g0
)
= P

(
Z(t∗T ) > Tg0

)
.

(4.6.27)

Пусть сначала a > 0. Тогда при t∗ таких, что g0/t∗ > a, в силу утвер-
ждения (iii) теоремы 4.6.1 находим

P
(
Z(t∗T ) > Tg0

)
6 e

−Tt∗D
(

g0
t∗

)
+o(T )

, (4.6.28)

где γ = g0/t∗ выбором t∗ может быть сделано большим.
Так как D(γ)

γ → µ+ при γ → ∞, то в случае µ+ < ∞ значение

t∗D
(
g0
t∗

)
выбором t∗ может быть сделано сколь угодно близким к

g0µ
+ > l(0)µ+ = D(αg) (4.6.29)
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(см. (4.6.8)). Это означает в силу (4.6.28), что

P(ηg 6 t∗) = o(e−TD(αg)). (4.6.30)

В случае µ+ = ∞ значение t∗D
(
g0
t∗

)
выбором t∗ может быть сделано

сколь угодно большим, что вместе (4.6.28) вновь приводит к (4.6.30).
Пусть теперь

a < 0, A(µ+) > 0.

В этом случае надо воспользоваться вторым неравенством в (4.6.15)
и повторить рассуждения, приведенные выше (при замене в них a на
α0 = A′(µ0)), которые вновь приводят к (4.6.30).

Рассмотрим, наконец, случай

a < 0, A(µ+) 6 0.

Здесь в силу (4.6.13), (4.6.27), (4.6.29)

P(ηg 6 t∗) 6 P
(
Z(t∗T ) >
6 Tg0

)
6 e−Tµ

+g0 < e−Tµ
+l(0) = e−TD(αg). (4.6.31)

II. Оценим теперь вероятность

P
(
ηg ∈ (t∗, 1]

)
6 P

(
ηl ∈ (t∗, 1]

)
(4.6.32)

в случае
l′(1) > 0.

В этом случае траектория zT (t) может пересечь границу l(t) только
вертикальными скачками и, стало быть, ηl есть марковский момент.

Не ограничивая общности будем считать, что

p := P(τ > 1) > 0, (4.6.33)

и обозначим через κ номер скачка блуждания {Tk}, на котором значение
Zk впервые превзошло значение T l

(
Tk
T

)
. Тогда

P
(
ηl ∈ (t∗, 1]

)
=

1

p
P
(
ηl ∈ (t∗, 1], τκ+1 > 1

)
.

Но событие
{
ηl ∈ (t∗, 1], τκ+1 > 1

}
влечет за собой объединение событий∪

t∗T6k6T

{
zT

(
k

T

)
> l

(
k

T

)
− b∗
T

}
,

где b∗ = max
t∈(t∗,1)

l′(t) = l′(t∗) > 0.

(4.6.34)
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Поэтому

P
(
ηl ∈ (t∗, 1]

)
6 1

p

∑
t∗T6k6T

P

(
zT

(
k

T

)
> l

(
k

T

)
− b∗
T

)
. (4.6.35)

Но при любом k > t∗T и t = k
T по определению линии уровня получаем

(см. теорему 3.4.1)

P
(
zT (t) > l(t)− b∗/T

)
= e

−tTD
(

l(t)
t

)
+o(T )

= e−TD(αg)+o(T ).

Отсюда и из (4.6.35) следует, что

lim
T→∞

1

T
lnP

(
ηg ∈ (t∗, 1]

)
6 −D(αg). (4.6.36)

III. Оценим далее вероятность (4.6.32) при условии

l′(1) < 0.

Так как l′(t) монотонно и непрерывно убывает, то при l′(t∗) > 0 найдется
точка t∗ < 1, для которой l′(t∗) = 0. Если l′(t∗) 6 0, то мы полагаем
t∗ = t∗. Если интервал (t∗, t

∗) не пуст, то P
(
ηl ∈ (t∗, t

∗]
)

оценивается
точно так же, как в разделе II. Остается оценить

P
(
ηl ∈ (t∗, 1]

)
.

На участке (t∗, 1] функция l(t) убывает, и ее пересечение траекторией
zT (t) возможно как вертикальным скачком (событие A), так и горизон-
тальным (событие B). Вероятность P

(
ηl ∈ (t∗, 1]; A

)
вновь оценивается

так же, как в разделе II (при замене числа b∗ на 0).
Рассмотрим вероятность P

(
ηl ∈ (t∗, 1]; B

)
. Пусть l(−1)(u) есть функ-

ция, обратная к монотонной, непрерывной на интервале (t∗, 1) функции
l(t), и τκ есть скачок, пересекающий убывающую границу T l

(
t
T

)
при

t ∈ (t∗, 1]. Если l(1) < 0, то возможно значение κ = 1. В этом случае

P
(
ηl ∈ (t∗, 1]; B

)
= P

(
τ1 > T l(−1)(0)

)
+P

(
ηl ∈ (t∗, 1]; B, κ > 1

)
,

где

lnP
(
τ1 > T l−1(0)

)
6 −Tλ(τ1)+ l(−1)(0) + o(T ),

λ
(τ1)
+ = sup{λ : Eλτ1 <∞},

и по второму условию (4.6.4) при t = l(−1)(0) выполняется

λ
(τ1)
+ > D(0), λ

(τ1)
+ l(−1)(0) > D(0)l−1(0) = tD

(
l(t)

t

)
= D(αg).
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Поэтому
lnP(τ1 > T l(−1)(0)

)
6 −TD(αg) + o(T ).

Остается рассмотреть

P
(
ηl ∈ (t∗, 1]; B, κ > 1

)
.

Если (u, x) =
(
Tκ−1, Z(Tκ−1)

)
, x < T l

(
t
T

)
, t 6 T , — точка, откуда стар-

тует горизонтальный скачок длиной τκ, пересекающий убывающую гра-
ницу T l(t/T ), t 6 T , то с необходимостью τκ > T l(−1)(x/T ) − u и рас-
пределение скачка τκ есть условное распределение

P
(
τ > v | τ > T l(−1)(x/T )− u

)
(вся предистория процесса Z(t) до момента Tκ−1 на распределение τκ,
очевидно, не влияет). Но при любом s

P(τ > v | τ > s) =

1 при v 6 s,
P(τ > v)

P(τ > s)
при v < s

 > P(τ > v),

так что τκ >
p
τ . Поэтому, считая опять, не ограничивая общности, что

выполнено условие (4.6.33), получим

P
(
ηl ∈ (t∗, 1], B, κ > 1

)
=

P(ηl ∈ (t∗, 1], B, τκ > 1, κ > 1)

P(τκ > 1 | ηl ∈ (t∗, 1], B, κ > 1)
6

6 1

p
P
(
ηl ∈ (t∗, 1], B, τκ > 1, κ > 1

)
. (4.6.37)

Дальнейшие рассуждения совершенно аналогичны доводам раздела II
доказательства. Событие под знаком вероятности в правой части (4.6.37)
влечет за собой объединение событий∪

Tt∗6k6T

{
zT

(
k

T

)
> l

(
k

T

)
− b∗

T
, κ > 1

}
,

где b∗ = −l′(1) > 0. Поэтому по определению линий уровня и по теоре-
ме 3.4.1 имеем

P
(
ηl ∈ (t∗, 1], B, κ > 1

)
6 1

p

∑
Tt∗6k6T

P

(
zT

(
k

T

)
> l

(
k

T

)
− b∗
T

)
6

6 (1− t∗)T

p
e−TD(αg)+o(T ) = e−TD(αg)+o(T ). (4.6.38)



4.7. Принцип больших уклонений во второй граничной задаче 263

Сопоставляя полученные результаты, мы получаем искомую оценку
сверху

P(ηg 6 1) 6 P(ηl 6 1) 6 e−TD(αg)+o(T ). (4.6.39)

Оценка снизу почти очевидна. Так как{
zT (tg) > g(tg)

}
⊂ {ηg 6 1},

то по теореме 3.4.1

P(ηg 6 1) > P
(
zT (tg) > g(tg)

)
= e

−TtgD
(

g(tg)

tg

)
+o(T )

=

= e
−TtgD

(
l(tg)

tg

)
+o(T )

= e−TD(αg)+o(T ).

Соотношение (4.6.26) доказано.
Теорема 4.6.2 доказана.

§ 4.7 Принцип больших уклонений во второй гра-
ничной задаче

4.7.1 Наиболее вероятные (кратчайшие) траектории

Рассмотрим сначала в дополнение к разделу 4.3.2 более детально вопрос
о наиболее вероятных траекториях.

Наиболее вероятными (кратчайшими) траекториями нормирован-
ного ОПВ zT (t), соединяющими точку (0, 0) с малой окрестностью(
1, (α)ε

)
точки (1, α), мы называем такие траектории (функции) f(t)∈Ca,

f(0) = 0, f(1) = α, для которых

−IP (f) := lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (·) ∈ (f)ε

)
= −D̂(α)(

= lim
T→∞

1

T
lnP

(
zT (1) ∈ (α)ε

))
,

(4.7.1)

где ε = εT сходится к 0 достаточно медленно при T → ∞.
В этом разделе мы докажем следующее утверждение. Обозначим

через fα(t) линейную функцию

fα(t) := αt, t ∈ [0, 1],

через R — множество значений α, для которых D̂(α) = D(α) (так что
R = R \ (β−, β+); см. лемму 3.5.3), и через L какой-нибудь интервал
(если он существует), на котором функция D(α) линейна.
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Теорема 4.7.1. Пусть выполнены условия [λ+]
∪
[λ+] и условия до-

пустимой неоднородности (4.6.4). Тогда
(i). Если α ∈ (R) и α ̸∈ L ни при каком интервале линейности

L, то прямолинейная траектория fα(t) является единственной крат-
чайшей траекторией, соединяющей точки (0, 0) и (1, α).

(ii). Если α ∈ (R)
∩

L при каком-нибудь L, то наряду с fα суще-
ствует континуальное множество кратчайших путей.

(iii). Если α ̸∈ R, tα ∈ (0, 1), то α/v ∈ R при любом v 6 tα. Ес-
ли, кроме того, α/tα /∈ L, то существует единственная кратчайшая
траектория gtα (построенная ниже; см. (4.7.4)), отличная от fα.

(iv). Если α /∈ R, tα ∈ (0, 1), α
tα

∈ L, то наряду с gtα существует
континуальное множество кратчайших путей.

(v). Если α = 0 ̸∈ L, то траектория f0(t) является единственной
кратчайшей траекторией.

Замечание 4.7.1. Если λ+ < D(0), α > 0, P(ζ > 0) > 0, то
tα ∈ (0, 1). Это следует из того, что в этом случае β+ ∈ (0,∞), tα = α

β+

(см. (3.5.54)). Аналогичное утверждение справедливо в случае α < 0,
P(ζ < 0) < 0. Таким образом, для разнозначных ζ и α ̸= 0 всегда
tα ∈ (0, 1).

Из разделов (iii), (iv) теоремы следует, что (в отличие от случай-
ных блужданий) для ОПВ прямолинейная траектория может не быть
кратчайшим путем.

Доказательство теоремы 4.7.1. Пусть выполнены условия (4.6.4). То-
гда из теорем 4.2.1, 4.3.1 следует, что

IP (f) = I(f) при выполнении [λ+], (4.7.2)

IP (f) = Î(f) при выполнении [λ+] (4.7.3)

(см. (4.7.1), (4.2.3), (4.3.5)). Рассмотрим сначала вторую возможность
(4.7.3).

(i). Если α ∈ (R), α ̸∈ L, то множество значений g′(t) для g ∈ Ca,
g ̸= fα, g(0) = 0, g(1) = α, будет задевать область строгой выпуклости
функции D и при t1] = 1 (см. (4.3.3))

Î(g) =

1∫
0

D
(
g′(t)

)
dt > D(α) = Î(fα).

Если t1] ∈ (0, 1), то в силу того, что α ∈ (R), имеем tα = 1 (см. доказа-
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тельство п. (i) теоремы 3.5.3),

Î(g) =

t1]∫
0

D
(
g′(t)

)
dt+ (1− t1])λ+ >

> t1]D

(
α

t1]

)
+ (1− t1])λ+ > D̂(α) = D(α).

Так как Î(fα) = D(α) (α ̸= 0, поскольку α ∈ (R)), то из полученных
неравенств и из (4.7.1) следует первое утверждение теоремы.

(ii). Если α ∈ (R)
∩

L, то найдутся точки α1 < α < α2, α1 ̸= 0,
из (R)

∩
L такие, что при p := α−α1

α2−α1
для функции

g(t) =

{
α2t при t 6 p,

α− α1(1− t) при t ∈ [p, 1]

будем иметь

Î(g) =

1∫
0

D
(
g′(t)

)
dt = pD(α2) + (1− p)D(α1) = D(α) = Î(fα).

Отсюда следует утверждение (ii).
(iii). Докажем сначала первое утверждение раздела (iii).
Если λ+ < D(0), α ̸∈ R, tα ∈ (0, 1), то

D̂(α) = D(tα, α)− (1− tα)λ+ < D(α).

Точка tα характеризуется тем, что

D′
(1)(tα, α) = λ+, D′

(1)(t, α) ≶ λ+ при t ≶ tα

и в соответствии с (3.5.54) (см. теорему 3.5.3)

α

tα
= β± ≶ 0 при α ≶ 0.

Поэтому при v 6 tα выполняется

α

v
∈ R = R \ (β−, β+).

Первое утверждение раздела (iii) доказано.
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Далее, рассмотрим траекторию

g(t) = gv(t) =


αt

v
при t 6 v,

α при t ∈ [v, 1].
(4.7.4)

Для нее t1] = v,

Î(gv) = vD

(
α

v

)
+ (1− v)λ+ = D(v, α) + (1− v)λ+.

Поэтому при v = tα

Î(gtα) = D(tα, α) + (1− tα)λ+ = D̂(α) < D(α) = Î(fα).

При v ̸= tα
Î(gv) > D̂(α).

Таким образом, кратчайший путь имеет на [tα, 1] прямолинейный гори-
зонтальный участок на уровне α.

Если α
tα

/∈ L, то так же как и в разделе (i) доказательства убежда-
емся, что кратчайший путь, соединяющий точки (0, 0) и (tα, α), прямо-
линеен и единственен (напомним, что α

tα
∈ R).

(iv). Если α
tα

∈ L, то так же как и в разделе (ii) доказательства
убеждаемся, что кратчайший путь gtα(t) не единственен.

(v). Если α = 0, то в случае λ+<D(0) выполняется t1] = 0
и IP (f0) = λ+ = D̂(0). В случае λ+ > D(0)

IP (f0) = D(0) = D̂(0).

Таким образом, f0 является кратчайшей траекторией. Так как 0 /∈ L, то
для любой функции f ̸= f0 будем иметь IP (f) > IP (f0) и кратчайшая
траектория f0 единственна.

Доказательство теоремы в случае (4.7.2) отличается от приведенных
выше рассуждений лишь упрощениями. Например, R=R при λ+>D(0)
и возможность α /∈ R исключена (D̂(α) = D(α) при всех α).

Теорема доказана.

4.7.2 Вторая граничная задача

В этом разделе мы найдем асимптотику

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+)
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при T → ∞, где множество Bg−g+ определено в (4.6.3). Верхнюю гра-
ницу g+(t) мы будем считать непрерывной снизу, а нижнюю g−(t) —
непрерывной сверху. Условия, накладываемые на распределение ОПВ
Z(t) в этом разделе, будут более ограничительными, чем в § 4.6, и будут
влечь за собой выполнение [λ+].

Рассмотрим множество Bg−g+ и найдем в нем наиболее вероятную
траекторию, т.е. функцию fg−g+(t) такую, что inf

f∈Bg−g+

I(f) (см. (4.7.1),

(4.7.2)) достигается при f = fg−g+ . Эту функцию можно построить в два
этапа, исходя из следующих свойств функции D(α), вытекающих из ее
выпуклости:

(a) Для любой функции f ∈ Ca, проходящей через точки (t1, α1),
(t2, α2), t2 > t1, выполняется

t2∫
t1

D
(
f ′(t)

)
dt > (t2 − t1)D

(
α2 − α1

t2 − t1

)
, (4.7.5)

т. е. при выполнении условий теоремы 4.1.2 из всех траекторий, со-
единяющих точки (t1, α1), (t2, α2), наиболее вероятной («кратчайшей»)
является прямолинейная траектория.

(b) Из всех траекторий, соединяющих точки (t1, α1), (t2, α), где α
варьируется, наиболее вероятной является прямая, соединяющая точки
(t1, α1), (t2, α1 + a(t2 − t1)).

Первый этап построения траектории fg−g+ состоит в следующем.
Фиксируем некоторую точку α ∈

[
g−(1), g+(1)

]
и рассмотрим «натяну-

тую нить» gα(t), соединяющую точки (0, 0) и (1, α) и не пересекающую
границы g±(t).

Второй этап состоит в минимизации по α значения I(gα) (описыва-
ющем асимптотику − lnP(zT ∈ (gα)ε) при T → ∞, ε = εT = o(1)), т.е.
в отыскании значения α1, для которого I(gα1) = minα I(gα), так что
fg−g+ = gα1 . Ясно, что если α1 ∈

(
g−(1), g+(1)

)
, то g′α1

(1− 0) = a,

I(gα1) = I(Bg−g+) =

t1∫
0

D
(
g′α1

(t)
)
dt,

где t1 = max
{
t : gα1(t) = g−(t) или gα1(t) = g+(t)

}
< 1.

Ясно, что любое отклонение от функции fg−g+ , лежащее в области
Bg−g+ (ее искривление в этой области), приведет к увеличению значений
функционала I(f) по сравнению с величиной I(fg−g+).
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Теорема 4.7.2. Пусть Bg−g+ — множество, определенное
в (4.6.3), функции g± ∈ D имеют не более чем конечное число точек
разрыва, g− — непрерывна сверху, g+ — непрерывна снизу.

Пусть, далее, выполнены условия A60 ⊂ [A1], λ
(τ1)
+ > D(0) и хотя

бы одно из условий (условия теоремы 4.1.2)
1) ξ∞ ⊂= [C], A60 ⊂ [A∞];
2) условия (4.1.10), (4.1.11) (условия леммы 4.1.2);
3) τ и ζ независимы, τ ⊂= [C∞]
4) ζ ⊂= [C∞].
Тогда существует

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) = −I(Bg−g+) = −I(fg−g+). (4.7.6)

Если функция f(t)≡ 0 не принадлежитBg−g+ , то условие λ(τ1)+ >D(0),
по-видимому, излишне.

Как уже отмечалось выше, каждое из условий 1)–4) теоремы 4.7.2
влечет за собой выполнение [λ+].

Доказательство разобьем на несколько этапов.
(i). Пусть сначала функции g± непрерывны.
Оценка сверху. При целом K рассмотрим равномерное разбиение

отрезка [0, 1] на K интервалов (tj−1, tj), tj = j/K, j = 1, . . . ,K. Пусть

BK :=
{
f ∈ D : f(tj) ∈

[
g−(tj), g+(tj)

]
при всех j = 1, . . . ,K

}
.

По теореме 4.1.2

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ BK) = −I(BKLK). (4.7.7)

где LK — множество непрерывных ломаных с узлами в точках tj ,
j = 0, . . . ,K.

Так как Bg−g+ ⊂ BK , то

P(zT ∈ Bg−g+) 6 P(zT ∈ BK) (4.7.8)

при любом K и в силу (4.7.7)

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) 6 −I(BKLK). (4.7.9)

Нижняя граница g(K)
− множества BKLK есть непрерывная ломаная, со-

единяющая точки
(
tj , g−(tj)

)
, j = 0, . . . ,K. Ясно, что g

(K)
− → g− в рав-

номерной метрике при K → ∞. Аналогичное соотношение справедливо
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для верхней границы: g(K)
+ → g+ при K → ∞. Поэтому, если обозна-

чить через fK наиболее вероятную траекторию в множестве BKLK , то
fK → fg−g+ в равномерной метрике при K → ∞. Кроме того, натяну-
тые нити fK , fg−g+ суть функции из Ca и их производные сходятся.
Поэтому в силу свойств функционала I

I(BKLK) = I(fK) → I(fg−g+) = I(Bg−g+) (4.7.10)

при K → ∞ (см. также [12, § 4.2]). Из (4.7.10), (4.7.8) получаем

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) 6 −I(Bg−g+). (4.7.11)

Оценка снизу. Пусть δ > 0 — малое число. Рассмотрим функции

gδ−(t) := g−(t) + δ, gδ+(t) := g+(t)− δ

и замкнутое множество
Bδ
g−g+ ⊂ Bg−g+

функций из D, расположенных между границами gδ± (касание границ
допускается). Пусть f δK — наиболее вероятная траектория в Bδ

g−g+LK .
Тогда (f δK)δ ⊂ Bg−g+ . Поэтому{

zT ∈ (f δK)δ
}
⊂ {zT ∈ Bg−g+},

P(zT ∈ Bg−g+) > P
(
zT ∈ (f δK)δ

)
> P

(
zT ∈ (f δK)ε

)
,

(4.7.12)

где ε = εT → 0 при T → ∞. Если εT → 0 достаточно медленно, то
по теореме 4.1.2 в силу (4.7.12)

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) >

> lim
T→∞

1

T
P
(
zT ∈ (f δK)ε

)
= −I(f δK). (4.7.13)

Как и прежде устанавливаем, что f δK → fg−g+ в равномерной метрике
при δ → 0, K → ∞ и, стало быть,

I(f δK) → I(fg−g+) = I(Bg−g+).

Так как δ и K произвольны и левая часть (4.7.13) от δ и K не зависит,
то мы получаем

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) > −I(Bg−g+).
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Это соотношение вместе с (4.7.11) доказывает (4.7.6).
(ii). Пусть теперь функция g+ имеет единственный конечный разрыв

в точке u ∈ (0, 1) и для определенности

g+(u) = g+(u− 0) < g+(u+ 0) <∞.

Рассмотрим новые верхние границы

g−δ+ (t) :=


g+(t) при t /∈ [u− δ, u],

g+(u− δ) + (t− u+ δ)
(g+(u+ 0)− g+(u− δ))

δ
при t ∈ [u− δ, u];

и

g+δ+ (t) :=

g+(t) при t /∈ [u, u+ δ],

g+(u) + (t− u)
(g+(u+ δ)− g+(u))

δ
при t ∈ [u, u+ δ].

Ясно, что g−δ+ (t) > g+(t) > g+δ+ (t) при всех t и что новые границы
непрерывны. Поэтому в силу раздела (i)

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) 6

6 lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g) = −I(fg−g) при g = g−δ+ ;

lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g+) >

> lim
T→∞

1

T
lnP(zT ∈ Bg−g) = −I(fg−g) при g = g+δ+ .

Нетрудно видеть, что

fg−g → fg−g+ при g = g±δ+ и δ → 0

в равномерной метрике, так что

I(fg−g) → I(fg−g+).

Отсюда вытекает (4.7.6).
(iii). Рассмотрим далее случай, когда разрыв в точке u бесконечен:

g+(u+ 0) = ∞. При любом (большом) N положим

∆N =

{
inf

{
∆ > 0 : g+(u+∆) < N

}
, если g+(1) <∞,

1− u, если g+(v) = ∞ при всех v ∈ (u, 1];

z(N) = max
06v6∆N

zT (u+ v).
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Тогда

P(zT ∈ Bg−g+) = P(zT ∈ Bg−g+ , z(N) 6 N)+

+P
(
zT ∈ Bg−g+ , z(N) > N

)
. (4.7.14)

Оценим последнее слагаемое в правой части (4.7.14). Очевидно, что оно
не превосходит

P(z(N) > N) 6 P
(
Z0(∆NT ) > (N − g+(u))T

)
,

где Z0 — однородный ОПВ. Не ограничивая общности, будем считать,
что a = 0. Тогда согласно теореме 4.6.1 при достаточно больших N
и T → ∞

lnP
(
z(N) > N

)
6 −∆NTD

(
N

2∆N

)
+ o(T ), (4.7.15)

где по теореме 3.5.2 (см. (3.5.21)) при µ+ <∞ и достаточно большом N

∆ND

(
N

2∆N

)
> µ+N

3
.

Стало быть, левая часть в (4.7.15) выборомN может быть сделана мень-
ше, чем −TI(gg−g+). Это тем более так при µ+ = ∞.

Первое слагаемое в правой части (4.7.14) есть снова вероятность
вида P(zT ∈ Bg−gN+

), но при новой верхней функции

gN+ (t) = min
(
g+(t), N

)
,

которая имеет ограниченный разрыв в точке u. Ясно, что при доста-
точно большом N функции fg−gN+

и fg−g+ совпадают. Поэтому в силу
раздела (ii) и (4.7.14), где, как было показано, второе слагаемое в правой
части есть o

(
exp

{
− TD(fg−g+)

})
, мы получаем (4.7.6).

(iv). Аналогично рассматриваются случаи, когда граница g+ имеет
несколько скачков и когда скачки имеет нижняя граница g−.

Теорема 4.7.2 доказана.
Если выполнены условия ζ ∈ [C∞], ζ1 ∈ [C∞], то утверждение (4.7.6)

можно получить также как следствие теоремы 4.5.1 (см. (4.5.1), (4.5.2)).
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§ 4.8 Принципы умеренно больших уклонений для
траекторий обобщенных процессов восстанов-
ления

4.8.1 Формулировка основных результатов

Рассмотрим однородные «асимптотически центрированные» процессы

Y (t)− at = Zη(t) − aTη(t) + aχ(t),

Z(t)− at = Zν(t) − aTν(t) − aγ(t).

В терминах случайных величин

ξ = ζ − aτ, ξi = ζi − aτi, Sn =

n∑
i=1

ξi = Zn − aTn

эти процессы можно записать в виде

Y (t)− at = Sη(t) + aχ(t), Z(t)− at = Sν(t) − aγ(t). (4.8.1)

Пусть, как и прежде,

σ2ξ = Eξ2, σ2 =
σ2ξ
aτ
.

В этом разделе, как и в § 1.6, изучаются предельные законы для нор-
мированных процессов

yT (u) :=
Y (uT )− auT

σ
√
T

, zT (u) :=
Z(uT )− auT

σ
√
T

,

u ∈ [0, 1] при T → ∞,

(4.8.2)

но теперь в области умеренно больших уклонений. Будет установлен
принцип умеренно больших уклонений (ПУБУ) при выполнении одного
из следующих двух моментных условий:

либо условие [C],
либо более широкое моментное условие [CV ], описывающее распре-

деления с более «толстыми хвостами». Для определения условия [CV ]
введем в рассмотрение класс Lβ , β ∈ (0, 1), функций V (t), которые об-
ладают следующими свойствами:

1. V (t) = tβl(t) есть правильно меняющаяся функция (l(t) есть
медленно меняющаяся функция (м.м.ф.) при t→ ∞);
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2. V (t) удовлетворяет при t→ ∞, v = o(t) соотношению

V (t+ v)− V (t) = βv
V (t)

t

(
1 + o(1)

)
+ o(1).

Названное выше более широкое, чем [C], условие имеет вид:

[CV ] P(τ > t) 6 e−V (t), P
(
|ξ| > t

)
6 e−V (t) при t > 0,

где V (t) ∈ Lβ, β ∈ (0, 1).
Класс распределений Se, для которых P(ξ > t) = e−V (t), V ∈Lβ , на-

зывается семиэкспоненциальным (см., например, [26], гл.5). Для этого
класса детально изучены вероятности больших уклонений сумм Sn (см.,
например, [26, гл. 5], [12, гл. 5] и [30]). Существует ряд других классов
распределений, близких к Se, для которых также изучались вероятно-
сти больших уклонений Sn (см., например, [73], [71], [77], [68], [94], [58],
[66]).

Если условие [C] выполнено, то мы будем рассматривать уклонения
x = x(T ) для процессов (4.8.2), определяемые соотношениями

x→ ∞, x = o
(√
T
)

при T → ∞. (4.8.3)

Если условие [C] не выполнено, но выполнено условие [CV ] то будем
рассматривать более узкий класс умеренно больших уклонений x=x(T ),
обладающих свойством

x→ ∞, x = o
(
x̂(T )

)
при T → ∞, (4.8.4)

где правильно меняющаяся последовательность x̂(T ) растет при T → ∞
медленнее, чем

√
T . Она задается следующим образом. Для функции

V ∈ Lβ из условия [CV ] рассмотрим функцию

v(t) := V (t)t−2 = tβ−2l(t) (4.8.5)

и определим x̂(T ) как значение

x̂(T ) = v(−1)(1/T )T−1/2, (4.8.6)

где v(−1)(u) есть обобщенная обратная к v(t) функция

v(−1)(u) := sup
{
t > 0 : v(t) > u

}
. (4.8.7)
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Известно (см., например, [26], теорема 1.1.3), что функция v(−1)(1/T )
имеет вид

v(−1)

(
1

T

)
= T 1/(2−β)l1(T ) = o(T ),

так что
x̂(T ) = T β/2(2−β)l1(T ),

где l1(T ) — м.м.ф. при T → ∞. В частном случае, когда м.м.ф. l(t)
удовлетворяет дополнительному условию

l(tl1/(2−β)(t)) ∼ l(t) при t→ ∞,

м.м.ф. l1(t) имеет вид

l1(t) ∼ l1/(2−β)(t1/(2−β)) при t→ ∞,

так что в этом случае

x̂(T ) = T
β

2(2−β) l
1

2−β (T
1

2−β ) при T → ∞. (4.8.8)

Итак, мы будем предполагать, что выполнено следующее условие:
выполнено либо условие [C], либо условие [CV ], а уклонения x=x(T )

таковы, что при T → ∞

x→∞, x(T )=

{
o
(√
T
)
, при выполнении условия [C];

o
(
x̂(T )

)
, при выполнении условия [CV ].

(4.8.9)

Рассмотрим измеримое пространство
(
D,B(D, ρ)

)
функций без раз-

рывов второго рода с равномерной метрикой ρ и борелевской σ-алгеброй.
Положим

I0(f) :=


1
2

1∫
0

(
f ′(t)

)2
dt, если f(0) = 0, f ∈ Ca;

∞, в остальных случаях,

где Ca ⊂ C есть пространство абсолютно непрерывных функций. Функ-
ционал I0(f) обладает следующими свойствами: он является выпуклым,
полунепрерывным снизу и для любого v > 0 множества

{
f : I(f) 6 v

}
компактны в (D, ρ) (подробнее см., например, раздел 4.2 в [12]). Пусть
(f)ε есть ε-окрестность f ∈ D в равномерной метрике.
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Теорема 4.8.1 (локальный ПУБУ для траекторий yT , zT ). Пусть τ
и ξ удовлетворяют условию [C] или условию [CV ]. Тогда в зоне уклоне-
ний (4.8.9) для любой функции f ∈ D, f(0) = 0, существует последова-
тельность ε = εT , сходящаяся к 0 достаточно медленно при T → ∞,
такая, что

lim
T→∞

x−2 lnP
(
yT ∈ x(f)ε

)
= −I0(f). (4.8.10)

Такое же утверждение справедливо для процессов zT .

Обратимся теперь к «интегральному» ПУБУ для yT , zT . Для множе-
ства B ∈ B(C, ρ) через [B], (B) обозначим, соответственно, замыкание
и внутренность этого множества относительно равномерной метрики.
Положим

I0(B) := inf
f∈B

I0(f).

Теорема 4.8.2 (ПУБУ для траекторий yT , zT ). Пусть τ и ξ удовле-
творяют условию [C] или условию [CV ]. Тогда в зоне уклонений (4.8.9)
для любого B ∈ B(D, ρ)

lim
T→∞

x−2 lnP(yT ∈ xB) > −I0
(
(B)

)
. (4.8.11)

lim
T→∞

x−2 lnP(yT ∈ xB) 6 −I0
(
[B]

)
. (4.8.12)

Такие же утверждения справедливы для процессов zT .

Нетрудно видеть, что из теоремы 4.8.2 вытекает локальный ПУБУ
в фазовом пространстве для процессов yT , zT .

Следствие 4.8.1. Пусть τ и ξ удовлетворяют условию [C] или
[CV ]. Тогда при любом r ∈ R существует ε = o(1) при T → ∞ такое,
что в зоне уклонений (4.8.9)

lim
T→∞

x−2 lnP
(
yT (1) ∈ x(r)ε

)
= −r

2

2
. (4.8.13)

Такое же утверждение справедливо для процессов zT .

Доказательство. При r > 0 для множества

Br :=
{
f ∈ D : f(1) > r, f(0) = 0

}
и функции

fr(t) = rt при t ∈ [0, 1]

имеем

I0
(
(Br)

)
= I0

(
[Br]

)
= I0(fr) =

r2

2
,
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и в силу теоремы 4.8.2

lim
T→∞

x−2 lnP
(
y(1) > zx

)
= −r

2

2
.

Поэтому при x→ ∞ и любом ε ∈ (0, 1) выполняется

P
(
yT (1) ∈ x(r)ε

)
= P

(
yT (1) > x(r − ε)

)
−P

(
yT (1) > x(r + ε)

)
=

= exp

{
−x

2(r − ε)2

2
+ o(x2)

}
.

Эти соотношения сохранятся и при ε = εT → 0 достаточно медленно
при T → ∞. Это означает, что для таких ε выполняется (4.8.13).

Аналогичным образом убеждаемся, что равенство (4.8.13) справед-
ливо и при r < 0, r = 0. Следствие 4.8.1 доказано.

Из него вытекает и «обычный» (интегральный) ПУБУ.

4.8.2 Доказательства

Докажем теоремы 4.8.1, 4.8.2 для процессов yT . Замечание о распро-
странении этих результатов на процессы zT см. в конце этого раздела.

Положим

St = S[t], sT (u) =
SuT

σξ
√
T
,

θT (u) =
η(uT )

T
, sqT (u) = sT

(
θT (u)

)
, u > 0,

и будем считать, не ограничивая общности, что

aτ = 1, так что σ = σξ.

Тогда (см. (4.8.1))

yT (u) =
Sη(uT )

σ
√
T

+
aχ(uT )

σ
√
T

= sqT (u) +
aχ(uT )

σ
√
T

. (4.8.14)

ПУБУ для sT (u) известен (см. ниже). Поэтому мы установим ПУБУ
для yT , если установим нужную близость процессов sqT (u) и sT (u) и оце-
ним последнее слагаемое в правой части (4.8.14).

В основе последующих рассмотрений лежат следующие три утвер-
ждения о ПУБУ для случайных блужданий sT = sT (u). Они вытекают
из теорем 5.2.1, 5.2.2 и следствия 5.2.1 в монографии [12].
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Теорема 4.8.3 (локальный ПУБУ для траекторий sT ). Пусть ξ
удовлетворяет условию [C] или условию [CV ]. Тогда для любой функ-
ции f ∈ D, f(0) = 0 существует ε = εT = o(1) при T → ∞ такое, что
в зоне уклонений (4.8.9)

lim
T→∞

x−2 lnP
(
sT ∈ x(f)ε

)
= −I0(f). (4.8.15)

(Отметим, что в [12] изучались вероятности вида P
(
SuT
σξx

∈ B
)

при

x ≫
√
T для процессов SuT

σξx
, которые отличаются от процессов sT (u)

нормировкой. Поэтому формулировки в [12] имеют несколько иной вид.)

Теорема 4.8.4 (ПУБУ для траекторий sT ). Пусть ξ удовлетворя-
ет условию [C] или условию [CV ]. Тогда в области уклонений (4.8.9)
для любого B ∈ B(D, ρ)

lim
T→∞

x−2 lnP(sT ∈ xB) 6 −I0
(
[B]

)
, (4.8.16)

lim
n→∞

x−2 lnP(sT ∈ xB) > −I0((B)). (4.8.17)

Теорема 4.8.5. Если s∗T (u) суть случайные процессы в (D, ρ), кото-
рые при любом h > 0 удовлетворяют в зоне уклонений (4.8.9) условию

x−2 lnP
(
ρ(sT , s

∗
T ) > xh

)
→ −∞ при T → ∞, (4.8.18)

то утверждения (4.8.15)–(4.8.17) теорем 4.8.3, 4.8.4 сохраняют свою
силу и для процессов s∗T .

В силу теорем 4.8.3–4.8.5 для доказательства теорем 4.8.1, 4.8.2 нам
достаточно убедиться, что (при s∗T = yT )

x−2 lnP
(
ρ(yT , sT ) > xh

)
→ −∞ при T → ∞. (4.8.19)

Имеем
ρ(yT , sT ) 6 ρ(yT , s

¬
T ) + ρ(s¬T , sT ). (4.8.20)

Для оценки слагаемых в правой части (4.8.20) нам понадобятся вспо-
могательные утверждения. При b > 0, δ > 0 обозначим через AT,b,δ
событие

AT,b,δ :=
{

sup
t6(1+b)T

∣∣η(t)− t
∣∣ < δT

}
=

{
sup
u61+b

∣∣θT (u)− u
∣∣ < δ

}
.
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Лемма 4.8.1. Пусть τ удовлетворяет условию [C] или [CV ]. Тогда
при всех достаточно больших T

lnP(AT,b,δ) 6


−cδ2T при выполнении [C],

−δβ′
V (T ) при выполнении [CV ]

и любом β′ > β,

(4.8.21)

где c > 1/3σ2τ при достаточно малых b и δ.

Доказательство. Имеем

P(AT,b,δ) 6 P1 + P2,

где

P1 := P
(

max
t6(1+b)T

(
η(t)− t

)
> δT

)
, P2 := P

(
min

t6(1+b)T

(
η(t)− t

)
< −δT

)
.

Нетрудно видеть, что

P1 6 P
(

min
k6T (1+b+δ)

(Tk − k) < −δT
)
=

= P
(

max
k6T (1+b+δ)

(k − Tk) > δT
)
. (4.8.22)

Так как случайная величина 1 − τ ограничена сверху, то при v > 0
определена функция уклонений Λ(1−τ)(v) и

Λ(1−τ)(v) ∼ v2

2σ2τ
при v → 0.

Поэтому

P1 6 exp

{
−T (1 + b+ δ)Λ(1−τ)

(
δ

1 + b+ δ

)}
6 exp{−c1δ2T},

где постоянная c1 при малых δ близка к 1/2(1 + b+ δ)σ2τ и, следо-
вательно, при достаточно малых b и δ превосходит 1/3σ2τ .

Если выполнено условие [C], то аналогично оценивается и

P2 6 P
(

max
k6T (1+b+δ)

(Tk − k) > δT
)
.

Пусть теперь τ удовлетворяет условию [CV ]. Тогда согласно след-
ствию 5.2.1 (i) в [26] и свойствам медленно меняющихся функций (см.,
например, § 1.1 в [26] или [85]),

P2 6 c2T (1 + b+ δ) exp
{
− V (δT )

}
,

lnP2 6 −(δT )βl(δT ) + lnT +O(1) 6 −δβ′
V (T )

при любом β′ > β и всех достаточно больших T . Лемма 4.8.1 доказана.
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Лемма 4.8.2. Пусть τ удовлетворяет условию [C] или условию
[CV ]. Тогда в зоне уклонений (4.8.9) при всех достаточно больших T

lnP
(
sup
t6T

χ(t)>hx
√
T ;AT,0,δ

)
6


−chx

√
T при выполнении [C],

c = const,

−hβ′
V (x

√
T ) при выполнении [CV ]

и любом β′ > β.

Доказательство. Положим

Gh :=
{
sup
t6T

χ(t) > hx
√
T
}
.

Тогда

P(GhAT,0,δ) 6 P
(

max
k6T (1+δ)

τk > hx
√
T
)
6

6 T (1 + δ)P(τ > hx
√
T ) 6


T (1 + δ) exp

{
− Λ(τ)(hx

√
T )

}
,

если выполнено [C];

T (1 + δ) exp
{
− V (hx

√
T )

}
,

если выполнено [CV ].

При выполнении [C] имеем

Λ(τ)(v) > c3v − c4 при некоторых c3 > 0, c4 > 0 и всех v.

Поэтому при достаточно больших T

lnP(GhAT,0,δ) 6 −c5hx
√
T , c5 = const > 0.

Если выполнено [CV ], то при h < 1, любом β′ > β и всех достаточно
больших T

lnP(GhAT,0,δ) 6 −hβ′
V (x

√
T ).

Лемма 4.8.2 доказана.
Вернемся непосредственно к доказательству теорем 4.8.1, 4.8.2. Как

уже отмечалось, по теореме 4.8.5, в которой мы положим s∗T = yT , нам
для доказательства теорем 4.8.1, 4.8.2 достаточно убедиться, что при
любом h > 0 выполнено (4.8.19). В силу неравенства (4.8.20) для этого,
в свою очередь, достаточно убедиться, что

x−2 lnP
(
ρ(yT , s

¬
T ) > xh

)
→ −∞, (4.8.23)

x−2 lnP
(
ρ(s¬T , sT ) > xh

)
→ −∞ при T → ∞. (4.8.24)
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1) Докажем первое из этих соотношений. Так как

ρ(yT , s
¬
T ) = sup

t6T

|a|χ(t)
σ
√
T
,

то при a = 0 выполнение (4.8.23) очевидно. Если a ̸= 0, то

P
(
ρ(yT , s

¬
T ) > xh

)
6

6 P(AT,0,δ) +P
(
sup
t6T

χ(t) > h1x
√
T ,AT,0,δ

)
, (4.8.25)

где h1 = hσ
|a| .

Если выполнено условие [C], то в (4.8.25) в силу леммы 4.8.1 при
любом δ > 0 имеем

x−2 lnP(AT,0,δ) 6 −cδ2Tx−2 → −∞ при T → ∞ (4.8.26)

так как x = o(
√
T ). Логарифм второго слагаемого в (4.8.25), умножен-

ный на x−2, в силу леммы 4.8.2 не превосходит

−ch
√
T

x
→ −∞ при T → ∞

Это доказывает (4.8.23) при выполнении [C] и при каждом фиксиро-
ванном δ > 0. Это, в свою очередь, означает, что соотношение (4.8.23)
сохранится и при δ = δT , сходящихся к 0 достаточно медленно при

T → ∞ (например, при δT =
(
x2

T

)1/3
; см. (4.8.26)).

Пусть теперь выполнено условие [CV ]. Тогда в (4.8.25) согласно лем-
ме 4.8.1

x−2 lnP(AT,0,δ) 6 −δβ′
x−2V (T ), (4.8.27)

где степенная часть множителя x−2V (T ) в правой части (4.8.27) при
x < x̂(T ) в силу (4.8.8) превосходит

T
β− 2

2−β
+1

= T
β(1−β)
2−β → ∞ при T → ∞.

Отсюда следует, что левая часть (4.8.27) сходится к −∞ при T →∞ для
любого фиксированного δ > 0 и для δ = δT → 0 достаточно медленно
при T → ∞.

Для второго слагаемого в (4.8.25) по лемме 4.8.2 имеем при T → ∞
(см. (4.8.6))

x−2 lnP(GhAT,0,δ) 6 −x−2hβ
′
V (x

√
T ) = −Thβ′

v
(
x
√
T
)
≪

≪ −Thβ′
v
(
x̂(T )

√
T
)
= −Thβ′

v
(
v(−1)(1/T )

)
= −hβ′

. (4.8.28)
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Это означает, что левая часть в (4.8.28) сходится к −∞ при T → ∞.
Соотношение (4.8.23) доказано.

2). Докажем теперь (4.8.24). Траектории sT (u) и s¬T (u) = sT
(
θT (u)

)
на множестве AT,b,δ различаются лишь сдвигом аргумента на величину
не большую чем δ. Поэтому

ρ(sT , s
¬
T ) 6 ωδ(sT ), (4.8.29)

где ωδ(f) — модуль непрерывной функции f :

ωδ(f) = sup
{∣∣f(t)− f(t′)

∣∣ : |t− t′| 6 δ; t, t′ ∈ [0, 1]
}
;

P
(
ρ(s¬T , sT ) > xh

)
6 P(AT,b,δ) +P

(
ωδ(sT ) > hx

)
. (4.8.30)

Здесь x−2 lnP(AT,b,δ), как и прежде, оценивается с помощью соотно-
шений (4.8.26), (4.8.27). Рассмотрим теперь второе слагаемое в (4.8.30).
Нетрудно видеть, что при целом 1/δ

{
ωδ(f) > r

}
⊂

{
max
k61/δ

sup
u6δ

∣∣f(kδ + u)− f(kδ)
∣∣ > r

2

}
.

Поэтому (считая для простоты, что T и δT — целые числа) находим

P
(
ωδ(sT ) > hx

)
6 1

δ
P
(
max
k6δT

|Sk| > h′x
√
T
)

(4.8.31)

при h′ = hσ
2 .

Если выполнено условие [C], то при x = o
(√
T
)

P
(
max
k6δT

Sk > h′x
√
T
)
6 exp

{
−δTΛ(ξ)

(
h′x

√
T

δT

)}
6

6 exp

{
−δT h′x2

2σ2ξδ
2T

(
1 + o(1)

)}
6 exp

{
−h

′′x2

δ

}
, (4.8.32)

где h′′ = h′

3σ2
ξ
. Аналогично оценивается P

(
mink6δT Sk < −h′x

√
T
)
. По-

этому в силу (4.8.29)–(4.8.32)

x−2 lnP
(
ρ(s¬T , sT ) > xh

)
6 ln 2− ln δ − h′′

δ
. (4.8.33)

Выберем теперь δ = δT → 0 так, что δTT → ∞ и выполнено (4.8.26).
Тогда правая часть в (4.8.33) сходится к −∞ при T → ∞ и будут вы-
полнены соотношения (4.8.26), (4.8.24).
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Пусть теперь выполнено условие [CV ]. Воспользуемся неравенством
(4.8.31). Тогда в силу следствия 5.2.1 в [26]

P
(
max
k6δT

Sk > h′x
√
T
)
6 cδT exp

{
− V (h′x

√
T )

}
;

x−2 lnP
(
max
k6δT

Sk > h′x
√
T
)
6

6 x−2 ln cδT − c1T (x
√
T )−2V

(
x
√
T
)
, (4.8.34)

где
(x
√
T )−2V

(
x
√
T
)
= v

(
x
√
T
)

(4.8.35)

(см. (4.8.5)). Первое слагаемое в правой части (4.8.34) есть o(ln δT ).
Второе слагаемое при x → ∞, x 6 lnT превосходит по абсолютной
величине

c1Tv
(√
T lnT

)
= c1

V
(√
T lnT

)
(lnT )2

≫ ln δT

при T → ∞. Поэтому для x 6 lnT и δ = o(1), δT → ∞ правая часть
(4.8.34) сходится к −∞ при T → ∞.

Пусть теперь x > lnT , x = o
(
x̂(T )

)
. Тогда первое слагаемое в пра-

вой части (4.8.34) сходится к 0 при T → ∞, а для второго слагаемого
имеем (см. (4.8.6), (4.8.35))

v
(
x
√
T
)
≫ v

(
x̂(T )

)
= v

(
v(−1)

(
1

T

))
=

1

T

(функцию v(z), не ограничивая общности, можно считать монотонной
и непрерывной). Поэтому в силу (4.8.34) получаем

x−2 lnP
(
max
k6δT

Sk > h′x
√
T
)
→ −∞ при T → ∞.

Аналогично оценивается P
(
mink6δT Sk < −h′x

√
T
)
. Это доказывает

(4.8.24). Теоремы 4.8.1, 4.8.2 для процессов yT доказаны.
Для доказательства теорем 4.8.1, 4.8.2 для процессов zT следует вос-

пользоваться представлением (4.8.2) и повторить все приведенные вы-
ше рассмотрения, заменив в них η(t) на ν(t), а χ(t) на γ(t). Все
утверждения при этом сохранятся. Теоремы 4.8.1, 4.8.2 доказаны.

Теоремы 4.8.1–4.8.4 показывают, что ПУБУ для случайных блуж-
даний и для ОПВ имеют по существу один и тот же вид, чего нельзя
сказать о ПБУ в области «собственно» больших уклонений.
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4.8.3 Грубый (логарифмический) принцип инвариантно-
сти для ОПВ в области умеренно больших уклоне-
ний

Пусть w(u) — стандартный винеровский процесс на [0, 1] и W — мера
в B(D, ρC), соответствующая этому процессу (она сосредоточена на про-
странстве C).

Теорема 4.8.6. Пусть множество B ⊂ BD(D, ρ) таково, что

I0
(
(B)

)
= I0

(
[B]

)
> 0,

W
(
(vB)

)
= W

(
[vB]

)
> 0 при любом фиксированном v.

Тогда при T → ∞ и всех

x > x0 > 0, x =

{
o(
√
T ) при выполнении [C],

o
(
x̂(T )

)
при выполнении [CV ]

имеет место асимптотическая эквивалентность

lnP
(
yT (·) ∈ xB

)
= lnW(xB)

(
1 + o(1)

)
.

В области умеренно больших уклонений (при x→ ∞) это утвержде-
ние является следствием теоремы 5.4.1 в [12] (об асимптотике W(xB))
и теорем 4.8.1, 4.8.2. В области нормальных уклонений оно вытекает
из принципа инвариантности для процессов yT (u), который был уста-
новлен в § 1.5.

Распространение утверждений теорем 4.8.1, 4.8.2 на неоднородный
случай можно производить с помощью той же схемы рассуждений, ко-
торая была использована в разделе 1.5.3. Нетрудно убедиться, что усло-
вия ξ1 ⊂= [C] и ξ1 ⊂= [CV ], соответственно для уклонений x = o

(√
T
)

и
x = o

(
x̂(1)

)
достаточны для того, чтобы теоремы 4.8.1, 4.8.2 оставались

справедливыми и в неоднородном случае.



Глава 5

Интегро-локальные
предельные теоремы при
выполнении моментного
условия Крамера

§ 5.1 Введение

В этой главе мы продолжим изучение интегро-локальных вероятностей

P
(
Z(t) ∈ ∆[x)

)
, P

(
Y (t) ∈ ∆[x)

)
, (5.1.1)

которое было начато в гл. 2 и относилось к области нормальных уклоне-
ний. Теперь мы будем предполагать, что для вектора (τ, ζ) выполнено
моментное условие Крамера [C], и изучать интегро-локальные веро-
ятности в более широкой области, которую по аналогии со случайны-
ми блужданиями можно назвать крамеровской зоной уклонений. Она
включает в себя зоны нормальных, умеренно больших и «обычных»
больших уклонений. При этом мы будем пользоваться обозначениями,
введенными в гл. 3.

Итак, в дальнейшем, если не оговорено противное, мы будем пред-
полагать, что выполнено условие Крамера в следующем виде

[C]. Eev|ξ1| <∞, Eev|ξ| <∞ при некотором v > 0.
Кроме того, мы будем предполагать, что случайный вектор ξ = (τ, ζ)

является нерешетчатым. Эти два условия во избежание повторений
в формулировках основных утверждений напоминаться не будут.

Локальные теоремы в арифметическом случае отличаются лишь
упрощениями в формулировках и доказательствах и содержатся в [57].

Основным объектом изучения будет точная асимптотика интегро-
локальных вероятностей (5.1.1), где ∆[x) есть полуинтервал [x, x+∆),

284
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∆ = ∆T = o(1) (т.е. сходится к 0 достаточно медленно при T → ∞);
α = x

T принадлежит некоторому компактному множеству (отрезку) K,
которое будет определено ниже.

Нетрудно видеть (это будет проиллюстрировано в следствии 5.3.1 и
комментариях к нему), что знание асимптотики (5.1.1) позволяет без
труда получить и интегральные предельные теоремы для ОПВ.

Асимптотика вероятностей (5.1.1) есть весьма непростой объект;
он требует привлечения для его исследования интегро-локальных тео-
рем для меры восстановления, соответствующей последовательности
{τj , ζj}. Это позволяет получить весьма полные результаты, а подход,
связанный с использованием асимптотики меры восстановления, явля-
ется по-видимому, единственно возможным. Иных подходов к получе-
нию предельных теорем для ОПВ в области больших уклонений (в том
числе интегральных теорем) в настоящее время не видно.

Основные результаты этой главы установлены в [35]. В [56] они пе-
ренесены на многомерный случай.

§ 5.2 Формулировки основных утверждений

5.2.1 Интегро-локальная теорема для процесса Z(t)

Наряду с уже названными моментными и структурными условиями мы
будем предполагать, что нормированное уклонение α = x

T в зависимо-
сти от рассматриваемой задачи принадлежит компакту одного из двух
видов:

либо отрезку K< ⊂ (α−, α+),

либо отрезку K> ⊂ (α−, α+) \ [β−, β+]
(5.2.1)

(α± определены в теореме 3.5.2, β± — в лемме 3.5.3), под которыми
будем понимать отрезки, содержащие окрестность точки α = a. Че-
рез AK≶ обозначим аналитический отрезок кривой ∂A60 в R2 вида
AK≶ :=

{(
λ(α′), µ(α′)

)
: α′ ∈ K≶

}
, содержащий, очевидно, пересече-

ние окрестности точки (0, 0) с ∂A60. Положим далее

w = [w1, w2), B(≶u, v,w) :=
{
γ(T ) ≶ u, χ(T ) > v, ζ(T ) ∈ w

}
(обозначения χ(t), γ(t), ζ(t) введены в § 1.1).

В последующих утверждениях будут выделены два наиболее важ-
ных специальных случая: когда процессы Z, Y либо однородны, либо
являются процессами со стационарными приращениями. Последние мы
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будем обозначать Z(st), Y (st). Как уже отмечалось (см. раздел 1.1.2),
если (τ1, ζ1) имеет преобразование Лапласа

ψ1(λ, µ) = ψ(st)(λ, µ) :=
ψ(λ, µ)− ψ(0, µ)

aτλ
,

ψ(λ, µ) = Eeλτ+µζ ,

(5.2.2)

то процесс Z(t) будет ОПВ со стационарными приращениями. Для него
распределение

(
χ(t), ζ(t)

)
от t не зависит (как и распределения прира-

щений Z(t+ u)− Z(t)),

A(st) :=
{
(λ, µ) : ψ(st)(λ, µ) <∞

}
= A ∩A(ζ) ⊂ A,

A(ζ) :=
{
µ : ψ(ζ)(µ) <∞

}
.

Обозначим

IZ(α,
<u, v,w) =

u∫
0

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy,

IZ(α,
>u, v,w) =

∞∫
u

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy.

Теорема 5.2.1. Пусть α = x
T ∈ K≶, ∆ = o(1) при T → ∞ и

выполнено условие «допустимой неоднородности»:

AK≶ ⊂ (A1). (5.2.3)

Тогда
(i). При некотором ε > 0 и T → ∞

P≶
T,α := P

(
Z(T ) ∈ ∆[x); B(≶u, v,w)

)
=

= I{x∈(−∆,0]}P(τ1 > T + v, ζ1 ∈ w)+

+
∆√
T
ψ1C(α)e

−TD(α)IZ(α,
≶u, v,w)

(
1 + o(1)

)
+

+O(e−T (D(α)+ε)), (5.2.4)

где ψ1 = ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
, C(α) := C(1, α), C(θ, α) есть положительная

непрерывная в конусе D =
{
(θ, α) : α/θ ∈ [α−, α+)

}
функция, опреде-

ленная в (5.3.9).
Для вероятностей P

(
Z(T ) ∈ ∆[x), B(<u, v,w)

)
остаточные члены

o(1) и O(·) равномерны по α ∈ K<, u 6 u0 при любом фиксированном
u0 > 0 и всем v > 0, w.
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Для вероятностей P
(
Z(T ) ∈ ∆[x), B(>u, v,w)

)
равномерность име-

ет место при α ∈ K> и тех же условиях на остальные параметры.
(ii). Если Z(t) — однородный ОПВ, то первое слагаемое в правой

части (5.2.4) может быть убрано (оно входит в остаточные члены).
(iii). Пусть Z(t) = Z(st)(t) есть процесс со стационарными прира-

щениями и выполнено условие

MK≶ :=
{
µ(α′) : α′ ∈ K≶} ⊂ (µ

(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ). (5.2.5)

Тогда выполнено условие допустимой неоднородности (5.2.3) для
A1 = A(st) и первое слагаемое в правой части (5.2.4) может быть
убрано.

Условие (5.2.5) всегда выполнено, если область (A) прямоугольна:

(A) = (λ < λ+)× (µ
(ζ)
− < µ < µ

(ζ)
+ ) (5.2.6)

(как в случае независимых τ и ζ).

В силу интегро-локальной теоремы 2.3.1 в области нормальных укло-
нений (см. (2.3.3))

P
(
Z(T )− aT ∈ ∆[x)

)
=

∆

σ
√
2πT

e−
x2

2Tσ2 +O(T−β)

при β > 1/2 равномерно по x. Кроме того, для α в окрестности точки
a (см. (3.5.22) в теореме 3.5.2)

D(α) =
(α− a)2D′′(a)

2
+O

(
|α− a|3

)
=

(α− a)2

2σ2
+O

(
|α− a|3

)
.

Сравнивая это с (5.2.4), получим, что для α в малой окрестности точ-
ки a

ψ1C(α)IZ(α,
>0, 0,R) =

1 + o(1)

σ
√
2π

,

где ψ1 = ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
→ ψ1(0, 0) = 1, IZ(α,>0, 0,R) → aτ , так что

C(α) → 1
aτσ

√
2π

при α→ a.

Замечание 5.2.1. Раздельное рассмотрение интегралов

IZ(α,
<u, v,w) и IZ(α,

>u, v,w)

связано с тем, что интеграл IZ(α,
>u, v,w) при α ∈ [β−, β+] (в слу-

чае λ+ < D(0)) расходится, так как для таких α выполняется λ+ <
λ(α). В то же время интеграл IZ(α,

<u, v,w) всегда сходится. Поэтому
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при α ∈ (β−, β+) выполняется P>T,α ≫ P<T,α при T → ∞. Это соответ-
ствует тому, что для α ∈ (β−, β+) функция уклонений в локальном ПБУ
для Z(T ) равна D̂(α) < D(α), и основной вклад в интегро-локальные
вероятности вносят траектории со значением γ(T ), сравнимым с T ; см.
§ 3.4.

Отметим также, что компакт K> может быть определен с помощью
базовой функции Â(µ). Обозначим (µ̂−, µ̂+) максимальную область ана-
литичности функции Â(µ), содержащую в себе точку µ = 0, и положим

α̂− = A′(µ̂− + 0), α̂+ = A′(µ̂+ − 0).

Тогда интервал (α̂−, α̂+) будет областью аналитичности функции D̂(α),
содержащей в себе точку α = a, а K> может быть определен как любой
отрезок в (α̂−, α̂+), содержащий в себе точку α = a.

Если λ+ > D(0), то µ̂± = µ±, α̂± = α± и компакты K< и K> нераз-
личимы по своему определению (запретное множество [β−, β+] пусто).

Условие λ+ > D(0), очевидно, выполнено, если λ+ = ∞ или a = 0
(тогда D(0) = 0). Как показано в теореме 3.3.1, оно выполнено также,
если граница ∂A60 в R2 вложена в открытую полуплоскость {λ < λ+}
(это всегда так, если A(λ+, µ) > 0 при всех µ); см. теорему 3.3.2, (iv).

Замечание 5.2.2. Ясно, что если при любых v,w

P(τ1 > T + v, ζ1 ∈ w) = o

(
1√
T
e−TD(0)IZ(0, 0, v,w)

)
(5.2.7)

при T → ∞, то первое слагаемое в правой части (5.2.4) можно убрать.
Если

P(τ1 > T ) = o

(
1√
T
e−TD(0)

)
при T → ∞, (5.2.8)

то условие (5.2.7) выполнено при v = 0, w = R. Для выполнения (5.2.8)
достаточно, чтобы

λ
(τ1)
+ > D(0). (5.2.9)

В случае (5.2.9) первое слагаемое в правой части (5.2.4) может быть
включено в остаточный член O(e−T (D(α)+ε)).

Замечание 5.2.3. Интегрируя IZ(α,>0, 0,R) по частям, получаем

IZ(α,
>0, 0,R) =

ψ(τ)(λ(α))− 1

λ(α)
, где ψ(τ)(λ) := Eeλτ . (5.2.10)

Из (5.2.10), (5.2.2) следует, что

IZ(α,
>0, 0,R) = aτψ

(st)
(
λ(α), 0

)
. (5.2.11)
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Если Z(t) есть ОПВ со стационарными приращениями (ψ1(λ, µ) =
ψ(st)(λ, µ)), а область (A) прямоугольна (см. (5.2.6)), то для множества
A(st) имеем

(A(st)) = {λ < λ+} × {µ(ζ)− < µ < µ
(ζ)
+ } = (A).

Так как AK≶ ⊂ (A) = (A(st)), то условие допустимой неоднородности
(5.2.3) в этом случае всегда выполнено.

Замечание 5.2.4. Существенность присутствия запретного множе-
ства [β−, β+] в условиях теоремы 5.2.1 пояснялось выше. Существен-
ность условия допустимой неоднородности (5.2.3) поясняется присут-
ствием в правой части (5.2.4) множителя ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
.

Наконец, на примере интегро-локальных теорем для случайных блуж-
даний (см., например, [10], гл.9) видно, что вне крамеровской области
(α−, α+) асимптотика P

(
Z(T ) ∈ ∆[x)

)
будет иной. Сказанное означает,

что условия теоремы 5.2.1 близки к минимальным.
Замечание 5.2.5. Везде в дальнейшем мы будем иметь в виду, что

компакты K≶ ⊂ R выбираются по возможности широкими, но так,
чтобы выполнялось условие допустимой неоднородности (5.2.3) (если
(A) ⊂ (A1), то условие (5.2.3) перестает быть ограничительным).

Замечание 5.2.6. Допустим, что в случае λ+ > D(0) наряду с утвер-
ждением (3.7.1) теоремы 3.7.1, в окрестности точки µ=µ(α), α ∈ K<,
справедливо и более точное представление

EeµZ(T ) = c(µ)eTA(µ)
(
1 + o(1)

)
(5.2.12)

при T → ∞ и некоторой гладкой функции c(µ). Тогда, если восполь-
зоваться формулой обращения для отыскания асимптотики P

(
Z(T ) ∈

∆[x)
)
, то с помощью преобразования Крамера в точке µ(α) и стан-

дартных приемов (см. доказательство теоремы 9.3.1 в [10]) мы получим
значение

c(µ(α))∆e−TD(α)

√
2πTA′′(µ(α))

(
1 + o(1)

)
,

которое совпадает с асимптотикой в правой части (5.2.4) (при u = v = 0,
w = R), если подходящим образом выбрать функцию c(µ). Сказанное
подтверждает предположение (5.2.12), которое будет доказано в § 5.6.

Замечание 5.2.7. Просматривая доказательство теоремы 5.2.1, не-
трудно убедиться, что равномерность по u в утверждении теоремы со-
хранится и в более широкой, чем [0, u0] области [0, δT ] при достаточно
малом δ > 0.
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Следствие 5.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.2.1. Если
∆ > 0 фиксировано, то при некотором ε > 0

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x); B(≶u, v,w)

)
=

=
1− e−µ(α)∆

µ(α)
√
T

ψ1C(α)e
−TD(α)IZ(α,

≶u, v,w)(1 + o(1))+

+O(e−T (D(α)+ε)), (5.2.13)

где остаточные члены равномерны по α ∈ K≶, u 6 u0, v, w.
Если при этом α → a, ∆ > ∆0 > 0 таково, что |α − a|∆→ 0 при

T → ∞, то множитель 1−e−µ(α)∆

µ(α) можно заменить на ∆.

Доказательство следствия 5.2.1. Пусть ∆ > 0 фиксировано, N → ∞
(достаточно медленно при T → ∞),

∆N :=
∆

N
, xk = x+ k∆N , k = 0, 1, . . . , N − 1;

∆N [xk) = [xk, xk +∆N ).

Тогда при αk := α+ k∆N
T , T → ∞ выполняется

TD(αk) = TD(α) + k∆Nµ(α) +O

(
(k∆N )

2

T

)
.

Так как ∆[x) =
∪N−1
k=0 ∆N [xk), ∆N → 0 и

N−1∑
k=0

∆Ne
−TD(αk) = e−TD(α)

∆∫
0

e−µ(α)ydy
(
1 + o(1)

)
=

= e−TD(α) 1− e−µ(α)∆

µ(α)

(
1 + o(1)

)
,

то из теоремы 5.2.1 следует, что для левой части в (5.2.13), равной

N−1∑
k=0

P
(
Z(T ) ∈ ∆N [xk), B(≶u, v,w)

)
,

справедливо равенство (5.2.13).
Второе утверждение следствия очевидно, так как µ(α)∆ и (α−a)∆

имеют один и тот же порядок малости при α→ a. Следствие доказано.
Аналогичным образом из теоремы 5.2.1 и принципа больших укло-

нений для Z(T ) можно получить интегро-локальные предельные тео-
ремы при любых ∆ (и в том числе, интегральные теоремы). Например,
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при α > α0 > a выполняется µ(α) > µ0 > 0 и утверждение (5.2.13)
остается справедливым при любом ∆ (в частности, можно положить
∆ = ∞).

5.2.2 Интегро-локальная теорема для процесса Y (t)

Аналог теоремы 5.2.1 для процесса Y (t) имеет несколько иной вид. По-
ложим

B(≶u, v) :=
{
γ(T ) ≶ u, χ(T ) > v

}
= B(≶u, v,R),

IY (α,
<u, v) :=

u∫
0

eλ(a)yE(eµ(α)ζ ; τ > y + v)dy,

IY (α,
>u, v) :=

∞∫
u

eλ(a)yE(eµ(α)ζ ; τ > y + v)dy,

µ
(ζ)
− := inf{µ : Eeµζ <∞}, µ

(ζ)
+ := sup{µ : Eeµζ <∞}.

Ниже в теореме 5.2.2, как и в теореме 5.2.1, рассматриваются нор-
мированные уклонения α = x

T ∈ K≶, где компакты K≶ определены
в (5.2.1).

Теорема 5.2.2. Пусть α ∈ K> и выполнено условие (5.2.5). Тогда
(i). Если λ(α) ̸= 0, то

IY (α,
>0, 0) =

1− ψ(ζ)(µ(α))

λ(α)
<∞, (5.2.14)

где ψ(ζ)(µ) := ψ(0, µ) (ср. с (5.2.10)).
Если λ(α) = 0, то

IY (α,
>0, 0) = ψ′

(1)(0, µ(α)) <∞ (= Eτ, если α = a). (5.2.15)

(ii). Пусть выполнено условие допустимой неоднородности (5.2.3).
Тогда при любом фиксированном ∆ > 0

P(Y (T ) ∈ ∆[x); B(≶u, v)) = P1

(
v,∆[x)

)
+

+
eµ(α)∆ − 1

µ(α)
√
T
ψ1C(α)e

−TD(α)
[
IY (α,

≶u, v) + o(1)
]

(5.2.16)

при T → ∞, где

P1

(
v,∆[x)

)
:= P

(
τ1 > T + v, ζ1 ∈ ∆[x)

)
,
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остаточный член o(1) равномерен по α ∈ K≶, v > 0, u 6 u0.
(iii). Если процесс Y (t) является однородным, то справедливо (5.2.16),

где слагаемое P1

(
v,∆[x)

)
в правой части (5.2.16) можно убрать.

(iv). Если Y (t) = Y (st)(t) есть процесс со стационарными прира-
щениями, то выполнено условие допустимой неоднородности (AK≶) ⊂
(A(st)) и выполнено (5.2.16), где слагаемое P1

(
v,∆[x)

)
можно убрать.

Ясно, что если ∆ = ∆T → 0 достаточно медленно при T → ∞, то
множитель eµ(α)∆−1

µ(α) в (5.2.16) можно заменить на ∆. Здесь полностью
сохраняют свою силу замечания 5.2.4, 5.2.5 к теореме 5.2.1.

Замечание 5.2.8. Из (5.2.16) видно, что для того, чтобы в общем
случае пренебречь слагаемым P1

(
v,∆[x)

)
в (5.2.16), нужно требовать

выполнения соотношения

P
(
τ1 > T, ζ1 ∈ ∆[x)

)
= o

(
e−TD(α)

√
T

)
при T → ∞. (5.2.17)

Таким образом, для того, чтобы начальный скачок (τ1, ζ1) не влиял
на асимптотику в интегро-локальных теоремах для ОПВ Z(t) и Y (t)
нужно дополнительно к «основному» условию допустимой неоднород-
ности (5.2.3) требовать также, чтобы в теоремах 5.2.1, 5.2.2 выполня-
лись, соответственно, условия (5.2.7), (5.2.17).

Для выполнения условия (5.2.17) достаточно, чтобы

Λ1(T, αT ) > Λ(T, αT ) + o(T ) при T → ∞, (5.2.18)

где Λ1(T, αT ) — функция уклонений, соответствующая (τ1, ζ1) (в одно-
родном случае это условие всегда выполнено).

Действительно, пусть для простоты прямоугольник [T,∞) × ∆[x)
касается поверхности уровня функции уклонений Λ1 в точке (T, x). То-
гда

P
(
τ1 > T, ζ1 ∈ ∆[x)

)
6 e−Λ1(T,αT ). (5.2.19)

Из леммы 5.3.2, доказанной ниже, следует, что при некотором ε> 0
и всех достаточно больших T

1

T
Λ(T, αT ) > D(1, α) + ε = D(α) + ε

и, стало быть, в силу (5.2.18)

Λ1(T, αT ) > Λ(T, αT ) + o(T ) > TD(α) + εT + o(T ) > TD(α) +
ε

2
T

при T → ∞. Отсюда и из (5.2.19) вытекает (5.2.17).
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Другое условие(
0, µ(α)

)
∈ (A1) при всех α ∈ K≶, (5.2.20)

достаточное для выполнения (5.2.17), приведено ниже, в лемме 5.5.1.
Как установлено в теореме 5.2.1, условие (5.2.5) всегда выполнено,

если область A прямоугольна.
Замечание 5.2.9. Отметим, что аналогично (5.2.11)

IY (α,
>0, 0) =

ψ(λ(α), µ(α))− ψ(0, µ(α))

λ(α)
= aτψ

(st)(λ(α), µ
(
α)

)
.

Для ОПВ со стационарными приращениями и с прямоугольной об-
ластью (A) условие допустимой неоднородности (5.2.3) всегда выпол-
нено.

5.2.3 Интегро-локальная теорема для конечномерных рас-
пределений процесса Z(t)

Если выполнены условия

λ+ > D(0), µ± = µ±, A′(µ± ∓ 0) = ±∞, (5.2.21)

то запретное множество [β1, β+] пусто, α± = ±∞, и, стало быть, в ка-
честве компактов K≶ можно брать компакт K = [−N,N ] при любом
N > 0; число N будем считать большим, так что a ∈ K, (0, 0) ∈ AK .
Как уже отмечалось, λ(α) 6 λ(0) = D(0) при α ∈ K. Поэтому в силу
(5.2.21) существует δ > 0, такое, что

λ(α) < λ+ − δ при всех α.

Нам понадобится следующее условие
[P̂K ]. Существуют распределение P̂ в R2 и постоянная c<∞ та-

кие, что при всех v > 0, w и всех достаточно больших t

e−δtP
(
τ > t+ v, ζ ∈ w

∣∣ τ > t
)
6 cP̂

(
(v,∞), w

)
; (5.2.22)

при этом
ψ̂(λ, µ) <∞ при (λ, µ) ∈ AK , (5.2.23)

где ψ̂ — преобразование Лапласа над P̂ .
Если τ и ζ независимы, то нетрудно проверить, что условие [P̂K ]

всегда выполнено, если τ удовлетворяет принципу больших уклонений:

lnP(τ > t) > −Λ(τ)(t) + o(t), (5.2.24)
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(или, что при λ+ <∞ то же,

lnP(τ > t) ∼ −λ+t при t→ ∞).

Действительно, при выполнении (5.2.24)

e−δtP(τ > t+ v)

P(τ > t)
6 exp

{
− δt− Λ(τ)(t+ v) + Λ(τ)(t) + o(t)

}
. (5.2.25)

Так как

Λ(τ)(t+ v)− Λ(τ)(t) > λ(τ)(t)v, λ(τ)(t) := (Λ(τ))′(t) → λ+ при t→ ∞,

то при λ+ < ∞, любом ε > 0 и всех достаточно больших t левая часть
в (5.2.25) не превосходит

exp
{
− (λ+ − ε)v

}
.

Поэтому, если положить P̂
(
(v,∞), w

)
= e−(λ+−ε)vP(ζ ∈ w), то при до-

статочно малых ε > 0 компакт AK будет вложен в область сходимости
ψ̂(λ, µ) и (5.2.23) будет выполнено. При λ+ = ∞ рассуждения лишь
упрощаются.

Наряду с теоремой 5.2.1 справедлива следующая интегро-локальная
теорема для конечномерных распределений процесса Z(t). Пусть даны
наборы чисел

0 = u0 < u1 < · · · < uM = 1, α1, . . . , αM , α0 = 0.

Обозначим

γj :=
αj − αj−1

uj − uj−1
, j = 1, . . . ,M,

JZ(γ) := IZ(γ, 0, 0,R) =
∞∫
0

eλ(γ)yP(τ > y)dy,

где функция IZ(·, ·, ·, ·) — из теоремы 5.2.1. Пусть, далее, Pγ
(
(v,∞),w

)
есть мера

Pγ
(
(v,∞),w

)
:=

∞∫
0

eλ(γ)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy,

ψ(γ)(λ, µ) — преобразование Лапласа над Pγ :

ψ(γ)(λ, µ) :=

∞∫
0

∞∫
−∞

eλv+µzPγ(dv, dz).
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Значение γ0 не определено, и нам будет удобно положить

ψ(γ0)(λ, µ) :=

∞∫
0

∞∫
−∞

eλv+µzP(τ1 ∈ dv, ζ1 ∈ dz).

Во введенных обозначениях справедлива

Теорема 5.2.3. Пусть выполнены условия (5.2.21), [P̂K ], условие
допустимой неоднородности AK ⊂ (A1) и условие (5.2.7), если α1 = 0.
Тогда при xk = αkT

P
( M∩
k=1

{
Z(ukT ) ∈ ∆[xk)

})
=

=
∆M

TM/2
e−TI(f)

M∏
j=1

ψ(γj−1)(λ(γj), µ(γj))√
uj − uj−1

×

× C(γj)JZ(γj)
(
1 + o(1)

)
, (5.2.26)

где f = f(t), 0 6 t 6 1,— непрерывная ломаная с узлами в точках
(uj , αj), 0 6 j 6M ,

I(f) :=

1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt,

∆ = ∆T → 0 достаточно медленно при T → ∞. Остаточный член o(1)

в (5.2.26) равномерен по (γ1, . . . , γM )∈KM =
M∏
j=1

{
|γj |6N

}
при любом

N > 0.

Наряду с условием [P̂K ] можно указать еще одно условие (возмож-
но, более простое и прозрачное), которое также обеспечивает выпол-
нение интегро-локальной теоремы для конечномерных распределений
процесса Z(t). Оно имеет следующий вид

[h]. Существует функция h(v) = o(v) при v → ∞ такая, что при
любых ε > 0 и λ < λ+ − ε

∞∫
v

eλtP(τ > t, ζ ∈ w)dt 6 eλv+h(v)P(τ > v, ζ ∈ w).

Для выполнения этого условия достаточно, чтобы существовали t0
и q < 1 (зависящие от λ), такие, что мера

p(dt,w) := e(λ+−ε)tP(τ > t, ζ ∈ w)dt
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обладает свойством

p
(
d(t+ t0),w

)
6 qp(dt,w),

при всех w и всех достаточно больших t. Тогда очевидно,
∞∫
v

eλtP(τ > t, ζ ∈ w)dt 6 t0
1− q

eλvP(τ > v, ζ ∈ w).

Если τ и ζ независимы, то условие [h] выполнено, если оно выполнено
при w = R.

Теорема 5.2.4. Пусть выполнены условия теоремы 5.2.3, в кото-
рых условие [P̂K ] заменено на условие [h]. Тогда утверждение (5.2.26)
сохраняется.

Соотношение (5.2.26) показывает, что даже в сделанных предполо-
жениях (5.2.21), [P̂K ], [h] приращения процесса Z(t) на больших интер-
валах не являются асимптотически независимыми в области больших
уклонений в смысле интегро-локальных теорем (для случайных блуж-
даний такая независимость имеет место). На это указывает присутствие
множителей ψ(γj−1)

(
λ(γj), µ(γj)

)
, зависящих от двух соседних нормиро-

ванных приращений γj−1, γj . В области нормальных и умеренно боль-
ших уклонений такая зависимость исчезает.

5.2.4 Нормальные и умеренно большие уклонения

Если
α =

x

T
→ a при T → ∞,

то (λ(α), µ(α)) → (0, 0) при T → ∞,

ψ1(λ(α), µ(α)) → 1, (5.2.27)

IZ(α,
>u, v,w) →

∫ ∞

u
P(τ > y + v, ζ ∈ w)dy,

IY (α,
>u, v) →

∫ ∞

u
P(τ > y + v)dy = EτP(χ > u+ v), (5.2.28)

где χ— величина перескока блуждания {Tn} через бесконечно-удаленный
барьер.

Далее, в силу аналитичности функции D(α) в интервале (α−, α+),
содержащем точку α = a, выполняется

e−TD(α) = e−
(x−Ta)2

2σ2T
(1+o(1)) при T → ∞,
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где
σ2 =

(
D′′(a)

)−1
= a−1

τ E(ζ − aτ)2

(см. (3.5.22)). Наконец, в этом случае условия допустимой неоднород-
ности в теоремах 5.2.1 и 5.2.2 выполнены. Все это позволяет сформули-
ровать интегро-локальную теорему в области нормальных и умеренно
больших уклонений в следующей форме.

Следствие 5.2.2. Пусть α = x
T → a при T → ∞. Тогда

C(α) ∼ C(a) =
1

Eτσ
√
2π

при T → ∞ (5.2.29)

и для любого фиксированного ∆ > 0 и некоторого ε > 0 имеют место
соотношения:

I. P(Z(T ) ∈ ∆[x); B(>u, v,R)) =

=
∆√
2πTσ

e−TD(α)P(χ > u+ v)
(
1 + o(1)

)
+O(e−Tε), (5.2.30)

где остаточные члены o(1), O(e−Tε) равномерны по u 6 u0, v > 0.
Если y := x − aT = o(T

2
3 ) при T → ∞, то множитель e−TD(α) в

правой части (5.2.30) можно заменить на e−
y2

2Tσ2 .
II.

P
(
Y (T ) ∈ ∆[x); B(>u, v,R)

)
=

=
∆√
2πTσ

e−TD(α)
(
P(χ > u+ v) + o(1)

)
, (5.2.31)

где остаточный член o(1) равномерен по u 6 u0, v > 0.

Доказательство следствия 5.2.2. I. Из теоремы 5.2.1 (с учетом след-
ствия 5.2.1 и соотношений (5.2.27), (5.2.28)) следует, что для любого
фиксированного ∆ > 0 выполняется

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x); B(>u, v,R)

)
= I{x∈(−∆,0]}P(τ1 > T + v)+

+
∆√
T
e−TD(α)C(a)EτP(χ > u+ v)

(
1 + o(1)

)
+O(e−Tε), (5.2.32)

где остаточные члены равномерны по u6u0, v> 0. Так как P(τ1>T+v) =
o(e−Tε) при T → ∞ и некотором ε > 0, то первое слагаемое в правой
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части (5.2.32) можно убрать. Чтобы установить (5.2.30) нам осталось
доказать соотношение (5.2.29).

Из (5.2.32) вытекает, что «предплотности»

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x)

)
∆

для ∆, сходящегося к 0 достаточно медленно при T → ∞, сближаются
(в смысле относительной сходимости) с функцией

C(α)Eτ√
T

e−
y2

2Tσ2 . (5.2.33)

С другой стороны, распределение Z(T )−aT
σ
√
T

сходится при T → ∞ к стан-
дартному нормальному распределению (см. теорему 1.3.2). Сравнивая
значения P

(
Z(T )− aT ∈ [−b

√
T , b

√
T ]

)
при b > 0, полученные с помо-

щью (5.2.33) и нормального приближения, мы получаем, что с необхо-
димостью

C(a)Eτ =
1√
2πσ

.

Это доказывает (5.2.29).
II. Утверждение (5.2.31) доказывается совершенно аналогично с по-

мощью теоремы 5.2.2. Следствие 5.2.2 доказано.

§ 5.3 Интегро-локальные теоремы для меры вос-
становления

Для доказательства утверждений, сформулированных в § 5.2, нам по-
надобятся интегро-локальные теоремы для меры восстановления, соот-
ветствующей вектору (τ, ζ).

Положим, как и прежде,

ψ(λ, µ) := Eeλτ+µζ , ψ1(λ, µ) := Eeλτ1+µζ1 ,

A(λ, µ) := lnψ(λ, µ), A1(λ, µ) := lnψ1(λ, µ), (λ, µ) ∈ R2;

A := {(λ, µ) : A(λ, µ) <∞}, A1 := {(λ, µ) : A1(λ, µ) <∞}.

Ясно, что в соответствии с условием [C] внутренности (A), (A1) мно-
жеств A, A1 содержат точку (λ, µ) = (0, 0) и являются областями ана-
литичности функций A(λ, µ), A1(λ, µ), соответственно.

Если дана функция F (u, v) двух переменных u и v, то нижними ин-
дексами (1) и (2) мы будем отмечать производные по первому и второму
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аргументу, соответственно, например:

F ′
(1)(u1, v1) =

∂

∂u
F (u, v1)

∣∣∣∣
u=u1

, F ′′
(1)(u1, v1) =

∂2

∂u2
F (u, v1)

∣∣∣∣
u=u1

,

F ′′
(2)(u1, v1)=

∂2

∂v2
F (u1, v)

∣∣∣∣
v=v1

, F ′′
(2,1)(u1, v1)=

∂

∂u

∂

∂v
F (u, v)

∣∣∣∣
(u,v)=(u1,v1)

.

Через F′ = F′(u, v) и F′′ = F′′(u, v) мы будем обозначать, соответ-
ственно, вектор

F′ = F′(u, v) = (F ′
(1)(u, v), F

′
(2)(u, v))

и матрицу
F′′ = F′′(u, v) = ∥F ′′

(i,j)(u, v)∥i,j=1,2.

Через |F′′| обозначим определитель матрицы F′′.
Напомним, что, как и прежде, векторы, если они обозначаются од-

ним символом, мы выделяем полужирным шрифтом.
Мы будем использовать известные интегро-локальные теоремы для

сумм

Sn :=

n∑
j=1

ξj = (Tn, Zn)

(см., например, [12], § 2.9 или теорему 5.3.2 ниже). Важную роль при этом
играет функция уклонений

Λ(θ, α) := sup
(λ,µ)

{
λθ + µα−A(λ, µ)

}
, (5.3.1)

соответствующая случайному вектору ξ = (τ, ζ). Это есть преобразо-
вание Лежандра над выпуклой, непрерывной снизу функцией A(λ, µ);
поэтому функция Λ(θ, α) также выпукла и непрерывна снизу.

Наряду с множествами A1 и A нам понадобится область L аналитич-
ности функции Λ(θ, α). Эта область содержит те точки (θ, α), для ко-
торых система уравнений {

A′
(1)(λ, µ) = θ,

A′
(2)(λ, µ) = α,

(5.3.2)

для точки (λ, µ), в которой достигается верхняя грань в (5.3.1), имеет
решение (λ(θ, α),µ(θ, α)), принадлежащее (A), так что

L =
{
A′(λ, µ) : (λ, µ) ∈ (A)

}
.
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Так как функция A(λ, µ) строго выпукла в (A), то такое решение всегда
единственно (см., например, [74], гл. 1). Сказанное означает, что условия

(θ, α) ∈ L и (λ(θ, α),µ(θ, α)) ∈ (A)

эквивалентны. Ясно, что точка (θ, α) = (aτ , aζ), где

aτ := Eτ, aζ := Eζ,

всегда принадлежит L; для нее
(
λ(aτ , aζ),µ(aτ , aζ)

)
= (0, 0) ∈ (A).

Лемма 5.3.1. Пусть (θ, α) ∈ L. Тогда

Λ′
(1)(θ, α) = λ(θ, α), Λ′

(2)(θ, α) = µ(θ, α). (5.3.3)

Доказательство. Имеем

Λ(θ, α) = λ(θ, α)θ + µ(θ, α)α−A
(
λ(θ, α),µ(θ, α)

)
, (5.3.4)

Λ′
(1)(θ, α) = λ(θ, α) + λ

′
(1)(θ, α)θ + µ

′
(1)(θ, α)α−

−A′
(1)(λ(θ, α),µ(θ, α))λ

′
(1)(θ, α)−

−A′
(2)(λ(θ, α),µ(θ, α))µ

′
(1)(θ, α).

В силу (5.3.2) отсюда получаем первое равенство в (5.3.3). Аналогично
устанавливается второе равенство, так что

Λ′(θ, α) :=
(
Λ′

(1)(θ, α),Λ
′
(2)(θ, α)

)
=

(
λ(θ, α),µ(θ, α)

)
. (5.3.5)

Лемма доказана.
Если τ и ζ независимы, то

A(λ, µ) = A(τ)(λ) +A(ζ)(µ),

где
A(τ)(λ) := lnEeλτ , A(ζ)(µ) := lnEeµζ .

Поэтому A′
(1)(λ, µ) не зависит от µ, A′

(2)(λ, µ) не зависит от λ, области
(A) и L прямоугольны.

Пусть, как и прежде, D — открытый конус аналитичности функ-
ции D(θ, α) (см. (3.5.37)). При (θ, α) ∈ D положим для краткости (см.
(3.5.39), (3.5.40))

(λ̂, µ̂):=

(
λ
(α
θ

)
, µ

(α
θ

))
=D′(θ, α)=

(
−A

(
µ
(α
θ

))
, µ

(α
θ

))
,

(θ̂, α̂) := A′(λ̂, µ̂)

(5.3.6)
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(функции µ(α), λ(α) определены в (3.5.14), (3.5.38), соответственно),
так что векторы (λ̂, µ̂), (θ̂, α̂) суть функции от одной переменной α

θ .
Заметим, что при (θ, α) ∈ D справедливо (см. (3.3.2), (3.5.38))

D(θ, α) = θD

(
α

θ

)
= θ

(
λ

(
α

θ

)
+
α

θ
µ

(
α

θ

))
= θλ̂+ αµ̂,

A(λ̂, µ̂) = 0, (λ̂, µ̂) ∈ (A).

(5.3.7)

Ниже будет установлено (см. лемму 5.3.2), что для (θ, α) ∈ D минимум
по r ∈ (0,∞) функции

L(r) = Lθ,α(r) := rΛ

(
θ

r
,
α

r

)
(5.3.8)

достигается в единственной точке

rθ,α =
θ

θ̂
=
α

α̂
.

Обозначим

Q(θ, α) := (θ, α)Λ′′(θ̂, α̂)(θ, α)∗, C(θ, α) :=

√
rθ,α
2π

|Λ′′(θ̂, α̂)|
Q(θ, α)

, (5.3.9)

где верхний индекс ∗ означает транспонирование, так что

(θ, α)Λ′′(θ̂, α̂)(θ, α)∗ := θ2Λ′′
(1)(θ̂, α̂) + 2θαΛ′′

(1,2)(θ̂, α̂) + α2Λ′′
(2)(θ̂, α̂).

Как уже отмечалось, для того, чтобы доказать основные утвержде-
ния этой главы, нам понадобятся интегро-локальные теоремы для меры
восстановления

H(B) :=
∞∑
n=0

P(Sn ∈ B),

соответствующей случайному блужданию {Sn}. Чтобы различать од-
нородный и неоднородный (ξ1 ̸=

d
ξ) случаи, мы будем меру восстанов-

ления в неоднородном случае, как и прежде, обозначать через H̃(B).
Обозначим

δ[t) := [t, t+ δ), ∆[x) := [x, x+∆)

полуинтервалы шириной δ и ∆, соответственно, и положим

B = Bt,x := δ[t)×∆[x). (5.3.10)
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Введем в рассмотрение параметр T , характеризующий вместе с точкой
(θ, α) удаление параллелепипеда Bt,x от начала координат: (t, x) =
(Tθ, Tα). Мы будем предполагать, что точка (θ, α) := 1

T (t, x) принад-
лежит некоторому компакту KD ⊂ R2, отделенному от точки (0, 0) и
вложенному в D.

Теорема 5.3.1. Пусть (θ, α) ∈ KD и выполнены условия «допу-
стимой неоднородности»:

AK ⊂ A1, где AK :=

{(
λ
(α
θ

)
, µ

(α
θ

))
: (α, θ) ∈ KD

}
. (5.3.11)

Тогда для δ = δT → 0, ∆ = ∆T → 0 достаточно медленно при T → ∞
имеет место соотношение

H̃(Bt,x) =
δ∆√
T
ψ1(λ̂, µ̂)C(θ, α)e

−TD(θ,α)
(
1 + o(1)

)
, (5.3.12)

где остаточный член o(1) равномерен по (θ, α) ∈ KD.

Теорема 5.3.1 во многом доказана в [27] (см. теорему 5). Мы приве-
дем здесь несколько иную версию доказательства этой теоремы по сле-
дующим причинам:

1) В [27] использовалось условие Крамера на характеристическую
функцию для случайного вектора (τ, ζ). Для доказательства (5.3.12) до-
статочно использовать теорему 5.3.2 (см. ниже), в которой упомянутое
условие не привлекается.

2) В теореме 5 в [27] получены асимптотические разложения, кото-
рые здесь не нужны. Это упрощает доказательство.

3) В теореме 5 в [27] рассматривался лишь однородный случай.
Исходным утверждением для доказательства теоремы 5.3.1 являет-

ся интегро-локальная теорема для сумм Sn при n → ∞. Напомним,
что наряду с функциями λ(α), µ(α) одной переменной α (см. (3.5.14),
(3.5.38)), которые суть частные производные второй функции уклоне-
ний D(θ, α) в точке θ = 1 (см. (3.5.39), (3.5.40)); в (5.3.3) определены
функции λ(θ, α), µ(θ, α) двух переменных θ, α как частные произ-
водные функции уклонений Λ(θ, α). Последние будут использоваться
в следующей интегро-локальной теореме, вытекающей из теоремы 2.8.2
в [12].

Теорема 5.3.2. Пусть фиксирован некоторый компакт KΛ из об-
ласти аналитичности L функции Λ(γ, β); точки t и x таковы, что
(γ, β) := ( tn ,

x
n) ∈ KΛ, и при этом

(
λ(γ, β),µ(γ, β)

)
∈ (A1). Тогда для
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δ = δn → 0, ∆ = ∆n → 0 достаточно медленно при n → ∞ выполня-
ется

P
(
Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x)

)
=

=
δ∆

n

ψ1

ψ
C1(γ, β)e

−nΛ(γ,β)
(
1 + o(1)

)
, (5.3.13)

где ψ1, ψ суть, соответственно, значения функций ψ1(·, ·), ψ(·, ·) в точ-
ке

(
λ(γ, β),µ(γ, β)

)
,

C1(γ, β) :=

√
|Λ′′(γ, β)|

2π
,

остаточный член o(1) равномерен по (γ, β) ∈ KΛ.

Ниже с помощью представления (5.3.13) будет найдена асимптоти-
ка меры восстановления H̃(Bt,x) для удаляющихся множеств Bt,x (см.
теорему 5.3.1), т.е. асимптотика суммы вероятностей (5.3.13). Для до-
казательства теоремы 5.3.1 нам понадобится

Лемма 5.3.2. Пусть (θ, α) ∈ D, векторы (λ̂, µ̂), (θ̂, α̂) определены
в (5.3.6). Тогда:

I. Минимум функции L(r) = rΛ( θr ,
α
r ) (см. (5.3.8)) достигается

в единственной точке

rθ,α =
θ

θ̂
=
α

α̂
.

Для функций λ̂, µ̂ справедливо представление

λ̂ = λ

(
θ

rθ,α
,
α

rθ,α

)
, µ̂ = µ

(
θ

rθ,α
,
α

rθ,α

)
, (5.3.14)

где функции λ(θ, α), µ(θ, α) являются решением системы (5.3.2). При
этом

L(rθ,α) = D(θ, α), L′(r)
∣∣∣
r=rθ,α

= 0, (5.3.15)

L′′(r)
∣∣∣
r=rθ,α

=
1

r3θ,α
Q(θ, α) =

1

rθ,α
Q(θ̂, α̂) > 0. (5.3.16)

II. Для заданного ε > 0 найдется ε1 > 0 такое, что

min
|r−rθ,α|>ε

L(r) > L(rθ,α) + ε1.
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Доказательство леммы 5.3.2 разобьем на несколько этапов.
1. Функция уклонений Λ(θ, α) выпукла (см., например, [10], гл. 9):

для любых p > 0, q > 0, p+ q = 1, (θ1, α1), (θ2, α2) ∈ R2 выполняется

pΛ(θ1, α1) + qΛ(θ2, α2) > Λ(pθ1 + qθ2, pα1 + qα2).

Отсюда вытекает выпуклость в области (0,∞) функции L(r): для лю-
бых r1 > 0, r2 > 0, p > 0, q > 0, p+ q = 1, справедливо

pL(r1) + qL(r2) > L(pr1 + qr2).

2. Полагая (θr, αr) := 1
r (θ, α) и дифференцируя функцию L(r), по-

лучаем

L′(r) = Λ(θr, αr)−Λ′
(1)(θr, αr)θr −Λ′

(2)(θr, αr)αr.

Привлекая (5.3.5), (5.3.4), находим

L′(r) = Λ(θr, αr)− λ(θr, αr)θr − µ(θr, αr)αr =
−A(λ(θr, αr),µ(θr, αr)). (5.3.17)

3. Дифференцируя функцию L′(r) в представлении (5.3.17), получа-
ем

L′′(r) =

= −A′
(1)

(
λ(θr, αr),µ(θr, αr)

)[
λ′
(1)(θr, αr)

(
− θ

r2

)
+λ′

(2)(θr, αr)
(
− α

r2

)]
−

−A′
(2)

(
λ(θr, αr),µ(θr, αr)

)[
µ′
(1)(θr, αr)

(
− θ

r2

)
+ µ′

(2)(θr, αr)
(
− α

r2

)]
.

Поскольку в силу (5.3.5)

λ′
(1)(θr, αr) = Λ′′

(1)(θr, αr), λ′
(2)(θr, αr) = Λ′′

(1,2)(θr, αr),

µ′
(1)(θr, αr) = Λ′′

(2,1)(θr, αr), µ′
(2)(θr, αr) = Λ′′

(2)(θr, αr),

и, в силу (5.3.2),

A′
(1)

(
λ(θr, αr),µ(θr, αr)

)
= θr, A′

(2)

(
λ(θr, αr),µ(θr, αr)

)
= αr,

то
L′′(r) =

1

r
(θr, αr)Λ

′′(θr, αr)(θr, αr)
∗ > 0, (5.3.18)

где матрица Λ′′(θr, αr) положительно определена (см., например, [12],
§ 1.2).
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4. Из утверждений 1–3 вытекает следующее: если число ρ> 0 тако-
во, что для вектора (θρ, αρ) :=

1
ρ(θ, α) выполняются два условия:

A
(
λ(θρ, αρ),µ(θρ, αρ)

)
= 0, (θρ, αρ) ∈ L, (5.3.19)

то точка r = ρ является единственной на полуоси (0,∞) точкой, где
достигается минимум функции L(r), т.е.

L(ρ) = inf
r>0

L(r), L(r) > L(ρ) при r > 0, r ̸= ρ.

5. Убедимся, что число

ρ :=
θ

A′
(1)(λ̂, µ̂)

, (5.3.20)

где, как и прежде, (λ̂, µ̂) =
(
λ(αθ ), µ(

α
θ )
)

(см. (5.3.6)), удовлетворяет обо-
им условиям (5.3.19). Для этого, продифференцируем по t ∈ (α−, α+)
каждое из двух равенств (см. (3.5.38)):

A
(
λ(t), µ(t)) = 0, −A(µ(t)) = λ(t).

Получим два равенства

A′
(1)

(
λ(t), µ(t)

)
λ′(t) +A′

(2)

(
λ(t), µ(t)

)
µ′(t) = 0, −A′(µ(t))µ′(t)=λ′(t).

Исключив (с помощью второго равенства) из первого равенства функ-
цию λ′(t), получим тождество

A′
(1)

(
λ(t), µ(t)

)
A′(µ(t)) = A′

(2)

(
λ(t), µ(t)

)
.

Подставляя в это тождество t = α
θ ∈ (α−, α+), и используя обозначение

(λ̂, µ̂) =
(
λ
(
α
θ

)
, µ

(
α
θ

))
, находим

A′
(1)(λ̂, µ̂)A

′(µ̂) = A′
(2)(λ̂, µ̂).

Воспользовавшись далее равенством A′(µ̂) = α/θ (напомним, что
A′(µ(α)) ≡ α), получаем (с учетом (5.3.20))(

A′
(1)(λ̂, µ̂),A

′
(2)(λ̂, µ̂)

)
= (θρ, αρ). (5.3.21)

Поскольку (λ̂, µ̂) ∈ (A) (см. (5.3.7)), то из (5.3.21) вытекает, что

(θρ, αρ) ∈ L. (5.3.22)
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Мы убедились, что для числа ρ, определенного формулой (5.3.20), вто-
рое условие в (5.3.19) выполнено.

Обращаясь к системе (5.3.2), находим при (θ, α) = (θρ, αρ)(
A′

(1)

(
λ(θρ, αρ),µ(θρ, αρ)

)
,A′

(2)

(
λ(θρ, αρ),µ(θρ, αρ)

))
=

= (θρ, αρ) ∈ L. (5.3.23)

Как уже отмечалось, система (5.3.2) при (θ, α) ∈ L имеет единственное
решение

(
λ(θ, α),µ(θ, α)

)
(см., например, [74], гл. 1). Поэтому, сравни-

вая тождества (5.3.21), (5.3.23), приходим к выводу, что

(λ̂, µ̂) =
(
λ(θρ, αρ),µ(θρ, αρ)

)
. (5.3.24)

Поскольку
A(λ̂, µ̂) = 0

(см. (5.3.7)), то мы убедились, что для числа ρ, определенного формулой
(5.3.20), первое условие в (5.3.19) тоже выполнено. Из (5.3.24)) вытека-
ет равенство (5.3.14). Подставляя далее r = rθ,α в равенства (5.3.17)
и (5.3.18), используя при этом (5.3.14) и утверждение шага 4 доказы-
ваемой леммы, получаем доказательства равенств (5.3.15) и (5.3.16).
Утверждение I доказываемой леммы установлено.

6. Утверждение II вытекает из утверждения I. Лемма 5.3.2 доказана.

Доказательство теоремы 5.3.1. Чтобы несколько упростить изложе-
ние, мы будем предполагать при доказательстве теоремы 5.3.1, не огра-
ничивая по существу общность, что вместо условия (θ, α) ∈ KD (т.е.
условия теоремы 5.3.1) имеет место сходимость

(θ, α) :=

(
t

T
,
x

T

)
→ (θ0, α0) при T → ∞, (5.3.25)

где (θ0, α0) — любая фиксированная точка из KD или из D=(D). При
этом условие допустимой неоднородности (5.3.11) можно записать в фор-
ме (

λ

(
α0

θ0

)
, µ

(
α0

θ0

))
∈ (A1). (5.3.26)

Если мы докажем соотношение (5.3.12) для (θ, α) → (θ0, α0) ∈ D, то
из него путем стандартных рассуждений (связанных с существовани-
ем в KD‘ сходящихся подпоследовательностей) можно установить, что
остаточный член o(1) в (5.3.12) будет равномерным по (θ, α) ∈ KD.

Доказательство проведем в два этапа. На этапе I докажем теоре-
му 5.3.1 в однородном случае. На втором этапе осуществим переход
к неоднородному случаю.
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I. Напомним, что меру восстановления для однородного случая, ко-
гда ξ1 = (τ1, ζ1) =d (τ, ζ) = ξ, мы обозначаем через H(B), так что

H(Bt,x) =

∞∑
n=1

P(Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x)) (5.3.27)

при ξ1 =
d
ξ; множество Bt,x, определенное в (5.3.10), отделено от точ-

ки (0, 0). Ряд в правой части (5.3.27) разобьем на три суммы∑
n∈N1

,
∑
n∈N2

,
∑
n∈N3

,

соответственно, по областям

N1 := {1 6 n < c1T}, N2 := {c1T 6 n 6 c2T}, N3 := {n > c2T},

где c1 := rθ0,α0 − b, c2 := rθ0,α0 + b.
Убедимся, что если разность c2 − c1 = 2b достаточно мала, то най-

дется компакт KΛ ⊂ L такой, что для всех достаточно больших T при
n ∈ N2, r := n

T выполняется

(γ, β) :=

(
t

n
,
x

n

)
=

(
θ

r
,
α

r

)
∈ KΛ. (5.3.28)

Действительно, поскольку (θ0, α0) ∈ D, то выполняется

(γ0, β0) :=

(
θ0

rθ0,α0

,
α0

rθ0,α0

)
∈ L

(см. (5.3.22) в доказательстве леммы 5.3.2). Следовательно, найдется
ε1 > 0 такое, что компакт

KΛ :=
{
(u, v) : |(u, v)− (γ0, β0)| 6 ε1

}
целиком лежит в области L:

KΛ ⊂ L.

Поскольку (θ, α) → (θ0, α0) при T → ∞ (см. (5.3.25)), и функция rθ,α
аналитична в некоторой окрестности точки (θ0, α0), то найдутся
T0 <∞ и b > 0 такие, что при всех T > T0 и n ∈ N2 выполняется∣∣(γ, β)− (γ0, β0)

∣∣ 6 ε1
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(напомним, что константа b > 0 занята в определении N2). Следова-
тельно, (5.3.28) имеет место.

Соотношение (5.3.28) позволяет воспользоваться теоремой 5.3.2. При
r := n

T ∈ [c1, c2] и ψ1 = ψ получаем

∑
n∈N2

= δ∆
∑
n∈N2

C1(γ, β)

Tr
e−nΛ(γ,β)

(
1 + o(1)

)
=

= δ∆
∑

n: r∈[c1,c2]

C1(
θ
r ,

α
r )

Tr
e−TrΛ( θ

r
,α
r
)
(
1 + o(1)

)
.

Так как изменение функции rΛ( θr ,
α
r ) = L(r) в окрестности точки r =

rθ,α ∈ [c1, c2] на интервале длины 1
T есть o( 1

T ), то

∑
n∈N2

= δ∆

c2∫
c1

1

r
C1

(
θ

r
· α
r

)
e−TL(r)dr

(
1 + o(1)

)
. (5.3.29)

Воспользуемся равенством L(rθ,α) = D(θ, α) (см. первую формулу в
(5.3.15)) и известным методом Лапласа подсчета интегралов вида (5.3.29).
Получим (при (θ̂, α̂) = ( θ

rθ,α
, α
rθ,α

)) равенство

∑
n∈N2

= δ∆
C1(θ̂, α̂)

√
2π√

TL′′(rθ,α)rθ,α
e−TD(θ,α)

(
1 + o(1)

)
.

В силу леммы 5.3.2 (см. (5.3.16)) правая часть этого равенства совпа-
дает с правой частью (5.3.12) при ψ1 = ψ.

Оценим теперь
∑

n∈N1
и

∑
n∈N3

. В силу многомерного экспонен-
циального неравенства чебышевского типа (см. теорему 1.3.2 в [12])

P
(
Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x)

)
6

6 exp

{
−T inf

{
rΛ

(θ′
r
,
α′

r

)
: r>0, θ 6 θ′6θ+ δ

T
, α6α′6α+

∆

T

}}
,

r =
n

T
.

В силу утверждения II леммы 5.3.2 найдутся ε2 > 0 и T0 <∞ такие,
что при всех T > T0, n ∈ N1 ∪N3 выполняется

inf

{
rΛ

(θ′
r
,
α′

r

)
: r>0, θ6θ′6θ+ δ

T
, α6α′6α+

∆

T

}
>D(θ, α)+ε2,
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так что при T > T0

P
(
Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x)

)
6 e−T (D(θ,α)+ε2). (5.3.30)

Поэтому в силу (5.3.30)∑
n∈N1

6 c1Te
−T (D(θ,α)+ε2) = o

(
δ∆√
T
e−TD(θ,α)

)
.

Для оценки суммы
∑

n∈N3
разобьем ее на две части: на сумму

∑′

по области c2T 6 n 6 T 2 и на сумму
∑′′ по области n>T 2. Сумма

∑′

оценивается точно так же, как сумма
∑

n∈N1
. Для суммы

∑′′ имеем∑′′
6

∑
n>T 2

P(Tn 6 2t) 6
∑
n>T 2

e−nΛ
(τ)( 2t

n
), (5.3.31)

где при n > T 2, 2θ
T 6 Eτ (в силу убывания функции Λ(τ)(t) при

t < Eτ)

Λ(τ)

(
2t

n

)
= Λ(τ)

(
2θT

n

)
> Λ(τ)

(
2θ

T

)
.

Поскольку Λ(τ)(0) = ∞, то Λ(τ)(2θT ) → ∞ при T → ∞, так что

∑′′
6

∑
n>T 2

e−nΛ
(τ)( 2θ

T
) 6 2e−T

2Λ(τ)( 2θ
T
) = o

(
δ∆√
T
e−TD(θ,α)

)
. (5.3.32)

Это доказывает утверждение теоремы 5.3.1 в однородном случае.
II. Рассмотрим теперь неоднородный случай. Воспользуемся следу-

ющим утверждением:

Лемма 5.3.3. Пусть выполнены условия (5.3.25), (5.3.26). Тогда
при некоторых c > 0, C < ∞, T0 < ∞ и при всех T > T0 справедливо
неравенство∣∣∣H̃(

δ[t), ∆[x)
)
−E

(
H
(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
; |ξ1| 6 ln2 T

)∣∣∣ 6
6 Ce−TD(θ,α)−c ln2 T . (5.3.33)

Доказательство леммы 5.3.3 будет приведено позже.
В силу этой леммы для доказательства утверждения (5.3.12) теоре-

мы 5.3.1 в общем случае достаточно отыскать асимптотику

E
(
H
(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
; |ξ1| 6 ln2 T

)
.
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Если воспользоваться (5.3.33) и результатами раздела I доказательства,
то получим

H̃
(
δ[t), ∆[x)

)
=

= δ∆
1√
T
E

(
C1

(
θ− τ1

T
, α− ζ1

T

)
e−TD(θ− τ1

T
, α− ζ1

T
)
(
1+o(1)

)
; |ξ1| 6 ln2 T

)
+

+ o

(
δ∆√
T
e−TD(θ,α)

)
. (5.3.34)

Напомним, что D′(θ, α) = (λ̂, µ̂) (см. (5.3.6)). В силу выпуклости функ-
ции D(θ, α) для любых (τ1, ζ1) имеем неравенство

−TD
(
θ − τ1

T
, α− ζ1

T

)
6 −TD(θ, α) + λ̂τ1 + µ̂ζ1.

Поэтому, учитывая, что в области |ξ1| 6 ln2 T при T → ∞ выполняется

−TD
(
θ − τ1

T
, α− ζ1

T

)
= −TD(θ, α) + λ̂τ1 + µ̂ζ1 + o(1),

получаем, что правая часть (5.3.34) совпадает с правой частью (5.3.12).
Таким образом, нам осталось провести
Доказательство леммы 5.3.3. Так как (0, 0) ̸∈ Bt,x, то

P
(
(T0, Z0) ∈ Bt,x

)
= 0,

и для Bt,x = δ[t)×∆[x) имеем

H̃(Bt,x) =
∞∑
n=1

P
(
(Tn, Zn) ∈ Bt,x

)
=

∞∑
n=0

P
(
(τ1 + T ′

n, ζ1 + Z ′
n) ∈ Bt,x

)
,

где (T ′
n, Z

′
n), n = 0, 1, . . . — последовательность сумм однородных, неза-

висимых слагаемых, независимая от (τ1, ζ1). Поэтому меру восстановле-
ния множества Bt,x в неоднородном случае можно представить в виде

H̃(Bt,x) = H̃
(
δ[t), ∆[x)

)
= EH

(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
. (5.3.35)

В силу представления (5.3.35) имеем

H̃
(
δ[t), ∆[x)

)
= E

(
H
(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
; |ξ1| 6 ln2 T

)
+

+E
(
H
(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
; |ξ1| > ln2 T

)
.
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Поэтому

∣∣∣H̃(
δ[t), ∆[x)

)
−E

(
H
(
δ[t− τ1), ∆[x− ζ1)

)
; |ξ1| 6 ln2 T

)∣∣∣ = ∞∑
n=1

Pn,

где
Pn := P

(
Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x), |ξ1| > ln2 T

)
,

и для доказательства леммы надо установить, что

∞∑
n=1

Pn 6 Ce−TD(θ,α)−c ln2 T , (5.3.36)

Для всех достаточно больших T выполняется (λ̂, µ̂) ∈ (A). Поэтому
для таких T при любом n > 1 в силу (5.3.7) имеем

Pn = E
(
e−λ̂Tn−µ̂Zn+λ̂Tn+µ̂Zn ; Tn ∈ δ[t), Zn ∈ ∆[x), |ξ1| > ln2 T

)
6

6 exp
{
− λ̂t− µ̂x+ |λ̂|δ + |µ̂|∆

}
E
(
eλ̂Tn+µ̂Zn ; |ξ1| > ln2 T

)
=

=exp
{
− TD(θ, α) + |λ̂|δ + |µ̂|∆

}
E
(
eλ̂τ1+µ̂ζ1 ; |ξ1|> ln2 T

) n∏
k=2

Eeλ̂τk+µ̂ζk6

6 exp
{
− TD(θ, α) + |λ̂|δ + |µ̂|∆

}
E
(
eλ̂τ1+µ̂ζ1 ; |ξ1| > ln2 T

)
.

В последнем равенстве мы воспользовались тем обстоятельством, что
вектор (λ̂, µ̂) в силу (5.3.7) лежит на границе множества A60 и для него
при k > 2 выполняется

Eeλ̂τk+µ̂ζk = 1.

Применяя далее неравенство Гельдера, получаем для p > 0, q > 0,
p+ q = 1

E
(
eλ̂τ1+µ̂ζ1 ; |ξ1| > ln2 T

)
6

(
Ee

1
p
λ̂τ1+

1
p
µ̂ζ1

)p
Pq

(
|ξ1| > ln2 T

)
.

Так как в силу (5.3.26) для всех достаточно больших T выполняется
(λ̂, µ̂) ∈ (A1), то выбирая параметр 1

p > 1 достаточно близким к 1,
получаем

Ee
1
p
λ̂τ1+

1
p
µ̂ζ1 6 C0 <∞. (5.3.37)

Для q = 1− p и некоторых C1 <∞, c1 > 0 имеем (в силу условия [C])

Pq
(
|ξ1| > ln2 T

)
6 C1e

−c1 ln2 T . (5.3.38)
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Поэтому для любых n > 1 справедливо неравенство

Pn 6 Cp0C1e
−TD(θ,α)−c1 ln2 T+|λ̂|δ+|µ̂|∆. (5.3.39)

Далее,
∞∑
n=1

Pn 6 T 2 sup
n>1

Pn +
∑
n>T 2

Pn, (5.3.40)

где первое слагаемое в правой части оценивается с помощью (5.3.39),
а второе — с помощью неравенств (5.3.30), (5.3.31), в силу которых

lim sup
T→∞

1

T
ln

∑
n>T 2

Pn6 lim sup
T→∞

1

T
ln

∑
n>T 2

P(Tn<t+δ)=−∞. (5.3.41)

Из неравенств (5.3.39)–(5.3.41) вытекает, что для некоторых c > 0,
C <∞ справедливо (5.3.36), т.е. требуемое утверждение (5.3.33). Лем-
ма 5.3.3, а вместе с ней и утверждение теоремы 5.3.1, доказаны.

Рассмотрим теперь случай, когда распределение P1,T начального
вектора ξ1 = ξ1,T зависит от T . Такая ситуация возникает при изуче-
нии приращений Z(U+t)−Z(U), t > 0, где U зависит от T ; см. ниже
доказательства теорем 5.2.3, 5.2.4. При каких условиях в этом случае
сохраниться утверждение теоремы 5.3.1?

Пусть ψ1(λ, µ) = ψ1,T (λ, µ) — преобразование Лапласа над распре-
делением P1,T . Мы будем предполагать, что существует множество Â1,
содержащее окрестность точки (0, 0) и не зависящее от T такое, что при
всех достаточно больших T

sup
(λ,µ)∈Â1

ψ1,T (λ, µ) < c1 <∞ (5.3.42)

(равномерная версия условия [C] для ξ1 = ξ1,T ).

Следствие 5.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.3.1, в ко-
торых условие допустимой неоднородности (5.3.26) имеет прежний
вид: (

λ
(α0

θ0

)
, µ

(α0

θ0

))
∈ (Â1), (5.3.43)

но относится к множеству Â1, определенному в (5.3.42). Тогда утвер-
ждение теоремы 5.3.1 сохранится и для начальных скачков ξ1,T , зави-
сящих от T и удовлетворяющих (5.3.42).
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Доказательство теоремы 5.3.1 в неоднородном случае основано на
лемме 5.3.3. Просматривая ее доказательство, мы видим, что основные
оценочные неравенства (5.3.37), (5.3.38) будут при выполнении условий
следствия 5.3.1 равномерными по T , т.е. постоянные c, C в неравен-
ствах (5.3.33), (5.3.36) будут независимы от T . Это доказывает след-
ствие 5.3.1.

§ 5.4 Доказательство теоремы 5.2.1 и ее обобще-
ния

5.4.1 Доказательство теоремы 5.2.1

(i). Докажем интегро-локальное утверждение (5.2.4) для процесса Z(t).
Аналогично предыдущему, условие α ∈ K≶, не ограничивая общности,
можно сузить до условия α → α0 ∈ K≶, а условие допустимой неодно-
родности до условия

(
λ(α0), µ(α0)

)
∈ (A1).

Чтобы упростить изложение, мы детально будем рассматривать лишь
более сложную задачу об асимптотике P>T,α в (5.2.4), соответствующую
событию B(>u, v,w). Изменения, которые нужно внести в доказатель-
ство в более простой задаче об асимптотике P<T,α, будут названы в конце
доказательства.

Чтобы упростить обозначения при изучении асимптотики P>T,α, мы
опустим на время индексы ≶ и будем писать K вместо K>, B(u, v,w)
вместо B(>u, v,w), IZ(α, u, v,w) вместо IZ(α,>u, v,w) и т.д.

При u < T имеем

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x), B(u, v,w)

)
= PZ,1 + PZ,2, (5.4.1)

где

PZ,1 := P(Z(T ) ∈ ∆[x), B(u, v,w), τ1 > T ) =

= I{0∈∆[x)}P(τ1>T+v, ζ1∈w), I{0∈∆[x)}=I{x∈(−∆,0]}, (5.4.2)

PZ,2 := P(Z(T ) ∈ ∆[x), B(u, v,w), τ1 6 T ) =

=

T−u∫
0

H̃(dy,∆[x))P(τ > T − y + v, ζ ∈ w). (5.4.3)

Оценим сначала часть

J1 :=

T−u∫
T (1−p)

H̃
(
dy,∆[x)

)
P(τ > T − y + v, ζ ∈ w)
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интеграла в правой части (5.4.3), взятую по области (T (1− p), T −u)
при фиксированном p ∈ (0, 1). Для удобства ссылок оценку сверху ин-
теграла J1 сформулируем в виде леммы.

Лемма 5.4.1. При любых ε > 0, u 6 u0 и T → ∞ справедливо
неравенство

J1 6
∆√
T
ψ1C(1, α)e

−TD(α)
(
1 + o(1)

)
×

×
∞∫
u

eλ(α)yP(τ > y + v − ε, ζ ∈ w), (5.4.4)

где остаточный член o(1) равномерен по u 6 u0, от v и w не зависит;
C(θ, α) определено в (5.3.9).

Доказательство леммы 5.4.1. Чтобы упростить выкладки докажем
(5.4.4) сначала при w = R. Пусть p > 0 фиксировано и таково, что
в точках (t′, x), t′ ∈

(
T (1 − p), T

)
применима интегро-локальная тео-

рема 5.3.1 для меры восстановления. Положив yk = kδ, k = 0, 1, . . .,
получим оценку сверху

J1 6
∑

u6yk6pT
H̃
(
δ[T − yk), ∆[x)

)
P(τ > yk + v − δ). (5.4.5)

По теореме 5.3.1

J1 6
∑

u6yk6pT

δ∆√
T
ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
C(1, α)×

× exp

{
−TD

(
1− yk

T
, α

)}(
1 + o(1)

)
P(τ > yk + v − δ), (5.4.6)

где o(1) равномерно по u 6 u0 и от v не зависит. В силу выпуклости
функции D(v, α)

D
(
1− yk

T
, α

)
> D(1, α)− yk

T
D′

(1)(1, α). (5.4.7)

По лемме 3.5.2 при α ∈ (α−, α+) \ [β−, β+] выполняется

D′
(1)(1, α) = λ(α) < λ+. (5.4.8)

Так как точка α0 отделена от запретного множества [β−, β+] (см. лем-
му 3.5.3), то значение λ(α) отделено от λ+:

λ(α) < λ+ − ε при некотором ε > 0. (5.4.9)
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Поскольку случай λ+ = ∞ является более простым с точки зрения по-
следующих выкладок, то в (5.4.9) и в дальнейшем для определенности
мы будем рассматривать лишь более сложный случай λ+ < ∞ (рас-
смотрения в случае λ+ = ∞ отличаются лишь упрощениями).

Из (5.4.6), (5.4.7), (5.4.9) вытекает, что

J1 6
∆√
T
ψ1C(1, α)e

−TD(α)×

×
∑

u6yk6pT
δeλ(α)ykP(τ > yk + v − δ)

(
1 + o(1)

)
, (5.4.10)

где остаточный член o(1) равномерен по u 6 u0 и от v не зависит.
Далее, пусть для определенности λ(α) > 0. Тогда

δeykλ(α)P(τ > yk + v − δ) 6
yk+1∫
yk

eλ(α)yP(τ > y + v − 2δ)dy

и из (5.4.10) находим

J1 6
∆√
T
ψ1C(1, α)e

−TD(α)×

×
pT∫
u

eλ(α)yP(τ > y + v − 2δ)dy
(
1 + o(1

)
), (5.4.11)

где остаточный член o(1) равномерен по u 6 u0 и от v не зависит,
а интеграл в правой части (5.4.11) сходится в силу (5.4.8).

Из (5.4.11) вытекает, что J1 при всех достаточно больших T не пре-
восходит правой части в (5.4.4) при w = R. Но если в неравенства
(5.4.5), (5.4.6),(5.4.10),(5.4.11), под знаком вероятности добавить собы-
тие {ζ ∈ w}, то все утверждения в названных неравенствах о незави-
симости от v перейдут очевидным образом в утверждения о независи-
мости от v, w. Таким образом, J1 при всех достаточно больших T не
превосходит правой части в (5.4.4) равномерно по α ∈ K, u 6 u0, v, w.
Лемма 5.4.1 доказана.

Аналогично получаем оценку снизу для J1 того же вида. (В правой
части (5.4.5) P(τ > yk+v−δ) надо заменить на P(τ > yk+v+δ), а вместо
неравенства (5.4.7) использовать асимптотическое представление

D

(
1− yk

T
, α

)
= D(1, α)− yk

T
D′

(1)(1, α) +O

((yk
T

)2
)
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при малых yk
T (при малых p)).

В итоге из этих оценок мы получаем

J1 =
∆√
T
ψ1C(1, α)e

−TD(α)
(
1 + o(1)

)
×

×
∞∫
u

eλ(α)yP(τ > y + v − ε, ζ ∈ w). (5.4.12)

Оценим теперь сверху вторую часть J2 интеграла в (5.4.3):

J2 :=

T (1−p)∫
0

H̃(dy,∆[x))P(τ > T − y + v, ζ ∈ w) 6

6
T (1−p)∫
0

H̃
(
dy,∆[x)

)
P(τ > T − y). (5.4.13)

Для yk := δk, k = 0, 1, . . ., v > 0 имеем

J2 6
[T (1−p)/δ]∑

k=0

H̃
(
δ[yk),∆[x)

)
P(τ > T − yk) 6

6
[T (1−p)/δ]∑

k=0

H̃
(
δ[yk), ∆[x)

)
P(τ > T − yk). (5.4.14)

Воспользуемся следующим утверждением (ср. с теоремой 5.3.1).

Лемма 5.4.2. При некоторых C <∞, T0 <∞ и всех

T > T0, 0 6 y 6 T (1− p), 0 < δ 6 1, 0 < ∆ 6 1

справедливо неравенство

H̃
(
δ[y),∆[x)

)
6 T 2e−λ(α)y−µ(α)x. (5.4.15)

Лемму 5.4.2 докажем ниже в настоящем разделе, а сейчас с помощью
этой леммы продолжим оценивание сверху J2.

Из экспоненциального неравенства Чебышева вытекает, что

lim sup
T→∞

1

T
lnP(τ > T ) 6 −λ+. (5.4.16)
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Из соотношений (5.4.15), (5.4.16) следует оценка сверху для логариф-
ма J2:

lim sup
T→∞

1

T
ln J26− min

06w61−p

{
λ(α0)w+µ(α0)α0+(1−w)λ+

}
. (5.4.17)

Поскольку в силу условия α0 /∈ [β−, β+] выполняется λ+−λ(α0)>0, то
нижняя грань в правой части (5.4.17) достигается при w = 1 − p, так
что правая часть в (5.4.17) равна

−λ(α0)− µ(α0)α0 − p
(
λ+ − λ(α0)

)
= −D(1, α0)− p

(
λ+ − λ(α0)

)
.

Поэтому

lim sup
T→∞

1

T
ln J2 6 −D(1, α0)− p

(
λ+ − λ(α0)

)
6

6 −D(α)− p

2

(
λ+ − λ(α0)

)
. (5.4.18)

Из (5.4.18) вытекает, что при некотором ε > 0 и T → ∞

J2 = O(e−T (D(α)+ε)) = o

(
∆√
T
e−TD(α)

)
. (5.4.19)

Таким образом, сумма PZ,2 = J1 + J2 равна правой части в (5.4.12).
Вместе с (5.4.1)-(5.4.3) это доказывает требуемое утверждение (5.2.4).
Следовательно, для доказательства (5.2.4) нам осталось выполнить

Доказательство леммы 5.4.2. Для любых n > 1, ∆ 6 1, δ 6 1 имеем

P
(
Tn ∈ δ[y), Zn ∈ ∆[x)

)
=

=E
(
exp

{
− λ(α)Tn−µ(α)Zn+λ(α)Tn+µ(α)Zn

}
; Tn∈δ[y), Zn ∈ ∆[x)

)
6

6 exp
{
− λ(α)y − µ(α)x

}
e|λ(α)|δ+|µ(α)|∆Eeλ(α)Tn+µ(α)Zn 6

6 exp
{
− λ(α)y − µ(α)x

}
e|λ(α)|+|µ(α)|ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
ψn−1

(
λ(α), µ(α)

)
.

Поскольку α→ α0 при T → ∞, то для всех достаточно больших T(
λ(α), µ(α)

)
∈ (A), ψ

(
λ(α), µ(α)

)
= 1,

и при этом в силу условия
(
λ(α0), µ(α0)

)
∈ (A1) допустимой неоднород-

ности
lim sup
T→∞

ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
<∞.

Поэтому для некоторых T0 <∞, C1 <∞ и при всех T > T0, n > 1

P(Tn ∈ δ[y), Zn ∈ ∆[x)) 6 C1e
−l(α)y−µ(α)x.
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Следовательно, при всех T > T0

H̃
(
δ[y), ∆[x)

)
6 C1T

2e−λ(α)y−µ(α)x+

+
∑
n>T 2

P
(
Tn ∈ δ[y), Zn ∈ ∆[x)

)
. (5.4.20)

Далее, при y + δ 6 T (1− p) + δ 6 T имеем

P
(
Tn ∈ δ[y), Zn ∈ ∆[x)

)
6 P(Tn 6 T ) 6 P

( n∑
k=2

τk 6 T
)
,

и в силу экспоненциального неравенства Чебышева при n > T 2 + 1

P
( n∑
k=2

τk 6 T
)
6 e−(n−1)Λ(τ)( T

n−1
) 6 e−(n−1)Λ(τ)( 1

T
),

где Λ(τ)( 1
T ) → Λ(τ)(0) = ∞ при T → ∞. Поэтому (ср. с (5.3.31), (5.3.32),

где рассмотрен однородный случай) получаем

lim sup
T→∞

1

T
ln

∑
n>T 2

P
(
Tn ∈ δ[y), Zn ∈ ∆[x)

)
= −∞. (5.4.21)

Из соотношений (5.4.20), (5.4.21) вытекает (5.4.15). Лемма 5.4.2 и соот-
ношение (5.2.4) доказаны.

(ii). Докажем утверждение (ii) теоремы 5.2.1 для однородных про-
цессов Z(t). Рассмотрим первое слагаемое в правой части (5.2.4). Либо
0 /∈ K, и тогда это слагаемое отсутствует (при достаточно малом ∆);
либо 0 ∈ K, и тогда 0 ̸∈ [β−, β+] (см. лемму 3.5.3) и, стало быть, мно-
жество [β−, β+] пусто, λ

(τ1)
+ = λ+ > D(0). В этом случае выполнено

достаточное условие (5.2.9) замечания 5.2.2, в силу которого рассмат-
риваемое слагаемое есть O(e−T (D(0)+ε)).

(iii). Пусть Z(t) = Z(st)(t). Если α ∈ K, то для α′ из окрестности
точки α выполняется ψ

(
λ(α′), µ(α′)

)
= 1 и в силу (5.2.10)

ψ
(
0, µ(α′)

)
<∞, ψ(st)

(
λ(α′), µ(α′)

)
<∞

Это означает, что (AK) ⊂ (A(st)) и условие допустимой однородности
для A1 = A(st) выполнено. Последующие рассуждения, доказывающие
пренебрежимость первого слагаемого в правой части (5.2.4) повторяют
рассуждения раздела (ii), так как здесь снова, как в п. (ii), λ(τ1)+ = λ+.

Пусть область A прямоугольна. В этом случае соотношения

AK =
{(
λ(α), µ(α)

)
: α ∈ K

}
⊂ (A) = (−∞, λ+)× (µ

(ζ)
− , µ

(ζ)
+ )
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c необходимостью влекут за собой (5.2.5).
Доказательство утверждения (5.2.4) теоремы 5.2.1 для вероятности

P<T,α отличается от изложенного выше значительными упрощениями.
Интеграл в пределах от 0 до T − u в (5.4.3) надо заменить интегралом
в пределах от T − u до T . Этому интегралу в (5.2.4) будет соответство-
вать интеграл

IZ(α,
<u, v,w) =

u∫
0

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy,

который всегда конечен и нет необходимости обеспечивать с помощью
условия α /∈ [β−, β+] неравенство λ(α) < λ+ − ε и конечность инте-
грала IZ(α,>u, v,w), как это делалось при изучении вероятности P>T,α.
Изучение асимптотики интеграла в пределах от T − u до T в (5.4.3),
который мы получим после названной выше замены, также происходит
значительно проще.

Теорема 5.2.1 доказана.
Совершенно аналогично, но со многими упрощениями можно рас-

сматривать случай, когда случайная величина τ арифметична, ζ нере-
шетчата, а параметр T = n является целочисленным. В результате по-
лучим, в частности, следующее утверждение.

Следствие 5.4.1. Пусть случайная величина ζ нерешетчата. В од-
нородном случае для α ∈ K<, любого фиксированного l и ∆ = o(1)
при n→ ∞ выполняется

P
(
Z(n) ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
=

∆C(α)√
n

e−nD(α)P(τ > l)
(
1 + o(1)

)
.

5.4.2 Распространение результатов на случай, когда рас-
пределение (τ1, ζ1) зависит от некоторого парамет-
ра

Рассмотрим теперь случай, когда распределение P1 = P1,U начального
вектора ξ1 = ξ1,U зависит от некоторого параметра U таким образом,
что

P1,U ⇒ P1 при U → ∞. (5.4.22)

Пусть U зависит от T таким образом, что U → ∞ при T → ∞. Возни-
кает вопрос при каких условиях на P1,U при T → ∞ сохранится утвер-
ждение теоремы 5.2.1. Нам понадобится следующее условие

[P̂1]. Существуют распределение P̂1 в R2 и постоянная c <∞ та-
кие, что
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1. P1,U

(
(t,∞)×∆[x)

)
6 cP̂1

(
(t,∞)×∆[x)

)
(5.4.23)

при всех t > 0, x, любом фиксированном ∆ > 0 и всех достаточно
больших U (или T ).

2. ψ̂1(λ, µ) <∞ при (λ, µ) ∈ AK≶ ,

где ψ̂1(λ, µ) — преобразование Лапласа над распределением P̂1 и, как и
прежде,

AK =
{(
λ(α), µ(α)

)
: α ∈ K

}
.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.4.1. Пусть ψ1, ψ1,T — преобразования Лапласа над рас-
пределениями P1, P1,T , соответственно. Пусть выполнены условия
теоремы 5.2.1, в которых условие допустимой неоднородности (5.2.3)
заменено на условия (5.4.22) и [P̂1]. Тогда ψ1,U (λ, µ) → ψ1(λ, µ) при
(λ, µ) ∈ AK≶, T → ∞ и

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x), B(≶u, v,w)

)
=

=
∆√
T
ψ1C(α)e

−TD(α)IZ(α,
≶u, v,w)

(
1 + o(1)

)
(5.4.24)

при ∆ = o(1), T → ∞ (ср. с теоремой 5.2.1).

Доказательство. Пусть K — одно из множеств K≶. Из условия [P̂1]
вытекает, что

ψ1,U (λ, µ) 6 cψ̂1(λ, µ) (5.4.25)

при (λ, µ) ∈ AK и всех достаточно больших U . Действительно, инте-
грируя два раза по частям, получаем

ψ1,U (λ, µ) =

∞∫
−∞

∫ ∞

0
eλt+µxP1,U (dt, dx) =

=

∞∫
−∞

eµx
[
eλtP1,U ((0,∞)× dx) +

∞∫
0

λeλtP1,U

(
(t,∞)× dx

)
dt

]
6

6 c

∞∫
−∞

eµx
[
eλtλtP̂1

(
(0,∞)× dx

)
+

∞∫
0

λeλtP̂1

(
(t,∞)× dx

)
dt

]
=cψ̂1(λ, µ).
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Из (5.4.25) следует, что

sup
(λ,µ)∈AK

ψ1,U (λ, µ) 6 c1 <∞ (5.4.26)

при всех достаточно больших U . Так как AK содержит окрестность
точки (0, 0) (см. замечание 5.2.2), то в силу (5.4.26) выполнено условие
(5.3.42) при Â1 = AK . Поскольку в условиях теоремы 5.3.1(

λ
(α0

θ0

)
, µ

(α0

θ0

))
∈ (AK) = (Â1),

то выполнено также и условие (5.3.43) следствия 5.3.1 при Â1=AK .
Кроме того, из (5.4.22) и (5.4.25) следует, что

ψ1,U (λ, µ) → ψ1(λ, µ) (5.4.27)

при T → ∞ и (λ, µ) ∈ (AK). Из следствия 5.3.1 и (5.4.27) вытекает, что
при выполнении (5.4.22) и [P̂1] сохраняется утверждение теоремы 5.3.1
и, стало быть, все рассуждения в доказательстве теоремы 5.2.1. Теоре-
ма 5.4.1 доказана.

Воспользуемся теперь теоремой 5.4.1 для получения интегро-локаль-
ной теоремы для приращений

ZU (t) = Z(U + t)− Z(U),

где Z(t) — однородный ОПВ. В этом случае начальный скачок ξ1 = ξ1,U
зависит от U и равен

ξ1,U =
(
χ(U), ζ(U)

)
.

Пусть для определенности λ+ > D(0), K = K<. Покажем, что рас-
пределение P1,U вектора ξ1,U удовлетворяет условию [P̂1], в котором
в качестве распределения P̂1 следует взять распределение P (st) вектора
ξ(st) с преобразованием Лапласа

ψ(st)(λ, µ) =
1

λaτ

(
ψ(λ, µ)− ψ(0, µ)

)
.

Действительно, из рассмотрений § 1.1 следует, что P1,U ⇒ P (st) при
U → ∞, так что P1 = P (st). Неравенство (5.4.23) при P̂1=P1 нетрудно
извлечь из доказательства леммы 1.1.1. Мы получим таким образом

Следствие 5.4.2. Пусть Z(t) однородный ОПВ, λ+ > D(0), α =
x/T ∈ K, ∆ = o(1) при T → ∞. Тогда

P
(
Z(U + T )− Z(U) ∈ ∆[x)

)
=

=
∆√
T
ψ(st)C(α)e−TD(α)IZ(α, 0, 0,R)

(
1 + o(1)

)
при U → ∞, T → ∞.
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§ 5.5 Доказательство теорем 5.2.2–5.2.4

5.5.1 Доказательство теоремы 5.2.2

Ограничимся опять рассмотрением более сложного случая об изучении
асимптотики P

(
Y (T ) ∈ ∆[x), B(>u, v)

)
.

(i). При λ = λ(α), µ = µ(α) имеем

IY (α,
>0, 0) =

∞∫
0

eλyE(eµζ ; τ > y)dy =

∞∫
−∞

eµzM(λ, dz),

где

M(λ, dz) :=

∞∫
0

eλyP(ζ ∈ dz, τ > y)dy.

При λ ̸= 0 положим U(y) := P(ζ ∈ dz, τ > y), V (y) := eλy

λ . Тогда

M(λ, dz) =

∞∫
0

U(y)dV (y) = U(y)V (y)
∣∣∣∞
0

+
1

λ

∞∫
0

eλyP(ζ ∈ dz, τ ∈ dy),

где
U(y)V (y)

∣∣∣∞
0
= − 1

λ
P(ζ ∈ dz).

Поэтому в силу равенства ψ(λ, µ) = 1 и условия (5.2.5) получаем
µ ∈ (µ

(ζ)
− , µ

(ζ)
+ ),

IY (α,
>0, 0) =

1− ψ(ζ)(µ)

λ
<∞

(если λ = λ(α) > 0, то в силу неравенства IY (α, 0, 0) > 0 выполняется
ψ(ζ)(µ) < 1 и условие (5.2.5) выполняется автоматически).

При λ = 0 положим V (y) = y. Тогда

M(0, dz) =

∞∫
0

P(ζ ∈ dz, τ > y)dy =

∞∫
0

yP(ζ ∈ dz, τ ∈ dy),

IY (α,
>0, 0) =

∞∫
−∞

∞∫
0

eµzyP(ζ ∈ dz, τ ∈ dy) = ψ′
(1)(0, µ).

Соотношения (5.2.14), (5.2.15) доказаны.
(ii). Доказательство второго утверждения основано на теореме 5.2.1.

Обозначим для краткости через BY событие

BY = BY (x,∆,
>u, v) :=

{
Y (T ) ∈ ∆[x), B(>u, v)

}
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и заметим, что

P(BY ) = P(BY , τ1 > T ) +P(BY , τ1 6 T ), (5.5.1)

где
P(BY , τ1 > T ) = P

(
τ1 > T + v, ζ1 ∈ ∆[x)

)
.

Второе слагаемое в (5.5.1) равно

P(BY , τ1 6 T ) =

=

∞∫
−∞

P
(
Z(T ) ∈ dz, B

(
>u, v,∆[x− z)

)
, τ1 6 T

)
. (5.5.2)

Найдем приближение интеграла в правой части (5.5.2) с помощью ряда∑
:=

∑
k

P
(
Z(T ) ∈ δ[zk); B

(
>u, v,∆[x− zk)

)
, τ1 6 T

)
, (5.5.3)

где
zk = x− sk, sk = kδ, k = . . . ,−1, 0, 1, . . .

Пусть ∆ фиксировано, а δ сходится к нулю при T → ∞. Тогда

P(BY , τ1 6 T )=
∑
k

∫
δ[zk)

P
(
Z(T ) ∈ dz, B

(
>u, v,∆[x− z)

)
, τ1 6 T

)
6

6
∑
k

∫
δ[zk)

P
(
Z(T ) ∈ dz, B

(
>u, v,∆′[x′ − zk)

)
, τ1 6 T

)
, (5.5.4)

где
x′ = x− δ, ∆′ = ∆+ δ, (5.5.5)

так что

P(BY , τ1 6 T ) 6
∑
k

P
(
Z(T ) ∈ δ[zk), B

(
>u, v,∆′[x′ − zk)

)
, τ1 6 T

)
.

Совершенно аналогично получаем оценку снизу

P(BY , τ1 6 T ) >
∑
k

P
(
Z(T ) ∈ δ[zk), B

(
>u, v,∆′′[x− zk)

)
, τ1 6 T

)
,

где
∆′′ = ∆− δ. (5.5.6)
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Найдем теперь асимптотику ряда
∑

в (5.5.3) и убедимся, что она
нечувствительна к заменам (5.5.5), (5.5.6) при δ → 0.

Рассмотрим сначала подсумму
∑

1 ряда в (5.5.3), образованную сла-
гаемыми, соответствующими sk таким, что |sk| < ε

√
T , где ε→ 0 при

T → ∞, ε
√
T → ∞. Обозначим

αk :=
zk
T

= α− sk
T
.

Тогда при T → ∞

D(αk) = D(α)− sk
T
µ(α) +O

((sk
T

)2
)
. (5.5.7)

Функции C(α), λ(α), представленные в (5.2.4), непрерывны по α, так
что

C(αk) ∼ C(α), λ(αk) ∼ λ(α) при |sk| < ε
√
T , T → ∞.

Поэтому, если δ → 0 достаточно медленно при T → ∞, то по теоре-
ме 5.2.1 (см. также (5.4.3))

∑
1
∼ δ√

T
ψ1C(α)e

−TD(α)
∑

k: |sk|<ε
√
T

eµ(α)sk×

×
∞∫
u

eλ(α)yP
(
τ > y + v, ζ ∈ ∆[sk)

)
dy, (5.5.8)

где сумма в правой части, умноженная на δ, асимптотически эквива-
лентна

∞∫
−∞

eµ(α)s
∞∫
u

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ ∆[s))dyds =

=

∞∫
u

eλ(α)y
∞∫

s=−∞

eµ(α)s
s+∆∫
z=s

P(τ > y + v, ζ ∈ dz)dsdy =

=

∞∫
u

eλ(α)y
∞∫

z=−∞

P(τ > y + v, ζ ∈ dz)

z+∆∫
s=z

eµ(α)sdsdy =

=
eµ(α)∆ − 1

µ(α)

∞∫
u

eλ(α)yE(eζµ(α); τ > y + v)dy =
eµ(α)∆ − 1

µ(α)
IY (α, u, v).
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Если мы теперь в полученном выражении x заменим на x′=x−δ
(т.е. α на α′ = α − δ

T ) и ∆ на ∆′ = ∆ + δ или ∆′′ = ∆ − δ, то,
очевидно, оно будет асимптотически эквивалентно исходному. То же
самое справедливо для множителя

ψ1C(α)e
−TD(α)

в (5.5.8). Таким образом, исходное выражение для P(BY , τ1 6 T ) в (5.5.4)
асимптотически эквивалентно

eµ(α)∆ − 1

µ(α)
√
T

ψ1C(α)e
−TD(α)IY (α, u, v).

Нам остается провести оценку сверху подсумм ряда (5.5.3) по внеш-
ности области sk ∈ (−ε

√
T , ε

√
T ). Опишем кратко ход оценивания.

Рассмотрим сначала область ε(−T,−
√
T ), где ε настолько мало, что

x
T − ε = α − ε ∈ K. Тогда оценка сверху подсуммы

∑
2 ряда (5.5.3)

по области −εT < sk 6 −ε
√
T происходит совершенно аналогично

предыдущему, но вместо асимптотического представления (5.5.7) надо
использовать неравенство

D(αk) > D(α)− sk
T
µ(α), (5.5.9)

вытекающее из выпуклости функции D(α) и равенства D′(α) = µ(α).
Мы получим вместо (5.5.8) неравенство

∑
2
6 δ√

T
ψ1C(α)e

−TD(α)
∑

sk<−ε
√
T

eµ(α)sk

∞∫
0

eλ(α)yP
(
τ > y, ζ ∈∆[sk)

)
dy,

где сумма в правой части, умноженная на δ, асимптотически эквива-
лентна

−ε
√
T∫

−∞

eµ(α)s
∞∫
0

eλ(α)yP
(
τ > y, ζ ∈ ∆[s)

)
dy ds.

Интегрируя по частям, нетрудно убедиться, что этот интеграл имеет
тот же порядок малости, что и интеграл

−ε
√
T∫

−∞

∞∫
0

eλ(α)y+µ(α)sP(τ ∈ dy, ζ ∈ ds). (5.5.10)
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Но этот интеграл по области s < −ε
√
T пренебрежимо мал по срав-

нению с полным интегралом, который равен A
(
λ(α), µ(α)

)
= 1. Таким

образом, ∑
2
= o

(
ψ1C(α)√

T

)
e−TD(α). (5.5.11)

Аналогичным образом оценивается подсумма
∑

3 ряда (5.5.3) по об-
ласти ε

√
T 6 sk < εT .

Рассмотрим далее подсумму
∑

4 ряда (5.5.3) по области sk>εT .
Здесь интегро-локальные теоремы для P

(
Z(T ) ∈ δ[zk)

)
при zk < x− εT

(см. (5.5.3)), вообще говоря, уже не применимы. Но вероятности рас-
сматриваемых здесь событий экспоненциально меньше главной части и
нам будет достаточно воспользоваться локальным принципом больших
уклонений для Z(T ) (см. теорему 3.4.1), в силу которого при αk =
α− sk

T < α− ε, sk > εT , T → ∞

lnP
(
Z(T ) ∈ δ[zk)

)
= −TD̂(αk) + o(T ),

где функция D̂(α) выпукла и совпадает с D(α) в области K (см. теоре-
му 3.5.3), так что аналогично (5.5.9)

D̂(αk) > D(α)− sk
T
µ(α).

Поэтому

lnP
(
Z(T ) ∈ δ[zk)

)
6 −TD(α) + skµ(α) + o(T ).

Так как аналог интеграла (5.5.10) по области s > εT допускает экспо-
ненциально малую оценку, то отсюда следует, что

∑
4 также допускает

оценку вида (5.5.11). Подсумма
∑

5 по области sk< − εT рассматрива-
ется аналогично.

(iii). Утверждение о том, что в однородном случае слагаемым
P1

(
v,∆[x)

)
в правой части (5.2.16) можно пренебречь, доказано в заме-

чании 5.2.6 (см. (5.2.18)).
(iv). Выполнение условия допустимой неоднородности (AK)⊂(A(st))

доказано в п. (iii) теоремы 5.2.1. Малость слагаемого P1(v,∆[x)) отно-
сительно главной части в правой части (5.2.16) вытекает из следующего
утверждения.

Лемма 5.5.1. Пусть α = αT → α0 ∈ K при T → ∞,(
λ(α0), µ(α0)

)
∈ (A1),

(
0, µ(α0)

)
∈ (A1). (5.5.12)

Тогда при некотором ε > 0

P
(
τ1 > T, ζ1 ∈ ∆[x)

)
= O(e−T (D(α)+ε)) при T → ∞. (5.5.13)
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Условия (5.5.12) леммы 5.5.1 выполнены, поскольку(
0, µ(α)

)
∈ (A(st)) при всех α ∈ K.

Чтобы убедиться в этом, надо показать, что значение ψ(st)
(
0, µ(α)

)
конечно. Но функция

ψ(st)
(
λ, µ(α)

)
=
ψ(λ, µ(α))− ψ(0, µ(α))

aτλ

имеет в точке λ = 0 устранимую особенность и равна

1

aτ

∂ψ(λ, µ(α))

∂λ

∣∣∣
λ=0

.

Это значение конечно, так как по условию (5.2.5)
(
0, µ(α)

)
∈ (A). Таким

образом, для доказательства теоремы 5.2.2 нам остается провести
Доказательство леммы 5.5.1. Обозначим

P1 := P
(
τ1 > T, ζ1 ∈ ∆[x)

)
.

Для оценки сверху вероятности P1 определим наряду с вектором (τ1, ζ1)
случайный вектор (τ̂1, ζ̂1), положив для любого B ⊂ R2

P
(
(τ̂1, ζ̂1) ∈ B

)
:=

1

ψ1(λ(α), µ(α))
E
(
eλ(α)τ1+µ(α)ζ1 ; (τ1, ζ1) ∈ B

)
(преобразование Крамера над (τ1, ζ1)). Имеем

P1 =

=e−T (λ(α)+µ(α)α)E
(
eλ(α)τ1+µ(α)ζ1−λ(α)(τ1−T )−µ(α)(ζ1−x); τ1 > T, ζ1 ∈ ∆[x)

)
=

= e−TD(α)ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
E
(
e−λ(α)(τ̂1−T )−µ(α)(ζ̂1−x); τ̂1 > T, ζ̂1 ∈ ∆[x)

)
6

6 e−TD(α)+|µ(α)|∆ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
E(T ),

где
E(T ) := E(e−λ(α)(τ̂1−T ); τ̂1 > T ).

Таким образом, при T → ∞ имеем

P1 = O
(
e−TD(α)E(T )

)
. (5.5.14)

Пусть λ(α0) > 0; тогда λ(α) > 0 для всех достаточно больших T и

E(T ) 6 P(τ̂1 > T ).
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В силу первого условия в (5.5.12) вектор τ̂1 (распределение которого
зависит от α = αT ) удовлетворяет равномерному по T условию [C]:

Eeh|τ̂1| 6M при всех T ∈ [T0,∞)

и некоторых h > 0, T0 <∞, M <∞. Поэтому для некоторого ε > 0

E(T ) = O(e−εT ) при T → ∞.

Отсюда и из (5.5.14) получаем в случае λ(α0) > 0 соотношение (5.5.13).
Пусть теперь λ(α0) 6 0. Тогда

P1 = e−T (λ(α)+µ(α)α)+Tλ(α)E(eµ(α)ζ1−µ(α)(ζ1−x); τ1 > T, ζ1 ∈ ∆) 6
6 e−TD(α)+Tλ(α)+|µ(α)|∆G(T ), G(T ) := E(eµ(α)ζ1 ; τ1 > T ).

Применяя для оценивания сверху G(T ) неравенство Гельдера (см. ана-
логичное место в доказательстве леммы 5.3.3), получаем для любых
p > 0, q > 0, p+ q = 1

G(T ) 6 (E(e
1
p
µ(α)ζ1)pPq(τ1 > T ).

В силу второго условия в (5.5.12) найдется p0 < 1 такое, что

lim
T→∞

(E
(
e

1
p0
µ(α)ζ1)p0 <∞.

Поэтому по условию [C] для τ1 получаем для некоторых T0 < ∞,
c <∞, v > 0, что при T > T0 выполняется

G(T ) 6 ce−vT , P1 6 ce−TD(α)+Tλ(α)+|µ(α)|∆e−vT 6 ce−TD(α)− v
2
T .

Последнее неравенство справедливо в силу того, что в случае λ(α0) 6 0

eTλ(α)+|µ(α)|∆ = eo(T ) при T → ∞.

Таким образом, и в случае λ(α0) 6 0 соотношение (5.5.13) также уста-
новлено. Лемма 5.5.1 и теорема 5.2.2 доказаны.

5.5.2 Доказательство теоремы 5.2.3 о конечномерных рас-
пределениях

Доказательство основано на теоремах 5.2.1, 5.4.1. Доказательство разо-
бьем на несколько этапов.
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1. Уточним сначала, пользуясь условием [P̂K ] (см. (5.2.22)), остаточ-
ный член O(e−T (D(α)+ε)) в (5.2.4). Для этого уточним оценку второй
части

J2 :=

T∫
T (1−p)

H̃((T − dy), ∆[x))P(τ > y + v, ζ ∈ w).

интеграла J в (5.4.3) (см. (5.4.13)). В силу условия [P̂K ] (см. (5.2.22),
(5.2.23)) при всех достаточно больших T имеем

J26
T∫

T (1−p)

H̃
(
T − dy, ∆[x)

)
P(τ>y)eδye−δyP(τ>y + v, ζ ∈ w

∣∣ τ > y)6

6 cP̂
(
(v,∞), w

) ∞∫
T (1−p)

H̃
(
T − dy, ∆[x)

)
eδyP(τ > y).

Здесь интеграл оценивается точно так же, как интеграл в (5.4.14),
но с учетом того, что λ(α) < λ+ − δ, δ > 0. В итоге мы получаем (см.
(5.4.18), (5.4.19))

J2 6 c1P̂
(
(v,∞), w

)
e−T (D(α)+ε), c1 = const. (5.5.15)

2. В силу условия [P̂K ] (см. (5.2.22), (5.2.23))

IZ(α,
>0, v,w) =

∞∫
0

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy 6

6 c

∞∫
0

e(λ(α)+δ)yP(τ > y)P̂
(
(v,∞), w

)
6 c2P̂

(
(v,∞), w

)
, c2 = const.

Это вместе с (5.2.4) и (5.5.15) дает

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x); B(>0, v,w)

)
6 c3∆√

T
e−TD(α)P̂

(
(v,∞), w

)
(5.5.16)

при всех v,w и всех достаточно больших T .
3. Рассмотрим процесс

ZT (t) := Z(T + t)− Z(T ) при t > 0.

Начальным вектором ξ1,T для процесса ZT (t) является вектор

ξ1,T =
(
χ(T ), ζ(T )

)
. (5.5.17)
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Его распределение P1,T,α при условии
{
Z(T ) ∈ ∆[x)

}
зависит от T и

α = x
T и в силу (5.2.4), (5.5.16) обладает при α→ α0 свойством

P1,T,α

(
(v,∞), w

)
=

P(Z(T ) ∈ ∆[x), B(>0, v,w))

P(Z(T ) ∈ ∆[x))
6

6 c4P̂
(
(v,∞), w

)
, c4 = const, (5.5.18)

при всех достаточно больших T . Кроме того, при T → ∞

P1,T,α

(
(v,∞), w

)
→ IZ(α

0,>0, v,w)

IZ(α0,>0, 0,R)
=: Pα0

(
(v,∞), w

)
. (5.5.19)

Поэтому для процесса ZT (t) на [0, U ] при U ∼ uT , u > 0, T → ∞,
мы можем воспользоваться теоремой 5.4.1, условие [P̂1] которой (см.
(5.4.23)) в силу (5.5.18), (5.5.19) выполнено. По этой теореме для услов-
ной вероятности

P
(
ZT (U) ∈ ∆[x′)

∣∣ Z(T ) ∈ ∆[x)
)

будет справедлива интегро-локальная теорема того же вида, что и тео-
рема 5.2.1, но с правой частью, в которой T надо заменить на U , α —
на α′ := x′

U , а множитель ψ1 — на множитель ψ(α0)

(
λ(α′), µ(α′)

)
, где

ψ(α0) —преобразование Лапласа над распределением Pα0 , определенном
в (5.5.19).

4. Из сказанного очевидным образом вытекает утверждение теоре-
мы 5.2.3 при N = 2, если T заменить на u1T , U — на (1 − u1)T . При
произвольном N следует использовать индукцию и те же рассуждения,
которые использовались в п. 1–3. Теорема 5.2.3 доказана.

5.5.3 Доказательство теоремы 5.2.4

Доказательство теоремы 5.2.4 вполне аналогично предыдущему дока-
зательству, но проще. Как уже отмечалось, λ(α) отделено от λ+ при
всех α и, следовательно, λ(α) < λ+ − ε при некотором ε > 0. Поэтому
в силу условия [h]

IZ(α,
>0, v,w) =

∞∫
0

eλ(α)tP(τ > t+ v, ζ ∈ w)dt =

= e−λ(α)v
∞∫
v

eλ(α)tP(τ > t, ζ ∈ w)dt 6

6 e−λ(α)veλ(α)v+h(v)P(τ > v, ζ ∈ w) = eh(v)P(τ > v, ζ ∈ w).
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Аналогичное неравенство справедливо для интеграла J2 (ср. с (5.5.15))
с поправочным множителем e−T (D(α)+ε) (ср. с п.1 доказательства тео-
ремы 5.2.3). Стало быть, для распределения P1,T,α начального вектора
(5.5.17) вместо (5.5.18) будем иметь

P1,T,α

(
(v,∞), w

)
=

P(Z(T ) ∈ ∆[x), B(0, v,w))

P(Z(T ) ∈ ∆[x))
6

6 eh(v)P(τ > v, ζ ∈ w) (5.5.20)

при всех достаточно больших T . Так как компакт AK вложен в область
сходимости интеграла∫

eλv+µz+h(v)P(τ > v, ζ ∈ dz)dv,

то из (5.5.20) аналогично предыдущему следует выполнение условия
допустимой неоднородности. Остальные рассуждения доказательства
повторяют в упрощенном виде рассуждения п.п. 3,4 доказательства тео-
ремы 5.2.3. Теорема 5.2.4 доказана.

§ 5.6 Точная асимптотика преобразования Лапла-
са над распределением обобщенного процес-
са восстановления и связанные с ней задачи

5.6.1 Основное утверждение

В § 3.7 на основе ПБУ для ОПВ была найдена грубая асимптотика
названного преобразования, т.е. представление

lnEeµZ(T ) = TÂ(µ)
(
1 + o(1)

)
при T → ∞ (5.6.1)

во всей области µ ∈ (µ−, µ+), в которой определена базовая функ-
ция Â(µ). Теперь мы можем аналогичным образом на основе интегро-
локальной теоремы 5.2.1 и доказательства теоремы 3.7.1 найти точную
асимптотику EeµZ(T ) при T → ∞, но теперь в более узкой области. На-
помним, что в замечании 5.2.2 к интегро-локальной теореме 5.2.1 было
отмечено, что компакт K>, фигурирующий в теореме 5.2.1, может быть
определен с помощью базовой функции Â(µ). Обозначим (µ̂−, µ̂+) мак-
симальную область аналитичности функции Â(µ), содержащую в себе
точку µ = 0, и положим

α̂− = A′(µ̂− + 0), α̂+ = A′(µ̂+ − 0).
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Тогда интервал (α̂−, α̂) будет областью аналитичности функции D̂(α),
содержащей в себе точку α = a.

Если λ+ > D(0), то µ̂± = µ±, α̂± = α± и компакты K< и K> нераз-
личимы по своему определению (запретное множество [β−, β+] пусто).

Условие λ+ > D(0), очевидно, выполнено, если λ+ = ∞ или a = 0
(тогда D(0) = 0). Как показано в теореме 3.3.2, (iv), оно выполнено
также, если граница ∂A60 в R2 вложена в открытую полуплоскость
{λ < λ+} (это всегда так, если A(λ+, µ) > 0 при всех µ).

Ниже мы будем применять интегро-локальную теорему 5.2.1. В ней
используется компакт K>, который мы заменим теперь эквивалентным
образом на любой отрезок K̂ ⊂ (α̂−, α̂+), содержащий точку α = a.
Пусть

Â =
{(
λ(α), µ(α)

)
, α ∈ K̂

}
— аналитический отрезок кривой ∂A6 в R2. Обозначим через Q(α) про-
изведение

Q(α) = ψ1

(
λ(α), µ(α)

)
C(α)IZ(α,

>0, 0,R)

в правой части (5.2.4) при u = 0, v = 0, w = R. При µ ∈ (µ−, µ+) введем
в рассмотрение функцию α(µ) := A′(µ), которая является обратной
функцией к µ(α) = D′(α), так что

A(µ) = sup
α

(
µα−D(α)

)
= µα(µ)−D

(
α(µ)

)
.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.6.1. Пусть (τ, ζ) — нерешетчатый вектор и выполнены
условия «допустимой неоднородности»

A60 ⊂ [A1], Â ⊂ (A1), P(τ1 > T ) =

= o

(
1√
T
e−TD(0)

)
при T → ∞. (5.6.2)

Тогда для любого µ ∈ (µ̂−, µ̂+)

EeµZ(T ) =

√
2πQ(α(µ))e−TA(µ)√

D′′(α(µ))

(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (5.6.3)

Замечание 5.6.1. Аналогичное утверждение справедливо для ариф-
метичных ζ. Если компонента τ арифметична, то интеграл IZ(α,>0, 0,R)
следует заменить на соответствующую сумму.

Если ОПВ Z(t) однороден, то условия (5.6.2) излишни.
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Теорема 5.6.1 показывает, что приближение (5.6.1) в области (µ̂−, µ̂+)
является весьма точным: следующий член асимптотического разложе-
ния для lnEeµZ(T ) оказывается «постоянным» (не зависимым от T ).

Доказательство. Положим, как и в § 3.7,

E(B) = E
(
eµZ(T ); Z(T )/T ∈ B

)
и пусть d− < d+, как и прежде, — границы множества D<∞

1 =
{
α :

D(α) <∞
}
. Положим далее при больших N и малом ε > 0

N− = max(−N, d− + ε), N+ = min(N, d+ + ε), BN = [N−, N+).

Из доказательства теоремы 3.7.1 следует (см. доказательства лемм 3.7.1,
3.7.2), что при достаточно большом N и достаточно малом ε найдется
ε1 > 0 такое, что при всех достаточно больших T

E(BN ) 6 e−TA(µ)−ε1T . (5.6.4)

Так как
EeµZ(T ) = E(R) = E(BN ) + E(BN ), (5.6.5)

то в силу (5.6.4) нам остается оценить E(BN ). При некотором h > 0
разобьем область BN на три части:

B1 = [N−, α(µ)− h), B2 = [α(µ)− h, α(µ) + h), B3 = [α(µ) + h,N+).

Оценим сначала значение E(B2), которое определяет главную часть
E(BN ). Ясно, что при достаточно малом h > 0 можно так выбрать
компакт K̂ ⊂ (α̂−, α̂+), что область B2 будет целиком лежать в K̂.

Выберем малое ∆ > 0 и положим

xk = Tα(µ) + k∆, k = −M,−M + 1, . . . ,M − 1,

где для простоты считаем M = hT
∆ целым числом. Интеграл

E(B2) =

T (α(µ)+h)∫
T (α(µ)−h)

eµxP
(
Z(T ) ∈ dx

)
представим в виде сумм

E(B2) =
M−1∑
k=−M

∫
∆[xk)

eµxP
(
Z(T ) ∈ dx

)
=

=
M−1∑
k=−M

eµxkP
(
Z(T ) ∈ ∆[xk)

)(
1 + o(1)

)
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при ∆ → 0. Чтобы упростить изложение, предположим сначала, что
0 /∈ B2. Тогда при

αk =
xk
T
, k = −M, . . . ,M − 1

согласно теореме 5.2.1 (ее условия выполнены) при T → ∞ и ∆ = o(1)
получаем

E(B2) =
√
T

M−1∑
k=−M

∆

T
Q(αk)e

T (µαk−D(αk))
(
1 + o(1)

)
. (5.6.6)

Здесь функция Q(α) непрерывна, а аналитическая функция µα−D(α)
достигает своего максимума, равного A(µ), в точке α(µ) и допускает
при малых h, |α− α(µ)| 6 h, разложение

µα−D(α) = A(µ)− (α− α(µ))2D′′

2
+O

(
|α− α(µ)|3

)
, (5.6.7)

где для краткости принято D′′ = D′′(α(µ)). Так как αk+1 − αk = ∆
T , то

сумма в (5.6.6) является интегральной суммой для интеграла

Q
(
α(µ)

) α(µ)+h∫
α(µ)−h

eT (µα−D(α))dα
(
1 + o(1)

)
,

который в силу (5.6.7) после замены
√
TD′′

(
α− α(µ)

)
= u будет равен

Q(α(µ))eTA(µ)√
TD′′

h
√
TD′′∫

−h
√
TD′′

e−
u2

2 du
(
1 + o(1)

)
=

=

√
2πQ(α(µ))eTA(µ)√

TD′′

(
1 + o(1)

)
. (5.6.8)

Если 0 ∈ B2, то в силу вложения {τ1 > T} ⊂
{
Z(T ) ∈ ∆[0)

}
в правой

части (5.2.4) и в сумме (5.6.6) появится еще одно слагаемое P(τ1 > T ).
Но по третьему условию допустимой неоднородности в (5.6.2) оно никак
не повлияет на окончательный результат в (5.6.8).

Итак, из (5.6.6) и проделанных вычислений получаем

E(B2) =

√
2πQ(α(µ))eTA(µ)√

D′′

(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (5.6.9)
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Оценим теперь слагаемое E(B3). Выберем опять малое ∆ и положим

αl = α(µ) + h+ l∆, l = 0, . . . , L− 1,

считая для простоты, что L = N+−α(µ)−h
∆ — целое число. Пусть для

определенности µ > 0. Тогда при любом l < L и ∆ = o(1) при T → ∞
будем согласно локальному ПБУ для ОПВ Z(T ) иметь (в силу (5.6.2)
условия теоремы 3.4.1 выполнены)

Jl :=

∫
T∆[αl)

eµxP
(
Z(T ) ∈ dx

)
6

6 eT (αl+∆)µP
(
Z(T ) ∈ T∆[αl)

)
= eT (µαl−D(αl))+o(T ).

Так как µα−D(α) вогнутая функция с максимумом в точке α=α(µ),
равным A(µ); D′′ > 0 при µ ∈ (µ̂−, µ̂+) и αl > α(µ) + h, то найдется
h1 > 0 такое, что при всех l < L выполняется

µαl −D(αl) 6 A(µ)− h1.

Поэтому

Jl 6 eT (A(µ)−h1)+o(T ),

E(B3) =
L−1∑
l=0

Jl 6 LeT (A(µ)−h1)+o(T ).
(5.6.10)

Аналогичным образом оцениваетсяE(B1). Сопоставляя (5.6.4), (5.6.5),
(5.6.9), (5.6.10), мы получаем (5.6.3). Теорема 5.6.1 доказана.

5.6.2 Уточнение неравенств теоремы 4.6.1 для распреде-
ления Z(T )

Если воспользоваться теоремой 5.6.1, то в ряде случаев можно получить
уточнение теоремы 4.6.1 о неравенствах для P

(
Z(T )>x

)
(например, за-

менить o(T ) на c(α) + o(1) в неравенствах (4.6.15), (4.6.16) и др.). Если

A(µ̂+) > 0, µ0 = sup
{
µ : A(µ) 6 0

}
,

то µ0 = 0, если a > 0, и µ0 > 0, A(µ0) = 0, если a < 0. Положим
α0 = A′(µ0). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.6.2. Пусть Z(t) — однородный ОПВ, (τ, ζ) — нерешет-
чатый вектор, A(µ̂+) > 0, α = x/T . Тогда при T → ∞

P
(
Z(T )>x

)
6

{
e−µ0x

(
1 + o(1)

)
, если a < 0, α∈[0, α0];

e−TD(α)
(
1 + o(1)

)
, если α ∈ [α0, α̂+).

(5.6.11)
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Неравенства (5.6.11) являются весьма точными. Из результатов гл. 6
будет вытекать, что первое неравенство в (5.6.11) (в области α ∈ [0, α0))
является неулучшаемым с точностью до постоянного множителя; вто-
рое (в области α ∈ [α0, α̂+)) — с точностью до множителя C√

T
.

Если Z(T ) — случайное блуждание (τ ≡ 1), то µ̂+ = µ+, неравенства
(5.6.11) превращаются в точные (не асимптотические), т.е. они верны
при всех T , o(1) можно заменить на 0.

Доказательство теоремы 5.6.2 аналогично доказательству теоре-
мы 4.6.1, но вместо теоремы 3.7.1 используется теорема 5.6.1. Согласно
этой теореме для однородного ОПВ Z(t) и µ ∈ (µ̂−, µ̂+) выполняется

EeµZ(T ) = ceTA(µ)
(
1 + εT ), (5.6.12)

где εT → 0 при T → ∞, c зависит лишь от µ. Так как ηZ(x) := inf
{
t :

Z(t) > x
}

есть марковский момент, то из (5.6.12) при µ ∈ [0, µ̂+),
t < T , следует, что

E(eµZ(T ) | ηZ(x) = t) > Eeµx+µZ(T−t) = ceµx+(T−t)A(µ)(1 + εT−t).

Если воспользоваться неравенством (4.6.19), то получим наряду
с (5.6.12), что при µ ∈ [0, µ̂+)

EeµZ(T ) > c

T∫
0

eµx+(T−t)A(µ)(1 + εT−t)P(ηZ(x) ∈ dt).

Отсюда нетрудно получить, что

(1 + εT ) > eµx
T∫
0

e−tA(µ)(1 + εt)P(ηZ(x) ∈ dt),

1 > eµx
T∫
0

e−tA(µ)P(ηZ(x) ∈ dt)
(
1 + o(1)

)
при T → ∞.

При A(µ) 6 0 это дает

P
(
Z(T ) > x

)
= P(ηZ(x) 6 T ) 6

6
T∫
0

e−tA(µ)P(ηZ(x) ∈ dt) 6 e−µx
(
1 + o(1)

)
. (5.6.13)

Если α ∈ [0, α0], то µ(α) ∈ [0, µ0]. Полагая в (5.6.13) µ = µ0, получаем
первое неравенство в (5.6.11).
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При A(µ) > 0 имеем

P
(
Z(T ) > x

)
6

T∫
0

e−tA(µ)+TA(µ)P(ηZ(x) ∈ dt) 6

6 e−µx+TA(µ)
(
1 + o(1)

)
. (5.6.14)

Если α = x/T ∈ [α0, α̂+), то µ(α) ∈ [µ0, µ̂+), A
(
µ(α)

)
> 0, и полагая

в (5.6.14) µ = µ(α), получим

−µx+ TA(µ) = −T
(
αµ(α)−A

(
µ(α)

))
= −TD(α).

Это доказывает второе неравенство в (5.6.11). Теорема 5.6.2 доказана.
Ясно, что в случаеA(µ̂+)>0 при α=α0 выполняется µ(α)=µ(α0)=µ0,

A(µ0) = 0, D(α0) = α0µ0 и правые части в (5.6.11) совпадают. В гл. 6
будет произведен более детальный анализ свойств распределения Z(T ).

5.6.3 Точная асимптотика моментов ОПВ

Как и в предыдущем разделе, мы ограничимся для упрощения фор-
мулировок и доказательств рассмотрением однородных ОПВ. В тере-
ме 1.2.1 было установлено, что при Eτ2 <∞, E|τζ| <∞ выполняется

EZ(T )− aT =
aζEτ

2

2a2τ
− Eτζ

aτ
+ o(1) = O(1) при T → ∞.

Если Eτ2 <∞ и ξ = ζ − aτ , σξ = Eξ2 <∞, то

DZ(T ) =
σ2ξT

aτ
+ o(T ). (5.6.15)

Если дополнительно Eτ3 <∞, то остаточный член o(T ) в (5.6.15) мож-
но заменить на O

(√
T
)
.

Оценки моментов величины Z(T )− aT более высоких порядков на-
талкиваются на существенные технические трудности. Однако в случае,
когда выполнено условие Крамера для (τ, ζ), мы можем аналогично
тому, как это делалось в разделе 5.6.1, получить с помощью интегро-
локальных теорем точную асимптотику для моментов E

∣∣Z(T ) − aT
∣∣k

при любом k > 0 и оценки для моментов
(
Z(T )− aT

)
целого нечетного

порядка k > 3.
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Теорема 5.6.3. Пусть Z(t) — однородный ОПВ, вектор (τ, ζ) нере-
шетчатый, w есть нормально распределенная случайная величина с па-
раметрами (0, 1). Тогда при любом k > 0

E
∣∣Z(T )− aT

∣∣k = σkT k/2E|w|k
(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (5.6.16)

Если k > 3 целое и нечетное число, то

E
[
Z(T )− aT

]k
= o(T k/2) при T → ∞.

Утверждение (5.6.16) остается верным и в случае, когда хотя бы
одна из компонент τ или ζ арифметична. Появление условий на струк-
туру распределения (τ, ζ) в теореме 5.6.3 связано с использованием в ее
доказательстве интегро-локальной теоремы для Z(T ). Ясно, что с су-
ществом дела в этом разделе эти условия не связаны, но найти простой
способ избавиться от них не удается.

Если τ и ζ независимы, то утверждение (5.6.16) нетрудно устано-
вить, если воспользоваться неравенством

P

(
|zT − w| > b lnT√

T
+

y√
T

)
6 ce−λy

при некоторых b > 0, c < ∞, λ > 0 и всех достаточно больших T ,
где zT = Z(T )−aT

σ
√
T

, а процессы Z(tT ) и w(t) построены подходящим
образом на одном вероятностном пространстве. Это неравенство вы-
текает из результатов работы [92] (см. также ниже § 7.1). Если поло-
жить hT = b lnT√

T
и воспользоваться представлением zT = w + rT , где

P
(
|rT | > hT + y√

T

)
6 ce−λy, то нетрудно получить соотношение

E|zT |k = E|w + rT |k = E|w|k +O(hT ).

Доказательство теоремы 5.6.3. Представим разность Z(T )− aT в ви-
де

Z(T )− aT = Zν(T ) − aTν(T ) − aγ(T ) = Sν(T ) − aγ(T ),

где, как и прежде, Sn =
∑n

k=1 ξk, ξk = ζk − aτk, Eξk = 0. Процесс Sν(t)
есть ОПВ с нулевым средним. Величины γ(T ) при всех T имеют рав-
номерно ограниченный экспоненциальный момент (см. § 1.1) и в силу
теоремы 1.2.1 ES2

ν(T ) → ∞ при T → ∞, так что E|Sν(T )|k → ∞ при
k > 2 и T → ∞. Отсюда нетрудно извлечь, что

E
∣∣Z(T )− aT

∣∣k = E|Sν(T )|k
(
1 + o(1)

)
при T → ∞.
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Поэтому задача об асимптотике моментов E
∣∣Z(T )−aT ∣∣k сводится к за-

даче об асимптотике моментов E
∣∣Z(T )∣∣k для ОПВ Z(t) с нулевым сред-

ним.
Итак, пусть a = 0. Для доказательства (5.6.16) будем следовать

схеме доказательства теоремы 5.6.1. Обозначим

Ek(µ,B) = E

(∣∣Z(T )∣∣keµZ(T ); Z(T )

T
∈ B

)
, Ek(B) = Ek(0, B).

Разобьем при некотором h > 0 вещественную прямую R на три части

B1 = (−∞,−h), B2 = [−h, h), B3 = [h,∞),

так что

Ek(R) =
3∑
j=1

Ek(Bj). (5.6.17)

Далее, степенная функция xk растет при x→ ∞ медленнее любой экс-
поненты:

xk 6 ck,µe
µx при x > 0, µ > 0,

где ck,µ зависит лишь от k и µ. Отсюда следует, что

Ek(B3) 6 ck,µE0(µ,B3).

Из доказательства теоремы 5.6.1 следует, что так как окрестность
точки a = 0 принадлежит компакту K̂, окрестность точки µ = 0 при-
надлежит (µ̂−, µ̂+), то в силу (5.6.4), (5.6.10)

E0(µ,B3) 6 eT (A(µ)−ε)

при некотором ε> 0 и всех достаточно больших T . Так как A(µ)→ 0 при
µ → 0, то µ можно выбрать так, что A(µ) = ε/2. Мы получим тогда,
что

Ek(B3) 6 ck,µe
−Tε/2 (5.6.18)

при всех достаточно больших T . Аналогично оценивается Ek(B1).
Для оценки

E
∣∣Z(T )∣∣k = Ek(R)

нам остается найти асимптотику значения Ek(B2), которое дает глав-
ную часть асимптотики Ek(R). Выберем ∆ > 0 и положим

xj = j∆, j = −M, . . . ,M − 1,
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где для простоты считаем M = hT
∆ целым числом. Интеграл

Ek(B2) =

hT∫
−hT

|x|kP
(
Z(T ) ∈ dx

)
представим в виде сумм

Ek(B2) =

M−1∑
j=−M

∫
∆[xj)

|x|kP
(
Z(T ) ∈ dx

)
=

=
[ M−1∑
j=−M

|xj |kP
(
Z(T ) ∈ ∆[xj)

)](
1 + o(1)

)
при ∆ → 0. Согласно теореме 5.2.1 (ψ1 = 1 в однородном случае) и за-
мечанию в ее конце о том, что для α в окрестности точки a = 0 выпол-
няется

ψ1C(α)IZ(α,
>0, 0,R) =

1 + o(1)

σ
√
2σ

при α→ 0,

получаем при T → ∞, ∆ = o(1), αj =
xj
T соотношение

Ek(B2)=
(
1 + o(1)

) M∑
j=−M

∆√
T

|αjT |kψ1C(αj)IZ(αj ,
>0, 0,R)e−TD(αj)=

=

(
1 + o(1)

)
T k/2

√
2π

M−1∑
j=−M

∆

σ
√
T
|αj

√
T |ke−TD(αj). (5.6.19)

Так как

TD(αj) =
Tα2

j

2σ2
+O(|αj |3T )

при αj → 0, то

TD(αj) =
Tα2

j

2σ2
+ o(1) при αj = o(T−1/3)

и

TD(αj) =
Tα2

j

2σ2
(
1 + o(1)

)
при αj = o(1), T → ∞.

Сделав в (5.6.19) замену yj =
αj

√
T

σ , мы получим yj+1 − yj =
∆

σ
√
T

,

Ek(B2) =
(1 + o(1))σkT k/2√

2π

M−1∑
j=−M

(
∆

σ
√
T

)
|yj |ke−

y2j
2 . (5.6.20)
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Так как сумма в правой части (5.6.20) является интегральной суммой

для интеграла
h
√
T∫

−h
√
T

|y|ke−y2/2dy, то мы находим

Ek(B2) = σkT k/2E|w|k
(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (5.6.21)

Сравнивая (5.6.21), (5.6.17), (5.6.18), получаем (5.6.16). Второе утвер-
ждение теоремы нетрудно извлечь из приведенных выше оценок и того,
что Ewk = 0 при целых нечетных k. Теорема 5.6.3 доказана.

Утверждение теоремы 5.6.3 без труда можно обобщить до следую-
щего соотношения

Ef

(
Z(T )− aT

σ
√
T

)
→ Ef(w) при T → ∞

для любой непрерывной функции f(v) > 0, растущей на бесконечности
медленнее любой экспоненты (

(
ln f(v)

)+
= o

(
|v|

)
при |v| → ∞). Для

знакопеременных функций f того же вида следует воспользоваться со-
отношением

Ef

(
Z(T )− aT

σ
√
T

)
→ Ef+(w)−Ef−(w) при T → ∞,

где f+, f−, соответственно, положительная и отрицательная части f .

§ 5.7 Интегро-локальные теоремы для марков-
ских аддитивных процессов при выполнении
условий Крамера

Суммы

Xn =
n∑
k=1

ξk(xk)

случайных величин ξk(xk), заданных на состояниях цепи Маркова {xk},
определены в §§ 1.8, 2.5 (там же см. основные обозначения) и имеют вид
(см. (1.8.9) в § 1.8)

Xn = Z(n) + ρn, ρn =
∑

k=n−γ(n)+1

ξk(xk),

где Z(n) — «вложенный» ОПВ, построенный по циклам по попаданию
цепи в положительный атом e0. Как и прежде, приращение сумм X(n)
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на одном цикле длиной τ обозначим через ζ, так что вектор (τ, ζ) бу-
дет «управляющим» для ОПВ Z(n). Мы предполагаем, что вектор
(τ, ζ) удовлетворяет условию Крамера. Как уже отмечалось, при каж-
дом фиксированном γ(n) = l случайная величина ρn условно не за-
висит от Z(n), а распределение величины ρn = ρ(l) не будет зависеть
от n. Обозначим через (µ

(ρ(l))
− , µ

(ρ(l))
+ ) область аналитичности функции

E
(
eµρn | γ(n) = l

)
.

Пусть K< — компакт, определенный в (5.2.1).

Теорема 5.7.1. Пусть случайная величина ζ нерешетчата, α =

x/n ∈ K< ∩
(
A′(µ

(ρ(l))
− ), A′(µ

(ρ(l))
+ )

)
. Тогда для любого фиксированного l

и ∆ = o(1) при n→ ∞

P
(
Xn ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
=

∆C(α)√
n

e−nD(α)P(τ > l)Eeµ(α)ρ(l)
(
1 + o(1)

)
,

где C(α) определено в теореме 5.2.1.

Доказательство. Имеем

P
(
Xn ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
= P

(
Z(n) + ρn ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
=

=

∫
P
(
Z(n) ∈ ∆[x− y), γ(n) = l

)
P
(
ρn ∈ dy | γ(n) = l

)
.

В силу следствия 5.4.1 получаем

P
(
Xn ∈ ∆[x), γ(n) = l

)
=

=
∆C(α)√

n
P(τ > l)

∫
e−nD(α−y/n)P

(
ρ(l) ∈ dy

)(
1 + o(1)

)
. (5.7.1)

Здесь при малых y/n

D(α− y/n) = D(α)− y

n
µ(α) + o

(
y

n

)
и при всех y

D(α− y/n) > D(α)− y

n
µ(α).

Поэтому интеграл в (5.7.1) будет асимптотически эквивалентен

e−nD(α)Eeµ(α)ρ(l), (5.7.2)

где преобразование Лапласа в правой части (5.7.2) конечно при µ(α) ∈
(µ

(ρ(l))
− , µ

(ρ(l))
+ ) или, что то же, при

α ∈
(
A′(µ

(ρ(l))
− , A′(µ

(ρ(l))
+

)
.
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Теорема 5.7.1 доказана.
В силу теоремы 5.7.1 естественно ожидать, что при α таком, что

lnEeµ(α)ρ(l) < λ+l, (5.7.3)

(напомним, что левая часть в (5.7.3), как и значения µ(α), близки к ну-
лю при малых значениях |α− a|) будет справедливо представление

P
(
Xn ∈ ∆[x)

)
=

∆C(α)√
n

e−nD(α)
∞∑
l=0

P(τ > l)Eeµ(α)ρ(l)
(
1 + o(1)

)
,

при n→ ∞, где ряд в правой части конечен.
Найдем условия, достаточные для выполнения (5.7.3) для конеч-

ной цепи Маркова с состояниями e0, . . . , eN . Рассмотрим случайную
величину ξ+ с распределением P(ξ+>t)= maxj P

(
ξ(ej)>t

)
. Тогда, оче-

видно, ξ(ej) 6
p
ξ+ и ρ(l) 6

p

∑l
k=1 ξ

+
k , где ξ+k — независимые копии ξ+.

Поэтому при µ(α) > 0 выполняется

Eeµ(α)ρ(l) 6
[
ψ(ξ+)

(
µ(α)

)]l
, ψ(ξ+)(µ) = Eeµξ

+
, (5.7.4)

и, стало быть, (5.7.3) выполнено, если

lnψ(ξ+)
(
µ(α)

)
< λ+.

Аналогичное условие имеет место для µ(α) 6 0 в терминах случай-
ной величины ξ− с распределением P(ξ− > t) = minj P

(
ξ(ej) > t

)
.

Если µ(+) — положительное решение уравнения lnψ(ξ+)(µ) = λ+ (ес-
ли таковое существует), то (5.7.4) будет выполнено при µ(α) ∈ [0, µ(+))
или, что то же, при α ∈

[
a,A′(µ(+))

)
. Аналогичным образом описыва-

ется область значений α 6 a, при которых выполнено (5.7.3).



Глава 6

Точная асимптотика в
граничных задачах для
обобщенных процессов
восстановления

§ 6.1 Асимптотика распределений максимально-
го значения обобщенного процесса восста-
новления с линейным сносом. Время перво-
го прохождения высокого уровня

Пусть, как и прежде,
Z(q)(t) = Z(t) + qt.

В этом разделе при широких условиях найдена асимптотика рас-
пределений величины Z

(q)
:= supt>0 Z

(q)(t) и времени ηZ(q)(x) =

min
{
t : Z(q)(t) > x

}
для однородных ОПВ Z(t). О распространении

ряда результатов на неоднородный случай см. замечание 6.1.2.

6.1.1 Предварительные сведения

Задача об асимптотике распределения Z(q) во многом сводится к зада-
че об асимптотике распределения максимума последовательных сумм
случайных величин. Поэтому, прежде чем переходить к формулировкам
и доказательствам основных утверждений, целесообразно привести ос-
новные результаты, касающиеся распределения максимального значе-
ния случайного блуждания. Нам будет удобно изложить эти результаты

344
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в терминах случайных блужданий

Z
(q)
k := Zk + qTk =

k∑
j=1

ζ
(q)
j , ζ

(q)
j =

d
ζ(q) = ζ + qτ,

допустив, что

aζ(q) := Eζ(q) = aζ + qaτ < 0 (q < −a),

так что
Z

(q)
∞ := sup

k>0
Z

(q)
k <∞

с вероятностью 1.
Далее, следуя [6], введем понятие надстепенной функции.
Определение 6.1.1. Конечную функцию G мы назовем надстепен-

ной, если она обладает свойством

lim
t→∞

G(t+ b)

G(t)
= 1 (6.1.1)

при каждом b (longtailed function) и при любом 0 < h 6 1 удовлетво-
ряет неравенству

0 <
G(hx)

G(x)
6 c(h) <∞, x > 1,

где функция c(h) ограничена на любом отрезке [h1, 1], при некотором
h1 > 0.

Нетрудно видеть, что, например, любая функция в (6.1.1), удовле-
творяющая при некоторых 0 < c1 < c2 <∞ и m неравенству

c1x
ml(x) 6 G(x) 6 c2x

ml(x),

где l(x) — медленно меняющаяся на бесконечности функция, является
надстепенной.

Нетрудно видеть также, что надстепенная функция всегда мажори-
рует некоторую степенную, так как при x = 2N

G(x) > c−1(1/2)G(x/2) > c−N (1/2)G(x/2N ) = G(1)x−γ ,

γ = log2 c(1/2).

Это объясняет выбор термина «надстепенная функция».
Нам понадобится следующее утверждение.
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Теорема 6.1.1. (i). При всех x > 0

P(Z
(q)
∞ > x) 6 e−µ0x, (6.1.2)

где
µ0 := sup

{
µ : ψq(µ) 6 1

}
, ψq(µ) := Eeµζ

(q)

(лемма 2.1.1 в [26]).
(ii). Если µ0 > 0, ψq(µ0) = 1, ψ′

q(µ0) <∞, то

P(Z
(q)
∞ > x) = ce−µ0x

(
1 + o(1)

)
при x→ ∞, c = const (6.1.3)

(классическая теорема Крамера–Лундберга, см., например, [90], [79],
[80, XIII, 5]).

Пусть χ̃ есть величина перескока через бесконечно удаленный ба-
рьер случайным блужданием со скачками, имеющими распределение
случайной величины ζ̃(q):

P(ζ̃(q) ∈ dt) = eµ0tP(ζ(q) ∈ dt) (6.1.4)

(преобразование Крамера над ζ(q)), Eζ̃(q) = ψ′
q(µ0) < ∞. Тогда c =

Ee−µ0χ̃ < 1. (Существуют и другие интерпретации постоянной c, см.,
например, § 21 в [6].)

Если распределение ζ(q) содержит абсолютно непрерывную компо-
ненту или арифметично, то o(1) в (6.1.3) можно заменить на O(e−hx)
при некотором h > 0 (теорема 21.11 в [6]).

(iii). Пусть ψq(µ0) < 1 или µ0 = 0, а функция

F I(x) :=

∞∫
x

F (t)dt, где F (x) = P(ζ(q) > x),

(«интегрированный хвост» распределения ζ(q)) такова, что функция

eµ0xF I(x)

является надстепенной. Тогда

P(Z
(q)
∞ > x) ∼ F I(x)

B(µ0)C(µ0)
при x→ ∞, (6.1.5)

где

B(µ) =
1− ψq(µ)

µ
,

C(µ) =
1−E(eµχ(+0); η(+0) <∞)

1−P(η(+0) <∞)
=

[
EeµZ

(q)
∞
]−1

,

(6.1.6)
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χ(t), η(t) имеют прежний смысл (см. § 1.1), но относятся к блужда-
нию {Z(q)

k }, так что при µ0 = 0

B(0) = −a(q) = −aζ − qaτ > 0, C(0) = 1.

Если случайная величина ζ(q) арифметична, то x в (6.1.3), (6.1.5)
следует выбирать целочисленным (теоремы 21.11, 21.12 в [6]).

(iv). Если µ0 = 0, функция F I(x) субэкспоненциальна, aζ(q) < 0, то

P(Z
(q)
∞ > x) ∼ 1

|aζ(q) |
F I(x) при x→ ∞ (6.1.7)

(см., например, теорему 12.7.3 в [10]).

Отметим, что утверждения (iii), (iv) допускают соотношение µ0 = 0,
означающее невыполнение условие Крамера [C].

Близкий к (6.1.5) результат

P(Z
(q)
∞ > x) ∼ MF (x)

1− ψq(µ0)
, (6.1.8)

где
M = Eeµ0Z

(q)
∞ ,

получен в [45] в случае, когда

µ0 > 0 (Eζ(q) < 0), ψq := ψq(µ0) < 1, (6.1.9)

а свертка F ∗2(x) := F ∗ F (x) распределений F (x) обладает свойством

F ∗2(x) ∼ 2ψqF (x) при x→ ∞. (6.1.10)

В [47] изучен промежуточный случай, когда µ0 > 0, ψq(µ0) = 1,
ψ′
q(µ0) = ∞ (ср. с п. (ii) теоремы 6.1.1).

6.1.2 Распределение максимального значения ОПВ со сно-
сом

Вернемся к исходным ОПВ. Обозначим

Z
(q)

= sup
t>0

Z(q)(t)

и пусть, как и прежде, ζ(q) = ζ + qτ , ψq(µ) = Eeµζ
(q) . Если уравнение

ψq(µ) = 1 (6.1.11)
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имеет положительное решение µ0 (это возможно лишь в случае Eζ(q)< 0),
то через ζ̃(q) обозначим, как и прежде, преобразование Крамера в точке
µ0 над случайной величиной ζ(q), т.е. случайную величину с распреде-
лением (6.1.4), а через χ̃ — величину перескока через бесконечно уда-
ленный барьер случайным блужданием, порожденным суммами неза-
висимых случайных величин, распределенных как ζ̃(q).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 6.1.2. Пусть существует решение µ0 > 0 уравнения
(6.1.11), ψ′

q(µ0) <∞. Тогда, если q 6 0, то

P(Z
(q)
> x) = ce−µ0x

(
1 + o(1)

)
при x→ ∞, (6.1.12)

где c = Ee−µ0χ̃ < 1.
Если q > 0, τ и ζ независимы, то

P(Z
(q)
> x) = cψ(τ)(qµ0)e

−µ0x(1 + o(1)
)

при x→ ∞. (6.1.13)

Если распределение ζ(q) содержит абсолютно непрерывную компо-
ненту или арифметично, то o(1) в (6.1.12), (6.1.13) можно заменить
на O(e−hx) при некотором h > 0.

Если случайная величина ζ(q) арифметична, то x в (6.1.12), (6.1.13)
следует выбирать целочисленным.

Доказательство. Пусть, как и прежде,

Z
(q)
k :=

k∑
j=1

ζ
(q)
j ,

где ζ
(q)
j суть независимые копии ζ(q), Z

(q)
∞ := supk>0 Z

(q)
k . Если q6 0,

то значение supt>0 Z
(q)(t) может достигаться только в точках Tk,

k = 0, 1, . . . Поэтому

Z
(q)

= sup
k>0

(Zk + qTk) = sup
k>0

Z
(q)
k = Z

(q)
∞ .

Остается воспользоваться утверждением (ii) теоремы 6.1.1, в силу ко-
торого справедливо (6.1.12).

Если q > 0, то в случае, когда τ и ζ независимы, имеем

Z
(q)

= qτ1 + sup
k>1

{
Zk + q(Tk+1 − τ1)

}
=
d
qτ + Z

(q)
∞ ,
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где τ и Z(q)
∞ независимы. Поэтому при x→ ∞

P(Z
(q)
> x) =

∞∫
0

P(τ ∈ dt)P(Z
(q)
∞ > x− qt) ∼

∼ ce−µ0x
∞∫
0

P(τ ∈ dt)eµ0qt = cψ(τ)(qµ0)e
−µ0x. (6.1.14)

Законность предельного перехода в (6.1.14) вытекает из теоремы
о мажорируемой сходимости и неравенства P(Z

(q)
∞ > x) 6 e−µ0x в (6.1.2).

Конечность ψ(τ)(qµ0) вытекает из соотношения

1 = ψq(µ0) = ψ(ζ)(µ0)ψ
(τ)(qµ0)

и того, что ζ = ζ(q) − qτ < ζ(q). Теорема 6.1.2 доказана.
Рассмотрим теперь случай, когда решение µ0 уравнения (6.1.11)

не существует. Под µ0 мы будем понимать теперь характеристику более
общего вида:

µ0 = sup{µ : ψq(µ) 6 1}

(случай µ0 = 0, означающий невыполнение условия Крамера [C], не ис-
ключается) и обозначим, как и прежде,

F (x) = P(ζ(q) > x), F I(x) =

∞∫
x

F (t)dt

Теорема 6.1.3. Пусть ψq = ψq(µ0) < 1 или µ0 = 0, функция
eµ0xF I(x) является надстепенной. Тогда в случае q 6 0

P(Z
(q)
> x) ∼ F I(x)

B(µ0)C(µ0)
при x→ ∞, (6.1.15)

где B(µ), C(µ) определены в (6.1.6), так что при µ0 = 0

B(0) = −aζ(q) = −aζ − qaτ , C(0) = 1. (6.1.16)

Если распределение F (x) удовлетворяет условиям µ0 > 0, (6.1.10),
то утверждение (6.1.15) сохранится и его можно записать в виде

P(Z
(q)
> x) ∼ µ0MF I(x)

1− ψq
. (6.1.17)
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Если случайная величина ζ(q) арифметична, то значения x в (6.1.15)
следует выбирать целочисленными.

Если q 6 0, µ0 = 0, aζ(q) < 0, функция F I(x) субэкспоненциальна,
то

P(Z
(q)
> x) ∼ F I(x)

|aζ(q) |
при x→ ∞. (6.1.18)

В случае q > 0, когда τ и ζ независимы, µ0 > 0, соотношение
(6.1.15) сохранится, если в его правой части добавить множитель
ψ(q)(qµ0).

Если q > 0, µ0 = 0, то предположим дополнительно, что функ-
ция F I является правильно меняющейся и при любом фиксированном
h > 0

P(τ > hx) = o
(
F I(x)

)
при x→ ∞. (6.1.19)

Тогда справедливо (6.1.18).

Замечание 6.1.1. Условие (6.1.19), по-видимому, всегда выполне-
но, но его доказательство весьма громоздко, так как требует перебора
разных соотношений между распределениями τ и ζ. Оно выполнено,
например, если τ и ζ независимы и при любом h > 0

P(τ > hx) = o
( ∞∫
x

P(τ > t)dt
)
. (6.1.20)

Действительно, считая для простоты, что p := P(ζ > 0) > 0, и полагая,
не ограничивая общности, q = 1, получим в силу (6.1.20)

F I(x) =

∞∫
x

P(τ + ζ > t)dt > p

∞∫
x

P(τ > t)dt≫ P(τ > hx)

при x→ ∞, что доказывает (6.1.19).
Отсутствие соотношения (6.1.20) означает, грубо говоря, что рас-

пределение τ либо имеет большие лакуны, либо удовлетворяет условию
Крамера. Если P(τ > x) убывает экспоненциальным образом или быст-
рее, то тогда P(τ > hx) = o

(
P(ζ > x)

)
, так как функция F I(x) является

правильно меняющейся, и соотношение (6.1.19) вновь будет выполнено.
Доказательство теоремы 6.1.3 совершенно аналогично доказатель-

ству теоремы 6.1.2 и опирается на утверждения (i), (iii) теоремы 6.1.1
и результаты [45] (см. (6.1.8)). Пояснений требует лишь случай q > 0,
µ0 = 0. В этом случае оценим P(Z

(q) > x) снизу и сверху. Имеем в силу
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(6.1.5), (6.1.16)

P(Z
(q)
> x) = P(qτ + Z

(q)
∞ > x) > P(Z

(q)
∞ > x) ∼ F I(x)

|aζ + qaτ |
.

С другой стороны, в силу условия (6.1.19) при h ∈ (0, 1)

P(Z
(q)
> x) 6 P(qτ > hx) +P(Z

(q)
∞ > (1− h)x) =

= P(qτ > hx) +
F I

(
(1− h)x

)
|aζ + qaτ |

(
1 + o(1)

)
=
F I

(
(1− h)x

)
|aζ + qaτ |

(
1 + o(1)

)
при x → ∞. Это неравенство верно при любом h > 0. Так как левая
часть этого неравенства от h не зависит и F I

(
(1 − h)x

)
/F I(x)→ 1 при

x → ∞, h → 0, то оно верно и при h = 0. Это доказывает (6.1.18).
Теорема 6.1.3 доказана.

Замечание 6.1.2. Распространение утверждений теорем 6.1.2, 6.1.3
на неоднородный случай при q 6 0 проще всего осуществить с помо-
щью формулы полной вероятности по первому (неоднородному) скачку
(τ1, ζ1). Положим

ζ
(q)
1 = ζ1 + qτ1, ψq,1(µ) = E expµζ

(q)
1 .

Тогда, очевидно,

P(Z
(q)
1 > x) = P(ζ

(q)
1 > x) +

x∫
−∞

P(ζ
(q)
1 ∈ dv)P(Z

(q)
> x− v), (6.1.21)

где Z(q)
1 соответствует неоднородному ОПВ.

Пусть выполнены условия теоремы 6.1.2. Тогда, если ψq,1(µ0) < ∞,
то в силу (6.1.12)

P(Z
(q)
1 > x) = P(ζ

(q)
1 > x) + cψq,1(µ0)e

−µ0x(1 + o(1)
)
=

= cψq,1(µ0)e
−µ0x(1 + o(1)

)
при x→ ∞.

Если выполнены условия теоремы 6.1.3, то из (6.1.21) и (6.1.17) по-
лучаем

P(Z
(q)
1 > x) = P(ζ

(q)
1 > x) +

ψq,1(µ0)MF I(x)

1− ψq

(
1 + o(1)

)
при x→ ∞.

Здесь при µ0 > 0 конечность ψq,1(µ0) не влечет за собой пренебрежи-
мость слагаемого P(ζ

(q)
1 > x).
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6.1.3 Распределение времени первого прохождения вы-
сокого уровня

Обозначим через

Z [q](t) = Z
(q)
ν(t) =

ν(t)∑
k=1

ζ
(q)
k

«обычный» ОПВ (без линейного сноса), такой что

Z [q](Tk) = Z(q)(Tk).

С помощью ОПВ Z [q](t) задачи, связанные с изучением граничных
функционалов Z

(q)
(T ), ηZ(q)(x) = inf

{
t; Z(q)(t) > x

}
для процессов

со сносом qt, сводятся при q 6 0 к аналогичным задачам для «обыч-
ных» ОПВ, так как

P
(
Z

(q)
(t) > x

)
= P

(
Z

[q]
(t) > x

)
,

P
(
ηZ(q)(x) < t

)
= P

(
ηZ[q](x) < t

)
.

(6.1.22)

Обозначим
η
Z

(q)
∧

(x) = min{k : Z
(q)
k > x}.

В случае µ0 > 0, ψq(µ0) = 1 из теоремы 3.4.3 в [12] вытекает следующее
утверждение о предельном распределении η

Z
(q)
∧

(x) при условии Z(q)
∞ > x

и x→ ∞. Обозначим
σ21 =

(
lnψq(µ0)

)′′
.

Теорема 6.1.4. Пусть µ0 > 0, ψq(µ0) = 1, σ1 < ∞, q 6 0. Тогда
при x→ ∞

P

(
η
Z

(q)
∧

(x) <
x

ψ′
q(µ0)

+
zσ1

√
x

(ψ′
q(µ0))

3/2

∣∣ Z(q)
∞ > x

)
= Φ(z) + o(1),

где Φ(z) — функция распределения нормального закона.

Ниже, в § 6.4 с помощью (6.1.22) будет установлено утверждение,
аналогичное теореме 6.1.4, для времени первого прохождения ηZ(q)(x)
высокого уровня x процессом Z(q)(t) (см. следствие 6.4.2).

Значительным контрастом к этому утверждению является поведе-
ние условного распределения η

Z
(q)
∧

(x) в случае, когда µ0> 0, ψq(µ0)< 1

и выполнены условия теоремы 6.1.3. Мы проиллюстрируем это на при-
мере, когда при t > 0

F (t) := P(ζ(q) > t) = Vq(t)e
−µ0t, µ0 > 0, (6.1.23)
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где Vq(t) — правильно меняющаяся на бесконечности функция. Тогда
нетрудно видеть, что если

I1 :=

∞∫
0

Vq(t)dt <∞,

то распределение ζ(q) можно выбрать таким образом, что ψq < 1 и, ста-
ло быть, будут выполнены условия теоремы 6.1.3, равно как и условия
(6.1.9), (6.1.10), так что справедливо соотношение (6.1.17). В этом слу-
чае будет существовать собственное предельное распределение η

Z
(q)
∧

при

условии Z(q)
∞ > x.

Теорема 6.1.5. Пусть выполнены соотношения (6.1.23), I1<∞,
ψq < 1 . Тогда при x→ ∞

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = 1) = F (x),

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k) ∼ ckF (x), k > 2,
(6.1.24)

где ck при k > 1 удовлетворяют рекуррентным уравнениям

c1 = 1, ck+1 = ckψq + µ0Ik,

Ik :=

∞∫
0

P
(
η
Z

(q)
∧

(u) = k
)
eµ0udu <∞.

(6.1.25)

Существует собственное предельное условное распределение

lim
x→∞

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k
∣∣Z(q)

∞ > x
)
=
ck(1− ψq)

M
, M = Eeµ0Z

(q)
∞ . (6.1.26)

Доказательство. Первое соотношение в (6.1.24) очевидно.
Далее, допустим, что при k > 1 и x→ ∞

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k
)
∼ ckF (x) (6.1.27)

(c1 = 1). Воспользуемся индукцией и покажем, что соотношение вида
(6.1.27) справедливо и при k + 1. Действительно, так как

dF (t) = dVq(t)e
−µ0t − µ0Vq(t)e

−µ0tdt, (6.1.28)

то для правильно меняющихся функций Vq(t) интегрирование по вто-
рому слагаемому в (6.1.28) по области t ∈ (x/2, x), в которой Vq(t) → 0
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при x→ ∞, дает основной вклад и в силу (6.1.27)

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k + 1
)
= −

x∫
−∞

dF (t)P
(
η
Z

(q)
∧

(x− t) = k
)
∼

∼ −ck

x/2∫
−∞

dF (t)F (x− t) + µ0

x/2∫
0

P
(
η
Z

(q)
∧

(u) = k
)
F (x− u)du.

Здесь при t∈ (−∞, x/2) выполняется Vq(x−t)<cVq(x) и Vq(x−t)∼Vq(x)
при каждом фиксированном t и x→ ∞. Поэтому

x/2∫
−∞

dF (t)F (x− t) ∼ Vq(x)e
−µ0x

x/2∫
−∞

dF (t)e−µ0t ∼ F (x)ψq.

Далее, при u ∈ (0, x/2) имеем Vq(x− u) < cVq(x) и Vq(x − u) ∼ Vq(x)
при каждом фиксированном u. Поэтому

x/2∫
0

P
(
η
Z

(q)
∧

(u) = k
)
F (x− u)du ∼ Vq(x)e

−µ0x
∞∫
0

P
(
η
Z

(q)
∧

(u) = k
)
eµ0udu.

В итоге получаем

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k + 1
)
= ckψqF (x) + µ0F (x)

∞∫
0

P
(
ηZ(u) = k

)
eµ0udu.

Это доказывает (6.1.25).
Далее,

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) = k
)
6 F ∗k(x) ∼ kψk−1

q F (x),

так что

P
(
η
Z

(q)
∧

(x) > k |Z(q)
∞ > x

)
6 ckψkq при x→ ∞, c = const,

и условное распределение η
Z

(q)
∧

(x) мажорируется экспоненциально убы-
вающей функцией. Это вместе с (6.1.27) доказывает (6.1.26) и тот факт,
что сумма правых частей в (6.1.26) равна 1. Теорема 6.1.5 доказана.

По поводу распределения η
Z

(q)
∧

(x) см. также [98].
Замечание 6.1.3. Утверждение, аналогичное теореме 6.1.5, может

быть установлено и в случае, когда Vq(t) в (6.1.23) является интегрируе-
мой семиэкспоненциальной функцией. Однако в этом случае выкладки
доказательства будут более громоздкими.
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Условное распределение времени ηZ(q)(x) для ОПВ Z(q)(t) при усло-
вии Z(q)

> x имеет более сложную природу. При весьма широких усло-
виях удается доказать лишь равномерную ограниченность по вероятно-
сти случайной величины ηZ(q)(x) при всех x на множестве

{Z(q)
> x} = {ηZ(q)(x) <∞}.

Воспользуемся тем, что

ηZ(q)(x) = Tη, где η = η
Z

(q)
∧

(x),

и ограничимся рассмотрением случая, когда τ и ζ независимы или ли-
нейно зависимы.

Теорема 6.1.6. Пусть ζ = hτ + ω, где τ и ω независимы, q 6 0,
h+ q 6 0, ψq < 1,

F (ω)(t) = P(ω > t) = V0(t)e
−µ0t, (6.1.29)

где V0(t) правильно меняющаяся на бесконечности функция такая,
что

∫∞
0 V0(t)dt <∞.

Тогда выполнено условие (6.1.23),

F (t) ∼ cqF
(ω)(t) при t→ ∞, (6.1.30)

где cq = Eeµ0(q+h)τ 6 1,

lim sup
x→∞

P
(
ηZ(q)(x) > v |Z(q)

> x
)
→ 0 при v → ∞. (6.1.31)

По-видимому, утверждение теоремы 6.1.6 сохранится и в случае, ко-
гда Vq(t) в (6.1.23) есть интегрируемая семиэкспоненциальная функция
(ср. с замечанием 6.1.3).

Доказательство теоремы 6.1.6. Так как ζ(q)=ζ+qτ=ω+(q+h)τ , то мы
можем, не ограничивая общности, рассматривать лишь случай неза-
висимых τ и ζ, положив ζ = ω и заменив параметр линейного сноса
на q + h 6 0.

Докажем сначала, что из (6.1.29) вытекает выполнение условия (6.1.23)
и что выполнено (6.1.30), т.е. при принятом соглашении

F (t) ∼ cqF
(ζ)(t) при t→ ∞, (6.1.32)

где q 6 0, cq = Eeµ0qτ 6 1 (ср. с (6.1.30)).
Если q = 0, то соотношение (6.1.32) превращается в тождество. Если

q < 0, то положим для простоты q = −1. Тогда для независимых τ и
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ζ (т.е. при ζ = ω) условие (6.1.29) превращается в условие F (ζ)(t) =
V0(t)e

−µ0t и, стало быть,

F (t) = P(ζ(q) > t) =

∞∫
0

P(τ ∈ du)F (ζ)(t+ u) =

= V0(t)e
−µ0t

∞∫
0

P(τ ∈ du)e−µ0uV0(t+ u)/V0(t). (6.1.33)

Так как V0(t) — правильно меняющаяся интегрируемая функция, то
при всех достаточно больших t найдется постоянная c0 <∞ такая, что

sup
u>0

[
V0(t+ u)/V0(t)

]
6 c0.

Поэтому по теореме о мажорируемой сходимости интеграл в (6.1.33)
сходится при t → ∞ к cq = Ee−µ0τ и выполнены соотношения (6.1.32),
(6.1.30), (6.1.23).

Для доказательства основного утверждения (6.1.31) нам понадобит-
ся

Лемма 6.1.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.1.6. Тогда для
любого фиксированного N > 0 выполняется

P
(
ηZ∧(x) 6 N

)
∼ bNF

(ζ)(x) при x→ ∞, bN = const.

Доказательство. Повторяя рассуждения в доказательстве утвержде-
ния (6.1.24), (6.1.25) в теореме 6.1.5 применительно к последовательно-
сти Z(0)

k = Zk, получим, что

P
(
ηZ∧(x) = 1

)
= F (ζ)(x),

P
(
ηZ∧(x) = k

)
∼ CkF

(ζ)(x) при x→ ∞,

где Ck при k > 1 удовлетворяет рекуррентным соотношениям: C1 = 1,

Ck+1 = Ckψ(µ0) + µ0Ik,0,

Ik,0 =

∞∫
0

P
(
ηZ∧(u) = k

)
eµ0udu

(заметим, что здесь ψ(µ0) > 1 при Eζ > 0). Отсюда следует, что

P
(
ηZ∧(x) 6 N

)
∼ bNF

(ζ)(x), где bN =

N∑
j=1

Cj .
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Лемма 6.1.1 доказана.
Вернемся к доказательству теоремы 6.1.6. При η = η

Z
(q)
∧

(x) имеем

P
(
ηZ(q)(x) > v |Z(q)

> x
)
= P

(
Tη > v |Z(q)

> x
)
=

=
P
(
Tη > v; {η 6 N} ∪ {N < η <∞}

)
P(Z

(q)
> x)

6

6 P(TN > v, η 6 N)

P(Z
(q)
> x)

+ εN (x), (6.1.34)

где
εN (x) 6 P

(
η > N | η <∞

)
,

и согласно теореме 6.1.5

lim sup
x→∞

εN (x) 6 εN → 0 при N → ∞.

Далее, Z(q)
k 6 Z

(0)
k = Zk при q 6 0 и, стало быть, η

Z
(q)
∧

(x) > ηZ∧(x), и
по лемме 6.1.1

P(TN > v, η 6 N) 6 P(TN > v, ηZ∧(x) 6 N) =

= P(TN > v)P
(
ηZ∧(x) 6 N

)
∼ P(TN > v)bNF

(ζ)(x) при x→ ∞.

Отсюда и из (6.1.34) по теореме 6.1.3 находим

lim sup
x→∞

P
(
ηZ(q)(x) > v |Z(q)

> x
)
6 cbNP(TN > v) + εn, c = const.

Для заданного ε> 0 можно выбратьN так, чтобы выполнялось εN <ε/2,
а затем выбрать v так, чтобы выполнялось cbNP(TN > v) < ε/2. При та-
ком v левая часть в (6.1.31) будет меньше ε. Это доказывает (6.1.31).
Теорема 6.1.6 доказана.

По-видимому, наряду с (6.1.31) при широких условиях будет иметь
место также сходимость условного распределения ηZ(q)(x) при x → ∞
к собственному распределению.

Замечание 6.1.4. Если τ и ζ линейно зависимы: ζ = hτ + ω и
q+h > 0, то утверждение (6.1.31) теоремы 6.1.6 может быть неверным.
Большие скачки ζ(q) = ω+(q+h)τ , обеспечивающие достижение уровня
x, могут быть порождены большими скачками τ , и время ηZ(q)(x) будет
сравнимо с x.

В дополнение к теоремам 6.1.4–6.1.6 нам осталось рассмотреть слу-
чай µ0 = 0, т.е. случай так называемых тяжелых хвостов распределения
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ζ(q) на полуоси t > 0 или, что при q 6 0 то же — тяжелых хвостов рас-
пределения ζ. Рассмотрим правильно меняющиеся распределения ζ(q):

F (t) = P(ζ(q) > t) = t−αl(t), (6.1.35)

где α > 1, l(t) — медленно меняющаяся на бесконечности функция.

Теорема 6.1.7. Пусть выполнено (6.1.35) и одно из следующих
двух условий:

либо α ∈ (1, 2), P(ζ(q) < −t) < cF (t), TF (x) → 0 при x→ ∞;

либо α > 2, d = Dζ(q) <∞, x≫
√

(α− 2)da−1
τ T lnT .

Тогда, если a+ q < 0, q 6 0, то

P
(
ηZ(q)(x) < T

)
=

(
1 + o(1)

) T∫
0

F
(
x− (a+ q)t

)
dH(t) (6.1.36)

при T → ∞, где H(t) = Eν(t);

P
(
ηZ(q)(x)<vx

)
=
xF (x)[1− (1− (a+ q)v)1−α]

(α− 1)|a+ q|aτ
(
1+ o(1)

)
, (6.1.37)

P
(
ηZ(q)(x)>vx |Z(q)

>x
)
∼

[
1+ |a+ q|v

]1−α при x→ ∞. (6.1.38)

Доказательство. Основное утверждение (6.1.36) вытекает из теоре-
мы 16.4.1 в [26] (см. также теорему 16.5.1 в [26]). Утверждение (6.1.37)
следует из (6.1.36). Далее, в силу теоремы 6.1.3 (см., например, (6.1.18))
и того, что |a+ q|aτ = |aζ + qaτ | = |aζ(q) |, получаем

P(Z
(q)
> x) =

x1−αl(x)

(α− 1)|aζ(q) |
(
1 + o(1)

)
при x→ ∞.

Отсюда и из (6.1.3) следует (6.1.38). Теорема 6.1.7 доказана.
С помощью соотношений (6.1.22) и результатов работы [105] утвер-

ждение (6.1.36) можно распространить на субэкспоненциальные рас-
пределения F .

В последующих разделах мы, как правило, будем предполагать вы-
полнение условие Крамера.

§ 6.2 Предельные теоремы для условного распре-
деления скачков при фиксированном конце
траектории и выполнении условия Крамера

Содержание этого раздела аналогично содержанию § 3.1 в [12].
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6.2.1 Предельное условное распределение скачков

Как и в § 5.2 мы будем предполагать, что нормированное уклонение
α = x/T принадлежит некоторому компакту

K ⊂ (α−, α+) \ [β−, β+]

(α± определены в теореме 3.5.2, β± — в лемме 3.5.3), под которым бу-
дем понимать отрезок, содержащий окрестность точки α = a. Чтобы
упростить изложение, ограничимся рассмотрением однородного случая
ξ1 =

d
ξ = (τ, ζ). Обозначим через αξ преобразование Крамера над ξ

в точке
(
λ(α), µ(α)

)
, т.е. случайный вектор с распределением

P(αξ ∈ dv) = eλ(α)v(1)+µ(α)v(2)P(ξ ∈ dv), v = (v(1), v(2)),

так что существует плотность распределения αξ относительно распре-
деления ξ:

αp(v) :=
P(αξ ∈ dv)

P(ξ ∈ dv)
= eλ(α)v(1)+µ(α)v(2) (6.2.1)

(напомним, что ψ
(
λ(α), µ(α)

)
= 1). При произвольном фиксированном

целом m > 1 обозначим через Kξ произвольный компакт из R2m. Пусть
далее v⃗ = (v1, . . . ,vm), vi ∈ R2 и 1 6 k1 6 · · · < km — произвольный
набор индексов.

Теорема 6.2.1. Пусть ζ — нерешетчатая случайная величина, вы-
полнено условие [C], α = x/n. Тогда плотность

pT,x(v⃗) =
P
(
ξ⃗ ∈ dv⃗|Z(T ) ∈ ∆[x)

)
P(αξ⃗ ∈ dv⃗)

(6.2.2)

условного распределения ξ⃗=(ξk1 , . . . , ξkm) при условии
{
Z(T )∈∆[x)

}
от-

носительно распределения α⃗ξ =
(
αξ1, . . . ,

αξm), где αξj — независимые
копии αξ, сходится при T →∞ к 1 равномерно по α∈K, v⃗ ∈Kξ ⊂R2m,
∆ ∈ [∆T ,∆0]. Здесь ∆T = o(1) при T → ∞, ∆0 > 0 — любое фиксиро-
ванное число.

Такое же утверждение справедливо и для вектора ξ⃗ со случайными
индексами ν(T )− k1, . . . , ν(T )− km при 0 6 k1 < · · · < km.

Из доказательства теоремы будет видно, что можно брать конечные
наборы и других индексов, расположенных между 1 и ν(T ).

Теорема 6.2.1 означает сходимость по вариации условных распре-
делений ξ⃗ при условии

{
Z(T ) ∈ ∆[x)

}
к распределению αξ⃗. Из нее

вытекает, в частности,
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Следствие 6.2.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.2.1. Тогда
для любых борелевских множеств B1, . . . , Bm из R2

P
(
ξ1∈B1, . . . , ξm∈Bm |Z(T ) ∈ ∆[x)

)
=

m∏
i=1

P(αξi ∈Bi)+ εT , (6.2.3)

где εT → 0 при T → ∞ равномерно по α ∈ K, ∆ ∈ [∆T ,∆0].

В дальнейшем главную часть в правой части (6.2.3) мы будем на-
зывать «предельным распределением» при T → ∞, хотя это не совсем
корректно, так как значение α ∈ K может зависеть от T . Такого же со-
глашения мы будем придерживаться и в ряде других аналогичных слу-
чаях. Формально термин «предельное распределение» в (6.2.3) оправ-
дан лишь в тех случаях, когда α → α0 ∈ K при T → ∞ и α в правой
части (6.2.3) заменено на α0.

Более корректно было бы в соотношениях (6.2.3) говорить о «близ-
ких распределениях». Эта более точная терминология была введена и
использовалась в § 3.3 в [12] при изучении аналогичных задач для слу-
чайных блужданий. Однако, чтобы сделать изложение более кратким,
ниже мы будем следовать (не совсем корректно) названному выше со-
глашению о понимании слов «предельное распределение».

Доказательство теоремы 6.2.1. Обозначим

m∑
i=1

vi = (t, z).

Тогда

p0T,x(v⃗) :=
P(ξ⃗ ∈ dv |Z(T ) ∈ ∆[x))

P(ξ⃗ ∈ dv)
=

P(ξ⃗ ∈ dv, Z(T ) ∈ ∆[x))

P(ξ⃗ ∈ dv)P(Z(T ) ∈ ∆[x))
=

=
P(Z(T − t) ∈ ∆[x− z))

P(Z(T ) ∈ ∆[x))
. (6.2.4)

В силу теоремы 5.2.1

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x)

)
=

∆√
T
C(α)e−TD(α)IZ(α, 0, 0,R)

(
1 + o(1)

)
, (6.2.5)

где α = x/T , C(α) — положительная непрерывная функция на K,

IZ(α, 0, 0,R) =
∞∫
0

eλ(α)yP(τ > y)dy,
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∆ = ∆T = o(1) при T → ∞, остаточный член o(1) равномерен по α ∈ K.
Положим

αm :=
x− z

T − t
= α− z

T
+
αt

T
+O(T−2)

Так как αm = α+ o(1) при T → ∞ и функция C(α) в теореме 5.2.1 есть
положительная непрерывная функция от α, то применяя эту теорему
к числителю и знаменателю в (6.2.4), получим

p0T,x(v⃗) =
IZ(αm, 0, 0,R)
IZ(α, 0, 0,R)

exp
{
− (T − t)D(αm) + TD(α)

}
×

×
(
1 + o(1)

)
. (6.2.6)

Здесь

D(αm) = D

(
α− z

T
+
αt

T
+O(T−2)

)
= D(α) +µ(α)

(
αt

T
− z

T

)
+O(T−2);

поэтому
p0T,x = exp

{
tD(α)− µ(α)(αt− z)

}(
1 + o(1)

)
. (6.2.7)

Так как D(α) = αµ(α) − A
(
µ(α)

)
, то в (6.2.7) выражение в фигурных

скобках равно

zµ(α) + t
(
D(α)− αµ(α)

)
= zµ(α)− tA

(
µ(α)

)
= zµ(α) + tλ(α).

Кроме того,
IZ(αm, 0, 0,R)
IZ(α, 0, 0,R)

→ 1 при T → ∞. (6.2.8)

Поэтому в силу (6.2.1), (6.2.6)

p0T,x(v⃗) =

m∏
i=1

P(αξi ∈ dvi)

P(ξi ∈ dvi)

(
1 + o(1)

)
=

P(αξ⃗ ∈ dv⃗)

P(ξ⃗ ∈ dv⃗)

(
1 + o(1)

)
,

pT,x(v⃗) = p0T,x(v⃗)
P(ξ⃗ ∈ dv⃗)

P(αξ⃗ ∈ dv⃗)
= 1 + o(1),

где остаточный член равномерен по α ∈ K, v⃗ ∈ Kξ.
Доказательство второго утверждения теоремы повторяет приведен-

ные выше рассуждения. Теорема 6.2.1 доказана.
Замечание 6.2.1. В соответствии с теоремой 5.2.1 предельное услов-

ное распределение ξ⃗ при условии
{
Z(T ) ∈ ∆[x), B(u, v,w)

}
останет-

ся таким же, как в теореме 6.2.1. Действительно, вместо множителя
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IZ(α, 0, 0,R) в (6.2.5) теперь появится множитель IZ(α, u, v,w). Если
он не равен нулю, то отношение множителей этого вида

IZ(αm, u, v,w)

IZ(α, u, v,w)

(это аналог соотношения (6.2.6)) сходится как и в (6.2.8) к 1 при T → ∞
и все проведенные в доказательстве теоремы 6.2.1 выкладки сохранят-
ся.

Очевидно, что «предельное» условное распределение ξ⃗ будет таким
же и в том случае, если событие B(u, v,w) (см. теорему 5.2.1) заменить
на событие о принадлежности вектора

(
γ(T ), χ(T ), ζ(T )

)
произвольно-

му параллелепипеду положительной меры, порожденной распределени-
ем

IZ(α, u, v,w)

IZ(α, 0, 0,R)
.

Все сказанное, конечно же, распространяется и на векторы ξ⃗ со слу-
чайными индексами, названными во втором утверждении теоремы 6.2.1.

6.2.2 О распределении вектора αξ

Преобразование Лапласа над распределением αξ имеет вид

αA(λ, µ) := Ee⟨
αξ, (λ,µ)⟩ = A

(
λ+ λ(α), µ+ µ(α)

)
.

Базовая функция αA(µ), соответствующая скачкам αξ в окрестности
точки (0, 0), есть решение (со знаком «-») уравнения A

(
λ+λ(α), µ+

µ(α)
)
= 0, т.е.

αA(µ) = λ(α) +A
(
µ+ µ(α)

)
,

так что αA(0) = 0. Среднее значение процесса αZ(t) со скачками αξ
на единицу времени асимптотически эквивалентно (см. § 1.1) значению

αa := αA′(0) = A′(µ(α)) = α (6.2.9)

(напомним, что µ(α) есть функция, обратная к A′(µ)). Дисперсия αZ(t)
на единицу времени асимптотически эквивалентна

ασ2 = A′′(µ(α)).
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§ 6.3 Интегро-локальные теоремы для времени
первого прохождения траекторией обобщен-
ного процесса восстановления высокого уров-
ня

Обозначим

ηZ(x) := inf
{
t : Z(t) > x

}
, χZ(x) = Z

(
ηZ(x)

)
− x.

Предметом изучения в этом разделе будет асимптотика вероятности

P
(
ηZ(x) ∈ δ[T ), χZ(x) ∈ ∆[v)

)
при α =

x

T
> a+ ε

и некотором ε > 0. Чтобы сформулировать основное утверждение, вве-
дем в рассмотрение ОПВ αY (t), как ОПВ Y (t), определенный в § 1.1,
но со скачками (ατ,−αζ), где, как и прежде, (ατ, αζ) = αξ:

αY (t) = −αZη(t),
αZn =

n∑
j=1

αζj ,

αζj — независимые копии αζ. В силу (6.2.9)

E αY (t) ∼ −αat = −αt при t→ ∞.

Поэтому для αY = sup
t>0

αY (t) при α > α0 > 0 имеем

P(αY 6 −v) > 0

при v > 0 таких, что P(ζ1< − v)> 0 (напомним, что αY (0)= − αζ1).

Теорема 6.3.1. Пусть ξ = (τ, ζ) — нерешетчатый вектор, α =
x/T > a+ ε при некотором ε > 0. Тогда

P
(
ηZ(x) ∈ δ[T ), χZ(x) ∈ ∆[v)

)
=

= P
(
Z(T + δ) ∈ ∆[x+ v), γ(T + δ) < δ

)
P(αY 6 −v)

(
1 + o(1)

)
=

=
∆δC(α)√

T
e−TD(α)−vµ(α)P(αY 6 −v)

(
1 + o(1)

)
, (6.3.1)

где C(α) — положительная непрерывная функция, определенная в тео-
реме 5.2.1, ∆ = ∆T = o(1), δ = δT = o(1) при T → ∞, остаточный член
o(1) равномерен по α ∈ K ∩ {α > α0 > 0}.
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Доказательство. Положим

BZ,T =
{
ηZ(x) ∈ δ[T ), χZ(x) ∈ ∆[v)

}
Оценим P(BZ,T ) снизу. Имеем

BZ,T,γ :={
Z
(
T+δ−γ(T+δ)−0

)
6x, Z(T+δ)∈x+∆[v), γ(T+δ)<δ

}
⊂BZ,T . (6.3.2)

Поэтому
P(BZ,T ) > P(BZ,T,γ). (6.3.3)

Оценка сверху. Событие

BZ,T =
{
Y (T ) ∈ x+∆(v), χ(T ) < δ, Z(T + χ(T )− 0) < x

}
(6.3.4)

принадлежит σ-алгебре, порожденной процессом Y (T ) до марковского
момента η(T ) включительно, так что события BZ,T и случайная вели-
чина τη(T )+1 независимы. С другой стороны, в силу (6.3.4)

BZ,T
∩

{τη(T )+1 > δ} ⊂

⊂
{
Z(T+δ)∈x+∆[v), γ(T+δ)<δ, Z(T+δ−χ(T+δ)−0) < x

}
=BZ,T,γ ;

P(BZ,T )P(τ > δ) 6 P(BZ,T,γ). (6.3.5)

Так как в дальнейшем в качестве δ мы будем рассматривать после-
довательность δ = δT → 0 (достаточно медленно при T → ∞), то
P(τ > δ) = 1 + o(1) при T → ∞ и в силу (6.3.3), (6.3.5)

P(BZ,T ) = P(BZ,T,γ)
(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (6.3.6)

Далее имеем

P(BZ,T,γ) = P
(
Z(T + δ) ∈ ∆[x+ v), γ(T + δ) < δ

)
×

×P
(
Z(T+δ−γ(T+δ)−0)6x |Z(T+δ)∈∆[x+v), γ(T+δ)<δ

)
. (6.3.7)

Так как

IZ(α, 0, 0,R)− IZ(α, δ, 0,R) =
δ∫

0

eλ(α)yP(τ > y)dy ∼ δ
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при δ → 0 и

TD

(
x+ v

T

)
= TD(α) + µ(α)v + o(1)

при T → ∞, то асимптотика первого сомножителя в правой части
(6.3.7) в силу теоремы 5.2.1 совпадает с асимптотикой произведения

∆δC(α)√
T

e−TD(α)−vµ(α)

(ср. с (6.3.1)).
Покажем теперь, что второй сомножитель в правой части (6.3.7)

асимптотически эквивалентен P(αY 6 −v). При этом наше изложение
доказательства будет отчасти схематичным, поскольку (a) оно весьма
прозрачно и следует той же схеме, которая использовалась в § 3.3 [12]
при доказательстве аналогичного факта для случайных блужданий,
(b) переход к более детальному изложению существенных трудностей
не вызывает.

В силу теоремы 6.2.1 и замечания 6.2.1 условное распределение скач-
ков ξν(T+δ), ξν(T+δ)−1, . . . , ξν(T+δ)−m−1 при условии{

Z(T + δ) ∈ ∆[x+ v), γ(T + δ) < δ
}

будут иметь «предельное» условное распределение, совпадающее с рас-
пределением (αξ1, . . . ,

αξm), где αξj независимы. Если рассматри-
вать процесс Z(t) в обратном направлении от точки T + δ − γ(T + δ),
т.е. процесс Z(T + δ − γ(T + δ) − u), u > 0, то на событии {αY 6 −v}
он будет начинаться с отрицательного скачка −αζ1 6 −v. На первых
m «шагах» предельный процесс в обратном направлении αY (u) будет
иметь вид процесса Y (u), но со скачками (ατ1,−αζ1), . . . , (

ατm,−αζm).
Выбором большого m вероятность P(αZm 6 −v), где

αZm = max
k6m

k∑
j=1

(−αζj),

может быть сделана сколь угодно близкой к P(αY 6 −v), αY = sup
u>0

αY (u).

Другими словами, выборомN вероятность P
(
αY (N) 6 −v

)
, где αY (N) =

max
u6N

αY (u), может быть сделана сколь угодно близкой к P(αY 6 −v).
Нам остается установить, что условная вероятность пересечь про-

цессу Z(t) границу x на интервале времени (0, T + δ −M) при условии{
Z(T+δ) ∈ ∆[x+v), γ(T+δ) < δ

}
пренебрежимо мала при больших M .
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Точнее, нам достаточно установить пренебрежимую малость при боль-
ших T , M и T −M условной вероятности

P cond := P
(
ηZ(x) < T −M |Z(T ) ∈ ∆[x+ v), γ(T ) < δ

)
=

=
P(ηZ(x) < T −M,Z(T ) ∈ ∆[x+ v), γ(T ) < δ)

P(Z(T ) ∈ ∆[x+ v), γ(T ) < δ)
. (6.3.8)

Положим tk = kh, k = 0, 1, . . . , N ; h[t) := [t, t + h), считая N = T−M
h

целым числом. Так как ηZ(x) — марковский момент, числитель в правой
части (6.3.8) равен

Σ :=

N∑
k=0

tk+1∫
tk

P
(
ηZ(x) ∈ dt

)
P
(
Z∗(T − t) ∈ ∆[x+v), γ(T − t) < δ

)
, (6.3.9)

где процесс Z∗ устроен так же как Z и не зависит от Z. В силу теоре-
мы 5.2.1 второй множитель в (6.3.9) можно заменить на

P
(
Z(T − tk) ∈ ∆[x+ v), γ(T − tk) < δ

)
(1 + εh),

где εh → 0 при h → 0, так что полученное выражение отличается от
P
(
Z(T − tk) ∈ ∆[x + v)

)
множителем δ

(
1 + o(1)

)
при малых δ. По-

следнее высказывание относится и к знаменателю в (6.3.8). В итоге мы
получаем, что при малых h, δ

P cond=
N∑
k=0

P(ηZ(x)∈h[tk))P(Z(T − tk)∈∆[x+ v))(1+ o(1))

P(Z(T )∈∆[x+ v))
. (6.3.10)

Числители в (6.3.8), (6.3.10) означают вероятность пучка «искривлен-
ных» траекторий (проходящих выше точки (T −M,x)), соединяющих
точку (0, 0) с окрестностью точки (T, x + v). Знаменатель в этих со-
отношениях равен вероятности всех траекторий, соединяющих назван-
ные области, в том числе «прямолинейные», наиболее вероятные (см. п.
4.7.1) траектории. Это означает, что числитель в (6.3.8), (6.3.10) в си-
лу строгой выпуклости функции D экспоненциально (по M) меньше
знаменателя, так что вероятность P cond мала при больших M . Что-
бы получить явную оценку для P cond заметим, что так как ηZ(x) —
марковский момент, то следующий за ним горизонтальный скачок τ∗

не зависит от предыстории и распределен как τ . Поэтому

P
(
ηZ(x) ∈ h[tk), τ

∗ > h
)
= P

(
ηZ(x) ∈ h[tk)

)
P(τ > h).

С другой стороны,{
ηZ(x) ∈ h[tk), τ

∗ > h
}
⊂

{
Z(tk+1) > x

}
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и, стало быть, для h таких, что P(τ > h) > 1/2, получаем

P
(
ηZ(x) ∈ h[tk)

)
6 P(Z(tk+1) > x)

P(τ > h)
6 2P

(
Z(tk+1) > x

)
.

Поэтому в силу (6.3.10)

P cond 6
N∑
k=0

2P(Z(tk+1) > x)P(Z(T − tk) ∈ ∆[x+ v))

P(Z(T ) ∈ ∆[x+ v))
×

×
(
1 + o(1)

)
. (6.3.11)

Остается воспользоваться асимптотическими представлениями для всех
элементов правой части в (6.3.11), которые содержатся в теореме 5.2.1.
Мы предоставляем это читателю.

Выкладки, доказывающие малость P cond, содержатся также в дока-
зательстве теоремы 6.4.1, приведенном ниже (см. оценки сумм

∑
T,x и

RT,x в (6.4.10), (6.4.11)). Теорема 6.3.1 доказана.
Обозначим

Pα(v) = P(αY 6 v), Jα(v) =

v∫
0

e−uµ(α)Pα(−u)du. (6.3.12)

Положим в теореме 6.3.1 v = vk = k∆, k = 0, 1, . . . , и просуммируем
полученные соотношения по k от 0 до N = v/∆ (считаем N целым).
В левой части получим вероятность P

(
ηZ(x)∈ δ[T ), χZ(x)<v

)
, а в пра-

вой значение

δC(α)√
T

e−TD(α)
N∑
k=0

∆e−vkµ(α)Pα(−vk)
(
1 + o(1)

)
,

где интегральная сумма соответствует интервалу Jα(v). Мы получили

Следствие 6.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 6.3.1. Тогда

P
(
ηZ(x) ∈ δ[T ), χZ(x) < v

)
=
δC(α)√

T
e−TD(α)Jα(v)

(
1 + o(1)

)
,

где δ = o(1) при T → ∞, остаточный член равномерен по α ∈
K ∩ {α > α0 > 0}.

В связи со следствием 6.3.1 представляет интерес

Лемма 6.3.1. Интеграл Jα(∞) сходится при всех α ∈ K.
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Доказательство. Заметим, что

Pα(u) < P(αζ > u).

Поэтому

Jα(∞) <

∞∫
0

e−uµ(α)
∞∫
u

P(αζ ∈ dt)du =

=

∞∫
t=0

t∫
u=0

e−uµ(α)duP(αζ ∈ dt) =

∞∫
0

(1− e−tµ(α))

µ(α)
P(αζ ∈ dt) =

=
1

µ(α)

(
P(αζ > 0)−E(e−µ(α)

αζ ; αζ > 0
)
, (6.3.13)

где
E(e−µ(α)

αζ ; ζ > 0) 6 Ee−µ(α)
αζ = A

(
λ(α), 0

)
<∞

так как α ∈ K (т.е. α /∈ [β−, β+]) и, стало быть, λ(α) < λ+.
Если α отделено от a и, стало быть,

∣∣µ(α)∣∣ > ε при некотором ε > 0,
то, очевидно, Jα(∞) <∞. Если α→ a при T → ∞, то µ(α) → 0 и

Jα(∞) → E(αζ; αζ > 0) <∞,

так как αζ удовлетворяет условию Крамера. Лемма 6.3.1 доказана.

§ 6.4 Интегральные теоремы для распределения
Z(T ) = max

t6T
Z(t)

Предварительно отметим, что в случае, когда τ и ζ независимы, асимп-
тотика распределений

P
(
Z(T ) > x, χZ(x) > u

)
, P

(
Z(T ) < x, Z(T ) < x− y

)
и ряда других весьма полно исследована в [37] с помощью аналитиче-
ских методов и аппарата факторизации. Постоянные множители в асимп-
тотике изучаемых вероятностей в [37] сформулированы в терминах ком-
понент факторизации функции 1− zψ(ζ)(µ). Они нуждаются в поясне-
ниях, которые требуют дополнительных сведений, уводящих в сторону
от основного русла изложения. Поэтому останавливаться здесь на ре-
зультатах [37] мы не будем и уделим основное внимание изучению об-
щего случая с помощью вероятностных подходов.



6.4. Интегральные теоремы для распределения Z(T )=max
t6T

Z(t) 369

6.4.1 Случай a < 0, α > 0

Положим
Kε := {β∗+ + ε, α+ − ε} =: [α(ε), α

(ε)],

где

β∗+ =

{
β+, если λ+ < D(0),

0, если λ+ > D(0)

и, как и прежде,

α+ = A′(µ+ − 0), β+ = A′(m+),

µ+ определено в (3.5.8),m+ — максимальное решение уравнения A(µ) =
−λ+ (оно существует, если λ+ < D(0)). В случае a < 0, A(µ+) > 0 опре-
делены максимальный ноль µ0 > 0 функции A(µ): A(µ0) = 0, и значение

α0 = A′(µ0).

Обозначим через AT,x,v событие

AT,x,v :=
{
Z(T ) > x, χZ(x) ∈ ∆[v)

}
.

Теорема 6.4.1. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, a< 0, A(µ+)> 0,
α = x

T , c(α, v) = C(α)Pα(−v), где C(α) и Pα(v) определены в теоре-
ме 5.2.1 и в (6.3.12) соответственно. Тогда при ∆ = o(1), T → ∞

(i) если α > α0, α− α0 отделено от 0, то

P(AT,x,v) =
∆√
T

c(α, v)

αL′(α)
e−TD(α)−vµ(α)(1 + o(1)

)
, (6.4.1)

где
L(α) =

D(α)

α
;

(ii) если α = α0 + ρ, где ρ = o(1) при T → ∞, то

P(AT,x,v) =
∆
√
2π c(α0, v)

α0

√
D′′

e−xµ0−vµ(α0)Φ(ρ
√
xL′′)

(
1 + o(1)

)
(6.4.2)

при T → ∞, где Φ(z) — функция распределения стандартного нормаль-
ного закона, L′′ = L′′(α0), D′′ = D′′(α0) = α0L

′′(α0);
(iii) если α < α0, α0 − α отделено от 0, то

P(AT,x,v) =
∆
√
2πc(α0, v)

α0

√
D′′

e−xµ0−vµ(α0)
(
1 + o(1)

)
(6.4.3)

при T → ∞.
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В разделах (i), (iii) остаточный член o(1) равномерен по α из пере-
сечений указанных в этих разделах областей α с компактом K2ε.

Суммируя (6.4.2), (6.4.3) по v = vk = k∆, k = 0, 1, . . . , и приближая
затем сумму интегралом, получим

Следствие 6.4.1. При α = α0 − ρ, ρ
√
x→ ∞ при x→ ∞

P
(
Z(T ) > x

)
= P(Z > x)

(
1 + o(1)

)
=

=

√
2πC(α0)Pα0

α0

√
D′′

e−xµ0
(
1 + o(1)

)
, (6.4.4)

где

Pα0 =

∞∫
0

Pα0(−v)e−vµ(α0)dv.

Условное предельное распределение величины χZ(x) при условии
Z > x имеет плотность, равную

Pα0(−v)e−vµ(α0)

Pα0

.

Так как Z = supk>o Zk, то второе равенство в (6.4.4) есть одна
из форм записи известного результата Крамера–Лундберга о распре-
делении Z. Так как A(ζ)(µ0) = A(0, µ0) = A

(
− A(µ0), µ0

)
= 0, то

µ0 = µ
(ζ)
0 = max

{
µ : A(ζ)(µ) = 0

}
. Поэтому утверждение (iii) теоремы

можно было бы и не доказывать, так как асимптотика правой части
(6.4.2) при ρ → ∞ совпадает с точностью до постоянного множителя
(весьма сложной природы) с асимптотикой P(Z > x) в теореме 6.1.2.
Отсюда с необходимостью вытекает совпадение постоянных множите-
лей в (6.1.12) и (6.4.4).

Следствие 6.4.2. Условное распределение величины ηZ(x) = inf
{
t :

Z(t) > x
}

при условии {Z > x} обладает свойством

P

(
ηZ(x)− x/α0

σηZ
√
x

< z |Z > x

)
⇒ Φ(z) при x→ ∞, (6.4.5)

где
σ−1
ηZ

= α2
0

√
L′′ = α

3/2
0

√
D′′.

Доказательство следствия 6.4.2 приведено ниже.
Как уже отмечалось, весьма полное исследование распределения

максимума Zn в области больших уклонений для случайных блужда-
ний проведено в [2] (см. также [12, § 3.9]) аналитическими методами
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с использование факторизации. Значительная часть полученных в [2]
результатов была перенесена в [37] в случае независимых τ и ζ на ОПВ
и распределение Z(T ). Техника, использованная в названных работах,
является весьма сложной и выходит за рамки настоящей монографии.
Более прозрачный вероятностный подход к изучению распределения Zn
для случайных блужданий был предложен в [29]. Теорема 6.3.1 исполь-
зует тот же подход. Он в случае ОПВ основан на существовании пре-
дельных условных (при фиксированном конце траектории) распределе-
ний для скачков τ и ζ, установленном в теореме 6.1.1. Существенным
недостатком этого подхода является то обстоятельство, что он предпо-
лагает отделенность нормированного уклонения α = x

T от нуля. В этом
случае существуют условные предельные распределения τ и ζ, описан-
ные в теореме 6.1.1. В случае, когда α → 0 при T → ∞, приходится
обращаться к результатам [37].

Другой подход, применимый в случае α = o(T−1/3), состоит в рас-
пространении принципа инвариантности на область больших уклоне-
ний. Он изложен в гл. 7.

Сходимость условного распределения времени первого прохождения
высокого уровня к нормальному закону для случайных блужданий с от-
рицательным сносом (ср. теорему 6.4.1 со следствием 6.4.2) была уста-
новлена в [2]. Аналогичная сходимость для ОПВ в случае, когда τ и ζ
независимы, была установлена в [37]. Как уже отмечалось, в обеих ра-
ботах использовалась аналитическая техника, основанная на фактори-
зации.

Доказательство следствия 6.4.2. Имеем

P
(
ηZ(x) < x/α0 + y

√
x |Z > x

)
= P

(
Z(x/α0 + y

√
x
)
> x |Z > x

)
=

=
P
(
Z(x/α0 + y

√
x) > x

)
P(Z > x)

. (6.4.6)

Здесь при T = x/α0 + y
√
x значение α равно

α =
x

x/α0 + y
√
x
= α0

(
1− yα0√

x
+O

(
y2

x

))
= α0 − ρ,

где ρ =
yα2

0√
x
+O

(
y2

x

)
. Поэтому мы можем в силу теоремы 6.4.1 закончить

равенство (6.4.6) значением

Φ

(
yα2

0

√
xL′′

√
x

)(
1 + o(1)

)
.

Полагая z = yα2
0

√
L′′, мы получим (6.4.5). Следствие 6.4.2 доказано.
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Для доказательства теоремы 6.4.1 нам понадобится следующее утвер-
ждение.

Лемма 6.4.1. Пусть A(µ+) > 0 (µ+ = sup{µ : A(µ) <∞}). Тогда
(i) Определено максимальное решение уравнения A(µ) = 0:

µ0 = max
{
µ : A(µ) = 0

}{
> 0 при a < 0.

= 0 при a > 0.

Если A(µ+) > 0, то функция A(µ) аналитична в точке µ0.
(ii) Функция

L(α) =
1

α
D(α)

выпукла на полуоси (0,∞). В случае A(µ+) > 0 она достигает своего
наименьшего значения в точке

α0 := A′(µ0), L(α0) = µ0, α0 ∈ Kε

при достаточно малом ε > 0,

L′′(α0) =
µ′(α0)

α0
=
D′′(α0)

α0
> 0.

(В случае a > 0 выполняется α0 = a и L(α) достигает своего миниму-
ма на [a,∞) в точке α0 = a, L(α0) = µ0 = 0.)

Доказательство. (i) Первое утверждение леммы очевидно в силу
выпуклости функции A(µ) и того, что A′(0)< 0. Если A(µ+)> 0, то
[0, µ0] ⊂ [0, µ+) принадлежит области аналитичности функции A(µ).

(ii) Функция L(α), как и D(α), п.в. дифференцируема,

L′(α) = −α−2D(α) + α−1µ(α) = −α−2
(
D(α)− αµ(α)

)
=

= α−2A
(
µ(α)

)
= −α−2λ(α). (6.4.7)

В лемме 3.5.3 было установлено, что λ(α) убывает на (0,∞). Стало быть,
функция α−2λ(α) также убывает, а L′(α) возрастает. Это доказывает
выпуклость L(α).

Уравнение L′(α) = 0 для точки минимума функции L(α) в силу
(6.4.7) эквивалентно уравнению

A
(
µ(α)

)
= 0,

которое, в свою очередь, эквивалентно уравнению µ(α) = µ0, или, что
то же,

α0 = A′(µ0)
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(функция µ(·) является обратной к A′(·)).
Далее,

L(α0) =
1

α0
D(α0) =

1

α0

(
α0µ(α0)−A

(
µ(α0)

))
= µ(α0) = µ0.

Так как в случае λ+ < D(0) выполняется β+ < µ0, то µ0 > β∗+,
µ0 ∈ (β∗+, α+), µ0 ∈ Kε при достаточно малом ε > 0.

Дифференцируя равенство (6.4.7), получим

L′′(α) = −2α−3A
(
µ(α)

)
+ α−2A′(µ(α))µ′(α),

L′′(α0) = α−1
0 µ′(α0) = α−1

0 D′′(α0) > 0.

Лемма 6.4.1 доказана.
Доказательство теоремы 6.4.1. Пусть, как и прежде,

BZ,T =
{
ηZ(x) ∈ δ[T ), χZ(x) ∈ ∆[v)

}
.

Воспользуемся теоремой 6.3.1, в силу которой

P(BZ,T ) =
∆δC(α)Pα(−v)√

T
e−TD(α)−vµ(α)(1 + o(1)

)
, (6.4.8)

где
Pα(−v) := P(αY 6 −v),

C(α) определено в теоремах 5.2.1, 6.3.1, ∆ = ∆T = o(1), δ = δT = o(1)
при T → ∞, остаточный член равномерен по α ∈ Kε ⊂ K

∩
{α>α0> 0}.

Пусть для определенности N = T
δ — целое число. Тогда при α ∈ K2ε,

tk = kδ, θk = tk
T , k = 0, 1, . . . , N − 1 имеем

P(AT,x,v) = P
(
Z(T ) > x, χZ(x) ∈ ∆[v)

)
=

N−1∑
k=0

P(BZ,tk) =

=
N−1∑
k=0

P
(
ηZ(x) = δ[tk), χZ(x) ∈ ∆[v)

)
= ΣT,x +RT,x, (6.4.9)

где

ΣT,x :=
∑

θk∈
[

α

α(ε)
,1
)
∆δc(α/θk, v)√

Tθk
e−TθkD(α/θk)−vµ(α/θk)

(
1+o(1)

)
, (6.4.10)
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c(α, v) = C(α)Pα(−v), и в силу (6.3.6)

RT,x :=
∑

θk<
α

α(ε)

P(BZ,tk) =
∑

θk<
α

α(ε)

P(BZ,tk,γ)
(
1 + o(1)

)
6

6
∑

θk<
α

α(ε)

P
(
Z(tk + δ) ∈ ∆[x+ v)

)(
1 + o(1)

)
. (6.4.11)

Здесь α
α(ε) 6 α(ε)−ε

α(ε) < 1 при α ∈ K2ε.
Вернемся к сумме (6.4.10). Так как θk+1 − θk = δ

T , то сумма ΣT,x
может быть приближена интегралом:

ΣT,x = JT,x
(
1 + o(1)

)
,

где

JT,x := ∆
√
T

1∫
α/α(ε)

c
(α
θ
, v
)
θ−1/2e−TθD(α/θ)−vµ(α/θ)dθ, (6.4.12)

остаточный член по-прежнему равномерен, но теперь по α
θ ∈ Kε.

Главная, экспоненциальная часть функции под знаком интеграла
в (6.4.12) имеет логарифм, равный

−TθD
(α
θ

)
= −xL

(α
θ

)
, (6.4.13)

где L(α) = 1
αD(α), αθ ∈ [α, α(ε)). В силу леммы 6.4.1 α0=A

′(µ0)∈Kε, при
этом L(α0) = µ0, L′′(α0) = µ′(α0)α

−1
0 > 0.

Рассмотрим следующие основные случаи.
(i) α > α0, α − α0 отделено от 0. Сделаем в (6.4.12) замену пере-

менных θ = 1
1+t , t =

1
θ − 1. Тогда α

θ = α+ αt, dθ = − dt
(1+t)2

L
(α
θ

)
= L(α) + αtL′(α) +O(t2) при t→ 0, xL(α) = TD(α),

1∫
α/α(ε)

e−TθD(α/θ)dθ = e−TD(α)

α(ε)/α−1∫
0

1

(1 + t)2
e−αtTL

′(α)+O(t2T )dt =

= e−TD(α) 1

TαL′(α)

(
1 + o(1)

)
.

Из сказанного видно, что главную часть интеграла (6.4.10) определяет
интеграл по окрестности точки t = 0 (θ = 1) и, стало быть, (см. (6.4.12))

JT,x =
∆c(α, v)√
TαL′(α)

e−TD(α)−vµ(α)(1 + o(1)
)
.
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Рассмотрим теперь остаток RT,x в (6.4.9), (6.4.11).
Так как функция L(s) выпукла, то L(s) > L(α) при s > α > α0,

и согласно локальному принципу больших уклонений при θk <
α
α(ε) и

T → ∞

lnP
(
Z(tk + δ) ∈ ∆[x+ v)

)
∼ −TD

( x
tk

)
= −xL

( α
θk

)
<

< −xL(α(ε)) < −x
(
L(α) + ε1

)
= −TD(α)− xε1, (6.4.14)

RT,x = O(e−TD(α)−Tε2)

при некоторых ε1 > 0, ε2 > 0. Поэтому, возвращаясь к (6.4.9), находим

P(AT,x,v) = − ∆√
T

c(α, v)

αL′(α)
e−TD(α)−vµ(α)(1 + o(1)

)
,

где остаточный член равномерен по α ∈ K2ε. Это доказывает (6.4.1).
(ii) α = α0 − ρ, где ρ = o(1) при T → ∞. В этом случае

α

θ
= (1 + t)(α0 − ρ) = α0 − ρ+ t(α0 − ρ),

L
(α
θ

)
= L(α0) +

1

2

(
ρ− t(α0 − ρ)

)2
L′′(α0) +O

(
|ρ|+ t

)3
.

Сделав замену переменных

u =
[
t(α0 − ρ)− ρ

]√
xL′′,

где для краткости принято L′′ = L′′(α0), получим

xL
(α
θ

)
= xL(α0) +

xu2

2
L′′ +O

(
|ρ|+ |u|√

x

)3
.

Возвращаясь к (6.4.12), (6.4.13) и учитывая, что вновь главная часть
интеграла JT,x определяется интегралом по окрестности точки t = 0,
dθ = − du

α0

√
xL′′

(
1 + o(1)

)
при T → ∞, ρ→ 0, находим

JT,x =
∆
√
T c(α, v)

α0

√
xL′′

e−xµ0−vµ(α)
∞∫

−ρ
√
xL′′

e−
u2

2 du
(
1 + o(1)

)
=

=
∆
√
2π c(α0, v)

α
3/2
0

√
L′′

e−xµ0−vµ(α0)Φ(ρ
√
xL′′)

(
1 + o(1)

)
, (6.4.15)

так как α→ α0 при T → ∞.
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Оценка остаточного члена RT,x происходит аналогично предыдуще-
му. Сказанное доказывает (6.4.2).

(iii) α < α0, α0 − α отделено от 0. При этих условиях максимум
подинтегральной функции в (6.4.12) достигается внутри интервала ин-
тегрирования в точке θ = α

α0
< 1 (при этом α

θ = α0), где

α

α0
>

α

α(ε)
, так как α0 < α(ε),

так что θ ∈
(

α
α(ε) , 1

)
. В этом случае основной вклад в асимптотику JT,x

вносит интеграл по окрестности точки θ = α/α0 и следует применять
стандартный метод Лапласа для интегралов вида (6.4.12). Надо вос-
пользоваться разложением L

(
α
θ

)
около точки α

θ = α0:

L
(α
θ

)
= L(α0) +

1

2

(
α

θ
− α0

)2

L′′ +O

(∣∣∣∣αθ − α0

∣∣∣∣3)
и сделать замену переменных

u =
√
xL′′

(α
θ
− α0

)
, θ = α

(
u√
xL′′

+ α0

)−1

, dθ ∼ − αdu

α2
0

√
xL′′

при u→ 0. Получим

JT,x = ∆
√
Tc(α0, v)

√
α0

α
e−xµ0−vµ(α0) α

√
2π

α2
0

√
xL′′

(
1 + o(1)

)
=

=
∆c(α0, v)

√
2π

α
3/2
1

√
L′′

e−xµ0−vµ(α0)
(
1 + o(1)

)
. (6.4.16)

Оценка остаточного членаRT,x происходит аналогично (6.4.14). Ска-
занное доказывает (6.4.3).

Остается заметить, что в (6.4.15), (6.4.16)

L′′ = L′′(α0) = α−1
0 D′′(α0),

так что

α
3/2
0

√
L′′ = α0D

′′(α0) = α0D
′′.

Теорема 6.4.1 доказана.
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6.4.2 Случай α > a > 0

Так как по лемме 6.4.1 L′(α) = −α−2λ(α) > 0 при α > a, то функция
L(α) = 1

α D(α) возрастает при α > a, а функция L
(
α
θ

)
достигает своего

минимума по θ ∈ [0, 1] в точке θ = 1. Поэтому здесь не возникает трех
возможностей, рассмотренных в теореме 6.4.1 и остается лишь аналог
случая (i). Мы будем использовать обозначения теоремы 6.4.1, но под
компактом Kε будем понимать отрезок Kε = [a+ ε, α+ − ε].

Теорема 6.4.2. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, 0 6 a < α =
x
T ∈ Kε. Тогда асимптотика вероятности P(AT,x,v) определяется со-
отношением (6.4.1),

P
(
Z(T ) > x

)
=

C(α)Pα√
TαL′(α)

e−TD(α)
(
1 + o(1)

)
, (6.4.17)

где

Pα =

∞∫
0

Pα(−v)e−vµ(α)dv,

остаточный член o(1) равномерен по α ∈ Kε.

Доказательство теоремы 6.4.2 повторяет доказательство п. (i) тео-
ремы 6.4.1. Здесь, как и в п. (i) теоремы 6.4.1, условное распределе-
ние ηZ(x) при условии Z(T ) > x сосредоточено в окрестности точки T
и имеет показательное распределение.

Следствие 6.4.3. Пусть либо a < 0, α > α1, α−α1 отделено от
нуля, либо α > a > 0, α− a отделено от нуля. Тогда

P
(
T − ηZ(x) > t |Z(T ) > x

)
= e−tb

(
1 + o(1)

)
, (6.4.18)

где b = α2L′(α) > 0, остаточный член равномерен по α ∈ Kε.

Доказательство. Имеем

TD
( x
T

)
− (T − t)D

( x

T − t

)
= x

[
L(α)− L

(α
θ

)]
(6.4.19)

при

θ =
T − t

T
= 1− t

T
,

1

θ
= 1 +

t

T
+O(T−2), T → ∞.
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Поэтому в силу (6.4.1), (6.4.17), (6.4.19)

P
(
T − ηZ(x) > t |Z(T ) > x

)
=

P(Z(T − t) > x)

P(Z(T ) > x)
=

= exp

{
x

[
L(α)− L

(α
θ

)]}(
1 + o(1)

)
(6.4.20)

Далее,

L
(α
θ

)
= L(α) + α

(1
θ
− 1

)
L′(α) +O(T−2),

x

[
L(α)− L

(α
θ

)]
= −x

[
αt

T
L′(α) +O(T−2)

]
= −α2L′(α)t+O(T−1).

Таким образом, правая часть в (6.4.20) равна exp
{
−α2L′(α)t

}(
1+ o(1)

)
.

Это доказывает (6.4.18). Следствие 6.4.3 доказано.
Утверждению (6.4.18) соответствует тот факт, что в условиях след-

ствия 6.4.3 асимптотики вероятностей P
(
Z(T )>x

)
и P

(
Z(T )>x

)
совпа-

дают с точностью до постоянного (при фиксированном α) множителя.
Действительно, из формулы (5.2.13) при больших ∆ нетрудно получить,
что

P
(
Z(T ) > x

)
=

C(α)√
Tµ(α)

IZ(α, 0, 0,R)e−TD(α)
(
1 + o(1)

)
.

Поэтому в силу (6.4.17)

P
(
Z(T ) > x

)
P
(
Z(T ) > x

) =
Pαµ(α)IZ(α, 0, 0,R)

αL′(α)

(
1 + o(1)

)
.

6.4.3 Случай a > 0, α ∼ a при T → ∞

В этом случае предельные теоремы для Z(T ) и Z(T ) в широкой области
уклонений x будут одни и те же.

Пусть процесс Y ∗(t) определен так же как процесс Y (t), но имеет
скачки (τj ,−ζj), j = 1, 2, . . . Так как EY ∗(t) ∼ −at при t → ∞, то
определена собственная случайная величина Y ∗

= supt>0 Y
∗(t). Из ре-

зультатов § 6.1 следует, что

P(Y
∗
> y) < e−cy

при некотором c > 0 и y → ∞.

Теорема 6.4.3. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, a > 0, α− a= o(1)
при T → ∞. Тогда
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(i). Справедливо представление

Z(T ) = Z(T ) + Y ∗
T , (6.4.21)

где распределение Y ∗
T сходится при T → ∞ к распределению Y

∗ и
P(Y ∗

T > y) < P(Y
∗
> y) при всех y.

(ii). Если x− aT = o(T 2/3), то при T → ∞

P(Z(T ) > x
)
= P

(
Z(T ) > x

)(
1 + o(1)

)
=

=

[
1− Φ

(
x− aT

σ
√
T

)](
1 + o(1)

)
(6.4.22)

при T → ∞, где Φ — функция распределения нормального закона.

Доказательство. (i). Ясно, что соотношение (6.4.21) выполнено при

Y ∗
T = sup

u>0

(
Z(T − u)− Z(T )

)
и что распределение Y ∗

T 6
p
Y

∗ сходится при T → ∞ к распределению Y
∗.

(ii). Положим
Ay = {Y ∗

< y}.
Тогда

P
(
Z(T ) > x

)
> P

(
Z(T ) > x

)
,

P
(
Z(T ) > x

)
6 P

(
Z(T ) > x,Ay

)
+O(e−cy) 6 (6.4.23)

6 P
(
Z(T ) > x− y

)
+O(e−cy).

Оценим вероятности P
(
Z(T ) > x

)
, P

(
Z(T ) > x − y

)
с помощью сумм

интегро-локальных вероятностей. Положим

vk = k∆, k 6 N, N∆ = o(T 2/3).

Тогда при x− aT = o(T 2/3), xk = x+ vk, выполняется

xk − aT = x− aT + vk = o(T 2/3), (6.4.24)

и при αk = xk/T согласно теореме 5.2.1

P
(
Z(T ) ∈ ∆[xk)

)
= T−1/2∆C(αk)IZ(αk, 0, 0,R)e−TD(αk), (6.4.25)

где функции C(α), IZ(α, 0, 0,R) непрерывны, так что C(αk)∼C(a),
IZ(αk, 0, 0,R) ∼ IZ(a, 0, 0,R) при всех k 6 N . В силу интегро-локальных
теорем при ∆T = ∆

σ
√
T

, x = aT имеем

P
(
Z(T )− aT ∈ ∆[0)

)
= P

(
Z(T )− aT

σ
√
T

∈ ∆T [0)

)
∼ ∆

σ
√
2π T

.
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Поэтому

C(a)IZ(a, 0, 0,R) =
1

σ
√
2π
.

Кроме того, при xk − aT = o(T 2/3)

TD(αk)=TD′′(a)
(αk− a)2

2
+ o(1)=

1

2σ2
(xk− aT )2

T
+ o(1). (6.4.26)

Аналогично при y = T 1/3

P
(
Z(T ) ∈ ∆[xk − y)

)
∼ T−1/2∆

σ
√
2π

e−TD(αk−y/T ),

TD

(
αk −

y

T

)
=

(xk − aT − y)2

2σ2T
+ o(1) =

=
(xk − aT )2

2σ2T
− (xk − aT )y

σ2T
+ o(1) =

=
(xk − aT )2

2σ2T
+ o(1) = TD(αk) + o(1).

(6.4.27)

Последнее соотношение вытекает из того, что при xk − aT = o(T 2/3),
y = T 1/3

(xk − aT )y

T
= o(1) при T → ∞.

Далее, в силу (6.4.25), (6.4.26) главная часть асимптотики P
(
Z(T ) > x

)
определяется соотношением

P
(
Z(T ) > x

)
∼

N∑
k=0

P
(
Z(T ) ∈ ∆[xk)

)
∼

∼ C(α)IZ(α, 0, 0,R)√
T

N∑
k=0

∆e−TD(αk). (6.4.28)

Здесь сумму можно естественным образом приблизить интегралом.
Предоставляем это читателю.

Аналогично, в силу (6.4.27) вероятность P
(
Z(T ) > x − y

)
также

асимптотически эквивалентна правой части в (6.4.28). Поэтому, воз-
вращаясь к (6.4.23), находим

P
(
Z(T ) > x

)
6 P

(
Z(T ) > x

)(
1 + o(1)

)
+O(e−cy), (6.4.29)

где cy = cT 1/3, и в силу (6.4.24)

TD(αk) ∼
1

2σ2
(xk − aT )2

T
= o(T 1/3).
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Это означает, что остаточный член в правой части (6.4.29) пренебрежи-
мо мал по сравнению с P

(
Z(T ) > x

)
. Это доказывает (6.4.22).

Асимптотика P
(
Z(T ) > x

)
может быть найдена с помощью инте-

грала, приближающего сумму (6.4.28). Это дает

P
(
Z(T ) > x

)
= P

(
Z(T )− aT

σ
√
T

>
x− aT

σ
√
T

)
∼ 1 − Φ

(
x− aT

σ
√
T

)
при T → ∞. Теорема 6.4.3 доказана.

6.4.4 Асимптотика вероятности невыхода траектории ОПВ
за высокий уровень x при α = x

T
< a

В этом разделе мы будем рассматривать «граничную задачу второго
типа» относительно траекторий Z(t), t 6 T , с горизонтальной границей,
т.е. изучать асимптотику вероятности P

(
Z(T ) 6 x

)
(дополнительную

к вероятностям из раздела 6.4.2) в случае α < a, когда эта вероятность
сходится к 0. В основе будут лежать те же подходы, которые были
использованы в разделах 6.4.1, 6.4.2. Пусть

Pα(v) = P(αY 6 v), Qα =

∞∫
0

eµ(α)uPα(u)du.

Теорема 6.4.4. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, a > 0, α < a,
α = x

T ∈ Kε. Тогда

P
(
Z(T ) < x,Z(T ) ∈ x−∆[v)

)
=

=
∆C(α)Pα(v)IZ(α, 0, 0,R)√

T
e−TD(α)+vµ(α)

(
1 + o(1)

)
, (6.4.30)

где ∆ = o(1) при T → ∞, остаточный член o(1) равномерен по α ∈ Kε,
λ(α) < 0, функция C(α) определена в теореме 5.2.1,

IZ(α, 0, 0,R) =
∞∫
0

eλ(α)yP(τ > y)dy.

Полагая v = vk = k∆, k = 0, 1, . . . и суммируя вероятности в левой
части (6.4.30) при v = vk по k, получим

Следствие 6.4.4. При условиях теоремы 6.4.4 выполняется µ(α)<0,

P
(
Z(T ) 6 x

)
=
C(α)QαIZ(α, 0, 0,R)√

T
e−TD(α)

(
1 + o(1)

)
, (6.4.31)

где остаточный член o(1) равномерен по α ∈ Kε.
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Аналогично предыдущему здесь асимптотика P
(
Z(T ) 6 x

)
совпа-

дает с точностью до постоянного (при фиксированном α) множителя
с асимптотикой P

(
Z(T ) 6 x

)
.

Доказательство теоремы 6.4.4. Рассмотрим вероятности

p(u) := P
(
Z(T ) ∈ x−∆[v), γ(T ) ∈ δ[u), Z

(
T − γ(T )− 0 6 x

))
.

Совершенно аналогично тому, как это делалось в доказательстве тео-
ремы 6.3.1, находим

p(u)=P
(
Z(T )∈x−∆[v), γ(T )∈ δ[u)

)
P(αY 6 v)

(
1+ o(1)

)
. (6.4.32)

Так как

IZ(α, u, 0,R)− IZ(α, u+ δ, 0,R) =
u+δ∫
u

eλ(α)yP(τ > y)dy ∼

∼ δeλ(α)uP(τ > y) при δ = ō(1), T → ∞

(пусть для простоты функция P(τ > y) непрерывна), то асимптоти-
ка первого сомножителя в правой части (6.4.32) в силу теоремы 5.2.1
совпадает с асимптотикой произведения

∆δC(α)√
T

e−TD(α)+vµ(α)+uλ(α)P(τ > u)

(см. (6.3.1)). Так как второй множитель в правой части (6.4.32) от u
не зависит, то, полагая u = ukδ, k = 0, 1, . . . , и суммируя p(uk) по k,
получим

∞∑
k=0

p(uk) =
∆C(α)Pα(v)√

T
e−TD(α)+vµ(α)IZ(α, 0, 0,R)

(
1 + o(1)

)
.

Это доказывает (6.4.30). Равномерность o(1) устанавливается аналогич-
но предыдущему. Теорема 6.4.4 доказана.

Замечание 6.4.1. В исследовании граничных задач в §§ 6.3–6.4
осталась не изученной асимптотика рассматриваемых распределений
в случае α = o(1) при T → ∞, когда вероятностные подходы, связан-
ные с преобразованием Крамера над скачками и рассмотрением «обрат-
ных траекторий», не работают. В этом случае значения Pα(−v), при-
сутствующие при описании исследуемых асимптотик, сходятся к 0
при α → 0, что означает, по-видимому, смену при α → 0 характера
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этих асимптотик. Как уже отмечалось, для независимых τ и ζ весьма
полный асимптотический анализ граничных задач с прямолинейными
границами в области больших и нормальных уклонений содержится
в работе [37], где применялся факторизационный метод для отыскания
двойных интегральных преобразований над исследуемыми распределе-
ниями с последующим обращением этих преобразований. Изложение
в [37] по своей технической трудности выходит за рамки настоящей мо-
нографии, но оно «покрывает» случай α = o(1), x → ∞ при T → ∞.
Из результатов [37] вытекает, например, следующее утверждение.

Теорема 6.4.5. Пусть τ и ζ независимы, τ нерешетчата, рас-
пределение ζ имеет абсолютно непрерывную компоненту, x → ∞,
x = o(T ) при T → ∞. Тогда

P
(
Z(T ) 6 x,Z(T ) > x − v

)
=

αc(v)e−TD(α)

√
T

(
1 + o(1)

)
(6.4.33)

при T → ∞, где постоянный множитель c(v) зависит от v и распре-
деления (τ, ζ).

Сравнивая это утверждение со следствием 6.4.4, мы видим, что при
α → 0 в асимптотике левых частей в (6.4.33), (6.4.32) появляется схо-
дящийся к 0 множитель α.

§ 6.5 Интегро-локальные теоремы в граничных
задачах для обобщенных процессов восста-
новления

6.5.1 Интегро-локальные теоремы в первой граничной
задаче

Из доказательства теоремы 6.3.1 видно, что ее утверждение может быть
обобщено на время

ηZ,g = min
{
t : Z(t) > gT (t)

}
, (6.5.1)

первого прохождения траекторией ОПВ произвольной удаленной гра-
ницы, где gT (t) — функция, зависящая от растущего параметра T , та-
кая, что x := gT (T ) → ∞ при T → ∞. Например, функция

gT (t) = Tg(t/T ), (6.5.2)

где g(u) — фиксированная функция такая, что g(1) > 0, обладает этим
свойством.
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Не ограничивая общности, мы будем изучать асимптотику того, что
пересечение границы gT произойдет в окрестности точки t = T , при
этом будем предполагать, что функции gT (t) удовлетворяют следую-
щим условиям.

(a) Функция gT (t) асимптотически линейна в окрестности точки
t = T , т.е. для любого фиксированного N > 0, некоторого g′ < α и
T → ∞ выполняется

gT (t) = x+ (t− T )g′ + o(1) при |t− T | 6 N, α =
x

T
∈ K. (6.5.3)

Если, например, функция gT (t) имеет вид (6.5.2) и g(t) дифферен-
цируема в точке t = 1, то g′ = g′(1).

(b) В области t 6 T −N при некотором r < g′ выполняется

gT (t) > x+ r(t− T ) > 0. (6.5.4)

Отметим, что если в этих условиях g′ < 0, то возникает качественно
новая возможность, состоящая в том, что процесс Z(t) может пересечь
границу gT (t) не только вертикальным, но и горизонтальным скачком.

Обозначим через A↑ (A→) событие, состоящее в том, что пересечение
границы gT (t) процессом Z(T ) произошло вертикальным (горизонталь-
ным) скачком. Мы найдем асимптотику вероятностей

P
(
ηZ,g ∈ ∆[T ), A↑) и P

(
ηZ,g ∈ ∆[T ), A→)

(6.5.5)

(и тем самым асимптотику вероятностей

P
(
ηZ,g ∈ ∆[T )

)
= P

(
ηZ,g ∈ ∆[T ), A↑)+P

(
ηZ,g ∈ ∆[T ), A→)

при T → ∞. На самом деле будут изучены вероятности более инфор-
мативных событий, чем в (6.5.5).)

1) Начнем с вероятностей пересечения границы вертикальным скач-
ком.

Положим
χZ,g := Z(ηZ,g)− gT (ηZ,g).

Теорема 6.5.1. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, α = x
T > a+ ε

и выполнены условия (a), (b) при любом g′ < α− ε и некотором ε > 0.
Тогда

P
(
ηZ,g ∈ δ[T ), A↑, χZ,g ∈ ∆[v)

)
=

= P
(
Z(T + δ) ∈ ∆[x+ v), γ(T + δ) < δ

)
Pα,g′(−v)

(
1 + o(1)

)
=

=
∆δC(α)√

T
e−TD(α)−vµ(α)Pα,g′(−v)

(
1 + o(1)

)
, (6.5.6)
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где
Pα,g′(−v) := P

(
sup
t>0

(
αY (t) + g′t

)
6 −v

)
, (6.5.7)

∆ = ∆T = o(1), δ = δT = o(1) при T → ∞, остаточный член o(1)
равномерен по α ∈ K

∩
{α > ε}, ε > 0.

Если g′ > 0, то P
(
A↑ | ηZ,g ∈ ∆[T )

)
= 1 и событие A↑ под знаком

вероятности в (6.5.6) можно убрать. Полагая v = vk = k∆ и суммируя
вероятности (6.5.6) по полуинтервалам ∆[vk) при k = 0, 1, . . . , получим

Следствие 6.5.1. При выполнении условий теоремы 6.5.1

P
(
ηZ,g ∈ δ[T )

)
=
δC(α)Pα,g′√

T
e−TD(α)

(
1 + o(1)

)
,

где

Pα,g′ =

∞∫
0

e−vµ(α)Pα,g′(−v)dv. (6.5.8)

Доказательство теоремы 6.5.1. Условия теоремы 6.5.1 таковы, что
они позволяют получить нужное утверждение путем незначительной
модификации рассуждений в доказательстве теоремы 6.3.1. Мы предо-
ставляем это читателю. В ряде соотношений доказательства теоре-
мы 6.3.1 процесс Z(t) надо заменить на процесс Z(t)+g′t со сносом g′t.
Например, в определении события BZ,T,γ в (6.3.2) событие{

Z(T + δ − γ(T + δ)− 0) 6 x
}

следует заменить на событие{
sup

t<T+δ−γ(T+δ)

(
Z(t) + g′t

)
6 x

}
.

Доказательство малости условной вероятности

P
(
ηZ,g < T −M |Z(T ) ∈ ∆[x+ v)

)
при больших M (ср. с (6.3.8), (6.3.10)) вытекает из условия (b) и вло-
жения

{ηZ,g < T −M} ∈
{
η
(r)
Z (x− rT ) < T −M

}
,

где η(r)Z (x − rT ) есть время первого прохождения процессом Z(t)−rt
границы x − rT . Дальнейшие оценки следуют рассуждениям (6.3.8)–
(6.3.10), но для процесса Z(t)− rt и границы x− rT .

2) Пересечение границы горизонтальным скачком. Перейдем теперь
к случаю g′ < 0, когда возможно пересечение границы gx(t) горизон-
тальным скачком.
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Теорема 6.5.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.5.1, g′ < 0,
λ+ > D(0). Тогда

P
(
ηZ,g ∈ δ[T ), A→, χ(T ) > v

)
=

=
δ|g′|√
T
C(α)e−TD(α)

∞∫
0

eλ(α)uP(τ>u+v)Pα,g′(−g′u)du
(
1+o(1)

)
, (6.5.9)

где δ = δT = o(1) при T → ∞, остаточный член равномерен
по α ∈ K ∩ {α > ε}, ε > 0, вероятность Pα,g′(−v) определена в (6.5.7).

Условие λ+ > D(0) введено для упрощения доказательства. Оно
не является ограничительным.

Доказательство теоремы 6.5.2. При g′ < 0 имеем

gT (T )− gT (T + δ) ∼ −δg′ > 0 при δ → 0. (6.5.10)

Обозначим
∆g(x] =

(
gT (T + δ), gT (T ) = x

]
.

Тогда

P
(
ηZ,g ∈ δ[T ), A→, χ(T ) > v

)
=

=

T∫
0

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T )>v, BT (u)

)
+Pδ[T ), (6.5.11)

где

BT (u) =
{

sup
t6T−u

(
Z(t)− gT (t)

)
6 0

}
,

Pδ[T ) 6 P
(
Z(T + δ) ∈ ∆g[x), γ(T + δ) < δ

)
.

При v > 0, δ < v слагаемое Pδ[T ) в правой части (6.5.11) исчезает, так
как событие

{
χ(T ) > δ, γ(T + δ) < δ

}
пусто при δ < v.

Оценку первого слагаемого в правой части (6.5.11) разобьем на не-
сколько этапов.

I. Аналогично предыдущему находим, что условная вероятность со-
бытияBT (u) при условии

{
Z(T )∈∆g(x], γ(T )∈du, χ(T )>v

}
при каждых

фиксированных u и v асимптотически эквивалентна при T→∞ вероят-
ности события Pα,g′(−g′u) (gT (T−u)−x−g′u∼−g′u при небольших u).
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Поэтому при фиксированном M

JM0 :=

M∫
0

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T ) > v, BT (u)

)
∼

∼
M∫
0

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T ) > v

)
Pα,g′(−g′u). (6.5.12)

Далее, так как функция Pα,g′(−g′u) возрастает по u, то мы можем оце-
нивать интеграл снизу суммами∑
uk6M

P
(
Z(T )∈∆g(x], γ(T )∈ δ[uk), χ(T )>v

)
Pα,g′(−g′uk), (6.5.13)

где uk = kδ, k = 0, . . . , N = T/δ (считаем, чтоN — целое число). В силу
теоремы 5.2.1 и (6.5.10) при uk < M и большом фиксированном M

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ δ[uk), χ(T ) > v

)
=

=
δ|g′|C(α)√

T
e−TD(α)

[
IZ(α, u, v,R)− IZ(α, u+ δ, v,R)

](
1 + o(1)

)
,

где
IZ(α, u, v,R)− IZ(α, u+ δ, v,R) ∼ δeλ(α)uP(τ > u+ v)

при δ → 0 (пусть для простоты функция P(τ > u) непрерывна).
Возвращаясь к (6.5.12), (6.5.13), находим

JM0 > δ|g′|C(α)√
T

e−TD(α)

M∫
0

eλ(α)uP(τ > u+ v)×

× Pα,g′(−g′u)du
(
1 + o(1)

)
. (6.5.14)

Если в (6.5.13) заменить Pα,g′(−g′uk) на Pα,g′(−g′uk+1), то мы получим
оценку сверху для JM0 , которая приводит к оценке с той же правой
частью, что и в (6.5.14). Ясно также, что выбором M интеграл в правой
части (6.5.14) может быть сделан сколь угодно близким к интегралу от 0
до ∞, так что при больших M правая часть в (6.5.14) асимптотически
эквивалентна правой части в (6.5.9).

II. Оценим теперь сверху (см. (6.5.11)) интеграл

T ∗∫
M

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T ) > v, BT (u)

)
,
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где T ∗ таково, что значение α∗ := x
T ∗ ∼ c∗α, c∗ > 1, α∗ ∈ K, по-

прежнему удовлетворяет всем условиям теоремы 5.2.1 для α. Этот ин-
теграл не превосходит интеграл

JT
∗

M :=

T ∗∫
M

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T ) > v

)
, (6.5.15)

который мы, аналогично предыдущему, будем приближать суммами∑
uk∈[M,T ∗]

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ δ[uk), χ(T ) > v

)
, (6.5.16)

где для k-го слагаемого Pk имеем

Pk := P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ δ[uk), χ(T ) > v

)
=

= P
(
Z(T − uk) ∈ ∆g(x], γ(T − uk) < δ, χ(T − uk) > uk + v

)
.

Обозначим

AT,k =
{
Z(T − uk) ∈ ∆g(x], γ(T − uk) < δ

}
. (6.5.17)

Тогда
Pk = P(AT,k)P

(
χ(T − uk) > uk + v |AT,k

)
,

где второй множитель в правой части равен

P
(
χ(T − uk) > uk + v | γ(T − uk) < δ

)
6 P(τ > uk + v). (6.5.18)

Поэтому по теореме 5.2.1 при αk = x
T−uk

Pk 6
|g′|δ2C(αk)√

T − uk
e−(T−uk)D(αk)P(τ > uk + v)

(
1 + o(1)

)
.

Здесь
(T − uk)D(αk) = TD(1− ρk, α) при ρk =

uk
T
.

В силу выпуклости функции D(t, α) (см. лемму 3.5.2)

D(1− ρk, α) > D(α)− ρkλ(α) (6.5.19)

и, стало быть, при всех k

(T − uk)D(αk) > TD(α)− ukλ(α),∑
uk∈[M,T ∗]

Pk<
|g′|δe−TD(α)

√
T − T ∗

∑
uk∈[M,T ∗]

δC(αk)e
ukλ(α)P(τ>uk+v)

(
1+o(1)

)
=

=
c|g′|δe−TD(α)

√
T − T ∗

∞∫
M

euλ(α)P(τ > u+ v)du
(
1 + o(1)

)
(6.5.20)



6.5. Интегро-локальные теоремы в граничных задачах для ОПВ 389

при некотором c. Так как λ+ > D(0), то λ(α) < λ+ и интеграл в (6.5.20)
сходится к 0 при M → ∞. Отсюда следует, что

JT
∗

M = o(JM0 ) при M → ∞, T → ∞.

III. Оценим далее

J
(1−ε)T
T ∗ =

(1−ε)T∫
T ∗

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du, χ(T ) > v

)
при малом фиксированном ε > 0. Как и в разделе II доказательства вос-
пользуемся приближением интеграла суммами и неравенством (6.5.18),
в силу которого (см. (6.5.17), (6.5.18))

Pk 6 P(AT,k)P(τ > uk + v).

Для получения требуемой оценки сверху для∑
uk∈[(1−ε)T,T ∗]

Pk

воспользуемся более грубыми, чем в разделе II, подходами. В силу ПБУ
для ОПВ имеем при T → ∞

lnP(AT,k)6 lnP
(
Z(T−uk)∈∆g(x]

)
6 − (T − uk)D̂

(
x

T−uk

)(
1 + o(1)

)
.

Так как λ+ > D(0), то D̂(·) = D(·) и в силу (6.5.19) имеем аналогично
предыдущему

lnP(AT.k) 6 −T (1− ρk)D

(
α

1− ρk

)
=

= −TD(1− ρk, α) 6 −TD(α) + ukλ(α),

∑
Pk 6

c

δ
e−TD(α)

(1−ε)T∫
T ∗

euλ(α)P(τ > u+ v)du

при некотором c <∞. Так как λ(α) < λ+ − ε при некотором ε > 0, то∑
Pk 6

ce−TD(α)

δ
e−ε1T

при некотором ε1 > 0. Таким образом, значение интеграла J (1−ε)T
T ∗ пре-

небрежимо мало по сравнению с JM0 .
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IV. Оценим

JT(1−ε)T =

T∫
(1−ε)T

P
(
Z(T ) ∈ ∆g(x], γ(T ) ∈ du

)
6

6 P
(
Z(εT ) > x

)
P
(
τ > (1− ε)T

)
. (6.5.21)

В силу леммы 4.6.1 (см. (4.6.8)) lα(t)
t → ∞ при t→ 0. Поэтому l′α(ε) > 0

при всех α > 0 и достаточно малом ε, и в силу теоремы 4.6.2 выполня-
ется

P
(
Z(εT ) > x

)
6 exp

{
−εTD

(
x

εT

)
+ o(1)

}
при T → ∞, где в силу (6.5.19)

εTD

(
α

ε

)
= TD(ε, α) > TD(α)− Tλ(α)(1− ε).

Вместе с (6.5.21) это дает

JT(1−ε)T 6 e−TD(α)+λ(α)(1−ε)T+o(T )P
(
τ > (1− ε)T

)
6 e−TD(α)−ε1T

при некотором ε1 > 0. Это вновь доказывает пренебрежимую малость
значения рассматриваемого интеграла по сравнению с JM0 .

V. Остается оценить (см. (6.5.11)

Pδ[T ) 6 P
(
Z(T + δ) ∈ ∆g(x], γ(T + δ) < δ

)
.

В силу теоремы 5.2.1

Pδ[T ) 6
cδ2√
T
e−TD(α) = o(JM0 )

при δ → 0 и некотором c <∞.
Полученные оценки доказывают (6.5.9). Теорема 6.5.2 доказана.

6.5.2 Интегро-локальные теоремы в задаче о вероятно-
сти разорения

В примере, приведенном во Введении, было пояснено, что в страхо-
вой компании с начальным капиталом z, размерами страховых выплат
ζ1, ζ2, . . . и «средней скоростью» q поступления страховых взносов ве-
роятность разорения за время T равна

P
(
sup
u6T

(
Z(t)− qt

)
> z

)
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Это соответствует вероятности пересечения ОПВ Z(t) границы

gT (t) = z + qt = x+ q(t− T ) при x = z + qT. (6.5.22)

Ясно, что такая граница удовлетворяет условиям (a), (b) при

g′ = q > 0, α =
x

T
= αz + q > q, αz =

z

T
,

что исключает пересечение границы горизонтальным скачком. Это есть
классическая задача о разорении. Ей посвящено значительное количе-
ство работ, включая монографии, см., например, [78, 80, 83, 96].

В этом разделе мы получим интегро-локальное утверждение для вре-
мени ηZ,g первого прохождения границы (6.5.22). Чтобы получить со-
держательное утверждение мы будем предполагать, что αz = z/T и
α− a отделены от 0. (В дальнейшем при получении интегральных тео-
рем в случае T ≫ z для вероятности PηZ,g > T ) будет найдена подхо-
дящая оценка.)

Из теорем 6.3.1, 6.5.1 вытекает

Следствие 6.5.2. Пусть ξ — нерешетчатый вектор, q > a,
αz = z/T > ε при некотором ε > 0. Тогда

P
(
ηZ,g ∈ δ[T ), χZ,g ∈ ∆[v)

)
=

∆δC(α)√
T

e−TD(α)−vµ(α)Pα,q(−v)
(
1 + o(1)

)
,

где ∆ = ∆T = o(1), δ = δT = o(1) при T → ∞, остаточный член o(1)
равномерен по α ∈ K

∩
{α > ε}.

Следствие 6.5.3. При выполнении условий следствия 6.5.2

P
(
ηZ,g ∈ δ[T )

)
=
δC(α)Pα,q√

T
e−TD(α)

(
1 + o(1)

)
,

где множитель Pα,q определен в (6.5.8).

§ 6.6 Интегральные теоремы в граничных зада-
чах

6.6.1 Интегральные теоремы в первой граничной задаче

Теоремы 6.5.1, 6.5.2 позволяют найти асимптотику «интегральной» ве-
роятности P(ηZ,g < T ) в общей граничной задаче первого типа для гра-
ницы вида

gT (t) = Tg(t/T ),
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где g(u), u ∈ [0, 1], есть функция, не зависящая от T (см. § 4.6). Для ре-
шения этой задачи следует аналогично тому, как это делалось в [12,
§ 3.7] для случайных блужданий, рассмотреть семейство линий уровня
lα(t) (см. § 4.6) и фиксировать значение α = αg, при котором происхо-
дит первое (с ростом α) касание линии уровня lα(t) кривой g(t), а также
точку tg, в которой происходит это касание (пусть это будет единствен-
ная точка касания). Здесь следует предположить, что касание в точке
tg является гладким (существуют не совпадающие вторые производные
у функций lα(t) и g(t) в точке tg; первые производные совпадают).

Для упрощения изложения мы подробно рассмотрим лишь случай,
когда tg ∈ (0, 1), а пересечение границы gT (t) возможно лишь верти-
кальным скачком (l′αg(tg) > 0; это всегда выполнено, если a > 0). Дру-
гие «правильные» виды касания lαg(t) и gT (t) рассмотрены кратко.

Положим ρg = g(tg)/tg.

Теорема 6.6.1. Пусть ξ = (τ, ζ) — нерешетчатый вектор, αg ∈
K∩{α > ε}, ε > 0, tg ∈ (0, 1), функция g(t) дважды непрерывно диффе-
ренцируема в окрестности точки tg и отделена от функции lαg(t) вне
этой окрестности, q := g′(tg) = l′αg(tg) > 0, b := g′′(tg) − l′′αg(tg) > 0.
Тогда

P(ηZ,g < T ) =
C(ρg)Pρg ,q

√
2π√

bµ(ρg)tg
e−TD(αg)

(
1 + o(1)

)
(6.6.1)

при T → ∞, где функция Pα,q определена в (6.5.7), (6.5.8) (при замене
g′ на q).

Доказательство. Найдем сначала асимптотику вероятности

P
(
ηZ,g ∈ (Ttg)εT

)
при некотором ε > 0. Воспользуемся интегро-локальной теоремой 6.5.1
и следствием 6.5.1 и рассмотрим разбиение окрестности точки tg на ма-
лые полуинтервалы δ[tk), tk = tg± kδ

T , k = 0, 1, . . . Искомая вероятность
P
(
ηZ,g∈(Ttg)εT

)
будет суммой по tk ∈ (tg)ε интегро-локальных вероят-

ностей P
(
ηZ,g ∈ δ[Ttk)

)
, найденных с помощью теоремы 6.5.1, условия

которой будут выполнены (тут требуются небольшие дополнительные
оговорки, связанные с выбором малого ε > 0 и переходом от момента
времени T (в теореме 6.5.1) к моменту Ttk).

Итак, рассмотрим сумму

ΣZ,g =
N∑

k=−N
P(ηZ,g ∈ δ[Ttk)

)
, (6.6.2)
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где N = Tε
δ предполагается целым. Положим

T(k) = Ttk, αk =
Tg(tk)

T(k)
→ g(tg)

tg
= ρg (6.6.3)

при каждом k и T → ∞, так что g′(tk) → q. Тогда по теореме 6.5.1
и следствию 6.5.1 можно записать

P
(
ηZ,g ∈ δ[T(k))

)
=
δC(αk)Pαk,q√

T
e−T(k)D(αk)

(
1 + o(1)

)
(6.6.4)

при T → ∞, где функция Pα,q определена в (6.5.8), Pαk,q → Pρg ,q,
C(αk) → C(ρg), T(k) ∼ tgT при T → ∞.

В представлении (6.6.4)

T(k)D(αk) = T

(
tg +

kδ

T

)
D

(
g(tg + kδ

T )

tg + kδ
T

)
, (6.6.5)

g

(
tg +

kδ

T

)
= g(tg) + g′(tg)

kδ

T
+
g′′(tg)

2

(
kδ

T

)2(
1 + o(1)

)
, (6.6.6)(

tg +
kδ

T

)−1

= (tg)−1 − kδ

T tg
+

(
kδ

T tg

)2(
1 + o(1)

)
(6.6.7)

при T → ∞. Отсюда нетрудно получить асимптотическое разложение
для tkD(αk) с главным членом tgD

(
g(tg)
tg

)
= tgD

(
lαg (tg)
tg

)
= D(αg). За-

метим далее, что если в (6.6.5) и далее везде вместо g(t) подставить
функцию lαg(t), то получим аналогичное асимптотическое разложение.
Так как lαg(tg) = g(tg), l′αg(tg) = g′(tg), то первые три члена разло-
жения будут отличаться только тем, что в нем вместо D′(ρg)g

′′(tg) =
µ(ρg)g

′′(tg) будет стоять µ(ρg)l
′′
αg(tg). Кроме того, по определению ли-

нии уровня, при βk =
lαg (tk)
tk

будет выполняться равенство

tkD(βk) = D(αg).

Поэтому

tkD(αk) = tkD(αk)± tkD(βk) =

= D(αg) +
µ(ρg)

2

(
g′′(tg)− l′′αg(tg)

)(kδ
T

)2(
1 + o(1)

)
и в силу (6.6.4)

P
(
ηZ,g ∈ δ[Tk)

)
=
δC(ρg)Pρg ,q√

Ttg
e−TD(αg)− bµ(ρg)

2
(kδ)2

T
(
1 + o(1)

)
.
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Используя (6.6.4)), (6.6.2), мы получим для суммы ΣZ,g интегральную
сумму с интервалом разбиения длиной δ√

T
, соответствующую интегралу

C(α(g))Pρg ,q√
tg

e−TD(αg)

√
Tε∫

−
√
Tε

e−
bµ(ρg)z

2

2 dz
(
1 + o(1)

)
(6.6.8)

при T → ∞. Это доказывает (6.6.1).
Далее, при любом ε > 0

P(ηZ,g < T ) = P
(
ηZ,g ∈ (Ttg)εT

)
+P

(
ηZ,g ∈ [0, T ] \ (Ttg)εT

)
, (6.6.9)

где согласно теореме 4.6.1 второе слагаемое в правой части (6.6.9) есть
O(e−T (D(α)+ε1)) при некотором ε1 > 0. Стало быть, представление (6.6.8)
остается справедливым и для вероятности P(ηZ,g < T ). Теорема 6.6.1
доказана.

В случае

tg = 1, g′(1) = l′αg(1), b = g′′(1)− l′′αg(1) > 0 (6.6.10)

следует повторить выкладки в доказательстве теоремы 6.6.1, но в (6.6.2)
сумму ΣZ,g следует определить как сумму лишь по отрицательным зна-
чениям k. В результате мы получим, что P(ηZ,g < T ) равна половине
правой части в (6.6.1) при tg = 1, αg = g(1).

Рассмотрим теперь кратко случай

tg = 1 (αg = g(1)), g′(1) < l′αg(1) = −λ(α
g)

µ(αg)

(см. лемму 4.5.1). В этом случае асимптотика вероятности P(ηZ,g < T )
будет иметь вид

P(ηZ,g < T ) =
c√
T
e−TD(α)

(
1 + o(1)

)
,

где постоянная c получается суммированием постоянных в правых
частях (6.5.6) по v = vk = k∆ и T = T(k) = T − kδ, k = 0, 1, . . . Это
главную часть асимптотики в (6.5.6) не изменит.

С помощью теоремы 6.5.1 нетрудно получить и асимптотику веро-
ятности P(ηZ,g < T, χZ,g < v).

«Переходная область» с участием нормального распределения, ана-
логичная той, что возникает для распределения Z(T ) в п. (ii) теоре-
мы 6.4.1, появится и в рассматриваемой задаче, если мы будем в слу-
чае (6.6.10) рассматривать не P(ηZ,g<T ), а P(ηZ,g<T−v

√
T ). Нормаль-

ное распределение возникнет и в том случае, если мы будем изучать
P(ηZ,g < T ), например, в случае, когда αg не есть фиксированное зна-
чение, удовлетворяющее (6.6.10), а лишь сходится к нему со скоростью
c/
√
T .
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6.6.2 О второй граничной задаче

Напомним, что вторая граничная задача для ОПВ состоит в изучении
вероятности того, что траектория Z(t) на отрезке [0, T ] не пересечет
границу gT (t), в то время как прямая z = at пересекает эту границу на
[0, T ] (мы рассматриваем задачу с одной границей). В этом разделе мы
будем предполагать, что граница gT (t) удовлетворяет условиям (a), (b)
предыдущего раздела (см. (6.5.3), (6.5.4)) и условию

(c) a > α+ ε при некотором ε > 0.
Более общий случай, когда условие (b) не выполнено, является весь-

ма сложным и его асимптотический анализ вряд ли возможен в рамках
настоящей монографии (ср. с исследованием второй граничной задачи
для случайных блужданий в [12]).

В названных условиях справедливо следующее утверждение. Обо-
значим, как и прежде,

Pα,g′(v) = P
(
sup
t>0

(
αY (t) + g′t

)
6 v

)
.

Теорема 6.6.2. Пусть выполнены условия (a), (b) раздела 6.5.1
и g′ 6 0. Тогда

P
(
ηZ,g > T, Z(T ) ∈ ∆[x− v)

)
=

=
∆C(α)√

T
e−TD(α)+µ(α)vPα,g′(v)

∞∫
0

eλ(α)uP(τ > u)du (6.6.11)

равномерно по α ∈ K ∩ (ε, a− ε) при некотором ε > 0.
Если g′ > 0, то

P
(
ηZ,g > T, Z(T ) ∈ ∆[x− v)

)
=

=
∆C(α)√

T
e−TD(α)+µ(α)v

v/g′∫
0

eλ(α)u×

×P(τ > u)Pα,g′(v − ug′)du
(
1 + o(1)

)
(6.6.12)

равномерно по значениям α из той же области.

Интеграл в (6.6.11) сходится, так как λ(α) < λ+ при α ∈ K.
Доказательство. Если g′ 6 0, то отыскание асимптотики глав-

ных частей рассматриваемых вероятностей в (6.6.11) происходит так же
(с незначительными изменениями), как в доказательстве теоремы 6.5.2,
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в котором (следуя рассмотрениям в доказательстве теоремы 6.5.2) ве-
роятность P(αY 6 v) надо заменить на P

(
supt>0

(
αY (t) + g′t

)
6 v

)
.

Оценка вероятностей пересечь границу gT (t) на интервале времени
(0, T −M) при больших M происходит так же, как в теоремах 6.3.1,
6.5.1.

Если g′ > 0, то отыскание главной части асимптотики будет несколь-
ко иным. Имеем

P
(
ηZ,g > T, Z(T ) ∈ ∆[x− v)

)
=

=

v/g′∫
0

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x− v), γ(T ) ∈ du, max

t6T−u

(
Z(t)− gT (t)

)
6 0

)
=

=

v/g′∫
0

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x− v), γ(T ) ∈ du

)
×

×P
(

max
t6T −u

(
Z(t)− gT (t)

)
60 |Z(T ) ∈ ∆[x− v), γ(T )∈ du

)
. (6.6.13)

Аналогично тому, как это делалось в доказательствах теорем 6.3.1,
6.5.1, находим

P
(

max
t6T−u

(
Z(t)− gT (t)

)
6 0 |Z(T ) ∈ ∆[x− v), γ(T ) ∈ du

)
∼

∼ P
(
sup
t>0

(
αY (t)− g′t

)
6 v − ug′

)
= Pα,g′(v − ug′).

Приближая интеграл в (6.6.13) суммами вероятностей по событиям
γ(T ) ∈ δ[uk), uk = kδ, по k от 0 до N = v

g′δ (N предполагается целым),
получим значение

N∑
k=0

P
(
Z(T ) ∈ ∆[x− v), γ ∈ δ[uk)

)
Pα,g′(v − ukg

′)
(
1 + o(1)

)
.

Отсюда, используя теорему 5.2.1, нетрудно получить (6.6.12). Теоре-
ма 6.6.2 доказана.

Аналогично предыдущему из теоремы 6.6.2 получаем
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Следствие 6.6.1. Если g′ 6 0, то

P
(
ηZ,g > T, Z(T ) > x− v

)
=

=
C(α)√
T

e−TD(α)

v∫
0

eµ(α)tPα,g′(t)dt×

×
∞∫
o

eλ(α)uP(τ > u)du
(
1 + o(1)

)
. (6.6.14)

Если g′ > 0, то

P
(
ηZ,g > T,Z(T ) > x− v

)
=

=
C(α)√
T

e−TD(α)

v∫
0

t/g′∫
0

eλ(α)u+µ(α)tP(τ > u)×

× Pα,g′(t− ug′)du dt
(
1 + o(1)

)
(6.6.15)

равномерно по α в тех же областях, что и в теореме 6.6.2.

Интеграл в (6.6.14) при v = ∞ сходится, так как µ(α) < 0 при α < a
и λ(α) < λ+ при α ∈ K.

§ 6.7 Приложения к задаче о разорении страхо-
вой компании

Во Введении была описана классическая задача о вероятности разоре-
ния страховой компании. Она состоит в следующем. Пусть T1 = τ1,
T2 = τ1 + τ2, . . . — моменты наступления крупных выплат по стра-
ховым случаям, а ζ1, ζ2, . . . — соответственно, размеры этих выплат.
Пусть далее r — средняя «скорость» поступлений страховых взносов
(суммы, поступающие в компанию от страхователей за единицу вре-
мени). Тогда, если x — начальный капитал компании, то ее капитал
в момент t будет примерно равен x+ rt− Z(t). Это значит, что если
inft6T

(
x+rt−Z(t)

)
< 0, то компания к моменту T разорится. Другими

словами, вероятность разорения за время T равна

P
(
sup
t6T

(
Z(t)− rt

)
>x

)
=P(Z

(q)
(T )>x) при q= − r < 0, (6.7.1)

где, как и прежде,

Z(q)(t) = Z(t) + qt, Z
(q)

(T ) = max
t6T

Z(q)(t).
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Задаче об отыскании аппроксимаций для вероятностей (6.7.1) посвяще-
но значительное количество работ, включая монографии, см., напри-
мер, [83], [78], [96], [80].

Вероятность разорения должна быть малой, поэтому начальный ка-
питал x должен быть большим. Найти приближенное значение веро-
ятности разорения можно, если знать асимптотику вероятности (6.7.1)
при x→ ∞. Представляет интерес также распределение времени ηZ(q)(x),
прошедшее до момента разорения.

Процесс Z(q)(t) в (6.7.1) есть ОПВ с линейным сносом. Существу-
ют два подхода, позволяющие свести интересующие нас задачи о рас-
пределении Z(q)(T ) и ηZ(q)(x) к соответствующим задачам для «обыч-
ных» ОПВ (без сноса).

Первый подход. Введем в рассмотрение ОПВ Z [q](t) как «обыч-
ный» ОПВ, управляемый вектором (τ, ζ(q)), ζ(q) = ζ + qτ , так что зна-
чения процессов Z(q) и Z [q] в момент времени Tk совпадают: Z(q)(Tk) =
Z [q](Tk), k = 0, 1, . . . Нетрудно видеть, что при q 6 0

Z
(q)

(T ) = Z
[q]
(T ) = max

t6T
Z [q](t), ηZ(q)(x) = ηZ[q](x),

при этом Z
(q)

= Z
[q]

= supk>0 Z
(q)
k , Z

(q)
k = Zk + qTk. Остается при-

менить утверждения, полученные в § 6.1, 6.4, к процессам Z [q]. Но для
этого надо знать характеристики процесса Z [q]; мы снабдим их верх-
ним индексом (q). Основной их них является базовая функция A(q)(µ),
которая в области аналитичности является решением относительно λ
уравнения

A(q)(−λ, µ) = lnEeλτ+µζ
(q)

= 0.

Так как A(q)(−λ, µ) = A(−λ+ qµ, µ), то нетрудно убедиться, что

A(q)(µ) = qµ+A(µ),

поскольку A(q)
(
−A(q)(µ), µ

)
= A

(
− qµ−A(µ) + qµ, µ

)
= 0.

Для функции уклонений D(q)(α) процессов Z(q) и Z [q] аналогично
находим D(q)(α) = D(α− q) (это следует и из результатов гл. 3 о ПБУ
для ОПВ). Аналогичным образом определяются и другие характери-
стики ОПВ Z [q].

Второй подход состоит в том, чтобы рассматривать задачу о вы-
числении вероятностей (6.7.1) как первую граничную задачу о пересе-
чении исходным процессом Z(t) при q = −r границы gT (t) = x+ rt =
Tg(t/T ), где g(u) = α + ru, u ∈ [0, 1], α = x/T . Эта задача изуча-
лась в §§ 6.5, 6.6. Здесь характеристики ОПВ остаются неизменными,
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а определяющую роль играют параметры α = αg, при котором про-
исходит касание линии уровня lα(t) кривой g(t) = α + rt, и точка tg,
в которой происходит это касание.

Мы будем использовать в основном первый подход. Пусть, как и
прежде, ψq(µ) = Eeµζ

(q) . Обозначим

µ
(q)
0 = sup

{
µ : ψq(µ) 6 1

}
(6.7.2)

и в этом разделе для упрощения обозначений положим µ(q)0 =µ0. Из (6.7.2)
следует, что при Eζ(q) < 0

µ0 = sup
{
µ : A(q)(µ) 6 0

}
(6.7.3)

Действительно, A(q)(µ) является выпуклой функцией, (A(q))′(0) =
Eζ(q)

aτ
< 0, A(q)(0, µ0) = lnψq(µ0) = 0. Из последнего соотношения с необ-

ходимостью вытекаетA(q)(µ0)= 0 (напомним, что A(q)
(
−A(q)(µ0), µ

)
=0).

Это доказывает (6.7.3).
На основании результатов §§ 6.1, 6.4, 6.6 можно выделить следующие

три класса задач, которые представляют основной интерес и определя-
ются свойствами управляющего вектора (τ, ζ) и значением q = −r. Им
соответствуют три различных типа предельных законов для граничных
функционалов Z(q)

(T ), Z
(q)

= Z
(q)

(∞) и ηZ(q)(x).
Класс (A) µ0 > 0, ψq(µ0) = 1, ψ′

q(µ0) < ∞ (последнее условие
всегда выполнено, если ψq(µ0 + 0) <∞).

Класс (B) µ0 > 0, ψq(µ0) < 1.
Класс (C) µ0 = 0 (условие Крамера [C] не выполнено).
В случаях (B), (C) приходится предполагать дополнительно те или

иные условия правильного изменения функции F (x) = P(ζ(q) > x)
на бесконечности. Например, в случае (C) функция F (x) должна быть
правильно меняющейся или более общо — субэкспоненциальной функ-
цией.

Воспроизведем кратко результаты асимптотического анализа в клас-
сах (A)–(C), описанные в §§ 6.1, 6.4, 6.6 и касающиеся граничных функ-
ционалов Z(q)

(T ), Z(q) и ηZ(q)(x). Как уже отмечалось, каждому из этих
классов отвечает свой тип предельных законов.

Класс (A). Положим α0 = (A(q))′(µ0) = q + A′(µ0). Тогда при
q 6 0, T > x

α0
+ ρ, где ρ≫

√
x,

P
(
Z

(q)
(T ) > x

)
= P(Z

(q)
> x)

(
1 + o(1)

)
= ce−µ0x

(
1 + o(1)

)
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при x → ∞, c < 1 (см. следствие 6.4.1). Если T < x
α0

− ρ, ρ ≫
√
x,

x→ ∞, то

P
(
Z

(q)
(T ) > x

)
= P

(
ηZ(q)(x) 6 T

)
∼ c√

T
e−TD(α−q), c = const.

Условное распределение момента разорения ηZ(q)(x) при условии Z(q)
>x

асимптотически нормально с параметрами ( xα0
, ση

Z[q]

√
x), где ση

Z[q]

определено в разделе 6.4.1 (см. следствие 6.4.2).

Таким образом, если разорение произошло, то это случилось в мо-
мент времени, близкий к x/α0 (с точностью до величины порядка

√
x).

В § 6.4 и разделе 6.6.2 получены также весьма полные результаты от-
носительно распределений ηZ[q](x) во всем крамеровском спектре укло-
нений, а также относительно объема образовавшегося после разорения
долга (величины χZ[q](x)).

Класс (B). Здесь установлены следующие результаты.
(a) Положим F (x) = P(ζ(q) > x), F I(x) =

∫∞
x F (t)dt. Тогда если

q 6 0, ψq := ψq(µ0) < 1, функция eµ0xF I(x) является надстепенной,
то

P(Z
(q)
> x) =

µ0MF I(x)

1− ψq

(
1 + o(1)

)
, при x→ ∞, (6.7.4)

M = Eµ0Z
(q)

, q = −r < 0.

(b) Если функция F (x)eµ0x является субэкспоненциальной или,
что то же, функция F (x) обладает свойством F∗F (x) ∼ 2ψqF (x) при
x→ ∞, то

P(Z
(q)
> x) =

MF (x)

1− ψq

(
1 + o(1)

)
, при x→ ∞ (6.7.5)

(см. теорему 6.1.1 и [45]).
Если в утверждении (a) потребовать дополнительно, чтобы

F (x+ v)

F (x)
→ e−µ0v при x→ ∞ и любом фиксированном v,

то

µ0F
I(x) = µ0

∞∫
0

F (x+ v) dv ∼ µ0F (x)

∞∫
0

e−µ0vdv = F (x)
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и правые части в (6.7.4) и (6.7.5) совпадают.
Моменты разорения ηZ(q)(x) на множестве Z(q) > x оказываются

при некоторых дополнительных, весьма широких условиях ограничен-
ными по вероятности:

lim sup
x→∞

P
(
ηZ(q)(x) > v |Z(q) > x

)
→ 0 при v → ∞

(это верно, например, для независимых или линейно зависимых τ и ζ
при h+ q 6 0; см. теорему 6.1.6).

Это значит, что если разорение произошло, то это случилось «почти
сразу» после начала работы (ηZ(q)(x)/x →

p
0 при x → ∞ и условии

Z
(q)
> x).

«Промежуточный» между (A) и (B) случай, когда µ0> 0, ψq(µ0)= 1,
ψ′
q(µ0) = ∞, изучался в [47]; см. также [6, § 21, п. 5].

Класс (C). Пусть функция F I(x) =
∫∞
x F (t)dt является надсте-

пенной. Тогда, если a+ q = a− r < 0, то

P(Z
(q)
> x) =

F I(x)

|a+ q|aτ
(
1 + o(1)

)
при x→ ∞,

|a+ q| aτ = |aζ − raτ |.
(6.7.6)

Если F (x) = P(ζ(q) > x) = t−αl(x), где α > 1, l(x) — медленно меняю-
щаяся функция, то

P(ηZ(q)(x) < T ) =
(
1 + o(1)

)
a−1
τ

T∫
0

F
(
x− (a+ q)t

)
dt, (6.7.7)

lim
x→∞

P
(
ηZ(q)(x) > vx |Z(q)

> x
)
=

[
1 + |a+ q|v

]1−α
(теорема 6.1.7). Условное время разорения ηZ(q)(x), деленное на x, схо-
дится не к постоянному значению, как в случаях (A), (B), а сходится
по распределению к собственной случайной величине θ со степенным
распределением.

В [105] утверждение (6.7.7) распространено на случай, когда F (x)
и F I(x) являются субэкспоненциальными функциями.

Сказанное выше означает, что в случаях (A)–(C) траектории про-
цессов z(v), v > 0, предельных при x→ ∞ для процессов

zx(v) =
Z(q)(vx)

x
, v > 0,

имеет при условиях Z
(q)
> x, a+ q < 0 следующий вид



402 Глава 6. Точная асимптотика в граничных задачах для ОПВ

0

6

α−1
0

-
v

1

z(v)

�
�
��
PPPPPP

Случай (A)

6

-·

z(v)

1

v0

XXXXXXXXXy

Случай (B)

6

-

z(v)

1
θ↑

0 v

PPPPPi

·
θ→

Случай (C)

Рис. 1. Предельные траектории процессов z(v) при условии Z(q)
> x

и некоторых дополнительных условиях в случаях (B), (C).
Здесь

P(θ→ > v) =
(
1 + |a+ q|v

)1−α
, P(θ↑ > 1 + v) = (1 + v)−α, v > 0.

Предельное поведение последовательности {Zk} при условии Z∞>x
и Eζ < 0 изучалось в [98].

Отметим, что в случае (C) точность аппроксимации (6.7.6) по мне-
нию специалистов в условиях реальных приложений не всегда оказыва-
ется удовлетворительной. В связи с этим в теореме 7.5.3 в [26] и в [9] най-
дена значительно более точная асимптотика второго порядка для рас-
пределения Z(q): если F (x) на (0,∞) является правильно меняющейся
или субэкспоненциальной функцией, случайная величина ζ(q) нерешет-
чата, aζ(q) = Eζ(q) < 0, b := E(ζ(q))2 <∞, то

P(Z(q) > x) =
F I(x)

|aζ(q) |
+ cF (x)

(
1 + o(1)

)
при x→ ∞,

где

c =
b

2(aζ(q))
2
+

EZ
(q)

aζ(q)
.

Это утверждение сохранится и в арифметическом случае при несколь-
ко ином значении c.

В [13], [18, § 2] для P(Z(q) > x) найдена аппроксимация второго
порядка в случае b = ∞.

Если aζ(q) < 0 и мало́, b <∞, то для x, сравнимых с |aζ(q) |−1, во всех

трех классах (A)–(C) вероятность P(Z
(q)

> x) будет близка к некото-
рому собственному значению (так называемые переходные явления):

lim
a
ζ(q)

→0
P

(
Z

(q)
>

v

|aζ(q) |

)
= e−

2v
b (6.7.8)
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(см. [103], [62], [6, § 24]; там же см. точную постановку задачи). Ес-
ли дополнительно E|ζ(q)|3 < ∞, то в [17], [18, § 1] для (6.7.8) найдена
аппроксимация второго порядка.

Отметим также, что можно рассматривать более общую постановку
задачи, когда капитал x = x(t) и снос q = q(t) не являются постоян-
ными, а зависят от времени t (у страховой компании могут быть иные
источники доходов и расходов, а интенсивность страхования r = r(t)
может меняться со временем). В этом случае мы получим первую гра-
ничную задачу о вероятности пересечения траекторией Z(t) границы
x(t) + R(t), R(t) =

∫ t
0 r(u)du. Если считать, что эта граница на от-

резке [0, T ] имеет вид Tg(t/T ), где g(u) > 0 от x и T не зависит,
g(0) = α = x(0)/T , то мы получим в случае (A) граничную задачу,
изученную в § 6.6 (см. теорему 6.6.1). В случае (C) получим граничную
задачу, решение которой описано в теореме 16.4.1 в [26].



Глава 7

Распространение принципа
инвариантности на области
умеренно больших и малых
уклонений

Результаты этой главы (см. §§ 7.2–7.5) являются новыми и для случай-
ных блужданий, как частного случая ОПВ.

§ 7.1 Сильная аппроксимация ОПВ винеровским
процессом

Сильной аппроксимацией изучаемой последовательности процессов на-
зывают задание траекторий этих процессов и траектории аппроксими-
рующего («предельного») процесса на одном вероятностном простран-
стве с исходными процессами таким образом, что удается оценить бли-
зость этих процессов с помощью какой-нибудь метрики. Иногда удается
найти такое задание, что полученная аппроксимация оказывается весь-
ма точной.

Известное неравенство Комлоша–Мáйора–Тушнади ([104]) устанав-
ливает сильную аппроксимацию для траекторий случайных блуж-
даний с помощью траектории винеровского процесса. В работе Чёрге,
Дехювельса и Хорвата [92] с помощью этой аппроксимации и результа-
тов работы [91] построена аналогичная аппроксимация для траекторий
ОПВ в случае, когда τ и ζ независимы.

Основное утверждение о сильной аппроксимации для нормирован-

404
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ных процессов восстановления

yT (t) =
Y (tT )− atT

σ
√
T

, 0 6 t 6 1,

при выполнении условия Крамера имеет следующий вид.
Как и в § 2.1 мы будем говорить, что ζ и τ линейно зависимы, если

ζ = hτ + ω, h = const ̸= 0,

где τ и ω независимы.

Теорема 7.1.1. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы
и удовлетворяют условию Крамера [C]. Тогда процессы yT (t) и стан-
дартный винеровский процесс w(t), 0 6 t 6 1, можно так задать
на одном вероятностном пространстве, что при некоторых положи-
тельных постоянных b, c, λ, λ1 и всех y > 0 для всех достаточно
больших T выполняется

P

(
sup
t∈[0,1]

∣∣yT (t)− w(t)
∣∣ > b lnT√

T
+

y√
T

)
6 ce−λy + e−λ1T (7.1.1)

(λ1 = ∞, если τ и ζ независимы). Кроме того,

ρ(yT , w) = O

(
lnT√
T

)
п.н. при T → ∞, (7.1.2)

где ρ — равномерная метрика.

Вопрос о том, останется ли это утверждение справедливым для про-
извольного невырожденного распределения вектора (τ, ζ) при выполне-
нии условия[C], остается открытым.

Доказательство. Теорема 7.1.1 для независимых ζ и τ установлена
в [92]. Докажем (7.1.1) для линейно зависимых ζ и τ . Положим

Ωn =
n∑
k=1

ωk, ωT (t) :=
Ωη(tT ) − (aωtT )/aτ

σ
√
T

, t ∈ [0, 1],

где ωk — независимые копии ω. В силу равенства

Zη(t) = hTη(t) +Ωη(t)

имеем

Zη(t) − at = hTη(t) +Ωη(t) − at = Ωη(t) − (a− h)t+ hχ(t), (7.1.3)
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где χ(t) = Tη(t) − t,

aζ = haτ + aω, h =
aζ − aω
aτ

, a− h =
aζ
aτ

−
aζ − aω
aτ

=
aω
aτ
.

Если положить, не ограничивая общности, aτ = 1, то получим в силу
(7.1.3)

yT (t) =
Zη(tT ) − atT

σ
√
T

= ωT (t) +
hχ(tT )

σ
√
T
. (7.1.4)

В силу уже доказанной в [92] части теоремы 7.1.1 (τ и ω независимы)
существует винеровский процесс w(t) такой, что

P

(
ρ(ωT , w) >

b lnT + y√
T

)
6 ce−λy, (7.1.5)

где ρ — равномерная метрика. Далее,

ρ(yT , w) 6 ρ(yT , ωT ) + ρ(ωT , w), ρ(yT , ωT ) = hmax
t6T

χ(t)

σ
√
T
. (7.1.6)

Поэтому для доказательства (7.1.1) нам в силу (7.1.5) достаточно убе-
диться, что при некоторых c1, λ1, λ∗ выполняется

P

(
ρ(yT , ωT ) >

b lnT + y√
T

)
6 c1e

−λ∗y + e−λ1T . (7.1.7)

Левая часть этого неравенства в силу (7.1.6) не превосходит

P
(
η(T ) > 2T

)
+P

(
max
k62T

τk > σ(b lnT + y)/h
)
6

6 P(T[2T ] < T ) + 2TP
(
τ > σ(b lnT + y)/h

)
, (7.1.8)

где при некоторых λ1 > 0, µ > 0

P(T[2T ] < T ) 6 e−λ1T , P

(
τ >

σ(b lnT + y)

h

)
6 me−µσ(b lnT+y)/h,

m = Eeµτ <∞.

Если выбрать b так, что µσb/h > 1, то второе слагаемое в правой ча-
сти (7.1.8) при достаточно больших T не будет превосходить e−yµσ/h.
Соотношение (7.1.7), а вместе с ним и утверждение (7.1.1) доказаны.

Утверждение (7.1.2) вытекает из (7.1.4), утверждения (7.1.2) для не-
зависимых τ и ζ и того, что

sup
t6T

χ(t)√
t

→
п.н.

0 при T → ∞.
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Теорема 7.1.1 доказана.
Отметим, что утверждение (7.1.2) содержится в [115].
Для нормированных процессов

zT (t) =
Z(tT )− atT

σ
√
T

справедливо аналогичное утверждение.

Теорема 7.1.2. При выполнении условий теоремы 7.1.1 найдутся
положительные постоянные b, c, λ, λ1 такие, что при всех y и до-
статочно больших T

P

(
sup
t∈[0,1]

∣∣zT (t)− w(t)
∣∣ > b lnT√

T
+

y√
T

)
6 ce−λy + e−λ1T (7.1.9)

(постоянные b, c, λ могут быть иными, чем в теореме 7.1.1).
Кроме того,

ρ(zT , w) = O

(
lnT√
T

)
п.н. при T → ∞.

Доказательство. Так как

ρ(zT , w) 6 ρ(zT , yT ) + ρ(yT , w), (7.1.10)

то в силу теоремы 7.1.1 нам достаточно убедиться, что при некоторых
b, c, λ, λ1 и всех достаточно больших T

P

(
ρ(zT , yT ) >

b lnT + y√
T

)
6 ce−y + e−λ1T . (7.1.11)

Из определения процессов Y и Z следует, что

ρ(zT , yT ) 6
maxt6T |ζη(t)|

σ
√
T

. (7.1.12)

Поэтому доказательство (7.1.9) происходит так же, как в (7.1.8), где τk
под знаком max надо заменить на |ζk|. Теорема 7.1.2 доказана.

Если условие Крамера не выполнено, то сильная аппроксимация для
ОПВ имеет следующий вид.

Теорема 7.1.3. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
Eτ r < ∞, E|ζ|r < ∞ при некотором r > 2. Тогда процессы yT и w
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можно так построить на одном вероятностном пространстве, что
справедливо неравенство

P

(
sup
t∈[0,1]

∣∣yT (t)− w(t)
∣∣ > y√

T

)
6 δTTy

−r (7.1.13)

при всех y из интервала (c1T
1/r, c2

√
T lnT ), δT = o(1) при T → ∞

и некоторых положительных постоянных c1, c2.
Кроме того,

ρ(yT , w) = o(T 1/r) п.н. при T → ∞.

Доказательство теоремы 7.1.3. Для независимых ζ и τ теорема 7.1.3
доказана в [92]. Распространение ее утверждения на случай линейно
зависимых ζ и τ происходит аналогично предыдущему (см. доказатель-
ство теоремы 7.1.1) с использованием представления

Y (t)− at = Ωη(t) −
aωt

aτ
+ hχ(t)

и оценок для χ(t). Так как τ и ω независимы, то нам достаточно убе-
диться, что

P
(

max
t6η(T )

χ(t) > y
)
= o(Ty−r). (7.1.14)

Действительно, в силу (7.1.8) при aτ = 1

P
(

max
t6η(T )

χ(t) > y
)
6 P(T[2T ] < T )+P

(
max
j62T

τj > y
)
6 e−λ1T +2To(y−r).

Это доказывает (7.1.14). Так как, кроме того, справедливо (7.1.6), то
теорема 7.1.3 доказана.

Для процессов zT из теоремы 7.1.3 вытекает

Теорема 7.1.4. Найдутся постоянная λ1> 0 и δT = o(1) при T →∞
такие, что при тех же y, что в теореме 7.1.3

P

(
ρ(zT , w) >

y√
T

)
6 e−λ1T + δTTy

−r.

Доказательство. Схема доказательства здесь та же, что в теоре-
ме 7.1.2. Положим, не ограничивая общности, aτ = 1 и воспользуемся
неравенствами (7.1.10), (7.1.12) и теоремой 7.1.3. Тогда

P

(
ρ(zT , w) >

y√
T

)
6 e−λ1T +P

(
max
k62T

|ζk| > σy
)
,

где второе слагаемое в правой части в силу неравенства Чебышева
не превосходит

2To(y−r).

Теорема 7.1.4 доказана.
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§ 7.2 Распространение принципа инвариантности
на область умеренно больших уклонений

Принцип инвариантности для ОПВ в области нормальных уклонений
был установлен в [91, 114]; см. также § 1.5.

Пусть выполнено условие [C]. В разделе 4.8.3 было показано, что
если множество B ⊂ B(D, ρ) (ρ равномерная метрика) удовлетворяет
условиям

I0
(
(B)

)
= I0

(
[B]

)
> 0,

W
(
(vB)

)
= W

(
[vB]

)
> 0 при любом фиксированном v > 0,

где W(·) есть мера, соответствующая винеровскому процессу w(t),
t ∈ [0, 1], то при T → ∞ и всех

x > x0 > 0, x = o
(√
T
)

(7.2.1)

имеет место асимптотическая эквивалентность

lnP(yT ∈ xB) ∼ lnW(xB) при T → ∞.

Это есть распространение «грубого» (логарифмического) принципа ин-
вариантности на область уклонений (7.2.1), включающую в себя нор-
мальные и умеренно большие уклонения x → ∞, x = o

(√
T
)

при
T → ∞.

Найдем теперь условия на множество B и уклонения x, при которых
имеет место асимптотическая эквивалентность

P(yT ∈ xB) ∼ P(w ∈ xB) = W(xB) при T → ∞ (7.2.2)

для точной, а не «грубой» асимптотики; и такая же эквивалентность
для процесса zT (t).

Теорема 7.2.1. Пусть ζ и τ независимы или линейно зависимы,

0 < x0 6 x = o(T 1/6) при T → ∞

и множество B ∈ B(D, ρ) удовлетворяет условиям

I0(B) := inf
g∈B

1∫
0

(g′(t))2dt <∞,

[B∞] W
(
(x∂B)ε

)
= o

(
W(xB)

)
при ε = o(1/x) и T → ∞. (7.2.3)

Тогда выполнено (7.2.2).
Такое же утверждение справедливо для процессов zT .
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Доказательство. Если x > 0 фиксировано, то условие [B∞] означает,
что при ε→ 0

W
(
(x∂B)ε

)
= o(1).

Это эквивалентно тому, что W(x∂B) = 0 и (7.2.2) вытекает из принципа
инвариантности для ОПВ.

Пусть теперь x → ∞ при T → ∞. Из теоремы 7.1.1 видно, что
для любой последовательности ε = εT ≫ lnT√

T
при T → ∞ для некото-

рого λ > 0 выполняется

P
(
ρ(yT , w) > ε

)
6 e−λε

√
T (7.2.4)

(надо в (7.1.1) положить y√
T
= ε при y ≫ lnT и немного уменьшить λ).

Это позволяет получить оценку сверху для P(yT ∈ xB). Действи-
тельно, в силу (7.2.4) и условия [B∞] имеем

P(yT ∈ xB) 6 P
(
yT ∈ xB, ρ(yT , w) < ε

)
+P

(
ρ(yT , w) > ε

)
6

6 P
(
w ∈ (xB)ε

)
+ e−λε

√
T 6

6 P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
+ e−λε

√
T при T → ∞. (7.2.5)

Положим

x = δT 1/6, ε = δ/x при δ = δT → 0, T → ∞

(так чтобы выполнялось ε ≫ lnT√
T

). Тогда в силу (7.2.3) и принципа

умеренно больших уклонений для процесса w при c = I0(B)
2 < ∞

получаем

lnP(w ∈ xB) ∼ −x
2

2
I0(B) = −cδ2T 1/3. (7.2.6)

С другой стороны, в (7.2.5)

λε
√
T =

λδ
√
T

x
= λT 1/3 ≫ δ2T 1/3 при T → ∞. (7.2.7)

Поэтому в силу (7.2.5), (7.2.6)

P(yT ∈ xB) 6 P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
. (7.2.8)

Получим теперь оценку снизу. Положим (B)−ε = B \ (∂B)ε. Тогда
при условии [B∞]

P(yT ∈ xB) > P
(
yT ∈ xB, ρ(yT , w) < ε

)
>

> P
(
w ∈ (xB)−ε

)
−P

(
ρ(yT , w) > ε

)
>

> P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
− e−λε

√
T . (7.2.9)
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Отсюда аналогично предыдущему (см. (7.2.6), (7.2.7)) получаем

P(yT ∈ xB) > P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
.

Вместе с (7.2.8) это приводит к (7.2.2).
Для процессов zT следует повторить проведенные рассуждения с ис-

пользованием теоремы 7.1.2. Теорема 7.2.1 доказана.
Вопрос о том, можно ли в утверждении теоремы 7.1.3 условие [C]

ослабить до условия [CV ], остается открытым (для ответа на него надо
установить аналог теоремы 7.1.1 при условии [CV ].

Если τ ≡ 1, то соотношение (7.2.2) расширяет принцип инвариант-
ности для случайных блужданий {Zk}nk=1 на область умеренно больших
уклонений x → ∞, x = o(n1/6) при n → ∞. Верхняя граница o(n1/6)
является, вообще говоря, неулучшаемой. На это указывает пример рас-
пределения zn(1) =

Zn−aζn
σζ

√
n

в случае, когда m3 := E(ζ − aζ)
3 ̸= 0.

В этом случае

P
(
zn(1) > n1/6

)
∼

[
1− Φ(n1/6)

]
exp

{
−m3

6σ4ζ

}
при n→ ∞

(см. формулы (9.1.3), (9.3.7), (9.3.12), (9.3.13) в [10]).

§ 7.3 Первая граничная задача в области уме-
ренно больших уклонений

Напомним, что в первой граничной задаче для функции g(t) ∈ D(0, 1),
g(t)> 0, изучается асимптотика вероятностей P(yT ∈xBg), P(zT ∈ xBg)
при x→ ∞, где

xBg =
{
f ∈ D(0, 1) : sup

t61

(
f(t)− xg(t)

)
> 0

}
.

В гл. 6 асимптотика вероятностей такого рода исследовалась в области
«собственно больших» уклонений, когда x ∼ c

√
T при T → ∞. Теперь

мы будем рассматривать умеренно большие уклонения x = o(T 1/6).
Для использования в этих целях теоремы 7.2.1 нам надо убедиться,

что множества xBg удовлетворяют условию [B∞]. Как и в § 4.6,
нам понадобятся линии уровня lx(t), но теперь лишь для винеровского
процесса:

lx(t) = x
√
t, t > 0

(lnP
(
w(t) > lx(t)

)
∼ − (lx(t))2

2t = −x2

2 от t не зависит). Пусть vg — значе-
ние v, при котором функции v

√
t при возрастании v впервые касаются
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кривой g(t):
vg := sup

{
v : sup

t61

(
g(t)− v

√
t
)
> 0

}
.

Теорема 7.3.1. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
0 < x0 < x = o(T 1/6) при T → ∞, и выполнено хотя бы одно из
следующих (взаимосвязанных) условий:

(a). Функция g(t) касается кривой vg
√
t в единственной точке, ле-

жащей внутри интервала (0, 1). В ∆-окрестности (tg)∆ точки tg ка-
сания этих кривых функция g(t) при достаточно малом ∆ удовлетво-
ряет условию Липшица. При этом g(t) > vg

√
t+ δ, δ = δ(∆) > 0 для

t /∈ (tg)∆ при достаточно малом ∆.
(b).

P(w ∈ xBg) ∼ V (x)e−
x2g
2 при xg = vgx, x→ ∞, (7.3.1)

где V (x) — правильно меняющаяся функция (например, степенная).
Тогда множество xBg удовлетворяет условию [B∞] теоремы 7.2.1

и
P(yT ∈ xBg) ∼ P(w ∈ xBg) ∼ P(zT ∈ xBg) при x→ ∞.

Замечание 7.3.1. Из доказательства теоремы будет видно, что
условие (a) можно расширить на случай, когда точек касания несколь-
ко, а интервал (0, 1) можно разбить на конечное число интервалов или
полуинтервалов, на каждом из которых имеется одна точка касания и
на нем выполнено условие (a).

Достаточным для выполнения условия (b) является существование
второй производной g′′(t) в окрестности точки касания. Действительно,
воспользуемся тем, что задача об асимптотике P(w ∈ xBg) может быть
«редуцирована» к такой же задаче для случайного блуждания wn(t) =
w
[
[nt]
n

]
с нормально распределенными скачками. Именно,

P
(
ρ(w,wn) > ε

)
6 2nP

(
w(1) > ε

√
n
)
6 2ne−

ε2n
2 . (7.3.2)

Далее, из результатов работы [3] следует, что при xg = vgx, x= o(n)

P(wn ∈ xBg) ∼ V (x)e
x2g
2 при x→ ∞, (7.3.3)

где функция V (x) является степенной, показатель степени зависит от
числа одинаковых производных функций g(t) и vg

√
t в точке tg. Поэто-

му, если ε и n выбрать так, чтобы выполнялось

ε = o

(
1

x

)
, ε2n≫ x2 при x→ ∞, (7.3.4)
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то из (7.3.3), (7.3.2) получаем

P(w ∈ xBg) 6 P
(
w ∈ xBg, ρ(w,wn) < ε

)
+ rx,n 6

6 P
(
wn ∈ (xBg)ε

)
+ rx,n,

где

rx,n ≪ V (x)e−
x2g
2 .

Далее, так как xg(t) − ε > (x − ε/g)g(t), где g = min
t∈[0,1]

g(t), то для

ε = o(1/x) из (7.3.3) находим

P
(
wn ∈ (xBg)ε

)
6 V

(
x− ε

g

)
exp

{
−
(xg − ε/g)2

2

}
∼ V (x)e−

x2g
2

при x→ ∞. Аналогично устанавливается оценка снизу. Это доказывает
(7.3.1).

Доказательство теоремы 7.3.1. Пусть выполнено условие (a). Обо-
значим

ηxg = inf
{
t : w(t) > xg(t)

}
и покажем, что

P
(
ηxg /∈ (tg)∆, ηxg 6 1

)
= o

(
P
(
ηxg ∈ (tg)∆

)
при x→ ∞. (7.3.5)

Положим
l(t) = vg

√
t+ δ, A = [0, 1] \ (tg)∆.

Очевидно, что

P
(
ηxg /∈ (tg)∆, ηxg 6 1

)
= P(ηxg ∈ A) 6 P(ηxl ∈ A) 6 P(ηxl 6 1).

В силу ПБУ для процессов с независимыми приращениями (см. [12,
§ 5.3])

lnP(ηxl 6 1) ∼ −x
2(vg + δ)2

2
,

lnP(ηxg 6 1) ∼ −
x2v2g
2

при x→ ∞.

Это доказывает (7.3.5). Докажем теперь выполнение условия [B∞]. Име-
ем

P
(
w ∈ (xBg)−ε

)
=

=

tg+∆∫
tg−∆

P(ηxg ∈ dt)P
(

sup
u61−t

(
w(t+ u)− xg(t+ u)

)
> ε

)
+ rx,

rx 6 P(ηxg ∈ A). (7.3.6)
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Убедимся, что второй множитель под знаком интеграла в (7.3.6) сходит-
ся к 1 при x→ ∞. Для этого нам понадобится следующее утверждение,
которое мы докажем чуть позже.

Лемма 7.3.1. При b > 0

P
(
sup
u>0

(
w(u)− bu

)
> ε

)
= e−2bε.

При t ∈ (tg)∆, |u| < ∆ и достаточно малом ∆ будет выполняться
условие Липшица ∣∣g(t+ u)− g(t)

∣∣ 6 qu, q <∞.

Кроме того, при ηxg ∈ dt выполняется w(t+u) =
p
xg(t)+w(u). Поэтому

в силу леммы 7.3.1 для выбранных t и u

P
(

sup
u61−t

(
w(t+ u)− xg(t+ u)

)
> ε

)
>

>P
(
sup
u6∆

{
w(u)− x

[
g(t+ u)− g(t)

]}
>ε

)
>P

(
sup
u6∆

(
w(u)− xqu

)
>ε

)
=

= e−2εxq −P
(
sup
u>∆

(
w(u)− xqu

)
> ε

)
. (7.3.7)

Так как ε = o(1/x), то первое слагаемое в правой части (7.3.7) сходится
к 1 при x → ∞. Второе слагаемое, очевидно, сходится к 0 при любом
фиксированном ∆ > 0 и x→ ∞ (например, по ПБУ).

Таким образом, в силу (7.3.5), (7.3.6) мы получаем, что

P
(
w ∈ (xBg)−ε

)
= P

(
ηxg ∈ (tg)∆

)(
1 + o(1)

)
=

= P(w ∈ xBg)
(
1 + o(1)

)
при x→ ∞,

P
(
w ∈ xBg

)
= P

(
w ∈ (xBg)ε

)(
1 + o(1)

)
.

Это доказывает выполнение условия [B∞] и теорему 7.3.1 при выпол-
нении условия (a).

Утверждение теоремы при условии (b) очевидно, так как

P
(
w ∈ (xBg)ε

)
6 V (x− εg)e−

(x−εg)2v2g
2 , где g = max

t∈[0,1]
g(t),

P(w ∈ xBg) ∼ V (x)e−
x2g
2 при x→ ∞.

Отсюда следует, что выполнено условие [B∞], так как

P
(
w ∈ (∂xBg)ε

)
= o

(
P(w ∈ xBg)

)
при ε = o(1/x), x→ ∞.
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Теорема 7.3.1 доказана.

Нам осталось выполнить
Доказательство леммы 7.3.1. Так как процесс w(t)−bu непрерывен

сверху, то при b > 0

P
(
sup
t>0

(
w(t)− bu

)
> ε

)
= e−λ(b)ε

при некотором λ(b) > 0. Преобразование Лапласа над этим распреде-
лением равно

λ(b)

∞∫
0

eλv−λ(b)vdv =
λ(b)

λ(b)− λ
.

Согласно факторизационным тождествам, установленным в [64], по-
люс λ = λ(b) этого преобразования совпадает с правым полюсом λ = 2b
функции 1

ψ(λ)−1 , где

ψ(λ) = Eeλ(w(1)−b) = exp

{
λ2

2
− bλ

}
.

Поэтому λ(b) = 2b. Лемма 7.3.1 доказана.

§ 7.4 Распространение принципа инвариантности
для липшицевых функционалов на область
умеренно больших уклонений

Рассмотрим класс F функционалов F (f), f ∈ D(0, 1), измеримых отно-
сительно B(D, ρ) и удовлетворяющих следующим условиям

(a)
∣∣F (f)− F (g)

∣∣ < cρ(f, g) (условие Липшица);
(b) P (x) := P

(
F (w) > x

)
> e−cx

2 при некотором c > 0, x→ ∞;
(c) P

(
x+ o(1/x)

)
∼ P (x) при x→ ∞.

Классу F принадлежат, например, функционалы

max
t∈[0,1]

L
(
f(t)

)
, max

t∈[0,1]

f(t)

max(1, L(f(t)))
,

1∫
0

L
(
f(t)

)
dG(t) и др., (7.4.1)

где G — функция ограниченной вариации, функция L удовлетворяет
условию Липшица, L(v) ∼ bv, b > 0 при v → ∞.
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Теорема 7.4.1. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
выполнено условие [C], F ∈ F . Тогда при x > x0 > 0, x = o(T 1/6),
T → ∞

P
(
F (yT ) > x

)
∼ P

(
F (w) > x

)
. (7.4.2)

Доказательство. Оценка сверху. Согласно теореме 7.1.1

P
(
F (yT ) > x

)
6 P

(
F (yT ) > x, ρ(yT , w) < ε

)
+P

(
ρ(yT , w) > ε

)
6

6 P
(
F (w) > x− cε

)
+O(e−λε

√
T ). (7.4.3)

Здесь в силу условий (b), (c) первое слагаемое в правой части (7.4.3)
асимптотически эквивалентно

P (x) > e−cx
2
.

С другой стороны, для выбранной соответствующим образом (см. до-
казательство теоремы 7.2.1) последовательности ε = o(T 1/6), x ≫ lnT

T ,
выполняется

e−λε
√
T ≪ e−cx

2
. (7.4.4)

Отсюда следует, что

P
(
F (yT ) > x

)
6 P (x)

(
1 + o(1)

)
при T → ∞.

Оценка снизу. Аналогичным образом находим

P
(
F (yT ) > x

)
> P

(
F (yT ) > x, ρ(yT , w) < ε

)
>

> P
(
F (yT ) > x+ cε

)
+O(e−λε

√
T ).

Повторяя приведенные выше рассуждения и пользуясь (7.4.4), получим
(7.4.2). Теорема 7.4.1 доказана.

Если в (7.4.1) функция L(v) растет медленнее, чем bv при v → ∞,
то порядок малости ε должен быть изменен, а вместе с ним и область
допустимых уклонений x.

§ 7.5 Распространение принципа инвариантности
на область умеренно малых уклонений

Рассмотрим теперь задачу об асимптотике вероятностей малых укло-
нений, т.е. вероятностей

P(yT ∈ xB) → 0 при x→ 0.
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В этом направлении пока отсутствуют общие результаты типа ПБУ.
Известны лишь отдельные результаты, которые показывают, что изу-
чаемая асимптотика может быть различной в зависимости от вида мно-
жеств B. Имея в виду прежде всего граничные задачи второго типа, мы
выделим здесь два типа множеств.

I. Для первого типа множеств

lnP(w ∈ xB) > − c

x2
при некотором c > 0 и x→ 0. (7.5.1)

Как показано в [50], [51], к этому типу относятся множества B в гра-
ничных задачах, имеющие вид

B =
{
f ∈ D(0, 1) : g1(t) < f(t) < g1(t)

}
, t ∈ [0, 1],

где gi ∈ C(0, 1), g2(0) < 0 < g1(0). В этом случае в (7.5.1)

c =
π2

2

1∫
0

(
g1(t)− g2(t)

)−2
.

II. Второй тип множеств описывает «односторонные малые» уклоне-
ния, к ним относятся «односторонние» множества в граничных задачах,
например, множества

B =
{
f ∈ D[0, 1) : sup

t∈[0,1]

(
f(t)− g(t)

)
< 0

}
,

g ∈ C(0, 1), g(t) > 0 при t 6 t0 > 0

(здесь присутствуют ограничения только на положительные значения
f(t)). Для них при x < x0 = const

P(w ∈ xB) > cx, c = const. (7.5.2)

Например, для B =
{
f : sup

t∈[0,1]
f(t) < 1

}
имеем

P(w ∈ xB) ∼
√

2

π
x при x→ 0. (7.5.3)

7.5.1 Распространение принципа инвариантности для мно-
жеств первого типа

Теорема 7.5.1. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
выполнено условие [C], соотношение (7.5.1) и при некотором x0 > 0

x0 > x≫ T−1/6 при T → ∞.
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Тогда, если множество B удовлетворяет условию

[B0] W
(
(x∂B)ε

)
= o

(
W(xB)

)
при

ε

x
→ 0,

(7.5.4)
то

P(yT ∈ xB) ∼ W(xB) при T → ∞. (7.5.5)

Такое же утверждение справедливо для процессов zT .

Нетрудно заметить, что утверждение теоремы 7.5.1 обладает некото-
рой «обратной симметрией» по отношению к теореме 7.2.1 (T 1/6 замене-
но на T−1/6, ε = o(1/x) заменено на ε = o(x). Кроме того, асимптотика
e−cx

2 в (7.3.1) заменяется на асимптотику e−cx−2 в (7.5.1).
Доказательство теоремы 7.5.1. Если x фиксировано, то требуемое

утверждение доказано в теореме 7.2.1. Пусть x→ 0.
I. Оценка сверху. При x → 0, ε ≫ lnT√

T
выполнено соотношение

(7.2.5), в котором предполагается теперь, что ε = o(x) (для использова-
ния условия [B0]). Положим

x = NT−1/6, N → ∞.

Тогда в соотношении (7.2.5) в силу (7.5.1) выполняется

P(w ∈ xB) > exp{−cx−2} = exp

{
−cT

1/3

N2

}
. (7.5.6)

С другой стороны, при ε = T−1/6 = o(x) в силу (7.5.6)

e−λε
√
T = e−λT

1/3 ≪ P(w ∈ xB) при T → ∞. (7.5.7)

Это означает в силу (7.2.5), что

P(yT ∈ xB) 6 P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
при T → ∞. (7.5.8)

Оценка снизу, как и оценка сверху, аналогична оценке в теореме 7.2.1.
По условию [B0] выполнено (7.2.9) при ε = o(x). Из (7.2.9) в силу (7.5.6),
(7.5.7) получаем

P(yT ∈ xB) > P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
.

Для перенесения утверждения теоремы на процессы zT следует вос-
пользоваться теоремой 7.1.2. Теорема 7.5.1 доказана.
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7.5.2 Распространение принципа инвариантности на об-
ласть малых уклонений для множеств второго типа

Теорема 7.5.2. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
а множество B второго типа (см. (7.5.2)) удовлетворяет условию
[B0]. Тогда

I. Если выполнено условие Крамера [C], то для x 6 x0 > 0, x≫ lnT√
T

при T → ∞ выполняется

P(yT ∈ xB) ∼ W(xB). (7.5.9)

II. Если при некотором r > 2

Eτ r <∞, E|ζ|r <∞, (7.5.10)

то существует последовательность γ = γT → 0 при T → ∞ такая,
что при

x0 > x > γT
2−r

2(r+1)

выполнено соотношение (7.5.9).
Утверждения I, II справедливы и для процессов zT .

Например, при r = 3 и x0 > x > T−1/8 соотношение (7.5.9) всегда
выполнено. При r = 4 оно выполнено при x > T−1/5 и т.д.

Доказательство. I. Оценка сверху при выполнении условия [C]. По-
ложим

x 6 x0, x =
N lnT√

T
, N → ∞ при T → ∞.

Тогда при

ε =
√
N

lnT√
T

= o(x)

в силу (7.2.5) имеем

P(w ∈ xB) > cx, (7.5.11)

e−λε
√
T = e−λ

√
N lnT = T−λ

√
N ≪ N lnT√

T
= x. (7.5.12)

Поэтому справедливо (7.5.8).
Оценка снизу вытекает из (7.2.9) и (7.5.11), (7.5.12). Утверждение

(7.5.9) доказано.
II. Оценка сверху при выполнении (7.5.10). Воспользуемся теоре-

мой 7.1.3 и положим в (7.1.13) ε = y√
T

. Тогда
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P
(
ρ(yT , w) > ε

)
6 δTT

1−r/2ε−r (7.5.13)

при
ε ∈ (c1T

2−r
2r , c2

√
lnT ). (7.5.14)

Далее, аналогично (7.2.9) имеем в силу условия [B0]

P(yT ∈ xB) 6 P
(
yT ∈ xB, ρ(yT , w) < ε

)
+P

(
ρ(yT , w) > ε

)
6

6 P
(
w ∈ (xB)ε

)
+ δTT

1−r/2ε−r 6
6 P(w ∈ xB)

(
1 + o(1)

)
+ δTT

1−r/2ε−r. (7.5.15)

Положим
ε = δ

1
2r
T x = o(1) при T → ∞. (7.5.16)

Тогда правая часть в (7.5.13) при

x0 > x > γT
2−r

2(r+1) , γ = δ
1

2(r+2)

T (7.5.17)

равна√
δTT

1−r/2x−r 6
√
δTγ

−rT
2−r

2(r+1) ≪ x при T → ∞, (7.5.18)

и в силу (7.5.15)

P(yT ∈ xB) 6 P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
.

Очевидно, что выбранное значение x не противоречит (7.5.16) и (7.5.14).
Оценка снизу при выполнении (7.5.10). Аналогично (7.2.9) имеем

P(yT ∈ xB) > P(w ∈ xB)
(
1 + o(1)

)
− δTT

1−r/2ε−r. (7.5.19)

Требуемая оценка снизу при выбранных выше значениях ε и x (см.
(7.5.16), (7.5.17)) вытекает из (7.5.19) и (7.5.18).

Для перенесения утверждений на процесс zT следует воспользовать-
ся теоремами 7.1.2, 7.1.4. Теорема 7.5.2 доказана.

7.5.3 Вторая граничная задача в области малых уклоне-
ний

Во второй граничной задаче с двумя границами в области малых укло-
нений для процесса yT изучается асимптотика P(yT ∈ xBg1g2), где

xBg1g2 =
{
f ∈ D(0, 1) : xg1(t) < f(t) < xg2(t) при всех t ∈ [0, 1]

}
при x→ 0. Положим

g(t) = g2(t)− g1(t).
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Теорема 7.5.3. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
функции ограниченной вариации g2(t) > g1(t) на [0, 1] удовлетворяют
условиям

1). g2(0) > 0 > g1(0), inf
t∈[0,1]

g(t) > 0.

2). Для некоторой функции δ(∆) ↓ 0 при ∆ ↓ 0 модули непрерыв-
ности ω1(∆), ω2(∆) функций g1, g2 соответственно, удовлетворяют
неравенству

ωk(∆) 6 δ(∆)
√
∆, k = 1, 2. (7.5.20)

Тогда при x 6 x0 при некотором x0 > 0, x ≫ T−1/6 при T → ∞
выполняется

P(yT ∈ xBg1g2) ∼ P(w ∈ xBg1g2), (7.5.21)

где при x→ 0

P(w ∈ xBg1g2) ∼ c exp

{
− π2

2x2

1∫
0

g−2(u)du

}
,

c =
4

π

√
g(1)

g(0)
cos

(
π

2

(g1(0) + g2(0))

g(0)

)
.

(7.5.22)

Такое же утверждение справедливо для процессов zT .

Доказательство. Утверждение (7.5.22) при условиях 1), 2) установ-
лено в [50]. Утверждение (7.5.21) вытекает из того, что

P (x) := P(w ∈ xBg1g2) ∼ ce−bx
−2
, b = const,

при x → 0, ε = o(x) (множество Bg1g2 является множеством первого
типа, см. (7.5.1)) и выполнено условие [B0]. Действительно,

(x+ ε)−2 = x−2

(
1 +

ε

x

)−2

= x−2 − 2ε

x
+ o

(
ε

x

)
= x−2 + o(1)

при x→ 0, ε = o(x). Это означает, что P (x+ε) ∼ P (x). Стало быть, вы-
полнено условие [B0] теоремы 7.5.1 и, следовательно, выполнено (7.5.21).
Теорема 7.5.3 доказана.

Рассмотрим теперь вторую граничную задачу с одной границей
об асимптотике P(yT ∈ xBg), где

xBg =
{
f ∈ D(0, 1) : sup

t∈[0,1]

(
f(t)− xg(t)

)
< 0

}
, g(0) > 0.

Эти множества являются множествами второго типа: для них
P(w ∈ xBg) > cx при x→ 0 (см. (7.5.2)).
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Теорема 7.5.4. Пусть τ и ζ независимы или линейно зависимы,
функция g > 0 удовлетворяет условию Липшица, g(0) > 0,

P (x) := P(w ∈ xBg) ∼ cx при x→ 0. (7.5.23)

Тогда
I. Если выполнено условие Крамера [C], то

P(yT ∈ xBg) ∼ P(w ∈ xBg) при x≫ lnT√
T
, T → ∞. (7.5.24)

II. Если выполнено условие Eτ r < ∞, E|ζ|r < ∞, r > 2, то суще-
ствует последовательность γ = o(1) при x→ 0, для которой соотно-
шение (7.5.24) верно при x≫ γT

2−r
2(r+1) при T → ∞.

Доказательство. I. Первое утверждение теоремы вытекает из тео-
ремы 7.5.2, I. Условие [B0] (см. (7.5.4)) выполнено, так как xg(t) + ε 6
(x + ε/g)g(t), где g = mint∈[0,1] g(t) и, стало быть, при ε = o(x) в силу
(7.5.23)

P
(
w ∈ (xBg)ε

)
6 P (x+ ε/g) ∼ P (x),

P
(
w ∈ (∂xBg)ε

)
6 P (x+ ε/g)− P (x) = o

(
P (x)

)
при x→ ∞.

II. Второе утверждение аналогичным образом вытекает из утвер-
ждения II теоремы 7.5.2. Теорема 7.5.4 доказана.

Как уже отмечалось, условие (7.5.23) выполнено для функции g(t) =
g = const (см. (7.5.3)). Несомненно, что условие (7.5.23) будет выполне-

но и для гладких границ g(t) (при c =
√

2
π

∫ 1
0 g(t)dt), однако соответ-

ствующие результаты нам не известны.



Глава 8

Дополнения. О граничных
задачах для обобщенных
процессов восстановления
при невыполнении условия
Крамера

В главах 3–6 была построена теория больших уклонений ОПВ, распре-
деление скачков которых удовлетворяет моментному условию Крамера.
Если условие Крамера не выполнено, то природа вероятностей больших
уклонений ОПВ становится совершенно иной — это хорошо известно
на примере случайных блужданий. В этом случае на распределение
скачков приходится накладывать некоторые условия правильного по-
ведения на бесконечности. Вероятности больших уклонений для ОПВ в
таких условиях изучались в гл. 16 монографии [26], там же см. весьма
полную библиографию.

В этой главе везде будет предполагаться, что рассматриваемые ОПВ
однородны. Отыскание условий допустимой неоднородности существен-
ных трудностей не представляет.

В § 8.1 приведены результаты об асимптотике вероятностей больших
уклонений Z

(q)
= sup

t>0
Z(q)(t), Z(q)(t) = Z(t) + qt. Они без труда полу-

чаются из утверждений в [26] об асимптотике распределения макси-
мального значения случайного блуждания при аналогичных условиях.
В случае, когда распределения скачков правильно меняются на беско-
нечности, в § 8.2 изучена асимптотика распределений Z(T ) и Z

0
(T ) =

maxt6T
(
Z(t)−at

)
, а в § 8.3 — асимптотика вероятностей больших укло-

нений в первой граничной задаче.

423
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Многие результаты §§ 8.1–8.3 приведены без доказательств, так как
они либо опубликованы в монографии [26], либо опубликованы в ста-
тьях, но их доказательство выходит за рамки основного русла изложе-
ния в этой книге.

§ 8.1 Распределение максимального значения на
всей полуоси обобщенного процесса восста-
новления со сносом

8.1.1 Распределение максимального значения ОПВ при
невыполнении условия Крамера

В этом разделе, как и в § 6.1, мы рассмотрим асимптотику распределе-
ния величины Z

(q)
= supt>0 Z

(q)(t). Из теоремы 6.1.3 вытекает следую-
щее утверждение.

Следствие 8.1.1. Пусть функция

Q(q)(x) =

∞∫
x

P(ζ + qτ > t)dt (8.1.1)

является надстепенной (см. определение 6.1.1), aζ + qaτ < 0. В случае
q > 0 предполагается дополнительно, что

P(τ > x) = o
(
Q(q)(x)

)
при x→ ∞. (8.1.2)

Тогда

P(Z
(q)
> x) ∼ Q(q)(x)

|aζ + qaτ |
при x→ ∞. (8.1.3)

По поводу условия (8.1.2) см. замечание 6.1.1.
Можно назвать более широкий класс распределений величины ζ +

qτ , для которых справедливо (8.1.3).
Определение 8.1.1. Распределение F (γ)(t) = P(γ > t) величины

γ > 0 называется субэкспоненциальным, если свертка

F (γ)∗(x) = −
x∫

0

dF (γ)(t)F (γ)(x− t)

обладает свойством

F (γ)∗(x) ∼ 2F (γ)(x) при x→ ∞.



8.1. Максимальное значение ОПВ со сносом на всей полуоси 425

Распределение случайной величины γ на (−∞,∞) называется субэкс-
поненциальным, если субэкспоненциальным является распределение ве-
личины max(0, γ). Любая невозрастающая функция G(t) на [0,∞] на-
зывается субэкспоненциальной, если G(t) ∼ cF (t) при t → ∞ и каком-
нибудь c <∞, где F (t) — субэкспоненциальное распределение.

Можно показать, что семиэкспоненциальные и надстепенные рас-
пределения (как и правильно меняющиеся) являются субэкспоненци-
альными. Подробнее о свойствах субэкспоненциальных распределений
см., например, [85], [26].

Теорема 8.1.1. Пусть функция

Q(q)(x) =

∞∫
x

P(ζ + qτ > t)dt, x > 0,

является субэкспоненциальной, aζ + qaτ < 0. В случае q > 0 пред-
полагается дополнительно, что выполнено (8.1.2). Тогда справедливо
(8.1.3).

Доказательство. Как и в теоремах 6.1.2, 6.1.3, в основе доказатель-
ства лежат результаты, относящиеся к распределению максимально-
го значения случайного блуждания. Возьмем для примера случайное
блуждание {Zk} и обозначим

Z∞ = sup
k>1

Zk, Q(0)(x) =

∞∫
x

P(ζ > t)dt.

Тогда справедливо следующее утверждение (см., например, теорему 17.7.3
в [10]).

Теорема 8.1.2. Пусть функция Q(0)(x) является субэкспоненци-
альной, aζ < 0. Тогда

P(Z∞ > x) ∼ Q(0)(x)

|aζ |
при x→ ∞.

Вернемся к доказательству теоремы 8.1.1. Рассмотрим сначала слу-
чай q 6 0. Как уже отмечалось в § 6.1, в этом случае

Z
(q)

=
d
Z

(q)
∞ = sup

k>0
(Zk + qTk)

и для получения (8.1.3) остается воспользоваться теоремой 8.1.2 с за-
меной ζ на ζ + qτ .
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Если q > 0, то
Z

(q)
=
d
τ + Z

(q)
∞ ,

и утверждение (8.1.3) также сохранится, если выполнено (8.1.2) (см.
доказательство теоремы 6.1.3).

8.1.2 Аппроксимация второго порядка для распределе-
ния максимального значения ОПВ Z(q)(t)

В теории страхования, теории риска с помощью величины P(Z
(q) > x)

можно описывать (при соответствующем задании управляющей после-
довательности {τj , ζj} и значений q, x) вероятность разорения стра-
ховой компании (см. § 6.7), вероятность переполнения блока памяти
в системе спутниковой связи и др. Специалисты, работающие в этой
области, не раз отмечали, что аппроксимация P(Z

(q)
> x) с помощью

приближения (8.1.3) не всегда бывает удовлетворительной и, как пра-
вило, занижена. В связи с этим возникает задача об отыскании более
точных приближений для рассматриваемых вероятностей, т.е. об отыс-
кании асимптотики второго порядка для P(Z

(q)
> x) или оценки по-

правочного члена.
Если выполнено условие Крамера, то, как отмечено в теореме 6.1.2,

при некоторых дополнительных условиях поправочный множитель(
1+ o(1)

)
при x→ ∞ в правых частях (6.1.5), (6.1.6) можно заменить

на
(
1+O(e−hx)

)
. Это означает весьма высокую точность аппроксимации

P(Z
(q) > x).

Пусть теперь условие Крамера не выполнено. Положим

ζ(q) := ζ + qτ.

Из теоремы 7.5.3 в [26] (см. также [91]) вытекает следующее утвержде-
ние.

Теорема 8.1.3. Пусть распределение ζ(q) является нерешетчатым
и либо правильно меняющимся, либо семиэкспоненциальным. Если
aζ(q) := Eζ(q) < 0, q 6 0, E(ζ(q))2 <∞, то при x→ ∞

P(Z
(q)
> x) =

Q(q)(x)

|aζ(q) |
+ cP(ζ(q) > x)

(
1 + o(1)

)
,

где

c =
E(ζ + qτ)2

2(aζ(q))
2

− EZ
(q)

aζ(q)
,

функция Q(q)(x) определена в (8.1.1).
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Так как c > 0, то предположения о заниженности аппроксимации
первого порядка (8.1.3) подтверждаются.

Если E(ζ(q))2 = ∞, то природа поправочного слагаемого становится
значительно более сложной. Она весьма полно изучена в [13]. Мы оста-
новимся здесь лишь на наиболее простом случае, когда E(ζ

(q)
− )2 < ∞,

где ζ(q)− = min(0, ζ(q)). Будем писать ζ(q) ⊂= [Rα], если P(ζ(q) > x) есть
правильно меняющаяся на бесконечности функция с параметром −α.

Теорема 8.1.4. Пусть Eζ(q) < 0, q 6 0, ζ(q) ⊂= Rα, α ∈ (1, 2),
E(ζ

(q)
− )2 <∞. Тогда при x→ ∞

P(Z
(q)
> x) =

Q(q)(x)

|aζ(q) |
+

2(α− 1)I(α)(Q(q)(x))2

(aζ(q))
2

(
1 + o(1)

)
,

где I(α) =
1/2∫
0

s1−α(1− s)−αds <∞ при α ∈ (1, 2).

Асимптотику второго порядка для P(Z
(q)>x) в случае E(ζ

(q)
− )2=∞

можно получить с помощью теоремы 1.2 в [13].

8.1.3 Переходные явления для ОПВ. Асимптотика пер-
вого и второго порядка

В теории очередей при исследовании работы систем обслуживания в на-
груженном состоянии возникает задача об аппроксимации распределе-
ния длины очереди или времени ожидания, когда нагрузка системы
близка критической. Это соответствует задаче о распределении Z

(q)

в случае, когда значение aζ + qaτ отрицательно, но мало. Значение Z(q)

неограниченно возрастает по вероятности с уменьшением |aζ + qaτ | и
возникает вопрос о предельном распределении Z(q) в этих условиях.

Рассмотрим более точную постановку задачи.
Пусть случайная величина ζ(q) = ζ + qτ зависит от параметра ε

(в этом случае мы будем писать ζ(q) = (ε)ζ ) и при этом

(ε)a := E(ε)ζ → 0, (ε)a < 0 при ε→ 0. (8.1.4)

Процессы Z(t), соответствующие вектору (τ, ζ, q), обозначим в этом слу-
чае через (ε)Z(t). Положим

(ε)Z = sup
t>0

(ε)Z(t), (ε)Zk =

k∑
j=1

(ε)ζj ,
(ε)Z∞ = sup

k>0

(ε)Zk,
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где (ε)ζj — независимые копии (ε)ζ. Задача в случае переходных явлений
состоит в изучении предельного распределения (ε)Z при ε→ 0. Как мы
видели,

(ε)Z
d
=

{
(ε)Z∞ при q 6 0,

qτ + (ε)Z∞ при q > 0,

где второе равенство справедливо, если τ и ζ независимы.
В [103], [62], [6, теорема 4.18] получено следующее утверждение.

Теорема 8.1.5. Пусть (ε)a→ 0, D(ε)ζ → σ2 > 0 при ε→ 0 и выпол-
нено следующее условие равномерной сходимости∫

|t|>N

t2P((ε)ζ ∈ dt) → 0 при N → ∞ равномерно по ε; (8.1.5)

(сходимость (ε)ζ ⇒ ζ(q) не предполагается). Тогда при каждом фикси-
рованном v > 0

lim
ε→0

P

(
(ε)Z∞ >

v

|(ε)a|

)
= e−2v/σ2

.

Условие (8.1.5) выполнено, если E|(ε)ζ|2+δ < c при некоторых c <∞
и δ > 0.

В частном случае, когда
(ε)ζ = ζ(q) − ε, Eζ(q) = 0,

распределение ζ имеет абсолютно непрерывную компоненту и

Eeµζ <∞ (8.1.6)

при достаточно малом |µ|, в [6] получено также полное асимптотиче-
ское разложение для P((ε)Z∞ > v/ε) по степеням ε = −(ε)a (см. теорему
4.19 в [6]).

Из теоремы 8.1.5 вытекает следующий аналог теоремы Кингмана–
Прохорова. Для простоты отождествим параметр ε со значением −(ε)a.

Теорема 8.1.6. Пусть выполнены условия (8.1.4), (8.1.5),

D(ε)ζ → σ2 > 0 при ε→ 0.

Если q 6 0 или

q > 0, τ и ζ независимы, εqτ →
p
0 при ε→ 0

(q и τ могут зависеть от ε), то

lim
ε→0

P

(
(ε)Z >

v

ε

)
= e−2v/σ2

. (8.1.7)
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В приложениях наибольший интерес представляет случай q6 0. По-
этому, а также для упрощения изложения, мы при рассмотрении ап-
проксимации 2-го порядка для распределения (ε)Z ограничимся рас-
смотрением лишь этого случая q 6 0. Тогда из теоремы 3.2 в [17] выте-
кает

Теорема 8.1.7. Пусть выполнены условия (8.1.4), (ε)ζ ⇒ (0)ζ,

E|(ε)ζ|3 → E|(0)ζ|3, E((ε)ζ)2 = E(0)ζ2 + o(ε) при ε→ 0.

Пусть кроме того распределения (ε)ζ, (0)ζ имеют плотность с равно-
мерно по ε ограниченной вариацией. Тогда

P(ε(ε)Z > v) = exp

{
−2v

σ2
+

4vεm3

3σ6

}[
1 +

2εm−
σ2

+
2εm3

3σ4
+ o(ε)

]
,

где
m3 = E(0)ζ3, m− = Eχ−,

χ− есть величина перескока через бесконечно удаленный отрицатель-
ный барьер случайным блужданием {(0)Zk} со скачками, распределен-
ными как величина (0)ζ.

§ 8.2 Асимптотика распределений Z0(T ) =
(
Z(T )−

aT
)

и Z
0
(T ) = max

t6T
Z0(t) при правильном из-

менении распределения скачков

Мы будем использовать обозначения

F (ζ)(t) = P(ζ > t), F
(ζ)
− (t) = P(ζ < −t), F (τ)(t) = P(τ > t)

при t > 0 и следующие условия:

[Rα]. Мы будем писать F ⊂= [Rα], если F = F (t) есть правильно
меняющаяся функция на [0,∞) с показателем −α, т.е. F (t) = t−αl(t),
где α > 1, l(t) — медленно меняющаяся функция (м.м.ф.).

Введем далее в рассмотрение два условия, которые будем использо-
вать в последующих утверждениях.

[QT ] Выполнено F (ζ) ⊂= [Rα] при α ∈ (1, 2) и хотя бы одно из следу-
ющих двух условий: либо

(i) F (ζ)
− (t) 6 cF (ζ)(t), t > 0 и TF (ζ)(x) → 0, либо
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(ii) F (ζ)
− (t) 6W (t) ⊂= [Rγ ] при некотором γ > 1 и

T [F (ζ)(x/ lnx) +W (x/ lnx)] < c

при x→ ∞.

[ΦT ] Выполнено F (ζ) ⊂= [Rα] при α > 2, σ2ζ := Dξ < ∞ и x → ∞
так что при некотором c > 1 выполняется

x > cσζ

√
(α− 2)a−1

τ T lnT .

Обозначим H(t) = Eν(t).

Теорема 8.2.1 (теорема 16.2.1 в [26]). Пусть τ и ζ независимы,
выполнено либо условие [QT ], либо условие [ΦT ], и δ > 0 — произвольное
фиксированное число. Тогда справедливы следующие утверждения.

I. Случай a > 0.
(i) При x→ ∞ равномерно по T таким, что x > δT, выполняется

P
(
Z0(T ) > x

)
∼ H(T )F (ζ)(x). (8.2.1)

Если T → ∞, то H(T ) в правой части можно заменить на T/aτ .
(ii) Если F (τ) 6 Wτ ⊂= [Rγ ] при γ ∈ (1, 2), то соотношение (8.2.1)

выполняется при x → ∞ равномерно в диапазоне значений T , удовле-
творяющих наряду с [QT ] или [ΦT ] условию x > T 1/γl(T ) при подходя-
щей м.м.ф. l.

(iii) Если α ∈ (1, 2) и F (τ)(t) = o(F (ζ)(t)) при t→ ∞, или если α > 2
и Eτ2 < ∞, то (8.2.1) выполняется без каких-либо дополнительных
условий на x и T (помимо содержащихся в [QT ] и [ΦT ]).

II. Случай a < 0.
(i) Соотношение (8.2.1) выполняется при x → ∞ равномерно по T

из диапазона значений, задаваемого неравенством

x∗ := x+ aT > δT.

(ii) Пусть выполнено условие F (τ) ⊂= [Rγ ]. Если

T → ∞, x∗ → ∞ и x∗ = o(T ),

то при α ∈ (1, 2)

P
(
Z0(T ) > x

)
∼ T

aτ
F (ζ)(x),
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а при α > 2

P
(
Z0(T ) > x

)
∼ T

aτ
F (ζ)(x) +

x2∗F
(ζ)(x∗)F

(τ)(T )

a2a2τ (α− 1)(α− 2)
.

(iii) Если F (τ)(t) = o
(
F (ζ)(t)

)
при t → ∞, то утверждения под-

пунктов I(i), I(ii) выполняются без каких-либо дополнительных усло-
вий на x и T (помимо содержащихся в [QT ] и [ΦT ] и в упомянутых
подпунктах).

(iv) Пусть выполнено условие Fτ ⊂= [Rγ ] при γ ∈ (1, 2) ∪ (2,∞) и

x∗ = x+ aT → −∞, x > T 1/γl(T )

при подходящий м.м.ф. l (способ ее выбора указан в [26, лемма 16.2.3];
при γ > 2 последнее неравенство всегда выполнено в силу условий [QT ]
или [ΦT ]). Тогда

P
(
Z0(T ) > x

)
∼ 1

aτ

[
TF (ζ)(x) + (T + x/a)F (τ)(x/q)

]
при T → ∞.

Сделаем несколько замечаний по поводу второй части теоремы 8.2.1.
Как уже отмечалось, случай II (присутствие положительного линейного
сноса −at) является более сложным по сравнению со случаем I. В под-
пункте II(i) уровень x значительно выше точки −aT , в окрестности
которой мы можем оказаться в момент времени T за счет линейного
сноса благодаря очень длинному интервалу восстановления. В этой си-
туации асимптотика вероятности P

(
Z0(T ) > x

)
остается такой же, как

и в части I теоремы: грубо говоря, условием пересечения уровня x по-
прежнему является наличие большого скачка ζj на интервале времени
[0, T ].

В случае II(ii) уровень x все еще выше −aT , но разница между этими
значениями относительно мала: x∗ = x + aT = o(T ). В этой переход-
ной ситуации вид асимптотики вероятности P

(
Z0(T ) > x

)
определя-

ется «толщиной» правого хвоста распределения скачков ζj . В случае
«толстого» хвоста (когда α ∈ (1, 2)) асимптотика остается прежней и
не зависит от распределения длин интервалов восстановления (от ко-
торого мы требуем, чтобы F (τ) ∈ [Rγ ]). Когда же хвост распределения
случайных величин ζj более «тонкий» (α > 2), в асимптотике появля-
ется добавочный член (который может быть как доминирующим, так и
пренебрежимо малым), уже зависящий от распределения случайной ве-
личины τ . Его присутствие обусловлено наличием следующей возмож-
ности: один из начинающихся в самом начале временного отрезка [0, T ]
интервалов восстановления оказывается очень длинным (и покрывает
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точку t = T ), причем «накопленная» на начальном (до этого интервала
восстановления) отрезке времени сумма скачков ζj оказывается доста-
точно большой, чтобы процесс перескочил «зазор» между −aT и x.
Последнее, в свою очередь, тоже представляет собой «большое укло-
нение» и происходит за счет одного «умеренно большого» скачка ζj ,
превышающего величину x∗ (отсюда сомножитель F (ζ)(x∗)). Присут-
ствие сомножителя x2∗ объясняется, грубо говоря, тем, что число таких
скачков, на которые должны прийтись эти самые большие значения τk и
ζj в начале траектории процесса, имеет порядок x∗, причем мы имеем
дело с независимыми последовательностями случайных величин {τk}
и {ζj}. Поэтому вероятность нужной комбинации событий будет иметь
порядок величины x∗F

(ζ)(x∗)× x∗F
(τ)(T ).

В случае II (iv) уровень x уже заметно ниже, чем −aT (выполня-
ется условие x + aT → −∞), и поэтому вероятность его превышения
увеличивается за счет вклада, соответствующего наличию одного очень
большого τk на начальной части интервала [0, T ]. Вид этого дополни-
тельного члена можно объяснить следующим образом. Грубо говоря,
в отсутствие больших уклонений в блуждании {Zn}, для нахождения
выше уровня x в момент времени T достаточно, чтобы один из пер-
вых (примерно (T + x/a)/aτ ) интервалов восстановления был велик
(> −x/a). В этом случае траектория Z(t) будет осциллировать око-
ло нуля до начала этого длинного интервала восстановления, а затем
будет двигаться вдоль прямой с коэффициентом наклона −a > 0 в те-
чение этого интервала (что и выведет ее на уровень выше x), после чего
(если все еще t < T ) она вновь будет осциллировать на примерно посто-
янном уровне (и, стало быть, все еще будет выше уровня x к моменту
времени T ).

Очень узкий переходной случай x∗ = O(1) (значения −aT и x почти
совпадают) оказывается весьма сложным для анализа. Он не рассмат-
ривается в настоящем изложении и теоремой 8.2.1 не покрывается.

Перейдем теперь к распределению Z
0
(t).

Как и для обычных случайных блужданий, асимптотика первого по-
рядка для вероятностей P

(
Z

0
(T ) > x

)
больших уклонений максимума

процесса оказывается такой же, как и у P
(
Z0(T ) > x

)
. Причина та же:

если процесс {Z0(t)} переходит через высокий уровень x где-то внутри
интервала [0, T ] (скажем, за счет скачка ζj), то он и останется с большой
вероятностью в «окрестности» точки Z0(Tj) до конца интервала [0, T ]
(напомним, что рассматриваемый процесс имеет нулевой средний снос).
Поэтому события

{
Z0(T ) > x

}
и
{
Z

0
(T ) > x

}
оказываются «почти эк-

вивалентными». Пересечение уровня x может произойти и на участке
линейного роста, но и в этом случае сказанное остается верным.
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Теорема 8.2.2 (теорема 16.2.2 в [26]). Все утверждения теоре-
мы 8.2.1 остаются справедливыми в соответствующих предположе-
ниях и для вероятности P

(
Z

0
(T ) > x

)
.

§ 8.3 Первая граничная задача при правильном
изменении распределений
скачков

В этом разделе мы рассмотрим задачу пересечения траекторией процес-
са

{
Z0(t)

}
произвольной границы

{
gT (t); t ∈ [0, T ]

}
, когда inf

t6T
g(t) → ∞

достаточно быстро, так что событие

BT,g :=
{
sup
t6T

(
Z0(t)− gT (t)

)
> 0

}
относится к интересующей нас области больших уклонений. Отметим,
что предположение о том, что рассматриваемый процесс Z(q) имеет ну-
левой средний снос (q = −a), не ограничивает общности.

Одним из важных факторов в последующих рассмотрениях являет-
ся возможность осуществления интересующего нас события BT,g за счет
очень большого интервала восстановления. Чтобы избежать громозд-
ких выкладок, можно исключить такую возможность. При q 6 0 ее
просто нет. При q > 0 можно предполагать, что выполнено условие

inf
06t6T

(
gT (t)− qt

)
> δT (8.3.1)

при некотором фиксированном δ > 0. В этом случае пересечь грани-
цу gT (t) за счет одного большого скачка τ невозможно (с некоторым
запасом). А наличие двух больших скачков τj и ζj очень маловероятно.

Поэтому пересечение высокой границы может реально осуществить-
ся, как и для случайного блуждания, только за счет одного большого
скачка ζj , причем вместо самой границы gT (t) в момент скачка доста-
точно, грубо говоря, превысить уровень

fT (t) := inf
t6s6T

gT (s),

поскольку после этого траектория процесса
{
Z(q)(t)

}
при q = −a вновь

«пойдет» вдоль (горизонтальной) линии среднего сноса и в какой-то
момент окажется уже выше «опустившейся» к тому времени до уровня
fT (t) границы.
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Сформулируем теперь основной результат этого раздела. Обозначим
через G(x,N) класс всех измеримых границ gT (t) таких, что

x 6 inf
06t6T

gT (t) 6 Nx, x > 0, N ∈ (1,∞).

Теорема 8.3.1 (теорема 16.4.1 в [26]). Пусть для распределения
скачков ζj выполнено либо условие [QT ], либо условие [ΦT ], и пусть
δ > 0, K > 1 — произвольные фиксированные числа.

I. Случай a > 0. Равномерно по gT ∈ G(x,N) при x > δT выполняется
соотношение

P(BT,g) =
(
1 + o(1)

) T∫
0

F (ζ)
(
fT (t)

)
dH(t), x→ ∞. (8.3.2)

Если, кроме того, для распределения случайной величины τ выполнено
условие F (τ)(t) 6 Wτ (t) ⊂= [Rγ ] при γ ∈ (1, 2), то соотношение (8.3.2)
выполняется при x → ∞ равномерно в диапазоне значений T , удовле-
творяющих (наряду с [QT ] или ΦT ]) условию x > T 1/γl(T ) при подхо-
дящей м.м.ф. l (способ выбора l(t) указан в [26, лемма 16.2.3]).

II. Случай a < 0.
(i) Если выполнено (8.3.1), то соотношение (8.3.2) выполняется

равномерно по gT ∈ G(x,N).
(ii) Если F (τ)(t) = o

(
F (ζ)(t)

)
при t → ∞, то все сформулированные

в части I теоремы утверждения остаются справедливыми.

Нетрудно видеть, что при T → ∞ равномерно по функциям g ∈
G(x,N) выполняется

T∫
0

F (ζ)
(
fT (t)

)
dH(t) ∼ 1

aτ

T∫
0

F (ζ)
(
fT (t)

)
dt, (8.3.3)

так что в этом случае интеграл в правой части (8.3.2) можно заменить
на выражение в правой части (8.3.3).

Из теоремы 8.3.1 и определения правильно меняющейся функции
немедленно вытекает следующее утверждение.

Следствие 8.3.1. Пусть g(s), s ∈ [0, 1], — заданная измеримая
функция со значениями в интервале [c1, c2] ⊂ (0,∞). Тогда для границы

gT (t) := xg(t/T ), 0 6 t 6 T,
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при выполнении в случае a > 0 соответствующих условий на x из тео-
ремы 8.3.1, а в случае a < 0 — условия

inf
06s61

(
xf(s) + asT

)
> δT,

справедливо соотношение

P(BT,g) ∼
TF (ζ)(x)

aτ

1∫
0

f−α(s) ds при T → ∞,

где f(s) := infs6u61 g(u), 0 6 s 6 1.

Действительно, надо лишь заметить, что

F (ζ)
(
fT (t)

)
=
F (ζ)(xf(t/T ))

F (ζ)(x)
F (ζ)(x)= f−α(t/T )

l(xf(t/T ))

l(x)
F (ζ)(x)=

=
(
1 + o(1)

)
f−α(t/T )F (ζ)(x)

равномерно на [0, T ] в силу теоремы 1.1.1 в [26] о равномерной сходи-
мости м.м.ф. в последней формуле к 1.

В гл. 16 в [26] содержится более детальное рассмотрение случая ли-
нейных границ вида gT (t) = x+ ct, c = const.



Список основных
обозначений1

Случайные величины и процессы

ξ = (τ, ζ), ξj = (τj , ζj), j = 1, 2, . . . — вектор, управляющий
ОПВ, и его независимые копии

ξ∗ — вектор столбец

Tn =
n∑
j=0

τj , T0 = 0

Zn =
n∑
j=0

ζj , Z0 = 0

Sn =
∑n

j=0 ξj , S0 = (0, 0)

ξ = ζ − aτ , ξj — независимые копии ξ

Sn =
n∑
j=0

ξj , S0 = 0

η(t) = min{k : Tk > t} — простой процесс восстановления

ν(t) = η(t)− 1 = max{k : Tk 6 t} — простой процесс
восстановления

Z(t) = Zν(t) — обобщенный процесс восстановления (ОПВ)

Y (t) = Yη(t) — обобщенный процесс восстановления (ОПВ)

χ(t) = Tη(t) − t — величина «перескока»

1Порядок следования обозначений в списке не всегда соответствует порядку их
появления в книге

436
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χ(t) = max
k6t

χ(k)

γ(t) = t− Tν(t) — величина «недоскока»

ζ(t) = ζη(t)

ζ(t) = max
u6t

ζ(u)

τ(t) = τη(t)

τ(t) = max
u6t

τ(u)

Z(q)(t) = Z(t) + qt — ОПВ с линейным сносом

Z [q](t) — ОПВ со скачками (τ, ζ + qτ)

Z(st)(t) — ОПВ со стационарными приращениями

(τ (st), ζ(st)) — начальный скачок Z(st)(t)

Z(t) = max
u6t

Z(u)

Z
(q)

(t) = max
u6t

Z(q)(u)

Z
[q]
(t) = max

u6t
Z [q](u)

Z = Z(∞)

Z
(q)

= Z
(q)

(∞)

Z
[q]

= Z
[q]
(∞)

Zn = max
k6n

Zk

ζ(q) = ζ + qτ

Z
(q)
n =

n∑
j=1

ζ
(q)
j = Zn + qTn

y(t) =


Y (t)− at

σ
√
t

при σ <∞,

Y (t)− at

σ(t)
при выполнении условия [Rα,β]
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z(t) =


Z(t)− at

σ
√
t

при σ <∞,

Z(t)− at

σ(t)
при выполнении условия [Rα,β]

ω — случайная величина, не зависящая от τ , в представлении
ζ = hτ + ω для линейно зависимых τ и ζ

Ωn =
n∑
j=1

ωj , Ω0 = 0

yT (t) =


Y (tT )

x
, t ∈ [0, 1]; x ∼ T при T → ∞; (в гл. 3)

Y (tT )− atT

σ
√
T

, t ∈ [0, 1]; (в гл. 7).

zT (t) =


Z(tT )

x
, t ∈ [0, 1]; x ∼ T при T → ∞; (в гл. 3, 4)

Z(tT )− atT

σ
√
T

, t ∈ [0, 1]; (в гл. 7).

ηg = inf
{
t : zT (t) > g(t) (в гл. 4)

w(t), t ∈ [0, 1] — стандартный винеровский процесс

wα,β(t), t ∈ [0, 1] — устойчивый процесс с параметрами (α, β)

ηZ(x) = inf
{
t : Z(t) > x

}
χZ(x) = Z

(
ηZ(x)

)
− x

ηZ,g = inf
{
t : Z(t) > gT (t)

}
(в гл. 6)

αξ = (ατ, αζ) — преобразование Крамера (по распределению)
над случайным вектором ξ в точке

(
λ(α), µ(α)

)
(п. 6.2.1)

αY (t) — ОПВ, построенный по управляющему вектору (ατ,−αζ)

αY = sup
t>0

αY (t)

Параметры

aτ = Eτ

aζ = Eζ
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a = aζ/aτ

σ2ξ = Eξ2

σ2 =
E(ζ − aτ)2

aτ
=

Eξ2

aτ

σ2 = Eξ∗ξ

λ+ = sup{λ : Eeλτ <∞}

Функции

F−(t) = P(ξ 6 −t)

F+(t) = P(ξ > t)

F (t) = F−(t) + F+(t) = P
(
|ξ| > t

)
F (−1)(u) = inf

{
t : F (u) < u

}
— функция, обратная к F

σξ(n) = F (−1)(1/n)

σ(t) = σξ(t)a
−1/α
τ

}
если F (t) = t−αl(t), l(t) — м.м.ф.

Φ(t) — функция распределения нормального закона

ϕ(t) — плотность распределения нормального закона

Φα,β(t) — функция распределения устойчивого закона
с параметрами (α, β)

ψ(λ, µ) = Eeλτ+µζ

ψ(τ)(λ) = ψ(λ, 0) = Eeλτ

ψ(ζ)(µ) = ψ(0, µ) = Eeµζ

A(λ, µ) = lnψ(λ, µ)

A(τ)(λ) = lnψ(τ)(λ)

A(ζ)(µ) = lnψ(ζ)(µ)

A(µ) = − sup
{
λ : A(λ, µ) 6 0

}
— базовая функция

при широком условии [λ+]

A1(λ, µ) = lnEeλτ1+µζ1
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A(st)(λ, µ) = lnEeλτ
(st)+µζ(st)

Λ(t, α)= sup
(λ,µ)

(
λt+µα−A(λ, µ)

)
— функция уклонений {Tn, Zn}

H(t) =
∞∑
n=0

P(Tn 6 t) (в гл. 1)

H1(t) =
∞∑
n=1

P(Tn 6 t) (в гл. 1)

H(B) =
∞∑
n=0

P(Sn ∈ B) (в гл. 3)

DΛ(t, α) = inf
v>0

vΛ
(
t
v ,

α
v

)
DΛ(B) = inf

(t,α)∈B
DΛ(t, α)

D(t, α) = lim
ε→0

DΛ

(
(t, α)ε

)
D(α) = D(1, α) = sup

µ

(
µα−A(µ)

)
— функция уклонений Z(t)

при широком условии [λ+]

D̂(α) =

{
inf

[
D(t, α)− (1− t)λ+

]
при λ+ <∞,

D(α) при λ+ = ∞

— функция уклонений Z(t) в общем случае

Â(µ) = max
(
A(µ),−λ+

)
= sup

α

(
αµ− D̂(α)

)
µ(α) = D′(α) — точка, в которой достигается sup

µ

(
µα−A(µ)

)
λ(α) = −A

(
µ(α)

)
µ(θ, α), λ(θ, α) определены в (5.3.2)

L(t) = σ
√
2t ln ln t (в гл.1)

L(r) = rΛ
(
θ
r ,

α
r

)
(в гл. 3)

L(α) = D(α)/α (в гл. 6)

IZ(α,
<u, v,w) =

u∫
0

eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy
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IZ(α,
>u, v,w) =

∞∫
u
eλ(α)yP(τ > y + v, ζ ∈ w)dy

P≶
T,α = P

(
Z(T ) ∈ ∆[x); B(≶u, v,w)

)
, где α = x/T

Pα(v) = P(αY 6 v)

Jα(v) =
v∫
0

e−uµ(α)Pα(−u)du

I(f) =


1∫
0

D
(
f ′(t)

)
dt, если f ∈ Ca, f(0) = 0

∞ в остальных случаях

I0(f) =


1
2

1∫
0

(
f ′(t)

)2
dt, если f ∈ Ca, f(0) = 0

∞ в остальных случаях

Области, события

C = C(0, 1) — пространство непрерывных функций на [0, 1]

Ca = Ca(0, 1) — пространство абсолютно непрерывных
функций на [0, 1]

D = D(0, 1) — пространство функций на [0, 1] без разрывов
второго рода

∆[x) = [x, x+∆)

Bt(u, v) =
{
γ(t) > u, χ(t) > v

}
(в гл. 2)

B(≶u, v,w) =
{
γ(T ) ≶ u, χ(T ) > v, ζ(T ) ∈ w

}
(в гл. 5)

Bg =
{
f ∈ D : sup

t∈[0,1]

(
f(t)− g(t)

)
> 0

}
Bg1g2 =

{
f ∈ D : g1(t) 6 f(t) 6 g2(t) при всех t ∈ [0, 1]

}
A =

{
(λ, µ) : A(λ, µ) <∞

}
A1 =

{
(λ, µ) : A1(λ, µ) <∞

}
A60 =

{
(λ, µ) : A(λ, µ) 6 0

}
A(st) =

{
(λ, µ) : A(st)(λ, µ) <∞

}
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(µ−, µ+) — область конечности базовой функции A(µ)

(µ−, µ+) — область аналитичности базовой функции A(µ),
содержащая точку µ = 0

(µ̂−, µ̂+) — область аналитичности функции Â(µ),
содержащая точку µ = 0

(α−, α+) =
(
A′(µ− + 0), A′(µ+ − 0)

)
— область аналитичности
функции уклонений D(α),
содержащая точку α = a

(α̂−, α̂+) =
(
Â′(µ̂− + 0), Â′(µ̂+ − 0)

)
— область аналитичности
функции уклонений D̂(α),
содержащая точку α = a

(β−, β+) — интервал, в котором λ(α) > λ+

R = R \ (β−, β+)

K< — компакт в (α−, α+), содержащий точку α = a

K> — компакт в (α−, α+) \ [β−, β+], содержащий точку α = a

A≶
K =

{(
λ(α), µ(α)

)
: α ∈ K≶

}
L — область аналитичности Λ(θ, α) (в гл. 5)

D — открытый конус аналитичности функции D(θ, α)

KΛ — компакт, вложенный в L

KD ∈ R2 — компакт, вложенный в D и отделенный от точки (0, 0)

AK =
{(
λ
(
α
θ

)
, µ

(
α
θ

))
: (θ, α) ∈ KD

}
Условия

[Rα,β] — условие притяжения к устойчивому закону
с параметрами (α, β) (см. § 1.6)

[C] — моментное условие Крамера: ζ ⊂= [C], если Eeλζ <∞
в окрестности точки λ = 0

[C∞] — усиленное моментное условие Крамера:
ζ ⊂= [C∞], если Eeλζ <∞
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[Cφ] — условие Крамера на характеристическую функцию

[CV ] — условие, определенное в п. 4.5.1

[λ+] — условие λ+ > D(0)

[λ+] — условие λ+ < D(0), lnP(τ > y) ∼ −λ+t при t→ ∞

[P̂K] — условие, определенное в п. 5.2.3

[h] — условие, определенное в п. 5.2.3

Символы

o(1) — соотношение ∆ = o(1) при T → ∞ означает,
что ∆ = ∆T → 0 достаточно медленно при T → ∞

op(1) — соотношение γ = γT = op(1) при T → ∞ означает,
что γT →

p
0 при T → ∞

ρC — равномерная метрика

ρS — метрика Скорохода

ρD — метрика, определенная в § 1.6

⇒ — знак слабой сходимости по распределению

⇒
C

— знак C-сходимости, определенной в п. 1.5.2

⇒
D

— знак D-сходимости, определенной в п. 1.6.3

⇒
S

— знак сходимости в метрике Скорохода, (п. 1.6.1)

⊂⇒ — запись ξn ⊂⇒ F означает слабую сходимость
по распределению ξn к распределению F при n→ ∞

⊂= — запись ξ ⊂= [C∞] означает, что распределение ξ
удовлетворяет условию [C∞]

(v)ε — ε-окрестность точки v

(f)ε — ε-окрестность функции f (как правило, в равномерной
метрике)

⟨λ, ξ⟩ — скалярное произведение векторов λ и ξ
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