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Обоснована возможность оценки энергетических спектров потоков высыпающихся электронов,
формирующих лучистые структуры в полярных сияниях, по данным триангуляционных наблюде-
ний аппаратурой, регистрирующей излучение в широком интервале длин волн (380–580 нм). Пред-
ставлена методика расчета высотных профилей энерговыделения из высотных профилей объемной
интенсивности излучения, регистрируемого приемной аппаратурой. Восстановлены энергетиче-
ские спектры потоков высыпающихся электронов, ответственных за формирование лучистых
структур в полярных сияниях. Показано, что энергетические спектры потока высыпающихся элек-
тронов можно аппроксимировать суммой двух электронных потоков, имеющих степенной энерге-
тический спектр и максвелловское распределение по энергиям. Высказано предположение о том,
что лучистые структуры в полярных сияниях формируются благодаря сбросу в ионосферу электро-
нов, имеющих степенное распределение по энергиям.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Механизмы, приводящие к высыпанию авро-

ральных электронов в атмосферу Земли и, как
следствие, формированию структурированных
форм полярных сияний до сих пор недостаточно
изучены. Одним из подходов к изучению данной
проблемы является исследование особенностей
энергетических спектров высыпающихся элек-
тронов, формирующих морфологически различ-
ные формы полярных сияний, таких как дуги, по-
лосы и лучистые структуры. И, если характер
энергетических спектров авроральных электро-
нов, вызывающих полярные сияния, наблюдае-
мые в виде дуг и полос, исследованы достаточно
хорошо, то спектральные характеристики элек-
тронных потоков, формирующих лучистые струк-
туры, практически не исследованы.

Вид энергетического спектра потока высыпа-
ющихся электронов является одним из основных
факторов, определяющих характер высотного
распределения выделившейся в области поляр-
ного сияния энергии. Одним из методов получе-
ния высотных профилей энерговыделения в авро-
ральных структурах являются триангуляционные
наблюдения авроральных форм из разнесенных
пунктов. В данной работе описана методика вос-
становления высотных профилей энерговыделе-

ния на основе триангуляционных наблюдений
лучистых структур полярных сияний камерами с
приемниками регистрирующими излучение в
довольно широком диапазоне длин волн (380–
580 нм). На основе полученных высотных профи-
лей энерговыделения сделаны оценки парамет-
ров энергетических спектров высыпающихся
электронов, формирующих лучистые структуры. 

2. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ СПЕКТРОВ

Высотное распределение выделившейся в ат-
мосфере энергии при инжекции электронного
потока можно представить в виде следующего
функционала [1]:

(1)

где W(h) – энергия, выделившаяся на высоте h в
единицах эрг ⋅ см–3 с–1; ρ(h) – плотность атмосфе-
ры на высоте h в единицах г ⋅ см–3; Е – энергия
электрона в эВ; R(Е) – интегральная длина про-
бега в единицах г ⋅ см–2; λ(h, Е) – безразмерная
функция диссипации энергии, описывающая до-
лю энергии электрона, выделившейся на высоте h;

( ) ( )
( )

( ) ( )= ρ λ , ,
E

EW h h h E f E dE
R E

УДК 550.388
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f(Е) – энергетический спектр высыпающихся
электронов в единицах см–2 эВ–1 с–1.

Из формулы (1) видно, что знание высотного
профиля энерговыделения в полярных сияниях,
возникающих вследствие электронных высыпа-
ний, позволяет восстановить параметры энерге-
тического спектра высыпающихся электронов.

В данной работе для анализа энергетических
спектров высыпающихся электронов, формиру-
ющих лучистые структуры, будут использованы
результаты работы [2]. В работе [2] были пред-
ставлены высотные профили объемной скорости
излучения в лучистых структурах, полученные на
основе триангуляционных измерений. Отличи-
тельной особенностью, использованной в [2] ап-
паратуры является регистрация суммарного излу-
чения сияния в широком диапазоне длин волн
(380–580 нм). В данном диапазоне согласно [3] в
суммарную интенсивность излучения более 90%
вносят эмиссия O(1S) 557.7 нм, полосы Первой
отрицательной системы  (1NG ), полосы си-
стемы Вегарда–Каплана (VK) и полосы Второй
положительной системы N2 (2PG N2). Поэтому
необходимым условием при использовании фор-
мулы (1) для восстановления энергетического
спектра потока высыпающихся электронов по ре-
зультатам работы [2] является исследования свя-
зи между интенсивностью свечения I(h), реги-
стрируемой конкретной камерой, и величиной
суммарного энерговыделения:

(2)

где W(h) – энергия, выделившаяся на высоте h в
единицах эрг ⋅ см–3 с–1, I(h) – объемная интенсив-
ность излучения в единицах фотон ⋅ см–3 с–1, k(h) –
коэффициент связи, в единицах эрг ⋅ фотон–1.

+
2N +

2N

( ) = ( ) ( ),W h k h I h

Расчеты k(h) проводились в рамках нестацио-
нарной модели авроральной ионосферы, пред-
ставленной в работе [4]. С этой целью моделиро-
вались высотные профили интенсивностей эмис-
сий и полос, лежащих в диапазоне спектральной
чувствительности камер. Расчеты проводились в
модели нейтральной атмосферы MSIS-90 [5].
Энергетический спектр высыпающихся электро-
нов задавался в виде максвелловского распреде-
ления с изотропным распределениям по питч-уг-
лам в нижней полусфере:

(3)

где N0 – начальный поток частиц в см–2 с–1, Е0 –
характеристическая энергия в эВ. 

Характеристическая энергия Е0 варьировалась
в интервале 1–10 кэВ, начальный поток энергии
F0 = N0E0 – в интервале 1–10 эрг см–2 с–1. Данный
диапазон начальных параметров электронного
потока, инициирующего полярные сияния, охва-
тывает широкий интервал интегральных интен-
сивностей излучения в эмиссии 557.7 нм от 0.2 до
15 кРл. Поскольку содержание окиси азота в об-
ласти полярных сияний оказывает значительное
влияние на интенсивность излучения зеленой ли-
нии (557.7 нм) [6], величина плотности NO в макси-
муме ее высотного профиля варьировалась в диапа-
зоне 106–108 см–3, что соответствует наблюдаемым
в полярных сияниях плотностям окиси азота [7,
8]. На рис. 1 приведены рассчитанные высотные
зависимости отношений интенсивности эмиссии
557.7 нм атомарного кислорода I557.7, суммарной ин-
тенсивности излучения полос Первой отрицатель-
ной системы полос  – I1NG и суммарной интен-
сивности 57 полос системы Вегарда-Каплана –
IVK к общей выделившейся при высыпании элек-
тронов энергии W для различных E0. Из рис. 1

( ) ( )= − 2
0 0 0exp ,f E N E E E E

+
2N

Рис. 1. Рассчитанные отношения объемных интенсивностей эмиссий, лежащих в диапазоне 380–580 нм, к общей вы-
делившейся энергии W: кривая 1 – I557.7/W, кривая 2 – I1NG/W, кривая 3 – IVK/W.
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видно, что высотные зависимости I557.7/W, I1NG/W
и IVK/W носят различный характер. Отношение
IVK/W возрастает с увеличением высоты и начи-
нает превалировать на высотах h > 150 км. Отно-
шение I1NG/W практически постоянно во всем
интервале высот, в то время как отношение
I557.7/W имеет ярко выраженный максимум в ин-
тервале высот 100–120 км и уменьшается с увели-
чением высоты. Однако, высотные распределе-
ния отношений полной выделившейся энергии
W(h) к суммарной интенсивности излучения I(h)
в спектральном диапазоне 380–580 нм, обозна-
ченные в этой работе как k(h), носят другой ха-
рактер. На рис. 2 приведены рассчитанные зави-
симости k(h) для различных параметров высыпа-
ющегося потока электронов и концентраций
окиси азота. Из рисунка можно видеть, что k(h)
демонстрируют идентичное поведение для всего
диапазона вариаций характеристической энер-
гии, потока энергии высыпающихся электронов
и величины концентрации окиси азота. Это поз-
воляет рассчитать усредненную зависимость k от
высоты h, которая показана на рис. 3. Здесь же
приведены среднеквадратичные отклонения это-
го параметра на нескольких высотах. Видно, что
среднеквадратичная ошибка для коэффициента
k(h) лежит в пределах 10%. Таким образом, при-
менение данного коэффициента открывает воз-
можность использовать результаты наблюдений
полярных сияний камерами с широким спек-
тральным интервалом [2] для восстановления вы-
сотных профилей энерговыделения и, следова-
тельно, для оценки параметров потока высыпа-
ющихся электронов. Применяя рассчитанный
коэффициент k(h) преобразуем согласно форму-
ле (2) экспериментально полученную объемную
интенсивность излучения I(h) в выделившуюся
энергию W(h). На рис. 4 приведены полученные в
работе [2] высотные профили объемной интенсив-
ности излучения для четырех случаев лучистых
форм полярных сияний и восстановленные по
ним высотные профили энерговыделения W(h).

Решая уравнение (1) относительно f(E), вос-
становим энергетические спектры потоков высы-
пающихся электронов. Функция диссипации
энергии λ(h, Е) и интегральные длины пробегов
R(Е) в формуле (1) задавались в соответствии с
работой [1]. Полученные энергетические спектры
f(E) для четырех случаев лучистых полярных сия-
ний, рассмотренных в работе [2], приведены на
рис. 5. Из рисунка можно видеть две характерные
особенности в поведении энергетического спек-
тра f(E). В области энергий Е ∼ 500–1000 эВ на-
блюдается локальный максимум, в то время как в
области энергий Е ≤ 200 эВ величина дифферен-
циального потока электронов демонстрирует рез-
кое возрастание с уменьшением энергии близкое
к степенной зависимости Е–α. Подобный харак-

Рис. 2. Рассчитанные отношения полной выделив-
шейся энергии W(h) к суммарной интенсивности из-
лучения I(h) в диапазоне 380–580 нм. Каждая линия
соответствует паре определенных значений Е0 и F0.
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тер поведения кривой f(E) позволяет аппрокси-
мировать восстановленные энергетические спек-
тры суммой следующих функций:

(4)

где N1 и N2 – константы, Е – энергия электронов
в эВ, Е0 – характеристическая энергия в эВ.

( ) ( )α= +– 2
1 2 0 0exp – / / ,f E N E N E E E E

Рис. 4. Результаты преобразования высотных профи-
лей экспериментально полученных объемных интен-
сивностей излучения [2] (панель “а”) в высотные
профили энерговыделения W(h) (панель “б”).
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Рис. 5. Сравнение экспериментально восстановлен-
ных и аппроксимированных результатов. Панель “а” –
восстановленные энергетические спектры f(E) (тол-
стая линия) и аппроксимация f(E) (тонкая линия). Па-
нель “б” – высотные профили энерговыделения W(h),
восстановленные (толстая линия) и рассчитанные для
аппроксимированных потоков f(E) (4).
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На рис. 5 на панели “а” показаны результаты
аппроксимации функционалом (4) восстанов-
ленных ранее энергетических спектров. Рассчи-
танные для этих аппроксимированных потоков
интегральные интенсивности эмиссии 557.7 нм
лежат в интервале от 4.4–15 кРл, что соответству-
ет величинам, наблюдаемым в полярных сияни-
ях. На рис. 5 панель “б” показано сравнение рас-
считанных с использованием формулы (4) высот-
ных профилей энерговыделения и профилей,
восстановленных ранее по экспериментальным
данным работы [2]. Как видно, полученные раз-
личными путями профили энергии, выделив-
шейся при высыпании электронных потоков, де-
монстрируют хорошее согласие. Таким образом,
энергетический спектр высыпающихся электро-
нов, формирующих лучистые структуры поляр-
ных сияний, аппроксимируется суммой двух
функций, носящих степенной характер на малых
энергиях и максвелловское распределение по
энергиям на энергиях >250 эВ.

3. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим парциальные вклады в суммарное
высотное энерговыделение W(h) электронных
потоков, имеющих различный характер распре-
деления по энергиям для рассматриваемых ранее
случаев лучистых полярных сияний. На рис. 6
приведены высотные профили энерговыделения
для электронных потоков, имеющих степенной
энергетический спектр и максвелловское распре-
деление по энергиям. Из рисунка видно, что на
высотах больше 250 км именно потоки электронов
со степенным распределением по энергии форми-
руют значительную вертикальную протяженность
энерговыделения, и, следовательно, интенсивно-
сти излучения, в лучистых структурах, что является
принципиальным отличием от высотного распре-
деления энерговыделения в спокойных дугах и
полосах полярных сияний.

Морфологически события, рассмотренные в
данной работе, представляли собой лучистые по-
лосы [2]. Поэтому, полученные результаты позво-
ляют предположить, что лучистые структуры в
полярных сияниях формируются благодаря сбро-
су в ионосферу электронов, имеющих степенное
распределение по энергиям. Такое распределе-
ние может формироваться при попадании тепло-
вых электронов ионосферного происхождения,
имеющих степенное распределение плотности по
высоте, в околоземную часть области ускорения.
В этом случае за счет разного пройденного пути в
ускоряющем поле степенное высотное распреде-
ление электронов преобразуется в степенное рас-
пределение по энергии в высыпающемся пучке.
Детальное рассмотрение формирования энерге-
тического спектра высыпающихся электронов
требует комплексного моделирования динамики
магнитосферно-ионосферного взаимодействия,
что выходит за рамки данной работы.

ВЫВОДЫ
В работе представлена методика восстановле-

ния высотных профилей энерговыделения, сфор-
мированных потоками высыпающихся электро-
нов, с использованием камер, регистрирующих
излучение в широком спектральном диапазоне
длин волн (380.0–580.0 нм). Восстановлены и ис-
следованы особенности энергетических спектров
высыпающихся электронов f(E), формирующих
лучистые структуры в полярных сияниях. Пока-
зано, что в поведении f(E) наблюдаются две ха-
рактерные особенности. В области энергий Е ∼
~ 500–1000 эВ наблюдается локальный макси-
мум, в то время как в области энергий Е ≤ 250 эВ
величина дифференциального потока электро-
нов демонстрирует резкое возрастание с умень-
шением энергии близкое к степенной зависимо-
сти Е–α. Показано, что полученные распределе-
ния f(E) хорошо аппроксимируются суммой двух
функций, носящих степенной характер на малых

Рис. 6. Вклады в энерговыделение W(h) (сплошная линия) потоков с различным распределением по энергиям: макс-
велловское распределение – короткий пунктир, степенное распределение – длинный пунктир.
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энергиях и максвелловское распределение по
энергиям на энергиях >250 эВ. Высказано пред-
положение, что лучистые структуры в полярных
сияниях формируются благодаря сбросу в ионо-
сферу электронов, имеющих степенное распреде-
ление по энергиям. Обсужден физический меха-
низм формирования такого распределения элек-
тронов.
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В окрестности фронта ударной волны галактические космические лучи фокусируются в анизотроп-
ные “пучки” частиц. Подобные пучки коррелированных частиц – эффект “гало” в космических лу-
чах, являются, по сути, предвестниками ударной волны. Наиболее ярко эффект “гало” в космиче-
ских лучах проявляется при выявлении источника активности выходящего или заходящего за край
солнечного диска. Задачу загоризонтного обнаружения в реальном времени мощного залимбового
источника активности на Солнце мы решаем дистанционным методом диагностики околоземного
космического пространства (http://www.forshock.ru/pred.html) посредством созданной роботизиро-
ванной экспертной системы Cyber-FORSHOCK, на базе существующей мировой сети (высокоши-
ротных) нейтронных мониторов (http://www.nmdb.eu). В данном случае, планета Земля, вместе с ра-
ботающими на прием космической радиации высокоширотными станциями космических лучей
(порядка ~10), представляет собой единый “прибор”.

DOI: 10.31857/S0023420621050071

ВВЕДЕНИЕ
Все возрастающая зависимость современной

цивилизации от высокотехнологичных систем
жизнеобеспечения в космосе, в воздухе и на Зем-
ле делает нас, по сути, заложниками научно-тех-
нического прогресса. Основанного, в частности,
на спутниковых технологиях, в первую очередь
подверженных разрушающему воздействию экс-
тремальных проявлений Космической погоды:
прежде всего, ускоренных ударной волной
“штормовых” частиц, предваряющих приход на
орбиту Земли межпланетной ударной волны.
Ниже, предлагается подход, который в некото-
рой степени решает проблему заблаговременно-
го обнаружения мощного источника активности
еще до его выхода на видимую часть диска Солн-
ца, или когда подобный источник уже скрылся
за “линией горизонта”. Суть способа решения
указанной проблемы, заключается в обнаруже-
нии по космическим лучам переходного режима
солнечного ветра в окрестности фронта крупно-
масштабного возмущения солнечного ветра –
ударной волны. Переходный режим обусловлен
проявлением в солнечном ветре мощного источ-
ника активности находящегося, на невидимой с
Земли, стороне солнечного диска. Подобные

проявления связаны, как правило, с большими
рентгеновскими вспышками, сопровождающи-
мися серийными выбросами корональной мас-
сы Солнца (СМЕ).

ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИДЕНТИФИКАЦИЯ 
ПЕРЕХОДНОГО РЕЖИМА В ОКРЕСТНОСТИ 

ФРОНТА УДАРНОЙ ВОЛНЫ
В последнее время появились указания на то,

что непредсказуемый, “катастрофический” ха-
рактер экстремальных проявлений солнечной ак-
тивности обусловлен возможной реализацией на
Солнце состояния “самоорганизованной критич-
ности”, см. например, [1]. С другой стороны, из
вероятностной теории разрушения сплошных
сред (и теории надежности) известно, что обоб-
щенная функция распределения Вейбулла-Гне-
денко описывает выход системы на предельный
критический режим [2] перед условной “катастро-
фой”. Таковым можно считать переходный режим в
окрестности фронта крупномасштабного возмуще-
ния солнечного ветра, в нашем случае – межпла-
нетной ударной волны.

На языке этой вероятностной теории пробле-
ма обнаружения подобного переходного режима

УДК 523.165+523.74
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сводится к задаче определения функции интен-
сивности отказов системы, выработавшей свои
ресурсы. Максимум функции интенсивности от-
казов, или максимум функции Риска, есть, по су-
ти – вероятность достижения критического зна-
чения анализируемой переменной, в данном слу-
чае, интенсивности космических лучей [3, 4].
Отношение плотности функции распределения
Вейбулла к “функции надежности” и есть иско-
мая вероятность (функция Риска) или параметр
флуктуаций ГКЛ [5].

Далее, остается только выделить сигнал-
предвестник из Гауссова шума: Гауссов шум со-
держится, проще говоря, в “до критической”
линейной области функции Риска, а искомый
сигнал-предвестник в “за критической” – нели-
нейной. Характер процесса, в данном случае,
явно не Гауссов, допускающий корреляции на
сколь угодно больших пространственно-вре-
менных масштабах. Как отмечается в [6], “Даль-
нодействующие корреляционные эффекты про-
являются в “странном” (негауссовом) поведе-
нии кинетических процессов …” и, далее:
“Можно сказать, что странность и фракталь-
ность являются взаимно согласованными ха-
рактеристиками одного и того же явления – са-
моорганизации системы к неравновесному тур-
булентному состоянию, динамика которого
целиком подчиняется многомасштабным кор-
реляционным взаимодействиям”. Таким обра-
зом, анализ “хвостов”, т.е. высших моментов
функции распределения может оказаться доста-
точно информативным в задаче обнаружения
переходного режима в окрестности фронта
ударной волны.

В итоге, искомая, нелинейная компонента
сигнала-предвестника формируется при превы-
шении степени (вероятности) процесса критиче-
ского значения, т.е. при Р > Pкр. Тестирование
предложенного способа на контрольном ряде,
представляющего собой случайный ряд чисел по-
казало, что значения вероятности (далее, пара-
метр флуктуаций) лежащие ниже уровня “шума”
Р ≤ 0.65 можно уверенно (на уровне значимости
90%) отнести к гауссовскому шуму. Необходи-
мая, в таком случае, операция подавления уровня
космического “шума” представляет собой проце-
дуру подачи на вход анализатора, наряду с исход-
ным сигналом, двух вариантов “расфазированно-
го” исходного сигнала, с выходом на данном бло-
ке – среднего значения от их суммы. Притом, что
величина временного сдвига (±1 ч) обоих расфа-
зированных сигналов много меньше, чем интер-
вал усреднения параметра флуктуаций (12 ч). Эта
процедура (за счет взаимного подавления при
суммировании случайной компоненты сигнала)
позволила, практически, вдвое уменьшить дис-
персию исходного временного ряда.

ЗАГОРИЗОНТНОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ 
МОЩНОГО ИСТОЧНИКА АКТИВНОСТИ

НА СОЛНЦЕ ПО ЭФФЕКТУ “ГАЛО” 
В КОСМИЧЕСКИХ ЛУЧАХ

Очевидно, что наиболее благоприятные усло-
вия для отождествления залимбового источника
по космическим лучам складываются в период
минимума 11-летнего цикла, т.е. при отсутствии
солнечных пятен на видимой части диска Солн-
ца. Например, в 2008 г. – “самый белый” год, ко-
гда было зарегистрировано максимальное число
дней в году без пятен. При полном отсутствии пя-
тен на Солнце, 1.I.2008 был зарегистрирован
предвестник в космических лучах (рис. 1) от “за-
лимбового” источника: по данным космического
аппарата Stereo-A, 31.XII.2008 на невидимой с Зем-
ли стороне Солнца наблюдались две больших
рентгеновских вспышки класса С8. Обе вспышки
сопровождались выбросами корональной массы –
СМЕ. Возможным источником этих рентгенов-
ских вспышек могла быть достаточно большая ак-
тивная область (АО) № 978 (https://spaceweather.
com/archive.php?day=01&month=01&year=2008&
view=view). Это была единственная активная об-
ласть, наблюдаемая на предыдущем солнечном
обороте, которая появилась на восточном лимбе
Солнца лишь 2.I.2008. Выход указанной АО на
видимую часть солнечного диска сопровождался
выбросами СМЕ.

Понижение интенсивности ГКЛ началось с
4.I. на 5.I.2008. Явно выраженное низкое, диагно-
стическое значение параметра флуктуаций ГКЛ
зарегистрированное с 4.I. на 5.I.2008 (рис. 1) бо-
лее определенно указывают на регистрацию удар-
ной волны в указанный момент времени. Это
подтверждается данными прямых измерений ха-
рактеристик межпланетного магнитного поля
(ММП), параметров солнечного ветра и потока
низкоэнергичных протонов с энергией ~1 МэВ на
космическом аппарате США, АСЕ (Приложение 1).
Как следует из приведенных данных, скачок в ха-
рактеристиках ММП и параметрах солнечного вет-
ра действительно регистрируется с 4.I. на 5.I.2008,
причем, на фоне возрастания низкоэнергичных
частиц. Как следует из приведенных данных,
предвестник в космических лучах предшествует
регистрации ударной волны на орбите Земли: ин-
тервал времени между предвестником и потоком
частиц заключен в овал (Приложение 1).

Для надежной идентификации источника ак-
тивности было бы желательно исключить еще и
рекуррентные высокоскоростные потоки солнеч-
ного ветра. Подобный редкий случай представил-
ся в сентябре 2011 г., когда активизация мощного
источника активности (АО 1302) на невидимой с
Земли стороне Солнца проходила в отсутствие
(http://spaceweather.com/archive.php?day=22&month=
09&year=2011&view=view) корональных дыр. Ак-
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тивная область 1302 заметно проявилась в регистра-
ции больших вспышек класса М и Х, сопровождав-
шихся серией СМЕ, начиная с 19.IX.2011 и далее, по
мере ее выхода на видимую часть диска Солнца
22.IX.2011. При дальнейшем продвижении АО 1302
к центральному меридиану, с 25.IX. на 26.IX.2011 в
космических лучах был зарегистрирован эффект
Форбуша (рис. 2).

Предвестник в космических лучах был зареги-
стрирован 19.IX.2011, т.е. за 2–3 дня до выхода
указанной активной области на восточный край
диска Солнца. И в данном случае, низкое, т.е. ди-
агностическое значение параметра флуктуаций
ГКЛ 26.IX.2011 является маркером эффекта Фор-
буша в интенсивности ГКЛ. Это подтверждается
результатами моделирования, проведенного в
Goddard Space Weather Lab по данным измерений
на космических аппаратах США, Stereo-A и Ste-
reo-B (Приложение 2): мощная ударная волна от
выброса корональной массы (СМЕ) регистриру-
ется на орбите Земли также 26.IX.2011. Земля по-
казана светлым кружком на горизонтальной оси,
справа от диска Солнца в центре. Вариации пара-
метра флуктуаций ГКЛ в конце сентября и в нача-
ле октября отражают проявление “афтершоковой”
активности того же источника. Важно отметить, что

регистрация предвестника в космических лучах
предшествует началу эффекта “штормовых” ча-
стиц, ускоренных фронтом ударной волны: ука-
занный интервал времени заключен в овал (При-
ложение 3).

Не менее благоприятные условия для иденти-
фикации по космическим лучам мощного источни-
ка активности, на невидимой с Земли стороне сол-
нечного диска, сложились в начале марта 2012 г.
Единственное и неактивное солнечное пятно
вблизи центрального меридиана, средние значе-
ния скорости солнечного ветра и значения гео-
магнитного индекса Кр = 4 указывали на слабо
возмущенные условия в солнечном ветре в это
время. С другой стороны, АО 1429 уже была ак-
тивной, когда 3.III.2012 она появилась (http://
spaceweather.com/archive.php?day=03&month=03&
year=2012&view=view) на восточном краю диска
Солнца. Активизация источника началась в самом
начале месяца: 2.III.2012 была зарегистрирована
большая залимбовая вспышка класса М3, сопро-
вождающаяся корональным выбросом – СМЕ. В
космических лучах это проявилось в регистрации
предвестника 1–2.III.2012 (рис. 3), а с 5–8.III.2012
регистрировались уже низкие, т.е. диагностические
значения параметра флуктуаций ГКЛ, с последую-

Рис. 1. Результаты расчета параметра флуктуаций ГКЛ в XII–I.2008.
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щим гигантским эффектом Форбуша 8–9.III.2012.
В это время были зарегистрированы большие
(класса М) и очень большие вспышки класса Х,
которые сопровождались серией СМЕ (http://
spaceweather.com/archive.php?day=07&month=03&
year=2012&view=view). При этом, большая ам-
плитуда эффекта Форбуша 8–9.III.2012 обуслов-
лена, скорее всего, эффектом кумулятивного вза-
имодействия серии ударных волн от указанных
вспышек Х1 (5.III.2012) и Х5 (7.III.2012).

Вывод о связи гигантского эффекта Форбуша
8–9.III.2012 с регистрацией мощной ударной вол-

ны подтверждается, как данными прямых изме-
рений параметров солнечного ветра (Приложе-
ние 4), так и результатами моделирования, прове-
денного в Goddard Space Weather Lab по данным
измерений на космических аппаратах США, Ste-
reo-A и Stereo-B. Действительно, ударная волна
регистрируется на орбите Земли в то же время –
8.III.2012 (Приложение 5). И в этом случае, пред-
вестник в космических лучах предшествует реги-
страции опасных “штормовых” частиц (заключе-
ны в овал), очевидно ускоренных на фронте удар-
ной волны.

Приложение 1. Временной интервал с момента регистрации предвестника в космических лучах (точечная стрелка) и
последующего возрастания потока “штормовых” частиц, заключен в овал.
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Рис. 2. Результаты расчета параметра флуктуаций ГКЛ в IX–X.2011.
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Приложение 2. Анимационная схема динамики экстремального “залимбового” события (https://spaceweather.com/
archive.php?day=22&month=09&year=2011&view=view) 19–26.IX.2011. Мощная ударная волна зарегистрирована на ор-
бите Земли 26.IX.2011. Земля обозначена светлым кружком на горизонтальной оси справа от диска Солнца в центре.
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Активность того же источника продолжалась
9–10.III.2012 (http://spaceweather.com/archive.php?
day=09&month=03&year=2012&view=view). Оче-
видно, это явилось причиной резкого (повторного)
понижения в интенсивности ГКЛ 12–13.III.2012, что
согласуется с резким и низким диагностическим
значением параметра флуктуаций ГКЛ с 12.III. на
13.III.2012 (рис. 3). Это подтверждается результа-
тами моделирования, проведенного в Goddard
Space Weather Lab по данным измерений на кос-
мических аппаратах США, Stereo-A и Stereo-B
(Приложение 6). Ударная волна от СМЕ реги-
стрируется на орбите Земли (которая показана
светлым кружком на горизонтальной оси справа
от диска Солнца) также с 12.III. на 13.III.2012. Та-
ким образом, низкое диагностическое значение
параметра флуктуаций ГКЛ действительно являет-
ся маркером прихода ударной волны на орбиту
Земли. Предвестники данного повторного пони-
жения (“афтершоковой” активности того же ис-
точника) интенсивности ГКЛ с 12.III. на 13.III.2012
были зарегистрированы 9–11.III.2012 (рис. 3).

Область 1429 оставалось активной и в момент
ее выхода 15.III.2012 на западный край диска
Солнца. Предвестник был зарегистрирован c
13.III. на 14.III.2012 (рис. 3). И только местополо-
жение активной области на (западном) краю сол-
нечного диска не позволило ей должным образом

проявиться в интенсивности ГКЛ. Предвестник
14.III.2012, в данном случае сыграл роль маркера
небольшого понижения в интенсивности ГКЛ
15.III.2012, сопровождавшегося резким спадом па-
раметра флуктуаций с 14.III. на 15.III.2012 (рис. 3).
Данное понижение обусловлено приходом на ор-
биту Земли ударной волны от СМЕ из АО 1429,
практически, уже зашедшей за западный лимб
http://spaceweather.com/archive.php?day=15&month=
03&year=2012&view=view Солнца: изображение АО
“в фас” сменилось изображением “в профиль”.
Несмотря на то, что воздействие от сильной удар-
ной волны было касательным, регистрация на
Земле ударной волны сопровождалось геомаг-
нитной бурей с величиной Кр = 6. Более того, на-
личие подобного предвестника с 22.III. на
23.III.2012 (см. рис. 3 и Приложение 4) позволяет
утверждать о сохранении активности и на “об-
ратной” стороне Солнца. Действительно (http://
spaceweather.com/archive.php?day=24&month=03&
year=2012&view=view), только с 23.III. по
26.III.2012 было зарегистрировано не менее 4-х вы-
бросов СМЕ.

Очередное проявление того же мощного ис-
точника активности из АО 1429 в космических лу-
чах за восточным краем солнечного диска выра-
зилось в регистрации предвестника 27.III.2012
(рис. 3). В период с 24-27.III.2012 на видимой ча-

Рис. 3. Результаты расчета параметра флуктуаций ГКЛ в III.2012.
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сти солнечного диска не было зарегистрировано
ни активных групп пятен, ни больших солнечных
вспышек, ни активных корональных дыр. И, на-
оборот, перед выходом АО 1429 на видимую часть
солнечного диска 26.III.2012 было зарегистриро-
вано очередное мощное (http://spaceweather.com/
archive.php?day=27&month=03&year=2012&view=
view), 11-е по счету, СМЕ. Резкое снижение пара-
метра флуктуаций ГКЛ 28.III.2012 (рис. 3) сыгра-
ло роль маркера регистрации ударной волны на
орбите Земли, что подтверждается, как данными
измерений параметров солнечного ветра (При-

ложение 4), так и результатами моделирования
по данным измерений на космическом аппарате
Stereo-B (Приложение 7).

Достаточно неожиданные случаи загоризонт-
ного обнаружения источника активности пред-
ставились относительно недавно, в июльских и
сентябрьских событиях 2017 г. Особенность данно-
го периода в том, что указанный период относится к
началу фазы минимума 24 цикла. С 11–14.VII.2017
центральный меридиан Солнца пересекала ги-
гантская и единственная активная область № 2665.

Приложение 3. Обозначения как для Приложения 1.
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13–15.VII.2017 были зарегистрированы большие
рентгеновские вспышки класса С5, С6 и М2
(https://spaceweather.com/archive.php?day=14&month=
07&year=2017&view=view), сопровождавшиеся
СМЕ. С 14.VII. на 15.VII.2017 был зарегистриро-
ван предвестник в космических лучах с последу-
ющим эффектом Форбуша 16.VII.2017 (рис. 4).
С 18.VII. на 19.VII.2017 АО 2665 скрылась за лимбом
Солнца. Когда указанная активная область была
уже на невидимой с Земли стороне Солнца, 20.VII.
и 23.VII.2017 наблюдалась серия выбросов СМЕ.

21.VII.2017 в космических лучах был зареги-
стрирован предвестник (рис. 4). Поскольку источ-
ник активности находился уже за краем (https://
spaceweather.com/archive.php?day=23&month=07&
year=2017&view=view) солнечного диска, явно вы-
раженного понижения в интенсивности ГКЛ не
наблюдалось: с момента регистрации предвест-
ника 21.VII.2017 в интенсивности ГКЛ началось
понижение, но постепенное. Напротив, в пара-
метре флуктуаций ГКЛ задний фронт ударной
волны от “залимбового” события 23.VII.2017 про-

Приложение 4. Анимационная схема динамики экстремального “залимбового” события (http://spaceweather.com/
archive.php?day=07&month=03&year=2012&view=view) 1–8.III.2012. Мощная ударная волна зарегистрирована на ор-
бите Земли 8.III.2012.
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Рис. 4. Результаты расчета параметра флуктуаций ГКЛ в VII.2017.
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Приложение 5. Обозначения как для Приложения 1.
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Приложение 6. Анимационная схема динамики экстремального события в окрестности центрального меридиана
Солнца. Мощная ударная волна зарегистрирована на орбите (http://spaceweather.com/archive.php?day=09&month=
03&year=2012&view=view) Земли 13.III.2012.
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Приложение 7. Анимационная схема динамики экстремального “залимбового” события 27–28.III.2012, зарегистриро-
ванного за восточным краем солнечного диска (http://spaceweather.com/archive.php?day=27&month=03&year=
2012&view=view).
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явился в виде достаточно резкого понижения па-
раметра флуктуаций 22–25.VII.2017 (рис. 4). Это
подтверждается данными прямых измерений на
космическом аппарате АСЕ (см. Приложение 8, а
также [7]). В целом, полученные выше результаты
позволяют сделать следующие выводы: во-пер-
вых, заблаговременность обнаружения “залимбо-
вого” источника активности составляет, в сред-
нем, величину ∆τ = 3 ± 1 сут, во-вторых, мощ-
ность источника за лимбом Солнца должна

характеризоваться рентгеновскими вспышками, по
крайней мере, не менее М-класса.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

И в заключение, следует отметить следующее
обстоятельство: для обнаружения невидимого с
Земли источника активности на Солнце США
осуществили запуск на специальную орбиту два
космических аппарата Stereo-A и Stereo-B. Ту же

Приложение 8. Обозначения как для Приложения 1.
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самую задачу загоризонтного обнаружения мощ-
ного источника активности за лимбом Солнца в
режиме реального времени, мы решаем дистан-
ционным методом диагностики околоземного
космического пространства: посредством создан-
ной нами (http://www.forshock.ru/pred.html) ро-
ботизированной экспертной системой Cyber-
FORSHOCK на базе уже существующей мировой
сети (высокоширотных) станций космических
лучей. В нашем случае, планета Земля, вместе с
работающими на прием космической радиации
высокоширотными станциями нейтронных мо-
ниторов (порядка ~10), представляет собой еди-
ный “прибор”!

РЕЗУЛЬТАТЫ
1. В окрестности фронта крупномасштабного

возмущения солнечного ветра – ударной волны –
обнаружен переходный режим с образованием
анизотропных “пучков” частиц. Подобные пучки
коррелированных частиц – эффект “гало” в кос-
мических лучах, являются, по сути, предвестни-
ками ударной волны. Наиболее ярко эффект “га-
ло” проявляется в случае загоризонтного обнару-
жения мощного источника активности за лимбом
Солнца.

2. Предложен способ раннего обнаружения
межпланетных ударных волн с заблаговременно-
стью порядка ~1 сут на базе супермониторинга
космических лучей по данным мировой сети (вы-
сокоширотных) нейтронных мониторов: http://
www.nmdb.eu. Способ реализован в виде роботи-
зированной экспертной системы “Cyber-FOR-
SHOCK” (http://www.forshock.ru/pred.html). Ве-
роятность прогноза геоэффективных событий
Космической погоды ≥80%. Это важно, прежде
всего, для прогноза наиболее опасных проявле-
ний Космической погоды: возрастаний “штормо-
вых” частиц, ускоренных на фронте ударной вол-
ны, предваряющих приход ударной волны на ор-
биту Земли.

3. Заблаговременность “загоризонтного” об-
наружения залимбового источника активности
составляет, в среднем, величину ∆τ = 3 ± 1 сут,
при этом, мощность источника за лимбом Солн-
ца должна характеризоваться рентгеновскими
вспышками, по крайней мере, не менее М-клас-
са. В нашем случае, планета Земля, вместе с рабо-

тающими на прием космической радиации высо-
коширотными станциями космических лучей (по-
рядка ~10), представляет собой единый “прибор”.

В заключение, автор выражает глубокую бла-
годарность Вячеславу Валерьевичу Козлову за раз-
работку, создание и программное сопровождение
роботизированной экспертной системы прогноза и
диагностики геоэффективных событий Космиче-
ской погоды в режиме реального времени Cyber-
FORSHOCK (http://www.forshock.ru/pred.html), по
5-мин данным Европейской БД космических
лучей.

Автор выражает также искреннюю призна-
тельность и благодарность Илье Усоскину, Уни-
верситет г. Оулу, геофизическая обсерватория Со-
данкила (Финляндия, http://cosmicrays.oulu.fi/) за
любезно предоставленные кондиционные 5-мин
данные измерений нейтронного монитора ст. Оулу
за длительный период времени.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Козлов В.И., Козлов В.В. АРИТМИЯ СОЛНЦА. В

космических лучах. Якутск: ФГБУН ИМЗ СО РАН,
ИКФИА СО РАН, 2019.

2. Айвазян С.А., Енюков И.С., Мешалкин И.Д. При-
кладная статистика. Основы моделирования и
первичная обработка данных. М.: Финансы и ста-
тистика, 1983.

3. Козлов В.И., Крымский П.Ф. Физические основа-
ния прогноза катастрофических явлений. Якутск:
ЯНЦ СО РАН – ИКФИА, 1993.

4. Козлов В.И., Козлов В.В. “Аномальная” активность
Солнца в “слабых” циклах 20 и 23 как проявление
инварианта 11-летнего цикла // Солнечно-земная
физика. 2008. Т. 1. Вып. 12. С. 32–33.

5. Козлов В.И., Козлов В.В. Параметр флуктуаций га-
лактических космических лучей – индикатор сте-
пени неоднородности магнитного поля // Геомаг-
нетизм и аэрономия. 2011. Т. 51. № 2. С. 191–201.

6. Зеленый Л.М., Милованов А.В. Фрактальная топо-
логия и странная кинетика: от теории перколяции
к проблемам космической электродинамики //
УФН. 2004. Т. 174. № 8. С. 809–852.

7. Ying D. Liu, Xiaowei Zhao, Huidong Hu et al. A Com-
parative Study of 2017 July and 2012 July Complex
Eruptions: Are Solar Superstorms “Perfect Storms” in
Nature? // Astrophys. J. Supplement Series. 2019.
V. 214. № 2. 
https://doi.org/10.3847/1538-4365/ab0649



КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ, 2021, том 59, № 5, с. 373–376

373

ВЛИЯНИЕ СЖАТИЯ ЗЕМЛИ НА ИНТЕГРАЛ ЭНЕРГИИ И НЕКОТОРЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ОРБИТЫ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

© 2021 г.   В. В. Ивашкин1, 2, *
1Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва, Россия

2Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия
*Ivashkin@keldysh.ru

Поступила в редакцию 13.01.2021 г.
После доработки 16.02.2021 г.

Принята к публикации 15.04.2021 г.

Учет сжатия Земли с помощью второй зональной гармоники потенциала гравитационного поля Земли
модифицирует интеграл энергии приземного движения по сравнению с кеплеровской моделью анали-
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тального параметра, кеплеровской константы энергии. Данный метод учета сжатия Земли также дал
возможность оценить поправку, по сравнению с обычным невозмущенным анализом, в скорости от-
лета космического аппарата с околоземной орбиты ожидания при полете к Луне или к планете.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
При полете КА или, вообще, материальной

точки в центральном ньютоновском гравитаци-
онном поле Земли, движение КА в невращаю-
щейся геоцентрической геоэкваториальной си-
стеме координат удовлетворяет уравнению:

(1)

где r (x, y, z) – радиус-вектор точки КА; r = |r|; * –
знак транспонирования; μ – гравитационный па-
раметр Земли;

(2)
– потенциал притяжения Земли без учета возму-
щений. Системе (1) соответствуют кеплеровские
движения в поле притяжения сферической, одно-
родной Земли. Одним из важнейших первых ин-
тегралов в этом случае является интеграл энергии
[1–6]:

(3)
где V = |V|; V – геоцентрическая скорость точки; hk –
кеплеровская константа энергии; элемент a в слу-
чае эллиптического движения, когда hk < 0, явля-
ется большой полуосью орбиты. При гиперболи-
ческом движении, когда hk > 0, будет a < 0, гео-
метрический смысл имеет модуль |а| = α [3].
Рассмотрим, как изменяется интеграл (3) при
учете возмущения от сжатия Земли, как тела вра-
щения, и его использование при анализе орби-
тального движения материальной точки.

ОБОБЩЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ ЭНЕРГИИ 
ПРИ УЧЕТЕ СЖАТИЯ ЗЕМЛИ

В простейшем случае анализа движения у Зем-
ли для учета ее сжатия в потенциале Земли U к ос-
новному члену U0 добавляется вторая зональная
гармоника U2 [2, 3, 5, 6]:

(4)

(5)

где ϕ – геоцентрическая широта КА; J2 = –С20 –
коэффициент зональной гармоники 2-го по-
рядка, RE – средний экваториальный радиус
Земли: RE ≈ 6378.137 км; J2 ≈ 1082.63 ⋅ 10–6 [6]; ε ≈
≈ 2.63328 ⋅ 1010 км5/c2. Уравнение движения (1)
меняется:

(6)

где U(r) есть потенциал (4), (2), (5). К основному
ускорению (1) добавится возмущающее aP, кото-
рое есть градиент функции U2 и в прямоугольных
координатах запишется в форме [2]:

(7)
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Удвоенная полная механическая энергия дви-
жения точки единичной массы h(r, V) имеет вид:

(8)

Теорема. Полная механическая энергия дви-
жения материальной точки в модели (6), где по-
тенциал U(r) соответствует (4), (2), (5), постоянна
на траектории точки.

Действительно, в данном случае ускорение в (6)
определяется однозначной скалярной силовой
функцией U = U(r), движение происходит в по-
тенциальном поле, силовая функция U = U(r) есть
потенциал, не зависящий от времени. Тогда из
общей теоремы механики [1, 4] следует, что на
траектории точки dh/dt = 0 в силу уравнения дви-
жения (6), h = const. Можно и непосредственно
показать это, используя (6), (1), (7). Следователь-
но, на любой траектории точки энергия (8) посто-
янна, имеем первый интеграл:

(9)

Будем называть этот интеграл обобщенным ин-
тегралом энергии, имея в виду, что он обобщает
интеграл (3) на случай учета сжатия Земли при
расчете траектории материальной точки КА.

Замечание 1. Из (8), (9) следует, что в данной мо-
дели потенциала для заданной константы энергии h
движение точки происходит в области пространства

 = 

≥ 0. Видно отличие от кеплеровского случая.
Замечание 2. Данный подход может быть при-

менен и для более полной модели зональных гар-
моник. Используя модель Земли, как тела враще-
ния, симметричного относительно плоскости эк-
ватора, добавляют, например, в потенциал U,
кроме второй, еще зональную гармонику 4-го по-
рядка. Тогда обобщенный интеграл энергии при-
нимает вид:

Можно использовать и все разложение потен-
циала по зональным гармоникам, что позволяет
повысить точность и учесть несимметричность
относительно экватора:
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Здесь  – полином Лежандра n-го порядка.
Для Земли следующие после 2-го порядка коэф-
фициенты: J3 = –2.53 ∙ 10–6; J4 = –1.61 ∙ 10–6 [6], т.е.
~ на три порядка меньше, чем J2.

Замечание 3. В данном случае потенциального
осесимметричного силового поля есть еще инте-
грал осевого момента количества движения точ-
ки [4]: Mz = (ez, [r, V]) = m = const, где ez – орт по
оси вращения Земли.

ИЗМЕНЕНИЕ КЕПЛЕРОВСКОЙ 
КОНСТАНТЫ ЭНЕРГИИ НА ОРБИТАХ 

ОТЛЕТА К ЛУНЕ И ПЛАНЕТАМ
Выписав интеграл (9) для начальной точки

траектории x0 (r0, V0, t0) и для некоторой другой ее
точки xf (rf, Vf, tf), получим соотношение:

(10)

Применим его к анализу траекторий отлета КА
от Земли к Луне и планетам.

Из (10) следует, что изменение кеплеровской
константы энергии в точном анализе удовлетво-
ряет соотношению:

(11)

(11a)
здесь i, ω – наклонение и аргумент перигея орби-
ты; u, θ – аргумент широты и истинная аномалия
точки.

Замечание 4. Интеграл энергии (9) и точное со-
отношение (11) для изменения Δhk справедливы
для любой орбиты, в частности, для любых значе-
ний наклонения и эксцентриситета.

Если перейти от кеплеровской константы hk к
полуоси a (3) и линеаризовать по a, то из (11) по-
лучим вариацию Δa в первом приближении:

(12)
При полете КА к планете отлет от Земли будет

происходить по гиперболической орбите (в оску-
лирующем приближении). Для оценок возьмем
для этой орбиты скорость “на бесконечности”
V∞ = 3–4 км/c. В этом случае расстояние rf воз-
растает неограниченно, и предпоследний член в
(11) 2U2f стремится к нулю, поэтому изменение
кеплеровской константы энергии ΔhK стремится
к предельному значению ΔhKl:

(13)
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Если  (|ϕ0| <  = 35.2644°), то ΔhKl < 0.

Если  то ΔhKl > 0. Для полета к Луне по-

лагаем, что используется сильно вытянутая око-
лопараболическая эллиптическая орбита, ее пе-
ригей – в начальной точке, rπ = r0 ≈ 6578 км, на-
чальное расстояние в апогее rα соответствует
расстоянию до Луны rM при подлете КА к Луне,
rα ≥ (rM – Δrα), rM ≈ (360–405) тыс. км; Δrα (<0) –
поправка на уменьшение rα за счет сжатия Земли,
Δrα ≈ 2Δa. В (11) расстояние rf возрастает в процес-
се движения КА от r0 до rM < ∞, при этом предпо-
следний член в (11) убывает до некоторой малой
величины (~10–6 км2/c2), и предельное изменение
кеплеровской константы hKl:

(14) (14)

Для численных оценок, для начальной точки
отлета к Луне и планетам с околоземной опорной
орбиты возьмем, для определенности, u0 = 0, что
близко к характеристикам межпланетных и лун-
ных полетов. Тогда в формулах (13), (14) будет
ϕ0 = 0 и z0 = 0, получим:

(14a)

В этом случае для отлета от Земли как к планете
по гиперболической орбите, так и к Луне по вытя-
нутой эллиптической орбите, ΔhKl ≈ –0.0617 км2/c2.
Численные расчеты подтверждают эти оценки
[7, 8]. При hK < 0 это изменение кеплеровской
константы энергии (14) соответствует изменению
большой полуоси орбиты, в соответствии с (12):
Δa ≈ –6200 км при a0 = 200 тыс. км, Δa ≈ –8900 км
при a0 = 220 тыс. км, Δa ≈ –56000 км при a0 =
= 600 тыс. км. Практически это изменение про-
исходит быстро, в течение ~ первых трех часов
начального полета КА от Земли, при возрастании
расстояния rf до ~70 тыс. км.

СКОРОСТЬ ОТЛЕТА КА 
С ОКОЛОЗЕМНОЙ ОПОРНОЙ ОРБИТЫ

Изменение кеплеровской константы энергии,
вызванное сжатием Земли, приводит в рамках
модели (4), (5) к изменению начальной скорости
КА отлета от Земли по сравнению с кеплеровской
моделью движения. Для корректности анализа
зададим для орбиты отлета некоторое значение
кеплеровской константы энергии hKg (или V∞, a).
Тогда в кеплеровской модели движения КА (1)–(2),
в силу интеграла (3), начальная скорость:

(15)
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При учете сжатия Земли, в модели (4)–(5), при
условии hKf = hKg, в силу интеграла (10), начальная
скорость определится из соотношения:

(16)

где

Дадим численные оценки для случая z0 = 0.
При отлете от Земли к планете по геоцентриче-
ской орбите с V∞ = 3–4 км/с учет сжатия Земли в
(16) увеличивает по сравнению с кеплеровским
случаем (15) начальную скорость V0 от ~11.410–
11.713 до ~11.413–11.716 км/с, т.е. на ~3 м/с. При
полете к Луне, при rα = rM + |Δrα|, rM = = 400 тыс.
км, учет сжатия увеличивает начальную скорость
V0 от ~10.919 до ~10.922 км/с, т.е. тоже на ~3 м/с.
Это приводит к заданию начальной оскулирующей
большой полуоси орбиты, увеличенной (по сравне-
нию с кеплеровским случаем) на ~6.5 тыс. км, и уве-
личенного на ~13 тыс. км [7, 8] начального апогей-
ного расстояния rα, как отмечено выше.

ОЦЕНКА ИЗМЕНЕНИЯ КЕПЛЕРОВСКОЙ 
КОНСТАНТЫ ЭНЕРГИИ 

В ПЕРВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ
При анализе движения КА по гиперболиче-

ской и сильно вытянутой эллиптической орбите
мы использовали расстояние до центра Земли в ка-
честве параметра на траектории. В общем случае
удобнее взять за параметр на орбите истинную
аномалию θ [9] или время t, или среднюю анома-
лию M [10, 11]. Преобразуем соотношения (11), (12)
для использования угла θ при определении измене-
ния кеплеровской константы ΔhK (или полуоси Δa),
в первом приближении. Тогда, согласно (11), (11a),
учитывая также уравнение орбиты, получим:

(17)

где элементы орбиты: фокальный параметр p, экс-
центриситет e, i, ω равны их начальным значениям
p0, e0, i0, ω0. Изменение Δa определится по (12). Ес-
ли орбита эллиптическая, a > 0, и рассматривается
многооборотное движение точки, то можно прове-
сти осреднение движения. Для упрощения этой
процедуры, используя элементарные тождествен-
ные тригонометрические преобразования, приво-
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дим 2U2f к сумме константы с0θ и нескольких сла-
гаемых вида: (2ε/p3)  где

 – целые числа:

Эта константа дает “среднее” смещение
кеплеровской константы энергии hK за счет сжа-
тия Земли, согласно (17). В данной задаче этот па-
раметр θ удобен, но принято делать осреднение
по средней аномалии M. Тогда, после некоторых
преобразований, получим “среднее” по M значе-
ние функции 2U2f:

Замечание 5. Пусть небесное тело не отлетает
от Земли, а приближается к ней, входя в ее атмо-
сферу. Тогда изменение кеплеровской константы
энергии со временем осуществляется в обратном
направлении. При этом расстояние от Земли r
уменьшается со временем, и величина потенциа-
ла U2 возрастает до конечного значения, соответ-
ствующего входу в атмосферу, r ~ 6478 км.

Замечание 6. Если небесное тело (КА, астеро-
ид, комета) приближается к Земле, двигаясь на
большом расстоянии (r ~ 300–400 тыс. км) от
Земли по эллиптической околопараболической
орбите, для которой – ΔhK < hK < 0, то из-за сжа-
тия Земли кеплеровская константа энергии мо-
жет увеличиться до положительного значения, и
это тело сблизится с Землей по гиперболической
орбите. Возможен и другой случай, когда под вли-
янием сжатия Земли орбита меняет свою структу-
ру с гиперболической на эллиптическую.

ВЫВОДЫ
Упрощенный анализ влияния сжатия Земли

как тела вращения – на основе зональных гармо-
ник гравитационного потенциала – позволяет

использовать интеграл энергии, обобщающий
интеграл энергии в кеплеровском случае. Это да-
ет возможность рассмотреть некоторые каче-
ственные особенности движения КА при полете к
Луне и планетам и при возврате к Земле, а также
небесных тел, астероидов и комет, тесно сближа-
ющихся с Землей. Сжатие Земли может вызвать
изменение структуры орбит этих тел – с эллипти-
ческой на гиперболическую и обратно.

В заключение автор выражает искреннюю
признательность В.В. Сазонову и А.А. Суханову
за интересное обсуждение работы.
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Рассматриваются перелеты на геостационарную орбиту (ГСО) КА с электроракетными двигателя-
ми (ЭРД) малой тяги и энергетикой от солнечных батарей. Исследуется влияние таких возмущаю-
щих факторов, как гравитационное воздействие Солнца и Луны, вариации геопотенциала и выклю-
чение тяги ЭРД при попадании КА в тень Земли. Анализируется как влияние всех факторов вместе,
так и каждого из них в отдельности. В каждом случае, с целью минимизации затрат рабочего веще-
ства на перелет, на основе принципа максимума Понтрягина формируется и решается двухточечная
краевая задача. Только в случае с выключением тяги в области тени решается т. н. “неполная” кра-
евая задача, в которой не учитываются условия оптимального пересечения границ тени. Хотя при
этом перелеты получаются неоптимальными, за счет выбора параметров задачи удается получать
хорошие (по затратам) решения. Критерием служит сравнение с номинальными траекториями –
оптимальными перелетами в центральном ньютоновском поле Земли без выключения тяги и без
учета гравитационного воздействия Солнца и Луны. Приведены результаты расчетов для несколь-
ких номинальных траекторий, различающихся по продолжительности перелета, количеству витков
и другим параметрам.

DOI: 10.31857/S0023420621050010

Данная работа является продолжением рабо-
ты [1], в которой на примере одной т. н. “номи-
нальной” траектории исследовалось влияние од-
ного возмущающего фактора – выключения тяги
ЭРД при попадании КА в тень Земли. В данной
работе на примере пяти различных номинальных
траекторий анализируется влияние четырех воз-
мущающих факторов – выключения тяги в обла-
сти тени, гравитационного воздействия Солнца и
Луны и вариаций геопотенциала. Под номиналь-
ной траекторией понимается оптимальная траек-
тория перелета в центральном ньютоновском поле
Земли КА с постоянно работающей и постоянной
по величине малой тягой в отсутствие вышена-
званных возмущений.

НАЧАЛЬНЫЕ ОРБИТЫ

В общем случае перелет на геостационарную
орбиту с использованием малой тяги представля-
ет собой второй этап комбинированного маневра,
в котором задействованы и большая, и малая тяга.
На его первом этапе с помощью большой тяги
космический аппарат выводится на промежуточ-
ную орбиту, с которой затем он перелетает по
многовитковой траектории на ГСО с помощью

ЭРД малой тяги. Промежуточная орбита, которая
является начальной для перелета с малой тягой,
есть результат компромиссного выбора в пользу
большего использования в комбинированном
маневре большой тяги, либо малой тяги [2]. Чем
больше вклад малой тяги (в т. ч. в поворот плос-
кости орбиты) – тем больше полезная нагрузка,
выводимая на ГСО, но и больше продолжитель-
ность перелета (и наоборот).

Варианты такого компромисса приведены в
табл. 1, где даны характеристики начальных (для
перелета с малой тягой) орбит (орбиты 1–4). Не-
сколько особняком стоит последний вариант, ко-
торый выделяется тем, что масса КА заметно
меньше, чем в других случаях, а тяговооруженность
существенно больше. Наиболее выразительный па-
раметр, по которому различаются эти орбиты – на-
клонение, возрастающее от 4° для 1-й орбиты до
46.5° для 5-й. Также показателен радиус перигея,
уменьшающийся с ≈29 тыс. км для 1-й орбиты до
≈7 тыс. км для двух последних орбит. Отметим
также, что для первых двух орбит радиусы пери-
гея >15 тыс. км, то есть выше основного радиаци-
онного пояса.

Отметим еще, что начальные орбиты имеют
большой эксцентриситет. Это связано, в частно-

УДК 629.78
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сти, с тем, что при комбинированном маневре не-
обходимо повернуть плоскость орбиты на боль-
шой угол, что эффективней осуществлять на
большом удалении от Земли, в окрестности апогея.

НОМИНАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ
Для получения номинальных траекторий реша-

ется двухточечная краевая задача. Предполагается,
что тяга работает постоянно (2 ЭРД СПД-140 с
удельной тягой 1790 с и суммарной тягой 0.548 Н).
В таком случае получаем задачу на минимум вре-
мени перелета, т.е. задачу быстродействия. На на-
правление тяги не накладывается никаких огра-
ничений, оно выбирается оптимальным на осно-
ве принципа максимума. Как и в работе [1], будем
использовать равноденственные переменные ϕ,
h, y, z, v, w, которые определяются через гравита-
ционную постоянную Земли μЕ и оскулирующие
переменные p, e, θ, ω, Ω, i формулами:

h = (μЕ/p)1/2, y = ecos(ω + Ω), v = cosΩtg(i/2),
ϕ = θ + ω + Ω, z = esin(ω + Ω), w = sinΩtg(i/2).

Два параметра в табл. 1: высота перигея Hπ и
апогея Hα – задают конфигурацию орбиты (зна-
чения p и e). А ее положение в пространстве опре-
деляют параметры i0, ω0, Ω0. Как и в [1], зафикси-
руем ω0 = 0°. Дополнительно предполагается, что
КА стартует из перигея начальной орбиты, т.е.
θ0 = 0° (следовательно, ϕ0 = Ω0), а конечный мо-

мент времени определяется заданной угловой
дальностью перелета, а именно, целым количе-
ством витков N в переменной ϕ (ϕк = ϕ0 + 2πN).
Как правило, значение N подбирается оптималь-
ным, для чего приходится решать несколько кра-
евых задач.

В результате у нас остается два свободных па-
раметра: долгота восходящего узла Ω0 и время (да-
та) старта t0 (измеряется в сутках от 00.00 1.I.2018).
В силу того, что ГСО – круговая, ньютоновское
поле – центральное, и отсутствуют возмущения,
имеется симметрия по отношению к параметру
Ω0: изменение Ω0 приводит к повороту начальной
орбиты и траектории перелета как целого вокруг
оси вращения Земли. Параметр t0 также не влияет
на траекторию перелета, поскольку от него не за-
висят ни положение начальной орбиты в про-
странстве, ни положение КА на орбите в началь-
ный момент времени (в силу принятых выше допу-
щений). Поэтому характеристики номинальных
траекторий (условно названных как “короткая”,
“средняя”, “длинная”, “очень длинная” и траек-
тория “легкого” КА) одинаковы для всех значе-
ний параметров Ω0, t0. Они приведены в табл. 2.

УЧЕТ ВОЗМУЩЕНИЙ В УРАВНЕНИЯХ 
ДВИЖЕНИЯ КА

Изменение оскулирующей орбиты происхо-
дит под воздействием ускорения a, которое равно

Таблица 1. Примеры начальных орбит, с которых осуществляется перелет на ГСО с помощью малой тяги

Hπ, Rπ – высота и радиус перигея, Hα, Rα – высота и радиус апогея, e – эксцентриситет, i – наклонение, ω – угловое расстояние
перицентра от узла, T – период.

Hπ,
тыс. км

Hα,
тыс. км

Rπ,
тыс. км

Rα,
тыс. км

e
i,

град
ω,

град
T,

сут

1
2

23
9.2

55.6
76.8

29.371
15.571

61.971
83.171

0.3569
0.6846

4°
13°

0°
0°

1.124
1.264

3
4

2.793
0.793

78.8
79.8

9.164
7.164

85.171
86.171

0.8057
0.8465

26°
41°

0°
0°

1.180
1.161

5 0.793 68.94 7.164 75.311 0.8263 46.5° 0° 0.965

Таблица 2. Номинальные траектории перелета на ГСО (в отсутствие возмущений)

∆i – изменение наклонения, N – количество витков, T – продолжительность перелета, MКА – начальная масса КА, MРВ –
затраты рабочего вещества, a0 – начальное ускорение малой тяги.

1
“короткая”

2
“средняя”

3
“длинная”

4
“очень длинная”

5
“легкий” КА

∆i, град
N, витки
T, сут
MКА, кг
MРВ, кг
a0, мм/с2

4°
65

69.1
4287
186.3
0.128

13°
157
180

5548
485.3
0.099

26°
232

269.7
6397
727.2
0.086

41°
281

343.9
7074
927.3
0.077

46.5°
103

120.3
2325
324.2
0.236
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сумме ускорений от малой тяги aмт, притяжения
Луны aл, Солнца ac и вариаций геопотенциала
aвгп: a = aмт + aл + ac + aвгп. Тень влияет через обну-
ление ускорения aмт. В результате все возмущения
входят в уравнения движения КА, и в т. ч. в урав-
нения оптимального движения в равноденствен-
ных переменных, линейно [3], поэтому есть воз-
можность исследовать их воздействие и совмест-
но, и по отдельности.

Для возмущений aл, ac и aвгп краевая задача
формируется стандартным образом, а в случае
учета возмущений от тени решается т. н. “непол-
ная” краевая задача, в которой не учитываются
условия оптимального пересечения границ тени [1].

В расчетах используется цилиндрическая мо-
дель тени, эфемериды DE405 [4] для расчета ко-
ординат Луны и Солнца, матрица 12 × 12 разложе-
ния геопотенциала в ряд по сферическим функци-
ям [5] и программное обеспечение SOFA [6] для
учета вращения Земли.

ГРАВИТАЦИОННОЕ ВЛИЯНИЕ ЛУНЫ
На рис. 1а для t0 = 0 показаны зависимости до-

полнительных затрат рабочего вещества ∆МРВ от
параметра Ω0 для всех пяти траекторий. Для корот-
ких траекторий 1 и 5 графики почти совпадают.
Для остальных они качественно похожи, разли-
чаясь диапазоном изменения ∆МРВ. В процентах
от МРВ это [–0.44…0.38%] (тр. 1), [–0.78…0.69%]
(тр. 2), [–1.09…1.02%] (тр. 3), [–1.33…1.33%]
(тр. 4), [–0.49…0.41%] (тр. 5).

Зависимость дополнительных затрат ∆МРВ от
параметра t0 на интервале в 28 сут для различных
значений Ω0 показана на рис. 1б для средней тра-
ектории (тр. 2 на рис. 1а). Для графиков на рис. 1б
максимальный диапазон изменения ∆МРВ (раз-
ность между максимальным и минимальным зна-
чениями) равен 0.21 (для Ω0 = 260°), минималь-
ный – 0.14 (для Ω0 = 0°), что в 7–10 раз меньше
диапазона изменения ∆МРВ для траектории 2 на
рис. 1а.

Из этих данных следует, что наилучшие (наи-
меньшие) ∆МРВ достигаются примерно в диапа-
зоне значений Ω0 ∈ [280°…320°]; приемлемые (от-
рицательные или близкие к нулевым) – для Ω0 ∈
∈ [210°…360°]. Причем для всех пяти траекторий
затраты ∆МРВ не превышают 1.5%.

ГРАВИТАЦИОННОЕ ВЛИЯНИЕ СОЛНЦА
Аналогичные графики в случае возмущений

от Солнца представлены на рис. 2. В отличие от
рис. 1а, где на интервале [0°…360°] один мини-
мум, на рис. 2а графики ∆МРВ имеют по два ло-
кальных минимума, причем меньший – в диапа-
зоне [180°…360°].

А из графиков для средней траектории, пред-
ставленных на рис. 2б, видно, что диапазоны из-
менения ∆МРВ довольно большие: 1.04% для Ω0 =
= 230°, 0.94% для 290°, 0.79% для 340°, что срав-
нимо с диапазоном 1.38% изменения ∆МРВ для
траектории 2 на рис. 2а. Поэтому для других зна-
чений t0 графики, приведенные на рис. 2а, будут
заметно отличаться, что видно из рис. 2в, где для
средней траектории даны графики для t0 с интер-
валом в 1.5 мес. (0, 46, 91, 137). Для второго полу-
годия (183, 228, 274, 320), как следует из рис. 2б,

Рис. 1. Гравитационное влияние Луны в зависимости
от (а) параметра Ω0 (при t0 = 0) для пяти номинальных
траекторий и (б) от t0 (при заданных Ω0) для средней
траектории (тр. 2). Дополнительные затраты ∆MРВ –
в процентах от MРВ.

(б)
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0.5

0

0.5
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0.5

0

0.5
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Ω0
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графики почти не будут отличаться от представ-
ленных.

Из рис. 2в видно, хотя и не так явно, как в слу-
чае с Луной, что диапазон углов Ω0 [180°…360°]
предпочтительней, чем диапазон [0°…180°]. А если
учитывать совместное влияние Солнца и Луны, то

понятно, что диапазон углов Ω0 [180°…360°] явно
лучше. Отметим еще, что для всех пяти траекто-
рий затраты ∆МРВ < 1%.

ВЛИЯНИЕ ВЫКЛЮЧЕНИЯ ТЯГИ ЭРД 
ПРИ ПОПАДАНИИ КА В ТЕНЬ ЗЕМЛИ

Сначала рассмотрим среднюю номинальную
траекторию, поскольку для нее задача с выключе-
нием тяги в области тени уже была подробно ис-
следована в работе [1], в которой результаты рас-
четов дополнительных затрат ∆МРВ были приве-
дены в таблице с шагом по времени t0 в 1.5 мес. и
шагом по Ω0 в 10°. Здесь они представлены более
наглядно на рис. 3а, где изолинии отображают за-
траты ∆МРВ как функции двух параметров (t0, Ω0).
Они построены на основе расчетов с шагом по t0 в
5 сут и шагом по Ω0 в 10°. В [1] отмечалось, что ре-
шения неполной краевой задачи, которые не яв-
ляются оптимальными, могут превышать номи-
нальные затраты на десятки процентов. Для сред-
ней траектории max ∆МРВ > 37%. Но при этом
есть много “хороших” решений, с ∆МРВ ≤ 2%. Та-
ковых примерно 64%. Более того, поскольку за
счет выбора времени старта в интервале одних су-
ток можно получить весь спектр значений Ω0, то
допустимо решать задачу минимизации ∆МРВ по
параметру Ω0. В результате были получены наилуч-

шие, с точностью до 1°, значения  (на рис. 3а они
отмечены значками “х”) такие, что для всех t0 до-
полнительные затраты оказались отрицательны-
ми (отмечены белыми квадратами на рис. 3б).
Минимальное ∆МРВ = –0.5%.

Для короткой номинальной траектории ре-
зультаты влияния тени представлены на рис. 4.
Т. к. продолжительность перелета всего 69.1 сут,
существуют такие значения параметров (t0, Ω0),
при которых КА вообще не попадает в тень Зем-
ли. Они отмечены значками “0”. В остальной об-
ласти параметров, за небольшим исключением,
∆МРВ ≤ 2%. Количество вариантов с ∆МРВ > 2%
примерно 6%. Максимальное ∆МРВ = 9.4%, ми-
нимальное ∆МРВ = –0.9%. Наилучшие значения

 также отмечены значками “х” на рис. 4а, а со-
ответствующие значения ∆МРВ – черными квад-
ратами на рис. 4б.

Для длинной номинальной траектории результа-
ты влияния тени приведены на рис. 5. Максималь-
ное ∆МРВ = 31.7%, минимальное ∆МРВ = –0.5%.
В отличие от короткой и средней траекторий, ва-
риантов с ∆МРВ ≤ 2% значительно меньше – при-
мерно 40%, и не для всех t0 на рис. 5б минималь-
ное (по параметру Ω0) значение ∆МРВ < 0.

На траектории легкого КА ускорение малой
тяги в 2–3 раза больше, чем в других случаях. По-

Ωт
0

Ωт
0Рис. 2. Гравитационное влияние Солнца в зависимо-

сти от (а) параметра Ω0 – на пяти номинальных тра-
екториях при t0 = 0, (б) от t0 – на средней траектории
(тр. 2) для трех значений Ω0, и (в) от Ω0 – также на
средней траектории для четырех значений t0.
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этому продолжительность перелета всего 4 мес., и
есть немало вариантов (~10%), когда на траекто-
рии вообще нет участков с тенью (рис. 6а), а ми-
нимальные по параметру Ω0 затраты ∆МРВ для
всех t0 меньше 0 (рис. 6б). И это при том, что рас-
крутка идет с начальной орбиты с высотой пери-
гея <800 км, и оскулирующая орбита поворачива-
ется на самый большой угол – 46.5°. По этим по-
казателям номинальная траектория сравнима с
очень длинной траекторией. По количеству вари-
антов с ∆МРВ > 2% (~40%), максимальному и ми-
нимальному значениям ∆МРВ (32.5%, –0.56%)
она сравнима со средней траекторией, а по про-
должительности перелета и количеству витков за-
нимает промежуточное положение между корот-
кой и средней траекториями.

В [1] отмечалось, что существует особое поло-
жение начальной орбиты относительно орбиты
Солнца – при Ω0 = 180°, при котором для всех
значений t0 величины ∆МРВ “хорошие”. Для рас-
смотренных траекторий это также имеет место
(отмечено белыми кружками на рис. 2б–6б):
∆МРВ < 0.6% (тр. 2), <1.5% (тр. 1), <0.7% (тр. 3),
<1.7% (тр. 5).

Отметим, что траектории 1–4 из табл. 2 можно
рассматривать как траектории “одного ряда реше-

Рис. 3. Влияние возмущений на средней траектории:
(а) изолинии уровней дополнительных затрат ∆МРВ
(t0, Ω0) из-за выключения тяги в области тени; знач-
ком “х” отмечены наилучшие (для данного t0) значе-
ния Ω0; (б) затраты ∆МРВ (при наилучших Ω0, либо
при Ω0 = 180°) в случае влияния только тени (Т) либо
совместного влияния тени, Солнца (С) и Луны (Л).

1

0

1

2
360120600

ΔMPB, %

     t0, сут
300240180

Ω0 = 180° 

Ω0

Т + С + Л

Т

min

(б)

(а)
360°

0°
3650

    t0, сут

Ω0

2

12 2

2

2

2

2

2

2

2

2

27

17

1732

Рис. 4. Влияние возмущений на короткой траекто-
рии. Значком “0” отмечены области параметров, для
которых на траектории вообще нет участков с тенью.
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ний” комбинированного выведения КА на ГСО (с
постепенным уменьшением вклада большой тяги
и увеличением вклада малой тяги). И потому допу-
стимо на основе решений рассмотренных задач
(для короткой, средней и длинной траекторий)
делать оценочные прогнозы для четвертой зада-
чи – для очень длинной траектории. Сравнение
рис. 3а, 4а, 5а показывает, что с увеличением ко-
личества витков и продолжительности номи-
нальной траектории быстро уменьшается коли-
чество хороших вариантов (с ∆MРВ ≤ 2%): 94, 64,
40%. Из этих данных следует, что хороших вари-

антов для очень длинной траектории скорее все-
го мало, да и расположены они большей частью
в области Ω0 ~ 180°.

Поскольку с увеличением количества витков и
продолжительности перелета трудоемкость реше-
ния краевой задачи также быстро возрастает, бы-
ло решено ограничиться расчетами в основном
для Ω0 = 180° (белые кружки на рис. 7а) и близких
к 180° значений (черные квадраты). Для Ω0 = 180°
для всех значений t0 имеем ∆МРВ < 0.7%. Опира-
ясь на результаты для длинной траектории, были

Рис. 5. Влияние возмущений на длинной траектории;
“+Г” означает, что совместно с другими возмущени-
ями учитывается влияние вариаций геопотенциала.

1

0

360120600

ΔMPB, %

     t0, сут
300240180

Ω0 = 180° 

Ω0

Т

min

(б)

(в)

0

360120600

ΔMPB, %

     t0, сут
300240180

Ω0 = 180° 

Ω0

min

1

2

2

1 Т + С + Л

Т + С + Л + Г

(а)
360°

0°
3650

    t0, сут

Ω0

2

2

2
2

2

22

12
22

22 1217

7

7
7

7

7

7

Рис. 6. Влияние возмущений на траектории легкого КА.
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сделаны попытки поиска и для некоторых других
значений Ω0. Удалось найти ветвь решений, кото-
рая дает лучшие ∆MРВ в интервале t0 ∈ [85…115]
(Ω0 ∈ [253°…264°]). На рисунке она отмечена бе-
лыми треугольниками.

СОВМЕСТНОЕ ВЛИЯНИЕ ТЕНИ, 
ЛУНЫ И СОЛНЦА

Отметим, что половина наилучших  для ко-
роткой траектории расположена в диапазоне
[180°…360°], для остальных трех траекторий в диа-
пазоне [180°…360°] расположена бóльшая часть
наилучших  Причем и для остальных значений t0
есть “хорошие” Ω0 из диапазона [180°…360°], для
которых ∆MРВ лишь незначительно больше мини-
мальных значений из [0°…180°]. Т. к. диапазон
[180°…360°] предпочтительней и в случае гравита-
ционного воздействия Луны и Солнца, то при
учете влияния трех возмущающих факторов (те-
ни, Солнца, Луны) ∆MРВ как правило меньше,
чем при учете только тени. При этом наилучшие

 оказываются вблизи значений  отмеченных
значком “х” на рис. 3а–6а, для тех t0, для которых

 находятся в диапазоне [180°…360°]. Разница не
превышает 7°. А для перелетов с Ω0 = 180°, наобо-
рот, ∆MРВ в большинстве случаев больше, чем
при учете только тени – в основном из-за влия-
ния Солнца. Это хорошо видно на рис. 3б, где
светлыми значками отмечены ∆MРВ при возму-
щениях только от тени, темными значками – при
возмущениях от тени, Солнца и Луны. Во втором
случае разница между двумя графиками (для наи-
лучших Ω0 и Ω0 = 180°) может достигать 4% (рис. 6в).

При сравнении двух графиков на рис. 3б, про-
рисованных светлыми и темными кружками, хо-
рошо видно долго-периодичное влияние Солнца
и коротко-периодичное влияние Луны. Отметим,
что хаотичность расположения черных квадратов
на самом нижнем графике обусловлена не только
влиянием Луны, но и возможным изменением
количества витков при переходе к “соседней”
траектории, и дискретным изменением 

ВЛИЯНИЕ ВАРИАЦИЙ ГЕОПОТЕНЦИАЛА

Т. к. высота перигея начальной орбиты для
первых двух траекторий большая, дополнитель-
ные затраты из-за вариаций геопотенциала неве-
лики (поэтому на графиках они не показаны). На
короткой траектории для всех t0 они не превыша-
ют 0.015% (и для наилучших Ω0, и для Ω0 = 180°).
На средней траектории для наилучших Ω0 имеем
∆MРВ < 0.05%, для Ω0 = 180° ∆MРВ < 0.16%.

Ωт
0

Ωт
0.

Ωтсл
0 Ωт

0,

Ωт
0

Ωтсл
0 .

На длинной траектории и траектории легкого
КА дополнительные затраты для наилучших Ω0
не превышают трети процента от номинальных, а
для Ω0 = 180° они могут превышать 1.1% на длин-
ной траектории и 1.6% на траектории легкого КА
(рис. 5в и 6в).

Наконец, на очень длинной траектории (рис. 7б)
для Ω0 = 180° вклад вариаций геопотенциала в ∆MРВ
может превышать 2.1%, а общие затраты от воз-
мущений могут быть более 2.7% (для t0 = 260). На
рисунке также показаны результаты локальной
минимизации затрат по параметру Ω0 вдоль ос-
новной ветви – черными квадратами, и вдоль
второй ветви – черными треугольниками.

Отметим, что графики ∆MРВ (t0) c Ω0 = 180°
имеют минимумы по t0 обычно в окрестности t0 ~
~ 90–100, иногда в окрестности t0 ~ 270–280, при-
чем для очень длинной траектории он равен ~1%,
для других траекторий – меньше 0. Для наилуч-
ших значений (t0, Ω0), затраты могут составить
∆MРВ ~ –1.5…–2%.

Итак, решая для многовитковых перелетов с
высокоэллиптических орбит на ГСО неполную
краевую задачу (не учитывающую оптимальные
условия пересечения границ тени), с выключени-
ем тяги в области тени и возмущениями от Солн-
ца, Луны и вариаций геопотенциала, для рас-
смотренных траекторий (продолжительностью от
2.3 до 11.5 мес., с количеством витков от 65 до 281
и начальными ускорениями от малой тяги
0.077…0.236 мм/с2) для Ω0 = 180° в худшем случае
(по дате старта t0) получаем дополнительные за-
траты ∆MРВ ~ 2–3%, в лучшем – от –0.5 до 1%. За

Рис. 7. Влияние возмущений на очень длинной траек-
тории.
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счет выбора хороших значений Ω0 можно иногда
получить выигрыш в несколько (3–4) процентов,
и в лучших случаях иметь ∆MРВ ~ –1…–2%.
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ВВЕДЕНИЕ
Операторы современных КА в процессе своей

деятельности вынуждены учитывать угрозу столк-
новения с объектами в околоземном космическом
пространстве (ОКП). С целью заблаговременного
предупреждения об опасных ситуациях в разных
странах были созданы специализированные си-
стемы АСПОС (Роскосмос), CRASS (ESOC),
SOCRATES (Analytical Graphics Inc.), STK Ad-
vanced CAT (Analytical Graphics Inc.) и др. Ежегод-
но центры управления космическими полетами
регистрируют до 70 потенциально опасных сбли-
жений с отдельными активными КА [1].

Помимо выявления факта предстоящего сбли-
жения для принятия решения о реализации ма-
невра уклонения необходимо оценить степень
угрозы. Наиболее походящим критерием являет-
ся вероятность столкновений. Известно несколь-
ко методов, позволяющих определить вероят-
ность в рамках следующих допущений:

1) КО имеют сферическую форму.
2) В пределах интервала сближения движение

прямолинейно.
3) Составляющие скоростей КО определены

без ошибок.
4) Ошибки определения параметров движения

распределены по нормальному закону.
В исследовании [2] задача сводится к нахожде-

нию вероятности попадания вектора относитель-
ного положения в точке максимального сближе-

ния в сферу заданного радиуса. Вероятность
определяется на основе вычисления объемного
интеграла при помощи аппроксимации кубами
малого размера, либо с использованием асимпто-
тических рядов.

В работах [3, 4] выводится аналитическая фор-
мула расчета вероятности, при этом общие допу-
щения дополняются следующим пунктом:

5) Размер эллипсоида рассеивания СКО зна-
чительно превосходит габариты ЗКО.

Данное допущение не позволяет применять
метод к крупногабаритным ЗКО, таким как МКС.
В исследовании [5] авторы предлагают альтерна-
тивный подход к решению задачи, заменяя допу-
щение 5 на допущение:

6) Линейные размеры защищаемого КА много
больше размеров сближающихся объектов.

Здесь потенциально опасные КО аппроксими-
руются материальными точками. В рамках иссле-
дования демонстрируется, что для момента мак-
симального сближения в направлении вектора
относительной скорости неопределенность век-
тора относительного положения равна 0. Этот
факт позволяет свести решение трехмерной зада-
чи к двумерному случаю путем выбора новой си-
стемы координат, одна из осей которой коллине-
арна вектору относительной скорости.

Допущения упомянутых подходов могут суще-
ственным образом влиять на величину вероятно-
сти столкновения, как будет показано далее учет

УДК 629.78+531.551
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реальной формы и ориентации КО изменяет ре-
зультат вычисления в несколько раз. Допущение
2) не позволяет оценивать сближения, длитель-
ность которых занимает продолжительно время.
Остальные допущения также вносят существен-
ный вклад в погрешность вычислений. Снять
данные ограничения можно, прибегнув к мето-
дам статистического моделирования (Монте-
Карло). Использование метода Монте-Карло для
расчета вероятности столкновения в ОКП встре-
чается в нескольких работах, например, в работах
[6–8], однако алгоритм учета формы и ориента-
ции КО используется только в исследовании [9].
В этой связи была поставлена задача в следующей
формулировке.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБЩИЙ ПОДХОД 
К РЕШЕНИЮ

Пусть на временном интервале  выявлен
факт сближения двух КО. На момент начала
сближения известны векторы состояния 

 ковариационные матрицы  
закон изменения ориентации и геометрическая
форма объектов. Необходимо найти оценку веро-
ятности столкновения  удовлетворяющую
заданному уровню точности  и достоверности 

(1)

Как было отмечено, решить задачу, не прибе-
гая к классическим допущениям возможно при
помощи метода моделирования случайных вели-
чин и статистической оценки их характеристик. В
данном случае моделируемой случайной величи-
ной является индикатор события столкновения
двух КО:

где  – элементарное событие, A – событие
столкновения объектов.

Математическое ожидание индикатора собы-
тия  равно вероятности события, следовательно,
получая оценку математического ожидания ( ) на
основе ряда стохастических симуляций процесса
сближения, можно рассчитать приближенное зна-
чение вероятности столкновения:  ≈

≈  

Необходимое число симуляций n может быть
найдено на основе неравенства (1), конкретные
способы расчета n и оценки точности решения
будут представлены далее.
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Алгоритм вычисления вероятности столкно-
вения состоит из следующих этапов:
– генерация массива псевдослучайных шести-
мерных векторов состояния 

 КО в соответствии с 
 

– выявление факта пересечения трехмерных мо-
делей КО для потенциально опасных комбина-
ций на интервале 

– расчет  и оценка точности полученного
значения.

ГЕНЕРАЦИЯ МАССИВА 
ПСЕВДОСЛУЧАЙНЫХ ВЕКТОРОВ

На данном этапе необходимо получить k реа-
лизаций шестимерного вектора кинетических па-
раметров КО  распределенных по
нормальному закону в соответствии с математи-
ческим ожиданием  и ковариационной матри-
цей K.

Первым шагом является генерация набора
псевдослучайных величин  распре-
деленных равномерно на интервале  (U(0, 1)).
От выбора генератора равномерного распределе-
ния зависит скорость работы алгоритма и каче-
ство получаемых случайных векторов. Принимая
во внимание работы по данной теме [10], [11], [12],
был выбран алгоритм Вихря Мерсенна (Mersenne
Twister – MT). На рис. 1 изображено равномерное
распределение U(0, 1) точек в двумерном про-
странстве, полученное в результате работы про-
граммного модуля генерации псевдослучайных
величин, основанного на алгоритме MT. Далее
при помощи преобразования Бокса-Мюллера по-
лучается набор независимых реализаций векто-
ров состояния, распределенных по нормальному
закону (0, 1) с нулевым математическим ожида-
нием и единичной ковариационной матрицей. На
рис. 2 представлен результат перехода от U(0, 1) к

(0, 1). Диаграммы, расположенные сверху и
справа, показывают суммарное количество точек,
находящихся в соответствующем диапазоне ко-
ординат. На основе данных диаграмм можно по-
лучить визуальное представление о законе рас-
пределения.

Для получения вектора  учитывающего дис-
персию и взаимную зависимость своих составля-
ющих, необходимо осуществить следующее ли-
нейное преобразование:  где  – диа-
гональная матрица, составленная из собственных
чисел ковариационной матрицы K,  – матрица,
составленная из собственных векторов ковариа-
ционной матрицы K.
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На рис. 3 представлено распределение точек воз-
можного положения реального КА (CHINASAT-20)
в проекции на плоскость  орбитальной СК. За-
ключительным этапом генерации случайных векто-
ров  является параллельный перенос в соответ-
ствии с заданным математическим ожиданием.

ВЫЯВЛЕНИЕ ФАКТА ПЕРЕСЕЧЕНИЯ 
ТРЕХМЕРНЫХ МОДЕЛЕЙ КО

Перед выявлением факта столкновения объек-
тов сложной формы для каждой пары траектории

   целесообразно произ-
вести отбор таких траекторий, при движении по
которому происходит сближение на расстояние
меньшее чем  где  – радиусы
сфер описывающих реальную форму КО. В силу
того, что количество симуляций в рамках постав-
ленной задачи  может достигать значений
порядка 106, быстродействие данного участка ал-
горитма является критичным. Учитывая данный
факт, а также то, что объекты на интервале сбли-
жения находятся на относительно небольшом
расстоянии друг от друга и испытывают одинако-
вое воздействие возмущающих факторов, в рам-
ках предварительной фильтрации пар применя-
ются упрощенные математические модели:

– линеаризованная модель движения для око-
локруговых орбит [13];

,r n

χ

{ }I II, ,
i j

χ χ = …1 ,i k = …1j l

= +I II ,R R R I II,R R

=N lk

– кеплерова модель движения для орбит с су-
щественной эллиптичностью.

В результате отсева остается множество пар
траекторий, при движении по которым имеет ме-
сто столкновение объектов сферической формы.
Далее для данного множества необходимо вы-
явить факт пересечения трехмерных моделей на
интервале 

Задача создания быстрого и эффективного ал-
горитма обнаружения пересечения двух трехмер-
ных фигур заданной формы является одной из
центральных проблем робототехники и компью-
терных игр. Как следствие, на данный момент су-
ществует ряд проверенных методов и алгоритмов
решения данной задачи. Общим подходом явля-
ется разбиение процесса расчета на две фазы: ши-
рокую и узкую.

В широкой фазе все объекты представляются в
виде ограничивающих параллелепипедов, сторо-
ны которых параллельны осям координат. Дан-
ное упрощение позволяет очень быстро отобрать
объекты потенциального столкновения. В каче-
стве алгоритма широкой фазы был выбран алго-
ритм Sweep-and-Prune [14].

В качестве алгоритма узкой фазы был выбран
алгоритм Гилберта–Джонсона–КMрти (Gilbert–
Johnson–Keerthi, GJK), который в силу своей ста-
бильности, скорости и занимаемому объему па-
мяти получил широкое распространение [15].

[ ]1 2, .t t
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GJK использует такие математические понятия,
как сумма Минковского, опорная функция и
симплекс [16]. Кратко работу данного алгоритма
можно описать следующим образом. Выполняет-
ся проверка принадлежности центра СК произ-
вольному начальному симплексу, если результат
проверки положительный, то фигуры пересека-
ются, иначе при помощи опорной функции вы-
числяется экстремальная точка в направлении
противоположном радиус-вектору ближайшей к
центу СК точки симплекса. Далее найденная точ-
ка добавляется в симплекс, а самая дальняя от
центра СК точка удаляется. Если экстремальная
точка является одной из ранее удаленных или од-
ной из тех, которые входят в текущий симплекс,
то вычисления завершаются.

ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ И УСЛОВИЕ 
АВТОМАТИЧЕСКОЙ ОСТАНОВКИ РАСЧЕТА

Оценка математического ожидания стремится
по вероятности к истинному значению при
стремлении количества симуляций n к бесконеч-
ности. При этом абсолютная погрешность  по-
лученной оценки пропорциональна  Так как
IA принимает одно из двух возможных значений

 можно отнести данную случайную величи-
ну к классу чисел Бернулли, для которых в свою
очередь возможен непосредственный расчет не-
обходимого числа реализаций N*, гарантирующих
выполнение неравенства (1). Существует несколько
подходов к определению N* [17]. 

Наиболее грубую оценку сверху можно
получить на основе неравенства Чебышева:

 здесь X – случайная вели-
чина,  – математическое ожидание,  – диспер-
сия. Выберем  при этом  Обо-

значая  получим, что неравенство 

(2)

гарантированно выполняется при 
Для чисел Бернулли дисперсия не превосходит
значение 0.25, следовательно, верхняя граница
требуемого числа симуляций:

(3)

Альтернативный подход к определению N* ба-
зируется на центральной предельной теореме: ес-
ли  независимые случайные величины,
распределенные по одинаковому закону, то

 Исходя из этого, можно

записать следующее приближенное неравенство:

ε,
−1 2.n

{ }0,1 ,

( )− ≥ ε ≤ ε2Pr ,xX m D
m xD

= ,nX m = .
Ax ID D n

α = ε2 ,
AID n

( )− ≤ ε ≥ − αPr 1nm m

= αε2 .
AIn D

= αε2* 1 4 .ChebN

…1, , nX X

( )→∞
− ⎯⎯⎯⎯→ 0,1 .n

n
Y

m m
D n

1

 ≈  которое выполняется

для  здесь  – квантиль нор-
мального распределения для вероятности 

Используя верхнюю границу для дисперсии
чисел Бернулли, получаем, что неравенство (2)
приближенно выполняется для 

(4)

Сравнивая (4) и (3), можно сделать вывод о
том, что из-за отсутствия коэффициента досто-
верности в знаменателе (4) величина  возрас-

тает гораздо медленнее чем  С другой сторо-
ны, не стоит забывать, что в данном случае нера-
венство (2) является асимптотически верным.

Третий способ нахождения N* основан на нера-
венстве Хефдинга для случайных величин, лежащих
в диапазоне  
следовательно, N* может быть найдено из урав-
нения:

(5)

В табл. 1 представлен расчет количества симу-
ляций N* необходимого для гарантированного
достижения точности  при различных
подходах.

Минимальное значение N* получается при ис-
пользовании метода, основанного на выводах
центральной предельной теоремы. Даже при ис-
пользовании формулы (4) порядок количества
симуляций равен 109, что ставит под сомнение
применимость метода Монте-Карло для расчета
вероятности столкновения. В то же время, стоит
отметить, что в формулах (3)–(5) используется
предположение о максимально возможном зна-
чении дисперсии  В реальных расчетах
дисперсия принимает гораздо меньшее значение
и, как следствие, необходимая точность достига-
ется при меньшем числе симуляций. Данный вы-
вод подтверждает график на рис. 4, показываю-
щий зависимость оценки вероятности  от

( )− ≤ εPr nm m −
ε

α 2
21 ,Yz D

n
= αε2

α 2 ,Yn z D α 2z
− α1 2.

= ε2
α 2

* 4 .CLTN z

*
CLTN

* .ChebN

[ ]0,1 : ( ) ( )− ≥ ε ≤ − ε2Pr 2 exp 2 ,nm m n

= α ε2* ln(2/ ) 2 .HoeffN

−ε = 410

= 1 4.
AID

( )Pr A

Таблица 1. Количество реализаций, гарантирующее
точность решения 

0.95

0.99

0.9973

−ε = 410

− α1 *
ChebN *

CLTN *
HoeffN

⋅ 85.000 10 ⋅ 75.000 10 ⋅ 81.844 10

⋅ 92.500 10 ⋅ 76.450 10 ⋅ 82.649 10

⋅ 99.259 10 ⋅ 77.500 10 ⋅ 83.303 10
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количества симуляций N для нескольких прого-
нов алгоритма. Запуски производились на одина-
ковых начальных данных, в качестве трехмерной
модели использовалась сфера. На основе графика
можно сделать приблизительный вывод о скоро-
сти сходимости метода, точность  достига-
ется при 

Исходя из этого, предлагается использовать
условие автоматической остановки расчета при до-

−ε = 410
= ⋅ 61.6 10 .N

стижении требуемой точности и достоверности ре-
шения. Начиная с некоторого количества симуля-
ций N0, производится оценка текущего значения
дисперсии  и проверка условия (2), если условие
выполняется, то вычисления прекращаются.

ПРИМЕР РАСЧЕТА
ВЕРОЯТНОСТИ СТОЛКНОВЕНИЯ

Событие сближения между спутником
CINASAT-20 (28082, 2003-052А) и спутником
SHIJIAN-17 (41838, 2016-065А) произошло
16.III.2018 в 18:35:49.63 (UTC). Минимальное рас-
стояние между математическими ожиданиями по-
ложения центров масс составило 286.3 м. В целях
тестирования было произведено сравнение ре-
зультатов работы алгоритма З.Н. Хуторовского [3]
и алгоритма Монте-Карло для сферических объ-
ектов с радиусом 15 м.

В табл. 2 представлены результаты трех серий
запусков алгоритма Монте-Карло для различных
значений требуемой точности  при этом коэф-
фициент достоверности имеет постоянное значе-
ние – 99%. Каждая серия состоит из трех запусков
отличающихся только набором сгенерированных
псевдослучайных векторов. Здесь  – оценка
вероятности столкновения сферических объектов,

 – абсолютное значение разности результатов,
полученных аналитическим методом З.Н. Хуторов-
ского и численным методом Монте-Карло, N –
фактическое количество симуляций.

AID

ε,

сфP

ΔХ

Рис. 4 

0
0

Количество симуляций N

1 · 10–3

8 · 10–4

6 · 10–4

4 · 10–4

2 · 10–4

О
це

нк
а 

ве
ро

ят
но

ст
и 

ст
ол

кн
ов

ен
ия

 P
r(

A)

1.2 · 1061 · 1068 · 1056 · 1054 · 1052 · 105 1.4 · 106 1.6 · 106

Таблица 2. Результаты расчета вероятности столкно-
вения сферических объектов

№ N, 
тыс.

Время 
расчета, с

1.1 429 30

1.2 366 24

1.3 303 19

2.1 1098 94

2.2 1047 89

2.3 915 76

3.1 8346 690

3.2 8700 730

3.3 8892 745

ε сфP ΔХ

−⋅ 55 10 −⋅ 41.608 10 −⋅ 53.3 10
−⋅ 55 10 −⋅ 41.366 10 −⋅ 50.9 10
−⋅ 55 10 −⋅ 41.122 10 −⋅ 51.5 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.485 10 −⋅ 52.1 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.414 10 −⋅ 51.4 10
−⋅ 53 10 −⋅ 41.235 10 −⋅ 50.4 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.253 10 −⋅ 50.2 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.307 10 −⋅ 50.3 10
−⋅ 51 10 −⋅ 41.336 10 −⋅ 50.6 10
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На основе проведенных расчетов можно
утверждать, что численный алгоритм работает
стабильно, величины оценок вероятности в рам-
ках одной серии запусков лежат в диапазоне 
В то же время расхождение результатов  двух
методов также лежит в приделах заданной по-
грешности  что свидетельствует о согласован-
ности аналитического и численного подхода в
рамках классических допущений. Время расчета в
однопоточном режиме вычислений на процессо-
ре AMD Phenom IIХ4 975 для  составило
приблизительно 13 мин.

В табл. 3 приведены результаты расчета веро-
ятности столкновения с учетом формы и ориен-

±ε.
ΔХ

±ε,

−ε = ⋅ 51 10

тации КО. В рамках тестирования была использо-
вана обобщенная трехмерная модель геостацио-
нарных спутников, представленная на рис. 5.
Данная модель может быть вписана в сферу ради-
усом 15 м. Так как солнечные панели, как прави-
ло, имеют одну степень свободы, их форма была
аппроксимирована цилиндрами. При этом пред-
полагалось, что объекты имеют типичную для
геостационарных спутников ориентацию: ось
солнечных панелей перпендикулярна плоскости
орбиты, главная ось направлена на центр Земли.

Аналогично расчетам для сфер было произве-
дено три серии запусков для различных значений
требуемой точности  Разброс полученных оце-
нок не превосходит заданную погрешность, при
этом значение вероятности столкновения КО
сложной формы оказалось приблизительно в
пять раз меньше, чем вероятность столкновения
описывающих сфер. Время расчета в однопоточ-
ном режиме вычислений для  не превы-
сило 65 мин.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Вероятность столкновения КО является ос-

новной величиной, влияющей на принятие реше-
ния о применении маневра уклонения. От точно-
сти оценки данной величины зависит безопас-
ность космических полетов и скорость расхода
рабочего тела КА. В рамках исследования был раз-
работан метод расчета вероятности, позволяющий
учесть форму и ориентацию сближающихся объ-
ектов, а также снять ряд классических допущений.
Было продемонстрировано, что игнорирование
реальной формы объектов существенно влияет на
точность оценки, для тестового примера было по-

ε.

−ε = ⋅ 62 10

Рис. 5 

Таблица 3. Результаты расчета вероятности столкно-
вения объектов сложной формы

№ N, тыс. Время 
расчета, с

1.1 4260 389

1.2 4730 433

1.3 5270 484

2.1 8780 812

2.2 9240 853

2.3 10860 1010

3.1 39090 3895

3.2 39030 3896

3.3 39090 3894

ε P

−⋅ 66 10 −⋅ 52.30 10
−⋅ 66 10 −⋅ 52.56 10
−⋅ 66 10 −⋅ 52.85 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.11 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.22 10
−⋅ 64 10 −⋅ 52.61 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.35 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.34 10
−⋅ 62 10 −⋅ 52.35 10
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лучено пятикратное расхождение результатов. В
тоже время при анализе сближения сферических
объектов оценки разработанного метода согласу-
ются с оценками классического метода Хуторов-
ского.

В предложенном методе предусмотрен алго-
ритм автоматической остановки вычислений при
достижении заданной точности и достоверности
решения. Стоит отметить, что требуемое время
расчета нелинейно возрастает при уменьшении
величины допустимой погрешности. В целях
ускорения работы алгоритма в перспективе пла-
нируется заменить ГПСЧ Вихря Мерсенна на по-
следовательности Соболя [18], которые обеспечи-
вают более высокую скорость сходимости методов
статистического моделирования. Ускорения также
можно добиться, прибегнув к двухэтапной оценке
риска, при которой на первом этапе рассчитывается
вероятность столкновения описывающих сфер и,
если вероятность окажется выше порогового значе-
ния, производится учет реальной формы и ориен-
тации сближающихся объектов.

Публикация выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического академического лидер-
ства РУДН.
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Рассматривается стабилизация относительного равновесия спутника на круговой орбите при нали-
чии электродинамической системы управления ориентацией спутника, использующей одновре-
менно управляющие моменты магнитных и лоренцевых сил. Показано, что линеаризованная систе-
ма уравнений движения относится к специальному классу линейных нестационарных систем, приво-
димых к стационарным. На основе приведенной стационарной системы исследована управляемость
и построены работоспособные оптимальные алгоритмы стабилизации. Проведено подробное моде-
лирование предложенных алгоритмов для орбит различного наклонения, подтверждающее эффек-
тивность разработанной методики.
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ВВЕДЕНИЕ
Электродинамическое взаимодействие спут-

ника с магнитным полем Земли оказывает суще-
ственное влияние на динамику вращательного
движения спутника относительно центра масс и
может быть использовано при построении систе-
мы управления ориентацией. Магнитные систе-
мы ориентации и стабилизации широко приме-
няются в практике космических исследований, в
частности, для малых спутников.

Методы создания управляющих моментов ос-
нованы на различных типах указанного взаимо-
действия. При одном методе используется эф-
фект взаимодействия внутреннего магнитного
момента спутника, создаваемого магнитными ка-
тушками, с геомагнитным полем. Другой метод
управления основан на использовании электроди-
намического эффекта влияния лоренцевых сил,
действующих на заряженную часть поверхности
спутника. Первому методу посвящено большое
число публикаций [1–19]. Обзор работ этого на-
правления, выполненных до 2003 г., содержится в
[20], а более поздних работ в [21, 22]. Второй ме-
тод был предложен в работе А.А. Тихонова [23].
Он был развит и модифицирован в работах
А.А. Тихонова и его соавторов [24–29], в которых
наряду с моментами сил Лоренца используются
внутренние магнитные моменты. Обзор получен-
ных в этих работах результатов содержится в [30,
31]. Использование момента лоренцевых сил для

управления космическим аппаратом рассмотре-
но также в [32–37].

Во многих работах отмечается, что как магнит-
ные системы управления, так и системы, осно-
ванные на применении моментов лоренцевых
сил, имеют ограничения, связанные с направле-
ниями указанных управляющих моментов. В [24]
показано, что имеющиеся ограничения примене-
ния обеих систем исчезают при создании единой
электродинамической системы управления ори-
ентацией спутника, использующей одновремен-
но управляющие моменты магнитных и лоренце-
вых сил. На это обстоятельство указано также в
работах [36–40], в которых рассматривалось сов-
местное действие магнитных и лоренцевых мо-
ментов.

При применении обоих методов управления
управляющий момент является функцией гео-
магнитного поля, которое изменяется во время
движения спутника по орбите вокруг Земли. В
большинстве работ предполагается, что это изме-
нение носит периодический характер, если орби-
та спутника – круговая. Как отмечено в [20], это
предположение вполне оправдано. Поэтому мате-
матические модели рассматриваемых задач пред-
ставляют собой системы дифференциальных урав-
нений с периодическими коэффициентами. Это
обстоятельство вносит существенные трудности
как в изучение управляемости системы, так и в раз-
работку эффективных алгоритмов управления.

УДК 629.7.052
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Вопрос об управляемости в указанных задачах
является важным, но во многих работах, в кото-
рых предлагаются алгоритмы управления, эта
проблема вообще не обсуждается.

Управляемость спутников с магнитной систе-
мой ориентации в периодическом геомагнитном
поле без учета гравитационного момента рас-
смотрена в [37]. В работе [16] показано, что систе-
ма, линеаризованная в окрестности положения
равновесия спутника, снабженного магнитной
системой, управляема при любых моментах инер-
ции, если орбита спутника не является экватори-
альной. Достаточные условия управляемости в
этой задаче были получены в [38], а при учете
аэродинамических сил в [39]. Необходимые и до-
статочные условия управляемости при действии
моментов лоренцевых сил сформулированы в
[45]. Вопросы управляемости “в среднем” как
при действии магнитных моментов, так и при
действии моментов лоренцевых сил рассмотрены
в [4, 5, 12, 30].

При построении алгоритмов управления с об-
ратной связью используются два подхода. Один
основан на применении метода Ляпунова [23, 28,
29], другой приводит к численному анализу ли-
нейной периодической системы на основании
теории Флоке [7–11].

Как отмечено в [20], выбор коэффициентов уси-
ления в законе управления с обратной связью –
центральный вопрос в этой задаче. Оказалось, что
при этом методе управления алгоритм особенно
чувствителен к точности информации о тензоре
инерции спутника [7–10]. Следует подчеркнуть,
что при обоих указанных подходах выбор коэф-
фициентов обратной связи не алгоритмизован, и
способ их выбора не указан.

Цель предлагаемой статьи – представить стро-
гий аналитический подход к изучению этой про-
блемы, заключающийся в приведении исходной
нестационарной системы к стационарной. Этот
подход был развит для линейных нестационар-
ных систем (ЛНС) определенного класса и ранее
применялся для решения ряда прикладных задач
[40–44], в том числе для задачи стабилизации
ориентации спутника при использовании маг-
нитных моментов [15, 16] и при использовании
моментов лоренцевых сил [45].

Факт приводимости системы к стационарной
эффективно используется как при анализе управ-
ляемости, так и при построении алгоритмов ста-
билизации. При наличии свойства управляемо-
сти приведенной стационарной системы для нее
строится оптимальный алгоритм стабилизации,
основанный на LQR-методе на бесконечном ин-
тервале времени, который приводит к управлению в
виде обратной связи с постоянными коэффициен-
тами. Это управление обеспечивает асимптотиче-
скую устойчивость стационарной системы. По-

строенное стабилизирующее управление вводится
в исходную нестационарную систему при помощи
введения дополнительных переменных и соответ-
ствующего ограниченного преобразования, при
этом коэффициенты обратной связи оказываются
переменными. Исходная система, замкнутая таким
управлением, также асимптотически устойчива.

Следует подчеркнуть, что выбор коэффициен-
тов обратной связи, имеющий важное и принци-
пиальное значение, при указанном подходе хоро-
шо алгоримизован и состоит из определения ко-
эффициентов для стационарной системы из
стандартной процедуры LQR (при этом требуется
задать лишь параметры функционалов) и преоб-
разования к исходным переменным, которое
строится конструктивным способом.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается движение спутника около
центра масс в гравитационном и магнитном по-
лях Земли. Предполагается, что центр масс спут-
ника движется по круговой орбите. Спутник
снабжен магнитными катушками и экраном, об-
ладающим электрическим зарядом.

Системы координат и уравнения движения

Используются две правые системы координат:

 – орбитальная система координат с на-
чалом в центе масс спутника: ось  направлена
по радиус-вектору центра масс относительно
притягивающего центра (центра Земли);  – по
нормали к плоскости орбиты,  дополняет си-
стему до правой тройки;

 – связанная система координат (подвиж-
ная), оси которой направлены по главным цен-
тральным осям инерции спутника.

Ориентация системы  относительно ор-
битальной задается с помощью углов Эйлера θ1,
θ2, θ3. Матрица перехода от системы  в си-
стеме  имеет вид [46]

Компоненты абсолютной угловой скорости
спутника  в проекциях на оси системы коорди-
нат  имеют вид [46]
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(1)

где  – величина угловой скорости орбитально-
го движения.

Динамические уравнения движения спутника
около центра масс имеют вид [46]

(2)

Здесь   – главные цен-
тральные моменты инерции спутника,  – еди-
ничный вектор оси   – управляющий момент,
который создается как за счет взаимодействия соб-
ственного дипольного магнитного момента спут-
ника с магнитным полем Земли ( ), так и силами
Лоренца, действующими на заряженную поверх-
ность КА ( ). 

Управляющие моменты  и  имеют вид
[1, 7, 22, 30]

(3)

Здесь  - магнитный дипольный мо-
мент спутника,  – вектор индукции геомаг-
нитного поля, которое аппроксимируется пря-
мым магнитным диполем в орбитальной системе
координат [47]

где  – угол наклона плоскости орбиты спутника
к плоскости экватора; μE – постоянная магнитно-
го поля Земли,  – радиус орбиты центра масс
спутника;  – электростатический заряд;

 – радиус-вектор центра заряда спут-
ника относительно его центра масс;  – скорость
центра масс спутника относительно геомагнитного
поля,  + 

 – величина угловой скорости суточного враще-
ния Земли;  – радиус орбиты;  – единичные
вектора осей  и  В рамках принятого при-
ближения будем пренебрегать величиной  по
сравнению с  ( ). Поэтому далее

Величины  и  далее считаются
управляющими параметрами: 

Для более сложных моделей магнитного поля
предлагаемый метод также применим.
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Линеаризованные уравнения движения. Уравне-
ния движения (1), (2) при  допускают ста-
ционарные решения, отвечающие положениям
относительного равновесия спутника, в которых
оси связанной системы координат  совпада-
ют с осями орбитальной системы координат

 [46]. Углы поворота  выбраны
таким образом, что в положении относительного
равновесия все углы и относительные угловые
скорости спутника равны нулю

(4)

Управление  формируется в виде линейной
обратной связи по компонентам вектора состоя-
ния   При линеаризации уравнений
движения (1), (2) в окрестности относительного
равновесия (4), очевидно, линеаризуются и выра-
жения для моментов (3), в которых можно счи-
тать  (  – единичная матрица ( )).

Тогда линеаризованные уравнения управляе-
мого движения при введении безразмерного вре-
мени  имеют вид

(5)

Здесь “точка” по-прежнему обозначает произ-
водную по времени τ;

Для круговой орбиты  μ – гравитаци-

онный параметр Земли. Тогда величина 

не зависит от радиуса орбиты.
В Приложении приведены нелинейные урав-

нения с точностью до членов второго порядка
включительно.

Систему (5) можно представить в виде систе-
мы первого порядка
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Введя

эту систему удобно представить в виде двух под-
систем

(6)

(7)
где матрицы имеют вид

Здесь  – нулевая матрица.

Требуется построить управление, обеспечива-
ющее асимптотическую устойчивость положения
относительного равновесия (4), основываясь ли-
бо на системе уравнений (5), либо (6), (7). Анали-
тически построить стабилизирующее управление
непосредственно для исходной системы затруд-
нительно из-за ее существенной нестационарно-
сти. Для преодоления указанных трудностей
предлагается подход, ранее применявшийся для
решения ряда прикладных задач [40–43], в том
числе для решения задач стабилизации движения
спутников при использовании магнитных кату-
шек [15, 16] и моментов сил Лоренца [45].

Этот подход основан на том, что рассматрива-
емые системы, нестационарные по управлению,
относятся к классу линейных нестационарных
систем (ЛНС), приводимых к стационарным [40].
Он состоит из ряда этапов:

1) построение конструктивного преобразова-
ния исходной нестационарной системы к стацио-
нарной системе;

2) проведение анализа управляемости полу-
ченной стационарной системы;

3) при наличии управляемости построение для
стационарной системы оптимального алгоритма
управления на основе квадратичного критерия
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× ×
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×
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O

качества на бесконечном интервале времени, что
позволяет получить линейную обратную связь с
постоянными коэффициентами;

4) осуществление обратного перехода к исход-
ным переменным нестационарной системы.

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ 
К СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЕ

Системы (5) и (6), (7) относятся к классу ЛНС,
содержащих управление, которые допускают при-
ведение к стационарным системам в расширенном
пространстве состояний [40–42]. Напомним, что
этот класс систем характеризуется тем, что функ-
ции, входящие в выражение для матрицы  при
управлении, являются решениями линейной од-
нородной системы с постоянными коэффициен-
тами. В системах уравнений (5) и (6), (7) матрицы
коэффициентов при управлении, имеют вид

Коэффициенты матриц  являются эле-
ментами вектора 

который удовлетворяет уравнению

Преобразование системы (5) к стационарной си-
стеме. Согласно [40], введем новые переменные

 по формулам

Дважды дифференцируя эти соотношения,
подставляя их в систему (5) и приравнивая коэф-
фициенты при функциях  получим

(8)

(9)

(10)

(11)

Стационарная система (8)–(11) состоит из
двух независимых систем (8), (9) и (10), (11), в ко-
торые входят управления  и 

τ( )B

= + + =01 02 03 0(τ) cos τ sin τ ( const).kB B B B B

(τ)B
(τ)f

[ ]= T(τ) cos τ,sin τ,1 ,f

− 
 = =
 
  

�

0 1 0
, 1 0 0 .

0 0 0
f Sf S

=( 1,...9)jy j

= + + = + +
= + +

1 1 3 5 3 2 4 6

2 7 8 9

cτ sτ , cτ sτ ,
cτ sτ .

x y y y x y y y
x y y y

τ τcos ,sin ,1,

− κ − + − =
− κ + + + = −

− κ − − + = β +
− κ + − − = −

v

v

�� � �

�� � �

�� � �

�

�� � �

1 1 1 1 2 3 1 4

2 3 2 3 1 4 3 3 0 3 2

3 1 3 1 4 1 1 2 0 1 2 0 2 3

4 3 4 3 3 2 3 1 0 2 1

2 0,
2 μ β ,

2 2μ μ ,
2 μ ;

y y d y y d y
y y d y y d y u

y y d y y d y u b
y y d y y d y b

− κ = v
�

��9 2 9 0 1 1μ ;y y b

− κ − = −
− κ + = −

v�� �

�� �

5 1 5 1 6 0 4 3 0 1 2

6 3 6 3 5 0 5 1

μ β μ ,
μ β ;

y y d y u b
y y d y u

− κ + =
− κ − = −
κ = + =

�� �

�� �

7 2 7 8 0 2 3

8 2 4 7 0 2 1

2 μ β ,
2 2μ β ;

κ 1 ( 1,2,3).i i

y y y u
y y y u

i

v v2 1 3, ,u v1 3 2, , .u u



КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 59  № 5  2021

СТАБИЛИЗАЦИЯ ПОЛОЖЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ СПУТНИКА 397

Преобразование системы (6), (7) к стационарной
системе. Введем векторы

Переменные  удовлетворяющие
системе (6), связаны с переменными 
соотношениями

(12)

Здесь

В переменных  система стацио-
нарна и имеет вид
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Эта стационарная система состоит из двух не-
зависимых групп (13), (14) с управлением  и (15),
(16) с управлением 

Замечание. Если системы (8)–(11) представить
в виде системы первого порядка, то нетрудно по-
казать, что полученная система будет связана с
системой (13)–(16) невырожденным преобразо-
ванием с постоянной матрицей.

УПРАВЛЯЕМОСТЬ
Управляемость в рассматриваемой задаче мож-

но исследовать как исходя из нестационарной си-
стемы (6), так и анализируя стационарные систе-
мы (8)–(11) или (13)–(16). Как уже указывалось,
стационарные системы являются избыточными
по отношению к исходной системе. Если стацио-
нарная система управляема, то управляема и ис-
ходная нестационарная система. Однако не-
управляемость стационарной системы может и не
повлечь неуправляемость исходной нестационар-
ной системы.

Управляемость нестационарной системы (6).
Применяя критерий Красовского [48], нетрудно
показать, что нестационарная система (6) управ-
ляема при наличии всех шести управляющих воз-
действий  и если орбита не является
ни полярной ( ), ни экваториальной ( ).

1. Если орбита экваториальная ( ), то систе-
ма (6) становится стационарной (  

). В этом случае управления  в си-
стему не входят; на переменную  действует
управление  а для переменных  – управле-
ния  Необходимым условием управляемо-
сти является наличие управления  т.е. если ло-
ренцевых сил нет, то система неуправляема.

Если магнитные моменты отсутствуют ( ),
то сиcтема управляема только при наличии лорен-
цевых сил, если выполнены условия  и

2. Если орбита полярная ( ), то система (6)
расщепляется на две независимые группы: уравне-
ния для переменных  с управлениями 
уравнения для  с управлениями  Управле-
ние  в систему не входит.

Рассмотрим следующую систему, представив
уравнение для переменной  системы (5) в виде
системы уравнений первого порядка

Применяя критерий [48], нетрудно получить,
что эта система управляема при наличии хотя бы
одного управления  или  Это означает, что на
полярной орбите при отсутствии магнитного
управления ( ) система неуправляема.

1V
1.U

=v, ( 1,2,3)j ju j
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КАЛЕНОВА, МОРОЗОВ

Аналогично, для переменных  можно по-
казать, что система управляема при наличии всех
управлений  В [15] показано, что при от-
сутствии лоренцевых моментов ( ), си-
стема также управляема ( ).

Итак, на экваториальной орбите система не-
управляема при отсутствии моментов лоренце-
вых сил. На полярной орбите система неуправля-
ема при отсутствии магнитных моментов.

Замечание. Ранги матриц коэффициентов при
магнитных моментах и при лоренцевых моментах

в общем случае равны двум.

Если положить   то на перемен-
ные подсистемы (13), (14) действуют только мо-
менты лоренцевых сил, а на переменные подси-
стемы (15), (16) – только момент, создаваемый
магнитными катушками. Тогда нетрудно пока-
зать, что нестационарная система также управ-
ляема, если.  

Управляемость стационарных систем. Управля-
емость стационарной системы удобнее исследо-
вать на основе системы (8)–(11), состоящей из
двух подсистем (8), (9) и (10), (11), на которые
действуют независимые управления  и

Согласно критерию [49] система (8), (9) управ-
ляема тогда и только тогда, когда

для любого значения λ.
Нетрудно показать, что условиями неуправля-

емости в этом случае будут условия

Неуправляемость в этих случаях подтвержда-
ется наличием первых интегралов систем (8), (9)
или (13), (14).

Система (10), (11) управляема тогда и только
тогда, когда

для любого значения .

Нетрудно показать, что условиями неуправле-
мости в этом случае будут условия

Это также подтверждается наличием первого
интеграла, не зависящего от управления у си-
стем (10), (11) или (15), (16)

В случае, когда  возникают новые
условия неуправлямости.

Для систем (8), (9) – условие неуправляемости
 соответствующие первые интегралы
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Для систем (10), (11) – условие неуправляемо-

сти   соответствующие первые

интегралы

В случаях неуправляемости стационарных си-
стем можно, используя соответствующие инте-
гралы, выделить управляемые подсистемы.

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ 
СТАБИЛИЗИРУЮЩЕГО УПРАВЛЕНИЯ
Одна из основных идей предлагаемого метода

состоит в использовании стационарной системы
для выбора стабилизирующего управления. Это
хорошо разработанный и алгоритмизированный,
устойчивый в работе, способ удобный для приме-
нения. Алгоритм строится на основе стационар-
ной системы (13)–(16). Задача стабилизации ста-
ционарной управляемой системы (13)–16) состоит
в том, чтобы построить управление, обеспечиваю-
щее стремление к нулю компонент вектора состо-
яния системы при 

Как было отмечено система (13)–16) состоит
из двух независимых подсистем: (13), (14) (деся-
того порядка) с управлением  и (15), (16) (вось-
мого порядка) с управлением  Далее будем по-
лагать    

Стабилизирующее управление строится для
каждой подсистемы независимо в виде обратной
связи по состоянию, а матрица коэффициентов
управления выбирается из условия минимума
квадратичных функционалов

(17)

Здесь     – неот-

рицательно определенные,   – положи-

тельно определенные постоянные матрицы.
Оптимальное управление имеет вид [50]
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Матрицами  обозначены матрицы  с ис-
ключенными вторыми столбцами.

Матрицы   являются положительно
определенными решениями соответствующих
матричных алгебраических уравнений Риккати

Синтезированные управляющие воздействия
 и  являются функциями переменных

 и  стационарной системы (13)–(16)
более высокого порядка, чем исходная нестацио-
нарная система (6), (7). Для введения этих управ-
лений непосредственно в исходную систему следу-
ет выразить векторы  и  через векторы
состояния  и  дополненные вспомогатель-

ными векторами  и  которые введем, учи-

тывая формулы (12)

(19)

Уравнения для вспомогательных векторов
 имеют вид

(20)

(21)

(22)

(23)

− −

× ×

× ×
× ×

= Γ = Γ
   
   = =
   
   

� �

� �

� �

� �

(1) 1 (1) (2) 1 (2)
1 1 2 2

(1) (2)

(8 2) (4 2)
1 2(4) (3)(10 2) (8 2)

(2 2) (4 2)

, ,

, .

z zK B P K B P

B B
B B

B B

�

( )iB ( )iB

×

(1)

(10 10)
,P

×

(2)

(8 8)
P

−+ − Γ + = =
= =

� � � �

� �

( ) T ( ) ( ) ( ) 1 T ( ) ( )

(1) (4) (2) (3)
1 2

0, ( 1,2),

diag( , ), diag( , ).

j j j j j j
j j j jP G G P P B B P Q j

G G G G G G

(τ)V (τ)U
(1)(τ)Z (2)(τ)Z

(1)(τ)Z (2)(τ)Z

×
ξ(1)

(4 1) ×
ξ(2)

(2 1)
,

×
ξ (1)

(6 1)
'

×
ξ (2)

(6 1)
' ,

× ×

× × ×
× ×

× × ×

×

×

   ζ ζ
   ξ = ξ = ζ =
   ζ ζ
      

ζ = ζ = ζ =

− τ τ =  − τ τ 

= − τ

(1) (2)

(4 1) (4 1)(1) (2) (1) T (1)
3(4) (3)(6 1) (6 1) (4 1)

(2 1) (2 1)
(2) (3) (3) T (2) (4) (4)

4
(4 1) (2 1) (2 1)

2 2 2 2T
3

(4 8) 2 2 2 2
T

4
(2 4)

' ', , ,

, , ;

s c
,

s c

s

F z

z F z z

E E O O
F

O O E E

F [ ]τ2 2c .E E

× × × ×
ζ ζ ζ ζ(1) (2) (3) (4)

(4 1) (4 1) (4 1) (2 1)
, , ,

ζ = ζ +� �

(1) (1) (1) (1) ;dA B V

ζ = ζ +�

(2) (1) (2) (2) ;dA B U

ζ = ζ +�

(3) (2) (3) (3) ;dA B U

ζ = ζ +� �

(4) (2) (4) (4) .dA B V
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Здесь

Векторы состояния  содержащие векто-
ры исходной нестационарной системы и вспо-

могательные векторы  связаны с векто-
рами  стационарной системы следующи-
ми преобразованиями

Исходная система (6), (7) при  
имеет вид

(24)

(25)

   
   
   = =
   
   − −   

   = =   − −   

� �

�

�

�

(1) (2)
0 0

2 4

2 5

(3) (4)
0 0

2 2 1

0 0 0 0
0 0 0 0

μ , μ ,
0 cτ 0 β
cτ 0 β 0
0 0 0 0

μ , μ .
2β cτ β sτ 0

d d

d d

B B
b

b

B B
b

ξ ξ� �

(1) (2), ,

ξ ξ� �

(1) (2)' ', ,
(1) (2),Z Z

××

 ξ
 

 ξ  ζ 
    ξ ζ    ξ = τ ξ = = =    ξ ξ    
   ζξ     

 ζ 

�

�

�

� �

�
�

�

'

(1)

(1) (1) (1)

'(1) (4) (2)

(2) (2) (3)(18 1)(18 1)

(2) (4)(2)

(3)

( ) , , ;

z

z
T Z Z

z

z

× ××

× × ××

× × ×

× ××

× × ×

× × ××

 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 

T
1 44 4 4 24 8
T

3 4 4 4 4 4 24 8

22 8 2 4 2 4
T

2 22 8 2 42 4

44 8 4 4 4 2
T

42 8 2 4 2 22 4

(τ) ,

F O E O

F O O O

O O O E
T

O F O E

O O E O

O F O O

× × ×
× ×

× × ××
× ×

× ××

××

× × ×

   
    
    = = =
    

     
   

= =

T
1

4(4 8) (4 4) (4 2)11 12
(10 8) (10 10) T

11 3 12 (4 4) (4 4) (4 2)(4 8)21 11
(8 8) (8 10)

2(2 4) (2 4)(2 8)

T
2 2(2 4)(2 4)

21 22 4(8 8) (4 4) (4 2)

(τ) , , ,

,

F O E OT T
T T F T O O O

T T
O O EO

F O E

T O T O E O

F
× ××

 
 
 
 
 
  

T
4 (2 4) (2 2)(2 4)

.

O O

=2 0,u =v2 0

ξ = ξ + +
v

� � �

(1) (1) (1) (1) (1) ,uA B U B V

ξ = ξ + +
v

� � �

(2) (2) (2) (2) (2) ,uA B U B V

Тогда нестационарную систему для моделиро-
вания составляют системы (24), (20), (23) и (25),
(21), (24)

(26)

Здесь

Управления (18), построенные для стацио-
нарной системы (13)–(16), можно вводить в си-
стему (26) в виде

(27)

Замкнутая управлением система имеет вид

(28)

Решения  системы (28), содержащие ком-
поненты исходного вектора  стремятся к ну-
лю при  в силу выбора матрицы  так как
они связаны с асимптотически стремящимися к
нулю компонентами вектора  ограниченным
преобразованием T.

МОДЕЛИРОВАНИЕ

Моделирование проводилось при помощи стан-
дартного пакета Matlab 7.1. Коэффициенты управ-
ления выбирались при помощи стандартной про-
граммы LQR для стационарных систем (13), (14) де-
сятого порядка и (15), (16) восьмого порядка.
Матрицы в функционале (17) имеют вид

   
   
   = =

β   
   β −   

   = =   −   

v

v

� �

�

� �

�

(1) (1)
0 0

4 2

5 2

(2) (2)
0 0

2 2 1

0 0 0 0
0 0 0 0

μ , μ ,
0 0 sτ

0 sτ 0
0 0 0 0

μ , μ .
2β sτ β cτ 0

u

u

B B
b

b

B B
b

ξ ξ ξ ξ
 ξ = ξ + τ =  
 

�

� �� � ( ) , .
U

A B U U
V

× ×× ×

× ×× ×

=
   
   
    = = =    

     
   
   

v v

�

� � � �

(1) (1) (2) (2) (1) (2)
ξ

(1) (1) (2) (2)

ξ1 (1) (2)
ξ ξ1 ξ2(4 2) (4 2)(4 2) (4 2)ξ2

(4) (3)

(2 2) (2 2)(2 2) (2 2)

diag( , , , , );

, , .
u u

d d

d d

A A A A A A A

B B B B
B

B B O B B B O
B

O B B O

×−

×

 
 = − =
 
 

�
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(10 8)1
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(8 10)

(τ)ξ, .
z

Z Z
z
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U K T K

O K

( )−
ξ ξξ = − τ τ ξ�

� �� �

1( ) ( ) .ZA B K T

ξ τ�( )
ξ τ( ),

→ ∞τ ,ZK

Z

 Γ = = δ 
 

 Γ = = δ 
 

1
1 1 1 4 4 3 2

3

1
2 2 1 2 3 2 2 2

3

γ 0
, diag( , ,δ );

0 γ
γ 0

, diag( ,δ , , ).
0 γ
u

u u
u

Q E O E

Q E E O O

v
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Здесь  – задаваемые
параметры.

Радиус орбиты  Величина заряда

 [28].
Параметр, определяющий величину собственно-

го магнитного момента   ·

 
Значения параметров функционалов (17)

Начальные условия по углам: 
  по скоростям: 

  По дополнительным пере-

δ δ δ δ
v v1 3 ν1 ν3 1 3 1 3γ ,γ ,γ ,γ , , , ,u u u u

= 7000 км.R
−= ⋅ 35.0 10 Клq

= E
0

μμ ,
μ

=Eμ 7.812

− −⋅ ⋅ ⋅ ⋅6 3 2 110 км кг с А , −= ⋅ 5 3 2μ 3.986 10 км с .

γ = γ = δ = δ =
γ = γ = δ = δ =
v v v v

1 3 1 3

1 3 1 3

0.01, 0.001; 0.01;
0.001, 0.1; 0.01.

u u u u

=1θ (0) 0.1,
=2θ (0) 0.15, =3θ (0) 0.2; =�

1θ (0) 0.15,
=�

2θ (0) 0.1, =�

3θ (0) 0.1.

менным начальные условия принимались нуле-
выми.

На рис. 1 представлено поведение переменных
 и их производных  в зависимости

от безразмерного времени  для спутника с тензо-
ром инерции  [32].
Угол наклона плоскости орбиты 

Процесс стабилизации практическим завер-
шился к моменту времени 

На рис. 2 представлено поведение компонент
управлений  в сравнении с гра-
витационным моментом 

Если моменты инерции спутника не являются
близкими к “критическим” (не удовлетворяют
условиям неуправляемости стационарной систе-

1 2 3θ ,θ ,θ � � �

1 2 3θ ,θ ,θ
τ

= ⋅ 2[115.0,120.0,135.0] кг мJ
= °60 .I

= ≈τ 20 4.5 ч.

=v(τ), (τ) ( 1,3)j ju j
(τ).gM

Рис. 1. (a)  (б) 

(a)

0.2

0.1

0

0.1
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�3(�)

�1(�)
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�
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0.2

0.1

0

20151050 �

0.1

0.2
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0.4

0.5

�3(�)
.

�1(�)
.

�2(�)
.

�(�)
.

θ τ( ),i θ τ� ( ).i

Рис. 2. (a)  (б) 

(a)

0
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u(τ)

u1(τ)

u3(τ)

Mg(τ)

τ

3

2

4

1

(б)

–4

20151050
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v1(τ)

v3(τ)

Mg(τ)

τ

0

1

–3

–1
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τ τ( ), ( ),gu M τ τv( ), ( ).gM
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Рис. 3. (a)  (б) 

(a)
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.
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302520 35
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Рис. 4. (a)  (б) 
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.
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.

302520 35
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мы), то их изменение на 10–15% не приводит к
изменению характера кривых.

Чувствительность алгоритма к изменению
тензора инерции проявляется только в окрестно-
сти условий неуправляемости.

Было проведено моделирование алгоритмов
“вблизи” выполнения условий неуправляемости

 и  
На рис. 3, 4 продемонстрировано, как влияет

близость моментов инерции к соотношениям,
удовлетворяющим условиям неуправляемости
стационарной системы.

На рис. 3 показано поведение переменных
 и их производных  в зависимости

от времени для спутника с тензором инерции
 (тензор инерции от-

личается от шарового на ~5%).

= =1 2 3;J J J =1 3,J J =2 32 .J J

1 2 3θ ,θ ,θ � � �

1 2 3θ ,θ ,θ

= ⋅ 2
1 [210.0,190.0,210.0] кг мJ

Процесс стабилизации требует большего вре-
мени по сравнению с кривыми, представленны-
ми на рис. 1.

Если тензор инерции отличается от шарового
на ~10%  поведение
переменных   показано на рис. 4.

Как проявляется чувствительность алгоритма
в окрестности условий неуправляемости для ма-
лого спутника продемонстрировано на рис. 5.

Процесс стабилизации переменных вектора
состояния в том случае, когда моменты инерции
спутника  (тензор
инерции почти удовлетворяют второму условию
неуправляемости стационарной системы 

) представлен на рис. 6.

= ⋅ 2
1 [220.0,180.0,230.0] кг м ,J

1 2 3θ ,θ ,θ , � � �

1 2 3θ ,θ ,θ

= ⋅ 2
1 [220.0,420.0,220.0] кг мJ

=1 3,J J
=2 32J J
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Рис. 5.   (a)  (б)  (в) 
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Рис. 6. (a)  (б) 

(a)

151050

�(�)

�3(�)

�1(�)

�2(�)

�

0.3

0.2

0.1

302520 35

0

–0.3

–0.2

–0.1

(б)

0.15

0.10

151050 �

0.05

0

0.15

�1(�)
.

�3(�)
.

�2(�)
.

�(�)
.

302520 35

–0.05

–0.10

θ τ( ),i θ τ� ( ).i

Характер кривых, отображающих процесс ста-
билизации на рис. 6, отличается от варианта,
представленного на рис. 3.

Для сравнения процесса стабилизации пере-
менных  в тех случаях, когда интегрировалась
линейная система и когда в исходной системе
учитывались нелинейные члены (см. Приложе-
ние (П-1)), было проведено моделирование при
движении по орбите, близкой к полярной

 спутника [51] с моментами инерции
 Результаты моделиро-

вания на рис. 7.

На рис. 8 представлено поведение переменных
 в процессе стабилизации линейной и нели-

нейной (см. Приложение (П-II)) систем при дви-
жении по экватору ( ) для спутника [32] с
моментами инерции 

Времена установления процессов стабилиза-
ции в линейной и нелинейной системах пример-

θ (τ)i

= °87.0I
= ⋅ 2[27.0,17.0,25.0] кг м .J

θ (τ)i

= °0.0I
= ⋅ 2[110.0,130.0,155.0] кг м .J

но одинаковые, но величина перерегулирования
в нелинейной системе немного больше.

Моделирование показало, что управления, по-
строенные для линейных систем, применимы для
нелинейных, если начальные условия по углам не
превышают  
а по скоростям не превышают  =

На рис. 9 приведено сравнение процессов ста-
билизации в тех случаях, когда применяется ги-
бридное управление (управление при помощи
моментов магнитных катушек и моментов сил
Лоренца) и когда используется лишь управление
от моментов магнитных катушек. Тензор инер-
ции спутника  [7]. Орбита,
близкая к полярной.

Алгоритм стабилизации при использовании
только собственных моментов, очевидно, резуль-
татов не дает, т.к. как показано в [16], соответ-

= =1 2θ (0) θ (0) 0.3 рад; =3θ (0) 0.5 рад;
=� �

1 2θ (0) θ (0)
= = τ�

3θ (0) 0.2 рад .

= ⋅ 2[3.6,5.8,2.5] кг мJ
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Рис. 7.   (a) линейная система, (б) нелинейная система.
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ствующая стационарная система в этом случае
неуправляема.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Показано, что если для стабилизации ориента-

ции спутника используются одновременно мо-
менты сил Лоренца и собственные моменты, со-
здаваемые, находящимися на спутнике магнитны-
ми катушками, линеаризованная в окрестности
положения относительного равновесия система
уравнений движения относится к специальному
классу линейных нестационарных систем, допус-
кающих приведение к стационарным системам.

Система приведена к стационарной системе
большей размерности, чем исходная система. На
основе полученной стационарной системы ис-
следована управляемость и построены работо-
способные алгоритмы стабилизации.

Проведено обстоятельное моделирование,
подтверждающее эффективность предложенной
методики, в том числе при учете нелинейности
исходных нестационарных систем на экваторе и
вблизи полярных орбит. Показано, что алгорит-
мы чувствительны к малым изменениям тензоров
инерции только вблизи условий неуправляемо-
сти стационарной системы. Моделирование под-
твердило бóльшую эффективность предлагаемых
алгоритмов при использовании гибридного спо-
соба управления – управления при помощи маг-
нитных катушек и управления за счет электро-
магнитного влияния сил Лоренца по сравнению с
вариантом использования для управления только
магнитных катушек.

ПРИЛОЖЕНИЕ

При движении по полярной орбите 
уравнения (5) с учетом нелинейных членов име-
ют вид
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Уравнения движения спутника (5) при движе-
нии по экватору с учетом членов второго прибли-
жения имеют вид

(П-II)
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время штатное функционирова-

ние спутниковых систем различного назначения
обеспечивается путем привлечения развитой на-
земной инфраструктуры. При этом значительная
часть ее располагаемых ресурсов используется
для формирования так называемого эфемеридно-
временного обеспечения, в том числе для загруз-
ки получаемых на земле данных на борт космиче-
ских аппаратов в условиях принудительного сов-
мещения двух систем координат – Земной свя-
занной системой координат (ITRF), в которой
привязаны координаты соответствующих назем-
ных систем, включая комплексы управления, изме-
рительные пункты и прочие объекты инфраструк-
туры, и Небесной системы координат (GCRS), в
которой определяется движение космических ап-
паратов и формируются их траектории с учетом
возмущающих воздействий. Вследствие измене-
ния ориентации плоскостей экватора и эклипти-
ки Земли и ее вращения Земная система коорди-
нат разворачивается относительно Небесной. Это

движение представляет собой сложный процесс,
состоящий из нутации и прецессии Земной оси
вращения, суточного вращения Земли с неравно-
мерной угловой скоростью и смещения полюса
Земли относительно его некоторого промежуточ-
ного положения. На текущий момент все пере-
численные процессы строго контролируются це-
лым рядом международных служб, в том числе
Международным астрономическим союзом (IAU)
и Международной службой вращения Земли
(МСВЗ, IERS), привлекающих для этого значи-
тельные ресурсы, необходимые для эксплуатации
специального комплекса наземных средств (на-
пример, системы земных Радиоинтерферометров
со сверхдлинной базой) слежения за небесными
телами и звездами. На основе их использования
МСВЗ регулярно выпускает серии бюллетеней с
данными о текущем и прогнозируемом смещении
полюса Земли xp, yp и значением неравномерно-
сти ее суточного вращения ΔUT. Потребителями
этих данных являются космические агентства и
центры управления полетами, которые либо ис-

УДК 629.7
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пользуют их в своих нуждах при вычислении вы-
сокоточных эфемерид спутниковых группировок,
либо вынуждены формировать альтернативную
громоздкую инфраструктуру, которая позволит
осуществлять аналогичные астрометрические из-
мерения с последующей их обработкой и вычис-
лением ПВЗ.

Таким образом, реализация возможности ав-
тономного уточнения в режиме реального време-
ни эволюционирующих геодинамических пара-
метров Земли на борту космических аппаратов
применительно к эксплуатируемым в настоящее
время спутниковым системам представляется
перспективным направлением совершенствова-
ния потребительских характеристик таких систем
с точки зрения повышения автономности их
функционирования и снижения затрат на экс-
плуатацию. При этом критическим моментом в
этой проблеме является создание информацион-
ной технологии, обеспечивающей возможность
уточнения на борту КА изменений параметров
вращения Земли (ПВЗ), то есть xp, yp и ΔUT в силу
неопределенности эволюции именно этих пара-
метров в сравнении с параметрами прецессии и
нутации. Авторами данной статьи в сотрудниче-
стве со специалистами АО “Информационные
спутниковые системы академика М.Ф. Решетне-
ва” предложена концепция подобной информа-
ционной технологии, включающая следующие
положения [1]: решение задачи уточнения ПВЗ
путем обработки методом наименьших квадратов
(МНК) на борту КА накапливаемых измерений
дальностей между КА и специальными наземны-
ми станциями, положение которых известно с
геодезической точностью; формирование в рам-
ках процедуры использования МНК алгоритмов
обработки измерений дальности между КА и
станциями на основе аналитических выражений
в виде частных производных упомянутых дально-
стей по компонентам вектора ПВЗ; имитацион-
ное моделирование процесса уточнения компо-
нент вектора ПВЗ с целью анализа ошибок оценок
смещения полюса и неравномерности вращения
Земли, полученных в результате обработки измере-
ний дальностей между КА и специальными назем-
ными станциями.

Приведенные в [1] результаты реализации
описанной концепции подтвердили потенциаль-
ную возможность уточнения ПВЗ на борту КА.
В частности, было показано, что предложенный
в [1] алгоритм позволяет поддерживать стабиль-
ный процесс формирования оценок, эволюциони-
рующих в реальном времени ПВЗ с ошибками не
более 10 mas (угловая миллисекунда) по каждому
из параметров (при уровне 2 среднеквадратиче-
ских отклонений (СКО)). При этом в эксперимен-
тах на каждом мерном интервале обрабатывалось
по 2000 измерений, к которым добавлялись слу-

чайные ошибки. Количество рассматриваемых
при моделировании КА – 20, станций – 6.

Необходимым условием успешной реализа-
ций данной технологии на борту КА является оп-
тимизация on-line экспериментов, включающих
процедуры накопления и обработки измерений в
интересах достижения максимальной точности и
достоверности формируемых оценок ПВЗ. В рам-
ках решения соответствующей задачи оптимиза-
ции эксперимента предполагается использовать
комплексный критерий, максимизация которого
с учетом существующих технических ограниче-
ний определяет цель отработки потенциально
возможных циклограмм функционирования бор-
товых алгоритмов КА при уточнении ПВЗ на их
борту. В свою очередь, необходимым условием
формализации упомянутого критерия и решени-
ем с его использованием подобной задачи опти-
мизации является предварительный анализ зави-
симости точности оценок ПВЗ, получаемых на
основе предлагаемой технологии, от влияния сле-
дующих неконтролируемых факторов различной
физической природы: погрешностей, возникаю-
щих при проведении измерений между КА и на-
земными станциями, ошибок эфемерид КА,
ограничений на условия проведения измерений,
включая ограничения, накладываемые техниче-
скими возможностями канала обмена информа-
цией между КА и станциями, условий доступно-
сти КА для проведения сеансов, непрогнозируе-
мой эволюции ПВЗ, вариантов используемой в
рамках МНК модели уточняемых компонент век-
тора ПВЗ, вариантов организации сеансов связи
КА с наземными станциями.

Таким образом, настоящая статья имеет своей
целью создание необходимых условий для реше-
ния задачи оптимизации эксперимента по авто-
номному уточнению ПВЗ в интересах достиже-
ния наивысшей точности и требуемого уровня
достоверности оценок компонент вектора ПВЗ
применительно к существующим возможностям
использования бортовых средств и свободных ре-
сурсов в рамках современных циклограмм функ-
ционирования навигационных КА.

1. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ В ПРОЦЕССЕ АНАЛИЗА 
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ЗНАЧИМЫХ 

НЕКОНТРОЛИРУЕМЫХ ФАКТОРОВ

В настоящем разделе описаны используемые
модели перечисленных выше факторов, оказыва-
ющих существенное влияние на результаты про-
цесса уточнения ПВЗ на борту КА.

Погрешности, возникающие при проведении
измерений дальностей между КА и наземными
станциями, обусловлены влиянием ряда физи-
ческих факторов, таких, как задержка сигнала в
аппаратуре, задержка сигнала при его распро-
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странении, в том числе в ионосфере и тропосфе-
ре, сдвиг бортовых часов приемника сигналов и
передатчика относительно системного времени,
случайные ошибки (шумы) и т.д. Более подроб-
но все факторы ошибок описаны в [2, 3], а мо-
дель измерения дальности между КА и станцией
приведена в [4]. В самом общем случае обсужда-
емая модель включает набор аддитивных слу-
чайных ошибок, статистические характеристи-
ки которых известны. Поскольку часть состав-
ляющих подобной модели ошибок измерений
вариабельна в зависимости от условий их прове-
дения, а другая часть относительно стабильна,
было решено представить эту модель в упрощен-
ном виде , где  –
случайная составляющая ошибки измерения,
для которой известно максимальное значение
при уровне доверительной вероятности 0.95,

 – систематическая составляющая погреш-
ности измерения, т.е. случайная величина, име-
ющая “дрейф”, скорость которого описывается
случайной величиной с известной дисперсией
при уровне доверительной вероятности 0.95,  –
фактическая измеренная дальность [1].

Использование подобной модели позволяет
варьировать при проведении экспериментов уро-
вень значений ошибок измерений в интересах
анализа их влияния на точность получаемых оце-
нок ПВЗ вплоть до максимального, т.е. в рамках
так называемого гарантирующего подхода.

Ошибки эфемерид КА интерпретируются в рам-
ках данной статьи как случайные процессы с ха-
рактеристиками, варьируемыми в зависимости от
уровня детализации модели движения КА в поле
действия возмущающих сил с учетом широкого
спектра неконтролируемых факторов [5, 6], та-
ких, как аномалии гравитационного потенциала
Земли, притяжение третьих тел, давление солнеч-
ного света и альбедо и т.д. Известно, что в процес-
се эксплуатации КА возникают ошибки так назы-
ваемых опорных (рассчитываемых на борту) эфе-
мерид (координат и компонент вектора скорости),
статистические характеристики которых извест-
ны лишь приблизительно. Накопленный опыт в
этой области на примере исследований расходи-
мости эфемерид ГЛОНАСС [7–9] показывает, в
частности, что для КА подобного типа на средних
орбитах эволюция ошибок эфемерид может быть
описана случайными процессами с заданными
статистическими характеристиками. При этом
эволюцию погрешностей эфемерид КА удобнее
всего представлять в орбитальных осях: радиаль-
ном, трансверсальном и бинормальном направ-
лениях:

ρ = ρ + Δρ + Δρmeas Sys Stoh ΔρStoh

ΔρSys

ρ

где a0, a1, a2, b0, b1 – коэффициенты квадратично-
го тренда, ω и ϕ – гармонические коэффициенты,
T – время в днях. Эволюция ошибок в орбиталь-
ных осях соответствует зависимостям, представ-
ленным на рис. 1.

Ограничения на проведение сеансов измерений
обусловлены конкретными инфраструктурными и
техническими особенностями эксплуатации спут-
никовых систем, связанными с необходимостью
размещения соответствующих аппаратных и про-
граммных средств как на борту КА, так и на Зем-
ле, а также существованием соответствующих
циклограмм эксплуатации обсуждаемых алгорит-
мов. Таким образом, исследование влияния дан-
ного фактора на результаты уточнения ПВЗ пред-
полагает анализ характеристик точности оценок
ПВЗ в условиях вариабельности частоты проведе-
ния измерений, общего количества измерений на
интервале, допустимой частоты повторения сеан-
сов измерений, длительности сеансов, количества
участвующих КА, количества используемых стан-
ций, факта допустимости обмена данными между
КА и пропускной способности этого канала.

Непрогнозируемая эволюция смещения полюсов
и, главным образом, неравномерности вращения
Земли ΔUT вызвана физической природой их из-
менения, которая не до конца изучена [4, 10, 11].
Как следствие, изменение реальных значений
ПВЗ может резко отличаться от предполагаемых
ранее их значений, полученных путем прогноза
эволюции ПВЗ с помощью краткосрочного ли-
нейного или долгосрочного полиномиального
трендов. Для учета данного фактора в экспери-
менте недостаточно использовать модель, осно-
ванную только на загрузке апостериорных дан-
ных эволюции ПВЗ, доступных для прошедших
интервалов времени (речь о применении в экспе-
риментах бюллетеней C04 [12] для моделирова-
ния реальных значений ПВЗ). Причиной этому
является тот факт, что в будущем не гарантирова-
но аналогичного характера эволюции ПВЗ, в от-
личие от относительно стабильной упомянутой
выше модели расходимости ошибок эфемерид КА,
тренд которой в целом неизменен.

Альтернативным подходом к формированию
модели эволюции ПВЗ было бы использование
гистограммы суточной эволюции ПВЗ на дли-
тельном отрезке времени, что, в конечном счете,
приводит к вероятностному и гарантирующему
подходам при моделировании эволюции ПВЗ в
экспериментах на будущих периодах (см. рис. 2).

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

Δ = + ⋅ + ⋅ ⋅ ω ⋅ + ϕ

Δ = + ⋅ + ⋅ ⋅ ω ⋅ + ϕ

Δ = + ⋅ + ⋅ +
+ + ⋅ ⋅ ω ⋅ + ϕ

2
1 2

2
1 2

2
1 2
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При этом изменения ПВЗ реализуются в форме
аддитивных добавок к текущим их суточным зна-
чениям.

В рамках данной статьи для анализа влияния
непрогнозируемой эволюции ПВЗ развиваемая
авторами технология анализируется с использо-
ванием как вероятностного, так и гарантирующе-
го подходов.

Вид уточняемой на борту модели ПВЗ представ-
лен несколькими вариантами, отличающимися
степенью полинома, описывающего их эволю-
цию. Самый простой способ – уточнение ПВЗ
как констант, имеет недостаток, связанный с ухо-
дом фактических значений оцениваемых пара-
метров в течение процесса накопления измере-
ний. Представление ПВЗ в виде линейных трен-

Рис. 1. Эволюция ошибок эфемерид КА.
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Рис. 2. Гистограмма суточных изменений ΔUT за 10 лет эволюции.
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дов осложнено последующей их оценкой в связи
с наличием шумов измерений в условиях оцени-
вания величин разных порядков (постоянной ча-
сти ПВЗ и суточной производной их изменения).
Представление ПВЗ в виде полиномов 2-ой сте-
пени усложняет процесс оценивания в силу нали-
чия большого числа компонент вектора состоя-
ния, для оценки которых необходимо получение
соответствующих условий наблюдаемости [13].
Иными словами, представляется необходимым
использовать для анализа все перечисленные вы-
ше варианты модели уточняемых ПВЗ.

2. ОСОБЕННОСТИ ПРОГРАММНОГО 
ОБЕСПЕЧЕНИЯ ДЛЯ ПРОВЕДЕНИЯ 

ИССЛЕДОВАНИЯ

Для исследования влияния перечисленных
факторов на процесс уточнения ПВЗ авторами
было доработано программное обеспечение [1, 14],
которое, в конечном итоге, включало компоненты,
обеспечивающие моделирование:

ретроспективной реальной траектории КА на
основе доступных высокоточных эфемерид [15,
http://www.glonass-svoevp.ru/index.php?option=com_
content&view=article&id=55&Itemid=259&lang=ru];

прогнозируемых траекторий движения КА с
использованием специализированного про-
граммного блока [6];

ретроспективной эволюции ПВЗ на основе ре-
альных данных из бюллетеней C04;

будущей эволюции ПВЗ на основе трендов с
добавлением максимального уровня изменения и
учетом статистики (рис. 2);

вращения Земли с учетом прецессии и нута-
ции земного экватора на основе использования
соотношений, рекомендованных IERS [10];

погрешностей проведений измерений и по-
грешностей прогнозирования эфемерид КА на
борту согласно описанным выше моделям.

Кроме того, упомянутое ПО включило блоки,
необходимые для проведения обработки измере-
ний с использованием МНК в соответствии с
описанными в [1] соотношениями алгоритмов
on-line уточнения ПВЗ, включая аналитические
частные производные измерений дальностей по
ПВЗ, а также блоки, обеспечивающие контроль
результатов выполнения этих процедур на пред-
мет расходимости получаемых оценок.

3. ПРОВЕДЕНИЕ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В качестве исходных данных для эксперимен-
тов рассматривались:

интервал даты времени по шкале UTC с 2009
по 2019 г.;

количество КА в группировке от 1 до 20 (орби-
ты круговые, с наклонением 64.8 град и высотой
~19 400 км);

количество станций от 1 до 6 в произвольно
выбранных точках, в том числе на территории РФ.

Общая функциональная схема проводимых
экспериментов приведена на рис. 3.

На рис. 3 показано, что основным является
блок управления сеансами накопления измере-
ний КА-станция, который также производит
прогнозирование сеансов, управление алгорит-
мами обработки измерений, в том числе составом

Рис. 3. Функциональная схема моделирования с использованием программного обеспечения.
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вектора состояния, размером выборки и интерва-
лом накопления.

4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Влияние особенностей проведения
сеансов измерений

Результаты исследования влияния условий
проведения экспериментов по накоплению и об-
работке измерений дальностей между КА и на-
земными станциями на конечную точность полу-
чаемых оценок приведены на рис. 4–7. Конкрет-
но, на рис. 4 и 5 приведено несколько кривых,
соответствующих использованию в эксперимен-
тах разного числа КА – одного, трех и шести. Зави-
симости показывают получаемые ошибки оценок
ПВЗ, выраженные в mas, при уровне доверительной
вероятности 0.95 и различном количестве обраба-
тываемых измерений.

На основе результатов экспериментов, приве-
денных на рис. 4, 5, можно сделать следующие
выводы. Точность результатов обработки зависит
от количества измерений нелинейно, что связано
с фактом влияния эволюции ПВЗ на методиче-
скую ошибку оценки ПВЗ их в МНК как кон-
стант, и в дальнейшем приводит к росту ошибок
оценок. Иными словами, увеличение числа КА,
которое позволяет кратко повысить точность

оценок (см. рис. выше), приводит лишь к ускоре-
нию накопления выборки измерений нужного
размера, так как, в конечном счете, количество
обработанных в единицу времени (интервал –
сутки) измерений при прочих равных условиях
определяет точность оценок.

Таким образом, представленные зависимости
и результаты их анализа позволяют определить
необходимое количество измерений, подлежащее
обработке в течение суток, исходя из требований
к точности получаемых оценок ПВЗ и количестве
располагаемых для проведения сеансов КА.

Влияние ошибок измерений. При прочих рав-
ных условиях величина среднеквадратического
отклонения (СКО) случайных ошибок измере-
ний в первом приближении линейно влияет на
СКО ошибок оценок ПВЗ (см. рис. 6).

На рис. 6 приведены зависимости, характери-
зующие СКО ошибок оценок ПВЗ, где xp, yp –
обозначения ошибок оценок смещения полюса, а
ΔUT – ошибка оценки неравномерности враще-
ния Земли. Индексы 1 и 2 в обозначениях пред-
ставленных зависимостей указывают на количе-
ство накапливаемых в эксперименте измерений
для обработки МНК на одном мерном интервале,
1 – соответствует варианту использования 1000 из-
мерений, 2 – соответственно 2000. Наибольший
эффект увеличения количества измерений до 2000
достигается в отношении погрешностей определе-

Рис. 4. Ошибка оценки xp (mas) по уровню вероятности 0.95 в зависимости от количества КА и числа накапливаемых
измерений.
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ния полюса в силу относительной стабильности
эволюции xp, yp, тогда как неравномерность вра-
щения земли оценивается хуже даже при боль-
шем количестве измерений в силу объективно су-
ществующей неопределенности ее эволюции.

Наличие неуточняемых систематических оши-
бок измерений, приводящих к “дрейфу” система-
тических ошибок, ведет, как и следовало ожидать, к
расходимости МНК. При включении данных по-
грешностей в качестве согласующих параметров в

Рис. 5. Ошибка оценки ΔUT (15 · ms) по уровню вероятности 0.95 в зависимости от количества КА и числа накаплива-
емых измерений.
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Рис. 6. СКО ошибок оценок ПВЗ (xp, yp – mas, ΔUT – ms) в зависимости от СКО случайных ошибок измерений.
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состав оцениваемых компонент вектора состоя-
ния наряду с ПВЗ, МНК работает устойчиво.

Оценка параметров тренда эволюции ПВЗ
 Попытка оценить коэффициенты линейного

или квадратичного полиномов, описывающих
эволюцию ПВЗ, показала, что решение этой зада-
чи требует большего числа измерений. В частно-
сти, для оценки коэффициента линейного тренда,
описывающего временную зависимость изменения
ПВЗ, результат расчета зависимости получаемой
точности оценок от количества измерений выгля-
дит следующим образом (рис. 7).

На рис. 7 приведены зависимости, характери-
зующие ошибки оценок коэффициентов линейных
трендов, описывающих эволюцию ПВЗ, как функ-
ции числа обработанных измерений, а именно: на-
чальные значения и производные суточного из-
менения. Заметно, что для уточнения параметров
даже линейного полинома требуется на порядок
большее число измерений (не 500–1000, как было
показано выше, а более 5000), что может приве-
сти к сложности технической реализации такой
процедуры в силу ограничений на количество
станций, количество КА и зоны взаимной види-
мости. Использование для оценки ПВЗ коэффи-
циентов квадратичных зависимостей практиче-
ски не реализуемо, так как требует еще большего,
чем показанного на рис. 7, количества измере-
ний. Подобные интервалы накопления измере-
ний (до 10000) могут требовать нескольких суток
работы КА и станции в рамках одной циклограм-
мы уточнения, что влечет за собой потенциальное
расхождение модели эволюции любого из пара-
метров ПВЗ в отличную от используемого в алго-

ритмах обработки априорного предположения о
его тренде сторону. Таким образом, в первом
приближении целесообразно рассматривать при
оценке ПВЗ их значения как константы, а интер-
валы накопления измерений и частоту повторе-
ния сеансов подобрать предлагаемым в данной
статье образом. В таком случае погрешностью,
вызванной уходом ПВЗ за период “устаревания”
измерений, можно пренебречь.

Влияние ошибок эфемерид
Ошибки эфемерид КА в инерциальной СК

(координаты станций известны в Земной СК с
очень высокой точностью) оказывают наиболь-
шее влияние на сходимость МНК и точность
формируемых оценок ПВЗ. При этом, даже не-
значительный тренд роста ошибок (0.001 м в СКО
ошибок в сутки для составляющих координат
КА) при условии накопления 2000 измерений
приводит к получению неадекватных реальной
эволюции оценок ПВЗ. Компенсировать данный
фактор возможно путем включения составляю-
щих (главным образом радиальной) погрешно-
стей эфемерид КА в оцениваемый МНК вектор
состояния. При этом включать их в оцениваемый
вектор как константы можно лишь в условиях,
когда ошибки эфемерид постоянны, даже если их
значения велики (до 100 м). Если же наблюдается
динамика этих ошибок, и коэффициент тренда,
описывающего эту динамику, неизвестен, то, как
показало моделирование, в качестве оценивае-
мых компонентов вектора состояния и в число
соответствующих элементов матрицы частных
производных нужно включать для каждого КА не-
известные параметры тренда: начальное значение

Рис. 7. Ошибки оценки 0-вых компонент ПВЗ в mas и производных эволюции ПВЗ mas/сут.

16

6

4

2

0
5000

14

12

10

8

25 00020 00015 00010 000 30 000

xp
yp
ΔUT
xp'
yp'
ΔUT'

mas, mas/сут

Число измерений, шт.



416

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 59  № 5  2021

КРАСИЛЬЩИКОВ, КРУЖКОВ

и коэффициент роста. При этом алгоритм МНК
демонстрирует сходимость и формирует адек-
ватные оценки ПВЗ. Эксперименты подтверди-
ли, что максимально быстрое накопление изме-
рений на коротких интервалах способствуют су-
щественному (на порядок) улучшению точности
оценок ПВЗ.

В частности, если рост СКО ошибок эфемерид
составляет 1 см в сутки, имеют место следующие
характеристики точности оценок ПВЗ:

при наличии в МНК описанных выше проце-
дур адаптации к ошибкам эфемерид и накопле-
нии 1000 измерений ошибки оценок ПВЗ по
уровню вероятности 0.95 не превышают 15 mas;

в ситуации, когда принятый коэффициент роста
ожидаемого тренда ошибок эфемерид меньше их
реального значения (например, в 2 раза), ошибки
оценок ПВЗ возрастают до 36 и более mas;

при отсутствии механизма адаптации эле-
ментов матрицы ЧП по отношению к тренду
ошибок эфемерид не удается достичь устойчи-
вого решения МНК, обладающего сходимо-
стью; при этом ошибки оценок ПВЗ достигают
200 и более mas при уровне доверительной веро-
ятности 0.95, что неприемлемо для использова-
ния в прикладных целях.

В подобной ситуации выход состоит в привле-
чении межспутниковых измерений и их интегра-
ции в рамках процедур развиваемой информаци-
онной технологии. Так как на основе обработки
межспутниковых измерений возможно уточне-
ние эфемерид КА в инерциальном пространстве,
то такая интеграция измерений, в конечном ито-
ге, положительно скажется на точности получае-
мых оценок ПВЗ. Какие результаты это позволит
получить – будет понятно при проведении от-
дельного исследования, не являющегося предме-
том настоящей статьи.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В статье представлены результаты анализа

влияния широкого спектра неконтролируемых
факторов на точность оценок ПВЗ, формируемых
на борту КА на основе предлагаемой информаци-
онной технологии.

На основе имитационного моделирования про-
цесса уточнения ПВЗ показано следующее:

рост СКО случайных ошибок измерений при-
водит к пропорциональному росту ошибок оце-
нок ПВЗ; при этом коэффициент пропорцио-
нальности определяется количеством обрабаты-
ваемых измерений;

систематические ошибки измерений необхо-
димо включать в число компонент оцениваемо-
го вектора в качестве согласующих параметров с
целью исключения их влияния на точность оце-
нок ПВЗ;

наиболее целесообразной моделью динамики
ПВЗ с точки зрения критерия “точность/произ-
водительность алгоритма” является представле-
ние компонент этого вектора как констант;

организация on-line экспериментов должна
обеспечивать максимально быстрое накопление
числа измерений, гарантирующих получение
адекватных реальной динамике оценок ПВЗ;

для устранения негативного влияния ошибок
эфемерид необходимо использовать механизм
адаптации МНК к коэффициенту тренда ошибок
эфемерид.

Сформулированные выше выводы и рекомен-
дации являются основой для формирования ком-
плексного критерия и процедуры оптимизации
on-line эксперимента применительно к реализа-
ции перспективного бортового алгоритма КА ав-
тономного уточнения ПВЗ.
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В статье приведены результаты разработки и создания трехкомпонентного сейсмометра для изме-
рений на Марсе. В низкочастотной и квазистатической области спектра прибор также выполняет
функции наклономера и гравиметра. Приведено описание чувствительного элемента – одноосного
датчика. В прибор входят три таких датчика, оси чувствительности которых взаимно перпендику-
лярны. Пробная масса в каждом датчике удерживается с помощью механической и магнитной жест-
кости, а собственная частота осциллятора – около 5 Гц. Рассмотрены вопросы предельной чувстви-
тельности, определяемой собственными равновесными тепловыми флуктуациями. Приведены
способы решения технических проблем – доставки блока чувствительных элементов под защитным
кожухом на поверхность Марса, установки прибора по гравитационной вертикали и результаты эта-
лонирования методом наклонов, показавшие, что характеристики прибора близки к запланирован-
ным. Чувствительность по амплитуде колебаний основания прибора в окрестности 1 Гц, обуслов-
ленная шумами емкостного преобразователя малых перемещений пробной массы в электрический
сигнал, составила ~3 ⋅ 10–10 м.

DOI: 10.31857/S0023420621050083

ВВЕДЕНИЕ
Первые сейсмические наблюдения на Марсе

были проведены уже более 42 лет назад, в конце
70-х годов прошлого столетия.

Опыт земной и внеземной (лунной) сейсмоло-
гии позволяет рассчитывать, что и на Марсе сей-
смология окажется ведущим методом при изуче-
нии внутреннего строения планеты, внесет свой
вклад в решение как фундаментальных общепла-
нетарных, так и локальных проблем происхожде-
ния планет, закономерности их эволюции, харак-
тера тектонической активности, природы магне-
тизма, проблемы воды и пр.

На поверхности Марса планировалась работа
двух сейсмических станции – они и летели на
космических аппаратах Викинг, однако первый
сейсмометр, совершивший мягкую посадку на
равнине Хриса, не “распаковался” и не включил
питание. Зато второй – на равнине Утопия – рабо-
тал в течение 19 земных месяцев – с 4.IX.1976 по
3.IV.1978, когда истощились источники питания.

Сейсмологи надеялись оценить фон микро-
сейсм, зарегистрировать местные, а если повезет,
то и далекие марсотрясения (задача оказалась за-
труднительной, поскольку регистрация велась

лишь в одной точке), изучить особенности волно-
вой картины. Это позволило бы установить, на
что больше похож Марс – на Землю (где бывают
четкие вступления волн от границ разделов) или
на Луну (где сейсмограмма имеет большую дли-
тельность, а в интерференции трудно выделить
фазы, соответствующие отдельным границам).
Однако, в одной точке, за полтора года, при силь-
ном ветре выполнить эти задачи оказалось непро-
сто, результаты получены минимальные, но даже
они позволяют сделать далеко идущие выводы.

Сейсмические измерения на Марсе аппаратом
Викинг дали очень много несмотря на то, что по-
лучена только одна запись от 6.XI.1976, подобная
сейсмической. Получены оценки величин ветро-
вых нагрузок на аппарат, получены величины ха-
рактерных сейсмических шумов в редкие перио-
ды ветрового затишья. Амплитуды сейсмических
колебаний при этом составляли единицы микрон
в диапазоне частот 1–8 Гц.

Именно сейсмические исследования позволя-
ют получать информацию о глобальных характе-
ристиках планеты в отличие от многих других
приборов, данные с которых имеют локальный
характер. В этом смысле сейсмические исследо-

УДК 629.78
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вания являются чрезвычайно важными для изу-
чения Марса.

Очередным этапом в получении сейсмической
информации о Марсе явилась успешная реализа-
ция программы InSight миссии НАСА. 7.XII.2018
спускаемый аппарат сел на поверхность Марса в
нагорье Элизий, а 19.XII.2018 с помощью специ-
альной “руки” сейсмометр SEIS был установлен
на расстоянии 1.6 м от посадочного аппарата и
начались непрерывные измерения колебаний по-
верхности планеты.

Сейсмометр предоставлен Национальным
центром космических исследований при участии
Парижского института геофизики.

Резонансная частота сейсмометра – 4 Гц, зату-
хание – 0.6, частотный диапазон – (10–3–10)Гц.
Максимальный динамический диапазон – 176 дБ.
Чувствительность прибора по измеряемым уско-
рениям составляет 10–9 м/с2 (Гц)0.5, что соответ-
ствует смещениям основания ~3 ⋅ 10–8 см или
3 ангстрема. Частота опроса – 20 измерений/с.
Общая масса прибора – 30 кг [6, 9].

Запланированная продолжительность миссии
была 720 дней, НАСА продлило проведение экс-
перимента еще на 2 года, общий объем информа-
ции – 29 ГБ. Результаты сейсмических измере-
ний продолжают обрабатываться. Первые резуль-
таты обработки приведены в статьях [7, 8, 10, 11].
Сейсмологами отмечается 3 больших загадки
Марса, выявленных за 2 года наблюдений.

1. За это время отмечено более 500 марсотрясе-
ний. Удивляет прежде всего их скромная мощ-
ность – магнитуда не превышает величины 3.7.

2. Ветровая нагрузка не дает возможности вы-
делить полезный сигнал несмотря на то, что в от-
личие от измерений по программе Викинг, сей-
смометр установлен не на спускаемом аппарате, а
на поверхности Марса и защищен от ветра корпу-
сом прибора.

3. Удивляет отсутствие в записях поверхност-
ных волн, что может быть связано либо с тем, что
планета сейсмически спокойна, либо с тем, что
обилие трещин экранирует зонд от большинства
волн и до сейсмометра доходят только глубинные
толчки

Есть надежда, что свою лепту в объяснение
этих загадок внесет сейсмометр, о котором идет
речь в настоящей статье, входящий в состав науч-
ной аппаратуры проекта ЭкзоМарс.

СТЕПЕНЬ НОВИЗНЫ ЭКСПЕРИМЕНТА
Отличительной особенностью предлагаемого

прибора является то, что с его помощью можно
получать информацию также глобального харак-
тера из наблюдений в низкочастотной области
спектра (наклоны, вариации ускорения свобод-

ного падения) за приливными эффектами, де-
формационными процессами. Из них можно до-
быть данные об упругих свойствах планеты, вяз-
кости и т.д.

Главная задача – создать прибор, чувствитель-
ность которого была бы близка к предельной чув-
ствительности, определяемой собственными теп-
ловыми равновесными флуктуациями.

Однако опыт проекта Викинг и программы In-
Sight показал, что основным источником шумов
при сейсмических наблюдениях являются пере-
менные ветровые нагрузки, воздействующие на
аппарат и создающие инерционный фон, суще-
ственно превышающий собственные тепловые
шумы сейсмометра.

Идеальным вариантом установки прибора яв-
ляется его заглубление для исключения или, по
крайней мере, существенного уменьшения влия-
ния ветровых нагрузок.

Однако для выполнения заглубления прибора
требуется разработка и изготовление специаль-
ных устройств, что влечет за собой существенное
увеличение общей массы. Поэтому предлагается
установить прибор непосредственно на поверх-
ности Марса под специальным кожухом, защи-
щающим прибор от прямых воздействий ветро-
вых нагрузок. Необходимо отметить, что в соответ-
ствии с требованиями проекта ЭкзоМарс масса
прибора не должна превышать 1.7 кг в отличие от
сейсмометра проекта InSight с массой 30 кг.

ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ 
ПРОВЕДЕНИЯ ЭКСПЕРИМЕНТА

Любой гравиинерциальный прибор, к кото-
рым относится и сейсмометр, представляет собой
пробную массу, связанную с корпусом прибора
упругим и диссипативным элементами, и преоб-
разователь механических перемещений пробной
массы относительно корпуса в электрический
сигнал. Термин “гравиинерциальный” отражает
существование известного принципа эквива-
лентности, т.е. невозможности отличить инерци-
онное воздействие от гравитационного в одном
частотном диапазоне без привлечения дополни-
тельной независимой информации.

Рассмотрим, например, вертикальную состав-
ляющую сейсмических колебаний. При верти-
кальных колебаниях основания на частоте p с ам-
плитудой А на пробное тело массы m действует
сила инерции с амплитудой

(1)
Из-за наличия вертикального гравитационно-

го градиента W = 2γM/R3 = 2g/R (γ – гравитацион-
ная постоянная, М – масса планеты, R – ее ради-
ус, g – ускорение свободного падения) при верти-
кальных колебаниях основания с амплитудой А

= 2
и .F mАp
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изменяется и сила гравитационного притяжения
с амплитудой

(2)

Из соотношений (1) и (2) можно получить ча-
стоту колебаний основания, ниже которой грави-
тационное воздействие превышает инерционное:
р < √2g/R.

Для Марса это значение р ≈ 0.00148 град/с, что
соответствует периоду ~4240 с. Это означает, что
при уменьшении частоты наблюдения начиная с
этого порогового значения величина силы, воз-
действующей на пробную массу не будет умень-
шаться в соответствии с (1) пропорционально р2,
а в соответствии с (2) будет пропорциональна ам-
плитуде А колебаний основания прибора. Таким
образом с помощью этого прибора имеется воз-
можность “залезть” в область ультранизких ча-
стот, вплоть до квазистатических, и измерять, на-
ряду с классическими сейсмическими процессами
(0.1–10 Гц), явления, связанные с деформационны-
ми процессами, включая наклоны, вариации гра-
витационного поля планеты.

СХЕМА ПОСТРОЕНИЯ СЕЙСМОМЕТРА

Прибор, разрабатываемый для сейсмических
измерений на Марсе в рамках проекта ЭкзоМарс
получил название СЭМ (Сейсмометр ЭкзоМарс).

Прибор СЭМ предназначен для измерений
микроколебаний поверхности Марса, ее квази-
статических движений и вариаций гравитацион-
ного поля Марса.

Прибор проводит измерения медленных на-
клонов основания и вариаций ускорения свобод-
ного падения в диапазоне величин от минус 3 ⋅ 10–3

до 3 ⋅ 10–3 град с чувствительностью 3 ⋅ 10–9 град в
диапазоне периодов от 100 с до месяцев для на-
клонов основания и в диапазоне 1.7 ∙ 10–2 м/с2 с

= =гр 2 / .F mАW mА g R

чувствительностью ~10–9 м/с2 для вариаций уско-
рения свободного падения.

Колебания поверхности по трем взаимно-пер-
пендикулярным осям измеряется в диапазоне ча-
стот от 0.1 до 10 Гц с чувствительностью по ам-
плитуде колебаний основания прибора в окрест-
ности 1 Гц около 4 ⋅ 10–11 м.

Прибор СЭМ устанавливается на поверхности
Марса с помощью узла управления доставкой за-
щитного кожуха с прибором на поверхность Мар-
са и должен быть пригоден к эксплуатации в тем-
пературном диапазоне от минус 130 до плюс 60°С.

Потребляемая прибором мощность не более
3.5 Вт.

Прибор СЭМ представляет собой моноблок,
содержащий три идентичных одноосных акселеро-
метра [3], установленных под углом 90° симмет-
рично относительно гравитационной вертикали.

В каждом канале используется емкостный
преобразователь малых механических перемеще-
ний пробной массы в электрический сигнал. Из-
менение емкости связано с изменением коорди-
наты пробного тела относительно корпуса прибо-
ра. Решение классической задачи о вынужденных
колебаниях осциллятора, входящего в состав сей-
смометра, под действием внешней силы, силы
инерции, дает возможность связать амплитуду А
колебаний основания прибора с амплитудой Х
колебаний пробного тела.

(3)

где w – собственная частота осциллятора, p – ча-
стота внешнего воздействия, Q – добротность ос-
циллятора.

В качестве иллюстрации на рис. 1 приведен
график зависимости относительной амплитуды
вынужденных колебаний механической чувстви-
тельной системы сейсмометра в зависимости от
частоты колебаний основания. Параметры ос-
циллятора близки к реальным: w = 2 Гц, Q = 0.7.

Частотная область работы классического сей-
смометра – область, где Х ≈ А, т.е. область р ≥ w.
Этим объясняется желание создать механиче-
скую систему сейсмометра с низкой собственной
частотой для того, чтобы измерять колебания ос-
нования прибора на более низкой частоте. Одна-
ко с использованием современной радиоэлектро-
ники для схем преобразователей малых механи-
ческих колебаний пробных масс в электрический
сигнал, острота необходимости создания очень
низкочастотных механических систем отпала.

Применение радиофизических преобразова-
телей с малым уровнем собственных шумов поз-
воляет получать информацию о низкочастотных
сейсмических колебаниях и для механических
систем относительно высокочастотных. Отлича-

( ) − = − + 

1
22 2 2 2 2 2 2 ,X Ap p w w p Q

Рис. 1. График зависимости амплитуды вынужден-
ных колебаний чувствительной системы сейсмометра
от частоты колебаний основания.
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ются разные приборы только величиной парамет-
ров используемых элементов, которые определя-
ют основные характеристики прибора: частотный
диапазон, затухание, предельное разрешение, ди-
намический диапазон и т.п.

ОДНОКООРДИНАТНЫЙ 
ЧУВСТВИТЕЛЬНЫЙ ЭЛЕМЕНТ ПРИБОРА

Чувствительная механическая система для
прибора СЭМ отличается тем, что в ней одноос-
ность обеспечивается самими элементами меха-
нической жесткости. Схема такой системы пред-
ставлена на рис. 2.

Пробное тело 1 в форме цилиндра удерживает-
ся по оси Z (ось чувствительности), а также по
осям X и Y с помощью двух блоков растяжек 5,
установленных вблизи двух торцов цилиндра.
Каждый блок растяжек представляет собой три
тонких стержня (нити) или три ленты из тонкой
фольги, размещенных под углом 120° и соединен-
ных одним концом с пробной массой, а другим –
с корпусным элементом 7 прибора, имеющим
форму полого цилиндра, соосного с пробной мас-
сой. Движения пробного тела 1 по оси Z измеря-
ются с помощью емкостного преобразователя. На
рис. 2 показана только роторная пластина 2 изме-
рительной дифференциальной емкости, соеди-
ненная с пробной массой, и неподвижные пла-
стины 3 и 4 измерительной емкости.

Если диаметр каждой растяжки D, а длина l, то
коэффициент жесткости такого подвеса по оси Z
будет [4]:

(4)

где Е – модуль Юнга материала растяжки. При
величине пробной массы m, собственная частота
такой колебательной системы

(5)

При Е = 1011 н/м2, m = 50 г, l = 0.01 м, D = 0.1 мм,
ω0 ≈ 14 град/с (~2.2 Гц). Если l = 0.03 м, D = 0.01 мм,
ω0 ≈ 2.7 ⋅ 10–2 град/с (~4.3 ⋅ 10–3 Гц). Соответствую-
щая величина минимального измеряемого ускоре-
ния, определяемого тепловыми шумами, [2]:

(6)

для этих двух случаев составит от 4.2 ⋅ 10–9 м/с2 до
8 ⋅ 10–12 м/с2 (Θ – произведение постоянной
Больцмана κ и абсолютной температуры). Эти
простые оценки показывают, что на базе описыва-
емой конструкции механической системы может
быть реализован акселерометр с высокой чувстви-
тельностью при относительно небольших габари-
тах и общей массе. На первый взгляд насторажива-
ет применение тонких растяжек диаметром от 0.1
до 0.01 мм. Чтобы растяжки выдержали большие

= π 4 39 32 ,K ED l

ω = π 4 3
o 9 32 .ED m l

≈ ω Θmin 0 ,a m

вибрационные и ударные нагрузки при выведе-
нии КА на орбиту, в конструкции прибора преду-
смотрены специальные элементы 6 (см. рис. 1).
Зазор между ними и пробной массой составляет
величину d. Удлинение Δх растяжки диаметром D
под действием ускорения а в плоскости XY соста-
вит величину Δх = аml/SE = 4аml/πD2E. Для слу-
чая, когда ∆х = d, соответствующее ускорение

(7)
Механическое напряжение в растяжке под

действием ускорения a определяется соотноше-
нием: Т = 4ma/πD2.

Сравнивая это напряжение с максимальным
разрывным напряжением Тр для материала рас-
тяжки, получим максимальное ускорение, кото-
рое выдержит растяжка:

(8)

При воздействии ускорения на акселерометр
растяжка начнет упруго растягиваться, и пробная
масса упрется в элементы 6 конструкции прибо-
ра. Чтобы не было разрыва растяжек, необходи-
мо, чтобы а, определяемое (7), было много мень-
ше amax (8), например, а = amax/10 (10-кратный за-
пас по прочности). Из последнего равенства
определяется требование к величине зазора d:

(9)

= π 2 /4 .а d D E ml

= π 2
max /4 .pa T D m

≈ /10 .pd T l E

Рис. 2. Схема чувствительной механической системы
прибора СЭМ.
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Как правило Tp/Е ≈ 10–2 и формулу (9) можно
приближенно переписать в виде:

(10)
Зависимость от величины массы m и диаметра

растяжки D в (10), естественно, выпала. Так, при
l = 10 мм, d = 10–20 мкм.

Роль элементов 6 конструкции прибора при
механических нагрузках, ускорениях по оси Z вы-
полняют неподвижные пластины дифференци-
альной измерительной емкости, между которыми
находится подвижная пластина, связанная с
пробной массой акселерометра. Приведем простые
оценки величины механического напряжения в
растяжке при воздействии ускорения по оси Z.

Воспользуемся формулой (4) для жесткости
подвеса на растяжках. Если зазоры между по-
движной и неподвижными пластинами конден-
сатора d, то относительное удлинение растяжки,
когда подвижная пластина коснется неподвиж-
ной, составит:

Механическое напряжение в растяжке при
этом из закона Гука:

При d = 0.1 мм и l = 10 мм, Т ≈ 5 ⋅ 10–5Е, что су-
щественно меньше разрывного напряжения Тр.
При величине пробной массы m = 50 г этим пара-
метрам соответствует максимальное ускорение
ам ~ 2 ⋅ 10–2 м/с2. При ускорениях, превышающих
ам, подвижная пластина просто прижмется к од-
ной из неподвижных пластин и нагрузки на рас-
тяжки не будет.

Во всех проведенных численных оценках по-
лагалось, что модуль Юнга Е = 1011 н/м2 или
102 ГПа. Это значение Е выбрано не случайно,
поскольку именно таким Е характеризуется бе-
риллиевая бронза – сплав БрБ2.

Упругий элемент – растяжка представляет со-
бой стержень кругового сечения либо тонкую
ленту и является важнейшей частью датчика. Для
его изготовления требуется материал, для которо-
го величина модуля упругости слабо зависит от
влияния таких факторов как температура, время,
вибрации, рабочие нагрузки и т.п. Поскольку
идеальных материалов нет, то необходимо вы-
брать материал, у которого температурная харак-
теристика модуля упругости в требуемом диапа-
зоне температур линейна и достаточно стабильна.
Тогда температурную погрешность датчика, по-
являющуюся за счет изменения модуля упруго-
сти, можно учесть.

−≈ 3 10 .d l

Δ ≈ 21 ( ) .
2

l l d l

= Δ ≈ 21( ) ( ) .
2

T E l l E d l

Другим важным требованием к материалу
упругого элемента является высокая стабиль-
ность модуля упругости во времени. Нестабиль-
ность модуля упругости связана с процессами по-
следействия и релаксации, происходящими в ма-
териале после его механической или термической
обработки. Поэтому наименьшей временной не-
стабильностью модуля упругости обладают метал-
лы, которые в результате обработки не получают
значительных остаточных напряжений. К таким
металлам относятся дисперсионно-твердеющие
сплавы. Характерной особенностью этих сплавов
является то, что в закаленном состоянии они об-
ладают высокой пластичностью, а повышение
упругих свойств достигается в процессе отпуска.
Бериллиевая бронза является именно таким дис-
персионно-твердеющим сплавом. Кроме того,
изменение модуля Юнга в широком диапазоне
температур от минус 200 до плюс 600°С практиче-
ски линейно для бериллиевой бронзы, термоупру-
гий коэффициент ~–2.4 ⋅ 10–4 1/К. Поэтому в при-
боре в качестве упругих элементов – растяжек –
желательно использовать тонкие стержни или
ленты из бериллиевой бронзы.

Описываемая конструкция акселерометра об-
ладает широким динамическим диапазоном (не
менее 140 дБ) и частотным диапазоном – вплоть до
квазистатических измерений. Основным шумо-
вым воздействием, кроме вариаций температуры,
являются дрейфовые явления в упругом элементе.
Накоплен большой опыт изучения дрейфовых яв-
лений в гравиметрах. Показано, что чувствитель-
ность на больших периодах ограничивает не столь-
ко величина дрейфа прибора, сколько непрогнози-
руемая величина дрейфа пружины. Если прибор
характеризуется даже относительно большим, но
линейным по времени дрейфом, то его легко спро-
гнозировать и вычесть из показаний измерений.

Для металлических пружин соответствующая
величина дрейфа составляет обычно ~10–7аmах/сут.

При посадке на планету солнечной системы в
присутствии силы тяжести механической жестко-
сти подвеса из растяжек может не хватить, необхо-
димо ещё одно, независимое силовое воздействие
на пробную массу датчика. Эта проблема решается
использованием двух постоянных магнитов, один
из которых устанавливается в корпусе прибора,
другой – на пробной массе, так что на пробную
массу будет действовать дополнительная сила, на-
правленная вверх, поскольку магниты повернуты
друг к другу одноименными полюсами.

Если намагниченность магнитов J1 и J2 (маг-
ниты цилиндрической формы установлены соос-
но), объемы магнитов V1 и V2 соответственно, а
расстояние между магнитами z, то сила, действу-
ющая на пробную массу будет [5]

(11)≈ μ π 4
0 1 1 2 23 2 .F J V J V z
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Параметры магнитной системы необходимо
подобрать так, чтобы F ≈ mg1, где g1 – проекция
вектора ускорения свободного падения на ось
чувствительности датчика. Поскольку магнитное
поле цилиндрических магнитов неоднородно и F
есть функция расстояния z (11), то в механиче-
скую систему датчика вносится дополнительная
жесткость  и
квадрат собственной частоты осциллятора, опре-
деляемый взаимодействием магнитов ω2 = 4g1/z.
Эта жесткость вместе с механической жесткостью
растяжек Kмех и определяет собственную частоту
колебаний пробного тела и предельную чувстви-
тельность датчика на фоне собственных тепловых
шумов.

Простые расчеты, подтвержденные реализа-
цией датчиков, показали, что при условии пол-
ной компенсации веса пробной массы силой вза-
имного отталкивания магнитов, магнитная жест-
кость не зависит от намагниченности магнитов, а
зависит только от расстояния между магнитами z и
величины проекции ускорения свободного падения
g1 на ось чувствительности датчика: km = 4mg1/z.
Здесь m – величина пробной массы. Соответству-
ющая частота собственных колебаний пробной
массы, определяемая магнитной жесткостью, ω =
= 2√g1/z. В условиях наземной лаборатории при
z = 2 см, собственная частота механического ос-
циллятора составляет ~5 Гц, а на поверхности
Марса ~3 Гц.

Рис. 3 (вид сбоку (а) и вид сверху (б)) поясняет
геометрию установки однокоординатных датчи-
ков в приборе.

Каждый датчик установлен под углом
 ≈ 0.955 град или 54.736 град дуги. Если

датчики ориентированы так, что (рис. 3б) проек-
ция оси чувствительности датчика 1 направлена
по оси х, проекция оси чувствительности датчи-
ка 2 – под углом 2π/3 к оси х, а проекция оси чув-
ствительности датчика 3 – под углом (–2π/3) к оси
х, то можно рассчитать ускорения, действующие
на пробную массу каждого датчика при сейсми-
ческом воздействии.

Пусть мгновенное ускорение а основания при-
бора имеет вертикальную ав и горизонтальную аг
составляющие, причем горизонтальная составля-
ющая направлена под углом β к оси х. В этом слу-
чае, обозначая через а1, а2, а3 – ускорения, дей-
ствующие на пробные массы каждого датчика
вдоль их осей чувствительности, получим:

(12)

= = μ π 5
магн 0 1 1 2 26 ,K dF dz J V J V z

ϕ = arctg 2

( )
( )

= β φ + φ
π= − β φ + φ

π= − β − φ + φ

1 г в

2 г в

3 г в

cos sin сos ,
2cos sin сos ,
3

cos sin сos .
3

a a a

a a a

a a a

Из системы 3-х уравнений (12) по измеренным
а1, а2, а3 можно найти ав, аг и угол β, т.е. вектор
мгновенного ускорения основания прибора.

Предельная чувствительность, 
определяемая тепловыми шумами

Основные характеристики прибора, предна-
значенного для регистрации микроколебаний
приповерхностных структур Марса – чувстви-
тельность измерения амплитуды смещений по-
верхности в районе частоты 1 Гц – 4 ⋅ 10–11 м. Пре-
дельная чувствительность прибора определяется
собственными тепловыми флуктуациями чув-
ствительного элемента – механического осцил-
лятора. Это вытекает из теоремы о равномерном
распределении энергии по степеням свободы. В
соответствии с теоремой Найквиста наличие в
механическом осцилляторе диссипативного эле-
мента, характеризующегося коэффициентом тре-
ния h, означает, что на пробную массу осциллятора
действует флуктуационная сила со спектральной
плотностью мощности  (κ – постоянная
Больцмана, Т – абсолютная температура). Условие
обнаружения малой силы F(t) имеет вид [1]:

= κ2 4pF Th

Рис. 3. Схема установки однокоординатных датчиков
в приборе СЭМ.
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 где Δf – полоса частот, внутри ко-
торой лежит основная часть спектра F(t). При ко-
лебании основания прибора вследствие сейсми-
ческого воздействия амплитуды А и круговой ча-
стоты р, амплитуда силы инерции, действующей
на пробную массу, F(t) = mAp2. Следовательно,
минимально обнаружимая на фоне собственных
тепловых шумов амплитуда сейсмических коле-
баний  где ω0 – соб-
ственная частота осциллятора, m – величина
пробной массы, Q – добротность осциллятора.
Для m = 50 г, ω0 = 4π град/с, Q = 1 и Δf = 1 Гц,
Amin= 3 ⋅ 10–9 см при р = 2π град/с. При р = 20π град/с,
Amin ≈ 3 ⋅ 10–11 см = 3 ⋅ 10–13 м.

Динамический диапазон измеряемых смеще-
ний – 10–5 м.

Частотный диапазон измеряемых сейсмических
колебаний марсианской поверхности – 10–1–10 Гц.
Выбранный частотный и динамический диапазо-
ны обеспечивают возможность наблюдения раз-
нообразных сейсмических событий.

СОСТАВ ПРИБОРА
Прибор СЭМ представляет собой моноблок,

устанавливаемый на боковую поверхность вось-
мигранного корпуса посадочной платформы
(ПП) КА. После посадки для проведения непре-
рывных измерений прибор СЭМ устанавливается
непосредственно на поверхность Марса. Прибор
предохранен от прямого воздействия ветровых
нагрузок защитным кожухом, доставляемым на
поверхность специальным устройством.

Блок-схема прибора СЭМ представлена на
рис. 4.

На этой схеме ДПИ – блок датчиков первич-
ной информации, включающий три однокоорди-

≥ κ Δ( ) 4 ,F t Th f

( )= κ ω Δ2
min 02 ,A p T f mQ

натных чувствительных элемента (на схеме
условно обозначены как датчик х, y, z) с емкост-
ными преобразователями перемещений пробной
массы в электрический сигнал. С трех емкостных
преобразователей сигналы поступают в блок
электроники БЭ СЭМ для передачи и приема ин-
формации по высокоскоростному интерфейсу в
блок интерфейсов и памяти БИП, который об-
служивает все приборы, входящие в комплекс на-
учной аппаратуры посадочной платформы.

Узел спуска прибора необходим для доставки
сейсмометра в защитном корпусе-кожухе на по-
верхность Марса. Он представляет собой панто-
граф с укрепленным на нем защитным кожухом
с блоком датчиков внутри. Пантограф раскрыва-
ется после подачи команды, открывающей спе-
циальный замок, удерживающий пантограф в
сложенном состоянии во время перелета КА и
его посадки.

После установки кожуха с помощью узла спус-
ка прибора на поверхность Марса, блок датчиков,
укрепленный внутри кожуха, по команде про-
граммы спуска сбрасывается на поверхность с
высоты в ~5 мм. Работа датчиков в режиме мони-
торинга начинается после установки блока дат-
чиков по местной гравитационной вертикали с
помощью “системы ориентации”. Для этого блок
датчиков сначала с помощью электромагнита вы-
вешивается на кардановом подвесе по местной
гравитационной вертикали, а затем, после снятия
напряжения с электромагнита, опускается на
опору и фиксируется на ней. Эту операцию при
необходимости можно повторить, если деформа-
ционные процессы на поверхности Марса нару-
шат первоначальную установку прибора по вер-
тикали.

На рис. 5 изображен кожух, защищающий
прибор от прямых ветровых нагрузок с блоком
датчиков внутри него.

Емкостный преобразователь

Для измерения колебаний и механических
смещений пробной массы предназначен емкост-
ный преобразователь, построенный на основе ис-
пользования микросхемы AD7746. Данная мик-
росхема позволяет измерять дифференциальную
емкость в диапазоне ±8 пФ с разрешением в не-
сколько аФ (1 аФ = 10–6 пФ). Проведенные изме-
рения с макетом прибора в лабораторных поме-
щениях ИКИ РАН, показали, что шумы состав-
ляют несколько аФ и определяются в основном
уровнем техногенных шумов в здании. При заме-
не измерительной емкости на постоянную шумы
падают до нескольких аФ, что свидетельствует о
возможности регистрации гравиинерционных
сигналов на уровне ~10–8 м/с2 в условиях малого
уровня техногенных шумов.

Рис. 4. Блок-схема прибора СЭМ.
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ФИЗИЧЕСКИЕ ИСПЫТАНИЯ 
ПРИБОРА СЭМ

Для проверки характеристик созданных маке-
тов и штатного образца прибора СЭМ были про-
ведены его функциональные, физические испы-
тания.

Целью проведения испытаний является:
− определение крутизны преобразования датчи-
ков первичной информации по реакции на на-
клоны основания блока датчиков первичной ин-
формации;
− определение предельной чувствительности дат-
чиков по уровню собственных флуктуаций ем-
костного преобразователя.

Для проведения испытаний прибор был уста-
новлен на наклономерную плиту из дюралюми-
ния толщиной 30 мм. Схематичное изображение
плиты с тремя резьбовыми отверстиями А, В и С с
винтами М8 представлено на рис. 6.

На плите точка С – неподвижна (винт в этой
точке законтрен), точки А и В – подвижны. С по-
мощью винтов с шагом резьбы h = 1.25 мм можно
наклонять плиту вокруг осей ВС и АС соответ-
ственно. Поскольку расстояние от точек А и В до
соответствующих осей равно b = 343 мм, то вели-
чина угла наклона ∆β плиты при повороте винта
на один оборот составит ∆β = h/b = 1.25/343 =
= 3.6 ⋅ 10–3 град.

Определение крутизны преобразования датчиков 
первичной информации по реакции на наклоны 

основания блока датчиков первичной информации
Прибор СЭМ устанавливается на плите таким

образом, чтобы проекции осей чувствительности
датчиков располагались так, как показано на рис. 6
(проекция оси чувствительности датчика 1 при-
бора 4 – вдоль линии наклона вокруг ВС, а оси
чувствительности датчиков 2 и 3 под углом ±60° к
линии наклона).

Пусть задаваемый наклон составляет ∆β град
(случай опускания точки А – изображен стрелкой
вдоль линии наклона). Для датчика 1 – это отри-
цательное направление. При этом наклоны для
датчиков 2 и 3 составят ∆β/2 в положительном
направлении.

Каждый датчик наклонен в вертикальной
плоскости так, что угол между его осью чувстви-
тельности и гравитационной вертикалью состав-
ляет β, и проекция вектора ускорения свободного
падения на ось чувствительности каждого датчи-
ка составляет

а = gcosβ; (cosβ = 1/√3; sinβ = √2/√3).
Изменение проекции ускорения свободного

падения на ось чувствительности датчика при на-
клоне плиты на угол ∆β

∆а = –gsinβ∆β = –g · 0.8165∆β.

Таким образом, при наклоне плиты на угол ∆β
получаем:
для датчика 1 – ∆а1 = gsinβ∆β; для датчика 2 –
∆а2 = –gsinβ∆β/2;
для датчика 3 – ∆а3 = –gsinβ∆β/2.

С учетом ∆β = 3.6 ⋅ 10–3 град, полученное при
одном обороте регулировочного винта, измене-

Рис. 5. Блок датчиков в защитном кожухе.

Рис. 6. Наклономерная плита (схематичное изобра-
жение).
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ние проекций ускорения свободного падения на
оси чувствительности датчиков:
∆а1 ≈ 2.88 ⋅ 10–2 м/с2; ∆а2 = ∆а3 ≈ –1.44 ⋅ 10–2 м/с2.

После установки наклономерной плиты в гори-
зонтальное положение с точностью 10 угл. с с помо-
щью оптического квадранта КО-10, было проведено
эталонирование прибора СЭМ методом наклонов.

Датчик 2 прибора СЭМ расположен вдоль ли-
нии наклона, изменение проекции ускорения
свободного падения на ось чувствительности дат-
чика 2 на один оборот регулировочного винта
плиты – 0.0288 м/с2.

Изменение ускорений для датчиков 1 и 3 на
один оборот регулировочного винта плиты –
0.0144 м/с2 с обратным знаком.

На рис. 7, 8 и 9 приведены результаты эталони-
рования прибора СЭМ (один шаг наклона плиты –
два оборота регулировочного винта плиты).

Среднее значение крутизны преобразования:
для датчика 1. Kср1 = ΣKi1/n ≈ 4.27 пФ/м/с2.
для датчика 2. Kср2 = ΣKi2/n ≈ 4.45 пФ/м/с2.
для датчика 3. Kср3 = ΣKi3/n ≈ 4.33 пФ/м/с2.
Среднее значение крутизны преобразования

по трем одноосным датчикам СЭМ составляет
Kср = 4.35 пФ/м/с2.

Уход крутизны преобразования всех датчиков
не превышает 10% относительно величины сред-
него значения Kср.

Определение предельной чувствительности 
датчиков по уровню собственных тепловых 
флуктуаций механического осциллятора и 
флуктуаций емкостного преобразователя

Величина предельной чувствительности при-
бора определяется собственными тепловыми рав-
новесными флуктуациями механического осцил-
лятора каждого чувствительного элемента – дат-
чика. При этом минимально обнаружимое
ускорение определяется соотношением (4):

amin = ω0√κT/m, где ω0 – собственная частота
механического осциллятора, κ – постоянная
Больцмана, Т – абсолютная температура, m – ве-
личина пробной массы осциллятора. Для реаль-
ных ω0 ≈ 2π ⋅ 4 град/с, κ = 1.38 ⋅ 10–16 эрг/гр, Т =
= 300 К, m ≈ 20 г,

amin ≈ 1 ⋅ 10–6 см/с2 = 1 ⋅ 10–8 м/с2.
В условиях наземной лаборатории величина

шумов определяется всевозможными техноген-
ными воздействиями и составляет 10–5–10–6 м/с2,
в зависимости от времени суток, когда проводят-
ся измерения. Поэтому получить прямую экспе-
риментальную оценку влияния тепловых равно-
весных флуктуаций на фоне шумов в основном
техногенного происхождения не удается.

Существует еще один источник шумов, также
ограничивающий предельную чувствительность
прибора по измеряемым ускорениям. Это – ем-
костный преобразователь малых механических
смещений пробной массы, построенный, в дан-
ном случае, на основе микросхемы AD7747, с по-
мощью которого измеряется величина диффе-
ренциальной емкости.

Минимальная величина емкости, измеряемой
с помощью этой микросхемы, составляет ΔСmin ≈
≈ 1 аФ (или 10–6 пФ). С помощью этой величины
и возможно оценить минимально обнаружимое

Рис. 7. Результаты эталонирования датчика 1.
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ускорение, используя значение крутизны преоб-
разования К каждого датчика, полученное при
эталонировании методом наклонов. Оно опреде-
ляется соотношением:

(13)
Используя (13) для датчиков 1, 2 и 3, рассчитаем
минимально обнаружимое ускорение: amin1 ≈
≈ 2.34 ∙ 10–7 м/с2; amin2 ≈ 2.25 ⋅ 10–7 м/с2; amin3 ≈
≈ 2.31 ⋅ 10–7 м/с2.

При эталонировании методом наклонов зада-
валось несколько значений углов наклона плиты
с установленным на ней прибором и несколько
соответствующих значений ускорений вдоль оси
чувствительности датчиков. Величина динамиче-
ского диапазона определяется тем значением из-
менения проекции ускорения свободного падения
на ось чувствительности датчика, при котором от-
ступление от линейной зависимости показаний
емкостного преобразователя от воздействующего
ускорения будет более 10%.

Ни в одном случае, по результатам эталониро-
вания, отступление от линейности графика пока-
заний емкостного преобразователя не достигает
10%. Поэтому в качестве мажорирующей оценки
величины динамического диапазона прибора
можно принять адд = 1.4 ∙ 10–1 м/с2.

Величины минимальных измеряемых наклонов
основания прибора несложно получить из резуль-
татов эталонирования, поскольку оно осуществля-
ется методом наклонов. Учитывая, что один оборот
регулировочного винта плиты соответствует накло-
ну корпуса прибора на угол 3.6 ⋅ 10–3 град, очевидно,
что минимальный угол наклона основания, кото-
рый можно измерить с помощью этого прибора, со-
ставляет 2.9 ⋅ 10–8 град в диапазоне ±1.7 ⋅ 10–2 град.

Величина минимально обнаружимых углов
наклона прибора 2.9 ∙ 10–8 град определяет вели-
чину минимально обнаружимых изменений
ускорения свободного падения, которая состав-
ляет 2.4 ∙ 10–7 м/с2 в динамическом диапазоне
1.4 ∙ 10–1 м/с2.

Чувствительность по амплитуде вертикальных
Ав и горизонтальных Аг колебаний основания
прибора в окрестности f = 1 Гц определяется из
простых соотношений: Ав = amin/(2πf)2cosβ; Аг =
= amin/(2πf)2sinβ.

Для аmin = 1 ⋅ 10–8 м/с2, определяемого тепло-
выми флуктуациями механического осциллято-
ра, получаем: Ав ≈ 4.4 ∙ 10–10 м; Аг ≈ 3 ⋅ 10–10 м.

ВЫВОДЫ
Исследования, проведенные в ходе разработки

и создания прибора СЭМ, и результаты испыта-
ний, в первую очередь физических испытаний, по-

казали, что основные принципы, заложенные при
создании этого устройства, оправдались. В резуль-
тате проведенных работ получен прибор, основные
характеристики которого близки к запланирован-
ным. Выявлены возможности усовершенствова-
ния сейсмометра, являющегося одновременно гра-
виметром и наклономером, связанные с внесением
изменений в конструкцию емкостного преобразо-
вателя и уменьшением зазоров в измерительных
дифференциальных емкостях, внесением измене-
ний в технологию сборки “растяжек” и примене-
нием лент из бериллиевой бронзы меньшей тол-
щины, увеличением расстояния между постоян-
ными магнитами для снижения собственной
частоты колебаний пробной массы.

Разработанный прибор может найти примене-
ние при измерениях на Земле для получения не
только сейсмической информации, но и инфор-
мации о геодинамических и деформационных
процессах в области сверхнизких частот, вплоть
до квазистатических вариаций наклонов и уско-
рения свободного падения.
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Описывается проблема интерпретации фотометрической кривой блеска и использования периодо-
граммы Ломба-Скаргла для определения периода вращения быстровращающихся искусственных
спутников Земли (ИСЗ) при их наблюдении с использованием ПСЗ-камеры медленного считыва-
ния; дается методика решения этой проблемы. В случае наличия априорной информации о периоде
вращения ИСЗ предлагается использовать периодограмму Ломба-Скаргла на суженном диапазоне
частоты; в случае отсутствия априорной информации проблема решается путем применения трек-
фотометрии. Сравнение результатов, полученных на разных телескопах, оснащенных разными
ПЗС-камерами медленного считывания, с результатами, независимо полученными на других теле-
скопах, оснащенных ПСЗ-камерами быстрого считывания, наглядно демонстрирует адекватность
методики в обоих случаях. Также рассматриваются ограничения в применении методики и возмож-
ные способы повышения ее точности.

DOI: 10.31857/S0023420621050101

1. ВВЕДЕНИЕ
Классический метод фотометрического на-

блюдения с использованием оптического теле-
скопа, оснащенного ПЗС-камерой, заключается
в получении непрерывной серии снимков наблю-
даемого объекта. При этом в течение экспозиции
телескоп, если это позволяют его опорно-пово-
ротное устройство и программное обеспечение
управления оборудованием, сопровождает на-
блюдаемый объект с его угловой скоростью и в
направлении его движения, в результате чего на-
блюдаемый объект имеет условно точечную фор-
му на полученных снимках (допускается малая
эллиптичность формы объекта с соотношением
длин главных осей эллипса не более чем 3 : 1). Та-
кой подход обусловлен, помимо прочего, тем, что
последующая обработка снимков программным
обеспечением, как правило, подразумевает ис-
пользование апертурной фотометрии, которая, в
свою очередь, требует именно такой формы объ-
екта на снимках.

Любая ПЗС-камера, помимо времени экспо-
зиции, также имеет некоторое время считывания
снимка. В зависимости от модели камеры и от ти-

па соединения камеры с устройством, на которое
записывается считываемый снимок, время счи-
тывания может варьировать от сотых долей се-
кунды до нескольких секунд. Таким образом, из-
мерения в серии идут с шагом равным времени
экспозиции плюс время считывания снимка. На-
пример, при использовании ПЗС-камеры FLI
ML 09000, подключенной к обычному бытовому
компьютеру посредством USB-кабеля стандарта
2.0, время считывания полноразмерного снимка,
снятого в режиме биннинга 1 × 1, занимает 3 с,
тогда измерения с 5-секундной экспозицией бу-
дут идти с 8-секундным шагом. Такую камеру в
данной работе принято называть камерой медлен-
ного считывания. Существуют также ПЗС-каме-
ры быстрого считывания, например, Andor Neo
sCMOS, позволяющая получать 30 снимков в се-
кунду с субсекундным шагом измерений.

Если период вращения наблюдаемого таким
методом ИСЗ, как минимум, в 4–5 раз длиннее
шага измерений, тогда частоты измерений будет
достаточно, чтобы минимально приемлемо, без
мелких деталей, грубо описать профиль получае-
мой в конечном результате кривой блеска ИСЗ
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(рис. 1). В ином случае кривая блеска имеет труд-
ноинтерпретируемую форму, по которой даже
приблизительно невозможно оценить период
вращения ИСЗ или подтвердить наличие перио-
дичности вообще (рис. 2).

Решением такой проблемы является исполь-
зование периодограммы Ломба-Скаргла [1, 2]
(далее в тексте просто периодограмма) на узком
диапазоне частоты, центрируя этот диапазон на
частоте ожидаемого периода кривой блеска. Если
же ожидаемый период неизвестен, тогда предла-
гается определить его альтернативным методом
наблюдения, при котором съемка осуществляет-
ся без сопровождения наблюдаемого ИСЗ, т.е.
либо с неподвижной трубой телескопа, либо с ве-
дением по звездам, в обоих случаях ИСЗ тогда
оставляет на снимке трек, блеск которого меняет-
ся продольно по мере движения ИСЗ в поле зре-
ния телескопа.

В данной работе описывается методика фото-
метрии быстровращающихся ИСЗ с использова-
нием ПЗС-камеры медленного считывания, а
также ограничения использования этой методи-
ки; приводятся примеры практического приме-
нения методики на реальных данных, получен-

ных в ходе наблюдений на трех разных телескопах
с разными ПЗС-камерами медленного считыва-
ния; одновременно проводится сравнение полу-
ченных результатов с результатами, независимо
полученными на других телескопах, оснащенных
ПЗС-камерами быстрого считывания.

2. МЕТОДИКА

2.1. Использование периодограммы Ломба-Скаргла 
на узком диапазоне частоты

Для определения периода вращения ИСЗ по
его кривой блеска может быть использована пе-
риодограмма; применяя метод наименьших квад-
ратов с аппроксимацией значений гармониче-
скими функциями, периодограмма осуществляет
спектральный анализ неравномерно распреде-
ленных во времени дискретных значений, что,
помимо прочего, отличает этот метод от преобра-
зования Фурье, которое тоже используется для
определения периода вращения, но требует ис-
ключительно равномерного ряда измерений на
временной шкале. В данной работе использо-
валcя авторский скрипт, написанный на языке

Рис. 1. Кривая видимого блеска верхней ступени Atlas 5 Centaur R/B (NORAD – 39505), наблюдение 9.V.2019 в обсер-
ватории ISON-Кастельгранде; период вращения – 15.56 с, шаг измерений – 4 с.
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Рис. 2. Кривая видимого блеска верхней ступени Ariane 5 R/B (NORAD – 40615), наблюдение 20.II.2019 в обсерватории
ISON-Кастельгранде; период вращения – 1.45 с, шаг измерений – 8 с.
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программирования Python, с применением пери-
одограммы, импортируемой из пакета Astropy [3].

Если период вращения ИСЗ многократно
длиннее шага измерений фотометрического ряда,
то периодограммой даже на весьма большом диа-
пазоне частоты можно безошибочно определить
период вращения ИСЗ по самому мощному пику
периодограммы. На рис. 3 изображена периодо-
грамма, построенная на широком диапазоне часто-
ты 0.001–0.1 Гц, для верхней ступени Falcon 9 R/B
(международный идентификатор – 2014-046B, но-
мер по спутниковому каталогу NORAD – 40108),
наблюдавшейся 21.VII.2019 в обсерватории ISON-
Кастельгранде [4] с шагом измерений 4 с; самый
мощный и не имеющий себе сопоставимых пик
периодограммы точно и безальтернативно опре-
деляет период вращения равным 83.46 с.

В то же время на рис. 1 был дан пример, где пе-
риод вращения ИСЗ длиннее шага измерений
только примерно в 4 раза, что хотя и позволяет
получить поддающуюся первичной интерпрета-
ции кривую блеска, но при использовании широ-
кого диапазона частоты 0.001–0.135 Гц в периодо-
грамме (рис. 4) из-за ложных пиков невозможно
безошибочно определить период вращения ИСЗ.

Лишь при постепенном сужении диапазона ча-
стоты до 0.124–0.135 Гц (рис. 5) ложные пики исче-
зают, и в итоге проявляется пик истинного периода
вращения. Обе периодограммы на рис. 4–5 постро-
ены по одному и тому же фотометрическому ряду
измерений с параметром samples_per_peak=10000
(разрешающая способность периодограммы в As-
tropy).

2.2. Трек-фотометрия

Описанное в предыдущем разделе использова-
ние периодограммы на узком диапазоне частоты
применимо только в том случае, если априорно
известен приблизительный период вращения
ИСЗ, что позволяет сузить частотный диапазон
периодограммы вокруг ожидаемого значения. В
описанном случае ориентиром послужили два ра-
нее осуществленных независимых наблюдения;
первое наблюдение – 19.II.2019 Многоканаль-
ным мониторинговым телескопом MMT-9 Ка-
занского федерального университета при исполь-
зовании камеры быстрого считывания [5], кото-
рое дало период вращения 15.64 с (а более ранние
наблюдения там же показали, что период враще-
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ния уменьшался на 0.1–0.2 с в год [6]); второе на-
блюдение – 7.IV.2019 авторами при использова-
нии камеры медленного считывания, которое да-
ло период вращения 15.57 с. Если же априорной
информации о периоде вращения ИСЗ нет, и, со-
ответственно, проблематично определить нуж-

ный диапазон частоты периодограммы, тогда пе-
риод вращения можно определить по треку ИСЗ
на снимке.

Для работы со снимками авторами использо-
валась программа AstroImageJ [7], предваритель-
ная настройка которой в рамках решаемой задачи

Рис. 3 
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не требуется. Открыв снимок в программе, по-
верх трека ИСЗ накладывается линейная (straight)
апертура в направлении движения ИСЗ, и здесь
учитывается следующее: 1) будет достаточно, ес-
ли на снимке видны только проблески (максиму-
мы блеска) вдоль трека, в то время как истинные
начало и конец трека, а также участки трека меж-
ду проблесками, не обязаны быть видны на кадре,
2) начало и конец накладываемой апертуры обя-
заны лежать на траектории трека, но нежелатель-
но пытаться добиться их совпадения с истинным
началом и концом трека, поскольку это сравни-
тельно субъективная оценка, малейшая ошибка в
которой может привести к неправильному опре-
делению периода вращения; абсолютно допусти-
мо, и даже желательно, если начало линейной
апертуры будет лежать на траектории трека после
истинного начала трека, а конец апертуры – пе-
ред истинным концом трека.

Далее, в меню программы нужно выбрать Ana-
lyze и затем Plot static line/box profile, тогда в но-
вом окошке отобразится кривая блеска трека, с
той лишь разницей, что по оси абсцисс будет не
время, а пиксели апертуры, вдоль которой попик-
сельно измеряется блеск, значения которого отоб-
ражаются по оси ординат и выражаются в ADU.

Чтобы продолжить работу с полученной кри-
вой блеска, в этом же окошке нужно нажать на
кнопку List, откроется другое окошко с числен-
ным представлением этих же данных в виде таб-
лицы, которую затем можно сохранить в виде
XLS-файла через меню File/Save as…. На этом ра-
бота в программе AstroImageJ завершена.

Заключительным действием является опреде-
ление периода вращения ИСЗ. Авторским скрип-
том, написанном на языке программирования
Python, считывается XLS-файл с только что полу-
ченными в AstroImageJ измерениями. К измере-
ниям применяется периодограмма из пакета Ast-
ropy. Найденный период кривой блеска выражен,
однако, все еще в пикселях, поэтому чтобы пре-
образовать его в единицы времени, полученное
значение периода умножается на угловой мас-
штаб пикселя на данном снимке и делится на
среднюю угловую скорость ИСЗ за время экспо-
зиции; угловая скорость ИСЗ рассчитывается из
углового расстояния, пройденного ИСЗ за время
экспозиции, а угловое расстояние рассчитывает-
ся из экваториальных координат начального и
конечного положения ИСЗ на основе его эфеме-
риды, построенной по его орбите от времени на-
чала до времени конца экспозиции. Конечным
продуктом авторского скрипта является парный
график кривой видимого блеска трека ИСЗ и пе-
риодограммы (пример в разделе 3.2).

3. ПРИМЕРЫ ПРАКТИЧЕСКОГО 
ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДИКИ

Описанная здесь методика была успешно
опробована на реальных данных, полученных в
ходе наблюдений на трех разных телескопах сети
ISON [8, 9], оснащенных двумя разными моделя-
ми ПЗС-камер медленного считывания. В разде-
лах 3.1–3.4 даются примеры наблюдений, осу-
ществленных в обсерватории ISON-Кастельгран-

Рис. 5 
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де в Италии на 22-см телескопе ОРИ-22 оптической
системы Ньютона-Гамильтона с ПЗС-камерой
FLI ML 09000. В разделе 3.5 дается пример на-
блюдения, осуществленного в обсерватории ISON-
Китаб в Узбекистане на 36-см телескопе РК-360
оптической системы Ричи-Кретьена с ПЗС-ка-
мерой FLI ML 09000. И в разделе 3.6 дается при-
мер наблюдения, осуществленного в обсерватории
ISON-Коттамия [10] в Египте на 28-см телескопе
Celestron RASA оптической системы Роу-Акер-
манна-Шмидта с ПЗС-камерой FLI ML 11002M.

3.1. Пост-аварийные наблюдения Intelsat 29E

В период с 7.IV по 18.IV.2019 геостационарный
спутник связи Intelsat 29E (международный иден-
тификатор – 2016-004А, номер по спутниковому
каталогу NORAD – 41308), имевший подспутни-
ковую точку стояния на 50° западной долготы,
вышел из строя, и был полностью утерян кон-
троль над ним. С тех пор неработающий спутник
дрейфует по орбите в восточном направлении.

В период наблюдаемости спутника с 24.IV по
5.VIII.2019 было проведено 30 фотометрических
наблюдений с целью определения и отслежива-

ния изменения периода вращения спутника.
Первые 8 наблюдений с 24.IV по 9.V проводились
в режиме сопровождения объекта; последующие
14 наблюдений с 9.V по 30.VI – в режиме получе-
ния треков объекта; последние 8 наблюдений с
16.VII по 5.VIII – снова в режиме сопровождения.

Во время первых 8 наблюдений отсутствовала
какая-либо независимая информация о периоде
вращения спутника. Наблюдения проводились с
5-секундной экспозицией, а с учетом 3 с считыва-
ния снимка с ПЗС-камеры измерения шли с ша-
гом 8 с. Получаемые кривые блеска имели, каза-
лось бы, вполне правильную и интерпретируе-
мую форму (рис. 6), период вращения легко
определялся на широком диапазоне частоты пе-
риодограммы (0.001–0.9 Гц) и якобы увеличивал-
ся с 96.50 до 252.37 с. Однако 8.V поступила ин-
формация о независимом наблюдении этого ИСЗ
на 60-см телескопе Цейсс-600 Станции оптиче-
ского наблюдения “Архыз” АО “НПК “СПП” с
использованием ПЗС-камеры быстрого считыва-
ния СпецТелеТехника CSDU-285 и длительно-
стью экспозиции 0.128 с; период вращения в ночь
с 7.V на 8.V там был найден равным 8.32 с, что по
значению очень схоже с шагом измерений в на-

Рис. 6 
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Рис. 7 
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блюдениях в Кастельгранде. Именно из-за этого
сходства кривые блеска имели такой облик с из-
мерениями, расположившимися по фазе периода
вращения, это и привело к неверно определен-
ным периодам вращения на широком диапазоне
частоты периодограммы, однако переобработка
фотометрических данных с использованием узкого
диапазона частоты периодограммы (0.11–0.124 Гц)
позволила извлечь истинные периоды вращения, в
частности, наблюдение в ту же ночь с 7 на 8.V дало
такой же период вращения, что и на Цейсс-600.
С учетом полученной информации о коротком
периоде вращения, вместо режима сопровожде-
ния наблюдения в Кастельгранде сначала про-
должались в режиме получения треков, что также
позволило определять истинный период враще-
ния этого ИСЗ. По мере ежедневного дрейфа
спутника все дальше на восток, трек-фотометрия
становилась затруднительнее из-за все меньшей
высоты объекта над горизонтом и его падающего
блеска (в треках ИСЗ на снимках падало отноше-
ние сигнала к шуму), тогда было принято реше-
ние наблюдать снова с ведением по объекту и с
длительностью экспозиции 1–3 с, что позволило
осуществить последние 8 наблюдений и опреде-
лить период вращения опять же с использовани-
ем суженного диапазона частоты периодограммы
(0.126–0.136 Гц).

Итогом наблюдательной кампании Intelsat 29E
стал график изменения его периода вращения
(рис. 7), по которому виден процесс постепенно-
го торможения его раскрутки, по всей видимости

это было связано с постепенно ослабевавшей де-
газацией ИСЗ после аварии; за время наблюда-
тельной кампании период вращения ИСЗ умень-
шился с 8.73 до 7.60 с и в течение последних полу-
тора месяцев наблюдений оставался неизменным
на последнем значении. По графику видна хоро-
шая согласованность значений периодов враще-
ния, полученных камерой медленного считыва-
ния в Кастельгранде, в сравнении со значениями,
полученными камерой быстрого считывания в
Архызе; лишь только во второй половине июня,
когда все еще использовавшаяся трек-фотомет-
рия стала затрудненной, заметны расхождения.

3.2. Наблюдения верхних ступеней 
Atlas 5 Centaur R/B

9.V.2019 были получены 2 снимка с длительно-
стью экспозиции по 50 с трека верхней ступени
Atlas 5 Centaur R/B (международный идентифика-
тор – 2002-038B, номер по спутниковому каталогу
NORAD – 27500). Несмотря на малоамплитудную
вариацию блеска вдоль трека и небольшое коли-
чество снимков, методом трек-фотометрии был
достаточно точно определен период вращения с
очень малой дисперсией значений – от 7.71 до
7.72 с (рис. 8); итоговый усредненный период вра-
щения – 7.715 с. В фотометрической базе данных
ММТ [6] имеется наблюдение этого ИСЗ за
27.IV.2019 с периодом вращения 7.71 с и с увеличе-
нием периода вращения максимум на 0.01 с в ме-
сяц, что подтверждает достоверность найденного
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по трекам периода вращения. В дальнейшем бы-
ли проведены еще два наблюдения 15.VIII.2019 и
17.IX.2019, но уже с ведением по объекту; полу-
ченная ранее информация о периоде вращения
позволила в обоих случаях успешно использовать
суженный диапазон частоты периодограммы
(0.126–0.15 Гц); найденные периоды вращения –
7.74 и 7.75 с соответственно.

11.V.2019 были получены 4 снимка с длитель-
ностью экспозиции по 90 с и 6 снимков с длитель-
ностью экспозиции по 120 с трека верхней ступе-
ни Atlas 5 Centaur R/B (международный иденти-
фикатор – 2010-005B, номер по спутниковому
каталогу NORAD – 36396). Несмотря на доста-
точно большое количество периодов вращения в
каждом треке, дисперсия значений периода вра-
щения оказалась сравнительно большой – от
10.254 до 10.678 с, однако итоговый усредненный
период вращения – 10.393 с – хорошо согласуется
с информацией в базе данных ММТ, в которой
имеется наблюдение этого ИСЗ за 15.V.2019 с пе-
риодом вращения 10.39 с. В дальнейшем было про-
ведено еще одно наблюдение 11.IX.2019 с ведением
по объекту; незначительное сужение диапазона ча-
стоты периодограммы (0.1–0.24 Гц) дало уверенное
определение периода вращения – 10.35 с, подтвер-
дить который независимым наблюдением близ-
ким по дате не представлялось возможным (бли-
жайшие даты наблюдений в базе данных ММТ –
7.VII.2019 с периодом вращения 10.32 с и 5.XI.2019
с периодом вращения 10.35 с).

8.V.2019 в режиме сопровождения наблюда-
лась верхняя ступень Atlas 5 Centaur R/B (между-
народный идентификатор – 2013-004B, номер по
спутниковому каталогу NORAD – 39071). На
суженном диапазоне частоты периодограммы
(0.06–0.08 Гц) был получен период вращения
14.91 с, подтвердить который независимым на-
блюдением несколько проблематично, так как,
например, в базе данных ММТ ближайшие на-
блюдения этого ИСЗ отстоят по дате на 2–3 мес.,
что слишком много, потому что ранее период
вращения за такой промежуток времени неодно-
кратно то увеличивался, то уменьшался на 0.1–0.2 с.
Повторное наблюдение этого ИСЗ 11.IX.2019 с ве-
дением по объекту на том же диапазоне частоты
периодограммы дало период вращения 14.80 с,
лежащий в рамках общего тренда изменения пе-
риода вращения в базе данных ММТ, в которой
ближайшие по дате наблюдения отстояли не ме-
нее чем на 10 дней – 1.IX.19 с периодом вращения
14.77 с и 22.IX.19 с периодом вращения 14.79 с, что
не позволяет провести идеальное сравнение.

9.V.2019 были получены 4 снимка с длительно-
стью экспозиции по 50 с трека верхней ступени
Atlas 5 Centaur R/B (международный идентифика-
тор – 2014-055B, номер по спутниковому каталогу
NORAD – 40209). Для определения периода вра-
щения потребовалось сузить диапазон частоты
периодограммы (0.01–0.04 Гц). Дисперсия най-
денных значений периода вращения оказалась
малой – от 4.282 до 4.322 с; итоговый усреднен-
ный период вращения – 4.303 с, что сопоставимо

Рис. 8. Сверху – кривая видимого блеска трека ИСЗ; снизу – периодограмма.
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с ближайшим по дате наблюдением в базе данных
ММТ за 12.IV.2019 с периодом вращения 4.31 с.
По 10 снимкам повторного аналогичного наблю-
дения этого ИСЗ 12.VIII.2019 с длительностью
экспозиции по 60 с на том же диапазоне частоты
периодограммы была получена аналогичная по
амплитуде дисперсия значений периода враще-
ния – от 4.276 до 4.317 с; итоговый усредненный
период вращения – 4.295 с.

3.3. Наблюдение фрагмента BREEZE-M DEB

17.V.2019 во время обзорного наблюдения поя-
са геостационарной орбиты на одном из снимков
с длительностью экспозиции 10 с оказался трек
фрагмента разгонного блока BREEZE-M DEB
(международный идентификатор – 2008-011P,
номер по спутниковому каталогу NORAD –
38568), находящегося на высокой эллиптической
орбите. Уже по треку на снимке было видно, что
имеет место субсекундный период вращения
(около 30 периодов вращения за время экспози-
ции), тем не менее для определения периода
вращения сужение диапазона частоты периодо-
граммы не потребовалось, итоговый период вра-
щения – 0.331 с (самый короткий в рамках дан-
ной работы). В базе данных ММТ имеется наблю-
дение этого ИСЗ за 15.V.2019 с периодом вращения
0.3358 с и с очень медленным увеличением пери-
ода вращения на ~0.002 с в год. Учитывая эту ин-
формацию и принимая во внимание, что в распо-
ряжении имелся только один снимок трека, впол-
не можно допустить, что полученный по треку
период вращения имеет пренебрежимо малую
ошибку порядка 0.005 с, что составляет всего
1.49% от периода вращения.

3.4. Наблюдение GSAT-6A

25.VI.2019 во время вышеупомянутых наблю-
дений Intelsat 29E на серии из 4 снимков с дли-
тельностью экспозиции по 90 с оказался трек не-
работающего спутника связи GSAT-6A (междуна-
родный идентификатор – 2018-027A, номер по
спутниковому каталогу NORAD – 43241), находя-
щегося на средневысокой орбите. Дисперсия зна-
чений периода вращения оказалась сравнительно
высокой (предположительно из-за небольшого
количества периодов вращения на одном треке, что
безусловно снижает точность определения периода
вращения в любом методе фотометрии) – от 19.938
до 20.249 с; итоговый усредненный период вра-
щения – 20.144 с; сужение диапазона частоты пе-
риодограммы не понадобилось. В базе данных
ММТ имеется одно единственное наблюдение
этого ИСЗ за 29.VII.2018, но без определенного
периода вращения (судя по имеющейся там кри-
вой блеска, он мог быть равным 60 с или больше),
поэтому сравнить полученный период вращения

не было возможным, однако по треку и кривой
блеска было видно, что на время экспозиции
приходится примерно 4.5 периода вращения, что
дает основание доверять полученному результату.

3.5. Наблюдение GALAXY 5
13.V.2019 проводились наблюдения астерои-

дов. На серии из 5 снимков с длительностью экс-
позиции по 30 с оказался трек неработающего
спутника связи GALAXY 5 (международный иден-
тификатор – 1992-013A, номер по спутниковому
каталогу NORAD – 21906), находящегося на ор-
бите захоронения. Дисперсия значений периода
вращения оказалась очень малой (благодаря
сравнительно малому угловому масштабу пиксе-
ля точность определения периода вращения за-
метно возрастает) – от 2.761 до 2.769 с; итоговый
усредненный период вращения – 2.765 с; сужение
диапазона частоты периодограммы не понадоби-
лось. Сравнить найденный период вращения с
независимым источником не представлялось воз-
можным, но уже визуально по треку на снимке
можно было оценить, что период вращения был
близок к 2.8 с (примерно 10.75 периода вращения
за время экспозиции).

3.6. Наблюдение фрагмента SL-23 DEB
16.IV.2019 проводилось обзорное наблюдение

пояса геостационарной орбиты. На одном из
снимков с длительностью экспозиции 10 с ока-
зался трек SL-23 DEB (бак от запуска космиче-
ского аппарата Спектр-Р, международный иден-
тификатор – 2011-037B, номер по спутниковому
каталогу NORAD – 37756). Для определения пе-
риода вращения потребовалось применить не
только трек-фотометрию, но и сужение диапазо-
на частоты периодограммы (0.001–0.01 Гц), т. к.
широкий диапазон давал очевидно неверное зна-
чение периода вращения, который уже визуально
по треку можно было оценить равным немногим
менее 2.5 с (чуть более 4 периодов вращения за вре-
мя экспозиции), итоговый период вращения –
2.334 с. В базе данных ММТ имеется наблюдение
этого ИСЗ за 13.IV.2019 с периодом вращения
2.322 с и с постепенным увеличением периода
вращения на 0.01–0.03 с в неделю, что подтвер-
ждает достоверность найденного по треку перио-
да вращения.

4. ОГРАНИЧЕНИЯ 
ИСПОЛЬЗОВАНИЯ МЕТОДИКИ

4.1. Изменение видимой угловой скорости ИСЗ
При прохождении ИСЗ разных участков своей

орбиты геометрия наблюдения, т.е. положение
наблюдаемого ИСЗ относительно телескопа, мо-
жет изменяться в зависимости от типа орбиты, а
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вместе с тем и видимая угловая скорость ИСЗ, ко-
торая за время экспозиции может изменяться с
разной степенью и в итоге иметь разные значения
в начале и в конце экспозиции. По этой причине
при применении трек-фотометрии требуется, во-
первых, для каждого индивидуального трека ис-
пользовать в расчетах исключительно усреднен-
ную на все время экспозиции угловую скорость
ИСЗ, и, во-вторых, планировать наблюдение
ИСЗ так, чтобы он находился на участке орбиты,
где угловая скорость ИСЗ изменялась бы не
слишком быстро.

4.2. Отношение видимой угловой скорости ИСЗ
к его периоду вращения

Если при наблюдении ИСЗ с целью получения
его трека на снимке отношение видимой угловой
скорости ИСЗ к его периоду вращения окажется
очень малым, может получиться так, что смеще-
ние ИСЗ на снимке от пикселя к пикселю будет
настолько медленным, что вариация блеска меж-
ду пикселями вдоль трека будет отсутствовать, и
использовать трек-фотометрию тогда станет не-
возможным. Исходя из этого, при планировании
наблюдения ИСЗ следует учитывать его угловую
скорость. Например, для объектов на высокой эл-
липтической орбите следует избегать наблюде-
ний, когда ИСЗ проходит апогейный участок ор-
биты, на котором угловая скорость будет, как
правило, минимальна. В случае с геостационар-
ной орбитой угловая скорость ИСЗ может прак-
тически не изменяться, что накладывает фикси-
рованное ограничение на применение трек-фо-
тометрии. Единственным решением этой
проблемы видится съемка ИСЗ с ведением теле-
скопа не по звездам, а с произвольно выбранной
угловой скоростью, противоположно направлен-
ной к вектору угловой скорости ИСЗ, что позво-
лит повысить линейную скорость ИСЗ от пиксе-
ля к пикселю на снимке, т.е. трек в итоге будет
равномерно растянут продольно, что увеличивает
количество пикселей проходимых ИСЗ за время
одного периода вращения и тем самым позволяет
проявить вариацию блеска вдоль трека. Однако
это решение создает сопутствующие трудности.
Во-первых, падает уровень отношения сигнала к
шуму вдоль трека, что понижает предельный ре-
гистрируемый блеск ИСЗ. Во-вторых, описанная
в разделе 2.2 методика трек-фотометрии потребу-
ет модификации расчетов, поскольку угловая
скорость ИСЗ при такой съемке должна быть пе-
ресчитана с учетом угловой скорости телескопа.

4.3. Отношение периода вращения ИСЗ
к шагу измерений

Если период вращения ИСЗ близко кратен
шагу измерений в фотометрическом ряду, то даже

на узком диапазоне частоты в периодограмме бу-
дет появляться пик линейной формы, соответ-
ствующий частоте кратного шага измерений, а по
обе стороны от этого пика могут возникать равно-
удаленные и практически одинаковые по высоте
пики, лишь только один из которых будет соот-
ветствовать истинному периоду вращения ИСЗ,
но выбрать из них какой-то один было бы субъек-
тивным и потенциально ошибочным решением.
Рис. 9 показывает пример периодограммы для
фотометрического наблюдения спутника Intesat
29E, осуществленного в обсерватории ISON-Ка-
стельгранде 3.II.2020 с фиксированным шагом в 4
с (1 с экспозиции и 3 с времени считывания). Ча-
стота 0.125 Гц, отображенная линейным пиком на
периодограмме, соответствует 8 с, т.е. двухкрат-
ному шагу измерений; также мы видим два зер-
кальных и примерно равных пика по обе стороны
от линейного пика; левый пик соответствует пе-
риоду 8.128 с, а правый – периоду 7.872 с, и вы-
брать из них однозначно правильный невозмож-
но. Чтобы избежать такой ситуации, следует про-
водить наблюдение ИСЗ либо (если еще нет
априорной информации о периоде вращения
ИСЗ) с переменной длительностью экспозиции,
что давало бы переменный шаг измерений, либо
(если уже имеется информация о периоде враще-
ния ИСЗ) с такой постоянной длительностью экс-
позиции, при которой период вращения не был бы
близко кратен шагу измерений. Рис. 10 показывает
пример периодограммы для наблюдения того же
спутника, осуществленного в обсерватории ISON-
Кастельгранде 16.II.2020 с фиксированным шагом
в 5 с (2 с экспозиции и 3 с времени считывания).
Как видно, линейный пик на том же диапазоне
частоты периодограммы отсутствует, и вместо
двух зеркальных пиков присутствует только один,
дающий однозначный период вращения 8.121 с.

ВЫВОДЫ

Как показывают приведенные выше примеры,
ПЗС-камеры медленного считывания во многих
случаях позволяют определять даже субсекунд-
ные периоды вращения ИСЗ, при этом точность
определяемых значений сопоставима с точно-
стью, получаемой при использовании ПЗС-каме-
ры быстрого считывания, а если и возникают по-
грешности, то они пренебрежительно малы. Факт
возможности такого использования ПЗС-камер
медленного считывания существенно расширяет
диапазон их применения в фотометрических на-
блюдениях ИСЗ. Применение методики на дан-
ных, полученных разным оборудованием, пока-
зало, что наименьшая дисперсия определяемых
трек-фотометрией значений периода вращения
получается при наименьшем угловом масштабе
пикселя ПЗС-камеры. Дальнейшее повышение
точности определения периода вращения ИСЗ по
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его трекам видится возможным при использова-
нии линейной апертуры с субпиксельным разре-
шением, что, правда, невозможно в использовав-
шейся авторами программе AstroImageJ. Также
подмечено, что дополнительным средством кон-
троля качества результата и отсева ложных пери-

одов вращения ИСЗ, автоматически обнаружива-
емых периодограммой на широком диапазоне ча-
стоты, является фазовая кривая приведенного
блеска ИСЗ – построенная по ложному периоду
вращения, она, очевидно, имеет неадекватную
форму (рис. 11).
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Рис. 11. Фазовая кривая приведенного блеска верхней ступени Atlas 5 Centaur R/B (NORAD – 39071), наблюдение
11.IX.2019 в обсерватории ISON-Кастельгранде: а – построенная по ложному периоду вращения 49.18 с, полученному
периодограммой на широком диапазоне частоты 0.001–0.1 Гц; б – построенная по истинному периоду вращения 14.79 с,
полученному периодограммой на суженном диапазоне частоты 0.06–0.08 Гц.

(б)
3.50

4.75

5.00

5.25

5.50

1.00.40.20
Фаза периода вращения

3.75

4.00

4.25

4.50

0.80.6

(a)
П

ри
ве

де
нн

ы
й 

бл
ес

к,
 м

аг
, C

R
(Д

ис
та

нц
ия

 =
 1

00
0 

км
, ф

аз
ов

ы
й 

уг
ол

 =
 9

0 
гр

ад
)

3.50

4.75

5.00

5.25

5.50

3.75

4.00

4.25

4.50



440

КОСМИЧЕСКИЕ ИССЛЕДОВАНИЯ  том 59  № 5  2021

ШМАЛЬЦ и др.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Scargle J.D. Studies in astronomical time series analy-

sis. II. Statistical aspects of spectral analysis of unevenly
spaced data // Astrophysical J. 1982. V. 263. P. 835–
853.

2. VanderPlas J.T. Understanding the Lomb-Scargle Peri-
odogram // Astrophysical J. Supplement Series. 2018.
V. 236. Is. 1. Article id. 16.

3. The Astropy Collaboration, Price-Whelan A.M., Sipőcz B.M.
et al. The Astropy Project: Building an Open-science
Project and Status of the v2.0 Core Package // Astro-
nomical J. 2018. V. 156. Is. 3. Article id. 123.

4. Graziani F., Di Roberto R., Truglio M. et al. Castel-
GAUSS Project: Observations of NEOs and GSO ob-
jects at the ISON-Castelgrande Observatory // Pro-
ceedings of the 69th International Astronautical Con-
gress (IAC), Bremen, Germany, 1–5 October 2018.
IAC-18-A6.IP.1.

5. Karpov S.V., Katkova E.V., Beskin G.M. et al. Massive
photometry of low-altitude artificial satellites on Mini-

MegaTORTORA // Revista Mexicana de Astronomia y
Astrofisica (Serie de Conferencias). 2016. V. 48.
P. 112–113.

6. Фотометрическая база данных ММТ. http://mmt.
favor2.info/satellites/

7. Collins K.A., Kielkopf J.F., Stassun K.G. et al. AstroIm-
ageJ: Image Processing and Photometric Extraction for
Ultra-precise Astronomical Light Curves // Astronom-
ical J. 2017. V. 153. Is. 2. Article id. 77.

8. Molotov I., Agapov V., Titenko V. et al. International sci-
entific optical network for space debris research // Ad-
vances in Space Research. 2008. V. 41. Is. 7. P. 1022–1028.

9. Molotov I., Agapov V., Khutorovsky Z. et al. Current Sta-
tus and Developments of the ISON Optical Network //
6th European Conference on Space Debris. Proceed-
ings of the conference held 22–25 April 2013, in Darm-
stadt, Germany. 2013. Article id. 26.

10. Abdel-Aziz Y., Abdelaziz A.M., Tealib S.K. et al. First
Optical Satellite Tracking Station (OSTS) at NRIAG-
Egypt // New Astronomy. 2020. V. 77. P101361.


