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Введение

Широкое применение в расчетах быстродействующей вы-
числительной техники создало благоприятные условия для раз-
вития многих областей науки и техники. Новейшие достижения 
вычислительной математики позволили пересмотреть алгорит-
мы решения многих задач математической физики и разрабо-
тать новые алгоритмы, основанные на использовании численных 
методов, поддающихся эффективной реализации на вычисли-
тельных машинах.

Таким образом, аналитические методы решения задач 
во многих случаях уступили место более эффективным числен-
ным методам.

Использование в расчетах быстродействующей вычисли-
тельной техники позволило поставить новые задачи науки 
и техники, большой объем вычислительных работ которых ка-
зался ранее практически неосуществимым. В результате созда-
лись такие условия, при которых оказалось возможным решать 
сложнейшие математические и логические задачи. В  связи 
с этим основное значение приобрели вопросы, связанные с ма-
тематической постановкой задач и с разработкой эффективных 
вычислительных алгоритмов.

Успехи в области вычислительной математики оказали боль-
шое влияние на развитие теории и методов расчета ядерных ре-
акторов. После книги С. Глесстона и М. Эдлунда [106], в которой 
были изложены элементарные основы теории реакторов на те-
пловых нейтронах, появилась монография А. Д. Галанина [84], 
посвященная вопросам дальнейшего развития теории реакто-
ров на тепловых нейтронах. Общие научные и теоретические ос-
новы атомной энергетики в дальнейшем были изложены в кни-
гах А. Вейгберга и Е. Вигнера [66], а также Б. Дэвисона [135]. 
Наконец, в монографии [230] рассмотрены численные методы 
расчета ядерных реакторов.

Не утратили своего теоретического значения работы 
раннего периода развития атомной энергетики. Это работы 
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У.  Вигнера [521], Г.  Плачека [489, 491, 492], Пайерлса [486], 
Р. Маршака [476–479], Н. Н. Боголюбова [50], И. И. Гуревича 
и И.  Я. Померанчука [119], Г.  Вика [519, 520], А.  Вейнберга 
[516, 517], Г. Бете [410].

Дальнейшее развитие теория ядерных реакторов и мето-
ды расчета получили в докладах Первой и Второй международ-
ных конференций по мирному использованию атомной энергии 
в Женеве.

Большое развитие теория ядерных реакторов и методы рас-
чета получили в Советском Союзе в работах И. В. Курчатова [191], 
А. П. Александрова [23], А. И. Алиханова [25], Д. И. Блохинцева 
[46–48], В. С. Фурсова [374], И. И. Гуревича и И. Я. Померанчука 
[119], А.  К. Красина [174, 175], С.  М.  Фейнберга [368–372], 
А.  Д.  Галанина [84–91], В.  И. Мостового [285], В.  В. Орлова 
[298, 299], Б. Г. Дубовского [129, 241], В. Ф. Турчина [359, 360], 
В. В. Смелова [260], [330–336] и др. На основе этих работ были 
научно обоснованы проекты ядерных реакторов для большо-
го числа энергетических установок, таких как Воронежская, 
Белоярская атомные электростанции, ледокол «Ленин» 
и др., а также большого числа экспериментальных реак-
торов с различными замедлителями и теплоносителями  
[92, 327, 370–372].

Теория и методы расчета реакторов на промежуточных 
нейтронах получили развитие в работах А.  И. Лейпунского, 
А.  С.  Романовича, Л.  Н. Усачева [362, 365], В.  Я. Пупко 
[259, 309, 310], В. А. Кузнецова, Б. Ф. Громова, Г. И. Тошинского, 
А. И. Могильнера, В. В. Чекунова, В. В. Орлова [257, 299].

Методы расчета реакторов на быстрых нейтронах были раз-
виты в работах А. И. Лейпунского [217, 218], Д. И. Блохинцева 
[49], Л. Н. Усачева [362, 365], О. Д. Казачковского [151, 217,

218], И. И. Бондаренко [52, 217, 218], С. Б. Шихова [294, 385], 
Ю. А. Стависского [217, 218], а также В. С. Владимирова [70, 80], 
Ю.  А. Романова [315] и др. Указанные работы позволили на-
учно обосновать проекты атомных энергетических установок 
БР-1 и БР-2, построенных и пущенных в эксплуатацию соответ-
ственно в 1957 и 1959 гг.

Обзор работ иностранных ученых по теории и методам 
расчета реакторов был сделан в докладах, представленных 
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на Первую и Вторую международные конференции по мирному 
использованию атомной энергии в Женеве [164-165, 220, 272, 
284, 296, 345, 347] и др.

Существенное развитие в те годы получила также 
и вычислительная математика, основные результаты кото-
рой были получены коллективом Математического института 
им. В. А. Стеклова АН СССР под научным руководством акаде-
мика М. В. Келдыша. Наиболее значительные результаты этих 
работ относятся к решению конечно-разностных уравнений, ап-
проксимирующих дифференциальные уравнения с разрывными 
коэффициентами.

Для решения трехточечных конечно-разностных уравнений 
эллиптического типа И. М. Гельфанд и О. В. Локуциевский [96] 
и, независимо, А. С. Кронрод и Штарк сформулировали метод 
факторизации, который позволил краевую задачу свести к по-
следовательному решению трех конечно-разностных уравнений 
первого порядка. В дальнейшем М. В. Келдыш, И. М. Гельфанд 
и О. В. Локуциевский вместе с К. И. Бабенко, В. В. Русановым 
и Н. Н. Ченцовым (см. [230]) существенно развили методы ре-
шения конечно-разностных уравнений, разработав аппарат ма-
тричной факторизации применительно к системам разностных 
уравнений. В частности, это позволило сформулировать новый 
метод решения многомерных дифференциальных уравнений 
эллиптического типа. Метод матричной факторизации оказал 
решающее влияние на развитие численных методов решения 
уравнений метода сферических гармоник применительно к за-
дачам атомной энергетики.

Изучению конечно-разностных уравнений, аппроксимиру-
ющих дифференциальные уравнения эллиптического типа, по-
священы работы А. Н. Тихонова и А. А. Самарского [353–356]. 
А. Н. Тихоновым и А. А. Самарским весьма полно исследованы 
вопросы построения трехточечных конечно-разностных схем, 
даны практические алгоритмы наиболее рациональной аппрок-
симации дифференциальных уравнений конечноразностны-
ми, а также установлены общие свойства решений разностных 
уравнений. Ими введено понятие интегральной точности реше-
ния конечно-разностного уравнения по отношению к решению 
дифференциального уравнения и доказаны теоремы о сходимо-
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сти решений конечно-разностного уравнения. В частности, до-
казано, что построенные ими разностные уравнения в классе 
разрывных коэффициентов имеют второй интегральный поря-
док точности.

В связи с развитием функционального анализа, теории 
обобщенных функций и теории обобщенных решений краевых 
задач получили глубокое развитие математические исследо-
вания свойств решений задач переноса. Исследования таких 
вопросов, как существование и единственность решения, его 
гладкость, непрерывная зависимость от коэффициентов урав-
нения и правой части, спектральные свойства, вариационные 
принципы и свойства операторов уравнения переноса, заложи-
ли фундамент для применения и оценки эффективности числен-
ных методов. Этим вопросам посвящены работы В. С. Владими-
рова В.  С. [69–78], Гермогеновой Т.  А. [99–104], Шихова С.  Б. 
[387], Агошкова В. И. [7–12], Шутяева В. П. [391–394, 497] и др. 
Математическая теория ядерных реакторов для нели-нейных 
задач развита в работах Шихова С. Б. и А.Крянева А. В. [ 388].

За последние годы для решения кинетических уравнений 
было создано большое число разнообразных и оригинальных 
разностных аппроксимаций и вычислительных алгоритмов, ос-
нованных на итерационных методах и вариационных принци-
пах. Это позволило существенно повысить эффективность реа-
лизации алгоритмов на ЭВМ. Актуальными стали исследования 
связей между объемом вычислительной работы и достижимым 
качеством приближения. Очевидно, что тип аппроксимации 
разностными уравнениями, разность между решениями дис-
кретной и непрерывной задач, скорость сходимости итераци-
онного метода решения разностных уравнений (и выбор в нем 
итерационных операторов), oбщее число действий, необходи-
мых для решения задачи с заданной точностью, а также выбор 
пространств, в которых оцениваются погрешность и скорость 
сходимости итераций, являются взаимосвязанными характери-
стиками. Современное состояние вычислительной математики 
уже настоятельно требует исследования и учета при выборе ал-
горитма решения взаимных зависимостей описанных факторов, 
ибо только тогда можно говорить о разумном выборе вычисли-
тельного алгоритма и его операторов для решения с хорошей 
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точностью непрерывной задачи. Перечисленным вопросам по-
священы работы Лебедева В. И. [200–216], Владимирова В. С. 
[69–79], Агошкова В. И. [4–12] и др.

Если говорить о главных тенденциях в развитии вычисли-
тельных методов в настоящее время, то можно отметить сле-
дующие: построение итерационных алгоритмов и оптимизация 
их на основе аппроксимации операторов задач переноса более 
простыми операторами, построение оптимальных алгоритмов 
на основе вариационных методов, применение метода расще-
пления для редукции сложных задач к простейшим. Нафоне 
этих ведущих направлений возникают алгоритмы, отличающи-
еся своеобразием и оригинальностью.

Все указанные выше работы по численным методам подго-
товили базу для дальнейшего развития методов расчета ядер-
ных реакторов. Эти методы и составляют основное содержание 
настоящей монографии.

Книга состоит из 23 глав. Первая часть книги (главы 1–5) 
посвящена вопросам диффузии нейтронов. Рассмотрение во-
просов ведется в предположении, что все нейтроны имеют оди-
наковую скорость и различаются только направлением вектора 
скорости.

В главе 1 дан краткий вывод односкоростных уравнений 
переноса нейтронов. Получено интегро-дифференциальное 
уравнение в различных геометриях, а также рассмотрено ин-
тегральное уравнение Пайерлса, соответствующее уравнению 
переноса частиц. Особое внимание уделено транспортному 
приближению. В заключение сформулированы задачи на кри-
тический размер ядерного реактора.

В главе 2 изложены результаты решения уравнений пере-
носа в случае точечного источника нейтронов в бесконечной 
среде. Рассмотрение ведется сначала для случая изотропного 
рассеяния нейтронов.

Далее исследуется задача об асимптотической плотности 
нейтронов на больших расстояниях от источника. Напримере 
односкоростной задачи рассмотрен метод моментов, а также 
метод аппроксимаций, разработанный Ш.  С. Николайшвили 
[291]. В различных случаях эти методы позволяют получать ре-
шения задач на перенос нейтронов и γ-квантов.
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В главе 3 изложены численные методы решения кинети-
ческих уравнений. Существенное внимание уделено наиболее 
распространенным в физических расчетах ядерных реакто-
ров численным методам В. С. Владимирова [70] и Б. Карлсона 
[159]. Подробно изучен вопрос об улучшении сходимости 
итерационных процессов, являющихся составным элемен-
том алгоритмов решения кинетических уравнений по методу 
Владимирова и Карлсона. Наряду с хорошо известным методом 
Л. А. Люстерника, излагается другой метод улучшения сходи-
мости метода последовательных приближений, сформулирован-
ный В. П. Морозовым [283]. В заключение главы описан пред-
ложенный В. С. Владимировым вариационный метод решения 
уравнений переноса нейтронов [77].

В главе 4 изложены методы решения интегральных уравне-
ний Пайерлса. Сначала рассмотрен метод Крылова–Боголюбова, 
получивший широкое распространение при решении инте-
гральных уравнений. Этот метод иллюстрируется на задаче 
о распределении нейтронов внутри плоского слоя. Затем осо-
бое внимание уделяется методу вырожденных ядер. Этот ме-
тод иллюстрируется на примере расчета критического размера 
однородного шара в случае изотропной, а также в простейшем 
случае – неизотропной индикатрисы рассеяния нейтронов.

В главе 5 дано общее описание метода сферических гармо-
ник, развитого в работах Г. Вика [520], Р. Маршака [478, 476, 
477], С. Марка [475], Б. Дэвисона [135, 426, 427], Л. Н. Усачева 
[363], М.  Вана и Е.  Гута [515], С.  Чандрасекара [377] и др., 
а также приведены основные положения метода, дополнен-
ные конкретными применениями к случаю плоско-параллель-
ных и сферически-симметричных систем. Рассмотрены одно-
мерные цилиндрические системы. Особое внимание уделяется  
P1-приближению, а также диффузионному приближению.

Г. Я. Румянцев впервые обратил внимание на возможность 
практического использования в расчетах четных приближе-
ний метода сферических гармоник, при этом им было уделе-
но особое внимание приближению в расчетах P2-приближения. 
Следует отметить, что Г. Я. Румянцев также развил метод сфе-
рических гармоник для произвольной геометрии в вопросах по-
становки корректных граничных условий [317, 318].
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Исследование вопроса о решении уравнения переноса 
в случае точечного источника в бесконечной среде с помощью 
метода сферических гармоник проведено Ш. С.Николайшвили 
[254, 255].

В заключение главы сформулирован вариационный прин-
цип, предложенный В. С. Владимировым [71, 72, 77]. Наоснове 
вариационного принципа осуществлен вывод уравнений сфери-
ческих гармоник для различных геометрий в случае изотроп-
ной индикатрисы рассеяния и одновременно получены гранич-
ные уравнения, совпадающие с условиями Р. Маршака. Следует 
отметить, что методы, изложенные в главах 1–5 книги, имеют 
общий характер и без особого труда могут быть применены к ре-
шению более сложных задач. В частности, они могут служить 
основой для решения задач на критический размер реактора.

Следующая часть книги посвящена вопросам построения 
конечно-разностных уравнений эллиптического типа, имеющих 
большое значение в расчетах ядерных реакторов.

В главе 6 рассмотрены конечно-разностные уравнения диф-
фузии для одномерных областей. Изложение ведется на основе 
упомянутых выше результатов А. Н. Тихонова и А. А. Самарского 
[354, 353].

Рассмотрены простейшие конечно-разностные уравне-
ния диффузии в классе разрывных коэффициентов. Указаны 
пути усовершенствования конечно-разностных уравнений. 
Построены разностные уравнения для системы двух диффузи-
онных уравнений первого порядка. Введены в рассмотрение 
конечноразностные уравнения баланса, позволяющие контро-
лировать правильность решения задачи в конечно-разностной 
формулировке. Наконец, приводится замечание о точности про-
ведения численных расчетов по конечно-разностным схемам, 
а также устанавливается связь между конечно-разностными 
уравнениями непрерывного счета с разностными уравнениями, 
построенными с помощью метода введения фиктивных точек.

В главе 7 изложены результаты построения конечно-раз-
ностных уравнений для двумерных областей. Вводится в рас-
смотрение общий метод построения разностных уравнений 
для многомерных областей в классе разрывных коэффициентов. 
Приведена матричная форма записи конечно-разностных урав-
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нений для двумерных областей, а также сформулированы соот-
ветствующие соотношения баланса.

В главе 8 дано построение конечно-разностных уравне-
ний методом сферических гармоник. Это построение целе-
сообразно при использовании матричной записи исходной 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, со-
ставляющих вместе с граничными условиями краевую задачу. 
Конечноразностные уравнения сформулированы для областей 
плоскопараллельной, сферически-симметричной и цилиндри-
ческой геометрий. Следует подчеркнуть, что использование 
новых методов решения конечно-разностных уравнений позво-
лило существенно повысить эффективность применения мето-
да сферических гармоник для решения широкого класса реак-
торных задач.

В главе 9 изложены методы решения конечно-разностных 
уравнений. Наиболее эффективным методом решения разност-
ных уравнений эллиптического типа является метод факто-
ризации. Метод линейной конечно-разностной факторизации 
позволяет эффективно решать многие задачи физического рас-
чета реакторов. Далее изложены методы решения конечно-
разностного уравнения диффузии для двумерной геометрии. 
Соответствующую задачу оказалось возможным сформулиро-
вать в векторно-матричной форме, формально совпадающей 
с трехточечной линейной матричной схемой. Решение этой за-
дачи находится с помощью метода матричной факторизации. 
Следует, однако, заметить, что при решении конечно-разност-
ного уравнения эллиптического типа методом матричной фак-
торизации при большом числе узловых точек приходится иметь 
дело с матрицами высокого порядка. Это существенно снижает 
возможности эффективного применения матричной факториза-
ции для решения указанных задач.

Н. И. Булеев сделал удачную попытку разработать итераци-
онный метод, являющийся комбинацией релаксационного про-
цесса с методом линейной факторизации [59, 60]. Этот метод 
по своей простоте не уступает простейшим итерационным про-
цессам Либмана и Зейделя, но сходится во много раз быстрее. 
Среди других методов, успешно применяемых к решению дву-
мерных конечно-разностных уравнений, следует отметить ме-
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тод продольно-поперечной линейной факторизации, рассмо-
тренный Дж. Дугласом [429, 430], Н.  Н. Яненко [398, 399] 
и К. К. Саульевым [323, 324].

Следует отметить, что эффективное решение конечно-раз-
ностных уравнений сферических гармоник проводится методом 
матричной факторизации.

Часть книги посвящена вопросам замедления нейтронов. 
Глава 10 носит вводный характер. В ней рассмотрены элемен-
тарные процессы, происходящие в ядерном реакторе, обсуж-
дена структура сечений взаимодействия нейтронов с ядрами 
и сформулированы основы физического расчета ядерного ре-
актора.

В главе 11 дан вывод кинетического уравнения реактора. 
Сформулировано уравнение замедления и поставлены гранич-
ные условия. Рассмотрены частные случаи кинетического урав-
нения реактора, а именно, задача с постоянными сечениями 
и задача с энергетической зависимостью.

В главе 12 сформулированы сопряженные уравнения реак-
тора. Приводится общая теория сопряженных уравнений, разра-
ботанная автором совместно с В. В. Орловым [257], которая не-
сколько обобщает известные результаты Е. Вигнера [516, 521], 
Л. Н. Усачева [362, 365], Н. Фукса [442], Б. Б. Кадомцева [147] 
и Б.  Дэвисона [135]. Введены в рассмотрение важнейшие ли-
нейные функционалы и построены сопряженные уравнения 
по отношению к данным функционалам. Рассмотрение теории 
сопряженных уравнений заканчивается выводом формул тео-
рии возмущений.

Глава 13 посвящена диффузионному приближению. Следуя 
Р. Маршаку [479], приближенное решение кинетического урав-
нения ищется с помощью двух членов ряда по сферическим 
функциям. В  результате приходим к двум интегро-дифферен-
циальным уравнениям, образующим замкнутую систему урав-
нений реактора. Для замедлителей с 
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цессам Либмана и Зейделя, но сходится во много раз быстрее.
Среди других методов, успешно применяемых к решению

двумерных конечно-разностных уравнений, следует отметить
метод продольно-поперечной линейной факторизации, рас-
смотренный Дж. Дугласом [429, 430], Н. Н. Яненко [398, 399]
и К. К. Саульевым [323, 324].

Следует отметить, что эффективное решение конечно-разно-
стных уравнений сферических гармоник проводится методом
матричной факторизации.

Часть книги посвящена вопросам замедления нейтронов.
Глава 10 носит вводный характер. В ней рассмотрены эле-

ментарные процессы, происходящие в ядерном реакторе, об-
суждена структура сечений взаимодействия нейтронов с ядра-
ми и сформулированы основы физического расчета ядерного
реактора.

В главе 11 дан вывод кинетического уравнения реактора.
Сформулировано уравнение замедления и поставлены гранич-
ные условия. Рассмотрены частные случаи кинетического урав-
нения реактора, а именно, задача с постоянными сечениями
и задача с энергетической зависимостью.

В главе 12 сформулированы сопряженные уравнения ре-
актора. Приводится общая теория сопряженных уравнений,
разработанная автором совместно с В. В. Орловым [257], ко-
торая несколько обобщает известные результаты Е. Вигнера
[516, 521], Л. Н. Усачева [362, 365], Н. Фукса [442], Б. Б. Ка-
домцева [147] и Б. Дэвисона [135]. Введены в рассмотрение
важнейшие линейные функционалы и построены сопряженные
уравнения по отношению к данным функционалам. Рассмотре-
ние теории сопряженных уравнений заканчивается выводом
формул теории возмущений.

Глава 13 посвящена диффузионному приближению. Следуя
Р. Маршаку [479], приближенное решение кинетического урав-
нения ищется с помощью двух членов ряда по сферическим
функциям. В результате приходим к двум интегро-дифферен-
циальным уравнениям, образующим замкнутую систему урав-
нений реактора. Для замедлителей с 𝑀𝑀 ≫ 1 решение уравне-
ний замедления ищется в виде ряда по летаргии. Это позволя-
ет освободиться в уравнениях от интегрального оператора и в

 решение уравне-
ний замедления ищется в виде ряда по летаргии. Это позволяет 
освободиться в уравнениях от интегрального оператора и в ре-
зультате задача сводится к решению системы дифференциаль-
ных уравнений для функций, зависящих от пространственных 
координат и летаргии. В заключении главы рассмотрены вопро-
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сы об уточнении диффузионно-возрастной теории, исследован-
ные Е. Грейлингом и Д. Гёрцелем (см. [106]).

В главе 14 изложены методы решения уравнений реакто-
ра в Pn-приближении, позволяющие уточнить решения, по-
лученные в диффузионном приближении. Сформулированы 
основные и сопряженные уравнения в Pn-приближении и соот-
ветствующие граничные условия. Особое внимание уделено P3-
приближению, представляющему большой интерес в задачах 
на критическую массу реактора.

В следующей части книги рассмотрены методы группового 
представления уравнений реактора.

Глава 15 посвящена выводу многогрупповой системы ос-
новных и сопряженных кинетических уравнений реактора. 
Метод группового усреднения производится таким образом, 
чтобы при переходе от исходной задачи к многогрупповой 
наиболее существенный функционал не изменился. Если в ка-
честве функционала задачи рассматривать критический раз-
мер реактора, то при построении многогруппой системы тре-
буется, чтобы критическая масса реактора не изменялась. 
Если в качестве функционала выбрать, например, дозу выхо-
дящего из реактора излучения, как это имеет место при рас-
четах защиты от излучения, то при переходе к многогруп-
повой задаче требуется, чтобы доза выходящего излучения 
оставалась неизменной. Естественно, что при усреднениях, 
рассчитанных на сохранение тех или иных функционалов, из-
меняется вид сопряженных функций, которые также берут-
ся по отношению к фиксированному функционалу. Если ко-
личество групп возрастает, то оказывается безразличным 
способ усреднения и, таким образом, имеется возможность 
составления универсальных многогрупповых констант, не за-
висящих от спектра нейтронов в реакторе. Это, во всяком слу-
чае, справедливо для задач, связанных с расчетом критиче-
ской массы или реактивностью реактора. Что касается задач 
на прохождение нейтронов через защиту, то для них, по- 
видимому, практически невозможно составить универсальную 
многогрупповую систему констант, справедливую для рас-
четов как малогабаритных, так и асимптотических больших  
защит.
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В главе 16 изложены основные алгоритмы для получе-
ния многогрупповых уравнений реактора в P1-приближении. 
Изложены методы усреднения физических констант в надте-
пловой области, проведены преобразования формул для усред-
ненных физических констант и даны простейшие методы усред-
нения.

Следует отметить, что вопросу наиболее рационального 
усреднения физических констант в литературе уделено доста-
точно большое внимание. Эти вопросы, в частности, нашли от-
ражение в работах Р. Эрлиха и Г. Гурвитца [434], С. Глесстона 
и М.  Эдлунда [106], Л.  Н. Усачева [362, 365], Г.  И. Марчука 
[230, 261, 234] и др. Во многих указанных работах физические 
константы усредняются для реакторов с замедлителями из сме-
си элементов, не содержащих водород.

Метод усреднения констант по группам для смесей, со-
держащих ядра водорода, был предложен Г.  И. Марчуком 
и Н. Я. Лященко [372]. В дальнейшем этот метод был существен-
но развит Н. Я. Лященко и применен к широкому классу задач.

В монографии автора [230] сформулирован аппроксима-
ционный метод расчета уран-водных реакторов, который мож-
но также использовать для физических расчетов. В  настоя-
щей монографии при рассмотрении вопросов многогруппового 
представления уравнений реактора автор избрал другой путь, 
основанный на применении аппарата теории возмущений, по-
зволяющего производить усреднение констант с учетом стати-
стических весов, которыми являются решения многогруппо-
вой системы сопряженных уравнений реактора по отношению 
к фиксированному функционалу.

В заключении гл. 16 основные и сопряженные уравнения 
реактора приводятся к виду, удобному для ведения практиче-
ских расчетов. Существенное внимание также уделено учету 
резонансных эффектов при многогрупповом расчете.

В главе 17 дается построение многогруппвой системы 
уравнений реактора в диффузионно-возрастном приближе-
нии. Выводятся формулы многогруппой системы констант 
и обсуждаются пути практического осуществления алгорит-
ма. Существенное внимание уделено методу расчета про-
странственноэнергетического распределения нейтронов в ре-
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акторе. Полученный спектр нейтронов в реакторе может быть 
использован для многогруппового усреднения констант и бо-
лее точного решения задачи. В заключение приводится метод 
расчета эффективной добавки к активной зоне за счет отра- 
жателя.

Глава 18 посвящена распространению многогруппового 
метода на задачи в Pn-приближении. Даны эффективные ме-
тоды расчета многогрупповой системы констант, основанные 
на использовании спектра нейтронов, полученного в диффузи-
онном или P1-приближениях. Особое место в главе отводится  
P2-приближению, которое по своей реализации не более слож-
но, чем P1-приближение.

В главе 19 излагаются проекционно-сеточные алгорит-
мы для решения задач теории переноса. Эти методы полу-
чили развитие в работах С. Юкаи [508], В. И. Лебедева [203], 
П.  Лесэна, П.  Равьяра [466], М.  Борисевича, Р.  Станкевича 
[412], Г.  И.  Марчука, В.  И. Агошкова [237, 4]. Здесь на осно-
вании интегральных тождеств построены так называемые  
PNI-уравнения для приближённого решения кинетических 
уравнений. Рассмотрены проекционно-сеточные алгоритмы со 
специальным выбором базисных функций.

Глава 20 посвящена итерационным методам решения за-
дач переноса нейтронов. Особое внимание уделено вопросам 
сходимости алгоритмов. Здесь обсуждается построение итера-
ционных алгоритмов и их оптимизация на основе аппроксима-
ции операторов задач переноса более простыми операторами, 
применение метода расщепления для редукции сложных задач 
к последовательности простейших.

В главе 21 изложены методы физического расчета ядерных 
реакторов; сформулированы типичные задачи на расчет кри-
тических масс и спектра нейтронов; приведены практические 
алгоритмы усреднения групповых констант; дана постановка 
задач, учитывающих использование малогрупповых приближе-
ний. В заключение рассмотрены задачи расчета гетерогенных 
реакторов и системы компенсации. В сущности говоря, в этой 
главе приведена постановка большинства задач физическо-
го расчета и обсуждены практические алгоритмы их решения 
на основе результатов предыдущих глав книги.
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1
Односкоростное кинетическое
уравнение переноса нейтронов

1.1. Основные определения и понятия

Нейтрон является элементарной частицей. Нейтрон не за-
ряжен, масса его приблизительно равна массе протона. В даль-
нейшем условно примем массу нейтрона равной единице.
Будем считать, что в момент времени 𝑡𝑡 нейтрон характеризует-
ся радиус-вектором r и вектором скорости v. Совокупность
векторов r, v образует шестимерное фазовое пространство.

Радиус-вектор r запишем в виде
r = 𝑥𝑥i + 𝑦𝑦j + 𝑧𝑧k.

Вектор скорости нейтронов будем считать равным

v = 𝑣𝑣Ω,

где 𝑣𝑣 — скорость нейтрона, а Ω — единичный вектор направле-
ния полета нейтрона

Ω = Ω𝑥𝑥i+Ω𝑦𝑦j+Ω𝑧𝑧k.

В сферической системе координат компоненты вектора Ω
представляются в виде

Ω𝑥𝑥 = sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓𝜓

Ω𝑦𝑦 = sin 𝜗𝜗 sin𝜓𝜓𝜓

Ω𝑧𝑧 = cos𝜗𝜗𝜗

Элемент объема в шестимерном фазовом пространстве
(r,v) равен

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

Наряду с пространством (r,v) удобно ввести в рассмотре-
ние также шестимерное фазовое пространство (r,Ω) с эле-
ментом объема

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω.
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В главе 22 приведены результаты расчета критических масс 
реакторов в широком диапазоне нейтронных спектров: от бы-
стрых до тепловых. Первая попытка систематического обобще-
ния результатов расчета критических масс гомогенных реак-
торов была сделана в работах В. Я. Пупко [309, 310] и в работе 
Т. Н. Зубарева, Г. И. Марчука и А. К. Соколова [144].

В работе [144] приведены критические массы уран-берил-
лиевых, уран-графитовых и уран-водных реакторов, а также ре-
акторов, состоящих из смесей урана-235 и плутония-239, рас-
чет которых произведен автором совместно с В. П. Кочергиным, 
Е. И. Погудалиной, В. В. Колесовым, Г. А. Илясовой и Л. И. Кузне-
цовой [249, 250, 251, 245]. Впоследствии эти работы были повто-
рены автором совместно с В. П. Кочергиным, А. И. Невиницей 
и О.  П. Узнадзе [247] на основе использования более точной 
21-групповой системы констант. Кроме того, рассчитано боль-
шое количество новых вариантов, существенных для проекти-
рования реакторов разнообразных спектров.

Глава 23 посвящена расчёту секционированных ядерно- 
энергетических установок, предусматривающих возможность 
получения ядерной энергии в подкритических реакторах и зна-
чительного увеличения глубины выгорания делящегося изото-
па. Математические методы расчётов основаны на использова-
нии матричной факторизации конечно-разностных уравнений 
реактора. Эти расчёты были выполнены автором совместно 
с Б. Г. Дубовским, В. В. Смеловым, З. Н. Милютиной [241].

В приложении к книге приведены некоторые сведения 
о работах физико-энергетического института по термоядерно-
му оружию.
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1
Односкоростное кинетическое
уравнение переноса нейтронов

1.1. Основные определения и понятия

Нейтрон является элементарной частицей. Нейтрон не за-
ряжен, масса его приблизительно равна массе протона. В даль-
нейшем условно примем массу нейтрона равной единице.
Будем считать, что в момент времени 𝑡𝑡 нейтрон характеризует-
ся радиус-вектором r и вектором скорости v. Совокупность
векторов r, v образует шестимерное фазовое пространство.

Радиус-вектор r запишем в виде
r = 𝑥𝑥i + 𝑦𝑦j + 𝑧𝑧k.

Вектор скорости нейтронов будем считать равным

v = 𝑣𝑣Ω,

где 𝑣𝑣 — скорость нейтрона, а Ω — единичный вектор направле-
ния полета нейтрона

Ω = Ω𝑥𝑥i+Ω𝑦𝑦j+Ω𝑧𝑧k.

В сферической системе координат компоненты вектора Ω
представляются в виде

Ω𝑥𝑥 = sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓𝜓

Ω𝑦𝑦 = sin 𝜗𝜗 sin𝜓𝜓𝜓

Ω𝑧𝑧 = cos𝜗𝜗𝜗

Элемент объема в шестимерном фазовом пространстве
(r,v) равен

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

Наряду с пространством (r,v) удобно ввести в рассмотре-
ние также шестимерное фазовое пространство (r,Ω) с эле-
ментом объема

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω.
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Полный поток нейтронов определим как число нейтронов,
пересекающих в единицу времени единичную сферу около точ-
ки с радиус-вектором r

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑v𝜙𝜙(r,v),

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω).

Индикатриса рассеяния. Будем предполагать, что рассея-
ние нейтронов на ядре вещества происходит без потери скоро-
сти. Это значит, что при рассеянии нейтрон может изменить
только направление полета. Так, если нейтрон до столкновения
с ядром летел по направлению Ω′, то после столкновения он по-
летит по направлению Ω. Вероятность такого события равна

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (v′ → v) 𝑑𝑑v, (1.1.1)

где 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (v′ → v) — плотность рассеяния нейтрона, или инди-

катриса рассеяния. В фазовом пространстве (r,Ω) индикатриса
рассеяния имеет вид

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (Ω′ → Ω).

Связь функций 𝑔𝑔 (v′ → v) и 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) дается соотношением

𝑣𝑣2𝑔𝑔 (v′ → v) = 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω).

Так как вероятность того, что нейтрон в результате рассея-
ния полетит в каком-нибудь направлении — событие достовер-
ное, то мы приходим к нормировке для индикатрисы рассеяния

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v 𝑔𝑔 (v′ → v) = 1,

или
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) = 1. (1.1.2)

    Если рассеяние нейтронов изотропно, то есть равновероят-
но по отношению к телесному углу Ω, то в этом случае

𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) = 1. (1.1.3)
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𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑛𝑛(r,v) = 𝑑𝑑r

    Очевидно, связь элементов объема 𝑑𝑑𝑑𝑑 и 𝑑𝑑𝑑𝑑 осуществляется
с помощью равенства

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑣𝑣2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

   Плотностью нейтронов будем называть количество ней-
тронов в единице фазового пространства, летящих в направ-
лении Ω в момент времени 𝑡𝑡. Плотность нейтронов в простран-
стве (r, v) будем характеризовать величиной 𝑛𝑛(r, v), а в прост-
ранстве (r, Ω) — величиной 𝑛𝑛(r, Ω). Тогда количество нейтронов
в элементе фазового пространства (r, v) будет равно

𝑛𝑛(r, v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v,

а в элементе фазового пространства (r, Ω) —

𝑛𝑛(r, Ω) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω.

Потребуем, чтобы полное число нейтронов во всем прост-
ранстве (r, v) равнялось по числу нейтронов в пространстве 
(r, Ω), то есть

𝑑𝑑Ω𝑛𝑛(r,Ω).

Учитывая, что 𝑑𝑑v = 𝑣𝑣2𝑑𝑑Ω, будем иметь
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑣𝑣2 𝑛𝑛(r,v) =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑛𝑛(r,Ω).

Отсюда следует, что связь между плотностью нейтронов
в пространстве (r,v) и плотностью нейтронов в простран-
стве (r,Ω) осуществляется с помощью равенства

𝑣𝑣2 𝑛𝑛(r,v) = 𝑛𝑛(r,Ω).

Поток нейтронов определим как количество нейтронов, пе-
ресекающих в единицу времени единичную площадку, ориен-
тированную перпендикулярно вектору скорости. Эту величину
будем обозначать для пространства (r,v)

𝜙𝜙(r,v) = 𝑣𝑣𝑣𝑣(r,v)

и для пространства (r,Ω)

𝜙𝜙(r,Ω) = 𝑣𝑣𝑣𝑣(r,Ω).
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Полный поток нейтронов определим как число нейтронов,
пересекающих в единицу времени единичную сферу около точ-
ки с радиус-вектором r

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑v𝜙𝜙(r,v),

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω).

Индикатриса рассеяния. Будем предполагать, что рассея-
ние нейтронов на ядре вещества происходит без потери скоро-
сти. Это значит, что при рассеянии нейтрон может изменить
только направление полета. Так, если нейтрон до столкновения
с ядром летел по направлению Ω′, то после столкновения он по-
летит по направлению Ω. Вероятность такого события равна

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (v′ → v) 𝑑𝑑v, (1.1.1)

где 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (v′ → v) — плотность рассеяния нейтрона, или инди-

катриса рассеяния. В фазовом пространстве (r,Ω) индикатриса
рассеяния имеет вид

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔 (Ω′ → Ω).

Связь функций 𝑔𝑔 (v′ → v) и 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) дается соотношением

𝑣𝑣2𝑔𝑔 (v′ → v) = 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω).

Так как вероятность того, что нейтрон в результате рассея-
ния полетит в каком-нибудь направлении — событие достовер-
ное, то мы приходим к нормировке для индикатрисы рассеяния

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v 𝑔𝑔 (v′ → v) = 1,

или
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω 𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) = 1. (1.1.2)

    Если рассеяние нейтронов изотропно, то есть равновероят-
но по отношению к телесному углу Ω, то в этом случае

𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) = 1. (1.1.3)
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В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением таких случа-
ев, когда индикатриса рассеяния зависит только от величины

ΩΩ′ = 𝜇𝜇0 = 𝜇𝜇𝜇𝜇′ +
√︀
1− 𝜇𝜇2

√︀
1− 𝜇𝜇′2 cos(𝜓𝜓 − 𝜓𝜓′),

где
𝜇𝜇 = cos 𝜗𝜗; 𝜇𝜇′ = cos 𝜗𝜗′.

Тогда будем иметь
𝑔𝑔 (Ω′ → Ω) = 𝑔𝑔(𝜇𝜇0). (1.1.4)

Средний свободный пробег нейтрона. Рассмотрим про-
странство, заполненное веществом, поток нейтронов в котором
обозначим 𝜙𝜙(r,Ω). Выделим из среды элементарные объемы
вещества 𝑑𝑑r и 𝑑𝑑r′ соответственно около точек 𝑀𝑀 и 𝑀𝑀 ′ (рис. 1).
Рассмотрим ослабление потока нейтронов при движении вдоль
направления Ω из элемента объема 𝑑𝑑r в 𝑑𝑑r′.

Рис. 1. Путь нейтрона в среде: Ω —
единичный вектор скорости нейтро-
на; r — радиус-вектор нейтрона в мо-
мент времени 𝑡𝑡; r′ — радиус-вектор

в момент 𝑡𝑡+Δ𝑡𝑡

При движении нейтро-
нов вдоль луча Ω часть
из них поглотится, а часть
рассеется на ядрах веще-
ства. Так как при рассея-
нии нейтрон изменяет на-
правление полета, то он
выбывает из первоначаль-
ного пучка. Очевидно, чис-
ло нейтронов, выведенных
из первоначального пучка
в результате соответству-
ющего ядерно-физического
процесса, пропорциональ-

но первоначальному потоку 𝜙𝜙(r,Ω) и пути нейтрона Δ𝜉𝜉. Соста-
вим уравнение баланса нейтронов в элементе объема 𝑑𝑑r = 𝑑𝑑r′.
С этой целью рассмотрим нейтроны из пучка (Ω,Ω+ 𝑑𝑑Ω). Тогда
получим

𝜙𝜙 (r,Ω) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω− 𝜙𝜙 (r′,Ω) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω = ΣΔ 𝜉𝜉 𝜉𝜉(r,Ω) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω, (1.1.5)

где Σ — константа с размерностью (длина)−1, зависящая
от свойств вещества по отношению к рассматриваемому
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ядерно-физическому процессу. Величину Σ называют макро-
скопическим сечением. После сокращений на 𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω уравнение
баланса нейтронов запишется в виде

𝜙𝜙 (r,Ω)− 𝜙𝜙 (r′,Ω) = ΣΔ 𝜉𝜉 𝜉𝜉(r,Ω). (1.1.6)

Предположив, что функция 𝜙𝜙(r,Ω) непрерывна и дифферен-
цируема в окрестности точки 𝑀𝑀 , разложим функцию 𝜙𝜙(r′,Ω)

в ряд Тейлора. Ограничиваясь в разложении двумя первыми
членами, будем иметь

𝜙𝜙 (r′,Ω) = 𝜙𝜙 (r,Ω) +
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
Δ 𝜉𝜉𝜉 (1.1.7)

Подставив (1.1.7) в уравнение (1.1.6), получим
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ Σ𝜙𝜙 = 0. (1.1.8)

Решение уравнения (1.1.8) при условии

𝜙𝜙(r,Ω) = 𝐼𝐼(Ω) (1.1.9)
имеет вид

𝜙𝜙(r′,Ω) = 𝐼𝐼(Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉. (1.1.10)

Макроскопическое сечение Σ пропорционально количеству
ядер вещества в единице объема, то есть

Σ = 𝜚𝜚 𝜚𝜚𝜚 (1.1.11)

где 𝜎𝜎 — микроскопическое сечение ядерного процесса, обуслов-
ленное взаимодействием нейтрона с единичным ядром веще-
ства. Эту величину можно найти в результате обработки резуль-
татов ядерно-физических экспериментов. Величина 𝜚𝜚 называет-
ся ядерной концентрацией вещества и находится по формуле

𝜚𝜚 = 𝛾𝛾
𝑁𝑁

𝐴𝐴
= 6, 02

𝛾𝛾

𝐴𝐴
· 1023, (1.1.12)

где 𝛾𝛾 — плотность вещества, г/см3; 𝐴𝐴 — атомный номер; 𝑁𝑁 —
число Авогадро (6, 02 . 1023).

Если вещество состоит из смеси ядер различных элементов,
то

Σ =
∑︁
𝑘𝑘

𝜚𝜚𝑘𝑘𝜎𝜎𝑘𝑘,

где суммирование ведется по всем элементам смеси.
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Вычислим далее средний путь, который пройдет нейтрон
в веществе, не вызывая данного ядерного процесса. Очевидно,
он равен математическому ожиданию величины 𝜉𝜉, то есть

𝑙𝑙 =

∞∫︀
0

𝜉𝜉 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︀
0

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉𝑑𝑑𝑑𝑑

=
1

Σ
. (1.1.13)

Величину 𝑙𝑙 называют средним свободным пробегом нейтро-
нов для данного процесса. Если вещество состоит из смеси ядер
различных сортов, приходим к выражению

1

𝑙𝑙

∑︁
𝑘𝑘

1

𝑙𝑙𝑘𝑘
.

До сих пор мы не конкретизировали тип ядерно-физического
взаимодействия нейтронов с ядрами вещества. Рассмотрим три
процесса: рассеяние, радиационный захват и захват с делени-
ем. Соответственно этому введем в рассмотрение сечения 𝜎𝜎𝑠𝑠, 𝜎𝜎𝑎𝑎
и 𝜎𝜎𝑓𝑓 . В дальнейшем также удобно ввести следующие величины:
сечение захвата

𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑎𝑎 + 𝜎𝜎𝑓𝑓
и полное сечение

𝜎𝜎 = 𝜎𝜎𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑐𝑐.

1.2. Вывод основного кинетического
уравнения

Пусть r — радиус-вектор нейтрона в момент времени 𝑡𝑡, а v —
вектор скорости нейтрона. Рассмотрим баланс нейтронов в объ-
еме 𝑑𝑑r около точки 𝑀𝑀 , летящих в направлении Ω. С этой целью 
около точки 𝑀𝑀 выделим цилиндр объемом 𝑑𝑑r и образующей, па-
раллельной вектору Ω (см. рис. 1).

Через момент времени 𝑑𝑑𝑑𝑑 нейтроны, заключенные в цилин-
дре 𝑑𝑑r около точки 𝑀𝑀 и не рассеявшиеся на ядрах вещества, 
переместятся в положение около точки 𝑀𝑀 ′, так что расстоя-
ние 𝑀𝑀𝑀𝑀 ′ определится следующим образом:

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑣𝑣 𝑑𝑑𝑑𝑑.
Подсчитаем полное изменение числа нейтронов, летящих 

в направлении Ω, за промежуток времени 𝑑𝑑𝑑𝑑. Если 𝑛𝑛(r, v) —
число нейтронов в единице фазового пространства (r, v)
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в момент времени 𝑡𝑡, то число нейтронов в объеме 𝑑𝑑r около точ-
ки 𝑀𝑀 , имеющих разброс скорости в интервале v,v + 𝑑𝑑v, будет
равно

𝑛𝑛(r,v)𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

В момент времени 𝑡𝑡+ 𝑑𝑑𝑑𝑑 их число будет
𝑛𝑛(r+ v𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

Таким образом, полное изменение числа нейтронов в объеме
𝑑𝑑r за время 𝑑𝑑𝑑𝑑 опишется разностью

𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝑛𝑛(r+ v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 v)− 𝑛𝑛(r,v)] 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v. (1.2.1)

Разлагая правую часть выражения (1.2.1) в ряд Тейлора
в окрестности точки с радиус-вектором r и пренебрегая члена-
ми порядка малости выше первого, получаем

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
(︁𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑+
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

)︁
𝑑𝑑r 𝑑𝑑v,

или
𝑑𝑑𝑑𝑑 = v∇𝑛𝑛𝑛𝑛r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.2)

где
∇ = i

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ j

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ k

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,

v = 𝑣𝑣𝑥𝑥i+ 𝑣𝑣𝑦𝑦j+ 𝑣𝑣𝑧𝑧k,

𝑣𝑣𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, 𝑣𝑣𝑦𝑦 =

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, 𝑣𝑣𝑧𝑧 =

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

Рассмотрим теперь ядерные процессы, в результате которых
происходит изменение числа нейтронов в элементе фазового
пространства 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v за интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑. Во-первых, подсчи-
таем число нейтронов, выбывающих из элемента фазового про-
странства. Оно составится из нейтронов, поглощенных и рассе-
янных средой. Пусть 𝑙𝑙𝑐𝑐 и 𝑙𝑙𝑠𝑠 — средние свободные пробеги соот-
ветственно до захвата и до рассеяния. Тогда выражения

𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑙𝑙𝑐𝑐
=

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙𝑐𝑐
и 𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑙𝑙𝑠𝑠
=

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙𝑠𝑠
(1.2.3)

описывают число столкновений нейтронов в интервале време-
ни 𝑑𝑑𝑑𝑑, при которых осуществляется поглощение и рассеяние.
Если в элементе фазового пространства (r,v) содержится

𝑛𝑛(r,v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v нейтронов, то полное число поглощенных и рассеян-
ных нейтронов за интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑 равно
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ки 𝑀𝑀 , имеющих разброс скорости в интервале v,v + 𝑑𝑑v, будет
равно

𝑛𝑛(r,v)𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

В момент времени 𝑡𝑡+ 𝑑𝑑𝑑𝑑 их число будет
𝑛𝑛(r+ v𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v.

Таким образом, полное изменение числа нейтронов в объеме
𝑑𝑑r за время 𝑑𝑑𝑑𝑑 опишется разностью

𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝑛𝑛(r+ v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 v)− 𝑛𝑛(r,v)] 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v. (1.2.1)

Разлагая правую часть выражения (1.2.1) в ряд Тейлора
в окрестности точки с радиус-вектором r и пренебрегая члена-
ми порядка малости выше первого, получаем

𝑑𝑑𝑑𝑑 =
(︁𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑+
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑

)︁
𝑑𝑑r 𝑑𝑑v,

или
𝑑𝑑𝑑𝑑 = v∇𝑛𝑛𝑛𝑛r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.2)

где
∇ = i

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ j

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ k

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,

v = 𝑣𝑣𝑥𝑥i+ 𝑣𝑣𝑦𝑦j+ 𝑣𝑣𝑧𝑧k,

𝑣𝑣𝑥𝑥 =
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, 𝑣𝑣𝑦𝑦 =

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, 𝑣𝑣𝑧𝑧 =

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

Рассмотрим теперь ядерные процессы, в результате которых
происходит изменение числа нейтронов в элементе фазового
пространства 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v за интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑. Во-первых, подсчи-
таем число нейтронов, выбывающих из элемента фазового про-
странства. Оно составится из нейтронов, поглощенных и рассе-
янных средой. Пусть 𝑙𝑙𝑐𝑐 и 𝑙𝑙𝑠𝑠 — средние свободные пробеги соот-
ветственно до захвата и до рассеяния. Тогда выражения

𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑙𝑙𝑐𝑐
=

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙𝑐𝑐
и 𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑙𝑙𝑠𝑠
=

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑙𝑙𝑠𝑠
(1.2.3)

описывают число столкновений нейтронов в интервале време-
ни 𝑑𝑑𝑑𝑑, при которых осуществляется поглощение и рассеяние.
Если в элементе фазового пространства (r,v) содержится

𝑛𝑛(r,v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v нейтронов, то полное число поглощенных и рассеян-
ных нейтронов за интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑 равно
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𝑣𝑣𝑣𝑣(r, 𝑣𝑣)

𝑙𝑙𝑐𝑐
𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑 и 𝑣𝑣𝑣𝑣(r,v)

𝑙𝑙𝑠𝑠
𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

или
Σ𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣(r,v)𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑 и Σ𝑠𝑠𝑣𝑣𝑣𝑣(r,v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Таким образом, полное число нейтронов, выбывающих за ин-
тервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑 из элемента 𝑑𝑑r v, равно

𝑑𝑑𝑑𝑑 = Σ 𝑣𝑣𝑣𝑣(r,v)𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.4)
где

Σ = Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠.

Подсчитаем далее количество нейтронов, которые за вре-
мя 𝑑𝑑𝑑𝑑 прибывают в элемент фазового пространства. Оно соста-
вится из числа нейтронов объема 𝑑𝑑r, которые до рассеяния
в объеме 𝑑𝑑r имели скорость v′ и после рассеяния изменили ее
на v, и внешних источников. Число рассеявшихся нейтронов
в элементе 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v найдем по формуле

𝑑𝑑𝑑𝑑 =

[︂
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v′Σ𝑠𝑠𝑣𝑣

′𝑛𝑛(r,v′) 𝑔𝑔 (v′ → v)

]︂
𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.5)

а число нейтронов, прибывающих в элемент фазового простран-
ства от внешних источников, обозначим 𝑑𝑑𝑑𝑑.

Тогда
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑆𝑆(r,v) 𝑑𝑑r 𝑑𝑑v 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.6)

В результате приходим к следующему уравнению баланса ней-
тронов в элементе фазового пространства:

𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.2.7)

Подставляя выражения (1.2.2), (1.2.4), (1.2.5) и (1.2.6) в урав-
нение баланса (1.2.7), приходим к интегро-дифференциальному
уравнению

v∇𝑛𝑛+Σ 𝑣𝑣𝑣𝑣 =
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v′Σ𝑠𝑠 𝑣𝑣

′𝑛𝑛(r,v′) 𝑔𝑔 (v′ → v) + 𝑆𝑆(r,v). (1.2.8)

Переходя от неизвестной 𝑛𝑛(r,v) к 𝜙𝜙(r,v), уравнение (1.2.8)
перепишем в виде

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v′ 𝜙𝜙(r,v′) 𝑔𝑔 (v′ → v) + 𝑆𝑆(r,v). (1.2.9)
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В фазовом пространстве (r,Ω) уравнение (1.2.9) запишется
следующим образом:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′ 𝜙𝜙(r,Ω′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω). (1.2.10)

Здесь мы также воспользовались специальным видом
функции 𝑔𝑔(Ω′ → Ω).

Переход от фазового пространства (r,v) к пространству (r,Ω)

осуществляется с помощью следующих преобразований:
𝑣𝑣2𝜙𝜙(r,v) = 𝜙𝜙(r,Ω);

𝑣𝑣2𝑔𝑔(v′ → v) = 𝑔𝑔(Ω′ → Ω);

𝑣𝑣2𝑆𝑆(r,v) = 𝑆𝑆(r,Ω).

Уравнение (1.2.10) будем называть основным кинетическим
уравнением диффузии нейтронов.

Уравнение (1.2.10) — интегро-дифференциальное. Диффе-
ренциальный характер этого уравнения обусловлен опера-
тором ∇.

Для полной определенности задачи необходимо задать гра-
ничные условия на внешней поверхности 𝑆𝑆.

Пусть среда граничит с вакуумом. Тогда если поверхность
выпукла (или невогнута), то в качестве граничного необходимо
взять следующее условие:

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при (Ωn) < 0, (1.2.11)
где n — внешняя нормаль к поверхности 𝑆𝑆.

Рис. 2. Путь нейтрона в среде,
ограниченной вогнутой поверхно-
стью: Ω — единичный вектор ско-
рости нейтрона; 𝑀𝑀 и 𝑀𝑀 ′ — точки
поверхности 𝑆𝑆; 𝑛𝑛 — внешняя нор-

маль к поверхности 𝑆𝑆

Если поверхность 𝑆𝑆 вогну-
та так, что луч, совпадающий
с вектором Ω, дважды пере-
секает область, занятую ре-
актором, то в точках 𝑀𝑀 и 𝑀𝑀 ′

(рис. 2) следует положить

𝜙𝜙(r𝑀𝑀 ,Ω) = 𝜙𝜙(r𝑀𝑀 ′ ,Ω). (1.2.12)

Кроме того, предполага-
ется, что решение задачи
(1.2.10)–(12.1.1) непрерывно
во всех точках области 𝐺𝐺,
ограниченной 𝑆𝑆.
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1.3. Кинетическое уравнение
для различных геометрий

Рассмотрим кинетическое уравнение

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′ 𝜙𝜙(r,Ω′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω). (1.3.1)

Вдоль луча 𝜉𝜉, совпадающего с вектором Ω, имеет место соот-
ношение

Ω∇𝜙𝜙 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

, (1.3.2)

где 𝜉𝜉 — координата точки вдоль луча Ω.
В декартовой системе координат

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
, (1.3.3)

где
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑥𝑥 = sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓𝜓

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑦𝑦 = sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓𝜓

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑧𝑧 = cos𝜗𝜗𝜗 (1.3.4)

С учетом равенств (1.3.3) и (1.3.4) кинетическое уравне-
ние (1.3.1) имеет вид

sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ cos𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ′, 𝜓𝜓′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0)𝑑𝑑𝑑𝑑
′ + 𝑆𝑆(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    ), (1.3.5)

где
𝜇𝜇0 = cos𝜗𝜗 cos𝜗𝜗′ + sin𝜗𝜗 sin𝜗𝜗′ cos(𝜙𝜙− 𝜙𝜙′).

1.3.1. Плоскопараллельные задачи

Предположим, что функции Σ,Σ𝑠𝑠, 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) и 𝑆𝑆 не зависят от ко-
ординат 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  и являются функциями только 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  и 𝜓𝜓. Если далее
предположим, что область трехмерного пространства, в ко-
торой ищется решение, плоскопараллельна (рис. 3), то, оче-
видно, решение кинетического уравнения (1.3.5) будет только
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𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑦𝑦 = sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓𝜓

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑧𝑧 = cos𝜗𝜗𝜗 (1.3.4)

С учетом равенств (1.3.3) и (1.3.4) кинетическое уравне-
ние (1.3.1) имеет вид

sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ cos𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥   ′, 𝜓𝜓′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0)𝑑𝑑𝑑𝑑
′ + 𝑆𝑆(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥    ), (1.3.5)

где
𝜇𝜇0 = cos𝜗𝜗 cos𝜗𝜗′ + sin𝜗𝜗 sin𝜗𝜗′ cos(𝜙𝜙− 𝜙𝜙′).

1.3.1. Плоскопараллельные задачи

Предположим, что функции Σ,Σ𝑠𝑠, 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) и 𝑆𝑆 не зависят от ко-
ординат 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥  и являются функциями только 𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  и 𝜓𝜓. Если далее
предположим, что область трехмерного пространства, в ко-
торой ищется решение, плоскопараллельна (рис. 3), то, оче-
видно, решение кинетического уравнения (1.3.5) будет только
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функцией 𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧 и 𝜓𝜓. В результате уравнение (1.3.5) запишется
в виде

cos𝜗𝜗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′×

× 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′, 𝜓𝜓′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧). (1.3.6)

Если решение 𝜙𝜙 и источники 𝑆𝑆 не зависят от азимута 𝜓𝜓, то
уравнение (1.3.6) несколько упростится:

cos𝜗𝜗
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)
1

2𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧). (1.3.7)

Рис. 3. Путь нейтрона
в плоскопараллельной
среде: Ω — единичный
вектор скорости нейтро-

на; 𝜗𝜗 — высотный угол

Введем новую независимую пере-
менную 𝜇𝜇 по формуле

𝜇𝜇 = cos𝜗𝜗𝜗

Тогда уравнение (1.3.7) перепи-
шется в виде

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)

𝑔𝑔 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) + 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧), (1.3.8)

где

𝑔𝑔 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) =
1

2𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑
′.

Важно отметить, что функция 𝑔𝑔 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) обладает свойством
симметрии

𝑔𝑔 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) = 𝑔𝑔 (𝜇𝜇 → 𝜇𝜇′). (1.3.9)

Если рассеяние изотропно, то 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) = 1, 𝑔𝑔(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) = 1 и, сле-
довательно, уравнение (1.3.8) имеет вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′) + 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧). (1.3.10)

×

×
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На границе с вакуумом при 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻 дополнительно необхо-
димо поставить условие

𝜙𝜙(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = 0 при 𝜇𝜇 𝜇 0. (1.3.11)

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Если ре-
шение кинетического уравнения не зависит от азимута, то нет
необходимости сохранять принятую ранее нормировку функ-
ций в фазовом пространстве (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  𝑧𝑧), а удобнее перейти непо-
средственно к пространству (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ). Формально такой переход
осуществляется интегрированием кинетического уравнения
по углу 𝜓𝜓. В результате, заменяя

2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) на 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ),

2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) на 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ),

мы приходим к выводу, что уравнение (1.3.10) не изменило сво-
ей формы. Отличие состоит только в том, что переход от новых
функций 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) и 𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) к их глобальным значениям 𝜙𝜙0(𝑧𝑧) и 𝑆𝑆0(𝑧𝑧)

в пространстве (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) осуществляется с помощью формул

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑆𝑆0(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

В частности, если источники нейтронов изотропны, то сле-
дует положить

𝑆𝑆(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
1
2
𝑆𝑆0(𝑧𝑧).

Аналогичным образом изотропный поток нейтронов выра-
зится с помощью формулы

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
1
2
𝜙𝜙0(𝑧𝑧).

1.3.2. Задачи со сферической симметрией

В качестве координат примем 𝑟𝑟 — расстояние от цен-
тра сферически-симметричной системы до рассматривае-
мой точки 𝑀𝑀 и 𝜗𝜗 — угол между радиус-вектором точки 𝑀𝑀
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и осью 𝑧𝑧 (рис. 4). В данном случае будем иметь
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

Рис. 4. Система координат
для сферически-симметричной

области

Из геометрического рассмотре-
ния нетрудно получить

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑟𝑟 = cos𝜗𝜗𝜗

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Ω𝑣𝑣 = −

sin𝜗𝜗

𝑟𝑟
.

Следовательно,
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= cos𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜗𝜗

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
.

Если в качестве переменной
принять 𝜇𝜇 = cos𝜗𝜗, то

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
. (1.3.12)

В результате кинетическое уравнение для задач сфериче-
ской симметрии будет иметь вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) + 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ). (1.3.13)

В частности, при изотропном рассеянии

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+ 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ). (1.3.14)

Здесь, так же как и выше, переход к глобальным характери-

стикам 𝜙𝜙0(𝑟𝑟) и 𝑆𝑆0(𝑟𝑟) осуществляется с помощью равенств

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑;𝑆𝑆0(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Если источник нейтронов изотопен, то

𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) =
1
2
𝑆𝑆0(𝑟𝑟).
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На границе с вакуумом при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 следует поставить условие

𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) = 0 при 𝜇𝜇 𝜇 0.

1.3.3. Задачи цилиндрической симметрии

Рис. 5. Система координат
для цилиндрической области

Рассмотрим бесконечный ци-
линдр радиусом 𝑅𝑅. Пусть 𝑧𝑧 — ось
цилиндрической симметрии. Если
нейтрон находится в точке 𝑀𝑀 , то
𝜗𝜗 — угол между направлением по-
лета нейтрона и вертикалью в точ-
ке 𝑀𝑀 ; 𝜓𝜓 — угол между проекцией
направления полета нейтрона на
плоскость (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) и осью 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 —
расстояние от оси симметрии до
проекции точки 𝑀𝑀 на плоскость
(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) (рис. 5). В этом случае

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

Из геометрических рассмотрений следует, что
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓𝜓

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −

sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓

𝑟𝑟
,

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0.

В результате кинетическое уравнение примет вид

sin𝜗𝜗
(︁
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′, 𝜓𝜓′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ). (1.3.15)

При изотропном рассеянии

sin𝜗𝜗
(︁
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

2

𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′) + 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ). (1.3.16)
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На границе с вакуумом при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 следует поставить условие

𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) = 0 при 𝜇𝜇 𝜇 0.

1.3.3. Задачи цилиндрической симметрии

Рис. 5. Система координат
для цилиндрической области

Рассмотрим бесконечный ци-
линдр радиусом 𝑅𝑅. Пусть 𝑧𝑧 — ось
цилиндрической симметрии. Если
нейтрон находится в точке 𝑀𝑀 , то
𝜗𝜗 — угол между направлением по-
лета нейтрона и вертикалью в точ-
ке 𝑀𝑀 ; 𝜓𝜓 — угол между проекцией
направления полета нейтрона на
плоскость (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) и осью 𝑥𝑥; 𝑟𝑟 —
расстояние от оси симметрии до
проекции точки 𝑀𝑀 на плоскость
(𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦) (рис. 5). В этом случае

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

Из геометрических рассмотрений следует, что
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓𝜓

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −

sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓

𝑟𝑟
,

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0.

В результате кинетическое уравнение примет вид

sin𝜗𝜗
(︁
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′, 𝜓𝜓′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ). (1.3.15)

При изотропном рассеянии

sin𝜗𝜗
(︁
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

2

𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′) + 𝑆𝑆(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ). (1.3.16)
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1.4. Интегральное уравнение Пайерлса

В некоторых случаях удобно иметь дело не с интегро-
дифференциальными уравнениями Больцмана, а с интеграль-
ными уравнениями. В настоящем параграфе мы получим ин-
тегральное уравнение в предположении, что рассеяние
нейтронов изотропно. Ради простоты источники нейтронов бу-
дем считать изотропными. Распространение алгоритма на
случай неизотропного рассеяния или неизотропных источни-
ков нейтронов очевидно.

Рассмотрим невогнутую область 𝐺𝐺, заполненную веществом,
ограниченную поверхностью 𝑆𝑆. Тогда в указанных выше пред-
положениях кинетическое уравнение будет иметь вид

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
1
4𝜋𝜋

𝑄𝑄(r), (1.4.1)
где

𝑄𝑄(r) = Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0(r) + 𝑆𝑆0(r);

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙 (r,Ω).

(1.4.2)

Если на внешнюю границу 𝑆𝑆 из вакуума падает изотропный
поток нейтронов, то

𝜙𝜙(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r) на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (1.4.3)

где 𝑓𝑓(r) — заданная функция точек поверхности 𝑆𝑆.
Рассмотрим сначала случай, когда свойства среды остают-

ся неизменными для всех точек области 𝐺𝐺. Это значит, что
Σ𝑠𝑠 = const, Σ𝑐𝑐 = const.

Функцию 𝑄𝑄(r) временно будем считать известной. Тогда
решение уравнения (1.4.1) при условии (1.4.3) нетрудно най-
ти следующим образом. В кинетическом уравнении (1.4.1)
скалярное произведение Ω∇𝜙𝜙 запишем в виде производной по
направлению Ω, то есть

Ω∇𝜙𝜙 = − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω)⃒⃒

𝜉𝜉=0
,

где 𝜉𝜉 отсчитывается от точки 𝑀𝑀 в направлении, противополож-
ном вектору Ω (рис. 6).
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Рис. 6. Схема движения нейтрона
в среде вдоль луча Ω: 𝑀𝑀 — точка
наблюдения; 𝜉𝜉 — координата по лу-
чу Ω, отсчитываемая от точки 𝑀𝑀 ;
𝜉𝜉0 — расстояние от точки до по-

верхности 𝑆𝑆

Таким образом, вдоль лу-
ча Ω кинетическое уравнение
(1.4.1) запишется следующим
образом:

− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙(r−𝜉𝜉Ω,Ω)+Σ𝜙𝜙(r−𝜉𝜉Ω,Ω) =

=
1

4𝜋𝜋
𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉Ω) (1.4.4)

при условии, что

𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉0Ω,Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω).

(1.4.5)    
1  Заметим, что в уравнении 
(1.4.4) и граничном условии 
(1.4.5) r является радиус-век-
тором точки 𝑀𝑀 .

Решение задачи (1.4.4), (1.4.5) имеет вид
𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω) =

1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ(𝜉𝜉0−𝜉𝜉)+

+
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

𝜉𝜉

𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉′Ω) 𝑒𝑒−Σ(𝜉𝜉′−𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (1.4.6)

И, следовательно, положив 𝜉𝜉 = 0, получим

𝜙𝜙(r,Ω) =
1
4𝜋𝜋

𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉0 +
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉 𝑑𝑑𝑑𝑑. (1.4.7)

Равенство (1.4.7) проинтегрируем по Ω. Тогда получим

𝜙𝜙0(r) =
1
4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑓𝑓 (r−𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉0+

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑄𝑄(r−𝜉𝜉Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉 𝑑𝑑𝑑𝑑. (1.4.8)

В соотношение (1.4.8) положим

r− 𝜉𝜉Ω = r′ r− 𝜉𝜉0Ω = r′𝑆𝑆

и учтем, что 0 ≤ 𝜉𝜉 ≤ 𝜉𝜉0, а элементы объема 𝑑𝑑r′ и площади 𝑑𝑑r′𝑆𝑆
равны

𝑑𝑑r′ = 𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω, 𝑑𝑑r′𝑆𝑆 = 𝜉𝜉0
2 𝑑𝑑Ω
|Ωn|

,
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Рис. 6. Схема движения нейтрона
в среде вдоль луча Ω: 𝑀𝑀 — точка
наблюдения; 𝜉𝜉 — координата по лу-
чу Ω, отсчитываемая от точки 𝑀𝑀 ;
𝜉𝜉0 — расстояние от точки до по-

верхности 𝑆𝑆

Таким образом, вдоль лу-
ча Ω кинетическое уравнение
(1.4.1) запишется следующим
образом:

− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙(r−𝜉𝜉Ω,Ω)+Σ𝜙𝜙(r−𝜉𝜉Ω,Ω) =

=
1

4𝜋𝜋
𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉Ω) (1.4.4)

при условии, что

𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉0Ω,Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω).

(1.4.5)    
1  Заметим, что в уравнении 
(1.4.4) и граничном условии 
(1.4.5) r является радиус-век-
тором точки 𝑀𝑀 .

Решение задачи (1.4.4), (1.4.5) имеет вид
𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω) =

1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ(𝜉𝜉0−𝜉𝜉)+

+
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

𝜉𝜉

𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉′Ω) 𝑒𝑒−Σ(𝜉𝜉′−𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (1.4.6)

И, следовательно, положив 𝜉𝜉 = 0, получим

𝜙𝜙(r,Ω) =
1
4𝜋𝜋

𝑓𝑓(r− 𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉0 +
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉 𝑑𝑑𝑑𝑑. (1.4.7)

Равенство (1.4.7) проинтегрируем по Ω. Тогда получим

𝜙𝜙0(r) =
1
4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑓𝑓 (r−𝜉𝜉0Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉0+

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑄𝑄(r−𝜉𝜉Ω) 𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉 𝑑𝑑𝑑𝑑. (1.4.8)

В соотношение (1.4.8) положим

r− 𝜉𝜉Ω = r′ r− 𝜉𝜉0Ω = r′𝑆𝑆

и учтем, что 0 ≤ 𝜉𝜉 ≤ 𝜉𝜉0, а элементы объема 𝑑𝑑r′ и площади 𝑑𝑑r′𝑆𝑆
равны

𝑑𝑑r′ = 𝜉𝜉2 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω, 𝑑𝑑r′𝑆𝑆 = 𝜉𝜉0
2 𝑑𝑑Ω
|Ωn|

,
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где
𝜉𝜉 = |r− r′|, 𝜉𝜉0 = |r′𝑆𝑆 − r|.

Тогда выражение (1.4.8) можно представить в виде

𝜙𝜙0(r) =
1

4𝜋𝜋

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝑄𝑄(r′)
𝑒𝑒−Σ|r−r′|

|r− r′|2
+

+
1

4𝜋𝜋

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r′𝑆𝑆𝑓𝑓(r
′
𝑆𝑆) ·

⃒⃒
⃒ r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

n
⃒⃒
⃒ · 𝑒𝑒

−Σ|r−r′𝑆𝑆 |

|r− r′𝑆𝑆 |2
. (1.4.9)

Если теперь принять во внимание соотношение (1.4.2), то вы-
ражение (1.4.9) запишется в виде интегрального уравнения

𝜙𝜙0(r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0(r
′)𝐾𝐾 (r′ → r) + 𝐹𝐹 (r), (1.4.10)

где

𝐹𝐹 (r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝑆𝑆0(r
′)𝐾𝐾 (r′ → r) +

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r′𝑆𝑆𝑓𝑓(r
′
𝑆𝑆)

⃒⃒
⃒ r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

n
⃒⃒
⃒𝐾𝐾 (r′𝑆𝑆 → r);

𝐾𝐾 (r′ → r) =
1

4𝜋𝜋

𝑒𝑒−Σ|r−r′|

|r− r′|2
. (1.4.11)

Интегральное уравнение (1.4.9) называют уравнением
Пайерлса.

В том случае, когда Σ = Σ(r) и Σ𝑠𝑠 = Σ(r), то есть когда среда
в области 𝐺𝐺 неоднородна, интегральное уравнение Пайерлса
примет вид

𝜙𝜙0(r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′Σ𝑠𝑠(r
′)𝜙𝜙0(r

′)𝐾𝐾 (r′ → r) + 𝐹𝐹 (r), (1.4.12)

где

𝐹𝐹 (r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝑆𝑆0(r
′)𝐾𝐾 (r′ → r) +

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r′𝑆𝑆𝑓𝑓(r
′
𝑆𝑆)

⃒⃒
⃒ r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

n
⃒⃒
⃒𝐾𝐾 (r′𝑆𝑆 → r);

𝐾𝐾 (r′ → r) =
1

4𝜋𝜋

𝑒𝑒−𝜏𝜏(r′−r)

|r− r′|2
;

𝜏𝜏 (r′ → r) =

|r′→r|∫︁

0

Σ (r− 𝜉𝜉Ω) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.4.13)

Величина 𝜏𝜏 (r′ → r) называется оптическим расстоянием от
точки 𝑀𝑀 ′(r′) до точки 𝑀𝑀(r).
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До сих пор предполагалось, что внешние источники нейтро-
нов изотропны. Если предположить, что

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(r,Ω) и 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(r,Ω),

то мы снова приходим к интегральному уравнению (14.1.2), где
функцию 𝐹𝐹 (r) необходимо заменить следующей формулой:

𝐹𝐹 (r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝑆𝑆
(︁
r′,

r− r′

|r− r′|

)︁
4𝜋𝜋𝜋𝜋 (r′ → r)+

+

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r′𝑆𝑆𝑓𝑓
(︁
r′𝑆𝑆 ,

r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

)︁ ⃒⃒
⃒ r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

n
⃒⃒
⃒4𝜋𝜋𝜋𝜋 (r′𝑆𝑆 → r). (1.4.14)

Более подробные сведения о постановке задачи о диффузии
нейтронов в случае несферической индикатрисы рассеяния
можно найти в книге Б. Дэвисона [135].

Интегральное уравнение (14.1.2) запишем для простейших
геометрий. Будем предполагать, что среда, заполняющая об-
ласть 𝐺𝐺, однородна.

Рассмотрим сначала случай плоскопараллельной геомет-
рии. Будем считать, что на слой толщиной ℎ падает изотропный
поток нейтронов интенсивности 𝑓𝑓+ при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑓𝑓− при 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻.
Внутри слоя источники распределены по закону 𝑆𝑆0(𝑧𝑧). В таких
предположениях, очевидно, решение задачи 𝜙𝜙0 будет только
функцией 𝑧𝑧.

Полагая
𝑑𝑑r′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′, 𝑑𝑑r𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒ r− r′

|r− r′|
n
⃒⃒
⃒ = cos𝜗𝜗 =

|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|
𝑟𝑟

,

𝑟𝑟 =
√︀
(𝑥𝑥− 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2,

интегральное уравнение Пайерлса запишем в следующем виде:

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) = Σ𝑠𝑠

𝐻𝐻∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧), (1.4.15)
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где
𝐹𝐹 (𝑧𝑧) =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑆𝑆0(𝑧𝑧
′)𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) + 𝑓𝑓+𝑃𝑃 (Σ𝑧𝑧) + 𝑓𝑓−𝑃𝑃 (Σ|ℎ− 𝑧𝑧|);

𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) = 1

4𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟

𝑟𝑟2
;

𝑃𝑃 (Σ𝑧𝑧) =
1

4𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝑧𝑧𝑧𝑧−Σ𝑟𝑟

𝑟𝑟3
. (1.4.16)

Вычислим интеграл в правой части последних равенств  
в (14.1.6). С этой целью положим 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥′ = 𝜚𝜚 cos 𝛼𝛼; 𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′ = 𝜚𝜚 sin 𝛼𝛼.

Тогда

𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) = 1

2

∞∫︁

0

𝜚𝜚 𝜚𝜚𝜚𝜚
𝑒𝑒−Σ

√
𝜚𝜚2+(𝑧𝑧−𝑧𝑧′)2

𝜚𝜚2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2
;

𝑃𝑃 (Σ𝑧𝑧) =
𝑧𝑧

2

∞∫︁

0

𝜚𝜚 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝜚𝜚2+𝑧𝑧2

(𝜚𝜚2 + 𝑧𝑧2)3/2
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.17)

Перейдем к новой переменной интегрирования 𝑡𝑡 по формуле
𝑡𝑡 = Σ

√︀
𝜚𝜚2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2.

Тогда будем иметь

𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) = 1

2

∞∫︁

Σ|𝑧𝑧−𝑧𝑧′|

𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑;

𝑃𝑃 (Σ𝑧𝑧) =
Σ𝑧𝑧

2

∞∫︁

Σ𝑧𝑧

𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.18)

Учитывая, что1)
∞∫︁

𝑥𝑥

𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑡𝑡𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑥𝑥),

будем иметь

𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) = 1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|);

𝑃𝑃 (Σ𝑧𝑧) =
1

2
Σ𝑧𝑧𝐸𝐸2(Σ𝑧𝑧).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(1.4.19)

1) См. работу [170].
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До сих пор предполагалось, что внешние источники нейтро-
нов изотропны. Если предположить, что

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(r,Ω) и 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓(r,Ω),

то мы снова приходим к интегральному уравнению (14.1.2), где
функцию 𝐹𝐹 (r) необходимо заменить следующей формулой:

𝐹𝐹 (r) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝑆𝑆
(︁
r′,

r− r′

|r− r′|

)︁
4𝜋𝜋𝜋𝜋 (r′ → r)+

+

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r′𝑆𝑆𝑓𝑓
(︁
r′𝑆𝑆 ,

r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

)︁ ⃒⃒
⃒ r− r′𝑆𝑆
|r− r′𝑆𝑆 |

n
⃒⃒
⃒4𝜋𝜋𝜋𝜋 (r′𝑆𝑆 → r). (1.4.14)

Более подробные сведения о постановке задачи о диффузии
нейтронов в случае несферической индикатрисы рассеяния
можно найти в книге Б. Дэвисона [135].

Интегральное уравнение (14.1.2) запишем для простейших
геометрий. Будем предполагать, что среда, заполняющая об-
ласть 𝐺𝐺, однородна.

Рассмотрим сначала случай плоскопараллельной геомет-
рии. Будем считать, что на слой толщиной ℎ падает изотропный
поток нейтронов интенсивности 𝑓𝑓+ при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑓𝑓− при 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻.
Внутри слоя источники распределены по закону 𝑆𝑆0(𝑧𝑧). В таких
предположениях, очевидно, решение задачи 𝜙𝜙0 будет только
функцией 𝑧𝑧.

Полагая
𝑑𝑑r′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′, 𝑑𝑑r𝑆𝑆 = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒ r− r′

|r− r′|
n
⃒⃒
⃒ = cos𝜗𝜗 =

|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|
𝑟𝑟

,

𝑟𝑟 =
√︀

(𝑥𝑥− 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2,

интегральное уравнение Пайерлса запишем в следующем виде:

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) = Σ𝑠𝑠

𝐻𝐻∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐾𝐾 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧), (1.4.15)



42 Гл. 1. Односкоростное кинетическое уравнение . . .

В заключение вычислим функцию 𝐹𝐹 (𝑧𝑧) в том предположе-
нии, что источник сосредоточен в плоскости 𝑧𝑧 = 0, а потоки
нейтронов из вакуума отсутствуют, то есть 𝑓𝑓± = 0. Тогда получим

𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =
1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧).

В этом случае интегральное уравнение Пайерлса (14.1.5)
примет вид

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
Σ𝑠𝑠

2

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐸𝐸1 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) + 1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧). (1.4.20)

Если среда бесконечна, то уравнение (1.4.20) переходит
в следующее:

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
Σ𝑠𝑠

2

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐸𝐸1 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) + 1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧). (1.4.20′)

Следует отметить, что та часть решения, которая представ-
лена функцией

𝐵𝐵0(𝑧𝑧) =
1
2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧), (1.4.21)

описывает полное число нейтронов, которые не испытали ни од-
ного соударения при движении от источника до плоскости 𝑧𝑧.
Эти нейтроны называют нерассеянными.

Рассмотрим далее случай сферической геометрии. Будем
считать, что область 𝐺𝐺 представляет собой шар радиусом 𝑅𝑅.
На внешнюю границу шара со стороны вакуума падает изо-
тропный поток нейтронов с плотностью 𝑓𝑓0. Внутри шара
заданы источники нейтронов 𝑆𝑆0(𝑟𝑟).

В указанных предположениях решение задачи 𝜙𝜙0 будет
функцией только 𝑟𝑟.

Учитывая соотношения (см. рис. 4)
𝑑𝑑r′ = 𝑟𝑟

′2𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′, 𝑑𝑑r′𝑆𝑆 = 𝑅𝑅2 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
⃒⃒
⃒ r− r′

|r− r′|
n
⃒⃒
⃒ = cosΘ =

𝑅𝑅− 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃√
𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜗𝜗

,

будем иметь

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟), (1.4.22)
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где

𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑆𝑆0(𝑟𝑟
′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓0𝑃𝑃 (𝑟𝑟);

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟
′2

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟
′2+𝑟𝑟2−2𝑟𝑟𝑟𝑟′𝜇𝜇

𝑟𝑟′2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′𝜇𝜇
;

𝑃𝑃 (𝑟𝑟) =
𝑅𝑅2

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑅𝑅− 𝑟𝑟𝑟𝑟)
𝑒𝑒−Σ

√
𝑅𝑅2+𝑟𝑟2−2𝑅𝑅𝑅𝑅𝜇𝜇

(𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅)3/2
. (1.4.23)

Здесь мы перешли к новой переменной интегрирования 𝜇𝜇 = cos𝜗𝜗

и произвели интегрирование по азимуту 𝜓𝜓. С помощью заме-
ны переменной интегрирования 𝜇𝜇 на 𝑡𝑡 = Σ

√︀
𝑟𝑟′2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′𝜇𝜇 второе

и третье соотношения системы (14.2.3) приведем к виду

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
1

2

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

Σ|𝑟𝑟+𝑟𝑟′|∫︁

Σ|𝑟𝑟−𝑟𝑟′|

𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑;

𝑃𝑃 (𝑟𝑟) =
𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

4𝑟𝑟

Σ(𝑅𝑅+𝑟𝑟)∫︁

Σ(𝑅𝑅−𝑟𝑟)

𝑒𝑒−𝑡𝑡

𝑡𝑡2
𝑑𝑑𝑑𝑑+

1

4𝑟𝑟Σ2

Σ(𝑅𝑅+𝑟𝑟)∫︁

Σ(𝑅𝑅−𝑟𝑟)

𝑒𝑒−𝑡𝑡 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.24)

С учетом соотношения (14.1.9) будем иметь

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
1

2

𝑟𝑟′

𝑟𝑟

[︀
𝐸𝐸1(Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|)− 𝐸𝐸1(Σ|𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′|)

]︀
;

𝑃𝑃 (𝑟𝑟) =
𝑅𝑅2 − 𝑟𝑟2

4𝑟𝑟

[︀
𝐸𝐸2(Σ|𝑅𝑅− 𝑟𝑟|)− 𝐸𝐸2(Σ|𝑅𝑅+ 𝑟𝑟|)

]︀
+

+
1

4𝑟𝑟Σ2

[︀
𝑒𝑒−Σ(𝑅𝑅−𝑟𝑟) − 𝑒𝑒−Σ(𝑅𝑅+𝑟𝑟)

]︀
. (1.4.25)

Полезно обратить внимание на следующий факт. Если пред-
положить, что поток нейтронов, падающих на шар со стороны
вакуума, отсутствует, то есть 𝑓𝑓0 = 0, то с помощью соотно-
шений 𝑟𝑟𝑟𝑟0(𝑟𝑟) = 𝜙𝜙(𝑟𝑟) и 𝑆𝑆0(𝑟𝑟) = 𝑆𝑆(𝑟𝑟) уравнение (14.2.2) преоб-
разуется к виду

𝜙𝜙(𝑟𝑟) =
Σ𝑠𝑠

2

𝑅𝑅∫︁

−𝑅𝑅

𝜙𝜙(𝑟𝑟′)𝐸𝐸1

(︀
Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|

)︀
𝑑𝑑𝑑𝑑′ +

1

2

𝑅𝑅∫︁

−𝑅𝑅

𝑆𝑆(𝑟𝑟′)𝐸𝐸1

(︀
Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|

)︀
𝑑𝑑𝑑𝑑′. (1.4.25′)

Таким образом, в этом случае интегральное уравнение для ша-
ра формально совпадает с интегральным уравнением для слоя.
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В заключение вычислим функцию 𝐹𝐹 (𝑧𝑧) в том предположе-
нии, что источник сосредоточен в плоскости 𝑧𝑧 = 0, а потоки
нейтронов из вакуума отсутствуют, то есть 𝑓𝑓± = 0. Тогда получим

𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =
1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧).

В этом случае интегральное уравнение Пайерлса (14.1.5)
примет вид

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
Σ𝑠𝑠

2

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐸𝐸1 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) + 1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧). (1.4.20)

Если среда бесконечна, то уравнение (1.4.20) переходит
в следующее:

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
Σ𝑠𝑠

2

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝜙𝜙0(𝑧𝑧
′)𝐸𝐸1 (Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) + 1

2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧). (1.4.20′)

Следует отметить, что та часть решения, которая представ-
лена функцией

𝐵𝐵0(𝑧𝑧) =
1
2
𝐸𝐸1(Σ𝑧𝑧), (1.4.21)

описывает полное число нейтронов, которые не испытали ни од-
ного соударения при движении от источника до плоскости 𝑧𝑧.
Эти нейтроны называют нерассеянными.

Рассмотрим далее случай сферической геометрии. Будем
считать, что область 𝐺𝐺 представляет собой шар радиусом 𝑅𝑅.
На внешнюю границу шара со стороны вакуума падает изо-
тропный поток нейтронов с плотностью 𝑓𝑓0. Внутри шара
заданы источники нейтронов 𝑆𝑆0(𝑟𝑟).

В указанных предположениях решение задачи 𝜙𝜙0 будет
функцией только 𝑟𝑟.

Учитывая соотношения (см. рис. 4)
𝑑𝑑r′ = 𝑟𝑟

′2𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′, 𝑑𝑑r′𝑆𝑆 = 𝑅𝑅2 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
⃒⃒
⃒ r− r′

|r− r′|
n
⃒⃒
⃒ = cosΘ =

𝑅𝑅− 𝑟𝑟 cos 𝜃𝜃√
𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜗𝜗

,

будем иметь

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟), (1.4.22)
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Подсчитаем теперь нерассеянную часть излучения. Для это-
го предположим, что в центре сферы помещен сосредоточен-
ный источник единичной мощности, то есть

𝑆𝑆(𝑟𝑟) = 𝛿𝛿(r) =
𝛿𝛿(𝑟𝑟)

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
,

где 𝛿𝛿(r) нормирована следующим образом:∫︁
𝛿𝛿(r) 𝑑𝑑r = 4𝜋𝜋

∫︁
𝛿𝛿(r)𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1. (1.4.26)

Если предположить, что поток нейтронов из вакуума отсут-
ствует, то из соотношения (14.2.5) следует, что

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) = 𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (1.4.27)

Переходим теперь к рассмотрению цилиндрических обла-
стей. Для простоты ограничимся случаем однородного беско-
нечного цилиндра радиусом 𝑅𝑅. В качестве координат примем
𝜚𝜚𝜚 𝜚𝜚𝜚 𝜚𝜚. Очевидно,

𝜉𝜉 = |r− r′| =
√︀

𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 + 𝑧𝑧′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓;

Ввиду того, что решение интегрального уравнения есть функ-
ция только 𝑟𝑟, перейдем к следующему интегральному урав-
нению:

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟), (1.4.28)

где

𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑆𝑆(𝑟𝑟′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑟𝑟);

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟′

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑟𝑟′2+𝑧𝑧2−2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓

𝑟𝑟′2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓
;

𝑃𝑃 𝑟𝑟) =
𝑅𝑅

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟 cos 𝜓𝜓)
𝑒𝑒−Σ

√
𝑅𝑅2+𝑟𝑟2+𝑧𝑧2−2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓

(𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓)3/2
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.29)

⃒⃒
⃒r− r′

r− r′

⃒⃒
⃒n = cos𝜗𝜗 =

𝑅𝑅− 𝑟𝑟 cos𝜓𝜓√︀
𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓

.



1.4. Интегральное уравнение Пайерлса 45

  Ядра интегрального уравнения несколько преобразуем.
С этой целью представим выражение для 𝐾𝐾(𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) в виде суммы
двух членов:

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟′

2𝜋𝜋

⎛
⎝

𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑟𝑟

′2+𝑧𝑧2−2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓

𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓
+

+

𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑟𝑟′2+𝑧𝑧2+2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓

𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 + 𝑧𝑧2 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓

⎞
⎠ . (1.4.30)

      Примем далее во внимание следующие соотношения:

𝐾𝐾0(𝑥𝑥𝑥𝑥) =

∞∫︁

0

𝑒𝑒−𝑥𝑥
√
𝑡𝑡2+𝑧𝑧2

√
𝑡𝑡2 + 𝑧𝑧2

𝑑𝑑𝑑𝑑;

∞∫︁

𝑥𝑥

𝐾𝐾0(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∞∫︁

0

𝑒𝑒−𝑥𝑥
√
𝑡𝑡2+𝑧𝑧2

𝑡𝑡2 + 𝑧𝑧2
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.31)

      С учетом выражений (14.3.1) получим

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟′

2𝜋𝜋

[︁ 𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

Σ

𝐾𝐾0(𝑎𝑎𝑎𝑎) 𝑑𝑑𝑑𝑑+

𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

Σ

𝐾𝐾0(𝑏𝑏𝑏𝑏) 𝑑𝑑𝑑𝑑
]︁
, (1.4.32)

где

𝑎𝑎 =
√︀

𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓𝜓

𝑏𝑏 =
√︀
𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 + 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓𝜓

⎫⎬
⎭ (1.4.33)

      Выражение (14.3.2) преобразуем к виду

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟′

2𝜋𝜋

(︁ 𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑎𝑎

∞∫︁

𝑎𝑎Σ

𝐾𝐾0(𝜚𝜚) 𝑑𝑑𝑑𝑑+

𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑏𝑏

∞∫︁

𝑏𝑏Σ

𝐾𝐾0(𝜚𝜚) 𝑑𝑑𝑑𝑑
)︁
. (1.4.34)

     В первом слагаемом перейдем от переменной 𝜓𝜓 к 𝑎𝑎 по формуле

cos𝜓𝜓 =
𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟

′2 − 𝑎𝑎2

2𝑟𝑟𝑟𝑟′
,

а во втором слагаемом по формуле

cos𝜓𝜓 =
𝑏𝑏2 − 𝑟𝑟2 − 𝑟𝑟

′2

2𝑟𝑟𝑟𝑟′
.
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Подсчитаем теперь нерассеянную часть излучения. Для это-
го предположим, что в центре сферы помещен сосредоточен-
ный источник единичной мощности, то есть

𝑆𝑆(𝑟𝑟) = 𝛿𝛿(r) =
𝛿𝛿(𝑟𝑟)

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
,

где 𝛿𝛿(r) нормирована следующим образом:∫︁
𝛿𝛿(r) 𝑑𝑑r = 4𝜋𝜋

∫︁
𝛿𝛿(r)𝑟𝑟2 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1. (1.4.26)

Если предположить, что поток нейтронов из вакуума отсут-
ствует, то из соотношения (14.2.5) следует, что

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) = 𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (1.4.27)

Переходим теперь к рассмотрению цилиндрических обла-
стей. Для простоты ограничимся случаем однородного беско-
нечного цилиндра радиусом 𝑅𝑅. В качестве координат примем
𝜚𝜚𝜚 𝜚𝜚𝜚 𝜚𝜚. Очевидно,

𝜉𝜉 = |r− r′| =
√︀
𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 + 𝑧𝑧′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓;

Ввиду того, что решение интегрального уравнения есть функ-
ция только 𝑟𝑟, перейдем к следующему интегральному урав-
нению:

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟), (1.4.28)

где

𝐹𝐹 (𝑟𝑟) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑆𝑆(𝑟𝑟′)𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑟𝑟);

𝐾𝐾 (𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
𝑟𝑟′

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑟𝑟′2+𝑧𝑧2−2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓

𝑟𝑟′2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜓𝜓
;

𝑃𝑃 𝑟𝑟) =
𝑅𝑅

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑅𝑅 − 𝑟𝑟 cos 𝜓𝜓)
𝑒𝑒−Σ

√
𝑅𝑅2+𝑟𝑟2+𝑧𝑧2−2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓

(𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓)3/2
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.4.29)

⃒⃒
⃒r− r′

r− r′

⃒⃒
⃒n = cos𝜗𝜗 =

𝑅𝑅− 𝑟𝑟 cos𝜓𝜓√︀
𝑅𝑅2 + 𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2 − 2𝑅𝑅𝑅𝑅 cos𝜓𝜓

.
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Тогда окончательно приходим к выражению

𝐾𝐾(𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
2𝑟𝑟′

𝜋𝜋
×

×
𝑟𝑟+𝑟𝑟′∫︁

|𝑟𝑟−𝑟𝑟′|

𝑑𝑑𝑑𝑑√︀
(𝑥𝑥− 𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′)(𝑥𝑥+ 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′)(𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′ − 𝑥𝑥)(𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′ + 𝑥𝑥)

∞∫︁

Σ𝑥𝑥

𝐾𝐾0(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(1.4.35)
Аналогичным образом может быть найдено выражение для 𝑃𝑃 (𝑟𝑟).
Для получения нерассеянной части излучения от линейного

источника, расположенного на оси 𝑧𝑧, очевидно, следует выра-
жение (14.2.7) проинтегрировать по 𝑧𝑧. В результате получим

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2
=

Σ

2𝜋𝜋

∞∫︁

Σ𝑟𝑟

𝐾𝐾0(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.4.36)

где 𝑟𝑟 =
√︀
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2.

1.5. Транспортное приближение

При решении различных задач, связанных с физическим
расчетом реакторов, широкое применение нашло транспортное
приближение. Сущность этого приближения состоит в том, что
индикатриса рассеяния нейтронов 𝜔𝜔(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0)Σ𝑠𝑠 заменяется

приближенной функцией следующего вида:

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) = Σ𝑠𝑠

[︁1− 𝜇̄𝜇0

4𝜋𝜋
+ 𝜇̄𝜇0𝛿𝛿(1− 𝜇𝜇0)

]︁
, (1.5.1)

где

Σ𝑠𝑠𝜇̄𝜇0 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜇𝜇0𝜔𝜔 𝜔𝜔𝜔𝜔0.

Существенным моментом здесь является то, что приближен-
ная функция 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) имеет правильный нулевой и первый момен-
ты, то есть

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0 = Σ𝑠𝑠;

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜇𝜇0𝜔𝜔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0 = 𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.5.2)
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Рассмотрим теперь кинетическое уравнение

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′)𝜔𝜔(𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω). (1.5.3)

      Подставив соотношение (1.5.1) в уравнение (1.5.3), получим
Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠(1− 𝜇̄𝜇0)

4𝜋𝜋
𝜙𝜙0(r) + 𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′) 𝛿𝛿(1− 𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω), (1.5.4)

где
𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω).

Если предположить, что решение уравнения (1.5.4) слабо за-
висит от направления Ω, то под знаком интеграла в уравнении
(1.5.4) функции 𝜙𝜙(r,Ω′) разложим в ряд Тейлора

𝜙𝜙(r,Ω′) = 𝜙𝜙(r,Ω) + малые члены. (1.5.5)

Ограничившись в разложении (1.5.5) первым членом и учтя,
что ∫︁

𝑑𝑑Ω′𝛿𝛿(1− 𝜇𝜇0) = 1,

получим

Ω∇𝜙𝜙+ (Σ𝑠𝑠(1− 𝜇̄𝜇0) + Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠(1− 𝜇𝜇0)

4𝜋𝜋
𝜙𝜙0(r) + 𝑆𝑆(r,Ω). (1.5.6)

Анализ уравнения (1.5.6) показывает, что оно отличается
от соответствующего уравнения в случае изотропного рассея-
ния только тем, что макроскопическое сечение рассеяния Σ𝑠𝑠

заменено Σ𝑠𝑠(1 − 𝜇̄𝜇0). Величину Σ𝑠𝑠(1 − 𝜇̄𝜇0) иногда называют
транспортным сечением рассеяния2), а уравнение (1.5.6) —
односкоростным кинетическим уравнением в транспортном
приближении.

1.6. Задачи на критический размер

До сих пор предполагалось, что внешние источники нейтро-
нов заданы. Такое положение имеет место в том случае, когда
решается задача на прохождение нейтронов в среде от незави-

2)В дальнейшем мы под транспортным сечением будем понимать не Σ𝑠𝑠(1−
𝜇̄𝜇0), а величину Σ𝑠𝑠(1− 𝜇̄𝜇0) + Σ𝑐𝑐; обозначим ее Σ𝑡𝑡𝑡𝑡.
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Тогда окончательно приходим к выражению

𝐾𝐾(𝑟𝑟′ → 𝑟𝑟) =
2𝑟𝑟′

𝜋𝜋
×

×
𝑟𝑟+𝑟𝑟′∫︁

|𝑟𝑟−𝑟𝑟′|

𝑑𝑑𝑑𝑑√︀
(𝑥𝑥− 𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′)(𝑥𝑥+ 𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′)(𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′ − 𝑥𝑥)(𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′ + 𝑥𝑥)

∞∫︁

Σ𝑥𝑥

𝐾𝐾0(𝑡𝑡) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(1.4.35)
Аналогичным образом может быть найдено выражение для 𝑃𝑃 (𝑟𝑟).
Для получения нерассеянной части излучения от линейного

источника, расположенного на оси 𝑧𝑧, очевидно, следует выра-
жение (14.2.7) проинтегрировать по 𝑧𝑧. В результате получим

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑒𝑒−Σ

√
𝑟𝑟2+𝑧𝑧2

𝑟𝑟2 + 𝑧𝑧2
=

Σ

2𝜋𝜋

∞∫︁

Σ𝑟𝑟

𝐾𝐾0(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (1.4.36)

где 𝑟𝑟 =
√︀

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2.

1.5. Транспортное приближение

При решении различных задач, связанных с физическим
расчетом реакторов, широкое применение нашло транспортное
приближение. Сущность этого приближения состоит в том, что
индикатриса рассеяния нейтронов 𝜔𝜔(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0)Σ𝑠𝑠 заменяется

приближенной функцией следующего вида:

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) = Σ𝑠𝑠

[︁1− 𝜇̄𝜇0

4𝜋𝜋
+ 𝜇̄𝜇0𝛿𝛿(1− 𝜇𝜇0)

]︁
, (1.5.1)

где

Σ𝑠𝑠𝜇̄𝜇0 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜇𝜇0𝜔𝜔 𝜔𝜔𝜔𝜔0.

Существенным моментом здесь является то, что приближен-
ная функция 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) имеет правильный нулевой и первый момен-
ты, то есть

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0 = Σ𝑠𝑠;

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜇𝜇0𝜔𝜔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0 = 𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(1.5.2)
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симых внешних источников. Задачи такого типа особенно часто
встречаются при расчете защиты от излучений.

Однако при расчетах пространственно-энергетического рас-
пределения нейтронов в системе, где происходит цепная ре-
акция деления ядер, источники нейтронов оказываются сами
функцией неизвестного решения.

Если введем в рассмотрение Σ𝑓𝑓 макроскопическое сечение
вещества, заполняющего объем реактора, по отношению к де-
лению, 𝜈𝜈𝑓𝑓 — число нейтронов, рождающихся в одном акте де-
ления ядер вещества, то источники нейтронов можно выразить
через 𝜙𝜙(r,Ω) с помощью следующего соотношения:

𝑄𝑄(r) = (Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 )𝜙𝜙0(r), (1.6.1)

где
𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω).

       Здесь, кроме того,  сделано  предположение  об изотропности 
процесса деления [363].

Если другие источники нейтронов в системе отсутствуют, 
кроме источников, реализуемых в результате осуществления 
цепной реакции деления, то основное кинетическое уравнение 
реактора в одногрупповом представлении будет иметь вид

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

4𝜋𝜋
𝜙𝜙0(r). (1.6.2)

В качестве граничного условия следует выбрать

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (1.6.3)

где 𝑆𝑆 — внешняя поверхность реактора.
Из рассмотрения задачи (1.6.2), (1.6.3) следует, что она одно-

родна и, таким образом, можно сформулировать задачу на соб-
ственные числа. Для этого введем в рассмотрение формальный
параметр 𝜆𝜆, который определим следующей задачей:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
1

4𝜋𝜋
(Σ𝑠𝑠 + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 )𝜙𝜙0(r);

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(1.6.4)
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      Параметр 𝜆𝜆 связан  с  эффективным  коэффициентом размно-
жения нейтронов в реакторе 𝐾𝐾эфф следующим соотношением:

𝜆𝜆 =
1

𝐾𝐾эфф
.

    Теперь задача (1.6.4) состоит в нахождении  первого  собст-
венного числа 𝜆𝜆 = 𝜆𝜆1 и соответствующей ему собственной функ-
ции 𝜙𝜙1(r, Ω).

Для решения задачи о критическом размере реактора необ-
ходимо поступать следующим образом. Зададимся размером
активной зоны реактора и найдем величину 𝜆𝜆, соответству-
ющей данной композиции реактора. Затем, изменив размер
активной зоны, получим новое значение параметра 𝜆𝜆, допус-
кающего ненулевое решение задачи (1.6.4). Продолжая этот
процесс, при определенной конструкции реактора получим

𝜆𝜆1 = 1. (1.6.5)
      Соответствующий  размер   реактора   будем  называть  крити-
ческим.

Следует отметить, что изложенный выше способ введения
формального математического параметра 𝜆𝜆 не является един-
ственно возможным. В ряде случаев бывает целесообразно
задачу на собственные числа сформулировать следующим
образом:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 = 𝜆𝜆
Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

4𝜋𝜋
𝜙𝜙0(r);

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(1.6.6)

       Для осуществления  критического  режима  в реакторе необ-
ходимо потребовать, чтобы

𝜆𝜆1 = 1. (1.6.7)

  В частности, если  величина Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 не зависит  от  точки,
то есть среда однородна по своим рассеивающим свойствам
и свойствам деления ядер, то задачу (1.6.6) можно несколь-
ко упростить, переписав ее в виде

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
𝜆𝜆

4𝜋𝜋
𝜙𝜙0(r);

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(1.6.8)
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      Тогда  для  критического состояния реактора необходимо вы-
полнение условия

𝜆𝜆1 = Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 . (1.6.9)

Аналогичным образом формулируется задача на критиче-
ский размер с помощью интегрального уравнения Пайерлса.
Например, в простейшем случае, когда мы имеем дело с зада-
чей (1.6.8),

𝜙𝜙0(r) = 𝜆𝜆

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r′𝜙𝜙(r′)𝐾𝐾(r′ → r), (1.6.10)

где ядро интегрального уравнения 𝐾𝐾(r′ → r) определяется с по-
мощью второй формулы из системы (14.1.1).

Критический режим работы реактора будет иметь место
при условии (1.6.9).
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Глава 2. 51

2
Точечный источник нейтронов
в бесконечной среде

2.1. Изотопное рассеяние нейтронов

Рассмотрение методов решения кинетических уравнений
удобно начать с простейших задач. Одной из таких задач
является вычисление потока нейтронов от точечного источни-
ка в бесконечной однородной среде. Очевидно, что решение
задачи с распределенным источником найдется простым инте-
грированием рассмотренной простейшей задачи.

В настоящей главе рассмотрены методы решения кинетиче-
ских уравнений как в случае изотропного, так и анизотропно-
го рассеяния нейтронов. Особое внимание уделено получению
асимптотических решений на больших расстояниях от источ-
ника. Для нахождения решения на малых расстояниях будут
использованы метод моментов и родственный ему метод
Фано–Спенсера [501].

Рассмотрим бесконечное однородное пространство, запол-
ненное средой с изотропными источниками, распределенными
по закону 𝑓𝑓(𝑧𝑧). Требуется найти полный поток нейтронов в про-
странстве −∞ < 𝑧𝑧 𝑧 ∞. Предполагается, что распределение ней-
тронов симметрично относительно плоскости 𝑧𝑧 = 0. В этом слу-
чае можно ограничиться рассмотрением только полупростран-
ства 𝑧𝑧 ≥ 0.

Если рассеяние нейтронов изотропно, то основное кинети-
ческое уравнение переноса нейтронов примет вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑+
1

2
𝑓𝑓(𝑧𝑧). (2.1.1)
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       Перейдем   к  безразмерной переменной  𝑥𝑥 = Σ𝑧𝑧. Тогда уравне-
ние (2.1.1) представится в следующем виде:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜙𝜙 =

𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑+
1

2
𝐹𝐹 (𝑥𝑥), (2.1.2)

где
𝐹𝐹 (𝑥𝑥) =

1

Σ
𝑓𝑓
(︁ 𝑥𝑥

Σ

)︁
, 𝑐𝑐 =

Σ𝑠𝑠

Σ
.

     Переход от решения уравнения (2.1.2)–𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) к решению урав-
нения (2.1.1)–𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) осуществляется простой заменой перемен-
ной 𝑥𝑥 на Σ𝑧𝑧.
Предположим теперь,  что 𝑓𝑓(𝑧𝑧) = 𝛿𝛿(𝑧𝑧) и 𝐹𝐹 (𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥). Тогда 

соответствующие кинетические уравнения будут определять 
функции Грина для уравнений (2.1.1) и (2.1.1). Обозначим их 
соответственно 𝐺𝐺(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) и 𝒢𝒢(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇). Найдем связь между функция-
ми Грина. С этой целью запишем решения уравнений (2.1.1) 
и (2.1.2) в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

∞∫︁

−∞

𝑓𝑓(𝑧𝑧′)𝐺𝐺(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′, 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =

∞∫︁

−∞

𝐹𝐹 (𝑥𝑥′)𝒢𝒢(𝑥𝑥− 𝑥𝑥′, 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.1.3)

      Рассмотрим второе из равенств (2.1.3). Заменив в этом равен-
стве 𝑥𝑥 на Σ𝑧𝑧 и функции 𝐹𝐹 выразив через 𝑓𝑓 , получим

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

∞∫︁

−∞

𝑓𝑓(𝑧𝑧′)𝒢𝒢(Σ[𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′], 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (2.1.4)

      Сравнивая первое из равенств (2.1.3) с (2.1.4), приходим к вы-
воду, что

𝐺𝐺(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) = 𝒢𝒢(Σ𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇).

    Таким образом, решение задачи об источнике сводится к на-
хождению функции Грина 𝒢𝒢(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) с последующей заменой пере-
менных 𝑥𝑥 на Σ𝑧𝑧. Ради удобства функцию 𝒢𝒢(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) мы по-прежнему 
будем обозначать 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇). Тогда окончательно будем иметь 
следующее интегро-дифференциальное уравнение для потока
нейтронов от источника:
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𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜙𝜙 =

𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑+
1

2
𝛿𝛿(𝑥𝑥). (2.1.5)

Решение уравнения (2.1.5) будем искать с помощью двухсто-
роннего преобразования Лапласа.
      Пусть

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑖𝑖∞∫︁

−𝑖𝑖∞

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ) 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑;

Φ(𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ) =

∞∫︁

−∞

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) 𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

      Умножим почленно уравнение (2.1.5) на 𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑 и проинтегри-
руем по 𝑥𝑥. Тогда получим

(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)Φ =
𝑐𝑐

2
Φ0(𝑘𝑘) +

1

2
, (2.1.6)

где

Φ0(𝑘𝑘) =

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Φ(𝑘𝑘𝜇𝜇).

       Уравнение  (2.1.6)  поделим  на  (1 − 𝑘𝑘𝑘𝑘)  и  результат  проин-
тегрируем по 𝜇𝜇. В результате будем иметь

Φ0 =
𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘
Φ0 +

1

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘
.

      Учитывая соотношение
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘
=

1

𝑘𝑘
ln

1 + 𝑘𝑘

1− 𝑘𝑘
,

получим

Φ0(𝑘𝑘) =
1

2𝑘𝑘

ln 1+𝑘𝑘
1−𝑘𝑘

1− 𝑐𝑐
2𝑘𝑘 ln 1+𝑘𝑘

1−𝑘𝑘

.

      С помощью обратного преобразования Лапласа получим

𝜙𝜙0(𝑥𝑥) =
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑖𝑖∞∫︁

−𝑖𝑖∞

𝑐𝑐
2𝑘𝑘 ln 1+𝑘𝑘

1−𝑘𝑘

1− 𝑐𝑐
2𝑘𝑘 ln 1+𝑘𝑘

1−𝑘𝑘

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.1.7)

     Здесь 𝜙𝜙0(𝑥𝑥) — полный поток нейтронов в точке 𝑥𝑥.
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Подынтегральная функция равенства в (2.1.7) регулярна
в полосе −1 < 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑅 1, за исключением полюсов 𝑘𝑘 = ±𝑘𝑘0, являю-
щихся решениями трансцендентного уравнения

𝑐𝑐

2𝑘𝑘
ln

1 + 𝑘𝑘

1− 𝑘𝑘
= 1. (2.1.8)

Рис. 7. Контур интегрирования
в плоскости комплексной пере-
менной 𝑘𝑘: ±𝑘𝑘0 — полюса подын-
тегральной функции; 𝑙𝑙 — контур
интегрирования, охватывающий

разрез (−∞,−1)

Вне этой полосы подын-
тегральная функция имеет
две точки ветвления 𝑘𝑘 = ±1.
Зафиксируем лист римано-
вой поверхности, проведя
разрезы от точек 𝑘𝑘 = ±1

до бесконечности вдоль ве-
щественной оси. Продефор-
мируем контур интегриро-
вания таким образом, как
показано на рисунке 7.

Тогда интеграл будет со-
стоять из вычета подынте-
гральной функции в точ-
ке 𝑘𝑘 = −𝑘𝑘0 из интеграла

по контуру 𝑙𝑙, охватывающему разрез. В результате для 𝑥𝑥 ≥ 0

получим

𝜙𝜙0(𝑥𝑥) =
𝑘𝑘0
𝑐𝑐

1− 𝑘𝑘20
𝑘𝑘20 + 𝑐𝑐− 1

𝑒𝑒−𝑘𝑘0𝑥𝑥 +

∞∫︁

0

2(1 + 𝜉𝜉) 𝑒𝑒−(1+𝜉𝜉)𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

[2(1 + 𝜉𝜉)− 𝑐𝑐 ln(1 + 2/𝜉𝜉)]2 + 𝜋𝜋2𝑐𝑐2
.

В соответствии с этим функцию 𝜙𝜙0(𝑥𝑥) представим в виде сум-
мы асимптотической части и поправки

𝜙𝜙0(𝑥𝑥) = 𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) + Φ(𝑥𝑥), (2.1.9)

где
𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥) =

𝑘𝑘0
𝑐𝑐

1− 𝑘𝑘20
𝑘𝑘20 + 𝑐𝑐− 1

𝑒𝑒−𝑘𝑘0𝑥𝑥;

Φ(𝑥𝑥) =

∞∫︁

0

2(1 + 𝜉𝜉) 𝑒𝑒−(1+𝜉𝜉)𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

[2(1 + 𝜉𝜉)− 𝑐𝑐 ln(1 + 2/𝜉𝜉)]2 + 𝜋𝜋2𝑐𝑐2
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.1.10)
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     Перейдем  теперь  к  размерной  переменной  𝑧𝑧.  Тогда  будем 
иметь

𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧) =
𝛼𝛼

Σ𝑠𝑠

Σ2 − 𝛼𝛼2

𝛼𝛼2 − ΣΣ𝑐𝑐
𝑒𝑒−𝑎𝑎𝑎𝑎,

Φ(𝑧𝑧) =

∞∫︁

0

2(1 + 𝜉𝜉) 𝑒𝑒−(1+𝜉𝜉)Σ𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

[2(1 + 𝜉𝜉)− 𝑐𝑐 ln(1 + 2/𝜉𝜉)]2 + 𝜋𝜋2𝑐𝑐2
,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.1.11)

где 𝛼𝛼 = Σ𝑘𝑘0.
Нетрудно показать, что при 1 − 𝑐𝑐 ≪ 1 величина 𝑘𝑘0 определя-

ется соотношением

𝑘𝑘0 =
√︀
3(1− 𝑐𝑐)

[︁
1− 2

5
(1− 𝑐𝑐)

]︁
. (2.1.12)

      Следовательно,
𝛼𝛼 =

1

𝐿𝐿

(︁
1− 2

5

Σ𝑐𝑐

Σ

)︁
, (2.1.13)

где
𝐿𝐿 =

1√
3ΣΣ𝑐𝑐

. (2.1.14)

Используя приближенное значение для 𝛼𝛼, вычисленное
по формуле (21.1.3), можно получить

𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑧𝑧) =
𝛼𝛼

2Σ𝑐𝑐
𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼. (2.1.15)

Переходим к рассмотрению функции Φ(𝑧𝑧). При Σ𝑧𝑧 ≪ 1 при-
ближенно можно положить [66]

Φ(𝑧𝑧) ∼=
1

2

∞∫︁

0

𝑒𝑒−(1+𝜉𝜉)Σ𝑧𝑧

1 + 𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑑𝑑

и, следовательно,
Φ(𝑧𝑧) ∼=

1

2
𝐸𝐸1(𝜉𝜉𝜉𝜉). (2.1.16)

Из сопоставления выражений (21.1.6) и (14.2.1) следует, что

Φ(𝑧𝑧) ∼= 𝐵𝐵0(𝑧𝑧).

      Это  значит,  что  Φ(𝑧𝑧)  приближенно  является  нерассеянной 
частью излучения.

Таким образом, комбинация нерассеянной и асимптотиче-
ской частей излучения дает весьма полное представление о по-
токе нейтронов от плоского изотропного источника на всех рас-
стояниях от источника.
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Аналогичным образом может быть решена задача о точеч-
ном изотропном источнике нейтронов в бесконечной среде.
В этом случае уравнение для потока нейтронов принимает вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑+
1

2
𝛿𝛿(r). (2.1.17)

Решение уравнения (2.1.17) можно представить в следую-
щем виде:

𝜙𝜙0(r) ∼=
1

2𝜋𝜋

𝛼𝛼2

Σ𝑠𝑠

Σ2 − 𝛼𝛼2

𝛼𝛼2 − ΣΣ𝑐𝑐

𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑟𝑟
+𝐵𝐵0(𝑟𝑟), (2.1.18)

где
𝐵𝐵0(𝑟𝑟) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟.

      Выражение для 𝐵𝐵0(𝑟𝑟) совпадает с (1.3.27) и характеризует не-
рассеянную часть излучения.

В заключение отметим, что асимптотическая часть потока 
нейтронов в различных геометриях может быть найдена инте-
грированием следующего уравнения:

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎 − Σ(𝛼𝛼𝛼𝛼)2𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝛽𝛽(𝛼𝛼𝛼𝛼)2𝛿𝛿(r), (2.1.19)
где

𝐷𝐷 =
1

3Σ
, 𝛽𝛽 =

2Σ𝑐𝑐

Σ𝑠𝑠

Σ2 − 𝛼𝛼2

𝛼𝛼2 − ΣΣ𝑐𝑐
.

В приближении (21.1.3) уравнение (2.1.19) принимает вид

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎 − Σ𝑐𝑐

(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎 = −𝛽𝛽
(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝛿𝛿(r), (2.1.20)
где

𝜀𝜀 =
Σ𝑐𝑐

Σ
, 𝛽𝛽 = 1− 𝜀𝜀𝜀

Уравнение (2.1.20) дает правильное значение потока нейтро-
нов при |r| ≫ 1. Однако оно не удовлетворяет соотношению ба-
ланса нейтронов во всем пространстве. В самом деле, интегри-
руя (2.1.19) по всему пространству, получаем

Σ𝑐𝑐

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎r = 𝛽𝛽𝛽

Для того чтобы баланс нейтронов не нарушался, необходимо
положить 𝛽𝛽 = 1. Однако в этом случае мы не получим правиль-
ный асимптотический поток.
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Если предположим, что 1 − 𝑐𝑐 ≪ 1, то есть что захват ней-
тронов мал, то в уравнении (2.1.20) можно положить 𝛽𝛽 = 1

и мы приходим к уравнению

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐

(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝜙𝜙 = −
(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝛿𝛿(r). (2.1.21)

   Это уравнение удовлетворяет условию баланса нейтронов. 
При |r| ≫ 1 решение уравнения (2.1.21) отличается от точного на 
величину порядка 1/𝛽𝛽.

Если источник нейтронов распределен по закону 𝑓𝑓(r), то 
уравнение (2.1.21) следует записать в виде

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐

(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝜙𝜙 = −
(︁
1− 4

5
𝜀𝜀
)︁2

𝑓𝑓(r). (2.1.22)

В транспортном приближении величину 𝐷𝐷 необходимо заме-
нить соответствующим значением по формуле

𝐷𝐷 =
1

3(Σ− 𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠)
.

В заключение полезно обратить внимание на следующий
факт. Если требуется найти асимптотический нейтронный по-
ток от источника, распределенного в некоторой ограниченной
области пространства, то для этого необходимо воспользо-
ваться формулами (21.1.1). Для того чтобы избежать интегри-
рования, можно непосредственно найти решение с помощью
уравнения диффузии

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ(𝛼𝛼𝛼𝛼)2𝜙𝜙 = −𝛽𝛽(𝛼𝛼𝛼𝛼)2𝑓𝑓(r). (2.1.23)

     Решение уравнения (2.1.23) совпадает с асимптотическим по-
током при |r| ≫ |r0|, где |r0| — характерный размер возмущения.

2.2. Анизотропное рассеяние.
Асимптотический поток нейтронов

Задача о точечном источнике в бесконечной однородной сре-
де в случае анизотропного рассеяния была предметом исследо-
вания многих авторов. Наиболее полные результаты по асимп-
тотическому исследованию решения на больших расстояниях 
от источника получены В. И. Масленниковым [268, 269].
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Для решения поставленной задачи воспользуемся преобра-
зованием Лапласа. Для этой цели положим

Φ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.8)

     Тогда для функции Φ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) будем иметь уравнение

(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘) Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
1

2
𝑐𝑐

1∫︁

−1

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
. (2.2.9)

     Введем в рассмотрение новую функцию Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) по формуле
Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

√︀
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘). (2.2.10)

    Тогда  для  функции  Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇)  получим  интегральное  уравнение 
с симметричным ядром

Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )Ψ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

, (2.2.11)

где
𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 ) =

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)√︀
(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘) (1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)

,

(2.2.12)

Если нам удастся найти решение (2.2.11), то, согласно общей
теории, решение исходного уравнения (2.2.6) будет определять-
ся интегралом

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑖𝑖∞∫︁

−𝑖𝑖∞

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜓𝜓 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.13)

взятым вдоль мнимой оси в плоскости 𝑘𝑘 и представляющим
единственное ограниченное решение уравнения (2.2.6), инте-
грируемое по 𝑥𝑥 с квадратом на интервале (−∞, ∞).

Таким образом, поставленная нами задача сводится теперь
к отысканию решения уравнения (2.2.11) и затем к приближен-
ному вычислению интеграла (2.2.13) при |𝑥𝑥| ≫ 1.

Решение уравнения (2.2.11) представляет собой однознач-
ную аналитическую функцию 𝑘𝑘 во всей полосе −1 < 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑘𝑘 < 1
плоскости комплексной переменной 𝑘𝑘, за исключением изо-
лированных особых точек, лежащих на вещественной оси
симметрично относительно точки 𝑘𝑘 = 0 и являющихся полю-
сами  функции   Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇)   [135].   При   этом   две   особые  точки,

.
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В настоящем параграфе мы изложим метод решения задачи, 
разработанный автором совместно с Ш. С. Николайшвили.

Пусть  𝑔𝑔(𝜇𝜇0)  —  заданная  неотрицательная  функция 𝜇𝜇0  на  ин-
тервале (–1, 1), нормированная следующим образом:

1

4𝜋𝜋

1∫︁

−1

𝑔𝑔
[︀
𝜇𝜇𝜇𝜇′ +

√︀
1− 𝜇𝜇2

√︀
1− 𝜇𝜇′2 cos(𝜓𝜓 − 𝜓𝜓′)

]︀
𝑑𝑑𝑑𝑑′ = 1. (2.2.1)

     Функцию 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) представим  в  виде  ряда по полиномам Лежан-
дра

𝑔𝑔(𝜇𝜇0) =

∞∑︁
𝜈𝜈=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇0), (2.2.2)

где

𝛾𝛾𝜈𝜈 =
2𝜈𝜈 + 1

2

1∫︁

−1

𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇0)𝑔𝑔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0, 𝜈𝜈 = 0, 1, 2, . . . (2.2.3)

       Рассмотрим  кинетическое уравнение в плоскопараллельной 
геометрии с изотропными источниками, записанное в безраз-
мерной переменной 𝑥𝑥 = Σ𝑧𝑧:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜙𝜙 =

𝑐𝑐

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ′) 𝑔𝑔 (𝜇𝜇0) +
1

2
𝛿𝛿(𝑥𝑥). (2.2.4)

Требуется найти асимптотическое решение уравнения
(2.2.4), интегрируемое с квадратом в интервале (−∞,∞) при за-
данном значении 𝜇𝜇.

Если ввести обозначение

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) =
1

2𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑔𝑔
[︀
𝜇𝜇𝜇𝜇′ +

√︀
1− 𝜇𝜇2

√︀
1− 𝜇𝜇′2 cos(𝜓𝜓 − 𝜓𝜓′)

]︀
𝑑𝑑𝑑𝑑′ , (2.2.5)

то уравнение (2.2.4) можно переписать в виде

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜙𝜙 =

𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)𝜙𝜙 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
𝛿𝛿(𝑥𝑥). (2.2.6)

       Функция 𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) симметрична относительно переменных 𝜇𝜇𝜇 
𝜇𝜇′ и разлагается в равномерно сходящийся ряд Фурье

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) =

∞∑︁
𝜈𝜈=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇
′). (2.2.7)
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Для решения поставленной задачи воспользуемся преобра-
зованием Лапласа. Для этой цели положим

Φ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.8)

     Тогда для функции Φ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) будем иметь уравнение

(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘) Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
1

2
𝑐𝑐

1∫︁

−1

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇) Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
. (2.2.9)

     Введем в рассмотрение новую функцию Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) по формуле
Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

√︀
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘Φ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘). (2.2.10)

    Тогда  для  функции  Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇)  получим  интегральное  уравнение 
с симметричным ядром

Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
𝑐𝑐

2

1∫︁

−1

𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )Ψ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

, (2.2.11)

где
𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 ) =

𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)√︀
(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘) (1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)

,

(2.2.12)

Если нам удастся найти решение (2.2.11), то, согласно общей
теории, решение исходного уравнения (2.2.6) будет определять-
ся интегралом

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑖𝑖∞∫︁

−𝑖𝑖∞

𝑒𝑒−𝑘𝑘𝑘𝑘 𝜓𝜓 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.13)

взятым вдоль мнимой оси в плоскости 𝑘𝑘 и представляющим
единственное ограниченное решение уравнения (2.2.6), инте-
грируемое по 𝑥𝑥 с квадратом на интервале (−∞, ∞).

Таким образом, поставленная нами задача сводится теперь
к отысканию решения уравнения (2.2.11) и затем к приближен-
ному вычислению интеграла (2.2.13) при |𝑥𝑥| ≫ 1.

Решение уравнения (2.2.11) представляет собой однознач-
ную аналитическую функцию 𝑘𝑘 во всей полосе −1 < 𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑘𝑘 < 1
плоскости комплексной переменной 𝑘𝑘, за исключением изо-
лированных особых точек, лежащих на вещественной оси
симметрично относительно точки 𝑘𝑘 = 0 и являющихся полю-
сами  функции   Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇)   [135].   При   этом   две   особые  точки,

.
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расположенные к точке 𝑘𝑘 = 0 ближе остальных, являются про-
стыми полюсами функции Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘). Обозначив эти полюса соот-
ветственно через 𝑘𝑘0 и −𝑘𝑘0, будем иметь при 𝑥𝑥 ≫ 1

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =
𝑒𝑒−𝑘𝑘0𝑥𝑥

√
1− 𝑘𝑘0𝜇𝜇

lim
𝑘𝑘→𝑘𝑘0

[︀
(𝑘𝑘 − 𝑘𝑘0)Ψ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)

]︀
+𝑂𝑂(𝑒𝑒−𝑘𝑘1𝑥𝑥), (2.2.14)

где 𝑘𝑘1 — первый полюс функции Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘), лежащей справа от по-
люса 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘0, если 𝑘𝑘1 < 1 и 𝑘𝑘1 = 1, если внутри интервала −1 < 𝑘𝑘 𝑘 1

другие полюсы отсутствуют.
Рассмотрим теперь однородное интегральное уравнение

𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
𝜆𝜆

2

1∫︁

−1

𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′, (2.2.15)

где 𝜆𝜆 — собственное число задачи при фиксированном значе-
нии 𝑘𝑘.

Известно, что все особые точки функции Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇), являю-
щейся решением уравнения (2.2.11) при 𝜆𝜆 = 𝑐𝑐, представляют 
собой значения параметра 𝑘𝑘, при которых однородное уравне-
ние (2.2.15) имеет своим собственным значением число 𝜆𝜆 = 𝑐𝑐. 
Можно показать, что однородное уравнение (2.2.15) может 
иметь положительное собственное число меньшее единицы 
только тогда, когда параметр 𝑘𝑘 есть вещественное число. 
В этом случае ядро уравнения представляет собой веществен-
ную симметричную функцию аргументов (𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇′).

Можно показать, что все собственные числа 𝜆𝜆𝜈𝜈 положитель-
ны и наименьшее число 𝜆𝜆0 < 1, причем функция 𝜆𝜆0(𝑘𝑘) непрерыв-
на и имеет производную 𝜆𝜆0(𝑘𝑘) < 0 на интервале (0, 1).

Относительно наименьшего собственного числа 𝜆𝜆 можно 
сделать заключение, что оно простое, а соответствующая ему 
собственная функция 𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) знакопостоянна и непрерывна по 𝑘𝑘 
на интервале (0, 1).

Решение неоднородного уравнения (2.2.11) можно предста-
вить в виде

Ψ(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
1

2
√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

+ 𝑐𝑐

∞∑︁
𝜈𝜈=0

𝜎𝜎𝜈𝜈
𝜆𝜆0 − 𝑐𝑐

𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘), (2.2.16)
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где

𝜎𝜎𝜈𝜈(𝑘𝑘) =
1

2

1∫︁

−1

𝑌𝑌𝜈𝜈(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)√
1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.17)

Ряд, стоящий в правой части соотношения (2.2.16), сходится
равномерно и абсолютно во всякой замкнутой области измене-
ния переменных 𝑘𝑘 и 𝜇𝜇, если только область изменения 𝑘𝑘 не со-
держит корней уравнения

𝜆𝜆0(𝑘𝑘) = 𝑐𝑐𝑐

      В частности, ряд
∞∑︁
𝜈𝜈=1

𝜎𝜎𝜈𝜈
𝜆𝜆𝜈𝜈 − 𝑐𝑐

𝑌𝑌𝜈𝜈 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)

сходится равномерно и абсолютно во всякой замкнутой области
изменения 𝑘𝑘, содержащей корень уравнения

𝜆𝜆0(𝑘𝑘) = 𝑐𝑐

и не содержащей корней уравнения
𝜆𝜆𝜈𝜈(𝑘𝑘) = 𝑐𝑐 (𝜈𝜈 = 1, 2,...    ).

       Принимая это во внимание, будем иметь

lim
𝑘𝑘→𝑘𝑘0

[︀
(𝑘𝑘 − 𝑘𝑘0)Ψ (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)

]︀
=

𝜎𝜎0𝑌𝑌0 (𝑘𝑘0,𝜇𝜇 )

𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘0)

. (2.2.18)

Подставляя полученное выражение в формулу (2.2.14), окон-
чательно будем иметь

𝜙𝜙 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =
𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) 𝑒𝑒

−𝑘𝑘0𝑥𝑥

√
1− 𝑘𝑘0𝜇𝜇

𝑌𝑌0 (𝑘𝑘0,𝜇𝜇 )

𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘0)

+ 0 (𝑒𝑒−𝑘𝑘1𝑥𝑥) (2.2.19)

для 𝑥𝑥 > 0 и аналогичные выражения для 𝑥𝑥 < 0.
Остановимся  далее  на  расчетах  величин  𝜆𝜆′

0(𝑘𝑘0).  Вследствие 
непрерывности ядра 𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘) имеем

lim
Δ𝑘𝑘→0

𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇  +Δ𝑘𝑘) = 𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 ),

причем сходимость этого процесса равномерна относительно
переменных 𝜇𝜇 и 𝜇𝜇′.
Пусть 𝜆𝜆0, 𝜆𝜆0 + Δ𝜆𝜆0 и 𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘), 𝑌𝑌0(𝑘𝑘 + Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) — собственные

значения и ортонормированные собственные функции урав-
нения (2.2.12) соответственно при 𝑘𝑘 и 𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘:
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𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) = 𝜆𝜆0

1∫︁

−1

𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )𝑌𝑌0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘
′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝑌𝑌0(𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

= (𝜆𝜆0 +Δ𝜆𝜆0)

1∫︁

−1

𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇  +Δ𝑘𝑘)𝑌𝑌0(𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.2.20)

Умножим  обе части  первого из этих соотношений  на
𝑌𝑌 (𝑘𝑘 + +Δ𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑, а второе — на 𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑, проинтегрируем по 
𝜇𝜇 в пе-ределах от –1 до +1 и вычтем из второго соотношения 
первое. Тогда будем иметь

(𝜆𝜆0+Δ𝜆𝜆0)

1∫︁

−1

𝑌𝑌0(𝑘𝑘,𝜇𝜇 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

[︀
𝐾𝐾(𝜇𝜇′→ 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )+Δ𝐾𝐾 (𝜇𝜇′→ 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

]︀
𝑌𝑌0(𝑘𝑘+Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ =

= 𝜆𝜆0

1∫︁

−1

𝑌𝑌0 (𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) 𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )𝑌𝑌0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘
′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (2.2.21)

      Здесь мы ввели обозначение

Δ𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘) = 𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘 + Δ𝑘𝑘) − 𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘).

     Использовав свойства симметрии  ядра  𝐾𝐾 (𝜇𝜇 ′ →  𝜇𝜇𝜇  𝑘𝑘) относитель - 
но переменных 𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇′, получим далее

Δ𝜆𝜆0

𝜆𝜆0

1∫︁

−1

𝑌𝑌0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)𝑌𝑌0 (𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −(𝜆𝜆0 +Δ𝜆𝜆0)

1∫︁

−1

𝑌𝑌0(𝑘𝑘 + 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

Δ𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )𝑌𝑌0(𝑘𝑘 +Δ𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

(2.2.22)
Поделив обе части полученного равенства на Δ𝑘𝑘 и перей-

дя к пределу при Δ𝑘𝑘 → 0, получим

𝜆𝜆 0
′

𝜆𝜆0
2 = −

1∫︁

−1

𝑌𝑌0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) 𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘

′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (2.2.23)

     Последняя  формула  может  быть  приведена  к  весьма  удоб-
ному виду. Для этого воспользуемся соотношением

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

2
𝐾𝐾 (𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

[︁ 𝜇𝜇′

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘′ +
𝜇𝜇

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘

]︁
. (2.2.24)
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      Подставив соотношение (2.2.24) в равенство (2.2.23), изменив 
порядок интегрирования и использовав тот факт, что 𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝜇𝜇) —
собственная функция ядра 𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘) при 𝜆𝜆 = 𝜆𝜆0, получим

𝜆𝜆′
0

𝜆𝜆0
= −

+1∫︁

−1

𝜇𝜇

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑌𝑌 2
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.25)

Рассмотрим теперь вопрос о вычислении величин 𝜆𝜆0(𝑘𝑘)

и 𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘). Принимая во внимание свойства интегрального урав-
нения с симметричным ядром (2.2.15), для нахождения первого
собственного числа и соответствующей ему собственной функ-
ции воспользуемся методом Келлога [460]. В результате будем
иметь

𝜆𝜆0(𝑘𝑘) = lim
𝑛𝑛→∞

𝑌𝑌
(𝑛𝑛)
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)

𝑌𝑌
(𝑛𝑛−1)
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘)

,

𝑌𝑌0(𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) = lim
𝑛𝑛→∞

𝑌𝑌
(𝑛𝑛)
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(2.2.26)

      Индексом 𝑛𝑛 отмечен номер последовательного приближения 
в итерационном процессе

𝑌𝑌
(𝑛𝑛)
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =

1

2

1∫︁

−1

𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )𝑌𝑌
(𝑛𝑛−1)
0 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (2.2.27)

Рассмотрим случай, когда в ряду (2.2.7), представляющем
функцию 𝛾𝛾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇), все коэффициенты ряда 𝛾𝛾𝜈𝜈, начиная с неко-
торого номера 𝑛𝑛+ 1, обращаются в нуль:

𝛾𝛾𝜈𝜈 = 0, 𝜈𝜈 = 𝑛𝑛+ 1, 𝑛𝑛+ 2,...  

     В этом случае ядро уравнения (2.2.15) будет иметь вид

𝐾𝐾𝑛𝑛(𝜇𝜇
′ → 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 ) =

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇
′)√︀

(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘′)
,

а само уравнение примет форму

𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) =
𝜆𝜆

2

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)√︀
(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝑐𝑐𝜈𝜈 , (2.2.28)

где коэффициенты 𝑐𝑐𝜈𝜈, зависящие от 𝑘𝑘, определяются по формуле

𝑐𝑐𝜈𝜈 =

1∫︁

−1

𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)√︀
(1− 𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝑌𝑌 (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝜈𝜈 = 0, 1, 2,...,     𝑛𝑛). (2.2.29)
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     Подставив в последнюю формулу выражения (2.2.28), получим

𝑐𝑐𝜈𝜈 = 𝜆𝜆

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′𝛾𝛾𝜈𝜈′𝑐𝑐𝜈𝜈′ , (2.2.30)

где

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ =
1

2

1∫︁

−1

𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈′(𝜇𝜇)

1− 𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.31)

     Введя вместо параметра  𝜆𝜆  обратную  ей величину  𝛽𝛽 = 1/𝜆𝜆, пе-
репишем систему (2.2.29) в виде

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′𝛾𝛾𝜈𝜈′𝑐𝑐𝜈𝜈′ − 𝛽𝛽𝛽𝛽𝜈𝜈 = 0, (𝜈𝜈 = 0, 1, 2, ...   , 𝑛𝑛). (2.2.32)

    Полученная система имеет ненулевое решение только тогда, 
когда определитель системы 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝛽𝛽𝛽 𝑘𝑘) равен нулю:

𝐷𝐷𝑛𝑛(𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽 ) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑔𝑔00 − 𝛽𝛽 𝛽𝛽1𝑔𝑔01 ...   𝛾𝛾𝑛𝑛𝑔𝑔0𝑛𝑛

𝑔𝑔10 𝛾𝛾1𝑔𝑔11 − 𝛽𝛽 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽   𝑛𝑛𝑔𝑔1𝑛𝑛
............          

𝑔𝑔𝑛𝑛0 𝑔𝑔𝑛𝑛1 ...   𝛾𝛾1𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝛽𝛽

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
= 0. (2.2.33)

   Значения 𝛽𝛽 при фиксированном 𝑘𝑘, при котором имеет место 
равенство (2.2.33), есть характеристические числа уравнения 
(2.2.15) при 𝐾𝐾(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘) = 𝐾𝐾𝑛𝑛(𝜇𝜇

′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘). Что касается собствен-
ных функций уравнения с ядром 𝐾𝐾𝑛𝑛(𝜇𝜇

′ → 𝜇𝜇𝜇 𝑘𝑘), то они могут 
быть получены по формуле (2.2.28) при 𝜆𝜆 = 1/𝛽𝛽, если подста-
вить в правую часть этой формулы вместо коэффициентов 𝑐𝑐𝜈𝜈 

ненулевое решение системы (2.2.32) при рассматриваемом 
значении 𝛽𝛽.

Величину 𝜆𝜆 = 𝜆𝜆0 и соответствующие значения 𝑐𝑐𝜈𝜈 можно най-
ти с помощью итерационного процесса

𝑐𝑐(𝑚𝑚)
𝜈𝜈 =

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′𝛾𝛾𝜈𝜈′𝑐𝑐
(𝑚𝑚−1)
𝜈𝜈′ , (2.2.34)

причем

𝜆𝜆0 = lim
𝑚𝑚→∞

𝑐𝑐
(𝑚𝑚)
𝜈𝜈

𝑐𝑐
(𝑚𝑚−1)
𝜈𝜈

,

𝑐𝑐𝜈𝜈 = lim
𝑚𝑚→∞

𝑐𝑐(𝑚𝑚)
𝜈𝜈 .

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(2.2.35)
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Остается получить выражение для 𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘). Для этого подста-

вим (2.2.28) в формулу (2.2.25). Тогда получим
𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘)

𝜆𝜆3
0(𝑘𝑘)

= −
𝑛𝑛∑︁

𝜈𝜈𝜈 𝜈𝜈′=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝛾𝛾𝜈𝜈′𝑐𝑐𝜈𝜈𝑐𝑐𝜈𝜈′𝑔𝑔
*
𝜈𝜈𝜈𝜈′ , (2.2.36)

где

𝑔𝑔*𝜈𝜈𝜈𝜈′ =
1

4

1∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈′(𝜇𝜇)

(1− 𝑘𝑘𝜇𝜇)2
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

       Можно доказать, что 𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘) < 0.

Итак, алгоритм решения задачи о нахождении асимптоти-
ческой части решения таков. Методом проб находится значе-
ние 𝑘𝑘 = 𝑘𝑘0, при котором

𝜆𝜆0(𝑘𝑘0) = 𝑐𝑐𝑐

где 𝜆𝜆0(𝑘𝑘) каждый раз находится с помощью первой формулы
(2.2.35). Вторая формула дает коэффициенты 𝑐𝑐𝜈𝜈 . Далее, с помо-
щью соотношения (2.2.36) находится величина 𝜆𝜆0

′ (𝑘𝑘). Наконец,
по формуле (2.2.19) отыскивается решение задачи.

Полный поток 𝜙𝜙0(𝑥𝑥) дается формулой

𝜙𝜙0(𝑥𝑥) =
𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) 𝑒𝑒−𝑘𝑘0𝑥𝑥

𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘0)

1∫︁

−1

𝑌𝑌0(𝑘𝑘0, 𝜇𝜇)√
1− 𝑘𝑘0𝜇𝜇

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝑂𝑂(𝑒𝑒−𝑘𝑘1𝑥𝑥). (2.2.37)

С учетом соотношения (2.2.28) выражение (2.2.37) оконча-
тельно примет вид

𝜙𝜙0(𝑥𝑥) =
𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) 𝑒𝑒

−𝑘𝑘0𝑥𝑥

𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘0)

𝐺𝐺(𝑘𝑘0), (2.2.38)

где

𝐺𝐺(𝑘𝑘0) =
𝜆𝜆0(𝑘𝑘0)

2

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈=0

𝛾𝛾𝜈𝜈𝑐𝑐𝜈𝜈

1∫︁

−1

𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)

1− 𝑘𝑘𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.39)

Переходя от переменной 𝑥𝑥 к 𝑧𝑧, мы будем иметь

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) 𝑒𝑒

−𝑘𝑘0Σ𝑧𝑧

𝜆𝜆′
0(𝑘𝑘0)

𝐺𝐺(𝑘𝑘0). (2.2.36′)

В заключение отметим, что если источник нейтронов не со-
средоточенный, а распределенный по 𝑥𝑥 и зависящий от 𝜇𝜇, то
формулы (2.2.36′) и (2.2.39) сохраняют свой вид, с той лишь
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разницей, что величина 𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) определяется в этом случае соот-
ношением

𝜎𝜎0(𝑘𝑘0) =

1∫︁

−1

𝜎𝜎(𝑘𝑘0, 𝜇𝜇)𝑌𝑌0(𝑘𝑘0, 𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.40)

где

𝜎𝜎0(𝑘𝑘0, 𝜇𝜇) =
1

2
√
1− 𝑘𝑘0𝜇𝜇

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒𝑘𝑘0𝑥𝑥𝐹𝐹 (𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.2.41)

Если предположить,что рассеяние изотропно, то есть 𝛾𝛾0= 1,
𝛾𝛾𝜈𝜈 = 0, 𝜈𝜈 = 1, 2, ...   , то нетрудно получить

𝑌𝑌0(𝑘𝑘0, 𝜇𝜇) = √ 1

1− 𝑘𝑘0𝜇𝜇
,

и мы без труда приходим к 𝜙𝜙𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑥𝑥), определяемой соотношени-
ем (2.1.10).

Переходим теперь к рассмотрению точечного изотропного
источника в случае анизотропного рассеяния. В этом случае
воспользуемся теоремой Маршака [479], которая позволяет
установить связь между решением задачи в бесконечной среде
от плоского изотропного и точечного изотропного источников
нейтронов. Эта связь для полных потоков имеет вид

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = − 1

2𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜙𝜙0(𝑧𝑧)

⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=𝑟𝑟

. (2.2.42)

Применяя теорему Маршака, асимптотическое решение за-
дачи для точечного источника находим в виде

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =
𝑘𝑘0𝜎𝜎0(𝑘𝑘0)Σ

2𝜋𝜋𝜋𝜋′
0(𝑘𝑘0)

𝐺𝐺(𝑘𝑘0)
𝑒𝑒−𝑘𝑘0Σ𝑟𝑟

𝑟𝑟
. (2.2.43)

2.3. Метод моментов

Рассмотрим случаи плоского изотропного и точечного изо-
тропного источников излучения. Задача решается методом,
впервые использованным для этой цели Л. Спенсером и У. Фа-
но [501] и названным полиномиальным методом. Сущность
метода состоит в представлении пространственного распреде-
ления излучения в виде ряда Фурье по специальным образом
построенной системе полиномов.
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Так как обычно основная цель, которая преследуется при ре-
шении задач на прохождение нейтронов или 𝛾𝛾-квантов, состоит
в нахождении пространственно-энергетического распреде-
ления нейтронов независимо от их углового распределения,
задачи и в плоском, и сферическом случаях, по существу, эквива-
лентны. Вместе с тем задача с плоским источником несколько
проще. Поэтому естественно, что сначала находится решение,
соответствующее плоскому источнику. Для перехода к точеч-
ному источнику используется известное соотношение между
плотностями излучения в плоском и сферическом случаях.

Для простоты в дальнейшем ограничимся рассмотрением
только односкоростной задачи. При изложении будем следо-
вать работе Ш. С. Николайшвили [291].

В отличие от Л. Спенсера, для перехода к точечному источ-
нику Ш. С. Николайшвили вводит новую систему полиномов,
построенных таким образом, что коэффициенты разложения
при полиномах одинаковой степени как в плоском, так и в сфе-
рическом случаях совпадают.

Итак, пусть в бесконечной однородной среде задан плоский
изотропный источник излучения. Требуется найти распределе-
ние излучения на заданном расстоянии от источника.

Сформулированная задача сводится к решению уравнения

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝜔𝜔(𝜇𝜇0) +

1

2
𝛿𝛿(𝑧𝑧), (2.3.1)

где

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0)

при условии, что
lim

|𝑧𝑧|→∞
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) = 0. (2.3.2)

Тогда интересующий нас полный поток нейтронов на рассто-
янии 𝑧𝑧 от источника будет определяться интегралом

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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Предположим, что функция 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) представлена в виде бес-
конечного ряда Фурье по полиномам Лежандра

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇), (2.3.3)

где

𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.4)

Представим далее функцию 𝜔𝜔(𝜇𝜇0), входящую в уравнение
(2.3.1), в виде ряда Фурье по полиномам Лежандра 𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇0). Тогда
получим

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) =
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝜔𝜔𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇), (2.3.5)

или, используя теорему сложения полиномов Лежандра

𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇0) = 𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇
′)+2

𝜈𝜈∑︁
𝑚𝑚=1

(𝜈𝜈 −𝑚𝑚)!

(𝜈𝜈 +𝑚𝑚)!
𝑃𝑃𝑚𝑚
𝜈𝜈 (𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑚𝑚

𝜈𝜈 (𝜇𝜇′) cos𝑚𝑚(𝛼𝛼−𝛼𝛼′), (2.3.6)

где 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝜈𝜈 (𝜇𝜇) — присоединенные полиномы Лежандра, а 𝛼𝛼 — ази-

мут, получим

𝜔𝜔(𝜇𝜇0) =
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝜔𝜔
[︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇

′)+

+ 2
𝜈𝜈∑︁

𝑚𝑚=1

(𝜈𝜈 −𝑚𝑚)!

(𝜈𝜈 +𝑚𝑚)!
𝑃𝑃𝑚𝑚
𝜈𝜈 (𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑚𝑚

𝜈𝜈 (𝜇𝜇′) cos𝑚𝑚(𝛼𝛼− 𝛼𝛼′)
]︁
. (2.3.7)

   Подставим теперь выражение (2.3.7) в уравнение (2.3.1) и, 
пользуясь независимостью решения задачи от азимута, про-
интегрируем  𝜔𝜔(𝜇𝜇0)  по  𝛼𝛼′.  Тогда получим

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝜔𝜔𝜈𝜈𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇) +

1

2
𝛿𝛿(𝑧𝑧). (2.3.8)

   Умножим далее уравнение (2.3.8) почленно на 𝑃𝑃𝜈𝜈 (𝜇𝜇) и про-
интегрируем по 𝜇𝜇 в пределах от –1 до +1. Тогда, используя 
рекуррентное соотношение

(2𝜈𝜈 + 1)𝜇𝜇𝜇𝜇𝜈𝜈 (𝜇𝜇) = 𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈−1(𝜇𝜇) + (𝜈𝜈 + 1)𝑃𝑃𝜈𝜈+1(𝜇𝜇),
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получим

𝜈𝜈 + 1

2𝜈𝜈 + 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜈𝜈+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜈𝜈

2𝜈𝜈 + 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜈𝜈−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝜈𝜈𝜙𝜙𝜈𝜈 = 𝛿𝛿0𝜈𝜈𝛿𝛿(𝑧𝑧), (2.3.9)

где Σ𝜈𝜈 = Σ− 𝜔𝜔𝜈𝜈 , а 𝛿𝛿0𝜈𝜈 — символ Кронекера.
Придавая индексу 𝜈𝜈 последовательно все целые значения

от нуля до бесконечности, получим бесконечную систему
интегро-дифференциальных уравнений относительно коэффи-
циентов разложения 𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧). Решение этой системы, подчиненное
дополнительному условию

lim
|𝑧𝑧|→∞

𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧) = 0, (2.3.10)

дает решение уравнения (2.3.1) в виде бесконечного ряда
(2.3.3).

Приближенное решение системы (2.3.9) найдем с помощью
метода моментов. Метод моментов состоит в следующем.

Из системы (2.3.9) находятся пространственные моменты
функции 𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧), определенные с помощью интегралов

𝜙𝜙𝑛𝑛
𝜈𝜈 =

1

𝑛𝑛!

∞∫︁

−∞

𝑧𝑧𝑛𝑛𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.11)

     Затем строится некоторое приближенное представление фун-
кции 𝜙𝜙𝜈𝜈 (𝑧𝑧) в виде полиномов с весом так, чтобы несколько пер-
вых моментов построенного приближенного выражения совпа-
дали с соответствующими моментами функций 𝜙𝜙𝜈𝜈 (𝑧𝑧). Это пред-
ставление и будет приближенным решением системы (2.3.9).

Чтобы получить уравнения для нахождения моментов функ-
ции 𝜙𝜙𝜈𝜈 (𝑧𝑧), умножим обе части уравнения (2.3.9) на

1

𝑛𝑛!
𝑧𝑧𝑛𝑛

и результат проинтегрируем по 𝑧𝑧 в пределах от −∞ до +∞:

Σ𝜈𝜈𝜙𝜙
𝑛𝑛
𝜈𝜈 =

𝜈𝜈 + 1

2𝜈𝜈 + 1
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈+1 +

𝜈𝜈

2𝜈𝜈 + 1
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈−1 + 𝛿𝛿0𝜈𝜈𝛿𝛿0𝑛𝑛. (2.3.12)

Заметим, что величины 𝜙𝜙𝑛𝑛
𝜈𝜈 при отрицательных значениях ин-

дексов 𝑛𝑛 и 𝜈𝜈 обращаются в нуль.
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Итак, мы пришли к замкнутой системе алгебраических урав-
нений (2.3.12). Каждая величина 𝜙𝜙𝑛𝑛

𝜈𝜈 может быть определена
из конечного числа уравнений. В частности, для нахождения
первых четных моментов функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧) [все нечетные момен-
ты обращаются в нуль в силу четности функции 𝛿𝛿(𝑧𝑧)] следует
решить систему 𝑛𝑛(𝑛𝑛+1)

2 уравнений вида (2.3.12).
Величины 𝜙𝜙𝑛𝑛

𝜈𝜈 могут быть найдены в следующей последова-
тельности

𝜙𝜙0
0, 𝜙𝜙1

1, 𝜙𝜙0
2, 𝜙𝜙2

2, 𝜙𝜙1
3, 𝜙𝜙0

4 и т. д.

Связь между различными моментами функций 𝜙𝜙𝜈𝜈 (𝑧𝑧) устанав-
ливается системой (2.3.12).

В случае изотропного точечного источника мы должны ис-
ходить из следующего уравнения:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+
1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′)𝜔𝜔(𝜇𝜇0) +

1

2
𝛿𝛿(r). (2.3.13)

Полагая

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) =
∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇) (2.3.14)

и поступая аналогично тому, как в случае плоского изотропно-
го источника, приходим к системе уравнений

Σ𝜈𝜈𝜙𝜙
𝑛𝑛
𝜈𝜈 =

𝜈𝜈 + 1

2𝜈𝜈 + 1

𝑛𝑛− 𝜈𝜈

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈+1 +

𝜈𝜈

2𝜈𝜈 + 1

𝑛𝑛+ 𝜈𝜈 + 1

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈−1 + 𝛿𝛿0𝑛𝑛𝛿𝛿0𝜈𝜈 , (2.3.15)

где

𝜙𝜙𝑛𝑛
𝜈𝜈 =

1

𝑛𝑛!

∫︁
4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑟𝑟) 𝑟𝑟

𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Так же как и в плоском случае, решение системы уравне-
ний (2.3.15) находится последовательно, шаг за шагом.

Возвращаемся снова к рассмотрению плоской задачи. После
того как пространственные моменты найдены, задача сводит-
ся к построению приближенного решения 𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑟𝑟). Так как нашей
целью является отыскание полного потока нейтронов на рас-
стоянии 𝑧𝑧 от источника, то в дальнейшем мы ограничимся рас-
смотрением только функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧).

Итак, предположим, что нам известны 𝑛𝑛 первых четных мо-
ментов функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧). Все нечетные моменты, как отмечалось,
обращаются в нуль. Тогда можно построить полином (𝑛𝑛 − 1)-й
степени относительно 𝑧𝑧 таким образом, чтобы 𝑛𝑛 первых чет-
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ных моментов построенного полинома с некоторым весом сов-
падали с известными моментами функции 𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑧𝑧). Выбрав весо-
вую функцию так, чтобы удовлетворить условиям на бесконеч-
ности, положим

𝑄𝑄𝑛𝑛−1(|𝑧𝑧|) = 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝑧𝑧|
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑎𝑎𝑘𝑘|𝑧𝑧|𝑘𝑘, (2.3.16)

где 𝛼𝛼 — корень характеристического уравнения (см. § 2.2),             
а коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘 определяются так, чтобы выполнялись соот-
ношения

1

(2𝑘𝑘)!

∞∫︁

−∞

𝑧𝑧2𝑘𝑘𝑄𝑄𝑛𝑛−1(|𝑧𝑧|) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

(2𝑘𝑘)!

∞∫︁

−∞

𝑧𝑧2𝑘𝑘𝜙𝜙0(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑘𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛𝑛− 1).

(2.3.17)

Выражение (2.3.16) перепишем в следующем виде

𝑄𝑄𝑛𝑛−1(|𝑧𝑧|) = 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝑧𝑧|
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼|𝑧𝑧|), (2.3.18)

где 𝑏𝑏𝑘𝑘 — неизвестные коэффициенты, а 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) — полином 𝑘𝑘-й сте-
пени относительно 𝑥𝑥, подчиненный условиям

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒−|𝑥𝑥|𝑥𝑥2𝑚𝑚𝑈𝑈𝑘𝑘(|𝑥𝑥|) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, 𝑚𝑚− 0, 1, 2, . . . , 𝑘𝑘 − 1. (2.3.19)

Умножим теперь обе части равенства (2.3.18) на       1(2𝑚𝑚)!𝛼𝛼(|𝑧𝑧|)
2𝑚𝑚,

проинтегрируем по 𝑧𝑧 в пределах от −∞ до +∞ и учтем (2.3.19).
Тогда справа в (2.3.18) останутся только такие 𝑏𝑏𝑘𝑘, для которых
𝑘𝑘 ≤ 𝑚𝑚. Отсюда следует, что 𝑚𝑚 + 1 коэффициентов 𝑏𝑏𝑘𝑘 полностью
определяются из знания 𝑚𝑚 + 1 первых четных моментов функ-
ции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧); учет следующего 𝑚𝑚 + 2 четного момента отразится
только на последующих коэффициентах разложения 𝑏𝑏𝑘𝑘.

Если, наконец, ввести в рассмотрение систему дополни-
тельных полиномов 𝑈𝑈+

𝑛𝑛 (𝑥𝑥), удовлетворяющих условиям ортого-
нальности

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒−|𝑥𝑥|𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑥𝑥)𝑈𝑈
+
𝑛𝑛 (𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑛𝑛𝑛𝑛′ =

{︃
1 𝑛𝑛 = 𝑛𝑛′;

0 𝑛𝑛 ̸= 𝑛𝑛′,
(2.3.20)
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то для коэффициентов 𝑏𝑏𝑘𝑘 будем иметь

𝑏𝑏𝑘𝑘 =

∞∫︁

−∞

𝜙𝜙0(𝑧𝑧)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝛼𝛼|𝑧𝑧|)𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 (2.3.21)

       Полиномы, определенные из условия (2.3.19) с точностью до 
постоянного множителя имеют вид

𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
(−1)𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛!

(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

)︁2𝑛𝑛
Σ

(𝑛𝑛+ 𝑘𝑘)!

2𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛− 𝑘𝑘)!
𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑘𝑘. (2.3.22)

Первые четыре полинома имеют вид
𝑈𝑈0(𝑥𝑥) = 1;

𝑈𝑈1(𝑥𝑥) =
1

2
(1− 𝑥𝑥);

𝑈𝑈2(𝑥𝑥) =
1

8
(3− 5𝑥𝑥+ 𝑥𝑥2);

𝑈𝑈3(𝑥𝑥) =
1

48
(15− 33𝑥𝑥+ 12𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.3.22′)

Система дополнительных полиномов 𝑈𝑈+𝑛𝑛 (𝑥𝑥) определяется
выражением

𝑈𝑈+
𝑛𝑛 (𝑥𝑥) =

1

2

𝑛𝑛∑︁
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘

(2𝑘𝑘)!

(︂
𝑛𝑛

𝑘𝑘

)︂
𝑥𝑥2𝑘𝑘, (2.3.23)

где
(︀
𝑛𝑛
𝑘𝑘

)︀
— сочетание из 𝑛𝑛 элементов по 𝑘𝑘.

Если вместо 𝑈𝑈+
𝑘𝑘 (𝛼𝛼𝛼𝛼) в формуле (23.2.1) подставить последнее

выражение, то получим связь между коэффициентами пред-
ставления 𝑏𝑏𝑘𝑘 и пространственными моментами функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧).
Эта связь имеет вид

𝑏𝑏𝑘𝑘 =
𝛼𝛼

2

𝑘𝑘∑︁
𝑚𝑚=0

(−1)𝑚𝑚
(︂
𝑘𝑘

𝑚𝑚

)︂
𝛼𝛼2𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑚𝑚

0 . (2.3.24)

     Таким образом, определяя моменты функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧),  найдем
коэффициенты 𝑏𝑏𝑘𝑘. Функция 𝑄𝑄𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) описывает приближенное
распределение потока излучения, то есть

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) = 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝑧𝑧|
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼|𝑧𝑧|). (2.3.25)

Как следует из предыдущего, приближенное решение по-
ставленной задачи сводится к нахождению пространственных
моментов функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧).
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Если в представлении (2.3.18) ограничиться четырьмя 
членами разложения, то для отыскания коэффициентов 𝑏𝑏𝑘𝑘
(𝑘𝑘 = 0, 1, 2, 3, . . . ), согласно (23.2.4), потребуется решение сис-
темы десяти уравнений

Σ0𝜙𝜙0
0 = 1;

Σ1𝜙𝜙1
1 =

1

3
𝜙𝜙0
0;

Σ0𝜙𝜙
0
2 = 𝜙𝜙1

1;

Σ2𝜙𝜙
2
2 =

2

5
𝜙𝜙1
1;

Σ1𝜙𝜙
1
3 =

1

3
(𝜙𝜙0

0 + 2𝜙𝜙0
2);

Σ0𝜙𝜙
0
4 = 𝜙𝜙1

3;

Σ3𝜙𝜙
3
3 =

1

7
(3𝜙𝜙0

2 + 4𝜙𝜙2
2);

Σ2𝜙𝜙
2
4 =

1

5
(2𝜙𝜙1

3 + 3𝜙𝜙3
3);

Σ1𝜙𝜙
1
5 =

1

3
(𝜙𝜙0

4 + 2𝜙𝜙2
4);

Σ0𝜙𝜙
0
6 = 𝜙𝜙1

5.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.3.26)

женного представления величины 𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑

       Система уравнений (23.2.6) решается последовательно.
Переходим теперь к рассмотрению случая точечного изо-

тропного источника излучения. С этой целью воспользуемся 
теоремой Маршака (2.2.42).

Приближенное представление функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧) уже найдено. 
Следовательно, задача состоит теперь⃒ в построении прибли-

⃒
𝑧𝑧=𝑟𝑟

, когда приближенное
представление для функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧) известно. Это можно сде-
лать различными способами. Ш. С. Николайшвили разработал
для этой цели следующий удобный метод.

Построим новую систему полиномов 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) так, чтобы коэф-
фициенты разложения

− 1

𝛼𝛼

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒⃒
𝑧𝑧=𝑟𝑟

= 𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑛𝑛∑︁

𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼𝛼𝛼) (2.3.27)
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то для коэффициентов 𝑏𝑏𝑘𝑘 будем иметь

𝑏𝑏𝑘𝑘 =

∞∫︁

−∞

𝜙𝜙0(𝑧𝑧)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝛼𝛼|𝑧𝑧|)𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 (2.3.21)

       Полиномы, определенные из условия (2.3.19) с точностью до 
постоянного множителя имеют вид

𝑈𝑈𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
(−1)𝑛𝑛

2𝑛𝑛𝑛𝑛!

(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

)︁2𝑛𝑛
Σ

(𝑛𝑛+ 𝑘𝑘)!

2𝑘𝑘𝑘𝑘!(𝑛𝑛− 𝑘𝑘)!
𝑥𝑥𝑛𝑛−𝑘𝑘. (2.3.22)

Первые четыре полинома имеют вид
𝑈𝑈0(𝑥𝑥) = 1;

𝑈𝑈1(𝑥𝑥) =
1

2
(1− 𝑥𝑥);

𝑈𝑈2(𝑥𝑥) =
1

8
(3− 5𝑥𝑥+ 𝑥𝑥2);

𝑈𝑈3(𝑥𝑥) =
1

48
(15− 33𝑥𝑥+ 12𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.3.22′)

Система дополнительных полиномов 𝑈𝑈+𝑛𝑛 (𝑥𝑥) определяется
выражением

𝑈𝑈+
𝑛𝑛 (𝑥𝑥) =

1

2

𝑛𝑛∑︁
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘

(2𝑘𝑘)!

(︂
𝑛𝑛

𝑘𝑘

)︂
𝑥𝑥2𝑘𝑘, (2.3.23)

где
(︀
𝑛𝑛
𝑘𝑘

)︀
— сочетание из 𝑛𝑛 элементов по 𝑘𝑘.

Если вместо 𝑈𝑈+
𝑘𝑘 (𝛼𝛼𝛼𝛼) в формуле (23.2.1) подставить последнее

выражение, то получим связь между коэффициентами пред-
ставления 𝑏𝑏𝑘𝑘 и пространственными моментами функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧).
Эта связь имеет вид

𝑏𝑏𝑘𝑘 =
𝛼𝛼

2

𝑘𝑘∑︁
𝑚𝑚=0

(−1)𝑚𝑚
(︂
𝑘𝑘

𝑚𝑚

)︂
𝛼𝛼2𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑚𝑚

0 . (2.3.24)

     Таким образом, определяя моменты функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧),  найдем
коэффициенты 𝑏𝑏𝑘𝑘. Функция 𝑄𝑄𝑛𝑛−1(𝑥𝑥) описывает приближенное
распределение потока излучения, то есть

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) = 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝑧𝑧|
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼|𝑧𝑧|). (2.3.25)

Как следует из предыдущего, приближенное решение по-
ставленной задачи сводится к нахождению пространственных
моментов функции 𝜙𝜙0(𝑧𝑧).
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𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘. (2.3.28)
Если воспользоваться системой дополнительных полиномов

𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝑥𝑥), определенных из условий

2

∞∫︁

0

𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘′(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘′ , (2.3.29)

то для коэффициентов разложения получим

𝑏𝑏𝑘𝑘 = −2𝜙𝜙0(𝑟𝑟)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝛼𝛼𝛼𝛼)

⃒⃒
⃒
∞

0
+ 2

∞∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟)
𝑑𝑑𝑈𝑈

+
𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

        Из  последнего   соотношения   вместе  с  (2.3.20)  следует, что 
условие (23.2.8) будет выполнено, если потребовать

𝑑𝑑𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑈𝑈+

𝑘𝑘 (𝑥𝑥);

𝑈𝑈
+
𝑘𝑘 (𝑥𝑥)

⃒⃒
𝑥𝑥=0

= 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(2.3.30)

 Соотношения (2.3.30) однозначно определяют систему допол-
нительных полиномов 𝑈𝑈𝑘𝑘

+
(𝑥𝑥). Система основных полиномов 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) 

тогда может быть построена с помощью соотношений ортого-
нальности (23.2.9).
Действительно, поскольку полином 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) может быть пред-

ставлен в виде
𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︀
𝑒𝑒−𝑥𝑥 ̃︀𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)

]︀
, (2.3.31)

где ̃︀𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) — полином степени 𝑘𝑘 относительно 𝑥𝑥, соотношению
(23.2.9) можно придать вид

2

∞∫︁

0

𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘′(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2

∞∫︁

0

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︀
𝑒𝑒−𝑥𝑥 ̃︀𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)

]︀
𝑈𝑈

+
𝑘𝑘′(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −2

∞∫︁

0

𝑒𝑒−𝑥𝑥 ̃︀𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)𝑈𝑈
+
𝑘𝑘′ (𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘′ , (2.3.32)

откуда, используя соотношение (2.3.19), получим
̃︀𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) = −𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥),

где 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) — уже известные нам полиномы.

тоесть чтобы выполнялось соотношение
в точности совпадали с коэффициентами разложения (23.2.5),
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Таким образом, искомая система полиномов очень просто
связана с полиномами 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥), а именно

𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) = −𝑒𝑒𝑥𝑥
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︀
𝑒𝑒−𝑥𝑥𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥)

]︀
. (2.3.33)

     В частности, четыре первых полинома 𝑈𝑈𝑘𝑘(𝑥𝑥) имеют вид:
𝑈𝑈0(𝑥𝑥) = 1;

𝑈𝑈1(𝑥𝑥) = 1− 1

2
𝑥𝑥;

𝑈𝑈2(𝑥𝑥) = 1− 7

8
𝑥𝑥+

1

8
𝑥𝑥2;

𝑈𝑈3(𝑥𝑥) = 1− 19

16
𝑥𝑥+

5

16
𝑥𝑥2 − 1

48
𝑥𝑥3.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.3.34)

     Таким образом, искомое приближенное представление функ-
ции 𝑑𝑑𝑑𝑑0(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
𝑧𝑧=𝑟𝑟

построено.
Следовательно, используя соотношение (23.2.7), оконча-

тельно получим

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =
𝛼𝛼

2𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑛𝑛∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼𝛼𝛼). (2.3.35)

      Метод,  изложенный  в  настоящем  параграфе,  без труда рас-
пространяется на случай многогрупповой задачи.

Следует отметить, что быстрота сходимости метода мо-
ментов существенно увеличивается, если его применить толь-
ко к рассеянной части излучения, предварительно выделив 
нейтроны, не соударившиеся ни одного раза. В этом случае 
поступим следующим образом.

Решение кинетического уравнения Больцмана

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟Ω′)𝜔𝜔 (𝜇𝜇0) +

1

4𝜋𝜋
𝛿𝛿(r) (2.3.36)

будем искать в виде
𝜙𝜙(r,Ω) = 𝐵𝐵(r,Ω) + Φ(r,Ω), (2.3.37)

где 𝐵𝐵(r,Ω) — решение следующей задачи:

Ω∇𝐵𝐵 +Σ𝐵𝐵 =
1

4𝜋𝜋
𝛿𝛿(r);

lim
|𝑧𝑧|→∞

𝐵𝐵(r,Ω)𝑒𝑒−Σ|𝑧𝑧| = 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(2.3.38)
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      Очевидно, что  𝐵𝐵(r, Ω)  является потоком нейтронов,  не  испы-
тавших ни одного соударения.

В результате решения задачи (2.3.38) следует [см. (1.3.21)], 
что в плоском случае

𝐵𝐵0(𝑧𝑧) =
1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|), (2.3.39)

а в сферически-симметричном [см. (1.3.27)]

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (2.3.40)

Найдем далее моменты функций Φ0(𝑧𝑧) и Φ0(𝑟𝑟). Сначала рас-
смотрим задачу с изотропным плоским источником.

Проинтегрируем соотношение (2.3.37) по 𝜇𝜇 и разрешим ра-
венство относительно Φ0(𝑧𝑧). Тогда получим

Φ0(𝑧𝑧) = 𝜙𝜙0(𝑧𝑧)−
1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|).

Умножим равенство (2.3.41) почленно на 1

(2𝑛𝑛)!

(2.3.41)

𝑧𝑧2𝑛𝑛 и проинте-

грируем по 𝑧𝑧 от −∞ до +∞. В результате будем иметь

Φ
(2𝑛𝑛)
0 = 𝜙𝜙

(2𝑛𝑛)
0 − 1

2

∞∫︁

−∞

𝑧𝑧2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.42)

или
Φ2𝑛𝑛
0 = 𝜙𝜙2𝑛𝑛

0 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛
(2𝑛𝑛)!Σ2𝑛𝑛

, (2.3.43)
где

𝛽𝛽2𝑛𝑛 =

∞∫︁

0

𝑥𝑥2𝑛𝑛𝐸𝐸1(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.44)

      Таким образом, если моменты функции 𝜙𝜙0 (𝑧𝑧) известны, то мо-
менты функции Φ0(𝑧𝑧) найдутся по формуле (2.3.43).

В случае изотропного точечного источника соотношение 
(2.3.42) перейдет в следующее:

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Φ0(𝑟𝑟) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟)− 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (2.3.45)

Умножим почленно равенство (2.3.45) на 𝑟𝑟2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
и проинтегри-

руем по всем 𝑟𝑟 от 0 до ∞. Тогда получим соотношение между
моментами

Φ0
2𝑛𝑛 = 𝜙𝜙0

2𝑛𝑛 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)! Σ2𝑛𝑛
, (2.3.46)
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где

𝛽𝛽2𝑛𝑛 =

∞∫︁

0

𝑥𝑥2𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.47)

После того, как моменты функций Φ0(𝑧𝑧) и Φ0(𝑟𝑟) найдены,
определим величины

𝑏𝑏𝑘𝑘 =
Σ

2

𝑘𝑘∑︁
𝑚𝑚=0

(−1)𝑚𝑚
(︂
𝑘𝑘

𝑚𝑚

)︂
Σ2𝑘𝑘Φ2𝑘𝑘

0 . (2.3.48)

Тогда решение задачи для плоского изотропного источника
представится в виде

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =
1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|) + 𝑒𝑒−𝛼𝛼|𝑧𝑧|

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼|𝑧𝑧|) (2.3.49)

и для точечного изотропного источника

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 + 2𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑈𝑈𝑘𝑘(𝛼𝛼𝛼𝛼). (2.3.50)

2.4. Метод аппроксимации

В настоящем параграфе изложены результаты Ш. С. Нико-
лайшвили [291], касающиеся приближенного представления
решения односкоростного кинетического уравнения выра-
жением определенного вида, первые три момента которого
совпадают с точными моментами для решения кинетическо-
го уравнения. Указанное представление строится с учетом
характера асимптотического поведения искомой функции1).

Пусть на интервале (0,∞) определена неотрицательная
функция Φ(𝑟𝑟), причем известны первые три четных момента
этой функции

𝜇𝜇0 =

∞∫︁

0

Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 2 =
1

2!

∞∫︁

0

𝑟𝑟2Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 4 =
1

4!

∞∫︁

0

𝑟𝑟4Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.4.1)

Положим приближенно
Φ(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼, (2.4.2)

где 𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈  и 𝐴𝐴 подберем так, чтобы первые три четных момента
функции (2.4.2) совпадали с точными.

1)См. также работу А. Р. Птицына [307].

76 Гл. 2. Точечный источник нейтронов в бесконечной среде

      Очевидно, что  𝐵𝐵(r, Ω)  является потоком нейтронов,  не  испы-
тавших ни одного соударения.

В результате решения задачи (2.3.38) следует [см. (1.3.21)], 
что в плоском случае

𝐵𝐵0(𝑧𝑧) =
1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|), (2.3.39)

а в сферически-симметричном [см. (1.3.27)]

𝐵𝐵0(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋2
𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (2.3.40)

Найдем далее моменты функций Φ0(𝑧𝑧) и Φ0(𝑟𝑟). Сначала рас-
смотрим задачу с изотропным плоским источником.

Проинтегрируем соотношение (2.3.37) по 𝜇𝜇 и разрешим ра-
венство относительно Φ0(𝑧𝑧). Тогда получим

Φ0(𝑧𝑧) = 𝜙𝜙0(𝑧𝑧)−
1

2
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|).

Умножим равенство (2.3.41) почленно на 1

(2𝑛𝑛)!

(2.3.41)

𝑧𝑧2𝑛𝑛 и проинте-

грируем по 𝑧𝑧 от −∞ до +∞. В результате будем иметь

Φ
(2𝑛𝑛)
0 = 𝜙𝜙

(2𝑛𝑛)
0 − 1

2

∞∫︁

−∞

𝑧𝑧2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧|) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.42)

или
Φ2𝑛𝑛
0 = 𝜙𝜙2𝑛𝑛

0 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛
(2𝑛𝑛)!Σ2𝑛𝑛

, (2.3.43)
где

𝛽𝛽2𝑛𝑛 =

∞∫︁

0

𝑥𝑥2𝑛𝑛𝐸𝐸1(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.3.44)

      Таким образом, если моменты функции 𝜙𝜙0 (𝑧𝑧) известны, то мо-
менты функции Φ0(𝑧𝑧) найдутся по формуле (2.3.43).

В случае изотропного точечного источника соотношение 
(2.3.42) перейдет в следующее:

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Φ0(𝑟𝑟) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟)− 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟. (2.3.45)

Умножим почленно равенство (2.3.45) на 𝑟𝑟2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)!
и проинтегри-

руем по всем 𝑟𝑟 от 0 до ∞. Тогда получим соотношение между
моментами

Φ0
2𝑛𝑛 = 𝜙𝜙0

2𝑛𝑛 − 𝛽𝛽2𝑛𝑛

(2𝑛𝑛)! Σ2𝑛𝑛
, (2.3.46)
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Умножим равенство (2.4.2) на 1
𝑛𝑛! и проинтегрируем по 𝑟𝑟 в пре-

делах от нуля до бесконечности. Тогда приходим к трем урав-
нениям:

𝜇𝜇0 = 𝐴𝐴Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼);

𝜇𝜇2 = 𝐴𝐴
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!𝛼𝛼2
Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼);

𝜇𝜇4 = 𝐴𝐴
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)

4!𝛼𝛼4
Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼),

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.3)

где

Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼) =

∞∫︁

0

𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.4.4)

Первые два уравнения системы (2.4.3) дают

𝜇𝜇2 =
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!𝛼𝛼2
𝜇𝜇0, (2.4.5)

а последние два уравнения этой же системы —
𝜇𝜇4

2!𝜇𝜇2
=

(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)

4!𝛼𝛼2
. (2.4.6)

Исключив 𝛼𝛼2 из уравнений (2.4.5) и (2.4.6), получим для опре-
деления 𝜈𝜈 следующее квадратное уравнение:

(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)
= 𝑝𝑝𝑝 (2.4.7)

где
𝑝𝑝 =

𝜇𝜇2
2

6𝜇𝜇0𝜇𝜇4
.

𝛼𝛼 =

        Определив 𝜈𝜈 из уравнения (2.4.7), найдем затем  𝛼𝛼  из уравне-
ния (2.4.5): 

(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!

𝜇𝜇0

𝜇𝜇2
. (2.4.8)

Наконец, первое уравнение из системы (2.4.3) дает искомое
значение 𝐴𝐴. Заметим при этом, что

Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼) =

∞∫︁

0

𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

𝛼𝛼𝜈𝜈+1

∞∫︁

0

𝑥𝑥𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
Γ(𝜈𝜈 + 1)

𝛼𝛼𝜈𝜈+1
, (2.4.9)

где Γ(𝜈𝜈) — гамма-функция Эйлера. Поэтому для 𝐴𝐴 будем иметь

𝐴𝐴 =
𝜇𝜇0𝛼𝛼

𝜈𝜈+1

Γ(𝜈𝜈 + 1)
. (2.4.10)
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Таким образом, приближенное представление (2.4.2) может
быть записано окончательно в виде

Φ(𝑟𝑟) =
𝜇𝜇0𝛼𝛼

𝜈𝜈+1

Γ(𝜈𝜈 + 1)
𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼, (2.4.11)

где 𝜈𝜈 и 𝛼𝛼 определяются соответственно формулам (2.4.7) 
и (2.4.8).

Можно показать, что для всякой неотрицательной функ-
ции Φ(𝑟𝑟), интегрируемой по (0, ∞) вместе с 𝑟𝑟2Φ(𝑟𝑟) и 𝑟𝑟4Φ(𝑟𝑟), корни 
уравнения (2.4.7) вещественны, причем один из этих корней 
удовлетворяет условию

𝜈𝜈 > −1.

   Для того чтобы это показать, сначала произведем анализ 
свойств параметра 𝑝𝑝. Положительность 𝑝𝑝 следует непосред-
ственно из неотрицательности функции Φ(𝑟𝑟). Можно также 
показать, что

0 < 𝑝𝑝 < 1.

В самом деле, в силу неравенства Коши – Буняковского⎛
⎝

∞∫︁

0

𝑟𝑟2Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑

⎞
⎠

2

≤
∞∫︁

0

𝑟𝑟4Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑

∞∫︁

0

Φ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

или, в соответствии с принятыми обозначениями,
(2𝜇𝜇2)

2 ≤ 4!𝜇𝜇4𝜇𝜇0,

откуда

𝑝𝑝 =
𝜇𝜇2
2

6𝜇𝜇0𝜇𝜇4
< 1.

         Докажем теперь вещественность корней уравнения (2.4.7). 
Решив это уравнение относительно 𝜈𝜈, получим

𝜈𝜈 =
7𝑝𝑝− 3±

√︀
1 + 14𝑝𝑝+ 𝑝𝑝2

2(1− 𝑝𝑝)
, (2.4.12)

откуда, в силу неравенства 𝑝𝑝 𝑝 0, следует вещественность кор-
ней уравнения (2.4.7).

Рассмотрим далее функцию

𝑓𝑓(𝜈𝜈) =
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)

и изучим ее поведение при вещественных значениях 𝜈𝜈 (рис. 8).
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Умножим равенство (2.4.2) на 1
𝑛𝑛! и проинтегрируем по 𝑟𝑟 в пре-

делах от нуля до бесконечности. Тогда приходим к трем урав-
нениям:

𝜇𝜇0 = 𝐴𝐴Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼);

𝜇𝜇2 = 𝐴𝐴
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!𝛼𝛼2
Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼);

𝜇𝜇4 = 𝐴𝐴
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)

4!𝛼𝛼4
Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼),

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.3)

где

Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼) =

∞∫︁

0

𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.4.4)

Первые два уравнения системы (2.4.3) дают

𝜇𝜇2 =
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!𝛼𝛼2
𝜇𝜇0, (2.4.5)

а последние два уравнения этой же системы —
𝜇𝜇4

2!𝜇𝜇2
=

(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)

4!𝛼𝛼2
. (2.4.6)

Исключив 𝛼𝛼2 из уравнений (2.4.5) и (2.4.6), получим для опре-
деления 𝜈𝜈 следующее квадратное уравнение:

(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

(𝜈𝜈 + 3)(𝜈𝜈 + 4)
= 𝑝𝑝𝑝 (2.4.7)

где
𝑝𝑝 =

𝜇𝜇2
2

6𝜇𝜇0𝜇𝜇4
.

𝛼𝛼 =

        Определив 𝜈𝜈 из уравнения (2.4.7), найдем затем  𝛼𝛼  из уравне-
ния (2.4.5): 

(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!

𝜇𝜇0

𝜇𝜇2
. (2.4.8)

Наконец, первое уравнение из системы (2.4.3) дает искомое
значение 𝐴𝐴. Заметим при этом, что

Γ(𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼) =

∞∫︁

0

𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
1

𝛼𝛼𝜈𝜈+1

∞∫︁

0

𝑥𝑥𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
Γ(𝜈𝜈 + 1)

𝛼𝛼𝜈𝜈+1
, (2.4.9)

где Γ(𝜈𝜈) — гамма-функция Эйлера. Поэтому для 𝐴𝐴 будем иметь

𝐴𝐴 =
𝜇𝜇0𝛼𝛼

𝜈𝜈+1

Γ(𝜈𝜈 + 1)
. (2.4.10)
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   Функция 𝑓𝑓(𝜈𝜈) определена всюду на вещественной оси, за 
исключением точек 𝜈𝜈 = −3 и 𝜈𝜈 = −4, являющихся точками 
разрыва второго рода. Производная функция 𝑓𝑓(𝜈𝜈), равная

𝑓𝑓 ′(𝜈𝜈) = 2 · 2𝜈𝜈2 + 10𝜈𝜈 + 11

(𝜈𝜈 + 3)2(𝜈𝜈 + 4)2

обращается в нуль только при двух значениях 𝜈𝜈:

𝜈𝜈1 =
−5−

√
3

2
, 𝜈𝜈2 =

−5 +
√
3

2
.

Рис. 8. График функции 𝑓𝑓(𝜈𝜈)

На интервале (−∞,−4) производная 𝑓𝑓 ′(𝜈𝜈) положительна;
внутри интервала (−4,−3) 𝑓𝑓 ′(𝜈𝜈) положительна слева от точ-
ки 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈1 и отрицательна справа от этой точки; наконец,
на интервале(−3,∞) производная 𝑓𝑓 ′(𝜈𝜈) отрицательна слева
от точки 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈2 и положительна справа от этой точки. Таким
образом, для всех 𝜈𝜈 𝜈 −5 +

√
3

2
функция 𝑓𝑓(𝜈𝜈) монотонно возрастает

с ростом 𝜈𝜈. В точках 𝜈𝜈 = −2, 𝜈𝜈 = −1 функция 𝑓𝑓(𝜈𝜈) обращается
в нуль, в точке 𝜈𝜈 = −

2
5 она принимает значение, равное 1, а при

𝜈𝜈 → ∞ lim 𝑓𝑓(𝜈𝜈) = 1.
График функции 𝑓𝑓(𝜈𝜈) представлен на рисунке 8. Из рассмот-

рения этого графика следует, что уравнение (2.4.7) действи-
тельно допускает решение относительно 𝜈𝜈, удовлетворяющее
условию 𝜈𝜈 𝜈 −1. Одновременно можно показать, что уравне-

,

–
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ние (2.4.5) допускает положительный корень 𝛼𝛼, равный ариф-
метическому значению квадратного корня в формуле (2.4.8).
При этом в качестве 𝜈𝜈 следует взять решение уравнения (2.4.7),
удовлетворяющее условию 𝜈𝜈 𝜈 −1.
Наконец можно показать, что приближенное значение функ-

ции Φ(𝑟𝑟), полученное с помощью формулы (2.4.2), положитель-
но всюду на интервале (0,∞), если в качестве 𝜈𝜈 выбрать реше-
ние, удовлетворяющее условию 𝜈𝜈 𝜈 −1. Это утверждение следу-
ет непосредственно из положительности функции

Γ(𝜈𝜈 + 1) =

∞∫︁

0

𝑥𝑥𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑

при 𝜈𝜈 𝜈 −1.
Развитый Ш.С. Николайшвили аппроксимационный метод

успешно применяется для решения задач нейтронной физики.
В качестве простейшего примера рассмотрим односкорост-
ное кинетическое уравнение со сферической индикатрисой
рассеяния и точечным изотропным источником нейтронов:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+
1

2
𝛿𝛿(r). (2.4.13)

Для приближенного представления решения уравнения
(2.4.13) глобальный поток 𝜙𝜙0(𝑟𝑟) представим в виде суммы пото-
ков нейтронов нерассеянных и испытавших, по крайней мере,
одно столкновение:

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 +Φ0(𝑟𝑟). (2.4.14)

Вычислим далее моменты функции 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ):

𝜙𝜙𝑛𝑛
𝜈𝜈 =

1

𝑛𝑛!

∞∫︁

0

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑟𝑟)𝑟𝑟
𝑛𝑛 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.4.15)

где
𝜙𝜙𝜈𝜈(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (2.4.16)

Для вычисления моментов 𝜙𝜙𝑛𝑛
𝜈𝜈 воспользуемся методом,

рассмотренным в предыдущем параграфе. Тогда мы приходим
к системе уравнений, аналогичной (2.4.15), которая имеет вид
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с ростом 𝜈𝜈. В точках 𝜈𝜈 = −2, 𝜈𝜈 = −1 функция 𝑓𝑓(𝜈𝜈) обращается
в нуль, в точке 𝜈𝜈 = −

2
5 она принимает значение, равное 1, а при

𝜈𝜈 → ∞ lim 𝑓𝑓(𝜈𝜈) = 1.
График функции 𝑓𝑓(𝜈𝜈) представлен на рисунке 8. Из рассмот-

рения этого графика следует, что уравнение (2.4.7) действи-
тельно допускает решение относительно 𝜈𝜈, удовлетворяющее
условию 𝜈𝜈 𝜈 −1. Одновременно можно показать, что уравне-

,
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Σ𝜈𝜈𝜙𝜙
𝑛𝑛
𝜈𝜈 = 𝛿𝛿0𝑛𝑛𝛿𝛿0𝜇𝜇 +

1

2𝜈𝜈 + 1

𝜈𝜈(𝑛𝑛+ 𝜈𝜈 + 1)

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈−1 +

(𝜈𝜈 + 1)(𝑛𝑛− 𝜈𝜈)

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈+1

]︃
,

(2.4.17)
где

Σ𝜈𝜈 =

{︃
Σ− Σ𝑠𝑠 при 𝜈𝜈 = 0

Σ при 𝜈𝜈 ̸= 0.

Из последней системы, полагая Σ𝑠𝑠

Σ
= 𝜔𝜔, находим

𝜙𝜙0
0 =

Σ𝑐𝑐

Σ(1− 𝜔𝜔)
, 𝜙𝜙2

0 =
Σ𝑐𝑐

Σ3(1− 𝜔𝜔)2
, 𝜙𝜙4

0 =
9− 4𝜔𝜔

9Σ5(1− 𝜔𝜔)3
. (2.4.18)

𝑛𝑛
𝜈𝜈

     Однако для целей аппроксимации нам необходимо знать не 
моменты 𝜙𝜙  , а четные моменты функции Φ𝜈𝜈 (𝑟𝑟).

Для того чтобы найти четные моменты функции Φ𝜈𝜈 (𝑟𝑟), 
которые снова обозначим через 𝜇𝜇0, 𝜇𝜇2, 𝜇𝜇4, воспользуемся вы-
ражением (2.4.14) и соотношениями (2.4.18). Умножив равен-
ство (2.4.14) на 𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑛𝑛!
и проинтегрировав по всему пространству,

получим формулы
𝜙𝜙0
0 =

1

Σ
+ 𝜇𝜇0;

𝜙𝜙2
0 =

1

Σ3
+ 𝜇𝜇2;

𝜙𝜙4
0 =

1

Σ5
+ 𝜇𝜇4;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.19)

откуда, в силу равенств (2.4.18), будем иметь
𝜇𝜇0 =

𝜔𝜔

Σ(1− 𝜔𝜔)
;

𝜇𝜇2 =
𝜔𝜔(2− 𝜔𝜔)

Σ3(1− 𝜔𝜔)2
;

𝜇𝜇4 =
𝜔𝜔(23− 27𝜔𝜔 + 9𝜔𝜔2)

9Σ5(1− 𝜔𝜔)3
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.20)

Теперь найдем величину 𝑝𝑝:

𝑝𝑝 =
3

2

(2− 𝜔𝜔)2

23− 27𝜔𝜔 + 9𝜔𝜔2
(2.4.21)

и значение 𝜈𝜈 определим по формуле (2.4.12):

𝜈𝜈 =
7𝑝𝑝− 3 +

√︀
1 + 14𝑝𝑝+ 𝑝𝑝2

2(1− 𝑝𝑝)
. (2.4.22)

;

[︃
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Далее, получим выражение для 𝛼𝛼:

𝛼𝛼 =

√︂
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!

1− 𝜔𝜔

2− 𝜔𝜔
Σ. (2.4.23)

Таким образом, значения 𝛼𝛼 и 𝜈𝜈 найдены и выражение
для Φ0(𝑟𝑟) запишется в виде

Φ0(𝑟𝑟) =
𝜔𝜔

1− 𝜔𝜔

𝛼𝛼𝜈𝜈

Γ(𝜈𝜈 + 1)

(︃
𝛼𝛼

Σ

)︃
𝑟𝑟𝜈𝜈𝑒𝑒−𝛼𝛼𝛼𝛼. (2.4.24)

Введя обозначение

æ =
𝛼𝛼
Σ

=

√︂
(𝜈𝜈 + 1)(𝜈𝜈 + 2)

2!

1− 𝜔𝜔

2− 𝜔𝜔
,

формулу (2.4.24) перепишем в виде

Φ0(𝑟𝑟) =
𝜔𝜔

1− 𝜔𝜔

æ𝜈𝜈+1

Γ(𝜈𝜈 + 1)
(Σ𝑟𝑟)𝜈𝜈𝑒𝑒−æΣ𝑟𝑟. (2.4.25)

Подставляя полученный результат в формулу (2.4.14),
окончательно будем иметь

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 +
𝜔𝜔

1− 𝜔𝜔

æ𝜈𝜈+1

Γ(𝜈𝜈 + 1)
(Σ𝑟𝑟)𝜈𝜈𝑒𝑒−æΣ𝑟𝑟. (2.4.26)

Аналогичным методом может быть получена более простая
формула, если предположить, что рассеянная часть излучения
определяется двумя моментами: 𝜇𝜇0 и 𝜇𝜇2. Такой метод был раз-
вит Гросжаном (см. [291]). Состоит этот метод в следующем. Ре-
шение кинетического уравнения аппроксимируется формулой
вида

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 +𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴−𝑘𝑘Σ𝑟𝑟.

Два неизвестных параметра 𝐴𝐴 и 𝑘𝑘 найдутся с помощью мо-
ментов. В результате нетрудно прийти к формуле

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 +
3𝜔𝜔

2− 𝜔𝜔
𝑒𝑒−𝑘𝑘Σ𝑟𝑟, (2.4.27)

где

𝑘𝑘 =

√︂
3
1− 𝜔𝜔

2− 𝜔𝜔
.

Полезно отметить следующее обстоятельство. Если не вы-
делять нерассеянной части излучения, а решение по-преж-
нему искать по двум моментам в форме

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴−æΣ𝑟𝑟,
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Σ𝜈𝜈𝜙𝜙
𝑛𝑛
𝜈𝜈 = 𝛿𝛿0𝑛𝑛𝛿𝛿0𝜇𝜇 +

1

2𝜈𝜈 + 1

𝜈𝜈(𝑛𝑛+ 𝜈𝜈 + 1)

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈−1 +

(𝜈𝜈 + 1)(𝑛𝑛− 𝜈𝜈)

𝑛𝑛
𝜙𝜙𝑛𝑛−1
𝜈𝜈+1

]︃
,

(2.4.17)
где

Σ𝜈𝜈 =

{︃
Σ− Σ𝑠𝑠 при 𝜈𝜈 = 0

Σ при 𝜈𝜈 ̸= 0.

Из последней системы, полагая Σ𝑠𝑠

Σ
= 𝜔𝜔, находим

𝜙𝜙0
0 =

Σ𝑐𝑐

Σ(1− 𝜔𝜔)
, 𝜙𝜙2

0 =
Σ𝑐𝑐

Σ3(1− 𝜔𝜔)2
, 𝜙𝜙4

0 =
9− 4𝜔𝜔

9Σ5(1− 𝜔𝜔)3
. (2.4.18)

𝑛𝑛
𝜈𝜈

     Однако для целей аппроксимации нам необходимо знать не 
моменты 𝜙𝜙  , а четные моменты функции Φ𝜈𝜈 (𝑟𝑟).

Для того чтобы найти четные моменты функции Φ𝜈𝜈 (𝑟𝑟), 
которые снова обозначим через 𝜇𝜇0, 𝜇𝜇2, 𝜇𝜇4, воспользуемся вы-
ражением (2.4.14) и соотношениями (2.4.18). Умножив равен-
ство (2.4.14) на 𝑟𝑟𝑛𝑛

𝑛𝑛!
и проинтегрировав по всему пространству,

получим формулы
𝜙𝜙0
0 =

1

Σ
+ 𝜇𝜇0;

𝜙𝜙2
0 =

1

Σ3
+ 𝜇𝜇2;

𝜙𝜙4
0 =

1

Σ5
+ 𝜇𝜇4;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.19)

откуда, в силу равенств (2.4.18), будем иметь
𝜇𝜇0 =

𝜔𝜔

Σ(1− 𝜔𝜔)
;

𝜇𝜇2 =
𝜔𝜔(2− 𝜔𝜔)

Σ3(1− 𝜔𝜔)2
;

𝜇𝜇4 =
𝜔𝜔(23− 27𝜔𝜔 + 9𝜔𝜔2)

9Σ5(1− 𝜔𝜔)3
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.4.20)

Теперь найдем величину 𝑝𝑝:

𝑝𝑝 =
3

2

(2− 𝜔𝜔)2

23− 27𝜔𝜔 + 9𝜔𝜔2
(2.4.21)

и значение 𝜈𝜈 определим по формуле (2.4.12):

𝜈𝜈 =
7𝑝𝑝− 3 +

√︀
1 + 14𝑝𝑝+ 𝑝𝑝2

2(1− 𝑝𝑝)
. (2.4.22)

;

[︃
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то можно прийти к приближенному решению следующего вида:

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
0 (𝑟𝑟) =

𝑟𝑟𝑟𝑟−
𝑟𝑟
𝐿𝐿

Σ𝑐𝑐𝐿𝐿2
, (2.4.28)

где
𝐿𝐿 =

1

æΣ
=

√︂
3

ΣΣ𝑐𝑐
. (2.4.29)

В дальнейшем (см. § 5.3) будет показано, что это представ-
ление решения совпадает с диффузионным приближением.

В заключение отметим, что асимптотическое решение нахо-
дится методами, изложенными в § 2.1, и имеет вид

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0𝑎𝑎𝑎𝑎 =
2𝑘𝑘20Σ𝑟𝑟

𝜔𝜔
[︁ 𝜔𝜔

1− 𝑘𝑘20
− 1

]︁ 𝑒𝑒−𝑘𝑘0Σ𝑟𝑟, (2.4.29′)

где 𝑘𝑘0 — положительный корень уравнения
𝜔𝜔

2𝑘𝑘0
ln

1− 𝑘𝑘0
1 + 𝑘𝑘0

= 1. (2.4.30)

Анализ расчетов, проведенных с помощью формулы (2.4.26),
показывает, что она хорошо представляет точное решение
при 𝜔𝜔 = 0, 3 вплоть до 10 свободных пробегов от источника и до
100 пробегов при 𝜔𝜔 = 0, 9. При этом ошибка не превышает 10%.

Точность формулы (2.4.26) для всех рассматриваемых рас-
стояний от источника выше, чем формулы (2.4.27), в особенно-
сти для случая сильного поглощения. Кроме того, следует заме-
тить, что точность формул (2.4.26) и (2.4.27) повышается с уве-
личением 𝜔𝜔. Этот факт можно объяснить тем, что чем больше
𝜔𝜔 ≤ 1, тем в большей области изменения Σ𝑟𝑟 значения функции

Φ0(𝑟𝑟) = 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟)− 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟 (2.4.31)
определяются асимптотической формулой (2.4.28), вид которой 
совпадает с используемым нами представлением Φ0(𝑟𝑟). Если бы 
функция (2.4.31) совпадала с функцией 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0𝑎𝑎𝑎𝑎(𝑟𝑟) всюду, то фор-
мулы (2.4.26) и (2.4.27) привели бы к точным результатам. Од-
нако не следует думать, что точность этих формул монотонно 
убывает с уменьшением 𝜔𝜔. При 𝜔𝜔 = 0 обе формулы дают

4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 𝑒𝑒−Σ𝑟𝑟

и представляют, таким образом, точное решение задачи. Сле-
довательно, существует некоторое значение 𝜔𝜔, при котором
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область применимости формул (2.4.26) и (2.4.27) наибольшая. 
Приблизительно это значение 𝜔𝜔 может быть найдено, если най-
ти третий или четвертый момент функции 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝜙𝜙0(𝑟𝑟), определя-
емый по формуле (2.4.26), и сравнить их с точными значения-
ми. Значение 𝜔𝜔, при котором достигается наилучшее совпаде-
ние точного и приближенного моментов, и будет представлять 
искомое значение 𝜔𝜔. Так, в случае формулы (2.4.26) отношение 
точного и приближенного моментов четвертого порядков будет 
равно

𝜇𝜇4

̃︀𝜇𝜇4
=

(9− 4𝜔𝜔)

9(1− 𝜔𝜔)3

1 +
5

9

(2− 𝜔𝜔)2

(1− 𝜔𝜔)

.

       В качестве величины, характеризующей совпадение точного 
и приближенного моментов, мы введем величину

𝛿𝛿 =
̃︀𝜇𝜇4

𝜇𝜇4
− 1.

       После несложных преобразований будем иметь

𝛿𝛿 = −𝜔𝜔(1− 𝜔𝜔)(3− 4𝜔𝜔)

9− 4𝜔𝜔
.

Отсюда следует, что в указанном смысле формула (2.4.26)
3наиболее точна при 𝜔𝜔=0, 𝜔𝜔=
4

и в окрестности 𝜔𝜔 = 1. При этих
значениях 𝜔𝜔 значения 𝜇𝜇4, определяемые по формуле (2.4.26),
совпадают с точными.
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3
Методы решения кинетических
уравнений

3.1. Метод Владимирова

В настоящей главе рассмотрены методы решения односко-
ростных кинетических уравнений. Наибольшее распростране-
ние в физических расчетах реакторов получили численные ме-
тоды Владимирова [70] и 𝑆𝑆𝑛𝑛-метод Карлсона [159].

Оба указанные выше метода в качестве составной части 
предполагают использование метода последовательных при-
ближений, который в конечном итоге сводится к итерациям по 
столкновениям нейтронов с ядрами. Это то, что объединяет оба 
метода.

Различие методов состоит в способах решения указан-
ных уравнений на заданном шаге итерационного процесса. 
Для этого В. С. Владимиров воспользовался характеристиками 
дифференциальной части оператора кинетического уравне-
ния, записал уравнение в новых переменных, одной из которых 
принял характеристику, и привел уравнение к виду, удобному 
для проведения численных расчетов. Карлсон при решении 
воспользовался методом дискретных ординат с применени-
ем простейших интерполяционных формул. В этом состоит 
различие указанных выше методов.

Следует отметить, что оба метода весьма эффективно про-
граммируются на вычислительных машинах и позволяют нахо-
дить решение кинетического уравнения с любой степенью точ-
ности. В. С. Владимиров для метода характеристик доказал схо-
димость решения приближенной задачи к точному решению 
кинетического уравнения [70].

Вследствие того, что оба метода предполагают применение 
итерационного процесса, возникает необходимость в улучше-

Глава 3.86
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нии сходимости этого процесса. В настоящей главе мы остано-
вимся лишь на методах улучшения сходимости, предложенных
Л. А. Люстерником [225] и В. Н. Морозовым [283]. Другие ме-
тоды, к сожалению, требуют осуществления большого объема
вычислений. Однако в ряде случаев, возможно, они будут наи-
более целесообразными.

Начнем рассмотрение метода Владимирова.
В 1952 г. В. С. Владимиров предложил метод решения кине-

тических уравнений для сферически симметричных областей,
основанный на использовании характеристик интегро-диффе-
ренциального уравнения Больцмана [70]. Этот метод допуска-
ет простое программирование на электронных вычислительных
машинах.

Рассмотрим метод Владимирова применительно к реше-
нию транспортного уравнения с изотропными источниками
нейтронов

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ +
1

2
𝑓𝑓(𝑟𝑟) (3.1.1)

при условии, что
𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅) = 0 при 𝜇𝜇 ≤ 0. (3.1.2)

В уравнении (3.1.1) произведем замену переменных по фор-
мулам

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟
√︀
1− 𝜇𝜇2 (3.1.3)

и преобразуем его к виду

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ(𝑟𝑟)𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟)

2
𝜙𝜙0(𝑟𝑟) +

1

2
𝑓𝑓(𝑟𝑟), (3.1.4)

где решение уравнения (3.1.4) связано с решением уравнения
(3.1.1) следующим образом:

𝜙𝜙 = 𝜙𝜙
(︁
𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟arctg𝑦𝑦

𝑥𝑥

)︁
,𝑟𝑟  =

√︀
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2.

В процессе преобразования уравнения (3.1.1) к новым
переменным прямоугольник (0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅𝑅 −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1) непре-
рывно переходит в полукруг (𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 ≤ 𝑅𝑅2,𝑦𝑦  𝑦 0), при этом
линии 𝑟𝑟

√︀
1− 𝜇𝜇2 = const, являющиеся характеристиками диф-

ференциальной части оператора интегро-дифференциального
уравнения (3.1.1), перейдут в прямые линии 𝑦𝑦 = const.
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Граничные условия для новой функции 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) принимают вид

𝜙𝜙(
√︀
𝑅𝑅2 − 𝑦𝑦2,𝑦𝑦 ) = 0, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑅𝑅𝑅 (3.1.5)

Решив далее уравнение (3.1.4) как обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение первого порядка при условии (3.1.5),
получим

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =
1

2

𝑥𝑥∫︁

−
√

𝑅𝑅2−𝑦𝑦2

𝑄𝑄
(︀√︀

𝑥𝑥′2 + 𝑦𝑦2
)︀
𝑒𝑒
−

𝑥𝑥∫︀
𝑥𝑥′

Σ
(︀√

𝑥𝑥′′2+𝑦𝑦2
)︀
𝑑𝑑𝑑𝑑

′′

𝑑𝑑𝑑𝑑′, (3.1.6)

где
𝑄𝑄(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟)𝜙𝜙0(𝑟𝑟) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟). (3.1.7)

Всю область определения решения рассматриваемой задачи
разобьем координатными линиями 𝑟𝑟 = const и 𝑦𝑦 = const на ин-
тервалы и ради простоты примем следующую нумерацию узло-
вых точек. Каждую узловую точку сетки будем характеризовать
двумя индексами, второй из которых обозначает номер коорди-
натной линии 𝑦𝑦 = const, начиная с первой, совпадающей
с диаметром окружности (рис. 9).

Рис. 9. Расположение узловых точек сетки в случае
сферическисимметричных областей

Первый индекс обозначает порядковый номер точки на каж-
дой из линий 𝑦𝑦 = const слева направо, начиная с точек, распо-
ложенных на внешней границе при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅(𝑥𝑥 ≤ 0), которым при-
пишем индекс 1. В результате точки 𝑘𝑘 = 𝑙𝑙, расположенные на
левой части каждой окружности, будут иметь одинаковый пер-
вый индекс, а симметрично расположенные относительно оси
𝑦𝑦 будут иметь индекс

𝑘𝑘 = 𝑁𝑁 − 2(𝑖𝑖− 1)− (𝑙𝑙 − 1),

где 𝑁𝑁 — число узловых точек на линии 𝑦𝑦 = 0; 𝑖𝑖 — номер линии 𝑦𝑦 =

𝑦𝑦𝑖𝑖, а 𝑙𝑙 — номер окружности 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑙𝑙, отсчитываемый слева направо.
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Если теперь любую узловую точку на координатной плоско-
сти 𝑦𝑦𝑦 𝑦𝑦 обозначить (𝑦𝑦𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘), то в результате интегрирования урав-
нения (3.1.4) по 𝑥𝑥 вдоль интервала (𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘) будем иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 𝑒𝑒
−

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︀
𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

Σ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑

+
1

2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑟𝑟)𝑒𝑒
−

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︀
𝑥𝑥

Σ(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Предположим теперь, что на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘) функция Σ(𝑟𝑟) 
постоянна и равна Σ𝑘𝑘−1/2. Тогда интегралы в экспонентах вычис-
ляются в явном виде и мы получим

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 𝑒𝑒
−Σ𝑘𝑘−1/2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 +

1

2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑟𝑟) 𝑒𝑒−Σ𝑘𝑘−1/2(𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘−𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

где
Δ𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖.

Используем теперь предположение о линейности подынте-
гральной функции 𝑄𝑄(𝑟𝑟) в пределах интервала (𝑟𝑟𝑘𝑘−1,𝑟𝑟 𝑘𝑘). Тогда по-
лучим следующее приближенное равенство:

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 +
𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘

2

𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑘𝑘−1 + 0)

Σ(𝑟𝑟𝑘𝑘−1 + 0)
+

1

2
(1− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 −𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑘𝑘 − 0)

Σ(𝑟𝑟𝑘𝑘 − 0)
, (3.1.8)

где

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−Σ𝑘𝑘−1/2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴(Σ𝑘𝑘−1/2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘), 𝐴𝐴(𝑢𝑢) =
1− 𝑒𝑒−𝑢𝑢

𝑢𝑢
− 𝑒𝑒−𝑢𝑢.

     Для полной определенности к системе равенств (3.1.8) при-
соединим граничные условия в узловых точках на левой части 
полуокружности 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅

𝜙𝜙1,𝑖𝑖 = 0. (3.1.9)

     Рекуррентное  соотношение (3.1.8) вместе с условием (3.1.9) 
полностью определяет решение 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 во всех узловых точках          
по известным значениям 𝑄𝑄(𝑟𝑟).

До сих пор предполагалось, что функция 𝑄𝑄(𝑟𝑟) известна. Одна-
ко функция 𝑄𝑄(𝑟𝑟) выражается через решение задачи по формуле 
(3.1.7). Это значит, что решение задачи может быть получено 
методом последовательных приближений. Этот метод опреде-
лим следующим образом. По заданному начальному распреде-
лению функции 𝑄𝑄(𝑟𝑟) с помощью (3.1.8), (3.1.9) найдем прибли-
женное значение функции 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 во всех узлах сетки.
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Для получения приближенного значения функции

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑

воспользуемся квадратурной формулой

𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑘𝑘) =
∑︁
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘, (3.1.10)

где суммирование проводится по всем точкам полуокружно-
сти с номером 𝑘𝑘, 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 — коэффициенты квадратурной формулы
для точки данной окружности.

После того как функция 𝜙𝜙0(𝑟𝑟) в данном приближении полу-
чена, находится приближенное значение 𝑄𝑄𝑘𝑘𝑘𝑘:

𝑄𝑄𝑘𝑘𝑘𝑘 = Σ𝑠𝑠𝑠𝑠−1/2𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑘𝑘) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑘𝑘). (3.1.11)

Если функции, входящие в равенство (3.1.11), разрывны
в точках 𝑟𝑟𝑘𝑘, то необходимо рассчитать значения функции 𝑄𝑄

справа и слева от разрыва, то есть 𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑘𝑘 ± 0).
Этот итерационный процесс следует продолжать до тех пор,

пока отношение последующего приближения к предыдущему
с требуемой точностью не будет равно единице. Полученные
значения функции 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) и будут приближенным решением
задачи. Е. С. Кузнецовым [179] и В. С. Владимировым [71, 70]
показано, что метод последовательных приближений сходится
к точному решению задачи.

Метод Владимирова может быть существенно упрощен
при использовании метода конечных разностей.

Снова, как и раньше, введем в рассмотрение систему узло-
вых точек с соответствующей нумерацией. Эту систему узловых
точек будем называть основной. Кроме того, введем в рассмот-
рение вспомогательную систему точек, расположенных на пе-
ресечении окружностей 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 с прямыми 𝑦𝑦𝑖𝑖.

Проинтегрируем уравнение (3.1.4) вдоль прямой 𝑦𝑦𝑖𝑖= const
на интервале (𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖, 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘). Тогда будем иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 +

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

Σ(𝑟𝑟)𝜙𝜙
(︁
𝑟𝑟𝑟
𝑥𝑥

𝑟𝑟

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1

2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (3.1.12)

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений90
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   Если функция Σ постоянна на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1,𝑟𝑟𝑘𝑘 ), то равенство 
(3.1.12) упростится:

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 +Σ𝑘𝑘−1/2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝜙𝜙
(︁
𝑟𝑟𝑟
𝑥𝑥

𝑟𝑟

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

1

2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝑄𝑄𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (3.1.13)

   Интегралы в (3.1.13) заменим приближенными выражениями:
𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝜙𝜙
(︁
𝑟𝑟𝑟
𝑥𝑥

𝑟𝑟

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖

2
(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖);

1

2

𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘∫︁

𝑥𝑥𝑘𝑘−1,𝑖𝑖

𝑄𝑄(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖

2
𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.14)

   Тогда получим
(︁
1 +

1

2
Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

)︁
𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘−

−
(︁
1− 1

2
Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2Σ𝑘𝑘−1/2

)︁
𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 =

Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖

2
𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖. (3.1.15)

    Разрешая  уравнение  (3.1.15)  относительно  функции  𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 
получим

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 =
1− 1

2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

1 + 1
2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑖𝑖 +
1

2

Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖

1 + 1
2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖,

(3.1.16)
𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖, (3.1.17)

где

𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 =
1− 1

2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

1 + 1
2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘 =
1

2

Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖

1 + 1
2Δ𝑥𝑥𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖Σ𝑘𝑘−1/2

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.18)

    После того, как величины 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 найдены, новое приближенное 
значение 𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖 находится по формуле

𝑄𝑄𝑘𝑘−1/2,𝑖𝑖 = Σ𝑘𝑘−1/2𝜙𝜙0𝑘𝑘−1/2 + 𝑓𝑓𝑘𝑘−1/2, (3.1.19)
где

𝜙𝜙0,𝑘𝑘−1/2 =
1

2
(𝜙𝜙0𝑘𝑘−1 + 𝜙𝜙0𝑘𝑘), (3.1.20)

𝑓𝑓𝑘𝑘−1/2 =
1

2
(𝑓𝑓𝑘𝑘−1 + 𝑓𝑓𝑘𝑘), (3.1.21)

;
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𝜙𝜙0𝑘𝑘 = Σ𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘, (3.1.22)

причем суммирование производится по всем узловым точкам
полуокружности 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘.

Переходим теперь к решению задач с цилиндрической сим-
метрией по методу характеристик Владимирова. При этом оста-
новимся на рассмотрении задачи для бесконечного цилиндра
и задачи для цилиндра, ограниченного с торцов. Соответству-
ющее обобщение метода Владимирова для задач с осевой сим-
метрией выполнено Б. Л. Гаврилиным.

Сначала рассмотрим решение односкоростного кинетиче-
ского уравнения для бесконечного цилиндра. Как известно,
кинетическое уравнение переноса нейтронов для бесконечной
цилиндрической системы при изотропном рассеянии нейтро-
нов в лабораторной системе координат имеет следующий вид:

sin𝜗𝜗

(︃
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′, 𝜗𝜗′) +
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(𝑟𝑟), (3.1.23)

где 𝑓𝑓(𝑟𝑟) — изотропные внешние источники нейтронов.
Введем в рассмотрение новые переменные 𝛾𝛾 и 𝜇𝜇 по формулам

𝛾𝛾 = cos𝜗𝜗; 𝜇𝜇 = cos𝜓𝜓𝜓

Тогда уравнение (3.1.23) запишется в следующем виде:
√︀

1− 𝛾𝛾2

(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+Σ𝜙𝜙 =

1

4𝜋𝜋

(︀
Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0 + 𝑓𝑓

)︀
, (3.1.24)

где

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 4

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
√︀
1− 𝜇𝜇′2

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ′, 𝜇𝜇′). (3.1.25)

Для полной определенности к уравнению (3.1.24) присоеди-
ним граничные условия. При этом будем рассматривать гра-
ничные условия на внешней границе реактора, а также условия
на границе ячейки гетерогенного реактора.
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В случае реактора граничные условия имеют вид
𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) = 0 при − 1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 0. (3.1.26)

В случае ячейки
𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) = 𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅−𝜇𝜇𝜇−𝛾𝛾). (3.1.27)

Интервал 0 ≤ 𝛾𝛾 ≤ 1 разобьем узловыми точками 𝛾𝛾𝑘𝑘 на частич-
ные интервалы. В качестве узловых точек выберем точки, соот-
ветствующие квадратурной формуле Гаусса. В каждой плоско-
сти 𝛾𝛾 = const решение не будет зависеть от 𝛾𝛾. Тогда уравнение
(3.1.24) можно записать для точек 𝛾𝛾𝑘𝑘 и разделить на

√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘.

В результате приходим к задаче, формально совпадающей с за-
дачей для сферически-симметричных областей:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑘𝑘, (3.1.28)

где
𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑘𝑘) = 𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ),

Σ𝑘𝑘 =
Σ√︁

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

,

𝑄𝑄𝑘𝑘 =
1

4𝜋𝜋
√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

[Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0(𝑟𝑟) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟)].

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.29)

В качестве граничных условий выберем следующие:
на внешней поверхности реактора

𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅) = 0, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 0 (3.1.30)

и на границе ячейки
𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅) = 𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑅𝑅𝑅−𝜇𝜇). (3.1.31)

Для решения уравнения (3.1.28) перейдем к новым перемен-
ным 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 по формулам

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2(1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘) = 𝑟𝑟2;

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟;

𝑦𝑦 = 𝑟𝑟

√︃
1− 𝜇𝜇2

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.32)

При этом область определения решения, представляющая
прямоугольник 0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, непрерывно переходит
а 𝜙𝜙0,𝑘𝑘 вычисляются с помощью формулы
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в полуэллипс:
0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑅𝑅𝑅 −𝑅𝑅 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑅𝑅𝑅

𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2(1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘) = 𝑅𝑅2.

Линии 𝑟𝑟

√︃
1− 𝜇𝜇2

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘
= const, являющиеся характеристиками диф-

ференциальной части интегро-дифференциального уравнения,

перейдут в прямые 𝑦𝑦= const, при этом оператор 𝜇𝜇
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

преобразуется в оператор 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
, а уравнение (3.1.28) примет вид

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝑄𝑄𝑘𝑘. (3.1.33)

Решение этого уравнения записывается в виде приближен-
ного рекуррентного равенства

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1+
𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

Σ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1
𝑄𝑄𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1+(1−𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)

𝑄𝑄𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

Σ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
, (3.1.34)

где
𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑒𝑒−Σ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1/2Δ𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 ,

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴
(︁
Σ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1/2Δ𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚

)︁
,

𝐴𝐴(𝑢𝑢) =
1− 𝑒𝑒−𝑢𝑢

𝑢𝑢
− 𝑒𝑒−𝑢𝑢.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.35)

Граничные условия для уравнения (3.1.34) имеют следую-
щий вид:
на внешней поверхности реактора

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 1 = 0, (3.1.36)
на границе ячейки

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 1 = 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 . (3.1.37)
Таким образом, задача о нахождении потока нейтронов

полностью определена в предположении, что функция 𝑄𝑄(𝑟𝑟)

известна. Дальнейший этап вычислений состоит в отыскании
функции 𝑄𝑄(𝑟𝑟), которая определяется решением задачи. В соот-
ветствии с итерационным процессом примем, что уравнение
(3.1.33) записывается в 𝑝𝑝-й итерации следующим образом:

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑝𝑝)
𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑝𝑝) =
1

4𝜋𝜋
√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

(︀
Σ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑝𝑝−1)
0 + 𝑓𝑓

)︀
. (3.1.38)
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Задаваясь произвольным значением 𝑄𝑄(𝑝𝑝) = Σ𝑠𝑠𝜙𝜙
(𝑝𝑝−1)
0 + 𝑓𝑓 , полу-

чим решение 𝜙𝜙
(𝑝𝑝)
𝑘𝑘 , с помощью которого можно найти 𝑄𝑄(𝑝𝑝+1)(𝑟𝑟).

Для этого необходимо отыскать интегральный поток 𝜙𝜙0:

𝜙𝜙0 = 4

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)√︀
1− 𝜇𝜇2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (3.1.39)

Введем обозначение
1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)√︀
1− 𝜇𝜇2

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). (3.1.40)

     Поскольку  решение  задачи  находилось  в точках 𝛾𝛾, являю-
щихся узловыми точками квадратурной формулы Гаусса, то

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) = 4
∑︁
𝑘𝑘

𝐴𝐴𝑘𝑘𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘), (3.1.41)

где 𝐴𝐴𝑘𝑘 — коэффициенты формулы Гаусса.
Найдем выражение для функции 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). Заменим

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)√︀
1− 𝜇𝜇2

𝑑𝑑𝑑𝑑 суммой интегралов в пределах от 𝜇𝜇𝛼𝛼−1 до 𝜇𝜇𝛼𝛼 и пред-

положим, что решение 𝜙𝜙 линейно зависит от 𝜇𝜇 на интервале
(𝜇𝜇𝛼𝛼−1,𝜇𝜇 𝛼𝛼), то есть

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘,𝜇𝜇 ) =
𝜇𝜇− 𝜇𝜇𝛼𝛼−1

𝜇𝜇𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝛼𝛼−1
𝜙𝜙𝛼𝛼 +

𝜇𝜇𝛼𝛼 − 𝜇𝜇

𝜇𝜇𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝛼𝛼−1
𝜙𝜙𝛼𝛼−1, (3.1.42)

где
𝜙𝜙𝛼𝛼 = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘,𝜇𝜇 𝛼𝛼).

Произведя интегрирование выражения
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘,𝜇𝜇 )√︀
1− 𝜇𝜇2

на интервале

(𝜇𝜇𝛼𝛼−1,𝜇𝜇 𝛼𝛼), получим

𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘) =
∑︁
𝛼𝛼

(𝐴𝐴𝛼𝛼𝜙𝜙𝛼𝛼 +𝐵𝐵𝛼𝛼−1𝜙𝜙𝛼𝛼−1), (3.1.43)
где

𝐴𝐴𝛼𝛼 =
1

Δ𝜇𝜇𝛼𝛼−1/2

{︁√︁
1− 𝜇𝜇2

𝛼𝛼−1 −
√︀

1− 𝜇𝜇2
𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝛼𝛼−1(arcsin𝜇𝜇𝛼𝛼 − arcsin𝜇𝜇𝛼𝛼−1)

}︁
;

𝐵𝐵𝛼𝛼−1 =
−1

Δ𝜇𝜇𝛼𝛼−1/2

{︁√︁
1− 𝜇𝜇2

𝛼𝛼−1 −
√︀
1− 𝜇𝜇2

𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝛼𝛼(arcsin𝜇𝜇𝛼𝛼 − arcsin𝜇𝜇𝛼𝛼−1)
}︁
;

Δ𝜇𝜇𝛼𝛼−1/2 = 𝜇𝜇𝛼𝛼 − 𝜇𝜇𝛼𝛼−1.
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Учитывая, что
𝜇𝜇𝛼𝛼 =

𝑥𝑥𝛼𝛼
𝑟𝑟

=
𝑥𝑥𝛼𝛼√︀

𝑥𝑥2𝛼𝛼 + 𝑦𝑦2𝛼𝛼(1− 𝛾𝛾2)
,

преобразуем коэффициенты квадратурной формулы (3.1.43)
к следующему виду:

𝐴𝐴𝛼𝛼 = − 1

Δ𝜇𝜇𝛼𝛼−1/2

{︁
Δ𝑦𝑦𝛼𝛼−1/2

√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝛼𝛼−1

(︁
arcsin

𝑥𝑥𝛼𝛼
𝑟𝑟

− arcsin
𝑥𝑥𝛼𝛼−1

𝑟𝑟

)︁}︁
;

𝐵𝐵𝛼𝛼−1 =
1

Δ𝜇𝜇𝛼𝛼−1/2

{︁
Δ𝑦𝑦𝛼𝛼−1/2

√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝛼𝛼

(︁
arcsin

𝑥𝑥𝛼𝛼
𝑟𝑟

− arcsin
𝑥𝑥𝛼𝛼−1

𝑟𝑟

)︁}︁
,

где
Δ𝑥𝑥𝛼𝛼−1/2 = 𝑥𝑥𝛼𝛼 − 𝑥𝑥𝛼𝛼−1;    Δ𝑦𝑦𝛼𝛼−1/2 = 𝑦𝑦𝛼𝛼 − 𝑦𝑦𝛼𝛼−1.

После получения функции 𝜙𝜙0(𝑟𝑟) можно подсчитать приближен-
ное значение 𝑄𝑄(𝑝𝑝)(𝑟𝑟):

𝑄𝑄(𝑝𝑝)(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋
√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

[︀
Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟)𝜙𝜙

(𝑝𝑝)
0 (𝑟𝑟) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟)

]︀
. (3.1.44)

Указанный итерационный процесс следует продолжать до тех
пор, пока значение 𝑄𝑄(𝑝𝑝) не совпадает с требуемой точностью
со значением 𝑄𝑄 в (𝑝𝑝− 1) приближении.

Переходим теперь к решению односкоростного уравнения
для области, являющейся конечным цилиндром. В этом случае
решение 𝜙𝜙 будет функцией четырех переменных 𝜙𝜙 = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).
Рассмотрим уравнение переноса для конечного цилиндра в слу-
чае сферической индикатрисы рассеяния и изотропными внеш-
ними источниками нейтронов:

sin𝜗𝜗

(︃
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+ cos𝜗𝜗

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

=
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′, 𝜗𝜗′) +
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). (3.1.45)

Выразив cos𝜗𝜗 через 𝛾𝛾 и cos𝜓𝜓 через 𝜇𝜇, получим
√︀

1− 𝛾𝛾2

(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+ 𝛾𝛾

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

1

4𝜋𝜋

(︀
Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0 + 𝑓𝑓

)︀
, (3.1.46)

где

𝜙𝜙0 = 4

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′, 𝛾𝛾′, 𝜇𝜇′)√︀
1− 𝜇𝜇′2

𝑑𝑑𝑑𝑑′. (3.1.47)
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Поставим для уравнения (3.1.46) граничные условия.
На внешней границе реактора

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 0 на 𝑆𝑆 при − 1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 0, (3.1.48)

где поверхность 𝑆𝑆 есть цилиндр радиусом 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅, ограниченный
плоскостями 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻.

На внешней поверхности ячейки гетерогенного реактора
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇𝜇−𝛾𝛾) на 𝑆𝑆′,

где поверхность 𝑆𝑆′ — цилиндр радиусом 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅, и
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 0 на 𝑆𝑆

′′
, (3.1.49)

где поверхность 𝑆𝑆
′′ — плоскости 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻.

Приведем уравнение (3.1.46) к виду уравнения для сфери-
чески-симметричной области и затем решим его методом Вла-
димирова с использованием характеристик. Для этого сделаем
ряд предположений, а именно: будем считать, что интервал из-
менения 𝛾𝛾 можно разбить узловыми точками, которыми могут
служить точки Гаусса. Далее, интервалы изменения перемен-
ных 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 можно разбить на отрезки Δ𝑟𝑟𝑟Δ𝑧𝑧𝑧Δ𝜇𝜇, а функции Σ𝑠𝑠 и Σ

считать постоянными на интервале Δ𝑟𝑟𝑟Δ𝑧𝑧𝑧Δ𝜇𝜇.
Сохраним в левой части уравнения (3.1.46) оператор 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,

а остальные члены перенесем в правую часть и проинтегри-
руем уравнение (3.1.46) по 𝑧𝑧 в пределах от 𝑧𝑧𝑗𝑗−1 до 𝑧𝑧𝑗𝑗. Тогда
получим

𝛾𝛾√︀
1− 𝛾𝛾2

𝑧𝑧𝑗𝑗∫︁

𝑧𝑧𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑧𝑧𝑗𝑗∫︁

𝑧𝑧𝑗𝑗−1

𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 (3.1.50)

где

𝐼𝐼 =
𝑄𝑄− Σ𝜙𝜙√︀
1− 𝛾𝛾2

−

(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
;

𝑄𝑄 =
Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0 + 𝑓𝑓

4𝜋𝜋
.

Для приближенного представления правой части восполь-
зуемся простейшей аппроксимацией:

𝑧𝑧𝑗𝑗∫︁

𝑧𝑧𝑗𝑗−1

𝐼𝐼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2

2

[︀
𝐼𝐼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗) + 𝐼𝐼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗−1)

]︀
,
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где

𝐼𝐼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗) =
𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗)√︀
1− 𝛾𝛾2

− Σ(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗)√︀
1− 𝛾𝛾2

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗 , 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )−

− 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗 , 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗 , 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 )

𝜕𝜕𝜕𝜕
,

Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2 = 𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑗𝑗−1.

Уравнение (3.1.50) можно представить в виде
𝛾𝛾√︀

1− 𝛾𝛾2
(𝜙𝜙𝑗𝑗 − 𝜙𝜙𝑗𝑗−1) =

{︂
𝑄𝑄𝑗𝑗 +𝑄𝑄𝑗𝑗−1√︀

1− 𝛾𝛾2
− Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1√︀

1− 𝛾𝛾2
−

−
(︂
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂
−

(︂
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂}︂
Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2

2
,

(3.1.51)
или в несколько преобразованном виде:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ′

𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝑄𝑄′
𝑗𝑗 , (3.1.52)

где

Σ′
𝑗𝑗 =

Σ𝑗𝑗 +
2𝛾𝛾

Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2√︀
1− 𝛾𝛾2

;

𝑄𝑄′
𝑗𝑗 =

𝑄𝑄𝑗𝑗√︀
1− 𝛾𝛾2

+
𝑄𝑄𝑗𝑗−1√︀
1− 𝛾𝛾2

−
(︂
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂
−

−
Σ𝑗𝑗−1 − 2𝛾𝛾

Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2√︀
1− 𝛾𝛾2

𝜙𝜙𝑗𝑗−1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.53)

Уравнение (3.1.52) совпадает по форме с уравнением
для сферической симметричной области. Таким образом,
исходное транспортное уравнение заменено системой 𝑗𝑗 урав-
нений для сферически-симметричных областей. Используя
сделанные выше предположения, разобьем интервал изме-
нения 𝛾𝛾 в соответствии с узловыми точками 𝛾𝛾𝑘𝑘 квадратурной
формулы Гаусса. Следовательно, каждое уравнение с индек-
сом 𝑗𝑗 заменяется системой из 𝑘𝑘 уравнений, в каждом из которых
поток нейтронов 𝜙𝜙 есть функция только 𝑟𝑟 и 𝜇𝜇. Итак, уравне-
ние Больцмана для конечного цилиндра представлено в виде
системы из 𝑗𝑗𝑗𝑗 уравнений сферически-симметричного вида:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ′

𝑗𝑗𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄′
𝑗𝑗𝑗𝑗, (3.1.54)

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений98
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где
𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗 , 𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇𝑘𝑘);

Σ′
𝑗𝑗𝑗𝑗 =

Σ𝑗𝑗 +
2𝛾𝛾𝑘𝑘

Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

;

𝑄𝑄′
𝑗𝑗𝑗𝑗 =

𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗) +𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑗𝑗−1)√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

−

(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗−1

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
−

−
Σ𝑗𝑗−1 − 2𝛾𝛾𝑘𝑘

Δ𝑧𝑧𝑗𝑗−1/2√︁
1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.55)

Следуя методу Владимирова, заменяем переменные 𝑟𝑟 и 𝜇𝜇

на 𝑥𝑥 и 𝑦𝑦 по следующим формулам:
𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦 = 𝑟𝑟

√︃
1− 𝜇𝜇2

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(3.1.56)

Тогда система уравнений (3.1.54) преобразуется в сис-
тему уравнений вида

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ

′
𝑗𝑗𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑄𝑄′

𝑗𝑗𝑗𝑗. (3.1.57)

Согласно методу Владимирова, решение системы уравне-
ний (3.1.57) связано с решением системы уравнений (3.1.54)
следующим образом:

𝜙𝜙 = 𝜙𝜙
(︁
𝑟𝑟𝑟 cosarc tg𝑦𝑦

𝑥𝑥

)︁
,

𝑟𝑟 =
√︁
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2(1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘).

В процессе преобразования системы уравнений (3.1.54) к но-
вым переменным область определения функции 𝜙𝜙, представляв-
шая прямоугольник 0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, перейдет в полуэллипс
𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2(1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘) = 𝑅𝑅2, 𝑦𝑦 𝑦 0. Линии

𝑟𝑟

√︃
1− 𝜇𝜇2

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘
= const

перейдут в прямые линии 𝑦𝑦= const (рис. 10). При этом необхо-
димо иметь в виду, что переход от уравнения (3.1.54) к уравне-
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нию (3.1.57) может быть осуществлен также следующими заме-
нами переменных:

а) 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟
√︀
1− 𝜇𝜇2;

б) 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟𝑟𝑟√
1−𝜇𝜇2

,𝑦𝑦  = 𝑟𝑟
√︁

1−𝜇𝜇2

1−𝛾𝛾2 .

Выбор того или иного способа связан с удобством расчета.

Рис. 10. Схема вычисления потока методом Владимирова для конеч-
ного цилиндра

Поставим граничные условия для полученной системы урав-
нений. Из условия равенства нулю потока на плоскости 𝑧𝑧 = 0

получим
𝜙𝜙0,𝑘𝑘 = 0.

На боковой поверхности граничные условия примут вид

𝜙𝜙
(︀
−

√︁
𝑅𝑅2 − 𝑦𝑦2(1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘),𝑦𝑦

)︀
= 0, 0 ≤ 𝑦𝑦 ≤ 𝑅𝑅√︁

1− 𝛾𝛾2𝑘𝑘

.

Следуя далее стандартному приему, получим решение системы
(3.1.57) в виде системы 𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 приближенных равенств:

𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗−1 +
𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

Σ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗−1
𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗−1+

+ (1− 𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 −𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗)
𝑄𝑄𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗

Σ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗
, (3.1.58)

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений100
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где
𝑝𝑝𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑒𝑒−Σ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗−1/2Δ𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚 ;

𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝐴𝐴(Σ𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗−1/2Δ𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚);

𝐴𝐴(𝑢𝑢) =
1− 𝑒𝑒−𝑢𝑢

𝑢𝑢
− 𝑒𝑒−𝑢𝑢.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.1.59)

Присоединим к этой системе граничные условия в узловых
точках на левой части полуэллипса: при решении задачи о рас-
пределении потока нейтронов в реакторе

𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 = 0; (3.1.60)
при решении задачи о распределении потока нейтронов
на ячейке гетерогенного реактора

𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗1 = 𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗. (3.1.61)
  Система рекуррентных соотношений (3.1.58) и граничных 
условий (3.1.60) или (3.1.61) полностью определяет значение 
потока во всех узловых точках.

Для того чтобы замкнуть итерационный процесс, необходи-
мо найти выражение для функции 𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑟 𝑧𝑧), которая до сих пор 
предполагалась известной. Так как

𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)

4𝜋𝜋
,

то задача сводится к отысканию потока 𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑟 𝑧𝑧):

𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =

∫︁
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟Ω) 𝑑𝑑Ω. (3.1.62)

   Интегральный поток 𝜙𝜙0 отыскивается с использованием квад-
ратурных формул, выведенных ранее, при рассмотрении за-
дачи в бесконечной цилиндрической области.

В заключение необходимо отметить, что выражения, полу-
ченные для решения задачи, наиболее общие. Они автоматиче-
ски переходят в формулы для бесконечного цилиндра и для сфе-
ры при соответствующих предположениях. Например, положив 
Δ𝑧𝑧 = ∞, что соответствует бесконечному цилиндру, мы получа-
ем выражение для бесконечного цилиндра. При рассмотрении 
сферически-симметричных задач зависимости от 𝛾𝛾 и 𝑧𝑧 в реше-
нии нет, и формулы автоматически переходят в соответствую-
щие формулы для сферически-симметричных задач.
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3.2. Метод Карлсона

Метод Карлсона, или 𝑆𝑆𝑛𝑛-метод, основывается на исчислении
конечных разностей. Рассмотрим 𝑆𝑆𝑛𝑛-метод для простейших слу-
чаев, что позволит показать его основные особенности и послу-
жит основанием для обобщений [159].

Рассмотрим сферически-симметричную область 0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅,
в которой заданы изотропные источники нейтронов 1

2
𝑓𝑓(𝑟𝑟). Тогда

поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) определится из уравнения

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

1

2
𝑄𝑄(𝑟𝑟), (3.2.1)

где
𝑄𝑄(𝑟𝑟) = Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0(𝑟𝑟) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟);

𝜙𝜙(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(3.2.2)

при условии, что 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 0 при 𝜇𝜇 ≤ 0.
Для применения метода важно знать уравнение для резуль-

тирующего потока нейтронов

𝐽𝐽(𝑟𝑟) =

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). (3.2.3)

Оно получается интегрированием обеих частей уравне-
ния (3.2.1) по 𝜇𝜇 и имеет вид(︂

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

2

𝑟𝑟

)︂
𝐽𝐽 +Σ𝜙𝜙0 = 𝑄𝑄(𝑟𝑟). (3.2.4)

   Уравнение (3.2.4) выражает баланс нейтронов. Лучше всего 
это можно увидеть, если умножить обе части равенства (3.2.4) 
на 𝑟𝑟2 и проинтегрировать от 𝑎𝑎 до 𝑏𝑏. Полученный результат

𝑏𝑏2𝐽𝐽(𝑏𝑏)− 𝑎𝑎2𝐽𝐽(𝑎𝑎) =

∫︁
𝑟𝑟2
[︀
𝑄𝑄(𝑟𝑟)− Σ𝜙𝜙(𝑟𝑟)

]︀
𝑑𝑑𝑑𝑑 (3.2.5)

показывает, что результирующие потоки нейтронов через по-
верхность 𝑟𝑟 = 𝑏𝑏 и поверхность 𝑟𝑟 = 𝑎𝑎 отличаются общим числом
нейтронов, родившихся в сферическом слое 𝑎𝑎 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑏𝑏1).

1)В этом равенстве множитель 4𝜋𝜋 исключен из рассмотрения, как несуще-
ственный.
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При 𝑆𝑆𝑛𝑛-методе интервал изменения 𝜇𝜇 (−1,+1) разбивается
на 𝑛𝑛 частей (𝑛𝑛 — четное) равной длины (2/𝑛𝑛). Предположим, что
в каждом интервале(𝜇𝜇𝑗𝑗−1, 𝜇𝜇𝑗𝑗) поток 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) выражается линейной
функцией

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) =
𝑛𝑛

2

[︀
(𝜇𝜇− 𝜇𝜇𝑗𝑗−1)𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗) + (𝜇𝜇𝑗𝑗 − 𝜇𝜇)𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗−1)

]︀
,

(𝑗𝑗 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛𝑛),
(3.2.6)

где 𝜇𝜇0 = −1 и 𝜇𝜇𝑗𝑗 = −1 +
2𝑗𝑗
𝑛𝑛

. Другими словами, 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) аппроксими-
руется набором взаимосвязанных линейных функций.

Если теперь подставить выражение (3.2.6) в уравнение
(3.2.1) и результат проинтегрировать по 𝜇𝜇 от 𝜇𝜇𝑗𝑗−1 до 𝜇𝜇𝑗𝑗, то при-
дем к системе 𝑛𝑛 обыкновенных дифференциальных уравнений
(𝑆𝑆𝑛𝑛-уравнений):

(︂
𝑎𝑎𝑗𝑗

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑏𝑏𝑗𝑗
𝑟𝑟
+Σ

)︂
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗) +

(︂
𝑎̄𝑎𝑗𝑗

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑏𝑏𝑗𝑗

𝑟𝑟
+Σ

)︂
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗−1) = 𝑄𝑄(𝑟𝑟), (3.2.7)

где
𝑎𝑎𝑗𝑗 =

1

3
(2𝜇𝜇𝑗𝑗 + 𝜇𝜇𝑗𝑗−1);

𝑎̄𝑎𝑗𝑗 =
1

3
(𝜇𝜇𝑗𝑗 + 2𝜇𝜇𝑗𝑗−1);

𝑏𝑏𝑗𝑗 =
𝑛𝑛

3
(3− 𝜇𝜇2

𝑗𝑗 − 𝜇𝜇𝑗𝑗𝜇𝜇𝑗𝑗−1 − 𝜇𝜇2
𝑗𝑗−1),

причем

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =

𝑏𝑏1 = −2𝑎𝑎1;  𝑏𝑏𝑗𝑗+1 − 𝑏𝑏𝑗𝑗 = −2(𝑎̄𝑎𝑗𝑗+1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗 ).

   Комбинируя выражение (3.2.6) с уравнением (3.2.4), найдем, 
что 

𝑗𝑗

𝛿𝛿𝑗𝑗𝑎𝑎(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗);

𝐽𝐽(𝑟𝑟) =
∑︀
𝑗𝑗
𝑐𝑐𝑗𝑗𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑗𝑗),

(3.2.8)

где
𝛿𝛿0 = 𝛿𝛿𝑛𝑛 =

1

2𝑛𝑛
; 𝛿𝛿𝑗𝑗 =

1

𝑛𝑛
;

−𝑐𝑐0 = 𝑐𝑐𝑛𝑛 =
𝑎𝑎𝑛𝑛
2𝑛𝑛

; 𝑐𝑐𝑗𝑗 =
1

2𝑛𝑛
(𝑎̄𝑎𝑗𝑗+1 + 𝛼𝛼𝑗𝑗).

     Можно показать, что для сведения к минимому ошибки при 
численном  интегрировании  уравнения (3.2.7) оно должно 
быть  проинтегрировано  по  отрицательным  направлениям  𝑟𝑟
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для  𝑗𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑛𝑛𝑛2  и  в  противоположном  направлении   для  
𝑗𝑗 > (𝑛𝑛𝑛2). Исходные граничные условия задаются на внешней 
границе системы. Поэтому сначала должно быть произведено 
внутреннее интегрирование, которое означает, что (𝑛𝑛 + 1)-е 
уравнение, являющееся необходимым дополнением к равен-
ству (3.2.7), должно включать только функцию 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 −1).

Подставив 𝜇𝜇 = −1 в уравнение (3.2.1), получим
(︁
− 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ

)︁
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟−1) =

1

2
𝑄𝑄(𝑟𝑟). (3.2.9)

 Этим завершается 𝑆𝑆𝑛𝑛-преобразование.
Приведенный выше алгоритм может быть осуществлен

обычным образом. Интервал (−1, +1), разумеется, может быть
разбит совершенно произвольным образом с тем лишь услови-
ем, чтобы граничные точки включали 𝜇𝜇 = −1, 1 и 0 (последнее
необходимо для устранения неопределенности в отношении
направления интегрирования). Тем не менее при соблюдении
известной осторожности можно считать, что интервал измене-
ния 𝜇𝜇 = 0 находится внутри некоторого интервала в окрестнос-
ти точки 𝜇𝜇 = 0. Могут быть рассмотрены и другие формы урав-
нения (3.2.6), полученные, например, введением ступенчатых
кусочно-постоянных функций для 𝜇𝜇, определенных таким обра-
зом, чтобы удовлетворялись условия, которые будут описаны
ниже.

Если просуммировать уравнение (3.2.7), то в результате по-
лучим дифференциальное уравнение для 𝐽𝐽(𝑟𝑟), согласующееся с
уравнениями (3.2.4) и (3.2.8). Другими словами, 𝑆𝑆𝑛𝑛-уравнения
имеют те же самые свойства сохранения, что и транспортное
уравнение. В отношении уравнения (3.2.3) заметим также, что
если 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇) есть линейная функция 𝜇𝜇, то только члены с 𝜇𝜇 дают
вклад в 𝐽𝐽(𝑟𝑟), и, следовательно, если пренебречь коэффициентом
при 𝜇𝜇, 𝐽𝐽(𝑟𝑟) = 3

1
 . То же имеем и в случае 𝑆𝑆𝑛𝑛-метода. В самом деле,

если 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇) выражаются линейной функцией, получаем

𝐽𝐽(𝑟𝑟) =
∑︁
𝑗𝑗

𝑐𝑐𝑗𝑗𝜇𝜇𝑗𝑗 =
1

3
. (3.2.10)

Поскольку предположение о линейности потока по 𝜇𝜇 может
быть принято как основное предположение для диффузионного
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𝑟𝑟
, то есть заменим его ступенчатой функцией

приближения, то соотношение (3.2.10) можно трактовать как
свойство диффузионной теории. Важность этого свойства вы-
текает из того обстоятельства, что желательно снизить поря-
док 𝑆𝑆𝑛𝑛-приближений с тем, чтобы получить результаты диффу-
зионной теории в тех случаях, когда она справедлива.

Так как основной целью 𝑆𝑆𝑛𝑛-метода является обработка транс-
портного уравнения для его численного решения, следующим
шагом является преобразование уравнения (3.2.7) в систему
разностных уравнений. Для этого разделим область 0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅

на ряд совершенно произвольных интервалов, задав значения 𝑟𝑟𝑖𝑖
от 𝑟𝑟0 = 0 до 𝑟𝑟𝑚𝑚 = 𝑅𝑅 с тем условием, что при этом в значения 𝑟𝑟𝑖𝑖
входят радиусы границ, разделяющих области из различных
материалов. Предположим теперь, что значения сечений зада-
ны в виде ступенчатой функции, то есть постоянны в каждом
интервале изменения 𝑟𝑟, и что 𝑄𝑄(𝑟𝑟) представлены аналогичным
образом. Следовательно, в каждом интервале (𝑟𝑟𝑖𝑖−1, 𝑟𝑟𝑖𝑖) можно
заменить Σ(𝑟𝑟) на Σ𝑖𝑖 , 𝑄𝑄(𝑟𝑟) на 𝑄𝑄𝑖𝑖 и 𝜙𝜙0(𝑟𝑟) на 𝜙𝜙𝑖𝑖. Точно так же пред-
ставим и множитель 1

1

𝑟𝑟𝑖𝑖
, где 𝑟𝑟𝑖𝑖 =

1

2
(𝑟𝑟𝑖𝑖−1 + 𝑟𝑟𝑖𝑖). Предположим далее, что

𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑖𝑖, 𝜇𝜇𝑗𝑗).

Используя далее метод конечных разностей, то есть про-
интегрируем уравнение (3.2.7) по 𝑟𝑟 в каждом интервале
(𝑟𝑟𝑖𝑖−1, 𝑟𝑟𝑖𝑖). Тогда используя сделанные выше предположения,
приходим к следующему разностному уравнению:(︀

𝑎𝑎𝑗𝑗 + ℎ𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑠𝑠𝑖𝑖
)︀
𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 +

(︀
− 𝑎𝑎𝑗𝑗 + ℎ𝑖𝑖 + 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑠𝑠

′
𝑖𝑖

)︀
𝜙𝜙𝑖𝑖−1,𝑗𝑗+

+
(︀
𝑎̄𝑎𝑗𝑗 + ℎ𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑠𝑠𝑖𝑖

)︀
𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−1 +

(︀
− 𝑎̄𝑎𝑗𝑗 + ℎ𝑖𝑖 − 𝑏𝑏𝑗𝑗𝑠𝑠

′
𝑖𝑖

)︀
𝜙𝜙𝑖𝑖−1,𝑗𝑗−1 = 2Δ𝑗𝑗𝑄𝑄𝑖𝑖, (3.2.11)

где
Δ𝑖𝑖 =

1

2
(𝑟𝑟𝑖𝑖−1 + 𝑟𝑟𝑖𝑖), ℎ𝑖𝑖 = Δ𝑖𝑖Σ𝑖𝑖, 𝑠𝑠𝑖𝑖 =

Δ𝑖𝑖

𝑟𝑟𝑖𝑖
, 𝑠𝑠′𝑖𝑖 =

Δ𝑖𝑖

𝑟𝑟′𝑖𝑖
(величину 𝑟𝑟′𝑖𝑖 определим в дальнейшем).

Если просуммировать уравнение (3.2.11) и сумму разделить
на 2𝑛𝑛, то, определив 𝜙𝜙𝑖𝑖 и 𝐽𝐽𝑖𝑖 в виде

𝜙𝜙𝑖𝑖 =
1

2

[︀
𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑖𝑖−1) + 𝜙𝜙0(𝑟𝑟𝑖𝑖)

]︀
;

𝐽𝐽𝑖𝑖 = 𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑖𝑖),

⎫⎬
⎭ (3.2.12)
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получим
(1 + 2𝑠𝑠𝑖𝑖)𝐽𝐽𝑖𝑖 − (1 + 2𝑠𝑠′𝑖𝑖)𝐽𝐽𝑖𝑖−1 = Δ𝑖𝑖(𝑄𝑄𝑖𝑖 − Σ𝑖𝑖𝜙𝜙𝑖𝑖). (3.2.13)

   Если потребовать, чтобы уравнения (3.2.13) и (3.2.5) были 
совместны, то необходимо сначала умножить все коэффици-
енты в уравнении (3.2.13) на

𝑟𝑟2𝑖𝑖 =
𝑟𝑟3𝑖𝑖 − 𝑟𝑟3𝑖𝑖−1

6Δ𝑖𝑖
,

а затем приравнять новые коэффициенты в левой части соот-
ветственно 𝑟𝑟2𝑖𝑖 𝑟𝑟2𝑖𝑖−1.

Отсюда найдем выражения для 𝑠𝑠𝑖𝑖 и 𝑠𝑠′𝑖𝑖:

𝑠𝑠𝑖𝑖 =
𝑟𝑟2𝑖𝑖 − 𝑟𝑟2𝑖𝑖
2𝑟𝑟2𝑖𝑖

;

𝑠𝑠′𝑖𝑖 =
𝑟𝑟2𝑖𝑖 − 𝑟𝑟2𝑖𝑖−1

2𝑟𝑟2𝑖𝑖
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.2.14)

′Следовательно величины 𝑟𝑟
𝑖𝑖 
и 𝑟𝑟𝑖𝑖  не вполне эквивалентны.

Предположим, что уравнение  (3.2.11),  так же как   (3.2.1)
и (3.2.7), обладает свойством сохранения нейтронов. То-
гда можно представить уравнение (3.2.9) в (3.2.7), по-
ложив 𝜇𝜇𝑗𝑗 = 𝜇𝜇𝑗𝑗−1 = −1 для 𝑗𝑗 = 0, и таким образом обоб-
щить уравнение (3.2.11) для 𝑗𝑗, лежащих в интервале от 0 до 𝑛𝑛.

Если предположить, что члены, описывающие источники
𝑄𝑄𝑖𝑖, заданы, то решение уравнения (3.2.11) может быть произве-
дено следующим образом.

Вычисляется выражение (3.2.11) для 𝑗𝑗 = 0, начиная с 𝑖𝑖 =
𝑛𝑛−1 при 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛0, заданном граничными условиями. Если, напри-
мер, система граничит с вакуумом, то 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛0 = 0. Отсюда нахо-
дим 𝜙𝜙𝑛𝑛−1,0 и затем последовательно 𝜙𝜙𝑛𝑛−2,0, 𝜙𝜙𝑛𝑛−3,0 и т. д.,
вплоть до 𝑖𝑖 = 0. Аналогичным образом можно вычислить
значения 𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 для 𝑗𝑗 = = 1, 2, . . . , 𝑛𝑛𝑛2, используя для этого задан-
ные значения 𝑄𝑄𝑖𝑖 и 𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖−1, полученные для предшествующих
значений 𝑗𝑗. Далее с помощью выражения (3.2.11) вычисля-
ются значения 𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 для 𝑗𝑗 > 𝑛𝑛𝑛2 так же, как и для 𝑗𝑗 ≤ 𝑛𝑛𝑛2,
с той лишь разницей, что расчет начинается с 𝑖𝑖 = 1 и 𝜙𝜙0𝑗𝑗

с заданными условиями при 𝑟𝑟 = 0, откуда после 𝜙𝜙1𝑗𝑗 находятся
в порядке возрастания 𝜙𝜙2𝑗𝑗 , 𝜙𝜙3𝑗𝑗 и т. д.

Если граничные условия имеют более сложный вид, как, на-
пример, в случае наличия идеального отражателя на внешеней
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границе, то можно сначала получить значение для простых гра-
ничных условий, а затем их исправлять с помощью метода по-
следовательных приближений.

Из сказанного следует, что 𝑆𝑆𝑛𝑛-уравнения решаются методом
итерации функции источника, начиная с подбора пробной функ-
ции для 𝑄𝑄𝑖𝑖 или для одного или нескольких ее составляющих.

Процесс итерации считается законченным, когда достигну-
та заранее заданная сходимость.

𝑆𝑆𝑛𝑛-метод Карлсона весьма просто распространяется на слу-
чай плоской и цилиндрической геометрий [159].

3.3. Улучшение сходимости метода после-
довательных приближений

При решении задач с помощью метода последователь-
ных приближений часто приходится иметь дело с медленно
сходящимся итерационным процессом. Такое положение, на-
пример, наблюдается при решении кинетических уравнений
с помощью методов Владимирова и Карлсона. Для ускорения
сходимости итерационного метода применяют методы, осно-
ванные на спектральных свойствах операторов. Рассмотрим
этот метод применительно к неоднородному уравнению

𝜙𝜙 = 𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝐹𝐹𝐹 (3.3.1)
где 𝐴𝐴 — самосопряженный оператор.

Метод последовательных приближений определим следую-
щим образом:

𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑛𝑛−1) + 𝐹𝐹𝐹 (3.3.2)
     Этот  процесс  необходимо продолжать до тех  пор,  пока  не 
будет получено решение с заданной степенью точности.

Для улучшения сходимости рассмотрим метод Л. А. Люстер-
ника. Этот метод состоит в следующем. Наряду с неоднородным 
уравнением (3.3.1) рассмотрим однородное уравнение

(𝐴𝐴− 𝜆𝜆𝑖𝑖𝐸𝐸)𝜓𝜓𝑖𝑖 = 0, (𝑖𝑖 = 1, 2,...    ), (3.3.3)
где 𝜓𝜓𝑖𝑖 — система линейно-независимых решений, соответству-
ющих системе собственных чисел 𝜆𝜆𝑖𝑖.
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Представим решение уравнения (3.3.1) в виде линейной ком-
бинации

𝜙𝜙 =
∑︁
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖. (3.3.4)

Пусть нулевое приближение вектора 𝜙𝜙 имеет вид

𝜙𝜙(0) =
∑︁
𝑖𝑖

𝛼𝛼𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖. (3.3.5)

Если далее положить
𝐹𝐹 =

∑︁
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖, (3.3.6)

то с помощью итерационного процесса (3.3.2) получим

𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
∑︁
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖(1 + 𝜆𝜆𝑖𝑖 + · · ·+ 𝜆𝜆𝑛𝑛−1
𝑖𝑖 ) +

∑︁
𝑖𝑖

𝛼𝛼𝑖𝑖𝜆𝜆
𝑛𝑛
𝑖𝑖 𝜓𝜓𝑖𝑖. (3.3.7)

Далее, пусть 𝜆𝜆1 = max{𝜆𝜆𝑖𝑖}. Естественно, что сходимость
рядов в выражении (3.3.7) будет иметь место только при 𝜆𝜆1 < 1.

Рассмотрим разность

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
∑︁
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆
(𝑛𝑛)
𝑖𝑖 𝜓𝜓𝑖𝑖 +

∑︁
𝑖𝑖

𝛼𝛼𝑖𝑖𝜆𝜆
(
𝑖𝑖
𝑛𝑛)
(𝜆𝜆𝑖𝑖 − 1)𝜓𝜓𝑖𝑖, (3.3.8)

которую представим в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝜆𝜆
(𝑛𝑛)
1

[︂
𝛾𝛾1𝜓𝜓1 +

∞∑︁
𝑖𝑖=2

𝛾𝛾𝑖𝑖

(︁𝜆𝜆𝑖𝑖

𝜆𝜆1

)︁𝑛𝑛
𝜓𝜓𝑖𝑖

]︂
, (3.3.9)

где
𝛾𝛾𝑖𝑖 = 𝛽𝛽𝑖𝑖 + (𝜆𝜆𝑖𝑖 − 1)𝛼𝛼𝑖𝑖.

Если 𝑛𝑛 достаточно велико, то

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝜆𝜆
(𝑛𝑛)
1 𝛾𝛾1𝜓𝜓1

[︁
1 +𝑂𝑂

(︁𝜆𝜆𝑛𝑛
2

𝜆𝜆𝑛𝑛
1

)︁]︁
. (3.3.10)

Аналогичным образом

𝜙𝜙(𝑛𝑛) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1) = 𝜆𝜆
(𝑛𝑛−1)
1 𝛾𝛾1𝜓𝜓1

[︁
1 +𝑂𝑂

(︁𝜆𝜆𝑛𝑛−1
2

𝜆𝜆𝑛𝑛−1
1

)︁]︁
. (3.3.11)

Рассмотрим соотношение
𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛)

𝜙𝜙(𝑛𝑛) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1)
= 𝜆𝜆1 +𝑂𝑂

(︁𝜆𝜆𝑛𝑛−1
2

𝜆𝜆𝑛𝑛−1
1

)︁
.

Таким образом, приближенное значение первого собственного
числа однородной системы уравнений найдем в виде

𝜆𝜆1 = lim
𝑛𝑛→∞

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛)

𝜙𝜙(𝑛𝑛) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1)
. (3.3.12)

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений108



110 Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений

     Если 𝜙𝜙 — точное  решение  уравнения  (3.3.1),  то, очевидно, 
имеет место равенство

𝜙𝜙− 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = (𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛)) + (𝜙𝜙(𝑛𝑛+2) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛+1)) + . . . . (3.3.13)
Рассмотрим разность

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝐴𝐴(𝜙𝜙(𝑛𝑛) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1)) = · · · = 𝐴𝐴𝑛𝑛(𝜙𝜙(1) − 𝜙𝜙(0)).

Учитывая, что 𝜙𝜙(1) − 𝜙𝜙(0) =
∑︀

𝑖𝑖
𝛾𝛾𝑖𝑖𝜓𝜓𝑖𝑖, будем иметь

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
∑︁
𝑖𝑖

𝛾𝛾𝑖𝑖𝜆𝜆
𝑛𝑛
𝑖𝑖 𝜓𝜓𝑖𝑖, (3.3.14)

или, при больших значениях 𝑛𝑛,

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝛾𝛾1𝜆𝜆
(𝑛𝑛)
1 𝜓𝜓1

[︁
1 +𝑂𝑂

(︁𝜆𝜆𝑛𝑛
2

𝜆𝜆𝑛𝑛
1

)︁]︁
. (3.3.15)

Подставив соотношение (3.3.15) в (3.3.13), получим

𝜙𝜙− 𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
∑︁
𝑖𝑖

𝛾𝛾𝑖𝑖𝜆𝜆
(𝑛𝑛)
𝑖𝑖

1− 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜓𝜓𝑖𝑖 (3.3.16)

или, при больших значениях 𝑛𝑛,

𝜙𝜙− 𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
𝛾𝛾1𝜆𝜆

(𝑛𝑛)
1 𝜓𝜓1

1− 𝜆𝜆1

[︁
1 +𝑂𝑂

(︁𝜆𝜆𝑛𝑛
2

𝜆𝜆𝑛𝑛
1

)︁]︁
. (3.3.17)

     Принимая во внимание соотношение (3.3.15), приближенно 
можно записать

𝜙𝜙− 𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛)

1− 𝜆𝜆1
,

или
𝜙𝜙 = 𝜙𝜙(𝑛𝑛) +

𝜙𝜙(𝑛𝑛+1) − 𝜙𝜙(𝑛𝑛)

1− 𝜆𝜆1
. (3.3.18)

    Формула (3.3.18) и дает требуемое уточнение приближенно-
го решения в случае сходящегося итерационного процесса.

3.4. Другой метод улучшения сходимости
итерационного процесса

В. Н. Морозов разработал другой, весьма эффективный ме-
тод улучшения сходимости метода последовательных прибли-
жений при решении кинетических уравнений [283]. Сущность
метода состоит в следующем.

,
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Рассмотрим кинетическое уравнение Больцмана для произ-
вольной геометрии

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω) +

1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r) (3.4.1)

при условии, что
𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (3.4.2)

Итерационный процесс определим обычным способом:

Ω∇𝜙𝜙(𝑛𝑛) +Σ𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(𝑛𝑛−1)(r,Ω) +

1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓(r);

𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(3.4.3)

Решение задачи (3.4.1), (3.4.2) будем искать в виде

𝜙𝜙(r,Ω) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r,Ω) + 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω), (3.4.4)

где 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) — поправочный член к 𝑛𝑛-й итерации.
Для приближенного нахождения поправки 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) В. Н. Мо-

розов предложил следующий метод.
Соотношение (3.4.4) подставим в уравнение (3.4.1) и в гра-

ничные условия (3.4.2). Тогда с учетом (3.4.3) получим

Ω∇𝜀𝜀(𝑛𝑛) +Σ𝜀𝜀(𝑛𝑛) − Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
(𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 );

𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0,

⎫⎪⎬
⎪⎭

(3.4.5)

где
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
0 (r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r,Ω);

𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 (r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω).

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(3.4.6)

Уравнение (3.4.5) будем называть уравнением итерационных
поправок [283]. Однако решение задачи (3.4.5) еще не упро-
щается по сравнению с решением задачи (3.4.1), (3.4.2). Так,
в левой части кинетического уравнения для 𝜀𝜀(𝑛𝑛) стоит величина
𝜀𝜀0
(𝑛𝑛), получаемая усреднением решения 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) по всем углам.

Рассмотрим далее величину
1

4𝜋𝜋
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 =

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω). (3.4.7)

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений110
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     Если  решение  задачи  (3.4.5)  представить  в  виде ряда по 
сферическим функциям

𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋

[︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 (r) + 3Ω𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
1 (r) + . . .

]︀
, (3.4.8)

то в качестве первого приближения можно принять
1

4𝜋𝜋
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 (r) = 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω). (3.4.9)

    Если решение задачи изотропно, то последнее соотношение 
является точным. Используя теперь приближенное равенство 
(3.4.9), задачу (3.4.5) перепишем в следующем виде:

Ω∇𝜀𝜀(𝑛𝑛) +Σ𝑐𝑐𝜀𝜀
(𝑛𝑛) =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
(𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 );

𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(3.4.10)

     Очевидно, функция 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω) будет приближенным решением 
задачи (3.4.5).

Таким образом, численный алгоритм решения задачи 
(3.4.1), (3.4.2) формулируется следующим образом.

Выбирается функция 𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
0 (r) и решается задача (3.4.3). В ре-

зультате решения находятся функции 𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
0 (r). Далее составляет-

ся выражение
𝑄̃𝑄(r) =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
(𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 )

и производится решение задачи (3.4.10). В результате при-
ходим к величине 𝜀𝜀(𝑛𝑛). Тогда приближенное решение задачи
(3.4.1), (3.4.2) найдется в виде

𝜙𝜙(r,Ω) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r,Ω) + 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r,Ω). (3.4.11)

  Приняв далее полученное приближенное решение задачи
(3.4.1), (3.4.2) за 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1) в (3.4.3) и подсчитав 𝜙𝜙(𝑛𝑛−1)(r), мы можем
весь цикл вычислений повторить и т. д.

Обратим внимание на следующее важное обстоятельство.
Метод улучшения сходимости, предложенный В. Н. Морозо-

вым, не нарушает баланса нейтронов в реакторе, то есть яв-
ляется балансным, и в этом смысле выгодно отличается от
метода итерации источников по столкновениям, который на
каждом шаге итерационного процесса не является балансным.
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В самом деле, исходное кинетическое уравнение (3.4.1) од-
новременно является уравнением баланса нейтронов в любом
элементе фазового пространства (r,Ω). Проинтегрировав это
уравнение по телесным углам единичной сферы и по всему
объему 𝐺𝐺, получим

𝐽𝐽 +
∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜙𝜙0 =
∫︁

𝑑𝑑r𝑓𝑓(r), (3.4.12)

где
𝐽𝐽 =

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑rΩ∇𝜙𝜙 =

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙(r, Ω) (3.4.13)

(n — внешняя нормаль к поверхности 𝑆𝑆).
Из соотношения (3.4.15) следует, что 𝐽𝐽 есть полная утечка

нейтронов из области 𝐺𝐺 через поверхность 𝑆𝑆.
Покажем, что функция 𝜙𝜙(r,Ω) также будет удовлетворять

уравнению баланса нейтронов по всему объему 𝐺𝐺:

𝐽𝐽 +

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜙𝜙(r,Ω) =

∫︁
𝑑𝑑r𝑓𝑓(r), (3.4.14)

где
𝐽𝐽 =

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙(r,Ω). (3.4.15)

     В самом деле, было показано, что решение

𝜙𝜙(r, Ω) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r, Ω) + 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω)

удовлетворяет соотношению баланса во всем объеме реактора. 
Необходимо теперь показать, что замена 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω) на 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω) 
не нарушит соотношения баланса.

Для того чтобы установить равенство (3.4.14), проинтегриру-
ем уравнение для 𝑛𝑛-й итерации (3.4.3) по всем телесным углам 
единичной сферы к объему реактора. Тогда получим

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙(𝑛𝑛) +

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 =

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 +

∫︁
𝑑𝑑r𝑓𝑓(r). (3.4.16)

Аналогичные преобразования теперь совершим с уравне-
нием для итерационных поправок (3.4.10). В результате будем
иметь∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜀𝜀(𝑛𝑛) +
∫︁

𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 =

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 −

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 . (3.4.17)
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(n — внешняя нормаль к поверхности 𝑆𝑆).
Из соотношения (3.4.15) следует, что 𝐽𝐽 есть полная утечка

нейтронов из области 𝐺𝐺 через поверхность 𝑆𝑆.
Покажем, что функция 𝜙𝜙(r,Ω) также будет удовлетворять

уравнению баланса нейтронов по всему объему 𝐺𝐺:

𝐽𝐽 +

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜙𝜙(r,Ω) =

∫︁
𝑑𝑑r𝑓𝑓(r), (3.4.14)

где
𝐽𝐽 =

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙(r,Ω). (3.4.15)

     В самом деле, было показано, что решение

𝜙𝜙(r, Ω) = 𝜙𝜙(𝑛𝑛)(r, Ω) + 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω)

удовлетворяет соотношению баланса во всем объеме реактора. 
Необходимо теперь показать, что замена 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω) на 𝜀𝜀(𝑛𝑛)(r, Ω) 
не нарушит соотношения баланса.

Для того чтобы установить равенство (3.4.14), проинтегриру-
ем уравнение для 𝑛𝑛-й итерации (3.4.3) по всем телесным углам 
единичной сферы к объему реактора. Тогда получим

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙(𝑛𝑛) +

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 =

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 +

∫︁
𝑑𝑑r𝑓𝑓(r). (3.4.16)

Аналогичные преобразования теперь совершим с уравне-
нием для итерационных поправок (3.4.10). В результате будем
иметь∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜀𝜀(𝑛𝑛) +
∫︁

𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
0 =

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
0 −

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑠𝑠𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
0 . (3.4.17)
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Уравнения (3.4.16) и (3.4.17) сложим. Тогда получим уравнение
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙+

∫︁
𝑑𝑑rΣ𝑐𝑐𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑r𝑓𝑓(r), (3.4.18)

совпадающее с (3.4.14). Следовательно, утверждение доказано.
Таким образом, рассмотренный метод улучшения сходимо-

сти является балансным.
Практические расчеты показали, что этот метод во много

раз экономнее метода последовательных столкновений. В боль-
шинстве случаев он более чем в десять раз быстрее приводит
к точному решению задачи.

3.5. Вариационный принцип

В. С. Владимиров сформулировал вариационный принцип
для решения интегро-дифференциального уравнения переноса
излучения [71, 72, 77]. В настоящем параграфе мы огра-
ничимся рассмотрением наиболее частного случая задач
со сферически-симметричной индикатрисой рассеяния.

Следуя В. С. Владимирову, рассмотрим кинетическое урав-
нение

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′) + 𝑓𝑓(r,Ω), (3.5.1)

где Σ и Σ𝑠𝑠 — функции точки r. Требуется найти решение урав-
нения (3.5.1) в области 𝐺𝐺, ограниченной поверхностью 𝑆𝑆. Об-
ласть 𝐺𝐺 предполагается конечной и выпуклой, поверхность 𝑆𝑆 —
кусочно-гладкой.

Уравнение (3.5.1) дополним заданием граничного условия
𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (3.5.2)

Разделим почленно уравнение (3.5.1) на Σ и введем обозна-
чения

Σ = 𝛼𝛼𝛼
Σ𝑠𝑠

Σ
= ℎ,

1

Σ
𝑓𝑓 = 𝐹𝐹𝐹 (3.5.3)

Тогда приходим к следующей задаче:
1

𝛼𝛼(r)
Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 =

𝜆𝜆

4𝜋𝜋
ℎ(r)

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′) + 𝐹𝐹 (r,Ω), (3.5.4)

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (3.5.5)
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Здесь, кроме того, введен в рассмотрение формальный па-
раметр 𝜆𝜆, который будет нам полезен при отыскании ненуле-
вых решений однородной задачи.

Относительно функций 𝛼𝛼(r) и ℎ(r) предполагаем, что они
кусочно-непрерывные и положительные в замкнутой обла-
сти 𝐺𝐺.

Обозначим далее через 𝐿𝐿 линейный дифференциальный опе-
ратор, стоящий в левой части уравнения (3.5.4):

𝐿𝐿𝐿𝐿 ≡ 1
𝛼𝛼(r)

Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 =
1

𝛼𝛼(r0 + 𝜉𝜉Ω)

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙(r0 + 𝜉𝜉Ω,Ω) + 𝜙𝜙𝜙 (3.5.6)

где
r = r0 + 𝜉𝜉Ω, (3.5.7)

а 𝑆𝑆 — линейный оператор, стоящий в правой части уравнения
(3.5.4):

𝑆𝑆𝑆𝑆 =
ℎ(r)

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′). (3.5.8)

Скалярное произведение и норму введем по формулам

(𝐹𝐹1, 𝐹𝐹2) =

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑r𝛼𝛼(r)𝐹𝐹1(r,Ω)𝐹𝐹2(r,Ω),

‖𝐹𝐹‖ =
√︀
(𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹 ).

⎫⎪⎬
⎪⎭

(3.5.9)

Принимая во внимание введенные операторы 𝐿𝐿 и 𝑆𝑆 и пред-
полагая, что 𝜙𝜙(r,Ω) удовлетворяет условию (3.5.5), уравнение
(3.5.4) запишем в следующей форме:

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆+ 𝐹𝐹𝐹 (3.5.10)

Соответствующее однородное уравнение имеет вид

𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 (3.5.11)

Теперь задача ставится следующим образом: найти функцию
𝜙𝜙, удовлетворяющую уравнению (3.5.10) почти всюду в 𝐺𝐺 × Ω

и граничному условию (3.5.5). Для однородного уравнения
(3.5.11) задача состоит в нахождении значений 𝜆𝜆 (собствен-
ных значений), при которых это уравнение имеет ненулевое
решение (собственные функции). Подробности по поводу по-
становки задачи можно найти в работах В. С. Владимирова
[70, 71–75, 77, 80].
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Обозначим через 𝑈𝑈 оператор, соотносящий функции 𝐹𝐹 (r,Ω)

и функцию 𝐹𝐹 (r,−Ω). Тогда оператор 𝐿𝐿*, сопряженный с 𝐿𝐿, можно
записать в виде

𝐿𝐿* = 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈

Оператор 𝐿𝐿−1𝑆𝑆 вполне непрерывный и симметризуется слева
(см. [71]) неотрицательным оператором 𝑆𝑆:

(𝑆𝑆𝑆𝑆−1𝑆𝑆)* = 𝑆𝑆𝑆𝑆−1𝑆𝑆𝑆

Обозначим 𝜆𝜆𝑘𝑘 собственные значения и 𝜙𝜙𝑘𝑘 соответствующие
собственные функции однородного уравнения (3.5.11), так что

𝐿𝐿𝐿𝐿𝑘𝑘 = 𝜆𝜆𝑘𝑘𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘.

В работе [71] показано, что существует бесконечное счет-
ное число собственных значений; множество собственных
значений {𝜆𝜆𝑘𝑘} не имеет точек сгущения на конечном расстоя-
нии; все они расположены на интеграле[︂

ℎ(1−
1

𝑒𝑒−𝛼𝛼)
, +∞

]︂
.

Наименьшее собственное значение 𝜆𝜆1 простое, а соответ-
ствующая ему собственная функция 𝜙𝜙1(r, Ω) положительна.
Каждому 𝜆𝜆 соответствует конечное число линейно-независи-
мых собственных функций. Собственные функции ограниче-
ны и удовлетворяют соотношениям ортогональности

(𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘) = 𝛿𝛿𝑖𝑖𝑖𝑖.

Система функций 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 полна в области значений оператора 𝑆𝑆,
то есть при любом 𝐹𝐹 (таком, что ‖𝐹𝐹‖ < ∞) имеет место разложе-
ние

𝑆𝑆𝑆𝑆 =

∞∑︁
𝑘𝑘=1

(𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 𝑘𝑘)𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘.

Если 𝜆𝜆 ̸= 𝜆𝜆𝑘𝑘, то оператор (𝐿𝐿 − 𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 существует и ограничен,
то есть при любом 𝐹𝐹 уравнение (3.5.10) имеет единственное ре-
шение 𝜙𝜙:

𝜙𝜙 = (𝐿𝐿− 𝜆𝜆𝜆𝜆)−1𝐹𝐹 ≡ 𝜆𝜆
∞∑︁
𝑘𝑘=1

(𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑘𝑘)

𝜆𝜆𝑘𝑘(𝜆𝜆𝑘𝑘 − 𝜆𝜆)
𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝐿𝐿−1𝐹𝐹𝐹

В дальнейшем будем предполагать, что правая часть уравне-
ния (3.5.10) удовлетворяет условию

𝑈𝑈𝑈𝑈 = 𝐹𝐹𝐹

Гл. 3. Методы решения кинетических уравнений114
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нии; все они расположены на интеграле[︂

ℎ(1−
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Наименьшее собственное значение 𝜆𝜆1 простое, а соответ-
ствующая ему собственная функция 𝜙𝜙1(r, Ω) положительна.
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то есть
𝐹𝐹 (r,−Ω) = 𝐹𝐹 (r,Ω).

Тогда нетрудно видеть [50, 51], что решения уравнения (3.5.10)
и сопряженного с ним уравнения

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈* = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆* + 𝐹𝐹

связаны соотношением 𝜙𝜙* = 𝑈𝑈𝑈𝑈.
Рассмотрим теперь новую самосопряженную задачу:

−
[︁ 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 =

𝜆𝜆

4𝜋𝜋
ℎ(r)

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑢𝑢(r,Ω′) + 𝐹𝐹 (r,Ω), (3.5.12)

𝑢𝑢− 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0;

𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼(r)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(3.5.12′)

Обозначим 𝐿𝐿0 линейный дифференциальный оператор,
стоящий в левой части уравнения (3.5.12)

𝐿𝐿0𝑢𝑢 ≡ −
[︁ 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+𝑢𝑢 = −

[︁ 1

𝛼𝛼(r0 + 𝜉𝜉Ω)

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜉𝜉

]︁2
𝑢𝑢(r0+𝜉𝜉Ω,Ω)+𝑢𝑢𝑢 (3.5.13)

Уравнение (3.5.12) запишется в виде
𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆+ 𝐹𝐹𝐹 (3.5.14)

Будем предполагать, что оператор 𝐿𝐿0 действует на функции
𝑢𝑢(r

,
Ω), которые удовлетворяют граничным условиям (3.5.12’).

Очевидно, что оператор 𝐿𝐿0 самосопряженный и положительно
определенный, причем (см. [71])

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑r𝑆𝑆 |Ωn|𝑢𝑢2(r,Ω) +

⃦⃦
⃦Ω∇𝑢𝑢

𝛼𝛼

⃦⃦
⃦
2
+ ‖𝑢𝑢‖2. (3.5.15)

Можно показать (см. [71]), что между решением 𝑢𝑢 уравне-
ния (3.5.13) и решением 𝜙𝜙 уравнения (3.5.10) имеет место
следующая связь:

𝑢𝑢 =
1
2
(𝜙𝜙+ 𝑈𝑈𝜙𝜙),

1

𝛼𝛼
Ω∇𝑢𝑢 =

1

2
(𝑈𝑈𝑈𝑈− 𝜙𝜙). (3.5.16)

   Отсюда следует, в частности, что собственные значения 
однородного уравнения

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 (3.5.17)
равны 𝜆𝜆𝑘𝑘, а соответствующие собственные функции 𝑢𝑢𝑘𝑘 связаны
с собственными функциями 𝜙𝜙𝑘𝑘 соотношениями (3.5.16).
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то есть
𝐹𝐹 (r,−Ω) = 𝐹𝐹 (r,Ω).

Тогда нетрудно видеть [50, 51], что решения уравнения (3.5.10)
и сопряженного с ним уравнения

𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈* = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆* + 𝐹𝐹

связаны соотношением 𝜙𝜙* = 𝑈𝑈𝑈𝑈.
Рассмотрим теперь новую самосопряженную задачу:

−
[︁ 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 =

𝜆𝜆

4𝜋𝜋
ℎ(r)

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑢𝑢(r,Ω′) + 𝐹𝐹 (r,Ω), (3.5.12)

𝑢𝑢− 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0;

𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼(r)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(3.5.12′)

Обозначим 𝐿𝐿0 линейный дифференциальный оператор,
стоящий в левой части уравнения (3.5.12)

𝐿𝐿0𝑢𝑢 ≡ −
[︁ 1

𝛼𝛼(r)
Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+𝑢𝑢 = −

[︁ 1

𝛼𝛼(r0 + 𝜉𝜉Ω)

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜉𝜉

]︁2
𝑢𝑢(r0+𝜉𝜉Ω,Ω)+𝑢𝑢𝑢 (3.5.13)

Уравнение (3.5.12) запишется в виде
𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆+ 𝐹𝐹𝐹 (3.5.14)

Будем предполагать, что оператор 𝐿𝐿0 действует на функции
𝑢𝑢(r

,
Ω), которые удовлетворяют граничным условиям (3.5.12’).

Очевидно, что оператор 𝐿𝐿0 самосопряженный и положительно
определенный, причем (см. [71])

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑r𝑆𝑆 |Ωn|𝑢𝑢2(r,Ω) +

⃦⃦
⃦Ω∇𝑢𝑢

𝛼𝛼

⃦⃦
⃦
2
+ ‖𝑢𝑢‖2. (3.5.15)

Можно показать (см. [71]), что между решением 𝑢𝑢 уравне-
ния (3.5.13) и решением 𝜙𝜙 уравнения (3.5.10) имеет место
следующая связь:

𝑢𝑢 =
1
2
(𝜙𝜙+ 𝑈𝑈𝜙𝜙),

1

𝛼𝛼
Ω∇𝑢𝑢 =

1

2
(𝑈𝑈𝑈𝑈− 𝜙𝜙). (3.5.16)

   Отсюда следует, в частности, что собственные значения 
однородного уравнения

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆 (3.5.17)
равны 𝜆𝜆𝑘𝑘, а соответствующие собственные функции 𝑢𝑢𝑘𝑘 связаны
с собственными функциями 𝜙𝜙𝑘𝑘 соотношениями (3.5.16).
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В силу (3.5.16) для решения уравнения (3.5.10) достаточно
решить самосопряженное уравнение (3.5.13). Для решения это-
го последнего уравнения можно использовать вариационные
принципы, которые мы сейчас и приведем (см. [71, 72]).

Собственное значение 𝜆𝜆𝑘𝑘 равно наименьшему значению
функционала

𝐻𝐻(𝑢𝑢) =
(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)

(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢)
(3.5.18)

при условии, что
(𝑢𝑢𝑢 𝑆𝑆𝑆𝑆) > 0, (𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑆𝑆𝑆𝑆) = 0, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑘 − 1.

   Это наименьшее значение достигается на собственной
функции

𝑢𝑢𝑘𝑘 =
1

2
(𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝑈𝑈𝑈𝑈𝑘𝑘).

Решение 𝑢𝑢 уравнения (3.5.13) при 𝜆𝜆 𝜆 𝜆𝜆1 сообщает функцио-
налу

𝑃𝑃 (𝑢𝑢) = (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)− 𝜆𝜆(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢𝑢𝑢)− 2(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ) (3.5.19)
наименьшее значение; обратно, при 𝜆𝜆 ̸= 𝜆𝜆𝑘𝑘 функция 𝑢𝑢, реализу-
ющая минимум функционала 𝑃𝑃 (𝑢𝑢), — единственная и является 
решением уравнения (3.5.14) [71].

В работах В. С. Владимирова [71, 72] доказано, что функция 
сравнения в (3.5.18) и (3.5.19) не обязана удовлетворять гранич-
ным условиям (3.5.12′), которые, таким образом, оказываются 
естественными (см. [71], см. § 17).

Рассмотрим теперь различные частные случаи.

Плоскопараллельная задача. Пусть область 𝐺𝐺 есть плос-
кий слой толщиной 𝐻𝐻, а 𝐹𝐹 — функция только координаты 𝑧𝑧.

Искомая функция 𝜙𝜙 зависит от 𝑧𝑧 и 𝜇𝜇, а 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 −𝜇𝜇) = 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇). 
Тогда задача примет вид

𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜙𝜙 =

𝜆𝜆

2
ℎ(𝑧𝑧)

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) (3.5.20)

при условии, что

𝜙𝜙

(︂
𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︂
= 0; −1 ≤ 𝜇𝜇 𝜇 0;

𝜙𝜙

(︂
− 𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︂
= 0; 0 < 𝜇𝜇 ≤ 1.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(3.5.21)
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     Соответствующее уравнение для функции 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) принимает 
вид2)

−

[︃
𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

]︃2

𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 =
𝜆𝜆

2
ℎ(𝑧𝑧)

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧),

(︂
− 𝐻𝐻

2
≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝐻𝐻

2
, 0 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1

)︂
.

(3.5.22)

Граничными условиями для функции 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) будут следующие:

𝑢𝑢+
𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑧𝑧 =

𝐻𝐻

2
;

𝑢𝑢− 𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑧𝑧 = −𝐻𝐻

2
.

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(3.5.23)

В соответствии с изложенным найдем скалярные произведе-
ния:

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︃
𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑢𝑢2(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) +

𝜇𝜇2

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

(︂
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂2
]︃
+

+

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

[︃
𝑢𝑢2

(︂
𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︂
+ 𝑢𝑢2

(︂
− 𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︂]︃
;

(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) =

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝛼𝛼(𝑧𝑧)ℎ(𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′);

(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  ) =

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5.24)

Связь функций 𝑢𝑢 и 𝜙𝜙 осуществляется с помощью равенств

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) + 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧−𝜇𝜇)

]︀
,

𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧−𝜇𝜇)− 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)

]︀
.

2)Уравнение (3.5.22) впервые было получено Е. С. Кузнецовым [179].
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В этом случае функционал принимает𝐻𝐻(𝑢𝑢) вид

𝐻𝐻(𝑢𝑢) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︃
𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑢𝑢2(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) +

𝜇𝜇2

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

(︂
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂2
]︃
+

+

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

[︃
𝑢𝑢2

(︂
𝐻𝐻

2
,𝜇𝜇

)︂
+ 𝑢𝑢2

(︂
− 𝐻𝐻

2
,𝜇𝜇

)︂]︃

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝛼𝛼(𝑧𝑧)ℎ(𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)

, (3.5.25)

а функционал 𝑃𝑃 (𝑢𝑢)

𝑃𝑃 (𝑢𝑢) =

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︃
𝛼𝛼(𝑧𝑧)𝑢𝑢2(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) +

𝜇𝜇2

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

(︁𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁2
]︃
+

+

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

[︃
𝑢𝑢2

(︂
𝐻𝐻

2
,𝜇𝜇

)︂
+ 𝑢𝑢2

(︂
− 𝐻𝐻

2
,𝜇𝜇

)︂]︃
−

− 𝜆𝜆

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝛼𝛼(𝑧𝑧)ℎ(𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)−

− 2

𝐻𝐻𝐻2∫︁

−𝐻𝐻𝐻2

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧). (3.5.26)

Сферически-симметричная задача. Пусть область 𝐺𝐺

есть шар радиусом 𝑅𝑅 и пусть функции 𝛼𝛼𝛼𝛼  и 𝐹𝐹 зависят только
от 𝑟𝑟. Тогда приходим к задаче

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟)
Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 =

𝜆𝜆

2
ℎ(𝑟𝑟)

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ), (3.5.27)

𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅) = 0, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 0, (3.5.28)
где

Ω∇𝜙𝜙 = 𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
,
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при условии, что
𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇) = 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 −𝜇𝜇).

    Задача (3.5.27), (3.5.28) эквивалентна следующей самосоп-
ряженной задаче:

−
[︁ 1

𝛼𝛼(r)
,Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆(𝑟𝑟)

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇) + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇)
(3.5.29)

𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼(𝑟𝑟)

(0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅𝑅  0  ≤  𝜇𝜇  ≤ 1),

Ω∇ = 0  при  𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅  0 < 𝜇𝜇 ≤ 1. (3.5.30)

Функции 𝑢𝑢 и 𝜙𝜙 связаны соотношениями

𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) + 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇)

]︀
,

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟)
Ω∇𝜙𝜙 =

1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇)− 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)

]︀
.

Скалярные произведения (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢), (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) и (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  ) равны:

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

[︃
𝛼𝛼(𝑟𝑟)𝑢𝑢2(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) +

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟)

(︂
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

+
1− 𝜇𝜇

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂2
]︃
+𝑅𝑅2

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇2(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅);

(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜇𝜇(𝑟𝑟)ℎ(𝑟𝑟)𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′);

(𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  ) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟)𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5.31)

Задача с цилиндрической симметрией. Пусть область 𝐺𝐺 
есть цилиндр высотой 2𝑎𝑎 и радиусом основания 𝑅𝑅 и пусть функ-
ции 𝛼𝛼𝛼 ℎ и 𝐹𝐹 зависят от 𝑟𝑟 и 𝑧𝑧. Искомая функция 𝜙𝜙 будет зависеть 
от 𝑟𝑟𝑟 𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇 и 𝜓𝜓:

0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅𝑅 −𝑎𝑎 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝑎𝑎𝑎 −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, 0 ≤ 𝜓𝜓 ≤ 2𝜋𝜋𝜋
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Тогда приходим к следующей задаче:

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 =

𝜆𝜆

4𝜋𝜋
ℎ(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′,𝜓𝜓 ) + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟),

(3.5.32)
𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅   ) = 0,

𝜋𝜋

2
≤ 𝜓𝜓 ≤ 3𝜋𝜋

2
;

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 0, −1 ≤ 𝜇𝜇 𝜇 0;

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  ) = 0, 0 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5.33)

где

Ω∇𝜙𝜙 =
√︀

1− 𝜇𝜇2

(︃
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+ 𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
. (3.5.34)

Задача (3.5.32), (3.5.33) эквивалентна следующей самосо-
пряженной задаче:

−
[︁ 1

𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )
,Ω∇

]︁2
𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 =

=
𝜆𝜆

2𝜋𝜋
ℎ(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟 𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇′, 𝜓𝜓) 𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟 𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇𝜇 𝜙𝜙),

0 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑅𝑅𝑅 0 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, 0 ≤ 𝜓𝜓 ≤ 2𝜋𝜋, (3.5.35)

𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 −𝜋𝜋

2
<𝜓𝜓𝜓 

𝜋𝜋

2
;

𝑢𝑢− 1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅

𝜋𝜋

2
<𝜓𝜓𝜓 

3𝜋𝜋

2
;

𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 при 𝑧𝑧 = 𝑎𝑎;

𝑢𝑢− 1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝑢𝑢 = 0 при 𝑧𝑧 = −𝑎𝑎𝑎

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5.36)

Функции 𝑢𝑢 и 𝜙𝜙 связаны соотношениями

𝑢𝑢 =
1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) + 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇  + 𝜋𝜋)

]︀
;

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)
Ω∇𝑢𝑢 =

1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇  + 𝜋𝜋)− 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)

]︀
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(3.5.37)
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Выпишем для этого случая функционалы (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢), (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) и (𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ):

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

{︃
𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑢𝑢2(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟   )+

+
1

𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )

[︃
cos𝜓𝜓

√︀
1− 𝜇𝜇2

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

√︀
1− 𝜇𝜇2

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

+𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

]︃2}︃
+𝑅𝑅

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑| cos𝜓𝜓|
√︀

1− 𝜇𝜇2𝑢𝑢2(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅   )+

+

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
[︀
𝑢𝑢2(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) + 𝑢𝑢2(𝑟𝑟𝑟−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  )

]︀
;

(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) =
1

2𝜋𝜋

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝛼𝛼(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )ℎ(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )×

×𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟   )𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ′,𝜓𝜓 ′);

(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑢𝑢(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟   )𝐹𝐹 (𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟   ).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.5.38)
Задачу для бесконечного цилиндра можно получить из пре-

дыдущей, если исключить из рассмотрения координату 𝑧𝑧 и осу-
ществить соответственно операции интегрирования и диффе-
ренцирования по этой координате.

В заключение необходимо отметить, что вариационный ме-
тод, разработанный В. С. Владимировым, может быть применен
также к задачам с несферической индикатрисой рассеяния
в предположении ее четности [71, 72], то есть

𝑔𝑔(𝜇𝜇0) = 𝑔𝑔(−𝜇𝜇0), (3.5.39)
где 𝜇𝜇0 = ΩΩ′.

3.6. Метод Бубнова – Галеркина

Опираясь на общую теорию (см. [71, 280]), В. С. Владимиров
доказал сходимость метода Бубнова – Галеркина для уравне-
ния (3.5.13), эквивалентного задаче (3.5.10), (3.5.2). Заметим,что
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при 𝜆𝜆 < 𝜆𝜆1 метод Бубнова – Галеркина превращается в метод 
Ритца, так как при этих 𝜆𝜆 оператор 𝐿𝐿0 − 𝜆𝜆𝜆𝜆 положительно 
определенный и самосопряженный.

Рассмотрим уравнение (3.5.13), которое запишем в следую-
щем виде:

𝐿𝐿0𝑢𝑢− 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆− 𝐹𝐹 = 0. (3.6.1)

В соответствии с методом Бубнова – Галеркина выберем по-
следовательность линейно-независимых функций {𝑣𝑣𝑖𝑖}, полную 
в h0, и будем искать решение уравнения (3.6.1) приближенно 
в виде

𝑢𝑢(𝑛𝑛) =
𝑛𝑛∑︁

𝑖𝑖=1

𝑐𝑐
(𝑛𝑛)
𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖. (3.6.2)

Числа 𝑐𝑐
(𝑛𝑛)
𝑖𝑖 определяются из системы линейных алгебраических

уравнений
(𝐿𝐿0𝑢𝑢

(𝑛𝑛) − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑛𝑛) − 𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹𝑖𝑖) = 0, (𝑖𝑖 = 1, 2, . . . 𝑛𝑛), (3.6.3)

где скалярное произведение определено первой формулой
из (3.5.9).

В соответствии с формулой (3.5.15) выражение (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 ) вычис-
ляется следующим образом:

(𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 ) =

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑r𝑆𝑆 |Ωn|𝑢𝑢𝑢𝑢 +
∫︁

𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑r𝛼𝛼(r)

[︁Ω∇𝑢𝑢

𝛼𝛼(r)
· Ω∇𝑣𝑣

𝛼𝛼(r)
+ 𝑢𝑢𝑢𝑢

]︁
.

Для задачи на собственные числа система (3.6.3) превраща-
ется в однородную:

(𝐿𝐿0𝑢𝑢
(𝑛𝑛) − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑛𝑛), 𝑣𝑣𝑖𝑖) = 0, (𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛𝑛). (3.6.4)

Корни определителя системы (3.6.4) 𝜆𝜆
(
𝑘𝑘
𝑛𝑛)

(𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛𝑛) опреде-
ляют приближения к собственным значениям 𝜆𝜆𝑘𝑘. Соответству-
ющие этим корням собственные функции определяются форму-
лой (3.6.2).

Важно отметить, что координатные функции 𝑣𝑣𝑖𝑖 могут не удо-
влетворять граничным условиям (3.5.12). Последнее обстоя-
тельство существенно упрощает применение метода для при-
ближенного решения уравнения (3.6.1), так как в качестве 𝑣𝑣𝑖𝑖
можно выбрать такие функции, которые позволяют без боль-
ших усилий построить систему (3.6.3). Однако если функции
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не удовлетворяют граничным условиям, то, вообще говоря,
сходимость метода будет медленнее, что, впрочем, может быть
скомпенсировано увеличением 𝑛𝑛.

Изложенный в настоящем параграфе метод решения кине-
тических уравнений проиллюстрируем примером [77].

В качестве примера рассмотрим задачу на собственные зна-
чения 𝜆𝜆 для шара радиусом 𝑅𝑅 = 1. Пусть требуется найти наи-
меньшее положительное число 𝛼𝛼 (назовем его 𝛼𝛼кр), при котором
однородная задача

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝛼𝛼𝛼𝛼 =

𝛼𝛼𝛼

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙(r, 𝜇𝜇′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′,

𝜙𝜙(1, 𝜇𝜇) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(3.6.5)

имеет ненулевое решение.
Задача (3.6.5) эквивалентна следующей: найти наименьшее

положительное значение 𝛼𝛼, при котором задача

1

𝛼𝛼2

(︃
𝜇𝜇

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
+ 𝑢𝑢 =

= ℎ

1∫︁

0

𝑢𝑢(r, 𝜇𝜇′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′, 𝑢𝑢+
1

𝛼𝛼

(︃
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃
= 0 (при 𝑟𝑟 = 1)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(3.6.6)

имеет ненулевое решение.
Решим приближенно задачу (3.6.6) методом Ритца. В ка-

честве координатных функций возьмем функции 𝑟𝑟𝑖𝑖𝜇𝜇𝑖𝑖. Функция
𝜙𝜙(r, 𝜇𝜇) допускает непрерывно-дифференцируемое продолжение:
𝜔𝜔(r, 𝜇𝜇) = 𝜙𝜙(−r,−𝜇𝜇); кроме того 𝜙𝜙(0, 𝜇𝜇) не зависит от 𝜇𝜇. Следова-
тельно, в качестве координатных функций можно взять

𝑣𝑣1 = 1, 𝑣𝑣2 = 𝑟𝑟2, 𝑣𝑣3 = 𝑟𝑟2𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 4 = 𝑟𝑟4, 𝑣𝑣5 = 𝑟𝑟4𝜇𝜇2, . . .

Соответствующая система (3.6.4) при 𝑛𝑛 = 5 имеет вид

𝑐𝑐1

(︁1
2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

3

)︁
+ 𝑐𝑐2

(︁1
2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

5

)︁
+ 𝑐𝑐3

(︁1
4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

15

)︁
+

+ 𝑐𝑐4

(︁1
2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

7

)︁
+ 𝑐𝑐5

(︁1
4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

21

)︁
= 0,
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𝑐𝑐1

(︁1
2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

5

)︁
+ 𝑐𝑐2

(︁ 4

15𝛼𝛼
+

1

2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

7

)︁
+ 𝑐𝑐3

(︁ 4

15𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

21

)︁
+

+ 𝑐𝑐4

(︁ 8

21𝛼𝛼
+

1

2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

9

)︁
+ 𝑐𝑐5

(︁ 32

15𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

27

)︁
= 0,

𝑐𝑐1

(︁1
4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

15

)︁
+ 𝑐𝑐2

(︁ 4

15𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

21

)︁
+ 𝑐𝑐3

(︁ 4

15𝛼𝛼
+

1

6
+

4𝛼𝛼

315
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

63

)︁
+

+ 𝑐𝑐4

(︁ 8

21𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

27

)︁
+ 𝑐𝑐5

(︁ 32

105𝛼𝛼
+

1

6
+

4𝛼𝛼

405
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

81

)︁
= 0,

𝑐𝑐1

(︁1
2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

7

)︁
+ 𝑐𝑐2

(︁ 8

21𝛼𝛼
+

1

2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

9

)︁
+ 𝑐𝑐3

(︁ 8

21𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

27

)︁
+

+ 𝑐𝑐4

(︁ 16

27𝛼𝛼
+

1

2
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

11

)︁
+ 𝑐𝑐5

(︁ 64

135𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

33

)︁
= 0,

𝑐𝑐1

(︁1
4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

21

)︁
+ 𝑐𝑐2

(︁ 32

105𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

27

)︁
+ 𝑐𝑐3

(︁ 32

105𝛼𝛼
+

1

6
+

4𝛼𝛼

405
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

81

)︁
+

+ 𝑐𝑐4

(︁ 64

135𝛼𝛼
+

1

4
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

33

)︁
+ 𝑐𝑐5

(︁ 368

945𝛼𝛼
+

1

6
+

4𝛼𝛼

495
− 𝛼𝛼𝛼𝛼

99

)︁
= 0,

где 𝜚𝜚 = ℎ− 1.
Наименьший положительный корень определителя этой си-

стемы даст искомое значение 𝛼𝛼 кр. Соответствующее этому зна-
чению 𝛼𝛼 кр решение однородной системы (𝑐𝑐

(5)
1 ), (𝑐𝑐

(5)
2 ), . . . , (𝑐𝑐

(5)
5 ) при-

ближенно определит собственную функцию 𝑢𝑢0(r, 𝜇𝜇) по формуле

𝑢𝑢0(r, 𝜇𝜇) =

5∑︁
𝑘𝑘=1

𝑐𝑐
(5)
𝑘𝑘 𝑣𝑣𝑘𝑘(r, 𝜇𝜇).

Тогда собственная функция 𝜙𝜙(r, 𝜇𝜇) определится формулой

𝜙𝜙(r, 𝜇𝜇) = 𝑢𝑢(r, 𝜇𝜇)− 1

𝛼𝛼

(︁
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
.
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Глава 4. 127

4
Методы решения интегральных
уравнений Пайерлса

4.1. Метод Крылова – Боголюбова

В настоящей главе рассмотрены приближенные методы
решения интегральных уравнений Пайерлса. Учитываются
процессы рассеяния и поглощения нейтронов. Угловое рас-
пределение рассеянных нейтронов и нейтронов деления
предполагается изотропным. Задача решается в предположе-
нии непрерывного распределения источников.

Решение задачи производится методом Крылова – Боголюбо-
ва, сущность которого состоит в использовании специальных
квадратурных формул для сведения интегрального уравнения к
системе алгебраических.

Для решения задач на прохождение излучения через
вещество впервые этот метод был применен Е. С. Кузнецовым  
и Б. В. Овчинским [186], а также Е. С. Кузнецовым и А. И. Вас-
киным.

Изложенные в настоящей главе результаты преимуще-
ственно получены автором совместно с Ш. С. Николайшвили
при сотрудничестве с В. В. Вахромеевой и А. И. Васкиным.

Рассмотрим интегральное уравнение следующего вида:

𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝑏𝑏∫︁

𝑎𝑎

𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥′)𝜙𝜙(𝑥𝑥′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓(𝑥𝑥), (4.1.1)

где 𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥′) — ядро интегрального уравнения, положительное
и непрерывное всюду в замкнутом квадрате 𝐾𝐾0, за исключени-
ем точек, лежащих на диагонали 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥′, в которых ядро может
иметь интегрируемую особенность; 𝜆𝜆 — заданный параметр;
𝑓𝑓(𝑥𝑥) — непрерывная функция переменной 𝑥𝑥.

Глава 4.126
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Интервал интегрирования (𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎) разобьем на равные части.
Пусть 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑛𝑛 — точки деления, причем 𝑥𝑥0 = 𝑎𝑎𝑎 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑏𝑏. Пе-
репишем уравнение (4.1.1) в виде

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2) = 𝜆𝜆

𝑛𝑛−1∑︁
𝑗𝑗=0

𝑥𝑥𝑗𝑗+1∫︁

𝑥𝑥𝑗𝑗

𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2, 𝑥𝑥
′)𝜙𝜙(𝑥𝑥′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2), (4.1.2)

где 𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2 — значения 𝑥𝑥, соответствующие середине интервалов
(𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1) (𝑘𝑘 = 0, 1, 2 . . . , 𝑛𝑛− 1), то есть

𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2 =
1

2
(𝑥𝑥𝑘𝑘 + 𝑥𝑥𝑘𝑘+1).

В силу положительности ядра 𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2, 𝑥𝑥
′) и непрерывности

решения уравнения (4.1.1) каждый из интегралов, стоящих под
знаком суммы в уравнении (4.1.2), можно представить в виде

𝑥𝑥𝑗𝑗+1∫︁

𝑥𝑥𝑗𝑗

𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2, 𝑥𝑥
′)𝜙𝜙(𝑥𝑥′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ = 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙(𝑥̄𝑥𝑗𝑗), (4.1.3)

где 𝑥̄𝑥𝑗𝑗 есть некоторое значение 𝑥𝑥, лежащее внутри интервала
(𝑥𝑥𝑗𝑗 , 𝑥𝑥𝑗𝑗+1), а 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 определяется интегралом

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑥𝑥𝑗𝑗+1∫︁

𝑥𝑥𝑗𝑗

𝐾𝐾(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2, 𝑥𝑥
′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (4.1.4)

Подставив (4.1.3) в уравнение (4.1.2), получим

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2) = 𝜆𝜆

𝑛𝑛−1∑︁
𝑗𝑗=0

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙(𝑥̄𝑥𝑗𝑗) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2). (4.1.5)

Под знаком суммы в равенстве (4.1.5) значения искомой функ-
ции 𝜙𝜙(𝑥𝑥) в точках 𝑥𝑥 = 𝑥̄𝑥𝑗𝑗 приближенно заменим значениями
функции при 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑗𝑗+1/2. Тогда придем к следующей системе
уравнений:

𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 = 𝜆𝜆

𝑛𝑛−1∑︁
𝑗𝑗=0

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑗𝑗+1/2 + 𝑓𝑓𝑘𝑘+1/2, (4.1.6)

где 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 и 𝑓𝑓𝑘𝑘+1/2 — значения соответствующих функций в точ-
ках 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑘𝑘+1/2.

Если ввести в рассмотрение векторы 𝜙𝜙 и 𝑓𝑓 , компонентами ко-
торых соответственно являются величины 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 и 𝑓𝑓𝑘𝑘+1/2, то си-
стему алгебраических уравнений (4.1.6) можно записать в виде

𝜙𝜙 = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆+ 𝑓𝑓𝑓 (4.1.7)
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   Задача состоит теперь в решении уравнения (4.1.7). Фор-
мальное решение задачи дается в виде

𝜙𝜙 = (𝐸𝐸 − 𝜆𝜆𝜆𝜆)−1𝑓𝑓𝑓 (4.1.8)
где 𝐸𝐸 — единичная матрица.

Если норма оператора 𝜆𝜆𝜆𝜆 меньше единицы, то есть 𝜆𝜆‖𝐴𝐴‖ < 1,
то для решения уравнения (4.1.7) можно использовать метод
последовательных приближений в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑛𝑛−1) + 𝑓𝑓𝑓 (4.1.9)
Метод Крылова – Боголюбова — весьма  точный  и  простой 

в практическом  применении к широкому классу задач, свя-
занных с переносом излучения.

Если 𝑓𝑓 положить равным нулю, то придем к задаче на соб-
ственные числа

𝜙𝜙(𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑛𝑛−1). (4.1.10)

4.2. Распределение нейтронов
внутри плоского слоя

Рассмотрим плоский слой вещества толщиной 𝐻𝐻, внутри ко-
торого заданы источники излучения 𝑆𝑆0(𝑧𝑧).

Пусть 𝑓𝑓+
0 и 𝑓𝑓−

0 — падающие потоки нейтронов соответствен-
но при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻. Если рассеяние нейтронов изотропно, то
интегральное уравнение Пайерлса имеет вид (см. § 1.4)

𝜙𝜙(𝑧𝑧) =
Σ𝑠𝑠

2

𝐻𝐻∫︁

0

𝜙𝜙(𝑧𝑧′)𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧), (4.2.1)

где

𝐹𝐹 (𝑧𝑧) =
1

2

𝐻𝐻∫︁

0

𝑆𝑆(𝑧𝑧′)𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝑓𝑓(𝑧𝑧);

𝑓𝑓(𝑧𝑧) =
Σ

2

[︀
𝑓𝑓+𝑧𝑧𝑧𝑧2(Σ𝑧𝑧) + 𝑓𝑓−(𝐻𝐻 − 𝑧𝑧)𝐸𝐸2(Σ[𝐻𝐻 − 𝑧𝑧])

]︀
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(4.2.2)

  В соответствии с идеей метода Крылова  – Боголюбова, 
уравнение (4.2.2) заменим системой алгебраических урав-
нений следующего вида:

(4.2.3)𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 =
Σ𝑠𝑠

2

𝑛𝑛∑︁−1

𝑗𝑗=0

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑗𝑗+1/2 + 𝐹𝐹𝑘𝑘+1/2,
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где

𝐹𝐹𝑘𝑘+1/2 =
1

2

𝑛𝑛−1∑︁
𝑗𝑗=0

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑆𝑆𝑗𝑗+1/2 + 𝑓𝑓𝑘𝑘+1/2;

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑗𝑗+1∫︁

𝑧𝑧𝑗𝑗

𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.2.4)

Найдем матрицу 𝐴𝐴. Полагая 𝑘𝑘 ≥ 𝑗𝑗 + 1, получим

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑗𝑗+1∫︁

𝑧𝑧𝑗𝑗

𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′,

или, выполнив интегрирование,

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =
1

Σ

[︀
𝐸𝐸2([𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 − 1/2]Σℎ)− 𝐸𝐸2([𝑘𝑘 − 𝑗𝑗 + 1/2]Σℎ)

]︀
, (4.2.5)

где ℎ =
𝐻𝐻

𝑛𝑛
.

Для 𝑘𝑘 = 𝑗𝑗 имеем

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

𝐸𝐸1(Σ|𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2 − 𝑧𝑧′|) 𝑑𝑑𝑑𝑑′,

откуда
𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 =

2

Σ

[︁
1− 𝐸𝐸2

(︁1
2
Σℎ

)︁]︁
. (4.2.6)

Для 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 значения 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 могут быть найдены из условия сим-
метрии

𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝑗𝑗𝑗𝑗. (4.2.7)
Заметим, что фактическое нахождение матрицы 𝐴𝐴 сводится 

к вычислению ее элементов, стоящих в первом столбце. В этом 
легко убедиться из непосредственного рассмотрения формул 
(4.2.5)–(4.2.7). В результате задача сводится к решению следу-
ющего уравнения:

𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

2
𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝐹𝐹𝐹

где
𝐹𝐹 =

1

 

2
𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑓𝑓.

Здесь 𝐴𝐴 — матрица с компонентами 𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘,  𝜙𝜙𝜙 𝑆𝑆 и 𝑓𝑓 — вектора
с компонентами 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2, 𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2, 𝑓𝑓𝑘𝑘+1/2. Нетрудно показать, что

Σ𝑠𝑠

2
‖𝐴𝐴‖ <

Σ𝑠𝑠

Σ
< 1.
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     Следовательно, для решения уравнения (4.2.5) можно вос-
пользоваться методом последовательных приближений.

Если 𝐹𝐹 = 𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 𝐸𝐸𝐸𝐸, где 𝐸𝐸 — единичная матрица, то мы прихо-
дим к задаче на собственные числа

𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

2
𝐴𝐴𝐴𝐴+ 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸

решение которой проводится методом последовательных при-
ближений:

𝜙𝜙(𝑛𝑛) =
Σ𝑠𝑠

2
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑛𝑛) + 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝐸𝐸𝐸𝐸(𝑛𝑛−1).

Аналогичным образом может быть решена задача о про-
странственном распределении нейтронов в однородном шаре 
и однородном цилиндре. Следует отметить, что в случае неод-
нородных сред применение метода Крылова – Боголюбова ока-
зывается уже затрудненным ввиду громоздкости вычислений.

4.3. Метод вырожденных ядер

Рассмотрим уравнение Пайерлса для плоского слоя конеч-
ной толщины. Выбор этого уравнения обусловлен тем, что 
ядро соответствующего интегрального уравнения содержит 
основные особенности ядер большого класса интегральных 
уравнений Пайерлса, и поэтому результаты носят общий ха-
рактер. Применение метода вырожденных ядер к решению 
уравнения Пайерлса было дано автором совместно с Ш. С. Ни-
колайшвили, В. В. Вахромеевой и А. И. Васкиным.

Как известно [337], метод вырожденных ядер состоит в сле-
дующем. Ядро интегрального уравнения заменяем его раз-
ложением в ряд Фурье по некоторой ортогональной системе 
функций. Если в этом разложении ограничимся конечным 
отрезком ряда, содержащим несколько первых членов разло-
жения, то получим интегральное уравнение с вырожденным 
ядром, решение которого сводится к решению системы алгеб-
раических уравнений.

Сначала рассмотрим задачу на собственные числа инте-
грального уравнения Пайерлса.
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Пусть дано уравнение

𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝑎𝑎∫︁

0

𝐸𝐸1(|𝑥𝑥− 𝜉𝜉|)𝜙𝜙(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑎𝑎 𝑎 0), (4.3.1)

записанное в безразмерных переменных, отнесенных к длине
свободного пробега нейтрона. Требуется найти приближенные
собственные значения и соответствующие собственные функ-
ции уравнения (4.3.1).

Заменой переменных
𝑥𝑥 =

𝑎𝑎

2
(𝑧𝑧 + 1),

𝜙𝜙
(︁𝑎𝑎
2
[𝑧𝑧 + 1]

)︁
= 𝑦𝑦(𝑧𝑧),

𝜅𝜅 =
1

𝜆𝜆

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.3.2)

уравнение (4.3.1) представим в виде

𝜅𝜅𝜅𝜅(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
𝑦𝑦(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.3)

Функцию 𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
представим в виде ряда

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
=

∞∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝐾𝐾𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉), (4.3.4)

где 𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) — полиномы Лежандра, а 𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) определяются инте-
гралом

𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.5)

Из соотношения (4.3.5) в силу симметрии ядра имеем
𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) = (−1)𝜈𝜈𝐾𝐾𝜈𝜈(−𝑧𝑧).

Если в разложении (4.3.4) ограничиться конечным отрезком
ряда, содержащим (𝑛𝑛 + 1) первых членов, то уравнение (4.3.3)
можно приближенно представить в виде

𝜅𝜅𝜅𝜅(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉)𝑦𝑦(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.6)

Уравнение (4.3.6) будем называть 𝑛𝑛-м приближением урав-
нения (4.3.3).
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Решение уравнения (4.3.6) имеет вид

𝜅𝜅𝜅𝜅(𝑧𝑧) =

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

2𝜈𝜈 ′ + 1

2
𝑐𝑐𝜈𝜈𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧), (4.3.7)

где

𝑐𝑐𝜈𝜈 =

1∫︁

−1

𝑦𝑦(𝜉𝜉)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Коэффициенты 𝑐𝑐𝜈𝜈 определяются из однородной системы

𝜅𝜅𝜅𝜅𝜈𝜈 =

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

2𝜈𝜈 ′ + 1

2
𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′𝑐𝑐𝜈𝜈′ (𝜈𝜈 = 0, 1, 2, ...   , 𝑛𝑛), (4.3.8)

где

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ =

1∫︁

−1

𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝜈𝜈′(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.9)

Система уравнений (4.3.8) допускает ненулевое решение
только при таких значениях 𝜅𝜅 = 1/𝜆𝜆, которые удовлетворяют
уравнению

𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) = 0, (4.3.10)

где 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) — характеристический определитель системы (4.3.8). 
Следовательно, обратные величины корней уравнения (4.3.10) 
и будут приближенными собственными значениями уравнения 
(4.3.3). Из соотношения (4.3.9) следует, что 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ = 0, если 𝜈𝜈 и 𝜈𝜈 ′
различной четности и 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ = 𝑔𝑔𝜈𝜈′𝜈𝜈 . Поэтому определитель 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) 
будет иметь вид (предполагаем для определенности 𝑛𝑛 четным)

𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

1
2 𝑔𝑔00 − 𝜅𝜅 0 5

2 𝑔𝑔02 ...   2𝑛𝑛+1
2 𝑔𝑔0𝑛𝑛

0 3
2 𝑔𝑔11 − 𝜅𝜅 0 ...   0

1
2 𝑔𝑔20 − 𝜅𝜅 0 5

2 𝑔𝑔22 − 𝜅𝜅 𝜅𝜅𝜅   2𝑛𝑛+1
2 𝑔𝑔2𝑛𝑛

.........       

1
2 𝑔𝑔𝑛𝑛0 0 5

2 𝑔𝑔𝑛𝑛2 ...   2𝑛𝑛+1
2 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝜅𝜅

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

.

Определитель 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) можно представить в виде произведения
двух определителей

𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) = 𝐷𝐷𝑛𝑛
2
+1(𝜅𝜅)𝐷𝐷𝑛𝑛

2
(𝜅𝜅), (4.3.11)
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где

𝐷𝐷𝑛𝑛
2 +1 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

1
2 𝑔𝑔00 − 𝜅𝜅 5

2 𝑔𝑔02 . . . 2𝑛𝑛+1
2 𝑔𝑔0𝑛𝑛

1
2 𝑔𝑔20

5
2 𝑔𝑔22 − 𝜅𝜅 𝜅𝜅𝜅   2𝑛𝑛+1

2 𝑔𝑔2𝑛𝑛

. . . . . . . . . . . .

1
2 𝑔𝑔𝑛𝑛0

5
2 𝑔𝑔𝑛𝑛2 . . . 2𝑛𝑛+1

2 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝜅𝜅

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

,

𝐷𝐷𝑛𝑛
2
=

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

3
2 𝑔𝑔11 − 𝜅𝜅 7

2 𝑔𝑔13 . . . 2𝑛𝑛+1
2 𝑔𝑔1,𝑛𝑛−1

3
2 𝑔𝑔31

7
2 𝑔𝑔33 − 𝜅𝜅 𝜅𝜅𝜅   2𝑛𝑛−1

2 𝑔𝑔3,𝑛𝑛−1

. . . . . . . . . . . .

3
2 𝑔𝑔𝑛𝑛−1,1

7
2 𝑔𝑔𝑛𝑛−1,3 . . . 2𝑛𝑛+1

2 𝑔𝑔𝑛𝑛−1,𝑛𝑛−1 − 𝜅𝜅

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
.

Таким образом, нахождение корней уравнения (4.3.10) сво-
дится к решению двух уравнений

(︁𝑛𝑛
2
+ 1

)︁
- и 𝑛𝑛

2
-й степеней:

𝐷𝐷𝑛𝑛
2
+1(𝜅𝜅) = 0,

𝐷𝐷𝑛𝑛
2
(𝜅𝜅) = 0.

В соответствии с этим система (4.3.8) распадается на две систе-
мы из 𝑛𝑛

2
+1 и 𝑛𝑛

2
уравнений каждая, поскольку 𝑐𝑐𝜈𝜈 представляется

линейной комбинацией только таких 𝑐𝑐𝜈𝜈′, у которых четность ин-
декса 𝜈𝜈 ′ совпадает с четностью 𝜈𝜈.

Пусть теперь 𝜅𝜅 = 𝜅𝜅
(
𝑘𝑘
𝑛𝑛), где 𝜅𝜅

(
𝑘𝑘
𝑛𝑛) – корень уравнения 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛2(𝜅𝜅) = 0.

Верхний индекс указывает номер приближения, а нижний —
номер собственного числа. Тогда соответствующая собствен-
ная функция уравнения (4.3.6) будет равна

𝜅𝜅
(
𝑘𝑘
𝑛𝑛)
𝑦𝑦
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘 (𝑧𝑧) =

𝑛𝑛𝑛2∑︁
𝜈𝜈=0

2(2𝜈𝜈 + 1)

2
𝑐𝑐
(𝑛𝑛)
2𝜈𝜈𝜈𝜈𝜈𝐾𝐾2𝜈𝜈(𝑧𝑧), (4.3.12)

причем
𝑐𝑐
(𝑛𝑛)
0𝑘𝑘 : 𝑐𝑐

(𝑛𝑛)
2𝑘𝑘 : · · · = 𝐴𝐴𝑛𝑛0 : 𝐴𝐴𝑛𝑛2 : . . . ,

где 𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛 является алгебраическим дополнением элемента опре-
делителя 𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅) с индексами 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛.

Придавая индексу 𝑘𝑘 последовательно значения 0, 2, 4, . . . , по-
лучим полную систему собственных функций уравнения (4.3.6),
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соответствующую системе собственных значений, удовлетворя-
ющих уравнению 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛2(𝜅𝜅) = 0. Совокупность этих функций дает
решение задачи в 𝑛𝑛-м приближении.

Обратимся теперь к интегралу (4.3.5), определяющему функ-
ции 𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧). Будем иметь

𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑎𝑎

2

1∫︁

𝑧𝑧

𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝜉𝜉 − 𝑧𝑧|

)︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑+

+ (−1)𝜈𝜈
𝑎𝑎

2

1∫︁

−𝑧𝑧

𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
[𝑧𝑧 + 𝜉𝜉]

)︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.13)

Здесь использовано соотношение
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) = (−1)𝜈𝜈𝑃𝑃𝜈𝜈(−𝜉𝜉).

Последовательным интегрированием по частям получим
𝑎𝑎

2

∫︁
𝐸𝐸1

(︁ 𝑎𝑎

2
[𝜉𝜉 − 𝑧𝑧]

)︁
𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −
𝜈𝜈∑︁

𝑘𝑘=0

(︁ 𝑎𝑎

2

)︁𝑘𝑘 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘
𝐸𝐸2+𝑘𝑘

(︁ 𝑎𝑎

2
[𝜉𝜉 − 𝑧𝑧]

)︁
. (4.3.14)

Из соотношений (4.3.13) и (4.3.14) получим следующую фор-
мулу для функций 𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧):

𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) =

𝜈𝜈∑︁
𝑗𝑗=0

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁𝑗𝑗 1 + (−1)𝑗𝑗

1 + 𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑗𝑗𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
−

−
𝜈𝜈∑︁

𝑗𝑗=0

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁𝑗𝑗
𝑃𝑃 𝑗𝑗
𝜈𝜈

[︁
𝐸𝐸2+𝑗𝑗

(︁ 𝑎𝑎

2
[1− 𝑧𝑧]

)︁
+ (−1)𝜈𝜈𝐸𝐸2+𝜈𝜈

(︁ 𝑎𝑎

2
[1 + 𝑧𝑧]

)︁ ]︁
, (4.3.15)

где

𝑃𝑃 𝑗𝑗
𝜈𝜈 =

𝑑𝑑𝑗𝑗𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=1

.

Несколько первых функций имеют вид
𝐾𝐾0(𝑧𝑧) = 2− 𝐸𝐸2(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸2(𝑧𝑧2);

𝐾𝐾2(𝑧𝑧) = 2

[︃
𝑃𝑃2(𝑧𝑧) +

1

3

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁2
𝑃𝑃

′′
2 (𝑧𝑧)

]︃
−
[︀
𝐸𝐸2(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸2(𝑧𝑧2)

]︀
−

− 3
(︁ 2

𝑎𝑎

)︁[︀
𝐸𝐸3(𝑧𝑧1) + 𝐸𝐸3(𝑧𝑧2)

]︀
− 3

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁2[︀
𝐸𝐸4(𝑧𝑧1) + 𝐸𝐸4(𝑧𝑧2)

]︀
;
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𝐾𝐾1(𝑧𝑧) = 2𝑃𝑃1(𝑧𝑧)−
[︀
𝐸𝐸2(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸2(𝑧𝑧2)

]︀
−
(︁ 2

𝑎𝑎

)︁[︀
𝐸𝐸3(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸3(𝑧𝑧2)

]︀
;

𝐾𝐾3(𝑧𝑧) = 2

[︃
𝑃𝑃3(𝑧𝑧) +

1

3

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁2
𝑃𝑃

′′
3 (𝑧𝑧)

]︃
−
[︀
𝐸𝐸2(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸2(𝑧𝑧2)

]︀
−

− 6
(︁ 2

𝑎𝑎

)︁[︀
𝐸𝐸3(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸3(𝑧𝑧2)

]︀
− 15

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁2[︀
𝐸𝐸4(𝑧𝑧1)− 𝐸𝐸4(𝑧𝑧2)

]︀
.

Здесь использованы обозначения:
𝑧𝑧1 =

𝑎𝑎

2
(1− 𝑧𝑧), 𝑧𝑧2 =

𝑎𝑎

2
(1 + 𝑧𝑧).

Рассмотрим интеграл (4.3.9), определяющий элементы
𝐷𝐷𝑛𝑛(𝜅𝜅). Из предыдущего очевидно, что достаточно ограничить-
ся случаем 𝜈𝜈 ≥ 𝜈𝜈 ′, причем 𝜈𝜈 и 𝜈𝜈 ′ одновременно либо четны, либо 
нечетны. Подставив (4.3.11) в выражение (4.3.9) и выполнив 
интегрирование, получим

𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ =
4𝛿𝛿𝜈𝜈𝜈𝜈′

2𝜈𝜈 + 1
− 2

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁ 𝜈𝜈′∑︁
𝑘𝑘=0

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁𝑘𝑘
𝑃𝑃 𝑘𝑘
𝜈𝜈 (1)

𝜈𝜈∑︁
𝑗𝑗=0

(︁ 2

𝑎𝑎

)︁𝑗𝑗
𝑃𝑃 𝑗𝑗
𝜈𝜈 (1)×

×

[︃
(−1)𝑗𝑗

2 + 𝑘𝑘 + 𝑗𝑗
− (−1)𝜈𝜈𝐸𝐸2+𝑗𝑗+𝑘𝑘(𝑎𝑎)

]︃
, (4.3.16)

где
𝛿𝛿𝜈𝜈𝜈𝜈′ =

{︂
1, 𝜈𝜈 = 𝜈𝜈′

0, 𝜈𝜈 ̸= 𝜈𝜈 ′ .

   Выражению (4.3.16) можно придать несколько иную форму, 
если воспользоваться рекуррентными соотношениями между 
функциями 𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑥𝑥):

𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑥𝑥) =
1

𝑛𝑛− 1

[︀
𝑒𝑒−𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛−1(𝑥𝑥)

]︀
, 𝑛𝑛 ̸= 1.

В результате получим для четных индексов

𝑔𝑔00 = 4

{︃
1− 1

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 𝐸𝐸3(𝑎𝑎)

]︃}︃
;

𝑔𝑔02 = −4

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 2

𝑎𝑎
+

3

𝑎𝑎2
− 𝑒𝑒−𝑎𝑎

𝑎𝑎

(︁
1− 3

𝑎𝑎

)︁]︃
;

𝑔𝑔22 = 4

{︃
1

5
− 1

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 3

𝑎𝑎2
+

24

𝑎𝑎4
− 𝑒𝑒−𝑎𝑎

𝑎𝑎

(︁
1 +

9

𝑎𝑎
+

24

𝑎𝑎2
+

24

𝑎𝑎3

)︁]︃}︃
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и для нечетных

𝑔𝑔11 = 4

{︃
1

3
− 1

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 1

𝑎𝑎2
+

𝑒𝑒−𝑎𝑎

𝑎𝑎

(︁
1 +

1

𝑎𝑎

)︁]︃}︃
;

𝑔𝑔13 = −4

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 10

3𝑎𝑎
+

9

𝑎𝑎2
− 40

𝑎𝑎4
+

𝑒𝑒−𝑎𝑎

𝑎𝑎

(︁
1 +

11

𝑎𝑎
+

40

𝑎𝑎2
+

40

𝑎𝑎3

)︁]︃
;

𝑔𝑔33 = 4

{︃
1

7
− 1

𝑎𝑎

[︃
1

2
− 6

𝑎𝑎2
+

120

𝑎𝑎4
− 1800

𝑎𝑎6
+

+
𝑒𝑒−𝑎𝑎

𝑎𝑎

(︁
1 +

21

𝑎𝑎
+

180

𝑎𝑎2
+

780

𝑎𝑎3
+

1800

𝑎𝑎4
+

1800

𝑎𝑎5

)︁]︃}︃
.

Если в последних формулах представим 𝑒𝑒−𝑎𝑎 в виде ряда и за-
тем объединим члены при одинаковых степенях 𝑎𝑎, то получим
разложения элементов 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ в ряды по степеням 𝑎𝑎. Эти ряды мож-
но использовать для вычисления 𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ при малых значениях 𝑎𝑎.

Переходим теперь к решению неоднородного уравнения
Пайерлса

𝜙𝜙(𝑥𝑥) = 𝜆𝜆

𝑎𝑎∫︁

0

𝐸𝐸1

(︀
|𝑥𝑥− 𝜉𝜉|

)︀
𝜙𝜙(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑓𝑓(𝑥𝑥). (4.3.17)

В переменной 𝑧𝑧 уравнение (4.3.17) перепишется в следую-
щем виде:

𝑦𝑦(𝑧𝑧) = 𝜆𝜆

1∫︁

−1

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
𝑦𝑦(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧). (4.3.18)

Решение уравнения (4.3.18) будем искать с помощью ряда
по собственным функциям однородной задачи

𝑦𝑦(𝑧𝑧) =
∑︁
𝑘𝑘

𝛼𝛼𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧), (4.3.19)

где 𝛼𝛼𝑘𝑘 — произвольные числа.
Функцию 𝐹𝐹 (𝑧𝑧) также представим в виде ряда по собственным

функциям однородного уравнения, то есть

𝐹𝐹 (𝑧𝑧) =
∑︁
𝑘𝑘

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧), (4.3.20)
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где

𝐹𝐹𝑘𝑘 =

1∫︁

−1

𝐹𝐹 (𝑧𝑧)𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑦𝑦2𝑘𝑘(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑

. (4.3.21)

Подставим ряды (4.3.19) и (4.3.20) в уравнение (4.3.18)
и воспользуемся свойством собственных функций 𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧):

𝜅𝜅𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧) =

1∫︁

−1

𝑎𝑎

2
𝐸𝐸1

(︁𝑎𝑎
2
|𝑧𝑧 − 𝜉𝜉|

)︁
𝑦𝑦𝑘𝑘(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

В результате получим

𝛼𝛼𝑘𝑘 =
𝜆𝜆𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘 − 𝜆𝜆
𝐹𝐹𝑘𝑘, (4.3.22)

и, следовательно, решение уравнения (4.3.18) будет иметь вид

𝑦𝑦(𝑧𝑧) =
∑︁
𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘

𝜆𝜆𝑘𝑘 − 𝜆𝜆
𝐹𝐹𝑘𝑘𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧). (4.3.23)

Подставив в ряд (4.3.23) несколько первых функций 𝑦𝑦𝑘𝑘(𝑧𝑧),
полученных в результате приближенного решения однородно-
го уравнения, получим приближенное решение неоднородного
уравнения (4.3.18).

Однако наряду с этим общим методом решение неоднород-
ного уравнения Пайерлса также можно получить с помощью
метода вырожденных ядер. Разложив ядро уравнения в ряд
по полиномам Лежандра и ограничиваясь конечным отрезком
ряда, будем иметь

𝑦𝑦(𝑧𝑧) = 𝜆𝜆
𝑛𝑛∑︁

𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝑐𝑐𝜈𝜈𝐾𝐾𝜈𝜈(𝑧𝑧) + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧), (4.3.24)

где

𝑐𝑐𝜈𝜈 =

1∫︁

−1

𝑦𝑦(𝜉𝜉)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.25)

Подставив в соотношение (4.3.25) выражение (4.3.24), получим

𝑐𝑐𝜈𝜈 = 𝜆𝜆

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈′=0

2𝜈𝜈 ′ + 1

2
𝑐𝑐𝜈𝜈′𝑔𝑔𝜈𝜈𝜈𝜈′ + 𝑓𝑓𝜈𝜈 , (4.3.26)
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где
𝑓𝑓𝜈𝜈 =

1∫︁

−1

𝐹𝐹 (𝜉𝜉)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.3.27)

Если 𝜆𝜆 ̸= 𝜆𝜆𝑖𝑖, то система (4.3.26) может быть разрешена отно-
сительно коэффициентов 𝑐𝑐𝜈𝜈.

4.4. Расчет критического размера
однородного шара в случае линейной
индикатрисы рассеяния с помощью
метода вырожденных ядер

Рассмотрим задачу об определении критического размера
однородного шара в случае анизотропного рассеяния. Индика-
триса рассеяния предполагается линейной относительно коси-
нуса угла рассеяния. Решение этой задачи методом вырожден-
ных ядер было получено Ш.С. Николайшвили.
Критическое уравнение Больцмана в рассматриваемом слу-

чае имеет вид

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑔𝑔(Ω′ → Ω)𝜙𝜙(r,Ω′) +

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r,Ω′) (4.4.1)

с граничным условием
𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (4.4.2)

Введем в рассмотрение функции

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω);

J(r) =

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ𝜙𝜙(r,Ω).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(4.4.3)

Здесь J(r) — ток нейтронов в точке r.
Функции 𝜙𝜙0(r) и J(r) связаны соотношением

∇J(r) = (Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 − Σ)𝜙𝜙0(r), (4.4.4)

которое получается из уравнения (4.4.1), если проинте-
грировать его по всем направлениям Ω и воспользоваться
условием нормировки для функции 𝑔𝑔(Ω′ → Ω)
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1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω 𝑔𝑔(Ω′ → Ω) = 1

и очевидным соотношением

Ω∇𝜙𝜙 = ∇(Ω𝜙𝜙).

     Если ввести в рассмотрение переменную 𝜉𝜉 по формуле

r − 𝜉𝜉Ω = r′

(см. рис. 3), то уравнение (4.4.1) можно представить в виде, ана-
логичном уравнению (1.4.4), то есть

− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜉𝜉
𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω) + Σ𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω) =

1

4𝜋𝜋
𝑄𝑄(r− 𝜉𝜉Ω), (4.4.5)

где
𝑄𝑄(r) = Σ𝑠𝑠

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑔𝑔(Ω′ → Ω)𝜙𝜙(r,Ω′) + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

∫︁
𝑑𝑑Ω′(r,Ω′).

   Интегрируя уравнение (4.4.5) как обыкновенное дифферен-
циальное уравнение при заданном 𝑄𝑄(r) и граничном условии 
(4.4.2), получим

𝜙𝜙0(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉
[︁
Σ𝑠𝑠

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑔𝑔(Ω′ → Ω)𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω′)+

+ 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω′) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.4.6)

где 𝜉𝜉0 — значение 𝜉𝜉, при котором радиус-вектор r − 𝜉𝜉Ω пересе-
кает границу области 𝐺𝐺.

Индикатрису рассеяния представим теперь в виде
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(Ω′ → Ω) =

1

4𝜋𝜋
(1 + 3𝜇̄𝜇0ΩΩ′),

где

𝜇̄𝜇0 =
1

2

1∫︁

−1

𝜇𝜇0𝑔𝑔(𝜇𝜇0) 𝑑𝑑𝑑𝑑0.

В силу определений будем иметь

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑔𝑔(Ω′ → Ω)𝜙𝜙(r− 𝜉𝜉Ω,Ω′) =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

[︀
𝜙𝜙0(r− 𝜉𝜉Ω) + 3𝜇̄𝜇0ΩJ(r− 𝜉𝜉Ω)

]︀
.

(4.4.7)
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    Подставив последнее соотношение в уравнение (4.4.6), полу-
чим

𝜙𝜙(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋

𝜉𝜉0∫︁

0

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉
[︀(︀
Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙0(r

′) + 3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠ΩJ(r′)
]︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.4.8)

     Здесь мы воспользовались обозначением
r′ = r − 𝜉𝜉Ω.

Умножим обе части (4.4.8) на 𝑑𝑑Ω и проинтегрируем по всем 
телесным углам единичной сферы. Тогда, принимая во вни-
мание, что элемент объема в сферической системе координат 
с центром в точке r может быть представлен в виде

𝑑𝑑r′ = 𝜉𝜉2𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω,
и можем написать

𝜙𝜙0(r) =
1

4𝜋𝜋

∫︁

𝐺𝐺

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉

𝜉𝜉2

[︁(︀
Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙0(r

′) + 3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠
r− r′

𝜉𝜉
J(r′)

]︁
𝑑𝑑r′. (4.4.9)

В последней формуле использовано соотношение

Ω =
r− r′

𝜉𝜉
.

Рассмотрим теперь интеграл

𝐼𝐼 =

∫︁

𝐺𝐺

r− r′

𝜉𝜉3
𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉J(r′) 𝑑𝑑r′. (4.4.10)

Замечая, что [100]
r− r′

𝜉𝜉3
𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉 = ∇r′

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
,

мы можем переписать этот интеграл в виде

𝐼𝐼 =
∫︁

𝐺𝐺

∇
[︂
𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
𝐽𝐽(r′)

]︂
𝑑𝑑r′ −

∫︁

𝐺𝐺

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
∇J(r′) 𝑑𝑑r′.

     Применив к первому интегралу теорему Гаусса – Остроград-
ского, а во втором интеграле заменив ∇J на 𝜙𝜙0(r) по формуле 
(4.4.4), получим

𝐼𝐼 =

∫︁

𝑆𝑆

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
J(r′) 𝑑𝑑𝑑𝑑 + (Σ− Σ𝑠𝑠 − 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 )

∫︁

𝐺𝐺

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
𝜙𝜙0(r

′) 𝑑𝑑r′, (4.4.11)

где 𝑑𝑑𝑑𝑑 = n 𝑑𝑑𝑑𝑑, 𝑑𝑑𝑑𝑑 — элемент поверхности 𝑆𝑆.
Подставив выражение (4.4.11) в уравнение (4.4.9) и введя

обозначения
𝛼𝛼 = Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 , 𝛽𝛽 = 3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠(Σ− Σ𝑠𝑠 − 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 ), (4.4.12)
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получим вместо (4.4.9) следующее уравнение:

𝜙𝜙0(r) =
1

4𝜋𝜋

∫︁

𝐺𝐺

[︂
𝛼𝛼
𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉

𝜉𝜉2
+𝛽𝛽

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉

]︂
𝜙𝜙0(r

′) 𝑑𝑑r′+
3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁

𝑆𝑆

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
J(r′) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(4.4.13)
Мы получили соотношение, представляющее собой фор-

мально интегральное уравнение относительно 𝜙𝜙0(r
′) со сво-

бодным членом, определенным значениями вектор-функции
J(r) на границе области 𝐺𝐺. Однако уравнения (4.4.13) еще
недостаточно для отыскания функции 𝜙𝜙0(r), так как значения
J(r) на границе области сами связаны со значениями функции
𝜙𝜙0(r), а также функции J(r) внутри области 𝐺𝐺. Поэтому наряду
с уравнением (4.4.13) необходимо располагать дополнитель-
ным соотношением, определяющим значения функции J(r) на
границе 𝑆𝑆 через значения функции 𝜙𝜙0(r) внутри области 𝐺𝐺.

В случае простых областей, таких как однородный плоский
слой конечной толщины, однородная сфера или однородный
бесконечный цилиндр, получение упомянутого соотношения
не представляет труда. Для этого достаточно воспользоваться
соотношением (4.4.4) и соображениями симметрии.

До сих пор наши рассуждения носили общий характер и от-
носились к однородным телам любой формы с невогнутой по-
верхностью 𝑆𝑆. Теперь перейдем к рассмотрению наиболее ин-
тересного частного случая — однородного шара.

Итак, предположим, что поверхность 𝑆𝑆 — сфера с радиусом
𝑅𝑅. Вследствие сферической симметрии задачи функция 𝜙𝜙0(r),
так же как и функция J(r), зависит только от 𝑟𝑟 = |r|, если в каче-
стве начала координат выбрать центр сферы. Кроме того, век-
тор J(r) всегда параллелен вектору r. В частности, на поверх-
ности сферы направление вектора J(r) совпадает с направлени-
ем внешней нормали. Потому в рассматриваемом случае инте-
гральное уравнение (4.4.13) может быть переписано в виде

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝑟𝑟

′2𝑑𝑑𝑑𝑑′
2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

[︂
𝛼𝛼
𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉

𝜉𝜉2
+ 𝛽𝛽

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉

]︂
×

× sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ 3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
𝐽𝐽(𝑅𝑅)

∫︁

𝑆𝑆

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.4.14)
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где 𝐽𝐽(𝑅𝑅) — модуль вектора J на поверхности сферы. Заметим,
что 𝜉𝜉 равно расстоянию между точками r и r′, то есть

𝜉𝜉 = |r− r′|,

и при надлежащем выборе координат это расстояние может
быть представлено (см. рис. 4) в виде

𝜉𝜉 =
√︀

𝑟𝑟2 + 𝑟𝑟′2 − 2𝑟𝑟𝑟𝑟′ cos𝜗𝜗′. (4.4.15)
Рассмотрим теперь интегралы

𝐼𝐼1 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉

𝜉𝜉2
sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝐼𝐼2 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

Введя 𝜉𝜉 в качестве переменной интегрирования, получим

𝐼𝐼1 =
2𝜋𝜋

𝑟𝑟𝑟𝑟′

𝑟𝑟+𝑟𝑟′∫︁

|𝑟𝑟−𝑟𝑟′|

𝑒𝑒−Σ𝜉𝜉

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑑𝑑 =

2𝜋𝜋

𝑟𝑟𝑟𝑟′
[︀
𝐸𝐸1(Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|)− 𝐸𝐸1(Σ|𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′|)

]︀
;

𝐼𝐼2 =
2𝜋𝜋

𝑟𝑟𝑟𝑟′

𝑟𝑟+𝑟𝑟′∫︁

|𝑟𝑟−𝑟𝑟′|

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
2𝜋𝜋

Σ𝑟𝑟𝑟𝑟′
[︀
𝐸𝐸3(Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|)− 𝐸𝐸3(Σ|𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′|)

]︀
.

Наконец, последний интеграл в уравнении (4.4.14) есть
интеграл 𝐼𝐼2 при 𝑟𝑟′ = 𝑅𝑅. В самом деле,

∫︁

𝑆𝑆

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑅𝑅2

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

𝐸𝐸2(Σ𝜉𝜉)

𝜉𝜉

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑟𝑟′=𝑅𝑅

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′ =

=
2𝜋𝜋𝜋𝜋2

Σ𝑟𝑟𝑟𝑟

[︀
𝐸𝐸3(Σ|𝑎𝑎− 𝑧𝑧|) + 𝐸𝐸3(Σ|𝑎𝑎+ 𝑧𝑧|)

]︀
.

Остается найти выражение для 𝐽𝐽(𝑅𝑅). Интегрируя соотноше-
ние (4.4.4) по всему объему шара и принимая во внимание
связь функции J с 𝜙𝜙0, получаем∫︁

𝐺𝐺

∇J(r) 𝑑𝑑r =

∫︁

𝑆𝑆

J(r) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 4𝜋𝜋𝜋𝜋2𝐽𝐽(𝑅𝑅) = 4𝜋𝜋(Σ𝑠𝑠+𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓−Σ)

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝑟𝑟

′2 𝑑𝑑𝑑𝑑′,

откуда

𝑅𝑅2𝐽𝐽(𝑅𝑅) = (Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 − Σ)

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝑟𝑟

′2 𝑑𝑑𝑑𝑑′.
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     Принимая во внимание вышеизложенное, вместо уравнения 
(4.4.14) получим

𝜙𝜙0(r) =
1

2

𝑅𝑅∫︁

0

[︂
𝛼𝛼
𝐸𝐸1

(︀
Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|

)︀
− 𝐸𝐸1

(︀
Σ|𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′|

)︀
𝑟𝑟𝑟𝑟

+

+ 𝛽𝛽
𝐸𝐸3

[︀
Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|

]︀
− 𝐸𝐸3

(︀
Σ[𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′]

)︀
𝑟𝑟𝑟𝑟

]︂
𝜙𝜙0(𝑟𝑟

′)𝑟𝑟
′2 𝑑𝑑𝑑𝑑′−

− 1

2
𝛽𝛽
𝐸𝐸3

(︀
Σ(𝑅𝑅− 𝑟𝑟)

)︀
− 𝐸𝐸3

(︀
Σ[𝑅𝑅+ 𝑟𝑟]

)︀
Σ𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑅𝑅∫︁

0

𝜙𝜙0(𝑟𝑟
′)𝑟𝑟

′2 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (4.4.16)

     Это и есть основное уравнение для сформулированной выше 
задачи.

Прежде чем приступить к отысканию наименьшего значе-
ния 𝑅𝑅, при котором однородное уравнение (4.4.16) имеет нену-
левое решение, совершим некоторые предварительные преоб-
разования. Введем сначала обозначения

𝜙𝜙(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝑟𝑟0(𝑟𝑟). (4.4.17)
     Тогда для функции 𝜙𝜙(𝑟𝑟), согласно уравнению (4.4.16), будем 
иметь

𝜙𝜙0(𝑟𝑟) =
1

2

𝑅𝑅∫︁

0

{︁
𝛼𝛼
[︀
𝐸𝐸1(Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|)− 𝐸𝐸1(Σ[𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′])

]︀
+ 𝛽𝛽

[︀
𝐸𝐸3(Σ|𝑟𝑟 − 𝑟𝑟′|)−

− 𝐸𝐸3(Σ[𝑟𝑟 + 𝑟𝑟′])
}︁
𝜙𝜙(𝑟𝑟′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ − 1

2

𝛽𝛽

Σ

[︀
𝐸𝐸3(Σ[𝑅𝑅− 𝑟𝑟])−

− 𝐸𝐸3(Σ[𝑅𝑅+ 𝑟𝑟])
]︀ 𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟′

𝑅𝑅
𝜙𝜙(𝑟𝑟′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (4.4.18)

     Обозначим далее Φ(𝑥𝑥) функцию, определенную на интервале 
(0,1) и связанную с функцией 𝜙𝜙(r) соотношением

Φ(𝑥𝑥) = 𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅𝑅). (4.4.19)
Функция Φ удовлетворяет уравнению

Φ(𝑥𝑥) =
1

2

1∫︁

0

[︀
𝐴𝐴𝐺̄𝐺(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) +𝐵𝐵𝐻̄𝐻(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥)

]︀
Φ(𝑥𝑥′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′, (4.4.20)

где
𝐺̄𝐺(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) = 𝑎𝑎

[︀
𝐸𝐸1(𝑎𝑎|𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥|)− 𝐸𝐸1(𝑎𝑎[𝑥𝑥

′ + 𝑥𝑥])
]︀
;

𝐻̄𝐻(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) = 𝑎𝑎
[︀
𝐸𝐸3(𝑎𝑎|𝑥𝑥′ − 𝑥𝑥|)− 𝐸𝐸3(𝑎𝑎[𝑥𝑥

′ + 𝑥𝑥])
]︀
−

− 𝑎𝑎𝑎𝑎′
[︀
𝐸𝐸1(𝑎𝑎[1− 𝑥𝑥])− 𝐸𝐸3(𝑎𝑎[1 + 𝑥𝑥])

]︀
(4.4.21)

,
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при следующих обозначениях:

𝐴𝐴 =
𝛼𝛼

Σ
=

Σ𝑠𝑠 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

Σ
, 𝐵𝐵 =

𝛽𝛽

Σ
=

3𝜇̄𝜇0Σ𝑠𝑠

Σ
(1−𝐴𝐴), 𝑎𝑎 = Σ𝑅𝑅𝑅 (4.4.22)

Наконец, введем в рассмотрение функцию 𝑦𝑦(𝑥𝑥), определен-
ную на интервале (–1,1) соотношением

𝑦𝑦(𝑥𝑥) =

{︃
Φ(𝑥𝑥), 𝑥𝑥 𝑥 0,

−Φ(−𝑥𝑥), 𝑥𝑥 𝑥 0.
(4.4.23)

Непосредственной подстановкой легко убедиться в том,
что функция 𝑦𝑦(𝑥𝑥) удовлетворяет уравнению

𝑦𝑦(𝑥𝑥) =
1

2

1∫︁

−1

[︀
𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) +𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥)

]︀
𝑦𝑦(𝑥𝑥′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′, (4.4.24)

где
𝐺𝐺(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎1(𝑎𝑎|𝑥𝑥− 𝑥𝑥′|),

𝐻𝐻(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑎𝑎3(𝑎𝑎|𝑥𝑥− 𝑥𝑥′|)− 1

2
𝑎𝑎𝑎𝑎′

[︀
𝐸𝐸3(𝑎𝑎[1− 𝑥𝑥])− 𝐸𝐸3(𝑎𝑎[1 + 𝑥𝑥])

]︀
.

(4.4.25)
Для решения уравнения (4.4.24) представим функции 𝐺𝐺 и 𝐻𝐻

приближенно конечными рядами

𝐺𝐺(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) =
2𝑛𝑛+1∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝛼𝛼𝜈𝜈(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑥𝑥

′);

𝐻𝐻(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥) =
2𝑛𝑛+1∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2
𝛽𝛽𝜈𝜈 (𝑥𝑥)𝑃𝑃𝜈𝜈 (𝑥𝑥

′),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.4.26)

где

𝛼𝛼𝜈𝜈(𝑥𝑥) =

1∫︁

−1

𝐺𝐺(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑥𝑥
′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝛽𝛽𝜈𝜈(𝑥𝑥) =

1∫︁

−1

𝐻𝐻(𝑥𝑥′ → 𝑥𝑥)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑥𝑥
′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.4.26′)

Подставив выражение (4.4.26) в уравнение (4.4.24) и введя
обозначение

𝑐𝑐𝜈𝜈 =

1∫︁

−1

𝑦𝑦(𝑥𝑥)𝑃𝑃𝜈𝜈(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (4.4.27)

получим

𝑦𝑦(𝑥𝑥) =
1

2

2𝑛𝑛+1∑︁
𝜈𝜈=0

2𝜈𝜈 + 1

2

[︀
𝐴𝐴𝐴𝐴𝜈𝜈(𝑥𝑥) +𝐵𝐵𝐵𝐵𝜈𝜈(𝑥𝑥)

]︀
𝑐𝑐𝜈𝜈 . (4.4.28)
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     В силу нечетности функции 𝑦𝑦(𝑥𝑥) все 𝑐𝑐𝜈𝜈 при 𝜈𝜈 четных обраща-
ются в нуль. Поэтому равенство (4.4.28) может быть записа-
но в виде

𝑦𝑦(𝑥𝑥) =
1

2

𝑛𝑛∑︁
𝜈𝜈=0

4𝜈𝜈 + 3

2

[︀
𝐴𝐴𝐴𝐴2𝜈𝜈+1(𝑥𝑥) +𝐵𝐵𝐵𝐵2𝜈𝜈+1(𝑥𝑥)

]︀
𝑐𝑐2𝜈𝜈+1.

Подставив последнее выражение в формулы (4.4.27) при не-
четных 𝜈𝜈, получим

𝑐𝑐2𝑘𝑘+1 =
1

2

𝑛𝑛∑︁
𝑗𝑗=0

4𝑗𝑗 + 3

2

[︀
𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘

]︀
𝑐𝑐2𝑗𝑗+1, (4.4.29)

где

𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 =

1∫︁

−1

𝑃𝑃2𝑘𝑘+1(𝑥𝑥)𝛼𝛼2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑;

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 =

1∫︁

−1

𝑃𝑃2𝑘𝑘+1(𝑥𝑥)𝛽𝛽2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.4.29′)

Обозначим определитель системы (4.4.29)
Δ𝑛𝑛 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴).

Система (4.4.29) допускает ненулевое решение тогда и толь-
ко тогда, когда

Δ𝑛𝑛 (𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 𝐴𝐴) = 0. (4.4.30)

Наименьшее значение 𝑎𝑎, удовлетворяющее последнему
уравнению, представляет собой приближенное значение кри-
тического радиуса, выраженного в единицах полного свобод-
ного пробега. Это значение мы будем называть 𝑛𝑛-м приближен-
ным значением критического радиуса сферы.

Найдем теперь явные выражения для функций 𝛼𝛼2𝑘𝑘+1(𝑥𝑥)

и 𝛽𝛽2𝑘𝑘+1(𝑥𝑥):

𝛼𝛼2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥) =

1∫︁

−1

𝑎𝑎𝑎𝑎1

(︀
𝑎𝑎|𝑥𝑥− 𝑥𝑥′|

)︀
𝑃𝑃2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥

′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ =

=

2𝑗𝑗+1∑︁
𝜇𝜇=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜇𝜇
{︂
1 + (−1)𝜇𝜇

1 + 𝜇𝜇
𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥)− 𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1

[︀
𝐸𝐸2+𝜇𝜇(𝑎𝑎[1− 𝑥𝑥])−

− 𝐸𝐸2+𝜇𝜇(𝑎𝑎[1 + 𝑥𝑥])
]︀}︂

, (4.4.31)
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𝛽𝛽2𝑗𝑗+1 =

2𝑗𝑗+1∑︁
𝜇𝜇=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜇𝜇
{︂
1 + (−1)𝜇𝜇

3 + 𝜇𝜇
𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥)− 𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1

[︀
𝐸𝐸4+𝜇𝜇(𝑎𝑎[1− 𝑥𝑥])−

− 𝐸𝐸4+𝜇𝜇(𝑎𝑎[1 + 𝑥𝑥])
]︀}︂

− 1

3
𝑏𝑏𝑏𝑏1,2𝑗𝑗+1

[︀
𝐸𝐸3(𝑎𝑎[1− 𝑥𝑥])− 𝐸𝐸3(𝑎𝑎[1 + 𝑥𝑥])

]︀
, (4.4.32)

где

𝑃𝑃𝜇𝜇
2𝜈𝜈+1 =

𝑑𝑑𝑗𝑗𝑃𝑃2𝜈𝜈+1(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=1

.

Найдем далее выражения для коэффициентов 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 и ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘. Поло-
жив 𝑘𝑘 ≥ 𝑗𝑗 и подставив выражения (4.4.31) для 𝛼𝛼2𝑗𝑗+1(𝑥𝑥) в первую
из формул (4.4.29′), получим

𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 =
4

4𝑘𝑘 + 3
𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 −

2

𝑎𝑎

2𝑗𝑗+1∑︁
𝜇𝜇=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜇𝜇
𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1×

×
2𝑘𝑘+1∑︁
𝜈𝜈=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜈𝜈
𝑃𝑃

(𝜈𝜈)
2𝑘𝑘+1

[︂
(−1)𝜈𝜈

2 + 𝜇𝜇+ 𝜈𝜈
+ 𝐸𝐸3+𝜇𝜇+𝜈𝜈(2𝑎𝑎)

]︂
. (4.4.33)

Для 𝑘𝑘 𝑘 𝑘𝑘 можно воспользоваться свойством симметрии
𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑗𝑗𝑗𝑗.

     Последнее свойство является следствием симметрии ядра.
Аналогичным образом могут быть найдены коэффициенты 

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 . Если 𝑗𝑗 ̸= 0, то при 𝑘𝑘 ≥ 𝑗𝑗

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 =
4

3(4𝑘𝑘 + 3)
𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 −

2

𝑎𝑎

2𝑗𝑗+1∑︁
𝜇𝜇=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜇𝜇
𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
2𝑗𝑗+1×

×
2𝑘𝑘+1∑︁
𝜈𝜈=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜈𝜈
𝑃𝑃

(𝜈𝜈)
2𝑘𝑘+1

[︂
(−1)𝜈𝜈

4 + 𝜇𝜇+ 𝜈𝜈
+ 𝐸𝐸5+𝜇𝜇+𝜈𝜈(2𝑎𝑎)

]︂
. (4.4.34)

   Так же как и для коэффициентов 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 , последняя формула 
справедлива при 𝑘𝑘 ≥ 𝑗𝑗 (𝑗𝑗 ̸= 0). Если же 𝑘𝑘 < 𝑗𝑗, то при условии 𝑘𝑘 ̸= 0

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 = ℎ𝑗𝑗𝑗𝑗.

Для значений ℎ0𝑘𝑘 имеем

ℎ0𝑘𝑘 =
4

3(4𝑘𝑘 + 3)
𝛿𝛿0𝑘𝑘 −

2

𝑎𝑎

1∑︁
𝜇𝜇=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜇𝜇
𝑃𝑃

(𝜇𝜇)
1 ×

×
2𝑘𝑘+1∑︁
𝜈𝜈=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜈𝜈
𝑃𝑃

(𝜈𝜈)
2𝑘𝑘+1

[︂
(−1)𝜈𝜈

4 + 𝜇𝜇+ 𝜈𝜈
+ 𝐸𝐸5+𝜇𝜇+𝜈𝜈(2𝑎𝑎)

]︂
. (4.4.35)

Гл. 4. Методы решения интегральны уравнений Пайерлса146



148 Гл. 4. Методы решения интегральных уравнений Пайерлса

    Наконец, значения ℎ𝑘𝑘0 при 𝑘𝑘 ̸= 0 связаны со значениями ℎ0𝑘𝑘 

соотношением

ℎ𝑘𝑘0 = ℎ0𝑘𝑘 −
2

3

2𝑘𝑘+1∑︁
𝜈𝜈=0

(︁ 1

𝑎𝑎

)︁𝜈𝜈
𝑃𝑃

(𝜈𝜈)
2𝑘𝑘+1

[︃
(−1)𝜈𝜈

3 + 𝜇𝜇
+ 𝐸𝐸4+𝜈𝜈(2𝑎𝑎)

]︃
. (4.4.36)

Формулы для 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 и ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘, приведенные выше, могут быть запи-
саны в другом виде, если воспользоваться рекуррентными соот-
ношениями между функциями 𝐸𝐸𝑛𝑛(𝑥𝑥).

Не останавливаясь на рассмотрении общего случая, приве-
дем выражения для нескольких первых коэффициентов 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 и ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘.
Эти выражения имеют вид

𝑔𝑔00 =
4

3
− 2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 1

4𝑎𝑎2
+

𝑒𝑒−2𝑏𝑏

2𝑎𝑎

(︁
1 +

1

2𝑎𝑎

)︁]︂
;

𝑔𝑔01 = 𝑔𝑔10 = −2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 5

3𝑎𝑎
+

9

4𝑎𝑎2
− 5

2𝑎𝑎4
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎

(︁
1 +

11

2𝑎𝑎
+

10

𝑎𝑎2
+

5

𝑎𝑎3

)︁]︂
;

𝑔𝑔11 =
4

7
− 2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 3

2𝑎𝑎2
+

15

2𝑎𝑎4
− 225

8𝑎𝑎6
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

21

2𝑎𝑎
+

45

𝑎𝑎2
+

195

2𝑎𝑎3
+

225

2𝑎𝑎4
+

225

4𝑎𝑎5

)︁]︂
;

𝑔𝑔02 = −2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 14

3𝑎𝑎
+

45

2𝑎𝑎2
− 63

𝑎𝑎3
+

175

2𝑎𝑎4
− 945

8𝑎𝑎6
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

29

2𝑎𝑎
+

91

𝑎𝑎2
+

595

2𝑎𝑎3
+

945

2𝑎𝑎4
+

945

4𝑎𝑎5

)︁]︂
;

𝑔𝑔12 = −2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 3

𝑎𝑎
+

15

2𝑎𝑎2
− 75

2𝑎𝑎4
+

2205

8𝑎𝑎6
− 2835

2𝑎𝑎8
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

39

2𝑎𝑎
+

171

𝑎𝑎2
+

1725

2𝑎𝑎3
+

5355

2𝑎𝑎4
+

20475

4𝑎𝑎5
+

5670

𝑎𝑎6
+

2835

𝑎𝑎7

)︁]︂
;

𝑔𝑔22 =
4

11
=

2

𝑎𝑎

[︂
1

2
− 15

2𝑎𝑎2
+

105

2𝑎𝑎4
− 1575

2𝑎𝑎6
+

19845

2𝑎𝑎8
− 15 · 19845

4𝑎𝑎10
+

+
𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎

(︁
1 +

57

2𝑎𝑎
+

378

𝑎𝑎2
+

3045

𝑎𝑎3
+

2 · 8190
𝑎𝑎4

+
2 · 30555

𝑎𝑎5
+ 𝑏𝑏

+
2 · 79380

𝑎𝑎6
+

2 · 138915
𝑎𝑎7

+
297675

𝑎𝑎8
+

297675

2𝑎𝑎9

)︁]︂
;
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ℎ00 =
2

9
− 1

3𝑎𝑎

[︂
1− 1

𝑎𝑎2
+ 𝑒𝑒−2𝑎𝑎

(︁
1 +

2

𝑎𝑎
+

1

𝑎𝑎2

)︁]︂
;

ℎ01 −
2

𝑎𝑎

[︂
1

4
− 1

𝑎𝑎
+

3

2𝑎𝑎2
− 15

8𝑎𝑎4
+

𝑒𝑒−2𝑏𝑏

2𝑎𝑎

(︁
1 +

9

2𝑎𝑎
+

15

2𝑎𝑎2
+

15

4𝑎𝑎3

)︁]︂
;

ℎ10 = ℎ01 −
2

3

[︂
1

3
− 3

2𝑎𝑎
+

3

𝑎𝑎2
− 5

2𝑎𝑎3
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎

(︁
1 +

4

𝑎𝑎
+

5

𝑎𝑎2

)︁]︂
;

ℎ11 =
4

21
− 2

𝑎𝑎

[︂
1

4
− 1

𝑎𝑎2
+

45

8𝑎𝑎4
− 45

2𝑎𝑎6
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

19

2𝑎𝑎
+

75

2𝑎𝑎2
+

315

4𝑎𝑎3
+

90

𝑎𝑎4
+

45

𝑎𝑎5

)︁]︂

и
ℎ02 = −2

𝑎𝑎

[︂
1

4
− 14

5𝑎𝑎
+

15

𝑎𝑎2
− 45

𝑎𝑎3
+

525

8𝑎𝑎4
− 189

2𝑎𝑎6
+

𝑒𝑒−2𝑏𝑏

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

27

2𝑎𝑎
+

159

2𝑎𝑎2
+

987

4𝑎𝑎3
+

378

𝑎𝑎4
+

189

𝑎𝑎5

)︁]︂
;

ℎ20 = ℎ02 = −2

3

[︂
1

3
− 15

4𝑎𝑎
+

21

𝑎𝑎2
− 70

𝑎𝑎3
+

135

𝑎𝑎4
− 945

8𝑎𝑎5
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

13

𝑎𝑎
+

145

2𝑎𝑎2
+

405

2𝑎𝑎3
+

945

4𝑎𝑎4

)︁]︂
;

ℎ21 = ℎ12 = −2

𝑎𝑎

[︂
1

4
− 9

5𝑎𝑎
+

5

𝑎𝑎2
− 225

8𝑎𝑎4
+

441

2𝑎𝑎6
− 5 · 945

4𝑎𝑎8
+

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

37

2𝑎𝑎
+

309

2𝑎𝑎2
+

2997

4𝑎𝑎3
+

28 · 81
𝑎𝑎4

+
42 · 102

𝑎𝑎5
+

5 · 945
𝑎𝑎6

+
5 · 945
2𝑎𝑎7

)︁]︂
;

ℎ22 =
4

33
− 2

𝑎𝑎

[︂
1

4
− 5

2𝑎𝑎2
+

315

8𝑎𝑎4
− 630

𝑎𝑎6
+

35 · 945
4𝑎𝑎8

− 135 · 945
2 · 𝑎𝑎10

𝑒𝑒−2𝑎𝑎

2𝑎𝑎
×

×
(︁
1 +

55

2𝑎𝑎
+

15 · 47
2𝑎𝑎2

+
105 · 105

4𝑎𝑎3
+

70 · 207
𝑎𝑎4

+
105 · 507

𝑎𝑎5
+

+
145 · 945

𝑎𝑎6
+

505 · 945
2𝑎𝑎7

+
270 · 945

𝑎𝑎8
+

135 · 945
𝑎𝑎9

)︁]︂
.

Представив в последних формулах 𝑒𝑒−2𝑎𝑎 в виде ряда по сте-
пеням 2𝑎𝑎, можно получить разложения коэффициентов 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘
и ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 по степеням 𝑎𝑎. Эти разложения могут быть использованы
для вычисления 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑘𝑘 и ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘 при малых значениях 𝑎𝑎.

Если в предыдущих формулах положить 𝜇̄𝜇0 = 0, то приходим
к изотропному случаю. В изотропном случае критический ра-
диус шара может быть протабулирован в зависимости от пара-
метра 𝐴𝐴.

Гл. 4. Методы решения интегральны уравнений Пайерлса148



Глава 5. 151

5
Метод сферических гармоник

5.1. Основные положения
метода сферических гармоник.
Плоскопараллельные
и сферически-симметричные системы

В настоящей главе изложен наиболее мощный из существу-
ющих методов решения кинетических уравнений, а именно –
метод сферических гармоник. Рассмотрена задача о переносе
излучения в плоскопараллельной, сферически-симметричной
и цилиндрической областях. Получены системы обыкновенных
дифференциальных уравнений для угловых моментов и сфор-
мулированы граничные условия.

Рассмотрим кинетическое уравнение переноса нейтронов
в веществе в плоскопараллельной геометрии:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑔𝑔(𝜇𝜇0) + 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧). (5.1.1)

Будем предполагать, что функции 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) и 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′) не зави-
сят от азимута 𝜓𝜓.

Функцию 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) представим в виде ряда по полиномам Ле-
жандра [337, 352]:

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝑔𝑔𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇0), (5.1.2)

где

𝑔𝑔𝑛𝑛 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇).

Глава 5. 149
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Функцию 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) представим в виде ряда по полиномам Лежандра:

𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇), (5.1.3)

где

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑧𝑧) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇). (5.1.3′)

Решение уравнения (5.1.1) будем искать в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=1

(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇), (5.1.4)

где

𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑧𝑧) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇).

Уравнение (5.1.1) умножим почленно на 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇) и результат
проинтегрируем по 𝜓𝜓 и 𝜇𝜇. Подставив в полученное выражение
ряды (5.1.2), (5.1.3) и (5.1.4) и использовав соотношения для по-
линомов Лежандра

1∫︁

−1

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =

⎧⎨
⎩

0, 𝑚𝑚 ̸= 𝑛𝑛;

2

2𝑛𝑛+ 1
, 𝑚𝑚 = 𝑛𝑛

и

𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛(𝜇𝜇) =
𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1
𝑃𝑃𝑛𝑛+1(𝜇𝜇) +

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1
𝑃𝑃𝑛𝑛−1(𝜇𝜇), (5.1.5)

получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений
следующего вида:

𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚−1

2𝑧𝑧
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚+1

2𝑧𝑧
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚 = (2𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑧𝑧), (5.1.6)

где
Σ𝑚𝑚 = Σ− 𝑔𝑔𝑚𝑚Σ𝑠𝑠.

Введем в рассмотрение векторы

𝜙𝜙 = |𝜙𝜙2𝑚𝑚|, 𝐽𝐽 = |𝜙𝜙2𝑚𝑚+1|,

𝑓𝑓 = |(2𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓2𝑚𝑚|, 𝐹𝐹 = |(2𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓2𝑚𝑚+1|,

⎫
⎬
⎭ (𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . )
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матрицы

𝛼𝛼 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 0 0 0 . . .

2 1 + 2 0 0 . . .

0 2 · 2 1 + 2 · 2 0 . . .

0 0 2 · 3 1 + 2 · 3 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

;

𝛽𝛽 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 2 0 0 . . .

0 1 + 2 2 · 2 0 . . .

0 0 1 + 2 · 2 2 · 3 . . .

0 0 0 1 + 2 · 3 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

и диагональные матрицы
𝑎𝑎 =

⃦⃦
(1 + 4𝑚𝑚)Σ2𝑚𝑚

⃦⃦
;

𝑏𝑏 =
⃦⃦
(3 + 4𝑚𝑚)Σ2𝑚𝑚+1

⃦⃦
.

Тогда система уравнений (5.1.6) в матричной форме примет вид

𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓 ;

𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐹𝐹𝐹

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(5.1.7)

Рассмотрим далее вопрос о граничных условиях в приближе-
нии метода сферических гармоник. Точное граничное условие
для решения кинетического уравнения (5.1.1) имеет вид

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) = 0 на 𝑆𝑆 при − 1 ≤ 𝜇𝜇 𝜇 0. (5.1.8)

Р. Маршак предложил для получения требуемых граничных
условий точное условие (5.1.8) заменить системой интеграль-
ных соотношений

0∫︁

−1

𝑃𝑃2𝑖𝑖+1(𝜇𝜇)𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ). (5.1.9)

Подставляя решение в виде ряда (5.1.4) в соотношения (5.1.9),
приходим к бесконечной системе алгебраических выражений

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0 (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ), (5.1.10)
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где

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = (2𝑚𝑚+ 1)

0∫︁

−1

𝜇𝜇2𝑖𝑖+1𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (5.1.11)

В. С. Владимиров показал, что граничные условия (5.1.9)
в известном смысле являются наилучшими [71].

Однородную систему уравнений (5.1.10) запишем в векторно-
матричной форме

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.1.12)
где

𝐴𝐴 =
⃦⃦
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

⃦⃦
,

(︃
𝑖𝑖 = 0, 1, 2,...  

𝑚𝑚 = 0, 2, 4,...  

)︃
;

𝐵𝐵 =
⃦⃦
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖

⃦⃦
,

(︃
𝑖𝑖 = 0, 1, 2,...  

𝑚𝑚 = 0, 3, 5,...  

)︃
.

Если область 𝐺𝐺 и источники симметричны относительно
плоскости 𝑧𝑧 = 0, то в центре симметрии необходимо поставить
условие

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0 при 𝑧𝑧 = 0. (5.1.13)

В результате приходим к следующей задаче:

𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓 ;

𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐹𝐹 ;

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0 при 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻;

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0 при 𝑧𝑧 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.1.14)

где 𝐻𝐻 — внешняя граница области 𝐺𝐺.
Отметим, что нас интересует только непрерывное во всем

объеме 𝐺𝐺 решение задачи. Это значит, что при переходе из од-
ной зоны в другую с разрывом физических констант на границе
раздела имеет место непрерывность всех компонентов реше-
ния 𝜙𝜙𝑚𝑚(𝑧𝑧). Таким образом, задача сформулирована полностью.

Для практического отыскания приближенного решения
в ряду (5.1.4) необходимо ограничиться фиксированным чис-
лом членов. Р. Маршак предложил каждый раз ограничиваться
четным числом членов.
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Переходим к рассмотрению сферически-симметричных за-
дач. Соответствующее кинетическое уравнение Больцмана
в этом случае имеет вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+
1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟, 𝜇𝜇′)𝑔𝑔(𝜇𝜇0)+𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) (5.1.15)

при условии, что
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) = 0 на 𝑆𝑆 при − 1 ≤ 𝜇𝜇 𝜇 0. (5.1.16)

Предполагается, что ни одна из величин, входящих в уравнение
(5.1.15), не зависит от азимута 𝜓𝜓.

Решение уравнения (5.1.15) будем искать в виде

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 ) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇). (5.1.17)

Подставим ряды (5.1.2), (5.1.3) и (5.1.17) в уравнение (5.1.15),
воспользуемся соотношением (5.1.5) и равенством [337]:

(1−𝑚𝑚𝑚𝑚2)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑑𝑑
= (𝑛𝑛+ 1)(𝜇𝜇𝜇𝜇𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑛𝑛+1). (5.1.18)

Аналогично предыдущему, приходим к системе обыкновенных
дифференциальных уравнений следующего вида:

𝑚𝑚

(︂
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑚𝑚− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝜙𝜙− 1

)︂
+ (𝑚𝑚+ 1)

(︂
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑚𝑚+ 2

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝜙𝜙+ 1

)︂
+

+ (2𝑚𝑚 + 1)Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚 = (2𝑚𝑚 + 1)𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑟𝑟), (5.1.19)

где 𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑟𝑟) — коэффициенты Фурье функции 𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇), определяемые
равенством (5.1.3ʼ).

Систему уравнений (5.1.19) преобразуем к следующему виду:

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+ (𝑚𝑚+ 1)

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙𝑚𝑚+1+

+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚 = (2𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓𝑚𝑚. (5.1.20)

С помощью векторов 𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙  𝜙𝜙 и матриц 𝑎𝑎 и 𝑏𝑏, определенных вы-
ше, систему уравнений (5.1.19) запишем в векторно-матричной
форме:

𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓 ;

𝐿𝐿𝐿𝐿+ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐹𝐹𝐹

}︃
(5.1.21)
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где 𝐾𝐾 и 𝐿𝐿 — операторы, определенные следующим образом:

𝐾𝐾 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1

𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟2 0 0 0 . . .

2𝑟𝑟
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟

3

𝑟𝑟4
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟4 0 0 . . .

0 4𝑟𝑟3
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟3
5

𝑟𝑟6
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟60 . . .

0 0 6𝑟𝑟5
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟5
7

𝑟𝑟8
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟8 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝐿𝐿 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

2

𝑟𝑟3
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟3 0 0 . . .

0 3𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟2
4

𝑟𝑟5
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟5 0 . . .

0 0 5𝑟𝑟4
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟4
6

𝑟𝑟8
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟8 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

К системе уравнений (5.1.21) необходимо присоединить гра-
ничные условия:

в центре сферически-симметричной области
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (5.1.22)

на внешней границе области
𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (5.1.23)

5.2. Бесконечные цилиндрические
системы

Рассмотрим бесконечные осесимметричные цилиндри-
ческие системы. Пусть ось 𝑧𝑧 совпадает с осью симметрии
цилиндра. Тогда основное кинетическое уравнение переноса
нейтронов запишется в виде

sin𝜗𝜗

(︂
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︂
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠′𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟′, 𝜓𝜓′)𝑔𝑔(𝜇𝜇0) + 𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) (5.2.1)
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при условии, что
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (5.2.2)

Здесь 𝜗𝜗 — угол между направлением движения нейтрона
и осью 𝑧𝑧; 𝜓𝜓 — угол между проекцией направления движения
нейтрона на плоскость 𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥 и вектором r. При выводе уравнений
сферических гармоник будем следовать работам [84, 516].

Решение задачи (5.2.1), (5.2.2) представим в виде ряда
по сферическим функциям

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

2𝑛𝑛+ 1

2
𝜙𝜙𝑛𝑛0(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇)+

+
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=1

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛 (𝜇𝜇), (5.2.3)

где 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (𝜇𝜇) — присоединенные полиномы Лежандра.

В разложении (5.2.3) учтено, что функция 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) четная от-
носительно угла 𝜓𝜓. Подставим ряд (5.2.3) в уравнение (5.2.1)
и преобразуем слагаемые полученного выражения. Так, снача-
ла преобразуем первое слагаемое

sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

2𝜋𝜋

{︂ ∞∑︁
𝑛𝑛=0

2𝑛𝑛+ 1

2
𝜙𝜙′
𝑛𝑛0(𝑟𝑟) cos𝜓𝜓 sin𝜗𝜗𝜗𝜗𝑛𝑛(cos𝜗𝜗)+

+
∞∑︁
𝑛𝑛=1

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

2𝑛𝑛+ 1

2

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙′
𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟)

[︀
cos(𝑚𝑚− 1)𝜓𝜓 + cos(𝑚𝑚+ 1)𝜓𝜓

]︀
×

× sin𝜗𝜗𝜗𝜗𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗)

}︂
. (5.2.4)

Принимая во внимание соотношение [84]

sin𝜗𝜗𝜗𝜗𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) =

1

2𝑛𝑛+ 1

[︀
𝑃𝑃𝑚𝑚+1
𝑛𝑛+1 (cos𝜗𝜗)− 𝑃𝑃𝑚𝑚+1

𝑛𝑛−1 (cos𝜗𝜗)
]︀
≡

≡ 1

2𝑛𝑛+ 1

[︀
(𝑛𝑛+𝑚𝑚)(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 1)𝑃𝑃𝑚𝑚−1

𝑛𝑛−1 (cos𝜗𝜗)×

× (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 1)(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)𝑃𝑃𝑚𝑚−1
𝑛𝑛+1 (cos𝜗𝜗)

]︀
, (5.2.5)

выражение (5.2.4) приведем к следующему виду:

sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=1

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

𝜙𝜙′
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
×

× 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=−1

𝑛𝑛+2∑︁
𝑚𝑚=1

𝜙𝜙′
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
×
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× 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚 +

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=0

𝜙𝜙′
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
×

× 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚 − 1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑛𝑛−2∑︁
𝑚𝑚=0

𝜙𝜙′
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
×

× 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

Если мы теперь положим 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 при 𝑚𝑚 𝑚 𝑚𝑚 или в том слу-
чае, когда по крайней мере один из индексов 𝑛𝑛 или 𝑚𝑚 отрица-
телен, а также учтем, что

𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) ≡ 0 при 𝑛𝑛 = −1 и 𝑛𝑛 = 0 (𝑚𝑚 𝑚 0),

то предыдущее соотношение можно записать следующим
образом:

sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=0

{︂
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝜙𝜙′
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)−

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙′
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟) +

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙′
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

[︀
𝜙𝜙′
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)− 𝜙𝜙′

𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)
]︀}︂

𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (5.2.6)

Аналогичным образом преобразуем второй член к виду

− sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=0

{︃
(𝑚𝑚+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
×

×
[︀
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)− 𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1(𝑟𝑟)

]︀
+ (𝑚𝑚− 1)×

×

[︃
(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)−

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1(𝑟𝑟)

]︃}︃
×

× 𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (5.2.7)

Третий член равенства имеет простой вид:

Σ𝜙𝜙 =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)Σ
[︁
𝜙𝜙𝑛𝑛0(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜗𝜗)+

+ 2
𝑛𝑛∑︁

𝑚𝑚=1

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚
]︁
. (5.2.8)

Переходим теперь к преобразованию интегрального члена.
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𝑛𝑛 (cos 𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚
}︁
. (5.2.10)

Наконец, член, учитывающий источники нейтронов, предста-
вим в виде

𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
1

4𝜋𝜋

5.2. Бесконечные цилиндрические системы 159

Предположим, что индикатриса рассеяния 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0) пред-

ставлена в виде ряда по полиномам Лежандра
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑙𝑙=0

(2𝑙𝑙 + 1)𝑔𝑔𝑙𝑙𝑃𝑃𝑙𝑙(cos 𝜃𝜃), (5.2.9)

где 𝜇𝜇0 = cos 𝜃𝜃.
Введем в рассмотрение сферические функции 𝑌𝑌𝑛𝑛(𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗 )

по формуле

𝑌𝑌𝑛𝑛(𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗 ) =
𝜙𝜙𝑛𝑛0

2
𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜗𝜗) +

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

Тогда имеют место следующие условия ортогональности
[337]:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑌𝑌𝑛𝑛(𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗 )𝑃𝑃𝑘𝑘(cos𝜗𝜗) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

0 при 𝑘𝑘 ̸= 𝑛𝑛

1

2𝑛𝑛+ 1
𝑌𝑌𝑛𝑛(𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗 ) при 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛𝑛

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

С учетом приведенных равенств, интегральный член 
можно преобразовать к виду

𝑑𝑑Ω′𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟
′,𝜓𝜓 ′) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)Σ𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛

{︁
𝜙𝜙𝑛𝑛0(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜗𝜗)+

+ 2
𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

𝑛𝑛− 𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑚𝑚

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)
[︁
𝜙𝜙𝑛𝑛0𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜗𝜗)+

+ 2
𝑛𝑛∑︁

𝑚𝑚=1

𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑃𝑃𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚
]︁
, (5.2.11)

где

𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋∫︁

0

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑃𝑃𝑛𝑛(cos𝜗𝜗) sin𝜗𝜗 𝜗𝜗𝜗𝜗;

𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛 =

2𝜋𝜋∫︁

0

cos𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚𝑚𝑚

𝜋𝜋∫︁

0

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑃𝑃
𝑚𝑚
𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) sin𝜗𝜗 𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.2.12)

Собрав все члены, объединив их под знаком сумм и прирав-
няв нулю, получим бесконечную систему уравнений.

∫
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При 𝑚𝑚 = 0

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛+1,1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛+1,1

𝑟𝑟

)︁
−

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛−1,1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛−1,1

𝑟𝑟

)︁
+

+ (2𝑛𝑛+ 1)(Σ− Σ𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛)𝜙𝜙𝑛𝑛0 = (2𝑛𝑛+ 1)𝑓𝑓𝑛𝑛0, (5.2.13)
при 𝑚𝑚 ≥ 0

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑚𝑚− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

)︁
−

− (𝑛𝑛− 𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑚𝑚− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

)︁
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑚𝑚+ 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1

)︁
−

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑚𝑚+ 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

)︁
+

+ 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
(Σ− Σ𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛)𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛. (5.2.14)

Учтем тот факт, что при нашем выборе системы координат
функция 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) симметрична по переменной 𝜇𝜇 = cos𝜗𝜗. Это
значит, что присоединенные полиномы Лежандра должны
быть четными и, следовательно, сумма индексов 𝑛𝑛 + 𝑚𝑚 всегда
должна быть четной.

В. С. Владимиров показал, что для произвольной невогнутой
области 𝐺𝐺 в качестве граничных можно принять следующие
условия:

∫︁
𝑑𝑑ΩΩn𝜙𝜙(r,Ω)𝑌𝑌 𝑚𝑚

2𝑘𝑘 (Ω) = 0 на 𝑆𝑆𝑆

(︃
𝑘𝑘 = 0, 1, 2, . . .

𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑘𝑘

)︃
(5.2.15)

где интегрирование проводится по области Ωn < 0.
Граничное условие (5.2.15) получено из вариационного

принципа для случая четной индикатрисы рассеяния [50].
В дальнейшем мы будем пользоваться граничным условием
(5.2.15) в случае произвольной индикатрисы рассеяния.

Для рассмотренного случая одномерной цилиндрической
геометрии следует положить

𝑑𝑑Ω = sin𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗  ; Ωn = sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓;

𝑌𝑌2
𝑚𝑚
𝑘𝑘 (Ω) = 𝑃𝑃𝑚𝑚

2𝑘𝑘(cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

,
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В результате приходим к граничным условиям
𝜋𝜋
2∫︁

−𝜋𝜋
2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋∫︁

0

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟Ω,𝜓𝜓 )𝑃𝑃𝑚𝑚
2𝑘𝑘(cos𝜗𝜗) sin

2 𝜗𝜗 cos𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 на 𝑆𝑆, (5.2.16)

(︃
𝑘𝑘 = 0, 1, 2, . . .

𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑘𝑘

)︃
.

Подставляя разложение (5.2.3) в граничное условие (5.2.16)
и производя вычисления, приходим к соотношению∑︁

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.2.17)

где 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛,𝑚𝑚 — некоторые числа.
Система уравнений (5.2.13), (5.2.14) позволяет сформулиро-

вать любое приближение метода сферических гармоник. Для
практических же целей в большинстве случае достаточно огра-
ничиться 𝑃𝑃3-приближением, полагая 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 при 𝑛𝑛 ≥ 4. В этом
случае будем иметь взаимосвязанную систему для четных мо-
ментов

𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

𝑟𝑟
𝜙𝜙11 +Σ0𝜙𝜙00 = 𝑓𝑓00;

𝑑𝑑𝑑𝑑31

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

𝑟𝑟
𝜙𝜙31 −

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

𝑟𝑟
𝜙𝜙11

)︁
+ 5Σ2𝜙𝜙20 = 5𝑓𝑓20;

1

2

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙11

)︁
− 1

12

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑31

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙31

)︁
+

+
1

24

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑33

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

3

𝑟𝑟
𝜙𝜙33

)︁
+

5

12
Σ2𝜙𝜙22 =

5

12
𝑓𝑓22

(5.2.18)

и для нечетных моментов
𝑑𝑑𝑑𝑑00

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

2

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

2

𝑟𝑟
𝜙𝜙22

)︁
+ 3Σ1𝜙𝜙11 = 3𝑓𝑓11;

𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

12

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

2

𝑟𝑟
𝜙𝜙22

)︁
+

7

6
Σ3𝜙𝜙31 =

7

6
𝑓𝑓31;

1

24

(︁𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 2

𝑟𝑟
𝜙𝜙22

)︁
+

7

360
Σ3𝜙𝜙33 =

7

360
𝑓𝑓33.

(5.2.19)

Здесь использовано обозначение
Σ𝑛𝑛 = Σ− Σ𝑠𝑠𝑔𝑔𝑛𝑛.
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Систему уравнений (5.2.18), (5.2.19) удобно записать в более
компактном виде, а именно: для четных моментов

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟11 +Σ0𝜙𝜙00 = 𝑓𝑓00;

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟31 −

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟11 + 5Σ2𝜙𝜙20 = 5𝑓𝑓20;

𝑟𝑟

2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙11

𝑟𝑟
− 𝑟𝑟

12

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙31

𝑟𝑟
+

1

24𝑟𝑟3
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟3𝜙𝜙33 +

5

12
Σ2𝜙𝜙22 =

5

12
𝑓𝑓22

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.2.18′)

и для нечетных
𝑑𝑑𝑑𝑑00

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

2𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟2𝜙𝜙22 + 3Σ1𝜙𝜙11 = 3𝑓𝑓11;

𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

12𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟2𝜙𝜙22 +

7

6
Σ3𝜙𝜙31 =

7

6
𝑓𝑓31;

𝑟𝑟2

24

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙22

𝑟𝑟2
+

7

360
Σ3𝜙𝜙33 =

7

360
𝑓𝑓33.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.2.19′)

Введем в рассмотрение векторы

𝜙𝜙 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝜙𝜙00

𝜙𝜙20

𝜙𝜙22

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ 𝐽𝐽 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝜙𝜙11

𝜙𝜙31

𝜙𝜙33

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

и операторы

𝐾𝐾=

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟 0 0

−1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟 0

𝑟𝑟

2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟
− 𝑟𝑟

12

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟

1

24𝑟𝑟3
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

; 𝐿𝐿=

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

2𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟2

0
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

12𝑟𝑟2
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟2

0 0
𝑟𝑟2

24

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1

𝑟𝑟2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
.

Тогда системы уравнений (5.2.18’), (5.2.19’) в векторно-
матричной форме принимают вид

𝐾𝐾𝐾𝐾 + 𝑎𝑎𝑎𝑎 = 𝑓𝑓𝑓

𝐿𝐿𝐿𝐿+ 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐹𝐹𝐹

}︃
(5.2.20)

где

𝑎𝑎 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

Σ0 0 0

0 5Σ2 0

0 0
5

12
Σ2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑏𝑏 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

3Σ1 0 0

0
7

6
Σ3 0

0 0
7

360
Σ3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

; ;
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𝑓𝑓 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑓𝑓00

5𝑓𝑓20

5

12
𝑓𝑓22

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

; 𝐹𝐹 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

3𝑓𝑓11

7

6
𝑓𝑓31

7

360
𝑓𝑓33

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
.

Переходим теперь к обсуждению вопроса о граничных усло-
виях. В. С. Владимиров на основе вариационного принципа по-
казал, что наилучшими граничными условиями для уравнений
(5.2.20), соответствующими (5.2.2), являются следующие [71].

На внешней границе реактора при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅

16𝜙𝜙00 − 10𝜙𝜙20 + 5𝜙𝜙22 − 32𝜙𝜙11 = 0;

−40𝜙𝜙00 + 250𝜙𝜙20 − 25𝜙𝜙22 + 128𝜙𝜙11 − 128𝜙𝜙31 = 0;

120𝜙𝜙00 − 150𝜙𝜙20 + 175𝜙𝜙22 − 384𝜙𝜙11 + 64𝜙𝜙31 − 32𝜙𝜙33 = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(5.2.21)

Остальные три граничные условия определим при 𝑟𝑟 = 0

следующим образом:
𝑑𝑑𝑑𝑑00

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0;

𝜙𝜙11 = 0;

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(5.2.22)

Условия (5.2.22) являются следствием требования об огра-
ниченности решения при 𝑟𝑟 = 0. Можно показать, что усло-
вия (5.2.22) могут быть, в частности, заменены следующими:

𝑑𝑑𝑑𝑑00

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0;

𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0;

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.2.23)

Если ввести в рассмотрение матрицы

𝐴𝐴 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

16 −10 5

−40 250 −25

120 −150 175

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

; 𝐵𝐵 =

⃦⃦⃦
⃦
⃦⃦⃦
⃦

−32 0 0

128 −128 0

−384 64 −32

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
,
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то граничные условия (5.2.21) и (5.2.23) можно окончательно
записать в виде

𝐴𝐴𝐴𝐴+𝐵𝐵𝐵𝐵 = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (5.2.24)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0 при 𝑟𝑟 = 0. (5.2.25)

Ввиду большой важности решения нейтронно-физических
задач применительно к ячейке ядерного реактора, поставим
соответствующие граничные условия на внешней границе
круговой цилиндрической ячейки гетерогенного реактора
при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅.

Очевидно, на внешней границе ячейки должно выполняться
условие

𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) = 𝜙𝜙(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅 − 𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗  − 𝜓𝜓). (5.2.26)
Так как имеет место соотношение

𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛

(︀
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐[𝜋𝜋 − 𝜗𝜗]

)︀
cos𝑚𝑚(𝜋𝜋 − 𝜓𝜓) = (−1)𝑚𝑚𝑃𝑃𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗) cos𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

заключаем, что в разложении (5.2.3) при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 все моменты
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑅𝑅) с нечетными 𝑛𝑛 должны обращаться в нуль, то есть необ-
ходимо выполнение условия, предложенного В. В. Смеловым:

𝐽𝐽 = 0, (5.2.27)

или, с учетом второго равенства из (5.2.20), будем иметь
𝐿𝐿𝐿𝐿 = 𝐹𝐹 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (5.2.28)

5.3. 𝑃𝑃1-приближение. Уравнение диффузии

При решении многих задач, связанных с прохождением из-
лучения через вещество, зачастую бывает достаточно ограни-
читься 𝑃𝑃1-приближением. В этом случае вектор-функции и мат-
рицы, введенные в рассмотрение в предыдущих параграфах, бу-
дут иметь только по одному компоненту. В результате нетруд-
но прийти к соответствующим для данных геометрий систе-
мам уравнений.

Ввиду того, что нам потребуются уравнения переноса ней-
тронов в 𝑃𝑃1-приближении для любой геометрии, приведем вы-
вод соответствующей системы уравнений, исходя из общих со-
ображений [479].
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Рассмотрим кинетическое уравнение

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟Ω′)𝑔𝑔(𝜈𝜈0) + 𝑓𝑓(r,Ω). (5.3.1)

Решение уравнения (5.3.1) будем искать в виде ряда по сфе-
рическим функциям. Ограничиваясь двумя членами разложе-
ния, получим

𝜙𝜙(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋

[︀
𝜙𝜙0(r) + 3Ω𝜙𝜙1(r)

]︀
, (5.3.2)

где
𝜙𝜙1 = 𝜙𝜙

(1)
1 i+ 𝜙𝜙

(−1)
1 j+ 𝜙𝜙1k;

Ω = sin𝜗𝜗 cos𝜓𝜓i+ sin𝜗𝜗 sin𝜓𝜓j+ cos𝜗𝜗k.

⎫⎬
⎭ (5.3.3)

Очевидно, имеют место соотношения
𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r,Ω);

𝜙𝜙1(r) =
∫︁

𝑑𝑑ΩΩ𝜙𝜙(r,Ω).

⎫⎪⎬
⎪⎭

(5.3.4)

Функцию 1

2
𝑔𝑔(𝜇𝜇0) разложим в ряд по полиномам Лежандра и

ограничимся двумя первыми членами разложения:
1

2
𝑔𝑔(𝜇𝜇0) =

1

2
(1 + 3𝜇𝜇0𝜇̄𝜇0), (5.3.5)

где
1

2

1∫︁

−1

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝑑𝑑𝑑𝑑0 = 1;

𝜇̄𝜇0 =
1

2

1∫︁

−1

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝜇𝜇0 𝑑𝑑𝑑𝑑0.

Подставим соотношения (5.3.2) и (5.3.5) в уравнение (5.3.1)
и проинтегрируем его по Ω. Тогда получим

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0, (5.3.6)
где

𝑓𝑓0(r) =
∫︁

𝑑𝑑Ω 𝑓𝑓(r,Ω); Σ0 = Σ− Σ𝑠𝑠.

Для получения второго уравнения подставим соотношения
(5.3.2) и (5.3.5) в уравнение (5.3.1), результат скалярно умно-
жим на Ω и проинтегрируем по всем телесным углам единичной
сферы. Тогда будем иметь

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1, (5.3.7)
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где
𝑓𝑓1 =

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ𝑓𝑓(r,Ω); Σ1 +Σ− Σ𝑠𝑠

¯

𝜇𝜇0.

При выводе уравнений (5.3.6) и (5.3.7) были использованы
следующие легко проверяемые соотношения:

∫︁
𝑑𝑑Ω = 4𝜋𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ = 0,

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ∇(Ω𝜙𝜙1) =

4

3
𝜋𝜋∇𝜙𝜙1,

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ(ΩΩ′) =

4

3
𝜋𝜋Ω′.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(5.3.8)

Итак, мы приходим к системе уравнений переноса излуче-
ния в 𝑃𝑃1-приближении для областей произвольной геометрии:

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0,

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1.

⎫⎬
⎭ (5.3.9)

Для одномерных плоскостей, сферической и цилиндриче-
ской геометрий система уравнений (5.3.9) может быть несколь-
ко упрощена с учетом использования симметрии. Так, поместив
начало системы координат в центр симметрии, мы от векторной
функции 𝜙𝜙1 можем перейти к скалярной 𝜙𝜙1 с учетом равенства

𝜙𝜙1 = 𝜙𝜙1n,

где n — нормаль к поверхности 𝑆𝑆.
В этом случае система уравнений (5.3.9) приобретает вид

div(𝜙𝜙1n) + Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0,

1

3
gradn𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1.

⎫⎬
⎭ (5.3.10)

Нетрудно показать, что система уравнений (5.3.10) для пло-
скопараллельной сферической и одномерной цилиндрической
геометрий совпадает с соответствующими уравнениями, полу-
ченными из общих систем уравнений сферических гармоник
(5.1.7), (5.1.21) и (5.2.13), (5.2.14) в 𝑃𝑃1-приближении.

Для полной определенности системы уравнений (5.3.9) к ней
необходимо присоединить граничные условия на поверхности
𝑆𝑆. При этом будем исходить из точного граничного условия
для кинетического уравнения

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (5.3.11)
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Для получения приближенных граничных условий, точное
условие (5.3.11) заменим следующим:∫︁

𝑑𝑑Ω|Ω𝑛𝑛|𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.3.12)

где интегрирование ведется по единичной полусфере, образо-
ванной концами вектора Ω внутрь области 𝐺𝐺, ограниченной ка-
сательной плоскостью к выпуклой поверхности 𝑆𝑆. Соотношение
(5.3.12) указывает на тот факт, что односторонний интеграль-
ный поток нейтронов через поверхность 𝑆𝑆 со стороны вакуума
в область 𝐺𝐺 равен нулю.

Будем предполагать, что ось 𝑧𝑧 совмещена с направлением
внешней нормали к поверхности 𝑆𝑆 в точке с радиус-вектором r.
Тогда условие (5.3.12) запишется следующим образом:

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜋𝜋∫︁
𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟Ω) cos𝜗𝜗 sin𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗 = 0 на 𝑆𝑆. (5.3.13)

𝜋𝜋𝜋2

В соотношение (5.3.13) подставим 𝜙𝜙(r,Ω), определенное
формулой (5.3.2), и произведем интегрирование. В результате
получим

2(𝜙𝜙1)n − 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.3.14)

где (𝜙𝜙1)n — проекция вектора 𝜙𝜙1 на внешнюю нормаль n.
Для одномерных геометрий соотношение (5.3.14) приобре-

тает простой вид:
2𝜙𝜙1 − 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.3.15)

Соотношения (5.3.14) и (5.3.15) будут требуемыми граничны-
ми условиями для системы уравнений (5.3.9) на внешней грани-
це 𝑆𝑆.

Рассмотрим теперь тот случай, когда источники нейтронов
изотропны, то есть

𝑓𝑓(r,Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑓𝑓0(r). (5.3.16)

Тогда в 𝑃𝑃1-приближении приходим к следующей системе
уравнений:

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0,

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = 0.

⎫
⎬
⎭ (5.3.17)
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Разрешив второе уравнение системы (5.3.17) относительно
функции 𝜙𝜙1, получим

𝜙𝜙1 = −𝐷𝐷∇𝜙𝜙0, (5.3.18)

где 𝐷𝐷 — коэффициент диффузии, равный

𝐷𝐷 =
1

3Σ1
.

Подставив выражение (5.3.18) в первое из уравнений
(5.3.17), приходим к следующему уравнению диффузии:

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙0 − Σ𝑐𝑐𝜙𝜙0 = −𝑓𝑓0, (5.3.19)
где Σ𝑐𝑐 = Σ0.
Граничные условия для функции 𝜙𝜙0 найдены с помощью

соотношения (5.3.15). Подставив в это соотношение 𝜙𝜙1 в виде
(5.3.17), получим

2𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)n − 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.3.20)

Решение задачи (5.3.19), (5.3.20) ищется в классе функций
{𝜙𝜙0}, непрерывных вместе с потоком 𝜙𝜙1 = −𝐷𝐷∇𝜙𝜙0 и имеющих
кусочно-гладкие производные от потока.
Задачу (5.3.19), (5.3.20) будем называть диффузионным при-

ближением. Очевидно, что диффузионное приближение совпа-
дает с 𝑃𝑃1-приближением в том случае, когда имеет место стро-
гое равенство

𝜙𝜙1 = 0.

Если 𝜙𝜙1 ̸= 0, то диффузионное приближение будет являться
более грубым приближением, чем 𝑃𝑃1.
Переходим теперь к решению уравнений диффузии для про-

стейших случаев.
Предположим, что мы имеем дело с однородной и бесконеч-

ной средой. Тогда уравнение диффузии принимает вид

𝐿𝐿2∇2𝜙𝜙0 − 𝜙𝜙0 = −𝑓𝑓0(𝑟𝑟)

Σ𝑐𝑐
, (5.3.21)

где
𝐿𝐿2 =

𝐷𝐷

Σ𝑐𝑐
. (5.3.22)

Если источником излучения 𝑓𝑓0(𝑟𝑟) является изотропный то-
чечный источник, помещенный в точку с радиус-вектором r′,
то уравнение (5.3.21) переходит в следующее:
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𝐿𝐿2∇2𝐺𝐺−𝐺𝐺 = − 𝛿𝛿(|r− r′|)
4𝜋𝜋Σ𝑐𝑐|r− r′|2

. (5.3.23)

В результате решения уравнения (5.3.23) нетрудно получить

𝐺𝐺(|r− r′|) = 𝑒𝑒−
|r−r′|

𝐿𝐿

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Σ𝑐𝑐|r− r′|
. (5.3.24)

Решение (5.3.24) нормировано следующим образом:
∞∫︁

0

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Σ𝑐𝑐𝐺𝐺(𝑟𝑟) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1.

Очевидно, что решение соответствующей задачи в случае
плоского и линейного источника можно получить непосред-
ственным интегрированием решения (5.3.24). Так, для плос-
кого источника будем иметь

𝐺𝐺(|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) =
∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝑒𝑒−

|r−r′|
𝐿𝐿

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Σ𝑐𝑐|r− r′|
, (5.3.25)

где

|r− r′| =
√︀

(𝑥𝑥− 𝑥𝑥′)2 + (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦′)2 + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′)2.

Произведя интегрирование, получим

𝐺𝐺(|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|) = 𝑒𝑒−
|𝑧𝑧−𝑧𝑧′|

𝐿𝐿

2𝐿𝐿Σ𝑐𝑐
. (5.3.26)

Функция 𝐺𝐺(𝑧𝑧) нормирована следующим образом:
∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝑒𝑒−

|𝑧𝑧′|
𝐿𝐿

2𝐿𝐿
= 1.

Наконец, интегрируя выражение (5.3.24) по 𝑧𝑧′ −∞ < 𝑧𝑧 𝑧 ∞,
приходим к выражению в случае линейного источника

𝐺𝐺(𝜚𝜚) =
𝐾𝐾0

(︁ 𝜚𝜚

𝐿𝐿

)︁

2𝜋𝜋𝐿𝐿2Σ𝑐𝑐
, (5.3.27)

где 𝜚𝜚 — расстояние от источника.
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Функция 𝐺𝐺(𝜚𝜚) нормирована на единицу:
∞∫︁

0

𝐾𝐾0

(︁
𝜚𝜚
𝐿𝐿

)︁

2𝜋𝜋𝜋𝜋2
2𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1.

После того как решения задач от изотропных источников
для различных геометрий найдены, можно найти решение бо-
лее общего уравнения диффузии (5.3.21) в случае распределен-
ных источников.

Очевидно, в этом случае решения задач о точечном источ-
нике можно считать функциями Грина соответствующих неод-
нородных задач. Это значит, что решение уравнения (5.3.21)
найдется простым интегрированием, то есть

𝜙𝜙0(r) =

∫︁
𝑑𝑑r′𝐺𝐺(|r− r′|)𝑄𝑄(r′), (5.3.28)

где интегрирование производится по всему пространству. Если
𝑄𝑄(r) = 𝑞𝑞(𝑧𝑧),

то приходим к решению задачи для плоского изотропного ис-
точника:

𝜙𝜙0(𝑧𝑧) =

∞∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝐺𝐺(|𝑧𝑧 − 𝑧𝑧′|)𝑞𝑞(𝑧𝑧′). (5.3.29)

Если же
𝑄𝑄(r) = 𝑞𝑞(𝜚𝜚), 𝜚𝜚2 = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2,

то

𝜙𝜙0(𝜚𝜚) =

∞∫︁

0

𝜚𝜚𝜚𝜚𝜚𝜚𝜚𝜚(𝜚𝜚)𝑞𝑞(𝜚𝜚).

5.4. 𝑃𝑃2-приближение

При решении задач на перенос нейтронов обычно исполь-
зовали нечетные приближения метода сферических гармоник
𝑃𝑃1, 𝑃𝑃3, 𝑃𝑃5, 𝑃𝑃7 и т. д. Г. Я. Румянцев впервые указал на целесооб-
разность использования при решении ядерно-физических за-
дач четных приближений [317, 318] метода сферических гар-
моник.
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В настоящем параграфе будут получены основные уравнения
в 𝑃𝑃2-приближении [315, 138].

Начнем рассмотрение с наиболее простого случая — задач
для плоскопараллельных областей. Для этого воспользуемся
системой дифференциальных уравнений (5.1.6). Тогда система
уравнений сферических гармоник в 𝑃𝑃2-приближении прини-
мает вид

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 2

𝑑𝑑𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 3Σ1𝜙𝜙1 = 3𝑓𝑓1;

2
𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 5Σ2𝜙𝜙2 = 5𝑓𝑓2.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.4.1)

Из последнего уравнения системы (5.4.1) находим

𝜙𝜙2 = − 2

5Σ2

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

Σ2
𝑓𝑓2. (5.4.2)

Исключая из равенства (5.4.2) производную 𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
с помощью

первого уравнения системы (5.4.1), будем иметь

𝜙𝜙2 =
2

5

Σ0

Σ2
𝜙𝜙0 −

2

5

𝑓𝑓0
5Σ2

+
𝑓𝑓2
Σ2

. (5.4.3)

Полученное выражение подставим во второе уравнение си-
стемы (5.4.1). В результате приходим к следующей системе
уравнений, эквивалентной (5.4.1):

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

[︂(︁
1 +

4

5

Σ0

Σ2

)︁
𝜙𝜙0 −

4

5

𝑓𝑓0
Σ2

+ 2
𝑓𝑓2
Σ2

]︂
+ 3Σ1𝜙𝜙1 = 3𝑓𝑓1.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(5.4.4)

Систему уравнений (5.4.4) удобно представить в виде трех
уравнений

𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

1

3

𝑑𝑑Φ0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1;

Φ0 =

(︂
1 +

4

5

Σ0

Σ2

)︂
𝜙𝜙0 +

2

5Σ2
(5𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓0).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.4.5)
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Требуется найти решение системы уравнений (5.4.5) в обла-
сти 𝐺𝐺, ограниченной поверхностью 𝑆𝑆. Потребуем, чтобы функ-
ции 𝜙𝜙1 и Φ0 были непрерывными во всех точках области 𝐺𝐺1).
Функция 𝜙𝜙0, разумеется, не будет непрерывной во всей области.
Она будет иметь разрывы первого рода в точках области, где
имеют место разрывы функций

Σ0, Σ2, 𝑓𝑓0 и 𝑓𝑓2.

К системе уравнений (5.4.5) присоединим граничные усло-
вия, которые получим из требования, чтобы односторонний по-
ток нейтронов из вакуума в область 𝐺𝐺 равнялся нулю, то есть

𝐽𝐽− =

0∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.4.6)

В соответствии с идеей 𝑃𝑃2-приближения поток нейтронов
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) представим в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
1

2

[︀
𝜙𝜙0 + 3𝜙𝜙1𝑃𝑃1(𝜇𝜇) + 5𝜙𝜙2𝑃𝑃2(𝜇𝜇)

]︀
. (5.4.7)

Подставим выражение (5.4.7) в соотношение (5.4.6). Тогда
получим

𝐽𝐽− =
1

4

(︁
− 𝜙𝜙0 + 2𝜙𝜙1 −

5

4
𝜙𝜙2

)︁
. (5.4.8)

С учетом равенства (5.4.3) будем иметь

𝐽𝐽− =
1

4

[︂
−

(︁
1 +

1

2

Σ0

Σ2

)︁
𝜙𝜙0 + 2𝜙𝜙1 +

1

2Σ2

(︁
𝑓𝑓0 −

5

2
𝑓𝑓2

)︁]︂
. (5.4.9)

Приравнивая к нулю выражение 𝐽𝐽−, приходим к гранич-
ному условию на поверхности 𝑆𝑆:

(︁
1 +

1

2

Σ0

Σ2

)︁
𝜙𝜙0 − 2𝜙𝜙1 =

1

2Σ2

(︁
𝑓𝑓0 −

5

2
𝑓𝑓2

)︁
. (5.4.10)

Легко видеть, что система уравнений (5.4.5) вместе с гра-
ничным условием (5.4.10) переходит в систему уравнений
(5.3.9) и граничные условия (5.3.15) при Σ2= ∞.

1)Из требования непрерывности функции Φ0 следует, что функция 𝜙𝜙0

на границе раздела зон разрывна. Это сближает алгоритм решения кинети-
ческого уравнения в 𝑃𝑃2-приближении с известным методом Ю. А. Романова
[315], с помощью которого диффузионная теория уточняется соответствую-
щей постановкой граничных условий.
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До сих пор наши рассмотрения в рамках 𝑃𝑃2-приближения бы-
ли точными. При переходе к другим геометриям мы сделаем
предположения, которые позволят получить систему уравне-
ний в наиболее простом виде.

В самом деле, введем в рассмотрение систему уравнений

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

1

3
∇Φ0 +Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1;

Φ0 =

(︂
1 +

4

5

Σ0

Σ2

)︂
𝜙𝜙0 +

2

5Σ2
(5𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓0)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.4.11)

с граничными условиями на внешней поверхности 𝑆𝑆:
(︁
1 +

1

2

Σ0

Σ2

)︁
𝜙𝜙0 − 2(𝜙𝜙1)n =

1

2Σ2

(︁
𝑓𝑓0 −

5

2
𝑓𝑓2

)︁
. (5.4.12)

Система уравнений (5.4.11) является 𝑃𝑃2-приближением к ки-
нетическому уравнению, строго говоря, только для случая пло-
скопараллельной геометрии. Для случая сферической и одно-
мерной цилиндрической геометрий, а также для двумерных об-
ластей система (5.4.11) не является точной в смысле 𝑃𝑃2-при-
ближения, а есть лишь некоторая эффективная модель.

В дальнейшем будет показано, что во всех случаях эффектив-
ная схема существенно уточняет решение задачи в 𝑃𝑃1-прибли-
жении. Можно сказать, что, исключая точки, непосредственно
примыкающие к границам раздела на расстоянии ∼ 𝑙𝑙, решение
задачи (5.4.11), (5.4.12) приводит к результатам, мало отличаю-
щимся от результатов в 𝑃𝑃3-приближении. В особенности это от-
носится к решению задачи на значительных расстояниях от ис-
точника, где диффузионная теория и 𝑃𝑃1-приближение оказыва-
ются неточными.

Важно отметить, что эффективная система уравнений
(5.4.12) является балансной, то есть имеет место следую-
щее равенство для всей области 𝐺𝐺:∫︁

𝐺𝐺

Σ0𝜙𝜙0𝑑𝑑r+

∫︁

𝑆𝑆

(𝜙𝜙1)n𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∫︁

𝐺𝐺

𝑓𝑓0𝑑𝑑r. (5.4.13)

В заключение обратим внимание на тот факт, что если
в качестве неизвестных функций в системе уравнений (5.4.11)
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и граничном условии принять Φ0 и 𝜙𝜙1, то придем к следующей
задаче:

∇Φ1 + 𝛼𝛼Σ0Φ0 = 𝛼𝛼𝛼𝛼0;

1

3
∇Φ0 +Σ1Φ1 = 𝐹𝐹1,

⎫⎬
⎭ (5.4.14)

где

Φ0 =

(︂
1 +

4

5

Σ0

Σ2

)︂
𝜙𝜙0 +

2

5Σ2
(5𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓0);

Φ1 = 𝜙𝜙1;

𝐹𝐹0 = 𝑓𝑓0 + 2
Σ0

Σ2
𝑓𝑓2;

𝐹𝐹1 = 𝑓𝑓1;

𝛼𝛼 =
1

1 + 4
5

Σ0
Σ2

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.4.15)

Аналогичным образом граничное условие примет вид
𝜅𝜅Φ0 − 2Φ1n = −𝑔𝑔𝑔 (5.4.16)

где
𝑔𝑔 =

𝛼𝛼

Σ2

[︂(︁1
2
− 4

5
𝜅𝜅
)︁
𝑓𝑓0 −

(︁5
4
− 2

5
𝜅𝜅
)︁
𝑓𝑓2

]︂
;

𝜅𝜅 =
1 + 1

2
Σ0
Σ2

1 + 4
5

Σ0
Σ2

.

В большинстве случаев величина 𝑔𝑔 мала, так что без
больших погрешностей можно положить 𝑔𝑔 = 0. Тогда будем
иметь простейшее граничное условие

𝜅𝜅Φ0 − 2Φ1n = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (5.4.16′)

После того как решение задачи (5.4.14) и (5.4.16) найдено,
глобальный поток нейтронов можно определить по формуле

𝜙𝜙0 = 𝛼𝛼
[︁
Φ0 −

2

5Σ2
(5𝑓𝑓2 − 2𝑓𝑓0)

]︁
. (5.4.17)

Таким образом, формально алгоритм решения задачи в рам-
ках эффективной схемы совпадает с алгоритмом решения
в 𝑃𝑃1-приближении. Этим обстоятельством мы будем пользо-
ваться при разработке численных схем расчета, сосредоточив
внимание только на подробном рассмотрении решения зада-
чи в 𝑃𝑃1-приближении.
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Рассмотрим случай изотропного источника нейтронов в бес-
конечной однородной среде. В этом случае система уравнений
(5.4.14) принимает вид

𝐿𝐿2

𝛼𝛼
∇2Φ0 − Φ0 = −𝑄𝑄(r), (5.4.18)

где
𝐿𝐿2 =

1

3Σ0Σ1
; 𝑄𝑄(r) =

𝐹𝐹0(r)

Σ0
=

𝑓𝑓0
Σ0

.

Если источник точечный, то

𝑄𝑄(r) =
𝛿𝛿(|r− r′|)

4𝜋𝜋Σ0|r− r′|2
,

и, следовательно, решение уравнения (5.4.18) имеет вид

Φ0(r) =
𝛼𝛼

4𝜋𝜋𝜋𝜋2Σ0

𝑒𝑒−
√
𝛼𝛼
|r−r′|

𝐿𝐿

|r− r′|
. (5.4.19)

Переходя от функции Φ0(r) к 𝜙𝜙0(r) по формуле (5.4.17), будем
иметь

𝜙𝜙0(r) =
4

5

𝛼𝛼

Σ0Σ2
− 𝛿𝛿(|r− r′|)

4𝜋𝜋|r− r′|2
+

𝛼𝛼2

𝐿𝐿2Σ0

𝑒𝑒−
√
𝛼𝛼
|r−r′|

𝐿𝐿

4𝜋𝜋|r− r′|
. (5.4.20)

Анализ решения (5.4.20) показывает, что оно имеет три пер-
вые четные момента, совпадающие с точными моментами ки-
нетического уравнения.

Обратим внимание на следующее обстоятельство, а именно:
если

Σ𝑐𝑐

Σ
≪ 1,

то второй член в решении (5.4.20) совпадает с асимптотическим
решением (2.1.18). В самом деле, в этом случае

𝛼𝛼2

Σ𝑐𝑐

Σ2 − 𝛼𝛼2

𝛼𝛼2 − ΣΣ𝑐𝑐
≈ 𝛼𝛼

2𝐿𝐿2
и 𝛼𝛼 ≈

√
𝛼𝛼

𝐿𝐿
.

Таким образом, высказанное утверждение доказано. Это
значит, что решение задачи о точечном источнике в беско-
нечной среде в 𝑃𝑃2-приближении в случае слабого поглощения
совпадает с асимптотической частью решения кинетического
уравнения. А условие баланса нейтронов достигается тем, что
в начале координат к асимптотическому решению добавляется
точечный источник соответствующей интенсивности.
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5.5. Вариационный принцип и метод
сферических гармоник

Известно, что в методе сферических гармоник имеется
некоторый произвол в выборе граничных условий. Р. Маршак
предложил рассматривать граничные условия вида (5.1.9).
На основе эмпирического анализа было установлено, что такие
граничные условия — наилучшие. Однако только В. В. Вла-
димирову, на основе сформулированного им вариаци-
онного принципа, удалось строго обосновать граничные усло-
вия Маршака (см. [71]). В настоящем параграфе изложены
результаты В. С. Владимирова [71].

Так же, как и при рассмотрении вариационного принципа,
будем исходить из следующей задачи:

(5.5.1)

𝜙𝜙(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (5.5.2)

Ради простоты ограничимся рассмотрением только плоско-
параллельной задачи. В этом случае эквивалентная самосопря-
женная задача имеет вид

(︁ 𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁2
𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝜆(𝑧𝑧)

1∫︁

0

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ′) 𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ), (5.5.3)

𝑢𝑢+
𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=𝑎𝑎

= 0;

𝑢𝑢− 𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=−𝑎𝑎

= 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(5.5.4)

причем связь функций 𝑢𝑢 и 𝜙𝜙 осуществляется с помощью ра-
венств

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) + 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧−𝜇𝜇)

]︀
;

𝜇𝜇

𝛼𝛼(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

2

[︀
𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )− 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧−𝜇𝜇)

]︀
.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(5.5.5)

1

𝛼𝛼(𝑟𝑟)
Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 =

𝜆𝜆

4𝜋𝜋
ℎ(r)

∫︁
𝜙𝜙(r,Ω′) 𝑑𝑑Ω′ + 𝐹𝐹 (r,Ω),
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Пусть функция 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) ищется в виде ряда по полиномам Ле-
жандра:

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

2

𝑛𝑛∑︁
𝑘𝑘=0

(2𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑘𝑘(𝜇𝜇). (5.5.6)

Из формулы (5.5.6) и (5.5.5) следует, что решение эквива-
лентной задачи ищется в виде

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

2

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙2𝑘𝑘𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇), (5.5.7)

при этом

−𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕
=

1

2

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 3)𝜙𝜙2𝑘𝑘+1𝑃𝑃2𝑘𝑘+1(𝜇𝜇). (5.5.8)

Подставив ряд (5.5.7) в левую часть соотношения (5.5.8),
получим

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 3)𝜙𝜙2𝑘𝑘+1(𝑧𝑧)𝑃𝑃2𝑘𝑘+1(𝜇𝜇) +

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙2
′
𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑘𝑘(𝜇𝜇) = 0. (5.5.9)

Принимая во внимание соотношение (5.1.5), устанавлива-
ем, что равенство (5.5.9) эквивалентно равенствам

2𝑘𝑘 + 1

4𝑘𝑘 + 3
𝜙𝜙
′
2𝑘𝑘(𝑧𝑧) +

2𝑘𝑘 + 2

4𝑘𝑘 + 3
𝜙𝜙′
2𝑘𝑘+2(𝑧𝑧) + 𝜙𝜙2𝑘𝑘+1(𝑧𝑧) = 0, (𝑘𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑚− 1).

(5.5.10)
Для того чтобы получить четные уравнения и граничные усло-
вия, потребуем, чтобы функция (5.5.7) сообщила минимум
функционалу 𝑃𝑃 (𝑢𝑢) [соответственно 𝐻𝐻(𝑢𝑢)].

Пусть 𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) такая функция:

𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) =
1

2

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝜀𝜀2𝑘𝑘𝑣𝑣2𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇), (5.5.11)

где 𝜀𝜀2𝑘𝑘 — произвольные числа и 𝑣𝑣2𝑘𝑘(𝑧𝑧) — произвольные диффе-
ренцируемые функции. Тогда наше требование сводится к ра-
венствам

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝑘𝑘
𝑃𝑃

{︃
1

2

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)
[︀
𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑧𝑧) + 𝜀𝜀2𝑘𝑘𝑣𝑣(𝑧𝑧)

]︀
𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇)

}︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝜀𝜀2𝑘𝑘=0

,

(𝑘𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚𝑚− 1),

(5.5.12)
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откуда в силу определения (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢), (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ) и (𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ), получим

1

2

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

{︃
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)
[︀
𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝜇𝜇2𝜙𝜙′

2𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑣𝑣
′
2𝑖𝑖(𝑧𝑧)

]︀}︃
+

+

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

{︃
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)
[︀
𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑎𝑎)𝑣𝑣2𝑘𝑘(𝑎𝑎)+

+ 𝜙𝜙2𝑘𝑘(−𝑎𝑎)𝑣𝑣2𝑘𝑘(−𝑎𝑎)
]︀}︃

− 𝜆𝜆

2

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′ℎ(𝑧𝑧)×

×

[︃
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧)

]︃
−

−
𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧) = 0. (5.5.13)

Принимая во внимание формулу (5.5.9), получим далее

− 1

2

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 3)

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑘𝑘+1(𝑡𝑡)𝑣𝑣
′
2𝑖𝑖(𝑧𝑧)

1∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑘𝑘+1(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑−

− 𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑎𝑎)
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑎𝑎)

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝑑𝑑𝑑𝑑+

+ 𝑣𝑣2𝑖𝑖(−𝑎𝑎)
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

(4𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙2𝑘𝑘(−𝑎𝑎)

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇)+

+

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

{︀
𝜙𝜙0(𝑧𝑧)− 𝜆𝜆𝜆(𝑧𝑧)𝜙𝜙0(𝑧𝑧)− 𝑓𝑓0(𝑧𝑧)

}︀
𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑+

+
𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=0

𝑎𝑎∫︁

−𝑎𝑎

{︀
𝜙𝜙2𝑘𝑘(𝑧𝑧)− 𝑓𝑓2𝑘𝑘(𝑧𝑧)

}︀
𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, (5.5.14)

где

𝑓𝑓2𝑘𝑘 =

1∫︁

−1

𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑃𝑃2𝑘𝑘(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
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Интегрируя по частям и пользуясь соотношением (5.1.5)
и произвольностью функций 𝑣𝑣2𝑖𝑖(𝑧𝑧), получаем четные уравнения

2𝑘𝑘

4𝑘𝑘 + 1
𝜙𝜙
′
2𝑘𝑘−1(𝑧𝑧) +

2𝑘𝑘 + 1

4𝑘𝑘 + 1
𝜙𝜙′
2𝑘𝑘+1(𝑧𝑧) + 𝜙𝜙2𝑖𝑖(𝑧𝑧) = 𝜆𝜆𝜆(𝑧𝑧)𝛿𝛿0𝑖𝑖𝜙𝜙0 + 𝑓𝑓2𝑘𝑘(𝑧𝑧) (5.5.15)

и граничные условия
2𝑚𝑚+1∑︁
𝑘𝑘=0

(2𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑎𝑎)

0∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0;

2𝑚𝑚+1∑︁
𝑘𝑘=0

(2𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙𝑘𝑘(−𝑎𝑎)

0∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜇𝜇)𝑃𝑃2𝑖𝑖(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.5.16)

(𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚𝑚− 1).

Ввиду того, что

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
1

2

2𝑚𝑚+1∑︁
𝑘𝑘=0

(2𝑘𝑘 + 1)𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑘𝑘(𝜇𝜇),

граничные условия (5.5.16) можно записать следующим
образом:

0∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 )𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑖𝑖(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0;

0∫︁

−1

𝜙𝜙(−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 )𝜇𝜇𝜇𝜇2𝑖𝑖(𝜇𝜇) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.5.17)

(𝑖𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑚− 1).

С помощью линейного преобразования формулы (5.5.17) окон-
чательно можно привести к эквивалентным формулам вида

0∫︁

−1

𝜙𝜙(𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 )𝜇𝜇2𝑖𝑖+1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0;

0∫︁

−1

𝜙𝜙(−𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎 )𝜇𝜇2𝑖𝑖+1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(5.5.18)

(𝑖𝑖 = 0, 1, . . . ,𝑚𝑚− 1).
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Таким образом, с помощью вариационного принципа мы
пришли к уравнениям сферических гармоник и граничным
условиям.

Аналогичные рассмотрения можно проделать и для других
задач. В частности, эти результаты могут быть применены
и к задачам в диффузионном приближении.

Необходимо иметь в виду, что граничные условия Маршака
можно считать обоснованными только в тех случаях, когда при-
меним вариационный принцип (см. § 3.5).

Гл. 5. Метод сферических гармоник178



Глава 6. 181

6
Конечно-разностные уравнения
для одномерных областей

6.1. Общий метод построения конечно-
разностных уравнений диффузии
для одномерной геометрии

Точное решение дифференциальных уравнений эллиптиче-
ского типа даже в случае простых областей связано с больши-
ми вычислительными трудностями. Поэтому появляется необ-
ходимость в использовании для решения задач различных при-
ближенных методов.

Наиболее удобный из них метод конечных разностей, сущ-
ность которого состоит в замене дифференциального операто-
ра конечно-разностным. В результате задача, сформулиро-
ванная в терминах дифференциальных операторов, сводится
к простейшей задаче линейной алгебры.

Известно, что аппроксимацию дифференциального урав-
нения конечно-разностным можно осуществить различными
методами. Мы будем следовать наиболее эффективному из них,
а именно методу «непрерывного» счета, который для урав-
нений диффузии был предложен А. Н. Тихоновым и А. А. Са-
марским [353–356]. Этот метод позволяет в простой и едино-
образной форме получать различные уравнения, соответству-
ющие широкому классу дифференциальных уравнений с ку-
сочно-непрерывными коэффициентами.

В настоящей главе рассмотрен метод построения разност-
ных уравнений диффузии для одномерных областей.

Рассмотрим уравнение диффузии для одномерных областей.

Глава 6. 179
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Оно имеет вид
1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− Σ𝜙𝜙 = −𝑓𝑓(𝑟𝑟), (6.1.1)

где

𝛼𝛼 =

⎧
⎨
⎩

0 — для плоской геометрии,
1 — для цилиндрической геометрии,
2 — для сферической геометрии;

𝐷𝐷 — коэффициент диффузии; Σ — макроскопическое сечение
захвата.

Будем считать, что функции 𝐷𝐷𝐷Σ и 𝑓𝑓 — кусочно-непрерывные
в объеме реактора с возможными точками разрыва первого рода.

Требуется найти непрерывное решение уравнения (6.1.1),
обладающее непрерывной функцией

𝐽𝐽 = −𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

(6.1.2)

и удовлетворяющее определенным граничным условиям.
На интервал изменения переменной 𝑟𝑟 нанесем две системы

узловых точек: основную — 𝑟𝑟𝑘𝑘 и вспомогательную — 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2. Точ-
ки этих двух систем взаимно чередуются, то есть

𝑟𝑟𝑘𝑘 < 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 < 𝑟𝑟𝑘𝑘+1.

Более подробные сведения о взаимном расположении точек
𝑟𝑟𝑘𝑘 и 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 даны ниже.

Уравнение (6.1.1) помножим на 𝑟𝑟𝛼𝛼 и проинтегрируем по 𝑟𝑟

в пределах 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2 < 𝑟𝑟 𝑟 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2. В результате получим соотно-
шение

𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0, (6.1.3)

где
𝐽𝐽𝑘𝑘±1/2 = 𝐽𝐽(𝑟𝑟𝑘𝑘±1/2).

Для нахождения функции 𝐽𝐽𝑘𝑘±1/2 поступим следующим об-
разом. Уравнение (6.1.1) проинтегрируем в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟).
Тогда получим

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.1.4)
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Выражение (6.1.4) поделим на 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷 и проинтегрируем в
пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘). В результате будем иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
+

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.1.5)

Разрешая уравнение (6.1.5) относительно 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 приходим
к следующему соотношению

𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 =
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

[︃
𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 −

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
. (6.1.6)

Таким образом, нам удалось функцию 𝐽𝐽𝑘𝑘±1/2 выразить через 
известные функции, а также искомое решение задачи. Соотно-
шение (6.1.6) точное. Подставим теперь соотношение (6.1.6) 
в равенство (6.1.3). Тогда приходим к уравнению следующего 
вида: 

− 1
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑+

+
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. (6.1.7)

Равенство (6.1.7) будет основным для получения конечно-
разностных уравнений диффузии.

Рассмотрим два частных случая. Сначала предположим, что
величины Σ и 𝑓𝑓 равны нулю. В этом случае уравнение (6.1.1)
принимает следующий вид:

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0. (6.1.8)

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁+1

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟∫︁𝑘𝑘

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑−
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Соответствующее ему разностное уравнение получим
с помощью соотношения (6.1.7). Оно имеет вид

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

= 0. (6.1.9)

Очевидно, разностное уравнение (6.1.9) доставляет точное
решение уравнения (6.1.8) в узлах 𝑟𝑟𝑖𝑖 выбранной сетки. На
этот факт впервые обратил внимание А. А. Самарский [356].

Предположим теперь, что функция 𝑓𝑓 отлична от нуля. Ока-
зывается, в этом случае также можно найти точное решение
уравнения

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑓𝑓(𝑟𝑟) (6.1.10)

во всех узлах сетки с помощью соответствующего конечно-
разностного уравнения

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

+ 𝐹𝐹𝑘𝑘 = 0, (6.1.11)

где

𝐹𝐹𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 +
1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑−

− 1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.1.12)

В сущности этими двумя случаями и ограничиваются воз-
можности получения точных конечно-разностных уравнений.
Дальнейшая задача заключается в получении разностных
схем заданной точности.
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6.2. Точность конечно-разностных схем
в классе непрерывных функций

Рассмотрим линейное уравнение

𝐿𝐿𝐿𝐿 = −𝑓𝑓𝑓 (6.2.1)

Поставим ему в соответствие разностное уравнение

𝐿𝐿ℎ𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 = −𝑓𝑓ℎ

𝑘𝑘 , (6.2.2)

где ℎ — характерный шаг сетки, а 𝑘𝑘 — номер узла.
Будем говорить, что решение конечно-разностного уравне-

ния имеет 𝑛𝑛-й интегральный порядок точности относительно
решения уравнения (6.2.1), если во всех точках разностной сет-
ки (см. [354])

|𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 | < 𝑀𝑀𝑀𝑛𝑛, (6.2.3)

где 𝑀𝑀 — положительная константа.
Очевидно, что вопрос о точности аппроксимации диффе-

ренциального уравнения конечно-разностным тесно связан
с вопросом о точности решения конечно-разностного уравне-
ния и сходимости его к точному решению задачи.

При суждении о точности аппроксимации дифференциаль-
ного уравнения конечно-разностным в первую очередь необхо-
димо задать классы функций 𝐷𝐷𝐷Σ и 𝑓𝑓 . Дифференциальные свой-
ства классов этих функций определяют класс функций, в кото-
рых ищется само решение задачи.

Для того чтобы пояснить сказанное, рассмотрим уравнение

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑓𝑓(𝑟𝑟). (6.2.4)

Как было показано выше, точным конечно-разностным
аналогом этого уравнения является

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

= −𝐹𝐹𝑘𝑘, (6.2.5)
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где

𝐹𝐹𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 +
1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑−

− 1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.2.6)

Рассмотрим теперь конечно-разностное уравнение

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

+

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. (6.2.7)

Установим точность аппроксимации дифференциального
уравнения (6.2.5) конечно-разностным (6.2.7).

Предположим, что функции 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 непрерывны вместе со сво-
ими производными первого порядка и кусочно-непрерывными
производными второго порядка.

Пусть

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.2.8)

Обозначим разность
Δ𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝑘𝑘 − 𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 .

Рассмотрим выражение

𝐵𝐵𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

. (6.2.9)

В выражении (6.2.9) разложим функцию 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓 в ряд Тей-
лора в окрестности точки 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2. Тогда получим

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝑓𝑓𝑘𝑘−1/2 + (𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓)′𝑘𝑘−1/2(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2)++
1

2
(𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓)

′′

𝑘𝑘−1/2(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2)
2 + . . ..
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Аналогично
1

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
=

1

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2
+

(︁ 1

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

)︁′

𝑘𝑘−1/2
(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2) + . . . .

Подставляя эти разложения в (6.2.9) и полагая Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 = Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2 =

= Δ𝑟𝑟, нетрудно получить

𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝑘𝑘−1/2
Δ𝑟𝑟

2

24
+ . . . , (6.2.10)

где
𝐴𝐴𝑘𝑘−1/2 =

1

2
(𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓)𝑘𝑘−1/2 − 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝑓𝑓𝑘𝑘−1/2(ln 𝑟𝑟

𝛼𝛼𝐷𝐷)′𝑘𝑘−1/2.

Составим разность

𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘 = (𝐴𝐴𝑘𝑘+1/2 −𝐴𝐴𝑘𝑘−1/2)
Δ𝑟𝑟2

24
+ . . . .

Ввиду отмеченных выше дифференциальных свойств функций 𝑓𝑓

и 𝐷𝐷 можно показать, что

𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝑀𝑀Δ𝑟𝑟3 + . . . , (6.2.11)
где

𝑀𝑀 =
1

2
(𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓)

′′
𝑘𝑘 −

[︀
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓(ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷)′

]︀′
𝑘𝑘
.

Равенство (6.2.6) перепишем в виде

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 +𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘.

С точностью до величин третьего порядка малости получим

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑀𝑀𝑘𝑘Δ𝑟𝑟2 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3)

]︀
. (6.2.12)

Принимая во внимание соотношение (6.2.12), нетрудно по-
лучить оценку решения конечно-разностного уравнения по от-
ношению к точному. В самом деле, рассмотрим две конечно-
разностные схемы, в одной из которых правой частью является
величина

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.2.13)

а в другой
𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘

(︀
1 +𝑀𝑀Δ𝑟𝑟2

)︀
. (6.2.14)

В соответствии с этим будем говорить, что конечно-разностная
схема имеет второй локальный порядок аппроксимации.

=
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Представляет интерес рассмотреть разностное уравнение,
несколько отличное от (6.2.7), а именно:

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
−

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
+ 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 = 0.

(6.2.15)
Введем в рассмотрение следующие обозначения:

𝐿𝐿𝑘𝑘𝜙𝜙 =
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

;

𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘𝜙𝜙 =

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
Δ𝑟𝑟(︀

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
)︀
𝑘𝑘+1/2

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
Δ𝑟𝑟(︀

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
)︀
𝑘𝑘−1/2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.2.16)

Тогда точное уравнение (6.2.5) можно записать в виде
𝐿𝐿𝑘𝑘𝜙𝜙+ 𝐹𝐹𝑘𝑘 = 0. (6.2.17)

а приближенное (6.2.15) —
𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ + 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 0, (6.2.18)

где
𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 .

Вычитая из (6.2.17) равенство (6.2.18), получаем

𝐿𝐿𝑘𝑘𝜙𝜙− 𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ + 𝐹𝐹𝑘𝑘 − 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 0, (6.2.19)

Принимая во внимание тот факт, что
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
=

Δ𝑟𝑟

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2
+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3),

получаем
𝐿𝐿𝑘𝑘𝜙𝜙 = 𝐿𝐿ℎ

𝑘𝑘𝜙𝜙+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3).

Составим разность

𝐹𝐹𝑘𝑘 − 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟 −𝐵𝐵𝑘𝑘+1 +𝐵𝐵𝑘𝑘.

Если теперь воспользоваться разложением функции 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓(𝑟𝑟) в ряд
Тейлора

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓(𝑟𝑟) = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 𝑓𝑓𝑘𝑘 +
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑘𝑘
(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑘𝑘) +

1

2

𝑑𝑑2𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑2

⃒⃒
⃒
𝑘𝑘
(𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑘𝑘)

2 + . . .

.
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и учесть соотношение (6.2.11), то нетрудно получить

𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘(𝜙𝜙− 𝜙𝜙ℎ) = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3). (6.2.20)

Ввиду того что
𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘𝜙𝜙 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟)

и
𝐿𝐿ℎ
𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟),

то на основании соотношения (6.2.20) приходим к выводу, что

𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2)

]︀
. (6.2.21)

А это значит, что разностная схема (6.2.15) также имеет вто-
рой интегральный порядок точности.

Переходим к рассмотрению уравнения диффузии
1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓𝑓 (6.2.22)

Предположим, что решение уравнения (6.2.22) — функция
𝜙𝜙 и функции 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 и Σ принадлежат классу функций, непрерыв-
ных на интервале (0, 𝑙𝑙) вместе с производными первого порядка
и ограниченными производными второго порядка.

Очевидно, что при указанных предположениях правая часть
уравнения (6.2.22) формально играет роль функции 𝑓𝑓(𝑟𝑟) про-
стейшего уравнения (6.2.4), а это значит, что для оценок точно-
сти конечно-разностных схем можно воспользоваться ранее по-
лученными результатами. Так, например, можно показать, что
разностное уравнение

𝜙𝜙𝑘𝑘+1ℎ− 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘 = −
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓(𝑟𝑟)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.2.23)

имеет второй локальный порядок аппроксимации при

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 = Δ𝑟𝑟𝑘𝑘±1/2 = Δ𝑟𝑟𝑟

Такой же вывод может быть сделан относительно разност-
ного уравнения

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.2.24)
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где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟
;

𝑝𝑝𝑘𝑘 = Σ𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑟

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.2.25)

6.3. Конечно-разностные уравнения
в классе разрывных функций

Рассмотрим простейшее уравнение (6.2.4). Пусть 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 при-
надлежат классу функций, кусочно-непрерывных на интерва-
ле (0, 𝑙𝑙) вместе с кусочно-непрерывными производными вплоть
до второго порядка. Относительно решения задачи — 𝜙𝜙(𝑟𝑟) бу-
дем предполагать, что оно принадлежит классу непрерывных
функций на интервале (0, 𝑙𝑙), обладающих непрерывной функци-
ей потока

𝐽𝐽 = −𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

и имеющих ограниченную производную от потока.
Будем считать, что точки разрывов функций совпадают

с точками разрывов их производных.
Изучим два случая: первый — точки разрыва совпадают с уз-

ловыми точками 𝑟𝑟𝑘𝑘 и второй — точки разрыва являются внут-
ренними точками интервалов (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1). В обоих случаях будем
предполагать, что основным конечно-разностным уравнением
является следующее:

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

= −

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.3.1)

Сначала рассмотрим первый случай, когда точки разрыва
приходятся на узловые точки, а в интервалах (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1) функции
𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙  и 𝐷𝐷 являются непрерывными, имеют непрерывные произ-
водные первого порядка и ограниченные — второго порядка.
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Аналогично предыдущему найдем

𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘−1/2

24
+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3). (6.3.2)

Рассмотрим разность величин 𝐵𝐵𝑘𝑘+1 и 𝐵𝐵𝑘𝑘:

𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

24

(︀
𝐴𝐴𝑘𝑘+1/2Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘+1/2 −𝐴𝐴𝑘𝑘−1/2Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘−1/2

)︀
+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3). (6.3.3)

Ввиду того, что функция 𝑓𝑓𝑓 𝐷𝐷 и их производные кусочно-
непрерывны с разрывами в точках 𝑟𝑟𝑘𝑘, разность функций, за-
ключенных в скобки в соотношении (6.3.3), уже не будет
иметь третий порядок малости, как в случае непрерывных
функций, рассмотренном выше. С точностью до величин тре-
тьего порядка малости можно записать:

𝐵𝐵𝑘𝑘+1−𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

24

{︃
1

2

[︃
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

−

[︃
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

}︃
+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3), (6.3.4)

где использованы обозначения

[𝜓𝜓]𝑘𝑘 = 𝜓𝜓+
𝑘𝑘 − 𝜓𝜓−

𝑘𝑘 ; 𝜓𝜓 ±
𝑘𝑘 = 𝜓𝜓(𝑟𝑟𝑘𝑘 ±𝑂𝑂).

Это значит, что

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 +

1

48

[︃
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

− 1

24

[︃
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3), (6.3.5)

где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 (6.3.6)

Из соотношений (6.3.5) и (6.3.6) следует:

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟)

]︀
. (6.3.7)

Следовательно, разностная схема (6.3.1) в случае разрывов,
совпадающих с узловыми точками, имеет первый локальный
порядок аппроксимации.

Важно заметить, что разностное уравнение (6.3.1) имеет
первый локальный порядок аппроксимации лишь в отдельных
точках, в которых нарушается непрерывность коэффициентов
исходного уравнения диффузии, а также функции 𝑓𝑓(𝑟𝑟).
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А. Н. Тихонов и А. А. Самарский показали [356], что, несмот-
ря на то, что уравнение (6.3.1), вообще говоря, имеет первый ло-
кальный порядок аппроксимации, решение разностного урав-
нения имеет второй интегральный порядок точности, то есть

𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2)

]︀
. (6.3.8)

Аналогичным образом можно показать, что разностная схема

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
= −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.3.9)

где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2
;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

(︀
𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼Δ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘
,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(6.3.9′)

также имеет второй интегральный порядок точности.
Здесь использовано следующее обозначение:

(𝐴𝐴)𝑘𝑘 =
1

2
(𝐴𝐴+

𝑘𝑘 +𝐴𝐴−
𝑘𝑘 ).

Если функции 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 непрерывны вместе со своими производ-
ными первого порядка и ограниченными производными второ-
го порядка и Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 = Δ𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 = Δ𝑟𝑟, то в выражении (6.3.5)

[︃
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

= 0,

[︃
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

= 0,

и, следовательно, конечно-разностные системы (6.3.1) и (6.3.9)
имеют второй порядок аппроксимации и второй интегральный
порядок точности. Естественно, что этот результат совпадает
с полученным в § 6.2.

Для уравнения диффузии рассмотрим следующую разност-
ную схему:

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘 = −

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.3.10)

Нетрудно показать, что эта схема имеет первый локальный поря-
док аппроксимации в рассматриваемом классе функций 𝑓𝑓 , 𝐷𝐷, Σ
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и решений 𝜙𝜙. К такому же выводу приходим при рассмотрении
конечно-разностной схемы вида

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.3.11)

где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2
;

𝑝𝑝𝑘𝑘 =
(︀
ΣΔ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 ;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

(︀
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.3.11′)

Переходим к рассмотрению второго случая, когда разры-
вы функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 и их производных приходятся на внутренние
точки интервалов (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1). Для простоты предположим, что
на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1) имеется только одна точка разрыва.
Обобщение на случай нескольких точек разрыва не представ-
ляет труда. Пусть точка разрыва совпадает с координатой 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2.
В этом случае

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

8

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

, (6.3.12)

и, следовательно,

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 +

1

8

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘+1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

− 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎫⎪⎬
⎪⎭

+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2),

(6.3.13)
где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.3.14)

Таким образом,
𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(1)

]︀
. (6.3.15)

В результате приходим к выводу, что конечно-разностная схема
(6.3.1) имеет нулевой локальный порядок аппроксимации.

А. Н. Тихонов и А. А. Самарский показали [353, 356], что уравне-
ние (6.3.1) имеет второй интегральный порядок точности.
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Аналогичный вывод может быть сделан и относительно следу-
ющей разностной схемы:

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
= −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.3.16)
где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2(︀
Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︀
𝑘𝑘−1/2

,

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(6.3.16′)

Перейдя к рассмотрению уравнения диффузии, можно пока-
зать, что в соответствующем классе функций 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓Σ и 𝜙𝜙 конечно-
разностное уравнение (6.2.23) будет иметь нулевой локальный
порядок аппроксимации. Такой же вывод может быть сделан
по отношению к конечно-разностной схеме

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.3.17)
где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2(︀
𝐷𝐷
Δ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘+1/2

;

𝑝𝑝𝑘𝑘 = Σ𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.3.17′)

Следует отметить, что этот результат качественно не изменит-
ся, если предположить, что точки 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 выбраны в середине со-
ответствующих интервалов.

Таким образом, на основании проведенного анализа мож-
но утверждать, что конечно-разностное уравнение с разрыва-
ми в узловых точках на порядок более точны в смысле локаль-
ной аппроксимации по сравнению со схемами, в которых раз-
рыв приходится на внутреннюю точку интервалов 𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1, хотя
интегральные порядки точности этих схем совпадают.

6.4. Усовершенствованные
конечно-разностные схемы

Полученные в предыдущем параграфе конечно-разностные
уравнения диффузии просты и весьма удобны для практическо-
го использования. Особенно это относится к схеме, где точка
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разрыва совпадает с узловой точкой сетки. Эта схема при боль-
шом числе счетных узлов может привести к результатам высо-
кой точности.

Основные погрешности, допускаемые заменой дифференци-
ального уравнения разностным, возникают в точках, непосред-
ственно примыкающих к разрывам функций. Если свойства зон
реактора различаются сильно, то такие погрешности могут ока-
заться значительными.

Для повышения точности расчетов можно пользоваться усо-
вершенствованными конечно-разностными схемами, которые
учитывают особенности поведения функций вблизи разрывов
и приводят к схемам повышенной локальной аппроксимации.

Начнем рассмотрение со случая, когда точка разрыва совпа-
дает с узловой точкой сетки. Точное дифференциальное уравне-
ние (6.2.4) заменим приближенным конечно-разностным урав-
нением вида

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

= −𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 , (6.4.1)

где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 +
1

48

[︃
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

− 1

24

[︃
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︃

𝑘𝑘

. (6.4.2)

Это значит, что для данной разностной схемы имеет место
соотношение

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2)

]︀
. (6.4.3)

Следовательно, конечно-разностная схема (6.4.1) обеспечи-
вает второй локальный порядок аппроксимации во всех узлах
сетки, то есть можно показать [356], что в данном случае ин-
тегральный порядок точности схемы (6.4.1) будет второй:

𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2)

]︀
. (6.4.4)

Это значит, что усовершенствованные схемы не улучшают
интегрального порядка точности, а повышают лишь локальный
порядок аппроксимации. Таким образом, усовершенствование
конечно-разностной схемы свелось к тому, что вместо первого
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локального порядка аппроксимации, который имела разност-
ная схема (6.3.1), мы имеем теперь схему второго локального
порядка аппроксимации.

Аналогичное заключение о втором порядке аппроксимации
может быть сделано по отношению к следующей разностной
схеме:

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
= −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.4.5)
где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 +

7

48

[︂
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

− 1

24

[︂
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

, (6.4.6)

а величины 𝜇𝜇𝑘𝑘 определяются первой формулой из (6.3.11’).
Здесь, кроме того, использован тот факт, что

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 +
1

8

[︂
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

+𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3). (6.4.7)

Для получения усовершенствованных конечно-разностных
уравнений диффузии необходимо во всех предыдущих форму-
лах функцию 𝑓𝑓 заменить 𝑓𝑓 − Σ𝜙𝜙.

Рассмотрим, например, разностное уравнение (6.4.5). В этом
случае выражение 𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 необходимо заменить

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 −𝐴𝐴𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 ,

где

𝐴𝐴𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘

{︂
(ΣΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 +

7

48

[︂
Σ
𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

− 1

24

[︂
Σ
𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘

}︂
.

(6.4.8)

Произведем преобразование величины
[︁𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

Δ𝑟𝑟2
]︁
𝑘𝑘
:

[︂
Σ
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

= −
[︂
Σ

𝐷𝐷
Δ𝑟𝑟2𝐽𝐽

]︂

𝑘𝑘

=

= −
Σ𝑘𝑘+1/2

𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2
Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘+1/2𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 +

Σ𝑘𝑘−1/2

𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2
Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘−1/2𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3), (6.4.9)

где
𝐽𝐽 = −𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
.
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Тогда будем иметь

𝐴𝐴𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 =

{︂
(ΣΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 −

1

24

[︂
ΣΔ𝑟𝑟2

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

]︂

𝑘𝑘

}︂
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−

− 7

48

Σ𝑘𝑘+1/2

𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2
Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘+1/2𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 +

7

48

Σ𝑘𝑘−1/2

𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2
Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘−1/2𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟3).

(6.4.10)
В результате приходим к следующему разностному уравне-

нию диффузии второго локального порядка аппроксимации:

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.4.11)
где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 (𝑓𝑓Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 +

7

48

[︂
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝑓𝑓

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︂

𝑘𝑘

− 1

24

[︂
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

]︂

𝑘𝑘

;

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
1 +

7

48

Σ𝑘𝑘−1/2

𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2
Δ𝑟𝑟2𝑘𝑘−1/2

)︁
;

𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 (ΣΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 −
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
24

[︂
ΣΔ𝑟𝑟2

𝑑𝑑 ln 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

]︂

𝑘𝑘

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.4.12)

Переходим к случаю, когда точка разрыва совпадает с точ-
кой 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2. Рассмотрим разностное уравнение

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

= −𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 , (6.4.13)

где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 +
1

8

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘+1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

− 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎫⎪⎬
⎪⎭

.

(6.4.14)
Нетрудно показать, что имеет место оценка

𝐹𝐹𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟)

]︀
, (6.4.15)

и, следовательно, приходим к выводу о том, что конечно-разно-
стная схема (6.4.13) имеет первый локальный порядок аппрок-
симации. Аналогичный вывод также можно сделать по отноше-
нию к следующей разностной схеме:
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𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
= −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.4.16)
где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 +

1

8

⎧
⎪⎨
⎪⎩
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘+1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

− 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎫
⎪⎬
⎪⎭

, (6.4.17)

а величины 𝜇𝜇𝑘𝑘 определяются формулами (6.3.16’).
Рассмотрим теперь уравнение диффузии. Заменяя всюду 𝑓𝑓

на 𝑓𝑓 − Σ, приходим к усовершенствованной разностной схеме
первого локального порядка аппроксимации

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.4.18)
где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 +

1

8

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘+1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

− 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

[︁
𝑓𝑓Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎫⎪⎬
⎪⎭

;

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2(︁
Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

;

𝑝𝑝𝑘𝑘 = Σ𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 +

1

8

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2

[︁
ΣΔ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘+1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

− 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

[︁
ΣΔ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎫⎪⎬
⎪⎭
.

(6.4.18′)

6.5. Конечно-разностные уравнения
для систем дифференциальных
уравнений первого порядка

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений первого
порядка в следующем виде:

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑𝛼𝛼𝜙𝜙1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

1

3

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ1𝜙𝜙1 = 𝑓𝑓1.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(6.5.1)
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Система уравнений (6.5.1) является обобщением уравнения
диффузии и совпадает с последним при 𝑓𝑓1 = 0. Существен-
ной особенностью этой системы является то, что ее решение
ищется в классе функций {𝜙𝜙0} и {𝜙𝜙1}, непрерывных во всем объ-
еме реактора и имеющих ограниченные производные первого
порядка. Относительно функций 𝑓𝑓0, 𝑓𝑓1,Σ0 и Σ1 будем предпола-
гать, что они принадлежат классу кусочно-непрерывных функ-
ций вместе с производными первого порядка.

Для получения конечно-разностных уравнений будем посту-
пать следующим образом. Умножим почленно первое из урав-
нений на 𝑟𝑟𝛼𝛼 и проинтегрируем (6.5.1) по 𝑟𝑟 в пределах от 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

до 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2:

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘+1/2𝜙𝜙1,𝑘𝑘+1/2 − 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 = −

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−

∫︁

1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.5.2)

Затем то же уравнение помножим почленно на 𝑟𝑟𝛼𝛼 и про-
интегрируем в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘):

𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1 − 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 = −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝑑𝑑𝑑𝑑′, (6.5.3)

или

𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1 = (𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1)𝑘𝑘−1/2 −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′. (6.5.4)

Из второго уравнения системы (6.5.1) непосредственно сле-
дует, что

𝜙𝜙1 = − 1

3Σ1

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

1

Σ1
𝑓𝑓1. (6.5.5)

Подставим соотношение (6.5.5) в (6.5.4), тогда получим

𝑟𝑟𝛼𝛼

3Σ1

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑟𝑟𝛼𝛼

Σ1
𝑓𝑓1 = −𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′, (6.5.6)

или

𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 3𝑓𝑓1 − 3Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 +

3Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′. (6.5.7)
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Уравнение (6.5.7) проинтегрируем в интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘− 1, 𝑟𝑟𝑘𝑘):

𝜙𝜙0,𝑘𝑘 − 𝜙𝜙0,𝑘𝑘−1 − 3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

3Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑+

+

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

3Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′. (6.5.8)

Разрешим уравнение (6.5.8) относительно величины 𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2:

𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 = −

𝜙𝜙0,𝑘𝑘 − 𝜙𝜙0,𝑘𝑘−1 − 3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑

3𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

−

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1
𝑟𝑟𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑

.

(6.5.9)
Принимая во внимание соотношение (6.5.9), уравнение

(6.5.2) запишем в следующем виде:

𝜙𝜙0,𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙0,𝑘𝑘

3

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

−
𝜙𝜙0,𝑘𝑘 − 𝜙𝜙0,𝑘𝑘−1

3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

−

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ0𝜙𝜙0𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝐹𝐹𝑘𝑘, (6.5.10)

где

𝐹𝐹𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓0𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 −

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

Σ1
𝑟𝑟𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑

+

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

−

−

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

+

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘−1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ0𝜙𝜙0 − 𝑓𝑓0)𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

Σ1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

.

(6.5.11)
Соотношение (6.5.10) позволяет получить конечно-разностное

уравнение заданного порядка точности. Мы ограничимся рас-

Гл. 6. Конечно-разностные уравнения для одномерных ...198



6.5. Конечно-разностные уравнения для систем . . . 201

смотрением только простейших конечно-разностных схем. Так,
рассмотрим конечно-разностное уравнение вида

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.5.12)

где

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓0𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 − 3

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

. (6.5.13)

Здесь, кроме того, приняты обозначения

𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0, 𝐷𝐷 =
1

3Σ1
, Σ = Σ0.

Если функции 𝑓𝑓0, Σ, 𝐷𝐷 и 𝜙𝜙 непрерывны вместе с производны-
ми второго порядка, то конечно-разностное уравнение (6.5.12) 
имеет второй порядок аппроксимации и второй интегральный 
порядок точности.

Пусть теперь 𝑓𝑓0, Σ, 𝐷𝐷 принадлежат классу кусочно-непре-
рывных функций с кусочно-непрерывными производными пер-
вого порядка, а 𝜙𝜙0 и 𝜙𝜙1 принадлежат классу непрерывных 
функций на интервале (0, 𝑙𝑙). Тогда возможны два случая:

1) если разрыв функций 𝑓𝑓0, Σ, 𝐷𝐷 совпадает с узловой точ-
кой 𝑟𝑟𝑘𝑘, то конечно-разностное уравнение (6.5.12) имеет 
первый локальный порядок аппроксимации и второй инте-
гральный порядок точности;

2) если разрыв функций 𝑓𝑓0, Σ, 𝐷𝐷 приходится на внутрен-
нюю точку интервала (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1), то конечно-разностное урав-
нение (6.5.12) имеет нулевой локальный порядок аппрок-
симации и второй интегральный порядок точности.

Аналогичным образом можно показать, что разностное урав-
нение

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘 , (6.5.14)
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где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2(︁Δ𝑟𝑟

𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

;

𝑝𝑝𝑘𝑘 = (ΣΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘𝑟𝑟
𝛼𝛼
𝑘𝑘 ;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 =

(︀
𝑓𝑓0𝑟𝑟

𝛼𝛼Δ𝑟𝑟
)︀
𝑘𝑘
− 3

⎡
⎢⎢⎣
(𝑓𝑓1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2(︁ Δ𝑟𝑟

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘+1/2

−
(𝑓𝑓1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2(︁ Δ𝑟𝑟

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

⎤
⎥⎥⎦ ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.5.14 ′)

имеет в классе разрывных функций 𝑓𝑓0, 𝑓𝑓1,Σ и 𝐷𝐷 первый локаль-
ный порядок аппроксимации, если узловая точка 𝑟𝑟𝑘𝑘 совпадает
с точкой разрыва, и нулевой порядок аппроксимации в осталь-
ных случаях. Здесь, кроме того, предполагается, что 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 сов-
падает с серединой интервала (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1).

Если узловая точка совпадает с точкой разрыва, то соотно-
шение (6.5.13) можно переписать в виде

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘 = 𝑓𝑓0,𝑘𝑘𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−3

(︀
𝑓𝑓1,𝑘𝑘+1/2𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘+1/2𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2−𝑓𝑓1,𝑘𝑘−1/2𝑟𝑟

𝛼𝛼
𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

)︀
. (6.5.15)

В том же приближении функция 𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 запишется следую-
щим образом:

𝜙𝜙1,𝑘𝑘−1/2 =
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 3𝑓𝑓1,𝑘𝑘−1/2Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︀
. (6.5.16)

Выражение (6.5.16) необходимо для нахождения функ-
ций 𝜙𝜙1,𝑘𝑘±1/2 в многогрупповом методе расчета реакторов.

6.6. Постановка основных задач

В предыдущих параграфах настоящей главы были сформу-
лированы конечно-разностные уравнения различной точности.
Все эти уравнения имеют вид

𝜇𝜇𝑘𝑘+1

(︀
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1

)︀
− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = −𝐹𝐹𝑘𝑘, (6.6.1)

где 𝜇𝜇𝑘𝑘, 𝑝𝑝𝑘𝑘 и 𝐹𝐹𝑘𝑘 — заданные величины, соответствующие той или
иной конечно-разностной схеме.

Уравнение (6.6.1) запишем в следующем виде:
𝑎𝑎𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝐹𝐹𝑘𝑘, (6.6.2)
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где
𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘+1;

𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘;

𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘 + 𝑝𝑝𝑘𝑘.

⎫⎪⎬
⎪⎭

(6.6.3)

Произведем дальнейшие преобразования уравнения (6.6.2).
Для этого поделим почленно уравнение (6.6.2) на 𝑎𝑎𝑘𝑘. Тогда
получим

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝑓𝑓𝑘𝑘, (6.6.4)
где

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘

= 1 +
𝜇𝜇𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑘𝑘+1
+

𝑝𝑝𝑘𝑘
𝜇𝜇𝑘𝑘+1

;

𝐶𝐶𝑘𝑘 =
𝑐𝑐𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘

=
𝜇𝜇𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑘𝑘+1
;

𝑓𝑓𝑘𝑘 =
𝐹𝐹𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘
=

𝐹𝐹𝑘𝑘

𝜇𝜇𝑘𝑘+1
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.6.5)

Переходим теперь к постановке граничных условий. Для это-
го сначала рассмотрим условия на внешней границе области 𝐺𝐺.
Наиболее общим условием в данном случае будет следующее:

𝜉𝜉
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝜂𝜂𝜂𝜂 = 𝑔𝑔 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (6.6.6)

где 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉   — заданные числа.
Если 𝜉𝜉 = 0, 𝑔𝑔 = 0, то приходим к простейшему случаю, когда

в узловой точке с номером 𝑛𝑛 задается однородное условие
𝜙𝜙𝑛𝑛 = 0. (6.6.7)

Предположим теперь, что 𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉  и 𝑔𝑔 отличны от нуля. В этом
случае внешнюю границу реактора удобно совместить с сере-
диной последнего интервала. Это значит, что мы аналитически
продолжаем решение задачи наполовину расчетного интерва-
ла в сторону вакуума. При этом последнюю расчетную точку
будем называть фиктивной. Далее с помощью центральных раз-
ностей распишем условие (6.6.6). Предполагая, что

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=
𝜙𝜙𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑛𝑛−1

Δ𝑟𝑟
;

𝜙𝜙
⃒⃒
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=
1

2
(𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝜙𝜙𝑛𝑛−1);

𝑔𝑔
⃒⃒
𝑟𝑟=𝑅𝑅

=
1

2
(𝑔𝑔𝑛𝑛 + 𝑔𝑔𝑛𝑛−1) = 𝑔𝑔𝑛𝑛−1/2

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.6.8)

,
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получаем
𝜙𝜙𝑛𝑛−1 = Γ𝜙𝜙𝑛𝑛 +𝐺𝐺𝐺 (6.6.9)

где

Γ =
𝜉𝜉
Δ𝑟𝑟 +

𝜂𝜂
2

𝜉𝜉
Δ𝑟𝑟 −

𝜂𝜂
2

; 𝐺𝐺 =−
𝑔𝑔
𝜉𝜉

𝑛𝑛−1/2

Δ𝑟𝑟 −
𝜂𝜂
2

. (6.6.10)

Переходим далее к постановке граничных условий в центре.
Наиболее общим условием для уравнения диффузии будет

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

1

𝛾𝛾
𝜙𝜙 при 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟0, (6.6.11)

где 𝛾𝛾 и 𝑟𝑟0 — заданные величины. Строго говоря, условие (6.6.11)
необходимо ставить для систем, когда в центр симметрии систе-
мы помещен поглощающий стержень радиусом 𝑟𝑟0. Если стер-
жень отсутствует, то необходимо положить 𝛾𝛾 = ∞ и 𝑟𝑟0 = 0.

Для получения конечно-разностного соотношения аппрок-
симирующего условия (6.6.11) выберем разностную сетку та-
ким образом, чтобы точка 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟0 совпадала с серединой первого
расчетного интервала. Это значит, что решение аналитически
продолжается в сторону отрицательных значений 𝑟𝑟. Пользуясь
центральными разностями

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒⃒
⃒
𝑟𝑟=𝑟𝑟0

=
𝜙𝜙1 − 𝜙𝜙0

Δ𝑟𝑟
;

𝜙𝜙
⃒⃒
𝑟𝑟=𝑟𝑟0

=
1

2
(𝜙𝜙1 + 𝜙𝜙0),

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(6.6.12)

получим

𝜙𝜙0 =
1− Δ𝑟𝑟

2𝛾𝛾

1 + Δ𝑟𝑟
2𝛾𝛾

𝜙𝜙1. (6.6.13)

В частности, при 𝛾𝛾 = ∞, 𝜙𝜙0 = 𝜙𝜙1.

6.7. Соотношение баланса

При решении конечно-разностных уравнений полезно ис-
пользовать некоторые контрольные соотношения, с помо-
щью которых можно судить о точности решения конечно-
разностных уравнений. Эти контрольные соотношения являются
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уравнениями баланса нейтронов. Если соотношение баланса
выполнено, то ни один нейтрон не выпал из рассмотрения.

Для получения уравнения баланса рассмотрим уравне-
ние (6.6.1) и запишем его с учетом обозначений (6.6.3) в следу-
ющем виде:

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘)− 𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)− 𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = −𝐹𝐹𝑘𝑘. (6.7.1)

Просуммируем далее конечно-разностное уравнение (6.7.1)
по всем 𝑘𝑘 от 1 до 𝑛𝑛− 1. Тогда будем иметь

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘)−
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)−
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = −
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐹𝐹𝑘𝑘. (6.7.2)

Заменив в первой сумме индекс 𝑘𝑘+1 на 𝑘𝑘, приходим к равен-
ству

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘)−
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑎𝑎𝑘𝑘−1(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1) = 𝐽𝐽𝑛𝑛 − 𝐽𝐽1, (6.7.3)

где
𝐽𝐽1 = 𝑎𝑎0(𝜙𝜙1 − 𝜙𝜙0);

𝐽𝐽𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛−1(𝜙𝜙𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑛𝑛−1).

}︃
(6.7.4)

Величины 𝐽𝐽1 и 𝐽𝐽𝑛𝑛 описывают утечку нейтронов в поглоти-
тель (𝑟𝑟 = 𝑟𝑟0) и через внешнюю границу (𝑟𝑟 = 𝑅𝑅).

С учетом соотношения (6.7.3) уравнение баланса принимает
вид

𝐽𝐽1 − 𝐽𝐽𝑛𝑛 + 𝑃𝑃 = 𝐹𝐹𝐹 (6.7.5)
где

𝑃𝑃 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘;

𝐹𝐹 =
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐹𝐹𝑘𝑘.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.7.6)

Учитывая тот факт, что утечка нейтронов в поглотитель
равна числу ежесекундно захватываемых поглотителем ней-
тронов, величину 𝐽𝐽1 будем называть числом нейтронов, захва-
ченных поглотителем.

Если соотношение баланса выполнено с требуемой точно-
стью, то решение конечно-разностной системы уравнений вы-
полнено правильно.
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6.8. О точности проведения
численных расчетов
по конечно-разностным схемам

Все рассмотренные различные конечно-разностные схемы
имеют второй интегральный порядок точности и отличаются
только локальным порядком аппроксимации. Таким образом,
с точки зрения предельного перехода, при стремлении интер-
вала разностной сетки к нулю, все рассмотренные в настоя-
щей главе конечно-разностные схемы теоретически можно счи-
тать эквивалентными друг другу. Однако на практике при веде-
нии конкретного счета выявляются преимущества одних схем
и недостатки других. Прежде чем это показать, остановимся
на качественном анализе различных схем.

Для простоты рассмотрим уравнение (6.1.10)
1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑓𝑓(𝑟𝑟). (6.8.1)

Предполагая, что 𝐷𝐷 и 𝑓𝑓(𝑟𝑟) — кусочно-непрерывные функции,
приходим к эквивалентному конечно-разностному уравнению

𝑎𝑎𝑘𝑘+1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘)− 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1) + 𝐹𝐹𝑘𝑘 = 0, (6.8.2)

где

𝐹𝐹𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 +𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘;

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝑎𝑎𝑘𝑘 =
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(6.8.3)

Конечно-разностное уравнение (6.8.2) является точным в том
смысле, что оно доставляет точное решение уравнения (6.8.1)
в узловых точках 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘.
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и введем в рассмотрение ошибку
𝜀𝜀𝑘𝑘 = 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘. (6.8.5)

Тогда, вычитая из уравнения (6.8.4) уравнение (6.8.2),
приходим к конечно-разностному уравнению для ошибки

𝑎𝑎𝑘𝑘+1(𝜀𝜀𝑘𝑘+1 − 𝜀𝜀𝑘𝑘)− 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜀𝜀𝑘𝑘 − 𝜀𝜀𝑘𝑘−1) = 𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘. (6.8.6)

В дальнейшем ради простоты анализа будем считать, что
𝛼𝛼 = 0.

Пусть функции 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 — кусочно-постоянные с разрывами
в точках 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘. Тогда нетрудно показать, что

𝐵𝐵𝑘𝑘 = 0
и, следовательно,

𝜀𝜀𝑘𝑘 = 0. (6.8.7)

Это значит, что конечно-разностная схема (6.8.4) в классе
кусочно-постоянных функций 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 с разрывами в узловых точ-
ках 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘 приводит к точному решению задачи.

Рассмотрим теперь случай, когда разрывы функций 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷

приходятся на внутренние точки интервалов 𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘. Пусть та-
кими точками будут 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2. Если вне точек разрыва эти функ-
ции постоянны, то получим

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

8

[︁
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Уравнение (6.8.2) заменим далее приближенным

𝑎𝑎𝑘𝑘+1(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘)− 𝑎𝑎𝑘𝑘(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1) +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 (6.8.4)

𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

, (6.8.8)

где использованы обозначения
[𝐴𝐴]𝑘𝑘−1/2 = 𝐴𝐴𝑘𝑘 −𝐴𝐴𝑘𝑘−1;

(𝐴𝐴)𝑘𝑘−1/2 =
1

2
(𝐴𝐴𝑘𝑘 +𝐴𝐴𝑘𝑘−1).

Итак, в рассматриваемом случае 𝐵𝐵𝑘𝑘 ̸= 0 и, следова-
тельно, 𝜀𝜀𝑘𝑘 ̸= 0.

Оценим величину погрешности рассматриваемой конечно-
разностной схемы (см. [353]). Для этого предположим, что точ-
ка разрыва совпадает с 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑚𝑚−1/2.
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В этом случае

𝐵𝐵𝑚𝑚 =
1

8

[︁
𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑚𝑚−1/2(︁

𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑚𝑚−1/2

,

Тогда система уравнений (6.8.6) однородна для всех
𝑘𝑘 ̸= 𝑚𝑚 − 1,𝑚𝑚. Что касается уравнений для 𝑘𝑘 = 𝑚𝑚 − 1 и 𝑘𝑘 = 𝑚𝑚,
то они принимают вид

𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜀𝜀𝑚𝑚 − 𝜀𝜀𝑚𝑚−1)− 𝑎𝑎𝑚𝑚−1(𝜀𝜀𝑚𝑚−1 − 𝜀𝜀𝑚𝑚−2) = 𝐵𝐵𝑚𝑚;

𝑎𝑎𝑚𝑚+1(𝜀𝜀𝑚𝑚+1 − 𝜀𝜀𝑚𝑚)− 𝑎𝑎𝑚𝑚(𝜀𝜀𝑚𝑚 − 𝜀𝜀𝑚𝑚−1) = −𝐵𝐵𝑚𝑚.

}︃
(6.8.9)

Таким образом, в уравнении для ошибок имеется диполь
в соседних узлах сетки, то есть источники, равные по величи-
не и противоположные по знаку. Тогда решение задачи
формально можно записать в виде

𝜀𝜀𝑘𝑘 = 𝐵𝐵𝑚𝑚

[︀
𝐺𝐺(𝑟𝑟𝑚𝑚 → 𝑟𝑟𝑘𝑘)−𝐺𝐺(𝑟𝑟𝑚𝑚−1 → 𝑟𝑟𝑘𝑘)

]︀
, (6.8.10)

где 𝐺𝐺(𝑟𝑟𝑚𝑚 → 𝑟𝑟𝑘𝑘) — решение уравнения (6.8.6), если для уравнения
с номером 𝑘𝑘 = 𝑚𝑚 в правой части положить

𝐵𝐵𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘 = 1.

Можно показать, что
𝐺𝐺(𝑟𝑟𝑚𝑚 → 𝑟𝑟𝑘𝑘)−𝐺𝐺(𝑟𝑟𝑚𝑚−1 → 𝑟𝑟𝑘𝑘) = 𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘Δ𝑟𝑟𝑚𝑚, (6.8.11)

где 𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 — некоторые константы порядка единицы. Учитывая,
что

𝐵𝐵𝑚𝑚 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟)

и принимая во внимание (6.8.11), получаем оценку

𝜀𝜀𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2). (6.8.12)

Следовательно, в рассматриваемом случае конечно-разност-
ная схема имеет второй интегральный порядок точности. Это
значит, что в классе кусочно-постоянных функций 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 можно
считать, что разностная схема с разрывами в узловых точках
оказывается более точной, чем схема с разрывами, приходя-
щимися на внутренние точки интервалов.

Если теперь предположить, что 𝑓𝑓(𝑟𝑟) и 𝐷𝐷(𝑟𝑟) — кусочно-непре-
рывные функции, дважды непрерывно дифференцируемые
на участках непрерывности, то как первая, так и вторая
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конечно-разностные схемы имеют второй интегральный по-
рядок точности1).

В этом случае схема с разрывами, совпадающими с узловы-
ми точками, имеет первый локальный порядок аппроксимации,
и выражение для ошибки дается уравнением (6.8.6), где

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

24

{︃
1

2

[︁𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

Δ𝑟𝑟2
]︁
𝑘𝑘
−

[︁
𝑓𝑓
𝑑𝑑 ln𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑
Δ𝑟𝑟2

]︁
𝑘𝑘

}︃
.

В предположении гладкости функций 𝑓𝑓 и 𝐷𝐷 мы видим, что
источниками являются диполи и величина 𝐵𝐵𝑘𝑘 имеет оценку

𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2). (6.8.13)
В случае разностной схемы с разрывами в точках 𝑟𝑟𝑘𝑘 ± 1/2 по-

грешность

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
1

2

[︁
𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟2

𝐷𝐷

]︁
𝑘𝑘−1/2(︁

𝑓𝑓 Δ𝑟𝑟
𝐷𝐷

)︁
𝑘𝑘−1/2

и, следовательно,
𝐵𝐵𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟). (6.8.14)

Сопоставление оценок (6.8.13) и (6.8.14) показывает, что
схема с разрывами в узловых точках более точна в практи-
ческих расчетах. Разумеется, при уменьшении шага сетки
отличие между решениями, полученными по обеим рассмот-
ренным схемам, исчезает. Однако в практических расчетах,
когда интервалы Δ𝑟𝑟 берутся большими, преимущества первой
схемы оказываются весьма существенными.

6.9. Конечно-разностные уравнения
с «фиктивными точками»

Схемы непрерывного счета, рассмотренные в настоящей
главе, имеют важное преимущество перед другими конечно-
разностными схемами, в которых переход от решения в одной

1)Если, в частности, 𝐷𝐷 — кусочно-постоянная функция, то можно показать,
что первая разностная схема имеет третий интегральный порядок точности.
Однако при рассмотрении более общего случая, когда учитывается поглоще-
ние, интегральный порядок разностного уравнения останется вторым вслед-
ствие аппроксимации члена, учитывающего захват нейтронов.
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зоне к решению в другой осуществляется с помощью допол-
нительных соотношений, играющих роль граничных условий.
При этом следует отметить наиболее употребительный метод
постановки граничных условий, который в литературе именует-
ся методом «фиктивных точек». Этот метод состоит в том, что
на границе зон решение с обеих сторон аналитически продол-
жается на один шаг или наполовину шага в сторону соседней
зоны в предположении гладкости. Такое предположение реше-
ний позволяет затем с определенной точностью сформулиро-
вать граничные условия. Полученная таким образом конечно-
разностная схема используется для расчетов.

В настоящем параграфе мы установим тождественность ме-
тода фиктивных точек с методом непрерывного счета. Будет по-
казано также, что разностные уравнения, полученные с помо-
щью метода фиктивных точек, в точности совпадают с разност-
ными уравнениями непрерывного счета.

Для примера рассмотрим простейшее уравнение
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝑓𝑓(𝑟𝑟). (6.9.1)

Пусть разрыв функций 𝐷𝐷(𝑟𝑟) и 𝑓𝑓(𝑟𝑟) совпадает с узловой точкой
𝑟𝑟𝑘𝑘. Область левее точки 𝑟𝑟𝑘𝑘 будем считать первой, а правее —
второй. Аналитически продолжим решения из каждой зоны
в соседнюю на расстояние одного шага Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 соответствующей
зоны, из которой осуществляется продолжение решения.

Проинтегрируем уравнение (6.9.1) в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2)

первой области. Тогда получим

𝐽𝐽 ′
𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−

∫︁

1/2

𝑓𝑓1(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.9.2)

Интегрируя далее это же уравнение в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2,

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2) второй области, получаем

𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽 ′
𝑘𝑘−1/2 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓2(𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (6.9.3)

где 𝑓𝑓1(𝑟𝑟) и 𝑓𝑓2(𝑟𝑟) — функции 𝑓𝑓(𝑟𝑟) соответственно на первом и вто-
ром листе поверхности.
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К уравнениям (6.9.2), (6.9.3) присоединим еще одно,
а именно: 1

2

(︀
𝐽𝐽 ′
𝑘𝑘+1/2 + 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2

)︀
=

1

2

(︀
𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 + 𝐽𝐽 ′

Это уравнение является следствием требования, чтобы по-
ток 𝐽𝐽(𝑟𝑟) был непрерывен при переходе из одной зоны в другую.
Естественно, что условие (6.9.4) является приближенным.

Итак, мы имеем три уравнения (6.9.2), (6.9.3) и (6.9.4).
Из этих уравнений можно исключить величину 𝐽𝐽 ′

𝑘𝑘−1/2

)︀
. (6.9.4)

𝑘𝑘±1/2. После
исключения нетрудно прийти к следующему уравнению:

𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 = −
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 (6.9.5)

где 𝑓𝑓(𝑟𝑟) — кусочно-непрерывная функция с разрывом в точ-
ке 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑘𝑘.

Если приближенно положить, что
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 =
1

2
𝑓𝑓−
𝑘𝑘 Δ𝑟𝑟−𝑘𝑘 ;

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑓𝑓 𝑓𝑓𝑓𝑓 =
1

2
𝑓𝑓+
𝑘𝑘 Δ𝑟𝑟+𝑘𝑘 ,

то уравнение (6.9.5) представится в виде
𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 = −(𝑓𝑓Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘. (6.9.6)

Для величин 𝐽𝐽𝑘𝑘±1/2 можно использовать следующие ап-
проксимации:

𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 =
𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2
(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘);

𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 =
𝐷𝐷𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2
(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(6.9.7)

Подставляя выражения (6.9.7) в уравнение (6.9.6), приходим
к конечно-разностному уравнению непрерывного счета (6.3.9).

Аналогичным образом можно показать, что в случае продол-
жения решения на половину шага в сторону соседних областей
мы приходим к схеме непрерывного счета (6.3.16). Отличие вы-
водов будет состоять в том лишь, что вместо условия равенства
потоков (6.9.4) теперь следует поставить условие:

1
2

(︀
𝜙𝜙′
𝑘𝑘 + 𝜙𝜙𝑘𝑘−1

)︀
=

1

2

(︀
𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝜙𝜙′

𝑘𝑘−1

)︀
.

Наличие поглощения принципиально не изменяет результа-
ты и приводит нас в конечном итоге к схемам (6.3.11) и (6.3.17).

6.9. Конечно-разностные уравнения с «фиктивными точками» 209
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Тогда будем иметь соотношение баланса нейтронов
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2)𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(𝑌𝑌𝑙𝑙+1/2 − 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2)𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.1.5)

Разрешим теперь уравнение (7.1.2) относительно 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 и ре-
зультат проинтегрируем по 𝑟𝑟 в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟). Получим

𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′. (7.1.6)

Аналогично можно получить

𝑌𝑌 = 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 −
𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′. (7.1.7)

Исключим из равенств (7.1.6) и (7.1.7) функции 𝐽𝐽 и 𝑌𝑌 с помо-
щью соотношений (7.1.3) и (7.1.4):

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 +

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.1.8)

Первое из соотношений (7.1.8) поделим на 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷 и результат
про-интегрируем в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘). Второе уравнение по-
делим на 𝐷𝐷 и проинтегрируем в пределах (𝑧𝑧𝑙𝑙−1, 𝑧𝑧𝑙𝑙). Тогда будем
иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
· 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1 = −
𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷
· 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 +

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.1.9)где
𝜙𝜙𝑘𝑘±𝜈𝜈 = 𝜙𝜙𝑘𝑘±𝜈𝜈(𝑟𝑟), 𝜙𝜙𝑙𝑙±𝜈𝜈 = 𝜙𝜙𝑙𝑙±𝜈𝜈(𝑧𝑧) (𝜈𝜈 = 0, 1, 2, ...   ).

Глава 7. 213

7
Конечно-разностные уравнения
диффузии для двумерных областей

7.1. Общий метод построения
конечно-разностных уравнений
для двумерных областей

В настоящей главе дано развитие конечно-разностных ме-
тодов решения уравнений диффузии для двумерных областей.
Так же как и для одномерного случая, вводятся конечно-
разностные уравнения для двумерных областей в классе раз-
рывных коэффициентов. Вводится в рассмотрение соотношение
баланса.

Рассмотрим уравнение диффузии для двумерных областей.
В этом случае оно будет иметь вид

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− Σ𝜙𝜙 = −𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟), (7.1.1)

где

𝛼𝛼 =

{︃
0− для плоской геометрии,
1− для цилиндрической геометрии.

Уравнение (7.1.1) запишем в виде системы
1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 = 𝑓𝑓 ; (7.1.2)

𝐽𝐽 = −𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
; (7.1.3)

𝑌𝑌 = −𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
. (7.1.4)

Помножим уравнение (7.1.2) на 𝑟𝑟𝛼𝛼 и проинтегрируем в пре-
делах

𝑟𝑟 ∈ (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2),𝑧𝑧  ∈ (𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2,𝑧𝑧 𝑙𝑙+1/2).

Глава 7.210
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Тогда будем иметь соотношение баланса нейтронов
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2)𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(𝑌𝑌𝑙𝑙+1/2 − 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2)𝑟𝑟
𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.1.5)

Разрешим теперь уравнение (7.1.2) относительно 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 и ре-
зультат проинтегрируем по 𝑟𝑟 в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟). Получим

𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′. (7.1.6)

Аналогично можно получить

𝑌𝑌 = 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 −
𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′. (7.1.7)

Исключим из равенств (7.1.6) и (7.1.7) функции 𝐽𝐽 и 𝑌𝑌 с помо-
щью соотношений (7.1.3) и (7.1.4):

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= −𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 +

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.1.8)

Первое из соотношений (7.1.8) поделим на 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷 и результат
про-интегрируем в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘). Второе уравнение по-
делим на 𝐷𝐷 и проинтегрируем в пределах (𝑧𝑧𝑙𝑙−1, 𝑧𝑧𝑙𝑙). Тогда будем
иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
· 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1 = −
𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷
· 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 +

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.1.9)где
𝜙𝜙𝑘𝑘±𝜈𝜈 = 𝜙𝜙𝑘𝑘±𝜈𝜈(𝑟𝑟), 𝜙𝜙𝑙𝑙±𝜈𝜈 = 𝜙𝜙𝑙𝑙±𝜈𝜈(𝑧𝑧) (𝜈𝜈 = 0, 1, 2, ...   ).

7.1. Общий метод построения конечно-разностных ... 211
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7.2. Конечно-разностные уравнения
в классе разрывных функций

Рассмотрим конечно-разностное уравнение
𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑙𝑙

𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+

+ 𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
− 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.2.1)
где

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2 = 𝑠𝑠

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

; 𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

;

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ𝑟𝑟𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.2.2)

Сначала рассмотрим случай, когда линии разрыва проходят
через узловые точки (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑙𝑙) разностной сетки, покрывающей об-
ласть 𝐺𝐺.

В этом случае, как нетрудно убедиться,
𝜆𝜆𝑙𝑙
𝑘𝑘±1/2 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2);

𝜈𝜈𝑙𝑙±1/2 = 𝑂𝑂(Δ𝑧𝑧2).

}︃
(7.2.3)

Оценки (7.2.3) получены с помощью разложения подынте-
гральных функций в соотношении (7.1.13) в ряд Тейлора.

Предполагая, что Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 имеет одинаковый порядок малости
с Δ𝑧𝑧𝑙𝑙, введем в рассмотрение величину

ℎ = max
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

{Δ𝑟𝑟𝑘𝑘,Δ𝑧𝑧𝑙𝑙}.

Имея в виду уравнение (7.1.12), получим
𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ3). (7.2.4)

Оценим порядок величин 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘. Очевидно, что

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ2), 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ2). (7.2.5)

Если далее учесть, что разностное уравнение (7.1.7) получе-
но из соотношения (7.1.11) в предположении, что 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, мы
придем к выводу, что

Δ𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 ·𝑂𝑂(ℎ), 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 ·𝑂𝑂(ℎ), (7.2.6)

7.1. Общий метод построения конечно-разностных уравнений . . .215

Разрешим далее уравнения (7.1.9) относительно величин 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2

и 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2:

𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 = −𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

+
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 = −𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

+
1

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′. (7.1.10)

Подставим выражения (7.1.10) в соотношение баланса ней-
тронов (7.1.5):

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︃
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

)︃
𝑑𝑑𝑑𝑑+

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑙𝑙−1/2

(︃
𝜙𝜙𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙𝑙𝑙

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

− 𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙+1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

)︃
𝑟𝑟𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑−

−
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︀
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓

)︀
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.1.11)

где

𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︀
𝜆𝜆𝑘𝑘+1/2 − 𝜆𝜆𝑘𝑘−1/2

)︀
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜈𝜈𝑙𝑙+1/2 − 𝜈𝜈𝑙𝑙−1/2

)︀
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.1.12)

Величины 𝜆𝜆𝑘𝑘±1/2 и 𝜈𝜈𝑙𝑙±1/2 вычисляются с помощью следующих
соотношений:

𝜆𝜆𝑘𝑘−1/2 = 𝑑𝑑
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝜈𝜈𝑙𝑙−1/2 =
1

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.1.13)

Соотношение (7.1.11) — основное для получения конечно-
разностных уравнений заданной точности.

Глава 7.212
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7.2. Конечно-разностные уравнения
в классе разрывных функций

Рассмотрим конечно-разностное уравнение
𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑙𝑙

𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+

+ 𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
− 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.2.1)
где

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2 = 𝑠𝑠

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

; 𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

;

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

Σ𝑟𝑟𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.2.2)

Сначала рассмотрим случай, когда линии разрыва проходят
через узловые точки (𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑙𝑙) разностной сетки, покрывающей об-
ласть 𝐺𝐺.

В этом случае, как нетрудно убедиться,
𝜆𝜆𝑙𝑙
𝑘𝑘±1/2 = 𝑂𝑂(Δ𝑟𝑟2);

𝜈𝜈𝑙𝑙±1/2 = 𝑂𝑂(Δ𝑧𝑧2).

}︃
(7.2.3)

Оценки (7.2.3) получены с помощью разложения подынте-
гральных функций в соотношении (7.1.13) в ряд Тейлора.

Предполагая, что Δ𝑟𝑟𝑘𝑘 имеет одинаковый порядок малости
с Δ𝑧𝑧𝑙𝑙, введем в рассмотрение величину

ℎ = max
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

{Δ𝑟𝑟𝑘𝑘,Δ𝑧𝑧𝑙𝑙}.

Имея в виду уравнение (7.1.12), получим
𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ3). (7.2.4)

Оценим порядок величин 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘. Очевидно, что

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ2), 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑂𝑂(ℎ2). (7.2.5)

Если далее учесть, что разностное уравнение (7.1.7) получе-
но из соотношения (7.1.11) в предположении, что 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, мы
придем к выводу, что

Δ𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 ·𝑂𝑂(ℎ), 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 ·𝑂𝑂(ℎ), (7.2.6)

7.2. Конечно-разностные уравнения в классе ... 213
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7.3. Дальнейшие обобщения результатов

Если транспортное приближение оказывается недоста-
точным, то при решении многогрупповых уравнений реактора
приходится иметь дело с решением системы уравнений следую-
щего вида:

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;
1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = f1.

⎫⎬
⎭ (7.3.1)

В случае двумерной геометрии эта система эквивалентна
следующей системе:

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1𝑟𝑟 +

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ1𝜙𝜙1𝑟𝑟 = 𝑓𝑓𝑟𝑟;

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ1𝜙𝜙1𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑧𝑧,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.2)

где использованы такие обозначения:
𝜙𝜙1 = 𝜙𝜙1𝑟𝑟i + 𝜙𝜙1𝑧𝑧k;

f1 = 𝑓𝑓𝑟𝑟i + 𝑓𝑓𝑧𝑧k;

r = 𝑟𝑟i;

z = 𝑧𝑧k.

Систему уравнений (7.3.2) приведем к виду

1

𝑟𝑟𝛼𝛼

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 = 𝑓𝑓 ;

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝐽𝐽

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
= 3𝑓𝑓𝑟𝑟;

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝑌𝑌

𝐷𝐷
= 3𝑓𝑓𝑧𝑧,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.3)

где 𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0; Σ = Σ0; 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0; 𝐽𝐽 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1𝑟𝑟; 𝑌𝑌 = 𝜙𝜙1𝑧𝑧.

Для получения конечно-разностного уравнения поступим
следующим образом.
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а это значит, что конечно-разностное уравнение (7.2.1) аппрок-
симирует дифференциальное уравнение (7.1.11) с точностью до
величин первого порядка малости.

Можно показать, так же как и в одномерном случае, что
конечно-разностное уравнение (7.2.1) имеет второй интеграль-
ный порядок точности, то есть

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘

[︀
1 +𝑂𝑂(ℎ2)

]︀
. (7.2.7)

Покажем далее, что выражения (7.2.2) можно упростить,
оставаясь в рамках конечно-разностного уравнения первого
порядка точности.

В самом деле, с точностью до величин первого порядка ма-
лости нетрудно получить

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2 =

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2
(𝐷𝐷Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2,𝑙𝑙;

𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
Δ𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(𝐷𝐷Δ𝑟𝑟)𝑙𝑙−1/2,𝑘𝑘;

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 (ΣΔ𝑟𝑟Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘 (𝑓𝑓Δ𝑟𝑟Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.2.8)

где
(𝜓𝜓)𝑘𝑘𝑘𝑘 = ((𝜓𝜓)𝑘𝑘)𝑙𝑙.

Таким образом, конечно-разностное уравнение (7.2.1)
при условии (7.2.8) имеет первый порядок аппроксимации
и второй интегральный порядок точности.

Разностное уравнение (7.2.8) приведем к следующему виду:
𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.2.9)

где

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
; 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
;

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
; 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
;

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 +
𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘

;

𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.2.10)

Гл. 7. Конечно-разностные уравнения диффузии ...214
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7.3. Дальнейшие обобщения результатов

Если транспортное приближение оказывается недоста-
точным, то при решении многогрупповых уравнений реактора
приходится иметь дело с решением системы уравнений следую-
щего вида:

∇𝜙𝜙1 +Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;
1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ1𝜙𝜙1 = f1.

⎫⎬
⎭ (7.3.1)

В случае двумерной геометрии эта система эквивалентна
следующей системе:

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1𝑟𝑟 +

𝜕𝜕𝜕𝜕1𝑧𝑧

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ0𝜙𝜙0 = 𝑓𝑓0;

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ1𝜙𝜙1𝑟𝑟 = 𝑓𝑓𝑟𝑟;

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ1𝜙𝜙1𝑧𝑧 = 𝑓𝑓𝑧𝑧,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.2)

где использованы такие обозначения:
𝜙𝜙1 = 𝜙𝜙1𝑟𝑟i + 𝜙𝜙1𝑧𝑧k;

f1 = 𝑓𝑓𝑟𝑟i + 𝑓𝑓𝑧𝑧k;

r = 𝑟𝑟i;

z = 𝑧𝑧k.

Систему уравнений (7.3.2) приведем к виду

1

𝑟𝑟𝛼𝛼

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 = 𝑓𝑓 ;

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝐽𝐽

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
= 3𝑓𝑓𝑟𝑟;

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝑌𝑌

𝐷𝐷
= 3𝑓𝑓𝑧𝑧,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.3)

где 𝜙𝜙 = 𝜙𝜙0; Σ = Σ0; 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓0; 𝐽𝐽 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝜙𝜙1𝑟𝑟; 𝑌𝑌 = 𝜙𝜙1𝑧𝑧.

Для получения конечно-разностного уравнения поступим
следующим образом.
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Подставим соотношения (7.3.7) в уравнение баланса (7.3.4):

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎝
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 3

𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︀
𝑧𝑧𝑘𝑘

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑+

+

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎝
𝜙𝜙𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙𝑙𝑙 − 3

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

−
𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1 − 3

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎠ 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑−

−
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.3.8)

где 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 вычисляется по формуле (7.1.12) с учетом соотношений
(7.1.13).

Рассмотрим конечно-разностное уравнение, аппроксимиру-
ющее (7.3.8):

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑙𝑙

𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+

+ 𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
− 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.3.9)

где величины 𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2, 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 , 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся с помощью формул

(7.2.2), а

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 + 3

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑑𝑑𝑑𝑑+

+ 3

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

−

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.3.10)
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Помножим первое из уравнений (7.3.3) на 𝑟𝑟𝛼𝛼 и проинтегри-
руем в пределах 𝑟𝑟 ∈ (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2), 𝑧𝑧 ∈ (𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2, 𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2):

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︀
𝐽𝐽𝑘𝑘+1/2 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2

)︀
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︀
𝑌𝑌𝑙𝑙+1/2 − 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2

)︀
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= −
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.3.4)

Так же как и в § 7.1, получим

𝐽𝐽 = 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝑌𝑌 = 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 −
𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.5)

Функции 𝐽𝐽 и 𝑌𝑌 исключим с помощью второго и третьего со-
отношений системы (7.3.3). Тогда будем иметь

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 3𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷𝐷𝐷𝑟𝑟 − 𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 3𝐷𝐷𝐷𝐷𝑧𝑧 − 𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 +

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.6)

Первое из соотношений (7.3.6) поделим на 𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷, а второе —
на 𝐷𝐷 и результаты проинтегрируем соответственно по интер-
валам (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘) и (𝑧𝑧𝑙𝑙−1, 𝑧𝑧𝑙𝑙). В результате получим

𝐽𝐽𝑘𝑘−1/2 =

= −

𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1− 3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

+
1

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙−𝑓𝑓 +

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑟𝑟
′𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑′;

𝑌𝑌𝑙𝑙−1/2 =

= −

𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1− 3

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑓𝑓𝑧𝑧 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

+
1

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐷𝐷

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(︁
Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓 +

1

𝑟𝑟𝛼𝛼
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.7)
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Подставим соотношения (7.3.7) в уравнение баланса (7.3.4):

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎝
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 3

𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︀
𝑧𝑧𝑘𝑘

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−
𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 3

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︀
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑+

+

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎝
𝜙𝜙𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙𝑙𝑙 − 3

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

−
𝜙𝜙𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑙𝑙−1 − 3

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︀
𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎠ 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑−

−
𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(Σ𝜙𝜙− 𝑓𝑓)𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.3.8)

где 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘 вычисляется по формуле (7.1.12) с учетом соотношений
(7.1.13).

Рассмотрим конечно-разностное уравнение, аппроксимиру-
ющее (7.3.8):

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇𝑙𝑙

𝑘𝑘−1/2

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+

+ 𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
− 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝐹𝐹 ℎ

𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.3.9)

где величины 𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2, 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 , 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 находятся с помощью формул

(7.2.2), а

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑓𝑓𝑓𝑓𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑 + 3

𝑧𝑧𝑙𝑙+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

−

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑓𝑓𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝛼𝛼𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑑𝑑𝑑𝑑+

+ 3

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙+1∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

−

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑓𝑓𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑙𝑙∫︁

𝑧𝑧𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (7.3.10)
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7.4. Матричная форма записи
конечно-разностных уравнений
для двумерных областей

Рассмотрим конечно-разностное уравнение диффузии
для двумерной плоской или цилиндрической области, кото-
рое запишется в виде

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.4.1)

где коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 — заданные неотрицатель-
ные числа, удовлетворяющие условию

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.4.2)

причем выполнение строго неравенства (7.4.2) имеет место
по крайней мере в одном узле сетки (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘).

Систему уравнений (7.4.1) необходимо дополнить соотноше-
ниями, вытекающими из граничных условий

𝜙𝜙0𝑙𝑙 = 𝜙𝜙1𝑙𝑙; 𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑙𝑙 = 0; 𝑙𝑙 = (1, 2, . . . ,𝑚𝑚); (7.4.3)

𝜙𝜙𝑘𝑘0 = 𝜙𝜙𝑘𝑘1; 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0; 𝑘𝑘 = (1, 2, . . . , 𝑛𝑛). (7.4.4)

Первые соотношения (7.4.3) и (7.4.4) являются следстви-
ями условий симметрии области относительно координатных
осей 𝑟𝑟 и 𝑧𝑧, а вторые учитывают тот факт, что решение об-
ращается в нуль на внешней границе 𝑆𝑆.

Конечно-разностные уравнения (7.4.1) с учетом условий
(7.4.4) запишем в матричной форме:

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘, (7.4.5)
где

𝜙𝜙𝑘𝑘 = |𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘|; f𝑘𝑘 = |𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘|

— векторы, а a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 — матрицы следующего вида:

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑙𝑙 0 . . . 0

0 𝑎𝑎𝑘𝑘2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 0 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

c𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 0 . . . 0

0 𝑐𝑐𝑘𝑘2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 0 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦; ;
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Можно показать, что конечно-разностное уравнение (7.3.9)
имеет первый порядок аппроксимации, если разрывы функций
совпадают с узловыми точками, и нулевой порядок во всех
остальных случаях. В классе непрерывных функций конечно-
разностное уравнение (7.3.9) имеет второй порядок аппрокси-
мации.

Одновременно отметим, что все указанные выше схемы име-
ют второй интегральный порядок точности. Введем следующие
обозначения:

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2 =

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘−1/2

Δ𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2
(𝐷𝐷Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2,𝑙𝑙, 𝜇𝜇

𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
Δ𝑧𝑧𝑙𝑙−1/2

(𝐷𝐷Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1/2,

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
(︀
ΣΔ𝑟𝑟Δ𝑧𝑧

)︀
𝑘𝑘𝑘𝑘
,

𝐹𝐹 ℎ
𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘

{︀
(𝑓𝑓Δ𝑟𝑟Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 3

[︀
(𝑓𝑓𝑟𝑟𝐷𝐷)𝑘𝑘+1/2,𝑙𝑙 − (𝑓𝑓𝑟𝑟𝐷𝐷)𝑘𝑘−1/2,𝑙𝑙

]︀
+

+3
[︀
(𝑓𝑓𝑧𝑧𝐷𝐷)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1/2 − (𝑓𝑓𝑧𝑧𝐷𝐷)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1/2

]︀}︀
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.11)

Тогда конечно-разностное уравнение (7.3.9) приведем

к следующему виду:

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.3.12)

где

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
; 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝜇𝜇𝑙𝑙
𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
;

𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
; 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 =

𝜇𝜇
𝑙𝑙+1/2
𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
;

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 +
𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘

;

𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘 =
𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑟𝑟𝛼𝛼𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.3.13)

В качестве граничных условий выберем следующие:

𝜙𝜙0𝑙𝑙 = 𝜙𝜙1𝑙𝑙; 𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0; 𝑙𝑙 = (1, 2, . . . ,𝑚𝑚); (7.3.14)

𝜙𝜙𝑘𝑘0 = 𝜙𝜙𝑘𝑘1; 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0; 𝑘𝑘 = (1, 2, . . . , 𝑛𝑛). (7.3.15)
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7.4. Матричная форма записи
конечно-разностных уравнений
для двумерных областей

Рассмотрим конечно-разностное уравнение диффузии
для двумерной плоской или цилиндрической области, кото-
рое запишется в виде

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.4.1)

где коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 — заданные неотрицатель-
ные числа, удовлетворяющие условию

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.4.2)

причем выполнение строго неравенства (7.4.2) имеет место
по крайней мере в одном узле сетки (𝑘𝑘𝑘 𝑘𝑘).

Систему уравнений (7.4.1) необходимо дополнить соотноше-
ниями, вытекающими из граничных условий

𝜙𝜙0𝑙𝑙 = 𝜙𝜙1𝑙𝑙; 𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑙𝑙 = 0; 𝑙𝑙 = (1, 2, . . . ,𝑚𝑚); (7.4.3)

𝜙𝜙𝑘𝑘0 = 𝜙𝜙𝑘𝑘1; 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 = 0; 𝑘𝑘 = (1, 2, . . . , 𝑛𝑛). (7.4.4)

Первые соотношения (7.4.3) и (7.4.4) являются следстви-
ями условий симметрии области относительно координатных
осей 𝑟𝑟 и 𝑧𝑧, а вторые учитывают тот факт, что решение об-
ращается в нуль на внешней границе 𝑆𝑆.

Конечно-разностные уравнения (7.4.1) с учетом условий
(7.4.4) запишем в матричной форме:

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘, (7.4.5)
где

𝜙𝜙𝑘𝑘 = |𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘|; f𝑘𝑘 = |𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘|

— векторы, а a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 — матрицы следующего вида:

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑙𝑙 0 . . . 0

0 𝑎𝑎𝑘𝑘2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 0 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

c𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘 0 . . . 0

0 𝑐𝑐𝑘𝑘2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 0 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦; ;
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дексам 𝑘𝑘 и 𝑙𝑙. Тогда получим
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐴𝐴𝑘𝑘+1,𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)

]︀
+

+
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘1+𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)

]︀
−

−
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘. (7.5.2)

Преобразуем выражения, стоящие под знаком первых двух

сумм, с помощью изменения индекса суммирования. Так,

нетрудно показать, что имеют место следующие равенства:
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐴𝐴𝑘𝑘+1,𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)

]︀
=

= −
𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴1𝑙𝑙(𝜙𝜙1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙0𝑙𝑙) +
𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑙𝑙);

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘1+𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)

]︀
=

= −
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘0) +

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1).

С учетом этих равенств уравнение (7.5.2) может быть запи-
сано в виде

𝑌𝑌 + 𝑃𝑃 = 𝐹𝐹𝐹 (7.5.3)
где

𝑌𝑌 = 𝐽𝐽1 − 𝐽𝐽𝑛𝑛 + 𝑌𝑌1 − 𝑌𝑌𝑚𝑚;

𝑃𝑃 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝐹𝐹 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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b𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘 −𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘 0 0 . . . 0

−𝑏𝑏𝑘𝑘2 𝑝𝑝𝑘𝑘2 −𝑑𝑑𝑘𝑘2 0 . . . 0

0 −𝑏𝑏𝑘𝑘3 𝑝𝑝𝑘𝑘3 −𝑑𝑑𝑘𝑘3 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

.

Помножим уравнение (7.4.5) слева на матрицу a−1
𝑘𝑘 :

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 −B𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 +C𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −F𝑘𝑘, (7.4.6)

где
B𝑘𝑘 = a−𝑘𝑘

1b𝑘𝑘; C𝑘𝑘 = a−𝑘𝑘
1c𝑘𝑘; F𝑘𝑘 = a−𝑘𝑘

1f𝑘𝑘.

К системе уравнений (7.4.6) присоединим граничные усло-
вия, которые с учетом равенств (7.4.3) имеют вид

𝜙𝜙0 = 𝜙𝜙1,

𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = 0.

}︂
(7.4.7)

Система уравнений (7.4.6), (7.4.7) замкнута. Формально мы
пришли к системе разностных уравнений, аналогичных
рассмотренным в одномерном случае, с той лишь разницей,
что само решение теперь представляется в виде вектора, а ко-
эффициенты — матрицы.

Как будет показано ниже, матричная форма записи конечно-
разностных уравнений для двумерных областей в некоторых
случаях оказывается полезной для отыскания решения систе-
мы уравнений.

7.5. Соотношение баланса

Рассмотрим уравнение (7.2.1), которое запишем в следую-
щем виде:

𝐴𝐴𝑘𝑘+1,𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)+

+𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘1+𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)− 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘, (7.5.1)

где
𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑙𝑙

𝑘𝑘−1/2; 𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜇𝜇
𝑙𝑙−1/2
𝑘𝑘 .
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дексам 𝑘𝑘 и 𝑙𝑙. Тогда получим
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐴𝐴𝑘𝑘+1,𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)

]︀
+

+
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘1+𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)

]︀
−

−
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘. (7.5.2)

Преобразуем выражения, стоящие под знаком первых двух

сумм, с помощью изменения индекса суммирования. Так,

нетрудно показать, что имеют место следующие равенства:
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐴𝐴𝑘𝑘+1,𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐴𝐴𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)

]︀
=

= −
𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴1𝑙𝑙(𝜙𝜙1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙0𝑙𝑙) +
𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑙𝑙);

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

[︀
𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘1+𝑙𝑙(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)−𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)

]︀
=

= −
𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘0) +

𝑚𝑚−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1).

С учетом этих равенств уравнение (7.5.2) может быть запи-
сано в виде

𝑌𝑌 + 𝑃𝑃 = 𝐹𝐹𝐹 (7.5.3)
где

𝑌𝑌 = 𝐽𝐽1 − 𝐽𝐽𝑛𝑛 + 𝑌𝑌1 − 𝑌𝑌𝑚𝑚;

𝑃𝑃 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝐹𝐹 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

     Конечно-разностное уравнение (7.5.1) просуммируем по ин-
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8.1. Конечно-разностные уравнения
для задач в плоскопараллельной
геометрии

Аналитическое решение уравнений сферических гармо-
ник в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении целесообразно только в крайне редких
случаях. Это связано с трудностями математического харак-
тера, которые усугубляются при решении уравнений в случае
неоднородных сред. В сущности это обстоятельство оказалось
причиной тому, что долгое время метод сферических гармо-
ник не мог быть эффективно использован для решения задач,
связанных с расчетами ядерных реакторов. Более того, даже
при решении простейших односкоростных задач имело место
стремление избежать применения этого метода.

Развитие численных методов решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений привело к созданию весьма эф-
фективных методов решения краевых задач в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

В результате метод сферических гармоник вновь стал наи-
более мощным аппаратом решения кинетических уравнений.
В настоящей главе будут приведены конечно-разностные
уравнения в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении, полученные автором совместно
с Е. И. Погудалиной, а в следующей главе даны эффективные
методы их решения [259].

Рассмотрим односкоростное уравнение в плоскопараллель-
ной геометрии. Оно имеет вид (5.1.1)

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑔𝑔(𝜇𝜇0) + 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) (8.1.1)
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𝐽𝐽1 =
𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴1,𝑙𝑙(𝜙𝜙1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙0𝑙𝑙);

𝐽𝐽𝑛𝑛 =

𝑚𝑚−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛(𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑙𝑙);

𝑌𝑌1 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘0);

𝑌𝑌𝑚𝑚 =

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=1

𝐵𝐵𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(7.5.4)

Здесь 𝑌𝑌 — утечка нейтронов через внешние границы; 𝑃𝑃 —
полное число нейтронов, захватываемых в единицу времени;
𝐹𝐹 — количество нейтронов, рождающихся в единицу времени
в области 𝐺𝐺.

Заметим, что соотношение баланса нейтронов (7.5.3) должно
выполняться для любых функций 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜋𝜋𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

Гл. 7. Конечно-разностные уравнения диффузии ...222
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8.1. Конечно-разностные уравнения
для задач в плоскопараллельной
геометрии

Аналитическое решение уравнений сферических гармо-
ник в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении целесообразно только в крайне редких
случаях. Это связано с трудностями математического харак-
тера, которые усугубляются при решении уравнений в случае
неоднородных сред. В сущности это обстоятельство оказалось
причиной тому, что долгое время метод сферических гармо-
ник не мог быть эффективно использован для решения задач,
связанных с расчетами ядерных реакторов. Более того, даже
при решении простейших односкоростных задач имело место
стремление избежать применения этого метода.

Развитие численных методов решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений привело к созданию весьма эф-
фективных методов решения краевых задач в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

В результате метод сферических гармоник вновь стал наи-
более мощным аппаратом решения кинетических уравнений.
В настоящей главе будут приведены конечно-разностные
уравнения в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении, полученные автором совместно
с Е. И. Погудалиной, а в следующей главе даны эффективные
методы их решения [259].

Рассмотрим односкоростное уравнение в плоскопараллель-
ной геометрии. Оно имеет вид (5.1.1)

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

+Σ𝜙𝜙 =
Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑔𝑔(𝜇𝜇0) + 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) (8.1.1)
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−𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ F = bJ𝑘𝑘−1/2 − b𝛼𝛼−1

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.9)

Равенство (8.1.9) проинтегрируем в пределах (𝑧𝑧𝑘𝑘−1, 𝑧𝑧𝑘𝑘). Бу-

дем иметь

−𝛽𝛽(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)+

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑J𝑘𝑘−1/2 −
𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝛼𝛼−1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′.

(8.1.10)
Отсюда

J𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)−

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
+ 𝜀𝜀𝑘𝑘, (8.1.11)

где

𝜀𝜀𝑘𝑘 =

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝛼𝛼−1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.12)

Введем в рассмотрение класс векторных функций a,b, f ,F

кусочно-непрерывных вместе с производными первого порядка

и класс решений системы уравнений {𝜙𝜙𝜙J} — непрерывных

и обладающих кусочно-непрерывными производными первого

порядка.

В этом случае можно показать, что если разрывы функций

совпадают с узловыми точками 𝑟𝑟𝑖𝑖, то в выражении (8.1.11) вели-

чина 𝜀𝜀𝑖𝑖 имеет первый порядок малости по сравнению с первым

слагаемым в правой части (8.1.11), а во всех остальных случа-

ях — нулевой порядок. Полагая 𝜀𝜀𝑛𝑛 = 0, получим

Jℎ
𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘−1)−

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
. (8.1.13)

Подставляя соотношение (8.1.13) в уравнение (8.1.5), бу-
дем иметь

228 Гл. 8. Уравнения метода сферических гармоник

с граничными условиями

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧) = 0 на 𝑆𝑆 при − 1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 0. (8.1.2)

Как было показано в § 5.1, решение задачи (8.1.1) и (8.1.2)
с помощью метода сферических гармоник приводит к следую-
щей системе векторно-матричных уравнений:

𝛼𝛼
𝑑𝑑J

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ a𝜙𝜙 = f ;

𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ bJ = F

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.1.3)

при условии, что
A𝜙𝜙+BJ = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (8.1.4)

Весь интервал изменения переменной 𝑧𝑧 в области 𝐺𝐺 разо-
бьем узловыми точками 𝑧𝑧𝑘𝑘 на частичные интервалы. Средние
точки этих частичных интервалов будем обозначать через
𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2. Проинтегрируем первое из уравнений (8.1.3) по 𝑧𝑧 в пре-
делах (𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2, 𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2). Тогда получим

𝛼𝛼(J𝑘𝑘+1/2 − J𝑘𝑘−1/2) +

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2

𝑧𝑧𝑘𝑘−

∫︁

1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0. (8.1.5)

Далее проинтегрируем то же самое уравнение в преде-
лах (𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2, 𝑧𝑧). В результате будем иметь

𝛼𝛼J = 𝛼𝛼J𝑘𝑘−1/2 −
𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.6)

Отсюда

J = J𝑘𝑘−1/2 − 𝛼𝛼−1

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.7)

Разрешим теперь второе из уравнений (8.1.3) относи-
тельно функции J:

J = −b−1𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ b−1F. (8.1.8)

Подставим выражение (8.1.8) в соотношение (8.1.7) и резуль-
тат помножим почленно на матрицу b. Тогда получим

Гл. 8. Конечно-разностные уравнения метода ...224
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−𝛽𝛽
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ F = bJ𝑘𝑘−1/2 − b𝛼𝛼−1

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.9)

Равенство (8.1.9) проинтегрируем в пределах (𝑧𝑧𝑘𝑘−1, 𝑧𝑧𝑘𝑘). Бу-

дем иметь

−𝛽𝛽(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)+

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑 =

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑J𝑘𝑘−1/2 −
𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝛼𝛼−1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′.

(8.1.10)
Отсюда

J𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)−

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
+ 𝜀𝜀𝑘𝑘, (8.1.11)

где

𝜀𝜀𝑘𝑘 =

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝛼𝛼−1𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f)𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.1.12)

Введем в рассмотрение класс векторных функций a,b, f ,F

кусочно-непрерывных вместе с производными первого порядка

и класс решений системы уравнений {𝜙𝜙𝜙J} — непрерывных

и обладающих кусочно-непрерывными производными первого

порядка.

В этом случае можно показать, что если разрывы функций

совпадают с узловыми точками 𝑟𝑟𝑖𝑖, то в выражении (8.1.11) вели-

чина 𝜀𝜀𝑖𝑖 имеет первый порядок малости по сравнению с первым

слагаемым в правой части (8.1.11), а во всех остальных случа-

ях — нулевой порядок. Полагая 𝜀𝜀𝑛𝑛 = 0, получим

Jℎ
𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘−1)−

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
. (8.1.13)

Подставляя соотношение (8.1.13) в уравнение (8.1.5), бу-
дем иметь

8.1. Конечно-разностные уравнения для задач ... 225
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𝜇𝜇𝑘𝑘+1(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘)− 𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1)− p𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.1.16)

где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

𝛽𝛽; p𝑘𝑘 = −𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2

𝑧𝑧𝑘𝑘−

∫︁

1/2

a𝑑𝑑𝑑𝑑;

fℎ𝑘𝑘 = 𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

f𝑑𝑑𝑑𝑑 −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

F𝑑𝑑𝑑𝑑+

+

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(8.1.17)

Если разрывы функций совпадают с узловыми точками,
то уравнение (8.1.16) будет иметь первый порядок аппрокси-
мации. В этом случае можно принять

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑏𝑏−1
𝑘𝑘−1/2

Δ𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2
𝛽𝛽; p𝑘𝑘 = −𝛼𝛼−1(aΔ𝑧𝑧)𝑘𝑘;

fℎ𝑘𝑘 = 𝛼𝛼−1(fΔ𝑧𝑧)𝑘𝑘 − b−1
𝑘𝑘+1/2F𝑘𝑘+1/2 + b−1

𝑘𝑘−1/2F𝑘𝑘−1/2,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.1.18)

где снова использованы обозначения

(𝜓𝜓)𝑘𝑘 =
1

2
(𝜓𝜓+

𝑘𝑘 + 𝜓𝜓−
𝑘𝑘 ); 𝜓𝜓

±
𝑘𝑘 = 𝜓𝜓(𝑧𝑧𝑘𝑘 ±𝑂𝑂).

Аналогичным образом получим

J𝑘𝑘−1/2 = −𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)− b𝑘𝑘−1/2F𝑘𝑘−1/2. (8.1.19)

Уравнение (8.1.16) приведем к следующему виду:

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘, (8.1.20)

где
a𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘+1; c𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘; f𝑘𝑘 = fℎ𝑘𝑘 .

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(8.1.21)

Обсудим теперь вопрос о граничных условиях. Если в центре
слоя при 𝑧𝑧 = 0 источники отсутствуют, то согласно рассмотрен-
ному в § 5.1 необходимо положить
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𝛼𝛼

{︃(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘)−

𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
−

−

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘−1)−

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃}︃
−

−

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙ℎ − f)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0.

(8.1.14)

Уравнение (8.1.14) почленно умножим на 𝛼𝛼−1 и вынесем
непрерывную функцию 𝜙𝜙ℎ из-под знака интеграла в точке 𝑧𝑧𝑘𝑘.
Тогда получим разностное уравнение

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘)−

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

𝛽𝛽(𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1)−

−𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

a𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ
𝑘𝑘 = −𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

f𝑑𝑑𝑑𝑑 +

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

F𝑑𝑑𝑑𝑑−

−

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (8.1.15)

Итак, мы пришли к основному конечно-разностному урав-
нению. При этом следует помнить, что разностное уравнение
(8.1.15) имеет первый локальный порядок аппроксимации в рас-
сматриваемом классе функций с разрывами в узловых точках.
Если разрывы функций приходятся на внутренние точки интер-
валов (𝑧𝑧𝑙𝑙−1, 𝑧𝑧𝑘𝑘), то уравнение (8.1.17) будет иметь нулевой по-
рядок аппроксимации. В классе непрерывных функций a,b, f ,F

вместе с непрерывными производными до второго порядка раз-
ностное уравнение (8.1.15) имеет второй порядок аппроксима-
ции. Можно показать, что решение конечно-разностного урав-
нения (8.1.15) имеет второй интегральный порядок точности
при конечном числе точек разрыва. Конечно-разностное урав-
нение (8.1.15) запишем в следующем виде:

Гл. 8. Конечно-разностные уравнения метода ...226
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𝜇𝜇𝑘𝑘+1(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘)− 𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 − 𝜙𝜙ℎ

𝑘𝑘−1)− p𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.1.16)

где

𝜇𝜇𝑘𝑘 =

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

𝛽𝛽; p𝑘𝑘 = −𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2

𝑧𝑧𝑘𝑘−

∫︁

1/2

a𝑑𝑑𝑑𝑑;

fℎ𝑘𝑘 = 𝛼𝛼−1

𝑧𝑧𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2

f𝑑𝑑𝑑𝑑 −

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘

F𝑑𝑑𝑑𝑑+

+

(︃ 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

b𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑧𝑧𝑘𝑘∫︁

𝑧𝑧𝑘𝑘−1

F𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(8.1.17)

Если разрывы функций совпадают с узловыми точками,
то уравнение (8.1.16) будет иметь первый порядок аппрокси-
мации. В этом случае можно принять

𝜇𝜇𝑘𝑘 =
𝑏𝑏−1
𝑘𝑘−1/2

Δ𝑧𝑧𝑘𝑘−1/2
𝛽𝛽; p𝑘𝑘 = −𝛼𝛼−1(aΔ𝑧𝑧)𝑘𝑘;

fℎ𝑘𝑘 = 𝛼𝛼−1(fΔ𝑧𝑧)𝑘𝑘 − b−1
𝑘𝑘+1/2F𝑘𝑘+1/2 + b−1

𝑘𝑘−1/2F𝑘𝑘−1/2,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.1.18)

где снова использованы обозначения

(𝜓𝜓)𝑘𝑘 =
1

2
(𝜓𝜓+

𝑘𝑘 + 𝜓𝜓−
𝑘𝑘 ); 𝜓𝜓

±
𝑘𝑘 = 𝜓𝜓(𝑧𝑧𝑘𝑘 ±𝑂𝑂).

Аналогичным образом получим

J𝑘𝑘−1/2 = −𝜇𝜇𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝜙𝜙𝑘𝑘−1)− b𝑘𝑘−1/2F𝑘𝑘−1/2. (8.1.19)

Уравнение (8.1.16) приведем к следующему виду:

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘, (8.1.20)

где
a𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘+1; c𝑘𝑘 = 𝜇𝜇𝑘𝑘;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘; f𝑘𝑘 = fℎ𝑘𝑘 .

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(8.1.21)

Обсудим теперь вопрос о граничных условиях. Если в центре
слоя при 𝑧𝑧 = 0 источники отсутствуют, то согласно рассмотрен-
ному в § 5.1 необходимо положить
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ния кинетического уравнения в 𝑃𝑃3-приближении:

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1

3(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

2

3(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

0
3

7(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

;

c
𝑘𝑘 = a𝑘𝑘−1; b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘;

p𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

(Σ0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 0

−2

3
(Σ0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘

5

3
(Σ2Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ;

f𝑘𝑘 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

(𝑓𝑓0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 −
(𝑓𝑓1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2
+

(𝑓𝑓1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

−2

3
(𝑓𝑓0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 +

5

3
(𝑓𝑓2Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 −

(𝑓𝑓3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2
+

(𝑓𝑓3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

и аналогично

𝛼𝛼1 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2− 8

Σ1Δ𝑧𝑧

5

2
− 16

3Σ1Δ𝑧𝑧

1

2
− 4

5Σ1Δ𝑧𝑧

5

4
− 8

5Σ1Δ𝑧𝑧
− 24

35Σ3Δ𝑧𝑧

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

𝛼𝛼2 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2 +
8

3Σ1Δ𝑧𝑧

5

2
+

16

3Σ1Δ𝑧𝑧

1

2
+

4

5Σ1Δ𝑧𝑧

5

4
+

24

35Σ3Δ𝑧𝑧
+

8

5Σ1Δ𝑧𝑧

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

𝛼𝛼3F =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8

Σ1
𝑓𝑓1

12

5Σ1
𝑓𝑓1 +

8

5Σ3
𝑓𝑓3

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
.

Последние соотношения имеют место только в точке с ин-
дексом 𝑛𝑛− 1/2.

В заключение выпишем окончательные формулы для реше-
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𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=0

= 0

и, с точностью до величин первого порядка малости, будем
иметь

𝜙𝜙0 = 𝜙𝜙1, (8.1.22)
где

𝜙𝜙0 = 𝜙𝜙(0); 𝜙𝜙1 = 𝜙𝜙1(Δ𝑧𝑧).

На внешней поверхности реактора 𝑆𝑆 в качестве граничного
условия необходимо принять условие

A𝜙𝜙+BJ = 0. (8.1.23)

Предположим, что граничная точка совпадает с серединой
последнего интервала. Тогда граничное условие (8.1.23) запи-
шем в виде

1

2
A(𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝜙𝜙𝑛𝑛−1) +BJ𝑛𝑛−1/2 = 0. (8.1.23

′)

Подставим далее в соотношение (8.1.23′) выражение для
J𝑛𝑛−1/2 из (8.1.13). В результате приходим к равенству

𝑛𝑛−1/2F𝑛𝑛−1/2. (8.1.24)

Равенство (8.1.24) умножим почленно на матрицу
(︁
2

1
A+

(︁
2

1
A+B𝜇𝜇𝑛𝑛

)︁
𝜙𝜙𝑛𝑛−1 +

(︁
2

1
A−B𝜇𝜇𝑛𝑛

)︁
𝜙𝜙𝑛𝑛 = −Bb−1

+B𝜇𝜇𝑛𝑛

)︁−1
. Тогда будем иметь

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 = −Γ𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝑔𝑔F𝑛𝑛−1/2, (8.1.25)
где

Γ = 𝛼𝛼−1
1 𝛼𝛼2;

𝑔𝑔 = 𝛼𝛼−1
1 𝛼𝛼3;

𝛼𝛼1 =
1

2
A+B𝜇𝜇𝑛𝑛;

𝛼𝛼2 =
1

2
A−B𝜇𝜇𝑛𝑛;

𝛼𝛼3 = −Bb−1
𝑛𝑛−1/2.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.1.26)

Соотношение (8.1.25) и будет требуемым граничным усло-
вием на внешней поверхности 𝑆𝑆.
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ния кинетического уравнения в 𝑃𝑃3-приближении:

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1

3(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

2

3(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

0
3

7(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

;

c
𝑘𝑘 = a𝑘𝑘−1; b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘;

p𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

(Σ0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 0

−2

3
(Σ0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘

5

3
(Σ2Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ;

f𝑘𝑘 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

(𝑓𝑓0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 −
(𝑓𝑓1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2
+

(𝑓𝑓1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

(Σ1Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

−2

3
(𝑓𝑓0Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 +

5

3
(𝑓𝑓2Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘 −

(𝑓𝑓3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2

(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘+1/2
+

(𝑓𝑓3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

(Σ3Δ𝑧𝑧)𝑘𝑘−1/2

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

и аналогично

𝛼𝛼1 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2− 8

Σ1Δ𝑧𝑧

5

2
− 16

3Σ1Δ𝑧𝑧

1

2
− 4

5Σ1Δ𝑧𝑧

5

4
− 8

5Σ1Δ𝑧𝑧
− 24

35Σ3Δ𝑧𝑧

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

𝛼𝛼2 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2 +
8

3Σ1Δ𝑧𝑧

5

2
+

16

3Σ1Δ𝑧𝑧

1

2
+

4

5Σ1Δ𝑧𝑧

5

4
+

24

35Σ3Δ𝑧𝑧
+

8

5Σ1Δ𝑧𝑧

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

𝛼𝛼3F =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8

Σ1
𝑓𝑓1

12

5Σ1
𝑓𝑓1 +

8

5Σ3
𝑓𝑓3

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
.

Последние соотношения имеют место только в точке с ин-
дексом 𝑛𝑛− 1/2.

В заключение выпишем окончательные формулы для реше-
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c =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁2
0 0 0 . . .

2
(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁
3
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁4
0 0 . . .

0 4
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁3
5
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁6
0 . . .

0 0 6
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁5
7
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁8
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

l =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1 2
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁3
0 0 . . .

0 3
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2
4
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁5
0 . . .

0 0 5
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁4
6
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁7
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

.

С учетом равенств (8.2.5), в пределах соответствующих ин-

тервалов изменения переменной 𝑟𝑟 уравнения (8.2.3) и (8.2.4)

примут вид
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cJ+ a𝜙𝜙 = f ;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.6)

Первое из уравнений (8.2.6) проинтегрируем в пределах

(𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2). Тогда получим

c𝑘𝑘+1/2J𝑘𝑘+1/2 − c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

a𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−

∫︁

1/2

f 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (8.2.7)

Проинтегрируем далее это же уравнение в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2,

𝑟𝑟). В результате будем иметь
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8.2. Сферическая геометрия

Рассмотрим уравнения для сферической геометрии в век-
торно-матричной форме (5.1.21):

KJ+ a𝜙𝜙 = f ;

L𝜙𝜙+ bJ = F,

⎫⎬
⎭ (8.2.1)

где K и L — дифференциально-матричные операторы, опреде-
ленные в § 5.1.

На внешней границе области необходимо поставить условие

A𝜙𝜙+BJ = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (8.2.2)

Введем в рассмотрение узловые точки 𝑟𝑟𝑘𝑘 и 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2. Уравнение

KJ+ a𝜙𝜙 = f (8.2.3)

определим на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2), а уравнение

L𝜙𝜙+ bJ = F (8.2.4)

— на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘). В пределах соответствующих интерва-
лов в формулах (8.2.3) и (8.2.4) операторы K и L приближенно
представим в виде

K =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
c; (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2);

L =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l; (𝑟𝑟𝑘𝑘−1 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟𝑘𝑘),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.5)

где c и l — матрицы, определенные следующим образом:

Гл. 8. Конечно-разностные уравнения метода ...230



8.2. Сферическая геометрия 235

c =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁2
0 0 0 . . .

2
(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁
3
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁4
0 0 . . .

0 4
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁3
5
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁6
0 . . .

0 0 6
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁5
7
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁8
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

l =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1 2
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁3
0 0 . . .

0 3
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2
4
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁5
0 . . .

0 0 5
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁4
6
(︁

𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁7
. . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

.

С учетом равенств (8.2.5), в пределах соответствующих ин-

тервалов изменения переменной 𝑟𝑟 уравнения (8.2.3) и (8.2.4)

примут вид
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cJ+ a𝜙𝜙 = f ;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.6)

Первое из уравнений (8.2.6) проинтегрируем в пределах

(𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2). Тогда получим

c𝑘𝑘+1/2J𝑘𝑘+1/2 − c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

a𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−

∫︁

1/2

f 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (8.2.7)

Проинтегрируем далее это же уравнение в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2,

𝑟𝑟). В результате будем иметь
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a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.2.14)

где

a𝑘𝑘 =

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

l𝑘𝑘+1; c𝑘𝑘 =

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

l𝑘𝑘−1;

b𝑘𝑘 =

[︃(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

+

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1]︃
l𝑘𝑘 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

a 𝑑𝑑𝑑𝑑;

f𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

f 𝑑𝑑𝑑𝑑 +

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

F 𝑑𝑑𝑑𝑑−

−

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

F 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (8.2.15)

Итак, мы пришли к конечно-разностному уравнению локаль-
но первого порядка и интегрально второго порядка точности.
Можно показать, что, не нарушая порядка точности конечно-
разностного уравнения (8.2.14), выражения (8.2.15) существен-
но упрощаются, если положить

a𝑘𝑘 = c𝑘𝑘+1/2b
−
𝑘𝑘
1
+1/2l𝑘𝑘+1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2;

c𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2b
−1
2𝑘𝑘+1/2l𝑘𝑘−1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2;

b𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2

(︀
b−1
𝑘𝑘−1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2 + c𝑘𝑘+1/2b
−1
𝑘𝑘+1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2

)︀
l𝑘𝑘 + (aΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘;

f𝑘𝑘 = (fΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 + (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2 − c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.16)
где использовано обозначение

(𝜓𝜓)𝑘𝑘 =
1

2
(𝜓𝜓+

𝑘𝑘 + 𝜓𝜓−
𝑘𝑘 ); 𝜓𝜓

±
𝑘𝑘 = 𝜓𝜓(𝑟𝑟𝑘𝑘 ± 0).

Для получения граничных условий запишем систему урав-
нений сферических гармоник (5.1.19) в окрестности начала ко-
ординат. В этих уравнениях приближенно положим
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cJ = c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2 −
𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(𝛼𝛼𝛼𝛼− f) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.2.8)

Из второго уравнения системы (8.2.6) найдем J:

J = −b−1 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

l𝜙𝜙+ b−1F. (8.2.9)

Подставим соотношение (8.2.9) в равенство (8.2.8). Тогда
получим

− 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

l𝜙𝜙 = bc−1c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2 − F− bc−1

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.2.10)

Проинтегрируем равенство (8.2.10) по 𝑟𝑟 в пределах (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟)

и результат разрешим относительно вектора c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2. Тогда
будем иметь

c𝑘𝑘−1/2J𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
l𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 − l𝑘𝑘−1𝜙𝜙𝑘𝑘−1 −

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

F 𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
+ 𝜀𝜀𝑘𝑘,

(8.2.11)
где

𝜀𝜀𝑘𝑘 =

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑟𝑟∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

(a𝜙𝜙− f) 𝑑𝑑𝑑𝑑′. (8.2.12)

Если разрывы функций совпадают с узловыми точками, то
в классе функций {a,b, f ,F} и {𝜙𝜙𝜙J} величина 𝜀𝜀𝑘𝑘 будет иметь ло-
кальный первый порядок аппроксимации, во всех других случа-
ях величина 𝜀𝜀𝑘𝑘 будет иметь нулевой локальный порядок аппрок-
симации.
Предполагая, что разрывы совпадают с узловыми точками

𝑟𝑟𝑘𝑘, положим 𝜀𝜀𝑘𝑘 = 0. Тогда будем иметь

c𝑘𝑘−1/2J
ℎ
𝑘𝑘−1/2 = −

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1[︃
l𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 − l𝑘𝑘−1𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1−

𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

F 𝑑𝑑𝑑𝑑

]︃
. (8.2.13)

Пользуясь соотношением (8.2.13), исключим из уравнения
(8.2.7) величины c𝑘𝑘±1/2J

ℎ
𝑘𝑘±1/2. В результате приходим к следую-

щему конечно-разностному уравнению:
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a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.2.14)

где

a𝑘𝑘 =

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

l𝑘𝑘+1; c𝑘𝑘 =

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

l𝑘𝑘−1;

b𝑘𝑘 =

[︃(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1

+

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1]︃
l𝑘𝑘 +

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

a 𝑑𝑑𝑑𝑑;

f𝑘𝑘 =

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

f 𝑑𝑑𝑑𝑑 +

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑟𝑟𝑘𝑘+1∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘

F 𝑑𝑑𝑑𝑑−

−

(︃ 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

bc−1 𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃−1 𝑟𝑟𝑘𝑘∫︁

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

F 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (8.2.15)

Итак, мы пришли к конечно-разностному уравнению локаль-
но первого порядка и интегрально второго порядка точности.
Можно показать, что, не нарушая порядка точности конечно-
разностного уравнения (8.2.14), выражения (8.2.15) существен-
но упрощаются, если положить

a𝑘𝑘 = c𝑘𝑘+1/2b
−
𝑘𝑘
1
+1/2l𝑘𝑘+1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2;

c𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2b
−1
2𝑘𝑘+1/2l𝑘𝑘−1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2;

b𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2

(︀
b−1
𝑘𝑘−1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2 + c𝑘𝑘+1/2b
−1
𝑘𝑘+1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2

)︀
l𝑘𝑘 + (aΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘;

f𝑘𝑘 = (fΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 + (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2 − c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.16)
где использовано обозначение

(𝜓𝜓)𝑘𝑘 =
1

2
(𝜓𝜓+

𝑘𝑘 + 𝜓𝜓−
𝑘𝑘 ); 𝜓𝜓

±
𝑘𝑘 = 𝜓𝜓(𝑟𝑟𝑘𝑘 ± 0).

Для получения граничных условий запишем систему урав-
нений сферических гармоник (5.1.19) в окрестности начала ко-
ординат. В этих уравнениях приближенно положим
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l0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1 · 1 2 · 4 0 0 . . .

−1 · 3 4 · 6 0 0 . . .

0 −3 · 5 6 · 8 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
.

Что касается остальных величин в (8.2.18), то они опреде-
лены таким же образом, как в системе (5.1.21).

Поскольку матрицы c0 и l0 не зависят от координат, систему
уравнений (8.2.20) можно записать в виде, аналогичном (8.2.6):

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
c0J+ a𝜙𝜙 = f ;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l0𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.21)

Далее, при получении конечно-разностных уравнений, соот-
ветствующих системе (8.2.21), будем поступать совершенно
аналогично тому, как и при получении разностной системы,
соответствующей (8.2.6). В результате приходим к разностно-
му уравнению (8.2.14), то есть

a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.2.22)

где матрицы a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 и свободный член-вектор fℎ𝑘𝑘 определяют-
ся формулами (8.2.15), где матрицы c и l необходимо заменить
на c0 и l0. С точностью до величин первого порядка аппрокси-
мации будем иметь

a𝑘𝑘 = c0b−1
𝑘𝑘+1/2l

0Δ𝑟𝑟−1
𝑘𝑘+1/2;

c𝑘𝑘 = c0b−1
𝑘𝑘−1/2l

0Δ𝑟𝑟−1
𝑘𝑘−1/2;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 +
(︀
aΔ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘
;

f𝑘𝑘 = (fΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 + (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2 − (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.23)

Очевидно, что конечно-разностное уравнение (8.2.22) мо-
жет быть использовано только в непосредственной окрестности
от точки 𝑟𝑟 = 0.

Для получения граничных соотношений продолжим реше-
ние задачи на половину расчетного шага от точки 𝑟𝑟 = 0 в сто-
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1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑚𝑚−1 =

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
,

1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑚𝑚+1 =

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
. (8.2.17)

Тогда система уравнений (5.1.19) перепишется в виде

𝑚𝑚(2−𝑚𝑚)
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (𝑚𝑚+ 1)(𝑚𝑚+ 3)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚 = (2𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓𝑚𝑚.

(8.2.18)

Систему уравнений (8.2.18) отдельно запишем для 𝑚𝑚 четных
и 𝑚𝑚 нечетных. В результате будем иметь

2𝑚𝑚(2− 2𝑚𝑚)
𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (2𝑚𝑚+ 1)(2𝑚𝑚+ 3)

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(4𝑚𝑚+ 1)Σ2𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑚𝑚 = (4𝑚𝑚+ 1)𝑓𝑓2𝑚𝑚,

(2𝑚𝑚+ 1)(1− 2𝑚𝑚)
𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (2𝑚𝑚+ 2)(2𝑚𝑚+ 4)

𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑚𝑚+2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(4𝑚𝑚+ 3)Σ2𝑚𝑚+1𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 = (4𝑚𝑚+ 3)𝑓𝑓2𝑚𝑚+1,

(𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . ).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.19)

Аналогично тому, как это сделано в § 5.1, введем в рас-
смотрение вектор-функцию 𝜙𝜙 с компонентами 𝜙𝜙2𝑚𝑚 и J с ком-
понентами 𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 и систему уравнений (8.2.19) запишем в век-
торно-матричной форме:

c0
𝑑𝑑J
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ a𝜙𝜙 = f ;

l0
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ bJ = F,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.20)

где c0 и l0 — матрицы, определяемые следующим образом:

c0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1 · 3 0 0 0 . . .

0 3 · 5 0 0 . . .

0 −2 · 4 5 · 7 0 . . .

0 0 −4 · 6 7 · 9 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;
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l0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1 · 1 2 · 4 0 0 . . .

−1 · 3 4 · 6 0 0 . . .

0 −3 · 5 6 · 8 0 . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
.

Что касается остальных величин в (8.2.18), то они опреде-
лены таким же образом, как в системе (5.1.21).

Поскольку матрицы c0 и l0 не зависят от координат, систему
уравнений (8.2.20) можно записать в виде, аналогичном (8.2.6):

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
c0J+ a𝜙𝜙 = f ;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l0𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.2.21)

Далее, при получении конечно-разностных уравнений, соот-
ветствующих системе (8.2.21), будем поступать совершенно
аналогично тому, как и при получении разностной системы,
соответствующей (8.2.6). В результате приходим к разностно-
му уравнению (8.2.14), то есть

a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.2.22)

где матрицы a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 и свободный член-вектор fℎ𝑘𝑘 определяют-
ся формулами (8.2.15), где матрицы c и l необходимо заменить
на c0 и l0. С точностью до величин первого порядка аппрокси-
мации будем иметь

a𝑘𝑘 = c0b−1
𝑘𝑘+1/2l

0Δ𝑟𝑟−1
𝑘𝑘+1/2;

c𝑘𝑘 = c0b−1
𝑘𝑘−1/2l

0Δ𝑟𝑟−1
𝑘𝑘−1/2;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 +
(︀
aΔ𝑟𝑟

)︀
𝑘𝑘
;

f𝑘𝑘 = (fΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 + (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2 − (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.23)

Очевидно, что конечно-разностное уравнение (8.2.22) мо-
жет быть использовано только в непосредственной окрестности
от точки 𝑟𝑟 = 0.

Для получения граничных соотношений продолжим реше-
ние задачи на половину расчетного шага от точки 𝑟𝑟 = 0 в сто-
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где
Γ = 𝛼𝛼−1

1 𝛼𝛼2;

g = 𝛼𝛼−1
1 𝛼𝛼3;

𝛼𝛼1 =
1

2
A+Bc−1

𝑛𝑛−1/2(c
−1bΔ𝑟𝑟)−1

𝑛𝑛−1/2l𝑛𝑛−1;

𝛼𝛼2 =
1

2
A−Bc−1

𝑛𝑛−1/2(c
−1bΔ𝑟𝑟)−1

𝑛𝑛−1/2l𝑛𝑛;

𝛼𝛼3 = −Bc−1
𝑛𝑛−1/2(c

−1bΔ𝑟𝑟)−1
𝑛𝑛−1/2Δ𝑟𝑟𝑟

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.30)

     В 𝑃𝑃3-приближении будем иметь

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12

𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

⃦⃦
⃦⃦ ; c𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑐𝑐11 𝑐𝑐12

𝑐𝑐21 𝑐𝑐22

⃦⃦
⃦⃦ ;

p𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑝𝑝11 𝑝𝑝12
𝑝𝑝21 𝑝𝑝22

⃦⃦
⃦⃦ ; f𝑘𝑘 =

⃒⃒
⃒⃒ 𝑓𝑓1𝑘𝑘
𝑓𝑓2𝑘𝑘

⃒⃒
⃒⃒ ;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘 +

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑐𝑐11 𝑐𝑐12
𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑐𝑐21 2𝑐𝑐21 + 𝑑𝑑

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

где

𝑎𝑎11 =
1

3(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;      𝑎𝑎12 =

2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁3 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;

𝑎𝑎21 = 0;      𝑎𝑎22 =
3

7

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1

)︁2 1

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;

𝑐𝑐11 =
1

3(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2
;

𝑐𝑐12 =
2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁ 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;

𝑐𝑐21 =
2

9

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁[︁
1−

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁3]︁ 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;
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рону отрицательных значений 𝑟𝑟 и рассмотрим следующие узло-
вые точки: 𝑟𝑟−1 = −Δ

2
𝑟𝑟 , 𝑟𝑟0 = Δ

2
𝑟𝑟 , 𝑟𝑟1 = 2

3 Δ𝑟𝑟, соответствующие индек-
сам 𝑘𝑘 = −1, 0, 1. Запишем теперь разностное уравнение (8.2.22)
для точки 𝑘𝑘 = 0. Тогда будем иметь

a0𝜙𝜙
ℎ
1 − b0𝜙𝜙

ℎ
0 + c0𝜙𝜙

ℎ
−1 = −f0

ℎ, (8.2.24)

где матрицы a0,b0, c0 и вектор f0
ℎ определяются формулами

(8.2.23) при 𝑘𝑘 = 0, и используем симметрию решения относи-
тельно точки 𝑟𝑟 = 0. В таком случае необходимо принять

𝜙𝜙ℎ
−1 = 𝜙𝜙ℎ

0 . (8.2.25)

С учетом равенства (8.2.25) разностное уравнение (8.2.24)
принимает вид

a0𝜙𝜙
ℎ
1 − (b0 − c0)𝜙𝜙

ℎ
0 = −f0

ℎ. (8.2.26)

     Уравнение (8.2.26) преобразуем следующим образом. Умножим 
его почленно слева на матрицу (b0 − c0)−1. Тогда будем иметь

𝜙𝜙ℎ
0 = (b0 − c0)

−1a0𝜙𝜙
ℎ
1 + (b0 − c0)

−1f0
ℎ. (8.2.27)

     Итак,  мы  пришли  к соотношению, которое учитывает гра-
ничные условия в центре симметрии системы. На внешней 
границе области будем иметь условие

A𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛 +BJℎ

𝑛𝑛−1/2 = 0. (8.2.28)

Предположим, что граница области совпадает с серединой
последнего интервала. Тогда уравнение (8.2.28) приближенно
запишется в виде

1

2
A(𝜙𝜙ℎ

𝑛𝑛 + 𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛−1)BJℎ

𝑛𝑛−1/2 = 0. (8.2.28′)

     Подставляя в (8.2.28′) выражение для Jℎ
𝑛𝑛−1/2, получим

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 = −Γ𝜙𝜙𝑛𝑛 + gF𝑛𝑛−1/2, (8.2.29)

Гл. 8. Конечно-разностные уравнения метода ...236



8.2. Сферическая геометрия 241

где
Γ = 𝛼𝛼−1

1 𝛼𝛼2;

g = 𝛼𝛼−1
1 𝛼𝛼3;

𝛼𝛼1 =
1

2
A+Bc−1

𝑛𝑛−1/2(c
−1bΔ𝑟𝑟)−1

𝑛𝑛−1/2l𝑛𝑛−1;

𝛼𝛼2 =
1

2
A−Bc−1

𝑛𝑛−1/2(c
−1bΔ𝑟𝑟)−1

𝑛𝑛−1/2l𝑛𝑛;

𝛼𝛼3 = −Bc−1
𝑛𝑛−1/2(c

−1bΔ𝑟𝑟)−1
𝑛𝑛−1/2Δ𝑟𝑟𝑟

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.2.30)

     В 𝑃𝑃3-приближении будем иметь

a𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12

𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

⃦⃦
⃦⃦ ; c𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑐𝑐11 𝑐𝑐12

𝑐𝑐21 𝑐𝑐22

⃦⃦
⃦⃦ ;

p𝑘𝑘 =

⃦⃦
⃦⃦ 𝑝𝑝11 𝑝𝑝12
𝑝𝑝21 𝑝𝑝22

⃦⃦
⃦⃦ ; f𝑘𝑘 =

⃒⃒
⃒⃒ 𝑓𝑓1𝑘𝑘
𝑓𝑓2𝑘𝑘

⃒⃒
⃒⃒ ;

b𝑘𝑘 = a𝑘𝑘 + c𝑘𝑘 + p𝑘𝑘 +

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑐𝑐11 𝑐𝑐12
𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑐𝑐21 2𝑐𝑐21 + 𝑑𝑑

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ,

где

𝑎𝑎11 =
1

3(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;      𝑎𝑎12 =

2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁3 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;

𝑎𝑎21 = 0;      𝑎𝑎22 =
3

7

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1

)︁2 1

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
;

𝑐𝑐11 =
1

3(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2
;

𝑐𝑐12 =
2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁ 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;

𝑐𝑐21 =
2

9

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁[︁
1−

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁3]︁ 1

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;
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Здесь второй индекс у компонентов 𝑓𝑓ℎ
𝑗𝑗𝑗𝑗

указывает на номер уз-
ловой точки, причем за точку с индексом нуль принята точка
𝑟𝑟0 =

Δ𝑟𝑟

2
.

Наконец, для условия на внешней границе получим следую-
щие соотношения:

𝛼𝛼1 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2− 8

3Σ1Δ𝑟𝑟

5

2
+

8

Σ1

(︁ 1

𝑅𝑅
− 2

3Δ𝑟𝑟

)︁

1

2
− 4

5Σ1Δ𝑟𝑟

5

4
+

4

5Σ1

(︁ 3

𝑅𝑅
− 2

Δ𝑟𝑟

)︁
− 24

35Σ3

(︁ 1

𝑅𝑅
+

1

Δ𝑟𝑟

)︁

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
;

𝛼𝛼2 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2 +
8

3Σ1Δ𝑟𝑟

5

2
+

8

Σ1

(︁ 1

𝑅𝑅
+

2

3Δ𝑟𝑟

)︁

1

2
+

4

5Σ1Δ𝑟𝑟

5

4
+

4

5Σ1

(︁ 3

𝑅𝑅
+

2

Δ𝑟𝑟

)︁
− 24

35Σ3

(︁ 1

𝑅𝑅
− 1

Δ𝑟𝑟

)︁

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
;

𝛼𝛼3F =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8

Σ1
𝑓𝑓1

12

5Σ1
𝑓𝑓1 +

8

5Σ3
𝑓𝑓3

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
,

где 𝑅𝑅 — радиус внешней границы области. Всем величинам, 
вхо-дящим в матрицы 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2 и вектор 𝐹𝐹 , следует приписать 
номер 𝑛𝑛 − 1/2.
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𝑐𝑐22 = 2𝑐𝑐21

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘−1

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁3
+

3

7

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

)︁2 1

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;

𝑝𝑝11 =
(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2
(Σ0Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘;      𝑝𝑝12 = 0;

𝑝𝑝21 = −2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁7
(Σ0Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘;

𝑝𝑝22 =
5

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4
(Σ2Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘;

𝑑𝑑 =
3

7

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘−1

)︁ 1

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;

𝑓𝑓1𝑘𝑘 =
(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2
(𝑓𝑓0Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 −

(𝑓𝑓1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
+
(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁2 (𝑓𝑓1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
;

𝑓𝑓2𝑘𝑘 = −2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁7
(𝑓𝑓0Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 +

5

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4
(𝑓𝑓2Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘 −

(𝑓𝑓3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2
+

+
2

3

(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4(︁ 𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁[︁
1−

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁3]︁
×

×
(𝑓𝑓1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2

(Σ1Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
+
(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2

)︁4 (𝑓𝑓3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2

(Σ3Δ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2
.

Далее получим соотношения для условия в центре системы

a0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

1

Σ1

8

Σ1

0 − 45

7Σ3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;      b0 − c0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

Σ0Δ𝑟𝑟2 +
1

Σ1

8

Σ1

5Σ2Δ𝑟𝑟2 − 45

7Σ3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

;

f0
ℎ =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝑓𝑓0,0Δ𝑟𝑟2 − 3

Σ1
(𝑓𝑓1,1/2 − 𝑓𝑓1,−1/2)Δ𝑟𝑟

5𝑓𝑓2,0Δ𝑟𝑟2 − 15

Σ3
(𝑓𝑓3,1/2 − 𝑓𝑓3,−1/2)Δ𝑟𝑟

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
.
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Здесь второй индекс у компонентов 𝑓𝑓ℎ
𝑗𝑗𝑗𝑗

указывает на номер уз-
ловой точки, причем за точку с индексом нуль принята точка
𝑟𝑟0 =

Δ𝑟𝑟

2
.

Наконец, для условия на внешней границе получим следую-
щие соотношения:

𝛼𝛼1 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2− 8

3Σ1Δ𝑟𝑟

5

2
+

8

Σ1

(︁ 1

𝑅𝑅
− 2

3Δ𝑟𝑟

)︁

1

2
− 4

5Σ1Δ𝑟𝑟

5

4
+

4

5Σ1

(︁ 3

𝑅𝑅
− 2

Δ𝑟𝑟

)︁
− 24

35Σ3

(︁ 1

𝑅𝑅
+

1

Δ𝑟𝑟

)︁

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
;

𝛼𝛼2 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦

2 +
8

3Σ1Δ𝑟𝑟

5

2
+

8

Σ1

(︁ 1

𝑅𝑅
+

2

3Δ𝑟𝑟

)︁

1

2
+

4

5Σ1Δ𝑟𝑟

5

4
+

4

5Σ1

(︁ 3

𝑅𝑅
+

2

Δ𝑟𝑟

)︁
− 24

35Σ3

(︁ 1

𝑅𝑅
− 1

Δ𝑟𝑟

)︁

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦
;

𝛼𝛼3F =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

8

Σ1
𝑓𝑓1

12

5Σ1
𝑓𝑓1 +

8

5Σ3
𝑓𝑓3

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
,

где 𝑅𝑅 — радиус внешней границы области. Всем величинам, 
вхо-дящим в матрицы 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2 и вектор 𝐹𝐹 , следует приписать 
номер 𝑛𝑛 − 1/2.
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где c и l — матрицы, определенные следующим образом:

c =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘
0 0

− 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘
0

1

2

𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟

− 1

12

𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟

1

24

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

;

l =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 −1
1

2

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2

0 1 − 1

12

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2

0 0
1

24

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟

)︁2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

.

С учетом равенств (8.3.3) на каждом из указанных выше ин-
тервалов система уравнений (8.3.1) примет вид

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cJ+ a𝜙𝜙 = f ,

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.3.4)

Заметим, что система уравнений (8.3.4) формально совпада-
ет с системой (8.2.6) для сферически-симметричных задач. По-
этому для получения соответствующих уравнений в цилиндри-
ческой геометрии воспользуемся изложенным в § 8.2 методом.
В результате приходим к конечно-разностному уравнению

a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.3.5)

где матрицы a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 и вектор fℎ𝑘𝑘 определяются формулами
(8.2.15). С учетом дальнейших упрощений приходим к форму-
лам (8.2.16), а именно:
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8.3. Цилиндрическая геометрия

Для задач одномерной цилиндрической геометрии метод 
получения конечно-разностных уравнений аналогичен рас-
смотренному случаю сферической геометрии. Указанный ме-
тод проиллюстрируем на случае уравнений в 𝑃𝑃3-приближении. 
Рассмотрение алгоритма на случай 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближений очевидно.

С этой целью рассмотрим систему уравнений (5.2.7):
KJ+ a𝜙𝜙 = f ;

L𝜙𝜙+ bJ = F,

⎫
⎬
⎭ (8.3.1)

где операторы K,L, матрицы a,b и векторы 𝜙𝜙𝜙J, f и 𝐹𝐹 определены
в § 5.2.

На внешней границе поставлено условие (5.2.21):
A𝜙𝜙+BJ = 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (8.3.2)

Введем в рассмотрение точки 𝑟𝑟𝑘𝑘 и 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2. Уравнение

KJ+ a𝜙𝜙 = f

определим на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2, 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2), а уравнение

L𝜙𝜙 + bJ = F

− на интервале (𝑟𝑟𝑘𝑘−1, 𝑟𝑟𝑘𝑘). В пределах соответствующих интер-
валов операторы K и L приближенно представим в виде

K =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
c; (𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2);

L =
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l; (𝑟𝑟𝑘𝑘−1 ≤ 𝑟𝑟 ≤ 𝑟𝑟𝑘𝑘),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.3.3)

Гл. 8. Конечно-разностные уравнения метода ...240
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где c и l — матрицы, определенные следующим образом:

c =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘
0 0

− 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘
0

1

2

𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟

− 1

12

𝑟𝑟𝑘𝑘
𝑟𝑟

1

24

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘

)︁3

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

;

l =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 −1
1

2

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2

0 1 − 1

12

(︁ 𝑟𝑟

𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

)︁2

0 0
1

24

(︁𝑟𝑟𝑘𝑘−1/2

𝑟𝑟

)︁2

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

.

С учетом равенств (8.3.3) на каждом из указанных выше ин-
тервалов система уравнений (8.3.1) примет вид

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
cJ+ a𝜙𝜙 = f ,

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
l𝜙𝜙+ bJ = F.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.3.4)

Заметим, что система уравнений (8.3.4) формально совпада-
ет с системой (8.2.6) для сферически-симметричных задач. По-
этому для получения соответствующих уравнений в цилиндри-
ческой геометрии воспользуемся изложенным в § 8.2 методом.
В результате приходим к конечно-разностному уравнению

a𝑘𝑘𝜙𝜙
ℎ
𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙

ℎ
𝑘𝑘−1 = −fℎ𝑘𝑘 , (8.3.5)

где матрицы a𝑘𝑘,b𝑘𝑘, c𝑘𝑘 и вектор fℎ𝑘𝑘 определяются формулами
(8.2.15). С учетом дальнейших упрощений приходим к форму-
лам (8.2.16), а именно:
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где

c0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

2 0 0

−2 2 0

0 0 1/6

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ; l0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 −1 3/2

0 1 −1/4

0 0 −1/24

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ .

Итак, мы пришли к уравнениям (8.3.9), которые формально 
совпадают с соответствующей системой (8.2.21) для сферически-
симметричного случая.

В результате преобразований, аналогичных рассмотренным 
в § 8.2, приходим к граничному соотношению (8.2.26), или

a0𝜙𝜙
ℎ
1 − (b0 − c0)𝜙𝜙

ℎ
0 = −fℎ0 , (8.3.10)

где матрицы a0,b0, c0 и вектор fℎ0 определяются соотношениями
(8.2.23) при 𝑘𝑘 = 0. Разумеется, что входящие в эти выражения
величины необходимо выбирать соответствующими цилиндри-
ческому случаю.

Соотношение (8.3.10) преобразуем к виду
𝜙𝜙ℎ
0 = (b0 − c0)

−1a0𝜙𝜙
ℎ
1 + (b0 − c0)

−1fℎ0 . (8.3.11)

На внешней границе области будем иметь условие (5.2.21), 
то есть

(8.3.12)                                                         A𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛 + BJℎ

𝑛𝑛−1/2 = 0,

где матрицы A и B определены в § 5.2.
Подставляя в соотношение (8.3.12) выражение для Jℎ

𝑛𝑛−1/2,
приходим к равенству

𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛−1 = −Γ𝜙𝜙ℎ

𝑛𝑛 + gF𝑛𝑛−1/2, (8.3.13)

где матрицы Γ и g определены формулами (8.2.30).
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a𝑘𝑘 = c𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2b
−1
𝑘𝑘+1/2l𝑘𝑘+1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2;

b𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2

(︀
b−1
𝑘𝑘−1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2 + c𝑘𝑘+1/2b
−1
𝑘𝑘+1/2Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘+1/2

)︀
l𝑘𝑘 + (aΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘;

c𝑘𝑘 = c𝑘𝑘−1/2b
−1
𝑘𝑘−1/2l𝑘𝑘−1Δ𝑟𝑟−1

𝑘𝑘−1/2;

f𝑘𝑘 = (fΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘 + (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘+1/2 − (c−1bFΔ𝑟𝑟)𝑘𝑘−1/2.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.3.6)
Переходим теперь к постановке граничных условий в цен-

тре симметрии и на внешней границе области. Для получения
граничного условия в центре симметрии запишем уравнения
сферических гармоник в окрестности точки 𝑟𝑟 = 0. Полагая

𝜙𝜙11

𝑟𝑟
=

𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
,
𝜙𝜙31

𝑟𝑟
=

𝑑𝑑𝑑𝑑31

𝑑𝑑𝑑𝑑
,
𝜙𝜙33

𝑟𝑟
=

𝑑𝑑𝑑𝑑33

𝑑𝑑𝑑𝑑
,
𝜙𝜙22

𝑟𝑟
=

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
.

     Систему уравнений (5.2.15) и (5.2.16) запишем в следующем 
виде: 
для четных м оментов

2
𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ0𝜙𝜙00 = 𝑓𝑓00;

2
𝑑𝑑𝑑𝑑31

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 2

𝑑𝑑𝑑𝑑11

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 5Σ2𝜙𝜙20 = 5𝑓𝑓20;

1

6

𝑑𝑑𝑑𝑑33

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

5

12
Σ2𝜙𝜙22 =

5

12
𝑓𝑓22

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.3.7)

и для нечетных моментов
𝑑𝑑𝑑𝑑00

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

3

2

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 3Σ1𝜙𝜙11 = 3𝑓𝑓11;

𝑑𝑑𝑑𝑑20

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 1

4

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

7

6
Σ3𝜙𝜙31 =

7

6
𝑓𝑓31;

− 1

24

𝑑𝑑𝑑𝑑22

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

7

360
Σ3𝜙𝜙33 =

7

360
𝑓𝑓33.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(8.3.8)

Систему уравнений (8.3.7), (8.3.8) запишем в векторно-мат-
ричной форме:

c0
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
J+ a𝜙𝜙 = f ,

l0
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ bJ = F,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(8.3.9)
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где

c0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

2 0 0

−2 2 0

0 0 1/6

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ ; l0 =

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦

1 −1 3/2

0 1 −1/4

0 0 −1/24

⃦⃦
⃦⃦
⃦⃦ .

Итак, мы пришли к уравнениям (8.3.9), которые формально 
совпадают с соответствующей системой (8.2.21) для сферически-
симметричного случая.

В результате преобразований, аналогичных рассмотренным 
в § 8.2, приходим к граничному соотношению (8.2.26), или

a0𝜙𝜙
ℎ
1 − (b0 − c0)𝜙𝜙

ℎ
0 = −fℎ0 , (8.3.10)

где матрицы a0,b0, c0 и вектор fℎ0 определяются соотношениями
(8.2.23) при 𝑘𝑘 = 0. Разумеется, что входящие в эти выражения
величины необходимо выбирать соответствующими цилиндри-
ческому случаю.

Соотношение (8.3.10) преобразуем к виду
𝜙𝜙ℎ
0 = (b0 − c0)

−1a0𝜙𝜙
ℎ
1 + (b0 − c0)

−1fℎ0 . (8.3.11)

На внешней границе области будем иметь условие (5.2.21), 
то есть

(8.3.12)                                                         A𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛 + BJℎ

𝑛𝑛−1/2 = 0,

где матрицы A и B определены в § 5.2.
Подставляя в соотношение (8.3.12) выражение для Jℎ

𝑛𝑛−1/2,
приходим к равенству

𝜙𝜙ℎ
𝑛𝑛−1 = −Γ𝜙𝜙ℎ

𝑛𝑛 + gF𝑛𝑛−1/2, (8.3.13)

где матрицы Γ и g определены формулами (8.2.30).
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𝐷𝐷
𝑑𝑑2𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑2
− Σ𝜙𝜙 = −𝑓𝑓(𝑥𝑥). (9.1.1)

Если предположить, что функции 𝐷𝐷𝐷 Σ и 𝑓𝑓 симметричны от-
носительно 𝑥𝑥 = 0 и на внешней границе поток считается 
равным нулю, то приходим к системе граничных условий

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 0 при 𝑥𝑥 = 0,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.1.2)
𝜙𝜙 = 0 при 𝑥𝑥 = 1.

     

     Требуется найти решение задачи (9.1.1), (9.1.2) при 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1. 
Рассмотрим оператор

L = 𝐷𝐷
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
− Σ (9.1.3)

и представим его в виде произведения двух операторов 
первого порядка:

L = 𝐷𝐷
(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽

)︁(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛼𝛼

)︁
, (9.1.4)

где 𝛼𝛼 и 𝛽𝛽 — функции, которые следует найти из условия

𝐷𝐷
(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽

)︁(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛼𝛼

)︁
≡ 𝐷𝐷

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
− Σ. (9.1.5)

     Для выполнения тождества (9.1.5) достаточно потребовать, 
чтобы

𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽2 =

Σ

𝐷𝐷
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.1.6)

Введем в рассмотрение новую функцию 𝑧𝑧 по формуле

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛽𝛽𝛽𝛽 = −𝑧𝑧𝑧

     Тогда уравнение диффузии сведется к эквивалентной 
системе уравнений первого порядка:
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9
Решение конечно-разностных
уравнений

9.1. Метод факторизации уравнения
диффузии

В литературе имеется большое число работ, посвященных 
методам решения конечно-разностных уравнений. Для случая 
одномерных уравнений наиболее эффективным оказался метод 
факторизации. Метод факторизации оказался также удобным 
аппаратом для решения двумерных конечно-разностных урав-
нений.

В настоящей главе будут рассмотрены наиболее эффек-
тивные численные методы решения конечно-разностных 
уравнений эллиптического типа, которые получили широ-
кое распространение в ядерно-физических расчетах. Более 
подробные сведения по этому вопросу можно получить в книге 
В. И. Саульева [323].

Для решения уравнений диффузии можно применить метод 
факторизации. Сущность метода заключается в разложении 
дифференциального оператора диффузии Штурмана – Лиувилля 
на более простые операторы первого порядка. Такое разложе-
ние в конечном счете приводит к системе уравнений первого 
порядка, эквивалентной уравнению диффузии.

Впервые метод факторизации дифференциальных уравне-
ний был предложен Э. Айнсом [22]. Для расчета критических 
масс реакторов он был использован А. Томпсоном [507]. В даль-
нейшем этот метод был существенно развит В. С. Владимиро-
вым [69].

Рассмотрим уравнение диффузии для однородной плоской 
области −1 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1. Тогда приходим к уравнению

Глава 9.244



250 Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений
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⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.1.2)
𝜙𝜙 = 0 при 𝑥𝑥 = 1.

     

     Требуется найти решение задачи (9.1.1), (9.1.2) при 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1. 
Рассмотрим оператор

L = 𝐷𝐷
𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
− Σ (9.1.3)

и представим его в виде произведения двух операторов 
первого порядка:

L = 𝐷𝐷
(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽

)︁(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛼𝛼

)︁
, (9.1.4)

где 𝛼𝛼 и 𝛽𝛽 — функции, которые следует найти из условия

𝐷𝐷
(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽

)︁(︁ 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛼𝛼

)︁
≡ 𝐷𝐷

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
− Σ. (9.1.5)

     Для выполнения тождества (9.1.5) достаточно потребовать, 
чтобы

𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽2 =

Σ

𝐷𝐷
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.1.6)

Введем в рассмотрение новую функцию 𝑧𝑧 по формуле

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛽𝛽𝛽𝛽 = −𝑧𝑧𝑧

     Тогда уравнение диффузии сведется к эквивалентной 
системе уравнений первого порядка:
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И. М. Гельфандом и О. В. Локуциевским [96] и, независимо
от них, А. С. Кронродом (см. [84]) и Штарком (см. [434]).

Итак, рассмотрим конечно-разностное уравнение диффузии
𝑎𝑎𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝑓𝑓𝑘𝑘, (9.2.1)

где 𝑎𝑎𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘, 𝑓𝑓𝑘𝑘 — заданные положительные числа, удовлетворя-
ющие условию

𝑎𝑎𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘 ≤ 𝑏𝑏𝑘𝑘,

причем строгое неравенство имеет место хотя бы в одной точке
области.

Уравнение (9.2.1) почленно поделим на 𝑎𝑎𝑘𝑘. В результате по-
лучим

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 −𝐵𝐵𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝐹𝐹𝑘𝑘, (9.2.2)
где

𝐵𝐵𝑘𝑘 =
𝑏𝑏𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘

;      𝐶𝐶𝑘𝑘 =
𝑐𝑐𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘

;      𝐹𝐹𝑘𝑘 =
𝑓𝑓𝑘𝑘
𝑎𝑎𝑘𝑘

. (9.2.3)

     Введем следующее обозначение:
L𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝐵𝐵𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝐶𝐶𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1.

     Оператор L представим в виде произведения двух разност-
ных операторов первого порядка

L = L1 L2,

так, чтобы уравнение (9.2.2) представлялось в виде

L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = −𝐹𝐹𝑘𝑘. (9.2.4)

Операторы L1 и L2 определим следующим образом:

L1𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑧𝑧𝑘𝑘 −
𝑧𝑧𝑘𝑘+1

𝛽𝛽𝑘𝑘+1
,

L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝐶𝐶𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 𝛽𝛽𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.2.5)

где 𝛽𝛽𝑘𝑘 — произвольные числа, которые найдем из условия, 
чтобы

L𝜙𝜙𝑘𝑘 ≡ L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘. (9.2.6)

Очевидно, тождество (9.2.6) будет иметь место в том случае,
если величины 𝛽𝛽𝑘𝑘 удовлетворяют следующему уравнению:
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𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽2 =

Σ

𝐷𝐷
;

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ 𝛽𝛽𝛽𝛽 =

𝑓𝑓

𝐷𝐷
;

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝛽𝛽𝛽𝛽 = −𝑧𝑧𝑧

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.1.7)

     Систему (9.1.7) будем называть факторизованной.
Для полной определенности задачи к системе (9.1.7) присо-

единим граничные условия. Для этого воспользуемся условия-
ми (9.1.2) и третьим из равенств (9.1.7).

Очевидно, что условия (9.1.2) будут удовлетворены, если по-
ложить

𝛽𝛽(0) = 0,

𝑧𝑧(0) = 0,

𝜙𝜙(1) = 0.

⎫⎬
⎭ (9.1.8)

Таким образом, мы пришли к эквивалентной задаче (9.1.7),
(9.1.8), которая может быть решена последовательно: сначала
находится 𝛽𝛽(𝑥𝑥), затем 𝑧𝑧(𝑥𝑥) и, наконец, функция 𝜙𝜙(𝑥𝑥). Следует от-
метить, что система (9.1.7), (9.1.8) может быть решена прибли-
женно с помощью известных конечно-разностных методов. При
этом расчет функции 𝛽𝛽 и 𝑧𝑧 необходимо вести от узла к узлу в сто-
рону возрастающих значений 𝑥𝑥, а расчет функции 𝜙𝜙 — в сторону
убывающих значений 𝑥𝑥.

9.2. Метод факторизации
конечно-разностных уравнений
для одномерных областей

Метод факторизации дифференциального уравнения диф-
фузии, рассмотренный в предыдущем параграфе, может быть
обобщен и применен непосредственно к конечно-разностному
уравнению диффузии. Сущность метода состоит в том, что
разностные уравнения второго порядка сводятся к после-
довательному решению трех разностных уравнений первого
порядка. Метод разностной факторизации был предложен
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И. М. Гельфандом и О. В. Локуциевским [96] и, независимо
от них, А. С. Кронродом (см. [84]) и Штарком (см. [434]).
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области.
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. (9.2.3)

     Введем следующее обозначение:
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     Оператор L представим в виде произведения двух разност-
ных операторов первого порядка

L = L1 L2,

так, чтобы уравнение (9.2.2) представлялось в виде

L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = −𝐹𝐹𝑘𝑘. (9.2.4)

Операторы L1 и L2 определим следующим образом:
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⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.2.5)

где 𝛽𝛽𝑘𝑘 — произвольные числа, которые найдем из условия, 
чтобы

L𝜙𝜙𝑘𝑘 ≡ L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘. (9.2.6)

Очевидно, тождество (9.2.6) будет иметь место в том случае,
если величины 𝛽𝛽𝑘𝑘 удовлетворяют следующему уравнению:
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где 𝛼𝛼 =
ΣΔ𝑥𝑥2

𝐷𝐷
. В этом случае 𝐵𝐵𝑘𝑘 = 2 + 𝛼𝛼, 𝐶𝐶𝑘𝑘 = 1 и, следовательно,

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 =
1

2 + 𝛼𝛼− 𝛽𝛽𝑘𝑘
. (9.2.11)

     При 𝑘𝑘 → ∞ 𝛽𝛽𝑘𝑘+1 → 𝛽𝛽, 𝛽𝛽𝑘𝑘 → 𝛽𝛽 и асимптотически мы будем иметь

𝛽𝛽 =
1

2 + 𝛼𝛼− 𝛽𝛽
.

Это уравнение приводится к квадратному:

𝛽𝛽2 − (2 + 𝛼𝛼)𝛽𝛽 + 1 = 0.

     Интересующее нас решение уравнения имеет вид

𝛽𝛽 = 1 +
𝛼𝛼

2
−
√︂
𝛼𝛼
(︁
1 +

𝛼𝛼

4

)︁
. (9.2.12)

     Поскольку 𝛼𝛼 > 0, то отсюда следует, что

𝛽𝛽 < 1,

а это значит, что при решении второго и третьего уравнений 
(9.2.10), по крайней мере вдали от границ, ошибка округления, 
допущенная в узле, будет затухать по закону

𝜀𝜀𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑘𝑘𝜀𝜀𝑘𝑘.

Общее доказательство счетной устойчивости факторизован-
ной системы дано О. В. Локуциевским [221], а также В. К. Сау-
льевым [323].

Определим теперь начальные значения для величин 𝛽𝛽𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘 

и 𝜙𝜙𝑘𝑘 таким образом, чтобы удовлетворить граничным условиям 
для уравнения диффузии. С этой целью рассмотрим два 
случая, а именно: когда на внутренней границе системы при    
𝑟𝑟 = 0 задано условие

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

1

𝛾𝛾
𝜙𝜙 (9.2.13)

и на внешней границе при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −1

𝛾𝛾
𝜙𝜙𝜙 (9.2.14)

     В первом случае мы приходим к условию (6.6.13):
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𝛽𝛽𝑘𝑘 = −𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝛽𝛽𝑘𝑘+1
+𝐵𝐵𝑘𝑘. (9.2.7)

     Разрешая  уравнение  (9.2.7)  относительно  величины   𝛽𝛽𝑘𝑘+1, 
приходим   к   следующему  разностному   уравнению   первого 
порядка для 𝛽𝛽𝑘𝑘:

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 =
𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝐵𝐵𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘
. (9.2.8)

     Таким образом, разностное уравнение (9.2.2) факторизуется 
при условии, что 𝛽𝛽𝑘𝑘 является решением уравнения (9.2.8). 
Полагая

𝑧𝑧𝑘𝑘 = L2𝜙𝜙𝑘𝑘,

мы будем иметь

𝑧𝑧𝑘𝑘 −
𝑧𝑧𝑘𝑘+1

𝛽𝛽𝑘𝑘+1
= −F𝑘𝑘,

𝐶𝐶𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 𝛽𝛽𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝑧𝑧𝑘𝑘.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.2.9)

Разрешая первое из уравнений (9.2.9) относительно 𝑧𝑧𝑘𝑘+1,      
а второе — относительно 𝜙𝜙𝑘𝑘 и объединяя полученные урав-
нения с (9.2.8), приходим к следующей факторизованной 
системе разностных уравнений первого порядка:

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 =
𝐶𝐶𝑘𝑘+1

𝐵𝐵𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘
,

𝑧𝑧𝑘𝑘+1 = 𝛽𝛽𝑘𝑘+1(𝑧𝑧𝑘𝑘 + F𝑘𝑘),

𝜙𝜙𝑘𝑘 =
𝛽𝛽𝑘𝑘+1𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + 𝑧𝑧𝑘𝑘+1

𝐶𝐶𝑘𝑘+1
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.2.10)

Можно показать, что при ведении счета с помощью систе-
мы разностных уравнений (9.2.10) ошибки округления не будут
возрастать от узла к узлу и, следовательно, счет будет устойчив.
Особенно просто это доказать в том случае, когда коэффициен-
ты 𝑎𝑎𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘 и 𝑐𝑐𝑘𝑘 в разностном уравнении (9.2.1) не зависят от индек-
са 𝑘𝑘. Для простоты рассмотрим плоскую область. В этом случае
уравнение (9.2.1) имеет вид

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − (2 + 𝛼𝛼)𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −𝑓𝑓𝑘𝑘,
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где 𝛼𝛼 =
ΣΔ𝑥𝑥2

𝐷𝐷
. В этом случае 𝐵𝐵𝑘𝑘 = 2 + 𝛼𝛼, 𝐶𝐶𝑘𝑘 = 1 и, следовательно,

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 =
1

2 + 𝛼𝛼− 𝛽𝛽𝑘𝑘
. (9.2.11)

     При 𝑘𝑘 → ∞ 𝛽𝛽𝑘𝑘+1 → 𝛽𝛽, 𝛽𝛽𝑘𝑘 → 𝛽𝛽 и асимптотически мы будем иметь

𝛽𝛽 =
1

2 + 𝛼𝛼− 𝛽𝛽
.

Это уравнение приводится к квадратному:

𝛽𝛽2 − (2 + 𝛼𝛼)𝛽𝛽 + 1 = 0.

     Интересующее нас решение уравнения имеет вид

𝛽𝛽 = 1 +
𝛼𝛼

2
−
√︂
𝛼𝛼
(︁
1 +

𝛼𝛼

4

)︁
. (9.2.12)

     Поскольку 𝛼𝛼 > 0, то отсюда следует, что

𝛽𝛽 < 1,

а это значит, что при решении второго и третьего уравнений 
(9.2.10), по крайней мере вдали от границ, ошибка округления, 
допущенная в узле, будет затухать по закону

𝜀𝜀𝑛𝑛 = 𝛽𝛽𝑛𝑛−𝑘𝑘𝜀𝜀𝑘𝑘.

Общее доказательство счетной устойчивости факторизован-
ной системы дано О. В. Локуциевским [221], а также В. К. Сау-
льевым [323].

Определим теперь начальные значения для величин 𝛽𝛽𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘 

и 𝜙𝜙𝑘𝑘 таким образом, чтобы удовлетворить граничным условиям 
для уравнения диффузии. С этой целью рассмотрим два 
случая, а именно: когда на внутренней границе системы при    
𝑟𝑟 = 0 задано условие

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
=

1

𝛾𝛾
𝜙𝜙 (9.2.13)

и на внешней границе при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −1

𝛾𝛾
𝜙𝜙𝜙 (9.2.14)

     В первом случае мы приходим к условию (6.6.13):
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В выражении (9.2.21) величины 𝛽𝛽𝑛𝑛, 𝑧𝑧𝑛𝑛 предполагаются из-
вестными, полученными в результате решения соответствую-
щих уравнений (9.2.10) при условии (9.2.18).

Итак, все необходимые начальные условия для функций 𝛽𝛽𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘
и 𝜙𝜙𝑘𝑘 найдены.

Мы рассмотрели только метод решения конечно-разностных
уравнений диффузии, основанный на факторизации. Сведения
о других методах решения разностных уравнений можно полу-
чить в книге В. К. Саульева [323].

9.3. Решение разностных уравнений
методом матричной факторизации

Метод факторизации одномерных разностных уравнений
диффузионного типа оказался весьма удобным расчетным
алгоритмом. Этот метод в дальнейшем был существенно обоб-
щен М. В. Келдышем, И. М. Гельфандом, О. В. Локуциевским,
К. И. Бабенко и Н. К. Ченцовым на широкий класс задач эллип-
тического типа. Предполагается, что указанный класс задач
приводится к векторно-матричному уравнению вида

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘 (9.3.1)

с соответствующими граничными условиями. В частности, к раз-
ностному уравнению (9.3.1) приближенно сводится многомерное 
уравнение диффузии, а также уравнения сферических гармоник.

Метод матричной факторизации позволяет получить точное 
решение конечно-разностного уравнения (9.3.1) без использо-
вания метода последовательных приближений. Наиболее эф-
фективно он применяется для решения задач в случае матриц 
невысокого порядка. К. И. Бабенко, В. В. Русанов и Н. К. Чен-
цов показали, что расчет с помощью метода матричной факто-
ризации не сопровождается накоплением ошибок округления 
и, таким образом, он является устойчивым. Необходимо лишь 
иметь в виду, что при обращении матриц высокого порядка мо-
жет происходить потеря точности за счет округления. Поэто-
му в расчетах необходимо использовать методы обращения 
матриц, свободные от указанного недостатка.
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𝜙𝜙0 =
1− Δ𝑟𝑟

2𝛾𝛾

1 + Δ𝑟𝑟
2𝛾𝛾

𝜙𝜙1. (9.2.15)

     Это условие соответствует случаю, когда в центре системы 
находится поглощающий блок.

Аналогично на внешней границе при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅 должно выпол-
няться соотношением (6.6.9):

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 = Γ𝜙𝜙𝑛𝑛 +𝐺𝐺𝐺 (9.2.16)

Найдем начальные данные для функций 𝛽𝛽𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘 и 𝜙𝜙𝑘𝑘 при усло-
вии (9.2.15), (9.2.16). Для этого в третьем уравнении из системы
(9.2.10) сначала положим 𝑘𝑘 = 0. Тогда будем иметь

𝜙𝜙0 =
𝛽𝛽1
𝐶𝐶1

𝜙𝜙1 +
𝑧𝑧1
𝐶𝐶1

. (9.2.17)

     Сравнивая выражения (9.2.15) и (9.2.17), приходим к выводу, 
что

𝛽𝛽1 =
1− Δ𝑟𝑟

2𝛾𝛾

1 + Δ𝑟𝑟
2𝛾𝛾

𝐶𝐶1,

𝑧𝑧1 = 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(9.2.18)

     Чтобы найти начальное условие для 𝜙𝜙𝑘𝑘, снова воспользуемся 
третьим уравнением из системы  (9.2.10),  в котором положим 
𝑘𝑘 = 𝑛𝑛 − 1. Тогда получим

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 =
𝛽𝛽𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

𝜙𝜙𝑛𝑛 +
𝑧𝑧𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

. (9.2.19)

     Объединяя равенства (9.2.16) и (9.2.19), приходим к системе 
уравнений для двух неизвестных 𝜙𝜙𝑛𝑛 и 𝜙𝜙𝑛𝑛−1:

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 = Γ𝜙𝜙𝑛𝑛 +𝐺𝐺𝐺

𝜙𝜙𝑛𝑛−1 =
𝛽𝛽𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

𝜙𝜙𝑛𝑛 +
𝑧𝑧𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(9.2.20)

     Вычитая из одного уравнения другое и разрешая полученное 
выражение относительно 𝜙𝜙𝑛𝑛, будем иметь

𝜙𝜙𝑛𝑛 =

𝑧𝑧𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

−𝐺𝐺

Γ− 𝛽𝛽𝑛𝑛
𝐶𝐶𝑛𝑛

. (9.2.21)
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В выражении (9.2.21) величины 𝛽𝛽𝑛𝑛, 𝑧𝑧𝑛𝑛 предполагаются из-
вестными, полученными в результате решения соответствую-
щих уравнений (9.2.10) при условии (9.2.18).

Итак, все необходимые начальные условия для функций 𝛽𝛽𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘
и 𝜙𝜙𝑘𝑘 найдены.

Мы рассмотрели только метод решения конечно-разностных
уравнений диффузии, основанный на факторизации. Сведения
о других методах решения разностных уравнений можно полу-
чить в книге В. К. Саульева [323].

9.3. Решение разностных уравнений
методом матричной факторизации

Метод факторизации одномерных разностных уравнений
диффузионного типа оказался весьма удобным расчетным
алгоритмом. Этот метод в дальнейшем был существенно обоб-
щен М. В. Келдышем, И. М. Гельфандом, О. В. Локуциевским,
К. И. Бабенко и Н. К. Ченцовым на широкий класс задач эллип-
тического типа. Предполагается, что указанный класс задач
приводится к векторно-матричному уравнению вида

a𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − b𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 + c𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −f𝑘𝑘 (9.3.1)

с соответствующими граничными условиями. В частности, к раз-
ностному уравнению (9.3.1) приближенно сводится многомерное 
уравнение диффузии, а также уравнения сферических гармоник.

Метод матричной факторизации позволяет получить точное 
решение конечно-разностного уравнения (9.3.1) без использо-
вания метода последовательных приближений. Наиболее эф-
фективно он применяется для решения задач в случае матриц 
невысокого порядка. К. И. Бабенко, В. В. Русанов и Н. К. Чен-
цов показали, что расчет с помощью метода матричной факто-
ризации не сопровождается накоплением ошибок округления 
и, таким образом, он является устойчивым. Необходимо лишь 
иметь в виду, что при обращении матриц высокого порядка мо-
жет происходить потеря точности за счет округления. Поэто-
му в расчетах необходимо использовать методы обращения 
матриц, свободные от указанного недостатка.
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258 Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений

L1z𝑘𝑘 = F𝑘𝑘;

L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = z𝑘𝑘.

⎫
⎬
⎭ (9.3.8)

     Принимая во внимание равенства (9.3.6) и решая уравне-
ния (9.3.8) относительно z𝑘𝑘+1 и 𝜙𝜙𝑘𝑘 вместе с (9.3.7), приходим      
к конечно-разностным уравнениям первого порядка:

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = C𝑘𝑘+1(B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1;

z𝑘𝑘+1 = 𝛽𝛽𝑘𝑘+1(z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘);

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = C−1
𝑘𝑘+1(𝛽𝛽𝑘𝑘+1𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘+1).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.3.9)

Следует отметить, что при решении третьего уравнения
из системы (9.3.9) приходится предварительно находить обрат-
ную матрицу C−1

𝑘𝑘+1. Зачастую это приводит к потере точности.
Для того чтобы избежать возникающей потери точности,
Ж. Н. Бельская предложила преобразовать это уравнение сле-
дующим образом. Подставим второе уравнение системы (9.3.9)
в третье. Тогда получим

𝜙𝜙𝑘𝑘 = C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘). (9.3.10)

     Из полученного  уравнения  исключим  выражение C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1 

с помощью первого уравнения системы (9.3.9). В самом деле, умно-
жим левую часть первого уравнения системы на матрицу C−1

𝑘𝑘+1.
Тогда получим

C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = (B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)

−1. (9.3.11)

Подставим выражение (9.3.11) в уравнение (9.3.10). В ре-
зультате будем иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘 = (B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘). (9.3.12)

     Уравнение (9.3.12)  и  будет  использовано  вместо третьего 
уравнения системы (9.3.9).

Таким образом, окончательно приходим к следующей факто-
ризованной системе уравнений:
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При решении уравнений диффузии для двумерных областей 
мы приходим к матричному конечно-разностному уравнению 
следующего вида:

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 −B𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 +C𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 = −F𝑘𝑘 (9.3.2)

при условии, что
𝜙𝜙0 = 𝜙𝜙1,

𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = 0.

⎫
⎬
⎭ (9.3.3)

     Уравнение (9.3.2) запишем в виде

L𝜙𝜙𝑘𝑘 = −F𝑘𝑘, (9.3.4)
где

L𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 −B𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘 +C𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1.

     Оператор L представим в виде произведения

L = L1L2.

     Тогда уравнение (9.3.4) будет иметь вид

L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = −F𝑘𝑘. (9.3.5)

Операторы L1 и L2 определим следующим образом:

L1z𝑘𝑘 = z𝑘𝑘 − 𝛽𝛽−1
𝑘𝑘+1z𝑘𝑘+1;

L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = C𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1 − 𝛽𝛽𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘,

⎫⎬
⎭ (9.3.6)

где 𝛽𝛽𝑘𝑘 — произвольные матрицы, которые выберем из условия,
чтобы

L𝜙𝜙𝑘𝑘 = L1L2𝜙𝜙𝑘𝑘,

откуда получаем, что

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = C𝑘𝑘+1(B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1. (9.3.7)

     Полагая
L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = z𝑘𝑘,

мы приходим к системе уравнений
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L1z𝑘𝑘 = F𝑘𝑘;

L2𝜙𝜙𝑘𝑘 = z𝑘𝑘.

⎫
⎬
⎭ (9.3.8)

     Принимая во внимание равенства (9.3.6) и решая уравне-
ния (9.3.8) относительно z𝑘𝑘+1 и 𝜙𝜙𝑘𝑘 вместе с (9.3.7), приходим      
к конечно-разностным уравнениям первого порядка:

𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = C𝑘𝑘+1(B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1;

z𝑘𝑘+1 = 𝛽𝛽𝑘𝑘+1(z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘);

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = C−1
𝑘𝑘+1(𝛽𝛽𝑘𝑘+1𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘+1).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.3.9)

Следует отметить, что при решении третьего уравнения
из системы (9.3.9) приходится предварительно находить обрат-
ную матрицу C−1

𝑘𝑘+1. Зачастую это приводит к потере точности.
Для того чтобы избежать возникающей потери точности,
Ж. Н. Бельская предложила преобразовать это уравнение сле-
дующим образом. Подставим второе уравнение системы (9.3.9)
в третье. Тогда получим

𝜙𝜙𝑘𝑘 = C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘). (9.3.10)

     Из полученного  уравнения  исключим  выражение C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1 

с помощью первого уравнения системы (9.3.9). В самом деле, умно-
жим левую часть первого уравнения системы на матрицу C−1

𝑘𝑘+1.
Тогда получим

C−1
𝑘𝑘+1𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = (B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)

−1. (9.3.11)

Подставим выражение (9.3.11) в уравнение (9.3.10). В ре-
зультате будем иметь

𝜙𝜙𝑘𝑘 = (B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘). (9.3.12)

     Уравнение (9.3.12)  и  будет  использовано  вместо третьего 
уравнения системы (9.3.9).

Таким образом, окончательно приходим к следующей факто-
ризованной системе уравнений:

9.3. Метод разностных уравнений ... 253
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𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑛𝑛+1 = h (9.3.20)

и уравнение (9.3.12) при 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛:

𝜙𝜙𝑛𝑛 = (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)
−1(𝜙𝜙𝑛𝑛+1 + z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛). (9.3.21)

     Исключив из уравнения (9.3.20) вектор-функции 𝜙𝜙𝑛𝑛, получим
[︀
(B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1 + 𝛾𝛾
]︀
𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = h− (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1(z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛). (9.3.22)
Отсюда

𝜙𝜙𝑛𝑛+1 =
[︀
(B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1 + 𝛾𝛾
]︀−1[︀

h− (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)
−1(z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛)

]︀
. (9.3.22′)

     Соотношение (9.3.22) и будет необходимым «начальным» ус-
ловием для функции 𝜙𝜙𝑘𝑘.

В заключение отметим, что если решение 𝜙𝜙𝑘𝑘 состоит только 
из одного компонента, то мы приходим к рассмотренному вы-
ше случаю факторизации простейшего трехточечного конечно-
разностного уравнения.

9.4. Итерационные методы решения
разностных уравнений

В предыдущем параграфе был рассмотрен метод решения 
двумерных конечно-разностных уравнений эллиптического ти-
па, основанный на непосредственном решении линейной алгеб-
раической системы уравнений. Однако в ряде случаев бывает 
целесообразно пользоваться итерационными схемами, которые 
отличаются простотой численного алгоритма. Недостатком 
этих схем является то, что они требуют проведения более или 
менее значительного числа итераций [63, 323, 399, 429, 430].

Рассмотрим некоторые итерационные схемы, наиболее упо-
требляемые в практике расчетов.

Схема Либмана. Как известно [469], схема Либмана опреде-
ляется следующим образом:

𝜙𝜙(𝑛𝑛) = A𝜙𝜙(𝑛𝑛−1) + 𝑆𝑆f , (9.4.1)
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𝛽𝛽𝑘𝑘+1 = C𝑘𝑘+1(B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1;

z𝑘𝑘+1 = 𝛽𝛽𝑘𝑘+1(z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘);

𝜙𝜙𝑘𝑘 = (B𝑘𝑘 − 𝛽𝛽𝑘𝑘)
−1(𝜙𝜙𝑘𝑘+1 + z𝑘𝑘 + F𝑘𝑘).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.3.13)

К системе уравнений (9.3.13) необходимо присоединить гра-
ничные условия (9.3.3). Для того чтобы эти условия были вы-
полнены, необходимо потребовать выполнения следующих ра-
венств, в результате будем иметь

𝛽𝛽1 = C1, z1 = 0, 𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = 0. (9.3.14)

Ввиду того, что нас в дальнейшем будут интересовать раз-
личные применения метода матричной факторизации, рассмот-
рим вопрос о граничных условиях более общего вида, а именно,
пусть заданы следующие граничные соотношения:

𝜙𝜙0 + 𝛼𝛼𝛼𝛼1 = g;

𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑛𝑛+1 = h,

⎫⎬
⎭ (9.3.15)

где 𝛼𝛼 и 𝛾𝛾 — заданные матрицы, а g, h — векторы. Рассмотрим 
сначала первое из этих уравнений:

𝜙𝜙0 + 𝛼𝛼𝛼𝛼1 = g (9.3.16)

(9.3.17)

и третье уравнение системы (9.3.9) для точки 𝑘𝑘 = 0:

                                                         𝜙𝜙0 = C1
−1(𝛽𝛽1𝜙𝜙1 + z1).

     Из сравнения уравнений (9.3.16) и (9.3.17) следует, что
C−1

1 𝛽𝛽1 = −𝛼𝛼;

C−1
1 z1 = g.

⎫⎬
⎭ (9.3.18)

     Умножим слева соотношения (9.3.18)  на матрицу C1. Тогда 
получим «начальные» условия для 𝛽𝛽𝑘𝑘 и z𝑘𝑘:

𝛽𝛽1 = C1𝛼𝛼;

z1 = C1g.

⎫⎬
⎭ (9.3.19)

     Остается  теперь  получить  условия  для 𝜙𝜙𝑘𝑘.  Для этого рас-
смотрим второе из равенств (9.3.15):

Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений254



260 Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений

𝜙𝜙𝑛𝑛 + 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑛𝑛+1 = h (9.3.20)

и уравнение (9.3.12) при 𝑘𝑘 = 𝑛𝑛:

𝜙𝜙𝑛𝑛 = (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)
−1(𝜙𝜙𝑛𝑛+1 + z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛). (9.3.21)

     Исключив из уравнения (9.3.20) вектор-функции 𝜙𝜙𝑛𝑛, получим
[︀
(B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1 + 𝛾𝛾
]︀
𝜙𝜙𝑛𝑛+1 = h− (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1(z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛). (9.3.22)
Отсюда

𝜙𝜙𝑛𝑛+1 =
[︀
(B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)

−1 + 𝛾𝛾
]︀−1[︀

h− (B𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛)
−1(z𝑛𝑛 + F𝑛𝑛)

]︀
. (9.3.22′)

     Соотношение (9.3.22) и будет необходимым «начальным» ус-
ловием для функции 𝜙𝜙𝑘𝑘.

В заключение отметим, что если решение 𝜙𝜙𝑘𝑘 состоит только 
из одного компонента, то мы приходим к рассмотренному вы-
ше случаю факторизации простейшего трехточечного конечно-
разностного уравнения.

9.4. Итерационные методы решения
разностных уравнений

В предыдущем параграфе был рассмотрен метод решения 
двумерных конечно-разностных уравнений эллиптического ти-
па, основанный на непосредственном решении линейной алгеб-
раической системы уравнений. Однако в ряде случаев бывает 
целесообразно пользоваться итерационными схемами, которые 
отличаются простотой численного алгоритма. Недостатком 
этих схем является то, что они требуют проведения более или 
менее значительного числа итераций [63, 323, 399, 429, 430].

Рассмотрим некоторые итерационные схемы, наиболее упо-
требляемые в практике расчетов.

Схема Либмана. Как известно [469], схема Либмана опреде-
ляется следующим образом:

𝜙𝜙(𝑛𝑛) = A𝜙𝜙(𝑛𝑛−1) + 𝑆𝑆f , (9.4.1)
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В компонентном представлении линейная итерационная
схема (9.4.3) принимает вид

𝑎𝑎𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 = −𝐹𝐹

(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
;

𝐹𝐹
(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝜀𝜀𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝛿𝛿𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
+ 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(9.4.4)

(𝑙𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑙𝑙0),
где

𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝜀𝜀𝑘𝑘 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

и
𝑎𝑎𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑏𝑏𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = −𝐹𝐹

(𝑛𝑛)

2𝑘𝑘𝑘𝑘
;

𝐹𝐹
(𝑛𝑛)

2𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝜀𝜀𝑙𝑙

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝛿𝛿𝑙𝑙

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+ 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(9.4.5)

(𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑘0),
где

𝑎𝑎𝑙𝑙 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑏𝑏𝑙𝑙 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑐𝑐𝑙𝑙 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝜀𝜀𝑙𝑙 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

Существенной особенностью линейной итерационной схемы 
является то, что после первой итерации она дает точное реше-
ние задачи в том случае, когда решение не зависит от индекса 
𝑙𝑙 или 𝑘𝑘.

Расчет по схеме (9.4.4), (9.4.5) начинается с приближения
𝐹𝐹

(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. Решение уравнений (9.4.4) и (9.4.5) с соответствую-

щими граничными условиями производится обычным методом 
факторизации.

Релаксационная схема Булеева. Н.  И.  Булеев предложил 
следующую релаксационную схему решения конечно-
разностных уравнений [59, 60]. Запишем систему разностных 
уравнений в векторно-матричной форме:

L𝜙𝜙 = f . (9.4.6)

     К обеим частям равенства (9.4.6) прибавим вектор 𝜇𝜇𝜇𝜇, где  
𝜇𝜇 —произвольная матрица. Тогда получим

(L+ 𝜇𝜇)𝜙𝜙 = f + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 (9.4.7)
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где 𝜙𝜙 и f — векторы с компонентами

𝜙𝜙 = {𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘}, f = {𝑓𝑓𝑘𝑘};

A и 𝑆𝑆 — матрицы, переводящие соответственно векторы  𝜙𝜙  и  f  
в другие вектора:

A =
{︁
𝜙𝜙 =

⃒⃒
⃒ 1

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1

)︀}︁
,

𝑆𝑆f =

{︃
1

𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

}︃
;

𝑛𝑛 — номер последовательного приближения.
В компонентном представлении метод Либмана записывает-

ся весьма просто:

𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =

(︀
𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 + 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
/𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘. (9.4.2)

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

    Схема Зейделя отличается от метода Либмана только тем, 
что  в  𝑛𝑛-й  итерации  при  расчете  величин 𝜙𝜙(𝑛𝑛)     используются
не только значения 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 , но и ранее подсчитанные значения

𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 .

Линейная итерационная схема. Большое распространение
при решении двумерных разностных уравнений эллиптическо-
го типа получила линейная итерационная схема. Она опреде-
ляется системой двух равенств [63]:

L1𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑙𝑙 = f𝑙𝑙 −M2𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘 , (𝑙𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑙𝑙0);

L2𝜙𝜙
(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘 = f𝑘𝑘 −M1𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑙𝑙 , (𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑘0),

⎫⎪⎬
⎪⎭

(9.4.3)

где
L1𝜙𝜙𝑙𝑙 =

⃒⃒
𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − (𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

⃒⃒
;

L2𝜙𝜙𝑘𝑘 =
⃒⃒
𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − (𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

⃒⃒
;

M2𝜙𝜙𝑘𝑘 =
⃒⃒
𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

⃒⃒
;

M1𝜙𝜙𝑙𝑙 =
⃒⃒
𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

⃒⃒
.
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В компонентном представлении линейная итерационная
схема (9.4.3) принимает вид

𝑎𝑎𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 = −𝐹𝐹

(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
;

𝐹𝐹
(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝜀𝜀𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝛿𝛿𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

)︀
+ 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(9.4.4)

(𝑙𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑙𝑙0),
где

𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝜀𝜀𝑘𝑘 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛿𝛿𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

и
𝑎𝑎𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑏𝑏𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝑐𝑐𝑙𝑙𝜙𝜙

(𝑛𝑛+1)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = −𝐹𝐹

(𝑛𝑛)

2𝑘𝑘𝑘𝑘
;

𝐹𝐹
(𝑛𝑛)

2𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝜀𝜀𝑙𝑙

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
− 𝛿𝛿𝑙𝑙

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙

)︀
+ 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(9.4.5)

(𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑘0),
где

𝑎𝑎𝑙𝑙 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑏𝑏𝑙𝑙 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑐𝑐𝑙𝑙 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝜀𝜀𝑙𝑙 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

Существенной особенностью линейной итерационной схемы 
является то, что после первой итерации она дает точное реше-
ние задачи в том случае, когда решение не зависит от индекса 
𝑙𝑙 или 𝑘𝑘.

Расчет по схеме (9.4.4), (9.4.5) начинается с приближения
𝐹𝐹

(𝑛𝑛−1)

1𝑘𝑘𝑘𝑘
= 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. Решение уравнений (9.4.4) и (9.4.5) с соответствую-

щими граничными условиями производится обычным методом 
факторизации.

Релаксационная схема Булеева. Н.  И.  Булеев предложил 
следующую релаксационную схему решения конечно-
разностных уравнений [59, 60]. Запишем систему разностных 
уравнений в векторно-матричной форме:

L𝜙𝜙 = f . (9.4.6)

     К обеим частям равенства (9.4.6) прибавим вектор 𝜇𝜇𝜇𝜇, где  
𝜇𝜇 —произвольная матрица. Тогда получим

(L+ 𝜇𝜇)𝜙𝜙 = f + 𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇 (9.4.7)

9.4. Итерационные методы решения ... 257
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𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑧𝑧𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,,𝑙𝑙 + 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎬
⎭ (9.4.15)

где 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 — неизвестные коэффициенты. Для

отыскания этих коэффициентов разрешим второе уравнение

из системы (9.4.15) относительно 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и подставим в первое

уравнение. В результате получим
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1−

− (1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 −𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1−

−𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 = −𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

(9.4.16)

     Для того чтобы уравнение (9.4.16) было эквивалентно 

уравнению (9.4.13), их коэффициенты должны быть пропор-

циональны. Следовательно,
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 = 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = (𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.4.17)

      Из системы (9.4.17) непосредственно следует, что

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾𝑘𝑘−1,𝑙𝑙;

𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

⎫⎬
⎭ (9.4.18)

𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =
[︀
𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑎𝑎𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)𝛾𝛾𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

]︀−1
.

(9.4.19)

Уравнения (9.4.15) с учетом соотношений (9.4.17) и (9.4.18) 

перепишутся следующим образом:

9.4. Итерационные методы решения разностных уравнений 263

     Матрицу 𝜇𝜇 выберем таким образом, чтобы матрица L + 𝜇𝜇 
представилась в виде произведения двух треугольных матриц. 
В целях удобства матрицы L + 𝜇𝜇 представим в виде

L+ 𝜇𝜇 = Γ−1(E− 𝑆𝑆1)(E− 𝑆𝑆2), (9.4.8)

где E — единичная матрица; E − 𝑆𝑆1 и E − 𝑆𝑆2 — треугольные мат-
рицы различного строения, а Γ−1 — диагональная матрица.

С учетом соотношения (9.4.8) уравнение (9.4.7) заменим эк-
вивалентной системой:

(E− 𝑆𝑆1)z = Γf + Γ𝜇𝜇𝜇𝜇;

(E− 𝑆𝑆2)𝜙𝜙 = z.

⎫
⎬
⎭ (9.4.9)

     Тогда метод последовательных приближений можно сфор-
мулировать следующим образом:

(E− 𝑆𝑆1)z
(𝑛𝑛) = Γf + Γ𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑛𝑛−1);

(E− 𝑆𝑆2)𝜙𝜙
(𝑛𝑛) = z(𝑛𝑛).

⎫⎪⎬
⎪⎭

(9.4.10)

Для того чтобы практически воспользоваться указанным ал-
горитмом, поступим следующим образом.

Рассмотрим конечно-разностное уравнение

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘, (9.4.11)

𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑘𝑘0, 𝑙𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑙𝑙0. Прибавим к правой части уравнения
(9.4.11) выражение

−𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 + 𝜅𝜅(𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, (9.4.12)

где 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 остаются пока произвольными числами, а параметр
𝜅𝜅 выбирается в интервале 0 ≤ 𝜅𝜅 ≤ 1. Тогда получим

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1−

− (𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 = −𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

(9.4.13)

где

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘) + 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘). (9.4.14)

     Разностное уравнение (9.4.13) заменим эквивалентной системой

Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений258
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𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑧𝑧𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,,𝑙𝑙 + 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎬
⎭ (9.4.15)

где 𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 — неизвестные коэффициенты. Для

отыскания этих коэффициентов разрешим второе уравнение

из системы (9.4.15) относительно 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и подставим в первое

уравнение. В результате получим
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1−

− (1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 −𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1−

−𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 = −𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

(9.4.16)

     Для того чтобы уравнение (9.4.16) было эквивалентно 

уравнению (9.4.13), их коэффициенты должны быть пропор-

циональны. Следовательно,
𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = 𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 = 𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

1 +𝑚𝑚𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝛼𝛼𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 = (𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.4.17)

      Из системы (9.4.17) непосредственно следует, что

𝜎𝜎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾𝑘𝑘−1,𝑙𝑙;

𝜏𝜏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

⎫⎬
⎭ (9.4.18)

𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =
[︀
𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑎𝑎𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘−1,𝑙𝑙)𝛾𝛾𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1)𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1

]︀−1
.

(9.4.19)

Уравнения (9.4.15) с учетом соотношений (9.4.17) и (9.4.18) 

перепишутся следующим образом:

9.4. Итерационные методы решения ... 259



266 Гл. 9. Решение конечно-разностных уравнений

Если система уравнений (9.4.11) решается при заданных
значениях искомой функции на границе области, то для ре-
шения задачи можно использовать более экономичную схему,
состоящую из попеременного использования двух систем ви-
да (9.4.20), реализуемых для различных направлений счета,
подобно тому, как это имело место в случае линейной итераци-
онной схемы.

В заключение сформулируем метод улучшения сходимости
для итерационого процесса Н. И. Булеева, который во многих
случаях оказывается весьма эффективным. Сущность метода
улучшения сходимости состоит в следующем.

Рассмотрим схему Булеева при 𝜅𝜅 = 0. В этом случае будем
иметь уравнение

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 −

−𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎0

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1,

(9.4.23)
где

𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾

0
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙;

𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾
0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

𝛾𝛾0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾
0
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾

0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.4.24)

     Индексом  нуль отмечен тот факт, что в схеме  применяется 
𝜅𝜅 = 0.

Рассмотрим далее точное двумерное уравнение (9.4.11):

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. (9.4.25)

     Вычтем  из  уравнения   (9.4.25)   уравнение   (9.4.23).  Тогда 
получим

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =

= 𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1

)︀
+ 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1

)︀
,

(9.4.26)

где
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 . (9.4.27)
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𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
[︀
𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)+

+ 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝜇𝜇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘)
]︀
+ 𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1) + 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.4.20)

где
𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘;

𝜇𝜇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜅𝜅𝜅𝜅𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

Если в системе разностных уравнений (9.4.11) уже исполь-
зованы граничные условия для функции 𝜙𝜙, то

𝑐𝑐1,𝑙𝑙 = 0, 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0, 𝑎𝑎𝑘𝑘0,𝑙𝑙 = 0, 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘0 = 0 (9.4.21)

и уравнения (9.4.20) вместе с (9.4.19) позволяют получить зна-
чения функций 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 во всех счетных узлах рассматрива-
емой области. В частности, функции 𝛾𝛾𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 на диагонали,
проходящей через точку (𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1), равны

𝑥𝑥11 =
1

𝑝𝑝11
, 𝑧𝑧11 = 𝛾𝛾11𝐹𝐹11, 𝜙𝜙𝑘𝑘0,𝑙𝑙0 = 𝑧𝑧𝑘𝑘0,𝑙𝑙0 . (9.4.22)

Систему уравнений (9.4.20), (9.4.22) будем решать методом 
последовательных приближений. Для получения первого при-
ближения функции 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 задаем величины 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, входящие 
в правые части уравнения для 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. В результате получаем новое 
приближенное значение функции 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

Относительная роль слагаемых 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 в уравнения (9.4.20) 
и быстрота сходимости метода последовательных приближений 
определяются выбором параметра 𝜅𝜅. Так как минимальные зна-
чения функций 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 принимают при 𝜅𝜅 = 𝑙𝑙, то при отсутствии 
каких-либо предварительных сведений о характере поля иско-
мой функции 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 для вычисления первого приближения лучше 
всего использовать систему (9.4.20) при 𝜅𝜅 = 𝑙𝑙.

Если сумма коэффициентов 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 и 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 мало отличается 
от 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, то сходимость итерационного процесса легко доказыва-
ется для случая 𝜅𝜅 = 0. Доказательство сходимости итерационно-
го процесса при 𝜅𝜅 = 0 проведено С. М. Ермаковым (см. [230]). До-
казательство сходимости итерационного процесса при 𝜅𝜅 = 1/2 
дано Н. И. Булеевым [59].
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Если система уравнений (9.4.11) решается при заданных
значениях искомой функции на границе области, то для ре-
шения задачи можно использовать более экономичную схему,
состоящую из попеременного использования двух систем ви-
да (9.4.20), реализуемых для различных направлений счета,
подобно тому, как это имело место в случае линейной итераци-
онной схемы.

В заключение сформулируем метод улучшения сходимости
для итерационого процесса Н. И. Булеева, который во многих
случаях оказывается весьма эффективным. Сущность метода
улучшения сходимости состоит в следующем.

Рассмотрим схему Булеева при 𝜅𝜅 = 0. В этом случае будем
иметь уравнение

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 −

−𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎0

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙
(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1,

(9.4.23)
где

𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾

0
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙;

𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾
0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

𝛾𝛾0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑎𝑎𝑘𝑘−1,𝑙𝑙𝛾𝛾
0
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 − 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1𝛾𝛾

0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(9.4.24)

     Индексом  нуль отмечен тот факт, что в схеме  применяется 
𝜅𝜅 = 0.

Рассмотрим далее точное двумерное уравнение (9.4.11):

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = −𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. (9.4.25)

     Вычтем  из  уравнения   (9.4.25)   уравнение   (9.4.23).  Тогда 
получим

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 − 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =

= 𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1

)︀
+ 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1

)︀
,

(9.4.26)

где
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 . (9.4.27)
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Глава 10. 269

10
Элементарные процессы в ядерных
реакторах

10.1. Упругое рассеяние нейтронов

Упругое рассеяние является важнейшим механизмом замед-
ления нейтронов в промежуточных и тепловых реакторах. Если
энергия нейтрона много больше 𝑘𝑘𝑘𝑘0, где 𝑘𝑘 — постоянная Больц-
мана, а 𝑇𝑇0 — температура среды, то процесс рассеяния нейтро-
на на ядре слабо зависит от скорости движения ядер среды и в
этом случае можно считать ядро неподвижным. Если энергия
нейтрона сравнима с 𝑘𝑘𝑘𝑘0 или меньше этой величины, то при рас-
чете рассеяния нейтрона на ядре вещества необходимо учиты-
вать тепловое движение ядер среды, молекулярные связи и кри-
сталлические эффекты.

Введем в рассмотрение функцию рассеяния нейтрона в ре-
зультате упругого соударения с ядром, которую будем обозна-
чать 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). Здесь предполагается, что функция 𝑤𝑤 зави-
сит от косинуса угла рассеяния нейтрона при соударении с яд-
ром:

𝜇𝜇0 = ΩΩ′,

где Ω′ — вектор, характеризующий направление полета нейтро-
на до соударения, а Ω — после соударения с ядром. Другой ар-
гумент индикатрисы рассеяния, обозначаемый 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣, характе-
ризует изменение скорости нейтрона при соударении с ядром.

Очевидно, что если энергия нейтрона — величина много
большая 𝑘𝑘𝑘𝑘0, то рассеяние нейтрона сопровождается умень-
шением кинетической энергии, а следовательно, и скорости
нейтрона. Этот процесс называют замедлением нейтронов. При
последовательных соударениях нейтрон уменьшает энергию
и «попадает» в область скоростей, где существенны тепловое
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приходим к уравнению для погрешности. Это уравнение будем
решать методом Булеева при 𝜅𝜅 = 0. Тогда уравнение (9.4.26)
преобразуется к виду

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙+ 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1+ 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1 −

(︀
𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎1

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−𝜏𝜏1𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
)︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 =

= 𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜎𝜎1
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
+ 𝜏𝜏1𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
;

(9.4.28)
где

𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜎𝜎0
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1

)︀
+ 𝜏𝜏0𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜙𝜙

(𝑛𝑛−1)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1

)︀
. (9.4.29)

     Предполагается, что
𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ≫ 𝜎𝜎1

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙+1 − 𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
+ 𝜏𝜏1𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙−1 − 𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

)︀
. (9.4.30)

    Неравенство (9.4.30) может быть удовлетворено, например, 
выбором густой сетки, так что разность между погрешностями 
в соседних точках может быть сделана малой. В этом случае 
уравнение (9.4.28) можно заменить приближенным

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘+1,𝑙𝑙 + 𝑏𝑏𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1 + 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘−1,𝑙𝑙 + 𝑑𝑑𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘+1−

−
(︀
𝑝𝑝𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜎𝜎1

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝜏𝜏1𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘
)︀
𝜀𝜀
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘.

(9.4.30′)

     Уравнение (9.4.30′) решается по методу Булеева при 𝜅𝜅 = 0.  
В результате приходим к приближенному решению для 
погрешно-сти 𝜀𝜀𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. Тогда уточненное решение задачи найдется 
в следующем виде:

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝜙𝜙
(𝑛𝑛)
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝜀𝜀

(𝑛𝑛)
,𝑙𝑙 . (9.4.31)

     После того как приближенное решение 𝜙𝜙˜𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 найдено, его мож-
но принять за 𝑛𝑛 − 1 приближение и весь процесс повторить и т. д.

Таким образом, алгоритм решения задачи следующий. Сна-
чала для отыскания нулевого приближения производится ре-
шение задачи (9.4.13), (9.4.14) при 𝜅𝜅 = 1 и в предположении,
что при 𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑓𝑓𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘. Затем повторяется цикл вычислений, состоя-
щий из последовательного решения задач (9.4.23) и (9.4.30′).

     В уравнении  (9.4.26) правая  часть  известна. В  результате
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Глава 10. 269

10
Элементарные процессы в ядерных
реакторах

10.1. Упругое рассеяние нейтронов

Упругое рассеяние является важнейшим механизмом замед-
ления нейтронов в промежуточных и тепловых реакторах. Если
энергия нейтрона много больше 𝑘𝑘𝑘𝑘0, где 𝑘𝑘 — постоянная Больц-
мана, а 𝑇𝑇0 — температура среды, то процесс рассеяния нейтро-
на на ядре слабо зависит от скорости движения ядер среды и в
этом случае можно считать ядро неподвижным. Если энергия
нейтрона сравнима с 𝑘𝑘𝑘𝑘0 или меньше этой величины, то при рас-
чете рассеяния нейтрона на ядре вещества необходимо учиты-
вать тепловое движение ядер среды, молекулярные связи и кри-
сталлические эффекты.

Введем в рассмотрение функцию рассеяния нейтрона в ре-
зультате упругого соударения с ядром, которую будем обозна-
чать 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). Здесь предполагается, что функция 𝑤𝑤 зави-
сит от косинуса угла рассеяния нейтрона при соударении с яд-
ром:

𝜇𝜇0 = ΩΩ′,

где Ω′ — вектор, характеризующий направление полета нейтро-
на до соударения, а Ω — после соударения с ядром. Другой ар-
гумент индикатрисы рассеяния, обозначаемый 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣, характе-
ризует изменение скорости нейтрона при соударении с ядром.

Очевидно, что если энергия нейтрона — величина много
большая 𝑘𝑘𝑘𝑘0, то рассеяние нейтрона сопровождается умень-
шением кинетической энергии, а следовательно, и скорости
нейтрона. Этот процесс называют замедлением нейтронов. При
последовательных соударениях нейтрон уменьшает энергию
и «попадает» в область скоростей, где существенны тепловое
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10.1. Упругое рассеяние нейтронов 271

В дальнейшем будем предполагать, что функция рассеяния
нейтронов известна и нормирована следующим образом:∫︁

𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′), (10.1.1)

где Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′) — макроскопическое сечение упругого рассеяния

нейтрона, имеющего до столкновения скорость 𝑣𝑣′.
Исходя из структуры соотношения нормировки, можно вве-

сти в рассмотрение более наглядную с физической точки зре-
ния функцию 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣), связанную с 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) соотноше-

нием
𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (10.1.2)

     Тогда соотношение нормировки для функции 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒  запишется 
следующим образом:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

 

′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.1.2′)

 Величину
4

1
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) можно назвать плотностью вероятно-

сти упругого рассеяния нейтрона, имевшего скорость 𝑣𝑣′ и на-
правление полета Ω′, а после соударения с ядром изменившего
их соответственно на 𝑣𝑣 и Ω.

Рассмотрим теперь основные свойства величины Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣).
Прежде всего следует отметить, что в области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр, где более
или менее существенны резонансные эффекты, величина Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣)

составляется из суммы двух величин:
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 +Σ𝑠𝑠𝑠𝑠, (10.1.3)

где Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 — макроскопическое сечение потенциального рассея-
ния и Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 — макроскопическое сечение резонансного рассея-
ния. В расчетах ядерных реакторов обычно учитывалось лишь
потенциальное рассеяние. Однако, как показали А. А. Лукьянов
и В. В. Орлов [223], учет резонансного рассеяния может суще-
ственно изменить коэффициент диффузии в области резонанс-
ных энергий нейтрона. Резонансная структура сечения рассея-
ния обсуждена в § 10.5.

В области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр величина Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) учитывает эффект тепло-
вого движения ядер, молекулярных и кристаллических связей.
Естественно, что эта величина не совпадает с аналогичной ве-
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движение ядер среды, молекулярные связи и кристаллические
эффекты. Введем в рассмотрение скорость нейтронов, начиная
с которой модель рассеяния нейтронов на неподвижных ядрах
оказывается недостаточной. Условно обозначим ее

𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑣

Если в процессе замедления нейтрон попал в область 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣,
то дальнейший процесс рассеяния нейтронов может сопро-
вождаться как уменьшением, так и увеличением скорости.
Если рассеяние нейтронов происходит на одноатомном газооб-
разном замедлителе, то вполне обоснованно можно говорить
об упругом рассеянии нейтронов. В этом случае скорости ядер
распределены по закону Максвелла, и нейтрон в процессе
рассеяния с определенной вероятностью может упруго столк-
нуться как с ядром, имеющим бо́льшую скорость, чем скорость
нейтрона, так и с ядром, имеющим меньшую скорость. В зави-
симости от этого в результате столкновения скорость нейтрона
может увеличиваться или уменьшаться. Полезно отметить, что
в каждом таком единичном акте столкновения выполняются
законы классической механики.

Если замедление нейтрона происходит в жидкости, то
при скоростях нейтрона 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣 в силу химических связей нейтрон
сталкивается с молекулой в целом, возбуждая вращательные
и колебательные уровни молекулы [453].

Наконец, если рассеяние нейтрона в области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣 проис-
ходит на кристаллической решетке, то необходимо принять во
внимание неупругие процессы с учетом переноса фононов [359,
360].

Таким образом, упругое рассеяние нейтронов в области
𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣 осуществляется только в случае одноатомного газового
замедлителя. В остальных случаях, строго говоря, упругое
рассеяние реализуется лишь в отдельных актах столкнове-
ния нейтрона со средой. Однако в дальнейшем мы не будем
вводить новую терминологию и под термином «упругое рассе-
яние нейтронов» будем понимать просто рассеяние нейтронов
в среде, так как разделение рассеянного излучения на упругое
и неупругое не всегда целесообразно для указанной области
скоростей нейтрона.
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В дальнейшем будем предполагать, что функция рассеяния
нейтронов известна и нормирована следующим образом:∫︁

𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′), (10.1.1)

где Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′) — макроскопическое сечение упругого рассеяния

нейтрона, имеющего до столкновения скорость 𝑣𝑣′.
Исходя из структуры соотношения нормировки, можно вве-

сти в рассмотрение более наглядную с физической точки зре-
ния функцию 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣), связанную с 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) соотноше-

нием
𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (10.1.2)

     Тогда соотношение нормировки для функции 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒  запишется 
следующим образом:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

 

′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.1.2′)

 Величину
4

1
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) можно назвать плотностью вероятно-

сти упругого рассеяния нейтрона, имевшего скорость 𝑣𝑣′ и на-
правление полета Ω′, а после соударения с ядром изменившего
их соответственно на 𝑣𝑣 и Ω.

Рассмотрим теперь основные свойства величины Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣).
Прежде всего следует отметить, что в области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр, где более
или менее существенны резонансные эффекты, величина Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣)

составляется из суммы двух величин:
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 +Σ𝑠𝑠𝑠𝑠, (10.1.3)

где Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 — макроскопическое сечение потенциального рассея-
ния и Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 — макроскопическое сечение резонансного рассея-
ния. В расчетах ядерных реакторов обычно учитывалось лишь
потенциальное рассеяние. Однако, как показали А. А. Лукьянов
и В. В. Орлов [223], учет резонансного рассеяния может суще-
ственно изменить коэффициент диффузии в области резонанс-
ных энергий нейтрона. Резонансная структура сечения рассея-
ния обсуждена в § 10.5.

В области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр величина Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) учитывает эффект тепло-
вого движения ядер, молекулярных и кристаллических связей.
Естественно, что эта величина не совпадает с аналогичной ве-
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неупруго рассеявшихся нейтронов обычно считают изотропным.
Такое предположение практически оказывается вполне допусти-
мым. Принимая во внимание тот факт, что неупругое рассе-
яние существенно только на тяжелых элементах, можно счи-
тать, что предположение об изотропности рассеяния нейтронов 
справедливо не только в системе центра масс, но и в лабора-
торной системе.

Наибольшее значение процесс неупругого рассеяния имеет
в тех реакторах, где имеется большое количество ядер тяжелых
элементов. Такие реакторы в основном работают на нейтронах
высоких энергий, или, как говорят, на быстрых нейтронах.

Введем в рассмотрение функцию рассеяния нейтрона в ре-
зультате неупругого соударения с ядром, в процессе которо-
го реализуется только один нейтрон. Эту функцию будем обо-
значать 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣). В силу сделанного выше предположения
об изотропности рассеяния нейтронов в лабораторной системе
координат можно положить

(10.2.1)
4𝜋𝜋

 Функция 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) нормирована следующим образом:
∫︁

𝑑𝑑Ω

∫︁∞

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′), (10.2.2)

где Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′) — макроскопическое сечение неупругого рассея-

ния для процессов с испусканием одного нейтрона. Функцию
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) представим в следующем виде:

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋
Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (10.2.3)

где
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (10.2.4)

     В этом случае имеем следующее условие нормировки:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.2.5)

Переходим теперь к рассмотрению реакции (n, 2n). В резуль-
тате этой реакции появляется не один нейтрон, как было пред-

1
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).
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личиной при температуре замедлителя 𝑇𝑇 ∘ = 0∘𝐾𝐾, то есть когда яд-
ра замедлителя неподвижны, молекулярные связи и кристалли-
ческие эффекты отсутствуют. В связи с этим в некоторых слу-
чаях для обозначения величин 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) и Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) в области    
𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр мы будем пользоваться другими обозначениями, а имен-
но: 𝛼𝛼𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) и 𝛼𝛼𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣).

10.2. Неупругое рассеяние нейтронов.
Реакция (n, 2n)

Наряду с упругим рассеянием нейтронов при столкновении 
с ядром может осуществиться процесс неупругого рассеяния. 
Неупругое рассеяние обычно реализуется на тяжелых ядрах. 
При этом ядро, захватывающее нейтрон, переходит в возбуж-
денное состояние [122]. В дальнейшем ядро, испустив нейтрон, 
переходит в свое невозмущенное состояние. Ввиду того, что ис-
пускаемый нейтрон имеет энергию меньше той, которую имел 
налетевший на ядро нейтрон, разность энергий обычно ком-
пенсируется выбросом из ядра 𝛾𝛾-квантов или других частиц,   
𝛼𝛼-частиц и нейтронов. В том случае, когда на один захваченный 
нейтрон ядро испускает два нейтрона, соответствующий про-
цесс носит название реакции (n, 2n). Очевидно, реакция (n, 2n) 
является весьма ценной для ядерных реакторов, так как она 
связана с расширенным воспроизводством нейтронов в систе-
ме. В этом смысле реакция (n, 2n) подобна реакции деления 
ядер горючего. Однако не все ядра имеют практически значи-
мый выход реакции (n, 2n). Из наиболее употребительных в ре-
акторостроении замедлителей, для которых существенна реак-
ция (n, 2n), отметим лишь бериллий.

Неупругое рассеяние нейтронов возможно только в том 
случае, когда кинетическая энергия налетающего нейтрона 
больше энергии первого возбужденного уровня ядра. 
Учитывая, что первый возбужденный уровень для легких ядер 
составляет несколько мегаэлектроновольт, а для тяжелых ядер 
— сотни килоэлектроновольт, приходим к выводу, что 
неупругое рас-сеяние наиболее существенно на ядрах тяжелых 
элементов, таких как уран, железо, никель и др. Угловое 
распределение
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неупруго рассеявшихся нейтронов обычно считают изотропным.
Такое предположение практически оказывается вполне допусти-
мым. Принимая во внимание тот факт, что неупругое рассе-
яние существенно только на тяжелых элементах, можно счи-
тать, что предположение об изотропности рассеяния нейтронов 
справедливо не только в системе центра масс, но и в лабора-
торной системе.

Наибольшее значение процесс неупругого рассеяния имеет
в тех реакторах, где имеется большое количество ядер тяжелых
элементов. Такие реакторы в основном работают на нейтронах
высоких энергий, или, как говорят, на быстрых нейтронах.

Введем в рассмотрение функцию рассеяния нейтрона в ре-
зультате неупругого соударения с ядром, в процессе которо-
го реализуется только один нейтрон. Эту функцию будем обо-
значать 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣). В силу сделанного выше предположения
об изотропности рассеяния нейтронов в лабораторной системе
координат можно положить

(10.2.1)
4𝜋𝜋

 Функция 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) нормирована следующим образом:
∫︁

𝑑𝑑Ω

∫︁∞

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′), (10.2.2)

где Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′) — макроскопическое сечение неупругого рассея-

ния для процессов с испусканием одного нейтрона. Функцию
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) представим в следующем виде:

𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋
Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (10.2.3)

где
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (10.2.4)

     В этом случае имеем следующее условие нормировки:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.2.5)

Переходим теперь к рассмотрению реакции (n, 2n). В резуль-
тате этой реакции появляется не один нейтрон, как было пред-

1
𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).
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чит, что неупругое рассеяние можно предполагать происходя-
щим только на неподвижных ядрах. Такую модель неупругого 
рассеяния и примем в дальнейших рассуждениях.

10.3. Деление

В процессе взаимодействия нейтрона с ядром делящегося 
изотопа имеется определенная вероятность того, что нейтрон 
при захвате ядром вызовет деление ядра. При этом ядро де-
лится на два примерно равных осколка с большой кинетиче-
ской энергией, которые тормозятся в среде и передают свою 
энергию атомам окружающей среды. В результате кинетиче-
ская энергия осколков переходит в тепловое движение атомов 
среды.

При делении ядра имеется вероятность появления 𝜈𝜈𝑓𝑓 нейтро-
нов, которые пополняют общий запас нейтронов в системе. Ве-
личину 𝜈𝜈𝑓𝑓 называют числом вторичных нейтронов деления. Эта 
величина, вообще говоря, является функцией энергии нейтро-
на, вызывающего деление, то есть

𝜈𝜈𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑓𝑓 (𝑣𝑣),

где 𝑣𝑣 — скорость нейтрона, налетающего на ядро.
Угловое распределение вторичных нейтронов, образующих-

ся при делении ядра, обычно принимается изотропным в лабо-
раторной системе координат.

Введем в рассмотрение функцию распределения вторичных 
нейтронов по углам и скоростям 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣). В силу предпо-
ложения об изотропности распределения вторичных нейтронов 
будем иметь

𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1
𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (10.3.1)
4𝜋𝜋

Величина 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) нормирована следующим образом:
∫︁

𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝜈𝜈𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)2Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′). (10.3.2)

     Функцию 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) представим в виде
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положено выше, а два. Это значит, что в данном случае нор-
мировочные соотношения (10.2.2), (10.2.5), играющие роль со-
отношений баланса нейтронов в акте неупругого соударения,
нарушается. Поэтому нейтроны, вступающие в реакцию (n, 2n),
рассмотрим особо.

Для того чтобы учесть в процессе неупругого рассеяния по-
явление двух нейтронов, введем в рассмотрение функцию рас-
сеяния 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣), которая в предположении изотропности
рассеяния равна

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋
𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) (10.2.6)

и нормирована следующим образом:
∫︁

𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 2Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′), (10.2.7)

где Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣
′) — макроскопическое сечение захвата нейтронов

с последующим участием в реакции (n, 2n).
Функцию 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) представим в виде

𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋
𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (10.2.8)

где
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 = 2.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(10.2.9)

     Очевидно, имеет место следующее условие нормировки:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.2.10)

Обратим внимание еще на одно важное обстоятельство. Если
неупругое рассеяние происходит на ядрах вещества, распреде-
ленных по скоростям согласно закону Максвелла, то рассеяние
на подвижных ядрах можно рассматривать как упругое рассе-
яние. Учитывая, однако, что неупругое рассеяние наиболее ве-
роятно только при больших энергиях нейтрона, можно считать,
что тепловое движение ядер замедлителя не оказывает суще-
ственного влияния на процесс неупругого рассеяния. А это зна-
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чит, что неупругое рассеяние можно предполагать происходя-
щим только на неподвижных ядрах. Такую модель неупругого 
рассеяния и примем в дальнейших рассуждениях.

10.3. Деление

В процессе взаимодействия нейтрона с ядром делящегося 
изотопа имеется определенная вероятность того, что нейтрон 
при захвате ядром вызовет деление ядра. При этом ядро де-
лится на два примерно равных осколка с большой кинетиче-
ской энергией, которые тормозятся в среде и передают свою 
энергию атомам окружающей среды. В результате кинетиче-
ская энергия осколков переходит в тепловое движение атомов 
среды.

При делении ядра имеется вероятность появления 𝜈𝜈𝑓𝑓 нейтро-
нов, которые пополняют общий запас нейтронов в системе. Ве-
личину 𝜈𝜈𝑓𝑓 называют числом вторичных нейтронов деления. Эта 
величина, вообще говоря, является функцией энергии нейтро-
на, вызывающего деление, то есть

𝜈𝜈𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑓𝑓 (𝑣𝑣),

где 𝑣𝑣 — скорость нейтрона, налетающего на ядро.
Угловое распределение вторичных нейтронов, образующих-

ся при делении ядра, обычно принимается изотропным в лабо-
раторной системе координат.

Введем в рассмотрение функцию распределения вторичных 
нейтронов по углам и скоростям 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣). В силу предпо-
ложения об изотропности распределения вторичных нейтронов 
будем иметь

𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1
𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (10.3.1)
4𝜋𝜋

Величина 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) нормирована следующим образом:
∫︁

𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝜈𝜈𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)2Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′). (10.3.2)

     Функцию 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) представим в виде
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личиной 𝜎𝜎𝑓𝑓 необходимо понимать эффективное сечение деле-
ния. Иногда соответствующее эффективное сечение мы будем
обозначать 𝛼𝛼𝑓𝑓 (𝑣𝑣).

10.4. Захват нейтронов

Захват нейтронов ядром может происходить с помощью
различных ядерных процессов. В дальнейшем мы под захватом
нейтронов будем понимать радиационное поглощение, захват
нейтронов с последующим делением, поглощение нейтрона
в процессе реакции (n, 2n) и т. д. Это значит, что сечение
захвата нейтрона ядрами данного сорта составится из суммы

𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑎𝑎 + 𝜎𝜎𝑓𝑓 + 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, (10.4.1)

где 𝜎𝜎𝑎𝑎, 𝜎𝜎𝑓𝑓 и 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 – соответственно макроскопические сечения ра-
диационного поглощения, деления и реакции (n, 2n).

Сечение радиационного поглощения имеет резонансный 
характер. Если резонансы перекрываются, то имеет смысл 
говорить об усредненном сечении поглощения. Следовательно, 
можно положить

𝜎𝜎𝑎𝑎 = 𝜎̄𝜎𝑎𝑎 + 𝜎𝜎𝑎𝑎𝑎𝑎, (10.4.2)

где 𝜎̄𝜎𝑎𝑎 — усредненное, медленно изменяющееся по энергии се-
чение, а 𝜎𝜎𝑎𝑎𝑎𝑎 — сечение резонансного поглощения на наиболее 
ярко выраженных резонансах. В дальнейшем под 𝜎𝜎𝑎𝑎 будем по-
нимать плавно изменяющуюся часть сечения поглощения, а ре-
зонансное сечение каждый раз будем рассматривать особо.

Если захват нейтронов происходит в области 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр, то 
сечение поглощения необходимо определять с учетом тепло-
вого движения ядер, химических эффектов и кристаллических 
связей. Это значит, что сечение поглощения, соответствующее 
температуре 𝑇𝑇 = 0 ∘K необходимо заменять эффективным сече-
нием поглощения. В некоторых случаях мы для обозначения 
эффективного сечения будем пользоваться обозначением 𝛼𝛼𝑎𝑎(𝑣𝑣).
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𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋
𝜈𝜈𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′)𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣), (10.3.3)
где

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣). (10.3.4)

Тогда функция 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) будет нормирована на единицу:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 1. (10.3.5)

 Существенно отметить то обстоятельство, что функцию
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) можно считать не зависящей от скорости нале-
тающего нейтрона, то есть

𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣).                                          (10.3.6)

Функцию 𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣) обычно называют спектром деления нейтро-
нов, то есть плотностью вероятности в результате деления  ядра
распределения нейтронов по скоростям.

Относительно величины функции 𝜈𝜈𝑓𝑓 можно отметить, что
она изменяется только в области высоких энергий (𝐸𝐸 > 1).
В области (𝐸𝐸 < 1) эту функцию приближенно можно считать
константой. Отметим далее, что сечение 𝜎𝜎𝑓𝑓 , как правило,
имеет резонансный характер.

Однако в том случае, когда резонансные уровни перекрыва-
ются, можно говорить об усредненных плавных сечениях деле-
ния. В связи с этим целесообразно сечение деления 𝜎𝜎𝑓𝑓 предста-
вить в виде суммы

𝜎𝜎𝑓𝑓 = 𝜎̄𝜎𝑓𝑓 + 𝜎𝜎𝑓𝑓𝑓𝑓, (10.3.7)

где 𝜎̄𝜎𝑓𝑓 — сечение, слабо изменяющееся с энергией нейтрона,
а 𝜎𝜎𝑓𝑓𝑓𝑓 — сечение резонансного деления на отдельных, наибо-
лее четко выраженных уровнях. Для того чтобы не усложнять
терминологию, в дальнейшем под 𝜎𝜎𝑓𝑓 будем понимать сечение,
плавно изменяющееся с энергией, а резонансное деление бу-
дем каждый раз рассматривать особо.

Наконец, следует иметь в виду, что при захвате нейтронов
с делением в области скоростей 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр существенно учиты-
вать тепловое движение ядер среды, молекулярные связи и кри-
сталлические эффекты. Следовательно, в этой области под ве-
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личиной 𝜎𝜎𝑓𝑓 необходимо понимать эффективное сечение деле-
ния. Иногда соответствующее эффективное сечение мы будем
обозначать 𝛼𝛼𝑓𝑓 (𝑣𝑣).

10.4. Захват нейтронов

Захват нейтронов ядром может происходить с помощью
различных ядерных процессов. В дальнейшем мы под захватом
нейтронов будем понимать радиационное поглощение, захват
нейтронов с последующим делением, поглощение нейтрона
в процессе реакции (n, 2n) и т. д. Это значит, что сечение
захвата нейтрона ядрами данного сорта составится из суммы

𝜎𝜎𝑐𝑐 = 𝜎𝜎𝑎𝑎 + 𝜎𝜎𝑓𝑓 + 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, (10.4.1)

где 𝜎𝜎𝑎𝑎, 𝜎𝜎𝑓𝑓 и 𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 – соответственно макроскопические сечения ра-
диационного поглощения, деления и реакции (n, 2n).

Сечение радиационного поглощения имеет резонансный 
характер. Если резонансы перекрываются, то имеет смысл 
говорить об усредненном сечении поглощения. Следовательно, 
можно положить

𝜎𝜎𝑎𝑎 = 𝜎̄𝜎𝑎𝑎 + 𝜎𝜎𝑎𝑎𝑎𝑎, (10.4.2)

где 𝜎̄𝜎𝑎𝑎 — усредненное, медленно изменяющееся по энергии се-
чение, а 𝜎𝜎𝑎𝑎𝑎𝑎 — сечение резонансного поглощения на наиболее 
ярко выраженных резонансах. В дальнейшем под 𝜎𝜎𝑎𝑎 будем по-
нимать плавно изменяющуюся часть сечения поглощения, а ре-
зонансное сечение каждый раз будем рассматривать особо.

Если захват нейтронов происходит в области 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр, то 
сечение поглощения необходимо определять с учетом тепло-
вого движения ядер, химических эффектов и кристаллических 
связей. Это значит, что сечение поглощения, соответствующее 
температуре 𝑇𝑇 = 0 ∘K необходимо заменять эффективным сече-
нием поглощения. В некоторых случаях мы для обозначения 
эффективного сечения будем пользоваться обозначением 𝛼𝛼𝑎𝑎(𝑣𝑣).
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𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸) =

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

(︁𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁

1 +
(︁𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁2
, (10.5.4)

где 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑠𝑠𝑠𝑠 и 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 — сечение резонансного рассеяния и сечение ин-

терференции при энергии резонанса.
В большинстве случаев сечение интерференции мало

по сравнению с сечением 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠, поэтому приближенно можно
положить, что

𝜎𝜎𝑠𝑠(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠. (10.5.5)

     В дальнейшем, если это специально не оговорено, мы будем 
пользоваться формулой (10.5.5).

Обратим внимание далее на следующее обстоятельство. До 
сих пор предполагалось, что рассмотрение ведется в системе 
центра масс. В лабораторной системе координат это соответ-
ствует тому случаю, когда температура среды равна 0 ∘K.

Если температура отлична от нуля, то необходимо учесть 
относительные скорости ядер вещества. Это в конечном ито-
ге связано с некоторым уширением резонансов. Соответствую-
щий эффект носит название доплеровского уширения и состо-
ит в том, что резонансные сечения усредняются по спектру рас-
пределения ядер по скоростям, соответствующим данной тем-
пературе среды.

Не останавливаясь на выкладках, приведем лишь оконча-
тельные результаты операции усреднения:

𝜎𝜎𝑐𝑐(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑐𝑐𝑐𝑐Ψ

(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
;

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑠𝑠𝑠𝑠Ψ

(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
;

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Φ
(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(10.5.6)
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10.5. Резонансная структура сечений

Анализ экспериментальных данных по сечениям ядер-
ных процессов показывает, что некоторые из них, например
сечение захвата и сечение рассеяния, имеют резонансный
характер. Резонансная структура сечений устанавливается
также теоретически [122].

Рассмотрим сначала сечение захвата 𝜎𝜎𝑐𝑐. Брейт и Вигнер по-
казали, что резонансное сечение захвата весьма удовлетвори-
тельно описывается формулой

𝜎𝜎𝑐𝑐(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑐𝑐

√︂
𝐸𝐸𝑗𝑗

𝐸𝐸

[︃
1 +

(︃
𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︃2]︃−1

, (10.5.1)

где 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑐𝑐 — сечение в максимуме резонанса; 𝐸𝐸 =

𝑣𝑣2

2
, 𝐸𝐸𝑗𝑗 — энергия

резонанса; Γ𝑗𝑗 — ширина резонанса [122]. Формула (10.5.1) каса-
ется только захвата нейтрона изолированным ядром в системе 
центра масс. Это значит, что теория Брейта – Вигнера неспра-
ведлива в области, где существенны тепловое движение атомов, 
молекулярные эффекты и кристаллические связи. В этой обла-
сти сечение захвата ведет себя согласно закону 1√

𝐸𝐸
или 1

𝑣𝑣
.

Переходим к рассмотрению резонансного рассеяния. При
рассмотрении отдельного изолированного резонанса в основ-
ном можно сечение рассеяния составить из трех частей:

𝜎𝜎𝑠𝑠(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐸𝐸) + 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸), (10.5.2)

где 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 — сечение потенциального рассеяния, не зависящего от 
энергии нейтрона; 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐸𝐸) — сечение резонансного рассеяния; 
𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸) — сечение рассеяния, вызванное эффектом интерферен-
ции резонансного и потенциального рассеяния, или, как мы бу-
дем говорить, сечение интерференции.

В системе центра масс сечения 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 и 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 можно представить 
в виде

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐸𝐸) =
𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑠𝑠𝑠𝑠

1 +
(︁𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁2 ; (10.5.3)
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𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸) =

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

(︁𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁

1 +
(︁𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁2
, (10.5.4)

где 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑠𝑠𝑠𝑠 и 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 — сечение резонансного рассеяния и сечение ин-

терференции при энергии резонанса.
В большинстве случаев сечение интерференции мало

по сравнению с сечением 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠, поэтому приближенно можно
положить, что

𝜎𝜎𝑠𝑠(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠 + 𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠. (10.5.5)

     В дальнейшем, если это специально не оговорено, мы будем 
пользоваться формулой (10.5.5).

Обратим внимание далее на следующее обстоятельство. До 
сих пор предполагалось, что рассмотрение ведется в системе 
центра масс. В лабораторной системе координат это соответ-
ствует тому случаю, когда температура среды равна 0 ∘K.

Если температура отлична от нуля, то необходимо учесть 
относительные скорости ядер вещества. Это в конечном ито-
ге связано с некоторым уширением резонансов. Соответствую-
щий эффект носит название доплеровского уширения и состо-
ит в том, что резонансные сечения усредняются по спектру рас-
пределения ядер по скоростям, соответствующим данной тем-
пературе среды.

Не останавливаясь на выкладках, приведем лишь оконча-
тельные результаты операции усреднения:

𝜎𝜎𝑐𝑐(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑐𝑐𝑐𝑐Ψ

(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
;

𝜎𝜎𝑠𝑠𝑠𝑠(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑗𝑗
𝑠𝑠𝑠𝑠Ψ

(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
;

𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝐸𝐸) = 𝜎𝜎𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖Φ
(︁
𝜉𝜉𝜉

𝐸𝐸 − 𝐸𝐸𝑗𝑗

Γ𝑗𝑗/2

)︁
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(10.5.6)
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Ввиду того, что каждое последующее рассеяние сопровож-
дается потерей энергии нейтрона, скорость его движения в сре-
де будет все более уменьшаться и, следовательно, нейтрон бу-
дет замедляться.

Процесс замедления сопровождается пространственным
рассеянием нейтронов. Поэтому если ядерный реактор име-
ет ограниченные размеры, то после нескольких соударений
нейтрон может вылететь из реактора.

Для уменьшения вероятности вылета нейтронов активную
зону окружают отражателем. В этом случае часть нейтронов,
вылетающих из активной зоны, попадает в отражатель. При
этом некоторые нейтроны снова возвратятся в активную зону,
а остальные вылетят из реактора.

При столкновении нейтрона с ядрами делящегося вещества
и замедлителя появляется вероятность того, что нейтрон по-
глотится. В случае поглощения цикл замедления обрывается
на энергии поглощения нейтрона.

Известная часть нейтронов в процессе замедления может
достичь области скоростей ниже 𝑣𝑣гр. В данной области су-
щественным фактором оказывается тепловое движение ядер
замедлителя. Распределение ядер по скоростям, как известно,
подчиняется закону Максвелла.

Рассеяние нейтронов тепловых энергий сопровождается по-
глощением и утечкой. Если поглощение и утечка малы, то ней-
троны входят в статистическое равновесие со средой и распре-
деляются по закону Максвелла. В таком случае все нейтроны
скоростей 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр можно объединить в одну группу с эффектив-
ными константами, усредненными по равновесному максвел-
ловскому спектру. Отклонения в спектре нейтронов от равно-
весного могут быть существенными в тех случаях, когда погло-
щение тепловых нейтронов или их утечка значительны. Тогда
нейтроны не входят в равновесие с ядрами замедлителя и рас-
пределяются по спектру, отличному от максвелловского.

Некоторая часть нейтронов, поглощаемая ядрами делящего-
ся изотопа как в процессе замедления, так и в области тепловых
энергий, вызывает деление ядер. Этот процесс сопровождается
рождением вторичных нейтронов с одновременным выделени-
ем большого количества тепла, полученного в результате тор-

280 Гл. 10. Элементарные процессы в ядерных реакторах

где

Ψ(𝜉𝜉𝜉 𝜉𝜉) =
𝜉𝜉

2
√
𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑒𝑒−
𝜉𝜉2

4
(𝑥𝑥−𝑦𝑦)2

1 + 𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑;

Φ(𝜉𝜉𝜉 𝜉𝜉) =
𝜉𝜉

2
√
𝜋𝜋

∞∫︁

−∞

𝑦𝑦𝑦𝑦−
𝜉𝜉2

4
(𝑥𝑥−𝑦𝑦)2

1 + 𝑦𝑦2
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(10.5.7)

     Здесь

𝜉𝜉 =
Γ𝑗𝑗

Δ
;     Δ = 2

√︂
𝐸𝐸𝑗𝑗𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑀𝑀
;

𝑘𝑘 — постоянная Больцмана; 𝑇𝑇 — температура среды в ∘K; 𝑀𝑀 —
массовое число элемента.

Мы здесь специально не останавливались на выражении 
для сечения деления, предполагая, что формула для сечения 
захвата справедлива для захвата с делением и для радиацион-
ного поглощения.

Необходимо далее иметь в виду, что если уровни расположе-
ны близко друг к другу и перекрываются, то соответствующее 
полное сечение приближенно можно представить в виде суммы 
сечений по всем резонансам, которые вносят вклад в соответ-
ствующий ядерно-физический процесс.

10.6. Физический расчет ядерного
реактора

Рассмотрим ядерный реактор, состоящий из активной зоны 
и отражателя. В активной зоне реактора происходит процесс 
деления ядер делящегося изотопа с рождением нейтронов, 
распределенных по некоторому энергетическому спектру. Эти 
нейтроны будем называть источниками замедления. Рожден-
ные в процессе деления нейтроны, обладая большим запасом 
кинетической энергии, рассеиваются на ядрах замедлителя. 
Если рассеяние происходит с сохранением количества движе-
ния и кинетической энергии системы нейтрон – ядро, то оно 
будет упругим, если же при рассеянии часть энергии идет 
на возбуждение ядра, то оно будет неупругим.
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Ввиду того, что каждое последующее рассеяние сопровож-
дается потерей энергии нейтрона, скорость его движения в сре-
де будет все более уменьшаться и, следовательно, нейтрон бу-
дет замедляться.

Процесс замедления сопровождается пространственным
рассеянием нейтронов. Поэтому если ядерный реактор име-
ет ограниченные размеры, то после нескольких соударений
нейтрон может вылететь из реактора.

Для уменьшения вероятности вылета нейтронов активную
зону окружают отражателем. В этом случае часть нейтронов,
вылетающих из активной зоны, попадает в отражатель. При
этом некоторые нейтроны снова возвратятся в активную зону,
а остальные вылетят из реактора.

При столкновении нейтрона с ядрами делящегося вещества
и замедлителя появляется вероятность того, что нейтрон по-
глотится. В случае поглощения цикл замедления обрывается
на энергии поглощения нейтрона.

Известная часть нейтронов в процессе замедления может
достичь области скоростей ниже 𝑣𝑣гр. В данной области су-
щественным фактором оказывается тепловое движение ядер
замедлителя. Распределение ядер по скоростям, как известно,
подчиняется закону Максвелла.

Рассеяние нейтронов тепловых энергий сопровождается по-
глощением и утечкой. Если поглощение и утечка малы, то ней-
троны входят в статистическое равновесие со средой и распре-
деляются по закону Максвелла. В таком случае все нейтроны
скоростей 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр можно объединить в одну группу с эффектив-
ными константами, усредненными по равновесному максвел-
ловскому спектру. Отклонения в спектре нейтронов от равно-
весного могут быть существенными в тех случаях, когда погло-
щение тепловых нейтронов или их утечка значительны. Тогда
нейтроны не входят в равновесие с ядрами замедлителя и рас-
пределяются по спектру, отличному от максвелловского.

Некоторая часть нейтронов, поглощаемая ядрами делящего-
ся изотопа как в процессе замедления, так и в области тепловых
энергий, вызывает деление ядер. Этот процесс сопровождается
рождением вторичных нейтронов с одновременным выделени-
ем большого количества тепла, полученного в результате тор-
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всего состоит в нахождении критического размера реактора за-
данной формы и пространственно-энергетического распреде-
ления нейтронов в реакторе. Однако этим физический расчет
реактора далеко не исчерпывается. В него также входит рас-
чет системы регулирования, длительности компании реактора,
нестационарных процессов, происходящих при изменении ре-
активности системы, а также расчет биологической защиты ре-
актора от излучения.

При расчетах гетерогенных реакторов появляется необхо-
димость проведения дополнительных расчетов микрострукту-
ры нейтронного потока в ячейке реактора. С помощью найден-
ного спектра нейтронов можно произвести усреднение физи-
ческих констант в ячейке гетерогенного реактора и поставить
в соответствие ему реактор гомогенный с эффективными кон-
стантами.

Физический расчет гомогенного ядерного реактора прежде
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можения в среде осколков ядер делящегося вещества. Вторич-
ные нейтроны становятся источниками замедления и цепная 
реакция продолжается.

Как известно, режим работы реактора, при котором проис-
ходит простое воспроизводство нейтронов, то есть количество 
рождающихся в реакторе нейтронов в единицу времени            
в результате деления ядер горючего вещества равняется числу 
выбывающих из реактора нейтронов в процессе поглощения    
и утечки, называется критическим. Ввиду того, что крити-
ческий режим предполагает простое воспроизводство нейтро-
нов, он является стационарным.

Реакторы, в которых процесс деления происходит в основ-
ном при тепловых энергиях нейтрона (𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр), в соответствии 
с установившейся терминологией будем называть тепловыми. 
Если основная часть делений происходит при захвате нейтро-
нов со скоростями (𝑣𝑣гр < 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣1), где 𝑣𝑣1 — скорость нейтрона, со-
ответствующая энергии ∼ 𝐸𝐸 = 100, то такие реакторы будем на-
зывать промежуточными. Реакторы, в которых основная часть 
делений происходит при захвате на больших скоростях (𝑣𝑣 > 𝑣𝑣1), 
будем называть быстрыми.

Известно, что энергетическое распределение нейтронов 
(спектр нейтронов) для данного замедлителя, усредненное 
по объему активной зоны, в основном зависит от отношения 
числа ядер горючего вещества к числу ядер замедлителя. 
При этом наименьшие критические загрузки делящегося 
вещества нужны для реализации тепловых реакторов, наиболь-
шие — для реакторов на быстрых нейтронах. Одновременно 
подчеркнем, что размеры тепловых реакторов оказываются 
наибольшими, а реакторов на быстрых нейтронах — наимень-
шими. Выбор того или иного типа реактора связан с учетом его 
целевых назначений.

В тепловых и промежуточных реакторах процесс замедле-
ния нейтронов в основном осуществляется в результате упру-
гого рассеяния. В этом случае влияние неупругого рассеяния 
обычно мало. Для реакторов на быстрых нейтронах, наоборот, 
основным в замедлении оказывается процесс неупругого рас-
сеяния.
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всего состоит в нахождении критического размера реактора за-
данной формы и пространственно-энергетического распреде-
ления нейтронов в реакторе. Однако этим физический расчет
реактора далеко не исчерпывается. В него также входит рас-
чет системы регулирования, длительности компании реактора,
нестационарных процессов, происходящих при изменении ре-
активности системы, а также расчет биологической защиты ре-
актора от излучения.

При расчетах гетерогенных реакторов появляется необхо-
димость проведения дополнительных расчетов микрострукту-
ры нейтронного потока в ячейке реактора. С помощью найден-
ного спектра нейтронов можно произвести усреднение физи-
ческих констант в ячейке гетерогенного реактора и поставить
в соответствие ему реактор гомогенный с эффективными кон-
стантами.

Физический расчет гомогенного ядерного реактора прежде
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𝑑𝑑𝑑𝑑 =
[︀
𝑛𝑛(r+ 𝑣𝑣Ω𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑Ω)− 𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

]︀
𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω. (11.1.1)

     Разложив выражение  (11.1.1)  в ряд Тейлора и ограничив-
шись членами первого порядка малости, получим

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑣𝑣Ω∇𝑛𝑛𝑛𝑛r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.2)

Рассмотрим теперь ядерные процессы, в результате которых 
происходит изменение числа нейтронов в элементе фазового 
пространства 𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑. Во-первых, подсчитаем число нейтро-
нов, выбывающих из элемента фазового пространства. Очевид-
но, оно составится из нейтронов, поглощенных и рассеянных 
средой, то есть

𝑑𝑑𝑑𝑑 = (Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠)𝑣𝑣𝑣𝑣(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.3)

где Σ𝑐𝑐(𝑣𝑣) — макроскопическое сечение поглощения нейтронов; 
Σ𝑠𝑠(𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣) + Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣) — полное макроскопическое сече-
ние рассеяния с учетом реакции (n, 2n).

Подсчитаем далее число нейтронов, прибывающих в эле-
мент фазового пространства в интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑. Очевидно, 
оно составится из суммы нейтронов, рассеянных из других 
элементов фазового пространства и источников деления, т. е.

𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.4)
и

𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑, (11.1.5)

где

𝑤𝑤𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).           

Функции 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒, 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑓𝑓 определены в главе 10.
Составим уравнение баланса нейтронов:

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.6)

Подставляя в уравнение баланса (11.1.6) соотношения
(11.1.2), (11.1.3), (11.1.4) и (11.1.5) и сокращая на 𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑,
приходим к кинетическому уравнению замедления нейтронов:

Ω∇𝑣𝑣𝑣𝑣+Σ𝑣𝑣𝑣𝑣 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′,Ω′), (11.1.7)
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11
Кинетическое уравнение реактора

11.1. Кинетическое уравнение замедления

Пространственно-энергетическое распределение нейтронов 
в реакторе описывается кинетическим уравнением Больцма-
на. В настоящей главе будет дан краткий вывод кинетиче-
ского уравнения для потока нейтронов. При изложении мы 
ограничимся рассмотрением только стационарной пробле-
мы, имеющей интерес в вопросах расчета критических масс 
ядерных реакторов. Критическое уравнение будет записано 
для фазового пространства r, 𝑣𝑣𝑣 Ω. Переход к другим фазовым 
пространствам может быть осуществлен с помощью якобиана 
преобразования.

Рассмотрение будет проведено для общего случая индика-
трис рассеяния в предположении, что они абсолютно интегри-
руемы. В заключение главы рассматриваются два предельных 
случая: односкоростное кинетическое уравнение и кинетиче-
ское уравнение для бесконечной однородной среды.

Рассмотрим фазовое пространство r, 𝑣𝑣𝑣 Ω с элементом 
𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω. Около точки 𝑀𝑀 с радиус-вектором r выделим элемент-
ный объем 𝑑𝑑r (см. рис. 1). Если 𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω) — плотность нейтронов 
в единице фазового пространства r, 𝑣𝑣𝑣 Ω в момент времени 𝑡𝑡, то 
число нейтронов в объеме 𝑑𝑑r около точки 𝑀𝑀 , имеющих разбро-
сы скорости в интервале (𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣 + 𝑑𝑑𝑑𝑑) и направлений (Ω, Ω + 𝑑𝑑Ω), 
равно

𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω.

     В момент времени 𝑡𝑡 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 их число будет
𝑛𝑛(r + 𝑣𝑣Ω𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑣𝑣𝑣 Ω)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω.

     Таким образом, полное изменение числа нейтронов в объеме 
𝑑𝑑r 𝑑𝑑Ω за время 𝑑𝑑𝑑𝑑 равно
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𝑑𝑑𝑑𝑑 =
[︀
𝑛𝑛(r+ 𝑣𝑣Ω𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑Ω)− 𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

]︀
𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω. (11.1.1)

     Разложив выражение  (11.1.1)  в ряд Тейлора и ограничив-
шись членами первого порядка малости, получим

𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑣𝑣Ω∇𝑛𝑛𝑛𝑛r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.2)

Рассмотрим теперь ядерные процессы, в результате которых 
происходит изменение числа нейтронов в элементе фазового 
пространства 𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑. Во-первых, подсчитаем число нейтро-
нов, выбывающих из элемента фазового пространства. Очевид-
но, оно составится из нейтронов, поглощенных и рассеянных 
средой, то есть

𝑑𝑑𝑑𝑑 = (Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠)𝑣𝑣𝑣𝑣(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.3)

где Σ𝑐𝑐(𝑣𝑣) — макроскопическое сечение поглощения нейтронов; 
Σ𝑠𝑠(𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣) + Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣) — полное макроскопическое сече-
ние рассеяния с учетом реакции (n, 2n).

Подсчитаем далее число нейтронов, прибывающих в эле-
мент фазового пространства в интервал времени 𝑑𝑑𝑑𝑑. Очевидно, 
оно составится из суммы нейтронов, рассеянных из других 
элементов фазового пространства и источников деления, т. е.

𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.4)
и

𝑑𝑑𝑑𝑑 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑, (11.1.5)

где

𝑤𝑤𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).           

Функции 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒, 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑓𝑓 определены в главе 10.
Составим уравнение баланса нейтронов:

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑑𝑑𝑑𝑑+ 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (11.1.6)

Подставляя в уравнение баланса (11.1.6) соотношения
(11.1.2), (11.1.3), (11.1.4) и (11.1.5) и сокращая на 𝑑𝑑r 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑Ω 𝑑𝑑𝑑𝑑,
приходим к кинетическому уравнению замедления нейтронов:

Ω∇𝑣𝑣𝑣𝑣+Σ𝑣𝑣𝑣𝑣 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝑣𝑣′𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣′,Ω′), (11.1.7)
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Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r),

(11.1.11)
где

𝑄𝑄(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′);

1

4𝜋𝜋

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(11.1.12)

Величину 1

4𝜋𝜋

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

  𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) в простейших случаях найти весьма
просто. Одним из таких случаев является рассеяние нейтронов
на неподвижных ядрах. Очевидно, предположение о рассеянии
нейтронов на неподвижных ядрах является удовлетворитель-
ным приближением к случаю, когда скорость нейтронов много
больше скорости ядер. Это имеет место в области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр. В том
случае, когда 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр, необходимо учитывать тепловое движение
ядер замедлителя, молекулярные связи и кристаллические эф-
фекты.

В настоящем параграфе мы найдем выражение для функции
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) в том случае, когда рассеяние нейтронов проис-
ходит на свободных и неподвижных ядрах.

Рассмотрим систему нейтрон – ядро. До соударения с нейтро-
ном ядро предполагается неподвижным. Для удобства будем 
пользоваться двумя системами координат: неподвижной, свя-
занной с ядром-мишенью (лабораторная система координат),       
и подвижной, связанной с центром масс системы (рис. 11).

Пусть v′ — скорость нейтрона до соударения в неподвижной 
системе координат. Тогда в этой системе скорость центра масс 
определится соотношением

v′
𝑐𝑐 =

1

1 +𝑀𝑀
v′, (11.1.13)

где 𝑀𝑀 — масса ядра.
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где
Σ = Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠;

𝑤𝑤 = 𝑤𝑤𝑠𝑠 + 𝑤𝑤𝑓𝑓 .

⎫
⎬
⎭ (11.1.8)

Введем в рассмотрение функцию

𝜙𝜙 = 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣

     Тогда в окончательном виде кинетическое уравнение замед-

ления нейтронов запишется так:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′). (11.1.9)

    Здесь интегрирование производится по всевозможным ско-

ростям из интервала (0, ∞) и всем направлениям единичной

сферы.

В развернутом виде с использованием свойств функций
𝑤𝑤𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣), где индексом 𝑖𝑖 обозначен любой ядерно-физи-

ческий процесс, уравнение (11.1.9) можно записать следую-

щим образом:
Ω∇𝜙𝜙 + (Σ𝑐𝑐 + Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛)𝜙𝜙 =

=

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)+

+

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)+

+

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)+

+
1

4𝜋𝜋

[︃
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)

]︃
.

(11.1.10)

Рассмотрим теперь частный случай, когда неупругое рассе-

яние несущественно, а реакция (n, 2n) вовсе отсутствует. Тогда

кинетическое уравнение (11.1.10) имеет вид
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Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r),

(11.1.11)
где

𝑄𝑄(r) =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′);

1

4𝜋𝜋

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(11.1.12)

Величину 1

4𝜋𝜋

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

  𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) в простейших случаях найти весьма
просто. Одним из таких случаев является рассеяние нейтронов
на неподвижных ядрах. Очевидно, предположение о рассеянии
нейтронов на неподвижных ядрах является удовлетворитель-
ным приближением к случаю, когда скорость нейтронов много
больше скорости ядер. Это имеет место в области 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр. В том
случае, когда 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣гр, необходимо учитывать тепловое движение
ядер замедлителя, молекулярные связи и кристаллические эф-
фекты.

В настоящем параграфе мы найдем выражение для функции
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) в том случае, когда рассеяние нейтронов проис-
ходит на свободных и неподвижных ядрах.

Рассмотрим систему нейтрон – ядро. До соударения с нейтро-
ном ядро предполагается неподвижным. Для удобства будем 
пользоваться двумя системами координат: неподвижной, свя-
занной с ядром-мишенью (лабораторная система координат),       
и подвижной, связанной с центром масс системы (рис. 11).

Пусть v′ — скорость нейтрона до соударения в неподвижной 
системе координат. Тогда в этой системе скорость центра масс 
определится соотношением

v′
𝑐𝑐 =

1

1 +𝑀𝑀
v′, (11.1.13)

где 𝑀𝑀 — масса ядра.
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w +𝑀𝑀w0 = 0;

𝑤𝑤2 +𝑀𝑀𝑀𝑀2
0 =

𝑀𝑀

1 +𝑀𝑀
𝑣𝑣
′2.

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(11.1.17)

     Первое из равенств (11.1.17) дает

w = −𝑀𝑀w0.

     Отсюда следует, что

𝑤𝑤 = 𝑀𝑀𝑀𝑀0. (11.1.18)

Подставим 𝑤𝑤 из уравнения (11.1.18) во второе соотношение
(11.1.17). В результате будем иметь

𝑤𝑤0 =
𝑣𝑣′

1 +𝑀𝑀
= 𝑤𝑤′

0. (11.1.19)

Подставив 𝑤𝑤0 из (11.1.19) в равенство (11.1.18), получим

𝑤𝑤 =
𝑀𝑀

1 +𝑀𝑀
𝑣𝑣′ = 𝑤𝑤′. (11.1.20)

′
𝑐𝑐

   Из соотношений (11.1.19) и (11.1.20) следует, что относи-
тельные скорости как нейтрона, так и ядра-мишени в системе 
центра масс до и после столкновения по величине равны.

Остается лишь определить угол, на который изменится век-
тор скорости нейтрона в результате столкновения. С этой це-
лью относительную скорость нейтрона после столкновения за-
пишем в следующем виде:

w = v − v𝑐𝑐 = v − v ,

откуда

v = w + v′
𝑐𝑐 = w +

1

1 +𝑀𝑀
v′. (11.1.21)

    Используя  соотношения   (11.1.14),   приведем  равенство 
(11.1.21) к виду

v = w +
1

𝑀𝑀
w′. (11.1.22)

     Из соотношения (11.1.22) следует, что

𝑣𝑣2 = 𝑤𝑤2 +
1

𝑀𝑀2
𝑤𝑤

′2 +
2

𝑀𝑀
𝑤𝑤𝑤𝑤′ cos𝛼𝛼𝛼 (11.1.23)
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а б
Рис. 11. Системы координат: а — лабораторная; б — связанная с цен-

тром масс

нат, связанной с центром масс, будет равна

w′ = v′ − v′
𝑐𝑐 =

𝑀𝑀

1 +𝑀𝑀
v′, (11.1.14)

а скорость ядра

w′
0 = v′

0 − v′
𝑐𝑐 = −v′

𝑐𝑐 = − 1

1 +𝑀𝑀
v′. (11.1.15)
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w +𝑀𝑀w0 = w′ +𝑀𝑀w′
0;

𝑤𝑤2

2
+

𝑀𝑀𝑀𝑀2
0

2
=

𝑤𝑤
′2

2
+

𝑀𝑀𝑀𝑀
′2
0

2
.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(11.1.16)

     Учитывая соотношения (11.1.14) и (11.1.15), приведем урав-
нение (11.1.16) к следующему виду:

Ясно, что скорость нейтрона в подвижной системе коорди-
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⎪⎪⎭
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1
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    Используя  соотношения   (11.1.14),   приведем  равенство 
(11.1.21) к виду
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1
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или
1

4𝜋𝜋

𝑣𝑣′∫︁

𝑀𝑀−1
𝑀𝑀+1

𝑣𝑣′

𝑣𝑣2𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v) = 1. (11.1.29′)

Соотношение (11.1.29’) указывает на тот факт, что вероятность
того, что нейтроны в результате рассеяния будут иметь ско-
рость 𝑣𝑣 из интервала

(︁𝑀𝑀 − 1

𝑀𝑀 + 1
𝑣𝑣′, 𝑣𝑣′

)︁
есть достоверное событие.

Найдем явное выражение для функции 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v). С этой
целью рассмотрим сначала закон распределения вероятностей
в системе центра масс. Если предположить, что рассеяние ней-
тронов в системе центра масс изотропно, то есть вероятность 
рассеяния нейтронов на ядре зависит не от направления, 
а лишь от величины телесного угла, то с учетом нормировки 
она имеет вид

𝑑𝑑𝑑𝑑

4𝜋𝜋
=

1

4𝜋𝜋

⃒⃒
sin𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼

⃒⃒
, (11.1.30)

2

𝑀𝑀

𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.1.31)

Следовательно, из предположения об изотропности рассея-
ния в системе центра масс вытекает закон распределения ней-
тронов по скоростям. Плотность вероятности такого распреде-
ления равна

1

4𝜋𝜋

(𝑀𝑀 + 1)2

𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.1.32)

Найдем теперь закон распределения нейтронов по углам.
Очевидно, что в силу существования функциональной связи

cos 𝜃𝜃 =
𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣
(11.1.33)

угол отклонения 𝜃𝜃 будет полностью определен, если 𝑣𝑣′ и 𝑣𝑣 за-
фиксированы.
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где
cos𝛼𝛼 =

(w,w′)

𝑤𝑤𝑤𝑤′ .

     Разрешив уравнение (11.1.23) относительно cos 𝛼𝛼 и восполь-
зовавшись (11.1.20), получим

cos𝛼𝛼 = 1− (𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

[︁
1−

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁2]︁
. (11.1.24)

     С помощью (11.1.24) найдем выражение

cos 𝜃𝜃 =
(v,w′)

𝑣𝑣𝑣𝑣
.

    Для этого спроектируем параллелограмм скоростей на ось w′. 
Тогда будем иметь

𝑣𝑣 cos 𝜃𝜃 = 𝑤𝑤 cos𝛼𝛼+
1

𝑀𝑀
𝑤𝑤′. (11.1.25)

     Учитывая соотношения (11.1.20) и (11.1.24), приведем равен-
ство (11.1.25) к виду

cos 𝜃𝜃 =
𝑀𝑀 + 1 𝑣𝑣

′ −
𝑀𝑀 − 1 𝑣𝑣′

. (11.1.26)
                  2      𝑣𝑣             2       𝑣𝑣

     Из соотношения (11.1.24) вытекает следующее неравенство:

1 ≤ 𝑣𝑣′

𝑣𝑣
≤ 𝑀𝑀 + 1

𝑀𝑀 − 1
(11.1.27)

или
𝑀𝑀 − 1

𝑀𝑀 + 1
𝑣𝑣′ ≤ 𝑣𝑣 ≤ 𝑣𝑣′. (11.1.28)

Неравенство (11.1.28) указывает на тот факт, что скорость ней-
трона после соударения с ядром находится в строго определен-
ных пределах.

Переходим теперь к определению функции распределения
нейтронов по скоростям и направлениям после столкновения.
С этой целью введем в рассмотрение функцию 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v) —
плотность вероятности нейтрону, имевшему до столкновения
с ядром скорость v′, в результате столкновения изменить ско-
рость на v. По определению функция 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v) должна быть
нормирована на единицу:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑v 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v′ → v) = 1, (11.1.29)

,
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рассеяния нейтронов на ядре зависит не от направления, 
а лишь от величины телесного угла, то с учетом нормировки 
она имеет вид
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4𝜋𝜋
=

1
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⃒⃒
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⃒⃒
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Найдем теперь закон распределения нейтронов по углам.
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2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2
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𝛼𝛼 = arccos
{︁
1− (𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

[︁
1−

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁]︁}︁
, (11.1.37)

и учитывая соотношение (11.1.31), получим плотность вероят-

ности распределения нейтронов по скоростям:
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
, (11.1.38)

где
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 𝛾𝛾

(︁
arccos

{︁(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

[︁
1− 𝑣𝑣2

𝑣𝑣′2

]︁}︁
, 𝑣𝑣′

)︁
. (11.1.39)

В случае изотропного рассеяния

𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 1. (11.1.40)

В результате для анизотропного рассеяния в системе центра

масс получим следующую функцию для функции плотности ве-

роятности:
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v′ → v) =

= 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

1

𝑣𝑣𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.41)

В фазовом пространстве (r, 𝑣𝑣𝑣Ω) будем иметь
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) =

= 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.42)

Микроскопическое сечение упругого рассеяния обозначим

𝜎𝜎𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′). Соответствующее макроскопическое сечение будет

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′) и длина свободного пробега до рассеяния 𝜆𝜆𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′). Мы

видим, что функция 1
4𝜋𝜋𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) от углов зависит только

с помощью 𝜇𝜇0 = ΩΩ′. Следовательно, можно ввести обозначение
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (11.1.43)

Итак, окончательно будем иметь
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Формула (11.1.14), в частности, показывает, что упругое
столкновение нейтрона с ядром возможно лишь при условии

cos 𝜃𝜃 −
(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁
= 0. (11.1.34)

Что касается случаев, когда это равенство не выполняется, то
для них вероятность распределения оказывается равной нулю,
так как столкновение нейтрона с ядром не осуществляется.
Имея это в виду, можно формально написать трехмерный закон
распределения вероятностей с помощью 𝛿𝛿-функции. С учетом
выражения (11.1.32), а также нормировки (11.1.29) плотность
вероятностей 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v) примет вид

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v

′ → v) =
1

4𝜋𝜋

(𝑀𝑀 + 1)2

𝑀𝑀

1

𝑣𝑣𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.35)
В фазовом пространстве (r, 𝑣𝑣𝑣Ω) функция 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ →
→ 𝑣𝑣Ω) будет иметь вид

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) =

=
1

4𝜋𝜋

(𝑀𝑀 + 1)2

𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
,

(11.1.36)

где 𝜇𝜇0 = cos 𝜃𝜃.
Заметим, что функция 1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒 тождественно равна нулю вне

интервала (11.1.27).
Если рассеяние нейтронов в системе центра масс неизотроп-

но и анизотропия характеризуется функцией 𝛾𝛾(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 ′), нормиро-
ванной следующим образом:

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 ′) = 1,

то вероятность того, что нейтрон после рассеяния будет дви-
гаться около направления 𝜔𝜔 в интервале (𝜔𝜔𝜔𝜔𝜔 + 𝑑𝑑𝑑𝑑), будет равна

𝛾𝛾(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 ′) 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
⃒⃒
𝛾𝛾(𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 ′) sin𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼 𝛼𝛼𝛼𝛼

⃒⃒
.

Принимая во внимание, что
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𝛼𝛼 = arccos
{︁
1− (𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

[︁
1−

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁]︁}︁
, (11.1.37)

и учитывая соотношение (11.1.31), получим плотность вероят-

ности распределения нейтронов по скоростям:
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
, (11.1.38)

где
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 𝛾𝛾

(︁
arccos

{︁(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

[︁
1− 𝑣𝑣2

𝑣𝑣′2

]︁}︁
, 𝑣𝑣′

)︁
. (11.1.39)

В случае изотропного рассеяния

𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 1. (11.1.40)

В результате для анизотропного рассеяния в системе центра

масс получим следующую функцию для функции плотности ве-

роятности:
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(v′ → v) =

= 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

1

𝑣𝑣𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.41)

В фазовом пространстве (r, 𝑣𝑣𝑣Ω) будем иметь
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) =

= 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.42)

Микроскопическое сечение упругого рассеяния обозначим

𝜎𝜎𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′). Соответствующее макроскопическое сечение будет

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′) и длина свободного пробега до рассеяния 𝜆𝜆𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′). Мы

видим, что функция 1
4𝜋𝜋𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) от углов зависит только

с помощью 𝜇𝜇0 = ΩΩ′. Следовательно, можно ввести обозначение
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′Ω′ → 𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (11.1.43)

Итак, окончательно будем иметь
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Предположим теперь, что область реактора состоит из зон
с различными физическими свойствами. В этом случае необхо-
димо потребовать непрерывность функции 𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) при перехо-
де из одной области в другую1), а именно:

𝜙𝜙(r𝑀𝑀+ , 𝑣𝑣Ω) = 𝜙𝜙(r𝑀𝑀− , 𝑣𝑣Ω), (11.2.3)

где r𝑀𝑀+ и r𝑀𝑀− — соответствующие пределы радиус-вектора
при стремлении к точке 𝑀𝑀 со стороны одной и другой зон.

11.3. Односкоростное кинетическое
уравнение

В том случае, когда рассеяние нейтронов происходит
на неподвижных ядрах, а сечения Σ𝑒𝑒𝑒𝑒,Σ𝑖𝑖𝑖𝑖,Σ𝑐𝑐 и Σ𝑓𝑓 не зависят
от скорости и являются величинами постоянными, можно
перейти к односкоростному кинетическому уравнению.

Для этого рассмотрим уравнение замедления

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω), (11.3.1)
где

𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

Проинтегрируем уравнение (11.3.1) по переменной 𝑣𝑣. Тогда
получим

Ω∇Φ+ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)+𝑆𝑆(r,Ω), (11.3.2)
где

Φ(r,Ω) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω);     𝑆𝑆(r, Ω) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

С учетом 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑓𝑓  получим∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)+

+
1

4𝜋𝜋
(Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 ).

(11.3.3)

1)Подробно по этому поводу см. работу [135].
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1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =

= 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0 −

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.1.44)

С учетом выражения (11.1.44) кинетическое уравнение за-
медления примет вид

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑀𝑀+1
𝑀𝑀−1

𝑣𝑣∫︁

𝑣𝑣

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣′

𝑣𝑣′2
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)×

× 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
𝛿𝛿
(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
+

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r),

(11.1.45)

где
𝑄𝑄 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣

′,Ω′).

11.2. Граничные условия

Основное интегро-дифференциальное уравнение Больцмана
(11.1.10) содержит дифференциальный оператор. Это значит,
что для полной определенности решения необходимо задать
граничное условие на внешней поверхности реактора 𝑆𝑆.

Пусть реактор граничит с вакуумом. Тогда если поверхность
𝑆𝑆 выпуклая (или невогнутая), то в качестве граничного условия
необходимо взять следующее:

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (11.2.1)

где n — внешняя нормаль к поверхности 𝑆𝑆.
Так как источники нейтронов находятся только в самом ре-

акторе, то условие (11.2.1) отмечает тот факт, что нейтроны,
налетающие на поверхность 𝑆𝑆 из вакуума, отсутствуют.

Если поверхность 𝑆𝑆 вогнута так, что луч, совпадающий с век-
тором Ω, дважды пересекает область, занятую реактором, то в
точках 𝑀𝑀 и 𝑀𝑀 ′ следует положить

𝜙𝜙(r𝑀𝑀 , 𝑣𝑣Ω) = 𝜙𝜙(r𝑀𝑀 ′ , 𝑣𝑣Ω). (11.2.2)
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Предположим теперь, что область реактора состоит из зон
с различными физическими свойствами. В этом случае необхо-
димо потребовать непрерывность функции 𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) при перехо-
де из одной области в другую1), а именно:

𝜙𝜙(r𝑀𝑀+ , 𝑣𝑣Ω) = 𝜙𝜙(r𝑀𝑀− , 𝑣𝑣Ω), (11.2.3)

где r𝑀𝑀+ и r𝑀𝑀− — соответствующие пределы радиус-вектора
при стремлении к точке 𝑀𝑀 со стороны одной и другой зон.

11.3. Односкоростное кинетическое
уравнение

В том случае, когда рассеяние нейтронов происходит
на неподвижных ядрах, а сечения Σ𝑒𝑒𝑒𝑒,Σ𝑖𝑖𝑖𝑖,Σ𝑐𝑐 и Σ𝑓𝑓 не зависят
от скорости и являются величинами постоянными, можно
перейти к односкоростному кинетическому уравнению.

Для этого рассмотрим уравнение замедления

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω), (11.3.1)
где

𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

Проинтегрируем уравнение (11.3.1) по переменной 𝑣𝑣. Тогда
получим

Ω∇Φ+ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)+𝑆𝑆(r,Ω), (11.3.2)
где

Φ(r,Ω) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω);     𝑆𝑆(r, Ω) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

С учетом 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑓𝑓  получим∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑  (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)+

+
1

4𝜋𝜋
(Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 ).

(11.3.3)

1)Подробно по этому поводу см. работу [135].
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ΩΩ′ = 𝜇𝜇0 = cos 𝜃𝜃𝜃

Отсюда приходим к важному выводу, что
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0). (11.3.9)

Следовательно, выражения (11.3.7) и (11.3.8) представимы
в следующем виде:

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
𝛾𝛾

(︃
𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 + 1

)︃
(𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1)2√︀

𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

(11.3.10)
и

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋

(𝜇𝜇0 +
√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1)2√︀

𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

. (11.3.11)

Рассмотрим предельный переход при 𝑀𝑀 → ∞. В этом случае

𝛾𝛾

(︃
𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 − 1

)︃
→ 𝛾𝛾(1) = 1

и, следовательно,
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋
,

то есть приходим к очевидному результату, что рассеяние на
бесконечно тяжелых ядрах изотропно в лабораторной системе
ко-ординат. В более общем случае для любых замедлителей
выражение (11.3.11) можно представить в виде ряда по поли-
номам Лежандра, то есть

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇0), (11.3.12)

где 𝑔𝑔𝑛𝑛 — коэффициент разложения функции 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) в ряд Фурье
по полиномам Лежандра.

Возвращаясь к уравнению (11.3.2), мы видим, что его инте-
гральный член преобразуется к виду

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)

[︀
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

]︀
.

В результате уравнение (11.3.2) примет вид

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω), (11.3.13)
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В предположении, что рассеяние происходит на свободных
и неподвижных ядрах, будем иметь

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =

=
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
𝛿𝛿
[︁
𝜇𝜇0 −

𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︁
.

(11.3.4)

Здесь также предположено, что

𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁
.

Переходя в интеграле (11.3.4) к новой переменной интегриро-
вания 𝜉𝜉 по формуле

𝜉𝜉 =
𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣
, (11.3.5)

выражение (11.3.4) преобразуем к виду
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =

=
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

∫︁
Ψ2(𝜉𝜉)𝛾𝛾(Ψ)

(𝑀𝑀 + 1)Ψ(𝜉𝜉)− 𝜉𝜉
𝛿𝛿(ΩΩ′ − 𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(11.3.6)

где
𝑣𝑣

𝑣𝑣′
= Ψ(𝜉𝜉) =

𝜉𝜉 +
√︀
𝜉𝜉2 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 − 1

— корень уравнения (11.3.5).
С учетом свойств 𝛿𝛿-функции вычислим интеграл в выраже-

нии (11.3.6). В результате будем иметь
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
𝛾𝛾

(︃
ΩΩ′ +

√︀
[ΩΩ′]2 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 + 1

)︃
×

× [ΩΩ′ +
√︀
(ΩΩ′)2 +𝑀𝑀2 − 1]2√︀

(ΩΩ′)2 +𝑀𝑀2 − 1
.

(11.3.7)

Если рассеяние изотропно в системе центра масс, то

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋𝜋𝜋

[︀
(ΩΩ′) +

√︀
(ΩΩ′)2 +𝑀𝑀2 − 1

]︀2
√︀
(ΩΩ′)2 +𝑀𝑀2 − 1

. (11.3.8)

Анализ формул (11.3.7) и (11.3.8) показывает, что в правой их
части стоят выражения, зависящие только от
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ΩΩ′ = 𝜇𝜇0 = cos 𝜃𝜃𝜃

Отсюда приходим к важному выводу, что
1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) =
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0). (11.3.9)

Следовательно, выражения (11.3.7) и (11.3.8) представимы
в следующем виде:

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋
𝛾𝛾

(︃
𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 + 1

)︃
(𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1)2√︀

𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

(11.3.10)
и

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋𝜋𝜋

(𝜇𝜇0 +
√︀

𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1)2√︀

𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

. (11.3.11)

Рассмотрим предельный переход при 𝑀𝑀 → ∞. В этом случае

𝛾𝛾

(︃
𝜇𝜇0 +

√︀
𝜇𝜇2
0 +𝑀𝑀2 − 1

𝑀𝑀 − 1

)︃
→ 𝛾𝛾(1) = 1

и, следовательно,
1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋
,

то есть приходим к очевидному результату, что рассеяние на
бесконечно тяжелых ядрах изотропно в лабораторной системе
ко-ординат. В более общем случае для любых замедлителей
выражение (11.3.11) можно представить в виде ряда по поли-
номам Лежандра, то есть

1

4𝜋𝜋
𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇0), (11.3.12)

где 𝑔𝑔𝑛𝑛 — коэффициент разложения функции 𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) в ряд Фурье
по полиномам Лежандра.

Возвращаясь к уравнению (11.3.2), мы видим, что его инте-
гральный член преобразуется к виду

1

4𝜋𝜋

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)

[︀
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

]︀
.

В результате уравнение (11.3.2) примет вид

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω), (11.3.13)
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𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
×

× 𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
,

(︁𝑀𝑀 − 1

𝑀𝑀 + 1
𝑣𝑣′ ≤ 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣′

)︁
.

(11.4.4)

Следовательно,

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑×

×

[︃
𝜇𝜇0

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.4.5)

Отсюда следует, что

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.4.6)

В частности, если рассеяние изотропно в системе центра
масс, то

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

(𝑀𝑀 + 1)
2

2𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.4.7)

Если неупругое рассеяние несущественно, а реакции (𝑛𝑛𝑛 2𝑛𝑛)

деления ядер отсутствуют, то уравнение (11.4.1) запишется
в виде

Σ𝜙𝜙 =
(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

𝑀𝑀+1
𝑀𝑀−1

𝑣𝑣∫︁

𝑣𝑣

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣′

𝑣𝑣′2
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(𝑣𝑣′) + 𝑆𝑆(𝑣𝑣). (11.4.8)
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где

𝑤𝑤(𝜇𝜇0) =
1

4𝜋𝜋

(︀
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

)︀
. (11.3.14)

К уравнению (11.3.13) необходимо присоединить граничное
условие

Φ(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (11.3.15)

11.4. Кинетическое уравнение
для бесконечной однородной среды

Другим частным случаем кинетического уравнения, имею-
щим важное значение, является случай кинетического уравне-
ния для бесконечной среды. Так как в бесконечной однородной
среде все направления движения нейтронов оказываются рав-
новероятными, то решение задачи не будет зависеть от пере-
менной Ω. Учитывая далее, что вследствие однородности про-
странства решение также не будет зависеть от r, основное ки-
нетическое уравнение реактора в этом случае можно записать
в виде

Σ(𝑣𝑣)𝜙𝜙(𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑣𝑣′)𝑤𝑤(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(𝑣𝑣), (11.4.1)

где
𝑤𝑤(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

Σ = Σ𝑐𝑐(𝑣𝑣) + Σ𝑠𝑠(𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(11.4.2)

Заметим, что
𝑤𝑤 = 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)+

+𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (11.4.3)

где функции 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒, 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑤𝑤𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛 и 𝑤𝑤𝑓𝑓 определены в гл. 10.
Рассмотрим случай, когда рассеяние нейтронов происходит

на свободных неподвижных ядрах. Тогда функция 𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′→𝑣𝑣)

будет определена формулой
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𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
×

× 𝛿𝛿

[︃
𝜇𝜇0

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
,

(︁𝑀𝑀 − 1

𝑀𝑀 + 1
𝑣𝑣′ ≤ 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣′

)︁
.

(11.4.4)

Следовательно,

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

4𝜋𝜋𝜋𝜋

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑×

×

[︃
𝜇𝜇0

(︁𝑀𝑀 + 1

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− 𝑀𝑀 − 1

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁]︃
.

(11.4.5)

Отсюда следует, что

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.4.6)

В частности, если рассеяние изотропно в системе центра
масс, то

𝑤𝑤𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

(𝑀𝑀 + 1)
2

2𝑀𝑀

𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
. (11.4.7)

Если неупругое рассеяние несущественно, а реакции (𝑛𝑛𝑛 2𝑛𝑛)

деления ядер отсутствуют, то уравнение (11.4.1) запишется
в виде

Σ𝜙𝜙 =
(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀

𝑀𝑀+1
𝑀𝑀−1

𝑣𝑣∫︁

𝑣𝑣

𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣′

𝑣𝑣′2
Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙(𝑣𝑣′) + 𝑆𝑆(𝑣𝑣). (11.4.8)
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Введем в рассмотрение скалярное произведение функций
𝑔𝑔(𝑥𝑥) и ℎ(𝑥𝑥), так что 𝑔𝑔 ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿), а ℎ ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿*). Свойства функций
множества 𝐷𝐷(𝐿𝐿*) будут обсуждены в дальнейшем.

Если переменная 𝑥𝑥 непрерывна, то скалярное произведение
может быть определено как интеграл от произведения этих
функций:

(𝑔𝑔𝑔 𝑔) =

∫︁
𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (12.1.2)

где интегрирование ведется по всей области определения функ-
ций 𝑔𝑔 и ℎ.

Наряду с оператором L введем в рассмотрение сопряженный
оператор в смысле Лагранжа L*, определяемый с помощью сле-
дующего равенства:

(ℎ,L𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔L*ℎ), 𝑔𝑔 ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿), ℎ ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿*). (12.1.3)

Если в качестве функции 𝑔𝑔 выбрать решение уравнения (12.1.1),
то из соотношения (12.1.3) следует, что функция ℎ должна быть
решением сопряженного уравнения

L*𝜙𝜙* = 0. (12.1.4)

Отсюда, в частности, следует, что множество функций 𝐷𝐷(𝐿𝐿*)

должно определяться из того условия, чтобы оператор L*

на этом множестве имел смысл, а также удовлетворялось
функциональное соотношение (12.1.3).

Операторы L и L* удобно представить в следующем виде:
L = M+ 𝜆𝜆N;

L* = M* + 𝜆𝜆N*,

}︂
(12.1.5)

где операторы M и M*, а также N и N* удовлетворяют условиям
(ℎ,M𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔M*ℎ);

(ℎ,N𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔N*ℎ);

}︂
(12.1.6)

𝜆𝜆 — характеристическое число, смысл которого будет пояснен
в дальнейшем.

Представление операторов L и L* в виде суммы двух допуска-
ет известный произвол и диктуется обычно косвенными мате-
матическими и физическими соображениями. Например, в слу-
чае уравнений реактора в качестве оператора N удобно принять
оператор числа вторичных нейтронов деления.
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12
Сопряженные уравнения

12.1. Общая теория сопряженных
уравнений реактора

Сопряженные уравнения и сопряженные функции, являю-
щиеся решениями сопряженных уравнений, играют исключи-
тельную роль в теории ядерных реакторов.

Теория сопряженных уравнений реактора впервые была раз-
работана Е. Вигнером [67]. В дальнейшем эта теория усовер-
шенствовалась в работах А. С. Романовича и Л. Н. Усачева [362,
363], Р. Эрлиха и Г. Гурвитца [434], С. Глесстона и М. Эдлунда
[106] и др.

Для односкоростных кинетических уравнений теория сопря-
женных уравнений разработана Н. А. Дмитриевым (см. [362])
и К. Фуксом [442]. Более общая формулировка сопряженных
уравнений была дана в работе Л. Н. Усачева [362].

Более общие результаты по теории сопряженных уравнений
и сопряженных функций изложены в работах Б. Б. Кадомцева
[147], а также автора и В. В. Орлова [257].

Важнейшей особенностью сопряженных уравнений являет-
ся то, что они дают возможность построения теории возмуще-
ний.

Рассмотрим поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑥𝑥), удовлетворяющий одно-
родному уравнению

L𝜙𝜙 = 0, (12.1.1)

где L — линейный оператор, заданный на множестве функций
𝐷𝐷(𝐿𝐿) = {𝑓𝑓(𝑥𝑥)}, удовлетворяющих некоторым требованиям. При
этом под символом 𝑥𝑥 будем понимать совокупность всех пере-
менных задачи (r,Ω, 𝑣𝑣). Будем предполагать, что оператор L

и множество функций 𝐷𝐷(𝐿𝐿) — вещественные.
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Введем в рассмотрение скалярное произведение функций
𝑔𝑔(𝑥𝑥) и ℎ(𝑥𝑥), так что 𝑔𝑔 ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿), а ℎ ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿*). Свойства функций
множества 𝐷𝐷(𝐿𝐿*) будут обсуждены в дальнейшем.

Если переменная 𝑥𝑥 непрерывна, то скалярное произведение
может быть определено как интеграл от произведения этих
функций:

(𝑔𝑔𝑔 𝑔) =

∫︁
𝑔𝑔(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (12.1.2)

где интегрирование ведется по всей области определения функ-
ций 𝑔𝑔 и ℎ.

Наряду с оператором L введем в рассмотрение сопряженный
оператор в смысле Лагранжа L*, определяемый с помощью сле-
дующего равенства:

(ℎ,L𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔L*ℎ), 𝑔𝑔 ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿), ℎ ∈ 𝐷𝐷(𝐿𝐿*). (12.1.3)

Если в качестве функции 𝑔𝑔 выбрать решение уравнения (12.1.1),
то из соотношения (12.1.3) следует, что функция ℎ должна быть
решением сопряженного уравнения

L*𝜙𝜙* = 0. (12.1.4)

Отсюда, в частности, следует, что множество функций 𝐷𝐷(𝐿𝐿*)

должно определяться из того условия, чтобы оператор L*

на этом множестве имел смысл, а также удовлетворялось
функциональное соотношение (12.1.3).

Операторы L и L* удобно представить в следующем виде:
L = M+ 𝜆𝜆N;

L* = M* + 𝜆𝜆N*,

}︂
(12.1.5)

где операторы M и M*, а также N и N* удовлетворяют условиям
(ℎ,M𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔M*ℎ);

(ℎ,N𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔N*ℎ);

}︂
(12.1.6)

𝜆𝜆 — характеристическое число, смысл которого будет пояснен
в дальнейшем.

Представление операторов L и L* в виде суммы двух допуска-
ет известный произвол и диктуется обычно косвенными мате-
матическими и физическими соображениями. Например, в слу-
чае уравнений реактора в качестве оператора N удобно принять
оператор числа вторичных нейтронов деления.
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занная с потоком, может быть выражена в виде скалярного про-
изведения. Например, если нас интересует число актов неко-
торого ядерного процесса с нейтронами в среде, характеризу-
ющийся сечением Σ(𝑥𝑥), то это число есть

𝐼𝐼Σ =

∫︁
𝜙𝜙(𝑥𝑥)Σ(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝜙𝜙𝜙Σ).

Таким образом, мы будем рассматривать физические величи-
ны, которые могут быть выражены в виде линейного функцио-
нала от потока 𝜙𝜙(𝑥𝑥):

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙),

где величина 𝑝𝑝 характеризует интересующий нас физический
процесс.

Так же как и в случае однородных уравнений, вместе с опе-
ратором L введем в рассмотрение сопряженный к нему опера-
тор в смысле Лагранжа L*, определяющийся условием

(ℎ,L𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔L*ℎ), (12.1.10)

где 𝑔𝑔 и ℎ — функции из множеств 𝐷𝐷(𝐿𝐿) и 𝐷𝐷(𝐿𝐿*).
Введем далее в рассмотрение неоднородное сопряженное

уравнение
L*𝜙𝜙*

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑥𝑥), (12.1.11)

где 𝑝𝑝(𝑥𝑥) — некоторая, пока произвольная функция.
Подставив в соотношение (12.1.10) вместо функций 𝑔𝑔 и ℎ ре-

шения уравнений (12.1.9) и (12.1.11) — функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*
𝑝𝑝, получим

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙𝑝𝑝) (12.1.12)

или, воспользовавшись уравнениями (12.1.9) и (12.1.11),
(𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝑆𝑆) = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙). (12.1.13)

Отсюда получаем
𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙

*
𝑝𝑝] = 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙].

Поэтому, если нам нужно найти значение функционала 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙], то
мы можем получить его либо решив уравнение (12.1.9) и усред-
нив эту величину по формуле

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙), (12.1.14)
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С учетом равенств (12.1.5) основное и сопряженное уравне-
ния реактора запишутся в виде

M𝜙𝜙 = −𝜆𝜆N𝜙𝜙; (12.1.7)

M*𝜙𝜙* = −𝜆𝜆N*𝜙𝜙*. (12.1.8)

Уравнения (12.1.7) и (12.1.8) однородны, поэтому вместе
с соответствующими однородными граничными условиями,
которым удовлетворяют функции множеств 𝐷𝐷(𝐿𝐿) и 𝐷𝐷(𝐿𝐿*), они
определяют задачу на собственные числа.

Пусть {𝜆𝜆𝑖𝑖} — набор собственных чисел, а {𝜙𝜙𝑖𝑖} и {𝜙𝜙*
𝑖𝑖 } — соот-

ветствующие наборы функций основного и сопряженного урав-
нений. Тогда первое собственное число 𝜆𝜆 = 𝜆𝜆1 допускает неот-
рицательные решения уравнений (12.1.7) и (12.1.8), имеющих
физический смысл потока нейтронов и функции, сопряженной
с потоком, которую будем в дальнейшем называть ценностью
нейтронов.

До сих пор предполагалось, что 𝜆𝜆 — математический пара-
метр. Удобство этого параметра заключается в том, что он на-
ходится из условия, чтобы неотрицательное решение однород-
ной задачи существовало. Если теперь изменять физические
характеристики реактора или его размеры, то соответственно
будет изменяться и характеристическое число задачи 𝜆𝜆 = 𝜆𝜆1.
Очевидно, реактор будет стационарным и критическим, если
будет удовлетворено условие

𝜆𝜆 = 𝜆𝜆1 = 1.

Переходим теперь к рассмотрению неоднородных уравнений
реактора:

L𝜙𝜙 = 𝑆𝑆(𝑥𝑥), (12.1.9)

где 𝑆𝑆(𝑥𝑥) — функция, описывающая внешние источники нейтро-
нов.

При решении тех или иных физических задач, описывающих-
ся неоднородными уравнениями, обычно имеют в виду получе-
ние в результате значения некоторой величины, являющейся 
функционалом  от  потока  𝜙𝜙(𝑥𝑥).  Любая  величина,  линейно  свя-
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занная с потоком, может быть выражена в виде скалярного про-
изведения. Например, если нас интересует число актов неко-
торого ядерного процесса с нейтронами в среде, характеризу-
ющийся сечением Σ(𝑥𝑥), то это число есть

𝐼𝐼Σ =

∫︁
𝜙𝜙(𝑥𝑥)Σ(𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝜙𝜙𝜙Σ).

Таким образом, мы будем рассматривать физические величи-
ны, которые могут быть выражены в виде линейного функцио-
нала от потока 𝜙𝜙(𝑥𝑥):

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙),

где величина 𝑝𝑝 характеризует интересующий нас физический
процесс.

Так же как и в случае однородных уравнений, вместе с опе-
ратором L введем в рассмотрение сопряженный к нему опера-
тор в смысле Лагранжа L*, определяющийся условием

(ℎ,L𝑔𝑔) = (𝑔𝑔𝑔L*ℎ), (12.1.10)

где 𝑔𝑔 и ℎ — функции из множеств 𝐷𝐷(𝐿𝐿) и 𝐷𝐷(𝐿𝐿*).
Введем далее в рассмотрение неоднородное сопряженное

уравнение
L*𝜙𝜙*

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝(𝑥𝑥), (12.1.11)

где 𝑝𝑝(𝑥𝑥) — некоторая, пока произвольная функция.
Подставив в соотношение (12.1.10) вместо функций 𝑔𝑔 и ℎ ре-

шения уравнений (12.1.9) и (12.1.11) — функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*
𝑝𝑝, получим

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙𝑝𝑝) (12.1.12)

или, воспользовавшись уравнениями (12.1.9) и (12.1.11),
(𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝑆𝑆) = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙). (12.1.13)

Отсюда получаем
𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙

*
𝑝𝑝] = 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙].

Поэтому, если нам нужно найти значение функционала 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙], то
мы можем получить его либо решив уравнение (12.1.9) и усред-
нив эту величину по формуле

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙), (12.1.14)
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12.2. Сопряженные уравнения реактора

Стационарная самоподдерживающая цепная реакция деле-
ния в ядерном реакторе описывается однородным уравнением

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 0 (12.2.1)

при условии, что

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (12.2.2)

Таким образом, в этом случае

L𝜙𝜙 ≡ Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (12.2.3)

а множество функций 𝐷𝐷(𝐿𝐿) = {𝜙𝜙}, на котором определен опера-
тор L, состоит из элементов, непрерывных в объеме реактора
𝐺𝐺 вплоть до границы 𝑆𝑆 и удовлетворяющих граничному усло-
вию (12.2.2). Требуется также, чтобы операторы в соотношении
(12.2.3) от функций множества имели смысл.

Введем в рассмотрение скалярное произведение функций
𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) и 𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*, (12.2.4)

где интегрирование производится по всей области переменных
(r,Ω, 𝑣𝑣).

Для определения вида сопряженного оператора L* восполь-
зуемся основным функциональным соотношением

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*). (12.2.5)

     Рассмотрим левую часть соотношения (12.2.5):

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*×

×
[︁
Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)
]︁
.

(12.2.6)

В правой части функционала (12.2.6) совершим некоторые
преобразования. Рассмотрим интеграл∫︁

𝑑𝑑r𝜙𝜙*Ω∇𝜙𝜙𝜙 (12.2.7)
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либо решив уравнение (12.1.11) и определив ту же самую вели-
чину по формуле

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙*
𝑝𝑝, 𝑆𝑆). (12.1.15)

Следовательно, каждому линейному функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙)

может быть поставлена в соответствие функция 𝜙𝜙*
𝑝𝑝(𝑥𝑥), удовле-

творяющая уравнению (12.1.11), причем в качестве свободного
члена этого уравнения следует использовать именно функцию
𝑝𝑝(𝑥𝑥), характеризующую интересующий нас ядерный процесс.

Пусть в среде имеется источник нейтронов единичной мощ-
ности, помещенный в точку 𝑥𝑥0, то есть

𝑆𝑆(𝑥𝑥) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥− 𝑥𝑥0), (12.1.16)

так как (𝑆𝑆(𝑥𝑥), 𝛿𝛿(𝑥𝑥− 𝑥𝑥𝑜𝑜)) = 𝑆𝑆(𝑥𝑥0), то в этом случае

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = 𝐼𝐼𝑆𝑆=𝛿𝛿(𝑥𝑥−𝑥𝑥0)[𝜙𝜙
*
𝑝𝑝] = 𝜙𝜙*

𝑝𝑝(𝑥𝑥0). (12.1.17)

Следовательно, сопряженная функция 𝜙𝜙*
𝑝𝑝(𝑥𝑥0) описывает зависи-

мость функционала 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙) от точки помещения источника
нейтронов единичной мощности.

Представим себе физическую систему (или прибор), в кото-
ром измеряется некоторая величина, являющаяся линейным
функционалом от потока 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]. Если в некоторую «точку» си-
стемы мы впустим определенное количество частиц (или, на-
оборот, будем изымать эти частицы), то измеряемое значение
величины 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] будет соответственно увеличиваться (или умень-
шаться), причем это увеличение (или уменьшение) будет зави-
сеть от той точки 𝑥𝑥0, в которой мы производим изменение числа
частиц. Как видно из предыдущего рассмотрения, эта зависи-
мость описывается сопряженной функцией 𝜙𝜙*

𝑝𝑝(𝑥𝑥), удовлетворя-
ющей уравнению (12.1.11). Следовательно, сопряженная функ-
ция 𝜙𝜙*

𝑝𝑝(𝑥𝑥) дает вклад частиц, находящихся в той или иной точке
системы, в интересующий нас функционал 𝐼𝐼𝑝𝑝. Поэтому функ-
цию 𝜙𝜙*

𝑝𝑝(𝑥𝑥) можно назвать ценностью нейтронов в точке 𝑥𝑥 по
отношению к функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙).
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12.2. Сопряженные уравнения реактора

Стационарная самоподдерживающая цепная реакция деле-
ния в ядерном реакторе описывается однородным уравнением

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 0 (12.2.1)

при условии, что

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (12.2.2)

Таким образом, в этом случае

L𝜙𝜙 ≡ Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (12.2.3)

а множество функций 𝐷𝐷(𝐿𝐿) = {𝜙𝜙}, на котором определен опера-
тор L, состоит из элементов, непрерывных в объеме реактора
𝐺𝐺 вплоть до границы 𝑆𝑆 и удовлетворяющих граничному усло-
вию (12.2.2). Требуется также, чтобы операторы в соотношении
(12.2.3) от функций множества имели смысл.

Введем в рассмотрение скалярное произведение функций
𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) и 𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*, (12.2.4)

где интегрирование производится по всей области переменных
(r,Ω, 𝑣𝑣).

Для определения вида сопряженного оператора L* восполь-
зуемся основным функциональным соотношением

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*). (12.2.5)

     Рассмотрим левую часть соотношения (12.2.5):

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*×

×
[︁
Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)
]︁
.

(12.2.6)

В правой части функционала (12.2.6) совершим некоторые
преобразования. Рассмотрим интеграл∫︁

𝑑𝑑r𝜙𝜙*Ω∇𝜙𝜙𝜙 (12.2.7)
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(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) ≡
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑×

×
[︁
−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︁
.

(12.2.14)

     Отсюда следует, что
(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*),

где

L*𝜙𝜙* = −Ω∇𝜙𝜙*+Σ𝜙𝜙*−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′). (12.2.15)

Если теперь предположить, что в качестве 𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) выбира-
ется решение задачи (12.2.1), (12.2.2), то мы приходим к сопря-
женной задаче

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 0, (12.2.16)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (12.2.17)

Переходим теперь к рассмотрению неоднородного кинети-
ческого уравнения реактора:

−Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

(12.2.18)      
Если нас интересует некоторый функционал 𝐼𝐼𝑝𝑝 (𝜙𝜙),  то, согласно 

общей теории, сопряженное уравнение реактора по отношению 
к функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] будет иметь вид

−Ω∇𝜙𝜙*
𝑝𝑝 +Σ𝜙𝜙*

𝑝𝑝 −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*
𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣

′, Ω′) 𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω)

(12.2.19)
при условии

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0, (12.2.20)

где 𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) — функция, характеризующая тот или иной ядер-
ный процесс. В таком случае

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (12.2.21)

или, что то же самое,

𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙
*
𝑝𝑝] =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

𝑝𝑝𝑆𝑆𝑆 (12.2.22)
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     Имея в виду, что по теореме Гаусса – Остроградского∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r(Ω∇)𝜙𝜙𝜙𝜙* =

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙𝜙𝜙*,

где n — единичный вектор нормали к поверхности 𝑆𝑆, а вектор
Ω не зависит от переменных интегрирования, непосредственно
приходим к следующему соотношению:∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝜙𝜙*Ω∇𝜙𝜙 = −
∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝜙𝜙Ω∇𝜙𝜙* +

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙𝜙𝜙*. (12.2.8)

(12.2.9)

     Если теперь потребовать, чтобы выполнялось условие

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0,

и принять во внимание условие (12.2.2), то будем иметь∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑|Ωn|𝜙𝜙𝜙𝜙* = 0. (12.2.10)

     Следует отметить, что равенство (12.2.8) остается справед-
ливым при всевозможных направлениях Ω.

Таким образом, соотношение (12.2.7) приводится к виду∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*Ω∇𝜙𝜙 = −

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑Ω∇𝜙𝜙*. (12.2.11)

Рассмотрим теперь соотношение∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

(12.2.12)  
     Изменив в (12.2.12) порядки интегрирования, получим∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

     Таким образом,∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)=

=

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

(12.2.13)
Принимая во внимание(12.2.11) и (12.2.13), соотношение

(12.2.14) можно преобразовать к виду
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(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) ≡
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑×

×
[︁
−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︁
.

(12.2.14)

     Отсюда следует, что
(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*),

где

L*𝜙𝜙* = −Ω∇𝜙𝜙*+Σ𝜙𝜙*−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′). (12.2.15)

Если теперь предположить, что в качестве 𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) выбира-
ется решение задачи (12.2.1), (12.2.2), то мы приходим к сопря-
женной задаче

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 0, (12.2.16)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (12.2.17)

Переходим теперь к рассмотрению неоднородного кинети-
ческого уравнения реактора:

−Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

(12.2.18)      
Если нас интересует некоторый функционал 𝐼𝐼𝑝𝑝 (𝜙𝜙),  то, согласно 

общей теории, сопряженное уравнение реактора по отношению 
к функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] будет иметь вид

−Ω∇𝜙𝜙*
𝑝𝑝 +Σ𝜙𝜙*

𝑝𝑝 −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*
𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣

′, Ω′) 𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω)

(12.2.19)
при условии

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0, (12.2.20)

где 𝑝𝑝(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) — функция, характеризующая тот или иной ядер-
ный процесс. В таком случае

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (12.2.21)

или, что то же самое,

𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙
*
𝑝𝑝] =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

𝑝𝑝𝑆𝑆𝑆 (12.2.22)
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пасть в прибор и быть им зарегистрированным. При 𝛽𝛽 = 1 функ-
ционалы (12.2.25) и (12.2.26) описывают полный поток нейтро-
нов, вылетающих из среды 𝐺𝐺𝛼𝛼 через поверхность 𝑆𝑆𝛼𝛼.

3. В качестве функционала можно рассматривать и сам по-
ток излучения в некоторой «точке» (r0, 𝑣𝑣0,Ω0). В этом случае

𝑝𝑝 = 𝛿𝛿(r− r0) 𝛿𝛿 (𝑣𝑣 − 𝑣𝑣0) 𝛿𝛿 (Ω−Ω0), (12.2.28)

а сопряженная функция 𝜙𝜙*
𝑝𝑝 есть не что иное, как функция Грина

сопряженного уравнения.
Заметим, что в различных задачах могут встречаться и дру-

гие функционалы, не сводящиеся к приведенным выше.

12.3. Односкоростное сопряженное
уравнение реактора

Рассмотрим однородное односкоростное уравнение

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) (12.3.1)

при условии
Φ(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (12.3.2)

С помощью преобразований, аналогичных рассмотренным
в § 12.2, нетрудно получить сопряженное уравнение

−Ω∇Φ* +ΣΦ* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′Φ*(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) = 0 (12.3.3)
при условии

Φ*(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (12.3.4)

Если рассматривается неоднородное уравнение

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω) (12.3.5)

при условии
Φ(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (12.3.6)

то сопряженное по отношению к функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[Φ] уравнение
имеет вид

−Ω∇Φ*
𝑝𝑝 +ΣΦ*

𝑝𝑝 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ*

𝑝𝑝(r,Ω
′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) + 𝑝𝑝(r,Ω), (12.3.7)
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Приведем выражения для некоторых основных функциона-
лов, встречающихся в теории переноса нейтронов в веществе.

1. Если интересующей нас величиной является число актов
некоторого процесса, имеющего сечение Σ𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣) в объеме 𝐺𝐺𝛼𝛼

внутри рассматриваемой области 𝐺𝐺, то это число может быть
представлено в виде функционала

𝐼𝐼𝛼𝛼[𝜙𝜙] =

∫︁

𝐺𝐺𝛼𝛼

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣)𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) (12.2.23)

или в виде функционала

𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙
*
𝑝𝑝] =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝜙𝜙*

𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣𝑣Ω), (12.2.24)

где 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) — распределение источников нейтронов в среде,
а 𝜙𝜙*

𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) — решение сопряженного уравнения (12.2.19) при

𝑝𝑝 =

{︂
Σ𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣), r ∈ 𝐺𝐺𝛼𝛼,

0 вне этой области.

2. Пусть измерительный прибор регистрирует излучение, 
попадающее в его объем через поверхность 𝑆𝑆𝛼𝛼 с некоторой 
эффективностью 𝛽𝛽(r𝑠𝑠, 𝑣𝑣𝑣 Ω). Показания такого прибора могут 
быть записаны в виде функционала

𝐼𝐼𝛼𝛼[𝜙𝜙] =

∫︁

𝑆𝑆𝛼𝛼

𝑑𝑑r𝑠𝑠

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁

Ωn>0

𝑑𝑑ΩΩn𝛽𝛽(r𝑠𝑠, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝜙𝜙(r𝑠𝑠, 𝑣𝑣𝑣Ω), (12.2.25)

где n — нормаль к поверхности 𝑆𝑆𝛼𝛼, направленная внутрь объема
прибора. Если распределение источников в среде есть 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω),
то этот функционал может быть также записан в виде

𝐼𝐼𝑠𝑠[𝜙𝜙
*
𝑝𝑝] =

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω)𝜙𝜙*

𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣𝑣Ω), (12.2.26)

причем функция 𝜙𝜙*
𝛼𝛼(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) удовлетворяет уравнению (12.2.19)

с поверхностным «источником»

𝑝𝑝 = 𝛽𝛽(r𝑠𝑠, 𝑣𝑣𝑣Ω) ·Ωn𝛿𝛿(r− r𝑠𝑠). (12.2.27)

Если измерительный прибор находится вне объема 𝐺𝐺, то так-
же можно пользоваться этими формулами, причем 𝛽𝛽(r𝑠𝑠, 𝑣𝑣𝑣Ω) ха-
рактеризует вероятность вылетевшему из среды нейтрону по-
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пасть в прибор и быть им зарегистрированным. При 𝛽𝛽 = 1 функ-
ционалы (12.2.25) и (12.2.26) описывают полный поток нейтро-
нов, вылетающих из среды 𝐺𝐺𝛼𝛼 через поверхность 𝑆𝑆𝛼𝛼.

3. В качестве функционала можно рассматривать и сам по-
ток излучения в некоторой «точке» (r0, 𝑣𝑣0,Ω0). В этом случае

𝑝𝑝 = 𝛿𝛿(r− r0) 𝛿𝛿 (𝑣𝑣 − 𝑣𝑣0) 𝛿𝛿 (Ω−Ω0), (12.2.28)

а сопряженная функция 𝜙𝜙*
𝑝𝑝 есть не что иное, как функция Грина

сопряженного уравнения.
Заметим, что в различных задачах могут встречаться и дру-

гие функционалы, не сводящиеся к приведенным выше.

12.3. Односкоростное сопряженное
уравнение реактора

Рассмотрим однородное односкоростное уравнение

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) (12.3.1)

при условии
Φ(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (12.3.2)

С помощью преобразований, аналогичных рассмотренным
в § 12.2, нетрудно получить сопряженное уравнение

−Ω∇Φ* +ΣΦ* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′Φ*(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) = 0 (12.3.3)
при условии

Φ*(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (12.3.4)

Если рассматривается неоднородное уравнение

Ω∇Φ+ ΣΦ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ(r,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) + 𝑆𝑆(r,Ω) (12.3.5)

при условии
Φ(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (12.3.6)

то сопряженное по отношению к функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[Φ] уравнение
имеет вид

−Ω∇Φ*
𝑝𝑝 +ΣΦ*

𝑝𝑝 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ*

𝑝𝑝(r,Ω
′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) + 𝑝𝑝(r,Ω), (12.3.7)
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𝑝𝑝(𝑣𝑣) = 𝛽𝛽(𝑣𝑣)Σ(𝑣𝑣),

где 𝛽𝛽(𝑣𝑣) — функция, характеризующая прибор, то

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] =

∫︁
𝛽𝛽Σ𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

12.5. Теория возмущений

Сформулируем теорию возмущений для неоднородных урав-
нений реактора.

Рассмотрим уравнение
L𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆 (12.5.1)

′
𝑝𝑝

     Если свойства среды, с которой взаимодействуют нейтроны, 
изменяются, то есть если оператор уравнения (12.5.1) перехо-
дит в

L′ = L + 𝛿𝛿L,

то изменяется само решение задачи (12.5.1) — 𝜙𝜙(𝑥𝑥) и значение 
функционала 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]:

𝜙𝜙(𝑥𝑥) → 𝜙𝜙′(𝑥𝑥), 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] → 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝.

     Установим связь между изменением оператора 𝛿𝛿L и измене-
нием функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝.

Систему (12.5.1) в дальнейшем будем называть невозмущен-
ной. Для возмущенной системы уравнение запишется в виде

L′𝜙𝜙′ = (L+ 𝛿𝛿L)𝜙𝜙′ = 𝑆𝑆𝑆 (12.5.2)

Сопряженная функция невозмущенной системы, соответ-
ствующая функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝, описывается уравнением

L*𝜙𝜙*
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑝 (12.5.3)

  Помножив скалярно уравнение (12.5.2) на 𝜙𝜙*
𝑝𝑝, уравнение 

(12.5.3) на 𝜙𝜙′, вычитая одно из другого и воспользовавшись 
определением сопряженного оператора L*, получим слева

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L

′𝜙𝜙′)− (𝜙𝜙′,L*𝜙𝜙*
𝑝𝑝) = (𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝛿𝛿L𝜙𝜙
′), (12.5.4)

а справа
(𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝑆𝑆)− (𝜙𝜙′, 𝑝𝑝) = 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]− 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙
′] = −𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝. (12.5.5)
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Φ*
𝑝𝑝(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (12.3.8)

В качестве 𝐼𝐼𝑝𝑝[Φ] или 𝐼𝐼𝑠𝑠[Φ
*
𝑝𝑝] можно взять функционалы, анало-

гичные тем, которые были рассмотрены в § 12.2, с той только
разницей, что интегрирование по переменной 𝑣𝑣 следует исклю-
чить.

12.4. Сопряженное уравнение
для бесконечной однородной среды

Переходим теперь к выводу сопряженного кинетического
уравнения для бесконечной однородной среды. В этом случае
воспользуемся однородным уравнением

Σ𝜙𝜙(𝑣𝑣)−
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑣𝑣′)𝑤𝑤 (𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 0. (12.4.1)

Вводя скалярное произведение по формуле

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*, (12.4.2)

нетрудно прийти к сопряженному уравнению

Σ𝜙𝜙*(𝑣𝑣)−
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(𝑣𝑣′)𝑤𝑤 (𝑣𝑣′ − 𝑣𝑣) = 0.

Если рассматривать неоднородное кинетическое уравнение

Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑣𝑣′)𝑤𝑤 (𝑣𝑣′ − 𝑣𝑣) = 𝑆𝑆(𝑣𝑣), (12.4.3)

то сопряженным уравнением по отношению к функционалу
𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] будет следующее:

Σ𝜙𝜙*
𝑝𝑝 −

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑝𝑝(𝑣𝑣
′)𝑤𝑤 (𝑣𝑣′ − 𝑣𝑣) = 𝑝𝑝(𝑣𝑣). (12.4.4)

В частности, если 𝑝𝑝(𝑣𝑣) = Σ(𝑣𝑣), то функционал

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] =

∫︁
Σ𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

будет давать полное число актов некоторого ядерного процес-
са. Если функцию 𝑝𝑝(𝑣𝑣) выбрать следующим образом:
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𝑝𝑝(𝑣𝑣) = 𝛽𝛽(𝑣𝑣)Σ(𝑣𝑣),

где 𝛽𝛽(𝑣𝑣) — функция, характеризующая прибор, то

𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] =

∫︁
𝛽𝛽Σ𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

12.5. Теория возмущений

Сформулируем теорию возмущений для неоднородных урав-
нений реактора.

Рассмотрим уравнение
L𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆 (12.5.1)

′
𝑝𝑝

     Если свойства среды, с которой взаимодействуют нейтроны, 
изменяются, то есть если оператор уравнения (12.5.1) перехо-
дит в

L′ = L + 𝛿𝛿L,

то изменяется само решение задачи (12.5.1) — 𝜙𝜙(𝑥𝑥) и значение 
функционала 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]:

𝜙𝜙(𝑥𝑥) → 𝜙𝜙′(𝑥𝑥), 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] → 𝐼𝐼 = 𝐼𝐼𝑝𝑝 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝.

     Установим связь между изменением оператора 𝛿𝛿L и измене-
нием функционала 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝.

Систему (12.5.1) в дальнейшем будем называть невозмущен-
ной. Для возмущенной системы уравнение запишется в виде

L′𝜙𝜙′ = (L+ 𝛿𝛿L)𝜙𝜙′ = 𝑆𝑆𝑆 (12.5.2)

Сопряженная функция невозмущенной системы, соответ-
ствующая функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝, описывается уравнением

L*𝜙𝜙*
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑝 (12.5.3)

  Помножив скалярно уравнение (12.5.2) на 𝜙𝜙*
𝑝𝑝, уравнение 

(12.5.3) на 𝜙𝜙′, вычитая одно из другого и воспользовавшись 
определением сопряженного оператора L*, получим слева

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L

′𝜙𝜙′)− (𝜙𝜙′,L*𝜙𝜙*
𝑝𝑝) = (𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝛿𝛿L𝜙𝜙
′), (12.5.4)

а справа
(𝜙𝜙*

𝑝𝑝, 𝑆𝑆)− (𝜙𝜙′, 𝑝𝑝) = 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]− 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙
′] = −𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝. (12.5.5)
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вий некоторыми упрощенными, но такими, которые приводят
к правильному значению потока нейтронов вдали от границы.

Полученные выше формулы теории возмущений позволяют
сформулировать весьма общий подход к такого рода задачам.

Пусть рассматриваемая система характеризуется операто-
ром L, причем наиболее существенной величиной в рассмат-
риваемой задаче является функционал 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]. Если искомая про-
стая модель характеризуется оператором L′ = L+ 𝛿𝛿L, то для то-
го, чтобы величина 𝐼𝐼𝑝𝑝 не изменялась при переходе от истинной
системы к модели, необходимо, чтобы

𝛿𝛿𝛿𝛿 = −(𝜙𝜙*
𝑝𝑝, [L

′ − L]𝜙𝜙′) = 0, (12.5.10)
то есть

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L

′𝜙𝜙′) = (𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L𝜙𝜙

′). (12.5.11)

Если мы интересуемся несколькими величинами 𝐼𝐼𝑝𝑝1 , 𝐼𝐼𝑝𝑝2
и т. д., то соответственно получим несколько условий типа
(12.5.11) с решениями 𝜙𝜙*

𝑝𝑝1 , 𝜙𝜙
*
𝑝𝑝2 и т. д.

Условие (12.5.11) не определяет однозначно искомой эквива-
лентной модели, но является ее необходимым условием и вме-
сте с другими соображениями может помочь ее нахождению.

12.6. Формулы теории возмущений

Выведем формулы теории возмущений для уравнений реак-
тора. Сначала рассмотрим однородное уравнение реактора:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 0. (12.6.1)

     Представим это уравнение в виде
M𝜙𝜙+ 𝜆𝜆N𝜙𝜙 = 0, (12.6.2)

где

M𝜙𝜙 = Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑠𝑠 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

N𝜙𝜙 = −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(12.6.3)
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   Приравнивая выражения (12.5.4) и (12.5.5), получим иско-
мое общее соотношение теории возмущений:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −(𝜙𝜙*
𝑝𝑝, 𝛿𝛿L𝜙𝜙

′). (12.5.6)

Если вместо уравнений (12.5.2) и (12.5.3) рассмотреть сопря-
женное возмущенное уравнение

(L* + 𝛿𝛿L*)𝜙𝜙*′
𝑝𝑝 = 0 (12.5.7)

и невозмущенное основное уравнение (12.5.1), то аналогичным
путем можно получить также соотношение

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 L*𝜙𝜙*′), (12.5.8)

которое, конечно, эквивалентно (12.5.6).
Если возмущение оператора L (а следовательно, и L*) мало, 

так что оно не сильно искажает функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*
𝑝𝑝, то в формулах 

(12.5.6) и (12.5.8) можно приближенно положить

𝜙𝜙′ = 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ = 𝜙𝜙*.

   При этом мы получим две эквивалентные формулы теории 
малых возмущений

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −(𝜙𝜙*
𝑝𝑝, 𝛿𝛿L𝜙𝜙);

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 L*𝜙𝜙*
𝑝𝑝).

}︂
(12.5.9)

Полученные формулы теории возмущений, кроме их прямо-
го использования для оценки различных эффектов и для анали-
за измерений, могут иметь и еще одно весьма важное примене-
ние.

При теоретическом рассмотрении и в практических расче-
тах часто пользуются методом замены исследуемой сложной 
системы упрощенной моделью. Необходимым условием такой 
замены является, очевидно, требование, чтобы она не приво-
дила к изменению некоторых основных для рассматриваемого 
вопроса характеристик системы. Примером такого подхода 
к теории диффузии нейтронов могут служить замена гете-
рогенной среды на гомогенную с соответствующим образом 
усредненными сечениями или методы усреднения по некото-
рому энергетическому интервалу изменяющихся с энергией 
сечений. К таким методам относится и метод эффективных 
граничных условий, заключающийся в замене истинных усло-
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вий некоторыми упрощенными, но такими, которые приводят
к правильному значению потока нейтронов вдали от границы.

Полученные выше формулы теории возмущений позволяют
сформулировать весьма общий подход к такого рода задачам.

Пусть рассматриваемая система характеризуется операто-
ром L, причем наиболее существенной величиной в рассмат-
риваемой задаче является функционал 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙]. Если искомая про-
стая модель характеризуется оператором L′ = L+ 𝛿𝛿L, то для то-
го, чтобы величина 𝐼𝐼𝑝𝑝 не изменялась при переходе от истинной
системы к модели, необходимо, чтобы

𝛿𝛿𝛿𝛿 = −(𝜙𝜙*
𝑝𝑝, [L

′ − L]𝜙𝜙′) = 0, (12.5.10)
то есть

(𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L

′𝜙𝜙′) = (𝜙𝜙*
𝑝𝑝,L𝜙𝜙

′). (12.5.11)

Если мы интересуемся несколькими величинами 𝐼𝐼𝑝𝑝1 , 𝐼𝐼𝑝𝑝2
и т. д., то соответственно получим несколько условий типа
(12.5.11) с решениями 𝜙𝜙*

𝑝𝑝1 , 𝜙𝜙
*
𝑝𝑝2 и т. д.

Условие (12.5.11) не определяет однозначно искомой эквива-
лентной модели, но является ее необходимым условием и вме-
сте с другими соображениями может помочь ее нахождению.

12.6. Формулы теории возмущений

Выведем формулы теории возмущений для уравнений реак-
тора. Сначала рассмотрим однородное уравнение реактора:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 0. (12.6.1)

     Представим это уравнение в виде
M𝜙𝜙+ 𝜆𝜆N𝜙𝜙 = 0, (12.6.2)

где

M𝜙𝜙 = Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑠𝑠 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

N𝜙𝜙 = −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(12.6.3)
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𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω

∫︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

{︃∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*×

×
[︁
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑Ω′×

×
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

]︁}︃
.

(12.6.9)

Для односкоростной задачи, а также задачи, зависящей
только от скоростей формулы теории возмущений, аналогичны

(12.6.9)

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω𝑁𝑁Φ′Φ*

{︃∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑ΩΦ*

[︁
Φ′𝛿𝛿Σ−

−
∫︁

𝑑𝑑Ω′Φ′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝜇𝜇0)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝜇𝜇0)

]︁}︃
(12.6.10)

и

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

{︃∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

[︁
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

−
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)
]︁}︃

.

(12.6.11)

Если теория возмущений формируется для неоднородных
кинетических уравнений реактора, то, согласно изложенной
теории, вариации исследуемых функционалов найдутся в сле-
дующем виде:

для общего кинетического уравнения

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

𝑝𝑝

[︃
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)

]︃
,

(12.6.12)
для односкоростного кинетического уравнения

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑ΩΦ*

𝑝𝑝

[︃
Φ′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜇𝜇0)

]︃
, (12.6.12′)
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том размножения нейтронов в реакторе 𝐾𝐾эфф формулой

𝜆𝜆 =
1

𝐾𝐾эфф
.

     Сопряженное уравнение реактора

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑠𝑠 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 0 (12.6.4)

также представим в виде

M*𝜙𝜙* + 𝜆𝜆N*𝜙𝜙* = 0, (12.6.5)
где

M*𝜙𝜙* = −Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙*−

−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑠𝑠 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

N*𝜙𝜙* = −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(12.6.6)

Уравнения (12.6.2) и (12.6.5) примем в качестве невозмущен-
ных. Если теперь предположить, что физические параметры ре-
актора возмущены, так что

Σ′ = Σ+ 𝛿𝛿Σ;

𝑤𝑤′
𝑠𝑠 = 𝑤𝑤𝑠𝑠 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠;

𝑤𝑤′
𝑓𝑓 = 𝑤𝑤𝑓𝑓 + 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 ,

⎫⎬
⎭ (12.6.7)

то для обеспечения стационарного режима работы реакто-
ра необходимо потребовать изменение величины 𝐾𝐾эфф или
параметра 𝜆𝜆 так, чтобы согласно формуле (12.5.10)

𝛿𝛿𝛿𝛿 = −(𝜙𝜙*, 𝛿𝛿L𝜙𝜙′)

(𝜙𝜙*,N𝜙𝜙′)
, (12.6.8)

где
𝛿𝛿L𝜙𝜙′ = 𝛿𝛿M𝜙𝜙′ + 𝜆𝜆𝜆𝜆N𝜙𝜙′.

     Имея это в виду, получим1)

1)Впервые формула (12.6.9) была получена Л. Н. Усачевым [362, 363].

𝜆𝜆 — характеристический параметр, связанный с коэффициен-
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𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω

∫︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

{︃∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*×

×
[︁
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑Ω′×

×
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

]︁}︃
.

(12.6.9)

Для односкоростной задачи, а также задачи, зависящей
только от скоростей формулы теории возмущений, аналогичны

(12.6.9)

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω𝑁𝑁Φ′Φ*

{︃∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑ΩΦ*

[︁
Φ′𝛿𝛿Σ−

−
∫︁

𝑑𝑑Ω′Φ′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝜇𝜇0)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑Ω′Φ′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝜇𝜇0)

]︁}︃
(12.6.10)

и

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

{︃∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

[︁
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

−
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)− 𝜆𝜆

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)
]︁}︃

.

(12.6.11)

Если теория возмущений формируется для неоднородных
кинетических уравнений реактора, то, согласно изложенной
теории, вариации исследуемых функционалов найдутся в сле-
дующем виде:

для общего кинетического уравнения

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

𝑝𝑝

[︃
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)

]︃
,

(12.6.12)
для односкоростного кинетического уравнения

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑ΩΦ*

𝑝𝑝

[︃
Φ′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜇𝜇0)

]︃
, (12.6.12′)
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Глава 13. 319

13
Диффузионное приближение

13.1. 𝑃𝑃1-приближение

Так же как и в случае односкоростной теории, введем в рас-
смотрение диффузионное приближение, сущность которого со-
стоит в том, что решение кинетического уравнения замедле-
ния имеем в виде ряда по сферическим функциям, ограничи-
ваясь в разложении двумя первыми членами. Тогда для коэф-
фициентов разложения приходим к системе интегро-дифферен-
циальных уравнений, где уже исключена угловая зависимость
решения.

С помощью диффузионного приближения возможно более
или менее удовлетворительное описание процессов, происхо-
дящих в реакторах, размеры которых значительно больше сред-
них свободных пробегов нейтронов. Это требование не является
жестким и, как правило, выполняется для большинства практи-
чески интересных задач.

На основе диффузионной теории в некоторых случаях мож-
но перейти к диффузионно-возрастному приближению. Это
приближение связано с дальнейшими предположениями, кото-
рые приводят к упрощению энергетических операторов задач.
Эти упрощения основываются на предположениях о характере
энергетической зависимости решения задачи.

Диффузионно-возрастное приближение хорошо описывает
процесс замедления нейтронов в реакторе на замедлителях
с массовым числом ядер 𝑀𝑀 ≫ 1.

Рассмотрим кинетическое уравнение замедления:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω). (13.1.1)

Решение уравнения (13.1.1) будем искать в виде ряда по сфе-
рическим функциям
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и, наконец, для скоростной задачи

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝 = −
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*
𝑝𝑝

[︃
𝜙𝜙′𝛿𝛿Σ−

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

]︃
. (12.6.13)

Здесь в качестве 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙] можно рассматривать любой линейный
функционал. Если в формулах (12.6.9), (12.6.10), (12.6.11), а так-
же (12.6.12), (12.6.12′), (12.6.13) возмущение в функции потока
𝜙𝜙 считать малым, то можно 𝜙𝜙′ заменить 𝜙𝜙 и, таким образом,
прийти к соответствующим формулам малых возмущений.
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жестким и, как правило, выполняется для большинства практи-
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приближение связано с дальнейшими предположениями, кото-
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Диффузионно-возрастное приближение хорошо описывает
процесс замедления нейтронов в реакторе на замедлителях
с массовым числом ядер 𝑀𝑀 ≫ 1.

Рассмотрим кинетическое уравнение замедления:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω). (13.1.1)

Решение уравнения (13.1.1) будем искать в виде ряда по сфе-
рическим функциям
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∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣). (13.1.9)

Для получения второго уравнения снова подставим соотно-
шения (13.1.3), (13.1.5) и (13.1.7) в уравнение (13.1.1), резуль-
тат умножим скалярно на Ω и проинтегрируем по всем телес-
ным углам единичной сферы:

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣). (13.1.10)

Итак, приходим к следующей системе интегро-дифферен-
циальных уравнений в 𝑃𝑃1-приближении:

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.11)

Если внешние источники нейтронов отсутствуют, то прост-
ранственно-энергетическое распределение нейтронов в крити-
ческом реакторе будет описываться системой однородных урав-
нений

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.12)

В уравнениях (13.1.11) и (13.1.12) величины 𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

и 𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) представляются в следующем виде:

𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+ 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣
′)𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′)𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣);

𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.13)

где
Σ(𝑣𝑣) = Σ𝑐𝑐(𝑣𝑣) + Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣) + Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣). (13.1.14)

     Если неупругим рассеянием можно пренебречь, а реакция 
(n, 2n) отсутствует вообще, то уравнение реактора (13.1.12) 
можно записать в виде
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𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)

{︃
𝜙𝜙𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇)+

+
𝑛𝑛∑︁

𝑚𝑚=1

[︁
𝜙𝜙(𝑚𝑚)
𝑛𝑛 (r, 𝑣𝑣) sin𝑚𝑚𝑚𝑚 + 𝜙𝜙(−𝑚𝑚)

𝑛𝑛 (r, 𝑣𝑣) cos𝑚𝑚𝑚𝑚
]︁
𝑃𝑃𝑚𝑚
𝑛𝑛 (𝜇𝜇)

}︃
,

(13.1.2)

где 𝜙𝜙𝑛𝑛(r, 𝑣𝑣), 𝜙𝜙(𝑚𝑚)
𝑛𝑛 (r, 𝑣𝑣) и 𝜙𝜙

(−𝑚𝑚)
𝑛𝑛 (r, 𝑣𝑣) — искомые функции. Ограничи-

ваясь в ряду (13.1.2) членами с 𝑛𝑛 = 0 и 𝑛𝑛 = 1, можно записать

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋

[︁
𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣) + 3Ω𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣)

]︁
, (13.1.3)

где
𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω);

𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.4)

Функцию 𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) представим в виде ряда по полиномам

Лежандра, ограничиваясь первыми двумя членами:

𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋

[︁
𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 3𝜇𝜇0𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

]︁
, (13.1.5)

где

𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑0𝜇𝜇0𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.1.6)

Источники нейтронов также представим в виде первых двух
членов ряда по сферическим функциям:

𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋

[︁
𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣) + 3Ω𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣)

]︁
, (13.1.7)

где
𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω);

𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣) =

∫︁
𝑑𝑑ΩΩ𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.8)

Подставим теперь соотношения (13.1.3), (13.1.5) и (13.1.7)
в уравнение (13.1.1) и результат проинтегрируем по всем те-
лесным углам Ω. Тогда будем иметь
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∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣). (13.1.9)

Для получения второго уравнения снова подставим соотно-
шения (13.1.3), (13.1.5) и (13.1.7) в уравнение (13.1.1), резуль-
тат умножим скалярно на Ω и проинтегрируем по всем телес-
ным углам единичной сферы:

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣). (13.1.10)

Итак, приходим к следующей системе интегро-дифферен-
циальных уравнений в 𝑃𝑃1-приближении:

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆0(r, 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆1(r, 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.11)

Если внешние источники нейтронов отсутствуют, то прост-
ранственно-энергетическое распределение нейтронов в крити-
ческом реакторе будет описываться системой однородных урав-
нений

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.12)

В уравнениях (13.1.11) и (13.1.12) величины 𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

и 𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) представляются в следующем виде:

𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)+

+ 𝜈𝜈𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣
′)𝑔𝑔𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣
′)𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣);

𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.13)

где
Σ(𝑣𝑣) = Σ𝑐𝑐(𝑣𝑣) + Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣) + Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑣𝑣) + Σ𝑛𝑛𝑛2𝑛𝑛(𝑣𝑣). (13.1.14)

     Если неупругим рассеянием можно пренебречь, а реакция 
(n, 2n) отсутствует вообще, то уравнение реактора (13.1.12) 
можно записать в виде
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1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0, (13.1.19)

где
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ− 𝜇̄𝜇0Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜇̄𝜇0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

Разрешим уравнение (13.1.19) относительно 𝜙𝜙1:
𝜙𝜙1 = −𝐷𝐷∇𝜙𝜙0, (13.1.20)

где
𝐷𝐷 =

1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
.

Подставив далее соотношение (13.1.20) в первое равенство
(13.1.15), получим уравнение реактора в диффузионном при-
ближении:

−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′) 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r).

(13.1.21)
Для получения граничного условия необходимо соотноше-

ние (13.1.20) подставить в уравнение (13.1.18):
2𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.1.22)

13.2. Сопряженные уравнения
в диффузионном приближении

Сопряженная система уравнений реактора в 𝑃𝑃1-приближении
запишется в следующем виде:

−∇𝜙𝜙*
1 +Σ𝜙𝜙*

0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3
∇𝜙𝜙*

0 +Σ𝜙𝜙*
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.2.1)

К системе уравнений (13.2.1) необходимо присоединить гра-
ничное условие, которое нетрудно найти с помощью следую-
щего интегрального соотношения:∫︁

𝑑𝑑Ω|Ω𝑛𝑛|𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.2.2)

где интегрирование производится на полусфере, обращенной

;

внутрь области реактора.
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∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′) 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣
′) 𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.1.15)

где
𝑄𝑄(r) = 𝜈𝜈𝑓𝑓

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′). (13.1.16)

Если предположить, что замедление происходит на непо-
движных и свободных ядрах, то функции 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) и 𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ →

→ 𝑣𝑣) можно найти без труда, используя соотношения (10.1.2),
(11.1.44) и (13.1.6).

В результате получим

𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
;

𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
×

×

(︃
(𝑀𝑀 + 1)

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− (𝑀𝑀 − 1)

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︃
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.1.17)

В случае изотропного рассеяния нейтронов в системе
центра масс в формулах (13.1.17) следует положить 𝛾𝛾 = 1.

Для полной определенности задач на расчет спектра нейтро-
нов в реакторе необходимо задать граничные условия. Соответ-
ствующие граничные условия будут такими же, как и в одно-
скоростной теории. Так, если реактор граничит с вакуумом, то

2[𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣)]𝑛𝑛 − 𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣) = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.1.18)

В заключение полезно обратить внимание на следующее
обстоятельство. Если рассеяние нейтронов происходит на тя-
желых ядрах, то интеграл в правой части второго уравнения
из системы (13.1.15) будет малой величиной. Тогда прибли-
женно можно из-под знака интеграла вывести функцию Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1

при значении 𝑣𝑣′ = 𝑣𝑣. В результате рассматриваемое уравнение
примет вид
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1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0, (13.1.19)

где
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ− 𝜇̄𝜇0Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜇̄𝜇0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

Разрешим уравнение (13.1.19) относительно 𝜙𝜙1:
𝜙𝜙1 = −𝐷𝐷∇𝜙𝜙0, (13.1.20)

где
𝐷𝐷 =

1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
.

Подставив далее соотношение (13.1.20) в первое равенство
(13.1.15), получим уравнение реактора в диффузионном при-
ближении:

−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′) 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) + 𝑔𝑔𝑓𝑓 (𝑣𝑣)𝑄𝑄(r).

(13.1.21)
Для получения граничного условия необходимо соотноше-

ние (13.1.20) подставить в уравнение (13.1.18):
2𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.1.22)

13.2. Сопряженные уравнения
в диффузионном приближении

Сопряженная система уравнений реактора в 𝑃𝑃1-приближении
запишется в следующем виде:

−∇𝜙𝜙*
1 +Σ𝜙𝜙*

0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3
∇𝜙𝜙*

0 +Σ𝜙𝜙*
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.2.1)

К системе уравнений (13.2.1) необходимо присоединить гра-
ничное условие, которое нетрудно найти с помощью следую-
щего интегрального соотношения:∫︁

𝑑𝑑Ω|Ω𝑛𝑛|𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.2.2)

где интегрирование производится на полусфере, обращенной

;

внутрь области реактора.
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13.3. Диффузионно-возрастное
приближение

В предыдущих параграфах главы для упрощения математи-
ческой постановки задач был осуществлен переход к диффузи-
онному приближению. Однако непосредственное решение ос-
новных и сопряженных уравнений реактора в диффузионном
приближении также представляет собой весьма сложную зада-
чу. Трудности расчета оказываются особенно значительными,
когда замедлитель состоит из смеси ядер различных элементов.
Эти трудности в первую очередь связаны со сложной структу-
рой энергетических операторов, действующих на решения. От-
сюда следует, что для разработки эффективных методов расче-
та реакторов необходимы дальнейшие упрощения математиче-
ской постановки задач. На этот раз упрощения должны основы-
ваться на предположениях о характере энергетической зависи-
мости решения. В конечном итоге они сводятся к замене точ-
ных энергетических операторов задач приближенными. Этим
вопросом и посвящен настоящий параграф.

Ввиду того, что механизм замедления нейтронов в области
высоких энергий существенно отличен от механизма замедле-
ния нейтронов в области теплового движения ядер среды,
необходимо рассмотреть два этих случая раздельно.

Рассмотрим сначала случай, когда тепловое движение ядер
среды несущественно, а эффект неупругого рассеяния исчеза-
юще мал, так что им в процессе замедления можно пренебречь.

Будем исходить из следующей системы интегро-дифферен-
циальных уравнений:

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.1)
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Полагая

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) =
1

4𝜋𝜋

[︀
𝜙𝜙*
0(r, 𝑣𝑣) + 3Ω𝜙𝜙*

1(r, 𝑣𝑣)
]︀
, (13.2.3)

будем иметь
2(𝜙𝜙1

*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0
* = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.2.4)

Задача (13.2.1), (13.2.4) — сопряженная задача по отноше-
нию к (13.1.12), (13.1.18). Чтобы это показать, достаточно
ввести в рассмотрение вектор функции

𝜙𝜙 =
⃒⃒
⃒ 𝜙𝜙0

𝜙𝜙1

⃒⃒⃒; 𝜙𝜙* =
⃒⃒
⃒ 𝜙𝜙*

0

𝜙𝜙*
1

⃒⃒
⃒.

Если скалярное произведение (𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) определить следующим
образом:

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) =

∫︁
𝑑𝑑r(𝜙𝜙0𝜙𝜙

*
0 + 𝜙𝜙1𝜙𝜙

*
1), (13.2.5)

то нетрудно проверить выполнение основного функционально-
го равенства

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*), (13.2.6)
где

L𝜙𝜙 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 −
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)

∇𝜙𝜙0 + 3Σ𝜙𝜙1 − 3

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣)

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
;

L*𝜙𝜙* =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

−∇𝜙𝜙*
1 +Σ𝜙𝜙*

0 −
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*
0𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

−∇𝜙𝜙*
0 + 3Σ𝜙𝜙*

1 − 3

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒
.

Полагая L𝜙𝜙 = 0, с помощью соотношения (13.2.6) приходим
к равенству L*𝜙𝜙* = 0, которое приводит к системе (13.2.1).

Аналогичным образом можно определить сопряженные
уравнения для неоднородных уравнений (13.1.11) по отноше-
нию к данному функционалу 𝐼𝐼𝑝𝑝[𝜙𝜙].
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13.3. Диффузионно-возрастное
приближение

В предыдущих параграфах главы для упрощения математи-
ческой постановки задач был осуществлен переход к диффузи-
онному приближению. Однако непосредственное решение ос-
новных и сопряженных уравнений реактора в диффузионном
приближении также представляет собой весьма сложную зада-
чу. Трудности расчета оказываются особенно значительными,
когда замедлитель состоит из смеси ядер различных элементов.
Эти трудности в первую очередь связаны со сложной структу-
рой энергетических операторов, действующих на решения. От-
сюда следует, что для разработки эффективных методов расче-
та реакторов необходимы дальнейшие упрощения математиче-
ской постановки задач. На этот раз упрощения должны основы-
ваться на предположениях о характере энергетической зависи-
мости решения. В конечном итоге они сводятся к замене точ-
ных энергетических операторов задач приближенными. Этим
вопросом и посвящен настоящий параграф.

Ввиду того, что механизм замедления нейтронов в области
высоких энергий существенно отличен от механизма замедле-
ния нейтронов в области теплового движения ядер среды,
необходимо рассмотреть два этих случая раздельно.

Рассмотрим сначала случай, когда тепловое движение ядер
среды несущественно, а эффект неупругого рассеяния исчеза-
юще мал, так что им в процессе замедления можно пренебречь.

Будем исходить из следующей системы интегро-дифферен-
циальных уравнений:

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

𝑆𝑆(r, 𝑣𝑣) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤𝑓𝑓 (𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.1)
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Следует заметить, что при переходе от переменной 𝑣𝑣 к новой
переменной 𝑢𝑢 ради простоты сохранены прежние обозначения
соответствующих функций.

Рассмотрим систему уравнений (13.3.3). Предположим, что
на интервале (𝑢𝑢 − 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) функции Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0 и Σ𝑠𝑠𝜙𝜙1 изменяются слабо.
Такое предположение обычно хорошо оправдывается, когда
массовое число 𝑀𝑀 ядер замедлителя намного больше массы
нейтрона. Тогда с достаточной степенью точности эти функции
можно представить первыми членами разложения в ряд Тей-
лора. Оценки показывают [84, 230], что для этой цели можно
ограничиться следующими представлениями:

Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢

′) = Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) +
𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢);

Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢

′) = Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(13.3.5)

Подставим соотношение (13.3.5) в правую часть уравнений
(13.3.2) и произведем интегрирование. В результате получим

∇𝜙𝜙1 +Σ𝑐𝑐𝜙𝜙0 = −𝜕𝜕𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.3.6)

где

𝜉𝜉 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢0𝑠𝑠(𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑; Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ𝑠𝑠(1− 𝜇̄𝜇0) + Σ𝑐𝑐;

𝜇̄𝜇0 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝜇𝜇0(𝑢𝑢)𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑄𝑄(r) =

∞∫︁

−∞

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Систему уравнений (13.3.5) можно свести к одному уравне-
нию

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r), (13.3.7)

где 𝐷𝐷 =
1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
— коэффициент диффузии. Индекс нуль при неиз-

вестной функции ради простоты опущен. Полученное уравне-
ние (13.3.7) будет основным уравнением замедления в диффу-
зионно-возрастном приближении.

326 Гл. 13. Диффузионное приближение

где
𝑤𝑤0𝑠𝑠(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑠𝑠(𝑣𝑣
′)
(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
;

𝑤𝑤1𝑠𝑠(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑠𝑠(𝑣𝑣

′)
(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′2
×

×
(︁(𝑀𝑀 + 1)

2

𝑣𝑣

𝑣𝑣′
− (𝑀𝑀 − 1)

2

𝑣𝑣′

𝑣𝑣

)︁
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.2)

В уравнениях системы (13.3.1) положим 𝛾𝛾
(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′
, 𝑣𝑣′

)︁
= 𝛾𝛾

(︁ 𝑣𝑣

𝑣𝑣′

)︁
и пе-

рейдем к новой переменной 𝑢𝑢 по формуле

𝑢𝑢 = −2 ln
𝑣𝑣

𝑣𝑣0
,

где 𝑣𝑣0 — некоторая произвольно фиксированная скорость. Ве-
личину 𝑢𝑢 обычно называют логарифмической энергией, или
летаргией.

В новых переменных система уравнений (13.3.1) представит-
ся в виде

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢

′) 𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′) + 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢

′) 𝑔𝑔1𝑠𝑠(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.3)

где

𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢) =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︀
− 𝑒𝑒−𝑢𝑢𝑢2

)︀
𝑒𝑒−𝑢𝑢;

𝑔𝑔1𝑠𝑠(𝑢𝑢) =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀
𝛾𝛾
(︀
− 𝑒𝑒−𝑢𝑢𝑢2

)︀
𝑒𝑒−𝑢𝑢

(︁(𝑀𝑀 + 1)

2
𝑒𝑒−𝑢𝑢𝑢2 − (𝑀𝑀 − 1)

2
𝑒𝑒𝑢𝑢𝑢2

)︁
;

𝑄𝑄(r) =

∞∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 (𝑢𝑢
′)𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢′); (13.3.4)

𝜒𝜒 — спектр нейтронов, рожденных в результате деления;

𝑟𝑟 = 2 ln
𝑀𝑀 + 1

𝑀𝑀 − 1
.
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Следует заметить, что при переходе от переменной 𝑣𝑣 к новой
переменной 𝑢𝑢 ради простоты сохранены прежние обозначения
соответствующих функций.

Рассмотрим систему уравнений (13.3.3). Предположим, что
на интервале (𝑢𝑢 − 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) функции Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0 и Σ𝑠𝑠𝜙𝜙1 изменяются слабо.
Такое предположение обычно хорошо оправдывается, когда
массовое число 𝑀𝑀 ядер замедлителя намного больше массы
нейтрона. Тогда с достаточной степенью точности эти функции
можно представить первыми членами разложения в ряд Тей-
лора. Оценки показывают [84, 230], что для этой цели можно
ограничиться следующими представлениями:

Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢

′) = Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) +
𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢);

Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢

′) = Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(13.3.5)

Подставим соотношение (13.3.5) в правую часть уравнений
(13.3.2) и произведем интегрирование. В результате получим

∇𝜙𝜙1 +Σ𝑐𝑐𝜙𝜙0 = −𝜕𝜕𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.3.6)

где

𝜉𝜉 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢0𝑠𝑠(𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑; Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ𝑠𝑠(1− 𝜇̄𝜇0) + Σ𝑐𝑐;

𝜇̄𝜇0 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝜇𝜇0(𝑢𝑢)𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝑄𝑄(r) =

∞∫︁

−∞

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙0 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Систему уравнений (13.3.5) можно свести к одному уравне-
нию

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕Σ𝑠𝑠𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r), (13.3.7)

где 𝐷𝐷 =
1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
— коэффициент диффузии. Индекс нуль при неиз-

вестной функции ради простоты опущен. Полученное уравне-
ние (13.3.7) будет основным уравнением замедления в диффу-
зионно-возрастном приближении.
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ры которых значительно больше длины свободного пробега 
нейтрона, можно принять некоторую эффективную экстрапо-
лированную границу, не зависящую от энергии.

В том случае, когда размеры реактора невелики, зависимо-
стью Γ от энергии (летаргии) пренебрегать уже нельзя,
а следует пользоваться непосредственно граничным условием 
(13.3.8) или (13.3.11).

Переходим к рассмотрению граничного условия для сопря-
женных уравнений. В этом случае воспользуемся диффузион-
ным граничным условием

2(𝜙𝜙1
*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0

* = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.16)

причем связь функций 𝜙𝜙1
* с 𝜙𝜙0 дается в виде

𝜙𝜙1
* = 𝐷𝐷∇𝜙𝜙0. (13.3.17)

С учетом соотношения (13.3.17) выражение (13.3.16) при-
нимает вид

𝜙𝜙0
* + 2𝐷𝐷

𝜕𝜕𝜕𝜕
*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.18)

Поскольку условие (13.3.18) совпадает с условием (13.3.10),
экстраполированные поверхности для основных и сопряжен-
ных уравнений реактора будут одними и теми же.

Как было отмечено выше, основные уравнения замедления
нейтронов в диффузионно-возрастном приближении получены
в предположении, что рассеяние нейтронов происходит на сво-
бодных и неподвижных ядрах. Такое предположение оказыва-
ется неверным для области 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр. В этом случае необходимо
пользоваться более общей теорией в рамках диффузионного
приближения.

Однако в некоторых случаях бывает достаточно нейтроны
всевозможных скоростей, меньших 𝑣𝑣гр, объединить в одну
группу, которой прописать некоторые эффективные константы.
В этом случае распределение нейтронов в реакторе поддается
приближенному описанию с помощью уравнения диффузии

∇𝐷𝐷T∇сT Φ − ΣΦ = −𝑔𝑔T (r), (13.3.19)
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Обсудим теперь вопрос о граничных условиях в диффузионно-
возрастном приближении. С этой целью воспользуемся соотно-
шением (13.1.18)

2(𝜙𝜙1)𝑛𝑛 − 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.8)

     Принимая  во  внимание  тот  факт, что  в  диффузионно-воз-
растном приближении имеет место равенство

𝜙𝜙1 = −𝐷𝐷∇𝜙𝜙0, (13.3.9)

условие (13.3.8) запишем в виде

𝜙𝜙0 + 2𝐷𝐷
𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.10)

где 𝑛𝑛 — расстояние от границы по нормали к поверхности 𝑆𝑆.
Выражение (13.3.10) преобразуем к виду

− 𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕

= 2𝐷𝐷𝐷 (13.3.11)

   Величину Γ = 2𝐷𝐷 будем называть длиной экстраполяции. 
Смысл этой величины становится понятным, если предпо-
ложить, что функция 𝜙𝜙0 — линейная по отношению к перемен-
ной 𝑛𝑛, то есть

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 𝑐𝑐1(𝑢𝑢) + 𝑐𝑐2(𝑢𝑢)𝑛𝑛𝑛 (13.3.12)

     Подставив  выражение  (13.3.12)  в  соотношение  (13.3.11), 
получим

𝑐𝑐1(𝑢𝑢) = −Γ(𝑢𝑢)𝑐𝑐2(𝑢𝑢). (13.3.13)

     Следовательно,  с  учетом  равенства  (13.3.13)  функция  𝜙𝜙0 

вблизи границы 𝑆𝑆 будет иметь вид

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 𝑐𝑐(𝑢𝑢)[𝑛𝑛− Γ(𝑢𝑢)]. (13.3.14)

  Последнее равенство позволяет ввести в рассмотрение 
экстра-полированную границу реактора 𝑆𝑆э, отстоящую от 𝑆𝑆 на 
длину Γ.

Из выражения (13.3.14) следует, что на экстраполированной 
границе 𝑆𝑆э в качестве граничного условия можно принять сле-
дующее:

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 0 на 𝑆𝑆э.                                        (13.3.15)  
     Следует  иметь  в  виду,  что  экстраполированная  граница 
реактора  является  функцией энергии.  Для  реакторов, разме- 
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ры которых значительно больше длины свободного пробега 
нейтрона, можно принять некоторую эффективную экстрапо-
лированную границу, не зависящую от энергии.

В том случае, когда размеры реактора невелики, зависимо-
стью Γ от энергии (летаргии) пренебрегать уже нельзя,
а следует пользоваться непосредственно граничным условием 
(13.3.8) или (13.3.11).

Переходим к рассмотрению граничного условия для сопря-
женных уравнений. В этом случае воспользуемся диффузион-
ным граничным условием

2(𝜙𝜙1
*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0

* = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.16)

причем связь функций 𝜙𝜙1
* с 𝜙𝜙0 дается в виде

𝜙𝜙1
* = 𝐷𝐷∇𝜙𝜙0. (13.3.17)

С учетом соотношения (13.3.17) выражение (13.3.16) при-
нимает вид

𝜙𝜙0
* + 2𝐷𝐷

𝜕𝜕𝜕𝜕
*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.18)

Поскольку условие (13.3.18) совпадает с условием (13.3.10),
экстраполированные поверхности для основных и сопряжен-
ных уравнений реактора будут одними и теми же.

Как было отмечено выше, основные уравнения замедления
нейтронов в диффузионно-возрастном приближении получены
в предположении, что рассеяние нейтронов происходит на сво-
бодных и неподвижных ядрах. Такое предположение оказыва-
ется неверным для области 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр. В этом случае необходимо
пользоваться более общей теорией в рамках диффузионного
приближения.

Однако в некоторых случаях бывает достаточно нейтроны
всевозможных скоростей, меньших 𝑣𝑣гр, объединить в одну
группу, которой прописать некоторые эффективные константы.
В этом случае распределение нейтронов в реакторе поддается
приближенному описанию с помощью уравнения диффузии

∇𝐷𝐷T∇сT Φ − ΣΦ = −𝑔𝑔T (r), (13.3.19)
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∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙;

∇𝐷𝐷T∇Φ − ΣсTΦ = −𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢T);

𝑄𝑄(r) =

𝑢𝑢∫︁
𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜈𝜈fT ΣfT‚ Φ

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.24)

при условии, что
−∞

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙 = 0;
𝐷𝐷T (∇Φ)𝑛𝑛 + Φ = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.25)

(𝑓𝑓, 𝑓𝑓*) =

∫︁
𝑑𝑑r
(︁
Φ,Φ* +

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜙𝜙𝜙𝜙*𝑑𝑑𝑑𝑑
)︁
, (13.3.26)

то  методами,  изложенными  в  главе 12,  нетрудно  прийти    
к сопряженной в смысле Лагранжа системе уравнений

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙* − Σ𝑐𝑐𝜙𝜙
* = −𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜙𝜙*

𝜕𝜕𝑢𝑢
− 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢T) = Φ*(r);

∇𝐷𝐷T∇Φ* − ΣсTΦ
* = −𝜈𝜈𝑓𝑓T Σ𝑓𝑓T 𝑄𝑄

*(r);

𝑄𝑄*(r) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.27)

при условии, что
𝐷𝐷(∇𝜙𝜙*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙* = 0; 

𝐷𝐷T (∇Φ*)𝑛𝑛 + Φ* = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.28)

13.4. Уточнение возрастной теории

Применение диффузионно-возрастной теории обычно при-
водит к удовлетворительному описанию процесса замедления
нейтронов на ядрах, масса которых много больше единицы. Од-

T

T

Если ввести в рассмотрение скалярное произведение
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где

Φ(r) =

𝑣𝑣∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣) =

∞∫︁

𝑢𝑢T

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(r, 𝑢𝑢);

 𝑔𝑔(r) =𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢T);
𝑢𝑢T  = 𝑢𝑢(𝑣𝑣гр).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.20)

 

     Здесь и всюду в  дальнейшем  индексом  Т  будем  отмечать
величины, соответствующие тепловой группе нейтронов.

В простейшем случае, когда поглощение нейтронов в реак-
торе мало́ и утечка нейтронов незначительна, нейтроны со
скоростями 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр приближенно входят в статистическое
равновесие с атомами замедлителя и распределяются по
закону Максвелла. В этом случае эффективные константы
𝐷𝐷T и ΣсT  определяются по следующим формулам:

𝐷𝐷T =

𝑣𝑣∫︀
0

𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣∫︀
0

𝑚𝑚(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

, ΣT =

𝑣𝑣∫︀
0

Σс𝑚𝑚(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣∫︀
0

𝑚𝑚(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

, (13.3.21)

где 𝑚𝑚(𝑣𝑣) — спектр Максвелла [84].
Аналогичным образом найдется величина Σ𝑓𝑓 :

Σ𝑓𝑓T  =

𝑣𝑣∫︀
0

Σ𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣∫︀
0

𝑚𝑚(𝑣𝑣) 𝑑𝑑𝑑𝑑

. (13.3.22)

Выше был рассмотрен вопрос о граничных условиях для функ-
ции 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢). Аналогичные рассмотрения приводят нас к гранич-
ным условиям для функции Φ(r).

Так, на внешней границе реактора ставится условие

𝐷𝐷T (∇Φ)𝑛𝑛 + Φ = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.23)

и на границе раздела зон 𝑆𝑆𝑖𝑖 выполняются условия непрерывно-
сти функции Φ и 𝐷𝐷T (∇Φ)𝑛𝑛.

В заключение сформулируем систему основных и сопряжен-
ных уравнений реактора в диффузионно-возрастном приближе-
нии.

Нетрудно показать, что система основных уравнений будет
представлена в виде

гр

гр

гр

гр

гр

гр

гр
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∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙;

∇𝐷𝐷T∇Φ − ΣсTΦ = −𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢T);

𝑄𝑄(r) =

𝑢𝑢∫︁
𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜈𝜈fT ΣfT‚ Φ

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.24)

при условии, что
−∞

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙 = 0;
𝐷𝐷T (∇Φ)𝑛𝑛 + Φ = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.25)

(𝑓𝑓, 𝑓𝑓*) =

∫︁
𝑑𝑑r
(︁
Φ,Φ* +

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜙𝜙𝜙𝜙*𝑑𝑑𝑑𝑑
)︁
, (13.3.26)

то  методами,  изложенными  в  главе 12,  нетрудно  прийти    
к сопряженной в смысле Лагранжа системе уравнений

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙* − Σ𝑐𝑐𝜙𝜙
* = −𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜙𝜙*

𝜕𝜕𝑢𝑢
− 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢T) = Φ*(r);

∇𝐷𝐷T∇Φ* − ΣсTΦ
* = −𝜈𝜈𝑓𝑓T Σ𝑓𝑓T 𝑄𝑄

*(r);

𝑄𝑄*(r) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.3.27)

при условии, что
𝐷𝐷(∇𝜙𝜙*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙* = 0; 

𝐷𝐷T (∇Φ*)𝑛𝑛 + Φ* = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.3.28)

13.4. Уточнение возрастной теории

Применение диффузионно-возрастной теории обычно при-
водит к удовлетворительному описанию процесса замедления
нейтронов на ядрах, масса которых много больше единицы. Од-

T

T

Если ввести в рассмотрение скалярное произведение
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     При выводе системы уравнений (13.4.3) было  использовано 
тождественное преобразование

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Σ𝑠𝑠𝜙𝜙−

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙𝜙𝜙0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′).

    Функция 𝑞𝑞 — плотность замедления; она описывает полное 
число нейтронов, которые до соударения имели летаргию 
меньше 𝑢𝑢, а после соударения стали иметь летаргию больше 𝑢𝑢.

Приходим к вычислению функции 𝑞𝑞. С этой целью рассмот-
рим интегральное уравнение (13.4.2), решение которого будем 
искать в следующем виде:

Σ𝑠𝑠𝜙𝜙(𝑢𝑢
′) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢) +

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢) +

1

2

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑2
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢)2 + . . . .    (13.4.4)

     Выражение (13.4.4) подставим в уравнение (13.4.2) и затем 
произведем интегрирование. Тогда получим

Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = −𝜉𝜉
𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜉𝜉2

2

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑2
+ . . . + 𝑆𝑆(𝑢𝑢), (13.4.5)

где

𝜉𝜉 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢0𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝜉𝜉2 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢2𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

— «моменты» функции распределения нейтронов.
Уравнение (13.4.5) запишем в виде

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = 𝜀𝜀

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑21
+ . . . , (13.4.6)

где
𝛼𝛼 =

Σ𝑐𝑐

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒
; 𝜀𝜀 =

𝜉𝜉2

2𝜉𝜉2
; 𝑢𝑢1 =

1

𝜉𝜉
𝑢𝑢𝑢

  Оценка показывает, что 𝜀𝜀 — величина первого порядка мало-
сти, а невыписанные члены в соотношении (13.4.6) второго      
и более высоких порядков. Ограничиваясь в соотношении 
(13.4.6) главными членами, приходим к уравнению

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = 0, (13.4.7)

которое запишем в виде системы
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нако даже в этих предположениях в ряде случаев она оказы-
вается недостаточной. Так, например, обстоит дело при силь-
ном поглощении замедляющихся нейтронов. В этом случае по-
является необходимость уточнения и развития диффузионно-
возрастной теории применительно к специфическим особенно-
стям задачи.

В настоящем параграфе рассмотрены методы уточнения
возрастного уравнения в энергетических и в пространственно-
энергетических задачах в предположении упругого рассеяния
нейтронов.

Итак, рассмотрим замедление нейтронов в бесконечных од-
нородных средах. Очевидно, что в этом случае поток нейтронов
не зависит ни от координаты точки r, ни от углового распре-
деления Ω. Следовательно, функция 𝜙𝜙 изотропна и определяет-
ся лишь координатой 𝑢𝑢. Учитывая этот факт, непосредственно
из кинетического уравнения замедления с помощью интегри-
рования по пространству и телесным углам приходим к инте-
гральному уравнению Вольтерра

Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(𝑣𝑣

′)𝑤𝑤 (𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) + 𝑆𝑆0(𝑣𝑣), (13.4.1)

где 𝑆𝑆(𝑣𝑣) — источники нейтронов от деления ядер делящегося
изотопа.

В переменных 𝑢𝑢 и 𝑢𝑢′ уравнение (13.4.1) примет вид

Σ𝜙𝜙(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙0(𝑢𝑢

′) 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝑢𝑢− 𝑢𝑢′) + 𝑆𝑆(𝑢𝑢). (13.4.2)

Полезно заметить, что интегральное уравнение (13.4.2)
может быть приведено к системе интегро-дифференциальных
уравнений:

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆;

𝑞𝑞 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙𝜙𝜙 (𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢),

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.4.3)

где

𝐺𝐺 (𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢) =

𝑢𝑢′+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢
′′ − 𝑢𝑢′) 𝑑𝑑𝑑𝑑

′′
.
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     При выводе системы уравнений (13.4.3) было  использовано 
тождественное преобразование

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= Σ𝑠𝑠𝜙𝜙−

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙𝜙𝜙0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′).

    Функция 𝑞𝑞 — плотность замедления; она описывает полное 
число нейтронов, которые до соударения имели летаргию 
меньше 𝑢𝑢, а после соударения стали иметь летаргию больше 𝑢𝑢.

Приходим к вычислению функции 𝑞𝑞. С этой целью рассмот-
рим интегральное уравнение (13.4.2), решение которого будем 
искать в следующем виде:

Σ𝑠𝑠𝜙𝜙(𝑢𝑢
′) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢) +

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢) +

1

2

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑2
(𝑢𝑢′ − 𝑢𝑢)2 + . . . .    (13.4.4)

     Выражение (13.4.4) подставим в уравнение (13.4.2) и затем 
произведем интегрирование. Тогда получим

Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = −𝜉𝜉
𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝜉𝜉2

2

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑2
+ . . . + 𝑆𝑆(𝑢𝑢), (13.4.5)

где

𝜉𝜉 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢0𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝜉𝜉2 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢2𝑔𝑔0𝑠𝑠(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

— «моменты» функции распределения нейтронов.
Уравнение (13.4.5) запишем в виде

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = 𝜀𝜀

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑21
+ . . . , (13.4.6)

где
𝛼𝛼 =

Σ𝑐𝑐

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒
; 𝜀𝜀 =

𝜉𝜉2

2𝜉𝜉2
; 𝑢𝑢1 =

1

𝜉𝜉
𝑢𝑢𝑢

  Оценка показывает, что 𝜀𝜀 — величина первого порядка мало-
сти, а невыписанные члены в соотношении (13.4.6) второго      
и более высоких порядков. Ограничиваясь в соотношении 
(13.4.6) главными членами, приходим к уравнению

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = 0, (13.4.7)

которое запишем в виде системы
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     Таким образом, система уравнений (13.4.13) уточняет воз-
растную теорию правильного учета среднего квадрата потери 
логарифмической энергии.

Представляет интерес уравнение для функции 𝑞𝑞, которое 
нетрудно получить с помощью уравнений (13.4.13):

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑐𝑐

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑞𝑞 =

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑆𝑆𝑆 (13.4.14′)

Решение уравнения (13.4.14′) будет следующим:

𝑞𝑞 =

𝑢𝑢∫︁

∞−

𝑆𝑆(𝑢𝑢′)
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
𝑢𝑢′

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒+𝛾𝛾Σ𝑐𝑐

𝑑𝑑𝑑𝑑
′′

𝑑𝑑𝑑𝑑′. (13.4.15)

Полагая в соотношении (13.4.15) 𝛾𝛾 = 0, приходим к возраст-
ному приближению.

Если замедлитель состоит из смеси ядер различных элемен-
тов, то имеют место следующие формулы усреднения:

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 =
∑︁
𝑘𝑘

𝜉𝜉𝑘𝑘Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒; 𝛾𝛾 =
1

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

∑︁
𝑘𝑘

𝛾𝛾𝑘𝑘𝜉𝜉𝑘𝑘Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒. (13.4.16)

Переходим теперь к уточнению возрастной теории замедле-
ния нейтронов в неоднородных средах.

При замедлении в неоднородных или конечных средах на-
ряду с поглощением нейтронов появляется фактор утечки.
Если исходить из диффузионного приближения, то уточнение
диффузионно-возрастной теории применительно к данному
случаю необходимо осуществлять с помощью уравнений

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′) + 𝑆𝑆;

1

3
∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙1 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.4.17)

Решение уравнений (13.4.17) будем искать в следующем
виде:
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𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆;

𝑞𝑞 = 𝜀𝜀Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙𝜙

⎫
⎬
⎭ (13.4.8)

Таким образом, мы пришли к известному возрастному при-
ближению.

Сохраним далее в соотношении (13.4.6) член, содержащий
параметр 𝜀𝜀. Тогда приходим к уравнению

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = 𝜀𝜀

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑21
. (13.4.9)

     Следует заметить, что особенностью уравнения (13.4.9) яв-
ляется наличие малого параметра при старшей производной.
     Преобразуем уравнение  (13.4.9).  С  этой  целью  уравнение 
(13.4.9) разрешим относительно производной первого порядка:

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
= −𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙+ 𝑆𝑆 + 𝜀𝜀

𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑21
. (13.4.10)

Соотношение (13.4.10) продифференцируем по 𝑢𝑢1:
𝑑𝑑2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑21
= −𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝜀𝜀

𝑑𝑑3Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑31
. (13.4.11)

    Полученное выражение для второй производной подставим 
в правую часть уравнения (13.4.2). Пренебрегая величинами 
второго порядка малости, будем иметь

𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝑑𝑑𝑑𝑑1
+ 𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆 = −𝜀𝜀

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑1
(𝛼𝛼Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙− 𝑆𝑆). (13.4.12)

Последнее уравнение запишем в виде
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆;

𝑞𝑞 = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(13.4.13)

где
𝛾𝛾 =

𝜉𝜉2

2𝜉𝜉
. (13.4.14)

Здесь мы снова перешли от переменной 𝑢𝑢1 к 𝑢𝑢.
Впервые связь функций 𝑞𝑞 и 𝜙𝜙 в виде (13.4.13) была получена

Б. Грейлингом и Д. Герцелем (см. [106]).
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     Таким образом, система уравнений (13.4.13) уточняет воз-
растную теорию правильного учета среднего квадрата потери 
логарифмической энергии.

Представляет интерес уравнение для функции 𝑞𝑞, которое 
нетрудно получить с помощью уравнений (13.4.13):

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑐𝑐

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑞𝑞 =

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑆𝑆𝑆 (13.4.14′)

Решение уравнения (13.4.14′) будет следующим:

𝑞𝑞 =

𝑢𝑢∫︁

∞−

𝑆𝑆(𝑢𝑢′)
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐
𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
𝑢𝑢′

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒+𝛾𝛾Σ𝑐𝑐

𝑑𝑑𝑑𝑑
′′

𝑑𝑑𝑑𝑑′. (13.4.15)

Полагая в соотношении (13.4.15) 𝛾𝛾 = 0, приходим к возраст-
ному приближению.

Если замедлитель состоит из смеси ядер различных элемен-
тов, то имеют место следующие формулы усреднения:

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 =
∑︁
𝑘𝑘

𝜉𝜉𝑘𝑘Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒; 𝛾𝛾 =
1

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

∑︁
𝑘𝑘

𝛾𝛾𝑘𝑘𝜉𝜉𝑘𝑘Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒𝑒. (13.4.16)

Переходим теперь к уточнению возрастной теории замедле-
ния нейтронов в неоднородных средах.

При замедлении в неоднородных или конечных средах на-
ряду с поглощением нейтронов появляется фактор утечки.
Если исходить из диффузионного приближения, то уточнение
диффузионно-возрастной теории применительно к данному
случаю необходимо осуществлять с помощью уравнений

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′) + 𝑆𝑆;

1

3
∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙1 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.4.17)

Решение уравнений (13.4.17) будем искать в следующем
виде:
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𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙− 𝑆𝑆 =

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
; (13.4.21)

где
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢);      𝐷𝐷 =

1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
.

Так же как и в случае бесконечной однородной среды, мож-
но показать, что в правой части уравнения (13.4.21) стоит член 
первого порядка малости. Используем этот факт. С этой целью 
разрешим уравнение (13.4.21) относительно производной пер-
вого порядка:

𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
= ∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙+ 𝑆𝑆 +

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
. (13.4.22)

Продифференцируем теперь выражение (13.4.22) по пере-
менной 𝑢𝑢:

𝜉𝜉
𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
=

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

(︁
∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙+ 𝑆𝑆 +

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2

)︁
. (13.4.23)

   Выражение (13.4.23) подставим в первую часть уравнения 
(13.4.21) и ограничимся членами первого порядка малости. 
В результате будем иметь

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

[︁
(𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾

]︁
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆 (13.4.24)

     Уравнение (13.4.24) запишем в виде системы
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆;

𝑞𝑞 = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

⎫⎬
⎭ (13.4.25)

Система уравнений (13.4.25) была получена Б. Грейлингом 
и Д. Герцелем (см. [106]). Полагая во втором уравнении сис-
темы  (13.4.25)  𝛾𝛾 = 0, приходим  к  известному  диффузионно-
возрастному приближению.

Так же как и в возрастном приближении, на внешней экс-
траполированной поверхности реактора необходимо поставить 
следующие граничные условия:

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 0 на 𝑆𝑆 (13.4.26)
или

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆                                (13.4.27) 
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Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢
′) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) +

𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′)+

+
1

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕2
(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′)2;

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢
′) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1(r, 𝑢𝑢) +

𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢− 𝑢𝑢′).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.4.18)

Выражение (13.4.18) подставим под знак интегралов в систе-
му уравнений (13.4.17):

∇𝜙𝜙1 +Σ𝑐𝑐𝜙𝜙0 = −𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 𝑆𝑆;

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 = 𝜇̄𝜇0Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1 − 𝜇𝜇0Δ𝑢𝑢

𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1

𝜕𝜕𝜕𝜕
.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.4.19)

Здесь

𝜇̄𝜇0 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝜇𝜇0(𝑢𝑢)𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑; 𝜇𝜇0Δ𝑢𝑢 =

𝑟𝑟∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢0(𝑢𝑢)𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑;

𝜇𝜇0(𝑢𝑢) =
𝑀𝑀 + 1

2
𝑒𝑒−𝑢𝑢𝑢2 − 𝑀𝑀 − 1

2
𝑒𝑒𝑢𝑢𝑢2.

Если в уравнениях (13.4.19) перейти к безразмерным вели-
чинам, используя характерные масштабы, то нетрудно пока-
зать, что при рассеянии нейтронов на ядрах с массой, мно-
го большей единицы, член

𝜇𝜇0Δ𝑢𝑢 
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙1

𝜕𝜕𝜕𝜕

оказывается второго порядка малости и, следовательно, им
можно пренебречь. В результате приходим к транспортному
диффузионному приближению

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(13.4.20)

где
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(1− 𝜇̄𝜇0) + Σ𝑐𝑐.

Систему уравнений (13.4.20) можно привести к одному урав-
нению второго порядка:

∇𝜙𝜙1 +Σ𝑐𝑐𝜙𝜙0 = −𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙0

𝜕𝜕𝜕𝜕2
+ 𝑆𝑆;
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𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙− 𝑆𝑆 =

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
; (13.4.21)

где
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢);      𝐷𝐷 =

1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
.

Так же как и в случае бесконечной однородной среды, мож-
но показать, что в правой части уравнения (13.4.21) стоит член 
первого порядка малости. Используем этот факт. С этой целью 
разрешим уравнение (13.4.21) относительно производной пер-
вого порядка:

𝜉𝜉
𝜕𝜕Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕
= ∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙+ 𝑆𝑆 +

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
. (13.4.22)

Продифференцируем теперь выражение (13.4.22) по пере-
менной 𝑢𝑢:

𝜉𝜉
𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2
=

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

(︁
∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙+ 𝑆𝑆 +

𝜉𝜉2

2

𝜕𝜕2Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙

𝜕𝜕𝜕𝜕2

)︁
. (13.4.23)

   Выражение (13.4.23) подставим в первую часть уравнения 
(13.4.21) и ограничимся членами первого порядка малости. 
В результате будем иметь

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

[︁
(𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾

]︁
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆 (13.4.24)

     Уравнение (13.4.24) запишем в виде системы
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
−∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 = 𝑆𝑆;

𝑞𝑞 = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

⎫⎬
⎭ (13.4.25)

Система уравнений (13.4.25) была получена Б. Грейлингом 
и Д. Герцелем (см. [106]). Полагая во втором уравнении сис-
темы  (13.4.25)  𝛾𝛾 = 0, приходим  к  известному  диффузионно-
возрастному приближению.

Так же как и в возрастном приближении, на внешней экс-
траполированной поверхности реактора необходимо поставить 
следующие граничные условия:

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 0 на 𝑆𝑆 (13.4.26)
или

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆                                (13.4.27) 
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Глава 14. 339

14
𝑃𝑃𝑛𝑛-приближение

14.1. Основные уравнения реактора
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении

При расчетах пространственно-энергетического распре-
деления нейтронов в стационарном реакторе иногда 𝑃𝑃1-при-
ближение оказывается недостаточным, а непосредствен-ное 
решение кинетического уравнения связано с весьма суще-
ственными трудностями. В этих случаях наиболее целесообраз-
но пользоваться методом сферических гармоник, принципиаль-
ная схема применения которого к кинетическим уравнениям 
была подробно обсуждена на примере односкоростной задачи 
(см. гл. 5).

В настоящей главе будет приведен краткий вывод уравнений 
сферических гармоник для кинетического уравнения замедле-
ния. На основе полученных основных уравнений реактора 
будут сформулированы сопряженные уравнения.
     Рассмотрим  основное  кинетическое   уравнение  реактора. 
В случае плоскопараллельной геометрии оно принимает вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′, 𝜇𝜇′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (14.1.1)

где функция 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇) предполагается не зависящей от азимута 
𝜓𝜓.

Функцию 𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) представим в виде ряда по полиномам 
Лежандра:

𝑤𝑤 (𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑙𝑙=0

(2𝑙𝑙 + 1)𝑤𝑤𝑙𝑙(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑙𝑙(𝜇𝜇0), (14.1.2)
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  Соответственно на границах раздела зон реакторов тре-
буется выполнение условий

𝜙𝜙0 − непрерывно на 𝑆𝑆𝑆

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙0)𝑛𝑛 − непрерывно на 𝑆𝑆.

}︂
(13.4.28)

Используя полученные результаты, можно записать полную
систему основных уравнений реактора:

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙 =
𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

𝑞𝑞 = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙− 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− 𝛾𝛾𝛾𝛾(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r);

∇𝐷𝐷T ∇Φ − ΣсT Φ = −𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢T );

𝑄𝑄(r) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜈𝜈𝑓𝑓T Σ𝑓𝑓T Φ

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.4.29)

при условии, что

𝐷𝐷(∇𝜙𝜙)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙 = 0;
𝐷𝐷T (∇Φ)𝑛𝑛 + Φ = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.4.30)

     Соответствующая система сопряженных уравнений реакто-
ра представится в виде

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙* − Σ𝑐𝑐𝜙𝜙
* = −𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝜕𝜕𝜕𝜕*

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

𝑞𝑞* = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ𝑐𝑐)𝜙𝜙
* − 𝛾𝛾∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙* − 𝛾𝛾𝛾𝛾𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓 𝑄𝑄

*(r);

𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢T ) = Φ*(r);

∇𝐷𝐷T ∇Φ* − ΣсT Φ
* = −𝑞𝑞*(r, 𝑢𝑢T );

𝑄𝑄*(r) =

𝑢𝑢∫︁

−∞
𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝜙𝜙*(r, 𝑢𝑢T ) 𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(13.4.31)

при условии, что
𝐷𝐷(∇𝜙𝜙*)𝑛𝑛 + 𝜙𝜙* = 0; 
𝐷𝐷T (∇Φ*)𝑛𝑛 + Φ* = 0

}︂
на 𝑆𝑆𝑆 (13.4.32)

T

T
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14
𝑃𝑃𝑛𝑛-приближение

14.1. Основные уравнения реактора
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении

При расчетах пространственно-энергетического распре-
деления нейтронов в стационарном реакторе иногда 𝑃𝑃1-при-
ближение оказывается недостаточным, а непосредствен-ное 
решение кинетического уравнения связано с весьма суще-
ственными трудностями. В этих случаях наиболее целесообраз-
но пользоваться методом сферических гармоник, принципиаль-
ная схема применения которого к кинетическим уравнениям 
была подробно обсуждена на примере односкоростной задачи 
(см. гл. 5).

В настоящей главе будет приведен краткий вывод уравнений 
сферических гармоник для кинетического уравнения замедле-
ния. На основе полученных основных уравнений реактора 
будут сформулированы сопряженные уравнения.
     Рассмотрим  основное  кинетическое   уравнение  реактора. 
В случае плоскопараллельной геометрии оно принимает вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′, 𝜇𝜇′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (14.1.1)

где функция 𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧 𝑣𝑣𝑣 𝜇𝜇) предполагается не зависящей от азимута 
𝜓𝜓.

Функцию 𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) представим в виде ряда по полиномам 
Лежандра:

𝑤𝑤 (𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑙𝑙=0

(2𝑙𝑙 + 1)𝑤𝑤𝑙𝑙(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑙𝑙(𝜇𝜇0), (14.1.2)
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Подставив выражение (14.1.4) в соотношение (14.1.9) и про-
изведя интегрирование, получим систему алгебраических урав-
нений ∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0; (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ), (14.1.10)

где
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = (2𝑚𝑚+ 1)

0∫︁

−1

𝜇𝜇2𝑙𝑙+1𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (14.1.11)

Отметим далее, что нас интересует только непрерывное во 
всем объеме реактора решение задачи. Это значит, что при пе-
реходе из одной зоны реактора в другую имеет место непрерыв-
ность всех компонентов 𝜙𝜙𝑚𝑚.

Таким образом, задача на критический режим реактора 
плоскопараллельной геометрии сформулирована полностью. 
Для практического нахождения приближенного решения зада-
чи необходимо в ряду (14.1.4) ограничиться заданным числом 
членов. Наилучшая сходимость приближенного решения за-
дачи к точному осуществляется, если число членов брать 
четным.

Переходим к рассмотрению сферически-симметричных за-
дач. Соответствующее кинетическое уравнение Больцмана 
в этом случае имеет вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝜙𝜙(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (14.1.12)

где функция 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) не зависит от азимута 𝜓𝜓. Будем предпола-
гать, что на внешней поверхности реактора

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) = 0; (−1 < 𝜇𝜇 𝜇 0). (14.1.13)

Решение уравнения (14.1.12) будем искать в виде

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇). (14.1.14)

Подставив ряды (14.1.14) и (14.1.13) в уравнение (14.1.12), 
а также воспользовавшись соотношениями (5.1.5) и (5.1.18), 
придем к системе интегро-дифференциальных уравнений 
следующего вида:
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где

𝑤𝑤𝑙𝑙(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑙𝑙(𝜇𝜇0). (14.1.3)

Решение уравнения (14.1.1) будем искать в следующем виде:

𝜙𝜙(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  ) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇), (14.1.4)

где

𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  )𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇). (14.1.5)

Умножим почленно уравнение (14.1.1) на 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇) и результат
проинтегрируем по 𝜓𝜓 и 𝜇𝜇. Подставив в полученное выраже-
ние разложения (14.1.2), (14.1.4) и использовав соотношения
для полиномов Лежандра (5.1.5), получим систему интегро-
дифференциальных уравнений следующего вида:

𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

(14.1.6)
Для полной определенности задачи к системе уравнений

(14.1.6) необходимо присоединить граничные условия. С этой
целью будем считать, что решение задачи симметрично отно-
сительно оси 𝑧𝑧 = 0, и потребуем, чтобы при 𝑧𝑧 = 0 выполнялись
следующие условия:

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0; (𝑚𝑚 = 0, 2, 4, . . . ). (14.1.7)

На внешней границе слоя при 𝑧𝑧 = ±𝐻𝐻

2
поток извне падающих

нейтронов равен нулю, то есть

𝜙𝜙
(︁𝐻𝐻
2
, 𝜇𝜇

)︁
= 0 (−1 < 𝜇𝜇𝜇  0), 𝜙𝜙

(︁
− 𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︁
= 0 (0 < 𝜇𝜇𝜇  1). (14.1.8)

    Для получения требуемых граничных условий, как и в слу-
чае односкоростной задачи, точное соотношение (14.1.8) 
следует заменить системой приближенных условий

0∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2𝑖𝑖+1𝜙𝜙
(︁
± 𝐻𝐻

2
, 𝜇𝜇

)︁
= 0; (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ). (14.1.9)
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Подставив выражение (14.1.4) в соотношение (14.1.9) и про-
изведя интегрирование, получим систему алгебраических урав-
нений ∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0; (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ), (14.1.10)

где
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 = (2𝑚𝑚+ 1)

0∫︁

−1

𝜇𝜇2𝑙𝑙+1𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (14.1.11)

Отметим далее, что нас интересует только непрерывное во 
всем объеме реактора решение задачи. Это значит, что при пе-
реходе из одной зоны реактора в другую имеет место непрерыв-
ность всех компонентов 𝜙𝜙𝑚𝑚.

Таким образом, задача на критический режим реактора 
плоскопараллельной геометрии сформулирована полностью. 
Для практического нахождения приближенного решения зада-
чи необходимо в ряду (14.1.4) ограничиться заданным числом 
членов. Наилучшая сходимость приближенного решения за-
дачи к точному осуществляется, если число членов брать 
четным.

Переходим к рассмотрению сферически-симметричных за-
дач. Соответствующее кинетическое уравнение Больцмана 
в этом случае имеет вид

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝜙𝜙(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣), (14.1.12)

где функция 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) не зависит от азимута 𝜓𝜓. Будем предпола-
гать, что на внешней поверхности реактора

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) = 0; (−1 < 𝜇𝜇 𝜇 0). (14.1.13)

Решение уравнения (14.1.12) будем искать в виде

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟  ) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙𝑛𝑛(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 )𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇). (14.1.14)

Подставив ряды (14.1.14) и (14.1.13) в уравнение (14.1.12), 
а также воспользовавшись соотношениями (5.1.5) и (5.1.18), 
придем к системе интегро-дифференциальных уравнений 
следующего вида:
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𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

2𝑛𝑛+ 1

2
𝜙𝜙𝑛𝑛0(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇)+

+
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=1

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) cos 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗).

(14.1.20)

     Тогда, поступая аналогично тому, как в случае одногруппо-
вой теории, приходим к системе уравнений реактора в следую-
щем виде:

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑛𝑛+1,1 −

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝜙𝜙𝑛𝑛0 =

= (2𝑛𝑛+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛0𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

(14.1.21)

при 𝑚𝑚 ≥ 1

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑚𝑚+ 𝑛𝑛− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1−

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛=2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣),

(14.1.22)

где

𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤(𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇0). (14.1.23)

     В качестве граничных условий примем

∑︁
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.1.24)

где коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 те же, что и в формуле (5.2.17).
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𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

(︁𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
−𝑚𝑚− 1

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑚𝑚−1

)︁
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

(︁𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+
𝑚𝑚+ 2

𝑟𝑟
𝜙𝜙𝑚𝑚+1

)︁
+

+Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣); (𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . ).
(14.1.15)

Систему уравнений (14.1.15) удобно преобразовать к следую-
щему виду:

𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙𝑚𝑚+1 +Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 =

=

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

(14.1.16)

  К системе уравнений (14.1.15) необходимо присоединить 
граничные условия:

в центре шара

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0; 𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0; (𝑚𝑚 = 0, 2, 4, 6, . . . ); (14.1.17)

на внешней границе реактора при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0; (𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ), (14.1.18)

где коэффициенты 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 снова определяются соотношением
(14.1.11).

Переходим к рассмотрению одномерного цилиндрического
реактора. В этом случае кинетическое уравнение замедления
имеет вид

sin𝜗𝜗
(︁
cos𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− sin𝜓𝜓

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁
+Σ𝜙𝜙 =

=

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′
𝜋𝜋∫︁

0

sin𝜗𝜗′ 𝑑𝑑𝑑𝑑′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

(14.1.19)

      Решение уравнения (14.1.19) будем искать в виде

Гл. 14. Pn-приближение334



14.1. Основные уравнения реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении 343

𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=0

2𝑛𝑛+ 1

2
𝜙𝜙𝑛𝑛0(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇)+

+
1

2𝜋𝜋

∞∑︁
𝑛𝑛=1

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=1

(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) cos 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚

𝑛𝑛 (cos𝜗𝜗).

(14.1.20)

     Тогда, поступая аналогично тому, как в случае одногруппо-
вой теории, приходим к системе уравнений реактора в следую-
щем виде:

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑛𝑛+1,1 −

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝜙𝜙𝑛𝑛0 =

= (2𝑛𝑛+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛0𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

(14.1.21)

при 𝑚𝑚 ≥ 1

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑚𝑚+ 𝑛𝑛− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1−

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛=2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣),

(14.1.22)

где

𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤(𝜇𝜇0,𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑛𝑛(𝜇𝜇0). (14.1.23)

     В качестве граничных условий примем

∑︁
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.1.24)

где коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 те же, что и в формуле (5.2.17).
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при условии, что
∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻𝐻 (14.2.5)

Систему уравнений (14.2.4) будем называть сопряженной 
системой уравнений реактора в приближении метода сфери-
ческих гармоник. Соотношение (14.2.5) используем для полу-
чения соответствующих граничных условий  для функций  𝜙𝜙*

𝑚𝑚. 
С этой целью перепишем его в следующем виде:

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚*

𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻𝐻 (14.2.6)

Очевидно, соотношения (14.2.5) и (14.2.6) эквивалентны
и переходят друг в друга в результате простой замены индек-
сов суммирования.

Вспомним теперь, что на внешней границе реактора система
основных уравнений удовлетворяет условиям (14.1.10):

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0;  (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ). (14.2.7)

     Соотношение (14.2.7) запишем в следующем виде:
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖2𝑚𝑚+1𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 = −
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖2𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑚𝑚; (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, ...   ). (14.2.8)

     Система уравнений (14.2.8) позволяет выразить нечетные 
моменты 𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 через 𝜙𝜙2𝑚𝑚. Предположим, что решение системы 
уравнений (14.2.8) имеет вид

𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 =

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑛𝑛, (14.2.9)

где 𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 — коэффициенты, которые находятся в результате ре-
шения системы (14.2.8) относительно нечетных моментов.

Запишем теперь равенство (14.2.6) в виде
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚

[︀
2𝑚𝑚𝑚𝑚*

2𝑚𝑚−1 + (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+1

]︀
+

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚+1×

×
[︀
(2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*

2𝑚𝑚 + (2𝑚𝑚+ 2)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+2

]︀
= 0.

(14.2.10)
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14.2. Сопряженные уравнения
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении

Рассмотрим систему основных уравнений реактора для пло-
ско-параллельной геометрии (14.1.6), которую запишем в виде

𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 =

= (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

(14.2.1)

Систему сопряженных уравнений реактора получим следу-
ющим образом. Помножим уравнение (14.2.1) соответственно
на 𝜙𝜙*

𝑚𝑚, где 𝜙𝜙*
𝑚𝑚 — компонент некоторой системы функции. Ре-

зультат проинтегрируем по 𝑣𝑣 и по всему объему 𝐺𝐺, занятому
реактором. Тогда будем иметь

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

𝑚𝑚

[︁
𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜙𝜙𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚−

−(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

]︁
= 0. (14.2.2)

После  интегрирования  по  частям,  замены  индексов сум-
мирования и перемены порядков интегрирования выражение 
(14.2.2) приведем к следующему виду:

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙*

𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

⃒⃒
⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

𝑧𝑧=0
−
∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑚𝑚×

×
[︁
−𝑚𝑚

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝑧𝑧
− (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝑧𝑧
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙*

𝑚𝑚−

−(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︁
= 0.

(14.2.3)
     Соотношение (14.2.3) будет удовлетворено, если

−𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜙𝜙*

𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝑧𝑧
− (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝑧𝑧
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙*

𝑚𝑚 =

= (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

(14.2.4)
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при условии, что
∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻𝐻 (14.2.5)

Систему уравнений (14.2.4) будем называть сопряженной 
системой уравнений реактора в приближении метода сфери-
ческих гармоник. Соотношение (14.2.5) используем для полу-
чения соответствующих граничных условий  для функций  𝜙𝜙*

𝑚𝑚. 
С этой целью перепишем его в следующем виде:

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚*

𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑧𝑧 = 0 и 𝑧𝑧 = 𝐻𝐻𝐻 (14.2.6)

Очевидно, соотношения (14.2.5) и (14.2.6) эквивалентны
и переходят друг в друга в результате простой замены индек-
сов суммирования.

Вспомним теперь, что на внешней границе реактора система
основных уравнений удовлетворяет условиям (14.1.10):

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0;  (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ). (14.2.7)

     Соотношение (14.2.7) запишем в следующем виде:
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖2𝑚𝑚+1𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 = −
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖2𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑚𝑚; (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, ...   ). (14.2.8)

     Система уравнений (14.2.8) позволяет выразить нечетные 
моменты 𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 через 𝜙𝜙2𝑚𝑚. Предположим, что решение системы 
уравнений (14.2.8) имеет вид

𝜙𝜙2𝑚𝑚+1 =

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑛𝑛, (14.2.9)

где 𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 — коэффициенты, которые находятся в результате ре-
шения системы (14.2.8) относительно нечетных моментов.

Запишем теперь равенство (14.2.6) в виде
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚

[︀
2𝑚𝑚𝑚𝑚*

2𝑚𝑚−1 + (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+1

]︀
+

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚+1×

×
[︀
(2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*

2𝑚𝑚 + (2𝑚𝑚+ 2)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+2

]︀
= 0.

(14.2.10)
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Следовательно,

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

2
при 𝑛𝑛 = 0, 𝑚𝑚 = 0;

0 при 𝑛𝑛 ̸= 0, 𝑚𝑚 ̸= 0.

(14.2.16)

С учетом равенства (14.2.16) уравнение (14.2.13) приводит
нас к равенству

𝜙𝜙1
* +

1
2
𝜙𝜙*
0 = 0.

Отсюда приходим к известному граничному условию для со-
пряженных уравнений в 𝑃𝑃1-приближении:

𝜙𝜙0
* + 2𝜙𝜙1

* = 0 на 𝑆𝑆𝑆

Аналогичным образом могут быть получены граничные
условия для сопряженных уравнений в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что
условия (14.2.13) эквивалентны граничным условиям, которые
формально могут быть получены с помощью соотношений

1∫︁

0

𝜇𝜇2𝑖𝑖+1𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆 = 0, 1, 2 . . . , (14.2.17)

поэтому в дальнейшем мы будем граничные условия для сопря-
женных уравнений получать из соотношения (14.2.17).

Для дальнейших рассмотрений систему граничных условий
(14.2.13) удобно записать в следующем виде:

∑︁
𝑚𝑚

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.18)

где 𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 простым образом выражается через коэффициенты
уравнений (14.2.17).

Итак, сопряженная задача для плоскопараллельной геомет-
рии имеет вид

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

𝑚𝑚 =

=

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

(14.2.19)
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с помощью выражения (14.2.9):
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚

[︀
2𝑚𝑚𝑚𝑚*

2𝑚𝑚−1 + (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+1

]︀
+

∞∑︁
𝑚𝑚=0

[︀
(2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*

2𝑚𝑚+

+(2𝑚𝑚+ 2)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+2

]︀ ∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝜙𝜙2𝑛𝑛 = 0.

(14.2.11)

     Во втором слагаемом формулы (14.2.11) переставим порядки 
суммирования. В результате нетрудно получить

∞∑︁
𝑚𝑚=0

𝜙𝜙2𝑚𝑚

{︀
2𝑚𝑚𝑚𝑚*

2𝑚𝑚−1 + (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*
2𝑚𝑚+1 +

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

[︀
(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙*

2𝑛𝑛+

+(2𝑛𝑛+ 2)𝜙𝜙*
2𝑛𝑛+2

]︀}︀
= 0.

(14.2.12)
Соотношение (14.2.12) будет выполнено, если потребовать, 

чтобы выражения, стоящие в фигурных скобках, были равны 
нулю, то есть

2𝑚𝑚𝑚𝑚*
2𝑚𝑚−1 + (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙*

2𝑚𝑚+1 +

∞∑︁
𝑛𝑛=0

𝐴𝐴𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

[︀
(2𝑛𝑛+ 1)𝜙𝜙*

2𝑛𝑛+

+(2𝑛𝑛+ 2)𝜙𝜙*
2𝑛𝑛+2

]︀
= 0; (𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . ).

(14.2.13)

Полученные соотношения и являются граничными условиями
для системы сопряженных уравнений реактора. Этих условий
достаточно для нахождения решения. В самом деле, если 𝑁𝑁 —
номер приближения, то на одной границе мы получим 𝑁𝑁 + 1

2
условий, а на двух границах — 𝑁𝑁 + 1 условий. Таким образом, 

число граничных условий равно числу уравнений системы.         
     Для примера рассмотрим случай 𝑁𝑁 = 1, то есть 𝑃𝑃1-приближения. 

В этом случае система (14.2.7) вырождается в одно уравнение

𝜙𝜙0 − 2𝜙𝜙1 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.14)
 откуда

𝜙𝜙1 =
1

2
𝜙𝜙0. (14.2.15)

     Исключим из соотношения (14.2.10) нечетные моменты 𝜙𝜙2𝑚𝑚+1
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Следовательно,

𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

2
при 𝑛𝑛 = 0, 𝑚𝑚 = 0;

0 при 𝑛𝑛 ̸= 0, 𝑚𝑚 ̸= 0.

(14.2.16)

С учетом равенства (14.2.16) уравнение (14.2.13) приводит
нас к равенству

𝜙𝜙1
* +

1
2
𝜙𝜙*
0 = 0.

Отсюда приходим к известному граничному условию для со-
пряженных уравнений в 𝑃𝑃1-приближении:

𝜙𝜙0
* + 2𝜙𝜙1

* = 0 на 𝑆𝑆𝑆

Аналогичным образом могут быть получены граничные
условия для сопряженных уравнений в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что
условия (14.2.13) эквивалентны граничным условиям, которые
формально могут быть получены с помощью соотношений

1∫︁

0

𝜇𝜇2𝑖𝑖+1𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧  𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆 = 0, 1, 2 . . . , (14.2.17)

поэтому в дальнейшем мы будем граничные условия для сопря-
женных уравнений получать из соотношения (14.2.17).

Для дальнейших рассмотрений систему граничных условий
(14.2.13) удобно записать в следующем виде:

∑︁
𝑚𝑚

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.18)

где 𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 простым образом выражается через коэффициенты
уравнений (14.2.17).

Итак, сопряженная задача для плоскопараллельной геомет-
рии имеет вид

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕*
𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

𝑚𝑚 =

=

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

(14.2.19)
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∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2

[︁
−𝑚𝑚

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑚𝑚 − (𝑚𝑚+ 1)𝑟𝑟𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚+1
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑚𝑚
+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚𝜙𝜙*
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︁
= 0;

(14.2.24)∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*[︀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (14.2.25)

В  соотношении (14.2.24) изменим индексы суммирования     
с таким расчетом, чтобы можно было вынести за знак 
квадратной скобки функцию 𝜙𝜙𝑚𝑚. Тогда получим

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2𝜙𝜙𝑚𝑚

[︁
−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*

𝑚𝑚+1+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙*
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︁
= 0.

(14.2.26)
Приравняв нулю выражение, стоящее в квадратных скобках,

и поделив на 2𝑚𝑚+1, получим сопряженное уравнение реактора:

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*

𝑚𝑚+1+

+Σ𝜙𝜙*
𝑚𝑚 −

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 0.

(14.2.27)

Для получения граничных условий на внешней поверхности 
реактора воспользуемся соотношением (14.2.25). Это соотно-
шение будет выполнено, если положим

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (14.2.28)

     Полученное равенство совпадает с соответствующим равен-
ством (14.2.5) для плоскопараллельной геометрии. Поступая 
далее таким же образом, как и выше, приходим к граничным 
условиям (14.2.18).

Таким образом, граничные условия для системы сопряжен-
ных уравнений так же, как и для основных, будут одними         
и теми же для плоскопараллельной и сферической геометрий.
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при условии ∑︁
𝑚𝑚

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.20)

Переходим к рассмотрению сопряженных уравнений в слу-
чае сферической геометрии. Для этого будем исходить из урав-
нения (14.1.15), которое запишем в виде

𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+ (𝑚𝑚+ 1)

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙𝑚𝑚+1+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 = (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣).

(14.2.21)

    Уравнение  (14.2.21) умножим почленно на 𝜙𝜙*
𝑚𝑚, результат 

просуммируем по 𝑚𝑚 и проинтегрируем по переменной 𝑣𝑣 по 
объему реактора 𝐺𝐺. Тогда получим

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2𝜙𝜙*

𝑚𝑚

[︁
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

𝑚𝑚+ 1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙𝑚𝑚+1+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

]︁
= 0.

(14.2.22)

     Первые два члена в формуле (14.2.22) проинтегрируем по 𝑟𝑟 

по частям, а в последнем члене переменим порядки инте-
грирования по 𝑣𝑣 и 𝑣𝑣′. Тогда выражение (14.2.22) преобразуем 
к виду

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2

[︁
−𝑚𝑚

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑚𝑚 − (𝑚𝑚+ 1)𝑟𝑟𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚+1
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑚𝑚
+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚𝜙𝜙*
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︁
+

+
∑︁
𝑚𝑚

𝑅𝑅2

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅)

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅) + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1(𝑅𝑅𝑅 𝑅𝑅)

]︀
= 0,

(14.2.23)
где 𝑅𝑅 — радиус внешней границы реактора.

Соотношение (14.2.23) будет выполнено если потребуем,
чтобы выполнялись следующие равенства:
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∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2

[︁
−𝑚𝑚

𝜙𝜙𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑚𝑚 − (𝑚𝑚+ 1)𝑟𝑟𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚+1
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

𝑟𝑟𝑚𝑚
+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚𝜙𝜙*
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︁
= 0;

(14.2.24)∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*[︀𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (14.2.25)

В  соотношении (14.2.24) изменим индексы суммирования     
с таким расчетом, чтобы можно было вынести за знак 
квадратной скобки функцию 𝜙𝜙𝑚𝑚. Тогда получим

∑︁
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑2𝜙𝜙𝑚𝑚

[︁
−𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*

𝑚𝑚+1+

+(2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙*
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︁
= 0.

(14.2.26)
Приравняв нулю выражение, стоящее в квадратных скобках,

и поделив на 2𝑚𝑚+1, получим сопряженное уравнение реактора:

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*

𝑚𝑚+1+

+Σ𝜙𝜙*
𝑚𝑚 −

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) = 0.

(14.2.27)

Для получения граничных условий на внешней поверхности 
реактора воспользуемся соотношением (14.2.25). Это соотно-
шение будет выполнено, если положим

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑚𝑚

[︀
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚−1 + (𝑚𝑚+ 1)𝜙𝜙𝑚𝑚+1

]︀
= 0 при 𝑟𝑟 = 𝑅𝑅𝑅 (14.2.28)

     Полученное равенство совпадает с соответствующим равен-
ством (14.2.5) для плоскопараллельной геометрии. Поступая 
далее таким же образом, как и выше, приходим к граничным 
условиям (14.2.18).

Таким образом, граничные условия для системы сопряжен-
ных уравнений так же, как и для основных, будут одними         
и теми же для плоскопараллельной и сферической геометрий.
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−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

𝑛𝑛+1,1 +
1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛0 =

(2𝑛𝑛+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑛𝑛𝑛0𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

(14.2.31)

при 𝑚𝑚 ≥ 1

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
−

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
×

× 𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1 + 2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

= 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′). (14.2.32)

К системе (14.2.31), (14.2.32) необходимо присоединить гра-
ничные условия, которые получим с помощью соотношения, 
аналогичного (14.2.5):

∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

[︁ (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1 −

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1 −

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

]︁
= 0. (14.2.33)

    Далее, произведя преобразования аналогичные тем, которые 
были осуществлены в формулах (14.2.6)–(14.2.13), приходим      
к граничным условиям для системы сопряженных уравнений∑︁

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.34)

14.3. 𝑃𝑃3-приближение

Сформулируем системы основных и сопряженных уравне-
ний реактора в 𝑃𝑃3-приближении.

1. Плоскопараллельная геометрия. В этом случае система 
основных уравнений реактора принимает вид
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Переходим к рассмотрению одномерной цилиндрической 
геометрии. В этом случае систему уравнений (14.1.21), 
(14.1.22) запишем в следующем виде:

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1−

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ(𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 − 2(2𝑛𝑛+ 1)×

× (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤(𝑚𝑚)

𝑛𝑛 (𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 0, (14.2.29)
где

Σ(𝑚𝑚) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

2
Σ при 𝑚𝑚 = 0;

Σ при 𝑚𝑚 ̸= 0;

𝑤𝑤(𝑚𝑚) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1

2
𝑤𝑤0 при 𝑚𝑚 = 0;

𝑤𝑤𝑚𝑚 при 𝑚𝑚 ̸= 0.

Функции Σ(𝑚𝑚) и 𝑤𝑤(𝑚𝑚) введены в рассмотрение для единообразной 
записи системы уравнений (14.1.21), (14.1.22).

Далее поступим таким же образом, как и в плоском случае, 
с той только разницей, что суммирование следует производить 
по индексам 𝑚𝑚 и 𝑛𝑛 одновременно. В результате приходим к си-
стеме сопряженных уравнений

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
−

−(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ(𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2(2𝑛𝑛+ 1)×

× (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤(𝑚𝑚)
𝑛𝑛 (𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) (14.2.30)

или, переходя от величин Σ(𝑚𝑚), 𝑤𝑤(
𝑛𝑛
𝑚𝑚) к Σ и 𝑤𝑤𝑛𝑛, будем иметь: 

при 𝑚𝑚 = 0
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−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

𝑛𝑛+1,1 +
1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛0 =

(2𝑛𝑛+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑛𝑛𝑛0𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

(14.2.31)

при 𝑚𝑚 ≥ 1

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
−

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
×

× 𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1 + 2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

= 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′). (14.2.32)

К системе (14.2.31), (14.2.32) необходимо присоединить гра-
ничные условия, которые получим с помощью соотношения, 
аналогичного (14.2.5):

∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑚𝑚

𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

[︁ (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1 −

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1 −

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝜙𝜙𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

]︁
= 0. (14.2.33)

    Далее, произведя преобразования аналогичные тем, которые 
были осуществлены в формулах (14.2.6)–(14.2.13), приходим      
к граничным условиям для системы сопряженных уравнений∑︁

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙*
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (14.2.34)

14.3. 𝑃𝑃3-приближение

Сформулируем системы основных и сопряженных уравне-
ний реактора в 𝑃𝑃3-приближении.

1. Плоскопараллельная геометрия. В этом случае система 
основных уравнений реактора принимает вид

14.3. P3-приближение 343
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На внешних границах реактора
4𝜙𝜙*

0 + 8𝜙𝜙*
1 + 5𝜙𝜙*

2 = 0;

10𝜙𝜙*
0 + 24𝜙𝜙*

1 + 25𝜙𝜙*
2 + 16𝜙𝜙*

3 = 0.

}︂
(14.3.6)

2. Сферически-симметричные системы. В этом случае си-

стема основных уравнений реактора имеет вид
1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

2

3

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙2 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

2

5
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝑟𝑟
+

3

5

1

𝑟𝑟4
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟4𝜙𝜙3 +Σ𝜙𝜙2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙2𝑤𝑤2(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

3

7
𝑟𝑟2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙2

𝑟𝑟2
+Σ𝜙𝜙3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙3𝑤𝑤3(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.7)

В качестве граничных условий примем следующие:

в центре реактора
𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.8)

на внешней поверхности реактора
4𝜙𝜙0 − 8𝜙𝜙1 + 5𝜙𝜙2 = 0;

10𝜙𝜙0 − 24𝜙𝜙1 + 25𝜙𝜙2 − 16𝜙𝜙3 = 0.

}︂
(14.3.9)

Система сопряженных уравнений реактора для сферически 

симметричных областей имеет вид

− 1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

1 +Σ𝜙𝜙*
0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2

3
+

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙*

2 +Σ𝜙𝜙*
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−2

5
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
1

𝑟𝑟
− 3

5

1

𝑟𝑟4
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟4𝜙𝜙*

3 +Σ𝜙𝜙*
2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

2𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−3

7
𝑟𝑟2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
2

𝑟𝑟2
+Σ𝜙𝜙*

3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

3𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.10)
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𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

2

3

𝜙𝜙2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

2

5

𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

3

5

𝜙𝜙3

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙2𝑤𝑤2(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

3

7

𝜙𝜙2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙3𝑤𝑤3(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.1)

Граничные условия в центре реактора имеют вид

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑧𝑧 = 0. (14.3.2)

На внешних границах реактора
4𝜙𝜙0 − 8𝜙𝜙1 + 5𝜙𝜙2 = 0;

10𝜙𝜙0 − 24𝜙𝜙1 + 25𝜙𝜙2 − 16𝜙𝜙3 = 0.

}︂
(14.3.3)

Далее, запишем систему сопряженных уравнений реактора 
в плоскопараллельной геометрии:

−𝜕𝜕𝜕𝜕*
1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2

3

𝜙𝜙*
2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−2

5

𝜕𝜕𝜕𝜕*
1

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 3

5

𝜙𝜙*
3

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

2𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−3

7

𝜙𝜙*
2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙*

3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

3𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.4)

В качестве граничных условий примем следующие в центре
реактора:

𝜕𝜕𝜕𝜕*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕*
2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

при 𝑧𝑧 = 0. (14.3.5)
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На внешних границах реактора
4𝜙𝜙*

0 + 8𝜙𝜙*
1 + 5𝜙𝜙*

2 = 0;

10𝜙𝜙*
0 + 24𝜙𝜙*

1 + 25𝜙𝜙*
2 + 16𝜙𝜙*

3 = 0.

}︂
(14.3.6)

2. Сферически-симметричные системы. В этом случае си-

стема основных уравнений реактора имеет вид
1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

2

3

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙2 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

2

5
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝑟𝑟
+

3

5

1

𝑟𝑟4
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟4𝜙𝜙3 +Σ𝜙𝜙2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙2𝑤𝑤2(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

3

7
𝑟𝑟2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙2

𝑟𝑟2
+Σ𝜙𝜙3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙3𝑤𝑤3(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.7)

В качестве граничных условий примем следующие:

в центре реактора
𝜕𝜕𝜕𝜕0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.8)

на внешней поверхности реактора
4𝜙𝜙0 − 8𝜙𝜙1 + 5𝜙𝜙2 = 0;

10𝜙𝜙0 − 24𝜙𝜙1 + 25𝜙𝜙2 − 16𝜙𝜙3 = 0.

}︂
(14.3.9)

Система сопряженных уравнений реактора для сферически 

симметричных областей имеет вид

− 1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

1 +Σ𝜙𝜙*
0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3

𝜕𝜕𝜕𝜕*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 2

3
+

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙*

2 +Σ𝜙𝜙*
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−2

5
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
1

𝑟𝑟
− 3

5

1

𝑟𝑟4
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟4𝜙𝜙*

3 +Σ𝜙𝜙*
2 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

2𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−3

7
𝑟𝑟2

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
2

𝑟𝑟2
+Σ𝜙𝜙*

3 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

3𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.10)
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16𝜙𝜙00 − 10𝜙𝜙20 + 5𝜙𝜙22 − 32𝜙𝜙11 = 0;

−40𝜙𝜙00 + 250𝜙𝜙20 − 25𝜙𝜙22 + 128𝜙𝜙11 − 128𝜙𝜙31 = 0;

120𝜙𝜙00 − 150𝜙𝜙20 + 175𝜙𝜙22 − 384𝜙𝜙11 + 64𝜙𝜙31 − 32𝜙𝜙33 = 0

⎫
⎬
⎭ на 𝑆𝑆𝑆

(14.3.15)
Система сопряженных уравнений реактора в одномерной 

цилиндрической геометрии имеет вид

−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

11 +Σ𝜙𝜙*
00 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

00𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

31 +
1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

11 + 5Σ𝜙𝜙*
20 = 5

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

20𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
11

𝑟𝑟
+

1

6
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
31

𝑟𝑟
− 1

12

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙*

33 +
5

6
Σ𝜙𝜙*

22 =

=
5

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

22𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝜕𝜕𝜕𝜕*
00

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕*

20

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 1

2

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

22 + 3Σ𝜙𝜙*
11 =

= 3

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

11𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝜕𝜕𝜕𝜕*
20

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1

12

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

22 +
7

6
Σ𝜙𝜙*

31 =
7

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

31𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
22

𝑟𝑟2
+

7

15
Σ𝜙𝜙*

33 =
7

15

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

33𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.16)

В качестве граничных условий для сопряженных уравнений
примем:

в центре системы
𝜕𝜕𝜕𝜕*

00

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕*
20

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕*
22

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.17)

на внешней границе
16𝜙𝜙*

00 − 10𝜙𝜙*
20 + 5𝜙𝜙*

22 + 32𝜙𝜙*
11 = 0;

40𝜙𝜙*
00 − 250𝜙𝜙*

20 + 25𝜙𝜙*
22 + 128𝜙𝜙*

11 − 128𝜙𝜙*
31 = 0;

120𝜙𝜙*
00 − 150𝜙𝜙*

20 + 175𝜙𝜙*
22 + 384𝜙𝜙*

11 − 64𝜙𝜙*
31 + 32𝜙𝜙*

33 = 0.

⎫⎬
⎭ (14.3.18)

на внешней границе реактора
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     Выберем следующие граничные условия:
     в центре реактора

𝜕𝜕𝜕𝜕*
0

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕*
2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.11)

на внешней границе реактора

4𝜙𝜙*
0 + 8𝜙𝜙*

1 + 5𝜙𝜙*
2 = 0;

10𝜙𝜙*
0 + 24𝜙𝜙*

1 + 25𝜙𝜙*
2 + 16𝜙𝜙*

3 = 0.

}︂
(14.3.12)

3. Одномерные цилиндрические системы. В этом случае
система основных уравнений реактора принимает вид

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟11 +Σ𝜙𝜙00 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙00𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟31 −

1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟11 + 5Σ𝜙𝜙20 = 5

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙20𝑤𝑤2(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙11

𝑟𝑟
− 1

6
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙31

𝑟𝑟
+

1

12

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙33 +

5

6
Σ𝜙𝜙22 =

=
5

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙22𝑤𝑤2(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

𝜕𝜕𝜕𝜕00

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝜕𝜕𝜕𝜕20

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1

2

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙22 + 3Σ𝜙𝜙11 =

= 3

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙11𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

𝜕𝜕𝜕𝜕20

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 1

12

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙22 +

7

6
Σ𝜙𝜙31 =

7

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙31𝑤𝑤3(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣);

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙22

𝑟𝑟2
+

7

15
Σ𝜙𝜙33 =

7

15

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙33𝑤𝑤3(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.13)

В качестве граничных условий примем следующие: 
в центре реактора

𝜕𝜕𝜕𝜕00

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕20

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕22

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.14)
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16𝜙𝜙00 − 10𝜙𝜙20 + 5𝜙𝜙22 − 32𝜙𝜙11 = 0;

−40𝜙𝜙00 + 250𝜙𝜙20 − 25𝜙𝜙22 + 128𝜙𝜙11 − 128𝜙𝜙31 = 0;

120𝜙𝜙00 − 150𝜙𝜙20 + 175𝜙𝜙22 − 384𝜙𝜙11 + 64𝜙𝜙31 − 32𝜙𝜙33 = 0

⎫
⎬
⎭ на 𝑆𝑆𝑆

(14.3.15)
Система сопряженных уравнений реактора в одномерной 

цилиндрической геометрии имеет вид

−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

11 +Σ𝜙𝜙*
00 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

00𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

31 +
1

𝑟𝑟

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟𝑟𝑟*

11 + 5Σ𝜙𝜙*
20 = 5

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

20𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
11

𝑟𝑟
+

1

6
𝑟𝑟
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
31

𝑟𝑟
− 1

12

1

𝑟𝑟3
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟3𝜙𝜙*

33 +
5

6
Σ𝜙𝜙*

22 =

=
5

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

22𝑤𝑤2(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝜕𝜕𝜕𝜕*
00

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 𝜕𝜕𝜕𝜕*

20

𝜕𝜕𝜕𝜕
− 1

2

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

22 + 3Σ𝜙𝜙*
11 =

= 3

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

11𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝜕𝜕𝜕𝜕*
20

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

1

12

1

𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑟𝑟2𝜙𝜙*

22 +
7

6
Σ𝜙𝜙*

31 =
7

6

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

31𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−𝑟𝑟2
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜙𝜙*
22

𝑟𝑟2
+

7

15
Σ𝜙𝜙*

33 =
7

15

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

33𝑤𝑤3(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(14.3.16)

В качестве граничных условий для сопряженных уравнений
примем:

в центре системы
𝜕𝜕𝜕𝜕*

00

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕*
20

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,

𝜕𝜕𝜕𝜕*
22

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0 при 𝑟𝑟 = 0; (14.3.17)

на внешней границе
16𝜙𝜙*

00 − 10𝜙𝜙*
20 + 5𝜙𝜙*

22 + 32𝜙𝜙*
11 = 0;

40𝜙𝜙*
00 − 250𝜙𝜙*

20 + 25𝜙𝜙*
22 + 128𝜙𝜙*

11 − 128𝜙𝜙*
31 = 0;

120𝜙𝜙*
00 − 150𝜙𝜙*

20 + 175𝜙𝜙*
22 + 384𝜙𝜙*

11 − 64𝜙𝜙*
31 + 32𝜙𝜙*

33 = 0.

⎫⎬
⎭ (14.3.18)

на внешней границе реактора

14.3. P3-приближение 347



358 Гл. 15. Многогрупповые кинетические уравнения реактора

Решение этого уравнения пусть удовлетворяет граничному
условию

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (15.1.2)

     Задачу (15.1.1), (15.1.2) будем называть невозмущенной.
Как известно, сопряженной задачей по отношению к данной 

является следующая:

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′); (15.1.3)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.1.4)

Рассмотрим теперь возмущенную задачу, которая отлича-
ется от задачи невозмущенной тем, что в ней величины Σ и 𝑤𝑤

выбраны кусочно-постоянными функциями своих аргументов
с возможными разрывами первого рода на границах групп.
Решения возмущенных задач будем отмечать штрихом.

Тогда основное уравнение реактора будет иметь вид

Ω∇𝜙𝜙′ +Σ′𝜙𝜙′ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤′ (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) (15.1.5)

при условии, что

𝜙𝜙′(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (15.1.6)

и сопряженное уравнение —

−Ω∇𝜙𝜙*′ +Σ′𝜙𝜙*′ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤′ (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) (15.1.7)

при условии, что

𝜙𝜙*′(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.1.8)

15.2. Формулы усреднения для групповых
констант

Если основным результатом наших вычислений является
критический размер реактора, то групповые константы Σ′ и 𝑤𝑤′

можно выбрать таким образом, чтобы в невозмущенной и воз-
мущенной задачах значение критического размера осталось

Глава 15. 357

15
Многогрупповые кинетические
уравнения реактора

15.1. Основные положения

Наиболее эффективным методом расчета ядерных реакто-
ров является многогрупповой метод. Сущность метода состоит 
в том, что весь интервал скоростей нейтронов разбивается на 
ряд частичных интервалов — групп, в пределах которых 
сечения ядерных процессов предполагаются не зависящими от 
скоростей нейтронов. В действительности, однако, сечения 
ядерных процессов, как правило, существенно зависят от 
скоростей нейтронов, в силу чего становится очевидной 
необходимость рационального усреднения физических кон-
стант многогруппового расчета.

Ввиду того, что любое усреднение всегда связано с допол-
нительными погрешностями в решении задачи, то необходимо 
пользоваться такими методами усреднения, которые бы дава-
ли минимальную погрешность в наиболее важной физической 
характеристике реактора.

Такой характеристикой реактора, например, является его 
критический размер; если реактор не критический, то таким 
является параметр 𝐾𝐾эфф или любой из функционалов, опреде-
ленных в главе 12.

В настоящей главе будут получены многогрупповые системы 
основных и сопряженных уравнений реактора и одновременно 
найден способ усреднения групповых констант.

Рассмотрим интегро-дифференциальное уравнение Больц-
мана в следующем виде:

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (15.1.1)

Глава 15.348
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Решение этого уравнения пусть удовлетворяет граничному
условию

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (15.1.2)

     Задачу (15.1.1), (15.1.2) будем называть невозмущенной.
Как известно, сопряженной задачей по отношению к данной 

является следующая:

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤 (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′); (15.1.3)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.1.4)

Рассмотрим теперь возмущенную задачу, которая отлича-
ется от задачи невозмущенной тем, что в ней величины Σ и 𝑤𝑤

выбраны кусочно-постоянными функциями своих аргументов
с возможными разрывами первого рода на границах групп.
Решения возмущенных задач будем отмечать штрихом.

Тогда основное уравнение реактора будет иметь вид

Ω∇𝜙𝜙′ +Σ′𝜙𝜙′ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙′(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤′ (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) (15.1.5)

при условии, что

𝜙𝜙′(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0, (15.1.6)

и сопряженное уравнение —

−Ω∇𝜙𝜙*′ +Σ′𝜙𝜙*′ =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤′ (𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) (15.1.7)

при условии, что

𝜙𝜙*′(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.1.8)

15.2. Формулы усреднения для групповых
констант

Если основным результатом наших вычислений является
критический размер реактора, то групповые константы Σ′ и 𝑤𝑤′

можно выбрать таким образом, чтобы в невозмущенной и воз-
мущенной задачах значение критического размера осталось
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∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤

]︀
= 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.5)

где 𝐺𝐺𝑛𝑛 — фиксированные зоны реактора, и потребуем, чтобы
выполнялись следующие равенства:

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤

]︀
= 0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.6)

     Из  соотношений  (15.2.6) найдем  величины Σ𝑗𝑗 и 𝑗𝑗𝑤𝑤→𝑙𝑙. Они бу-
дут определяться следующими формулами:

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝜙𝜙*′

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′
;

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.7)

Существенной особенностью полученных формул является
то, что они приводят к групповым величинам, усредненным как
с потоком нейтронов в группе 𝜙𝜙, так и с ценностью их в возму-
щенной задаче 𝜙𝜙*′.
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неизменным. При выполнении этого условия возмущенную
задачу будем называть «эквивалентной» невозмущенной.

Для нахождения групповых констант будем поступать сле-
дующим образом. Умножим уравнение (15.1.1) почленно на 𝜙𝜙*′

и результат проинтегрируем по всей области определения ре-
шения задачи. Далее, умножим уравнение (15.1.7) на 𝜙𝜙 и ре-
зультат также проинтегрируем по указанной области. Вычитая
одно из полученных соотношений из другого, придем к следу-
ющему основному функционалу:

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ +

+

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑤𝑤′(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

−
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝜙𝜙(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = 0. (15.2.1)

     Здесь мы воспользовались тем фактом, что при граничных 
условиях (15.1.2) и (15.1.8)

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜙𝜙*′Ω∇𝜙𝜙+Ω∇𝜙𝜙*′) = 0. (15.2.2)

     Изменив порядки интегрирования  в  последнем слагаемом 
формулы (15.2.3), получим

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′)𝜙𝜙𝜙𝜙*′−

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′ ×

×
[︀
𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︀
= 0. (15.2.3)

     Потребуем, чтобы  оба  слагаемых  в  соотношении  (15.2.3) 
порознь обращались в нуль, то есть∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′[︀𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

−𝑤𝑤′(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.4)

Формулы (15.2.4) представим в следующем виде:
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∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤

]︀
= 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.5)

где 𝐺𝐺𝑛𝑛 — фиксированные зоны реактора, и потребуем, чтобы
выполнялись следующие равенства:

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤

]︀
= 0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.6)

     Из  соотношений  (15.2.6) найдем  величины Σ𝑗𝑗 и 𝑗𝑗𝑤𝑤→𝑙𝑙. Они бу-
дут определяться следующими формулами:

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝜙𝜙*′

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′
;

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.7)

Существенной особенностью полученных формул является
то, что они приводят к групповым величинам, усредненным как
с потоком нейтронов в группе 𝜙𝜙, так и с ценностью их в возму-
щенной задаче 𝜙𝜙*′.
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∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚

]︀
𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0) = 0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.9)

     Отсюда следует, что величины Σ𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑤𝑤
→
𝑚𝑚
𝑙𝑙 можно определить сле-

дующими формулами:

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝜙𝜙*′

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′
; (15.2.10)

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

. (15.2.11)

   Если предположить, что функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ не зависят от ази-
мута, то выражения (15.2.11) можно существенно упростить, 
записав в виде

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
𝑚𝑚

; (15.2.12)

𝜙𝜙𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙𝜙𝜙𝑚𝑚(𝜇𝜇);

𝜙𝜙*′
𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇).

⎫⎪⎬
⎪⎭

(15.2.13)

Метод усредненных физических констант в пределах групп
в виде (15.2.11) будем называть простейшим. Этот метод при-
водит к многогрупповой системе уравнений реактора, решение
которой позволяет найти правильный критический размер ре-
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Из формулы (15.2.7) следует, что для вычисления группо-
вых констант требуется знание решения задачи, которое зара-
нее неизвестно. Тем не менее формулы (15.2.7) можно исполь-
зовать для получения групповых констант. В самом деле, фор-
мулы (15.2.7) представлены в виде дробных функционалов. Та-
ким образом, если решения задачи 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ известны с некоторой 
погрешностью, то формулы (15.2.7) слабо чувствительны к по-
грешностям. А это значит, что для вычисления групповых кон-
стант можно пользоваться приближенными решениями.

В заключение необходимо обратить внимание на тот факт, 
что формулы (15.2.7) точны в пределе, когда Σ и 𝑤𝑤 постоянны 
в пределах данной группы. Если же эти величины слабо изме-
няются в интервале группы, то использование приближенных 
решений 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ в качестве весовых функций должно привести 
к удовлетворительному результату при вычислении многогруп-
повой системы констант.

Приведем некоторые обобщения изложенной теории на слу-
чай более детального учета анизотропии рассеяния в много-
групповой системе констант. Формулы (15.2.7) дают возмож-
ность получить групповые величины 𝑗𝑗𝑤𝑤→𝑙𝑙, не зависящие от Ω′

и Ω. В ряде случаев, однако, требуется более детальное рас-
смотрение спектра нейтронов в реакторе, так что использова-
ние для расчетов многогрупповой системы с эффективным изо-
тропным законом рассеяния нейтронов не оказывается доста-
точным.

Для получения многогрупповой системы с анизотропным 
рассеянием будем поступать следующим образом.

Функцию  рассеяния  нейтронов  представим  в  виде  ряда 
по полиномам Лежандра:

𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0);

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤 (𝜇𝜇0) =

1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)
𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.8)

     Рассмотрим  далее  соотношения  (15.2.6),  которые  теперь 
запишутся в виде
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∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝜙𝜙*′ = 0;

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′×

×
[︀
𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)−

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚

]︀
𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0) = 0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.9)

     Отсюда следует, что величины Σ𝑗𝑗 𝑗𝑗𝑤𝑤
→
𝑚𝑚
𝑙𝑙 можно определить сле-

дующими формулами:

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝜙𝜙*′

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′
; (15.2.10)

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

. (15.2.11)

   Если предположить, что функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ не зависят от ази-
мута, то выражения (15.2.11) можно существенно упростить, 
записав в виде

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
𝑚𝑚

; (15.2.12)

𝜙𝜙𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙𝜙𝜙𝑚𝑚(𝜇𝜇);

𝜙𝜙*′
𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇).

⎫⎪⎬
⎪⎭

(15.2.13)

Метод усредненных физических констант в пределах групп
в виде (15.2.11) будем называть простейшим. Этот метод при-
водит к многогрупповой системе уравнений реактора, решение
которой позволяет найти правильный критический размер ре-
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в спектре нейтронов за счет существенного увеличения 
объема вычислительной работы. Поэтому в дальнейшем будем 
предполагать, что 𝐴𝐴*(𝑣𝑣) = 1.

15.3. Многогрупповая система основных
и сопряженных уравнений реактора

Рассмотрим эквивалентную задачу для потока нейтронов.
Если ради простоты опустить штрихи при функциях 𝜙𝜙 и вели-
чинах Σ и 𝑤𝑤(Ω → Ω′), то задача определения критической массы
и потока нейтронов будет сведена к решению кинетического
уравнения

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) (15.3.1)

при условии

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (15.3.2)

     Умножим уравнение (15.3.1) почленно на 𝑑𝑑𝑑𝑑 и проинтегри-
руем по переменной 𝑣𝑣 в пределах группы 𝑣𝑣𝑗𝑗−1 < 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣𝑗𝑗 :

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (15.3.3)

     Здесь

𝜙𝜙𝑗𝑗 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Рассмотрим интеграл в правой части уравнения (15.3.3):

A𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (15.3.4)

     Представив  интеграл  (15.3.4)  в виде суммы интегралов по 
группам 𝑣𝑣𝑙𝑙−1 < 𝑣𝑣′ < 𝑣𝑣𝑙𝑙, нетрудно перейти к следующей формуле:

A𝜙𝜙 =
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙(r,Ω)

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤 (𝜇𝜇0)Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 ,
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актора. Однако средние по группам потоки нейтронов могут и 
отличаться от истинных, полученных при решении основного 
уравнения замедления. Для того чтобы как можно точнее при-
близиться и к нейтронным потокам, допустимо вывод 
групповых констант несколько обобщить. Так, основное 
уравнение (15.1.1) следует умножить на 𝐴𝐴*(𝑣𝑣)𝜙𝜙*′ , а уравнение 
(15.1.7) на 𝐴𝐴*(𝑣𝑣)𝜙𝜙 и далее совершить все преобразования, 
указанные при получении формулы (15.2.1). В результате этих 
преобразований приходим к следующим формулам усреднения:

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐴𝐴*𝜙𝜙𝜙𝜙*′

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝜙𝜙𝜙𝜙*′
;

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝐴𝐴*𝜙𝜙*′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝐴𝐴*𝜙𝜙*′𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.2.14)
До сих пор вид функции 𝐴𝐴*(𝑣𝑣) не фиксировался. Если, в част-

ности, положить 𝐴𝐴* = 1, то приходим к простейшим формулам
усреднения констант. В различных задачах функцию 𝐴𝐴*(𝑣𝑣) мож-
но выбирать по-разному, исходя из физического существа зада-
чи. Если мы имеем дело с задачей на критический размер, то
в качестве величины 𝐴𝐴*(𝑣𝑣) можно, например, взять решение со-
пряженной задачи, проинтегрированное по объему реактора,
то есть

𝐴𝐴*(𝑣𝑣) =

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝜙𝜙*
0(r, 𝑣𝑣), (15.2.15)

причем функцию 𝜙𝜙*
0(r, 𝑣𝑣) можно найти с помощью решения при-

ближенной задачи, например, в 𝑃𝑃1-приближении.
Следует отметить, что в большинстве случаев удобнее все-

го выбрать 𝐴𝐴* равным единице, особенно в тех случаях, когда
число групп достаточно велико.

Так как мы будем предполагать, что число групп велико, то
нам нет необходимости стремиться к небольшим уточнениям
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в спектре нейтронов за счет существенного увеличения 
объема вычислительной работы. Поэтому в дальнейшем будем 
предполагать, что 𝐴𝐴*(𝑣𝑣) = 1.

15.3. Многогрупповая система основных
и сопряженных уравнений реактора

Рассмотрим эквивалентную задачу для потока нейтронов.
Если ради простоты опустить штрихи при функциях 𝜙𝜙 и вели-
чинах Σ и 𝑤𝑤(Ω → Ω′), то задача определения критической массы
и потока нейтронов будет сведена к решению кинетического
уравнения

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) (15.3.1)

при условии

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (15.3.2)

     Умножим уравнение (15.3.1) почленно на 𝑑𝑑𝑑𝑑 и проинтегри-
руем по переменной 𝑣𝑣 в пределах группы 𝑣𝑣𝑗𝑗−1 < 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣𝑗𝑗 :

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (15.3.3)

     Здесь

𝜙𝜙𝑗𝑗 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Рассмотрим интеграл в правой части уравнения (15.3.3):

A𝜙𝜙 =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣). (15.3.4)

     Представив  интеграл  (15.3.4)  в виде суммы интегралов по 
группам 𝑣𝑣𝑙𝑙−1 < 𝑣𝑣′ < 𝑣𝑣𝑙𝑙, нетрудно перейти к следующей формуле:

A𝜙𝜙 =
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙(r,Ω)

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤 (𝜇𝜇0)Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 ,
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𝜙𝜙*𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.3.12)

Итак, мы пришли к многогрупповой системе сопряженных 
кинетических уравнений реактора. Нетрудно показать, что за-
дача (15.3.11), (15.3.12) действительно является сопряженной 
по отношению к задаче (15.3.7), (15.3.8). Для этого достаточно 
проверить соотношение

(𝜙𝜙*, L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙 L*𝜙𝜙*),

где 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙* — вектор-функции, компонентами которых являются 
решения соответствующих многогрупповых задач.

В заключение приведем формулы для многогруппового рас-
чета, учитывающие свойства функции 𝜙𝜙*.

Ввиду того, что сопряженная функция 𝜙𝜙*′ не зависит от ско-
рости нейтрона в пределах группы, получаем

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗

;

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ (𝜇𝜇0) =
Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)
𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0) ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.3.13)

где

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑙𝑙 ∫︀ 𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑙𝑙

∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

. (15.3.14)

     В формулах (15.3.13) и (15.3.14) величины 𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) являют-
ся коэффициентами разложения функции 𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) в ряд по 
полиномам Лежандра

𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0).

В том случае, когда величины 𝜙𝜙*′𝑙𝑙 и 𝜙𝜙 не зависят от азимута,
формулу (15.3.14) можно упростить, воспользовавшись теоре-
мой сложения [337].
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где
Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 = 𝑣𝑣𝑗𝑗 − 𝑣𝑣𝑗𝑗−1. (15.3.5)

     Введем обозначение

𝑙𝑙→𝑗𝑗∑︁
(𝜇𝜇0) =

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤 (𝜇𝜇0)Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 . (15.3.6)

     Тогда  многогрупповая  система  кинетических  уравнений 
реактора запишется в виде

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 =
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙(r,Ω′)

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) (15.3.7)

с граничными условиями

𝜙𝜙𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0. (15.3.8)

Для получения многогрупповой системы сопряженных урав-
нений реактора будем исходить из эквивалентного сопряжен-
ного уравнения (15.1.7). Опустив штрихи при функциях 𝜙𝜙*′ и фи-
зических параметрах, запишем

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* =

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′). (15.3.9)

Для интервала скоростей 𝑣𝑣𝑗𝑗−1 < 𝑣𝑣 𝑣 𝑣𝑣𝑗𝑗 уравнение (15.3.9)
можно записать в следующем виде:

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙* =
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁ 𝑣𝑣𝑙𝑙

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)
𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤 (𝜇𝜇0). (15.3.10)

     Анализ уравнения (15.3.10) показывает, что его решение на 
интервале 𝑣𝑣𝑗𝑗−1 < 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣𝑗𝑗 есть функция, слабо зависящая от скоро-
сти. Физически это означает, что ценность нейтронов в группе 
слабо зависит от скорости, если физические параметры оказы-
ваются постоянными по группе. Соответствующие функции бу-
дем обозначать 𝜙𝜙*𝑗𝑗 (r, Ω). Тогда уравнение (15.3.10) перепишется 
так:

−Ω∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 =
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙*𝑙𝑙(r,Ω′)

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ (𝜇𝜇0). (15.3.11)

     Граничными  условиями  для  уравнений  (15.3.11)  будут 
следующие:
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𝜙𝜙*𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0. (15.3.12)

Итак, мы пришли к многогрупповой системе сопряженных 
кинетических уравнений реактора. Нетрудно показать, что за-
дача (15.3.11), (15.3.12) действительно является сопряженной 
по отношению к задаче (15.3.7), (15.3.8). Для этого достаточно 
проверить соотношение

(𝜙𝜙*, L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙 L*𝜙𝜙*),

где 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙* — вектор-функции, компонентами которых являются 
решения соответствующих многогрупповых задач.

В заключение приведем формулы для многогруппового рас-
чета, учитывающие свойства функции 𝜙𝜙*.

Ввиду того, что сопряженная функция 𝜙𝜙*′ не зависит от ско-
рости нейтрона в пределах группы, получаем

Σ𝑗𝑗 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗

;

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ (𝜇𝜇0) =
Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)
𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚 𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0) ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(15.3.13)

где

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑙𝑙 ∫︀ 𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑙𝑙

∫︀
𝑑𝑑Ω′

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚(𝜇𝜇0)

. (15.3.14)

     В формулах (15.3.13) и (15.3.14) величины 𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) являют-
ся коэффициентами разложения функции 𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) в ряд по 
полиномам Лежандра

𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) =
1

4𝜋𝜋

∞∑︁
𝑚𝑚=0

(2𝑚𝑚+ 1)𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)𝑃𝑃𝑚𝑚(𝜇𝜇0).

В том случае, когда величины 𝜙𝜙*′𝑙𝑙 и 𝜙𝜙 не зависят от азимута,
формулу (15.3.14) можно упростить, воспользовавшись теоре-
мой сложения [337].
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Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑓𝑓;

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(15.4.1)

где 𝑓𝑓 — заданная функция источников нейтронов.
Пусть

𝐽𝐽𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ) (15.4.2)

— рассматриваемый линейный функционал. Тогда сопряжен-
ная задача по отношению к функционалу (15.4.2) будет следу-
ющая:

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑝𝑝;

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(15.4.3)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

     Задачи (15.4.1) и (15.4.2) будем называть невозмущенными.
Введем в рассмотрение возмущенные задачи, которые отли-

чаются от невозмущенных тем, что функции Σ и 𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣), 
входящие в соответствующие уравнения, заменяются величи-
нами, не зависящими в пределах групп от скорости нейтрона.

Запишем формулу теории возмущений для функционала 
𝐽𝐽𝑝𝑝[𝜙𝜙]:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝[𝜙𝜙] = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

[︁
(Σ′ − Σ)𝜙𝜙𝜙𝜙*−

− 𝜙𝜙

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′[︀𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︀]︁
, (15.4.4)

где штрихом отмечены функции, соответствующие возмущен-
ной задаче.

Потребуем теперь, чтобы 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 0. Рассуждая далее, так же как
и в случае задачи на критический размер реактора, приходим
к следующим задачам:

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 −
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙(r,Ω′)

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) = 𝑓𝑓 𝑗𝑗 ;

𝜙𝜙𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.4.5)
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В результате будем иметь

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤𝑚𝑚=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

, (15.3.14′)

где 𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑚𝑚 и 𝜙𝜙𝑚𝑚 — коэффициенты разложений соответствующих ре-

шений в ряды по полиномам Лежандра.
Величины Σ𝑗𝑗 и

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ можно представить в виде суммы соответ-
ствующих величин различных ядерных процессов:

Σ𝑗𝑗 = Σ𝑗𝑗
𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑒𝑒 +Σ𝑗𝑗
𝑖𝑖𝑖𝑖,

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ (𝜇𝜇0) =
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 (𝜇𝜇0)+
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑓𝑓 ,

}︃
(15.3.15)

причем новые величины также определяются формулами 
(15.3.13).

15.4. Дальнейшие обобщения метода групп

До сих пор мы интересовались однородными задачами 
на критический размер реактора. Однако во многих случаях 
приходится иметь дело с задачами неоднородными. Для ре-
шения таких задач можно воспользоваться многогрупповым 
методом, сформулированным в предыдущих параграфах главы. 
Однако соответствующие многогрупповые уравнения не бу-
дут в таком случае «наилучшими» с точки зрения существа 
задачи.

В самом деле, указанные многогрупповые уравнения по-
строены таким образом, чтобы критический размер реактора, 
рассчитанный с помощью многогрупповой системы, был пра-
вильным. Что касается неоднородных задач, то они связаны 
с отысканием тех или иных линейных функционалов, обсуж-
денных в главе 12. В этом случае, очевидно, многогрупповые 
системы уравнений желательно получить в предположении, 
что интересующий нас функционал в результате перехода от 
невозмущенной задачи к многогрупповой не изменится.

Итак, рассмотрим задачу
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Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙−
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣′, Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) = 𝑓𝑓;

𝜙𝜙(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(15.4.1)

где 𝑓𝑓 — заданная функция источников нейтронов.
Пусть

𝐽𝐽𝑝𝑝[𝜙𝜙] = (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 ) (15.4.2)

— рассматриваемый линейный функционал. Тогда сопряжен-
ная задача по отношению к функционалу (15.4.2) будет следу-
ющая:

−Ω∇𝜙𝜙* +Σ𝜙𝜙* −
∫︁

𝑑𝑑Ω′
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣′,Ω′)𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣) = 𝑝𝑝;

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(15.4.3)

𝜙𝜙*(r, 𝑣𝑣𝑣 Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

     Задачи (15.4.1) и (15.4.2) будем называть невозмущенными.
Введем в рассмотрение возмущенные задачи, которые отли-

чаются от невозмущенных тем, что функции Σ и 𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣), 
входящие в соответствующие уравнения, заменяются величи-
нами, не зависящими в пределах групп от скорости нейтрона.

Запишем формулу теории возмущений для функционала 
𝐽𝐽𝑝𝑝[𝜙𝜙]:

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑝𝑝[𝜙𝜙] = −
∫︁

𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

[︁
(Σ′ − Σ)𝜙𝜙𝜙𝜙*−

− 𝜙𝜙

∫︁
𝑑𝑑Ω′

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′[︀𝑤𝑤(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′(𝜇𝜇0, 𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

]︀]︁
, (15.4.4)

где штрихом отмечены функции, соответствующие возмущен-
ной задаче.

Потребуем теперь, чтобы 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 0. Рассуждая далее, так же как
и в случае задачи на критический размер реактора, приходим
к следующим задачам:

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 −
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙(r,Ω′)

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) = 𝑓𝑓 𝑗𝑗 ;

𝜙𝜙𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.4.5)
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Σ
′𝑗𝑗 = Σ𝑗𝑗 + 𝛿𝛿Σ𝑗𝑗 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ +𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ .

⎫⎬
⎭ (15.5.2)

Запишем возмущенную систему уравнений реактора:

−Ω∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗 +Σ
′𝑗𝑗𝜙𝜙*′𝑗𝑗 −

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙*′𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ′ (𝜇𝜇0) = 0;

𝜙𝜙*′𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.5.3)

В качестве характеристического параметра задачи примем

𝜆𝜆=
1

𝐾𝐾эфф
. В этом случае величины

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ необходимо пред-

ставить в виде
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆′

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑓𝑓 ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.5.4)

где 𝜆𝜆′ = 𝜆𝜆+ 𝛿𝛿𝛿𝛿, причем 𝛿𝛿𝛿𝛿 — искомая величина.
Уравнения (15.5.1) почленно умножим на 𝜙𝜙*′𝑗𝑗 и просумми-

руем по всем 𝑗𝑗, а уравнения (15.5.3) умножим на 𝜙𝜙𝑗𝑗 и также
просуммируем по 𝑗𝑗. Полученные соотношения проинтегрируем
по всему объему реактора, по всем телесным углам единичной
сферы и вычтем одно из другого. Тогда, используя свойства со-
пряженности, а также граничные условия для функций 𝜙𝜙𝑗𝑗 и 𝜙𝜙*′𝑗𝑗,
нетрудно прийти к следующему равенству:

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝛿𝛿Σ𝜙𝜙𝑗𝑗𝜙𝜙*′𝑗𝑗 −

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙 ×

×
[︁
𝛿𝛿

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆′𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓 +𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑓𝑓

]︁
= 0. (15.5.5)

Разрешив соотношение (15.5.5) относительно 𝛿𝛿𝛿𝛿, получим1)

1)Формулы (15.5.6) и (15.5.7) получены в работе [363].
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где

𝑓𝑓 𝑗𝑗 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑(r, 𝑣𝑣𝑣Ω) (15.4.6)

для основных уравнений, и

−Ω∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 −
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙*𝑙𝑙(r,Ω′)

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ (𝜇𝜇0) = 𝑝𝑝𝑗𝑗 ;

𝜙𝜙*𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0,

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.4.7)

где

𝑝𝑝𝑗𝑗 =
1

Δ𝑣𝑣𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑

для сопряженных уравнений.
Здесь величины Σ𝑗𝑗 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) снова определяются формула-
ми (15.3.13), где в качестве функции 𝜙𝜙 и 𝜙𝜙*′ необходимо взять
решения соответствующих неоднородных задач.

15.5. Многогрупповая теория возмущений

На основе полученных многогрупповых систем основных
и сопряженных уравнений реактора можно сформулировать
соответствующую теорию возмущений. Рассмотрим многогруп-
повую систему основных уравнений:

Ω∇𝜙𝜙𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 −
∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) = 0;

𝜙𝜙𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn < 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.5.1)

Эту систему будем называть невозмущенной.
Рассмотрим далее возмущенную систему, отличающуюся

от (15.5.1) тем, что в ней величины Σ𝑗𝑗 и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ заменены Σ
′𝑗𝑗 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ ,
причем
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Σ
′𝑗𝑗 = Σ𝑗𝑗 + 𝛿𝛿Σ𝑗𝑗 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ +𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ .

⎫⎬
⎭ (15.5.2)

Запишем возмущенную систему уравнений реактора:

−Ω∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗 +Σ
′𝑗𝑗𝜙𝜙*′𝑗𝑗 −

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙*′𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ′ (𝜇𝜇0) = 0;

𝜙𝜙*′𝑗𝑗(r,Ω) = 0 на 𝑆𝑆 при Ωn > 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.5.3)

В качестве характеристического параметра задачи примем

𝜆𝜆=
1

𝐾𝐾эфф
. В этом случае величины

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ необходимо пред-

ставить в виде
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′ (𝜇𝜇0) =
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆′

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑓𝑓 ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(15.5.4)

где 𝜆𝜆′ = 𝜆𝜆+ 𝛿𝛿𝛿𝛿, причем 𝛿𝛿𝛿𝛿 — искомая величина.
Уравнения (15.5.1) почленно умножим на 𝜙𝜙*′𝑗𝑗 и просумми-

руем по всем 𝑗𝑗, а уравнения (15.5.3) умножим на 𝜙𝜙𝑗𝑗 и также
просуммируем по 𝑗𝑗. Полученные соотношения проинтегрируем
по всему объему реактора, по всем телесным углам единичной
сферы и вычтем одно из другого. Тогда, используя свойства со-
пряженности, а также граничные условия для функций 𝜙𝜙𝑗𝑗 и 𝜙𝜙*′𝑗𝑗,
нетрудно прийти к следующему равенству:

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝛿𝛿Σ𝜙𝜙𝑗𝑗𝜙𝜙*′𝑗𝑗 −

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙 ×

×
[︁
𝛿𝛿

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆′𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓 +𝛿𝛿𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑓𝑓

]︁
= 0. (15.5.5)

Разрешив соотношение (15.5.5) относительно 𝛿𝛿𝛿𝛿, получим1)

1)Формулы (15.5.6) и (15.5.7) получены в работе [363].
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Глава 16. 373

16
Многогрупповые уравнения
реактора в 𝑃𝑃1-приближении

16.1. Уравнения реактора в 𝑃𝑃1-приближении

В главе 15 были получены многогрупповые кинетические
уравнения реактора и формулы для усреднений физических
величин. Соответствующие рассмотрения носили общетеоре-
тический характер и позволили правильно понять основные
особенности многогруппового представления. Однако в виду
сложности математического алгоритма практическое приме-
нение разработанного в указанной главе метода не всегда
оказывается оперативным. В большинстве практически инте-
ресных задач на расчет критических размеров достаточно огра-
ничиться рассмотрением диффузионного или диффузионно-
возрастного приближения. Естественно, что в этом случае
существенно упрощается и сам многогрупповой метод. Более
того, в тех случаях, когда эти приближенные методы по своему
существу оказываются недостаточными для описания спектра
потока и ценности нейтронов в реакторе, соответствующие
решения все же могут быть использованы для усреднения фи-
зических величин и получения эффективной системы констант
для многогрупповых кинетических уравнений.

Как было показано в § 13.1, система основных уравнений ре-
актора в 𝑃𝑃1-приближении имеет вид

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.1.1)

Граничным условием для системы (16.1.1) является

15.5. Многогрупповая теория возмущений 371

𝛿𝛿𝛿𝛿 =

(︃∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝛿𝛿Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗𝜙𝜙*′𝑗𝑗 −

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*′𝑗𝑗 ×

×
∫︁

𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙
[︁
𝛿𝛿

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑠𝑠 (𝜇𝜇0) + 𝜆𝜆′𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓

]︁)︃⧸︃∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙𝑗𝑗

0𝜙𝜙
*′𝑗𝑗
0

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ
′
𝑓𝑓 , (15.5.6)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗
0 =

∫︁
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙𝑗𝑗(r, 𝑣𝑣𝑣Ω).

Если возмущения физических параметров малы, то прихо-
дим к формуле малых возмущений:

𝛿𝛿𝛿𝛿 =

∑︀
𝑗𝑗

∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω𝛿𝛿Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 −

∑︀
𝑗𝑗

∑︀
𝑙𝑙

∫︀
𝑑𝑑r

∫︀
𝑑𝑑Ω𝜙𝜙*𝑗𝑗 ∫︀ 𝑑𝑑Ω′𝜙𝜙𝑙𝑙𝛿𝛿

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ (𝜇𝜇0)

∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙𝑗𝑗

0𝜙𝜙
*𝑗𝑗
0

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑓𝑓

.

(15.5.7)
Аналогичным образом могут быть получены формулы тео-

рии возмущений для неоднородных уравнений.
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Глава 16. 373

16
Многогрупповые уравнения
реактора в 𝑃𝑃1-приближении

16.1. Уравнения реактора в 𝑃𝑃1-приближении

В главе 15 были получены многогрупповые кинетические
уравнения реактора и формулы для усреднений физических
величин. Соответствующие рассмотрения носили общетеоре-
тический характер и позволили правильно понять основные
особенности многогруппового представления. Однако в виду
сложности математического алгоритма практическое приме-
нение разработанного в указанной главе метода не всегда
оказывается оперативным. В большинстве практически инте-
ресных задач на расчет критических размеров достаточно огра-
ничиться рассмотрением диффузионного или диффузионно-
возрастного приближения. Естественно, что в этом случае
существенно упрощается и сам многогрупповой метод. Более
того, в тех случаях, когда эти приближенные методы по своему
существу оказываются недостаточными для описания спектра
потока и ценности нейтронов в реакторе, соответствующие
решения все же могут быть использованы для усреднения фи-
зических величин и получения эффективной системы констант
для многогрупповых кинетических уравнений.

Как было показано в § 13.1, система основных уравнений ре-
актора в 𝑃𝑃1-приближении имеет вид

∇𝜙𝜙1 +Σ𝜙𝜙0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣);

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝜙𝜙1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣

′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣
′ → 𝑣𝑣).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.1.1)

Граничным условием для системы (16.1.1) является
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и по всем возможным скоростям нейтронов. Далее умножим 
уравнения (16.1.5) соответственно на 𝜙𝜙0 и 𝜙𝜙1 и также результат 
сложим и проинтегрируем по указанной области определения 
переменных. Вычитая одно из полученных выражений из дру-
гого, приходим к следующему равенству:

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

0)𝜙𝜙0𝜙𝜙
*′
0 +

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

1)𝜙𝜙1𝜙𝜙
*′
1 +

+

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

0

[︀
𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
+

+

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

1

[︀
𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0. (16.1.7)

     Здесь мы воспользовались простейшими преобразованиями, 
аналогичными рассмотренным в § 15.3.

Очевидно, равенство (16.1.7) будет выполнено, если все сла-
гаемые порознь приравнять нулю, то есть

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

0)𝜙𝜙0𝜙𝜙
*′
0 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

1)𝜙𝜙1𝜙𝜙
*′
1 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

0

[︀
𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

1

[︀
𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.8)

   В свою очередь, равенства (16.1.8) будут удовлетворены, если 
положить
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(16.1.2)2(𝜙𝜙1)n − 𝜙𝜙0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆

Далее, запишем систему сопряженных уравнений

−∇𝜙𝜙*
1 +Σ𝜙𝜙*

0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

0(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3
∇𝜙𝜙*

0 +Σ𝜙𝜙*
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*

1(r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′).

⎫
⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.1.3)

     На внешней границе реактора необходимо поставить условие

2(𝜙𝜙*
1)n + 𝜙𝜙*

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (16.1.4)

Системы основных уравнений реактора (16.1.1), (16.1.2) и со-
пряженных (16.1.3), (16.1.4) в соответствии с принятой терми-
нологией будем называть невозмущенными.

Рассмотрим возмущенную задачу, отличающуюся от невоз-
мущенной тем, что в ней величины Σ и 𝑤𝑤 выбраны кусочно-
постоянными функциями скорости с возможными разрывами 
первого рода на границах групп. Так же как и раньше, 
решение возмущенной задачи будем отмечать штрихом.

Рассмотрим, например, возмущенную систему сопряженных 
уравнений, которая имеет вид

−∇𝜙𝜙*′
1 +Σ′

0𝜙𝜙
*′
0 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

0 (r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

−1

3
∇𝜙𝜙*′

0 +Σ′
1𝜙𝜙

*′
1 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

1 (r, 𝑣𝑣
′)𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′),

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.1.5)

предположено, что Σ′
0 ̸= Σ′

1.
Граничным условием для системы (16.1.5) будет следующее:

2(𝜙𝜙*′
1 )n + 𝜙𝜙*′

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (16.1.6)

Как было указано в § 15.3, групповые константы Σ′
0,Σ

′
1, 𝑤𝑤

′
0 и 𝑤𝑤′

1

можно выбрать таким образом, чтобы при переходе от невозму-
щенной задачи к возмущенной значение критического размера
реактора осталось тем же.

Для нахождения групповых констант будем поступать сле-
дующим образом.

Умножим уравнение (16.1.1) соответственно на 𝜙𝜙*′
0 и 𝜙𝜙*′

1 , ре-
зультат сложим и проинтегрируем по всему объему реактора
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и по всем возможным скоростям нейтронов. Далее умножим 
уравнения (16.1.5) соответственно на 𝜙𝜙0 и 𝜙𝜙1 и также результат 
сложим и проинтегрируем по указанной области определения 
переменных. Вычитая одно из полученных выражений из дру-
гого, приходим к следующему равенству:

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

0)𝜙𝜙0𝜙𝜙
*′
0 +

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

1)𝜙𝜙1𝜙𝜙
*′
1 +

+

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

0

[︀
𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
+

+

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

1

[︀
𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0. (16.1.7)

     Здесь мы воспользовались простейшими преобразованиями, 
аналогичными рассмотренным в § 15.3.

Очевидно, равенство (16.1.7) будет выполнено, если все сла-
гаемые порознь приравнять нулю, то есть

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

0)𝜙𝜙0𝜙𝜙
*′
0 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ′

1)𝜙𝜙1𝜙𝜙
*′
1 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

0

[︀
𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0;

∫︁
𝑑𝑑r

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′

1

[︀
𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.8)

   В свою очередь, равенства (16.1.8) будут удовлетворены, если 
положить
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𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤0=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
0 𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
0

;

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤1=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
1 𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
1

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.10)

Таким образом, мы пришли к формулам для усреднения
констант в пределах групп.

В § 15.3 было показано, что сопряженное решение возму-

щенной задачи можно считать не зависящим от скорости 𝑣𝑣

и в данном случае является только функцией r.
Учтя этот факт и поменяв местами индексы 𝑙𝑙 и 𝑗𝑗, запишем

формулы (16.1.10) в таком виде:

Σ𝑗𝑗
0 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙0

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙𝑗𝑗

0

;

Σ𝑗𝑗
1 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙1

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1 𝜙𝜙𝑗𝑗

1

;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.11)

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤0=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤
𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙𝑙𝑙

0Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤1=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝑤𝑤
𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1 𝜙𝜙𝑙𝑙

1Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.11)
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∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
0)𝜙𝜙0𝜙𝜙

*′
0 = 0;

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
1)𝜙𝜙1𝜙𝜙

*′
1 = 0;

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
0

[︀
𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0;

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
1

[︀
𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)− 𝑤𝑤′

1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)
]︀
= 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.9)

′
0

′
1

где 𝐺𝐺𝑛𝑛 — фиксированная область реактора; 𝑣𝑣𝑗𝑗 — границы групп.
Решая равенства (16.1.9) относительно неизвестных Σ𝑗𝑗

0, Σ
𝑗𝑗
1, 

𝑤𝑤 (𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) =
𝑗𝑗
𝑤𝑤
→
0
𝑙𝑙 и 𝑤𝑤 (𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′) =

𝑗𝑗
𝑤𝑤
→
1
𝑙𝑙, приходим к следующим фор-

мулам:

Σ𝑗𝑗
0 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙0𝜙𝜙
*′
0

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0𝜙𝜙*′
0

;

Σ𝑗𝑗
1 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙1𝜙𝜙
*′
1

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝜙𝜙*′
1

;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.10)
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𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤0=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
0 𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
0

;

𝑗𝑗→𝑙𝑙
𝑤𝑤1=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
1 𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r
𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙*′
1

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.10)

Таким образом, мы пришли к формулам для усреднения
констант в пределах групп.

В § 15.3 было показано, что сопряженное решение возму-

щенной задачи можно считать не зависящим от скорости 𝑣𝑣

и в данном случае является только функцией r.
Учтя этот факт и поменяв местами индексы 𝑙𝑙 и 𝑗𝑗, запишем

формулы (16.1.10) в таком виде:

Σ𝑗𝑗
0 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙0

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙𝑗𝑗

0

;

Σ𝑗𝑗
1 =

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙1

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1 𝜙𝜙𝑗𝑗

1

;

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.11)

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤0=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤
𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙𝑙𝑙

0Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤1=

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝑤𝑤
𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

∫︀
𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙*′𝑗𝑗
1 𝜙𝜙𝑙𝑙

1Δ𝑣𝑣𝑗𝑗
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.11)
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Система сопряженных уравнений реактора в этом случае бу-
дет иметь вид

−∇𝜙𝜙*𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝜙𝜙
*𝑗𝑗
0 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0 𝜙𝜙*𝑙𝑙
0 ;

−1

3
∇𝜙𝜙*𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝜙𝜙

*𝑗𝑗
1 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1 𝜙𝜙*𝑙𝑙
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.16)

при условии
2(𝜙𝜙*𝑗𝑗

1 )n + 𝜙𝜙*𝑗𝑗
0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (16.1.17)

В заключение формулы для Σ𝑗𝑗
0,Σ

𝑗𝑗
1,

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0 и
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1 представим в сле-
дующем виде:

Σ𝑗𝑗
0 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ0𝜙𝜙
𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ1𝜙𝜙
𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)𝜙𝜙

𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)𝜙𝜙

𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.18)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣) = 𝜙𝜙*′𝑗𝑗

0 (r)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣);

𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣) = 𝜙𝜙*′𝑗𝑗

1 (r)𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣),

⎫⎪⎬
⎪⎭

(16.1.19)

а чертой сверху отмечено усреднение по объему 𝐺𝐺𝑛𝑛.
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где

𝜙𝜙𝑗𝑗
0 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0, 𝜙𝜙𝑗𝑗
1 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1;

𝑤𝑤𝑗𝑗
0(𝑣𝑣) =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤0(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′);

𝑤𝑤𝑗𝑗
1(𝑣𝑣) =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤1(𝑣𝑣 → 𝑣𝑣′),

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.12)

а 𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 и 𝜙𝜙*′𝑗𝑗

1 — решения сопряженных уравнений, не зависящие
от 𝑣𝑣.

Переходим к получению многогрупповых уравнений реак-
тора.

С этой целью рассмотрим систему основных уравнений 
(16.1.1), в которой будем считать, что величины Σ, 𝑤𝑤0(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) 
и 𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) заменены групповыми Σ𝑗𝑗
0, Σ

𝑗𝑗
1, 

𝑙𝑙
𝑤𝑤
→
0
𝑗𝑗 и 𝑙𝑙𝑤𝑤→1

𝑗𝑗, получен-
ными с помощью формул (16.1.11). Интегрируя уравнения 
(16.1.1) по 𝑑𝑑𝑑𝑑 в пределах группы 𝑣𝑣𝑗𝑗−1 ≤ 𝑣𝑣 ≤ 𝑣𝑣𝑗𝑗 и осуществляя 
преобразования, аналогичные приведенным в § 15.2, приходим 
к следующей многогрупповой системе основных уравнений:

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝜙𝜙
𝑗𝑗
0 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0 𝜙𝜙𝑙𝑙
0;

1

3
∇𝜙𝜙𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1 𝜙𝜙𝑙𝑙
1,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.13)

где
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=
𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤0 Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=
𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑤𝑤1 Δ𝑣𝑣𝑗𝑗 .

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.1.14)

Граничные условия для системы (16.1.13) будут следующие:

2(𝜙𝜙𝑗𝑗
1)n − 𝜙𝜙𝑗𝑗

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (16.1.15)
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Система сопряженных уравнений реактора в этом случае бу-
дет иметь вид

−∇𝜙𝜙*𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝜙𝜙
*𝑗𝑗
0 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0 𝜙𝜙*𝑙𝑙
0 ;

−1

3
∇𝜙𝜙*𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝜙𝜙

*𝑗𝑗
1 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1 𝜙𝜙*𝑙𝑙
1

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.16)

при условии
2(𝜙𝜙*𝑗𝑗

1 )n + 𝜙𝜙*𝑗𝑗
0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (16.1.17)

В заключение формулы для Σ𝑗𝑗
0,Σ

𝑗𝑗
1,

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0 и
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1 представим в сле-
дующем виде:

Σ𝑗𝑗
0 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ0𝜙𝜙
𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ1𝜙𝜙
𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)𝜙𝜙

𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)𝜙𝜙

𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.18)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗
0(𝑣𝑣) = 𝜙𝜙*′𝑗𝑗

0 (r)𝜙𝜙0(r, 𝑣𝑣);

𝜙𝜙𝑗𝑗
1(𝑣𝑣) = 𝜙𝜙*′𝑗𝑗

1 (r)𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣),

⎫⎪⎬
⎪⎭

(16.1.19)

а чертой сверху отмечено усреднение по объему 𝐺𝐺𝑛𝑛.
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ний (16.1.1). Анализ второго уравнения показывает, что член   
в правой части мал по сравнению с каждым членом левой 
части уравнения. Вынося функцию 𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣′) за знак интеграла 
при 𝑣𝑣′ = 𝑣𝑣, приходим к известному транспортному прибли-
жению

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0, (16.2.1)

где
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ−

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (16.2.2)

     Если учесть, что согласно нормировке

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇𝜇0, (16.2.3)
то

Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ− Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇𝜇0. (16.2.4)

    Разрешим  уравнение  (16.2.1)  относительно  функции  𝜙𝜙1. 
Тогда получим

𝜙𝜙1 = − 1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
∇𝜙𝜙0. (16.2.5)

   При рассмотрении возмущенной системы сопряженных 
уравнений реактора аналогичные соображения приводят нас 
к следующей формуле:

𝜙𝜙*′
1 =

1

3Σ′
𝑡𝑡𝑡𝑡

∇𝜙𝜙*′
0 , (16.2.6)

где штрихом отмечен тот факт, что соответствующие функции 
в пределах группы не зависят от скорости нейтрона.

Подставляя выражения (16.2.5) и (16.2.6) в формулы усред-
нения (16.1.18), будем иметь:
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В заключение обратим внимание на то, что если в формулах
(16.1.11) объемы 𝐺𝐺𝑛𝑛 все более уменьшать, устремляя их в пре-
деле к нулю, то мы приходим к формулам усреднения в каждой
точке объема реактора. Соответствующие формулы будут иметь
вид

Σ𝑗𝑗
0 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙0

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙1

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0𝑤𝑤
𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝑤𝑤
𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1

,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.1.20)

где функции 𝑤𝑤𝑗𝑗
0(𝑣𝑣) и 𝑤𝑤𝑗𝑗

1(𝑣𝑣) определяются формулами (16.1.12).
В результате приходим к системам уравнений (16.1.13)

и (16.1.16) с переменными коэффициентами.

16.2. Метод усреднения физических
констант в надтепловой области

Формулы (16.1.18) и (16.1.19) точны. Рассмотрим теперь
на основе этих формул различные приближенные формулы
усреднения. Для этого начнем рассмотрение с анализа уравне-

Гл. 16. Многогрупповые уравнения реактора в P1-приближении370



16.2. Метод усреднения физических констант . . . 381

ний (16.1.1). Анализ второго уравнения показывает, что член   
в правой части мал по сравнению с каждым членом левой 
части уравнения. Вынося функцию 𝜙𝜙1(r, 𝑣𝑣′) за знак интеграла 
при 𝑣𝑣′ = 𝑣𝑣, приходим к известному транспортному прибли-
жению

1

3
∇𝜙𝜙0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙1 = 0, (16.2.1)

где
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ−

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣). (16.2.2)

     Если учесть, что согласно нормировке

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤1(𝑣𝑣

′ → 𝑣𝑣) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇𝜇0, (16.2.3)
то

Σ𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ− Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇𝜇0. (16.2.4)

    Разрешим  уравнение  (16.2.1)  относительно  функции  𝜙𝜙1. 
Тогда получим

𝜙𝜙1 = − 1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
∇𝜙𝜙0. (16.2.5)

   При рассмотрении возмущенной системы сопряженных 
уравнений реактора аналогичные соображения приводят нас 
к следующей формуле:

𝜙𝜙*′
1 =

1

3Σ′
𝑡𝑡𝑡𝑡

∇𝜙𝜙*′
0 , (16.2.6)

где штрихом отмечен тот факт, что соответствующие функции 
в пределах группы не зависят от скорости нейтрона.

Подставляя выражения (16.2.5) и (16.2.6) в формулы усред-
нения (16.1.18), будем иметь:
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Σ𝑗𝑗
0 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗𝐹𝐹

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑢𝑢)𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑢𝑢)𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗

0 ∇𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
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(16.2.9)

Так как функция 𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢) предполагалась медленно меняю-
щейся по летаргии в пределах группы, то в формулах (16.2.9)
она всюду может быть заменена

𝐹𝐹 𝑗𝑗(r) =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (16.2.10)
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Σ𝑗𝑗
0 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙0

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙0

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐷𝐷∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝜙𝜙0

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝜙𝜙0

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑣𝑣)𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝜙𝜙0

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑣𝑣)𝐷𝐷∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗

0 ∇𝜙𝜙0

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝜙𝜙0

,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.7)

где 𝐷𝐷 =
1

3Σ𝑡𝑡𝑡𝑡
— коэффициент диффузии.

Очевидно, что спектр нейтронов в данной зоне реактора мо-
жет быть представлен в виде

𝜙𝜙0(r, 𝑢𝑢) = 𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢), (16.2.8)

где 𝜙𝜙(𝑢𝑢) — средний по данной зоне реактора поток нейтронов,  
а 𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢) — медленно меняющаяся в пределах группы функция.    
  Подставляя соотношение (16.2.8) в формулы (16.2.7)
и переходя в полученных формулах от переменной 𝑣𝑣 к 𝑢𝑢, будем 
иметь
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Σ𝑗𝑗
0 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗𝐹𝐹

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑢𝑢)𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 𝐹𝐹

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑢𝑢)𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗

0 ∇𝐹𝐹

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)∇𝜙𝜙*′𝑗𝑗
0 ∇𝐹𝐹

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
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(16.2.9)

Так как функция 𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢) предполагалась медленно меняю-
щейся по летаргии в пределах группы, то в формулах (16.2.9)
она всюду может быть заменена

𝐹𝐹 𝑗𝑗(r) =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐹𝐹 (r, 𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (16.2.10)
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𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.2.12)

Очевидно, что величины 
𝑙𝑙

Σ
→
0

𝑗𝑗

𝜈𝜈 и Σ
𝑙𝑙→
1 
𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑒𝑒 также определяются соот-

ветствующими формулами (16.2.11). Суммируя эти выражения 

по индексу 𝑗𝑗, получаем

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝜈𝜈=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)
∑︀
𝑗𝑗
𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝜈𝜈(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)
∑︀
𝑗𝑗
𝑤𝑤𝑗𝑗
1(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.13)

     Учитывая тот факт, что вследствие нормировки

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝜈𝜈(𝑢𝑢) = Σ𝜈𝜈 ;

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
1(𝑢𝑢) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0;

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.14)

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝑓𝑓 (𝑢𝑢) = 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 , (16.2.15)

приходим к следующим соотношениям:
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В результате формулы (16.2.9) принимают следующий вид:

Σ𝑗𝑗
0 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

Σ𝑗𝑗
1 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0(𝑢𝑢)𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1(𝑢𝑢)𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.11)

На основании вышеизложенного следует, что формулы 
(16.2.11) позволяют найти приближенные значения группо-вых 
констант в пределах каждой зоны реактора. Заметим, что если 
размеры зоны реактора устремлять к нулю, то формулы 
(16.2.11) переходят в точные формулы (16.1.20).

Формулы (16.2.11) дают возможность найти усредненные 
физические константы в надтепловой области. Следует отме-
тить, что формулы (16.2.11) оказываются удовлетворитель-
ными для всех элементов, включая и водород.

В заключение рассмотрим нормировку функций 
𝑙𝑙

Σ
→
0

𝑗𝑗 
и 

𝑙𝑙

Σ
→
1

𝑗𝑗

, 
определенных формулами (16.2.11). Сначала представим их 
в виде
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𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.2.12)

Очевидно, что величины 
𝑙𝑙

Σ
→
0

𝑗𝑗

𝜈𝜈 и Σ
𝑙𝑙→
1 
𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑒𝑒 также определяются соот-

ветствующими формулами (16.2.11). Суммируя эти выражения 

по индексу 𝑗𝑗, получаем

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝜈𝜈=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)
∑︀
𝑗𝑗
𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝜈𝜈(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)
∑︀
𝑗𝑗
𝑤𝑤𝑗𝑗
1(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.13)

     Учитывая тот факт, что вследствие нормировки

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝜈𝜈(𝑢𝑢) = Σ𝜈𝜈 ;

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
1(𝑢𝑢) = Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0;

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.14)

∑︁
𝑗𝑗

𝑤𝑤𝑗𝑗
0𝑓𝑓 (𝑢𝑢) = 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 , (16.2.15)

приходим к следующим соотношениям:
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𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
0𝑒𝑒𝑒𝑒;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖= Σ𝑙𝑙
𝑖𝑖𝑖𝑖;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓= 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ
𝑙𝑙
𝑓𝑓 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.17)

    Из первых двух равенств можно определить интересующие 
нас величины

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 и

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

  В самом деле, разрешив соотношения относительно 
неизвестных, получим

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑙𝑙

0𝑒𝑒𝑒𝑒 −
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒;

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑙𝑙

1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0 −
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.18)

16.3. Дальнейшие преобразования формул
для усредненных групповых констант

В § 16.1 и 16.2 даны общие формулы для усреднения физиче-
ских констант в пределах группы. Рассмотрим сначала форму-
лы усреднения (16.2.11) для групп замедления. Анализ формул
для Σ𝑗𝑗

0 и Σ𝑗𝑗
1 показывает, что они имеют простой вид и могут быть

непосредственно использованы для расчетов. Что касается со-

ответствующих формул для величин
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0 и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1 , то они требуют
предварительного рассмотрения. Учитывая, что
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∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
0𝑒𝑒𝑒𝑒;

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0;

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖= Σ𝑙𝑙
𝑖𝑖𝑖𝑖;

∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓= 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ
𝑙𝑙
𝑓𝑓 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.16)

  Следует особо подчеркнуть необходимость выполнения 
соотношений (16.2.16) при ведении расчетов по много-
групповой схеме.

Обратим теперь внимание на то обстоятельство, что если все 
нейтроны тепловых энергий (𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр) объединены в одну группу, 
то необходимо найти сечения перехода нейтрона из группы 𝑗𝑗 

в тепловую.
Обозначим тепловую группу индексом 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚 + 1. Тогда нам 

необходимо определить выражения 
𝑙𝑙→
Σ0

𝑚𝑚

𝑒𝑒𝑒𝑒

+1 
и 

𝑙𝑙→
Σ1

𝑚𝑚

𝑒𝑒𝑒𝑒

+1
. Соответству-

ющие выражения найдем следующим образом.
Формулы (16.2.16) являются нормированными соотношени-

ями для перехода нейтронов из фиксированной группы во все 
остальные. Эти формулы были получены в предположении, что 
все группы нейтронов являются группами замедления. Наса-
мом деле такая модель нереальна. В области скоростей (𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр) 

механизм рассеяния нейтронов существенно отличается от ме-
ханизма рассеяния в области (𝑣𝑣 > 𝑣𝑣гр). Тем не менее нормиро-
вание соотношений (16.2.16) и в этом случае должны иметь ме-
сто. Однако для этого необходимо ввести в рассмотрение груп-
пу 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚 + 1. Тогда соотношения (16.2.16) перепишутся в следу-
ющем виде:
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𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
0𝑒𝑒𝑒𝑒;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖= Σ𝑙𝑙
𝑖𝑖𝑖𝑖;

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓= 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ
𝑙𝑙
𝑓𝑓 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.17)

    Из первых двух равенств можно определить интересующие 
нас величины

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 и

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

  В самом деле, разрешив соотношения относительно 
неизвестных, получим

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑙𝑙

0𝑒𝑒𝑒𝑒 −
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒;

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑙𝑙

1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0 −
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.2.18)

16.3. Дальнейшие преобразования формул
для усредненных групповых констант

В § 16.1 и 16.2 даны общие формулы для усреднения физиче-
ских констант в пределах группы. Рассмотрим сначала форму-
лы усреднения (16.2.11) для групп замедления. Анализ формул
для Σ𝑗𝑗

0 и Σ𝑗𝑗
1 показывает, что они имеют простой вид и могут быть

непосредственно использованы для расчетов. Что касается со-

ответствующих формул для величин
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0 и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1 , то они требуют
предварительного рассмотрения. Учитывая, что

16.3. Дальнейшее преобразования формул ... 377
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𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)−

−
𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 =

𝑢𝑢𝑗𝑗−1+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗−1∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

𝑢𝑢𝑗𝑗−1∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.4)

причем все остальные величины
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 равны нулю.
Из условия нормирования функции 𝑤𝑤0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) следует, что

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 1,

поэтому соотношения (16.3.4) можно записать в виде

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
0 − Σ𝑗𝑗

0з;

(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
0з ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.3.5)

где

Σ𝑗𝑗
0з =

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

, (16.3.6)

а величина Σ𝑗𝑗
0 определена соответствующей формулой из (16.2.11).
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𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓 ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒,

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.3.1)

начнем наше рассмотрение с анализа формул для
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 и
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒,
предварительно записав их в следующем виде:

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢)𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒=

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢)𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.2)

Сначала предположим, что среднее приращение летаргии
на столкновение меньше интервала группы, то есть

𝑟𝑟 𝑟 Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 , (16.3.3)

где

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 = 𝑢𝑢𝑗𝑗 − 𝑢𝑢𝑗𝑗−1.

Принимая во внимание тот факт, что функции 𝑤𝑤0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

и 𝑤𝑤1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) отличны от нуля только на интервале 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  ′ <𝑢𝑢 + 𝑟𝑟,

выражения
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 представим в следующем виде:
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𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)−

−
𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

;

(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 =

𝑢𝑢𝑗𝑗−1+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗−1∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

𝑢𝑢𝑗𝑗−1∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.4)

причем все остальные величины
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 равны нулю.
Из условия нормирования функции 𝑤𝑤0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) следует, что

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 1,

поэтому соотношения (16.3.4) можно записать в виде

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
0 − Σ𝑗𝑗

0з;

(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
0з ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.3.5)

где

Σ𝑗𝑗
0з =

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

, (16.3.6)

а величина Σ𝑗𝑗
0 определена соответствующей формулой из (16.2.11).

16.3. Дальнейшее преобразования формул ... 379
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𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀
𝑒𝑒−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢)

(︁(𝑀𝑀 + 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢′−𝑢𝑢
2 − (𝑀𝑀 − 1)

2
𝑒𝑒

𝑢𝑢′−𝑢𝑢
2

)︁
.

(16.3.13)
   Здесь, кроме того, мы воспользовались нормированным 
соотношением функции 𝑤𝑤1𝑒𝑒𝑒𝑒:

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 𝜇̄𝜇0.

  Используя предположение о малости 𝑟𝑟 по сравнению 
с единицей и вынося функции Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢) из-под знака интеграла 
при 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑗𝑗 , получаем

Σ𝑗𝑗
1з =

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢𝑗𝑗)𝐷𝐷(𝑢𝑢𝑗𝑗)𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑗𝑗)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

, (16.3.14)

где

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0 =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑒𝑒−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢)𝜇𝜇0(𝑢𝑢
′ − 𝑢𝑢);

𝜇𝜇0(𝑢𝑢) =
(𝑀𝑀 + 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢
2 − (𝑀𝑀 − 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢
2 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.15)

 Нетрудно убедиться с помощью замены переменных 
интегрирования, что величина Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0 не зависит от номера 𝑗𝑗 
и фиксирована для ядер данного сорта.

Итак, если интервалы групп намного больше максимального 
приращения летаргии 𝑟𝑟, то групповые константы для упругих 
переходов из группы в группу имеют вид

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
0𝑒𝑒𝑒𝑒 − Σ𝑗𝑗

0з,
(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
0з ;

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0 − Σ𝑗𝑗

1з,
(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
1з .

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.3.16)

   В том случае, когда максимальное приращение летаргии 
больше ширины группы, будем иметь
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Учитывая, что

𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀
𝑒𝑒−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢), (16.3.7)

будем иметь

Σ𝑗𝑗
0з =

(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢
′)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢′−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

. (16.3.8)

    Если 𝑟𝑟 ≪ 1, то функцию Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢) приближенно можно вынести 
из-под знака интеграла в (16.3.8) при летаргии 𝑢𝑢𝑗𝑗 . Тогда получим

Σ𝑗𝑗
0з =

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢𝑗𝑗)𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑗𝑗)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

, (16.3.9)

где 𝜉𝜉 — среднее приращение летаргии на одно столкновение, 
равное

𝜉𝜉 =
(𝑀𝑀 + 1)2

2𝑀𝑀
[1− (1 + 𝑟𝑟)𝑒𝑒−𝑟𝑟]. (16.3.10)

Переходим теперь к рассмотрению величин
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒. Аналогич-
ные рассмотрения приводят нас к следующим равенствам:

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0 − Σ𝑗𝑗

1з,

(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗
1з
−1;

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.3.11)

Σ𝑗𝑗
1з =

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

; (16.3.12)
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𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀
𝑒𝑒−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢)

(︁(𝑀𝑀 + 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢′−𝑢𝑢
2 − (𝑀𝑀 − 1)

2
𝑒𝑒

𝑢𝑢′−𝑢𝑢
2

)︁
.

(16.3.13)
   Здесь, кроме того, мы воспользовались нормированным 
соотношением функции 𝑤𝑤1𝑒𝑒𝑒𝑒:

𝑢𝑢+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 𝜇̄𝜇0.

  Используя предположение о малости 𝑟𝑟 по сравнению 
с единицей и вынося функции Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝐷𝐷𝐷𝐷(𝑢𝑢) из-под знака интеграла 
при 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑗𝑗 , получаем

Σ𝑗𝑗
1з =

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢𝑗𝑗)𝐷𝐷(𝑢𝑢𝑗𝑗)𝜙𝜙(𝑢𝑢𝑗𝑗)
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢)

, (16.3.14)

где

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0 =
(𝑀𝑀 + 1)2

4𝑀𝑀

𝑢𝑢𝑗𝑗+𝑟𝑟∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑒𝑒−(𝑢𝑢′−𝑢𝑢)𝜇𝜇0(𝑢𝑢
′ − 𝑢𝑢);

𝜇𝜇0(𝑢𝑢) =
(𝑀𝑀 + 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢
2 − (𝑀𝑀 − 1)

2
𝑒𝑒−

𝑢𝑢
2 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.15)

 Нетрудно убедиться с помощью замены переменных 
интегрирования, что величина Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0 не зависит от номера 𝑗𝑗 
и фиксирована для ядер данного сорта.

Итак, если интервалы групп намного больше максимального 
приращения летаргии 𝑟𝑟, то групповые константы для упругих 
переходов из группы в группу имеют вид

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
0𝑒𝑒𝑒𝑒 − Σ𝑗𝑗

0з,
(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
0з ;

𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑗𝑗
1𝑒𝑒𝑒𝑒𝜇̄𝜇0 − Σ𝑗𝑗

1з,
(𝑗𝑗−1)→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 = Σ𝑗𝑗−1
1з .

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.3.16)

   В том случае, когда максимальное приращение летаргии 
больше ширины группы, будем иметь

16.3. Дальнейшее преобразования формул ... 381
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где
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′);

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.21)

Если рассеяние происходит на ядрах водорода, то формулы
для функций 𝑙𝑙→𝑗𝑗

𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒 и 𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒 существенно упрощаются и принимают

вид

𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒= 1− 1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒=

(︀
1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

)︀(︀
1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︀𝑒𝑒−(𝑢𝑢𝑗𝑗−1−𝑢𝑢𝑙𝑙)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
;

𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

2

3

(︁
1− 2

3

1− 𝑒𝑒−
3
2
Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︁
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

4

9

(︁
1− 𝑒𝑒−

3
2
Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︁(︁
1− 𝑒𝑒−

3
2
Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

)︁𝑒𝑒− 3
2
(𝑢𝑢𝑗𝑗−1−𝑢𝑢𝑙𝑙)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.22)

     Анализ  функций  𝑔𝑔𝑙𝑙 0
→
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑗𝑗 и 𝑔𝑔𝑙𝑙 1

→
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑗𝑗 показывает, что  они могут быть

представлены в следующем простейшем виде:

𝑙𝑙→𝑗𝑗 𝑙𝑙
0𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒= 𝛼𝛼𝑗𝑗

0𝛽𝛽   ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒= 𝛼𝛼𝑗𝑗

1𝛽𝛽
𝑙𝑙
1,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.3.23)
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𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒=
1

𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′);

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒=
1

𝜙𝜙𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′),

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.17)

где

𝜙𝜙𝑙𝑙 =

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

     Следует иметь в виду, что интегралы в формулах (16.3.17) 
необходимо вычислять с учетом того факта, что функция 
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → → 𝑢𝑢′) отлична от нуля только в пределах интервала 
𝑢𝑢 ≤ 𝑢𝑢′ ≤ 𝑢𝑢 + 𝑟𝑟. В зависимости от рассматриваемого случая можно 
вывести соответствующую систему формул для сечений Σ

𝑙𝑙→
0 

𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑒𝑒, 
учитывающих указанное выше свойство функций 𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢′ → 𝑢𝑢).

Формулы  (16.3.17)  несколько  упростим  в  предположении,
что приближенно можно принять

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
0𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0 , (16.3.18)

где
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′);

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.19)

Аналогичные преобразования можно осуществить для 
получения функций Σ

𝑙𝑙→
1 
𝑗𝑗

𝑒𝑒𝑒𝑒. В результате нетрудно получить

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒= Σ𝑙𝑙
1𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒, (16.3.20)
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где
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′);

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

1

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.21)

Если рассеяние происходит на ядрах водорода, то формулы
для функций 𝑙𝑙→𝑗𝑗

𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒 и 𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒 существенно упрощаются и принимают

вид

𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒= 1− 1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒=

(︀
1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

)︀(︀
1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︀𝑒𝑒−(𝑢𝑢𝑗𝑗−1−𝑢𝑢𝑙𝑙)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
;

𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

2

3

(︁
1− 2

3

1− 𝑒𝑒−
3
2
Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︁
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒=

4

9

(︁
1− 𝑒𝑒−

3
2
Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︁(︁
1− 𝑒𝑒−

3
2
Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

)︁𝑒𝑒− 3
2
(𝑢𝑢𝑗𝑗−1−𝑢𝑢𝑙𝑙)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.22)

     Анализ  функций  𝑔𝑔𝑙𝑙 0
→
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑗𝑗 и 𝑔𝑔𝑙𝑙 1

→
𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑗𝑗 показывает, что  они могут быть

представлены в следующем простейшем виде:

𝑙𝑙→𝑗𝑗 𝑙𝑙
0𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒= 𝛼𝛼𝑗𝑗

0𝛽𝛽   ;

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔1𝑒𝑒𝑒𝑒= 𝛼𝛼𝑗𝑗

1𝛽𝛽
𝑙𝑙
1,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.3.23)
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где
𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑓𝑓=

1

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑓𝑓 (𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′). (16.3.28)

Ввиду того, что функция 𝑗𝑗
𝑔𝑔0
→
𝑓𝑓
𝑙𝑙 не зависит от 𝑢𝑢, а является 

функцией только 𝑢𝑢′, то есть

𝑔𝑔0𝑓𝑓 (𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 𝜒𝜒(𝑢𝑢′), (16.3.29)

выражение (16.3.28) принимает следующий вид:

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑓𝑓= 𝜒𝜒𝑗𝑗 , (16.3.30)

где

𝜒𝜒𝑗𝑗 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢). (16.3.31)

16.4. Простейшие методы усреднения
физических констант

Полученные в предыдущих параграфах формулы для усред-
нения физических констант в пределах групп предполагают 
известными усредненные по законам реактора спектры потока 
нейтронов 𝜙𝜙(𝑢𝑢). Для получения соответствующих функций необ-
ходимо знать приближенное решение задачи. В настоящем па-
раграфе мы укажем способы усреднения по спектру нейтронов 
в бесконечной однородной среде. При этом можно рассмотреть 
три разных способа.

1. Поглощение нейтронов отсутствует. Источники нейтро-
нов распределены по спектру деления, а неупругое рассеяние 
несущественно. В этом случае поток нейтронов находится в ре-
зультате решения следующей задачи:

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝜒𝜒(𝑢𝑢) 𝑞𝑞(−∞) = 0;

𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.4.1)
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где
𝛼𝛼𝑗𝑗
0 =

(︀
1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︀
𝑒𝑒−𝑢𝑢𝑗𝑗−1 ;

𝛽𝛽𝑙𝑙
0 =

1− 𝑒𝑒−Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
𝑒𝑒𝑢𝑢𝑙𝑙 ;

𝛼𝛼𝑗𝑗
1 =

2

3

(︁
1− 𝑒𝑒−

3
2
Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

)︁
𝑒𝑒−

3
2
𝑢𝑢𝑗𝑗−1 ;

𝛽𝛽𝑙𝑙
1 =

3

2

1− 𝑒𝑒−
3
2
Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
𝑒𝑒

3
2
𝑢𝑢𝑙𝑙 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.24)

Формулами (16.3.23) удобно пользоваться при составлении 
разнообразных программ расчета спектра нейтронов в реак-
торе.

Переходим к рассмотрению групповых констант, связанных 
с неупругим рассеянием нейтронов.

Если предположить, что функция 𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) изменяется 
в пределах группы слабо, то приближенно можно записать

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖= Σ𝑙𝑙
0𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖, (16.3.25)

где
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖=

1

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′);

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖=

1

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.3.26)

     Величины 𝑗𝑗𝑔𝑔0
→
𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑙𝑙 подсчитываются исходя из конкретной модели 

упругого рассеяния. В большинстве случаев эти величины на-
ходятся в результате ядерно-физических экспериментов.

Групповые константы, связанные с делением нейтронов, на-
ходятся аналогичным образом:

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑓𝑓= 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ
𝑙𝑙
𝑓𝑓

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑓𝑓 , (16.3.27)
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где
𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑓𝑓=

1

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︁

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔0𝑓𝑓 (𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′). (16.3.28)

Ввиду того, что функция 𝑗𝑗
𝑔𝑔0
→
𝑓𝑓
𝑙𝑙 не зависит от 𝑢𝑢, а является 

функцией только 𝑢𝑢′, то есть

𝑔𝑔0𝑓𝑓 (𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′) = 𝜒𝜒(𝑢𝑢′), (16.3.29)

выражение (16.3.28) принимает следующий вид:

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑓𝑓= 𝜒𝜒𝑗𝑗 , (16.3.30)

где

𝜒𝜒𝑗𝑗 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑢𝑢). (16.3.31)

16.4. Простейшие методы усреднения
физических констант

Полученные в предыдущих параграфах формулы для усред-
нения физических констант в пределах групп предполагают 
известными усредненные по законам реактора спектры потока 
нейтронов 𝜙𝜙(𝑢𝑢). Для получения соответствующих функций необ-
ходимо знать приближенное решение задачи. В настоящем па-
раграфе мы укажем способы усреднения по спектру нейтронов 
в бесконечной однородной среде. При этом можно рассмотреть 
три разных способа.

1. Поглощение нейтронов отсутствует. Источники нейтро-
нов распределены по спектру деления, а неупругое рассеяние 
несущественно. В этом случае поток нейтронов находится в ре-
зультате решения следующей задачи:

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝜒𝜒(𝑢𝑢) 𝑞𝑞(−∞) = 0;

𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢).

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.4.1)
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Решение задачи (16.4.8) имеет вид

𝜙𝜙(𝑢𝑢) =
𝜂𝜂(𝑢𝑢)

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ
, (16.4.9)

где

𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜒𝜒(𝑢𝑢′)
𝑝𝑝(𝑢𝑢)

𝑝𝑝(𝑢𝑢′)
; (16.4.10)

𝑝𝑝(𝑢𝑢) = 𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
−∞

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒+𝛾𝛾Σ

𝑑𝑑𝑑𝑑′

. (16.4.11)

   Усреднение физических  констант в  надтепловой области

по формулам (16.4.2), (16.4.5) и (16.4.9) оказывается удо-

влетворительным для большого числа задач.

Если неупругое рассеяние является определяющим факто-

ром в процессе замедления, то для нахождения функции 𝜙𝜙(𝑢𝑢)

необходимо решить общую энергетическую задачу

(Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠)𝜙𝜙 = A𝜙𝜙+ 𝜒𝜒(𝑢𝑢), (16.4.12)

где интегральный оператор A определяется в следующем виде:

A𝜙𝜙 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙(𝑢𝑢′)𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)+

+

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙(𝑢𝑢′)𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

(16.4.13)

Существенным недостатком изложенных способов усредне-

ния является то, что они не учитывают утечек нейтронов из од-

ной зоны реактора в другую. Для более правильного усредне-

ния физических констант необходимо знать пространственно-

энергетическое распределение нейтронов по всем зонам

реактора. Этот вопрос рассмотрен в рамках диффузионно-

возрастной теории в следующей главе.

396 Гл. 16. Многогрупповые уравнения реактора в 𝑃𝑃1-приближении

Решение этой задачи дается в виде

𝜙𝜙(𝑢𝑢) =
𝜂𝜂(𝑢𝑢)

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒
, (16.4.2)

где

𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (16.4.3)

2. Источники нейтронов распределены по спектру деления. 
Учитывается захват нейтронов. Неупругое рассеяние мож-
но считать несущественным. Задача решается в возрастном 
приближении:

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑐𝑐

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒
𝑞𝑞 = 𝜒𝜒(𝑢𝑢);

𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒𝜙𝜙(𝑢𝑢);

𝑞𝑞(−∞) = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.4.4)

Решение этой задачи (16.4.4) имеет вид

𝜙𝜙(𝑢𝑢) =
𝜂𝜂(𝑢𝑢)

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒
, (16.4.5)

где

𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜒𝜒(𝑢𝑢′)
𝑝𝑝(𝑢𝑢)

𝑝𝑝(𝑢𝑢′)
; (16.4.6)

𝑝𝑝(𝑢𝑢) = 𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
−∞

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒

𝑑𝑑𝑑𝑑′

. (16.4.7)

3. Источники нейтронов распределены по спектру деления, 
неупругое рассеяние несущественно. Задача решается в воз-
растном приближении с учетом второго энергетического мо-
мента:

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑐𝑐

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ
𝑞𝑞 = 𝜒𝜒(𝑢𝑢);

𝑞𝑞 = (𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ)𝜙𝜙(𝑢𝑢);

𝑞𝑞(−∞) = 0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.4.8)
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Решение задачи (16.4.8) имеет вид

𝜙𝜙(𝑢𝑢) =
𝜂𝜂(𝑢𝑢)

𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒 + 𝛾𝛾Σ
, (16.4.9)

где

𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜒𝜒(𝑢𝑢′)
𝑝𝑝(𝑢𝑢)

𝑝𝑝(𝑢𝑢′)
; (16.4.10)

𝑝𝑝(𝑢𝑢) = 𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
−∞

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑒𝑒𝑒𝑒+𝛾𝛾Σ

𝑑𝑑𝑑𝑑′

. (16.4.11)

   Усреднение физических  констант в  надтепловой области

по формулам (16.4.2), (16.4.5) и (16.4.9) оказывается удо-

влетворительным для большого числа задач.

Если неупругое рассеяние является определяющим факто-

ром в процессе замедления, то для нахождения функции 𝜙𝜙(𝑢𝑢)

необходимо решить общую энергетическую задачу

(Σ𝑐𝑐 +Σ𝑠𝑠)𝜙𝜙 = A𝜙𝜙+ 𝜒𝜒(𝑢𝑢), (16.4.12)

где интегральный оператор A определяется в следующем виде:

A𝜙𝜙 =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢−𝑟𝑟

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙(𝑢𝑢′)𝑔𝑔0𝑒𝑒𝑒𝑒(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′)+

+

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢
′)𝜙𝜙(𝑢𝑢′)𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑢𝑢 → 𝑢𝑢′).

(16.4.13)

Существенным недостатком изложенных способов усредне-

ния является то, что они не учитывают утечек нейтронов из од-

ной зоны реактора в другую. Для более правильного усредне-

ния физических констант необходимо знать пространственно-

энергетическое распределение нейтронов по всем зонам

реактора. Этот вопрос рассмотрен в рамках диффузионно-

возрастной теории в следующей главе.

16.4. Простейшие методы усреднения ... 387
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где
𝑞𝑞0𝑇𝑇 =

𝑚𝑚∑︀
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙
𝑙𝑙
0;

𝑞𝑞1𝑇𝑇 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙𝑙𝑙

1,

а Σ𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓𝑇𝑇 , Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 — эффективные константы одногрупповой тео-
рии для группы тепловых нейтронов.

Если максимальная потеря энергии меньше Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 (то есть
𝑀𝑀 ≫ 1), а неупругое рассеяние несущественно, то в этом случае 
формулы (16.5.2) принимают вид

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

0𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
0з;

Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

1𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
1з +Σ𝑗𝑗

1𝑒𝑒𝑒𝑒(1− 𝜇̄𝜇0);

𝑞𝑞𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗−1
0з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

0 ;

𝑞𝑞𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗−1
1з 𝜙𝜙10𝑗𝑗−1;

𝑄𝑄 =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
0𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.3′)

   Если же неупругое рассеяние оказывается существенным, 
тогда:

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

0𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
0з +Σ𝑗𝑗

0𝑖𝑖𝑖𝑖(1−
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖);

Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

1𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
1з +Σ𝑗𝑗

1𝑒𝑒𝑒𝑒(1− 𝜇𝜇0);

𝑞𝑞𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗−1
0з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

0 +

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

Σ𝑙𝑙
0𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜙𝜙

𝑙𝑙
0;

𝑞𝑞𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗−1
1з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

1 ;

𝑄𝑄 =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.4)
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16.5. Приведение многогрупповых
уравнений реактора к виду,
удобному для расчетов

Многогрупповые уравнения реактора в 𝑃𝑃1-приближении
представлены в виде (16.1.13) и (16.1.16).

Рассмотрим сначала систему основных уравнений реактора,
представив ее в следующем виде:

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
0 = 𝑞𝑞𝑗𝑗0 + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 𝑞𝑞𝑗𝑗1;

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.5.1)

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

0−
𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖;

Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

1−
𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒;

𝑞𝑞𝑗𝑗0 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

(︀ 𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖

)︀
𝜙𝜙𝑙𝑙
0;

𝑞𝑞𝑗𝑗1 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙
𝑙𝑙
1;

𝑄𝑄 =

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.2)

Величину Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 называют сечением увода из группы 𝑗𝑗, а 𝑞𝑞𝑗𝑗0 —

плотностью замедления нейтронов в группу 𝑗𝑗.
Функция Φ0(r) является решением уравнений тепловой груп-

пы нейтронов:
∇𝜙𝜙1 + Σ𝑐𝑐𝑐𝑐 Φ0 = 𝑞𝑞0𝑇𝑇 ;

1

3
∇Φ𝑗𝑗

0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Φ1 = 𝑞𝑞1𝑇𝑇 ,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.5.3)
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где
𝑞𝑞0𝑇𝑇 =

𝑚𝑚∑︀
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙
𝑙𝑙
0;

𝑞𝑞1𝑇𝑇 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙𝑙𝑙

1,

а Σ𝑐𝑐𝑐𝑐 , 𝜈𝜈𝑓𝑓 Σ𝑓𝑓𝑇𝑇 , Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 — эффективные константы одногрупповой тео-
рии для группы тепловых нейтронов.

Если максимальная потеря энергии меньше Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 (то есть
𝑀𝑀 ≫ 1), а неупругое рассеяние несущественно, то в этом случае 
формулы (16.5.2) принимают вид

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

0𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
0з;

Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

1𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
1з +Σ𝑗𝑗

1𝑒𝑒𝑒𝑒(1− 𝜇̄𝜇0);

𝑞𝑞𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗−1
0з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

0 ;

𝑞𝑞𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗−1
1з 𝜙𝜙10𝑗𝑗−1;

𝑄𝑄 =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
0𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.3′)

   Если же неупругое рассеяние оказывается существенным, 
тогда:

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

0𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
0з +Σ𝑗𝑗

0𝑖𝑖𝑖𝑖(1−
𝑗𝑗→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖);

Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

1𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗
1з +Σ𝑗𝑗

1𝑒𝑒𝑒𝑒(1− 𝜇𝜇0);

𝑞𝑞𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗−1
0з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

0 +

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

Σ𝑙𝑙
0𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑔𝑔0𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜙𝜙

𝑙𝑙
0;

𝑞𝑞𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗−1
1з 𝜙𝜙𝑗𝑗−1

1 ;

𝑄𝑄 =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.4)
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Если 𝑀𝑀 ≫ 1 и неупругое рассеяние несущественно, то в этом
случае

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗+1
0з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

0 ;

𝑞𝑞*𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗+1
1з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

1 ,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(16.5.9)

причем
𝑞𝑞*𝑚𝑚0 =

𝑚𝑚→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*

0;

𝑞𝑞*𝑚𝑚1 =
𝑚𝑚→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*

1.

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.5.10)

Если неупругое рассеяние существенно, то

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗+1
0з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

0 +

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
0 ;

𝑞𝑞*1 = Σ𝑗𝑗+1
1з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

1 ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.5.11)

причем величины 𝑞𝑞*𝑚𝑚0 и 𝑞𝑞*𝑚𝑚1 снова вычисляются по формулам
(16.5.10).

16.6. Учет резонансных эффектов

При расчетах ядерных реакторов зачастую приходится 
иметь дело с резонансным поглощением нейтронов и резонанс-
ным делением.

Введем в рассмотрение вероятность 𝑃𝑃𝑗𝑗 того, что нейтрон 
избежит резонансное поглощение в группе (𝑣𝑣𝑗𝑗−1, 𝑣𝑣𝑗𝑗 ). Тогда 
учет резонансного поглощения приближенно сводится к тому, 
что плотность замедления нейтронов в группу 𝑗𝑗 необходимо 
умножить на вероятность избежания резонансного захвата 
𝑃𝑃𝑗𝑗 . Физически это соответствует такой модели замедления 
нейтронов, когда все резонансы из интервала (𝑣𝑣𝑗𝑗−1, 𝑣𝑣𝑗𝑗 ) сосредо-
точены на границе 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑗𝑗−1. Такая модель вполне удовлетворена 
при большом числе групп.

Далее введем в рассмотрение вероятность того, что ней-
трон поглотится, вызвав деление. Эту величину обозначим 𝑅𝑅𝑗𝑗

𝑓𝑓 . 
Тогда можно подсчитать число нейтронов, испытавших при 
переходе  в  группу  𝑗𝑗   резонансный  захват  с  делением.  Каж-

400 Гл. 16. Многогрупповые уравнения реактора в 𝑃𝑃1-приближении

Таким образом, полная система основных уравнений реакто-
ра в многогрупповом представлении имеет вид

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 +Σ0𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
0 = 𝑞𝑞𝑗𝑗0 + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄(r);

1

3
∇𝜙𝜙𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 𝑞𝑞𝑗𝑗1;

∇Φ1 +Σ0𝑇𝑇Φ0 = 𝑞𝑞0𝑇𝑇 ;

1

3
∇Φ0 +Σ1𝑇𝑇Φ1 = 𝑞𝑞1𝑇𝑇 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.5)

В качестве граничных условий к системе (16.5.5) необходимо
присоединить следующие:

2(𝜙𝜙𝑗𝑗
1)n − 𝜙𝜙𝑗𝑗

0 = 0; 

2(Φ1)n − Φ0 = 0

⎫⎪⎬
⎪⎭

на 𝑆𝑆𝑆 (16.5.6)

Переходим к рассмотрению системы сопряженных уравне-
ний реактора (16.1.16′). Запишем ее в виде, удобном для прове-
дения расчетов:

−∇𝜙𝜙*𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝑦𝑦𝜙𝜙
*𝑗𝑗
0 = 𝑞𝑞*𝑗𝑗0 + 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

−1

3
∇𝜙𝜙*𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

*𝑗𝑗
1 = 𝑞𝑞*𝑗𝑗1 ;

−∇Φ*
1 +Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ

*
0 = 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

−1

3
∇Φ*

0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Φ
*
1 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.7)

где

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

(︀ 𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖

)︀
𝜙𝜙*𝑙𝑙
0 +

𝑗𝑗→𝑚𝑚+1

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*
0;

𝑞𝑞*𝑗𝑗1 =
𝑚𝑚∑︁

𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
1 +

𝑗𝑗→𝑚𝑚+1

Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*
1;

𝑄𝑄* =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗
0 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(16.5.8)
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Если 𝑀𝑀 ≫ 1 и неупругое рассеяние несущественно, то в этом
случае

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗+1
0з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

0 ;

𝑞𝑞*𝑗𝑗1 = Σ𝑗𝑗+1
1з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

1 ,

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(16.5.9)

причем
𝑞𝑞*𝑚𝑚0 =

𝑚𝑚→𝑚𝑚+1
Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*

0;

𝑞𝑞*𝑚𝑚1 =
𝑚𝑚→𝑚𝑚+1
Σ1𝑒𝑒𝑒𝑒 Φ*

1.

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(16.5.10)

Если неупругое рассеяние существенно, то

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 = Σ𝑗𝑗+1
0з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

0 +

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
0 ;

𝑞𝑞*1 = Σ𝑗𝑗+1
1з 𝜙𝜙*𝑗𝑗+1

1 ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.5.11)

причем величины 𝑞𝑞*𝑚𝑚0 и 𝑞𝑞*𝑚𝑚1 снова вычисляются по формулам
(16.5.10).

16.6. Учет резонансных эффектов

При расчетах ядерных реакторов зачастую приходится 
иметь дело с резонансным поглощением нейтронов и резонанс-
ным делением.

Введем в рассмотрение вероятность 𝑃𝑃𝑗𝑗 того, что нейтрон 
избежит резонансное поглощение в группе (𝑣𝑣𝑗𝑗−1, 𝑣𝑣𝑗𝑗 ). Тогда 
учет резонансного поглощения приближенно сводится к тому, 
что плотность замедления нейтронов в группу 𝑗𝑗 необходимо 
умножить на вероятность избежания резонансного захвата 
𝑃𝑃𝑗𝑗 . Физически это соответствует такой модели замедления 
нейтронов, когда все резонансы из интервала (𝑣𝑣𝑗𝑗−1, 𝑣𝑣𝑗𝑗 ) сосредо-
точены на границе 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣𝑗𝑗−1. Такая модель вполне удовлетворена 
при большом числе групп.

Далее введем в рассмотрение вероятность того, что ней-
трон поглотится, вызвав деление. Эту величину обозначим 𝑅𝑅𝑗𝑗

𝑓𝑓 . 
Тогда можно подсчитать число нейтронов, испытавших при 
переходе  в  группу  𝑗𝑗   резонансный  захват  с  делением.  Каж-
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𝑄𝑄+ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑅𝑅 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑙𝑙
𝑓𝑓 𝜙𝜙

𝑙𝑙
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ, (16.6.8)

где

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑙𝑙
𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ

𝑙𝑙
𝑓𝑓 +

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=𝑙𝑙+1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓𝑅𝑅
𝑗𝑗
𝑓𝑓

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0𝑠𝑠 . (16.6.9)

Таким образом, приближенный учет резонансных эффектов

сводится в конечном итоге к замене величин
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 на
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ*
0𝑠𝑠 и 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

на 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑗𝑗
𝑓𝑓 . В дальнейшем будем пользоваться системой основных

уравнений реактора (16.5.5), предполагая, что в случае резо-
нансных эффектов в ней произведена эта замена.

Аналогичным образом в случае резонансных эффектов
должна быть произведена замена соответствующих величин
и в системе сопряженных уравнений реактора (16.5.7).

В заключение остановимся на расчетах величин 𝑃𝑃𝑗𝑗 и 𝑃𝑃 𝑗𝑗
𝑓𝑓 . Для

одиночного резонанса

𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗 = 𝑒𝑒

− 𝑁𝑁
𝜉𝜉Σ𝑐𝑐

𝐽𝐽𝑘𝑘
эфф , (16.6.10)

где 𝐽𝐽𝑘𝑘
эфф — эффективный резонансный интеграл на резонансе

с номером 𝑘𝑘; 𝑁𝑁 — число ядер резонансного поглотителя в еди-
нице объема. Если 𝛼𝛼𝑘𝑘 — вероятность того, что резонансно по-
глощенный нейтрон вызовет деление, то

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑘𝑘

=
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
. (16.6.11)

Таким образом,

𝑃𝑃𝑗𝑗 =
∏︁
𝑘𝑘

𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗 ;

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓 =

∏︁
𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(16.6.12)
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дый такой захват, сопровождаемый появлением 𝜈𝜈𝑓𝑓 вторичных
нейтронов, рожденных вследствие резонансного поглощения,
будет равен

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗
𝑅𝑅 = 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓𝑅𝑅

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑞𝑞

𝑗𝑗
0. (16.6.1)

Это значит, что полное число вторичных нейтронов, рожден-
ных при захвате на всех резонансах, найдется суммированием 
выражения (16.6.1) по всем группам, то есть

𝑄𝑄𝑅𝑅 =
∑︁
𝑗𝑗

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓𝑅𝑅
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑞𝑞

𝑗𝑗
0. (16.6.2)

Запишем теперь систему основных уравнений реактора
при наличии резонансных эффектов:

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 +Σ𝑗𝑗

0𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
0 = 𝑃𝑃𝑗𝑗𝑞𝑞

𝑗𝑗
0 + 𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑄𝑄+ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑅𝑅);

1

3
∇𝜙𝜙𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 𝑞𝑞𝑗𝑗1;

∇𝜙𝜙1 +Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ0 = 𝑃𝑃𝑇𝑇 𝑞𝑞0𝑇𝑇 ;
1

3
∇Φ0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Φ1 = 𝑞𝑞1𝑇𝑇 ,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(16.6.3)
где 𝑃𝑃𝑇𝑇 = 𝑃𝑃𝑚𝑚 — вероятность нейтрону избежать резонансного по-
глощения при переходе из группы 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚 в тепловую. Рассмот-
рим выражение

𝑃𝑃𝑗𝑗𝑞𝑞
𝑗𝑗
0 = 𝑃𝑃𝑗𝑗

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 𝜙𝜙
𝑙𝑙
0, (16.6.4)

где
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠=
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑒𝑒𝑒𝑒 +
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑖𝑖𝑖𝑖 .

     Выражение (16.6.4) можно записать в следующем виде:

𝑃𝑃𝑗𝑗𝑞𝑞
𝑗𝑗
0 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ*
0𝑠𝑠 𝜙𝜙

𝑙𝑙
0, (16.6.5)

где
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠= 𝑃𝑃𝑗𝑗

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 . (16.6.6)

     Далее, рассмотрим сумму

𝑄𝑄+ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑅𝑅 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ
𝑙𝑙
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑙𝑙
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ+

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓𝑅𝑅
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑞𝑞

𝑗𝑗
0. (16.6.7)

     Выражение (16.6.7) преобразуем к следующему виду:
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𝑄𝑄+ 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑅𝑅 =

𝑚𝑚∑︁
𝑙𝑙=1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑙𝑙
𝑓𝑓 𝜙𝜙

𝑙𝑙
0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ, (16.6.8)

где

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑙𝑙
𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑙𝑙𝑓𝑓Σ

𝑙𝑙
𝑓𝑓 +

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=𝑙𝑙+1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓𝑅𝑅
𝑗𝑗
𝑓𝑓

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0𝑠𝑠 . (16.6.9)

Таким образом, приближенный учет резонансных эффектов

сводится в конечном итоге к замене величин
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 на
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ*
0𝑠𝑠 и 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

на 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
*𝑗𝑗
𝑓𝑓 . В дальнейшем будем пользоваться системой основных

уравнений реактора (16.5.5), предполагая, что в случае резо-
нансных эффектов в ней произведена эта замена.

Аналогичным образом в случае резонансных эффектов
должна быть произведена замена соответствующих величин
и в системе сопряженных уравнений реактора (16.5.7).

В заключение остановимся на расчетах величин 𝑃𝑃𝑗𝑗 и 𝑃𝑃 𝑗𝑗
𝑓𝑓 . Для

одиночного резонанса

𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗 = 𝑒𝑒

− 𝑁𝑁
𝜉𝜉Σ𝑐𝑐

𝐽𝐽𝑘𝑘
эфф , (16.6.10)

где 𝐽𝐽𝑘𝑘
эфф — эффективный резонансный интеграл на резонансе

с номером 𝑘𝑘; 𝑁𝑁 — число ядер резонансного поглотителя в еди-
нице объема. Если 𝛼𝛼𝑘𝑘 — вероятность того, что резонансно по-
глощенный нейтрон вызовет деление, то

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑘𝑘

=
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
. (16.6.11)

Таким образом,

𝑃𝑃𝑗𝑗 =
∏︁
𝑘𝑘

𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗 ;

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓 =

∏︁
𝑘𝑘

𝑅𝑅𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑘𝑘
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(16.6.12)
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∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − (Σ𝑗𝑗
𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝑗𝑗 = −Σ𝑗𝑗−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1 − 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄 (17.1.2)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 .

Требуется найти решение системы уравнений (17.1.2),
непрерывное вместе с потоком 𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 и удовлетворяющее
на внешней границе условию

2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0 на 𝑆𝑆э. (17.1.3)

Если реактор имеет большие размеры по сравнению с 𝑙𝑙𝑗𝑗𝑡𝑡𝑡𝑡 , то
условие (17.1.3) можно заменить приближенным

𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (17.1.4)

где 𝑆𝑆э — экстраполированная поверхность реактора, отстоящая
от реальной границы на расстояние 𝑑𝑑 =

2

3
𝑙̄𝑙𝑡𝑡𝑡𝑡 (здесь 𝑙̄𝑙𝑡𝑡𝑡𝑡 — величи-

на, усредненная по потоку нейтронов, вылетающих из реакто-
ра).

Соответствующая система уравнений для тепловой группы
может быть записана в виде

∇Φ1 +Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ0 = Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚;

1

3
∇Φ0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Φ1 = 0.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(17.1.5)

  Исключая из системы (17.1.5) величину Φ1, приходим             
к диффузионному уравнению

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ− Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ = −Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚, (17.1.6)

где
Φ(r) = Φ0(r); 𝜙𝜙𝑚𝑚(r) = 𝜙𝜙𝑚𝑚

0 (r).

    На внешней границе реактора требуется, чтобы выполня-
лось условие

2𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ0)n +Φ0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (17.1.7)

Таким образом, основная система уравнений реактора для 
рассматриваемого случая запишется в виде

з

з

Глава 17. 405

17
Многогрупповая система
уравнений реактора
в диффузионно-возрастном
приближении

17.1. Многогрупповая система основных
и сопряженных уравнений

Разработанный в предыдущей главе многогрупповой метод
позволяет находить приближенное решение задачи на расчет
критической массы, спектра потока и ценности нейтронов в ре-
акторе с учетом неупругих эффектов и особенностей замедли-
теля на водороде. В тех случаях, когда масса ядер замедления
много больше единицы и эффекты неупругого рассеяния пре-
небрежимо малы, системы основных и сопряженных уравнений
замедления принимают особенно простой вид и соответствуют
диффузионно-возрастному приближению.

Так, пренебрегая малыми величинами, систему основных
уравнений можно записать следующим образом:

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 + (Σ𝑗𝑗

𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝑗𝑗
0 = Σ𝑗𝑗−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1

0 + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄;

1

3
∇𝜙𝜙𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
𝑡𝑡𝑡𝑡𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 0,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(17.1.1)

где
Σ𝑗𝑗
𝑐𝑐 = Σ0

𝑗𝑗
𝑐𝑐;    Σ

𝑗𝑗 = Σ0
𝑗𝑗 ;  Σ𝑗𝑗

𝑡𝑡𝑡𝑡 = Σ𝑗𝑗
𝑠𝑠1(1 − 𝜇̄𝜇0) + Σ1𝑐𝑐,

𝑠𝑠1  определяются формулами, расмот-а величины Σ0
𝑗𝑗
𝑐𝑐, Σ0

𝑗𝑗 , Σ1𝑐𝑐, Σ𝑗𝑗

ренными в главе 16.
Исключая из системы уравнений (17.1.1) функции 𝜙𝜙1

𝑗𝑗, при-
ходим к диффузионным уравнениям вида

з

з з

з з

Глава 17.394
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∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − (Σ𝑗𝑗
𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗)𝜙𝜙𝑗𝑗 = −Σ𝑗𝑗−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1 − 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄𝑄 (17.1.2)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 .

Требуется найти решение системы уравнений (17.1.2),
непрерывное вместе с потоком 𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 и удовлетворяющее
на внешней границе условию

2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0 на 𝑆𝑆э. (17.1.3)

Если реактор имеет большие размеры по сравнению с 𝑙𝑙𝑗𝑗𝑡𝑡𝑡𝑡 , то
условие (17.1.3) можно заменить приближенным

𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (17.1.4)

где 𝑆𝑆э — экстраполированная поверхность реактора, отстоящая
от реальной границы на расстояние 𝑑𝑑 =

2

3
𝑙̄𝑙𝑡𝑡𝑡𝑡 (здесь 𝑙̄𝑙𝑡𝑡𝑡𝑡 — величи-

на, усредненная по потоку нейтронов, вылетающих из реакто-
ра).

Соответствующая система уравнений для тепловой группы
может быть записана в виде

∇Φ1 +Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ0 = Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚;

1

3
∇Φ0 +Σ𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡Φ1 = 0.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(17.1.5)

  Исключая из системы (17.1.5) величину Φ1, приходим             
к диффузионному уравнению

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ− Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ = −Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚, (17.1.6)

где
Φ(r) = Φ0(r); 𝜙𝜙𝑚𝑚(r) = 𝜙𝜙𝑚𝑚

0 (r).

    На внешней границе реактора требуется, чтобы выполня-
лось условие

2𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ0)n +Φ0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (17.1.7)

Таким образом, основная система уравнений реактора для 
рассматриваемого случая запишется в виде

з

з
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∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙

*𝑗𝑗 = −Σ𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗+1 − 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ* − Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ
* = −𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

𝑄𝑄*(r) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.1.14)

  Решение системы сопряженных уравнений принадлежит 
классу непрерывных функций 𝜙𝜙*𝑗𝑗 и Φ*, вместе с потоками 
𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 и 𝐷𝐷𝑇𝑇 ∇Φ*, удовлетворяющих на внешней границе 
реактора 𝑆𝑆 условиям

2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙*𝑗𝑗 = 0;

2𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ*)n +Φ* = 0.

⎫
⎬
⎭ (17.1.15)

   Кроме того, при рассмотрении системы (17.1.14) следует 
положить

𝜙𝜙*𝑚𝑚+1 = Φ*. (17.1.16)

В заключение отметим, что резонансные эффекты, так же
как и в § 16.6, можно учесть заменой

Σ𝑗𝑗 на Σ*𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑗𝑗Σ
𝑗𝑗

и

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓 на 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ

*𝑗𝑗
𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑗𝑗+1

𝑓𝑓 𝑅𝑅𝑗𝑗+1
𝑓𝑓 Σ𝑗𝑗 .

17.2. Приближенный расчет спектра
нейтронов в реакторе

Рассмотрим приближенный метод расчета пространственно-
энергетического распределения нейтронов в реакторе. Этот 
метод родственен методу групп. Результаты расчетов по 
данному методу могут иметь как самостоятельный интерес при 
решении вопроса о критической массе реактора, так                
и использоваться для наиболее корректного группового усред-
нения физических констант.

з

з з з

з
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∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗 = −Σ𝑗𝑗−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1 − 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄(r);

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ− Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ = −Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚;

𝑄𝑄(r) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.1.8)

где
Σ𝑗𝑗
𝑦𝑦 = Σ𝑗𝑗

𝑐𝑐 +Σ𝑗𝑗 . (17.1.9)

Решение системы уравнений ищется в классе непрерыв-
ных функций 𝜙𝜙𝑗𝑗 и Φ, вместе с непрерывными потоками 𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗     

и 𝐷𝐷𝑇𝑇 ∇Φ, удовлетворяющих граничным условиям на 𝑆𝑆
2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0;

2𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ)n +Φ = 0.

⎫⎬
⎭ (17.1.10)

Переходим теперь к рассмотрению сопряженных уравнений
реактора. Для этого рассмотрим вектор-функции

𝜙𝜙 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝜙𝜙1

𝜙𝜙2

. . .

𝜙𝜙𝑚𝑚

Φ

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

; 𝜙𝜙 =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

𝜙𝜙*1

𝜙𝜙*2

. . .

𝜙𝜙*𝑚𝑚

Φ*

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒

и определим их скалярное произведение следующим образом:

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙*) =

∫︁
𝑑𝑑r

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜙𝜙𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 +

∫︁
𝑑𝑑rΦΦ*. (17.1.11)

     Систему уравнений (17.1.8) запишем в виде

L𝜙𝜙 = 0. (17.1.12)

     Тогда с помощью тождества Лагранжа

(𝜙𝜙*,L𝜙𝜙) = (𝜙𝜙𝜙L*𝜙𝜙*)

нетрудно прийти к системе сопряженных уравнений

L*𝜙𝜙* = 0. (17.1.13)

  В скалярном виде эта система запишется следующим 
образом:

з

з

з
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∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙

*𝑗𝑗 = −Σ𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗+1 − 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ* − Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ
* = −𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓𝑄𝑄

*(r);

𝑄𝑄*(r) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.1.14)

  Решение системы сопряженных уравнений принадлежит 
классу непрерывных функций 𝜙𝜙*𝑗𝑗 и Φ*, вместе с потоками 
𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 и 𝐷𝐷𝑇𝑇 ∇Φ*, удовлетворяющих на внешней границе 
реактора 𝑆𝑆 условиям

2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙*𝑗𝑗 = 0;

2𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ*)n +Φ* = 0.

⎫
⎬
⎭ (17.1.15)

   Кроме того, при рассмотрении системы (17.1.14) следует 
положить

𝜙𝜙*𝑚𝑚+1 = Φ*. (17.1.16)

В заключение отметим, что резонансные эффекты, так же
как и в § 16.6, можно учесть заменой

Σ𝑗𝑗 на Σ*𝑗𝑗 = 𝑃𝑃𝑗𝑗Σ
𝑗𝑗

и

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓 на 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ

*𝑗𝑗
𝑓𝑓 = 𝜈𝜈𝑗𝑗+1

𝑓𝑓 𝑅𝑅𝑗𝑗+1
𝑓𝑓 Σ𝑗𝑗 .

17.2. Приближенный расчет спектра
нейтронов в реакторе

Рассмотрим приближенный метод расчета пространственно-
энергетического распределения нейтронов в реакторе. Этот 
метод родственен методу групп. Результаты расчетов по 
данному методу могут иметь как самостоятельный интерес при 
решении вопроса о критической массе реактора, так                
и использоваться для наиболее корректного группового усред-
нения физических констант.

з

з з з

з
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а 𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑.

Подставим выражение (17.2.4’) в соотношение (17.2.4) и вы-
несем из-под знака интервала функцию 𝜓𝜓(r, 𝑢𝑢), положив 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑗𝑗:

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
∇2𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙′ =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′∇2𝜓𝜓𝑗𝑗 .

     Из соотношения (17.2.4’) следует, что

𝜙𝜙𝑗𝑗 =
𝜂𝜂𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜓𝜓𝑗𝑗 .

     Таким образом,
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
∇2𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙′ =

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜂𝜂𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′∇2𝜙𝜙𝑗𝑗 .

   С учетом последнего выражения, равенство (17.2.3) может 
быть преобразовано к следующему виду:

∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 = −𝑓𝑓 𝑗𝑗 , (17.2.5)
где

𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑗𝑗);

𝐷𝐷𝑗𝑗 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜂𝜂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

; Σ𝑗𝑗 =
𝜂𝜂𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜂𝜂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

;

𝑓𝑓 𝑗𝑗 = Σ𝑓𝑓

[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜙𝜙𝑗𝑗−1 +

𝜒𝜒𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑄𝑄(r)

]︂
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.2.6)

При выводе системы уравнений (17.2.5) предполагалось, что
на границе раздела зон реактора имеет место условие непре-
рывности потока нейтронов

𝐽𝐽 = −𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n (17.2.7)

и на внешней границе реактора 𝑆𝑆
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возрастном приближении, записав его предварительно в сле-
дующем виде:

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

Σ𝑐𝑐

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠
𝑞𝑞 = ∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙+ 𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r), (17.2.1)

где 𝑞𝑞 = 𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙

— плотность замедления.
Пусть весь интервал летаргии разбит на частичные интер-

валы шириной Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 . Проинтегрируем уравнение (17.2.1) в пре-
делах (𝑢𝑢𝑗𝑗−1, 𝑢𝑢), предполагая правую часть уравнения известной. 
Тогда получим

𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑞𝑞𝑗𝑗−1 +

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄(r), (17.2.2)

где

𝑞𝑞𝑗𝑗 = 𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢𝑗𝑗 ); 𝑝𝑝𝑗𝑗 (𝑢𝑢) = 𝑒𝑒
−

𝑢𝑢∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

Σ𝑐𝑐
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑑𝑑

;

𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜒𝜒(𝑢𝑢′)
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′.

Полагая в решении (17.2.2) 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑗𝑗, будем иметь

𝑞𝑞𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑗𝑗𝑞𝑞𝑗𝑗−1 +

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄(r), (17.2.3)

где
𝑝𝑝𝑗𝑗 = 𝑝𝑝𝑗𝑗 (𝑢𝑢𝑗𝑗 );    𝜒𝜒𝑗𝑗 = 𝜒𝜒𝑗𝑗 (𝑢𝑢𝑗𝑗 ).

Для фиксирования зоны реактора выражение
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′ (17.2.4)

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠
𝜓𝜓(r, 𝑢𝑢), (17.2.4

можно преобразовать с учетом следующих предположений.
Предположим, что

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) =
𝜂𝜂(𝑢𝑢) ′)

где 𝜓𝜓(r, 𝑢𝑢) — медленно меняющаяся функция на интервале Δ𝑢𝑢𝑗𝑗,

Рассмотрим уравнение замедления нейтронов в диффузионно-
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а 𝜂𝜂(𝑢𝑢) =

𝑢𝑢∫︁

−∞

𝜒𝜒(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑.

Подставим выражение (17.2.4’) в соотношение (17.2.4) и вы-
несем из-под знака интервала функцию 𝜓𝜓(r, 𝑢𝑢), положив 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑗𝑗:

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
∇2𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙′ =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′∇2𝜓𝜓𝑗𝑗 .

     Из соотношения (17.2.4’) следует, что

𝜙𝜙𝑗𝑗 =
𝜂𝜂𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜓𝜓𝑗𝑗 .

     Таким образом,
𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
∇2𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙′ =

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜂𝜂𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′∇2𝜙𝜙𝑗𝑗 .

   С учетом последнего выражения, равенство (17.2.3) может 
быть преобразовано к следующему виду:

∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 = −𝑓𝑓 𝑗𝑗 , (17.2.5)
где

𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑗𝑗);

𝐷𝐷𝑗𝑗 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜂𝜂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

; Σ𝑗𝑗 =
𝜂𝜂𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜂𝜂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑

;

𝑓𝑓 𝑗𝑗 = Σ𝑓𝑓

[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜙𝜙𝑗𝑗−1 +

𝜒𝜒𝑗𝑗

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑄𝑄(r)

]︂
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.2.6)

При выводе системы уравнений (17.2.5) предполагалось, что
на границе раздела зон реактора имеет место условие непре-
рывности потока нейтронов

𝐽𝐽 = −𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n (17.2.7)

и на внешней границе реактора 𝑆𝑆
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где

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐷𝐷𝑗𝑗𝜂𝜂𝑗𝑗
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
. (17.2.14)

Подставив выражение (17.2.13) в формулу (17.2.2), получим

𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑞𝑞𝑗𝑗−1 +𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 + 𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.2.15)

Перейдя от функции 𝑞𝑞 к 𝜙𝜙 и исключив выражение ∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗

с помощью уравнения (17.2.5), получим следующую интерпо-
ляционную формулу:

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) =
1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

{︂[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1+

+
𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙𝑗𝑗 +

[︂
𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝜒𝜒𝑗𝑗𝐴𝐴

𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
𝑄𝑄

}︂
.

(17.2.16)

     Введем обозначения

𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠−1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
;

𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗
;

Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢) =

(︂
𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝜒𝜒𝑗𝑗 𝐴𝐴

𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

)︂
1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.2.17)

     Тогда формула (17.2.16) запишется в виде

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.2.18)

Подставив выражение (17.2.18) в формулу (17.2.12), будем
иметь

𝑄𝑄(r) =
1

1− 𝜀𝜀

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓𝜙𝜙
𝑗𝑗 , (17.2.19)

где

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑎𝑗𝑗+1
𝑓𝑓1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓2, 𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚− 1;

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓2 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚;

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚+ 1;

(17.2.20)
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2𝐷𝐷𝑗𝑗(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n + 𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0. (17.2.8)

К системе (17.2.5) необходимо присоединить уравнения
для потока тепловых нейтронов

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ− Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ = −𝑓𝑓𝑇𝑇 , (17.2.9)
где

𝑓𝑓𝑇𝑇 = Σ𝑚𝑚𝜙𝜙𝑚𝑚

при условии, что на границах раздела зон реактора функции Φ

и 𝐷𝐷𝑇𝑇 (∇Φ)n остаются непрерывными, а на внешней границе вы-
полняется следующее соотношение:

2𝐷𝐷(∇Φ)n +Φ = 0. (17.2.10)

Таким образом, система основных уравнений реактора име-
ет вид

∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 = −𝑓𝑓 𝑗𝑗 ;

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇Φ− Σ𝑐𝑐𝑐𝑐Φ = −𝑓𝑓𝑇𝑇 .

⎫⎬
⎭ (17.2.11)

Переходим к вычислению функции 𝑄𝑄(r):

𝑄𝑄(r) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+ 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓Φ. (17.2.12)

     Для получения наилучшей аппроксимации функции 𝜙𝜙 в пре-
делах интервала летаргии (𝑢𝑢𝑗𝑗−1, 𝑢𝑢) воспользуемся формулой 
(17.2.2). С этой целью рассмотрим интеграл в правой части 
этого выражения и представим его приближенно в следующем 
виде:

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′ =

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
∇2𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓′.

Функцию ∇2𝜓𝜓(r, 𝑢𝑢) заменим ∇2𝜙𝜙𝑗𝑗. Тогда нетрудно получить
𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
𝑑𝑑𝑑𝑑′ = 𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 , (17.2.13)
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где

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐷𝐷𝑗𝑗𝜂𝜂𝑗𝑗
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑢𝑢∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝐷𝐷𝐷𝐷

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑑𝑑′

𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢′)
. (17.2.14)

Подставив выражение (17.2.13) в формулу (17.2.2), получим

𝑞𝑞 = 𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑞𝑞𝑗𝑗−1 +𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 + 𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.2.15)

Перейдя от функции 𝑞𝑞 к 𝜙𝜙 и исключив выражение ∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗

с помощью уравнения (17.2.5), получим следующую интерпо-
ляционную формулу:

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) =
1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

{︂[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠−1𝜙𝜙𝑗𝑗−1+

+
𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙𝑗𝑗 +

[︂
𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝜒𝜒𝑗𝑗𝐴𝐴

𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
𝑄𝑄

}︂
.

(17.2.16)

     Введем обозначения

𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠−1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
;

𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢) =
𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗
;

Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢) =

(︂
𝜒𝜒𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝜒𝜒𝑗𝑗 𝐴𝐴

𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

)︂
1

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠
.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.2.17)

     Тогда формула (17.2.16) запишется в виде

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.2.18)

Подставив выражение (17.2.18) в формулу (17.2.12), будем
иметь

𝑄𝑄(r) =
1

1− 𝜀𝜀

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓𝜙𝜙
𝑗𝑗 , (17.2.19)

где

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑎𝑗𝑗+1
𝑓𝑓1 + 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓2, 𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚− 1;

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓2 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚;

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚+ 1;

(17.2.20)
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и

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗 =
∑︁
𝑘𝑘

𝜈𝜈𝑓𝑓𝜉𝜉Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢𝑘𝑘)
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘). (17.2.24)

Следовательно,

𝛿𝛿𝛿𝛿 =
∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑘𝑘

𝜈𝜈𝑓𝑓𝜉𝜉Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢𝑘𝑘)
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘). (17.2.25)

     Таким образом, полное число вторичных нейтронов деления 
найдется в виде суммы 𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿.

17.3. Усреднение физических констант
по спектру нейтронов в реакторе

Приближенный расчет пространственно-энергетического
распределения нейтронов в реакторе, изложенный в преды-
дущем параграфе, позволяет существенно уточнить систему
групповых констант с учетом конкретных особенностей спек-
тра нейтронов в различных зонах реактора.

С этой целью будем считать, что решение задачи 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑗𝑗) по-
лучено при фиксированных значениях 𝑢𝑢𝑗𝑗, а интерполирование
функции 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) в пределах интервала (𝑢𝑢𝑗𝑗−1, 𝑢𝑢𝑗𝑗) осуществляется
с помощью формулы

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.3.1)

    Проинтегрируем выражение (17.3.1) по объему данной зоны 
реактора. Тогда получим:

𝜙𝜙(𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.3.2)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗 =

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙𝑗𝑗(r). (17.3.3)

     Рассмотрим групповые константы, определяемые формула-
ми (16.2.11):
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𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓1 = 𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠−1

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

[︂
𝑝𝑝𝑗𝑗(𝑢𝑢)− 𝑝𝑝𝑗𝑗

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗

]︂
𝑑𝑑𝑑𝑑;

𝑎𝑎𝑗𝑗𝑓𝑓2 = 𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠

𝐴𝐴𝑗𝑗(𝑢𝑢)

𝐴𝐴𝑗𝑗
𝑑𝑑𝑑𝑑;

𝜀𝜀 =

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓Δ
𝑗𝑗(𝑢𝑢) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.2.21)

В заключение остановимся на вопросе об учете резонансно-
го захвата.

Пусть в группе (𝑢𝑢𝑗𝑗−1, 𝑢𝑢𝑗𝑗) содержится 𝑛𝑛 резонансов. Вероят-
ность нейтрону избежать захвата на резонансе с номером 𝑘𝑘 рав-
на 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑓𝑓 . Введем в рассмотрение функцию

𝑃𝑃𝑗𝑗(𝑢𝑢) =

𝑘𝑘∏︁
𝜈𝜈=1

𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑓𝑓 (𝑢𝑢𝑘𝑘−1 < 𝑢𝑢 𝑢 𝑢𝑢𝑘𝑘+1),

где 𝑢𝑢𝑘𝑘 — летаргия, соответствующая резонансу с номером 𝑘𝑘. То-
гда учет резонансного захвата производится простой заменой
функции

𝑃𝑃 𝑗𝑗(𝑢𝑢) на 𝑃𝑃𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑝𝑝
𝑗𝑗(𝑢𝑢).

Учет резонансного деления может быть произведен следую-
щим образом. Пусть 𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘) — плотность замедления нейтронов
при летаргии 𝑢𝑢𝑘𝑘 − 0, равная

𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘) = 𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢)
⃒⃒
𝑢𝑢=𝑢𝑢𝑘𝑘−0

. (17.2.22)

   Тогда число вторичных нейтронов, рожденных при резо-
нансном захвате на резонансе с номером 𝑘𝑘, будет равно

𝛿𝛿𝛿𝛿
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗 = 𝜈𝜈𝑓𝑓

1− 𝑃𝑃
(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
𝑞𝑞(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘) (17.2.23)
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и

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗 =
∑︁
𝑘𝑘

𝜈𝜈𝑓𝑓𝜉𝜉Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢𝑘𝑘)
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘). (17.2.24)

Следовательно,

𝛿𝛿𝛿𝛿 =
∑︁
𝑗𝑗

∑︁
𝑘𝑘

𝜈𝜈𝑓𝑓𝜉𝜉Σ𝑠𝑠(𝑢𝑢𝑘𝑘)
1− 𝑃𝑃

(𝑘𝑘)
𝑗𝑗

1 + 𝛼𝛼𝑘𝑘
𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑘𝑘). (17.2.25)

     Таким образом, полное число вторичных нейтронов деления 
найдется в виде суммы 𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿.

17.3. Усреднение физических констант
по спектру нейтронов в реакторе

Приближенный расчет пространственно-энергетического
распределения нейтронов в реакторе, изложенный в преды-
дущем параграфе, позволяет существенно уточнить систему
групповых констант с учетом конкретных особенностей спек-
тра нейтронов в различных зонах реактора.

С этой целью будем считать, что решение задачи 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢𝑗𝑗) по-
лучено при фиксированных значениях 𝑢𝑢𝑗𝑗, а интерполирование
функции 𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) в пределах интервала (𝑢𝑢𝑗𝑗−1, 𝑢𝑢𝑗𝑗) осуществляется
с помощью формулы

𝜙𝜙(r, 𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.3.1)

    Проинтегрируем выражение (17.3.1) по объему данной зоны 
реактора. Тогда получим:

𝜙𝜙(𝑢𝑢) = 𝛼𝛼𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗(𝑢𝑢)𝑄𝑄𝑄 (17.3.2)

где
𝜙𝜙𝑗𝑗 =

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝜙𝜙𝑗𝑗(r). (17.3.3)

     Рассмотрим групповые константы, определяемые формула-
ми (16.2.11):
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лам для групповых констант. С помощью полученной системы
групповых констант найдем решение сопряженной системы
уравнений реактора и произведем усреднение констант по фор-
мулам (16.1.18). Получим второе приближение для групповых
констант и т. д. Этот процесс последовательных приближе-
ний сходится очень быстро. Для практических целей вполне
достаточно ограничиться первой или второй итерацией.

17.4. Расчет эффективной добавки

Как было отмечено раньше, при расчетах ядерных реакто-
ров можно использовать условие равенства нулю потока и цен-
ности нейтронов на внешней экстраполированной поверхности
реактора. Однако экстраполированная граница, вообще говоря,
зависит от номера группы.

Для того чтобы воспользоваться преимуществами простей-
ших граничных условий на внешней экстраполированной по-
верхности, необходимо сделать предположение о независимо-
сти экстраполированной границы реактора от номера группы.
Оказывается, что можно ввести в рассмотрение такую экстра-
полированную поверхность, не зависящую от летаргии нейтро-
на, которая не нарушает критического состояния реактора1).
Разность между экстраполированной и истинной границами ре-
актора будем называть эффективной добавкой.

Рассмотрим систему основных и сопряженных уравнений ре-
актора в виде (17.1.8) и (17.1.14).

Как известно, граничными условиями для этих систем будут

(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n +
1

𝛾𝛾𝑗𝑗
𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0;

(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n +
1

𝛾𝛾𝑗𝑗
𝜙𝜙*𝑗𝑗 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(17.4.1)

где
𝛾𝛾𝑗𝑗 = 2𝐷𝐷𝑗𝑗 =

2

3
𝑙𝑙𝑗𝑗𝑡𝑡𝑡𝑡. (17.4.2)

Наряду с указанными системами основных и сопряженных
уравнений рассмотрим возмущенные системы, которые отли-

1)Эта задача была поставлена и решена В. В. Орловым.
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Σ𝑗𝑗
0 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑢𝑢)

; Σ𝑗𝑗
1 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝐷𝐷𝜙𝜙(𝑢𝑢)

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑢𝑢)

;

Σ𝑗𝑗
0 =

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙(𝑢𝑢)
⃒⃒
𝑢𝑢=𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑢𝑢)

; Σ𝑗𝑗
1 =

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢𝑜𝑜Σ𝑠𝑠𝐷𝐷𝜙𝜙(𝑢𝑢)
⃒⃒
𝑢𝑢=𝑢𝑢𝑗𝑗

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝜙𝜙(𝑢𝑢)

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.3.4)

Подставляя выражение (17.3.2) в формулы (17.3.4), при-
ходим к групповым константам, усредненным по реальному 
спектру, действующему в каждой зоне реактора. В соответ-
ствии с этим для фиксированной зоны реактора будем иметь

Σ𝑗𝑗
0 =

(Σ𝛼𝛼)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + (Σ𝛽𝛽)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 + (ΣΔ)𝑗𝑗𝑄𝑄

𝛼𝛼𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗𝑄𝑄
;

Σ𝑗𝑗
1=

(Σ𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + (Σ𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 + (ΣΔ𝐷𝐷)𝑗𝑗𝑄𝑄

(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + (𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 + (Δ𝐷𝐷)𝑗𝑗𝑄𝑄
;

Σ𝑗𝑗
0 =

𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝑠𝑠𝜙𝜙𝑗𝑗

𝛼𝛼𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + 𝛽𝛽𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 +Δ𝑗𝑗𝑄𝑄
;

Σ𝑗𝑗
1 =

Δ𝑢𝑢𝑢𝑢0Σ𝑠𝑠𝑠𝑠𝐷𝐷𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗

(𝛼𝛼𝛼𝛼)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗−1 + (𝛽𝛽𝛽𝛽)𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 + (Δ𝐷𝐷)𝑗𝑗𝑄𝑄
,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(17.3.5)

где использованы следующие обозначения:

𝑎𝑎 =

∫︁

𝐺𝐺𝑛𝑛

𝑑𝑑r𝑎𝑎;      𝑎𝑎𝑗𝑗 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︁

𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎;      𝑎𝑎𝑗𝑗 = 𝑎𝑎(𝑢𝑢𝑗𝑗 ). (17.3.6)

Величина Σ𝑗𝑗
𝑓𝑓 усредняется по первой формуле из системы

(17.3.5). Учет резонансов в многогрупповой системе произво-
дится методами, изложенными выше (см. § 16.6).

Для более точного усреднения многогрупповых констант
необходимо воспользоваться решением многогрупповой си-
стемы сопряженных уравнений. С этой целью необходимо по-
ступать следующим образом. Сначала, пользуясь формулами
усреднения (17.3.5), находим первое приближение к форму-

з з

з

з
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лам для групповых констант. С помощью полученной системы
групповых констант найдем решение сопряженной системы
уравнений реактора и произведем усреднение констант по фор-
мулам (16.1.18). Получим второе приближение для групповых
констант и т. д. Этот процесс последовательных приближе-
ний сходится очень быстро. Для практических целей вполне
достаточно ограничиться первой или второй итерацией.

17.4. Расчет эффективной добавки

Как было отмечено раньше, при расчетах ядерных реакто-
ров можно использовать условие равенства нулю потока и цен-
ности нейтронов на внешней экстраполированной поверхности
реактора. Однако экстраполированная граница, вообще говоря,
зависит от номера группы.

Для того чтобы воспользоваться преимуществами простей-
ших граничных условий на внешней экстраполированной по-
верхности, необходимо сделать предположение о независимо-
сти экстраполированной границы реактора от номера группы.
Оказывается, что можно ввести в рассмотрение такую экстра-
полированную поверхность, не зависящую от летаргии нейтро-
на, которая не нарушает критического состояния реактора1).
Разность между экстраполированной и истинной границами ре-
актора будем называть эффективной добавкой.

Рассмотрим систему основных и сопряженных уравнений ре-
актора в виде (17.1.8) и (17.1.14).

Как известно, граничными условиями для этих систем будут

(∇𝜙𝜙𝑗𝑗)n +
1

𝛾𝛾𝑗𝑗
𝜙𝜙𝑗𝑗 = 0;

(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n +
1

𝛾𝛾𝑗𝑗
𝜙𝜙*𝑗𝑗 = 0,

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(17.4.1)

где
𝛾𝛾𝑗𝑗 = 2𝐷𝐷𝑗𝑗 =

2

3
𝑙𝑙𝑗𝑗𝑡𝑡𝑡𝑡. (17.4.2)

Наряду с указанными системами основных и сопряженных
уравнений рассмотрим возмущенные системы, которые отли-

1)Эта задача была поставлена и решена В. В. Орловым.
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𝛾𝛾 =

∑︀
𝑗𝑗
𝛾𝛾𝑗𝑗

∫︀
𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗𝜙𝜙
′𝑗𝑗

∑︀
𝑗𝑗

∫︀
𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗
. (17.4.6)

Формула (17.4.6) впервые была получена В. В. Орловым.
Если предположить, что поверхность 𝑆𝑆 симметрична, то

𝛾𝛾 =

∑︀
𝑗𝑗
𝛾𝛾𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)𝜙𝜙

′𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)

∑︀
𝑗𝑗
𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)𝜙𝜙

′𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)
. (17.4.7)

Формула (17.4.7) может быть несколько упрощена. Г. А. Иля-
совой было показано, что с хорошей точностью величину 𝛾𝛾 мож-
но найти по формуле (17.4.7), положив 𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠) = 1.

Аналогичные рассмотрения можно провести в рамках обще-
го диффузионного приближения. В результате оказывается, что
формула (17.4.7) является хорошим приближением к соответ-
ствующей формуле диффузионного приближения.

Если воспользоваться гипотезой о линейной экстраполяции,
то, очевидно, эффективная добавка 𝛿𝛿 найдется в виде 𝛿𝛿 = 𝛾𝛾.

17.4. Расчет эффективной добавки 417

чаются от первых только тем, что в граничных условиях возму-
щенных систем вместо величин 𝛾𝛾𝑗𝑗 принята величина 𝛾𝛾, не зави-
сящая от 𝑗𝑗. Дальнейшая задача будет состоять в вычислении та-
кой величины 𝛾𝛾, чтобы соответствующее возмущенное гранич-
ное условие не привело к нарушению критического состояния
реактора. В дальнейшем величину 𝛾𝛾 будем связывать с эффек-
тивной добавкой.

Рассмотрим возмущенную систему основных уравнений,
решение которой будем отмечать штрихом. Заметим, что она
формально совпадает с системой невозмущенных уравнений
(17.1.8). Умножим два первых уравнения возмущенной систе-
мы на 𝜙𝜙*𝑗𝑗, а невозмущенной — на 𝜙𝜙

′𝑗𝑗. Просуммируем каждое
из полученных выражений по всем 𝑗𝑗, вычтем одно из другого
и результат проинтегрируем по всему объему реактора. Тогда
получим

∑︁ ∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r(𝜙𝜙
′𝑗𝑗∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 − 𝜙𝜙*𝑗𝑗∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙

′𝑗𝑗) = 0. (17.4.3)

     Все остальные члены обратятся в нуль.
Учитывая, что∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙
′𝑗𝑗 = −

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗∇𝜙𝜙
′𝑗𝑗 −𝐷𝐷𝑗𝑗

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗(∇𝜙𝜙′𝑗𝑗 )n
;

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝜙𝜙
′𝑗𝑗∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 = −

∫︁

𝐺𝐺

𝑑𝑑r𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙
′𝑗𝑗∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 −𝐷𝐷𝑗𝑗

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
′𝑗𝑗(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n

выражение (17.4.3) приведем к виду
∑︁
𝑗𝑗

𝐷𝐷𝑗𝑗

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑
[︀
𝜙𝜙

′𝑗𝑗(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗)n − 𝜙𝜙*𝑗𝑗(∇𝜙𝜙
′𝑗𝑗)n

]︀
= 0. (17.4.4)

Принимая во внимание граничные условия, получим
∑︁
𝑗𝑗

𝐷𝐷𝑗𝑗

∫︁

𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑

(︂
1

𝛾𝛾𝑗𝑗
𝜙𝜙*𝑗𝑗𝜙𝜙

′𝑗𝑗 − 1

𝛾𝛾
𝜙𝜙*𝑗𝑗𝜙𝜙

′𝑗𝑗

)︂
= 0. (17.4.5)

Разрешим соотношение (17.4.5) относительно 𝛾𝛾:

;
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𝛾𝛾 =

∑︀
𝑗𝑗
𝛾𝛾𝑗𝑗

∫︀
𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗𝜙𝜙
′𝑗𝑗

∑︀
𝑗𝑗

∫︀
𝑆𝑆

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗𝜙𝜙′𝑗𝑗
. (17.4.6)

Формула (17.4.6) впервые была получена В. В. Орловым.
Если предположить, что поверхность 𝑆𝑆 симметрична, то

𝛾𝛾 =

∑︀
𝑗𝑗
𝛾𝛾𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)𝜙𝜙

′𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)

∑︀
𝑗𝑗
𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)𝜙𝜙

′𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠)
. (17.4.7)

Формула (17.4.7) может быть несколько упрощена. Г. А. Иля-
совой было показано, что с хорошей точностью величину 𝛾𝛾 мож-
но найти по формуле (17.4.7), положив 𝜙𝜙*𝑗𝑗(𝑟𝑟𝑠𝑠) = 1.

Аналогичные рассмотрения можно провести в рамках обще-
го диффузионного приближения. В результате оказывается, что
формула (17.4.7) является хорошим приближением к соответ-
ствующей формуле диффузионного приближения.

Если воспользоваться гипотезой о линейной экстраполяции,
то, очевидно, эффективная добавка 𝛿𝛿 найдется в виде 𝛿𝛿 = 𝛾𝛾.
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где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 — коэффициенты, определяемые формулой (14.1.11). За-
дачу (18.1.1), (18.1.2) будем называть невозмущенной.

Введем в рассмотрение многогрупповую систему сопряжен-
ных уравнений, которую будем называть возмущенной:

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.3)

при условии

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆

⎛
⎝ 𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑛𝑛− 1

2
𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1

⎞
⎠ , (18.1.4)

где Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и 

𝑗𝑗

Σ
→
𝑚𝑚

𝑙𝑙 
— пока произвольные величины;   𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 — коэффици-

енты, определяемые формулами (14.2.18).

Для получения групповых констант Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и 

𝑗𝑗

Σ
→
𝑚𝑚

𝑙𝑙 
поступим 

следующим образом. Умножим почленно уравнение (18.1.1) на 
(2𝑚𝑚+1)𝜙𝜙*

𝑚𝑚
𝑗𝑗 , а уравнение (18.1.3) — на (2𝑚𝑚+1)𝜙𝜙𝑚𝑚. Вычтем получен-

ные выражения одно из другого, а результат проинтегрируем 
по объему реактора и по всему интервалу скоростей. Тогда, 
воспользовавшись тем, что функция 𝜙𝜙*

𝑚𝑚(𝑟𝑟𝑟 𝑣𝑣) кусочно-посто-

янная на интервале скоростей, соответствующее выражение 
приведем к следующему виду:

∑︁
𝑚𝑚

∑︁
𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

∫︁
𝑑𝑑r

{︂
𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

[︂
𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚

−(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

]︂
− 𝜙𝜙𝑚𝑚

[︃
−𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
−

−(𝑚𝑚+ 1)
𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗

𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚

]︃}︃
= 0.

(18.1.5)

    Проинтегрировав по частям и используя граничные условия 
(18.1.2), соотношение (18.1.5) перепишем в виде

–
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18
Многогрупповая система
уравнений реактора
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении

18.1. Основные и сопряженные уравнения
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении

В настоящей главе будут сформулированы системы основ-
ных и сопряженных уравнений реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении. Со-
ответствующие уравнения могут быть представлены в векторно-
матричной форме. В результате задача о критическом размере 
реактора сводится к последовательному решению односкорост-
ных уравнений, решение которых производится с помощью 
конечно-разностных методов, сформулированных в главах 8 и 9.

Системы основных и сопряженных уравнений позволяют 
сформулировать многогрупповую теорию возмущений. Будет 
показано, что усреднение физических констант в пределах 
групп может быть произведено с помощью системы основных и 
сопряженных уравнений реактора в диффузионном прибли-
жении. Это обстоятельство существенным образом упрощает 
вычислительный алгоритм.

Рассмотрим систему основных уравнений реактора (14.1.6) 
в плоскопараллельной геометрии в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении, которую 
перепишем в виде

𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙𝑚𝑚 =

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) (18.1.1)

при условии (14.1.10)
𝑛𝑛∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0, (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑛𝑛− 1

2
), (18.1.2)

Глава 18.408



420 Гл. 18. Многогрупповая система уравнений реактора . . .

где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 — коэффициенты, определяемые формулой (14.1.11). За-
дачу (18.1.1), (18.1.2) будем называть невозмущенной.

Введем в рассмотрение многогрупповую систему сопряжен-
ных уравнений, которую будем называть возмущенной:

− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.3)

при условии

𝑛𝑛∑︁
𝑚𝑚=0

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆

⎛
⎝ 𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑛𝑛− 1

2
𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1

⎞
⎠ , (18.1.4)

где Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и 

𝑗𝑗

Σ
→
𝑚𝑚

𝑙𝑙 
— пока произвольные величины;   𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 — коэффици-

енты, определяемые формулами (14.2.18).

Для получения групповых констант Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и 

𝑗𝑗

Σ
→
𝑚𝑚

𝑙𝑙 
поступим 

следующим образом. Умножим почленно уравнение (18.1.1) на 
(2𝑚𝑚+1)𝜙𝜙*

𝑚𝑚
𝑗𝑗 , а уравнение (18.1.3) — на (2𝑚𝑚+1)𝜙𝜙𝑚𝑚. Вычтем получен-

ные выражения одно из другого, а результат проинтегрируем 
по объему реактора и по всему интервалу скоростей. Тогда, 
воспользовавшись тем, что функция 𝜙𝜙*

𝑚𝑚(𝑟𝑟𝑟 𝑣𝑣) кусочно-посто-

янная на интервале скоростей, соответствующее выражение 
приведем к следующему виду:

∑︁
𝑚𝑚

∑︁
𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

∫︁
𝑑𝑑r

{︂
𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

[︂
𝑚𝑚
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚−1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑚𝑚+1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝜙𝜙𝑚𝑚

−(2𝑚𝑚+ 1)

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

]︂
− 𝜙𝜙𝑚𝑚

[︃
−𝑚𝑚

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
−

−(𝑚𝑚+ 1)
𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗

𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (2𝑚𝑚+ 1)Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 − (2𝑚𝑚+ 1)

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚

]︃}︃
= 0.

(18.1.5)

    Проинтегрировав по частям и используя граничные условия 
(18.1.2), соотношение (18.1.5) перепишем в виде

–
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∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

⎡
⎢⎣

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)−
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

⎤
⎥⎦ = 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.1.9)

где интегрирование производится по фиксированным зонам ре-
актора.

Соотношение (18.1.9) разрешим относительно величин Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚. Тогда получим

Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 =

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚=

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.1.10)

Здесь индексы 𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚 изменяются в следующих пределах1):

𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑛𝑛− 1

2
;

𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1;

𝑙𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(18.1.11)

После того как групповые константы получены, можно сфор-
мулировать многогрупповую систему основных и сопряженных 
уравнений реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

В самом деле, многогрупповая система сопряженных урав-
нений имеет вид (18.1.3) при условии (18.1.4). Система ос-
новных уравнений может быть получена с помощью системы 
уравнений, сопряженных обычными методами, так как ос-
новные уравнения будут сопряженными в смысле Лагранжа

1)Здесь следует различать индекс сферической гармоники 𝑚𝑚 и индекс но-
мера на тепловой группы, также обозначенной через 𝑚𝑚.

и

системе (18.1.3).
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∑︁
𝑚𝑚

(2𝑚𝑚+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑r
{︁
(Σ− Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 −

−

[︃
𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)− 𝜙𝜙𝑚𝑚

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚

]︃}︃
= 0. (18.1.6)

Приняв во внимание, что

∑︁
𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑚𝑚

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) =

∑︁
𝑙𝑙

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)

и
∑︁
𝑗𝑗

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 =

∑︁
𝑗𝑗

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

равенство (18.1.6) перепишем следующим образом:

∑︁
𝑚𝑚

(2𝑚𝑚+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

⎧⎪⎨
⎪⎩

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑚𝑚−

−

⎡
⎢⎣

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)−

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

⎤
⎥⎦

⎫⎪⎬
⎪⎭

= 0. (18.1.7)

Если теперь совершить тождественное преобразование
∫︁

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣) =
∑︁
𝑙𝑙

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣),

то окончательно будем иметь

∑︁
𝑚𝑚

(2𝑚𝑚+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑r

⎧⎪⎨
⎪⎩
𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑚𝑚−

−𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚

∑︁
𝑙𝑙

⎡
⎢⎣

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)−
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

⎤
⎥⎦

⎫⎪⎬
⎪⎭

= 0. (18.1.8)

Равенство (18.1.8) будет удовлетворено, если

,
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∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑(Σ− Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚)𝜙𝜙𝑚𝑚 = 0;

∫︁
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

⎡
⎢⎣

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︁

𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)−
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︁

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

⎤
⎥⎦ = 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.1.9)

где интегрирование производится по фиксированным зонам ре-
актора.

Соотношение (18.1.9) разрешим относительно величин Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚. Тогда получим

Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 =

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑚𝑚

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚=

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙𝑚𝑚

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑚𝑚

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.1.10)

Здесь индексы 𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚 изменяются в следующих пределах1):

𝑚𝑚 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑛𝑛− 1

2
;

𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1;

𝑙𝑙 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚+ 1.

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(18.1.11)

После того как групповые константы получены, можно сфор-
мулировать многогрупповую систему основных и сопряженных 
уравнений реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

В самом деле, многогрупповая система сопряженных урав-
нений имеет вид (18.1.3) при условии (18.1.4). Система ос-
новных уравнений может быть получена с помощью системы 
уравнений, сопряженных обычными методами, так как ос-
новные уравнения будут сопряженными в смысле Лагранжа

1)Здесь следует различать индекс сферической гармоники 𝑚𝑚 и индекс но-
мера на тепловой группы, также обозначенной через 𝑚𝑚.

и

системе (18.1.3).
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− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚+1+

+ Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚 =
∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.16)

при условии
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.17)

где 𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются так же, как и в формуле (14.2.20).

Многогрупповая система констант Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚 для областей
со сферической симметрией снова определяется формулами
(18.1.10).

Наконец, в случае одномерной цилиндрической геометрии
система основных уравнений реактора принимает вид:
при 𝑚𝑚 = 0

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,1 −
1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛0 =

= (2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛0 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛𝑛0; (18.1.18)

при 𝑚𝑚 ≥ 0

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

(𝑚𝑚+ 𝑛𝑛− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1 −
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+ 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(18.1.19)
при условии, что ∑︁

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.20)

     Многогрупповая система сопряженных уравнений запишет-
ся следующим образом:
при 𝑚𝑚 = 0
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В результате нетрудно прийти к основной системе уравне-

ний реактора:

𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑚𝑚𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑚𝑚 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.12)

при условии
𝑛𝑛∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆 (𝑖𝑖 = 0, 1, 2, . . . ). (18.1.13)

     Многогрупповая система сопряженных уравнений реактора 

имеет вид (18.1.3), (18.1.4).

Выше был рассмотрен случай плоскопараллельной задачи. 

В других геометриях многогрупповая система уравнений реак-

тора сохранит тот же вид, только

∇J𝑚𝑚 = 𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑚𝑚−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (𝑚𝑚+ 1)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑚𝑚+1

𝑑𝑑𝑑𝑑

необходимо заменить соответствующим выражением в рас-

сматриваемой геометрии.

В результате приходим к следующим многогрупповым систе-

мам уравнений реактора. В случае сферической геометрии си-

стема основных уравнений реактора принимает вид

𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑚𝑚+1+

+ Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑚𝑚 =
∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.14)

при условии
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.15)

где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются соотношениями (14.1.11). Система сопря-

женных уравнений запишется следующим образом:
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− 𝑚𝑚

2𝑚𝑚+ 1
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− 𝑚𝑚+ 1

2𝑚𝑚+ 1

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+2𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚+1+

+ Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑚𝑚 =
∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑚𝑚 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑚𝑚 (18.1.16)

при условии
∞∑︁

𝑚𝑚=0

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑚𝑚 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.17)

где 𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются так же, как и в формуле (14.2.20).

Многогрупповая система констант Σ𝑗𝑗
𝑚𝑚 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑚𝑚 для областей
со сферической симметрией снова определяется формулами
(18.1.10).

Наконец, в случае одномерной цилиндрической геометрии
система основных уравнений реактора принимает вид:
при 𝑚𝑚 = 0

1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,1 −
1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛0 =

= (2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛0 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛𝑛0; (18.1.18)

при 𝑚𝑚 ≥ 0

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

(𝑚𝑚+ 𝑛𝑛− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
− (𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

+
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚+1 −
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+ 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2(2𝑛𝑛+ 1)

(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

(18.1.19)
при условии, что ∑︁

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.20)

     Многогрупповая система сопряженных уравнений запишет-
ся следующим образом:
при 𝑚𝑚 = 0

18.1. Основные и споряженные уравнения в Pn-приближении 413
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𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛 (18.2.1)

при граничных условиях (18.1.13)∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.2.2)

Здесь ради удобства мы перешли от индекса 𝑚𝑚 к 𝑛𝑛.
Систему многогрупповых уравнений (18.2.1) удобно запи-

сать в следующем виде:

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛+𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑧𝑧), (18.2.3)

где
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛−
𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛;

𝑄𝑄(𝑧𝑧) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓 𝜙𝜙

𝑗𝑗
0;

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(18.2.4)

𝜒𝜒𝑗𝑗 — спектр деления с нормировкой
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗 = 1; (18.2.5)

𝛿𝛿𝑛𝑛0 — символ Кронекера.
Решение системы уравнений реактора (18.2.3) вместе 

с граничными условиями (18.2.2) ищется с помощью мето-
да последовательных приближений, который формулируется 
следующим образом. Задаемся «начальным» распределени-
ем функции числа вторичных нейтронов 𝑄𝑄(𝑧𝑧), затем, после-
довательно решая систему уравнений для каждой группы, 
по второй из формул (18.2.4) находим новое приближенное 
значение для 𝑄𝑄(𝑧𝑧) и т. д. Этот процесс следует продолжать до 
тех пор, пока отношение последующего приближенного 
значения функции 𝑄𝑄(𝑘𝑘)(𝑧𝑧) к предыдущему 𝑄𝑄(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧) не окажется 
величиной, не зависящей от 𝑧𝑧. Полученная таким образом 
величина будет эффективным коэффициентом размножения 
реактора 𝐾𝐾. Таким образом,

𝐾𝐾 = lim
𝑘𝑘→∞

𝑄𝑄(𝑘𝑘)(𝑧𝑧)

𝑄𝑄(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧)
. (18.2.6)

Тогда
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− 1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟*𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,1 +
1

𝑟𝑟

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑟𝑟*𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,1 + (2𝑛𝑛+ 1)Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛0 =

= (2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛0 𝜙𝜙
*
𝑛𝑛
𝑙𝑙; (18.1.21)

при 𝑚𝑚 ≥ 0

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚− 2)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
+

(𝑛𝑛−𝑚𝑚+ 2)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
𝑟𝑟𝑚𝑚−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1

𝑟𝑟𝑚𝑚−1
−

− (𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛+1,𝑚𝑚−1 +
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!

1

𝑟𝑟𝑚𝑚+1

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑚𝑚+1𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛−1,𝑚𝑚+1+

+ 2(2𝑛𝑛+ 1)
(𝑛𝑛−𝑚𝑚)!

(𝑛𝑛+𝑚𝑚)!
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 2(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 (18.1.22)

при условии, что ∑︁
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.1.23)

Многогрупповая система констант Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 определяется
следующими формулами:

Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 =

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛=

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑗𝑗∫︀
𝑣𝑣𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀

𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑚𝑚(𝑣𝑣′ → 𝑣𝑣)𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

𝑣𝑣𝑙𝑙∫︀
𝑣𝑣𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.1.24)

18.2. Приведение уравнений реактора
к виду, удобному для расчетов

Рассмотрим систему основных уравнений реактора
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении для областей плоскопараллельной геомет-
рии (18.1.12). 

Гл. 18. Многогрупповая система уравнений реактора ...414



426 Гл. 18. Многогрупповая система уравнений реактора . . .

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛 (18.2.1)

при граничных условиях (18.1.13)∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.2.2)

Здесь ради удобства мы перешли от индекса 𝑚𝑚 к 𝑛𝑛.
Систему многогрупповых уравнений (18.2.1) удобно запи-

сать в следующем виде:

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛+𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑧𝑧), (18.2.3)

где
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛−
𝑗𝑗→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛;

𝑄𝑄(𝑧𝑧) =
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓 𝜙𝜙

𝑗𝑗
0;

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

(18.2.4)

𝜒𝜒𝑗𝑗 — спектр деления с нормировкой
𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗 = 1; (18.2.5)

𝛿𝛿𝑛𝑛0 — символ Кронекера.
Решение системы уравнений реактора (18.2.3) вместе 

с граничными условиями (18.2.2) ищется с помощью мето-
да последовательных приближений, который формулируется 
следующим образом. Задаемся «начальным» распределени-
ем функции числа вторичных нейтронов 𝑄𝑄(𝑧𝑧), затем, после-
довательно решая систему уравнений для каждой группы, 
по второй из формул (18.2.4) находим новое приближенное 
значение для 𝑄𝑄(𝑧𝑧) и т. д. Этот процесс следует продолжать до 
тех пор, пока отношение последующего приближенного 
значения функции 𝑄𝑄(𝑘𝑘)(𝑧𝑧) к предыдущему 𝑄𝑄(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧) не окажется 
величиной, не зависящей от 𝑧𝑧. Полученная таким образом 
величина будет эффективным коэффициентом размножения 
реактора 𝐾𝐾. Таким образом,

𝐾𝐾 = lim
𝑘𝑘→∞

𝑄𝑄(𝑘𝑘)(𝑧𝑧)

𝑄𝑄(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧)
. (18.2.6)

Тогда

18.2. Приведение уравнений реактора к виду ... 415
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тельных приближений, который определяется следующим 
образом. Задается «начальное» приближение функции 𝑄𝑄*(𝑧𝑧),            
с помощью последовательного решения системы (18.2.11) 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚+1, 
𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚−1 рассчитывается пространственно-энергетическое 
распределе-ние ценности и составляется новое приближенное 
значение величины 𝑄𝑄*(𝑧𝑧) по формуле (18.2.12). Метод 
последовательных приближений приводит нас к величине 𝐾𝐾          
по формуле

𝐾𝐾 = lim
𝑘𝑘→∞

𝑄𝑄*(𝑘𝑘)(𝑧𝑧)

𝑄𝑄*(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧)
. (18.2.13)

   Таким образом, в каждом шаге итерационного процесса 
многогрупповая задача сводится к последовательному 
решению одногрупповых задач следующего вида:

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓*𝑗𝑗

𝑛𝑛 , (18.2.14)
где

𝑓𝑓*𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜈𝜈

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(𝑧𝑧) (18.2.15)

при условии (18.2.10).
Сформулированная односкоростная задача также решается

методом матричной факторизации. Заметим, что одногруппо-
вая задача (18.2.14), (18.2.10) формально приводится к задаче
вида (18.2.7), (18.2.2) заменой 𝑧𝑧 на −𝑧𝑧.

Переходим к рассмотрению основных и сопряженных урав-
нений для сферически-симметричных реакторов. Не повторяя
рассуждений, рассматриваемых выше, сформулируем оконча-
тельные результаты.

Системы основных уравнений запишем в следующем виде:

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1
𝑟𝑟𝑛𝑛−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑟𝑟𝑛𝑛−1
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

1

𝑟𝑟𝑛𝑛+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑛𝑛+2𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛+1 +Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

𝑛𝑛, (18.2.16)

где

𝑓𝑓 𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑟𝑟). (18.2.17)
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С учетом сформулированного метода последовательно-го 
приближения решение многогрупповой системы основных 
уравнений реактора существенно упрощается и сводится к по-
следовательному решению систем односкоростных уравнений

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝑛𝑛, (18.2.7)

где

𝑓𝑓 𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑧𝑧) (18.2.8)

— заданная функция для данного итерационного шага.
Таким образом, многогрупповую задачу в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении мы 

привели к последовательному решению одногрупповых задач 
(18.2.7), (18.2.2), решение которых производится с помощью 
метода матричной факторизации, изложенной в главах 8 и 9.

Переходим к рассмотрению системы сопряженных уравне-
ний реактора (18.1.3), которую запишем в виде

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙*𝑙𝑙
𝑛𝑛 (18.2.9)

при условии (18.1.4) ∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.2.10)

Систему уравнений (18.2.9) представим в следующем виде:

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

=
𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜈𝜈

𝑗𝑗
𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(𝑧𝑧), (18.2.11)

где

𝑄𝑄*(𝑧𝑧) =

𝑚𝑚∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗
0 , (18.2.12)

а индексом 𝑚𝑚+ 1 отмечена тепловая группа нейтронов. Обозна-
чения других величин, используемых в (18.2.11) и (18.2.12), вы-
браны в соответствии с формулами (18.2.4), (18.2.5).
    Решение многогрупповой системы уравнений реактора        
в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении производится с помощью метода последова-
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тельных приближений, который определяется следующим 
образом. Задается «начальное» приближение функции 𝑄𝑄*(𝑧𝑧),            
с помощью последовательного решения системы (18.2.11) 𝑗𝑗 = 𝑚𝑚+1, 
𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚−1 рассчитывается пространственно-энергетическое 
распределе-ние ценности и составляется новое приближенное 
значение величины 𝑄𝑄*(𝑧𝑧) по формуле (18.2.12). Метод 
последовательных приближений приводит нас к величине 𝐾𝐾          
по формуле

𝐾𝐾 = lim
𝑘𝑘→∞

𝑄𝑄*(𝑘𝑘)(𝑧𝑧)

𝑄𝑄*(𝑘𝑘−1)(𝑧𝑧)
. (18.2.13)

   Таким образом, в каждом шаге итерационного процесса 
многогрупповая задача сводится к последовательному 
решению одногрупповых задач следующего вида:

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓*𝑗𝑗

𝑛𝑛 , (18.2.14)
где

𝑓𝑓*𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜈𝜈

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(𝑧𝑧) (18.2.15)

при условии (18.2.10).
Сформулированная односкоростная задача также решается

методом матричной факторизации. Заметим, что одногруппо-
вая задача (18.2.14), (18.2.10) формально приводится к задаче
вида (18.2.7), (18.2.2) заменой 𝑧𝑧 на −𝑧𝑧.

Переходим к рассмотрению основных и сопряженных урав-
нений для сферически-симметричных реакторов. Не повторяя
рассуждений, рассматриваемых выше, сформулируем оконча-
тельные результаты.

Системы основных уравнений запишем в следующем виде:

𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1
𝑟𝑟𝑛𝑛−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑟𝑟𝑛𝑛−1
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

1

𝑟𝑟𝑛𝑛+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑛𝑛+2𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛+1 +Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

𝑛𝑛, (18.2.16)

где

𝑓𝑓 𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑟𝑟). (18.2.17)
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

0𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
0 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

0 ;

1

3

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

2

3

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

1𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 ;

2

5

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

2𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
2 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

2 ,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.1)

где

𝑓𝑓 𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑧𝑧);

𝑄𝑄(𝑧𝑧) =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.2)

     Введем в рассмотрение функции

Φ𝑗𝑗
0 =

(︃
1 +

4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

)︃
𝜙𝜙𝑗𝑗
0 +

2

5Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

(5𝑓𝑓 𝑗𝑗
2 − 2𝑓𝑓 𝑗𝑗

0 ). (18.3.3)

    Тогда, исключив функции 𝜙𝜙𝑗𝑗
0 из системы уравнений (18.3.1), 

придем к новой системе уравнений в 𝑃𝑃2-приближении:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

Φ𝑗𝑗
0 =

𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 + 2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑗𝑗
2

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

;

1

3

𝑑𝑑Φ𝑗𝑗
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

1𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.4)

Если учесть, что
Φ0
𝑗𝑗 = 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 + 2𝜙𝜙2
𝑗𝑗 ,

то, согласно анализу в главе 5, необходимо предположить не-
прерывность функций Φ0

𝑗𝑗 (𝑧𝑧) и 𝜙𝜙1
𝑗𝑗 (𝑧𝑧) во всем объеме реактора.

При этом считается, что функция 𝜙𝜙0
𝑗𝑗 (𝑧𝑧) допускает разрывы

непрерывности при переходе из одной зоны реактора в дру-
гую. Величину 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 , необходимую для расчета 𝑓𝑓0
𝑗𝑗, найдем из

формулы (18.3.3):
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ловия (18.1.13): ∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.2.18)

Аналогичным образом приходим к сопряженной задаче

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1
𝑟𝑟𝑛𝑛−1 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑟𝑟𝑛𝑛−1
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

1

𝑟𝑟𝑛𝑛+2

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟𝑛𝑛+2𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛+1+Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑛𝑛𝜙𝜙

*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 𝑓𝑓*𝑗𝑗

𝑛𝑛 , (18.2.19)

где

𝑓𝑓*𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*(𝑟𝑟). (18.2.20)

     К системе уравнений (18.2.19) присоединим граничные ус-

ловия (18.1.17): ∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.2.21)

Аналогичным образом могут быть записаны системы основ-
ных и сопряженных уравнений для одномерных цилиндриче-
ских реакторов.

В заключение отметим, что учет резонансных эффектов
в рамках многогруппового метода осуществляется аналогично
тому, как это выполнено в случае 𝑃𝑃1-приближения (см. § 16.6).

18.3. 𝑃𝑃2-приближение

При расчетах критических масс и спектра нейтронов в ядер-
ных реакторах большое применение получило 𝑃𝑃2-приближение,
основные положения которого были рассмотрены в главе 5 (см.
§ 5.4). Важным достоинством этого метода является то, что
он позволяет относительно правильно описать поток нейтро-
нов на больших расстояниях от активной зоны. Это имеет
существенное значение для расчета захватного 𝛾𝛾-излучения
в реакторе, а также для расчета защиты от нейтронного излу-
чения.

Многогрупповую систему основных уравнений в 𝑃𝑃2-прибли-
жении сформулируем следующим образом:

     К системе уравнений (18.2.16) присоединим граничные ус-
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𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

0𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
0 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

0 ;

1

3

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

2

3

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
2

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

1𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 ;

2

5

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

2𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
2 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

2 ,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.1)

где

𝑓𝑓 𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
𝑙𝑙
𝑛𝑛 + 𝛿𝛿𝑛𝑛0𝜒𝜒

𝑗𝑗𝑄𝑄(𝑧𝑧);

𝑄𝑄(𝑧𝑧) =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.2)

     Введем в рассмотрение функции

Φ𝑗𝑗
0 =

(︃
1 +

4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

)︃
𝜙𝜙𝑗𝑗
0 +

2

5Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

(5𝑓𝑓 𝑗𝑗
2 − 2𝑓𝑓 𝑗𝑗

0 ). (18.3.3)

    Тогда, исключив функции 𝜙𝜙𝑗𝑗
0 из системы уравнений (18.3.1), 

придем к новой системе уравнений в 𝑃𝑃2-приближении:

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

Φ𝑗𝑗
0 =

𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 + 2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑗𝑗
2

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

;

1

3

𝑑𝑑Φ𝑗𝑗
0

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

1𝑦𝑦𝜙𝜙
𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.4)

Если учесть, что
Φ0
𝑗𝑗 = 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 + 2𝜙𝜙2
𝑗𝑗 ,

то, согласно анализу в главе 5, необходимо предположить не-
прерывность функций Φ0

𝑗𝑗 (𝑧𝑧) и 𝜙𝜙1
𝑗𝑗 (𝑧𝑧) во всем объеме реактора.

При этом считается, что функция 𝜙𝜙0
𝑗𝑗 (𝑧𝑧) допускает разрывы

непрерывности при переходе из одной зоны реактора в дру-
гую. Величину 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 , необходимую для расчета 𝑓𝑓0
𝑗𝑗, найдем из

формулы (18.3.3):

18.3. P3-приближение 419
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где

(Σ0
𝑗𝑗
𝑦𝑦) =

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

;

(𝑓𝑓0
𝑗𝑗) =

𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 + 2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑗𝑗
2

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.9)

В системе уравнений (18.3.8) присоединим следующие гра-
ничные условия:

2(𝜙𝜙𝑗𝑗
1)n − 𝜅𝜅𝑗𝑗Φ𝑗𝑗

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.3.10)
где

𝜅𝜅𝑗𝑗 =

1 +
1

2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

.

18.4. Эффективные методы расчета
многогрупповых констант

В § 18.1 были получены формулы для расчета многогруппо-
вой системы констант в виде (18.1.10). Если от переменной 𝑣𝑣

перейти к летаргии 𝑢𝑢, то система констант (18.1.10) может быть
определена следующими формулами:

эфф

эфф
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𝜙𝜙𝑗𝑗
0 =

Φ𝑗𝑗
0

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

− 2

5Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

5𝑓𝑓 𝑗𝑗
2 − 2𝑓𝑓 𝑗𝑗

0

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

, (18.3.5)

а величину 𝜙𝜙𝑗𝑗
2, необходимую для расчета 𝑓𝑓 𝑗𝑗

2 , — из третьего урав-
нения системы (18.3.1):

𝜙𝜙𝑗𝑗
2 =

1

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

(︃
𝑓𝑓 𝑗𝑗
2 − 2

5

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑

)︃
.

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
1

𝑑𝑑𝑑𝑑
с помощью первого уравнения системы (18.3.1), окончательно 
получим

𝜙𝜙𝑗𝑗
2 =

1

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

(︂
𝑓𝑓 𝑗𝑗
2 − 2

5
𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 +

2

5
Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
0

)︂
. (18.3.6)

Указанный алгоритм распространим на другие геометрии
следующим образом.

Запишем систему уравнений (18.3.4) в виде

∇𝜙𝜙𝑗𝑗
1 +

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

Φ𝑗𝑗
0 =

𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 + 2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑗𝑗
2

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

;

1

3
∇Φ𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 ,

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.7)

где связь функций Φ0
𝑗𝑗 с 𝜙𝜙0

𝑗𝑗 и 𝜙𝜙2
𝑗𝑗 устанавливается соотношениями

(18.3.5), (18.3.6).
Система уравнений (18.3.7) может быть записана в виде,

формально совпадающим с системой многогрупповых уравне-
ний в 𝑃𝑃1-приближении:

∇𝜙𝜙1
𝑗𝑗 + (Σ0

𝑗𝑗
𝑦𝑦) Φ0

𝑗𝑗 = (𝑓𝑓0
𝑗𝑗) ;

1

3
∇Φ𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

𝑗𝑗
1 = 𝑓𝑓 𝑗𝑗

1 ,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(18.3.8)

Исключив из полученного соотношения производную

эфф эфф
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где

(Σ0
𝑗𝑗
𝑦𝑦) =

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

;

(𝑓𝑓0
𝑗𝑗) =

𝑓𝑓 𝑗𝑗
0 + 2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

𝑓𝑓 𝑗𝑗
2

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.3.9)

В системе уравнений (18.3.8) присоединим следующие гра-
ничные условия:

2(𝜙𝜙𝑗𝑗
1)n − 𝜅𝜅𝑗𝑗Φ𝑗𝑗

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.3.10)
где

𝜅𝜅𝑗𝑗 =

1 +
1

2

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

1 +
4

5

Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦

Σ𝑗𝑗
2𝑦𝑦

.

18.4. Эффективные методы расчета
многогрупповых констант

В § 18.1 были получены формулы для расчета многогруппо-
вой системы констант в виде (18.1.10). Если от переменной 𝑣𝑣

перейти к летаргии 𝑢𝑢, то система констант (18.1.10) может быть
определена следующими формулами:

эфф

эфф
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Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

Σ𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛=

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑢𝑢
′ → 𝑢𝑢)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.4.4)

    Для получения более точных значений групповых констант 
можно воспользоваться следующими формулами:

Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑛𝑛𝜙𝜙0

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛=

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑢𝑢
′ → 𝑢𝑢)𝜙𝜙0

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0

,

(𝑛𝑛 = 2, 3, . . . ).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.4.5)

  Если количество групп велико, то различные способы 
усреднения дают примерно одинаковые значения для 
групповых констант.

В заключение отметим, что для расчета спектра нейтронов 
с летаргией 𝑢𝑢 < 𝑢𝑢 в большинстве случаев достаточно знать фи-
зические константы только при 𝑛𝑛 = 0, 1, полагая при 𝑛𝑛 ≥ 2 Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛 ≈

Σ𝑗𝑗
0, 

𝑙𝑙

Σ
→
𝑛𝑛

𝑗𝑗

= 0.

18.5. Теория возмущений

При расчетах критических масс реакторов в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении 
появляется необходимость в оценке малых эффектов, не подда-
ющихся непосредственному расчету. Оценить такие эффекты 
можно с помощью теории малых возмущений, развив ее в рам-
ках метода сферических гармоник. Для получения формул
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Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑛𝑛𝜙𝜙𝑛𝑛

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛=

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑢𝑢
′ → 𝑢𝑢)𝜙𝜙𝑛𝑛

∫︀
𝑑𝑑r𝜙𝜙*𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙𝑛𝑛

,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.4.1)

где интегрирование по r производится в пределах фиксирован-
ной зоны реактора.

Если в пределах данной зоны реактора функции 𝜙𝜙*
𝑛𝑛
𝑗𝑗  изме-

няются слабо, то формулы (18.4.1) можно упростить, приняв 
всюду

𝜙𝜙*𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 1. (18.4.2)

   Это предположение будет выполняться тем лучше, чем на 
большее количество расчетных зон разбивается реактор.

Обратим внимание на следующий факт. Формулы (18.4.1) 
для 𝑛𝑛 = 0 и 𝑛𝑛 = 1 переходят в соответствующие формулы 
для 𝑃𝑃1-приближения. Это значит, что появляется возмож-
ность использования в расчетах констант, предварительно 
найденных в рамках диффузионного или 𝑃𝑃1-приближения.

Итак, если предположить, что
Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛= 0,

}︃
(𝑛𝑛 = 2, 3, . . . ), (18.4.3)

то для расчета реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении достаточно знать 
многогрупповую систему констант в 𝑃𝑃1-приближении.

Если предположение (18.4.3) не является удовлетворитель-
ным, то приближенные значения для величин Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛 и 
𝑙𝑙

Σ
→
𝑛𝑛

𝑗𝑗 
можно по-

лучить с помощью формул (18.4.1) в предположении, что 𝜙𝜙𝑛𝑛 = 1, 
то есть
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Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

Σ𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

Δ𝑢𝑢𝑗𝑗
;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛=

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑢𝑢
′ → 𝑢𝑢)

Δ𝑢𝑢𝑙𝑙
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.4.4)

    Для получения более точных значений групповых констант 
можно воспользоваться следующими формулами:

Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 =

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑛𝑛𝜙𝜙0

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑0

;

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛=

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑗𝑗∫︀
𝑢𝑢𝑗𝑗−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀

𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑢𝑢
′ → 𝑢𝑢)𝜙𝜙0

∫︀
𝑑𝑑r

𝑢𝑢𝑙𝑙∫︀
𝑢𝑢𝑙𝑙−1

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝜙𝜙0

,

(𝑛𝑛 = 2, 3, . . . ).

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(18.4.5)

  Если количество групп велико, то различные способы 
усреднения дают примерно одинаковые значения для 
групповых констант.

В заключение отметим, что для расчета спектра нейтронов 
с летаргией 𝑢𝑢 < 𝑢𝑢 в большинстве случаев достаточно знать фи-
зические константы только при 𝑛𝑛 = 0, 1, полагая при 𝑛𝑛 ≥ 2 Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛 ≈

Σ𝑗𝑗
0, 

𝑙𝑙

Σ
→
𝑛𝑛

𝑗𝑗

= 0.

18.5. Теория возмущений

При расчетах критических масс реакторов в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении 
появляется необходимость в оценке малых эффектов, не подда-
ющихся непосредственному расчету. Оценить такие эффекты 
можно с помощью теории малых возмущений, развив ее в рам-
ках метода сферических гармоник. Для получения формул
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∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑛𝑛

[︃
−𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− (𝑛𝑛+ 1)

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(2𝑛𝑛+ 1)Σ
′𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − (2𝑛𝑛+ 1)

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ′
𝑛𝑛 𝜙𝜙*′𝑙𝑙

𝑛𝑛

]︃
= 0. (18.5.6)

Вычтем из соотношения   соотношение (18.5.6)
и воспользуемся свойством сопряженности дифференциальных 
операторов и граничными условиями (18.5.2), (18.5.4). Тогда 
после интегри-рования по частям и перемены индексов 
суммирования по 𝑙𝑙𝑙 𝑗𝑗 приходим к соотношению

∑︁
𝑛𝑛

(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑛𝑛

)︁
= 0. (18.5.7)

     Учитывая, что имеет место равенство
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛=
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜒𝜒

𝑙𝑙𝛿𝛿𝑛𝑛0,

и вводя формальный параметр 𝜆𝜆 =
1

𝐾𝐾
так, что

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛=
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜒𝜒

𝑙𝑙𝛿𝛿𝑛𝑛0

соотношение (18.5.7) запишется в следующем виде:
∑︁
𝑛𝑛

(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*′𝑙𝑙
𝑛𝑛

)︁
+

+
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙𝑗𝑗
0

∑︁
𝑙𝑙

𝜒𝜒𝑙𝑙𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑛𝑛 = 0. (18.5.8)

     Рассмотрим выражение

𝛿𝛿
(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
= 𝜆𝜆′(︀𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ𝑗𝑗

𝑓𝑓

)︀′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓

и представим его в виде

𝛿𝛿
(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
= 𝛿𝛿𝛿𝛿

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀′
+ 𝜆𝜆𝜆𝜆

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
. (18.5.9)

     С учетом равенства (18.5.9) соотношение (18.5.8) примет вид

эфф

(18.5.5)
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теории возмущений рассмотрим систему основных уравнений 
реактора. Ради простоты вывод формул теории возмущений 
проиллюстрируем на задачах с плоскопараллельной геомет-
рией.

Итак, рассмотрим систему основных уравнений
𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 −

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛 = 0 (18.5.1)

при условии ∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.5.2)

     Задачу (18.5.1), (18.5.2) будем называть невозмущенной.
Введем в рассмотрение возмущенную систему сопряженных 

уравнений реактора, которая отличается от невозмущенной си-
стемы (18.1.3) тем, что групповые константы Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛 и 
𝑗𝑗

Σ
→
𝑛𝑛

𝑙𝑙 
в ней заме-

нены соответственно Σ
′𝑗𝑗
𝑛𝑛 = Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛 + 𝛿𝛿Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛 и

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ′
𝑛𝑛=

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 +𝛿𝛿
𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 . Эта система
запишется следующим образом:

− 𝑛𝑛

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝑛𝑛+ 1

2𝑛𝑛+ 1

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+Σ

′𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 −

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ′
𝑛𝑛 𝜙𝜙*′𝑙𝑙

𝑛𝑛 = 0 (18.5.3)

при условии ∑︁
𝑛𝑛

𝑎𝑎*𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (18.5.4)

Умножим уравнение (18.5.1) почленно на (2𝑛𝑛+1)𝜙𝜙*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 , резуль-

тат просуммируем по 𝑛𝑛𝑛 𝑛𝑛 и проинтегрируем по всему объему
реактора. Тогда приходим к соотношению

∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗

𝑛𝑛

[︃
𝑛𝑛
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+ (𝑛𝑛+ 1)

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(2𝑛𝑛+ 1)Σ𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

𝑗𝑗
𝑛𝑛 − (2𝑛𝑛+ 1)

∑︁
𝑙𝑙

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙𝑙𝑙
𝑛𝑛

]︃
= 0. (18.5.5)

Далее умножим уравнение (18.5.3) на (2𝑛𝑛 + 1)𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛, результат 

просуммируем по 𝑛𝑛𝑛 𝑗𝑗 и проинтегрируем по всему объему реак-
тора. Тогда получим
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∑︁
𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑛𝑛

[︃
−𝑛𝑛

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛−1

𝑑𝑑𝑑𝑑
− (𝑛𝑛+ 1)

𝑑𝑑𝑑𝑑*′𝑗𝑗
𝑛𝑛+1

𝑑𝑑𝑑𝑑
+

+(2𝑛𝑛+ 1)Σ
′𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − (2𝑛𝑛+ 1)

∑︁
𝑙𝑙

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ′
𝑛𝑛 𝜙𝜙*′𝑙𝑙

𝑛𝑛

]︃
= 0. (18.5.6)

Вычтем из соотношения   соотношение (18.5.6)
и воспользуемся свойством сопряженности дифференциальных 
операторов и граничными условиями (18.5.2), (18.5.4). Тогда 
после интегри-рования по частям и перемены индексов 
суммирования по 𝑙𝑙𝑙 𝑗𝑗 приходим к соотношению

∑︁
𝑛𝑛

(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛 𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑛𝑛

)︁
= 0. (18.5.7)

     Учитывая, что имеет место равенство
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛=
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜒𝜒

𝑙𝑙𝛿𝛿𝑛𝑛0,

и вводя формальный параметр 𝜆𝜆 =
1

𝐾𝐾
так, что

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛=
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 +𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜒𝜒

𝑙𝑙𝛿𝛿𝑛𝑛0

соотношение (18.5.7) запишется в следующем виде:
∑︁
𝑛𝑛

(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*′𝑙𝑙
𝑛𝑛

)︁
+

+
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙𝑗𝑗
0

∑︁
𝑙𝑙

𝜒𝜒𝑙𝑙𝜙𝜙*′𝑙𝑙
𝑛𝑛 = 0. (18.5.8)

     Рассмотрим выражение

𝛿𝛿
(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
= 𝜆𝜆′(︀𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ𝑗𝑗

𝑓𝑓

)︀′ − 𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓

и представим его в виде

𝛿𝛿
(︀
𝜆𝜆𝜆𝜆𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
= 𝛿𝛿𝛿𝛿

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀′
+ 𝜆𝜆𝜆𝜆

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
. (18.5.9)

     С учетом равенства (18.5.9) соотношение (18.5.8) примет вид

эфф

(18.5.5)
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Проекционно-сеточный метод 
и 𝑃𝑃𝑁𝑁𝐼𝐼-уравнения

19.1. Формулировка задачи переноса
и некоторые обозначения

Некоторые математические методы решений односкорост-
ных задач переноса будут рассмотрены в последующих главах. 
Введем новые обозначения. Некоторые из них стали привычны-
ми в математической литературе, а другие удобны для мате-
матических преобразований. Пусть 𝑅𝑅3(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) — трехмерное 
евклидово пространство; x = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) — точка этого простран-
ства с координатами 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3; r — вектор, выходящий из начала 
координат в точку x [иногда для координат точек пространства 
𝑅𝑅3 будем пользоваться и другими обозначениями: (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦𝑦 𝑧𝑧)]. Пусть
Ω = (Ω1, Ω2, Ω3) — единичный вектор; 

3∑︀
𝑖𝑖=1

Ω2
𝑖𝑖 = 1, а Ω — поверхность

единичной сферы в 𝑅𝑅3 с центром в начале координат. Тогда Ω 
обозначает переменную точку Ω со сферическими координата-
ми 𝜗𝜗𝜗 𝜓𝜓(0 ≤ 𝜗𝜗 ≤ 𝜋𝜋𝜋 0 ≤ 𝜓𝜓 ≤ 2𝜋𝜋):

Ω1 = sin 𝜗𝜗 cos 𝜓𝜓; Ω2 = sin 𝜗𝜗 sin 𝜓𝜓; Ω3 = cos 𝜗𝜗𝜗

     Элемент поверхности сферы Ω выразится формулой
𝑑𝑑Ω = sin 𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗

Пусть 𝜔𝜔 — вектор (𝜔𝜔1, 𝜔𝜔2, 𝜔𝜔3); 𝜔𝜔x =
3∑︀

𝑖𝑖=1
𝜔𝜔𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖, а 𝑅𝑅3×Ω — декартово

произведение пространств 𝑅𝑅3 и Ω, состоящее из пар (x, Ω), где 
Ω пробегает Ω, а x − 𝑅𝑅3. Пусть 𝜙𝜙(x, Ω) — функция, определенная 
на множестве 𝐷𝐷 × Ω, где 𝐷𝐷 — область в 𝑅𝑅3, в которой будем рас-
сматривать  процесс  переноса  нейтронов.  Предполагаем,  что 
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∑︁
𝑛𝑛

(2𝑛𝑛+ 1)
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*′𝑗𝑗
𝑛𝑛

)︁
+

+
∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

[︀
𝛿𝛿𝛿𝛿

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀′
+ 𝜆𝜆𝜆𝜆

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀]︀
𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑄𝑄

*′(𝑧𝑧) = 0, (18.5.10)

где
𝑄𝑄*′(𝑧𝑧) =

∑︁
𝜒𝜒𝑙𝑙𝜙𝜙*′𝑙𝑙

0 (𝑧𝑧). (18.5.11)
𝑙𝑙

     Разрешая соотношение (18.5.10) относительно 𝛿𝛿𝛿𝛿, приходим 
к формуле теории возмущений:

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︀
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*′

∑︁
𝑗𝑗

∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑

[︁∑︁
𝑛𝑛

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*′𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑗𝑗

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*′𝑗𝑗
𝑛𝑛

)︁
+

+ 𝜆𝜆𝜆𝜆
(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛𝑄𝑄

*′(𝑧𝑧)
]︁
, (18.5.12)

где
𝑄𝑄′ =

∑︁
𝑗𝑗

(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀′
𝜙𝜙0
𝑗𝑗 . (18.5.13)

Если в формуле (18.5.12) 𝜙𝜙*
𝑛𝑛
′𝑗𝑗 заменить 𝜙𝜙*

𝑛𝑛
𝑗𝑗 и в формуле (18.5.13)(︀

𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀′ на 𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓 , то мы придем к формуле малых возмущений.

Аналогичным образом могут быть получены формулы тео-
рии возмущений для других геометрий. Мы ограничимся запи-
сью формулы малых возмущений для сферически-симметрич-
ных систем, учитывая их практическое значение в расчетах.
Соответствующая формула имеет вид

𝛿𝛿𝛿𝛿 = − 1∫︁
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑*

×

×
∫︁

𝑑𝑑r
[︁∑︁

𝑗𝑗

∑︁
𝑛𝑛

(︁
𝛿𝛿Σ𝑗𝑗

𝑛𝑛𝜙𝜙
𝑗𝑗
𝑛𝑛𝜙𝜙

*𝑗𝑗
𝑛𝑛 − 𝜙𝜙𝑗𝑗

𝑛𝑛

∑︁
𝑙𝑙

𝛿𝛿
𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ𝑛𝑛𝑛𝑛 𝜙𝜙
*𝑗𝑗
𝑛𝑛

)︁
− 𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆𝜆*

]︁
, (18.5.14)

где
𝛿𝛿𝛿𝛿 =

∑︁
𝑗𝑗

𝛿𝛿
(︀
𝜈𝜈𝑗𝑗𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓

)︀
𝜙𝜙𝑗𝑗
𝑛𝑛. (18.5.15)

     Если в формуле (18.5.14) положить 𝑑𝑑r = 𝑑𝑑𝑑𝑑, то она перейдет   
в формулу теории малых возмущений для плоскопараллельной 
геометрии.

Гл. 18. Многогрупповая система уравнений реактора ...426
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Проекционно-сеточный метод 
и 𝑃𝑃𝑁𝑁𝐼𝐼-уравнения

19.1. Формулировка задачи переноса
и некоторые обозначения

Некоторые математические методы решений односкорост-
ных задач переноса будут рассмотрены в последующих главах. 
Введем новые обозначения. Некоторые из них стали привычны-
ми в математической литературе, а другие удобны для мате-
матических преобразований. Пусть 𝑅𝑅3(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) — трехмерное 
евклидово пространство; x = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) — точка этого простран-
ства с координатами 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3; r — вектор, выходящий из начала 
координат в точку x [иногда для координат точек пространства 
𝑅𝑅3 будем пользоваться и другими обозначениями: (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦𝑦 𝑧𝑧)]. Пусть
Ω = (Ω1, Ω2, Ω3) — единичный вектор; 

3∑︀
𝑖𝑖=1

Ω2
𝑖𝑖 = 1, а Ω — поверхность

единичной сферы в 𝑅𝑅3 с центром в начале координат. Тогда Ω 
обозначает переменную точку Ω со сферическими координата-
ми 𝜗𝜗𝜗 𝜓𝜓(0 ≤ 𝜗𝜗 ≤ 𝜋𝜋𝜋 0 ≤ 𝜓𝜓 ≤ 2𝜋𝜋):

Ω1 = sin 𝜗𝜗 cos 𝜓𝜓; Ω2 = sin 𝜗𝜗 sin 𝜓𝜓; Ω3 = cos 𝜗𝜗𝜗

     Элемент поверхности сферы Ω выразится формулой
𝑑𝑑Ω = sin 𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗𝜗

Пусть 𝜔𝜔 — вектор (𝜔𝜔1, 𝜔𝜔2, 𝜔𝜔3); 𝜔𝜔x =
3∑︀

𝑖𝑖=1
𝜔𝜔𝑖𝑖𝑥𝑥𝑖𝑖, а 𝑅𝑅3×Ω — декартово

произведение пространств 𝑅𝑅3 и Ω, состоящее из пар (x, Ω), где 
Ω пробегает Ω, а x − 𝑅𝑅3. Пусть 𝜙𝜙(x, Ω) — функция, определенная 
на множестве 𝐷𝐷 × Ω, где 𝐷𝐷 — область в 𝑅𝑅3, в которой будем рас-
сматривать  процесс  переноса  нейтронов.  Предполагаем,  что 
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лировать следующим образом. Требуется найти в области 𝐷𝐷

решение 𝜙𝜙(x,Ω) уравнения (19.1.2), удовлетворяющее на гра-
нице Γ условиям

𝜙𝜙(x,Ω)
⃒⃒
Γ
=

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)𝜙𝜙(x,Ω′)𝑑𝑑Ω′ + 𝑉𝑉 при nΩ < 0, (19.1.5)

где 𝑉𝑉 — положительная функция, определенная на Γ. Функция 
𝑅𝑅(x, Ω, Ω′) характеризует возврат в область 𝐷𝐷 вылетающих из об-
ласти нейтронов. Пусть однородная задача (19.1.2), (19.1.5) 
имеет только нулевое решение. Значение 𝑅𝑅 ≡ 0 соответствует 
случаю, когда извне в область 𝐷𝐷 действует источник нейтронов 
𝑉𝑉 , а вылетающие из области 𝐷𝐷 нейтроны не задерживаются 
границей Γ. Обычно краевое условие (19.1.5) рассматривают 
в виде

𝜙𝜙(x,Ω)
⃒⃒
Γ
= 0 при nΩ < 0. (19.1.6)

При условии (19.1.6) в работах В. С. Владимирова [71, 76] ре-
шены такие вопросы, как существование, единственность, глад-
кость и непрерывная зависимость от функций 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙1 решений
задачи (19.1.2), исследованы свойства собственных значений
и функций однородной задачи. Ниже мы воспроизведем неко-
торые построения и результаты этих работ.

Зафиксируем некоторое направление Ω ∈ Ω; обозначим 𝜋𝜋Ω
ортогональную проекцию 𝐷𝐷 на плоскость, перпендикулярную
направлению Ω и проходящую через фиксированную точку 𝑂𝑂.
Пусть 𝑃𝑃 обозначает переменную точку 𝜋𝜋Ω. Рассмотрим прямую
𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω(−∞ < 𝜉𝜉 𝜉 ∞) и обозначим 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 множество, получающееся
от пересечения этой прямой с областью 𝐷𝐷; 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 почти для всех
точек (𝑃𝑃𝑃Ω) из Ω× 𝜋𝜋Ω является открытым интервалом:

𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 = {𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω : 𝜁𝜁(Ω, 𝑃𝑃 ) < 𝜉𝜉 𝜉 𝜉𝜉(Ω, 𝑃𝑃 )}. (19.1.7)

Для каждого Ω эта формула дает разложение множества
𝐷𝐷 на декартово произведение двумерного множества 𝜋𝜋Ω и од-
номерного множества 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 : 𝐷𝐷 = 𝜋𝜋Ω × 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 , выражающее вза-
имно однозначное преобразование точек x ∈ 𝐷𝐷 в точки (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 )

из 𝜋𝜋Ω × 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 по формуле x = 𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω. Дифференциальное выраже-
ние левой части (19.1.2) может быть записано в точке (x,Ω) =

= (𝑃𝑃𝑃Ω, 𝜉𝜉) в виде
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𝐷̄𝐷

D — открытое ограниченное выпуклое множество в 𝑅𝑅3 и что 
начало координат 𝑅𝑅3 принадлежит 𝐷𝐷. Пусть    — замыкание 𝐷𝐷;
Γ = 𝐷̄𝐷∖𝐷𝐷 — граница 𝐷𝐷; n — внешняя нормаль к Γ. Пусть в 𝐷𝐷 и Ω

введены меры Лебега и соответствующие им процессы инте-
грирования, в частности,

𝑆𝑆𝑆𝑆 =
1

4𝜋𝜋

∫︁

Ω

𝜙𝜙(x,Ω′)𝑑𝑑Ω′, (19.1.1)

где
∫︁

Ω

𝜙𝜙(x,Ω′)𝑑𝑑Ω′ =

2𝜋𝜋∫︁

0

𝜋𝜋∫︁

0

𝜙𝜙(x, 𝜓𝜓′, 𝜗𝜗′)𝑑𝑑Ω′.

Под выражением Ω∇𝜙𝜙 будем понимать равенство

Ω∇𝜙𝜙 =

3∑︁
1

Ω𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

и обозначим 𝜇𝜇0 = ΩΩ′ =
3∑︀

𝑖𝑖=1
Ω𝑖𝑖Ω

′
𝑖𝑖, где Ω, Ω′ ∈ Ω.

Пусть 𝑙𝑙(x) — измеримая, положительная и ограниченная в 𝐷𝐷

функция, такая, что
0 < 𝑎𝑎0 < inf vrai 𝑙𝑙(x) ≤ 𝑙𝑙(x) ≤ supvrai 𝑙𝑙(x) < 𝑎̄𝑎 𝑎 ∞,

а 𝑔𝑔(x, 𝜇𝜇0) — индикатриса рассеяния, для которой 𝑆𝑆𝑆𝑆 = 1.
Рассмотрим кинетическое уравнение для функции 𝜙𝜙(x,Ω),

определенное в области 𝐷𝐷:
𝑙𝑙(x)Ω∇𝜙𝜙+ 𝜙𝜙 = 𝑐𝑐(x)𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑓𝑓1(x,Ω), (19.1.2)

где
𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑆𝑆(𝑔𝑔𝑔𝑔). (19.1.3)

Пусть Σ = 𝑙𝑙−1; Σ𝑠𝑠 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 𝑓𝑓(x,Ω) = 𝑓𝑓1(x,Ω)/𝑙𝑙. Тогда (19.1.2) запи-
шется в виде

Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 = Σ𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑓𝑓(x,Ω). (19.1.4)

Будем рассматривать кинетическое уравнение, заданное как
формулой (19.1.2), так и формулой (19.1.4). Функцию 𝑓𝑓1(x,Ω)

предполагаем принадлежащей некоторому подпространству
функций. Дополнительные требования на 𝑔𝑔 и 𝑓𝑓1 наложим позже.

Краевые задачи для уравнения (19.1.2), соответствующие
физическим задачам для реактора и ячеек, можно сформу-
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лировать следующим образом. Требуется найти в области 𝐷𝐷

решение 𝜙𝜙(x,Ω) уравнения (19.1.2), удовлетворяющее на гра-
нице Γ условиям

𝜙𝜙(x,Ω)
⃒⃒
Γ
=

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)𝜙𝜙(x,Ω′)𝑑𝑑Ω′ + 𝑉𝑉 при nΩ < 0, (19.1.5)

где 𝑉𝑉 — положительная функция, определенная на Γ. Функция 
𝑅𝑅(x, Ω, Ω′) характеризует возврат в область 𝐷𝐷 вылетающих из об-
ласти нейтронов. Пусть однородная задача (19.1.2), (19.1.5) 
имеет только нулевое решение. Значение 𝑅𝑅 ≡ 0 соответствует 
случаю, когда извне в область 𝐷𝐷 действует источник нейтронов 
𝑉𝑉 , а вылетающие из области 𝐷𝐷 нейтроны не задерживаются 
границей Γ. Обычно краевое условие (19.1.5) рассматривают 
в виде

𝜙𝜙(x,Ω)
⃒⃒
Γ
= 0 при nΩ < 0. (19.1.6)

При условии (19.1.6) в работах В. С. Владимирова [71, 76] ре-
шены такие вопросы, как существование, единственность, глад-
кость и непрерывная зависимость от функций 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙𝑙 𝑙𝑙1 решений
задачи (19.1.2), исследованы свойства собственных значений
и функций однородной задачи. Ниже мы воспроизведем неко-
торые построения и результаты этих работ.

Зафиксируем некоторое направление Ω ∈ Ω; обозначим 𝜋𝜋Ω
ортогональную проекцию 𝐷𝐷 на плоскость, перпендикулярную
направлению Ω и проходящую через фиксированную точку 𝑂𝑂.
Пусть 𝑃𝑃 обозначает переменную точку 𝜋𝜋Ω. Рассмотрим прямую
𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω(−∞ < 𝜉𝜉 𝜉 ∞) и обозначим 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 множество, получающееся
от пересечения этой прямой с областью 𝐷𝐷; 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 почти для всех
точек (𝑃𝑃𝑃Ω) из Ω× 𝜋𝜋Ω является открытым интервалом:

𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 = {𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω : 𝜁𝜁(Ω, 𝑃𝑃 ) < 𝜉𝜉 𝜉 𝜉𝜉(Ω, 𝑃𝑃 )}. (19.1.7)

Для каждого Ω эта формула дает разложение множества
𝐷𝐷 на декартово произведение двумерного множества 𝜋𝜋Ω и од-
номерного множества 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 : 𝐷𝐷 = 𝜋𝜋Ω × 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 , выражающее вза-
имно однозначное преобразование точек x ∈ 𝐷𝐷 в точки (𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 )

из 𝜋𝜋Ω × 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 по формуле x = 𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω. Дифференциальное выраже-
ние левой части (19.1.2) может быть записано в точке (x,Ω) =

= (𝑃𝑃𝑃Ω, 𝜉𝜉) в виде
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‖𝜙𝜙‖2 − (𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆) ≥ 𝐶𝐶0‖𝜙𝜙‖2, 𝐶𝐶0 > 0;

∫︁

Γ̄Ω

Ωn

⎛
⎜⎝𝜙𝜙2 −

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅Ω′

⎞
⎟⎠

2⎞
⎟⎠ 𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ ≥ 2𝐶𝐶1

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ;

‖𝑓𝑓1‖ < ∞;

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝑉𝑉 2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ < ∞;

∫︁

Γ̄Ω

(Ω′n)−1

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

(Ωn)𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω

⎞
⎟⎠

2

𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ < ∞,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19.1.10)

где 𝐶𝐶1 > 0 при 𝑉𝑉 ̸= 0 и 𝐶𝐶1 ≥ 0 при 𝑉𝑉 = 0, а Γ̄Ω = Ω×ΓΩ; 𝑅𝑅 = (x, Ω, Ω′) = 

𝑅𝑅(x, −Ω, −Ω′); 𝑉𝑉 (x, Ω) = 𝑉𝑉 (x, −Ω).

Пусть 𝜙𝜙(x, Ω) достаточно гладкое решение (19.1.2), (19.1.5); 
получим при условиях (19.1.10) априорную оценку для 𝜙𝜙(x, Ω). 

Уравнение (19.1.2), умноженное на 𝑙𝑙−1𝜙𝜙, проинтегрируем по 
𝐷𝐷×Ω. Тогда, учитывая (19.1.5), пользуясь формулой интегри-
рования по частям и теоремой Фубини, получаем

1

2

∫︁

Γ̄Ω

Ωn

⎛
⎜⎝𝜙𝜙2 −

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅Ω′

⎞
⎟⎠

2⎞
⎟⎠ 𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ + ‖𝜙𝜙‖2 − (𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆) =

= (𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 1) +
1

2

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝑉𝑉 2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ +

∫︁

Γ̄Ω

𝜙𝜙(x,Ω′)

∫︁

ΓΩ

Ωn𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ.

(19.1.11)

Левая часть (19.1.11) согласно (19.1.10) больше чем

𝐶𝐶0‖𝜙𝜙‖2 + 𝐶𝐶1

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ.

Слагаемые в правой части (19.1.11) оценим сверху:

|(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 1)| ≤
𝐶𝐶0

2
‖𝜙𝜙‖2 + 1

2
𝐶𝐶0‖𝑓𝑓1‖2,

а при 𝑉𝑉 ̸= 0

,
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𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑙𝑙(x)Ω∇𝜙𝜙+𝜙𝜙 = 𝑙𝑙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω)
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜙𝜙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω) +𝜙𝜙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω). (19.1.8)

Пусть

Γ−Ω = {𝑃𝑃 + 𝜁𝜁(𝑃𝑃𝑃Ω)Ω, 𝑃𝑃 ∈ 𝜋𝜋Ω}; ΓΩ = {𝑃𝑃 + 𝜂𝜂(𝑃𝑃𝑃Ω)Ω, 𝑃𝑃 ∈ 𝜋𝜋Ω}.

Рассмотрим краевую задачу (19.1.2), (19.1.6), тогда 𝜙𝜙(x,Ω) =

= 0, если (x,Ω) ∈ Ω× Γ−Ω.
Определим класс функций 𝐷̃𝐷0, который будет областью зада-

ния оператора 𝐴𝐴, определенного формулой (19.1.8). К классу 𝐷̃𝐷0

отнесем функции 𝜙𝜙(x,Ω) = 𝜙𝜙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω), которые обладают сле-
дующими свойствами.

1. Почти при всех (𝑃𝑃𝑃Ω) из 𝜋𝜋Ω × Ω функция 𝜙𝜙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω) абсо-
лютно непрерывна на замкнутом множестве 𝜋̄𝜋Ω𝑃𝑃 .

2. Почти при всех (𝑃𝑃𝑃Ω) из 𝜋𝜋Ω×Ω функция 𝜙𝜙(𝑃𝑃 +𝜉𝜉Ω,Ω) удовле-
творяет граничным условиям: 𝜙𝜙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω) = 0.

3. 𝐴𝐴𝐴𝐴 ∈ ℋ, где ℋ — гильбертово пространство функций 𝜙𝜙(x,Ω)

со скалярным произведением

(𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙) =

∫︁

𝐷𝐷×Ω

𝑙𝑙−1(x)𝜙𝜙(x,Ω′)𝜓𝜓(x,Ω′)𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑x (19.1.9)

и нормой ‖𝜙𝜙‖ = (𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙)1/2.
Из условий 1-3 следует, что почти при всех (𝑃𝑃𝑃Ω) из 𝜋𝜋Ω × Ω

существует производная 𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω, Ω) (соответственно Ω, ∇𝜙𝜙)

𝐷̃𝐷почти всюду на 𝜋𝜋Ω𝑃𝑃 (соответственно на 𝐷𝐷 × Ω), что 0 ⊂ ℋ и

‖𝜙𝜙‖ ≤ [1 − exp(−𝑎𝑎0
−1𝑑𝑑)]‖𝐴𝐴𝐴𝐴‖,

где 𝑑𝑑 — диаметр области 𝐷𝐷. Многоскоростные задачи с 𝑅𝑅 ̸= 0 

исследованы в работе Т. А. Гермогеновой [102].

     Пусть операторы задачи (19.1.2), (19.1.5) таковы, что для 
достаточно гладких функций 𝜙𝜙(x, Ω) справедливы неравенства
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‖𝜙𝜙‖2 − (𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆) ≥ 𝐶𝐶0‖𝜙𝜙‖2, 𝐶𝐶0 > 0;

∫︁

Γ̄Ω

Ωn

⎛
⎜⎝𝜙𝜙2 −

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅Ω′

⎞
⎟⎠

2⎞
⎟⎠ 𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ ≥ 2𝐶𝐶1

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ;

‖𝑓𝑓1‖ < ∞;

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝑉𝑉 2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ < ∞;

∫︁

Γ̄Ω

(Ω′n)−1

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

(Ωn)𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω

⎞
⎟⎠

2

𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ < ∞,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19.1.10)

где 𝐶𝐶1 > 0 при 𝑉𝑉 ̸= 0 и 𝐶𝐶1 ≥ 0 при 𝑉𝑉 = 0, а Γ̄Ω = Ω×ΓΩ; 𝑅𝑅 = (x, Ω, Ω′) = 

𝑅𝑅(x, −Ω, −Ω′); 𝑉𝑉 (x, Ω) = 𝑉𝑉 (x, −Ω).

Пусть 𝜙𝜙(x, Ω) достаточно гладкое решение (19.1.2), (19.1.5); 
получим при условиях (19.1.10) априорную оценку для 𝜙𝜙(x, Ω). 

Уравнение (19.1.2), умноженное на 𝑙𝑙−1𝜙𝜙, проинтегрируем по 
𝐷𝐷×Ω. Тогда, учитывая (19.1.5), пользуясь формулой интегри-
рования по частям и теоремой Фубини, получаем

1

2

∫︁

Γ̄Ω

Ωn

⎛
⎜⎝𝜙𝜙2 −

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅Ω′

⎞
⎟⎠

2⎞
⎟⎠ 𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ + ‖𝜙𝜙‖2 − (𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆) =

= (𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 1) +
1

2

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝑉𝑉 2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ +

∫︁

Γ̄Ω

𝜙𝜙(x,Ω′)

∫︁

ΓΩ

Ωn𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ.

(19.1.11)

Левая часть (19.1.11) согласно (19.1.10) больше чем

𝐶𝐶0‖𝜙𝜙‖2 + 𝐶𝐶1

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ.

Слагаемые в правой части (19.1.11) оценим сверху:

|(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 1)| ≤
𝐶𝐶0

2
‖𝜙𝜙‖2 + 1

2
𝐶𝐶0‖𝑓𝑓1‖2,

а при 𝑉𝑉 ̸= 0

,
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𝑙𝑙Ω∇𝑣𝑣 + 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆+
𝑓𝑓1(x,Ω) + 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
;

𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢+ 𝑣𝑣 =
𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
,

(19.1.14)

где

𝑣𝑣 =
𝜙𝜙(x,Ω)− 𝜙𝜙(x,−Ω)

2
.

Исключая из этих уравнений 𝑣𝑣, приходим к уравнению

−[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝐹𝐹 (x,Ω), (19.1.15)
где

𝐹𝐹 (x,Ω) =
𝑓𝑓1(x,Ω) + 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
− 𝑙𝑙Ω∇𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,Ω)

2

— четная относительно Ω функция. По функции 𝑢𝑢 — решению
(19.1.15) — функция 𝜙𝜙(x,Ω) — решение (19.1.2) — определяется
формулой

𝜙𝜙 = 𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢+
𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
. (19.1.16)

Уравнение (19.1.15) будем изучать в фазовой области 𝐷𝐷 × Ω

фазового пространства 𝑅𝑅3×Ω, предполагая, что 𝑢𝑢 принадлежит
некоторому классу 𝐶𝐶, каждая функция которого удовлетворяет
почти всюду на границе Γ× Ω краевому условию вида

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝜓𝜓1. (19.1.17)

В частности, краевое условие (19.1.5) имеет вид

𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢 =

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)(𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω′∇𝑢𝑢)𝑑𝑑Ω′+

+ 𝑉𝑉 − 1

2
(𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω,Ω))+

+
1

2

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)(𝑓𝑓1(x,Ω
′)− 𝑓𝑓1(x,−Ω′))𝑑𝑑Ω′.

Краевую задачу (19.1.15), (19.1.17) по нахождению функции
𝑢𝑢(x,Ω) запишем в операторной форме

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢+ 𝐹𝐹𝐹 (19.1.18)
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∫︁

Γ̄Ω

𝜙𝜙(x,Ω′)

∫︁

ΓΩ

Ωn𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ ≤ 𝐶𝐶1

2

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ+

+
1

2
𝐶𝐶−1
1

∫︁

Γ̄Ω

(Ω′n)−1

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

Ωn𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω

⎞
⎟⎠

2

𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ.

Следовательно,

𝐶𝐶0‖𝜙𝜙‖2 + 𝐶𝐶1

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝜙𝜙2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ ≤ 𝐶𝐶−1
0 ‖𝑓𝑓1‖2 +

∫︁

Γ̄Ω

Ωn𝑉𝑉 2𝑑𝑑Ω𝑑𝑑Γ+

+ 𝐶𝐶−1
1

∫︁

Γ̄Ω

(Ω′n)−1

⎛
⎜⎝
∫︁

ΓΩ

Ωn𝑉𝑉 𝑉𝑉𝑉𝑉Ω

⎞
⎟⎠

2

𝑑𝑑Ω′𝑑𝑑Γ.

Это и есть априорная оценка. Из нее следует единственность
достаточно гладких решений задачи (19.1.2), (19.1.5). Для одно-
мерных задач, а также для положительных функций 𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙  тре-
бования (19.1.10) можно ослабить.

Пусть индикатриса рассеяния 𝑔𝑔(x, 𝜇𝜇) представима в виде

𝑔𝑔(x, 𝜇𝜇) =
𝑁𝑁∑︁
𝑗𝑗=0

𝑏𝑏𝑗𝑗(x)Θ𝑗𝑗(𝜇𝜇0), (19.1.12)

где 𝑁𝑁 — некоторое целое число; Θ𝑗𝑗(𝜇𝜇0) — четные суммируе-
мые на [−1, 1] функции, а 𝑏𝑏𝑗𝑗(x) — измеримые, ограниченные
почти всюду на 𝐷𝐷 функции. В этих условиях, используя прием
В. С. Владимирова [41], можно перейти от уравнения (19.1.2)
для функции 𝜙𝜙(x,Ω) к другому уравнению для функции

𝑢𝑢(x,Ω) =
𝜙𝜙(x,Ω) + 𝜙𝜙(x,−Ω)

2
. (19.1.13)

     Для этого, записывая  (19.1.2)  для функции  𝜙𝜙(x, −Ω),  полу-
чаем уравнение

−𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙(x,−Ω) + 𝜙𝜙(x,−Ω) = 𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑓𝑓1(x,−Ω).

     Складывая с (19.1.2) и вычитая его из (19.1.2), получаем два 
уравнения для функций 𝑢𝑢 и 𝑣𝑣:
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𝑙𝑙Ω∇𝑣𝑣 + 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆+
𝑓𝑓1(x,Ω) + 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
;

𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢+ 𝑣𝑣 =
𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
,

(19.1.14)

где

𝑣𝑣 =
𝜙𝜙(x,Ω)− 𝜙𝜙(x,−Ω)

2
.

Исключая из этих уравнений 𝑣𝑣, приходим к уравнению

−[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝐹𝐹 (x,Ω), (19.1.15)
где

𝐹𝐹 (x,Ω) =
𝑓𝑓1(x,Ω) + 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
− 𝑙𝑙Ω∇𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,Ω)

2

— четная относительно Ω функция. По функции 𝑢𝑢 — решению
(19.1.15) — функция 𝜙𝜙(x,Ω) — решение (19.1.2) — определяется
формулой

𝜙𝜙 = 𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢+
𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω)

2
. (19.1.16)

Уравнение (19.1.15) будем изучать в фазовой области 𝐷𝐷 × Ω

фазового пространства 𝑅𝑅3×Ω, предполагая, что 𝑢𝑢 принадлежит
некоторому классу 𝐶𝐶, каждая функция которого удовлетворяет
почти всюду на границе Γ× Ω краевому условию вида

𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝜓𝜓1. (19.1.17)

В частности, краевое условие (19.1.5) имеет вид

𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢 =

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)(𝑢𝑢− 𝑙𝑙Ω′∇𝑢𝑢)𝑑𝑑Ω′+

+ 𝑉𝑉 − 1

2
(𝑓𝑓1(x,Ω)− 𝑓𝑓1(x,−Ω,Ω))+

+
1

2

∫︁

nΩ′>0

𝑅𝑅(x,Ω,Ω′)(𝑓𝑓1(x,Ω
′)− 𝑓𝑓1(x,−Ω′))𝑑𝑑Ω′.

Краевую задачу (19.1.15), (19.1.17) по нахождению функции
𝑢𝑢(x,Ω) запишем в операторной форме

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢+ 𝐹𝐹𝐹 (19.1.18)
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     Это  пространство функций  обозначим  𝐻𝐻0.  Очевидно,  что 
‖𝑢𝑢‖ ≤ [𝑢𝑢].

Краевую задачу (19.1.15), (19.1.20) можно записать в опера-
торной форме:

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢+ 𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹 ∈ 𝐷𝐷0. (19.1.23)

     Пусть
‖𝐹𝐹 ‖ < ∞;   (𝑆𝑆0 + 𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙) ≥ 0;   |𝑐𝑐| < 1. (19.1.24)

     Тогда функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0, реализующая минимум функционала
𝐺𝐺(𝑣𝑣) = [𝑣𝑣]2 − (𝑆𝑆0, 𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣)− 2(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  ), (19.1.25)

будет решением краевой задачи (19.1.23). При |𝑐𝑐| < 𝑐𝑐0 < 1

найдутся две такие постоянные 𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2 > 0, зависящие от 𝑐𝑐0, что
для любой функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0 будут выполнены неравенства

𝑑𝑑1[𝑣𝑣]
2 ≤ [𝑣𝑣]2 − (𝑆𝑆0, 𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣) ≤ 𝑑𝑑2[𝑣𝑣]

2. (19.1.26)

А. Дэвисом, С. Капланом [424, 459], Т. А. Гермогеновой [102],
А. Басликом [415] были получены функционалы типа (19.1.25)
и для общей индикатрисы рассеяния.

Если функция 𝑐𝑐𝑐𝑐 ̸= 0 и удовлетворяет условиям (19.1.12),
(19.1.24), то оператор 𝐿𝐿−1

0 𝑆𝑆0 задачи (19.1.23) будет вполне
непрерывным, положительным и самосопряженным в 𝐻𝐻0

и ‖𝐿𝐿−1
0 𝑆𝑆0‖ ≤ Θ , где

Θ = 𝑔𝑔(1− exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑−1
0 )); ‖𝑆𝑆0‖ ≤ 𝑔𝑔 = sup

𝑥𝑥∈𝐷𝐷
vrai| 𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑔𝑔| |.

     Множество характеристических чисел 𝜆𝜆𝑘𝑘 задачи

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑆𝑆0𝑢𝑢 (19.1.27)
бесконечно, 𝜆𝜆𝑘𝑘 > 0, и если 𝑢𝑢𝑘𝑘 является собственной функцией, 
соответствующей значению 𝜆𝜆𝑘𝑘, то (𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑘𝑘, 𝑢𝑢𝑗𝑗 ) = 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 и система 𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑘𝑘 

полна в области значений оператора 𝑆𝑆0.
Пусть 𝑢𝑢0 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢. Тогда уравнение (19.1.23) примет вид

𝑢𝑢0 = 𝑆𝑆0𝐿𝐿0
−1(𝑢𝑢0 + 𝐹𝐹 ) (19.1.28)

(это интегральное уравнение Пайерлса [486]), в котором опера-
тор 𝑆𝑆0𝐿𝐿

−1
0 является положительным вполне непрерывным опе-

ратором, симметризуемым слева оператором 𝑆𝑆0.
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задачи (19.1.18) единственно и существует при любой функции
𝐹𝐹 из некоторого заданного класса.

Так, если 𝑅𝑅 = 𝑉𝑉 = 0, 𝑓𝑓1(x,−Ω), то область задания операторов
задачи (19.1.18) при ‖𝑓𝑓1‖ < ∞ определяется следующими усло-
виями.

1. Почти при всех (𝑃𝑃𝑃Ω) из Ω× 𝜋𝜋Ω функции

𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω), 𝑙𝑙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω)
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω)

абсолютно непрерывны на замкнутом множестве 𝜋̄𝜋Ω𝑃𝑃 .

2. Почти при при всех (𝑃𝑃𝑃Ω) из Ω × 𝜋𝜋Ω функция 𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω)

удовлетворяет граничным условиям

𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω) = 𝑙𝑙(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω)
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜉𝜉Ω,Ω);

𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜂𝜂Ω,Ω) = −𝑙𝑙(𝑃𝑃 + 𝜂𝜂Ω)
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑢𝑢(𝑃𝑃 + 𝜂𝜂Ω,Ω).

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(19.1.19)

3. 𝐴𝐴0𝑢𝑢 ∈ ℋ, где 𝐴𝐴0 — дифференциальное выражение

𝐴𝐴0𝑢𝑢 = −[Ω𝑙𝑙∇]2𝑢𝑢 + 𝑢𝑢𝑢

Линейное множество функций, удовлетворяющее условиям 
1–3, обозначим 𝐷𝐷0. Краевые условия (19.1.19) для гладких гра-
ниц запишем в виде

sign(nt)𝑙𝑙 𝜕𝜕𝜕𝜕(x, t)
𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝑢𝑢(x, t)
⃒⃒
Γ×Ω

= 0, (19.1.20)

где 𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 — дифференцирование как функции по направлению 
единичного вектора t.

Множество функций 𝐷𝐷0 содержится в ℋ. Линейное диффе-
ренциальное выражение 𝐴𝐴0 вместе с областью задания 𝐷𝐷0 опре-
деляет в (19.1.18) линейный оператор 𝐿𝐿0. Введем в 𝐷𝐷0 метрику:

[𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢] = (𝐿𝐿0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) =

∫︁

Γ×Ω

|(Ω, 𝑛𝑛)|𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢Ω 𝑑𝑑Γ+ (𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 Ω∇𝑣𝑣) + (𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢); (19.1.21)

[𝑢𝑢]2 = [𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢]. (19.1.22)

где операторы 𝐿𝐿0 = −[𝑙𝑙Ω∇]2 + 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼 = −[𝑙𝑙Ω∇]2, 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐 считаем за-
данными на функциях класса 𝐶𝐶. Предполагается, что решение
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     Это  пространство функций  обозначим  𝐻𝐻0.  Очевидно,  что 
‖𝑢𝑢‖ ≤ [𝑢𝑢].

Краевую задачу (19.1.15), (19.1.20) можно записать в опера-
торной форме:

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢+ 𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹 ∈ 𝐷𝐷0. (19.1.23)

     Пусть
‖𝐹𝐹 ‖ < ∞;   (𝑆𝑆0 + 𝜙𝜙𝜙 𝜙𝜙) ≥ 0;   |𝑐𝑐| < 1. (19.1.24)

     Тогда функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0, реализующая минимум функционала
𝐺𝐺(𝑣𝑣) = [𝑣𝑣]2 − (𝑆𝑆0, 𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣)− 2(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  ), (19.1.25)

будет решением краевой задачи (19.1.23). При |𝑐𝑐| < 𝑐𝑐0 < 1

найдутся две такие постоянные 𝑑𝑑1, 𝑑𝑑2 > 0, зависящие от 𝑐𝑐0, что
для любой функции 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0 будут выполнены неравенства

𝑑𝑑1[𝑣𝑣]
2 ≤ [𝑣𝑣]2 − (𝑆𝑆0, 𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣) ≤ 𝑑𝑑2[𝑣𝑣]

2. (19.1.26)

А. Дэвисом, С. Капланом [424, 459], Т. А. Гермогеновой [102],
А. Басликом [415] были получены функционалы типа (19.1.25)
и для общей индикатрисы рассеяния.

Если функция 𝑐𝑐𝑐𝑐 ̸= 0 и удовлетворяет условиям (19.1.12),
(19.1.24), то оператор 𝐿𝐿−1

0 𝑆𝑆0 задачи (19.1.23) будет вполне
непрерывным, положительным и самосопряженным в 𝐻𝐻0

и ‖𝐿𝐿−1
0 𝑆𝑆0‖ ≤ Θ , где

Θ = 𝑔𝑔(1− exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑−1
0 )); ‖𝑆𝑆0‖ ≤ 𝑔𝑔 = sup

𝑥𝑥∈𝐷𝐷
vrai| 𝑐𝑐𝑐𝑐|𝑔𝑔| |.

     Множество характеристических чисел 𝜆𝜆𝑘𝑘 задачи

𝐿𝐿0𝑢𝑢 = 𝜆𝜆𝑆𝑆0𝑢𝑢 (19.1.27)
бесконечно, 𝜆𝜆𝑘𝑘 > 0, и если 𝑢𝑢𝑘𝑘 является собственной функцией, 
соответствующей значению 𝜆𝜆𝑘𝑘, то (𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑘𝑘, 𝑢𝑢𝑗𝑗 ) = 𝛿𝛿𝑘𝑘𝑘𝑘 и система 𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑘𝑘 

полна в области значений оператора 𝑆𝑆0.
Пусть 𝑢𝑢0 = 𝑆𝑆0𝑢𝑢. Тогда уравнение (19.1.23) примет вид

𝑢𝑢0 = 𝑆𝑆0𝐿𝐿0
−1(𝑢𝑢0 + 𝐹𝐹 ) (19.1.28)

(это интегральное уравнение Пайерлса [486]), в котором опера-
тор 𝑆𝑆0𝐿𝐿

−1
0 является положительным вполне непрерывным опе-

ратором, симметризуемым слева оператором 𝑆𝑆0.

19.1. Формулировка задачи переноса ... 435
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П. Лесэна, П. Равьяра [466], М. Борисевича, Р. Станкевича
[412], Г. И. Марчука, В. И. Агошкова [4, 237]), в которых от-
мечены многие трудности, специфические для задач теории
переноса, обладающих рядом «неприятных» особенностей.
Это прежде всего существенная многомерность таких задач.

Имеются значительные трудности, связанные с вопросами
обоснования проекционно-сеточных методов к решению задач
теории переноса и получения количественных оценок скоро-
стей сходимости. Одной из трудностей следует признать и про-
блему аппроксимации границ и граничных условий. К извест-
ной проблеме аппроксимации геометрической границы обла-
сти здесь добавляется задача отыскания и приближения «осве-
щенных» и «теневых» частей границы, что вызвано зависимо-
стью граничных условий от угловых переменных.

Отметим, наконец, что многие задачи теории переноса об-
ладают несамосопряженными операторами, при этом часто
в них возникает необходимость одновременного решения как
прямой, так и сопряженной задач. Перечисленные (далеко
не все) обстоятельства делают теорию и практическое исполь-
зование проекционно-сеточных методов в задаче переноса
нейтронов значительно более трудными, с одной стороны, но
и привлекательными — с другой.

Рассмотрим гильбертово пространство ℋ со скалярным про-
изведением (19.1.9) и задачу (19.1.23), где 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥 )𝑆𝑆; 𝑆𝑆𝜙𝜙 =

=

∫︁

Ω

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥Ω
′)𝑑𝑑Ω′. Предполагается, что выполнены ограни-

чения (19.1.24), в силу чего оператор задачи (19.1.23) будет
симметричным и положительно определенным. Пусть 𝐻𝐻0 —
энергетическое пространство, соответствующее оператору 𝐿𝐿0.
Скалярное произведение [𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢] и норма [𝑢𝑢] = [𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢]1/2 определяют-
ся согласно (19.1.21), (19.1.22). При введенных ограничениях
для любых 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0 выполнены соотношения (19.1.26) и

⃒⃒
[𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢]− (𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)

⃒⃒
≤ 𝑑𝑑2[𝑢𝑢][𝑣𝑣]. (19.2.1)

     Тогда, согласно теоремам функционального анализа, можно 
гарантировать, что задача о минимизации функционала 𝐺𝐺(𝑣𝑣)

(19.1.25) однозначно разрешима в 𝐻𝐻0. Функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0, реализу-
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В работах В. С. Владимирова [71, 78], В. И. Агошкова [12, 401] 
изложенные результаты распространены на более общие про-
странства функций. Аналогичным исследованиям для мно-
госкоростных уравнений переноса посвящены работы С. Б. Ши-
хова [385–387] и Т. А. Гермогеновой [102, 103].

19.2. Формулировка проекционно-сеточного
алгоритма на основе минимизации
функционала

В последние десятиления проекционные методы получили
качественно новое развитие, что обусловлено и успехами в тео-
рии аппроксимации, и имевшейся глубокой теоретической ба-
зой данных методов. Это привело к развитию теории и широко-
му практическому использованию новой формы проекционных
методов — проекционно-сеточных (метод конечных элементов),
которые можно рассмотреть как классические проекционные
методы, но использующие базисные функции с финитными но-
сителями. Проекционно-сеточные методы вобрали в себя луч-
шие черты проекционных (слабые требования на гладкость ре-
шения и исходных данных, необходимых для обоснования и ис-
следования алгоритма; сохранение в приближенной задаче «хо-
роших» свойств точной задачи — симметричности, положи-
тельной определенности аппроксимируемых операторов и т. п.;
более точное описание интегральных характеристик решения
и др.) и разностных методов (разреженность матриц, сравни-
тельная простота решения систем алгебраических уравнений).
Кроме того, использование локальных базисных функций поз-
волило в большинстве случаев автоматизировать процесс при-
ближенного решения задачи с помощью современных ЭВМ.

К настоящему времени имеется весьма обширная научная
литература, посвященная различным вопросам теории и прак-
тики проекционно-сеточных методов. Библиографию можно
найти в работах О. Зенкевича [524], Г. Стренга, Дж. Фикса
[346], Л. А. Оганесяна, В. Я. Ривкинда, Л. А. Руховца [295],
Г. И. Марчука и В. И. Агошкова [238]. Ряд работ по проекционно-
сеточным  методам  посвящен  использованию  их  для  решения
задач теории переноса (С. Юкаи [508], В. И. Лебедева [203],
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П. Лесэна, П. Равьяра [466], М. Борисевича, Р. Станкевича
[412], Г. И. Марчука, В. И. Агошкова [4, 237]), в которых от-
мечены многие трудности, специфические для задач теории
переноса, обладающих рядом «неприятных» особенностей.
Это прежде всего существенная многомерность таких задач.

Имеются значительные трудности, связанные с вопросами
обоснования проекционно-сеточных методов к решению задач
теории переноса и получения количественных оценок скоро-
стей сходимости. Одной из трудностей следует признать и про-
блему аппроксимации границ и граничных условий. К извест-
ной проблеме аппроксимации геометрической границы обла-
сти здесь добавляется задача отыскания и приближения «осве-
щенных» и «теневых» частей границы, что вызвано зависимо-
стью граничных условий от угловых переменных.

Отметим, наконец, что многие задачи теории переноса об-
ладают несамосопряженными операторами, при этом часто
в них возникает необходимость одновременного решения как
прямой, так и сопряженной задач. Перечисленные (далеко
не все) обстоятельства делают теорию и практическое исполь-
зование проекционно-сеточных методов в задаче переноса
нейтронов значительно более трудными, с одной стороны, но
и привлекательными — с другой.

Рассмотрим гильбертово пространство ℋ со скалярным про-
изведением (19.1.9) и задачу (19.1.23), где 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥 )𝑆𝑆; 𝑆𝑆𝜙𝜙 =

=

∫︁

Ω

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥Ω
′)𝑑𝑑Ω′. Предполагается, что выполнены ограни-

чения (19.1.24), в силу чего оператор задачи (19.1.23) будет
симметричным и положительно определенным. Пусть 𝐻𝐻0 —
энергетическое пространство, соответствующее оператору 𝐿𝐿0.
Скалярное произведение [𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢] и норма [𝑢𝑢] = [𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢]1/2 определяют-
ся согласно (19.1.21), (19.1.22). При введенных ограничениях
для любых 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0 выполнены соотношения (19.1.26) и

⃒⃒
[𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢]− (𝑆𝑆0𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)

⃒⃒
≤ 𝑑𝑑2[𝑢𝑢][𝑣𝑣]. (19.2.1)

     Тогда, согласно теоремам функционального анализа, можно 
гарантировать, что задача о минимизации функционала 𝐺𝐺(𝑣𝑣)

(19.1.25) однозначно разрешима в 𝐻𝐻0. Функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0, реализу-
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Поскольку условия (19.1.20) являются естественными, то
функции 𝜙𝜙 можно выбирать не удовлетворяющими им. Это
обстоятельство значительно облегчает выбор и построение
базисных функций.

Рассмотрим теперь некоторые способы построения {𝜙𝜙 }.
Прежде всего выделим четыре общих направления, которые
в настоящее время часто используются на практике. Эти
направления определяются выбором зависимости 𝜙𝜙 от пере-
менных (𝑥𝑥𝑥 Ω). К первому из них отнесем случаи, когда все 𝜙𝜙
зависят от 𝑥𝑥 и Ω. Система уравнений (19.2.4) будет тогда ли-
нейной алгебраической системой для отыскания неизвестных
постоянных {𝑎𝑎𝑖𝑖} =1.

Ко второму направлению относятся алгоритмы, в которых
базисные функции {𝜙𝜙 } зависят лишь от пространственных пе-
ременных 𝜙𝜙  = 𝜙𝜙 (𝑥𝑥). В этом случае метод приближенного ре-
шения, рассмотренный выше, будет фактически методом
Л. В. Канторовича [155], и неизвестные 𝑎𝑎𝑖𝑖 будут уже неизвест-
ными функциями от Ω. Задача о минимизации (19.1.25)
приводит к решению системы интегральных уравнений типа
(19.2.3), которую запишем в виде

< 𝑢𝑢ℎ, 𝜙𝜙 >1 − < 𝑆𝑆0𝑢𝑢
ℎ, 𝜙𝜙 >0 = < 𝐹𝐹𝐹 𝜙𝜙 >0, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁     (19.2.4)

где

𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖(Ω)𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥);

< 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 𝑢0=

∫︁

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑−1(𝑥𝑥)𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥Ω)𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥Ω);

(19.2.6)

< 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 𝑢1=

∫︁

Γ

𝑑𝑑Γ
⃒⃒
(Ω𝑛𝑛)

⃒⃒
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥Ω)𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥Ω)+

+ < 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢𝑢 𝑙𝑙Ω∇𝑣𝑣 >0 + < 𝑢𝑢𝑢 𝑣𝑣 >0 .                        (19.2.7)

   Систему (19.2.5)  достаточно просто решить, например, мето-
дом квадратур, который изложен во многих монографиях
(Л. В. Канторовича, В. И. Крылова [156], М. К. Гавурина [83]). При
вырожденной индикатрисе рассеяния (19.2.5) сводится к реше-
нию  линейной  системы   алгебраических   уравнений   [отметим,
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ющая минимум (19.1.25), является решением (вообще говоря,
обобщенным) задачи (19.1.23).

Рассмотрим общую схему проекционно-сеточного алгорит-
ма, основанного на отыскании приближенного минимума функ-
ционала (19.1.25).

Пусть для каждого значения параметра ℎ (далее ℎ обозначен
параметр некоторой сетки, введенной в области определения
рассматриваемых функций и состоящей из 𝑁𝑁 узлов) в 𝐻𝐻0 зада-
на последовательность элементов

{︀
𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖

}︀𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
, 𝑁𝑁 = 𝑁𝑁(ℎ), линейно-

независимых при каждом фиксированном ℎ. Обозначим 𝐻𝐻ℎ
0 ли-

нейную оболочку функций
{︀
𝜙𝜙ℎ
0

}︀𝑁𝑁

𝑖𝑖=1
  и предположим, что после-

довательность подпространств {𝐻𝐻ℎ𝑘𝑘
0 }𝑁𝑁𝑖𝑖=1, ℎ1 > ℎ2 > ℎ > · · · > ℎ𝑘𝑘 → 0,

𝑘𝑘 → ∞ предельно плотна в 𝐻𝐻0.
Поставим теперь задачу об отыскании минимального значе-

ния 𝐺𝐺(𝑣𝑣) на подпространстве 𝐻𝐻ℎ
0 . Функция 𝑢𝑢ℎ =

𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 , реализу-

ющая этот минимум 𝐺𝐺(𝑣𝑣) на 𝐻𝐻ℎ
0 ,

𝐺𝐺(𝑢𝑢ℎ) = inf
𝑣𝑣ℎ∈𝐻𝐻ℎ

0

𝐺𝐺(𝑣𝑣ℎ) = inf 𝐺𝐺(𝑏𝑏1, . . . , 𝑏𝑏𝑁𝑁 ), 𝑣𝑣ℎ =
𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 ∈ 𝐻𝐻0

ℎ, (19.2.2)

принимается за приближенное решение исходной задачи
(19.1.23). Как известно, задача (19.1.30) приводит к системе
линейных уравнений вида

[𝑢𝑢ℎ, 𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 ]− (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 ) = (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑖𝑖 ), 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.2.3)

которая в силу (19.1.26) имеет единственное решение. С помо-
щью простых вычислений и с учетом плотности

{︀
𝐻𝐻ℎ

0

}︀
в 𝐻𝐻0 мож-

но показать, что приближенные решения 𝑢𝑢ℎ, определяемые из
(19.1.3), сходятся к точному решению в пространстве 𝐻𝐻0. При
этом справедлива оценка погрешности

[𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ] ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝑢𝑢𝑢𝑢 ) → 0, ℎ → 0, (19.2.4)

где постоянная 𝐶𝐶 не зависит от ℎ и 𝑢𝑢, а ошибка аппроксимации
𝜀𝜀(𝑢𝑢𝑢𝑢 ) определяется как 𝜀𝜀(𝑢𝑢𝑢𝑢 ) = inf

𝑣𝑣ℎ∈𝐻𝐻0
ℎ
[𝑢𝑢 − 𝑣𝑣ℎ]. Если конкретизи-

ровать свойства гладкости, выбор базисных функций {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }, зна-

чение параметра ℎ, то можно дать оценку для 𝜀𝜀 вида 𝑂𝑂(ℎ𝛾𝛾), где
𝛾𝛾 — некоторая положительная постоянная.
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𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

𝑁𝑁
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

Поскольку условия (19.1.20) являются естественными, то
функции 𝜙𝜙 можно выбирать не удовлетворяющими им. Это
обстоятельство значительно облегчает выбор и построение
базисных функций.

Рассмотрим теперь некоторые способы построения {𝜙𝜙 }.
Прежде всего выделим четыре общих направления, которые
в настоящее время часто используются на практике. Эти
направления определяются выбором зависимости 𝜙𝜙 от пере-
менных (𝑥𝑥𝑥 Ω). К первому из них отнесем случаи, когда все 𝜙𝜙
зависят от 𝑥𝑥 и Ω. Система уравнений (19.2.4) будет тогда ли-
нейной алгебраической системой для отыскания неизвестных
постоянных {𝑎𝑎𝑖𝑖} =1.

Ко второму направлению относятся алгоритмы, в которых
базисные функции {𝜙𝜙 } зависят лишь от пространственных пе-
ременных 𝜙𝜙  = 𝜙𝜙 (𝑥𝑥). В этом случае метод приближенного ре-
шения, рассмотренный выше, будет фактически методом
Л. В. Канторовича [155], и неизвестные 𝑎𝑎𝑖𝑖 будут уже неизвест-
ными функциями от Ω. Задача о минимизации (19.1.25)
приводит к решению системы интегральных уравнений типа
(19.2.3), которую запишем в виде

< 𝑢𝑢ℎ, 𝜙𝜙 >1 − < 𝑆𝑆0𝑢𝑢
ℎ, 𝜙𝜙 >0 = < 𝐹𝐹𝐹 𝜙𝜙 >0, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁     (19.2.4)

где

𝑢𝑢ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖(Ω)𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥);

< 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 𝑢0=

∫︁

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑−1(𝑥𝑥)𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥Ω)𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥Ω);

(19.2.6)

< 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢 𝑢1=

∫︁

Γ

𝑑𝑑Γ
⃒⃒
(Ω𝑛𝑛)

⃒⃒
𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥Ω)𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥Ω)+

+ < 𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢𝑢 𝑙𝑙Ω∇𝑣𝑣 >0 + < 𝑢𝑢𝑢 𝑣𝑣 >0 .                        (19.2.7)

   Систему (19.2.5)  достаточно просто решить, например, мето-
дом квадратур, который изложен во многих монографиях
(Л. В. Канторовича, В. И. Крылова [156], М. К. Гавурина [83]). При
вырожденной индикатрисе рассеяния (19.2.5) сводится к реше-
нию  линейной  системы   алгебраических   уравнений   [отметим,
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𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘1 < 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘2 < · · · < 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑅𝑅
= 𝑏𝑏𝑘𝑘; ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

𝑘𝑘 = 1, . . . ,𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑘𝑘, ℎ = max
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑐𝑐1ℎ ∀ 𝑘𝑘𝑘 𝑖𝑖𝑖 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

     Каждому узлу сетки 𝑟𝑟¯𝑖𝑖 = (𝑟𝑟1,𝑖𝑖1 , . . . , 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚), 𝑖𝑖 = (𝑖𝑖1, . . . , 𝑖𝑖𝑚𝑚), 0 ≤ 𝑖𝑖𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁𝑘𝑘, 
𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑚𝑚, поставим в соответствие функцию

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =

𝑚𝑚∏︁
𝑘𝑘=1

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘) ≡ 𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖1(𝑟𝑟1)× · · · × 𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖𝑚𝑚(𝑟𝑟𝑚𝑚), (19.2.9)

ℎгде 𝜙𝜙 𝑖𝑖𝑘𝑘 
(𝑟𝑟𝑘𝑘) определяется по формуле (19.2.8) при замене 𝑟𝑟 на 𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑖𝑖 

на 𝑖𝑖𝑘𝑘. Очевидно, что функции (19.2.9) для каждой фиксиро-
ванной сетки линейно-независимы и их линейные комбинации
образуют подпространство 𝑊𝑊2

1,ℎ(Π) ⊂ 𝑊𝑊2
1(Π).

Рассмотрим кусочно-линейные базисные функции. Ради
определенности и упрощения изложения остановимся на дву-
мерном случае, когда 𝑟𝑟  = (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦), 𝑚𝑚 = 2. Пусть Π многоугольная 
область (рис. 12). Разобьем ее на треугольники {Π𝑖𝑖} таким 
образом, чтобы: 1) каждая пара треугольников из разбиения 
пересекалась лишь в одной общей вершине, или по общей 
стороне, или вообще не пересекалась; 2) объединение их да-
вало бы Π. Множество вершин (точек разбиения) обозначим 
(𝑟𝑟0, 𝑟𝑟1, . . . , 𝑟𝑟𝑁𝑁 ), где 𝑟𝑟𝑖𝑖 = (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖). Обозначим ℎ наибольшую из сторон 
треугольников и предположим, что ℎ ≤ 𝐶𝐶ℎ, где ℎ — наименьшая 
из сторон треугольников; 𝐶𝐶 — некоторая постоянная, общая 
для всех {Π𝑖𝑖}, а углы всех треугольников ограничены снизу 
равномерно по 𝑁𝑁 .

Следовательно, можно принять

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =

1

ℎ

[︁
1− (𝑦𝑦0,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)

(𝑦𝑦1,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)
− (𝑥𝑥0,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

(𝑥𝑥2,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

]︁−1
×

×
[︁
1− (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)

(𝑦𝑦1,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)
− (𝑥𝑥− 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

(𝑥𝑥2,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

]︁
(19.2.10)

ℎ
𝑖𝑖на Π𝑖𝑖, где 𝑟𝑟𝑖𝑖 = (𝑥𝑥0,𝑖𝑖, 𝑦𝑦0,𝑖𝑖). Вид функции 𝜙𝜙 (𝑟𝑟) показан на рисунке 13.

Множество функций вида 𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑟𝑟) =
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) образуют подпро-

странство 𝑊𝑊 1,ℎ
2 (Π) ⊂ (𝐶𝐶(Π)

⋂︀
𝑊𝑊 1

2 (Π)).
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ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

что для 𝑢𝑢ℎ из (19.1.5) остается справедливой оценка (19.2.4)].
В третьем направлении базисные функции зависят только
от угловых переменных. В этом случае задача минимизации
сводится к некоторой краевой задаче в 𝐷𝐷 для систем (эллипти-
ческих) дифференциальных уравнений в частных производных
(𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений).

В четвертом направлении на основе финитных функций
строятся истокобразные функции, которые затем используют-
ся в качестве базисных (см. § 19.7).

Приведем теперь некоторые способы задания функций 𝜙𝜙 ,
которые выбираются так, чтобы их носитель был финитным
и в значительной степени меньшим по сравнению с размерами
области (это является одной из особенностей проекционно-
сеточных методов). Остановимся на наиболее популярных
случаях задания 𝜙𝜙 , когда 𝜙𝜙 является кусочно-линейными или
кусочно-полилинейными функциями своих аргументов.

Рассмотрим сначала одномерный случай. Пусть Π = [𝑎𝑎𝑎 𝑏𝑏] —
замкнутый интервал по некоторой переменной 𝑟𝑟. Введем на Π
сетку  𝑎𝑎 = 𝑟𝑟0 < 𝑟𝑟1 < · · · < 𝑟𝑟𝑁𝑁 = 𝑏𝑏;  𝑟𝑟−1 ≡ 𝑎𝑎−ℎ; 𝑟𝑟𝑁𝑁+1 = 𝑏𝑏+ℎ;  ℎ𝑖𝑖 = 𝑟𝑟𝑖𝑖 −𝑟𝑟𝑖𝑖−1;
ℎ = [𝑏𝑏 − 𝑎𝑎]/𝑁𝑁 ; 𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑖𝑖 ≤ 𝑐𝑐1ℎ; 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 и следующие «функции–
домики»:

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =

1√
ℎ

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑟𝑟 − 𝑟𝑟𝑖𝑖−1

ℎ𝑖𝑖
, 𝑟𝑟 ∈ (𝑟𝑟𝑖𝑖−1, 𝑟𝑟𝑖𝑖);

𝑟𝑟𝑖𝑖+1 − 𝑟𝑟

ℎ𝑖𝑖+1
, 𝑟𝑟 ∈ (𝑟𝑟𝑖𝑖, 𝑟𝑟𝑖𝑖+1), 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁 ; (19.2.8)

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

0, 𝑟𝑟 ̸∈ (𝑟𝑟𝑖𝑖−1, 𝑟𝑟𝑖𝑖+1).

     Функции 𝜙𝜙 (𝑟𝑟), 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁 , являются линейно-независимыми, 
и линейная их оболочка представляет собой подпространство 
𝑊𝑊2

1,ℎ(Π) ⊂ 𝑊𝑊2
1(Π).

Пусть теперь Π есть параллелепипед в 𝑚𝑚-мерном эвклидо-
вом пространстве: Π = {𝑎𝑎𝑗𝑗 ≤ 𝑟𝑟𝑗𝑗 ≤ 𝑏𝑏𝑗𝑗 }, 𝑟𝑟  = (𝑟𝑟1, . . . , 𝑟𝑟𝑚𝑚). Определим 
кусочно-полиномиальные функции 𝜙𝜙 (𝑟𝑟). Для этого разобьем Π 
на подобласти сеткой:
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𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘1 < 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘2 < · · · < 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑅𝑅
= 𝑏𝑏𝑘𝑘; ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

𝑘𝑘 = 1, . . . ,𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑘𝑘, ℎ = max
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘,

𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ≤ 𝑐𝑐1ℎ ∀ 𝑘𝑘𝑘 𝑖𝑖𝑖 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

     Каждому узлу сетки 𝑟𝑟¯𝑖𝑖 = (𝑟𝑟1,𝑖𝑖1 , . . . , 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚), 𝑖𝑖 = (𝑖𝑖1, . . . , 𝑖𝑖𝑚𝑚), 0 ≤ 𝑖𝑖𝑘𝑘 ≤ 𝑁𝑁𝑘𝑘, 
𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑚𝑚, поставим в соответствие функцию

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =

𝑚𝑚∏︁
𝑘𝑘=1

𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘(𝑟𝑟𝑘𝑘) ≡ 𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖1(𝑟𝑟1)× · · · × 𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖𝑚𝑚(𝑟𝑟𝑚𝑚), (19.2.9)

ℎгде 𝜙𝜙 𝑖𝑖𝑘𝑘 
(𝑟𝑟𝑘𝑘) определяется по формуле (19.2.8) при замене 𝑟𝑟 на 𝑟𝑟𝑘𝑘, 𝑖𝑖 

на 𝑖𝑖𝑘𝑘. Очевидно, что функции (19.2.9) для каждой фиксиро-
ванной сетки линейно-независимы и их линейные комбинации
образуют подпространство 𝑊𝑊2

1,ℎ(Π) ⊂ 𝑊𝑊2
1(Π).

Рассмотрим кусочно-линейные базисные функции. Ради
определенности и упрощения изложения остановимся на дву-
мерном случае, когда 𝑟𝑟  = (𝑥𝑥𝑥 𝑦𝑦), 𝑚𝑚 = 2. Пусть Π многоугольная 
область (рис. 12). Разобьем ее на треугольники {Π𝑖𝑖} таким 
образом, чтобы: 1) каждая пара треугольников из разбиения 
пересекалась лишь в одной общей вершине, или по общей 
стороне, или вообще не пересекалась; 2) объединение их да-
вало бы Π. Множество вершин (точек разбиения) обозначим 
(𝑟𝑟0, 𝑟𝑟1, . . . , 𝑟𝑟𝑁𝑁 ), где 𝑟𝑟𝑖𝑖 = (𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖). Обозначим ℎ наибольшую из сторон 
треугольников и предположим, что ℎ ≤ 𝐶𝐶ℎ, где ℎ — наименьшая 
из сторон треугольников; 𝐶𝐶 — некоторая постоянная, общая 
для всех {Π𝑖𝑖}, а углы всех треугольников ограничены снизу 
равномерно по 𝑁𝑁 .

Следовательно, можно принять

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) =

1

ℎ

[︁
1− (𝑦𝑦0,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)

(𝑦𝑦1,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)
− (𝑥𝑥0,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

(𝑥𝑥2,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

]︁−1
×

×
[︁
1− (𝑦𝑦 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)

(𝑦𝑦1,𝑖𝑖 − 𝑦𝑦2,𝑖𝑖)
− (𝑥𝑥− 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

(𝑥𝑥2,𝑖𝑖 − 𝑥𝑥1,𝑖𝑖)

]︁
(19.2.10)

ℎ
𝑖𝑖на Π𝑖𝑖, где 𝑟𝑟𝑖𝑖 = (𝑥𝑥0,𝑖𝑖, 𝑦𝑦0,𝑖𝑖). Вид функции 𝜙𝜙 (𝑟𝑟) показан на рисунке 13.

Множество функций вида 𝑣𝑣𝑗𝑗(𝑟𝑟) =
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑟𝑟) образуют подпро-

странство 𝑊𝑊 1,ℎ
2 (Π) ⊂ (𝐶𝐶(Π)

⋂︀
𝑊𝑊 1

2 (Π)).
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ность {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }𝑁𝑁𝑖𝑖=1, в которую включены все функции из {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 }𝑁𝑁𝑖𝑖=1,
носители которых имеют ненулевое пересечение с Π0. Каждую
функцию из 𝑊𝑊 1,ℎ

2 (Π0) можно представить в виде

𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) =

𝑁𝑁0∑︁
𝑖𝑖=1

ℎ
𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙  (𝑟𝑟),

при этом справедлив следующий результат аппроксимации [65,
295, 366]: если граница Π0 удовлетворяет условию продолжения
𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) ∈ 𝑊𝑊 𝑝𝑝

2 (Π0) на Π с сохранением класса гладкости, то в 𝑊𝑊 1,ℎ
2 (Π0)

существует функция 𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟), такая, что

‖𝑣𝑣 − 𝑣𝑣ℎ‖𝑊𝑊2
𝑘𝑘(Π0)

≤ 𝑂𝑂(ℎ𝑝𝑝−𝑘𝑘)‖𝑣𝑣‖𝑊𝑊2
𝑝𝑝(Π0), 𝑝𝑝 = 1, 2, 𝑘𝑘 = 0, 1. (19.2.12)

Обратимся к нашей задаче (19.1.23). Чтобы определить
пространства пробных функций 𝐻𝐻0

ℎ для приближенного реше-

ℎ
𝑖𝑖

ния вариационной задачи, достаточно в рассмотренных выше
примерах построения 𝜙𝜙 принять: либо r = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3), и в этом
случае проекционно-сеточный метод приводит к системе ин-
тегральных уравнений (19.2.5); либо r = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝜙𝜙𝜙 𝜗𝜗), здесь
приходим к системе алгебраических уравнений (19.2.3). В ка-
честве Π0 берутся соответственно либо область 𝐷𝐷, либо Π0 =

= 𝐷𝐷 × Ω. Полученные при этом пространства 𝑊𝑊2
1,ℎ(𝐷𝐷 × Ω) ≡ 𝐻𝐻0

ℎ

являются подпространствами из 𝑊𝑊2
1(Π0), в силу чего и с учетом

аппроксимирующих свойств (19.2.12) можно гарантировать,
что последовательность {𝐻𝐻0

ℎ} будет предельно плотной в 𝐻𝐻0.
Следовательно, проекционно-сеточный алгоритм позволяет
строить для нашей задачи последовательность приближен-
ных решений 𝑢𝑢ℎ, заведомо сходящихся к точному в метрике
пространства 𝐻𝐻0.

Отметим, что в ряде случаев по угловым переменным вво-
дятся и разрывные базисные функции (например, кусочно-
постоянные), комбинируя которые с рассмотренными выше
для пространственных переменных, можно получить новую
модификацию базисных функций.
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Рис. 12. Пример триангуляции об-
ласти

Рис. 13. Кусочно-линейная базис-
ная функция

Для всех рассмотренных здесь подпространств 𝑊𝑊 1,ℎ
2 справед-

ливо следующее свойство аппроксимации (Г. Стренг, Дж. Фикс
[346], Л. А. Оганесян, В. Я. Ривкинд, Л. А. Руховец [295], Р. Вар-
га [65]): если 𝑣𝑣(𝑟𝑟) ∈ 𝑊𝑊 𝑝𝑝

2 (Π), 𝑝𝑝 = 1, 2, то существует такая функция
𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) ∈ 𝑊𝑊2

1,ℎ(Π), что
‖𝑣𝑣 − 𝑣𝑣ℎ‖𝑊𝑊2

𝑘𝑘(Π) ≤ 𝑂𝑂(ℎ𝑝𝑝−𝑘𝑘)‖𝑣𝑣‖𝑊𝑊2
𝑝𝑝(Π), 𝑝𝑝 = 1, 2, 𝑘𝑘 = 0, 1. (19.2.11)

ℎ
𝑖𝑖

𝑁𝑁
𝑖𝑖

Пусть теперь область задания функций 𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) является
𝑚𝑚-мерной областью Π0 с криволинейной границей. Построение
пространств аппроксимирующих функций можно провести
следующим образом. Заключим Π0 в прямоугольную или мно-
гоугольную область Π : Π0 ⊂ Π и уже известным образом
построим пространство 𝑊𝑊2

1,ℎ(Π) с базисом {𝜙𝜙 }  =1. Обозначим
𝑒𝑒𝑖𝑖 пересечение области Π0 с 𝑖𝑖-м элементарным треугольником
(квадратом и т. д.) и потребуем помимо введенных ранее огра-
ничений на шаги сетки выполнения также предположения,
что

max
𝑖𝑖

mes(𝑒𝑒𝑖𝑖)

min
𝑖𝑖

mes(𝑒𝑒𝑖𝑖)
≤≤ const .

     Определим теперь подпространство 𝑊𝑊2
1,ℎ(Π0) как множество 

функций, каждая из которых является сужением некоторой 
функции из 𝑊𝑊2

1,ℎ(Π). Базисом в 𝑊𝑊2
1,ℎ(Π0) будет последователь-
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ность {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }𝑁𝑁𝑖𝑖=1, в которую включены все функции из {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 }𝑁𝑁𝑖𝑖=1,
носители которых имеют ненулевое пересечение с Π0. Каждую
функцию из 𝑊𝑊 1,ℎ

2 (Π0) можно представить в виде

𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) =

𝑁𝑁0∑︁
𝑖𝑖=1

ℎ
𝑖𝑖𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙  (𝑟𝑟),

при этом справедлив следующий результат аппроксимации [65,
295, 366]: если граница Π0 удовлетворяет условию продолжения
𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟) ∈ 𝑊𝑊 𝑝𝑝

2 (Π0) на Π с сохранением класса гладкости, то в 𝑊𝑊 1,ℎ
2 (Π0)

существует функция 𝑣𝑣ℎ(𝑟𝑟), такая, что

‖𝑣𝑣 − 𝑣𝑣ℎ‖𝑊𝑊2
𝑘𝑘(Π0)

≤ 𝑂𝑂(ℎ𝑝𝑝−𝑘𝑘)‖𝑣𝑣‖𝑊𝑊2
𝑝𝑝(Π0), 𝑝𝑝 = 1, 2, 𝑘𝑘 = 0, 1. (19.2.12)

Обратимся к нашей задаче (19.1.23). Чтобы определить
пространства пробных функций 𝐻𝐻0

ℎ для приближенного реше-

ℎ
𝑖𝑖

ния вариационной задачи, достаточно в рассмотренных выше
примерах построения 𝜙𝜙 принять: либо r = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3), и в этом
случае проекционно-сеточный метод приводит к системе ин-
тегральных уравнений (19.2.5); либо r = (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, 𝜙𝜙𝜙 𝜗𝜗), здесь
приходим к системе алгебраических уравнений (19.2.3). В ка-
честве Π0 берутся соответственно либо область 𝐷𝐷, либо Π0 =

= 𝐷𝐷 × Ω. Полученные при этом пространства 𝑊𝑊2
1,ℎ(𝐷𝐷 × Ω) ≡ 𝐻𝐻0

ℎ

являются подпространствами из 𝑊𝑊2
1(Π0), в силу чего и с учетом

аппроксимирующих свойств (19.2.12) можно гарантировать,
что последовательность {𝐻𝐻0

ℎ} будет предельно плотной в 𝐻𝐻0.
Следовательно, проекционно-сеточный алгоритм позволяет
строить для нашей задачи последовательность приближен-
ных решений 𝑢𝑢ℎ, заведомо сходящихся к точному в метрике
пространства 𝐻𝐻0.

Отметим, что в ряде случаев по угловым переменным вво-
дятся и разрывные базисные функции (например, кусочно-
постоянные), комбинируя которые с рассмотренными выше
для пространственных переменных, можно получить новую
модификацию базисных функций.
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где
a = (𝑎𝑎0(𝜇𝜇), . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁 (𝜇𝜇)); F = (𝐹𝐹0(𝜇𝜇), . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁 (𝜇𝜇));

𝐴𝐴 = {𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇)}𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0; 𝐵̂𝐵 = {𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖}𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0;

𝐹𝐹𝑖𝑖(𝜇𝜇) =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧)𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ); 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇) =< 𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜙𝜙𝑗𝑗 >1;

𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧)𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 (𝑧𝑧).

В [256] фактически проведено исследование некоторых
свойств системы (19.3.3): однозначной разрешимости, устой-
чивости алгоритма и т. п. Отметим, что в силу финитности 𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧)

матрицы 𝐴𝐴 и 𝐵̂𝐵 будут трехдиагональными.
Рассмотрим вопрос сходимости 𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) к 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ). Сам факт схо-

димости 𝑢𝑢ℎ → 𝑢𝑢 доказан в § 19.2. Однако получение оценок ско-
ростей сходимости вызывает затруднения. Если бы точное ре-
шение рассматриваемой задачи обладало вторыми производны-
ми по 𝑧𝑧, суммируемыми с квадратом, то из (19.2.4) и (19.2.11)
немедленно следовало бы, что [𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ] ≤ 0(ℎ). Однако предполо-
жение о такой гладкости 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) не выполняется даже в случае
постоянных коэффициентов. Поэтому оценка скорости сходи-
мости вариационно-сеточных алгоритмов в задачах теории пе-
реноса требует, как правило, дополнительных исследований.

Поставленная здесь задача достаточно просто решается,
если базисные функции несколько модифицировать и рас-
смотреть использованный алгоритм как метод интегральных
тождеств, широко применяемый для диффузионных уравнений
и записанный для исследуемой задачи в его вариационной
формулировке [9, 10]. Пусть функции {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧)} заданы в виде
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19.3. Проекционно-сеточные схемы для
некоторых задач

19.3.1. Плоская геометрия

Пусть задача рассматривается в плоскопараллельном слое 
0 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝐻𝐻. Тогда, как известно, решение 𝑢𝑢 уравнения (19.1.15) 
будет зависеть от пространственной переменной 𝑧𝑧 и угловой 
𝜇𝜇 ∈ [0, 1]. Функционал (19.1.25) соответственно принимает вид 
при 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) = 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 −𝜇𝜇) ≡ 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇)/Σ(𝑧𝑧) [см. (19.1.14)]:

𝐺𝐺(𝑣𝑣) =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
[︁
𝑙𝑙−1(𝑧𝑧)𝑣𝑣2(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) + 𝜇𝜇2𝑙𝑙(𝑧𝑧)

(︁𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁2]︁
+

+

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
[︀
𝑣𝑣2(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻)+𝑣𝑣2(0, 𝜇𝜇)

]︀
−

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑣𝑣(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧
′)𝑔𝑔(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)−

− 2

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇)𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇).    (19.3.1)

Построим приближенное решение задачи, используя
кусочно-линейные базисные функции по переменной 𝑧𝑧. Для
этого введем по переменной 𝑧𝑧 сетку 0 = 𝑧𝑧0 < 𝑧𝑧1 < · · · < 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝐻𝐻,
ℎ𝑖𝑖 = 𝑧𝑧𝑖𝑖−𝑧𝑧𝑖𝑖−1 и поставим в соответствие каждому узлу 𝑧𝑧𝑖𝑖 базисную
функцию 𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧), определенную согласно (19.1.36). Приближен-
ное решение ищется в виде

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧), (19.3.2)

где неизвестные функции 𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇) найдем, минимизируя функцио-
нал (19.2.1). В результате приходим к системе (19.2.5), которая
в данном случае имеет вид

𝐴𝐴a =

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′𝑔𝑔(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)𝐵̂𝐵a+B, (19.3.3)
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где
a = (𝑎𝑎0(𝜇𝜇), . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁 (𝜇𝜇)); F = (𝐹𝐹0(𝜇𝜇), . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁 (𝜇𝜇));

𝐴𝐴 = {𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇)}𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0; 𝐵̂𝐵 = {𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖}𝑁𝑁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0;

𝐹𝐹𝑖𝑖(𝜇𝜇) =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧)𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ); 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖(𝜇𝜇) =< 𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜙𝜙𝑗𝑗 >1;

𝐵𝐵𝑖𝑖𝑖𝑖 =

𝐻𝐻∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧)𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧)𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 (𝑧𝑧).

В [256] фактически проведено исследование некоторых
свойств системы (19.3.3): однозначной разрешимости, устой-
чивости алгоритма и т. п. Отметим, что в силу финитности 𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧)

матрицы 𝐴𝐴 и 𝐵̂𝐵 будут трехдиагональными.
Рассмотрим вопрос сходимости 𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) к 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ). Сам факт схо-

димости 𝑢𝑢ℎ → 𝑢𝑢 доказан в § 19.2. Однако получение оценок ско-
ростей сходимости вызывает затруднения. Если бы точное ре-
шение рассматриваемой задачи обладало вторыми производны-
ми по 𝑧𝑧, суммируемыми с квадратом, то из (19.2.4) и (19.2.11)
немедленно следовало бы, что [𝑢𝑢 − 𝑢𝑢ℎ] ≤ 0(ℎ). Однако предполо-
жение о такой гладкости 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) не выполняется даже в случае
постоянных коэффициентов. Поэтому оценка скорости сходи-
мости вариационно-сеточных алгоритмов в задачах теории пе-
реноса требует, как правило, дополнительных исследований.

Поставленная здесь задача достаточно просто решается,
если базисные функции несколько модифицировать и рас-
смотреть использованный алгоритм как метод интегральных
тождеств, широко применяемый для диффузионных уравнений
и записанный для исследуемой задачи в его вариационной
формулировке [9, 10]. Пусть функции {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧)} заданы в виде
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+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ
𝑖𝑖 >0=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢

ℎ
𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑖𝑖 >0, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁 − 1;

𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑧𝑧𝑁𝑁 , 𝜇𝜇)√
ℎ

+ 𝜇𝜇2

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑁𝑁 , 𝜇𝜇)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑁𝑁−1, 𝜇𝜇)

√
ℎ

𝑧𝑧𝑁𝑁∫︀
𝑧𝑧𝑁𝑁−1

Σ(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ
𝑁𝑁 >0=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢

ℎ
𝑁𝑁 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑁𝑁 >0 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19.3.5)

Если ввести интерполянт точного решения 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ), для которого
𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇) = 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇) и имеет смысл выражение 𝜇𝜇

Σ(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐼𝐼
𝜕𝜕𝜕𝜕

, то систему
(19.3.5) можно записать в виде

⟨
𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐼𝐼
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ

𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕

⟩
+ 𝜇𝜇

(︀
𝑢𝑢𝐼𝐼𝜙𝜙

ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=0

+ 𝑢𝑢𝐼𝐼𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

)︀
+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ

𝑖𝑖 >0=

=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢
ℎ
𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑖𝑖 >0 𝑖𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.3.6)

Ради определенности далее в качестве 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) выберем функцию

вида 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇)
√
ℎ𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧).

Приближенное решение будем искать в виде 𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

=
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧), где неизвестные функции 𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇) определим из си-

стемы интегральных уравнений

⟨
𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ
𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕

⟩
+ 𝜇𝜇

(︀
𝑢𝑢ℎ𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=0

+ 𝑢𝑢ℎ𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

)︀
+ < 𝑢𝑢ℎ,𝜙𝜙 ℎ

𝑖𝑖 >0=

=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢
ℎ,𝜙𝜙 ℎ

𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ
𝑖𝑖 >0, 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.3.7)

совпадающей с системой (19.3.3). Таким образом, методы
Ритца, Галеркина и интегральных тождеств в данной задаче
совпадают, в силу чего они дают одно и то же приближенное
решение.
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𝜙𝜙ℎ
𝑘𝑘(𝑧𝑧) =

1√
ℎ

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1−
𝑧𝑧𝑘𝑘∫︀
𝑧𝑧
Σ(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑘𝑘∫︀
𝑧𝑧𝑘𝑘−1

Σ(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑

, 𝑧𝑧 ∈ (𝑧𝑧𝑘𝑘−1, 𝑧𝑧𝑘𝑘);

1−
𝑧𝑧∫︀

𝑧𝑧𝑘𝑘

Σ(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑧𝑧𝑘𝑘+1∫︀
𝑧𝑧𝑘𝑘

Σ(𝜉𝜉)𝑑𝑑𝑑𝑑

, 𝑧𝑧 ∈ (𝑧𝑧𝑘𝑘, 𝑧𝑧𝑘𝑘+1);

0 𝑧𝑧 ̸∈ (𝑧𝑧𝑘𝑘−1, 𝑧𝑧𝑘𝑘+1).

(19.3.4)

     Очевидно, что «искривленные домики» (19.3.4) тождественно
совпадают с введенными выше при предположении, что Σ(𝑧𝑧)

кусочно-постоянна с возможными разрывами первого рода
в некоторых узлах сетки. В этом случае умножим (19.1.15)
на Σ(𝑧𝑧)𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧), проинтегрируем по 𝑧𝑧 ∈ [0, 𝐻𝐻] с учетом гранич-
ных условий. В результате получим систему интегральных
тождеств:

𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑧𝑧0, 𝜇𝜇)√
ℎ

+ 𝜇𝜇2

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑢(𝑧𝑧0, 𝜇𝜇)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧1, 𝜇𝜇)

√
ℎ

𝑧𝑧1∫︀
𝑧𝑧0

Σ(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

+𝜇𝜇2

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖+1, 𝜇𝜇)

√
ℎ

𝑧𝑧𝑖𝑖+1∫︀
𝑧𝑧𝑖𝑖

Σ(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

+
𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖−1, 𝜇𝜇)

√
ℎ

𝑧𝑧𝑖𝑖∫︀
𝑧𝑧𝑖𝑖−1

Σ(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
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+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ
𝑖𝑖 >0=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢

ℎ
𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑖𝑖 >0, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁 − 1;

𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑧𝑧𝑁𝑁 , 𝜇𝜇)√
ℎ

+ 𝜇𝜇2

⎡
⎢⎢⎢⎣
𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑁𝑁 , 𝜇𝜇)− 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑁𝑁−1, 𝜇𝜇)

√
ℎ

𝑧𝑧𝑁𝑁∫︀
𝑧𝑧𝑁𝑁−1

Σ(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑

⎤
⎥⎥⎥⎦ +

+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ
𝑁𝑁 >0=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢

ℎ
𝑁𝑁 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑁𝑁 >0 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(19.3.5)

Если ввести интерполянт точного решения 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ), для которого
𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇) = 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇) и имеет смысл выражение 𝜇𝜇

Σ(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐼𝐼
𝜕𝜕𝜕𝜕

, то систему
(19.3.5) можно записать в виде

⟨
𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕𝐼𝐼
𝜕𝜕𝜕𝜕

, 𝜇𝜇𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ

𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕

⟩
+ 𝜇𝜇

(︀
𝑢𝑢𝐼𝐼𝜙𝜙

ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=0

+ 𝑢𝑢𝐼𝐼𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

)︀
+ < 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢ℎ

𝑖𝑖 >0=

=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢
ℎ
𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ

𝑖𝑖 >0 𝑖𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.3.6)

Ради определенности далее в качестве 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) выберем функцию

вида 𝑢𝑢𝐼𝐼(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝜇𝜇)
√
ℎ𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑧𝑧).

Приближенное решение будем искать в виде 𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

=
𝑁𝑁∑︀
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇)𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧), где неизвестные функции 𝑎𝑎𝑖𝑖(𝜇𝜇) определим из си-

стемы интегральных уравнений

⟨
𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ

𝜕𝜕𝜕𝜕
, 𝜇𝜇𝜇𝜇

𝜕𝜕𝜕𝜕ℎ
𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕

⟩
+ 𝜇𝜇

(︀
𝑢𝑢ℎ𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=0

+ 𝑢𝑢ℎ𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖

⃒⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

)︀
+ < 𝑢𝑢ℎ,𝜙𝜙 ℎ

𝑖𝑖 >0=

=< 𝑆𝑆0, 𝑢𝑢
ℎ,𝜙𝜙 ℎ

𝑖𝑖 >0 + < 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹ℎ
𝑖𝑖 >0, 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.3.7)

совпадающей с системой (19.3.3). Таким образом, методы
Ритца, Галеркина и интегральных тождеств в данной задаче
совпадают, в силу чего они дают одно и то же приближенное
решение.
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𝐺𝐺(𝑣𝑣) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
[︁
𝑙𝑙−1(𝑟𝑟)𝑣𝑣2(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) + 𝑙𝑙(𝑟𝑟)

(︁
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

+
1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁2]︁
+𝑅𝑅2

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇2(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅)−

−
𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟)𝑣𝑣(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑣𝑣(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟
′)𝑔𝑔(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)−

− 2

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).

(19.3.9)

При решении данной задачи можно воспользоваться
кусочно-линейными функциями (19.2.10) при 𝑟𝑟 ≡ (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). Вве-
дем на области [0, 𝑅𝑅] × [0, 1] сетку: 0 = 𝑟𝑟0 < 𝑟𝑟1 < · · · < 𝑟𝑟𝑁𝑁𝑅𝑅

= 𝑅𝑅;
0 = 𝜇𝜇0 < 𝜇𝜇1 < · · · < 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 1 и выполним ее триангуляцию. Каж-
дому узлу (𝑟𝑟𝑖𝑖,𝜇𝜇 𝑗𝑗) поставим в соответствие финитную функцию

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) с носителем Π𝑖𝑖𝑖𝑖 =

6⋃︀
𝑘𝑘=1

Π
(𝑘𝑘)
𝑖𝑖𝑖𝑖 , определяемую в каждом

треугольнике по формуле (19.2.10). Приближенное решение

ищется в виде 𝑢𝑢ℎ(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
𝑁𝑁𝑅𝑅∑︀
𝑖𝑖=0

𝑁𝑁∑︀
𝑗𝑗=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟), где неизвестные по-

стоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 находятся из системы 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢ℎ)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖
= 0, 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁𝑅𝑅,

𝑗𝑗 = 0, . . . , 𝑁𝑁 , которую можно записать в матричной форме:

(𝐴𝐴− 𝐵̂𝐵)a = F, (19.3.10)
где

a = (𝑎𝑎00, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅0, 𝑎𝑎01, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅1, . . . , 𝑎𝑎0𝑁𝑁 , . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅𝑁𝑁 );

F = (𝐹𝐹00, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅0, 𝐹𝐹01, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅1, 𝐹𝐹02, . . . , 𝐹𝐹0𝑁𝑁 , . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅𝑁𝑁 );

𝐴𝐴 =
{︁
𝐴𝐴

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
(𝑖𝑖𝑖𝑖)

}︁𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗=0,...,𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0,...,𝑁𝑁𝑅𝑅

; 𝐵̂𝐵 =
{︁
𝐵𝐵

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
(𝑖𝑖𝑖𝑖)

}︁𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗=0,...,𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0,...,𝑁𝑁𝑅𝑅

.
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⃦⃦
⃦⃦𝜇𝜇𝜇𝜇 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
(𝑢𝑢𝐼𝐼 − 𝑢𝑢ℎ)

⃦⃦
⃦⃦
2

+

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑
[︀
(𝑢𝑢𝐼𝐼 − 𝑢𝑢ℎ)2⃒⃒

𝑧𝑧=0
+

+ (𝑢𝑢𝐼𝐼 − 𝑢𝑢ℎ)2⃒⃒
𝑧𝑧=𝐻𝐻

+ ‖𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ‖2
]︀1/2 ≤ 𝐶𝐶𝐶1/2‖𝑓𝑓‖𝐿𝐿∞ , (19.3.8)

которая является оценкой погрешности приближенного реше-
ния, полученного с помощью проекционно-сеточного метода.

Отметим, что в силу сделанных предположений о коэффици-
ентах задачи и введенной сетки матрица 𝐴𝐴(𝜇𝜇) будет диагональ-
но преобладающей при любом 𝜇𝜇 ∈ [0, 1]. Отсюда и из предпо-
ложения 𝐶𝐶(𝑧𝑧) < 1 следует, что собственные числа матрицы 𝐴𝐴(𝜇𝜇)

при произвольном фиксированном значении 𝜇𝜇 ∈ [0, 1] и собствен-
ные числа системы (19.3.3) будут отделены от нуля положитель-
ной постоянной, не зависящей от ℎ𝑘𝑘. Эти обстоятельства гаран-
тируют нам устойчивость рассмотренных алгоритмов, а также
метода прогонки, если его применить для обращения матрицы
𝐴𝐴 при фиксированном значении 𝜇𝜇 при решении (19.3.3) каким-
либо итерационным методом и методом квадратур.

19.3.2. Сферически-симметричная геометрия

Пусть теперь 𝐷𝐷 есть шар радиусом 𝑅𝑅. Минимизируемый
функционал 𝐺𝐺(𝑣𝑣) имеет вид

В работе В. И. Агошкова [10] доказано, что если 𝑓𝑓(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) — огра-
ниченная функция, то ‖𝑢𝑢−𝑢𝑢𝐼𝐼‖2 ≤ 0(ℎ)‖𝑓𝑓‖2𝐿𝐿∞

. Отсюда следует
оценка
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𝐺𝐺(𝑣𝑣) =

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑
[︁
𝑙𝑙−1(𝑟𝑟)𝑣𝑣2(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) + 𝑙𝑙(𝑟𝑟)

(︁
𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+

+
1− 𝜇𝜇2

𝑟𝑟

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︁2]︁
+𝑅𝑅2

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇2(𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅)−

−
𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑′Σ𝑠𝑠(𝑟𝑟)𝑣𝑣(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑣𝑣(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟
′)𝑔𝑔(𝜇𝜇′ → 𝜇𝜇)−

− 2

𝑅𝑅∫︁

0

𝑟𝑟2𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)𝑓𝑓(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).

(19.3.9)

При решении данной задачи можно воспользоваться
кусочно-линейными функциями (19.2.10) при 𝑟𝑟 ≡ (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟). Вве-
дем на области [0, 𝑅𝑅] × [0, 1] сетку: 0 = 𝑟𝑟0 < 𝑟𝑟1 < · · · < 𝑟𝑟𝑁𝑁𝑅𝑅

= 𝑅𝑅;
0 = 𝜇𝜇0 < 𝜇𝜇1 < · · · < 𝜇𝜇𝑁𝑁 = 1 и выполним ее триангуляцию. Каж-
дому узлу (𝑟𝑟𝑖𝑖,𝜇𝜇 𝑗𝑗) поставим в соответствие финитную функцию

𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) с носителем Π𝑖𝑖𝑖𝑖 =

6⋃︀
𝑘𝑘=1

Π
(𝑘𝑘)
𝑖𝑖𝑖𝑖 , определяемую в каждом

треугольнике по формуле (19.2.10). Приближенное решение

ищется в виде 𝑢𝑢ℎ(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) =
𝑁𝑁𝑅𝑅∑︀
𝑖𝑖=0

𝑁𝑁∑︀
𝑗𝑗=0

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟), где неизвестные по-

стоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 находятся из системы 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑢𝑢ℎ)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖
= 0, 𝑖𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑁𝑅𝑅,

𝑗𝑗 = 0, . . . , 𝑁𝑁 , которую можно записать в матричной форме:

(𝐴𝐴− 𝐵̂𝐵)a = F, (19.3.10)
где

a = (𝑎𝑎00, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅0, 𝑎𝑎01, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅1, . . . , 𝑎𝑎0𝑁𝑁 , . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁𝑅𝑅𝑁𝑁 );

F = (𝐹𝐹00, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅0, 𝐹𝐹01, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅1, 𝐹𝐹02, . . . , 𝐹𝐹0𝑁𝑁 , . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁𝑅𝑅𝑁𝑁 );

𝐴𝐴 =
{︁
𝐴𝐴

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
(𝑖𝑖𝑖𝑖)

}︁𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗=0,...,𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0,...,𝑁𝑁𝑅𝑅

; 𝐵̂𝐵 =
{︁
𝐵𝐵

(𝑘𝑘𝑘𝑘)
(𝑖𝑖𝑖𝑖)

}︁𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗=0,...,𝑁𝑁

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=0,...,𝑁𝑁𝑅𝑅

.
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′
𝑖𝑖

′
𝑖𝑖

′
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 = mes 𝜔𝜔𝑖𝑖 > 0, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼; 
∑︀ 

𝑚𝑚 𝑖𝑖 =  4 𝜋𝜋 и 𝜔𝜔𝑘𝑘 
⋂︀ 
𝜔𝜔𝑖𝑖  = 0 при 𝑖𝑖 ̸=  𝑘𝑘;

𝑖𝑖

каждая область  𝜔𝜔𝑖𝑖  является  центральной  симметричной  об-

ластью относительно центра сферы  Ω, то  есть  𝜔𝜔𝑖𝑖 = 𝜔𝜔
⋃︀

𝜔𝜔
′′ , где𝑖𝑖

𝜔𝜔𝑖𝑖
′′

 = {Ω : Ω ∈ 𝜔𝜔 };
 
области

 
𝜔𝜔 , 𝜔𝜔′′ предположим односвязными.𝑖𝑖

Пусть

𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω) = {1,Ω ∈ 𝜔𝜔𝑚𝑚; 0,Ω ̸∈ 𝜔𝜔𝑚𝑚}. (19.3.11)

Обозначим 𝐻𝐻0
ℎ подпространство из 𝐻𝐻0, состоящее из функ-

ций вида

𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =
∑︁
(𝑖𝑖)

∑︁
(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω)𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥). (19.3.12)

Последовательность {𝐻𝐻0
ℎ} предельна плотна в 𝐻𝐻0. Поэтому если

искать приближенное решение задачи в виде (19.3.12), а неиз-

вестные 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 — из условия минимума 𝐺𝐺(𝑣𝑣), то получим прибли-

женные решения, сходящиеся к точному в энергетической мет-

рике. Система уравнений 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑣𝑣ℎ)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖
= 0 в данной задаче имеет вид

∑︁
(𝑖𝑖′)

∑︁
(𝑚𝑚′)

𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑚𝑚′ [𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ ] =

=
∑︁
(𝑖𝑖′)

∑︁
(𝑚𝑚′)

𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑚𝑚′(𝑆𝑆0, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ , 𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚), (19.3.13)
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Система (19.3.10) обладает симметричной положительно
определенной матрицей, собственные числа которой отделены
от нуля положительной постоянной, не зависящей от шагов
сетки. Матрица 𝐴𝐴 семидиагональна, симметрична и положи-
тельно определена.

В силу плотности последовательности линейных оболочек
{𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟)} в энергетическом пространстве здесь гарантирована
сходимость 𝑢𝑢ℎ → 𝑢𝑢 при ℎ → 0 в метрике 𝐻𝐻0. В целях ускоре-
ния данной сходимости можно провести триангуляцию обла-
сти [0, 𝑅𝑅] × [0, 1] специальным образом. В данной задаче реше-
ние, будучи непрерывной функцией, обладает частными произ-
водными, которые могут терпеть разрыв по характеристикам,
уравнения которых в переменных (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) имеют вид 𝑟𝑟

√︀
1− 𝜇𝜇2 =

𝑟𝑟𝑘𝑘, где 𝑟𝑟𝑘𝑘 — точки разрывов Σ(𝑟𝑟) [78]. Поэтому в целях умень-
шения ошибки аппроксимации можно ввести криволинейные
треугольники, одна из сторон которых может совпадать с ча-
стью характеристики, и определить на них некоторые базисные
функции. Естественно, скорость сходимости в данном случае
увеличивается.

19.3.3. Многомерный случай

Пусть 𝐷𝐷 — параллелепипед: 𝐷𝐷 = {𝑎𝑎𝑖𝑖 ≤ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≤ 𝑏𝑏𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, 3}.
Построим проекционно-сеточную схему для задачи (19.1.23),
используя кусочно-полилинейные базисные функции по про-
странственным переменным (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3), а по угловым 𝜓𝜓𝜓 𝜓𝜓 —
кусочно-постоянные.

Введем в области 𝐷𝐷 следующие сетки:
𝑎𝑎𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘1 < · · · < 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑅𝑅

= 𝑏𝑏𝑘𝑘; ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 − 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘−1;

𝑘𝑘 = 1, 2, 3, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑘𝑘;

ℎ = max
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘; 𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 < 𝑐𝑐1ℎ; 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐

ℎ
𝑖𝑖

     Предположим, что по пространственным переменным вве-
дены функции 𝜙𝜙 (𝑥𝑥) по формуле (19.2.9) при 𝑟𝑟 ¯ ≡ (𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3).

Пусть 𝐵𝐵𝐼𝐼 = (𝜔𝜔1, . . . , 𝜔𝜔𝐼𝐼 ) — некоторое разбиение поверхности 
Ω единичной сферы на открытые области 𝜔𝜔𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼. 
Пусть разбиение 𝐵𝐵𝐼𝐼 удовлетворяет следующим требованиям:
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′
𝑖𝑖

′
𝑖𝑖

′
𝑖𝑖

𝑚𝑚𝑖𝑖 = mes 𝜔𝜔𝑖𝑖 > 0, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼; 
∑︀ 

𝑚𝑚 𝑖𝑖 =  4 𝜋𝜋 и 𝜔𝜔𝑘𝑘 
⋂︀ 
𝜔𝜔𝑖𝑖  = 0 при 𝑖𝑖 ̸=  𝑘𝑘;

𝑖𝑖

каждая область  𝜔𝜔𝑖𝑖  является  центральной  симметричной  об-

ластью относительно центра сферы  Ω, то  есть  𝜔𝜔𝑖𝑖 = 𝜔𝜔
⋃︀

𝜔𝜔
′′ , где𝑖𝑖

𝜔𝜔𝑖𝑖
′′

 = {Ω : Ω ∈ 𝜔𝜔 };
 
области

 
𝜔𝜔 , 𝜔𝜔′′ предположим односвязными.𝑖𝑖

Пусть

𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω) = {1,Ω ∈ 𝜔𝜔𝑚𝑚; 0,Ω ̸∈ 𝜔𝜔𝑚𝑚}. (19.3.11)

Обозначим 𝐻𝐻0
ℎ подпространство из 𝐻𝐻0, состоящее из функ-

ций вида

𝑣𝑣ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =
∑︁
(𝑖𝑖)

∑︁
(𝑚𝑚)

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω)𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥). (19.3.12)

Последовательность {𝐻𝐻0
ℎ} предельна плотна в 𝐻𝐻0. Поэтому если

искать приближенное решение задачи в виде (19.3.12), а неиз-

вестные 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 — из условия минимума 𝐺𝐺(𝑣𝑣), то получим прибли-

женные решения, сходящиеся к точному в энергетической мет-

рике. Система уравнений 𝜕𝜕𝜕𝜕(𝑣𝑣ℎ)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖
= 0 в данной задаче имеет вид

∑︁
(𝑖𝑖′)

∑︁
(𝑚𝑚′)

𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑚𝑚′ [𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ ] =

=
∑︁
(𝑖𝑖′)

∑︁
(𝑚𝑚′)

𝑎𝑎𝑖𝑖′𝑚𝑚′(𝑆𝑆0, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ , 𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚), (19.3.13)
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вода систем уравнений в частных производных в пространстве
координат для приближенного нахождения решения кине-
тических задач. Полученные уравнения были названы
𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁-уравнениями [204]. При выводе 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений ограни-
чимся рассмотрением случая с изотропной индикатрисой
рассея-ния. На основе 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений получим различные
конечно-разностные аналоги для кинетических уравнений.

Рассмотрим в выпуклой области 𝐷𝐷 ⊂ 𝑅𝑅3 кинетическое урав-
нение

−[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥)𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝐹𝐹 (𝑥𝑥𝑥Ω). (19.4.1)

Положим 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝐹𝐹 , 𝐿𝐿𝐿𝐿 = −[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢; 𝑇𝑇𝑗𝑗= 𝑙𝑙
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
;

T = {𝑇𝑇1, 𝑇𝑇2, 𝑇𝑇3}. Сначала получим некоторые интегральные
тождества, связывающие значения функций 𝑢𝑢 и 𝑆𝑆𝑆𝑆. Пред-
полагая достаточную для дальнейших выкладок гладкость
у коэффициентов уравнения (19.3.1), функции 𝐹𝐹 и решения 𝑢𝑢,
применяя к равенству (19.3.1) оператор 𝐿𝐿𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑁 −1, где
𝑁𝑁 𝑁 0 — некоторое целое число, получаем систему равенств

𝐿𝐿𝑘𝑘𝑢𝑢 = −
𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝐵𝐵𝐵𝐵+ (−1)𝑘𝑘𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  = 1, 2, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.4.2)

при 𝑘𝑘 = 0 считаем, что 𝐿𝐿0 = 𝐼𝐼. Пусть 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁 является однород-
ным относительно T многочленом порядка 2𝑘𝑘 и коэффициенты
его зависят только от 𝑥𝑥. Тогда, умножая (19.4.2) на 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘,
𝑘𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑁 , а после суммируя результат по 𝑘𝑘, получаем

Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) =
𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=0

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘𝐿𝐿
𝑘𝑘𝑢𝑢 = −

𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐−

−
𝑁𝑁∑︀
𝑘𝑘=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︀
𝑗𝑗=1

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝐹𝐹 +
𝑁𝑁∑︀
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘𝑢𝑢𝑢

(19.3.3)

  Равенство (19.4.3) послужит основой для получения 
𝑃𝑃𝑁𝑁𝐼𝐼 -уравнений.

Пусть 𝐵𝐵𝐼𝐼 = (𝜔𝜔1, . . . , 𝜔𝜔𝐼𝐼 ) — разбиение поверхности Ω единич-
ной сферы на открытые области 𝜔𝜔𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼, рассмотренное 
в § 19.3. Пусть 𝑑𝑑0 обозначает максимальный диаметр областей
𝜔𝜔𝑖𝑖, а 𝑆𝑆𝑖𝑖 = 𝑚𝑚−1

𝑖𝑖 𝑆𝑆′
𝑖𝑖, где 𝑆𝑆′

𝑖𝑖 — оператор интегрирования по множеству
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где

[𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ ] =

= 𝛿𝛿𝑚𝑚𝑚𝑚′

⎧
⎨
⎩

3∑︁
𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝′=1

⎛
⎝
∫︁

Ω

𝑑𝑑Ω′𝜒𝜒2
𝑚𝑚Ω𝑝𝑝Ω𝑝𝑝′

⎞
⎠

⎛
⎝
∫︁

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖′

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑝𝑝′

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑝𝑝

⎞
⎠ +

+

⎛
⎝
∫︁

Ω

𝑑𝑑Ω′𝜒𝜒2
𝑚𝑚

⎞
⎠

⎛
⎝
∫︁

Ω

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑−1(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)

⎞
⎠ +

+

∫︁

Ω

𝑑𝑑Ω𝜒𝜒2
𝑚𝑚(Ω)

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

3∑︁
𝑝𝑝=1

Ω𝑝𝑝𝑛𝑛𝑝𝑝

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
∫︁

Γ

𝑑𝑑Γ𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)

⎫
⎬
⎭ ;

(︀
𝑆𝑆0, 𝜙𝜙𝑖𝑖′ , 𝜒𝜒𝑚𝑚′ , 𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚

)︀
=

(︂∫︀
Ω

𝑑𝑑Ω𝜒𝜒2
𝑚𝑚(Ω)

∫︀
Ω

𝑑𝑑Ω′𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω′)𝑔𝑔(𝜇𝜇)

)︂
×

×

⎛
⎝
∫︁

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑Σ𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑖𝑖′(𝑥𝑥)

⎞
⎠ ;

(𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖, 𝜒𝜒𝑚𝑚) =

∫︁

Ω

𝑑𝑑Ω′𝜒𝜒𝑚𝑚(Ω)

∫︁

𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑥Ω)𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑥𝑥).

    Каждое разбиение сферы 𝐵𝐵𝐼𝐼 порождает некоторую квадра-
турную формулу для сферы. Поэтому фактически для реали-
зации алгоритма достаточно знать не конфигурации областей
𝜔𝜔𝑖𝑖, а лишь узлы и веса этой квадратурной формулы (см.
подробнее об этом в § 19.4, 19.5).

Система (19.3.13) обладает симметричной положительно
определенной матрицей, что дает гарантию сходимости ряда
итерационных процессов, применяемых для решения (19.3.13).

19.4. 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁-уравнения, вывод

Здесь мы построим на основании некоторых интегральных
тождеств для решений кинетических уравнений алгоритм вы-
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вода систем уравнений в частных производных в пространстве
координат для приближенного нахождения решения кине-
тических задач. Полученные уравнения были названы
𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁-уравнениями [204]. При выводе 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений ограни-
чимся рассмотрением случая с изотропной индикатрисой
рассея-ния. На основе 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений получим различные
конечно-разностные аналоги для кинетических уравнений.

Рассмотрим в выпуклой области 𝐷𝐷 ⊂ 𝑅𝑅3 кинетическое урав-
нение

−[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥)𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝐹𝐹 (𝑥𝑥𝑥Ω). (19.4.1)

Положим 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝐹𝐹 , 𝐿𝐿𝐿𝐿 = −[𝑙𝑙Ω∇]2𝑢𝑢; 𝑇𝑇𝑗𝑗= 𝑙𝑙
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗
;

T = {𝑇𝑇1, 𝑇𝑇2, 𝑇𝑇3}. Сначала получим некоторые интегральные
тождества, связывающие значения функций 𝑢𝑢 и 𝑆𝑆𝑆𝑆. Пред-
полагая достаточную для дальнейших выкладок гладкость
у коэффициентов уравнения (19.3.1), функции 𝐹𝐹 и решения 𝑢𝑢,
применяя к равенству (19.3.1) оператор 𝐿𝐿𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁𝑁 −1, где
𝑁𝑁 𝑁 0 — некоторое целое число, получаем систему равенств

𝐿𝐿𝑘𝑘𝑢𝑢 = −
𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝐵𝐵𝐵𝐵+ (−1)𝑘𝑘𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢  = 1, 2, . . . , 𝑁𝑁𝑁 (19.4.2)

при 𝑘𝑘 = 0 считаем, что 𝐿𝐿0 = 𝐼𝐼. Пусть 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁 является однород-
ным относительно T многочленом порядка 2𝑘𝑘 и коэффициенты
его зависят только от 𝑥𝑥. Тогда, умножая (19.4.2) на 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘,
𝑘𝑘 = 0, . . . , 𝑁𝑁 , а после суммируя результат по 𝑘𝑘, получаем

Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) =
𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=0

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘𝐿𝐿
𝑘𝑘𝑢𝑢 = −

𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐−

−
𝑁𝑁∑︀
𝑘𝑘=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︀
𝑗𝑗=1

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑗𝑗𝐹𝐹 +
𝑁𝑁∑︀
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘𝑢𝑢𝑢

(19.3.3)

  Равенство (19.4.3) послужит основой для получения 
𝑃𝑃𝑁𝑁𝐼𝐼 -уравнений.

Пусть 𝐵𝐵𝐼𝐼 = (𝜔𝜔1, . . . , 𝜔𝜔𝐼𝐼 ) — разбиение поверхности Ω единич-
ной сферы на открытые области 𝜔𝜔𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼, рассмотренное 
в § 19.3. Пусть 𝑑𝑑0 обозначает максимальный диаметр областей
𝜔𝜔𝑖𝑖, а 𝑆𝑆𝑖𝑖 = 𝑚𝑚−1

𝑖𝑖 𝑆𝑆′
𝑖𝑖, где 𝑆𝑆′

𝑖𝑖 — оператор интегрирования по множеству
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𝜔𝜔 = (𝜔𝜔1, . . . , 𝜔𝜔𝐼𝐼) — приближенного значения функции 𝑢𝑢 — систе-
му уравнений

𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝜔𝜔 − 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜓𝜓𝜓 (19.4.6)

определенную в области 𝐷𝐷. Эту систему уравнений назовем
𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнениями. К системе (19.4.6) добавим уравнения,
определя-ющие краевые условия на границе Γ области 𝐷𝐷:

𝐵̃𝐵𝐵𝐵|Γ = 𝜓𝜓𝜓 (19.4.7)

которые в некотором смысле аппроксимировали бы краевые
условия исходной задачи и гарантировали бы однозначную
разрешимость задачи (19.4.6), (19.4.7).

19.5. 𝑃𝑃1𝐼𝐼-уравнения

Исследование свойств решений 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений начнем
со случая 𝑁𝑁 = 1. Для каждой области 𝜔𝜔𝑖𝑖 операторы 𝑙𝑙11 = 𝑙𝑙𝑖𝑖11,
𝑙𝑙10 = 𝑙𝑙𝑖𝑖10 считаем заданными в виде

𝑙𝑙𝑖𝑖11 =
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗 , 𝑙𝑙10 ≡ 1, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 (19.5.1)

где величины 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 предстоит выбрать.
Сначала определим 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘, входящие в выражение для операто-

ров 𝑙𝑙𝑖𝑖11, по формуле
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑖𝑖(Ω𝑘𝑘,Ω𝑗𝑗), 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼 = 1, 2, 3. (19.5.2)

Поскольку в этом случае 𝑆𝑆𝑖𝑖Φ1(𝑢𝑢) = 𝑚𝑚−
𝑖𝑖
1
∫︀
𝜔𝜔𝑖𝑖

∑︀
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(Ω𝑘𝑘Ω𝑗𝑗 − 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑢𝑢𝑢𝑢Ω

и 𝑆𝑆𝑖𝑖Φ1(𝑢𝑢) ≡ 0, если функции 𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑢𝑢 постоянны по Ω внутри каж-
дой области 𝜔𝜔𝑖𝑖, будем считать, что величиной Φ1(𝑢𝑢) можно
пренебречь. Тогда (19.4.6) запишется в виде

−
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑤𝑤𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 𝑐𝑐
𝐼𝐼∑︁

𝑗𝑗=1

𝛼𝛼𝑗𝑗𝑤𝑤𝑗𝑗 + 𝜓𝜓𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 (19.5.3)

где 𝜓𝜓𝑖𝑖 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝐹𝐹 , а коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, как нетрудно убедиться,

удовлетворяют равенствам
𝐼𝐼∑︀

𝑖𝑖=1
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 =

4𝜋𝜋

3
, 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗,

𝐼𝐼∑︀
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎
𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0

при 𝑘𝑘 ̸= 𝑗𝑗.
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𝜔𝜔𝑖𝑖. Обозначим 𝑢𝑢𝐼𝐼 = (𝑣𝑣1, . . . , 𝑣𝑣𝐼𝐼) кусочно-постоянную по Ω функ-
цию, определенную в Ω×𝐷𝐷, которая по функции 𝑢𝑢 определяет-

ся равенством 𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝑢𝑢 при Ω ∈ 𝜔𝜔𝑖𝑖. Очевидно, что 𝑆𝑆𝑆𝑆 =
𝐼𝐼∑︀

𝑖𝑖=1
𝛼𝛼𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖,

где 𝛼𝛼𝑖𝑖 =
𝑚𝑚𝑖𝑖

4𝜋𝜋
. Для заданной функции 𝐹𝐹 будут известными и функ-

ции 𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝐿𝐿
𝑗𝑗𝐹𝐹 , 𝑗𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑁 , 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼. Легко видеть, что

для функций 𝜔𝜔 = 𝜔𝜔(𝑥𝑥) операторы 𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝜔𝜔 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝐿𝐿
𝑗𝑗𝜔𝜔 будут известными

однородными по T дифференциальными операторами порядка
2𝑗𝑗, коэффициенты которых не зависят от Ω и 𝜔𝜔, а вычисляются
интегрированием.

Подействовав на обе части равенства (19.4.3) последователь-
но операторами 𝑆𝑆𝐼𝐼 , 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼, получим систему равенств

𝑆𝑆𝑖𝑖Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) = −
𝑁𝑁∑︁
𝑗𝑗=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝐿𝐿𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐
𝐼𝐼∑︁

𝑛𝑛=1

𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛+

+

𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=0

(−1)𝑘𝑘𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘𝑣𝑣𝑖𝑖 − 𝜓𝜓𝑖𝑖,

(19.4.4)

где
𝜓𝜓𝑖𝑖 =

𝑁𝑁∑︁
𝑘𝑘=1

𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘

𝑘𝑘−1∑︁
𝑗𝑗=0

(−1)𝑘𝑘−𝑗𝑗𝜓𝜓𝑖𝑖𝑖𝑖 .

Пусть 𝜓𝜓 = (𝜓𝜓1, . . . , 𝜓𝜓𝐼𝐼); обозначим 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑁𝑁𝑁𝑁 , 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 матричные опе-
раторы, действующие в (19.4.4) соответственно на вектор-
функции Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢), 𝑢𝑢𝐼𝐼 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝐼𝐼 . В новых обозначениях система равенств
(19.4.4) запишется в виде

𝑆𝑆Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) = 𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝑢𝑢𝐼𝐼 − 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐𝐼𝐼 − 𝜓𝜓𝜓 (19.4.5)
Легко убедиться, что главной частью дифференциального

оператора 𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑐𝑐 является оператор 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁 порядка 2𝑁𝑁 , что
Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) — линейный однородный по T дифференциальный
оператор порядка 2𝑁𝑁 . Коэффициенты при производных опе-
ратора Φ𝑁𝑁 (𝑢𝑢) являются многочленами по Ω степени ≤ 2𝑁𝑁 ;
они зависят также от 𝑥𝑥.

Пусть 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  разбиение 𝐵𝐵𝐼𝐼 и операторы 𝑙𝑙𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁−𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁𝑁 ,
выбраны так, что левую часть (19.4.5) на некотором классе
функций 𝑢𝑢 можно считать достаточно малой величиной отно-
сительно некоторой метрики. Пренебрегая ею, получаем для
функции
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𝜔𝜔 = (𝜔𝜔1, . . . , 𝜔𝜔𝐼𝐼) — приближенного значения функции 𝑢𝑢 — систе-
му уравнений

𝑄𝑄𝑁𝑁𝑁𝑁𝜔𝜔 − 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝜓𝜓𝜓 (19.4.6)

определенную в области 𝐷𝐷. Эту систему уравнений назовем
𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнениями. К системе (19.4.6) добавим уравнения,
определя-ющие краевые условия на границе Γ области 𝐷𝐷:

𝐵̃𝐵𝐵𝐵|Γ = 𝜓𝜓𝜓 (19.4.7)

которые в некотором смысле аппроксимировали бы краевые
условия исходной задачи и гарантировали бы однозначную
разрешимость задачи (19.4.6), (19.4.7).

19.5. 𝑃𝑃1𝐼𝐼-уравнения

Исследование свойств решений 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнений начнем
со случая 𝑁𝑁 = 1. Для каждой области 𝜔𝜔𝑖𝑖 операторы 𝑙𝑙11 = 𝑙𝑙𝑖𝑖11,
𝑙𝑙10 = 𝑙𝑙𝑖𝑖10 считаем заданными в виде

𝑙𝑙𝑖𝑖11 =
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗 , 𝑙𝑙10 ≡ 1, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 (19.5.1)

где величины 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 предстоит выбрать.
Сначала определим 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘, входящие в выражение для операто-

ров 𝑙𝑙𝑖𝑖11, по формуле
𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑖𝑖(Ω𝑘𝑘,Ω𝑗𝑗), 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼𝐼 𝐼𝐼 = 1, 2, 3. (19.5.2)

Поскольку в этом случае 𝑆𝑆𝑖𝑖Φ1(𝑢𝑢) = 𝑚𝑚−
𝑖𝑖
1
∫︀
𝜔𝜔𝑖𝑖

∑︀
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

(Ω𝑘𝑘Ω𝑗𝑗 − 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘)𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑢𝑢𝑢𝑢Ω

и 𝑆𝑆𝑖𝑖Φ1(𝑢𝑢) ≡ 0, если функции 𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑢𝑢 постоянны по Ω внутри каж-
дой области 𝜔𝜔𝑖𝑖, будем считать, что величиной Φ1(𝑢𝑢) можно
пренебречь. Тогда (19.4.6) запишется в виде

−
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑤𝑤𝑖𝑖 + 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 𝑐𝑐
𝐼𝐼∑︁

𝑗𝑗=1

𝛼𝛼𝑗𝑗𝑤𝑤𝑗𝑗 + 𝜓𝜓𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . , 𝐼𝐼𝐼 (19.5.3)

где 𝜓𝜓𝑖𝑖 = 𝑆𝑆𝑖𝑖𝐹𝐹 , а коэффициенты 𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, как нетрудно убедиться,

удовлетворяют равенствам
𝐼𝐼∑︀

𝑖𝑖=1
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎

𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 =

4𝜋𝜋

3
, 𝑎𝑎𝑗𝑗𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗𝑗𝑗,

𝐼𝐼∑︀
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑎𝑎
𝑖𝑖
𝑗𝑗𝑗𝑗 = 0

при 𝑘𝑘 ̸= 𝑗𝑗.
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Ввиду того, что существует такая постоянная 𝐶𝐶 𝐶 0, завися-
щая от 𝐵𝐵𝐼𝐼 , что при любом единичном векторе 𝛽𝛽 = (𝛽𝛽1, 𝛽𝛽2, 𝛽𝛽3) име-
ет место 𝑆𝑆𝑖𝑖

(︀
(Ω𝛽𝛽)2

)︀
> 𝐶𝐶, система (19.4.3) является эллиптической

системой дифференциальных уравнений, ибо
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝛽𝛽𝑘𝑘𝛽𝛽𝑗𝑗 = 𝑆𝑆𝑖𝑖

(︀
(Ω𝛽𝛽)2

)︀
> 𝐶𝐶𝐶 (19.5.4)

Для уравнения (19.4.1) в области 𝐷𝐷 рассмотрим основную
краевую задачу — задачу (19.1.15), (19.1.20) [или (19.1.23)].
Пусть 𝑥𝑥 ∈ Γ. Рассмотрим функции 𝑐𝑐𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑖𝑖(𝑥𝑥), определенные
равенством 𝑐𝑐𝑖𝑖 = 𝑆𝑆𝑖𝑖

(︀
|nΩ|

)︀
.

Систему (19.5.3) дополним краевыми условиями для функ-
ций 𝑤𝑤𝑖𝑖. Потребуем, чтобы функции 𝑤𝑤𝑖𝑖 — решения (19.5.3) — удо-
влетворяли краевым условиям

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
+ 𝑐𝑐𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖|Γ = 0, (19.5.5)

где 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
— конормальная производная на границе Γ, определяе-

мая оператором 𝑙𝑙−1
∑︀
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘𝑇𝑇𝑗𝑗𝑤𝑤𝑖𝑖 cos(n, 𝑥𝑥𝑘𝑘).

Рассмотрим теперь сходимость решений задачи (19.5.3),
(19.5.5) к точному решению задачи (19.1.23), когда 𝑁𝑁 = 1, 𝐼𝐼 →
→ ∞, 𝑑𝑑0 → 0. Для этой цели обозначим 𝐻𝐻0

𝐼𝐼 гильбертово простран-
ство функций 𝑣𝑣 = (𝑣𝑣1, ...   , 𝑣𝑣𝐼𝐼), определенных на множестве 𝐷𝐷 ×Ω

равенством 𝑣𝑣𝑥𝑥∈𝐷𝐷×𝜔𝜔𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 и постоянных по переменным Ω на каж-
дом множестве 𝐷𝐷 × 𝜔𝜔𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, 2, ...   , 𝐼𝐼. Скалярное произведение
для двух функций 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤  ∈ 𝐻𝐻0

𝐼𝐼 зададим по формуле

[𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 ]𝐼𝐼 =

∫︁

Γ

𝐼𝐼∑︁
𝑖𝑖=1

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑑𝑑Γ + (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 )𝐼𝐼 +

∫︁

𝐷𝐷

𝑙𝑙
𝐼𝐼∑︁

𝑖𝑖=1

∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (19.5.6)

где скалярное произведение (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 )𝐼𝐼 определяется формулой

(𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 )𝐼𝐼 =

∫︁

𝐷𝐷

𝑙𝑙−1
𝐼𝐼∑︁

𝑖𝑖=1

𝑚𝑚𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Введем две нормы для элемента 𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻0
𝐼𝐼 :

[𝑤𝑤]2𝐼𝐼 = [𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤]𝐼𝐼 , ‖𝑤𝑤‖2𝐼𝐼 = (𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤)𝐼𝐼 . (19.5.7)
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самосопряженной положительно определенной задачей в про-
странстве 𝐻𝐻𝐼𝐼

0 .
Пусть пространство 𝐻̄𝐻 =

⋃︀
𝐼𝐼

𝐻𝐻𝐼𝐼
0 — объединение всевозмож-

ных вложенных друг в друга пространств 𝐻𝐻𝐼𝐼
0 . Это значит, что

0

для рассматриваемой последовательности 𝐼𝐼𝑛𝑛 и соответству-
ющих разбиений 𝐵𝐵𝐼𝐼𝑛𝑛 , где 𝐼𝐼𝑛𝑛 → ∞, 𝑑𝑑0𝑛𝑛 → 0, при 𝑛𝑛 → ∞ всегда
выполняется включение: 𝐻𝐻𝐼𝐼𝑛𝑛1 ⊂ 𝐻𝐻0

𝐼𝐼𝑛𝑛2     при 𝐼𝐼𝑛𝑛1 < 𝐼𝐼𝑛𝑛2 ,  то есть разби-
ение 𝐵𝐵𝐼𝐼2 получено путем дальнейшего дробления разбиения
𝐵𝐵𝐼𝐼1. Для функций 𝐹𝐹𝐹 𝐹𝐹 предположим выполнение неравенств
(19.1.24), (19.1.26). Тогда можно показать, что для любого 𝐼𝐼

краевая задача (19.5.3), (19.5.5) всегда имеет единственное ре-
шение 𝑤𝑤𝐼𝐼 ∈ 𝐻𝐻0

𝐼𝐼 , и оно для любой функции 𝑣𝑣 ∈ 𝐻𝐻0
𝐼𝐼 удовлетворяет

интегральному тождеству

[𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 ]𝐼𝐼 −
∫︁

𝐷𝐷

𝑙𝑙−1
𝐼𝐼∑︁

𝑖𝑖=1

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖

𝐼𝐼∑︁
𝑖𝑖=1

𝛼𝛼𝑖𝑖𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 )𝐼𝐼 . (19.5.8)

0

Сходимость последовательности функций 𝑤𝑤𝐼𝐼 к функции 𝑢𝑢
при 𝑁𝑁 = 1, 𝐼𝐼 → ∞, 𝑑𝑑0 → 0 исследована в [256]. Справедлива

Теорема 19.5.1 [256]. При выполнении условий (19.1.24),
(19.1.26) функция 𝑤𝑤𝐼𝐼 — решение задачи (19.5.3), (19.5.5) —
реализует в пространстве 𝐻𝐻𝐼𝐼 минимум функционала 𝐺𝐺(𝑣𝑣)

(19.1.25) и [𝑢𝑢 − 𝑤𝑤𝐼𝐼 ] → ∞, при 𝐼𝐼 → ∞, 𝑑𝑑0 → 0, где функция и есть
решение задачи (19.1.23).

19.6. Построение проекционно-сеточных
схем на основе метода Галеркина

Рассмотрим теперь в ℋ уравнение переноса в несамосопря-
женной форме

𝑙𝑙(𝑥𝑥)𝜔𝜔∇𝜙𝜙 + 𝜙𝜙 = 𝑐𝑐(𝑥𝑥)𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 + 𝐹𝐹 (𝑥𝑥𝑥 Ω), 𝐹𝐹 ∈ ℋ (19.6.1)

с краевым условием
𝜙𝜙|Γ = 0 при (n,Ω) < 0, (19.6.2)

где |𝑐𝑐| ≤ 𝑐𝑐0 < 1, но 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) и 𝐹𝐹 (𝑥𝑥𝑥Ω), вообще говоря, не предпола-
гаются четными относительно угловых переменных. Используя

Легко убедиться в том, что задача (19.5.3), (19.5.5) является
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ность выбора 𝜓𝜓, получаем, что 𝜙𝜙 почти всюду удовлетворяет
как уравнению (19.6.1), так и краевому условию (19.6.2). Из
сказанного вытекает эквивалетность задач (19.6.3) и (19.6.4).
Однако существенным отличием постановки (19.6.4) от (19.6.3)
является то, что здесь не накладывается никаких граничных
условий на обобщенное решение. А это обстоятельство, как
известно, весьма важно для построения базисных функций
в проекционных методах. Отметим, что сам факт существова-
ния и единственности обобщенного решения вытекает из одно-
значной разрешимости уравнения (19.6.3) при любом 𝐹𝐹 ∈ ℋ.

Сформулируем теперь алгоритм приближенного решения
задачи. Пусть для определенности по первому из способов, рас-
смотренному ранее, построены базисные функции {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑥Ω)}𝑁𝑁1
𝑖𝑖=1.

Введем подпространство 𝐻𝐻ℎ
𝐴𝐴 ⊂ 𝐻𝐻𝐴𝐴, состоящее из линейных

комбинаций функций {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁1
𝑖𝑖=1. Приближенное решение ищем

в виде

𝜙𝜙ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =
∑︁
(𝑖𝑖)

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑥Ω), (19.6.5)

где неизвестные постоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖 определяются из системы ли-
нейных алгебраических уравнений вида

−(𝜙𝜙ℎ, 𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙ℎ, 𝜙𝜙ℎ

𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 )𝐿𝐿2(𝛾𝛾) = (𝑆𝑆0𝜙𝜙

ℎ, 𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 )+

= (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗), 𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁1,

(19.6.6)

или в матричной форме

𝐴𝐴a = F, (19.6.7)
где

a = (𝑎𝑎1, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁1); F = (𝐹𝐹1, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁1); 𝐴𝐴 =
{︀
𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

}︀𝑁𝑁1

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=1
;

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = −(𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 , 𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙ℎ

𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜙𝜙𝑗𝑗) + (𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 , 𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 )𝐿𝐿2(𝛾𝛾) − (𝑆𝑆0𝜙𝜙

ℎ
𝑖𝑖 , 𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 ).

Матрица 𝐴𝐴 положительно определена. Действительно, при нену-

левом векторе a = (𝑎𝑎1, . . . , 𝑎𝑎𝑉𝑉1) и 𝜙𝜙ℎ =
𝑁𝑁1∑︀
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 имеем
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обозначения введенных в § 19.1 оператора 𝐴𝐴 с областью опре-
деления 𝐷̃𝐷0 и 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐, задачу (19.6.1), (19.6.2) можно записать
в форме

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑆𝑆0𝜙𝜙+ 𝐹𝐹𝐹 (19.6.3)

Для уравнения (19.6.3) вариационный принцип, рассмотрен-
ный выше, уже несправедлив. Поэтому для построения проек-
ционно-сеточных схем в данном случае используем другой про-
екционный метод. Остановимся на методе Галеркина и прежде
всего сформулируем обобщенную постановку задачи (19.6.3),
к которой будет применяться указанный метод. При рассмот-
рении данного вопроса будем следовать работе [508].

Введем следующие гильбертовы пространства:
𝐻𝐻𝐴𝐴 =

{︀
𝑢𝑢 : ‖𝑢𝑢‖2𝐴𝐴 = (𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢𝑢Ω∇𝑢𝑢) + (𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢) < ∞;

(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)𝐴𝐴 = (𝑙𝑙Ω∇𝑢𝑢𝑢Ω∇𝑣𝑣) + (𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)
}︀
;

𝐿𝐿2(𝛾𝛾) =
{︁
𝑢𝑢 : ‖𝑢𝑢‖2𝐿𝐿2(𝛾𝛾)

=

∫︁

𝛾𝛾

𝑑𝑑Γ𝑑𝑑Ω|(Ωn)|𝑢𝑢2 < ∞;

𝛾𝛾 = {Γ× Ω, (n ·Ω) > 0
}︀
;

(𝑢𝑢𝑢 𝑢𝑢)𝐿𝐿2(𝛾𝛾) =

∫︁

𝛾𝛾

𝑑𝑑Γ𝑑𝑑Ω|(Ωn)|𝑢𝑢𝑢𝑢
}︁
.

     Отметим, что 𝐻𝐻𝐴𝐴 вложено в ℋ и плотно в нем.
Умножая (19.6.3) на произвольную функцию 𝜓𝜓 ∈ 𝐻𝐻𝐴𝐴 и выпол-

няя интегрирование по частям с учетом граничных условий, по-
лучаем тождество

𝐴𝐴(𝜙𝜙𝜙 𝜓𝜓) ≡ −(𝜓𝜓𝜓 𝑙𝑙Ω∇𝜓𝜓) + (𝜙𝜙𝜙 𝜓𝜓) + (𝜙𝜙𝜙 𝜓𝜓)𝐿𝐿2(𝛾𝛾) − (𝑆𝑆0𝜙𝜙𝜙 𝜓𝜓) = (𝐹𝐹𝐹 𝜓𝜓). (19.6.4)
  Назовем обобщенным решением задачи (19.6.1), (19.6.2)
функцию 𝜓𝜓 ∈ 𝐻𝐻𝐴𝐴, удовлетворяющую (19.6.4) при любых 𝜓𝜓 ∈ 𝐻𝐻𝐴𝐴.
Очевидно, что если 𝜙𝜙 удовлетворяет уравнению (19.6.3), то
она является обобщенным решением. Если же существует
обобщенное решение 𝜓𝜓 ∈ 𝐻𝐻𝐴𝐴, то оно почти всюду удовлетво-
ряет уравнениям (19.6.1), (19.6.2). Действительно, выполняя
в (19.6.4) интегрирование по частям и учитывая произволь-
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ность выбора 𝜓𝜓, получаем, что 𝜙𝜙 почти всюду удовлетворяет
как уравнению (19.6.1), так и краевому условию (19.6.2). Из
сказанного вытекает эквивалетность задач (19.6.3) и (19.6.4).
Однако существенным отличием постановки (19.6.4) от (19.6.3)
является то, что здесь не накладывается никаких граничных
условий на обобщенное решение. А это обстоятельство, как
известно, весьма важно для построения базисных функций
в проекционных методах. Отметим, что сам факт существова-
ния и единственности обобщенного решения вытекает из одно-
значной разрешимости уравнения (19.6.3) при любом 𝐹𝐹 ∈ ℋ.

Сформулируем теперь алгоритм приближенного решения
задачи. Пусть для определенности по первому из способов, рас-
смотренному ранее, построены базисные функции {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑥Ω)}𝑁𝑁1
𝑖𝑖=1.

Введем подпространство 𝐻𝐻ℎ
𝐴𝐴 ⊂ 𝐻𝐻𝐴𝐴, состоящее из линейных

комбинаций функций {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁1
𝑖𝑖=1. Приближенное решение ищем

в виде

𝜙𝜙ℎ(𝑥𝑥𝑥Ω) =
∑︁
(𝑖𝑖)

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 (𝑥𝑥𝑥Ω), (19.6.5)

где неизвестные постоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖 определяются из системы ли-
нейных алгебраических уравнений вида

−(𝜙𝜙ℎ, 𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙ℎ, 𝜙𝜙ℎ

𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 )𝐿𝐿2(𝛾𝛾) = (𝑆𝑆0𝜙𝜙

ℎ, 𝜙𝜙ℎ
𝑗𝑗 )+

= (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑗𝑗), 𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁1,

(19.6.6)

или в матричной форме

𝐴𝐴a = F, (19.6.7)
где

a = (𝑎𝑎1, . . . , 𝑎𝑎𝑁𝑁1); F = (𝐹𝐹1, . . . , 𝐹𝐹𝑁𝑁1); 𝐴𝐴 =
{︀
𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖

}︀𝑁𝑁1

𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖=1
;

𝐴𝐴𝑖𝑖𝑖𝑖 = −(𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 , 𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙ℎ

𝑗𝑗 ) + (𝜙𝜙𝑖𝑖, 𝜙𝜙𝑗𝑗) + (𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 , 𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 )𝐿𝐿2(𝛾𝛾) − (𝑆𝑆0𝜙𝜙

ℎ
𝑖𝑖 , 𝜙𝜙

ℎ
𝑗𝑗 ).

Матрица 𝐴𝐴 положительно определена. Действительно, при нену-

левом векторе a = (𝑎𝑎1, . . . , 𝑎𝑎𝑉𝑉1) и 𝜙𝜙ℎ =
𝑁𝑁1∑︀
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 имеем
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мерных подпространств с координатными функциями {Φℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1,

причем 𝐻𝐻ℎ ⊂ 𝐷𝐷(𝐴𝐴) и последовательность {𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ} полна в 𝐻𝐻. Стро-

им приближенное решение в виде 𝑢𝑢ℎ =
𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖Φ
ℎ
𝑖𝑖 , где неизвестные

{𝑎𝑎𝑖𝑖}𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 определяются из системы линейных уравнений

(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φℎ
𝑖𝑖 ) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φℎ
𝑖𝑖 ) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φℎ

𝑖𝑖 ), 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁ℎ. (19.7.1)

Одним из основных вопросов в рассматриваемом методе яв-
ляется выбор координатных функций. Если априори задаются
функции {Φℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 с известными аппроксимирующими свойства-

ми (ортонормированные полиномы, сплайновые базисы и т. п.),
то в этом случае часто трудно исследовать свойства системы
{𝐴𝐴Φℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1, что усложняет изучение таких вопросов, как получе-

ние оценок скорости сходимости, учет особенностей решения,
специфики задачи и др.

Пусть область значений оператора 𝑆𝑆0 и функций 𝐹𝐹 принад-
лежит некоторому подпространству 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊂ 𝐻𝐻. Зададим в 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

исходную систему базисных функций {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 с финитными но-

сителями порядка ℎ, относительно которой предполагается
выполнение двух свойств: для любого 𝑁𝑁ℎ-мерного вектора b =

= (𝑏𝑏1, . . . , 𝑏𝑏𝑁𝑁ℎ
) справедливо соотношение 𝑐𝑐1‖b‖2 ≤ ‖

𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 ‖ ≤

≤ 𝑐𝑐2‖b‖2, где постоянные 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2 > 0 не зависят от b и ℎ, а ‖b‖2 =(︁ 𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏2𝑖𝑖

)︁1/2
; для любой 𝑣𝑣 ∈ 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 существует такая линейная ком-

бинация 𝜓𝜓ℎ =
𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 , что ‖𝑆𝑆0𝐴𝐴

−1 𝑣𝑣 − 𝜓𝜓ℎ‖ ≤ 𝜀𝜀(ℎ)‖𝑣𝑣‖, где 𝜀𝜀(ℎ) → 0

при ℎ → 0.
Построим функции {Φℎ

𝑖𝑖 = 𝐴𝐴−1𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1, которые линейно незави-

симы при каждом ℎ и принимаются в качестве координатных
при решении (19.6.3) с помощью указанного метода. Отметим
некоторые характерные черты рассмотренного выше алгорит-
ма построения координатных функций.

По построению {Φℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 обладают особенностями решения

𝑢𝑢, обусловленными их зависимостью от оператора 𝐴𝐴, а за счет
специального выбора системы {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 можно учитывать те или

иные особенности правой части уравнения (19.6.3), которые
часто априори известны.

472 Гл. 19. Проекционно-сеточный метод и 𝑃𝑃𝑁𝑁𝑁𝑁 -уравнения

(𝐴𝐴a, a) = −(𝜙𝜙ℎ, 𝑙𝑙Ω∇𝜙𝜙ℎ) + (𝜙𝜙ℎ, 𝜙𝜙ℎ) + (𝜙𝜙ℎ, 𝜙𝜙ℎ)𝐿𝐿2(𝛾𝛾)−

− (𝑆𝑆0𝜙𝜙
ℎ, 𝜙𝜙ℎ) ≥ (𝜙𝜙ℎ, 𝜙𝜙ℎ)− (𝑆𝑆0𝜙𝜙

ℎ, 𝜙𝜙ℎ)+

+
1

2

∫︁

Γ×Ω

𝑑𝑑Γ 𝑑𝑑Ω|(Ωn)|(𝜙𝜙ℎ)2 ≥ (1− 𝑐𝑐0)‖𝜙𝜙ℎ‖2+

+
1

2

∫︁

Γ×Ω

𝑑𝑑Γ 𝑑𝑑Ω|(Ωn)|(𝜙𝜙ℎ)2 > 0.

     Следовательно, система Галеркина (19.6.7) однозначно раз-
решима и при этом справедлива априорная оценка

‖𝜙𝜙ℎ‖2 +
∫︁

Γ×Ω

𝑑𝑑Γ 𝑑𝑑Ω|Ωn|(𝜙𝜙ℎ)2 ≤ ‖𝐹𝐹‖2

min(1/2, 1− 𝑐𝑐0)2
≡ 𝐶𝐶‖𝐹𝐹‖2. (19.6.8)

  Сходимость приближенных решений доказать в данном
алгоритме достаточно просто. Справедлива оценка [256]:

‖𝜙𝜙− 𝜙𝜙ℎ‖2 +
∫︁

Γ×Ω

𝑑𝑑Γ 𝑑𝑑Ω|Ωn| |𝜙𝜙− 𝜙𝜙ℎ|2 ≤

≤ 𝐶𝐶 inf
{𝑐𝑐𝑖𝑖}

[︁⃦⃦
⃦𝜙𝜙−

𝑁𝑁1∑︁
𝑖𝑖=1

𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖

⃦⃦
⃦
2

𝐴𝐴
+
⃦⃦
⃦𝜙𝜙−

𝑁𝑁1∑︁
𝑖𝑖=1

𝑐𝑐𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖

⃦⃦
⃦
2

𝐿𝐿2(𝛾𝛾)

]︁
.

(19.6.9)

ℎ  Отсюда в силу плотности последовательности 𝐻𝐻𝐴𝐴 в 𝐻𝐻𝐴𝐴 сле-
дует сходимость приближенных решений к точному.

19.7. Обобщеный метод Бубнова – Галеркина
со специальным выбором базисных
функций

19.7.1. Общая схема алгоритма

Рассмотрим в пространстве ℋ уравнение переноса в несамо-
сопряженной форме (19.6.3). Применим для решения его одну
из модификаций обобщенного метода Бубнова – Галеркина. Для
этого выберем последовательность   𝐻𝐻ℎ, ℎ = ℎ1, ℎ2, . . . ,     конечно-
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мерных подпространств с координатными функциями {Φℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1,

причем 𝐻𝐻ℎ ⊂ 𝐷𝐷(𝐴𝐴) и последовательность {𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ} полна в 𝐻𝐻. Стро-

им приближенное решение в виде 𝑢𝑢ℎ =
𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖Φ
ℎ
𝑖𝑖 , где неизвестные

{𝑎𝑎𝑖𝑖}𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 определяются из системы линейных уравнений

(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φℎ
𝑖𝑖 ) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φℎ
𝑖𝑖 ) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φℎ

𝑖𝑖 ), 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁ℎ. (19.7.1)

Одним из основных вопросов в рассматриваемом методе яв-
ляется выбор координатных функций. Если априори задаются
функции {Φℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 с известными аппроксимирующими свойства-

ми (ортонормированные полиномы, сплайновые базисы и т. п.),
то в этом случае часто трудно исследовать свойства системы
{𝐴𝐴Φℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1, что усложняет изучение таких вопросов, как получе-

ние оценок скорости сходимости, учет особенностей решения,
специфики задачи и др.

Пусть область значений оператора 𝑆𝑆0 и функций 𝐹𝐹 принад-
лежит некоторому подпространству 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 ⊂ 𝐻𝐻. Зададим в 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆

исходную систему базисных функций {𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 с финитными но-

сителями порядка ℎ, относительно которой предполагается
выполнение двух свойств: для любого 𝑁𝑁ℎ-мерного вектора b =

= (𝑏𝑏1, . . . , 𝑏𝑏𝑁𝑁ℎ
) справедливо соотношение 𝑐𝑐1‖b‖2 ≤ ‖

𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 ‖ ≤

≤ 𝑐𝑐2‖b‖2, где постоянные 𝑐𝑐1, 𝑐𝑐2 > 0 не зависят от b и ℎ, а ‖b‖2 =(︁ 𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏2𝑖𝑖

)︁1/2
; для любой 𝑣𝑣 ∈ 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 существует такая линейная ком-

бинация 𝜓𝜓ℎ =
𝑁𝑁ℎ∑︀
𝑖𝑖=1

𝑏𝑏𝑖𝑖𝜙𝜙
ℎ
𝑖𝑖 , что ‖𝑆𝑆0𝐴𝐴

−1 𝑣𝑣 − 𝜓𝜓ℎ‖ ≤ 𝜀𝜀(ℎ)‖𝑣𝑣‖, где 𝜀𝜀(ℎ) → 0

при ℎ → 0.
Построим функции {Φℎ

𝑖𝑖 = 𝐴𝐴−1𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1, которые линейно незави-

симы при каждом ℎ и принимаются в качестве координатных
при решении (19.6.3) с помощью указанного метода. Отметим
некоторые характерные черты рассмотренного выше алгорит-
ма построения координатных функций.

По построению {Φℎ
𝑖𝑖 }

𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 обладают особенностями решения

𝑢𝑢, обусловленными их зависимостью от оператора 𝐴𝐴, а за счет
специального выбора системы {𝜙𝜙ℎ

𝑖𝑖 }
𝑁𝑁ℎ
𝑖𝑖=1 можно учитывать те или

иные особенности правой части уравнения (19.6.3), которые
часто априори известны.
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𝜇𝜇

Σ(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑢𝑢 =

𝑐𝑐(𝑧𝑧)

2

1∫︁

−1

𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇
′)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ′)𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) (19.7.2)

с граничным условием
𝑢𝑢(𝐻𝐻𝐻 𝜇𝜇) = 0 при −1 ≤ 𝜇𝜇 < 0; 𝑢𝑢(0, 𝜇𝜇) = 0 при 0 < 𝜇𝜇 ≤ 1.        (19.7.3)

  Предполагается, что 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) ∈ 𝐿𝐿∞([0, 𝐻𝐻] × [−1, 1]), а коэффици-
енты Σ(𝑧𝑧), Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑐𝑐(𝑧𝑧)Σ(𝑧𝑧) — кусочно-непрерывны с возможными
раз-рывами первого рода в точках 𝑧𝑧𝑖𝑖, 1, . . . , 𝐼𝐼 < ∞. В операторной
форме задачу (19.7.2), (19.7.3) будем записывать в виде уравне-
ния (19.6.3).

Введем на [0, 𝐻𝐻] сетку с узлами 0 = 𝑧𝑧0 < 𝑧𝑧1 < · · · < 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝐻𝐻 таким
образом, чтобы для ℎ𝑗𝑗 = 𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑗𝑗−1 и ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 имело место соотно-
шение 0 < 𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑗𝑗 ≤ 𝑐𝑐1ℎ, 𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁 , где 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = const. Предпола-
гаем, что часть узлов совпадает с точками 𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼 (𝐼𝐼 < 𝑁𝑁).

Пусть
𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧) = √1

ℎ

{︂
1 при 𝑧𝑧𝑗𝑗−1 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝑧𝑧𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, . . . ,𝑁𝑁  ;

0 𝑧𝑧 ̸∈ [𝑧𝑧𝑗𝑗−1, 𝑧𝑧𝑗𝑗 ].
(19.7.4)

𝑁𝑁

ℎ
𝑗𝑗

   Построим функции {Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇)}𝑗𝑗=1, где Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) – суть решения 
задачи 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗 = 𝜙𝜙 (𝑧𝑧), которые определяются формулой

Φ𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧𝑧∫︁

0

Σ(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) exp

⎛
⎝−

𝑧𝑧∫︁

𝑥𝑥

Σ(𝑥𝑥′)

𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑′

⎞
⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜇𝜇
при 𝜇𝜇 𝜇 0;

1∫︁

0

Σ(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) exp

⎛
⎝+

𝑥𝑥∫︁

𝑧𝑧

Σ(𝑥𝑥′)

𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑′

⎞
⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑

−𝜇𝜇
при 𝜇𝜇 < 0.

(19.7.5)
     Очевидно, что Φ𝑗𝑗 — линейно-независимы.

Функции {Φ𝑗𝑗}𝑁𝑁𝑗𝑗=1 удовлетворяют граничным условиям
(19.7.3) и обладают особенностями решения задачи (19.6.3),
обусловленными «присутствием» оператора 𝐴𝐴. В силу этого
использование их в качестве базисных функций устранит ряд
трудностей при решении задачи. Однако {Φ𝑗𝑗}𝑁𝑁𝑗𝑗=1 полностью
не описывают поведение решения в зависимости от 𝜇𝜇. По-
этому при решении анизотропных задач необходимо вводить
дополнительные базисные функции, зависящие от угловой
переменной 𝜇𝜇.
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ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

ℎ
𝑖𝑖

В некоторых случаях может оказаться так, что 𝐵𝐵(𝑢𝑢𝑢 𝐹𝐹 ) ≡ 
≡ 𝑆𝑆0𝑢𝑢 + 𝐹𝐹 обладает лучшими дифференциальными свойствами
по сравнению с самим решением уравнения. Тогда можно
с помощью малого числа исходных координатных функций
добиться эффективной аппроксимации 𝐵𝐵(𝑢𝑢𝑢 𝐹𝐹 ) и надеяться
на достаточно быструю сходимость 𝑢𝑢ℎ к 𝑢𝑢.

Если решение уравнения (19.6.3) зависит от переменных 𝑥𝑥𝑖𝑖,
𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑛, а 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 состоит из функций, зависящих лишь от 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑖𝑖 =
1, . . . , 𝑚𝑚 < 𝑛𝑛, то очевидно, что в данном случае достаточно вве-
сти координатные функции {𝜙𝜙 }, зависящие лишь от 𝑥𝑥1, . . . , 𝑥𝑥𝑚𝑚,
и с их помощью аппроксимировать 𝐵𝐵(𝑢𝑢𝑢 𝐹𝐹 ) ∈ 𝐻𝐻𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 . Решение же 𝑢𝑢
будет приближаться через 𝑢𝑢ℎ по всем переменным. Это обсто-
ятельство на практике приводит к значительному уменьшению
количества координатных функций и, следовательно, порядка
решаемой системы (19.7.1). В силу финитности 𝜙𝜙 , 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁ℎ,
в левой части (19.7.1) возникает разреженная матрица, что об-
легчает решение системы с помощью итерационных методов;
упрощается также вычисление {𝜙𝜙 }, элементов матриц и зна-
чений (𝐹𝐹𝐹 𝜙𝜙 ).

В силу сказанного выше можно предположить, что обобщен-
ный метод Бубнова – Галеркина при использовании специаль-
ных координатных функций {Φ } может оказаться достаточно
эффективным при решении краевых задач, в которых можно
достаточно просто строить 𝐴𝐴−1 (например, в сферически-
симметричной области, в плоскопараллельной геометрии
и т. п.). В работе [71] доказано, что при сделанных выше
ограничениях система (19.7.1) имеет единственное реше-
ние при достаточно малых ℎ и 𝑢𝑢ℎ → 𝑢𝑢, 𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ → 𝐴𝐴𝐴𝐴 при ℎ → 0.

19.7.2. Решение уравнения переноса в плоскопарал-
лельной геометрии

Проиллюстрируем применение изложенного выше обобщен-
ного метода Бубнова – Галеркина к решению некоторых
частных задач для уравнения переноса. Сначала рассмотрим
уравнение переноса в плоскопараллельной геометрии
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𝜇𝜇

Σ(𝑧𝑧)

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑢𝑢 =

𝑐𝑐(𝑧𝑧)

2

1∫︁

−1

𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇
′)𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ′)𝑑𝑑𝑑𝑑′ + 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) (19.7.2)

с граничным условием
𝑢𝑢(𝐻𝐻𝐻 𝜇𝜇) = 0 при −1 ≤ 𝜇𝜇 < 0; 𝑢𝑢(0, 𝜇𝜇) = 0 при 0 < 𝜇𝜇 ≤ 1.        (19.7.3)

  Предполагается, что 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) ∈ 𝐿𝐿∞([0, 𝐻𝐻] × [−1, 1]), а коэффици-
енты Σ(𝑧𝑧), Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑐𝑐(𝑧𝑧)Σ(𝑧𝑧) — кусочно-непрерывны с возможными
раз-рывами первого рода в точках 𝑧𝑧𝑖𝑖, 1, . . . , 𝐼𝐼 < ∞. В операторной
форме задачу (19.7.2), (19.7.3) будем записывать в виде уравне-
ния (19.6.3).

Введем на [0, 𝐻𝐻] сетку с узлами 0 = 𝑧𝑧0 < 𝑧𝑧1 < · · · < 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝐻𝐻 таким
образом, чтобы для ℎ𝑗𝑗 = 𝑧𝑧𝑗𝑗 − 𝑧𝑧𝑗𝑗−1 и ℎ = 𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻 имело место соотно-
шение 0 < 𝑐𝑐0ℎ ≤ ℎ𝑗𝑗 ≤ 𝑐𝑐1ℎ, 𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁 , где 𝑐𝑐0, 𝑐𝑐1 = const. Предпола-
гаем, что часть узлов совпадает с точками 𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼 (𝐼𝐼 < 𝑁𝑁).

Пусть
𝜙𝜙ℎ
𝑖𝑖 (𝑧𝑧) = √1

ℎ

{︂
1 при 𝑧𝑧𝑗𝑗−1 ≤ 𝑧𝑧 ≤ 𝑧𝑧𝑗𝑗 , 𝑗𝑗 = 1, . . . ,𝑁𝑁  ;

0 𝑧𝑧 ̸∈ [𝑧𝑧𝑗𝑗−1, 𝑧𝑧𝑗𝑗 ].
(19.7.4)

𝑁𝑁

ℎ
𝑗𝑗

   Построим функции {Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇)}𝑗𝑗=1, где Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) – суть решения 
задачи 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗 = 𝜙𝜙 (𝑧𝑧), которые определяются формулой

Φ𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑧𝑧∫︁

0

Σ(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) exp

⎛
⎝−

𝑧𝑧∫︁

𝑥𝑥

Σ(𝑥𝑥′)

𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑′

⎞
⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝜇𝜇
при 𝜇𝜇 𝜇 0;

1∫︁

0

Σ(𝑥𝑥)𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) exp

⎛
⎝+

𝑥𝑥∫︁

𝑧𝑧

Σ(𝑥𝑥′)

𝜇𝜇
𝑑𝑑𝑑𝑑′

⎞
⎠ 𝑑𝑑𝑑𝑑

−𝜇𝜇
при 𝜇𝜇 < 0.

(19.7.5)
     Очевидно, что Φ𝑗𝑗 — линейно-независимы.

Функции {Φ𝑗𝑗}𝑁𝑁𝑗𝑗=1 удовлетворяют граничным условиям
(19.7.3) и обладают особенностями решения задачи (19.6.3),
обусловленными «присутствием» оператора 𝐴𝐴. В силу этого
использование их в качестве базисных функций устранит ряд
трудностей при решении задачи. Однако {Φ𝑗𝑗}𝑁𝑁𝑗𝑗=1 полностью
не описывают поведение решения в зависимости от 𝜇𝜇. По-
этому при решении анизотропных задач необходимо вводить
дополнительные базисные функции, зависящие от угловой
переменной 𝜇𝜇.

19.7. Обощенный метод Бубнова – Гарелкина ... 463



19.6. Обобщеный метод Бубнова–Галеркина . . . 477

𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇
′) =

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=0

𝑔𝑔0,𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇
′); 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=1

𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇), (19.7.11)

где 𝑃𝑃𝑗𝑗 (𝜇𝜇) — ортонормированные полиномы Лежандра; 𝑔𝑔0,𝑗𝑗 — по-
стоянные; 𝐽𝐽 — конечно-разностные, а относительно функций
𝐹𝐹𝑗𝑗 (𝑧𝑧) предпо-лагаем, что они кусочно-гладкие класса 𝐶𝐶(1)

с возможными раз-рывами первого рода в точках 𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼.
В томслучае, когда 𝐽𝐽 невелико, приближенное решение 

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) удобно искать в виде

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖Φ𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇), (19.7.12)

где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются из системы уравнений
(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗),

(19.7.13)
𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁 𝑁𝑁 = 1, . . . , 𝐽𝐽𝐽

    Отметим, что при таком выборе базисных функций в левой
части (19.7.13) имеем диагональную матрицу. Приближенные
решения здесь сходятся к точному при ℎ → 0, причем

‖𝐴𝐴(𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ)‖ ≤ 𝑂𝑂(ℎ). (19.7.14)

Пусть теперь в (19.7.2), (19.7.3) индикатриса и источник изо-
тропны, то есть 𝑔𝑔0 = 1 и 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹 (𝑧𝑧). При рассмотрении данной зада-
чи функции Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) уже описывают зависимость решения от 𝜇𝜇.
Поэтому нет необходимости вводить дополнительные базисные
функции 𝜓𝜓𝑗𝑗 (𝜇𝜇), что приводит к значительному сокращению чис-
ла базисных функций, а следовательно, и порядка решаемой си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Ищем приближен-
ное решение в виде

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
𝑁𝑁∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗Φ𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ), (19.7.15)

где 𝑎𝑎𝑗𝑗 определим из системы уравнений
(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φ𝑗𝑗),

𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁

(19.7.16)
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Пусть на [−1, 1] определена система линейно-независимых
финитных функций 𝜓𝜓𝑗𝑗(𝜇𝜇), 𝑗𝑗 = 1, . . . ,𝑀𝑀 , с носителем порядка
∼ Δ𝜇𝜇 = 2/𝑀𝑀 , обладающих следующим свойством аппроксима-
ции: для любой 𝜙𝜙(𝜇𝜇) ∈ 𝐶𝐶(𝑙𝑙)[−1, 1] можно построить функцию вида

𝜙𝜙Δ𝜇𝜇(𝜇𝜇) =
𝑀𝑀∑︀
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗𝜓𝜓𝑗𝑗 (𝜇𝜇), 𝑎𝑎𝑗𝑗 = const, такую, что

‖𝜙𝜙 − 𝜙𝜙Δ𝜇𝜇‖𝐶𝐶[−1,1] ≤ 𝑂𝑂[(Δ𝜇𝜇)𝑙𝑙]‖𝜙𝜙‖𝐶𝐶(𝑙𝑙)[−1,1]. (19.7.6)

     Будем искать приближенное решение (19.6.3) в виде

𝑢𝑢ℎ =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝑀𝑀∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖Φ𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝜓𝜓𝑖𝑖(𝜇𝜇), (19.7.7)

где неизвестные постоянные 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 определим из системы линей-
ных алгебраических уравнений

(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢
ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φ𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗),

𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  = 1, . . . ,𝑀𝑀𝑀

(19.7.8)

которая однозначно разрешима. Так как 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗 = 𝜙𝜙𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝜓𝜓𝑗𝑗(𝜇𝜇), то
(19.6.8) можно записать в виде∑︁

𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜙𝜙𝑘𝑘𝜓𝜓𝑙𝑙, 𝜙𝜙𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗) =
∑︁
𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑎𝑎𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑆𝑆0𝐴𝐴
−1𝜙𝜙𝑘𝑘𝜓𝜓𝑙𝑙, 𝜙𝜙𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗)+

(19.7.9)

+(𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝑖𝑖𝜓𝜓𝑗𝑗), 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  = 1, . . . ,𝑀𝑀𝑀

    Из (19.7.9) видно, что в силу финитности {𝜙𝜙𝑖𝑖}, {𝜓𝜓𝑗𝑗 } в левой
части (19.7.8) возникает ленточная матрица. Отметим также,
что матрица системы (19.7.8) положительно определена.
Справедлива.

Теорема 19.7.1 [6]. Пусть: 1) Σ(𝑧𝑧), Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧) — кусочно-гладкие
класса 𝐶𝐶(1); 2) 𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇′) ∈ 𝐶𝐶(𝑙𝑙)([−1, 1] × [−1, 1]), 𝑙𝑙 ≥ 0; 3) 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) ∈
∈ 𝐶𝐶(𝑙𝑙)([−1, 1]) при каждом фиксированном 𝑧𝑧 ∈ (𝑧𝑧𝑖𝑖−1, 𝑧𝑧𝑖𝑖) и при каж-
дом 𝜇𝜇 ∈ [−1, 1], 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) ∈ 𝐶𝐶(1)[𝑧𝑧𝑖𝑖−1, 𝑧𝑧𝑖𝑖], 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼. Тогда приближен-
ные решения 𝑢𝑢ℎ сходятся при ℎ, Δ𝜇𝜇 → 0 к 𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) и имеет место
оценка

‖𝐴𝐴(𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ)‖ ≤ 𝑂𝑂{ℎ+ (Δ𝜇𝜇)𝑙𝑙}. (19.7.10)

Рассмотрим случай, когда 𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇
′) и 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) имеют вид

Гл. 19. Проекционно-сеточный метод и PNI-уравнения464



19.6. Обобщеный метод Бубнова–Галеркина . . . 477

𝑔𝑔0(𝜇𝜇𝜇 𝜇𝜇
′) =

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=0

𝑔𝑔0,𝑗𝑗𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇)𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇
′); 𝐹𝐹 (𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=1

𝐹𝐹𝑗𝑗(𝑧𝑧)𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇), (19.7.11)

где 𝑃𝑃𝑗𝑗 (𝜇𝜇) — ортонормированные полиномы Лежандра; 𝑔𝑔0,𝑗𝑗 — по-
стоянные; 𝐽𝐽 — конечно-разностные, а относительно функций
𝐹𝐹𝑗𝑗 (𝑧𝑧) предпо-лагаем, что они кусочно-гладкие класса 𝐶𝐶(1)

с возможными раз-рывами первого рода в точках 𝑧𝑧𝑖𝑖, 𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼.
В томслучае, когда 𝐽𝐽 невелико, приближенное решение 

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) удобно искать в виде

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =

𝑁𝑁∑︁
𝑖𝑖=1

𝐽𝐽∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖Φ𝑖𝑖(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 )𝑃𝑃𝑗𝑗(𝜇𝜇), (19.7.12)

где 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 определяются из системы уравнений
(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φ𝑖𝑖𝑃𝑃𝑗𝑗),

(19.7.13)
𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁 𝑁𝑁 = 1, . . . , 𝐽𝐽𝐽

    Отметим, что при таком выборе базисных функций в левой
части (19.7.13) имеем диагональную матрицу. Приближенные
решения здесь сходятся к точному при ℎ → 0, причем

‖𝐴𝐴(𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ)‖ ≤ 𝑂𝑂(ℎ). (19.7.14)

Пусть теперь в (19.7.2), (19.7.3) индикатриса и источник изо-
тропны, то есть 𝑔𝑔0 = 1 и 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹 (𝑧𝑧). При рассмотрении данной зада-
чи функции Φ𝑗𝑗 (𝑧𝑧𝑧 𝜇𝜇) уже описывают зависимость решения от 𝜇𝜇.
Поэтому нет необходимости вводить дополнительные базисные
функции 𝜓𝜓𝑗𝑗 (𝜇𝜇), что приводит к значительному сокращению чис-
ла базисных функций, а следовательно, и порядка решаемой си-
стемы линейных алгебраических уравнений. Ищем приближен-
ное решение в виде

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ) =
𝑁𝑁∑︁
𝑗𝑗=1

𝑎𝑎𝑗𝑗Φ𝑗𝑗(𝑧𝑧𝑧𝑧𝑧 ), (19.7.15)

где 𝑎𝑎𝑗𝑗 определим из системы уравнений
(𝐴𝐴𝐴𝐴ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗) = (𝑆𝑆0𝑢𝑢

ℎ, 𝐴𝐴Φ𝑗𝑗) + (𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹Φ𝑗𝑗),

𝑗𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝑁𝑁

(19.7.16)
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20
Итерационные методы решения
задач переноса

20.1. Специфика итерационных методов
для задач переноса. Метод простой
итерации

Краевые задачи для кинетического уравнения являются
типичными многомерными задачами. Как правило, число
неизвестных значений функций в системе разностных урав-
нений, аппроксимирующих кинетическое уравнение, столь
велико, что при решении этих систем уравнений итерацион-
ными методами зачастую не представляется возможным из-за
ограниченности памяти ЭВМ одновременно запомнить все
неизвестные, полученные на одном итерационном шаге. Поло-
жение улучшится, если сузить класс кинетических уравнений,
рассмотрев только кинетические уравнения с вырожденной
индикатрисой рассеяния. Проиллюстрируем это на примере
уравнения (19.1.4) с изотропным рассеянием (𝑆𝑆 = 𝑆𝑆). Для такого
уравнения простая итерация или метод итераций столкнове-
ний по источникам строится так. По функции 𝜙𝜙𝑘𝑘 следующее
приближение 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 находим по формуле

Ω∇𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 +Σ𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 = Σ𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑘𝑘 + 𝑓𝑓𝑓 (20.1.1)

Предполагаем, что функция 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 удовлетворяет краевым
условиям и 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2. Поскольку мы часто будем поль-
зоваться итерацией (20.1.1), то для удобства дальнейших
рассуждений назовем операцию нахождения 𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2

из решения (20.1.1) операцией 𝐾𝐾 и результат ее обозначим
𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 = 𝐾𝐾(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘, 𝑓𝑓); 𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2 (20.1.2)
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которая однозначно разрешима [в левой части (19.6.16) возни-
кает диагональная матрица].

Теорема 19.7.2 [6]. Если Σ(𝑧𝑧), Σ𝑠𝑠(𝑧𝑧), 𝐹𝐹 (𝑧𝑧) ∈ 𝐶𝐶(1)(|𝑧𝑧𝑖𝑖−1, 𝑧𝑧𝑖𝑖|),
𝑖𝑖 = 1, . . . , 𝐼𝐼 и 𝑔𝑔0 = 1, то приближенное решение 𝑢𝑢ℎ сходятся при
ℎ → 0 к точному решению задачи и имеют место оценки

‖𝐴𝐴(𝑢𝑢− 𝑢𝑢ℎ)‖ ≤ 𝑂𝑂(ℎ); ‖𝑢𝑢0 − 𝑢𝑢0
ℎ‖𝐿𝐿1(0,𝐻𝐻) ≤ 𝑂𝑂(ℎ2| lnℎ|), (19.7.17)

где

𝑢𝑢0 =
1

2

1∫︁

−1

𝑢𝑢(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑑𝑑𝑑𝑑′; 𝑢𝑢ℎ0 =
1

2

1∫︁

−1

𝑢𝑢ℎ(𝑧𝑧𝑧 𝑧𝑧′)𝑑𝑑𝑑𝑑′.

Отметим, что в работе [237] приведены более точные оцен-
ки по сравнению с (19.7.17), которые были получены на основе
более детального анализа дифференциальных свойств решения
рассматриваемой задачи.

В работах Г. И. Марчука и В. И. Агошкова [4, 237] обоснова-
но применение обобщенного метода Бубнова – Галеркина со
специальными базисными функциями к решению уравнения
переноса в сферически-симметричной и трехмерной геомет-
риях. Там же изучена устойчивость алгоритма, а также
рассмотрены некоторые задачи с дельта-источниками.
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20
Итерационные методы решения
задач переноса

20.1. Специфика итерационных методов
для задач переноса. Метод простой
итерации

Краевые задачи для кинетического уравнения являются
типичными многомерными задачами. Как правило, число
неизвестных значений функций в системе разностных урав-
нений, аппроксимирующих кинетическое уравнение, столь
велико, что при решении этих систем уравнений итерацион-
ными методами зачастую не представляется возможным из-за
ограниченности памяти ЭВМ одновременно запомнить все
неизвестные, полученные на одном итерационном шаге. Поло-
жение улучшится, если сузить класс кинетических уравнений,
рассмотрев только кинетические уравнения с вырожденной
индикатрисой рассеяния. Проиллюстрируем это на примере
уравнения (19.1.4) с изотропным рассеянием (𝑆𝑆 = 𝑆𝑆). Для такого
уравнения простая итерация или метод итераций столкнове-
ний по источникам строится так. По функции 𝜙𝜙𝑘𝑘 следующее
приближение 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 находим по формуле

Ω∇𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 +Σ𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 = Σ𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑘𝑘 + 𝑓𝑓𝑓 (20.1.1)

Предполагаем, что функция 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 удовлетворяет краевым
условиям и 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2. Поскольку мы часто будем поль-
зоваться итерацией (20.1.1), то для удобства дальнейших
рассуждений назовем операцию нахождения 𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2

из решения (20.1.1) операцией 𝐾𝐾 и результат ее обозначим
𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 = 𝐾𝐾(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘, 𝑓𝑓); 𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
= 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2 (20.1.2)
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тод Фурье дает явное представление операторов задачи в виде
алгебра функций, и поэтому довольно просто удается не толь-
ко показать сходимость, но и оценить скорость сходимости че-
рез явным образом получаемые функции; во-вторых, периоди-
ческая задача — это задача, для которой медленнее всего схо-
дятся итерационные методы и, следовательно, мы имеем воз-
можность сравнивать различные итерационные методы при до-
вольно неблагоприятной ситуации.

Каждой функции 𝑓𝑓 , участвующей в наших рассуждениях, по-
ставим в соответствие ее ряд Фурье:

𝑓𝑓 =
∑︁

𝑓𝑓𝑛𝑛 exp(𝑖𝑖nx),

где 𝑓𝑓−n = 𝑓𝑓n, а суммирование осуществляется по целочислен-
ным индексам n = (𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) от −∞ до ∞. Норму функции опреде-
лим равенством ‖𝑓𝑓‖ = max

n
|𝑓𝑓n| и сходимость, как правило, будем

рассматривать в этой норме в пространстве последовательно-
стей {𝑓𝑓n}, которое обозначим m.

Итак, рассмотрим 2𝜋𝜋-периодическую задачу для уравнения
−𝑙𝑙2(Ω∇)2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐+ 𝐹𝐹 (x,Ω), (20.1.4)

где 0 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 1; 𝑐𝑐𝑐 𝑙𝑙 = const. Решение задачи (20.1.4) дается форму-
лами

𝑢𝑢 = Σ
(︀
1 + 𝑙𝑙2(nΩ)2

)︀−1(︀
𝑐𝑐
(︀
1− 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙|n|)

)︀−1
𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑛𝑛(Ω)

)︀
exp(𝑖𝑖nx);

𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 = 𝑆𝑆

[︀(︀
1 + 𝑙𝑙2(nΩ)2

)︀−1
𝐹𝐹𝑛𝑛(Ω)

]︀
;

𝑢𝑢0 = Σ
(︀
1− 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙|n|)

)︀−1
𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 exp(𝑖𝑖nx).

(20.1.5)

     Операция 𝐾𝐾 для уравнения (20.1.4) имеет вид
−𝑙𝑙2(Ω∇)2𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 + 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘 + 𝐹𝐹 ; (20.1.6)

𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2. (20.1.7)

Очевидно, результат ее совпадает с соответствующей опе-
рацией (20.1.2), примененной к 2𝜋𝜋-периодической задаче
для уравнения в несопряженной форме (20.1.1) при 𝑓𝑓(x,Ω) =

𝑓𝑓(x,−Ω), если положить Σ−1 = 𝑙𝑙; 𝑐𝑐 = Σ𝑠𝑠/Σ; 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓𝑓Σ. Наимень-
шим собственным числом однородной задачи (20.1.4) является
величина 𝑐𝑐−1 > 1.
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(здесь и далее под 𝜙𝜙0 будем понимать функцию 𝑆𝑆𝑆𝑆). Из формулы
(20.1.1) видно, что для нахождения 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 вовсе не обязательно
знать 𝜙𝜙𝑘𝑘 и запоминать в процессе итерации 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2, а достаточно
знать только 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 и образовывать по мере счета для запомина-
ния лишь величины 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2. Функция 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 уже не зависит от Ω

и для запоминания ее требуется гораздо меньше, чем для 𝜙𝜙𝑘𝑘,
ячеек памяти ЭВМ. То же самое справедливо для невязки 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2,
ибо

𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 = 𝑓𝑓 +Σ𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑘𝑘+1/2 −Ω∇𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 − Σ𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 =

= Σ𝑠𝑠𝑆𝑆(𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘),

а ошибка 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 = 𝜙𝜙− 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 удовлетворяет уравнению

Ω∇𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 +Σ𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 = Σ𝑠𝑠𝑆𝑆𝑆𝑆
𝑘𝑘+1/2 +Σ𝑠𝑠𝑆𝑆(𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) (20.1.3)

и, следовательно, невязка 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 и источник в (20.1.3) не зависят 
от Ω. Не случайно поэтому операция 𝐾𝐾 входит как составная 
часть во многие итерационные процессы, ускоряющие сходи-
мость итераций для кинетического уравнения. Ввиду многомер-
ности задач могут стать неприемлемыми многие хорошо разра-
ботанные и эффективные итерационные методы только потому, 
что они требуют запоминания полной информации о предыду-
щем приближении. Таким образом, специфика задач переноса 
с вырожденной индикатрисой рассеяния требует разработки 
таких быстро сходящихся итерационных методов, которые тре-
бовали бы запоминания не всей информации о проводимом ите-
рационном шаге в пространстве 𝐷𝐷 × Ω, а только части ее суще-
ственно меньшей размерности. Независимость 𝑟𝑟𝑘𝑘+1/2 от Ω после 
операции 𝐾𝐾 открывает возможность эффективно использовать 
вариационные методы решения, ибо в этом случае существенно 
облегчается задача подсчета скалярных произведений, задан-
ных в 𝐷𝐷 × Ω.

В работе В. С. Владимирова [71] найдены условия, при кото-
рых метод простой итерации (20.1.2) сходится. Однако мы, как 
правило, не будем доказывать сходимость его и других методов 
в самом общем случае. Сходимость описываемых нами методов 
будем исследовать на модельной периодической задаче. Ее мы 
избрали по двум соображениям: во-первых, для этой задачи ме-
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тод Фурье дает явное представление операторов задачи в виде
алгебра функций, и поэтому довольно просто удается не толь-
ко показать сходимость, но и оценить скорость сходимости че-
рез явным образом получаемые функции; во-вторых, периоди-
ческая задача — это задача, для которой медленнее всего схо-
дятся итерационные методы и, следовательно, мы имеем воз-
можность сравнивать различные итерационные методы при до-
вольно неблагоприятной ситуации.

Каждой функции 𝑓𝑓 , участвующей в наших рассуждениях, по-
ставим в соответствие ее ряд Фурье:

𝑓𝑓 =
∑︁

𝑓𝑓𝑛𝑛 exp(𝑖𝑖nx),

где 𝑓𝑓−n = 𝑓𝑓n, а суммирование осуществляется по целочислен-
ным индексам n = (𝑛𝑛1, 𝑛𝑛2, 𝑛𝑛3) от −∞ до ∞. Норму функции опреде-
лим равенством ‖𝑓𝑓‖ = max

n
|𝑓𝑓n| и сходимость, как правило, будем

рассматривать в этой норме в пространстве последовательно-
стей {𝑓𝑓n}, которое обозначим m.

Итак, рассмотрим 2𝜋𝜋-периодическую задачу для уравнения
−𝑙𝑙2(Ω∇)2𝑢𝑢+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐+ 𝐹𝐹 (x,Ω), (20.1.4)

где 0 ≤ 𝑐𝑐 ≤ 1; 𝑐𝑐𝑐 𝑙𝑙 = const. Решение задачи (20.1.4) дается форму-
лами

𝑢𝑢 = Σ
(︀
1 + 𝑙𝑙2(nΩ)2

)︀−1(︀
𝑐𝑐
(︀
1− 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙|n|)

)︀−1
𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 + 𝐹𝐹𝑛𝑛(Ω)

)︀
exp(𝑖𝑖nx);

𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 = 𝑆𝑆

[︀(︀
1 + 𝑙𝑙2(nΩ)2

)︀−1
𝐹𝐹𝑛𝑛(Ω)

]︀
;

𝑢𝑢0 = Σ
(︀
1− 𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙|n|)

)︀−1
𝐹𝐹 1
𝑛𝑛 exp(𝑖𝑖nx).

(20.1.5)

     Операция 𝐾𝐾 для уравнения (20.1.4) имеет вид
−𝑙𝑙2(Ω∇)2𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 + 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘 + 𝐹𝐹 ; (20.1.6)

𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2. (20.1.7)

Очевидно, результат ее совпадает с соответствующей опе-
рацией (20.1.2), примененной к 2𝜋𝜋-периодической задаче
для уравнения в несопряженной форме (20.1.1) при 𝑓𝑓(x,Ω) =

𝑓𝑓(x,−Ω), если положить Σ−1 = 𝑙𝑙; 𝑐𝑐 = Σ𝑠𝑠/Σ; 𝐹𝐹 = 𝑓𝑓𝑓Σ. Наимень-
шим собственным числом однородной задачи (20.1.4) является
величина 𝑐𝑐−1 > 1.
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𝑢𝑢𝑘𝑘 =

𝑘𝑘∑︁
𝑖𝑖=1

𝜙𝜙𝑖𝑖 + (𝜆𝜆1 − 1)−1𝜙𝜙𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . . (20.2.2)

     Для случая изотропного рассеяния последовательные при-
ближения можно переписать в эквивалентной форме:

𝐿𝐿0𝜙𝜙
𝑖𝑖 = 𝜙𝜙𝑖𝑖−1

0 ; 𝜙𝜙𝑖𝑖
0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑖𝑖. (20.2.3)

Тогда приближения для 𝑢𝑢0 примут вид

𝑢𝑢𝑘𝑘0 =

𝑘𝑘∑︁
𝑖𝑖=1

𝜙𝜙𝑖𝑖
0 + (𝜆𝜆1 − 1)−1𝜙𝜙𝑘𝑘

0. (20.2.4)

  Для периодической задачи с изотропным источником 
уравнения (20.2.1) для функции 𝑢𝑢𝑖𝑖0 [см. (20.1.10)] переходят 
в следующие соотношения:

𝑐𝑐𝑐𝑐0
0n = 𝐹𝐹n; 𝜙𝜙𝑖𝑖

0n = 𝑐𝑐𝑐𝑐n𝜙𝜙
𝑖𝑖−1
0n = 𝑐𝑐𝑖𝑖−1𝑟𝑟𝑖𝑖n𝐹𝐹n. (20.2.5)

Учитывая, что 𝜆𝜆1 = 𝑐𝑐−1, 𝑟𝑟0 = 1, из уравнения (20.2.4) получаем

𝑢𝑢𝑘𝑘0n = 𝑟𝑟n𝐹𝐹n
1− (𝑐𝑐𝑐𝑐n)

𝑘𝑘

1− (𝑐𝑐𝑐𝑐n)
+

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
n

1− 𝑐𝑐
. (20.2.6)

Сравнивая (20.2.6) с (20.1.5), видим, что
𝜀𝜀𝑘𝑘n = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘n𝐹𝐹n(𝑟𝑟n − 1)(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐n)

−1(1− 𝑐𝑐)−1. (20.2.7)

𝑘𝑘
0

    Замечая,  что когда n = (0, 0, 0), то 𝑟𝑟0 = 1, а из (20.2.7) полу-
чаем  𝜀𝜀   = 0 при 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , и, следовательно,

‖𝜀𝜀𝑘𝑘‖ ≤
(︀
𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙)

)︀𝑘𝑘‖𝐹𝐹‖(1− 𝑐𝑐)−1. (20.2.8)

    Учитывая,  что 0 < 𝑟𝑟(𝑡𝑡) < 1 при 𝑡𝑡 > 0, из формул (20.2.7), (20.2.8) 
следует, что хотя скорость сходимости метода Люстерника 
больше скорости сходимости простой итерации, но сходимость 
замедляется при 𝑐𝑐 → 1 − 0, 𝑙𝑙 → 0.

20.3. Метод оценки итерационных
отклонений

В. Н. Морозовым [283] был разработан метод улучшения схо-
димости итераций для решения уравнения переноса, учитыва-
ющий специфику таких задач. В методе итерационных отклоне-
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Введем следующие обозначения. Пусть 𝑢𝑢 — решение (20.1.4); 
𝑢𝑢𝛼𝛼 — приближенное решение (20.1.4):

𝑢𝑢𝛼𝛼0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝛼𝛼; 𝑟𝑟n = 𝑟𝑟(𝑙𝑙|n|); 𝜆𝜆n = 𝑙𝑙|n|; Σ0 = Σ−Σ𝑠𝑠;

𝜂𝜂𝛼𝛼(x,Ω) = 𝑢𝑢− 𝑢𝑢𝛼𝛼 = Σ𝜂𝜂𝛼𝛼n(Ω) exp(𝑖𝑖nx); (20.1.8)

𝜀𝜀𝛼𝛼(x) = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝛼𝛼(𝑥𝑥𝑥Ω) = Σ𝜀𝜀𝛼𝛼n exp(𝑖𝑖nx); (20.1.9)

𝑢𝑢𝛼𝛼0 = Σ𝑢𝑢𝛼𝛼0n exp(𝑖𝑖nx). (20.1.10)

Исследуем сходимость простой итерации. Применяя форму-
лы (20.1.5), видим, что

𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
n =

(︀
1 + 𝑙𝑙2(nΩ)2

)︀−1
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘0n + 𝐹𝐹n(Ω)

)︀
; (20.1.11)

𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0n = 𝑐𝑐𝑐𝑐n𝑢𝑢

𝑘𝑘
0n + 𝐹𝐹 1

n. (20.1.12)

     Это значит, что для 𝜀𝜀𝛼𝛼 справедливы соотношения
𝜀𝜀𝑘𝑘+1
n = 𝜀𝜀

𝑘𝑘+1/2
n = 𝑐𝑐𝑐𝑐n𝜀𝜀

𝑘𝑘
n (20.1.13)

или
‖𝜀𝜀𝑘𝑘+1‖ ≤ 𝑞𝑞‖𝜀𝜀𝑘𝑘‖, (20.1.14)

где 𝑞𝑞 = 𝑐𝑐.
Следовательно, метод простой итерации сходится при

0 ≤ 𝑐𝑐 𝑐 1.

20.2. Метод Л.А. Люстерника

Этот метод является одним из немногих классических ме-
тодов ускорения сходимости итераций, которые можно эффек-
тивно применять для решения задач переноса. Метод для задач 
переноса был исследован в работах В. С. Владимирова [70, 71] 
и применен для расчетов В. Н. Морозовым [283].

Метод Л. А. Люстерника изложим, следуя работе [71]. 
Пусть требуется решить неоднородное уравнение переноса 
(19.1.18) в условиях, когда метод простой итерации сходится. 
Пусть 𝜆𝜆1 —первое собственное значение задачи (19.1.27). 
Последователь-ные приближения строим по схеме

(20.2.1)𝑆𝑆0𝜙𝜙
0 = 𝐹𝐹 ; 𝐿𝐿0𝜙𝜙

𝑖𝑖 = 𝑆𝑆0𝜙𝜙
𝑖𝑖−1, 𝑖𝑖 = 1, 2, . . . ,

а за приближенное решение берем функцию

,
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𝑢𝑢𝑘𝑘 =

𝑘𝑘∑︁
𝑖𝑖=1

𝜙𝜙𝑖𝑖 + (𝜆𝜆1 − 1)−1𝜙𝜙𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . . (20.2.2)

     Для случая изотропного рассеяния последовательные при-
ближения можно переписать в эквивалентной форме:

𝐿𝐿0𝜙𝜙
𝑖𝑖 = 𝜙𝜙𝑖𝑖−1

0 ; 𝜙𝜙𝑖𝑖
0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑖𝑖. (20.2.3)

Тогда приближения для 𝑢𝑢0 примут вид

𝑢𝑢𝑘𝑘0 =

𝑘𝑘∑︁
𝑖𝑖=1

𝜙𝜙𝑖𝑖
0 + (𝜆𝜆1 − 1)−1𝜙𝜙𝑘𝑘

0. (20.2.4)

  Для периодической задачи с изотропным источником 
уравнения (20.2.1) для функции 𝑢𝑢𝑖𝑖0 [см. (20.1.10)] переходят 
в следующие соотношения:

𝑐𝑐𝑐𝑐0
0n = 𝐹𝐹n; 𝜙𝜙𝑖𝑖

0n = 𝑐𝑐𝑐𝑐n𝜙𝜙
𝑖𝑖−1
0n = 𝑐𝑐𝑖𝑖−1𝑟𝑟𝑖𝑖n𝐹𝐹n. (20.2.5)

Учитывая, что 𝜆𝜆1 = 𝑐𝑐−1, 𝑟𝑟0 = 1, из уравнения (20.2.4) получаем

𝑢𝑢𝑘𝑘0n = 𝑟𝑟n𝐹𝐹n
1− (𝑐𝑐𝑐𝑐n)

𝑘𝑘

1− (𝑐𝑐𝑐𝑐n)
+

𝑐𝑐𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘−1
n

1− 𝑐𝑐
. (20.2.6)

Сравнивая (20.2.6) с (20.1.5), видим, что
𝜀𝜀𝑘𝑘n = 𝑐𝑐𝑘𝑘𝑟𝑟𝑘𝑘n𝐹𝐹n(𝑟𝑟n − 1)(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐n)

−1(1− 𝑐𝑐)−1. (20.2.7)

𝑘𝑘
0

    Замечая,  что когда n = (0, 0, 0), то 𝑟𝑟0 = 1, а из (20.2.7) полу-
чаем  𝜀𝜀   = 0 при 𝑘𝑘 = 1, 2, . . . , и, следовательно,

‖𝜀𝜀𝑘𝑘‖ ≤
(︀
𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑙𝑙)

)︀𝑘𝑘‖𝐹𝐹‖(1− 𝑐𝑐)−1. (20.2.8)

    Учитывая,  что 0 < 𝑟𝑟(𝑡𝑡) < 1 при 𝑡𝑡 > 0, из формул (20.2.7), (20.2.8) 
следует, что хотя скорость сходимости метода Люстерника 
больше скорости сходимости простой итерации, но сходимость 
замедляется при 𝑐𝑐 → 1 − 0, 𝑙𝑙 → 0.

20.3. Метод оценки итерационных
отклонений

В. Н. Морозовым [283] был разработан метод улучшения схо-
димости итераций для решения уравнения переноса, учитыва-
ющий специфику таких задач. В методе итерационных отклоне-
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где
𝑡𝑡n = 𝑐𝑐[𝑟𝑟n − (𝑙𝑙 − 𝑐𝑐)−1(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐n)𝑟𝑟(𝑙𝑙|n|(1− 𝑐𝑐)−1/2)]. (20.3.5)

Из формулы (20.3.5) легко увидеть, что 𝜀𝜀0
𝑘𝑘 ≡ 0 при 𝑘𝑘 ≥ 1,

а при каждом фиксированном n ̸= 0 и 𝑐𝑐 → 1 − 0 величина 𝑡𝑡n =

= 𝑂𝑂
[︁
− 𝜋𝜋

2𝑙𝑙|n| × (1 − 𝑟𝑟n)(1 − 𝑐𝑐)−1/2
]︁

стремится к −∞. Следовательно,
метод для самосопряженного уравнения расходится при зна-
чениях 𝑐𝑐, достаточно близких к единице.

К такому же результату придем и для несамосопряженного
уравнения, если для нахождения поправки оператор 𝑆𝑆𝑆𝑆 заме-
ним (1/2) × [𝜙𝜙(x,Ω) + 𝜙𝜙(x,−Ω)], ибо в этом случае результат ите-
раций совпадает с итерациями, проведенными для уравнения
в самосопряженной форме.

20.4. Итерационные схемы
с балансными множителями
и мультипликативными поправками

Изложим метод для решения кинетического уравнения. Ин-
тегрируя по Ω×𝐷𝐷 уравнение (19.1.4), где 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆, получаем урав-
нение баланса ∫︁

Γ

𝜙𝜙1n𝑑𝑑Γ +

∫︁

𝐷𝐷

Σ0𝜙𝜙0 𝑑𝑑x =

∫︁

𝐷𝐷

𝑓𝑓0 𝑑𝑑x,

где 𝜙𝜙1 = 𝑆𝑆(Ω𝜙𝜙), а 𝜙𝜙1n — нормальная составляющая 𝜙𝜙1 к поверх-
ности Γ.

Определим величину Δ(𝜙𝜙) отношением

Δ(𝜙𝜙) =

∫︀
𝐷𝐷

𝑓𝑓0 𝑑𝑑x

∫︀
Γ

𝜙𝜙1n𝑑𝑑Γ +
∫︀
𝐷𝐷

Σ0𝜙𝜙0 𝑑𝑑x
(20.4.1)

В работе В. Н. Морозова [283] предлагается для ускорения
сходимости метод итераций с балансными множителями, состо-
ящий в том, что для каждого 𝑘𝑘: а) выполняется операция 𝐾𝐾

[см. (20.1.2)]; б) полученное значение 𝜙𝜙0
𝑘𝑘+1/2 нормируется так,

чтобы было выполнено уравнение баланса нейтронов
𝜙𝜙0
𝑘𝑘+1 = Δ(𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
)𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
. (20.4.2)

.
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𝑘𝑘
0ний по значению 𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 делаем сначала операцию 𝐾𝐾 (20.1.2). 

Тогда ошибка 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 удовлетворяет уравнению (20.1.3). Задача 
(20.1.3) упрощается следующим образом. Интегральный член 
в уравнении (20.1.3) заменим приближенно квадратурной фор-
мулой с одним узлом, а именно:

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘+1/2 ≈ 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2(x,Ω). (20.3.1)
   Очевидно, что если решение задачи изотропно, то послед-
нее соотношение является точным.

Учитывая (20.3.1), уравнение (20.1.3) для 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 заменим 
уравнением 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2:

Ω∇𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 +Σ0𝑤𝑤
𝑘𝑘+1/2 = Σ𝑠𝑠(𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2
0 − 𝜙𝜙𝑘𝑘

0);

𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 = 0 на Γ при Ωn < 0.

⎫
⎪⎬
⎪⎭

(20.3.2)

Задача (20.3.2) легко решается. Найдя 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2, положим

𝜙𝜙𝑘𝑘+1
0 = 𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2
0 + 𝑤𝑤

𝑘𝑘+1/2
0 . (20.3.3)

Такой метод является балансным. Это значит, что он сохра-
няет для любых 𝑘𝑘 общий баланс нейтронов.

В данном методе процесс нахождения функции 𝑤𝑤
𝑘𝑘+1/2
0 требу-

ет почти стольких же действий, сколько затрачивается в опера-
ции 𝐾𝐾. Сходимость этого метода исследована на периодической 
задаче [256].

Теперь рассмотрим этот метод применительно к самосо-
пряженному уравнению (20.1.4) [210]. Уравнение для поправки 
𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 получается из уравнения (20.1.4), если в нем 𝑆𝑆𝑆𝑆 заме-
нить 𝑢𝑢:

−𝑙𝑙2(Ω∇)2𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 + (1− 𝑐𝑐)𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐(𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0 − 𝑢𝑢𝑘𝑘0), (20.3.4)

или для коэффициентов Фурье в периодической задаче

𝑙𝑙2(nΩ)2𝑤𝑤
𝑘𝑘+1/2
n + (1− 𝑐𝑐)𝑤𝑤

𝑘𝑘+1/2
n = 𝑐𝑐(𝑐𝑐𝑐𝑐n − 1)𝜀𝜀𝑘𝑘n),

𝑤𝑤
𝑘𝑘+1/2
0n = 𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑘𝑘+1/2
n = 𝑐𝑐(1− 𝑐𝑐)−1(𝑐𝑐𝑐𝑐n − 1)𝜀𝜀𝑘𝑘n)𝑟𝑟(𝜆𝜆

′
n),

где 𝜆𝜆′
n = 𝑙𝑙|n|(1 − 𝑐𝑐)−1/2 ≥ 𝜆𝜆n. 

      Следовательно,
𝜀𝜀𝑘𝑘+1
n = 𝜀𝜀

𝑘𝑘+1/2
n + 𝑤𝑤

𝑘𝑘+1/2
0n = 𝑡𝑡n𝜀𝜀

𝑘𝑘
n,
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где
𝑡𝑡n = 𝑐𝑐[𝑟𝑟n − (𝑙𝑙 − 𝑐𝑐)−1(1− 𝑐𝑐𝑐𝑐n)𝑟𝑟(𝑙𝑙|n|(1− 𝑐𝑐)−1/2)]. (20.3.5)

Из формулы (20.3.5) легко увидеть, что 𝜀𝜀0
𝑘𝑘 ≡ 0 при 𝑘𝑘 ≥ 1,

а при каждом фиксированном n ̸= 0 и 𝑐𝑐 → 1 − 0 величина 𝑡𝑡n =

= 𝑂𝑂
[︁
− 𝜋𝜋

2𝑙𝑙|n| × (1 − 𝑟𝑟n)(1 − 𝑐𝑐)−1/2
]︁

стремится к −∞. Следовательно,
метод для самосопряженного уравнения расходится при зна-
чениях 𝑐𝑐, достаточно близких к единице.

К такому же результату придем и для несамосопряженного
уравнения, если для нахождения поправки оператор 𝑆𝑆𝑆𝑆 заме-
ним (1/2) × [𝜙𝜙(x,Ω) + 𝜙𝜙(x,−Ω)], ибо в этом случае результат ите-
раций совпадает с итерациями, проведенными для уравнения
в самосопряженной форме.

20.4. Итерационные схемы
с балансными множителями
и мультипликативными поправками

Изложим метод для решения кинетического уравнения. Ин-
тегрируя по Ω×𝐷𝐷 уравнение (19.1.4), где 𝑆𝑆 = 𝑆𝑆, получаем урав-
нение баланса ∫︁

Γ

𝜙𝜙1n𝑑𝑑Γ +

∫︁

𝐷𝐷

Σ0𝜙𝜙0 𝑑𝑑x =

∫︁

𝐷𝐷

𝑓𝑓0 𝑑𝑑x,

где 𝜙𝜙1 = 𝑆𝑆(Ω𝜙𝜙), а 𝜙𝜙1n — нормальная составляющая 𝜙𝜙1 к поверх-
ности Γ.

Определим величину Δ(𝜙𝜙) отношением

Δ(𝜙𝜙) =

∫︀
𝐷𝐷

𝑓𝑓0 𝑑𝑑x

∫︀
Γ

𝜙𝜙1n𝑑𝑑Γ +
∫︀
𝐷𝐷

Σ0𝜙𝜙0 𝑑𝑑x
(20.4.1)

В работе В. Н. Морозова [283] предлагается для ускорения
сходимости метод итераций с балансными множителями, состо-
ящий в том, что для каждого 𝑘𝑘: а) выполняется операция 𝐾𝐾

[см. (20.1.2)]; б) полученное значение 𝜙𝜙0
𝑘𝑘+1/2 нормируется так,

чтобы было выполнено уравнение баланса нейтронов
𝜙𝜙0
𝑘𝑘+1 = Δ(𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
)𝜙𝜙0

𝑘𝑘+1/2
. (20.4.2)

.
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𝑢𝑢𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = (1 + 𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥))𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). (20.4.4)

     Подставляя (20.4.4) в функционал (19.1.25), получаем урав-
нение для определения 𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥):

− 𝑙𝑙

2

(︁
𝐷𝐷𝑘𝑘 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑙𝑙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑘𝑘 +

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑙𝑙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘

)︁
+ 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘+1/2(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 − 𝑢𝑢𝑘𝑘0), (20.4.5)

где

𝑔𝑔𝑘𝑘 =

1∫︁

0

⎡
⎣𝑙𝑙2𝜇𝜇2

(︃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘+1/2

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃2

+ (𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)2

⎤
⎦ 𝑑𝑑𝑑𝑑− 𝑐𝑐(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 );

𝐷𝐷𝑘𝑘 =

1∫︁

0

𝜇𝜇2(𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)2𝑑𝑑𝑑𝑑;
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
|𝑥𝑥=0,𝐻𝐻 = 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.4.6)

для основной задачи.
Сходимость метода одномерной периодической задачи

(20.1.4) с неизотропным источником исследована в [256].

20.5. Квазидиффузионный метод

В. Я. Гольдиным [111] был предложен нелинейный итера-
ционный метод, названный квазидиффузионным. Ускорение
сходимости в нем достигается путем введения зависящего
от пространственных координат коэффициента диффузии, ко-
торый заново вычисляется в процессе итераций. Разберем этот
метод на примере кинетического уравнения для плоскопарал-
лельной геометрии:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) (20.5.1)

при −𝐻𝐻 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐻𝐻, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, где 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥−𝜇𝜇)1).
Пусть решение четно относительно 𝑥𝑥 = 0 и 𝜙𝜙(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0.

Умножим (20.5.1) на 𝜇𝜇 и, проинтегрировав результат по 𝜇𝜇 от 𝜇𝜇 =

−1 до 𝜇𝜇 = 1, получим
1)В работе [111] этот метод рассмотрен для изотропного источника.
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  Эта функция берется в качестве нового приближения. 
Доказательство сходимости описанного нелинейного процесса 
исследовано на периодической задаче (20.1.4) с изотропным 
источником [256].

При комбинировании метода Люстерника и метода баланс-
ных множителей видим, что результатом как одной, так и дру-
гой операции является точное восстановление лишь нулевой 
гармоники. Следовательно, при последовательном их примене-
нии одна из операций сработает впустую.

Т. А. Гермогеновой [101, 102] развит метод с мультиплика-
тивными поправками, выбираемыми из некоторого задаваемо-
го множества функций. Изложим этот метод для самосопря-
женного уравнения (19.1.23). 

Пусть 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2(x, Ω) получена в результате операции 𝐾𝐾. Положим 
𝑢𝑢𝑘𝑘+1(x, Ω) = 𝑏𝑏𝑘𝑘(x)𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2(x, Ω), где функция 𝑏𝑏𝑘𝑘(x) выбирается так, 
чтобы минимизировать функционал (19.1.25). Простые итерации 
сходятся в норме, порожденной функционалом (19.1.25), а по-
правки 𝑏𝑏𝑘𝑘 могут только уменьшить значение этого функционала. 
Следовательно, последовательность 𝑢𝑢𝑘𝑘+1 сходится к точному 
решению. Уравнение Эйлера для 𝑏𝑏𝑘𝑘 будет уравнением в частных 
производных с коэффициентами, зависящими от 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2; на 
границе области задается косая производная. Этот нелинейный 
метод близок к методу Л. В. Канторовича [156], но отличается от 
последнего тем, что единственная базисная функция, по которой 
идет разложение, сама образуется в процессе итераций.

На примере плоской задачи в слое 0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐻𝐻 для уравнения

−𝜇𝜇2𝑙𝑙
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝑙𝑙
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ 𝑢𝑢 = 𝑐𝑐

1∫︁

0

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢+ 𝐹𝐹 (𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) (20.4.3)

изложим предложенную В. И. Лебедевым модификацию мето-
да, в которой определяется функция 𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥) = 𝑏𝑏𝑘𝑘(𝑥𝑥)− 1. Поскольку
𝑏𝑏𝑘𝑘 → 1 и 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 − 𝑢𝑢𝑘𝑘 → 0 при 𝑘𝑘 → ∞, то, по-видимому, целесооб-
разнее искать аддитивную поправку 𝑣𝑣𝑘𝑘 к единице, стремящую-
ся к нулю при 𝑘𝑘 → ∞. Тогда ошибки, возникающие от округле-
ний и от погрешности аппроксимации разностных уравнений
для поправки, будут стремиться к нулю при 𝑘𝑘 → ∞. Итак, поло-
жим
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𝑢𝑢𝑘𝑘+1(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = (1 + 𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥))𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). (20.4.4)

     Подставляя (20.4.4) в функционал (19.1.25), получаем урав-
нение для определения 𝑣𝑣𝑘𝑘(𝑥𝑥):

− 𝑙𝑙

2

(︁
𝐷𝐷𝑘𝑘 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑙𝑙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑣𝑣𝑘𝑘 +

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑙𝑙
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘

)︁
+ 𝑔𝑔𝑘𝑘𝑣𝑣𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑘𝑘+1/2(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 − 𝑢𝑢𝑘𝑘0), (20.4.5)

где

𝑔𝑔𝑘𝑘 =

1∫︁

0

⎡
⎣𝑙𝑙2𝜇𝜇2

(︃
𝜕𝜕𝜕𝜕𝑘𝑘+1/2

𝜕𝜕𝜕𝜕

)︃2

+ (𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)2

⎤
⎦ 𝑑𝑑𝑑𝑑− 𝑐𝑐(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 );

𝐷𝐷𝑘𝑘 =

1∫︁

0

𝜇𝜇2(𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)2𝑑𝑑𝑑𝑑;
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑘𝑘

𝑑𝑑𝑑𝑑
|𝑥𝑥=0,𝐻𝐻 = 0

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.4.6)

для основной задачи.
Сходимость метода одномерной периодической задачи

(20.1.4) с неизотропным источником исследована в [256].

20.5. Квазидиффузионный метод

В. Я. Гольдиным [111] был предложен нелинейный итера-
ционный метод, названный квазидиффузионным. Ускорение
сходимости в нем достигается путем введения зависящего
от пространственных координат коэффициента диффузии, ко-
торый заново вычисляется в процессе итераций. Разберем этот
метод на примере кинетического уравнения для плоскопарал-
лельной геометрии:

𝜇𝜇
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) (20.5.1)

при −𝐻𝐻 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝐻𝐻, −1 ≤ 𝜇𝜇 ≤ 1, где 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥−𝜇𝜇)1).
Пусть решение четно относительно 𝑥𝑥 = 0 и 𝜙𝜙(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0.

Умножим (20.5.1) на 𝜇𝜇 и, проинтегрировав результат по 𝜇𝜇 от 𝜇𝜇 =

−1 до 𝜇𝜇 = 1, получим
1)В работе [111] этот метод рассмотрен для изотропного источника.
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𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 +Σ0𝜙𝜙

𝑘𝑘+1
0 = 𝑓𝑓0(𝑥𝑥),

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2𝜙𝜙𝑘𝑘+1

0 +Σ𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 = 0,

𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 (0) = 0, 𝜙𝜙𝑘𝑘+1

1 (𝐻𝐻) = 𝑐𝑐
𝑘𝑘+1/2
1 (𝐻𝐻).

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(20.5.7)

Коэффициент диффузии 𝐷𝐷 и параметр 𝑐𝑐1 в граничном усло-
вии определяются однородными дробно-линейными функцио-
налами, зависящими от 𝜙𝜙. Поэтому можно ожидать слабой за-
висимости 𝐷𝐷 и 𝑐𝑐1 от 𝜙𝜙 для достаточно регулярных функций 𝜙𝜙

в окрестности 𝜇𝜇 = 0. Метод требует вычисления 𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2
2 . Для по-

лучения квазидиффузионной системы уравнений в общем слу-
чае надо сконструировать уравнение баланса и три уравнения 
для величин 𝜙𝜙0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝜙𝜙1 = 𝑆𝑆(Ω𝜙𝜙).

Ш. С. Николайшвили [292] предложил применительно к од-
номерным задачам модификацию этого метода с использовани-
ем приближения Ивона – Мартенса. Если обозначить

𝜇̄𝜇𝑛𝑛
1 =

1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

; 𝑢𝑢 =

1∫︁

0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙;

𝜇̄𝜇𝑛𝑛
2 =

−1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

−1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

; 𝑣𝑣 =

−1∫︁

0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.5.8)

то уравнениям (20.5.7) можно придать вид
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜇̄𝜇1
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇1

2𝑣𝑣
)︀
+Σ0(𝑢𝑢+ 𝑣𝑣) = 𝑓𝑓0;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜇̄𝜇2
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇2

2𝑣𝑣
)︀
+Σ

(︀
𝜇̄𝜇1
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇1

2𝑣𝑣
)︀
= 0;

𝑣𝑣(𝐻𝐻) = 0; 𝑢𝑢(0) = 𝑣𝑣(0).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.5.9)

1
1

1
2

2
1

2
2

Итерационный процесс проводим следующим образом. 
Пусть заданы 𝑢𝑢𝑘𝑘-, 𝑣𝑣𝑘𝑘-приближения для 𝑢𝑢𝑢 𝑣𝑣. Используя 𝑢𝑢𝑘𝑘, 𝑣𝑣𝑘𝑘, 
с помощью операции 𝐾𝐾 находим 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) и получаем по фор-
мулам (20.5.8) 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 . Подставляя их в систему (20.5.9) 
и решая задачу (20.5.9), находим новые значения 𝑢𝑢𝑘𝑘+1, 𝑣𝑣𝑘𝑘+1
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𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜙𝜙2 +Σ𝜙𝜙1 = 0, (20.5.2)

где

𝜙𝜙𝑖𝑖 =
1

2

1∫︁

−1

𝜇𝜇𝑖𝑖𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 (20.5.3)

     Уравнение (20.5.2) перепишем в виде
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝐷𝐷0 +Σ𝜙𝜙1 = 0, (20.5.4)

где 𝐷𝐷 = 𝜙𝜙2/𝜙𝜙0. Из условий симметрии следует, что 𝜙𝜙1(0) = 0, а из
граничных условий при 𝑥𝑥 = 𝐻𝐻 получаем

𝜙𝜙1(𝐻𝐻)

𝜙𝜙0(𝐻𝐻)
= 𝑐𝑐1, (20.5.5)

где 𝑐𝑐1 =

1∫︀
0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇

1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

; 𝑥𝑥 = 𝐻𝐻 (здесь мы предполагаем, что 𝜙𝜙0 ≥ 𝛼𝛼 𝛼 0).

Итерационный процесс строится следующим образом. Вы-
полняем операцию (20.1.1), в результате которой находим

𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2
0 , 𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2
2 и

1∫︀
0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝑘𝑘+1/2(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻)𝑑𝑑𝑑𝑑,
1∫︀
0
𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻)𝑑𝑑𝑑𝑑.

Затем вычисляем 𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥), 𝑐𝑐𝑘𝑘+1/2
1 по формулам

𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥) =
𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2
2

𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2
0

;

𝑐𝑐
𝑘𝑘+1/2
1 =

1∫︀
0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝑘𝑘+1/2(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻)𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︀
0

𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻)𝑑𝑑𝑑𝑑

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.5.6)

Подставляя эти значения 𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥), 𝑐𝑐𝑘𝑘+1/2
1 в (20.5.4), (20.5.5),

находим 𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 , 𝜙𝜙𝑘𝑘+1

0 как решения краевой задачи для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений:
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𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 +Σ0𝜙𝜙

𝑘𝑘+1
0 = 𝑓𝑓0(𝑥𝑥),

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐷𝐷𝑘𝑘+1/2𝜙𝜙𝑘𝑘+1

0 +Σ𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 = 0,

𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 (0) = 0, 𝜙𝜙𝑘𝑘+1

1 (𝐻𝐻) = 𝑐𝑐
𝑘𝑘+1/2
1 (𝐻𝐻).

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(20.5.7)

Коэффициент диффузии 𝐷𝐷 и параметр 𝑐𝑐1 в граничном усло-
вии определяются однородными дробно-линейными функцио-
налами, зависящими от 𝜙𝜙. Поэтому можно ожидать слабой за-
висимости 𝐷𝐷 и 𝑐𝑐1 от 𝜙𝜙 для достаточно регулярных функций 𝜙𝜙

в окрестности 𝜇𝜇 = 0. Метод требует вычисления 𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2
2 . Для по-

лучения квазидиффузионной системы уравнений в общем слу-
чае надо сконструировать уравнение баланса и три уравнения 
для величин 𝜙𝜙0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝜙𝜙1 = 𝑆𝑆(Ω𝜙𝜙).

Ш. С. Николайшвили [292] предложил применительно к од-
номерным задачам модификацию этого метода с использовани-
ем приближения Ивона – Мартенса. Если обозначить

𝜇̄𝜇𝑛𝑛
1 =

1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

; 𝑢𝑢 =

1∫︁

0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙;

𝜇̄𝜇𝑛𝑛
2 =

−1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

−1∫︀
0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

; 𝑣𝑣 =

−1∫︁

0

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.5.8)

то уравнениям (20.5.7) можно придать вид
𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜇̄𝜇1
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇1

2𝑣𝑣
)︀
+Σ0(𝑢𝑢+ 𝑣𝑣) = 𝑓𝑓0;

𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

(︀
𝜇̄𝜇2
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇2

2𝑣𝑣
)︀
+Σ

(︀
𝜇̄𝜇1
1𝑢𝑢+ 𝜇̄𝜇1

2𝑣𝑣
)︀
= 0;

𝑣𝑣(𝐻𝐻) = 0; 𝑢𝑢(0) = 𝑣𝑣(0).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.5.9)

1
1

1
2

2
1

2
2

Итерационный процесс проводим следующим образом. 
Пусть заданы 𝑢𝑢𝑘𝑘-, 𝑣𝑣𝑘𝑘-приближения для 𝑢𝑢𝑢 𝑣𝑣. Используя 𝑢𝑢𝑘𝑘, 𝑣𝑣𝑘𝑘, 
с помощью операции 𝐾𝐾 находим 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) и получаем по фор-
мулам (20.5.8) 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 , 𝜇̄𝜇 . Подставляя их в систему (20.5.9) 
и решая задачу (20.5.9), находим новые значения 𝑢𝑢𝑘𝑘+1, 𝑣𝑣𝑘𝑘+1
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раторы, которыми определяется 𝐾𝐾𝐾𝐾 , существуют и определены
в пространстве ℬ. Для простоты предположим, что рассеяние
нейтронов изотропно. Это значит, что индикатриса рассеяния
не зависит от Ω, а 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐.

Рассмотрим уравнение (19.1.18), где оператор 𝐿𝐿0 определен
на множестве функций, удовлетворяющих краевому условию
(19.1.17).

1. Выполняем операцию 𝐾𝐾, то есть

𝐿𝐿0𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0

𝑘𝑘 + 𝐹𝐹𝐹 (20.6.1)

Операцию 𝐾𝐾 используем только для вычисления 𝑢𝑢0
𝑘𝑘+1/2

=

= 𝑆𝑆𝑆𝑆0
𝑘𝑘+1/2. Задача (20.6.1) является краевой задачей для обык-

новенного дифференциального уравнения 2-го порядка вдоль
каждой траектории нейтрона с направлением Ω; она может
быть решена методом прогонки. Итак, если рассматривать
(20.6.1) как операторное уравнение, то

𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆0
−1(𝑐𝑐𝑐𝑐0

𝑘𝑘 + 𝐹𝐹 ), (20.6.2)

а 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 есть решение задачи

𝐿̃𝐿0𝜂𝜂
𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑘𝑘+1/2
0 + 𝐹𝐹1, (20.6.3)

где 𝑓𝑓1 = 𝑐𝑐(𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0 −𝑢𝑢𝑘𝑘0), а 𝐿̃𝐿0 — оператор 𝐿𝐿0, определенный на функ-

циях 𝜂𝜂, удовлетворяющих краевому условию

𝐵𝐵𝐵𝐵
⃒⃒
Γ×Ω

= 𝐵𝐵(𝑢𝑢− 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)
⃒⃒
Γ×Ω

. (20.6.4)

2. Операцию 𝑃𝑃 строим следующим образом. Пусть задаче
(20.6.3) ставится в соответствие краевая задача в области 𝐷𝐷

для линейного дифференциального уравнения 2𝑛𝑛-го порядка:

𝑄𝑄𝑛𝑛𝑤𝑤 = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑓𝑓1). (20.6.5)

     Назовем это операторное уравнение 𝑃𝑃 -уравнением. В нем
𝑄𝑄𝑛𝑛, 𝑃𝑃𝑛𝑛 — дифференциальные операторы порядка 2𝑛𝑛, опреде-
ленные на функциях 𝑤𝑤(x), которые удовлетворяют краевым
условиям

𝐵̃𝐵(𝑤𝑤 − 𝑢𝑢+ 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)
⃒⃒
Γ
= 0, (20.6.6)

в некотором смысле соответствующим краевым условиям
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и т. д. Хотя уравнения (20.1.1), (20.5.1), (20.5.6), (20.5.9) при со-
ответствующих краевых условиях являются согласованными,
для их разностных аналогов это не обязательно так. В работе
В. Е. Трощиева, В. Ф. Юдинцева, В. И. Федянина [357] для слу-
чая сферически-симметрических задач и при условии, что
кинетическое уравнение решается дивергентными разност-
ными схемами 𝑆𝑆𝑛𝑛-метода, получены согласованные разност-
ные схемы метода квазидиффузии. Вопросы согласованности
для общей геометрии весьма сложны. Это, а также пересчет
на каждой итерации новых граничных условий (это может быть
обременительным делом, например, в многомерных задачах)
побудило некоторых авторов использовать, как в 𝐾𝐾𝐾𝐾 -методе,
уравнения квазидиффузии лишь для нахождения поправки,
удовлетворяющей на границе области более простым, апри-
ори заданным краевым условиям. Уравнение для поправки
выводится в предположении, что на каждой итерации можно
пренебречь разностью 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
[(𝐷𝐷 −𝐷𝐷𝜈𝜈)𝜙𝜙0].

В [256] показано, что сходимость нелинейных методов мо-
жет замедляться или даже нарушаться при возрастании анизо-
тропии источника.

20.6. 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метод

Опишем в общем виде 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метод применительно к ки-
нетическим уравнениям и обсудим некоторые способы по-
строения операции 𝑃𝑃 [202, 211, 212]. Удобнее рассматривать 
самосопряженную задачу (19.1.18). При четной индикатрисе 
рассеяния и четной функции источника это не накладывает 
никаких дополнительных ограничений, так как очевидно, что 
последовательные приближения метода итераций источников 
по столкновениям, которые в 𝐾𝐾𝑃𝑃 -методе рассматриваются 
как операции 𝐾𝐾, например, эквивалентны для краевых задач 
(19.1.2), (19.1.6) и (19.1.15), (19.1.20).

Предположим, что сходимость итераций рассматриваем 
в некотором банаховом пространстве (ℬ-пространстве) функций, 
определенных в области 𝐷𝐷.  Предположим  также,  что  все  опе-
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раторы, которыми определяется 𝐾𝐾𝐾𝐾 , существуют и определены
в пространстве ℬ. Для простоты предположим, что рассеяние
нейтронов изотропно. Это значит, что индикатриса рассеяния
не зависит от Ω, а 𝑆𝑆0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐.

Рассмотрим уравнение (19.1.18), где оператор 𝐿𝐿0 определен
на множестве функций, удовлетворяющих краевому условию
(19.1.17).

1. Выполняем операцию 𝐾𝐾, то есть

𝐿𝐿0𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐0

𝑘𝑘 + 𝐹𝐹𝐹 (20.6.1)

Операцию 𝐾𝐾 используем только для вычисления 𝑢𝑢0
𝑘𝑘+1/2

=

= 𝑆𝑆𝑆𝑆0
𝑘𝑘+1/2. Задача (20.6.1) является краевой задачей для обык-

новенного дифференциального уравнения 2-го порядка вдоль
каждой траектории нейтрона с направлением Ω; она может
быть решена методом прогонки. Итак, если рассматривать
(20.6.1) как операторное уравнение, то

𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 = 𝑆𝑆𝑆𝑆0
−1(𝑐𝑐𝑐𝑐0

𝑘𝑘 + 𝐹𝐹 ), (20.6.2)

а 𝜂𝜂𝑘𝑘+1/2 есть решение задачи

𝐿̃𝐿0𝜂𝜂
𝑘𝑘+1/2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐

𝑘𝑘+1/2
0 + 𝐹𝐹1, (20.6.3)

где 𝑓𝑓1 = 𝑐𝑐(𝑢𝑢
𝑘𝑘+1/2
0 −𝑢𝑢𝑘𝑘0), а 𝐿̃𝐿0 — оператор 𝐿𝐿0, определенный на функ-

циях 𝜂𝜂, удовлетворяющих краевому условию

𝐵𝐵𝐵𝐵
⃒⃒
Γ×Ω

= 𝐵𝐵(𝑢𝑢− 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)
⃒⃒
Γ×Ω

. (20.6.4)

2. Операцию 𝑃𝑃 строим следующим образом. Пусть задаче
(20.6.3) ставится в соответствие краевая задача в области 𝐷𝐷

для линейного дифференциального уравнения 2𝑛𝑛-го порядка:

𝑄𝑄𝑛𝑛𝑤𝑤 = 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑓𝑓1). (20.6.5)

     Назовем это операторное уравнение 𝑃𝑃 -уравнением. В нем
𝑄𝑄𝑛𝑛, 𝑃𝑃𝑛𝑛 — дифференциальные операторы порядка 2𝑛𝑛, опреде-
ленные на функциях 𝑤𝑤(x), которые удовлетворяют краевым
условиям

𝐵̃𝐵(𝑤𝑤 − 𝑢𝑢+ 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2)
⃒⃒
Γ
= 0, (20.6.6)

в некотором смысле соответствующим краевым условиям
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в 𝐻𝐻0 оператором. Поэтому для уравнения (19.1.23) применимы 
утверждения, изложенные в [256], § 10.9.

Сходимость 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метода докажем в унитарной норме, порож-
денной функционалом 𝐺𝐺(𝑣𝑣). Нетрудно видеть, что операция 𝐾𝐾 
уменьшает значение функционала 𝐺𝐺(𝑣𝑣).

Пусть операция 𝑃𝑃 состоит в решении уравнений метода сфе-
рических гармоник 𝑃𝑃2𝑛𝑛−1-приближении с граничными условия-
ми Маршака – Владимирова [71]. В обозначениях работы [71] 
эти уравнения имеют вид

𝐿𝐿(𝑛𝑛)𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 = 𝑆𝑆
(𝑛𝑛)
0 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 + 𝐹𝐹 (𝑛𝑛), (20.7.1)

где для операции 𝑃𝑃 имеем 𝐹𝐹 (𝑛𝑛) = 𝑆𝑆
(𝑛𝑛)
0 (𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 − 𝑢𝑢𝑘𝑘). Окончательно

𝑢𝑢𝑘𝑘+1 = 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 + 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2. (20.7.2)

     В уравнении (20.7.1) функция 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 принадлежит простран-
ству функций, представимых в виде

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

∑︁
𝑖𝑖

𝜓𝜓2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(x)𝑌𝑌2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(Ω), (20.7.3)

где функции 𝜓𝜓2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(x) пробегают соболевское пространство
𝑊𝑊

(1)
2 (𝐷𝐷) [340], а 𝑌𝑌2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(Ω) — сферические функции. Это про-

странство функций 𝑤𝑤 обозначим 𝐻𝐻 ′. Тогда (. . . )𝑛𝑛 в формуле
(20.7.1) означает проектирование на это пространство. В ра-
боте В. С. Владимирова [71] показано, что функция 𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻 ′,
реализующая min

𝑊𝑊∈𝐻𝐻′
𝐺𝐺(𝑤𝑤), является решением уравнения (20.7.1)

при соответствующей правой части. Следовательно, 𝐾𝐾𝐾𝐾 -метод
сходится в 𝐻𝐻0 [206].

Пусть теперь операция 𝑃𝑃 состоит в решении краевой за-
дачи для 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений, рассмотренной в § 19.4. Пусть 𝐻𝐻 ′ —
пространство кусочно-постоянных по Ω функций, на котором
определены 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнения. В § 19.4 показано, что решение
𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений реализует min

𝑊𝑊∈𝐻𝐻′
𝐺𝐺(𝑤𝑤). Следовательно, если за опе-

рацию 𝑃𝑃 взять решение краевой задачи для 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений, то
такой 𝐾𝐾𝐾𝐾 -метод сходится в 𝐻𝐻0 [206].

Заметим, что в обоих методах ускорения сходимости поправ-
ка 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 не удовлетворяет точно краевым условиям: она не ле-
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(20.6.4) и аппроксимирующих их. Предположим, что существу-
ет и сравнительно легко находится оператор (𝑄𝑄𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐)

−1𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐.
Тогда операция 𝑃𝑃 состоит в нахождении решения задачи
(20.6.5), (20.6.6) при 𝑓𝑓1 = 𝑐𝑐(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 − 𝑢𝑢𝑘𝑘0):

𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 = (𝑄𝑄𝑛𝑛 − 𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐)
−1𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐(𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 − 𝑢𝑢𝑘𝑘0). (20.6.7)

     Далее полагаем
𝑢𝑢𝑘𝑘+1
0 = 𝑢𝑢

𝑘𝑘+1/2
0 + 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2. (20.6.8)

За нулевое приближение 𝑢𝑢00 = 𝑆𝑆𝑆𝑆0 можно взять решение за-
дачи (20.6.5) с 𝑓𝑓1 = 𝐹𝐹 при соответствующих краевых условиях.
Между функциями 𝑢𝑢𝑘𝑘+1

0 и 𝑢𝑢𝑘𝑘0 существует соотношение, которое
получается, если в равенство (20.6.8) подставить результат опе-
раций (20.6.1), (20.6.7):

𝑢𝑢𝑘𝑘+1
0 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘0 +𝑀𝑀1𝐹𝐹𝐹 (20.6.9)

где операторы 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀1 выражаются формулами
𝑀𝑀 = (𝐼𝐼 −𝑄𝑄−1

𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐)
−1(𝑆𝑆𝑆𝑆−1

0 −𝑄𝑄−1
𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛);

𝑀𝑀1 = (𝐼𝐼 −𝑄𝑄−1
𝑛𝑛 𝑃𝑃𝑛𝑛𝑐𝑐)

−1𝑆𝑆𝑆𝑆−1
0 .

(20.6.10)

Очевидно, что при ‖𝑀𝑀 𝑐𝑐‖ = 𝑞𝑞  < 1 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метод, определенный 
формулами (20.6.1), (20.6.7), (20.6.8), сходится в пространстве 
ℬ со скоростью — ln 𝑞𝑞. Также очевидно, что если метод простой 
итерации сходится, то существуют операторы сходящегося 
𝐾𝐾𝑃𝑃 -метода (например, таковыми являются операторы с 𝑃𝑃𝑛𝑛 ≡ 0).

20.7. Сходимость 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метода

Сходимость 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метода покажем для самосопряженного 
кинетического уравнения (19.1.23). Класс дифференциальных 
операторов 𝑄𝑄𝑛𝑛, 𝑃𝑃𝑛𝑛, дающих сходящийся 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метод, был описан 
леммой 1 и задачей 𝐴𝐴 в работе [202] (см. задачу 𝐴𝐴 в § 20.6). 
Далее будем использовать обозначения и результаты § 19.1. 
Функция 𝑢𝑢 ∈ 𝐻𝐻0, реализующая минимум функционала (19.1.25), 
является обобщенным решением задачи (19.1.23), и для 𝐺𝐺(𝑣𝑣) 
справедливы неравенства (19.1.26), а оператор 𝐿𝐿0

−1𝑆𝑆0 является 
вполне непрерывным положительным и самосопряженным
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в 𝐻𝐻0 оператором. Поэтому для уравнения (19.1.23) применимы 
утверждения, изложенные в [256], § 10.9.

Сходимость 𝐾𝐾𝑃𝑃 -метода докажем в унитарной норме, порож-
денной функционалом 𝐺𝐺(𝑣𝑣). Нетрудно видеть, что операция 𝐾𝐾 
уменьшает значение функционала 𝐺𝐺(𝑣𝑣).

Пусть операция 𝑃𝑃 состоит в решении уравнений метода сфе-
рических гармоник 𝑃𝑃2𝑛𝑛−1-приближении с граничными условия-
ми Маршака – Владимирова [71]. В обозначениях работы [71] 
эти уравнения имеют вид

𝐿𝐿(𝑛𝑛)𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 = 𝑆𝑆
(𝑛𝑛)
0 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 + 𝐹𝐹 (𝑛𝑛), (20.7.1)

где для операции 𝑃𝑃 имеем 𝐹𝐹 (𝑛𝑛) = 𝑆𝑆
(𝑛𝑛)
0 (𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 − 𝑢𝑢𝑘𝑘). Окончательно

𝑢𝑢𝑘𝑘+1 = 𝑢𝑢𝑘𝑘+1/2 + 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2. (20.7.2)

     В уравнении (20.7.1) функция 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 принадлежит простран-
ству функций, представимых в виде

𝑛𝑛−1∑︁
𝑘𝑘=0

∑︁
𝑖𝑖

𝜓𝜓2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(x)𝑌𝑌2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(Ω), (20.7.3)

где функции 𝜓𝜓2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(x) пробегают соболевское пространство
𝑊𝑊

(1)
2 (𝐷𝐷) [340], а 𝑌𝑌2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘(Ω) — сферические функции. Это про-

странство функций 𝑤𝑤 обозначим 𝐻𝐻 ′. Тогда (. . . )𝑛𝑛 в формуле
(20.7.1) означает проектирование на это пространство. В ра-
боте В. С. Владимирова [71] показано, что функция 𝑤𝑤 ∈ 𝐻𝐻 ′,
реализующая min

𝑊𝑊∈𝐻𝐻′
𝐺𝐺(𝑤𝑤), является решением уравнения (20.7.1)

при соответствующей правой части. Следовательно, 𝐾𝐾𝐾𝐾 -метод
сходится в 𝐻𝐻0 [206].

Пусть теперь операция 𝑃𝑃 состоит в решении краевой за-
дачи для 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений, рассмотренной в § 19.4. Пусть 𝐻𝐻 ′ —
пространство кусочно-постоянных по Ω функций, на котором
определены 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнения. В § 19.4 показано, что решение
𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений реализует min

𝑊𝑊∈𝐻𝐻′
𝐺𝐺(𝑤𝑤). Следовательно, если за опе-

рацию 𝑃𝑃 взять решение краевой задачи для 𝑃𝑃1𝐼𝐼 -уравнений, то
такой 𝐾𝐾𝐾𝐾 -метод сходится в 𝐻𝐻0 [206].

Заметим, что в обоих методах ускорения сходимости поправ-
ка 𝑤𝑤𝑘𝑘+1/2 не удовлетворяет точно краевым условиям: она не ле-
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где 𝐿𝐿1 = 𝐿𝐿11 + 𝐿𝐿12 + 𝐿𝐿13, 𝐿𝐿1𝑖𝑖 — аппроксимации одномерных опе-
раторов Ω𝑖𝑖 𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝑥𝑥𝑖𝑖

, 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. Основная цель наших исследований —
решение стационарной задачи (19.1.4), (19.1.6). Сформулируем
некоторые свойства операторов Λ1 и Λ2 в пространстве 𝐿𝐿2(𝐷𝐷×Ω).

Лемма 20.8.1. Оператор Λ2 при Σ0 = Σ−Σ𝑠𝑠 > 0 положитель-
но определен.

Лемма 20.8.2. Оператор Λ1 является положительным.

Лемма 20.8.3. Оператор (𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)
−1 существует и ограни-

чен из 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 × Ω) в 𝐷𝐷0, причем ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)
−1𝐹𝐹‖ ≤ (1 − exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑)) ×

×‖𝐹𝐹‖, 𝐹𝐹 ∈ 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 ×Ω), где 𝑑𝑑 — диаметр области 𝐷𝐷.

Рассмотрим теперь самосопряженную формулировку задачи
(19.1.4), (19.1.6). Для этого уравнение (19.1.15) вдоль характе-
ристик x′ = x− 𝜉𝜉Ω запишем в виде

− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

1

Σ

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑢𝑢 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
𝑢𝑢0 + 𝐹𝐹 (x,Ω), (20.8.8)

где 𝐹𝐹  = 𝐹𝐹 Σ, а функция 𝑢𝑢(x′ + 𝜉𝜉Ω, Ω) удовлетворяет граничным 
условиям

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑢𝑢

⃒⃒
Γ−Ω

= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− Σ𝑢𝑢

⃒⃒
ΓΩ

= 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(20.8.9)

Рассмотрим операторы

Λ′
1 = − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

1

Σ

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ0𝐼𝐼; Λ′

2 = Σ𝑠𝑠(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆), (20.8.10)

где штрих означает, что операторы Λ′
1 и Λ′

2 связаны с задачей
(20.8.8), (20.8.9). Отметим свойства операторов Λ′

1 и Λ′
2.

Лемма 20.8.4. Оператор Λ′
1 положительно определен

при Σ0 ≥ 0.

Лемма 20.8.5. Оператор Λ′
2 положительно полуопределен.

Утверждения лемм 20.8.1–20.8.5 являются следствиями ре-
зультатов работы В. С. Владимирова [71]. Кроме перечисленных
свойств отметим следующие свойства операторов Λ2 и Λ′

2: они
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жит в области определения оператора 𝐿𝐿0, однако лежит в обла-
сти определения обобщенных операторов задачи.

20.8. Решение кинетического уравнения
методом расщепления

Рассмотрим нестационарное односкоростное уравнение

1

𝑣𝑣

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω∇𝜙𝜙+Σ𝜙𝜙 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁

Ω

𝜙𝜙(x,Ω′, 𝑡𝑡)𝑑𝑑Ω′ + 𝑓𝑓(x,Ω, 𝑡𝑡). (20.8.1)

Для уравнения (20.8.1) поставим смешанную задачу Коши
𝜙𝜙(x,Ω, 𝑡𝑡) = 0 при Ωn < 0 x, 𝑡𝑡 ∈ 𝛾𝛾𝛾 (20.8.2)

𝜙𝜙(x,Ω, 0) = Φ(x,Ω), x,Ω ∈ 𝐷𝐷 ×Ω (20.8.3)

в цилиндрической области Π = 𝐷𝐷 × Ω × 𝑇𝑇 с основанием 𝐷𝐷 × Ω 
и боковой границей 𝛾𝛾 = Γ × 𝑇𝑇 . В этом параграфе используем 
обозначения § 19.1.

Наряду с нестационарной задачей (20.8.1)–(20.8.3) рассмот-
рим стационарную задачу (19.1.4), (19.1.6) при 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) = 1. Реше-
ние ее будем искать в классе 𝐷𝐷0 (см. § 19.1). Для интегриро-
вания задачи (20.8.1)–(20.8.3) используем схему расщепления 
[258]:

𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘

𝜏𝜏
+ 𝐿𝐿2(𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑘𝑘+1/2 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘) = 𝑓𝑓 ; (20.8.4)

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2

𝜏𝜏
+ 𝐿𝐿1(𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑘𝑘+1 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘+1/2) = 0, (20.8.5)

где 𝐿𝐿2 = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠𝑆𝑆, 𝐿𝐿1 = Ω𝛿𝛿 — разностные аппроксимации опера-
торов Λ2 = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︀
Ω

𝑑𝑑Ω′, Λ1 = Ω∇ соответственно; 𝑓𝑓 — аппрокси-

мация 𝑓𝑓 ; 𝜏𝜏 = 𝑣𝑣Δ𝑡𝑡; 𝛼𝛼 > 0; 𝛽𝛽 > 0; 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 1.
Расщепляя оператор второго дробного шага, получаем схему 

полного расщепления.
𝜙𝜙𝑘𝑘+1/4 − 𝜙𝜙𝑘𝑘

𝜏𝜏
+ 𝐿𝐿2(𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑘𝑘+1/4 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘) = 𝑓𝑓 ; (20.8.6)

𝜙𝜙𝑘𝑘+(𝑠𝑠+1)/4 − 𝜙𝜙𝑘𝑘+𝑠𝑠𝑠4

𝜏𝜏
+ 𝐿𝐿1𝑠𝑠(𝛼𝛼𝛼𝛼

𝑘𝑘+(𝑠𝑠+1)/4 + 𝛽𝛽𝛽𝛽𝑘𝑘+𝑠𝑠𝑠2) = 0, (20.8.7)
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где 𝐿𝐿1 = 𝐿𝐿11 + 𝐿𝐿12 + 𝐿𝐿13, 𝐿𝐿1𝑖𝑖 — аппроксимации одномерных опе-
раторов Ω𝑖𝑖 𝜕𝜕

𝜕𝜕
𝑥𝑥𝑖𝑖

, 𝑖𝑖 = 1, 2, 3. Основная цель наших исследований —
решение стационарной задачи (19.1.4), (19.1.6). Сформулируем
некоторые свойства операторов Λ1 и Λ2 в пространстве 𝐿𝐿2(𝐷𝐷×Ω).

Лемма 20.8.1. Оператор Λ2 при Σ0 = Σ−Σ𝑠𝑠 > 0 положитель-
но определен.

Лемма 20.8.2. Оператор Λ1 является положительным.

Лемма 20.8.3. Оператор (𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)
−1 существует и ограни-

чен из 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 × Ω) в 𝐷𝐷0, причем ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)
−1𝐹𝐹‖ ≤ (1 − exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑)) ×

×‖𝐹𝐹‖, 𝐹𝐹 ∈ 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 ×Ω), где 𝑑𝑑 — диаметр области 𝐷𝐷.

Рассмотрим теперь самосопряженную формулировку задачи
(19.1.4), (19.1.6). Для этого уравнение (19.1.15) вдоль характе-
ристик x′ = x− 𝜉𝜉Ω запишем в виде

− 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

1

Σ

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑢𝑢 =

Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋
𝑢𝑢0 + 𝐹𝐹 (x,Ω), (20.8.8)

где 𝐹𝐹  = 𝐹𝐹 Σ, а функция 𝑢𝑢(x′ + 𝜉𝜉Ω, Ω) удовлетворяет граничным 
условиям

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ𝑢𝑢

⃒⃒
Γ−Ω

= 0;

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
− Σ𝑢𝑢

⃒⃒
ΓΩ

= 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(20.8.9)

Рассмотрим операторы

Λ′
1 = − 𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

1

Σ

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Σ0𝐼𝐼; Λ′

2 = Σ𝑠𝑠(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆), (20.8.10)

где штрих означает, что операторы Λ′
1 и Λ′

2 связаны с задачей
(20.8.8), (20.8.9). Отметим свойства операторов Λ′

1 и Λ′
2.

Лемма 20.8.4. Оператор Λ′
1 положительно определен

при Σ0 ≥ 0.

Лемма 20.8.5. Оператор Λ′
2 положительно полуопределен.

Утверждения лемм 20.8.1–20.8.5 являются следствиями ре-
зультатов работы В. С. Владимирова [71]. Кроме перечисленных
свойств отметим следующие свойства операторов Λ2 и Λ′

2: они
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Теорема 20.8.1. При любом начальном приближении 𝜙𝜙0 ∈
∈ 𝐷̃𝐷0, 0 < 𝜏𝜏 𝜏 ∞, 0 < 𝑎𝑎 ≤ 2 метод (20.8.13) сходится в 𝐿𝐿2 к един-
ственному решению задачи (20.8.11).

Доказательства остаются в силе при 𝑔𝑔 = 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) ̸≡ 1. В предпо-
ложении неизотропности рассеяния справедлива

Лемма 20.8.8 [256]. Оператор

Λ = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁

Ω

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝑑𝑑Ω
′ (20.8.17)

положительно определен при Σ0 > 0 и положительно полу-
определен при Σ0 = 0.

Полагая 𝜏𝜏 = 𝑣𝑣Δ𝑡𝑡, видим, что алгоритм (20.8.13) при 𝑎𝑎 = 2 при-
меним для решения задачи (20.8.1)–(20.8.3). При этом опера-
тор 𝑇𝑇 = (𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)

−1(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)
−1(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ1) является опера-

тором шага. Область определения оператора плотна в 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 ×
×Ω). Выполнение неравенства ‖𝑇𝑇‖ < 1 при любом 𝜏𝜏 𝜏 0 обес-
печивает равномерную ограниченность семейства операторов
при всех 𝑗𝑗 𝑗 0. Кроме этого, при выполнении условий леммы
20.8.6 имеет место неравенство ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ)−1(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)

−1‖ ≤ ‖(𝐼𝐼 +

𝜏𝜏Λ1)
−1‖ · ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)

−1‖ < 1 при любом 0 < 𝜏𝜏 𝜏 ∞, 𝜙𝜙 ∈ 𝐷̃𝐷0. Указанные
свойства оператора 𝑇𝑇 гарантируют устойчивость счета. Непо-
средственная проверка показывает, что имеется аппроксима-
ция по 𝑡𝑡. Тогда по теореме эквивалетности получим сходимость
расщепленной задачи (20.8.11) к решению нестационарной за-
дачи (20.8.1)–(20.8.3).

При практической реализации алгоритмов численного
решения кинетического уравнения методом расщепления
возможны различные схемы и их модификации. Общие прин-
ципы построения таких схем и постановки граничных условий
для схем расщепления обсуждаются в работе [258]. Применим
метод:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)(𝜙𝜙
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) = −𝑎𝑎𝑎𝑎(Λ𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝑓𝑓). (20.8.18)

Введем вспомогательные функции 𝜙𝜙1 и 𝜙𝜙2 и представим урав-
нение (20.8.18) в виде системы уравнений:
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ограниченные и самосопряженные в 𝐿𝐿2, причем преобразуют
любую функцию из 𝐿𝐿2 снова в функцию из 𝐿𝐿2. При Σ0 = 0 опера-
тор Λ2 становится положительно полуопределенным.

Введем в линейном множестве 𝐷̃𝐷0 и соответственно в 𝐷𝐷0

норму, положив ‖𝜙𝜙‖1 = ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙‖; 𝜙𝜙 ∈ 𝐷̃𝐷0; ‖𝜙𝜙‖2 = ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1
′ )𝜙𝜙‖;

𝜙𝜙 ∈ 𝐷𝐷0, и отметим неравенства ‖𝜙𝜙‖ ≤ (1 − exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑))‖𝜙𝜙‖1; 𝜙𝜙 ∈ 𝐷̃𝐷0;
‖𝜙𝜙‖ ≤ (1 − exp(−𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑))‖𝜙𝜙‖2; 𝜙𝜙 ∈ 𝐷𝐷0. Норма ‖𝜙𝜙‖ понимается как
норма в пространстве 𝐿𝐿2. Отсюда из сходимости в 𝐷̃𝐷0 (соответ-
ственно в 𝐷𝐷0) вытекает сходимость в 𝐿𝐿2. Принимая, что область
определения оператора Λ1 составляют функции множества 𝐷̃𝐷0,
а область определения оператора Λ1

′ — функции множества 𝐷𝐷0,
краевую задачу (19.1.4), (19.1.6) можно записать в виде

(Λ1 + Λ2)𝜙𝜙 = 𝑓𝑓𝑓 (20.8.11)
а краевую задачу (20.8.8), (20.8.9) — в виде

(Λ1
′ + Λ2

′ )𝜙𝜙 = 𝑓𝑓𝑓 (20.8.12)
Для решения задачи (20.8.11) построим итерационный

метод
𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎(Λ𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝑓𝑓); Λ = Λ1 + Λ2, (20.8.13)

где
𝐵𝐵 =

[︀
(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)

]︀−1; (20.8.14)

𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎  — итерационные параметры. Формальная подстановка вме-
сто Λ1 и Λ2 операторов Λ′

1 и Λ′
2 в соотношения (20.8.13) и (20.8.14)

дает итерационные методы для решения задачи (20.8.12). До-
кажем сходимость метода (20.8.13) к решению задачи (20.8.11)
или (20.8.12). Справедлива

Лемма 20.8.6 [256]. При всех 0 < 𝜏𝜏 < ∞

‖𝑅𝑅‖ = ‖(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)
−1(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ1)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)

−1‖ < 1 (20.8.15)

на классе функций 𝐷̃𝐷0,

‖𝑅𝑅′‖ = ‖(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ′
2)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ′

2)
−1(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ′

1)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ′
1)

−1‖ < 1 (20.8.16)

на классе функций 𝐷𝐷0.

Основываясь на лемме 20.8.6 в [256] доказана следующая
теорема.
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Теорема 20.8.1. При любом начальном приближении 𝜙𝜙0 ∈
∈ 𝐷̃𝐷0, 0 < 𝜏𝜏 𝜏 ∞, 0 < 𝑎𝑎 ≤ 2 метод (20.8.13) сходится в 𝐿𝐿2 к един-
ственному решению задачи (20.8.11).

Доказательства остаются в силе при 𝑔𝑔 = 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) ̸≡ 1. В предпо-
ложении неизотропности рассеяния справедлива

Лемма 20.8.8 [256]. Оператор

Λ = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠

4𝜋𝜋

∫︁

Ω

𝑔𝑔(𝜇𝜇0)𝑑𝑑Ω
′ (20.8.17)

положительно определен при Σ0 > 0 и положительно полу-
определен при Σ0 = 0.

Полагая 𝜏𝜏 = 𝑣𝑣Δ𝑡𝑡, видим, что алгоритм (20.8.13) при 𝑎𝑎 = 2 при-
меним для решения задачи (20.8.1)–(20.8.3). При этом опера-
тор 𝑇𝑇 = (𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)

−1(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)
−1(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ1) является опера-

тором шага. Область определения оператора плотна в 𝐿𝐿2(𝐷𝐷 ×
×Ω). Выполнение неравенства ‖𝑇𝑇‖ < 1 при любом 𝜏𝜏 𝜏 0 обес-
печивает равномерную ограниченность семейства операторов
при всех 𝑗𝑗 𝑗 0. Кроме этого, при выполнении условий леммы
20.8.6 имеет место неравенство ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ)−1(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)

−1‖ ≤ ‖(𝐼𝐼 +

𝜏𝜏Λ1)
−1‖ · ‖(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)

−1‖ < 1 при любом 0 < 𝜏𝜏 𝜏 ∞, 𝜙𝜙 ∈ 𝐷̃𝐷0. Указанные
свойства оператора 𝑇𝑇 гарантируют устойчивость счета. Непо-
средственная проверка показывает, что имеется аппроксима-
ция по 𝑡𝑡. Тогда по теореме эквивалетности получим сходимость
расщепленной задачи (20.8.11) к решению нестационарной за-
дачи (20.8.1)–(20.8.3).

При практической реализации алгоритмов численного
решения кинетического уравнения методом расщепления
возможны различные схемы и их модификации. Общие прин-
ципы построения таких схем и постановки граничных условий
для схем расщепления обсуждаются в работе [258]. Применим
метод:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)(𝜙𝜙
𝑘𝑘+1 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) = −𝑎𝑎𝑎𝑎(Λ𝜙𝜙𝑘𝑘 − 𝑓𝑓). (20.8.18)

Введем вспомогательные функции 𝜙𝜙1 и 𝜙𝜙2 и представим урав-
нение (20.8.18) в виде системы уравнений:
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𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω1

𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

1 = 𝜓𝜓𝜌𝜌;

𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω2

𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

2 = 𝜓𝜓𝜌𝜌+1
1 ;

𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω3

𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

3 = 𝜓𝜓𝜌𝜌+1
2 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.8.25)

    Решение задачи (20.8.23) 𝜓𝜓𝜌𝜌+1 найдется из соотношения 
𝜓𝜓𝜌𝜌+1 = 𝜓𝜓3

𝜌𝜌+1. Полученная система дифференциальных уравнений 
(20.8.25) в частных производных позволяет найти решение 
задачи (20.8.23) на системе точек 𝜉𝜉𝑘𝑘. Продолжение искомого 
решения на всю область проводится с помощью подходящих 
квадратурных формул.

20.9. О некоторых монотонных схемах
расщепления

Для кинетического уравнения переноса Г. И. Марчуком 
и У. М. Султангазиным [262, 349] предложены монотонные 
схемы расщепления, при которых решения остаются в классе 
положительных функций. Рассмотрим эти схемы примени-
тельно к кинетическому уравнению для плоской геометрии 
(20.5.1) при следующих условиях:

𝜙𝜙(0, 𝜇𝜇) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0; 𝜙𝜙(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0. (20.9.1)

Введем операторы

Λ1 = 𝜇𝜇
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
; Λ2 = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.9.2)

   При этом уравнение (20.5.1) запишется в виде (20.8.11). 
Обозначим 𝐷𝐷(Λ1) область определения оператора Λ1. Здесь 𝐷𝐷(Λ1) 
есть класс функций, суммируемых с квадратом вместе со сво-
ими производными первого порядка по 𝑥𝑥 и удовлетворяющих 
граничным условиям (20.9.1). Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) ∈ 𝐷𝐷(Λ1); Λ1𝑓𝑓 ∈ 𝐷𝐷(Λ1). 
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(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1
1 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘; (𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙

𝑘𝑘+1
2 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1

1 ; 𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜙𝜙𝑘𝑘 + 𝜙𝜙𝑘𝑘+1
2 ,

(20.8.19)
где 𝑟𝑟𝑘𝑘 = 𝑓𝑓 − 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘 — невязка. Интегрируя первое уравнение
(20.8.19) по всем направлениям Ω, получаем

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Σ0)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1
10 = 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑘𝑘0 . (20.8.20)

  После этого из (20.8.19) с использованием уравнения 
(20.8.20) находим

𝜙𝜙𝑘𝑘+1
1 =

𝑎𝑎𝑎𝑎

1 + 𝜏𝜏Σ

[︂
Σ𝑠𝑠𝑟𝑟

𝑘𝑘
0

4𝜋𝜋(1 + 𝜏𝜏Σ0)
+ 𝑟𝑟𝑘𝑘

]︂
. (20.8.21)

  Второе уравнение (20.8.19) с граничными условиями решается
как соответствующая краевая задача для дифференциального
уравнения. Задачу для него можно записать в виде

Ω∇𝜓𝜓 + 𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 = 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 ; 𝜓𝜓⃒⃒
Γ
= 0; Ωn < 0, (20.8.22)

где 𝜓𝜓 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1
2 ; 𝑔𝑔 = 𝜙𝜙𝑘𝑘+1

1 .
Введем в рассмотрение формальный параметр 𝜉𝜉 и задачу

(20.8.22) дополним следующей:

𝜕𝜕𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω1

𝜕𝜕𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω2

𝜕𝜕𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω3

𝜕𝜕𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0;

𝜓𝜓
⃒⃒
𝜉𝜉=0

= 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜓𝜓
⃒⃒
Γ
= 0, Ωn < 0.

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(20.8.23)

   Нетрудно убедиться, что решением задачи (20.8.22) явля-
ется функция

𝜓𝜓 =

∞∫︁

0

𝜓𝜓 exp(−𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.8.24)

     Уравнение (20.8.23) допускает расщепление на одномерные 
задачи. С этой целью интервал 0 ≤ 𝜉𝜉 ≤ 𝜉𝜉0  разобьем на частичные 
интервалы шириной Δ𝜉𝜉 = 𝜉𝜉𝜌𝜌+1 − 𝜉𝜉𝜌𝜌. Тогда
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𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω1

𝜕𝜕𝜓𝜓1

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

1 = 𝜓𝜓𝜌𝜌;

𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω2

𝜕𝜕𝜓𝜓2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

2 = 𝜓𝜓𝜌𝜌+1
1 ;

𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝜕𝜕
+Ω3

𝜕𝜕𝜓𝜓3

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0, 𝜓𝜓𝜌𝜌

3 = 𝜓𝜓𝜌𝜌+1
2 .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.8.25)

    Решение задачи (20.8.23) 𝜓𝜓𝜌𝜌+1 найдется из соотношения 
𝜓𝜓𝜌𝜌+1 = 𝜓𝜓3

𝜌𝜌+1. Полученная система дифференциальных уравнений 
(20.8.25) в частных производных позволяет найти решение 
задачи (20.8.23) на системе точек 𝜉𝜉𝑘𝑘. Продолжение искомого 
решения на всю область проводится с помощью подходящих 
квадратурных формул.

20.9. О некоторых монотонных схемах
расщепления

Для кинетического уравнения переноса Г. И. Марчуком 
и У. М. Султангазиным [262, 349] предложены монотонные 
схемы расщепления, при которых решения остаются в классе 
положительных функций. Рассмотрим эти схемы примени-
тельно к кинетическому уравнению для плоской геометрии 
(20.5.1) при следующих условиях:

𝜙𝜙(0, 𝜇𝜇) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0; 𝜙𝜙(𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) = 0, 𝜇𝜇 𝜇 0. (20.9.1)

Введем операторы

Λ1 = 𝜇𝜇
𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
; Λ2 = Σ𝐼𝐼 − Σ𝑠𝑠

2

1∫︁

−1

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.9.2)

   При этом уравнение (20.5.1) запишется в виде (20.8.11). 
Обозначим 𝐷𝐷(Λ1) область определения оператора Λ1. Здесь 𝐷𝐷(Λ1) 
есть класс функций, суммируемых с квадратом вместе со сво-
ими производными первого порядка по 𝑥𝑥 и удовлетворяющих 
граничным условиям (20.9.1). Пусть 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) ∈ 𝐷𝐷(Λ1); Λ1𝑓𝑓 ∈ 𝐷𝐷(Λ1). 
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ние (20.9.6) имеет второй порядок аппроксимации по 𝜏𝜏 .
Устойчивость решения задачи (20.9.6) исследована в [256].

Из устойчивости решения и аппроксимации (20.9.6) следует
сильная сходимость 𝜓𝜓(𝑡𝑡) при 𝑡𝑡 → ∞ к решению задачи (20.9.3).

Укажем еще один способ решения задачи (20.5.1), (20.9.1).
Рассмотрим следующую схему расщепления:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2 = (𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ2)𝜙𝜙

𝑘𝑘 +
𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1 = (𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2 +
𝜏𝜏𝜏𝜏

2
.

(20.9.10)

    Метод (20.9.10) сходится при любом 𝜏𝜏 > 0, причем 𝜙𝜙𝑘𝑘+1+𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 →
→ 𝜙𝜙 при 𝑘𝑘 → ∞, где 𝜙𝜙 — точное  решение  задачи  (20.5.1),  (20.9.1)
[262, 349]. Его можно записать в несколько иной форме:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)𝜓𝜓
𝑘𝑘+1/2 = 2𝜙𝜙𝑘𝑘 +

𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜓𝜓
𝑘𝑘+1 = 2(𝜓𝜓𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) +

𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜓𝜓𝑘𝑘+1 − (𝜓𝜓𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘).

(20.9.11)

     При этом 𝜓𝜓𝑘𝑘+1 → 𝜙𝜙 при 𝑘𝑘 → ∞.
Метод расщепления в виде (20.9.11) содержит операто-

ры Λ1, Λ2 только в неявной форме. Поэтому для реализации 
данной схемы потребуется меньшее количество арифметиче-
ских операций по сравнению с обычными четырехслойными 
схемами расщепления. Следует отметить, что при некоторых 
ограничениях на 𝜏𝜏 можно добиться монотонности схемы [256].

20.10. Метод сопряженных градиентов
решения кинетических уравнений

В настоящем параграфе изложены результаты Ю. А. Кузне-
цова [181, 183, 184] по применению обобщенного метода сопря-
женных градиентов для решения систем сеточных уравнений

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑓𝑓𝑓 (20.10.1)

Сравнивая (20.9.8) и (20.9.9), можно установить, что уравне-
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нестационарную задачу
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ (Λ1 + Λ2)𝜓𝜓 = 0, 𝜓𝜓

⃒⃒
𝑡𝑡=0

= 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥). (20.9.3)

     Решение задачи (20.9.3) связано с решением исходной ста-
ционарной задачи следующим образом:

𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥) =

∞∫︁

0

𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  )𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.9.4)

𝜓𝜓(𝑡𝑡) = 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑡 0)𝑓𝑓 −

   Оператор Λ1 является производящим оператором сжима-
ющей полугруппы 𝑆𝑆. Тогда любое решение 𝜓𝜓(𝑡𝑡) ∈ 𝐿𝐿2(0, ∞) 
удовлетворяет интегральному уравнению

∫︁∞
𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑡 𝑡𝑡)Λ2𝜓𝜓(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.9.5)

0

     Для приближенного построения решения последнего урав-
нения рассмотрим задачу

𝜓𝜓(0) = 𝑓𝑓 ;
𝜕𝜕𝜓𝜓

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ Λ1𝜓𝜓 = 0; 𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘) = 𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘)−

𝜏𝜏

2
Λ2𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘); (20.9.6)

𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1) = 𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1)−
𝜏𝜏

2
Λ2

^

𝜓𝜓

𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1). (20.9.7)

На первом шаге в промежутке 0 ≤ 𝑡𝑡 ≤ 𝜏𝜏 решается задача Коши:

𝜕𝜕
ˇ

𝜕𝜕𝜕𝜕
+ Λ1𝜓𝜓 = 0; 𝜓𝜓(0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)− 𝜏𝜏

2
Λ2𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥).

     На втором шаге в этом же промежутке решается интеграль-
ное уравнение (20.9.7). Затем процесс определения 𝜓𝜓(𝑡𝑡), 𝜓𝜓(𝑡𝑡) 
повторяется по схеме (20.9.6), (20.9.7). Функция 𝜓𝜓(𝑡𝑡), построен-
ная таким образом, является решением задачи (20.9.6).

Исключая 𝜓𝜓 из уравнений (20.9.6), (20.9.7), получаем

𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1) = 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑘𝑘+1, 𝑡𝑡𝑘𝑘)𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘)−
𝜏𝜏

2

[︀
𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑘𝑘+1, 𝑡𝑡𝑘𝑘)Λ2𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘) + Λ2𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1)

]︀
. (20.9.8)

С другой стороны, из уравнения (20.9.5) вытекает

𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘+1) = 𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑘𝑘+1, 𝑡𝑡𝑘𝑘)𝜓𝜓(𝑡𝑡𝑘𝑘)−
𝑡𝑡𝑘𝑘+1∫︁

𝑡𝑡𝑘𝑘

𝑆𝑆(𝑡𝑡𝑘𝑘+1, 𝜏𝜏)Λ2𝜓𝜓(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 (20.9.9)

Тогда задаче (20.5.1), (20.9.1) можно  поставить  в  соответствие
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ние (20.9.6) имеет второй порядок аппроксимации по 𝜏𝜏 .
Устойчивость решения задачи (20.9.6) исследована в [256].

Из устойчивости решения и аппроксимации (20.9.6) следует
сильная сходимость 𝜓𝜓(𝑡𝑡) при 𝑡𝑡 → ∞ к решению задачи (20.9.3).

Укажем еще один способ решения задачи (20.5.1), (20.9.1).
Рассмотрим следующую схему расщепления:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1/2 = (𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ2)𝜙𝜙

𝑘𝑘 +
𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙
𝑘𝑘+1 = (𝐼𝐼 − 𝜏𝜏Λ1)𝜙𝜙

𝑘𝑘+1/2 +
𝜏𝜏𝜏𝜏

2
.

(20.9.10)

    Метод (20.9.10) сходится при любом 𝜏𝜏 > 0, причем 𝜙𝜙𝑘𝑘+1+𝜙𝜙𝑘𝑘+1/2 →
→ 𝜙𝜙 при 𝑘𝑘 → ∞, где 𝜙𝜙 — точное  решение  задачи  (20.5.1),  (20.9.1)
[262, 349]. Его можно записать в несколько иной форме:

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ2)𝜓𝜓
𝑘𝑘+1/2 = 2𝜙𝜙𝑘𝑘 +

𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

(𝐼𝐼 + 𝜏𝜏Λ1)𝜓𝜓
𝑘𝑘+1 = 2(𝜓𝜓𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘) +

𝜏𝜏𝜏𝜏

2
;

𝜙𝜙𝑘𝑘+1 = 𝜓𝜓𝑘𝑘+1 − (𝜓𝜓𝑘𝑘+1/2 − 𝜙𝜙𝑘𝑘).

(20.9.11)

     При этом 𝜓𝜓𝑘𝑘+1 → 𝜙𝜙 при 𝑘𝑘 → ∞.
Метод расщепления в виде (20.9.11) содержит операто-

ры Λ1, Λ2 только в неявной форме. Поэтому для реализации 
данной схемы потребуется меньшее количество арифметиче-
ских операций по сравнению с обычными четырехслойными 
схемами расщепления. Следует отметить, что при некоторых 
ограничениях на 𝜏𝜏 можно добиться монотонности схемы [256].

20.10. Метод сопряженных градиентов
решения кинетических уравнений

В настоящем параграфе изложены результаты Ю. А. Кузне-
цова [181, 183, 184] по применению обобщенного метода сопря-
женных градиентов для решения систем сеточных уравнений

𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑓𝑓𝑓 (20.10.1)

Сравнивая (20.9.8) и (20.9.9), можно установить, что уравне-
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(𝐴𝐴𝐿̃𝐿−1𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝐿̃𝐿−1 = (𝐿̃𝐿−1(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓) = (𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)−

− (𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝐿̃𝐿−1 − 𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝐿̃𝐿−1

(20.10.3)
а, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 является 𝐿̃𝐿−1-самосопряженным
оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴. Из доказанного и инвариант-
ности пространства 𝑈𝑈𝐴𝐴 относительно матрицы 𝐼𝐼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1

вытекает, что 𝑈𝑈𝐴𝐴 является линейной оболочкой 𝐷𝐷𝐿̃𝐿−1 — орто-
нормированной системы собственных векторов 𝜓𝜓𝑟𝑟, . . . , 𝜓𝜓1 матри-
цы 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1, соответствующих ее собственным числам 𝜇𝜇𝑟𝑟 ≤ · · · ≤
≤ 𝜇𝜇1 < 1, где 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑆𝑆.

Таким образом, для любого 𝜙𝜙 ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴 выполняется неравенство

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐷𝐷 ≥ (1− 𝜆𝜆1)(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙)𝐷𝐷, (20.10.4)

и, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 является 𝐷𝐷 = 𝐿̃𝐿−1 — положитель-
но определенным оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴.

Таким образом, если использовать дополнительные обозна-
чения 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 и 𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘 для выбранных матриц 𝐷𝐷 и 𝐻𝐻, обобщен-
ный метод сопряженных градиентов принимает вид

𝑆𝑆𝑆𝑆0 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑓𝑓 ; 𝜉𝜉0 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝑓𝑓);

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−1 − (1/𝑞𝑞𝑘𝑘)[𝑆𝑆𝐿̃𝐿
−1𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑘𝑘−1 − 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−2)];

𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − (1/𝑞𝑞𝑘𝑘)[(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝜉𝜉
𝑘𝑘−1 − 𝜉𝜉𝑘𝑘−2)];

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

𝑒𝑒𝑘𝑘−1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 𝑘𝑘 − 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘−1
‖𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2𝐶𝐶
‖𝜉𝜉𝑘𝑘−2‖2𝐶𝐶

, 𝑘𝑘 𝑘 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘 =
‖(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2

𝐿̃𝐿−1

‖𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2𝐶𝐶
− 𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑘𝑘𝜀𝜀;

𝑢𝑢𝑘𝑘𝜀𝜀+1 = 𝐿̃𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘𝜀𝜀 + 𝑓𝑓),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.10.5)

где 𝐶𝐶 = 𝐿̃𝐿−1−𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1 — самосопряженная и положительно опре-
деленная в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 матрица.

,
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где
𝐴𝐴 = 𝐿𝐿− 𝑆𝑆 = 𝐿̃𝐿− 𝑆𝑆; 𝐿𝐿 =

[︂
Λ 0

Λ̃ Λ𝑇𝑇

]︂
+Σ ;

𝑆𝑆 = Σ𝑠𝑠

[︂
𝐶𝐶1 𝐶𝐶2

𝐶𝐶2 𝐶𝐶1

]︂
; 𝑆𝑆 = Σ𝑠𝑠

[︂
𝐶𝐶2 𝐶𝐶2

𝐶𝐶2 𝐶𝐶2

]︂
,

а Λ, Λ̃, 𝐶𝐶1, 𝐶𝐶2 — заданные матрицы [256] (§ 9.5). Используя свой-
ство матрицы системы (20.10.1), укажем конкретные способы
выбора матриц 𝐷𝐷 и 𝐻𝐻, которые обеспечивают 𝐴𝐴𝑇𝑇 𝐷𝐷𝐷𝐷-само-
сопряженность и положительную определенность матрицы 𝐻𝐻𝐻𝐻

в пространстве 𝑈𝑈 = (𝐼𝐼 −𝐻𝐻𝐻𝐻)𝐸𝐸𝑛𝑛.

1. Общий случай. Выберем 𝐷𝐷 = 𝐻𝐻 = 𝐿̃𝐿−1 и покажем, что мат-
рица 𝐿̃𝐿−1 является самосопряженным оператором в простран-
стве 𝑈𝑈𝐴𝐴 = (𝐼𝐼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 (положительная опреде-
ленность 𝐿̃𝐿−1 в 𝑈𝑈𝐴𝐴 следует из положительной определенности
𝐿̃𝐿−1 в пространстве 𝐸𝐸𝑛𝑛), установим 𝐴𝐴𝑇𝑇𝐷𝐷𝐷𝐷-самосопряженность
и положительную определенность матрицы 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝐼𝐼−𝐿𝐿−1𝑆𝑆 в про-
странстве 𝑈𝑈 .

Действительно, так как 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆 — симметричная матрица, то
для всех 𝜓𝜓 = 𝑆𝑆𝑆𝑆, 𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆𝑆 из 𝑈𝑈𝐴𝐴 (𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  — некоторые векторы из 𝐸𝐸𝑛𝑛)
имеем

(𝐿̃𝐿−1𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 ) = (𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝑣𝑣𝑣 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) =

= (𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆 𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝜓𝜓𝜓 𝐿̃𝐿−1𝜙𝜙)

(20.10.2)

а, следовательно, 𝐿̃𝐿−1 является самосопряженным оператором
в 𝑈𝑈𝐴𝐴.

Для доказательства 𝐴𝐴𝑇𝑇𝐷𝐷𝐷𝐷-самосопряженности и положи-
тельной определенности матрицы 𝐻𝐻𝐻𝐻 в пространстве 𝑈𝑈 доста-
точно показать, что матрица 𝐻𝐻𝐻𝐻 является 𝐷𝐷-самосопряженным
и положительно определенным оператором в пространстве
𝑈𝑈𝐴𝐴. Пусть 𝜙𝜙 = 𝑆𝑆𝑆𝑆 и 𝜓𝜓 = 𝑆𝑆𝑆𝑆 — некоторые произвольные векто-
ры пространства 𝑈𝑈𝐴𝐴(𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣  ∈ 𝐸𝐸𝑛𝑛). Тогда, так как матрицы 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆

и 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆 симметричны, то

,
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(𝐴𝐴𝐿̃𝐿−1𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝐿̃𝐿−1 = (𝐿̃𝐿−1(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓) = (𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆)−

− (𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣 (𝐿̃𝐿−1 − 𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝑆𝑆𝑆𝑆) = (𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝐿̃𝐿−1

(20.10.3)
а, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 является 𝐿̃𝐿−1-самосопряженным
оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴. Из доказанного и инвариант-
ности пространства 𝑈𝑈𝐴𝐴 относительно матрицы 𝐼𝐼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1

вытекает, что 𝑈𝑈𝐴𝐴 является линейной оболочкой 𝐷𝐷𝐿̃𝐿−1 — орто-
нормированной системы собственных векторов 𝜓𝜓𝑟𝑟, . . . , 𝜓𝜓1 матри-
цы 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1, соответствующих ее собственным числам 𝜇𝜇𝑟𝑟 ≤ · · · ≤
≤ 𝜇𝜇1 < 1, где 𝑟𝑟 = 𝑟𝑟𝑟𝑟𝑆𝑆.

Таким образом, для любого 𝜙𝜙 ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴 выполняется неравенство

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐷𝐷 ≥ (1− 𝜆𝜆1)(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙)𝐷𝐷, (20.10.4)

и, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 является 𝐷𝐷 = 𝐿̃𝐿−1 — положитель-
но определенным оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴.

Таким образом, если использовать дополнительные обозна-
чения 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 и 𝑦𝑦𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘 для выбранных матриц 𝐷𝐷 и 𝐻𝐻, обобщен-
ный метод сопряженных градиентов принимает вид

𝑆𝑆𝑆𝑆0 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1𝑓𝑓 ; 𝜉𝜉0 = 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝑓𝑓);

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−1 − (1/𝑞𝑞𝑘𝑘)[𝑆𝑆𝐿̃𝐿
−1𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑘𝑘−1 − 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−2)];

𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − (1/𝑞𝑞𝑘𝑘)[(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝜉𝜉
𝑘𝑘−1 − 𝜉𝜉𝑘𝑘−2)];

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎭

𝑒𝑒𝑘𝑘−1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 𝑘𝑘 − 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘−1
‖𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2𝐶𝐶
‖𝜉𝜉𝑘𝑘−2‖2𝐶𝐶

, 𝑘𝑘 𝑘 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘 =
‖(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2

𝐿̃𝐿−1

‖𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2𝐶𝐶
− 𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑘𝑘𝜀𝜀;

𝑢𝑢𝑘𝑘𝜀𝜀+1 = 𝐿̃𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘𝜀𝜀 + 𝑓𝑓),

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.10.5)

где 𝐶𝐶 = 𝐿̃𝐿−1−𝐿̃𝐿−1𝑆𝑆𝐿̃𝐿−1 — самосопряженная и положительно опре-
деленная в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 матрица.

,
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обобщенная обратная для матрицы 𝑆𝑆 матрица, являются само-
сопряженными и положительно определенными операторами 
в пространстве 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 [256].

Выберем 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿−1 и 𝐷𝐷 = 𝑆𝑆+ и покажем, что матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 
является 𝐷𝐷-самосопряженным и положительно определенным 
оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 = (𝐼𝐼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑆𝑆−1𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, 

и, следовательно, для решения системы (20.10.1) при-меним 
обобщенный метод сопряженных градиентов. Так как для 
четной по переменной 𝜇𝜇0 индикатрисе

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆1 ⊗
[︂
1 1

1 1

]︂
,

то матрица 𝑆𝑆 положительно полуопределена в 𝐸𝐸𝑛𝑛 только тогда,
когда матрица 𝑆𝑆1 положительно полуопределена в 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑛2. Нетруд-
но также видеть, что

𝑆𝑆+ =
1

4
𝐶𝐶+
1 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂
; 𝑆𝑆1/2 =

1√
2
𝑆𝑆
1/2
1 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂

и
[𝑆𝑆+]1/2 =

1

2
√
2
[𝑆𝑆+]1/2 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂
.

Теперь, поскольку 𝑆𝑆1/2[𝑆𝑆+]1/2𝜓𝜓 = 𝜓𝜓 для любого 𝜓𝜓 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, то
(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑆𝑆+ = ((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 ) = ((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2)𝜓𝜓𝜓 𝜙𝜙) =

= (𝜓𝜓𝜓 (𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2)𝜙𝜙) = (𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝑆𝑆+

(20.10.9)

для любых 𝜓𝜓𝜓 𝜙𝜙 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, где 𝜓𝜓 = [𝑆𝑆+]1/2𝜓𝜓, 𝜙𝜙 = [𝑆𝑆+]1/2𝜙𝜙 и 𝑇𝑇 = = 𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿
−1𝑆𝑆1/2 — симметричная матрица, чем 𝐷𝐷-самосопря-женность 
матрицы 𝐴𝐴𝐴𝐴 в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 доказана. Далее, так как все 
собственные числа матрицы 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2 и 𝐿𝐿−1𝑆𝑆 совпада-
ют и 𝜌𝜌(𝐿𝐿−1𝑆𝑆) < 1, то матрица 𝑇𝑇 будет положительно определена 
в 𝐸𝐸𝑛𝑛, и, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴−1 будет 𝑆𝑆+-положительно 
определена в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴, причем будет выполняться 
неравенство

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑆𝑆+ ≥ (1− 𝜌𝜌(𝐿𝐿−1𝑆𝑆))(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑆𝑆+ . (20.10.10)

Таким образом, для решения системы (20.10.1) применим
обобщенный метод сопряженных градиентов с выбранными
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𝐿̃𝐿

𝐿̃𝐿

Рассмотрим на примере системы (20.10.1), возникающей при 
аппроксимации кинетического уравнения для сфериче-ской 
геометрии, некоторые вопросы практической реализации 
предлагаемого метода. Нетрудно видеть, что поскольку матри-
ца   является блочной нижней треугольной матрицей с диаго-
нальными блоками порядка 𝑚𝑚, то при произвольной индикатри-
се рассеяния 𝑔𝑔 = 𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇0) каждый шаг метода (20.10.5) требует 
𝐷𝐷(𝑁𝑁𝑁𝑁3) арифметических действий. Если же индикатриса рас-
сеяния четная по переменной 𝜇𝜇0 функция, то есть 𝑔𝑔 = 𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟 𝜇𝜇0) =
= 𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟 −𝜇𝜇0), то  = 𝐿𝐿, а, следовательно, каждый шаг процесса 
требует только 𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑚𝑚)арифметических действий.

Очень важным на практике является случай, когда индика-
триса рассеяния имеет вид

𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟0) =
𝑡𝑡∑︁

𝑖𝑖=0

𝑎𝑎𝑖𝑖(𝑟𝑟)𝜇𝜇
𝑖𝑖
0. (20.10.6)

     В этом случае

𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟0)− 𝑔𝑔(𝑟𝑟𝑟−𝜇𝜇0) = 2

𝑡𝑡0∑︁
𝑖𝑖=0

𝑎𝑎2𝑖𝑖−1𝜇𝜇
2𝑖𝑖−1
0 , (20.10.7)

где 𝑡𝑡0 = [(𝑡𝑡 + 1)/2], и, следовательно, ранг матрицы 𝐶𝐶1 − 𝐶𝐶2 =

=
𝑡𝑡0∑︀
𝑖𝑖=0

[𝜇̂𝜇2𝑖𝑖−1𝑄𝑄𝜇̂𝜇2𝑖𝑖−1]⊗ 𝑎̂𝑎2𝑖𝑖−1 не превосходит величины 𝑁𝑁𝑁𝑁0. Здесь

𝑄𝑄 =

⎡
⎢⎣

1 . . . 1
...

...
1 . . . 1

⎤
⎥⎦ (20.10.8)

— матрица порядка 𝑚𝑚, 𝑎̂𝑎𝑖𝑖 = diag{𝑎𝑎𝑖𝑖1, . . . , 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 0, 𝑡𝑡. Нетрудно
показать, что для специального вида индикатрисы (20.10.8) об-
щее число арифметических действий на итерацию не превос-
ходит величины 𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁20), а при неотрицательных коэффициен-
тах и 𝑎𝑎2𝑖𝑖−1, 𝑖𝑖 = 1, 𝑡𝑡0 — величины 𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁0). При этом общий объ-
ем требуемых ячеек памяти ЭВМ, достаточных для реализации
процесса, является величиной 𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑁𝑁0).

2. Частный случай. Предположим, что индикатриса явля-
ется четной функцией по переменной 𝜇𝜇0 и матрица 𝑆𝑆 положи-
тельно полуопределена в 𝐸𝐸𝑛𝑛. Тогда матрицы 𝑆𝑆 и 𝑆𝑆+, где 𝑆𝑆+ —
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обобщенная обратная для матрицы 𝑆𝑆 матрица, являются само-
сопряженными и положительно определенными операторами 
в пространстве 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛 [256].

Выберем 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿−1 и 𝐷𝐷 = 𝑆𝑆+ и покажем, что матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴 
является 𝐷𝐷-самосопряженным и положительно определенным 
оператором в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 = (𝐼𝐼 − 𝐴𝐴𝐴𝐴)𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑆𝑆−1𝐸𝐸𝑛𝑛 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, 

и, следовательно, для решения системы (20.10.1) при-меним 
обобщенный метод сопряженных градиентов. Так как для 
четной по переменной 𝜇𝜇0 индикатрисе

𝑆𝑆 = 𝑆𝑆1 ⊗
[︂
1 1

1 1

]︂
,

то матрица 𝑆𝑆 положительно полуопределена в 𝐸𝐸𝑛𝑛 только тогда,
когда матрица 𝑆𝑆1 положительно полуопределена в 𝐸𝐸𝑛𝑛𝑛2. Нетруд-
но также видеть, что

𝑆𝑆+ =
1

4
𝐶𝐶+
1 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂
; 𝑆𝑆1/2 =

1√
2
𝑆𝑆
1/2
1 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂

и
[𝑆𝑆+]1/2 =

1

2
√
2
[𝑆𝑆+]1/2 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂
.

Теперь, поскольку 𝑆𝑆1/2[𝑆𝑆+]1/2𝜓𝜓 = 𝜓𝜓 для любого 𝜓𝜓 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, то
(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑆𝑆+ = ((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓 ) = ((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2)𝜓𝜓𝜓 𝜙𝜙) =

= (𝜓𝜓𝜓 (𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2)𝜙𝜙) = (𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓𝜓)𝑆𝑆+

(20.10.9)

для любых 𝜓𝜓𝜓 𝜙𝜙 ∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, где 𝜓𝜓 = [𝑆𝑆+]1/2𝜓𝜓, 𝜙𝜙 = [𝑆𝑆+]1/2𝜙𝜙 и 𝑇𝑇 = = 𝐼𝐼 − 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿
−1𝑆𝑆1/2 — симметричная матрица, чем 𝐷𝐷-самосопря-женность 
матрицы 𝐴𝐴𝐴𝐴 в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴 доказана. Далее, так как все 
собственные числа матрицы 𝑆𝑆1/2𝐿𝐿−1𝑆𝑆1/2 и 𝐿𝐿−1𝑆𝑆 совпада-
ют и 𝜌𝜌(𝐿𝐿−1𝑆𝑆) < 1, то матрица 𝑇𝑇 будет положительно определена 
в 𝐸𝐸𝑛𝑛, и, следовательно, матрица 𝐴𝐴𝐴𝐴−1 будет 𝑆𝑆+-положительно 
определена в пространстве 𝑈𝑈𝐴𝐴, причем будет выполняться 
неравенство

(𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴)𝑆𝑆+ ≥ (1− 𝜌𝜌(𝐿𝐿−1𝑆𝑆))(𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙)𝑆𝑆+ . (20.10.10)

Таким образом, для решения системы (20.10.1) применим
обобщенный метод сопряженных градиентов с выбранными
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тельной схемы и использованием второго из соотношений 
(20.10.11). Окончательные трехчленные формулы этого про-
цесса имеют вид

𝑢𝑢0 = 𝐿𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑓𝑓); 𝑔𝑔0 = 𝐿𝐿−1(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝑓𝑓); 𝜉𝜉0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆0;

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−1 − 1

𝑞𝑞𝑘𝑘

[︀
(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑘𝑘−1 − 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−2)
]︀
;

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑘𝑘−1 −
1

𝑔𝑔𝑘𝑘

[︀
(𝐼𝐼 − 𝐿𝐿−1𝑆𝑆)𝑔𝑔𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑔𝑔𝑘𝑘−1 − 𝑔𝑔𝑘𝑘−2)

]︀
;

𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘;

𝑒𝑒𝑘𝑘−1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, 𝑘𝑘 = 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝑔𝑔𝑘𝑘−1)

((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−2, 𝑔𝑔𝑘𝑘+2)
𝑘𝑘 𝑘 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘 =
((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, (𝐼𝐼 − 𝐿𝐿−1𝑆𝑆)𝑔𝑔𝑘𝑘−1)

((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝑔𝑔𝑘𝑘−1)
− 𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑘𝑘𝜀𝜀;

𝑢𝑢𝑘𝑘𝜀𝜀+1 = 𝐿𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘𝜀𝜀 + 𝑓𝑓).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.10.13)
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матрицами 𝐷𝐷 = 𝑆𝑆+ и 𝐻𝐻 = 𝐿𝐿−1. Напервый взгляд основную
трудность при реализации формул (20.10.5) составляет уча-
стие в вычислении скалярных произведений матрицы 𝑆𝑆+,
прямое нахождение которой в общем случае весьма трудо-
емко. Очень простой эта задача оказывается лишь в случае
изотропного рассеяния, когда 𝑔𝑔(𝜇𝜇0) ≡ 1/2 (здесь и далее опять
ограничиваемся случаем сферической геометрии). В этом слу-
чае 𝑆𝑆1 = (Δ1𝜇𝜇𝜇𝜇 ⊗ Σ̂𝑠𝑠)/2, где матрица 𝑄𝑄 определена в (20.10.8),
и нетрудно видеть, что 𝑆𝑆+

1 = 2Δ1𝜇𝜇𝜇𝜇⊗ Σ̂+
𝑠𝑠 и, следовательно,

𝑆𝑆+ =
1

4
𝑆𝑆+
1 ⊗

[︂
1 1

1 1

]︂
,

где

Σ̂+
𝑠𝑠 = diag{Σ+

𝑠𝑠𝑠𝑠 , . . . ,Σ+
𝑠𝑠1}; Σ+

𝑠𝑠𝑠𝑠 =

{︂
0 если Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 = 0;

1/Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 если Σ𝑠𝑠𝑠𝑠 ̸= 0.

Отсюда, используя соотношения

𝑆𝑆+𝜓𝜓 = Σ+
𝑠𝑠 𝜓𝜓 ≡ (Σ̂+

𝑠𝑠 ⊗ 𝐼𝐼𝑁𝑁 )⊗ 𝐼𝐼2𝜓𝜓; 𝑆𝑆+𝑆𝑆𝑆𝑆 = 𝑆𝑆𝑆𝑆+𝜓𝜓 = 𝜓𝜓𝜓 (20.10.11)

которые выполняются для любого вектора 𝜓𝜓 ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑛𝑛, получа-
ем формулы для вычисления, например, коэффициентов 𝑒𝑒𝑘𝑘 и 𝑞𝑞𝑘𝑘
из (20.10.5) в следующем виде:

𝑒𝑒𝑘𝑘−1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, 𝑘𝑘 = 1;

(𝑞𝑞𝑘𝑘(Σ
+
𝑠𝑠 − 𝐿𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝜉𝜉𝑘𝑘−2)

((Σ+
𝑠𝑠 − 𝐿𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝜉𝜉𝑘𝑘−2)

𝑘𝑘 𝑘 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘 =
‖(Σ+

𝑠𝑠 − 𝐿𝐿−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2

‖𝜉𝜉𝑘𝑘−1‖2
Σ+

𝑠𝑠

− 𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 = 1, 2, . . .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.10.12)

Реализация этих формул уже не вызывает никаких затруд-
нений и требует дополнительно к 𝑂𝑂(𝑁𝑁𝑁𝑁) арифметических дей-
ствий, необходимых для вычисления вектора 𝑆𝑆𝑆𝑆−1𝜉𝜉𝑘𝑘−1 по задан-
ному вектору 𝜉𝜉𝑘𝑘−1 ∈ 𝑈𝑈𝐴𝐴, только 𝑂𝑂(𝑁𝑁) арифметических действий.
При этом объем памяти ЭВМ, достаточный для реализации про-
цесса, составляет 𝑂𝑂(𝑁𝑁) ячеек.

В общем случае трудности, вызванные участием в скалярных
произведениях, легко устранимы путем изменения вычисли-
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тельной схемы и использованием второго из соотношений 
(20.10.11). Окончательные трехчленные формулы этого про-
цесса имеют вид

𝑢𝑢0 = 𝐿𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆+ 𝑓𝑓); 𝑔𝑔0 = 𝐿𝐿−1(𝐴𝐴𝐴𝐴− 𝑓𝑓); 𝜉𝜉0 = 𝑆𝑆𝑆𝑆0;

𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘 = 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−1 − 1

𝑞𝑞𝑘𝑘

[︀
(𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑆𝑆𝑆𝑆

𝑘𝑘−1 − 𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘−2)
]︀
;

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑔𝑔𝑘𝑘−1 −
1

𝑔𝑔𝑘𝑘

[︀
(𝐼𝐼 − 𝐿𝐿−1𝑆𝑆)𝑔𝑔𝑘𝑘−1 − 𝑒𝑒𝑘𝑘−1(𝑔𝑔𝑘𝑘−1 − 𝑔𝑔𝑘𝑘−2)

]︀
;

𝜉𝜉𝑘𝑘 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝑘𝑘;

𝑒𝑒𝑘𝑘−1 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, 𝑘𝑘 = 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝑔𝑔𝑘𝑘−1)

((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−2, 𝑔𝑔𝑘𝑘+2)
𝑘𝑘 𝑘 1;

𝑞𝑞𝑘𝑘 =
((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, (𝐼𝐼 − 𝐿𝐿−1𝑆𝑆)𝑔𝑔𝑘𝑘−1)

((𝐼𝐼 − 𝑆𝑆𝑆𝑆−1)𝜉𝜉𝑘𝑘−1, 𝑔𝑔𝑘𝑘−1)
− 𝑒𝑒𝑘𝑘−1, 𝑘𝑘 = 1, . . . , 𝑘𝑘𝜀𝜀;

𝑢𝑢𝑘𝑘𝜀𝜀+1 = 𝐿𝐿−1(𝑆𝑆𝑆𝑆𝑘𝑘𝜀𝜀 + 𝑓𝑓).

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(20.10.13)
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времени на вычислительных машинах. Поэтому для целей
расчета критических масс можно воспользоваться эффектив-
ной одногрупповой теорией, сформулированной для расчетов
в 𝑃𝑃3-приближении.

Весьма существенное значение в расчетах имеет учет резо-
нансной структуры сечений, а также термализации нейтронов.

Все указанные выше особенности должны быть учтены
при построении математического алгоритма решения задачи
на критический размер реактора.

1. Задача на критический размер реактора в 𝑃𝑃1-приближе-
нии. Нейтроны всевозможных энергий разбиваются на группы;
при этом нейтроны энергии ниже 𝐸𝐸гр объединяются в одну
группу, которой приписываются эффективные константы.
В процессе рассеяния нейтронов учитываются как упругие,
так и неупругие эффекты. При замедлении нейтронов прини-
мается во внимание резонансный характер сечений захвата
и рассеяния. Рожденные в процессе деления ядер нейтроны
распределяются по группам в соответствии со спектром де-
ления. В функции рассеяния нейтронов учитывается нулевой
и первый моменты.

В указанных предположениях система основных уравнений
реактора принимает вид

∇𝜙𝜙1
𝑗𝑗 +Σ0

𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙0

𝑗𝑗 = 𝑞𝑞0
𝑗𝑗 + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄;

1

3
∇𝜙𝜙0

𝑗𝑗 +Σ1
𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙1

𝑗𝑗 = q1
𝑗𝑗 ,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(21.1.1)

где

𝑞𝑞𝑗𝑗0 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 𝜙𝜙
𝑙𝑙
0;

q𝑗𝑗
1 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑖𝑖→𝑗𝑗

Σ1𝑠𝑠 𝜙𝜙
𝑙𝑙
1;

𝑄𝑄 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(21.1.2)

Глава 21. 509

21
Физический расчет ядерных
реакторов

21.1. Многогрупповой расчет критической
массы реактора и спектра нейтронов

Широкое применение в математических расчетах быстро-
действующей вычислительной техники создало необходимые 
предпосылки для всестороннего физического расчета ядерных 
реакторов всевозможных спектров, различных композиций 
делящихся элементов и замедлителей. Для проведения указан-
ных выше расчетов необходимо воспользоваться такими мето-
дами, которые позволили бы с единой точки зрения рассмот-
реть гомогенные реакторы всевозможных спектров – от быстрых 
до тепловых. Естественно, что такой переход возможен только 
в том случае, когда разработанный метод учитывает все основ-
ные особенности механизма замедления нейтронов различных 
энергий, а также структуру сечений ядерных процессов. Для 
указанных целей необходимо сформулировать в известном 
смысле универсальный метод расчета.

В большинстве случаев расчет критической массы и спек-
тра нейтронов возможен в рамках 𝑃𝑃1-приближения. Исключе-
нием являются реакторы, средние длины свободных пробегов 
которых одного порядка с характерными размерами реактора. 
Расчет таких реакторов в 𝑃𝑃1-приближении может привести к 
су-щественным ошибкам как в критической массе, так и в 
спектре нейтронов. В этом случае для расчетов необходимо 
воспользо-ваться более высоким приближением, чем 𝑃𝑃1. Таким 
приближе-нием можно взять, например, 𝑃𝑃3-приближение.

Проведение многогрупповых расчетов реакторов в 𝑃𝑃3-при-
ближении связано с более или менее существенной затратой

Глава 21.496
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времени на вычислительных машинах. Поэтому для целей
расчета критических масс можно воспользоваться эффектив-
ной одногрупповой теорией, сформулированной для расчетов
в 𝑃𝑃3-приближении.

Весьма существенное значение в расчетах имеет учет резо-
нансной структуры сечений, а также термализации нейтронов.

Все указанные выше особенности должны быть учтены
при построении математического алгоритма решения задачи
на критический размер реактора.

1. Задача на критический размер реактора в 𝑃𝑃1-приближе-
нии. Нейтроны всевозможных энергий разбиваются на группы;
при этом нейтроны энергии ниже 𝐸𝐸гр объединяются в одну
группу, которой приписываются эффективные константы.
В процессе рассеяния нейтронов учитываются как упругие,
так и неупругие эффекты. При замедлении нейтронов прини-
мается во внимание резонансный характер сечений захвата
и рассеяния. Рожденные в процессе деления ядер нейтроны
распределяются по группам в соответствии со спектром де-
ления. В функции рассеяния нейтронов учитывается нулевой
и первый моменты.

В указанных предположениях система основных уравнений
реактора принимает вид

∇𝜙𝜙1
𝑗𝑗 +Σ0

𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙0

𝑗𝑗 = 𝑞𝑞0
𝑗𝑗 + 𝜒𝜒𝑗𝑗𝑄𝑄;

1

3
∇𝜙𝜙0

𝑗𝑗 +Σ1
𝑗𝑗
𝑦𝑦𝜙𝜙1

𝑗𝑗 = q1
𝑗𝑗 ,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(21.1.1)

где

𝑞𝑞𝑗𝑗0 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑙𝑙→𝑗𝑗

Σ0𝑠𝑠 𝜙𝜙
𝑙𝑙
0;

q𝑗𝑗
1 =

𝑗𝑗−1∑︁
𝑙𝑙=1

𝑖𝑖→𝑗𝑗

Σ1𝑠𝑠 𝜙𝜙
𝑙𝑙
1;

𝑄𝑄 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ
𝑗𝑗
𝑓𝑓𝜙𝜙

𝑗𝑗
0.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(21.1.2)
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3. Задача на критический размер реактора в 𝑃𝑃3-приближе-
нии. В тех случаях, когда расчет критической массы одномер-

1)Под большими расстояниями будем понимать расстояние в 20–30 про-
бегов для нейтронов спектра деления. Бо́льшие расстояния будем называть 
асимптотическими. Для асимптотических расстояний необходимо использо-
вать либо высокие приближения в методе сферических гармоник, либо мето-
ды малогруппового приближения.

Изложенная постановка задачи на критический размер 
реактора справедлива как для реактора без отражателей, так и 
для реакторов с отражателями.

Решение уравнений реактора в одномерном и двумерном 
случаях для каждой группы производится с помощью метода 
конечных разностей. Для расчета удобно использовать про-
стейшие разностные схемы, когда разрывы коэффициентов 
уравнений совпадают с расчетными узлами. Решение полу-
ченных конечно-разностных уравнений в случае одномерных 
областей производится с помощью метода факторизации, 
а в случае двумерных областей – с помощью релаксационных 
методов в комбинации с одномерной факторизацией.

2. Задача о пространственно-энергетическом распределе-
нии нейтронов в 𝑃𝑃2-приближении. Для расчета защиты от излу-
чения во многих случаях необходимо знать пространственно-
энергетическое распределение нейтронов в областях, уда-
ленных от активной зоны реактора (в отражателях реактора и 
защите). Известно, что на больших расстояниях от источников 
нейтронов 𝑃𝑃1-приближение приводит к заниженным значениям 
потока нейтронов по сравнению с действительными. В этом 
случае необходимо применение для расчетов более высокого 
приближения, чем 𝑃𝑃1. Для таких задач можно использовать 
𝑃𝑃2-приближение, которое на больших расстояниях существенно 
уточняет расчет1). Весьма важным обстоятельством здесь 
является то, что асимптотическое поведение решения в 𝑃𝑃2-при-
ближении примерно совпадает с асимптотическим поведением 
решения в 𝑃𝑃3-приближении, в то время как численный алгоритм 
в 𝑃𝑃2-приближении лишь несущественно отличается от 𝑃𝑃1-при-
ближения. Это обстоятельство позволяет в большинстве 
случаев составить программу расчетов, единую для 𝑃𝑃1- и 𝑃𝑃2-при-
ближений.
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учитываются в соответствии с результатами, изложенными
в § 16.6.

К системе уравнений (21.1.1) присоединим граничные усло-
вия на внешней поверхности реактора

2(∇Ω𝑗𝑗
1)n − 𝜙𝜙𝑗𝑗

1 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (21.1.3)

Аналогичным образом запишем систему сопряженных урав-
нений реактора:

−∇𝜙𝜙*𝑗𝑗 +Σ𝑗𝑗
0𝑦𝑦𝜙𝜙

*𝑗𝑗
0 = 𝑞𝑞*𝑗𝑗0 + 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ

𝑗𝑗
𝑓𝑓𝑄𝑄

*;

−1

3
∇𝜙𝜙*𝑗𝑗

0 +Σ𝑗𝑗
1𝑦𝑦𝜙𝜙

*𝑗𝑗
1 = q*𝑗𝑗

1 ,

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

(21.1.4)

где

𝑞𝑞*𝑗𝑗0 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ0𝑠𝑠 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
0 ;

q*𝑗𝑗
1 =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑙𝑙=𝑗𝑗+1

𝑗𝑗→𝑙𝑙

Σ1𝑠𝑠 𝜙𝜙
*𝑙𝑙
1 ;

𝑄𝑄* =

𝑚𝑚+1∑︁
𝑗𝑗=1

𝜒𝜒𝑗𝑗𝜙𝜙*𝑗𝑗
0 .

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(21.1.5)

К системе сопряженных уравнений (21.1.4) присоединим
граничные условия на внешней поверхности реактора

2(∇𝜙𝜙*𝑗𝑗
1 )n + 𝜙𝜙*𝑗𝑗

0 = 0 на 𝑆𝑆𝑆 (21.1.6)

    Решение основных и сопряженных уравнений реактора на-
ходится с помощью метода последовательных приближений. 
С этой целью задается приближенное значение функций 𝑄𝑄(r) 
и 𝑄𝑄*(r) и в результате решения задач (21.1.1), (21.1.3) и (21.1.4),
(21.1.6) находится новое приближенное значение соответству-
ющих функций. При этом критический режим работы реактора 
осуществляется при условии, что

𝑄𝑄(𝑛𝑛) = 𝑄𝑄(𝑛𝑛−1)

или
𝑄𝑄*(𝑛𝑛) = 𝑄𝑄*(𝑛𝑛−1).

     В системе уравнений (21.1.1), (21.1.2) резонансные эффекты
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3. Задача на критический размер реактора в 𝑃𝑃3-приближе-
нии. В тех случаях, когда расчет критической массы одномер-

1)Под большими расстояниями будем понимать расстояние в 20–30 про-
бегов для нейтронов спектра деления. Бо́льшие расстояния будем называть 
асимптотическими. Для асимптотических расстояний необходимо использо-
вать либо высокие приближения в методе сферических гармоник, либо мето-
ды малогруппового приближения.

Изложенная постановка задачи на критический размер 
реактора справедлива как для реактора без отражателей, так и 
для реакторов с отражателями.

Решение уравнений реактора в одномерном и двумерном 
случаях для каждой группы производится с помощью метода 
конечных разностей. Для расчета удобно использовать про-
стейшие разностные схемы, когда разрывы коэффициентов 
уравнений совпадают с расчетными узлами. Решение полу-
ченных конечно-разностных уравнений в случае одномерных 
областей производится с помощью метода факторизации, 
а в случае двумерных областей – с помощью релаксационных 
методов в комбинации с одномерной факторизацией.

2. Задача о пространственно-энергетическом распределе-
нии нейтронов в 𝑃𝑃2-приближении. Для расчета защиты от излу-
чения во многих случаях необходимо знать пространственно-
энергетическое распределение нейтронов в областях, уда-
ленных от активной зоны реактора (в отражателях реактора и 
защите). Известно, что на больших расстояниях от источников 
нейтронов 𝑃𝑃1-приближение приводит к заниженным значениям 
потока нейтронов по сравнению с действительными. В этом 
случае необходимо применение для расчетов более высокого 
приближения, чем 𝑃𝑃1. Для таких задач можно использовать 
𝑃𝑃2-приближение, которое на больших расстояниях существенно 
уточняет расчет1). Весьма важным обстоятельством здесь 
является то, что асимптотическое поведение решения в 𝑃𝑃2-при-
ближении примерно совпадает с асимптотическим поведением 
решения в 𝑃𝑃3-приближении, в то время как численный алгоритм 
в 𝑃𝑃2-приближении лишь несущественно отличается от 𝑃𝑃1-при-
ближения. Это обстоятельство позволяет в большинстве 
случаев составить программу расчетов, единую для 𝑃𝑃1- и 𝑃𝑃2-при-
ближений.

21.1. Многогрупповой расчет критической массы ... 499
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ченные уравнения для каждого слоя, начиная с первого, при-
мыкающего к торцу, решаются последовательно для всех точек
Гаусса. Решить соответствующие уравнения можно либо ме-
тодом характеристик Владимирова, либо 𝑆𝑆𝑛𝑛-методом Карлсона
с применением метода улучшения сходимости итерационного
процесса, сформулированного В. Н. Морозовым.

Для соответствующей задачи метод Владимирова был развит
Б. Л. Гаврилиным.

21.2. Усреднение групповых констант

В предыдущем параграфе при рассмотрении алгоритмов ре-
шения задач на критическую массу и пространственно-энерге-
тическое распределение нейтронов в реакторе было предложе-
но, что система многогрупповых констант для замедляющихся
нейтронов и константы для группы тепловых нейтронов извест-
ны. В некоторых случаях в реакторах может быть использована
универсальная система констант для групп замедления, не за-
висящая от спектра нейтронов в реакторе. Очевидно, это име-
ет место, когда число групп замедления велико. Если число
групп недостаточно велико, то использование универсальных
констант для расчета спектра нейтронов и критической мас-
сы реактора может привести к более или менее существенным
погрешностям. В дальнейшем мы рассмотрим способы усредне-
ния групповых констант для групп замедляющихся нейтронов
и группы нейтронов тепловых энергий.

1. Замедление нейтронов. При замедлении нейтронов могут
быть рассмотрены два способа усреднения констант для много-
группового расчета.

Первый способ усреднения состоит в том, что сначала реша-
ется задача с очень большим числом групп замедления. Прак-
тически удобно при этом выбрать интервал летаргии для каж-
дой группы равным Δ𝑢𝑢 = 0, 125. Заметим, кстати, что в некото-
рых справочниках [113] именно с таким интервалом приведены
элементарные константы, необходимые для расчета реакторов.
Указанная многогрупповая задача в постановке п. 1 предыдуще-
го параграфа может быть решена при сравнительно небольшом
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ного реактора в 𝑃𝑃1-приближении недостаточен, можно восполь-
зоваться расчетом в 𝑃𝑃3-приближении. Для этого формулируют-
ся многогрупповые системы основных и сопряженных уравне-
ний для данной одномерной геометрии. При этом учитывают-
ся все физические эффекты, которые сформулированы в п. 1. 
В большинстве случаев критическая масса удовлетворительно 
описывается при учете двух первых моментов в функции рас-
сеяния. Следует, однако, отметить, что расчет спектра нейтро-
нов на больших расстояниях от активной зоны предпочтительно 
осуществлять при учете четырех моментов в функции рассея-
ния, так как в этом случае более точно учитывается анизотро-
пия нейтронного потока.

4. Расчет критической массы и спектра нейтронов дву-
мерных цилиндрических реакторов. Рассмотрим решение 
многогрупповой системы основных и сопряженных уравнений 
реактора методом характеристик Владимирова и 𝑆𝑆𝑛𝑛-методом 
Карлсона. В рамках физической постановки задачи, изложен-
ной в п. 1, рассматривается многогрупповая система кинетиче-
ских уравнений реактора в транспортном приближении, где Σ𝑗𝑗

𝑠𝑠 

заменено Σ𝑗𝑗
𝑠𝑠(1 − 𝜇̄𝜇0) и рассеяние считается изотропным в лабо-

раторной системе координат. Реактор по высоте разбивается 
на слои толщиной Δ𝑧𝑧. В пределах каждого слоя предполагает-
ся, что физические константы и решение задачи, усредненное 
по данному слою, не зависят от координаты 𝑧𝑧. В результате 
для каждой группы приходим к системе односкоростных кине-
тических уравнений, связанных друг с другом. Каждое такое 
уравнение зависит от координат 𝑟𝑟𝑟 𝜓𝜓 и 𝑣𝑣, где 𝑟𝑟 — расстояние 
от оси симметрии; 𝜓𝜓 — высотный и 𝑣𝑣 — азимутальный углы. 
Введем в рассмотрение гауссовы точки 𝜓𝜓𝑖𝑖 на интервале 0,2𝜋𝜋 
и систему уравнений для данной группы запишем примени-
тельно к гауссовым точкам. В результате приходим к системе 
односкоростных кинетических уравнений, каждое из которых 
по форме совпадает с кинетическим уравнением для сфериче-
ской системы. В левой части каждого из полученных уравнений 
сохраним члены, относящиеся к данному слою Δ𝑧𝑧 и к данной 
точке Гаусса, а все остальные члены отнесем к правой части 
уравнений, считая их заданными для каждой итерации. Полу-
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ченные уравнения для каждого слоя, начиная с первого, при-
мыкающего к торцу, решаются последовательно для всех точек
Гаусса. Решить соответствующие уравнения можно либо ме-
тодом характеристик Владимирова, либо 𝑆𝑆𝑛𝑛-методом Карлсона
с применением метода улучшения сходимости итерационного
процесса, сформулированного В. Н. Морозовым.

Для соответствующей задачи метод Владимирова был развит
Б. Л. Гаврилиным.

21.2. Усреднение групповых констант

В предыдущем параграфе при рассмотрении алгоритмов ре-
шения задач на критическую массу и пространственно-энерге-
тическое распределение нейтронов в реакторе было предложе-
но, что система многогрупповых констант для замедляющихся
нейтронов и константы для группы тепловых нейтронов извест-
ны. В некоторых случаях в реакторах может быть использована
универсальная система констант для групп замедления, не за-
висящая от спектра нейтронов в реакторе. Очевидно, это име-
ет место, когда число групп замедления велико. Если число
групп недостаточно велико, то использование универсальных
констант для расчета спектра нейтронов и критической мас-
сы реактора может привести к более или менее существенным
погрешностям. В дальнейшем мы рассмотрим способы усредне-
ния групповых констант для групп замедляющихся нейтронов
и группы нейтронов тепловых энергий.

1. Замедление нейтронов. При замедлении нейтронов могут
быть рассмотрены два способа усреднения констант для много-
группового расчета.

Первый способ усреднения состоит в том, что сначала реша-
ется задача с очень большим числом групп замедления. Прак-
тически удобно при этом выбрать интервал летаргии для каж-
дой группы равным Δ𝑢𝑢 = 0, 125. Заметим, кстати, что в некото-
рых справочниках [113] именно с таким интервалом приведены
элементарные константы, необходимые для расчета реакторов.
Указанная многогрупповая задача в постановке п. 1 предыдуще-
го параграфа может быть решена при сравнительно небольшом
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тать  по  обобщенной  модели,  разработанной  В. Ф. Турчиным
(см. [231] § 28.5).

Однако для большого класса задач указанные методы
недостаточны. К числу таких задач следует отнести задачи
на расчет реакторов с существенными пространственными
неоднородностями полей температуры. То же самое относится
к реактору, зоны которого значительно отличаются по сво-
им свойствам поглощения и рассеяния или соизмеримы со
средним свободным пробегом нейтрона.

Для получения эффективных констант группы тепловых ней-
тронов таких реакторов необходимо предварительно решить
следующую задачу.

Задаются источники замедления нейтронов в тепловую
группу и решается многогрупповая задача для нейтронов,
скорости которых меньше 𝑣𝑣гр. Полученный в результате спектр
медленных нейтронов используется для получения эффектив-
ных констант группы тепловых нейтронов.

21.3. Малогрупповые приближения

При расчетах ядерных реакторов на вычислительных ма-
шинах зачастую создаются известные трудности, связанные
с ограниченными возможностями машин. Прежде всего это
относится к памяти машин и их быстродействию. Эти два
наиболее существенных фактора необходимо принимать во
внимание при формулировании математических задач, связан-
ных с расчетом реакторов. В связи с этим возникает вопрос
о наиболее рациональной в данных условиях математической
постановке задач, обеспечивающей максимальную инфор-
мацию о решении. Заметим, что информация должна быть
не только полной, но и достоверной.

При физическом расчете реактора желателен многогруппо-
вой расчет двух- или трехмерного цилиндрического реактора,
выполненный с возможно малым шагом, с учетом резонансных
эффектов, термализации и т. д. в рамках 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближений. Ре-
шение упомянутой задачи потребует таких больших затрат ма-
шинного времени, что указанный расчет в результате окажется
экономически невыгодным и неоправданным.
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числе узловых точек по пространству (порядка 20–30). После
этого производится усреднение групповых констант в пределах
ранее выбранных групп таким образом, как это сформулирова-
но в § 16.2.

Весьма важно здесь отметить следующий факт. При реше-
нии многогрупповой задачи с интервалом в группе Δ𝑢𝑢 = 0, 125
резонансные эффекты учитываются выбором соответствующих
эффективных констант, алгоритм получения которых приведен
в § 16.6. Поэтому при получении необходимой для расчета мно-
гогрупповой системы констант с интервалами Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 резонансные
эффекты будут учтены автоматически формулами усреднения,
если усреднению будут подвергаться эффективные (с учетом
резонансных эффектов) константы расчета с Δ𝑢𝑢 = 0, 125.

Второй способ усреднения констант может быть применен
для промежуточных и тепловых реакторов. Он состоит в том,
что усреднение констант по группам Δ𝑢𝑢𝑗𝑗 производится со спек-
тром нейтронов, полученным из решения задачи по методу, из-
ложенному в § 17.3. При этом усреднение констант производит-
ся по формулам (17.3.5). Резонансные эффекты учитываются
при усреднении таким же образом, как и в п. 1 предыдущего
параграфа.

2. Диффузия нейтронов. Переходим к рассмотрению спосо-
бов усреднения констант для тепловой группы нейтронов. Ес-
ли поглощение нейтронов и утечка из реактора невелики, то
спектр нейтронов в каждой зоне будет не очень сильно отли-
чаться от равновесного максвелловского распределения. Отли-
чие спектра нейтронов от равновесного обусловливается захва-
том нейтронов и перетечкой их из одной зоны в другую. Для
того чтобы учесть наиболее существенный из этих двух фак-
торов, искажающих равновесный спектр, а именно поглоще-
ние нейтронов, можно воспользоваться моделью термализации
нейтронов в бесконечной однородной среде. Если предположе-
ние о модели одноатомного газового замедлителя оказывается
оправданным, то расчет спектра нейтронов в области 𝑣𝑣 < 𝑣𝑣гр можно 
произвести с помощью уравнения Давыдова (см. [231] § 27.4).
Если кристаллические эффекты или молекулярные связи ока-
зываются существенными, то спектр нейтронов можно рассчи-
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тать  по  обобщенной  модели,  разработанной  В. Ф. Турчиным
(см. [231] § 28.5).

Однако для большого класса задач указанные методы
недостаточны. К числу таких задач следует отнести задачи
на расчет реакторов с существенными пространственными
неоднородностями полей температуры. То же самое относится
к реактору, зоны которого значительно отличаются по сво-
им свойствам поглощения и рассеяния или соизмеримы со
средним свободным пробегом нейтрона.

Для получения эффективных констант группы тепловых ней-
тронов таких реакторов необходимо предварительно решить
следующую задачу.

Задаются источники замедления нейтронов в тепловую
группу и решается многогрупповая задача для нейтронов,
скорости которых меньше 𝑣𝑣гр. Полученный в результате спектр
медленных нейтронов используется для получения эффектив-
ных констант группы тепловых нейтронов.

21.3. Малогрупповые приближения

При расчетах ядерных реакторов на вычислительных ма-
шинах зачастую создаются известные трудности, связанные
с ограниченными возможностями машин. Прежде всего это
относится к памяти машин и их быстродействию. Эти два
наиболее существенных фактора необходимо принимать во
внимание при формулировании математических задач, связан-
ных с расчетом реакторов. В связи с этим возникает вопрос
о наиболее рациональной в данных условиях математической
постановке задач, обеспечивающей максимальную инфор-
мацию о решении. Заметим, что информация должна быть
не только полной, но и достоверной.

При физическом расчете реактора желателен многогруппо-
вой расчет двух- или трехмерного цилиндрического реактора,
выполненный с возможно малым шагом, с учетом резонансных
эффектов, термализации и т. д. в рамках 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближений. Ре-
шение упомянутой задачи потребует таких больших затрат ма-
шинного времени, что указанный расчет в результате окажется
экономически невыгодным и неоправданным.
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групповой метод позволяет существенно уточнить поле энер-
говыделения в активной зоне реактора, которое определяется 
с помощью функции 𝑄𝑄(r). В рассматриваемом методе быстрые 
нейтроны объединяются в одну группу, нейтроны промежу-
точных энергий — в другую и нейтроны тепловых энергий —
в третью. В результате решение задачи снова начинается 
с решения одномерных многогрупповых уравнений реактора 
в 𝑃𝑃1-приближении. Полученные потоки нейтронов используют-
ся далее для получения эффективных констант трехгруппового 
метода.

Полученная система уравнений используется как для уточ-
ненных расчетов критических масс и энерговыделения 
в 𝑃𝑃3-приближении, так и для решения уравнений реактора 
в дву-мерной или трехмерной геометриях.

21.4. Расчет гетерогенных реакторов
и системы компенсации

Расчет гетерогенных реакторов представляет задачу весьма
сложную. Сложность решения состоит прежде всего в том, что
в гетерогенном реакторе макроскопические эффекты тесно пе-
реплетаются с эффектами микроскопическими, происходящи-
ми в отдельных ячейках реактора. При расчетах критических
масс реакторов воспользуемся эффективными методами гомо-
генизации.

1. Расчет эффективных констант для энергий спектра де-
ления. В этом случае особое значение имеет расчет эффектив-
ного сечения захвата с делением на 𝑈𝑈238, так как соответствую-
щее сечение позволяет вычислить коэффициент размножения
реактора на быстрых нейтронах. Расчет эффективных сечений
захвата нейтронов с делением производится с учетом взаимной
экранировки урановых блоков. Расчет других констант произ-
водится с помощью формального метода гомогенизации.

2. Расчет эффективных констант для области промежу-
точных энергий. Резонансные эффекты учитываются с помо-
щью эффективных резонансных интегралов, а сечения, плавно
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Вместе с тем рассматриваемая задача может быть расчлене-
на на ряд простейших задач, решение которых не представля-
ет труда. Такими задачами, например, могут быть одномерные 
задачи, рассмотренные в § 21.1 и 21.2. Набор решений соот-
ветствующих одномерных задач в комплексе с теорией возму-
щений позволяет получить весьма полную информацию, необ-
ходимую для проектирования реактора.

Таким образом, сложная задача может быть заменена набо-
ром более или менее простых задач, поддающихся оператив-
ному решению на вычислительных машинах. Это значит, что 
в каждом конкретном случае необходимо определить такой на-
бор простейших задач, который бы доставлял необходимую ин-
формацию для проектирования.

В связи с соображениями, изложенными выше, оказывает-
ся весьма актуальным вопрос о малогрупповой системе уравне-
ний реактора. Остановимся на рассмотрении одногруппового 
и трехгруппового методов.

1. Одногрупповой метод. Как было отмечено ранее, крити-
ческая масса реактора может быть найдена с помощью эффек-
тивной одногрупповой теории. Для этой цели было предложено 
находить систему эффективных одногрупповых констант с ис-
пользованием решения многогрупповой задачи в 𝑃𝑃1-приближе-
нии. Полученное таким образом одногрупповое кинетическое 
уравнение в дальнейшем используется для уточнения расчетов 
критических параметров реактора в 𝑃𝑃𝑛𝑛-приближении.

Таким образом, простейший метод учета кинетических эф-
фектов состоит в следующем. Решается многогрупповая систе-
ма уравнений реактора в 𝑃𝑃1-приближении, затем усредняются 
константы для одногрупповой теории и, наконец, решается од-
ногрупповая задача в 𝑃𝑃3-приближении. Сопоставление расче-
тов критических масс в 𝑃𝑃3-приближении в рамках многогруп-
пового метода с соответствующим расчетом одногрупповой тео-
рии указывает на весьма высокую точность одногрупповых рас-
четов, вполне достаточную для практических целей.

2. Трехгрупповой метод. Если одногрупповая теория поз-
воляет уточнить только критическую массу реактора, то трех-
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групповой метод позволяет существенно уточнить поле энер-
говыделения в активной зоне реактора, которое определяется 
с помощью функции 𝑄𝑄(r). В рассматриваемом методе быстрые 
нейтроны объединяются в одну группу, нейтроны промежу-
точных энергий — в другую и нейтроны тепловых энергий —
в третью. В результате решение задачи снова начинается 
с решения одномерных многогрупповых уравнений реактора 
в 𝑃𝑃1-приближении. Полученные потоки нейтронов используют-
ся далее для получения эффективных констант трехгруппового 
метода.

Полученная система уравнений используется как для уточ-
ненных расчетов критических масс и энерговыделения 
в 𝑃𝑃3-приближении, так и для решения уравнений реактора 
в дву-мерной или трехмерной геометриях.

21.4. Расчет гетерогенных реакторов
и системы компенсации

Расчет гетерогенных реакторов представляет задачу весьма
сложную. Сложность решения состоит прежде всего в том, что
в гетерогенном реакторе макроскопические эффекты тесно пе-
реплетаются с эффектами микроскопическими, происходящи-
ми в отдельных ячейках реактора. При расчетах критических
масс реакторов воспользуемся эффективными методами гомо-
генизации.

1. Расчет эффективных констант для энергий спектра де-
ления. В этом случае особое значение имеет расчет эффектив-
ного сечения захвата с делением на 𝑈𝑈238, так как соответствую-
щее сечение позволяет вычислить коэффициент размножения
реактора на быстрых нейтронах. Расчет эффективных сечений
захвата нейтронов с делением производится с учетом взаимной
экранировки урановых блоков. Расчет других констант произ-
водится с помощью формального метода гомогенизации.

2. Расчет эффективных констант для области промежу-
точных энергий. Резонансные эффекты учитываются с помо-
щью эффективных резонансных интегралов, а сечения, плавно
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переменные делятся, и мы приходим к задаче расчета одномер-
ного реактора. Задача решается в многогрупповом приближе-
нии с использованием эффективного граничного условия на по-
верхности компенсирующего стержня. Пусть введение стерж-
ня  привело  к  изменению характеристического  числа  задачи 
𝜆𝜆 = 1/𝐾𝐾эфф на величину 𝛿𝛿𝛿𝛿0. Тогда оценка величины 𝛿𝛿𝛿𝛿 для 
стержня, помещенного на расстоянии 𝑟𝑟 от центра, найдется 
с помощью формулы теории возмущений

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗 = 𝛿𝛿𝛿𝛿0
𝑄𝑄*(𝑟𝑟𝑗𝑗)𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑗𝑗)

𝑄𝑄*(0)𝑄𝑄(0)
,

где 𝑄𝑄(𝑟𝑟) и 𝑄𝑄*(𝑟𝑟) — невозмущенные функции, найденные в отсут-
ствие стержней. Заметим, кстати, что теория возмущений дает
оценку только величины 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿

(︁ 1

𝐾𝐾эфф

)︁
, но она не позволяет вы-

числить поток нейтронов или функцию 𝑄𝑄(r) при наличии
стержней. Для нахождения потока нейтронов даже в таком
простейшем случае, когда стержень помещен на расстоянии 𝑟𝑟

от центра цилиндра, необходимо решить двумерную задачу
в плоскости (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).

Аналогичным образом мы приходим к необходимости реше-
ния двумерных задач, когда стержень, помещенный в точку
𝑟𝑟 = 0, частично выведен из реактора. Аналогичный случай
имеет место при рассмотрении компенсирующего цилиндра
или системы компенсирующих цилиндров, расположенных
симметрично относительно начала координат.

Расчет еще более усложняется в том случае, когда рас-
сматривается система компенсирующих стержней в реакторе
при различных способах выведения стержней из реактора
по мере выгорания делящегося изотопа. В этом случае необхо-
дим расчет серии трехмерных реакторов с различным положе-
нием стержней в реакторе.

Указанные выше двумерные и трехмерные задачи следует
решать в рамках трехгруппового метода в 𝑃𝑃1-приближении
при использовании эффективных граничных условий на по-
верхности компенсирующих стержней или цилиндров.
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изменяющиеся с энергией, подвергаются процессу формальной 
гомогенизации. Если блок-эффект существенен, то есть если по-
ток нейтронов существенно изменяется по ячейки реактора, то 
необходимо воспользоваться эффективными методами гомоге-
низации, рассмотренными в [231] (гл. 26).

3. Расчет одногрупповых констант для тепловой группы 
нейтронов. Для этого сначала рассматривается задача о на-
хождении пространственно-энергетического распределения 
нейтронов в ячейке реактора с учетом термализации. Рас-
чет производится в 𝑃𝑃1-приближении. Затем осуществляется 
одногрупповое усреднение констант. Полученные констан-
ты используются для одногруппового расчета интегрального 
спектра медленных нейтронов в 𝑃𝑃1- и 𝑃𝑃3-приближениях по объ-
ему ячейки. В заключение производится усреднение сечений 
по ячейке с целью получения эффективных констант для экви-
валентного гомогенизированного реактора.

Если расчет в 𝑃𝑃1- и 𝑃𝑃3-приближениях в рамках одногруп-
повой модели приводит к существенной разнице в резуль-
татах расчета гомогенизированных констант, то необходимо 
воспользоваться расчетом пространственно-энергетического 
распределения нейтронов в ячейке непосредственнов 𝑃𝑃3-при-
ближении с учетом термализации.

После того как эффективные гомогенизированные констан-
ты получены, расчет гетерогенного реактора ничем не отлича-
ется от расчета реактора гомогенного и производится с помо-
щью программ расчета гомогенного реактора.

4. Расчет компенсирующей способности регулирующих 
стержней. Ради простоты будем предполагать, что активная 
зона реактора и отражатели представляют собой гомогенные 
смеси элементов.

Расчет системы компенсации реактора относится к наибо-
лее сложным вопросам физического расчета. Наиболее просто 
этот вопрос решается только в случае, когда компенсирующий 
стержень полностью введен в реактор без торцовых отражате-
лей (которые могут быть заменены введением эффективных до-
бавок по высоте) и совпадает с осью реактора. В этом случае
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переменные делятся, и мы приходим к задаче расчета одномер-
ного реактора. Задача решается в многогрупповом приближе-
нии с использованием эффективного граничного условия на по-
верхности компенсирующего стержня. Пусть введение стерж-
ня  привело  к  изменению характеристического  числа  задачи 
𝜆𝜆 = 1/𝐾𝐾эфф на величину 𝛿𝛿𝛿𝛿0. Тогда оценка величины 𝛿𝛿𝛿𝛿 для 
стержня, помещенного на расстоянии 𝑟𝑟 от центра, найдется 
с помощью формулы теории возмущений

𝛿𝛿𝛿𝛿𝑗𝑗 = 𝛿𝛿𝛿𝛿0
𝑄𝑄*(𝑟𝑟𝑗𝑗)𝑄𝑄(𝑟𝑟𝑗𝑗)

𝑄𝑄*(0)𝑄𝑄(0)
,

где 𝑄𝑄(𝑟𝑟) и 𝑄𝑄*(𝑟𝑟) — невозмущенные функции, найденные в отсут-
ствие стержней. Заметим, кстати, что теория возмущений дает
оценку только величины 𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝛿𝛿

(︁ 1

𝐾𝐾эфф

)︁
, но она не позволяет вы-

числить поток нейтронов или функцию 𝑄𝑄(r) при наличии
стержней. Для нахождения потока нейтронов даже в таком
простейшем случае, когда стержень помещен на расстоянии 𝑟𝑟

от центра цилиндра, необходимо решить двумерную задачу
в плоскости (𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟).

Аналогичным образом мы приходим к необходимости реше-
ния двумерных задач, когда стержень, помещенный в точку
𝑟𝑟 = 0, частично выведен из реактора. Аналогичный случай
имеет место при рассмотрении компенсирующего цилиндра
или системы компенсирующих цилиндров, расположенных
симметрично относительно начала координат.

Расчет еще более усложняется в том случае, когда рас-
сматривается система компенсирующих стержней в реакторе
при различных способах выведения стержней из реактора
по мере выгорания делящегося изотопа. В этом случае необхо-
дим расчет серии трехмерных реакторов с различным положе-
нием стержней в реакторе.

Указанные выше двумерные и трехмерные задачи следует
решать в рамках трехгруппового метода в 𝑃𝑃1-приближении
при использовании эффективных граничных условий на по-
верхности компенсирующих стержней или цилиндров.
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нейтронов производился с помощью решения уравнения Давы-
дова [123], численным методом Рунге – Кутта [169]. Найденный 
спектр нейтронов использовался в дальнейшем для усреднения 
физических констант тепловой группы по формулам (13.3.21).

После того как критический размер реактора найден, произ-
водилось усреднение многогрупповых констант с целью полу-
чения эффективных констант одногрупповой теории. Для этой 
цели использовался спектр нейтронов, найденный в результате 
многогрупповой задачи, а также одногрупповое сопряженное 
уравнение. Для нахождения одногрупповой системы констант 
применялся метод последовательных приближений. После того 
как одногрупповые константы были найдены, формулировалась 
односкоростная задача на критический размер в 𝑃𝑃3-при-
ближении, которая решалась с помощью матричной факто-
ризации. Многогрупповая система констант, а также парамет-
ры резонансов выбраны на основе работ [52, 113, 217, 218, 375] 
и др.

Критические массы реакторов без отражателей приводятся 
с соответствующими одногрупповыми константами, на основе 
которых можно произвести не только проверочный расчет, но 
и другие расчеты критических масс реакторов того же спек-
тра. В частности, это позволяет пересчитать критические мас-
сы сферических реакторов на критические массы цилиндриче-
ской и плоской геометрий. Далее, одногрупповая система кон-
стант позволяет весьма просто воспользоваться теорией возму-
щений для оценок различных эффектов, особенно связанных 
с небольшим изменением формы.

Для реакторов без отражателей одногрупповые константы 
приводятся в виде эффективного коэффициента диффузии 𝐷𝐷 
и материального параметра 𝜅𝜅2.

Следует особо подчеркнуть тот факт, что коэффициент 
диффузии, найденный для активной зоны для реактора без от-
ражателя, вообще говоря, не будет совпадать с коэффициентом 
диффузии, рассчитанным для случая реактора с отражателем. 
Это обстоятельство связано с тем, что диффузия нейтронов 
существенно зависит от градиентов потока нейтронов. Однако 
в большинстве случаев, особенно для реакторов тепловых, 
указанная разница несущественна.

Глава 22. 521

22
Критические массы гомогенных
реакторов

22.1. Общие положения расчета
критических масс

В основу метода расчета критических масс ядерных реак-
торов положен многогрупповой расчет в 𝑃𝑃1-приближении. При
этом выделено 20 групп замедляющихся нейтронов и одна груп-
па тепловых нейтронов. В процессе замедления нейтронов учи-
тываются резонансные эффекты.

Поскольку размеры реакторов велики по сравнению со сред-
ним свободным пробегом нейтрона до рассеяния в области
резонансных энергий, эффективный резонансный интеграл
на каждом резонансе может быть оценен на основе модели
однородной бесконечной среды

𝐽𝐽𝑗𝑗 (𝑇𝑇 ) = 𝐽𝐽𝑗𝑗 𝜂𝜂(𝜉𝜉𝜉 𝜉𝑗𝑗),

где функция 𝜂𝜂 определена по формуле

𝜂𝜂(𝜉𝜉𝜉 𝜉) =

{︃
1 +

√︀
𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 1−

√︀
𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼𝛼𝛼 + 1 𝜉𝜉 𝜉 1

1, 05 𝜉𝜉 𝜉 1,

где

𝛼𝛼 = 𝐴𝐴(0, 15 + 𝜉𝜉);

𝛽𝛽 =
0, 086

𝜉𝜉
− 0, 228𝜉𝜉 + 0, 282;

𝐴𝐴 =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ℎℎ<   2,3
𝜉𝜉

(︁
2,3
𝜉𝜉

)︁2
ℎ>  2,3

𝜉𝜉 .

     Эта формула была предложена И. П. Маркеловым и И. П. Тю-
теревым.

При расчете эффективных констант для группы тепловых 
нейтронов использовалась теория рассеяния медленных ней-
тронов в одноатомном газовом замедлителе. Расчет спектра

эфф эфф
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нейтронов производился с помощью решения уравнения Давы-
дова [123], численным методом Рунге – Кутта [169]. Найденный 
спектр нейтронов использовался в дальнейшем для усреднения 
физических констант тепловой группы по формулам (13.3.21).

После того как критический размер реактора найден, произ-
водилось усреднение многогрупповых констант с целью полу-
чения эффективных констант одногрупповой теории. Для этой 
цели использовался спектр нейтронов, найденный в результате 
многогрупповой задачи, а также одногрупповое сопряженное 
уравнение. Для нахождения одногрупповой системы констант 
применялся метод последовательных приближений. После того 
как одногрупповые константы были найдены, формулировалась 
односкоростная задача на критический размер в 𝑃𝑃3-при-
ближении, которая решалась с помощью матричной факто-
ризации. Многогрупповая система констант, а также парамет-
ры резонансов выбраны на основе работ [52, 113, 217, 218, 375] 
и др.

Критические массы реакторов без отражателей приводятся 
с соответствующими одногрупповыми константами, на основе 
которых можно произвести не только проверочный расчет, но 
и другие расчеты критических масс реакторов того же спек-
тра. В частности, это позволяет пересчитать критические мас-
сы сферических реакторов на критические массы цилиндриче-
ской и плоской геометрий. Далее, одногрупповая система кон-
стант позволяет весьма просто воспользоваться теорией возму-
щений для оценок различных эффектов, особенно связанных 
с небольшим изменением формы.

Для реакторов без отражателей одногрупповые константы 
приводятся в виде эффективного коэффициента диффузии 𝐷𝐷 
и материального параметра 𝜅𝜅2.

Следует особо подчеркнуть тот факт, что коэффициент 
диффузии, найденный для активной зоны для реактора без от-
ражателя, вообще говоря, не будет совпадать с коэффициентом 
диффузии, рассчитанным для случая реактора с отражателем. 
Это обстоятельство связано с тем, что диффузия нейтронов 
существенно зависит от градиентов потока нейтронов. Однако 
в большинстве случаев, особенно для реакторов тепловых, 
указанная разница несущественна.

22.1. Общие положения расчета критических масс 509
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замедлителем активной зоны углеродом. Результаты расче-
та критических масс уран-графитовых реакторов приведены
в форме графиков.

Рис. 14. Критические массы уран-графитовых реакторов без отража-
телей при различных обогащениях урана в зависимости от объема 

(𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 15. Критические массы уран-графитовых сферических реакто-
ров без отражателей в зависимости от 𝛼𝛼 =

𝜌𝜌𝐶𝐶
𝜚𝜚5

при различных обога-
щениях урана (𝑃𝑃1-приближение)

22.2. Реакторы на графите 523

Что касается величин 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 и Σ𝑐𝑐, то они всегда оказываются
близкими. Это значит, что иногда при расчетах критических
масс реакторов с отражателями можно использовать констан-
ты, полученные в результате простейших расчетов реакторов
без отражателей. Важным фактом здесь также является то, что
константы 𝐷𝐷 и Σ𝑐𝑐 для фиксированных отражателей оказывают-
ся слабо зависящими от состава активной зоны.

Указанные константы являются в основном функциями кад-
миевого отношения (по совокупности делящихся изотопов) ак-
тивной зоны.

В дальнейшем мы будем широко пользоваться следующей
системой обозначений:

𝛼𝛼 =
𝜚𝜚𝑖𝑖
𝜚𝜚5

— отношение числа ядер 𝑖𝑖-го элемента к числу ядер
изотопа 𝑈𝑈235 в 1 см3 смеси;

𝑃𝑃 =
𝜚𝜚5

𝜚𝜚5 + 𝜚𝜚8
— обогащение по изотопу 𝑈𝑈235;

𝐴𝐴 — атомный номер элемента;
𝛾𝛾 — плотность замедлителя с номером 𝑖𝑖 в активной зоне ре-

актора, г/см3;
Σ𝑡𝑡𝑡𝑡,Σ𝑐𝑐, 𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 — средние макроскопические сечения ядерных

процессов в односкоростном приближении, см−1;
𝐷𝐷 — Средний коэффициент диффузии реактора без отража-

теля, см;
𝐿𝐿2 — квадрат длины диффузии для отражателя, см2;

𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶 =

∞∫︀
15,5

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

15,5∫︀
−∞

𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓𝜙𝜙(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

— отношение числа делений в тепловой

области к числу делений в надтепловой области по всем деля-
щимся изотопам (в качестве границы 𝐸𝐸 = 𝐸𝐸𝑇𝑇 здесь принято зна-
чение кадмиевого резонанса 𝐸𝐸 = 0, 4 эв);

𝜅𝜅2 =
𝜈𝜈𝑓𝑓Σ𝑓𝑓 − Σ𝑐𝑐

𝐷𝐷
.

22.2. Реакторы на графите

В настоящем параграфе будут рассмотрены критические
массы реакторов с делящимся изтопом урана 𝑈𝑈235 и основным

Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов510
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замедлителем активной зоны углеродом. Результаты расче-
та критических масс уран-графитовых реакторов приведены
в форме графиков.

Рис. 14. Критические массы уран-графитовых реакторов без отража-
телей при различных обогащениях урана в зависимости от объема 

(𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 15. Критические массы уран-графитовых сферических реакто-
ров без отражателей в зависимости от 𝛼𝛼 =

𝜌𝜌𝐶𝐶
𝜚𝜚5

при различных обога-
щениях урана (𝑃𝑃1-приближение)
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Рис. 18. Критические массы уран-графитовых сферических реакто-
ров с графитовым отражателем в зависимости от объема при различ-

ных плотностях графита в активной зоне (𝑃𝑃1-приближение)

22.3. Реакторы на бериллии

В настоящем параграфе рассмотрены гомогенные критиче-
ские реакторы на бериллии. В качестве делящегося изотопа вы-
бран уран 𝑈𝑈235. На бериллии учтена реакция (𝑛𝑛𝑛 2𝑛𝑛).

Рис. 19. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров без отражателей при различных обогащениях урана в зависимо-

сти от объема (𝑃𝑃1-приближение)

22.2. Реакторы на графите 525

Сведения о критических массах реакторов дополнены сведе-
ниями о спектре нейтронов, который характеризуется кадми-
евым отношением, а также некоторыми одногрупповыми кон-
стантами, с помощью которых могут быть произведены различ-
ные расчеты, о которых говорилось в предыдущем параграфе
главы.

Рис. 16. Критические массы уран-графитовых сферических реакто-
ров с графитовым отражателем при различных обогащениях урана

в зависимости от объема (𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 17. Критические массы уран-графитовых сферических 
реакторов зависимости от объема при различных отражателях 

(𝑃𝑃1-приближение)

Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов512
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Рис. 18. Критические массы уран-графитовых сферических реакто-
ров с графитовым отражателем в зависимости от объема при различ-

ных плотностях графита в активной зоне (𝑃𝑃1-приближение)

22.3. Реакторы на бериллии

В настоящем параграфе рассмотрены гомогенные критиче-
ские реакторы на бериллии. В качестве делящегося изотопа вы-
бран уран 𝑈𝑈235. На бериллии учтена реакция (𝑛𝑛𝑛 2𝑛𝑛).

Рис. 19. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров без отражателей при различных обогащениях урана в зависимо-

сти от объема (𝑃𝑃1-приближение)

22.3. Реакторы на бериллии 513



528 Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов

Рис. 22. Критические массы уран-бериллиевых сферических 
реакторов в зависимости от объема при различных отражателях 

(𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 23. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров с бериллиевым отражателем в зависимости от объема при раз-

личных плотностях бериллия в активной зоне (𝑃𝑃1-приближение)

22.4. Реакторы на воде

Расчет критических масс реакторов на воде производился
многогрупповым методом. Число групп нейтронов выбирали
равным 21. Критические массы гомогенных уран-водных реак-
торов вычислялись в 𝑃𝑃1-приближении. Вследствие небольших
критических объемов реакторов на промежуточных нейтронах
расчет их критических загрузок в 𝑃𝑃1-приближении сопровож-

22.3. Реакторы на бериллии 527

Рис. 20. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров без отражателей в зависимости от 𝛼𝛼 =

𝜚𝜚𝐵𝐵𝐵𝐵

𝜚𝜚5
при различных обога-

щениях урана (𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 21. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров с бериллиевым отражателем при различных обогащениях урана 

в зависимости от объема (𝑃𝑃1-приближение)

Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов514
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Рис. 22. Критические массы уран-бериллиевых сферических 
реакторов в зависимости от объема при различных отражателях 

(𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 23. Критические массы уран-бериллиевых сферических реакто-
ров с бериллиевым отражателем в зависимости от объема при раз-

личных плотностях бериллия в активной зоне (𝑃𝑃1-приближение)

22.4. Реакторы на воде

Расчет критических масс реакторов на воде производился
многогрупповым методом. Число групп нейтронов выбирали
равным 21. Критические массы гомогенных уран-водных реак-
торов вычислялись в 𝑃𝑃1-приближении. Вследствие небольших
критических объемов реакторов на промежуточных нейтронах
расчет их критических загрузок в 𝑃𝑃1-приближении сопровож-

22.4. Реакторы на воде 515
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Следует отметить, что при расчетах уран-водных реакторов
был использован специальный вид нулевого и первого момен-
тов функции рассеяния нейтронов на водороде

𝜎𝜎𝑙𝑙→𝑗𝑗
0𝐻𝐻 = 𝛼𝛼𝑗𝑗𝛽𝛽𝑙𝑙;

𝜎𝜎𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑗𝑗

1𝛽𝛽
𝑙𝑙
1.

Рис. 26. Критические массы уран-водных сферических реакторов
с водяным отражателем при различных обогащениях урана в зави-

симости от объема (𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 27. Критические массы уран-водных сферических реакторов
в зависимости от объема при различных отражателях (𝑃𝑃1-прибли-

жение)

22.4. Реакторы на воде 529

дается значительной погрешностью. Об этом, в частности,
свидетельствуют результаты расчетов критических масс, по-
лученных в рамках 𝑃𝑃3-приближения с помощью эффективной
одногрупповой теории.

Рис. 24. Критические массы уран-водных сферических реакторов
без отражателей при различных обогащениях урана в зависимости

от объема (𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 25. Критические массы уран-водных сферических реакторов без
отражателей в зависимости от 𝛼𝛼 =

𝜚𝜚𝐻𝐻2𝑂𝑂

𝜚𝜚5
при различных обогащениях

урана (𝑃𝑃1-приближение)
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Следует отметить, что при расчетах уран-водных реакторов
был использован специальный вид нулевого и первого момен-
тов функции рассеяния нейтронов на водороде

𝜎𝜎𝑙𝑙→𝑗𝑗
0𝐻𝐻 = 𝛼𝛼𝑗𝑗𝛽𝛽𝑙𝑙;

𝜎𝜎𝑙𝑙→𝑗𝑗
𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝛼𝛼𝑗𝑗

1𝛽𝛽
𝑙𝑙
1.

Рис. 26. Критические массы уран-водных сферических реакторов
с водяным отражателем при различных обогащениях урана в зави-

симости от объема (𝑃𝑃1-приближение)

Рис. 27. Критические массы уран-водных сферических реакторов
в зависимости от объема при различных отражателях (𝑃𝑃1-прибли-

жение)
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уравнений реактора как в 𝑃𝑃1-, так и в 𝑃𝑃3-приближениях. Рас-
четы показали, что, используя эффективную одногрупповую 
теорию, можно существенно уточнять критические парамет-ры, 
учитывая кинетические эффекты. Критические параметры, 
полученные по одногрупповой теории [246], сравнивали с со-
ответствующими величинами, определенными при решении 
многогрупповых уравнений в 𝑃𝑃3-приближении. Результаты 
расчетов критических масс и сравнение с эксперименталь-
ными данными приведены на рисунке 29. Влияние температуры 
раствора назначения критических масс изотопа 𝑈𝑈235 и сравне-
ние теоретических и экспериментальных значений показано на 
рисунке 30.

Рис. 29. Зависимость критической массы водных растворов 𝑈𝑈𝑈𝑈2𝐹𝐹2

для реакторов с водяным отражателем в зависимости от объема: ли-
нии — 𝑃𝑃1-приближение (многогрупповое), расчетные кривые; штрих-
пунктир — 𝑃𝑃3-приближение (многогрупповое); точки — эксперимен-

тальные точки
     Сопоставление минимальной критической массы раствора
соли  𝑃𝑃 𝑢𝑢(𝑁𝑁𝑁𝑁3)2    с водяным отражателем, полученной при экспе-
рименте с рассчитанной в 𝑃𝑃3-приближении, дает хорошее согла-
сие (𝐺𝐺эксп = 510 г, 𝐺𝐺𝑃𝑃3 = 525 г). Сравнение теоретических и экспери-
ментальных значений критических параметров для сферических
реакторов, описанных в работе [487], дано на рисунке 31.
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Рис. 28. Критические массы уран-водных сферических реакторов
с водяным отражателем в зависимости от объема при различных

плотностях воды в активной зоне (𝑃𝑃1-приближение)

22.5. Сопоставление результатов
расчета критических масс
гомогенных реакторов
с экспериментальными данными

Многогрупповую систему констант можно проверить 
не только сравнением теоретических и экспериментальных 
значений длин замедления, но и, главным образом, расчетом 
критических масс и сравнением их с экспериментальными 
данными. Наиболее подходят для этого экспериментальные 
значения критических масс гомогенных реакторов сфериче-
ской формы. В работе [153] суммированы результаты экспери-
ментов по определению критических масс делящихся изотопов 
и растворов солей в воде. Численные расчеты были проведены 
для реакторов сферической формы с бесконечным отражате-
лем из обычной воды. Активная зона представляла раствор 
соли 𝑈𝑈𝑂𝑂2𝐹𝐹2 в воде, обогащение по изотопу 𝑈𝑈235 — 90%. Критиче-
ские параметры определялись при решении многогрупповых
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Критические параметры водных растворов соли 𝑈𝑈𝑈𝑈2(𝑁𝑁𝑁𝑁3)2
при некоторых обогащениях по 𝑈𝑈235 для различных отношений
𝜌𝜌𝐻𝐻/𝜌𝜌𝑈𝑈235 получены Б. Г. Дубовским и др. [131]. Эксперименты
были выполнены в основном в цилиндрической геометрии
как без отражателя, так и с водным отражателем, помещен-
ным на боковой и нижней торцовой поверхностях цилиндра.
Толщина водного отражателя считалась практически беско-
нечной. Часть экспериментов выполнена с активной зоной
в форме сфер. Толщина стенок контейнеров для цилиндров
и сфер из нержавеющей стали составляла 0,15 см. Авторами
работы [314] показана возможность сферизации критических
реакторов цилиндрической формы введением геометрического
параметра
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и соответствующих длин экстраполяции, полученных экспери-
ментально.

Результаты численного расчета реакторов 𝑈𝑈𝑂𝑂2(𝑁𝑁𝑂𝑂3)2 ÷ 𝐻𝐻2𝑂𝑂 
сферической формы (90%-е обогащение) представлены на 
рисунке 32.

Рис. 32. Зависимость критической массы водных растворов
𝑈𝑈𝑈𝑈2(𝑁𝑁𝑁𝑁3)2 для реакторов от объема: 1 — без отражателя

𝑃𝑃1-в приближении; 2 — без отражателя в 𝑃𝑃3-приближении;               
4 — с водяным отражателем в 𝑃𝑃3-приближении; линии — расчетные 

кривые; точки — экспериментальные точки
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     В этих опытах в качестве горючего использовался раствор 
соли 𝑈𝑈𝑂𝑂2𝐹𝐹2 в воде при комнатной температуре (обогащение 
93,5%по изотопу 𝑈𝑈235).

Рис. 30. Зависимость критической массы 𝑈𝑈235 реакторов с водяным 
отражателем от температуры: линии — расчетные кривые; точки —
экспериментальные точки: 1 — радиус сферы 13,2 см; 2 — радиус 

сферы 16 см

Рис. 31. Зависимость критической массы водных растворов 𝑈𝑈𝑈𝑈2𝐹𝐹2

для реакторов с водяным отражателем от объема: линии — расчет-
ные кривые; точки — экспериментальные точки
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На рисунке 33 сопоставляются результаты расчета уран-
графитовых реакторов без отражателей с экспериментальными 
данными работы [314]. Для сравнения теории с экспериментом 
было проведено также исследование критических параметров 
критических сборок на быстрых нейтронах ZPR-III, данные 
о которых опубликованы в работе [222]. Из обширного числа 
экспериментальных сборок были выбраны сборки, наиболее 
близкие по своей структуре к гомогенной. Полученные значе-
ния 𝐾𝐾 согласуются с экспериментальными в пределах 1 ÷ 3%. 
Некоторое расхождение объясняется, по-видимому, тем, что 
в расчете не были учтены гетерогенные блокировки, а также 
наличием неоднородностей. Наибольшее расхождение наблю-
дается в сборках с большим содержанием железа. Это можно 
объяснить недостаточно точным выбором микросечений желе-
за (в расчете был занижен коэффициент диффузии).

Рис. 33. Зависимость критической массы уран-графитовых реакто-
ров без отражателя от объема: линия — расчетная кривая (обогаще-
ние по 𝑈𝑈235 — 90%); точки — экспериментальные точки (обогащение

по 𝑈𝑈235 — 93,2%)

Следует заметить, что все расчеты были проведены с уче-
том термализации нейтронов в приближении одноатомного
газового замедлителя, когда для определения эффективных
одногрупповых констант использовалось решение диффе-
ренциального уравнения в форме Уилкинса. Более точный
учет термализации нейтронов при комнатных температурах
с применением соответствующих программ, разработанных
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Т а б л и ц а 1.
Обогаще- Реактор без отражателя Реактор с отражателем

ние

𝑈𝑈235, % 𝜌𝜌𝐻𝐻/𝜌𝜌𝑈𝑈235 𝑃𝑃1 𝑃𝑃3 Экспе- 𝑃𝑃1 𝑃𝑃3 Экспе-
римент римент

36 518 20,8 20,5 20,6 17,7 17,3 17,4

10 450 25,8 25,4 24,9 22,05 21,7 21,8

5 850 41,7 41,6 42,2 38,3 38,1 39,1

Реактор без Реактор с Экономия
𝜌𝜌𝐻𝐻/ отражателя отражателем отражателя
𝜌𝜌𝑈𝑈235 𝑃𝑃1 𝑃𝑃3 𝑃𝑃3 Экс- 𝑃𝑃1 𝑃𝑃3 𝑃𝑃3 Экс- Рас- Экс-

одно- много- пери- одно- много- пери- чет пери-
групп. групп. мент групп. групп. мент мент

587 20,99 20,49 20,28 20,15 – – – – – –

506 19,93 19,40 19,20 19,00 – – – – – –

377 18,75 18,25 18,10 18,10 – – – – – –

220 17,11 16,57 16,42 16,40 – – – – – –

784 23,54 22,66 – – 20,38 19,56 19,42 20,15 3,10 3,20

706 22,72 22,06 – – 19,50 18,84 18,70 19,00 3,22 3,20

668 22,16 21,54 – – 18,90 18,31 18,16 18,10 3,23 3,20

530 20,20 19,59 – – 17,08 16,40 16,29 16,40 3,19 3,20

Т а б л и ц а 2.

Оценка влияния стенок контейнера из нержавеющей стали 
на критический размер была получена при многогрупповом 
расчете в 𝑃𝑃3-приближении. Оказалось, что учет стенок контей-
нера в расчетах увеличивает критический размер на величину, 
равную толщине этих стенок. Результаты многогрупповых рас-
четов критических масс сферических реакторов при различных 
обогащениях по изотопу 𝑈𝑈235 приведены в таблице 1. Сравнение 
численных значений критических масс сферических реакторов 
с экспериментальными (обогащение по изотопу 𝑈𝑈235 — 90%) 
показано в таблице 2. Там же сравниваются теоретическое 
и экспериментальное значения экономии отражателя (разность 
между радиусами реактора без отражателя и реактора 
с отражателем).
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ренциального уравнения в форме Уилкинса. Более точный
учет термализации нейтронов при комнатных температурах
с применением соответствующих программ, разработанных

22.5. Сопоставление результатов расчета ... 523
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23
К расчету секционированных
ядерно-энергетических установок

В связи с рассмотрением секционированных реакторных 
систем, предусматривающих возможность получения ядерной 
энергии в подкритических реакторах и значительного увели-
чения глубины выгорания делящегося изотопа [130], были 
произведены математические расчеты соответствующих уста-
новок и получены результаты применительно к некоторым 
конкретным вариантам систем.

Рассмотренная в данной главе физическая схема секциони-
рованной реакторной системы является в какой-то мере даль-
нейшим развитием и обобщением физической схемы реактора 
PWR [312].

Математические методы расчетов основаны на использова-
нии матричной факторизации конечно-разностных уравнений 
реактора [230].

23.1. Секционированная реакторная
система

Рассматривается секционированная реакторная системы, 
представляющая собой комбинацию критического реактора, 
который является запалом-источником подсветки нейтронами, 
и последовательно расположенных подкритических секций. 
На границе раздела между критическим реактором и первой 
подкритической секцией, а также на границах раздела дру-
гих подкритических секций располагаются вентильные слои, 
пропускающие нейтроны только в одном направлении. Рас-
чет такой системы проводился в цилиндрической геометрии 
для одной подкритической секции.

538 Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов

В. В. Смеловым и Г. А. Илясовой, дал практически совпадаю-
щие результаты. Анализ проведенных расчетов показывает, 
что отличие теоретических и экспериментальных значений 
в критической массе не превышает 5–7%, что для задач, свя-
занных с определением критических масс, может считаться 
вполне удовлетворительным.

Гл. 22. Критические массы гомогенных реакторов524
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Пространственно-энергетический спектр нейтронов в от-
дельной подкритической секции, являющейся элементом
секционированной подкритической системы, в диффузионно-
возрастном приближении описывается следующей системой
уравнений [230]:

𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕
[𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙] = ∇𝐷𝐷∇𝜙𝜙− Σ𝑐𝑐𝜙𝜙+ 𝜈𝜈𝑓𝑓𝜒𝜒(𝑢𝑢)

⎛
⎝

𝑢𝑢∫︁

−∞

Σ𝑓𝑓𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙+Σ𝑓𝑓𝑓𝑓𝜙𝜙𝑇𝑇

⎞
⎠ ,

∇𝐷𝐷𝑇𝑇∇𝜙𝜙𝑇𝑇 − Σ𝑐𝑐𝑐𝑐𝜙𝜙𝑇𝑇 = +𝜉𝜉Σ𝑠𝑠𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑇𝑇 ),

𝜙𝜙

4
− 𝐷𝐷

2

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆1

= 𝜂𝜂(𝑢𝑢),
𝜙𝜙𝑇𝑇

4
− 𝐷𝐷𝑇𝑇

2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆1

= 𝜂𝜂𝑇𝑇 ,

𝜙𝜙

4
+

𝐷𝐷

2

𝜕𝜕𝜕𝜕

𝜕𝜕𝜕𝜕

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆2

= 0,
𝜙𝜙𝑇𝑇

4
+

𝐷𝐷𝑇𝑇

2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑇𝑇

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆2

= 0.

(23.2.1)

     Здесь 𝜈𝜈𝑓𝑓 — выход вторичных нейтронов на один производи-
тельно поглощенный нейтрон;

𝜒𝜒(𝑢𝑢) — энергетический спектр нейтронов, возникающих в ре-
зультате деления;

𝑆𝑆1 и 𝑆𝑆2 — границы подкритической секции с предыдущей 
и последующими секциями соответственно;

𝑛⃗𝑛 — нормаль к границе, направленная от центра секционной 
системы;

𝜂𝜂(𝑢𝑢) и 𝜂𝜂𝑇𝑇 — плотность потоков [230] и тепловых нейтронов 
из предыдущей секции в данную.

С использованием многогруппового представления [230] 
система (23.2.1) сводится к системе уравнений диффузионного 
типа:

∇𝐷𝐷𝑗𝑗∇𝜙𝜙𝑗𝑗 − Σ𝑗𝑗𝜙𝜙𝑗𝑗 = 𝑊𝑊𝑗𝑗𝜙𝜙
𝑗𝑗−1 − 𝑆𝑆𝑗𝑗

∑︁
𝑙𝑙

𝐶𝐶𝑙𝑙𝜙𝜙𝑙𝑙,

𝜙𝜙𝑗𝑗

4
− 𝐷𝐷𝑗𝑗

2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆1

= 𝜂𝜂𝑗𝑗 ,
𝜙𝜙𝑗𝑗

4
+

𝐷𝐷𝑗𝑗

2

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆2

= 0

(𝑗𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚𝑚).

(23.2.2)

Если рассматриваемая секция близка к критическому со-
стоянию, то итерационный метод решения системы (23.2.2)

T

540 Гл. 23. Конечно-разностные уравнения диффузии . . .

На рисунке 34 схематически изображена секционированная 
реакторная система. В центре расположен запальный крити-
ческий реактор 1, затем «черный», для тепловых нейтронов, 
вентильный 2, представляющий собой комбинацию слоя 𝑈𝑈235 

толщиной 0,2 см, слоя кадмия и слоя замедлителя — воды 
толщиной 2,5 см; к вентилю примыкает подкритическая 
секция 3, на внешней границе которой расположен «черный» 
слой урана.

Рис. 34. Схема секционированной реакторной системы:
а — план; б — вертикальное сечение. 1 — критический реактор; 

2 —нейтронный вентиль; 3 — первая подкритическая секция

Тепловые нейтроны критического реактора в уране вен-
тильного слоя конвертируются в быстрые нейтроны спектра 
деления, которые проходят слои кадмия и воды и поступают 
в подкритическую секцию, где умножаются. Подавляющее 
большинство нейтронов, образовавшихся в подкритической 
секции, не могут пройти через нейтронный вентиль в обратном 
направлении к центральному критическому реактору, так как 
замедляются в воде и поглощаются в слое кадмия1).

1)При учете эффекта обратного пропускания нейтронов вентелем, как по-
казал дополнительный расчет, увеличение эффективного коэффициента раз-
множения секционированной системы не превосходит 10%.

а б

Гл. 23. К расчету секционированных ...526
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система (23.2.1) сводится к системе уравнений диффузионного 
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(23.2.2)

Если рассматриваемая секция близка к критическому со-
стоянию, то итерационный метод решения системы (23.2.2)

T
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где

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Предполагая, что в слое В нейтроны не рассеиваются, а толь-
ко поглощаются и воспроизводятся, мы можем связать количе-
ство нейтронов, ежесекундно влетающих в слой В со стороны
среды А, с количеством нейтронов, ежесекундно покидающих
слой В в направлении среды Б:

𝜙𝜙

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇− 3𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝜇𝜇2𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= 𝜙𝜙

1∫︁

0

𝜇𝜇 𝜇𝜇
−Σ𝑐𝑐𝑑𝑑

𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑− 3𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝜇𝜇2 𝑒𝑒
−Σ𝑐𝑐𝑑𝑑

𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑+𝑄𝑄𝑄 (23.2.4)

   Здесь 𝑑𝑑 — толщина поглощающего слоя, Σ𝑐𝑐 — макроскопи-
ческое сечение поглощения в нем, 𝑄𝑄 — количество нейтронов, 
рожденных в единицу времени в 1 см2 слоя.

Баланс нейтронов, летящих в противоположном направле-
нии, запишется в виде

𝜙𝜙

0∫︁
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𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑−𝑄𝑄𝑄 (23.2.5)

     Интегрируя равенства (23.2.4) и (23.2.5), получим
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не является эффективным ввиду медленной сходимости ре-
шения [230, 334]. Поэтому для решения системы (23.2.2) был
использован метод [230], основанный на матричном представ-
лении задачи (23.2.2):

∇𝐷𝐷∇Φ− ΣΦ = 0,

Φ

4
− 𝐷𝐷

2

𝑑𝑑Φ

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆1

= 𝐻𝐻𝐻
Φ

4
+

𝐷𝐷

2

𝑑𝑑Φ

𝑑𝑑𝑑𝑑

⃒⃒
⃒
𝑆𝑆2

= 0,

(23.2.3)

где Φ и 𝐻𝐻 — векторы соответственно с компонентами {𝜙𝜙𝑔𝑔}, {𝜂𝜂𝑗𝑗};
𝐷𝐷 и Σ — матрицы: 𝐷𝐷 = ‖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝐷𝐷𝑗𝑗‖, Σ = ‖Σ𝑗𝑗𝑗𝑗‖, причем

Σ𝑗𝑗𝑗𝑗 = 𝑆𝑆𝑗𝑗𝐶𝐶𝑙𝑙 + 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗Σ𝑗𝑗 + 𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝑗+1𝑊𝑊𝑗𝑗 ,

𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗 =

{︂
1, (𝑗𝑗 = 𝑙𝑙),

0, (𝑗𝑗 ̸= 𝑙𝑙).

Вследствие того, что в состав вентиля входит тонкий слой, 
состоящий из 𝑈𝑈235 и кадмия, необходимо остановиться подроб-
нее на постановке диффузионных условий на границе двух сред 
(А и Б), разделенных тонким поглощающим слоем (В). В данном 
случае допустимо рассмотрение задачи в рамках плоской гео-
метрии. Примем за положительное направление нормали на-
правление из среды А в среду Б.

Если в плоской задаче через 𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥 𝐸𝐸𝐸 𝜇𝜇) обозначить поток ней-
тронов в единице объема фазового пространства (𝑥𝑥𝑥 𝐸𝐸𝐸 𝜇𝜇), то ин-
тегральные потоки нейтронов 𝜙𝜙𝑗𝑗 (𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) по каждой из энергетиче-
ских групп, очевидно, имеют вид

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =

𝐸𝐸𝑗𝑗+1∫︁

𝐸𝐸𝑗𝑗

𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 )𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

    Здесь 𝜇𝜇 = cos Θ, Θ — угол между нормалью и направлением 
движения нейтрона.

Диффузионное приближение соответствует, как известно, 
представлению функции 𝜙𝜙𝑗𝑗 (𝑥𝑥𝑥 𝜇𝜇) в виде

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 ) =
1

2

[︂
𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥)− 3𝐷𝐷𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑗𝑗(𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑

]︂
,
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где

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥) =

1∫︁

−1

𝜙𝜙𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥 𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

Предполагая, что в слое В нейтроны не рассеиваются, а толь-
ко поглощаются и воспроизводятся, мы можем связать количе-
ство нейтронов, ежесекундно влетающих в слой В со стороны
среды А, с количеством нейтронов, ежесекундно покидающих
слой В в направлении среды Б:

𝜙𝜙

1∫︁

0

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇− 3𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝜇𝜇2𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= 𝜙𝜙

1∫︁

0

𝜇𝜇 𝜇𝜇
−Σ𝑐𝑐𝑑𝑑

𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑− 3𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

1∫︁

0

𝜇𝜇2 𝑒𝑒
−Σ𝑐𝑐𝑑𝑑

𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑+𝑄𝑄𝑄 (23.2.4)

   Здесь 𝑑𝑑 — толщина поглощающего слоя, Σ𝑐𝑐 — макроскопи-
ческое сечение поглощения в нем, 𝑄𝑄 — количество нейтронов, 
рожденных в единицу времени в 1 см2 слоя.

Баланс нейтронов, летящих в противоположном направле-
нии, запишется в виде

𝜙𝜙

0∫︁

−1

𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇𝜇− 3𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

0∫︁

−1

𝜇𝜇2𝑑𝑑𝑑𝑑 =

= 𝜙𝜙

0∫︁

−1

𝜇𝜇 𝜇𝜇
Σ𝑐𝑐𝑑𝑑
𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑− 3𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑

0∫︁

−1

𝜇𝜇2 𝑒𝑒
Σ𝑐𝑐𝑑𝑑
𝜇𝜇 𝑑𝑑𝑑𝑑−𝑄𝑄𝑄 (23.2.5)

     Интегрируя равенства (23.2.4) и (23.2.5), получим
𝜙𝜙

2
−𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝐸𝐸3(𝛽𝛽)𝜙𝜙 − 3𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐸𝐸4(𝛽𝛽) +𝑄𝑄𝑄

−𝜙𝜙

2
−𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= −𝐸𝐸3(𝛽𝛽)𝜙𝜙 − 3𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐸𝐸4(𝛽𝛽)−𝑄𝑄𝑄

(23.2.6)

где

𝛽𝛽 = Σ𝑐𝑐𝑑𝑑;      𝐸𝐸𝑛𝑛(𝛽𝛽) =
∞∫︁

1

𝑒𝑒−𝛽𝛽𝛽𝛽 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡𝑛𝑛
.

А

Б

А

Б

Б

Б Б
Б А

А
А

А
Б Б
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𝜙𝜙 = 𝜙𝜙

𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+𝑄𝑄

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

; (23.2.7)

б) слой В сильно поглощает нейтроны (Σ𝑐𝑐 = ∞) – 
в этом случае получаем граничные условия на поверхности 
«черного» слоя:

1

2
𝜙𝜙 −𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄

1

2
𝜙𝜙 +𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

; (23.2.8)

в) среда Б является «черной» для нейтронов (в частности, 
может быть вакуумом).
     Поскольку выше было предположено, что слой  В  не  рассе-
ивает нейтроны, то нейтрон, ушедший из среды А, обратно уже 
не возвращается. Это значит, что слой В можно рассматривать 
тоже как «черный», что приводит к условию

𝜙𝜙

2
+𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄𝑄 (23.2.9)

В матричной форме условия на границе двух сред, разделен-
ных тонким поглощающим слоем, запишутся в виде уравнений
(23.2.6), где 𝐸𝐸3 и 𝐸𝐸4 — матрицы:

𝐸𝐸3 = ‖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸3(𝛽𝛽𝑗𝑗)‖, 𝐸𝐸4 = ‖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸4(𝛽𝛽𝑗𝑗)‖,

а 𝐷𝐷 — матрица, введенная выше.
Дифференциальное матрично-векторное уравнение (23.2.3),

а также все граничные условия были представлены в конечно-
разностной форме, и решение задачи находилось с использова-
нием метода матричной факторизации [230].

     Из системы (23.2.6) легко получить граничные условия для 
различных частных случаев:

а) слой В не поглощает нейтронов (Σ𝑐𝑐 = 0) –
в этом случае из системы уравнений (23.2.6) получаем извест-
ные граничные условия на поверхности раздела двух сред:

Б

А Б

А
А

Б
Б

А А
А

Б
Б

А
А

А
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23.3. Результаты численных расчетов

Для уяснения физических процессов, происходящих в сек-
ционированной реакторной системе, были проведены расчеты 
такой системы.

Рассматривались одинаковые однородные решетки в цен-
тральном критическом реакторе и в кольцевой критической 
секции. Уран-графитовая квадратная гетерогенная решетка 
с шагом 20 х 20 см составлялась из урановых бесконечно вы-
соких цилиндрических стержней диаметром 3,5 см с 2%-м 
содержанием 𝑈𝑈235.

Концентрация элементов в активной зоне решетки на 1 см3 

была следующая:

𝜌𝜌𝑈𝑈235 = 0, 056247, 𝜌𝜌𝑈𝑈238 = 0, 033061,

𝜌𝜌𝐴𝐴1 = 0, 034774, 𝜌𝜌𝐶𝐶 = 0, 07977, 𝜌𝜌𝐻𝐻2𝑂𝑂 = 0, 03346.

Толщина слоя 𝑈𝑈235 в нейтронном вентиле – 𝑑𝑑 = 0,2 см; толщи-
на слоя воды – 𝐻𝐻 = 2,5 см.

Расчеты производились для трех значений эффективного ко-
эффициента размножения (𝐾𝐾эфф) в подкритической секции: 
0,88; 0,93 и 0,97. Соответственно этим значениям 𝐾𝐾эфф находи-
лись размеры секции Δ𝑅𝑅 = 𝑅𝑅3 − 𝑅𝑅2 (см. рис. 41). Конструкция 
нейтрон-ного вентиля во всех случаях оставалась одинаковой.

На рисунке 35–39 представлены графики пространственно-
энергетического распределения потока нейтронов, соответ-
ствующие рассмотренным случаям.

На рисунке 40, 41 представлен интеграл деления 𝑄𝑄(𝑟𝑟) для
подкритического внутреннего реактора.
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𝜙𝜙 = 𝜙𝜙

𝐷𝐷
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
+𝑄𝑄

⎫
⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

; (23.2.7)

б) слой В сильно поглощает нейтроны (Σ𝑐𝑐 = ∞) – 
в этом случае получаем граничные условия на поверхности 
«черного» слоя:

1

2
𝜙𝜙 −𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄

1

2
𝜙𝜙 +𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

; (23.2.8)

в) среда Б является «черной» для нейтронов (в частности, 
может быть вакуумом).
     Поскольку выше было предположено, что слой  В  не  рассе-
ивает нейтроны, то нейтрон, ушедший из среды А, обратно уже 
не возвращается. Это значит, что слой В можно рассматривать 
тоже как «черный», что приводит к условию

𝜙𝜙

2
+𝐷𝐷

𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
= 𝑄𝑄𝑄 (23.2.9)

В матричной форме условия на границе двух сред, разделен-
ных тонким поглощающим слоем, запишутся в виде уравнений
(23.2.6), где 𝐸𝐸3 и 𝐸𝐸4 — матрицы:

𝐸𝐸3 = ‖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸3(𝛽𝛽𝑗𝑗)‖, 𝐸𝐸4 = ‖𝛿𝛿𝑗𝑗𝑗𝑗𝐸𝐸4(𝛽𝛽𝑗𝑗)‖,

а 𝐷𝐷 — матрица, введенная выше.
Дифференциальное матрично-векторное уравнение (23.2.3),

а также все граничные условия были представлены в конечно-
разностной форме, и решение задачи находилось с использова-
нием метода матричной факторизации [230].

     Из системы (23.2.6) легко получить граничные условия для 
различных частных случаев:

а) слой В не поглощает нейтронов (Σ𝑐𝑐 = 0) –
в этом случае из системы уравнений (23.2.6) получаем извест-
ные граничные условия на поверхности раздела двух сред:
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Рис. 35. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) в критическом реакторе:
1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0); 3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 );

5 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 6, 5)

Рис. 36. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) в слое воды (первый вариант):
1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 17, 5); 3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )

Рис. 37. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢) в активной зоне подкритического 
реактора (первый вариант): 1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0); 

3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )

4
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Рис. 38. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢) в активной зоне подкритического 
реактора (второй вариант): 1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0); 

3 —𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )

Рис. 39. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢) в активной зоне подкритического 
реактора (третий вариант): 1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0); 

3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )

Рис. 40. Поток деления 𝑄𝑄(𝑟𝑟) для подкритического реактора: 
1 — первый вариант; 2 — второй вариант; 3 — третий вариант
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Рис. 35. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) в критическом реакторе:
1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0); 3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 );

5 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 6, 5)

Рис. 36. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟) в слое воды (первый вариант):
1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 17, 5); 3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 0); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑟𝑟 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )

Рис. 37. Поток нейтронов 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢) в активной зоне подкритического 
реактора (первый вариант): 1 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0, 75); 2 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 0); 

3 — 𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 17, 5); 4 — 10−1𝜙𝜙(𝑟𝑟𝑟 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢𝑇𝑇 )
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Рис. 41. Интеграл деления 𝑄𝑄(𝑟⃗𝑟) для критического реактора

Интегральные значения энерговыделения в критическом 
реакторе и подкритических секциях, а также относительные 
значения удельных энерговыделений на одну ячейку равны:

𝐾𝐾(1) = 0, 88 𝐾𝐾(2) = 0, 93 𝐾𝐾(3) = 0, 97 Крити-
ческий
реактор

Интег- 3286 4840 6169 1035
ральные
значения

Относи- 1,09 1,47 1,80 1
тельные

значения

Из приведенных данных следует, что распределение энерго-
выделения в подкритической секции может быть не менее вы-
годным, чем в критической секции, что подтверждает целесо-
образность предложенной в работе [130] схемы секционирован-
ной реакторной системы. Совершенно ясно, что если на внеш-
ней границе подкритической секции вместо слоя урана был бы
отражатель из графита, распределение энерговыделения в под-
критической секции стало бы еще более выгодным.

эфф эфф эфф
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Приложение

О работах физико-энергетического института 
по термоядерному оружию1)

Общеизвестно, что с конца 1940-х гг. в ФЭИ разрабатыва-
лись силовые ядерные энергетические установки для различ-
ных средств доставки ядерного оружия. В  этом направлении 
ФЭИ добился рекордных показателей по ряду важнейших па-
раметров. Наиболее яркий пример — высокие скоростные и ма-
невренные качества подводной лодки, оснащенной силовой 
ядерно-энергетической установкой (СЯЭУ) разработки ФЭИ 
(тип ПЛ — «Альфа» по терминологии НАТО). Ходовые испыта-
ния показали, что ПЛ с такой СЯЭУ способна уклоняться даже 
от торпед. Это достижение было занесено в книгу рекордов 
Гиннеса.

Вместе с тем практически неизвестно, что в ФЭИ в пери-
од с 1951 по 1955  г. велись интенсивные расчетно-теоретиче-
ские работы по термоядерному взрывному устройству (водород-
ной бомбе) и ряду других вопросов, непосредственно связанных 
с физикой работы и действиями таких устройств. Об этих ра-
ботах упомянуто в статье Ю.  Б. Харитона, В.  Б. Адамского 
и Ю. Н. Смирнова в журнале «Успехи физических наук» (№ 2, 
1966  г.). В  статье говорится о работах ФЭИ только по так на-
зываемой «трубе» («труба» — длинный цилиндр, наполненный 
жидким дейтерием). К началу 50-х г. XX в. наряду с арзамасской 
и московской группами Я. Б. Зельдовича к отдельным вопросам 
по этому направлению было подключено несколько молодых 
сотрудников Д. И. Блохинцева в Обнинске. Им поручили реше-
ние задачи по переносу энергии нейтронами для случая, если 
бы в «трубе» произошло термоядерное поджигание, а также ис-
следование распространения детонационной волны в дейтерии.

1)Данный материал представлен на основе доклада В.  И. Читайкина 
на международной конференции по истории советского атомного проекта 
(май 1996, Дубна, Россия).
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Хотелось бы полнее осветить интересную страницу в исто-
рии советского атомного проекта, связанную с вкладом ФЭИ 
в решение проблемы. Данный материал подготовлен на основа-
нии научно-технических отчетов, справок и других документов, 
хранящихся в архиве ФЭИ, и личных воспоминаний некоторых 
непосредственных участников тех работ.

Как сказано в статье Ю.  Б. Харитона, В.  Б. Адамского 
и Ю.  Н.  Смирнова, началом исследований по термоядерно-
му взрывному устройству (ТВУ) в СССР следует считать от-
крытый отчет 1946  г. «Использование ядерной энергии лег-
ких элементов» авторов И.  И. Гуревича, Я.  Б. Зельдовича, 
И. Я. Померанчука и Ю. Б. Харитона (опубликован в 1991 г. 
в УФН, №  5). Затем, работы по ТВУ резко активизировались, 
особенно после первых успешных испытаний атомных взрыв-
ных устройств, и велись по различным направлениям (см. 
статью Ю.  Б. Харитона, В.  Б.  Адамского и Ю.  Н. Смирнова). 
Принципиальные экспериментальные результаты по ТВУ были 
получены в 1953 и 1955 гг. Расчетно исследовались различные 
схемы ТВУ.

Все работы по ТВУ были сосредоточены в КБ-11 (впослед-
ствии ВНИИЭФ), где проводились теоретические и расчетные 
исследования, физические эксперименты, разрабатывалась 
конструкция и проводилась ее технологическая и эксперимен-
тальная отработка, происходили изготовление ВУ и подготовка 
к испытаниям.

В 1951 г. в ФЭИ (тогда лаборатория «В») — в Обнинске на-
чались теоретические и расчетные работы по ТВУ (водород-
ной бомбе). Физическая схема ее отличалась от рассматри-
ваемых в то время ТВУ во ВНИИЭФ и от испытанных в 1953 
и 1955  гг. конструкций. Не вдаваясь в подробности, можно 
сказать, что исследовалась возможность осуществления тер-
моядерной детонации большой сферической массы дейтерия, 
разжигаемой из центра (так называемая «сферическая систе-
ма»).

Подробно исследовались следующие вопросы:
—	термоядерная кинетика, в том числе термоядерная реак-

ция с участием «быстрых» частиц, то есть частиц, не находя-
щихся в тепловом равновесии;
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—	баланс энергии в зоне термоядерного горения с учетом 
переноса энергии нейтронами, гамма-квантами, «быстрыми» 
частицами;

—	скорости обменных процессов между излучением и веще-
ством (время установления теплового равновесия);

—	формирование фронта детонационной волны (ДВ), поведе-
ние газодинамических характеристик на фронте и за фронтом 
ДВ с учетом различных механизмов переноса энергии и термо-
ядерного энерговыделения.

В работах ФЭИ была сформулирована полная физико- 
математическая модель всех основных процессов, протекаю-
щих при работе ТВУ. Эта модель была реализована в матема-
тических программах (одномерная сферическая геометрия, ме-
тод конечных разностей).

Была выполнена серия расчетов, по результатам которых 
была предложена конструкция ТВУ. По расчету значение энер-
говыделения такой конструкции почти вдвое превышало значе-
ние, полученное при испытании «слойки». Но оно соответство-
вало не более чем 2%-му выгоранию дейтерия. Таким образом, 
добиться главного — устойчивой стационарной термоядерной 
детонации в D-шаре, разжигаемом из центра, — не удалось. 
После 1955 г. эти работы были прекращены. Развитие ТВУ по-
шло по другому пути.

Начало работ по ТВУ в Обнинске было положено отче-
том Д.  И. Блохинцева «Газодинамика вещества при высоких 
температурах» (1951). Окончательные результаты по сфери-
ческой системе на жидком дейтерии содержатся в двух «тол-
стых» сводных отчетах 1954 и 1955 гг. Исполнителями их были: 
Н. В. Легошина, Н. Я. Лукиных, И. П. Маркелов, Е. И. Погудалина, 
А. Р. Птицын, В. И. Сердобольский, В. В. Смелов, Т. Тушкина. 
Ответственные исполнители: Н.  И. Булеев, В.  С. Имшенник, 
Б. Б. Кадомцев, Г. И. Марчук, Ю. П. Райзер. Руководители ра-
бот: Д. И. Блохинцев, А. С. Давыдов, Е. С. Кузнецов.

В ФЭИ в работах Т.  Х. Сердобольского изучалась воз-
можность использования в ТВУ не только жидкого дейте-
рия, но и твердого носителя дейтерия. В.  С. Имшенником 
под руководством А. С. Давыдова и Д. И. Блохинцева изучались 
«Гидродинамические, термодинамические и электродинами-
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ческие свойства неравновесной высокотемпературной плаз-
мы» (название итогового отчета В.  С. Имшенника). В  1955  г. 
Б.  Б.  Кадомцевым была защищена кандидатская диссерта-
ция на тему «Перенос энергии и импульса быстрыми части-
цами в дейтериевой среде». Руководитель — Д. И. Блохинцев. 
Необходимо отметить, что в архивах ФЭИ отчетов о научно-
исследовательской работе по конструкции ТВУ типа «труба» 
не имеется.

Работами по сферическому ТВУ с использованием дейте-
рия не исчерпывалась деятельность ФЭИ по ядерно-оружейной 
тематике. В 1953–1955 гг. были выполнены работы по физике 
ядерного взрыва в атмосфере. Была построена полная физико-
математическая модель основных процессов, сопровождающих 
ядерный взрыв в земной атмосфере. Подробно рассмотрено ин-
тересное явление — минимум яркости огненного шара («приту-
хание»), которое было обнаружено экспериментально при про-
ведении воздушных ядерных испытаний. В работах ФЭИ были 
проанализированы различные гипотезы, объясняющие это яв-
ление, и показана их несостоятельность. Найдено верное объяс-
нение — влияние переходов на молекулах примеси NO2.

Работы по изучению явлений, сопровождающих воздушный 
ядерный взрыв, были выполнены Ю. П. Райзером под руковод-
ством А. С. Давыдова и Д. И. Блохинцева. В 1955 г. Ю. П. Райзером 
была защищена кандидатская диссертация на тему «Об оптиче-
ских процессах в огненном шаре и охлаждении воздуха излуче-
нием». Руководитель — Д. И. Блохинцев. Результаты исследова-
ний Ю. П. Райзера, выполненных им в ФЭИ, вошли в знаменитую 
книгу Я. Б. Зельдовича и Ю. П. Райзера «Физика ударных волн 
и высокотемпературных гидродинамических явлений» (1962).

Основные результаты и значение работ ФЭИ по ядерно-ору-
жейной тематике состоят в следующем:

—	предложен оригинальный способ осуществления термо-
ядерного горения и создания термоядерной (водородной) бом-
бы. Идея состояла в воспламенении большой массы дейтерия 
в виде сферы. Инициирование термоядерной детонации должно 
быть осуществлено из центра сферической системы;

—	выполнен полный расчетно-теоретический анализ пред-
ложенного ТВУ с дейтерием. В  расчетах получено значение 
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мощности взрыва. Исследованы различные механизмы энерге-
тических потерь, которые делают практически невозможным 
осуществление стационарной термоядерной детонации в ана-
лизируемой системе;

—	в ходе исследований по физике ядерного взрыва в атмос-
фере была сформулирована полная физико-математическая мо-
дель процессов, сопровождающих воздушный взрыв. Созданы 
теоретические основы одного из методов определения мощно-
сти воздушного взрыва.

Глубокие физико-теоретические и расчетные исследова-
ния по термоядерной детонации, выполнявшиеся обнинской 
группой, повлияли на оценку перспектив разработок по «тру-
бе». В статье Ю. Б. Харитона, В. Б. Адамского и Ю. Н. Смирнова 
сказано, что работы по «трубе», проводившиеся арзамасской 
и московской группами Я. Б. Зельдовича, были признаны «пол-
ностью бесперспективными». Совещание, на котором было при-
нято это решение, состоялось в Министерстве среднего маши-
ностроения в начале 1954 г. Вел совещание И.  В. Курчатов. 
Одним из наиболее важных физических аргументов, привед-
ших к такому решению, была отрицательная роль переноса 
энергии нейтронами, рождающимися в термоядерных реакци-
ях. Это явление подробно исследовалось в работах ФЭИ. На со-
вещании в Министерстве доклад по этим результатам делал 
Б. Б. Кадомцев. В статье Ю. Б. Харитона и др. (УФН, 1996 г.) 
говорится, что «... именно протяженное в пространстве энерго-
выделение от нейтронов, наряду с комптонизацией, также изу-
чавшейся в Обнинске, исключало возможность детонизации».

Основные черты проводившихся в ФЭИ в период с 1951 
по 1955 г. ядерно-оружейных исследований состоят в следую-
щем:

1. В ФЭИ разрабатывалась конструкция ТВУ. Работы велись 
не по отдельным физическим вопросам, связанным с разработ-
кой ТВУ, а по всей их совокупности. В ходе исследований раз-
рабатывалась конкретная конструкция ТВУ. Расчетно оценива-
лось влияние некоторых конструктивных элементов.

2. Независимость исследований от аналогичных работ 
ВНИИЭФ. Координация работ осуществлялась на высоком адми-
нистративном уровне. Исследователи из ФЭИ не были знакомы 
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с работами ВНИИЭФ по ядерно-оружейной тематике. В работах 
ФЭИ отсутствуют ссылки на аналогичные работы, проводимые 
в то же время во ВНИИЭФ. В диссертации Ю. П. Райзера, посвя-
щенной явлениям при воздушном ядерном взрыве, есть выра-
жение признательности Я. Б. Зельдовичу за обсуждения.

3. Высокий научный уровень исследований. В работах ФЭИ 
в математическом отделе сформулирована полная физическая 
модель всех процессов, разработана соответствующая матема-
тическая модель. Выполнены сквозные расчеты. Полученные 
в ФЭИ результаты по термоядерной плазме были впоследствии 
развиты в работах других институтов. Ряд отчетов ФЭИ по ядер-
но-оружейной тематике были направлены в конце 1960-х гг. 
по запросу Министерства во ВНИИТФ (Снежинск) для постоян-
ного использования.

Среди работавших в начале 1950-х гг. в ФЭИ по ядерноо-
ружейной теме немало тех, кто впоследствии достиг высо-
ких результатов и стал известным ученым: Д.  И. Блохинцев, 
Б. Б. Кадомцев, Г. И. Марчук, Ю. П. Райзер, В. С. Имшенник 
и др. После 1955 г. работы по ядерно-оружейной тематике 
в ФЭИ были полностью прекращены. Математический отдел 
ФЭИ переключился на создание новой концепции расчета ядер-
ных реакторов для подводных лодок.

В 2009 г. была опубликована статья Г.  И. Марчука, 
В. С. Имшеника, М. М. Баско [243], в которой наряду с обзором 
вышеупомянутых работ представлено численное решение ги-
дродинамической задачи о термоядерном взрыве в шаре жид-
кого дейтерия нормальной плотности с использованием совре-
менной физико-математической модели DEIRA, разработанной 
в теории инерциального термоядерного синтеза. Детальные 
численные расчеты подтвердили указанный выше «историче-
ский» результат.
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Комментарии

к работам Г. И. Марчука
по численным методам в теории переноса  

и методам расчета ядерных реакторов

Шутяев В. П.

Во второй половине XX в. перед нашей страной возникла 
проблема мирного использования энергии атома. Математикам 
предстояло решить новые математические задачи, описываю-
щие процессы переноса нейтронов и тепла в веществе, выпол-
нить невиданный до того времени объем вычислительной работы. 
Задачи теории переноса частиц, будучи существенно многомер-
ными, достаточно сложными и актуальными, представляют со-
бой достойный пример исследования с точки зрения основных 
проблем вычислительной математики. Своеобразие и важность 
этих задач влияли и будут влиять на развитие основных кон-
цепций и методов вычислительной математики и на прогресс 
вычислительной техники. Вычислительные задачи по расчету 
ядерных реакторов оказались даже более сложными и трудо-
емкими, чем аналогичные задачи по ядерному оружию, работы 
над которыми развернулись несколько лет ранее.

Методы расчета ядерных систем возникли как синтез ис-
следований многих ученых — математиков и физиков — и ин-
ститутов как в теоретических, так и в прикладных аспектах.

К атомному проекту Г.  И. Марчук был подключен 
в 1953 г. по постановлению правительства, когда он был 
приглашен в Лабораторию «В» Первого главного управле-
ния Совета Министров СССР (позже переименованную 
в Физикоэнергетический институт Госкомитета СССР по ис-
пользованию атомной энергии). В Обнинске, где находился ФЭИ, 
под руководством Д. И. Блохинцева математики участвовали в ра-
ботах по созданию термоядерной бомбы. Гидродинамическая 
задача о термоядерном взрыве в шаре жидкого дейтерия нор-
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мальной плотности была решена в 1952–1954 гг. в рамках со-
ветского атомного проекта. Главный результат состоял в том, 
что взрывная ударная волна в дейтерии сильно затухает из-за 
потерь энергии в результате излучения и нелокальности энер-
говыделения быстрых нейтронов. В то время этот отрицатель-
ный результат по сути означал тупиковость буквального пути 
создания водородной бомбы.

Когда лабораторию «В» преобразовали в Физико-энерге-
тический институт, Г.  И. Марчук, назначенный начальником 
математического отдела, приступил к новой проблеме — рас-
чету ядерных реакторов для атомных электростанций и подво-
дных лодок.

В период работы в Обнинске с 1953 по 1962 г. Г. И. Марчук 
предложил новые методы расчета ядерных реакторов, которые 
до настоящего времени составляют основу моделирования ими-
тационных расчетов промышленных реакторов. Большую из-
вестность получили его работы по теории переноса излучения. 
Результаты этих исследований обобщены в его докторской дис-
сертации (1956) и в монографии «Численные методы расчета 
ядерных реакторов» (1958). В 1959–1961 гг. Г. И. Марчук при-
нял участие в разработке требований к ядерной безопасности 
для заводов и других предприятий атомной промышленности, 
проводившейся по инициативе И. В. Курчатова.

Многогрупповые расчеты ядерного реактора для первой 
в мире АЭС в г. Обнинске, запущенной 27 июня 1954 г., были 
успешно выполнены коллективом сотрудников под руководством 
Г. И. Марчука. За работы по методам расчета ядерных реакторов 
и их применениям к разработке АЭС и ядерного подводного фло-
та Г. И. Марчук был удостоен Ленинской премии (1961).

В 1958 г. вышла в свет монография Г. И. Марчука «Численные 
методы расчета ядерных реакторов», переизданная затем 
в 1961 г. под названием «Методы расчета ядерных реакторов» 
в существенно переработанном и дополненном виде. Эти моно-
графии вызвали большой научный интерес, а изложенные в них 
результаты стали основополагающими для развития методов 
расчета ядерных реакторов в нашей стране.

Одной из первых проблем в теории ядерных реакторов,  
изученных Г. И. Марчуком, была проблема корректной замены 
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интегро-дифференциального уравнения Больцмана эффектив-
ными малогрупповыми моделями. Основным здесь был вопрос 
выбора групповых констант. На основе теории сопряженных 
уравнений и алгоритмов возмущений Г. И. Марчук разработал 
методы построения таких моделей. Им были получены выраже-
ния для групповых констант, которые в определенном смысле 
являются оптимальными. Было показано также, что они сла-
бо зависят от сопряженных функций. Это обстоятельство по-
зволило сформулировать практические численные алгорит-
мы определения групповых констант, близких к оптимальным. 
Г.  И.  Марчуком и сотрудниками возглавляемого им отдела 
в Физико-энергетическом институте в 50-е гг. XX в. были соз-
даны эффективные малогрупповые модели реактора в различ-
ных приближениях метода сферических гармоник. Эти модели 
широко использовались для серийных расчетов критических 
масс ядерных реакторов, и в том числе первой атомной электро- 
станции.

В ряде задач теории ядерных реакторов необходимо деталь-
но учитывать тепловое движение ядер среды в реакторе, кри-
сталлические эффекты и молекулярные связи. Для решения 
этих задач Г. И. Марчуком и В. В. Смеловым были разработаны 
специальные методы. Предложенные ими алгоритмы базирова-
лись на математическом аппарате, не связанном с конкретным 
выбором функций рассеяния нейтронов, и являются универ-
сальными. Ими были созданы методы расчета спектра медлен-
ных нейтронов в различных приближениях метода сферических 
гармоник. В применении к данному классу задач в их работах 
получил дальнейшее развитие метод матричной факторизации.

Сопряженная система уравнений реактора широко исполь-
зовалась Г. И. Марчуком и его коллегами еще на ранних стади-
ях построения теории и методов расчета ядерных реакторов. 
Отметим некоторые из важных ее приложений.

Это, прежде всего, теория возмущений спектрального па-
раметра — первого собственного значения соответствующей 
однородной задачи. Спектральный параметр и его возмущение 
связаны с критической массой самоподдерживающей цепной 
реакции. Полученные Г.  И. Марчуком формулы играют важ-
ную роль в оценке первого собственного значения по отноше-
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нию к тем или иным вариациям входных данных, необходимых 
для физического расчета ядерного реактора. Эти исследова-
ния послужили основой решения важнейших обратных задач 
по восстановлению физических параметров моделей.

Сюда относится также разработка систем ядерной безопас-
ности с помощью наиболее точных расчетов критических масс 
ядерных систем различных спектров, подкрепленных экспе-
риментальными данными. Последние работы инициировались 
И. В. Курчатовым, и их выполнение было высоко оценено самим 
Игорем Васильевичем.

Г. И. Марчуком и руководимым им коллективом в Физико-
энергетическом институте были созданы методы физического 
расчета ядерных реакторов, испытанные на большом расчет-
ном и экспериментальном материале. Ими создан один из пер-
вых в СССР пакетов прикладных программ в области расчета 
реакторов, получивших широкое распространение в научных 
учреждениях Советского Союза.

Отмеченные научные результаты отражены в упомяну-
тых выше монографиях Г.  И. Марчука и в его совместной 
с В.  И.  Лебедевым монографии «Численные методы в теории 
переноса нейтронов» (1971, 1981).

Впоследствии Г. И. Марчук и его ученики продолжали ин-
тенсивные исследования в области теории переноса и методов 
расчета ядерных реакторов и получили ряд крупных результа-
тов по данному научному направлению.

Развитие методов решения многомерных нестационарных 
задач переноса связано с методами расщепления, основанны-
ми, как правило, на неоднородных разностных аппроксимациях 
исходной задачи. Сущность метода расщепления состоит в ре-
дукции сложного оператора к простейшим. При таком подхо-
де интегрирование данного уравнения сводится к последова-
тельному интегрированию уравнений более простой структуры. 
При этом разностные схемы обязаны удовлетворять услови-
ям аппроксимации и устойчивости только в конечном итоге. 
Это дает возможность гибкого построения схем по существу 
для всех основных задач математической физики. Г. И. Марчук 
внес большой вклад в разработку данных методов. Им был пред-
ложен и развит метод расщепления по физическим процессам. 
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Сущность этого метода состоит в редуцировании исходной за-
дачи, описывающей сложный физический процесс, к последо-
вательности простейших задач, каждая из которых описывает 
элементарный физический процесс. Г. И. Марчук сформулиро-
вал основные требования для правомерности такой редукции 
и построил абсолютно устойчивые разностные схемы второго 
порядка точности для решения ряда важных нестационарных 
задач математической физики.

В работах Г. И. Марчука были разработаны и обоснованы 
схемы расщепления для систем уравнений, не принадлежа-
щих к классу Коши — Ковалевской. В докладе Г. И. Марчука 
и Н.  Н.  Яненко на конгрессе ИФИП (1965) метод расщепле-
ния был сформулирован для систем интегро-дифференциаль-
ных уравнений, в том числе для уравнений переноса частиц. 
В дальнейшем в применении к задачам теории переноса метод 
расщепления был существенно развит в работах Г. И. Марчука 
с его учениками (У. М. Султангазин, В. В. Пененко и др.). Были 
предложены монотонные схемы расщепления для задач пере-
носа, при которых решения остаются в классе положительных  
функций.

Наряду с разностными методами решения задач теории пе-
реноса важный вклад был сделан Г. И. Марчуком в разработку 
проекционно-сеточных алгоритмов. В  последние десятилетия 
проекционные методы получили качественно новое развитие, 
что обусловлено и успехами в теории аппроксимации, и имев-
шейся глубокой теоретической базой данных методов. Это 
привело к развитию теории и широкому практическому ис-
пользованию новой формы проекционных методов  — проек-
ционно-сеточных (метод конечных элементов), которые мож-
но рассмотреть как классические проекционные методы, 
но использующие базисные функции с финитными носителя-
ми. Проекционно-сеточные методы вобрали в себя лучшие чер-
ты проекционных (слабые требования на гладкость решения 
и исходных данных, необходимых для обоснования и исследова-
ния алгоритма, сохранение в приближенной задаче «хороших» 
свойств точной задачи — симметричности операторов и т. п., 
более точное описание интегральных характеристик решения 
и др.) и разностных методов (разреженность матриц, сравни-



Комментарии598

тельная простота решения систем алгебраических уравнений). 
Кроме того, использование локальных базисных функций позво-
лило в большинстве случаев автоматизировать процесс прибли-
женного решения задачи с помощью современных ЭВМ. В рабо-
тах Г. И. Марчука, В. И. Агошкова отмечены многие трудности, 
специфические для проекционно-сеточных алгоритмов в зада-
чах теории переноса, обладающих рядом «неприятных» особен-
ностей. Это, прежде всего, существенная многомерность таких 
задач. Имеются значительные трудности, связанные с вопро-
сами обоснования применения проекционно-сеточных методов 
к решению задач теории переноса и получения количествен-
ных оценок скоростей сходимости.

Одной из трудностей следует признать и проблему аппрок-
симации границ и граничных условий. К  известной проблеме 
аппроксимации геометрической границы области здесь добав-
ляется задача отыскания и приближения «освещенных» и «те-
невых» частей границы, что вызвано зависимостью граничных 
условий от угловых переменных. Отметим, наконец, что многие 
задачи теории переноса обладают несамосопряженными опе-
раторами, при этом часто в них возникает необходимость од-
новременного решения как прямой, так и сопряженной задач. 
Перечисленные обстоятельства делают теорию и практическое 
использование проекционно-сеточных методов в задаче пере-
носа нейтронов значительно более трудными, с одной стороны, 
но и привлекательными — с другой.

В работах Г. И. Марчука и В. И. Агошкова обосновано приме-
нение обобщенного метода Бубнова — Галеркина со специаль-
ными базисными функциями к решению уравнения переноса 
в плоскопараллельной, сферически-симметричной и трехмер-
ной геометриях, изучена устойчивость алгоритмов.

Большое влияние на развитие методов расчета ядерных ре-
акторов оказали работы Г. И. Марчука по итерационным мето-
дам. Краевые задачи для кинетического уравнения являются 
типичными многомерными задачами. Как правило, число неиз-
вестных значений функций в системе разностных уравнений, 
аппроксимирующих кинетическое уравнение, столь велико, 
что при решении этих систем уравнений итерационными мето-
дами не представляется возможным из-за ограниченности па-
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мяти ЭВМ одновременно запомнить все неизвестные, получен-
ные на одном итерационном шаге.

Ввиду многомерности задач переноса могут стать непри-
емлемыми многие хорошо разработанные и эффективные ите-
рационные методы только потому, что они требуют запомина-
ния полной информации о предыдущем приближении. Таким 
образом, специфика задач переноса требует разработки таких 
быстросходящихся итерационных методов, которые требовали 
бы запоминания не всей информации о проводимом итерацион-
ном шаге, а только части ее существенно меньшей размерно-
сти. Это открывает возможность эффективно использовать ва-
риационные методы решения, ибо в этом случае существенно 
облегчается задача подсчета скалярных произведений.

В фундаментальной монографии Г. И. Марчука и В. И. Лебе-
дева «Численные методы в теории переноса нейтронов» пред-
ставлены эффективные итерационные алгоритмы решения за-
дач теории ядерных реакторов, дано обоснование алгоритмов 
и выявлена специфика итерационных методов для задач пере-
носа.

Исследования Г. И. Марчука и его учеников в области тео-
рии переноса и методов расчета ядерных реакторов не только 
позволили получить ряд крупных результатов по данному на-
правлению, но и оказали огромное влияние на развитие основ-
ных концепций и методов вычислительной математики в целом.
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