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Конгруэнтный централизатор матрицы  – это множество матриц , удовлетворяющих со-
отношению . Конструкция прямой суммы и матрица Сергейчука–Хорна суть два
элемента в описании канонической формы произвольной комплексной матрицы относи-
тельно эрмитовых конгруэнций. В данной статье устраняются излишние предположения и
неточности имеющихся описаний конгруэнтных централизаторов блочно-диагональных
матриц и матрицы Сергейчука–Хорна. Библ. 4.
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1. Пусть  – невырожденная комплексная -матрица. Матрица

называется коквадратом матрицы , а множество

называется конгруэнтным централизатором для . Этот термин объясняется тем, что множество
 есть аналог обычного централизатора матрицы  для случая, когда вместо подобий группа

 действует на матричном пространстве  конгруэнциями, т.е. преобразованиями ви-
да  с произвольными невырожденными матрицами .

Пусть  – матрица блочно-диагонального вида:

(1)

Блоки  и  суть квадратные матрицы порядков соответственно  и l ( ). Для таких  в [1]
было доказано следующее утверждение:

Теорема 1. Пусть  – невырожденная матрица вида (1), а  – произвольная матрица из центра-
лизатора . Представим  в блочной форме, согласованной с прямой суммой (1):

(2)

Предположим, что коквадраты матриц  и  не имеют общих собственных значений. Тогда, если
в (2) подматрицы  и  невырожденны, то и матрица  является прямой суммой:

(3)

Как следствие,  и  принадлежат конгруэнтным централизаторам соответственно матриц 
и .
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В п. 2 настоящей статьи мы показываем, что условие невырожденности блоков  и  в этой
теореме является лишним, и в действительности все матрицы из  имеют блочно-диагональ-
ную форму.

Матрицей Сергейчука–Хорна мы называем матрицу

Матрица  представляет один из трех типов блоков, прямой суммой которых является кано-
ническая форма произвольной квадратной матрицы относительно конгруэнций.

В [2] было доказано, что, с точностью до диагональных сомножителей специального вида, все
матрицы из конгруэнтного централизатора  матрицы  являются верхнетреугольными и тёп-
лицевыми. В п. 3 мы показываем, что в этом утверждении оговорка относительно диагональных
сомножителей не нужна, и верна следующая

Теорема 2. Всякая матрица  тёплицева и имеет верхнетреугольную форму.
2. Для произвольных квадратных матриц  и  одинакового порядка справедливо равенство

Если , то правая часть обращается в нуль:
(4)

Предположим, что  не имеет собственного значения 1, и умножим (4) слева на матрицу
, а справа – на . Полагая

(5)
получаем уравнение

(6)

для матрицы . Пользуясь невырожденностью матрицы , выводим отсюда

и

Подставляя это выражение для  в (6), имеем

или

(7)

В проведенных до сих пор выкладках  могла быть произвольной невырожденной матрицей.
Пусть теперь  – блочно-диагональная матрица (1). Ее коквадрат  также является
прямой суммой:

По предположению, матрицы  и  не имеют общих собственных значений. Поэтому
матрица , коммутирующая с , должна быть блочно-диагональной с диагональными бло-
ками порядков  и .

Нетрудно показать, что, как и , матрица  не имеет собственного значения 1. Разрешая от-
носительно  соотношение (5), имеем
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Матрица  сохраняет блочно-диагональную форму матрицы . Записывая  в виде (3), из усло-
вия  выводим

Предположение, что  не имеет собственного значения 1, не является ограничительным.
Очевидно, что вместе с  централизатору  принадлежат и все матрицы вида , где .
Поэтому, если в спектре матрицы  есть 1, то  нужно заменить подходящим кратным , уже
не имеющим этого собственного значения.

3. Пусть теперь , а  – матрица из централизатора , не имеющая собственного зна-
чения 1. Определяя матрицу  формулой (5), приходим, как и в п. 2, к уравнению

(8)

Матрица  есть коквадрат матрицы . Она описана в [3, задача 4.5.P15] и представ-
ляет собой верхнетреугольную тёплицеву матрицу с единичной главной диагональю и числом 
на первой наддиагонали. Прочие детали устройства этой матрицы для нас не важны.

Обозначим через  алгебру верхнетреугольных тёплицевых матриц порядка . Этой алгебре,
очевидно, принадлежат матрицы

(9)

Матрица  имеет нулевую главную диагональ и  первых нулевых наддиагоналей; в то
же время -я наддиагональ ненулевая. Отсюда следует, что матрицы (9) образуют (линейный)
базис алгебры .

Соотношение (8) означает, что матрица  коммутирует с , а потому  коммутирует со всеми
матрицами (9). Жорданова клетка  с нулем на главной диагонали принадлежит алгебре 
и, значит,

Это равенство означает (см. [4, гл. VIII, § 2]), что и матрица  принадлежит , т.е. является верх-
нетреугольной тёплицевой матрицей.

Как и в п. 2, матрица  не имеет собственного значения 1. Разрешая относительно  соотно-
шение (5), имеем

Отсюда заключаем, что матрица  имеет ту же верхнетреугольную тёплицеву форму, что и .
Предположение, что  не имеет собственного значения 1, снова не является ограничитель-

ным: если в спектре матрицы  есть 1, то  нужно заменить подходящим кратным , не име-
ющим этого собственного значения.
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Классическая задача о построении непрерывных итераций аналитического отображения рас-
сматривается как задача о построении инвариантных кривых дискретной динамической си-
стемы. Такие системы часто изучаются как редукции непрерывных динамических систем
(отображение Пуанкаре). Существование аналитических инвариантных кривых в дискрет-
ной динамической системе влечет (локально) существование дополнительного аналитиче-
ского первого интеграла в непрерывной динамической системе. Однако доказать его суще-
ствование удается крайне редко, так как доказательство обычно выводят из сходимости фор-
мальных разложений инвариантных кривых. Строятся примеры дискретных динамических
систем, инвариантные кривые которых даются заведомо расходящимися рядами, но в то же
время являются аналитическими. В частности, дается пример интегрируемой дискретной ди-
намической системы, имеющей хаотические траектории. Библ. 15. Фиг. 4.

Ключевые слова: инвариантные кривые, непрерывные итерации, расходящиеся ряды, дина-
мические системы, интегрируемость.
DOI: 10.31857/S0044466921120164

1. ВВЕДЕНИЕ
Данная статья продолжает работу [1], где некоторые важные вопросы были оставлены для

дальнейшего исследования.
В статье [1] рассматривалась задача интерполяции итерационных последовательностей, что

можно интерпретировать как восстановление непрерывной динамической системы (НДС) по ее
дискретной редукции. В самом деле, любую итерационную последовательность можно рассмат-
ривать как дискретную динамическую систему (ДДС), т.е. дискретное отображение (возможно,
с запаздыванием). Таким образом, в [1] рассматривалась задача, в некотором смысле обратная
той, которая возникает при редукции НДС к дискретным системам.

За последние примерно полвека интерес к ДДС значительно возрос во многом благодаря зна-
менитой статье Хенона и Хейлеса (см. [2]). Видимо, начиная с этой публикации ДДС стали рас-
сматриваться как весьма содержательные модельные задачи, которые выражают самое суще-
ственное в динамике НДС.

В самом деле, отображение Пуанкаре (отображение последования) осуществляет редукцию
НДС к дискретной. Поэтому такие явления в НДС, как периодические или квазипериодические
решения, бифуркации решений, а также динамический хаос, могут изучаться в дискретной мо-
дели. Это же относится и к весьма важному вопросу об интегрируемости (локальной интегриру-
емости) динамической системы или ее отсутствию.

Вопрос о (локальной) интегрируемости динамической системы (точнее, о существовании до-
полнительного интеграла) связан с существованием аналитических инвариантных кривых дис-
кретного отображения. Так, в [2] было отмечено, что динамическая система, описывающая
звездную динамику в галактике, является с большой вероятностью неинтегрируемой, так как об-
наружить дополнительный аналитический интеграл не удается. В то же время астрономические
наблюдения показывают, что динамика в системе такова, как будто система интегрируема. Ста-

УДК 519.624
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тья [2] посвящена изучению этого парадокса на примере упрощенной модели звездной динами-
ки, т.е. системы Хенона–Хейлеса (СХХ).

Хенону и Хейлесу удалось обнаружить численно с большой точностью, что дискретные ите-
рации отображения Пуанкаре в СХХ при небольших значениях энергии образуют инвариантные
кривые в сечении Пуанкаре. Если бы удалось доказать аналитичность этих кривых, то СХХ была
бы (локально) интегрируемой, так как существовал бы второй аналитический первый интеграл
в гамильтоновой системе с двумя степенями свободы.

Доказать существование аналитических инвариантных кривых в СХХ не удается. Это связано
с тем, что инвариантные кривые обычно вычисляются с помощью приведения СХХ к нормаль-
ной форме. При этом нормализующее преобразование либо заведомо расходится, либо доказать
его сходимость не представляется возможным.

Инвариантные кривые можно вычислить и непосредственно из СХХ с помощью систем ком-
пьютерной алгебры (CAS), т.е. получить (локально) второй первый интеграл в виде формального
ряда. Однако и в этом случае полученный ряд скорее всего расходится.

В настоящее время СХХ считается неинтегрируемой, а значит, как полагают, инвариантные
кривые в сечении Пуанкаре не могут быть аналитическими. Это же относится к многочислен-
ным дискретным моделям, изучаемым в связи с этой тематикой (см. обзор [3]).

Наряду с этим существует ряд работ (см. [4] и ссылки там), посвященных доказательству су-
ществования аналитических инвариантных кривых в некоторых модельных ДДС, как консерва-
тивных, так и диссипативных.

Во всех без исключения упомянутых работах аналитичность инвариантных кривых выводит-
ся из доказательства сходимости формальных рядов, представляющих указанные кривые. При
этом получение формальных рядов, приближающих инвариантные кривые, является обычно
чисто технической задачей, в то время как доказательство их сходимости является совершенно
нетривиальным и занимает основную часть работы.

Доказательства сходимости формальных рядов (или нормализующих преобразований) часто
опираются на некоторые весьма тонкие диофантовы свойства рациональных коэффициентов
формальных рядов. Поэтому такие доказательства довольно редки. Видимо, поэтому “интегри-
руемых” дискретных отображений сравнительно немного (см. обзор [3]).

В то же время можно с уверенностью утверждать, что в случае общего положения так называ-
емые стандартные отображения неинтегрируемы в том смысле, что удается доказать заведомую
расходимость формальных рядов, приближающих инвариантные кривые вблизи неподвижной
точки. Хотя доказательства расходимости этих рядов также весьма нетривиальны (см. обзор [3]).

Тот факт, что расходимость указанных формальных рядов является типичной, хорошо виден
на примере итераций (композиций) аналитического отображения

(1)

где F(y) является голоморфной функцией в некоторой окрестности нуля.

Отображение (1) дает пример простейшей ДДС , ,  или .
Как известно, формальные ряды непрерывной итерации (НИ)  (см. разд. 2) почти всегда
расходятся, если  (см. [1] и ссылки там).

Однако численные эксперименты в СХХ, а также со стандартным отображением Чирикова и
в других задачах (см. [5]) показывают, что приближенные инвариантные кривые “идентичны на-
туральным”, т.е. ведут себя так же, как будто они являются аналитическими. Этот факт неодно-
кратно упоминается в литературе в том плане, что численно установить отличие инвариантных
кривых от аналитических не представляется возможным (см. [2]).

Это же наблюдение можно сделать при изучении НИ . Как отмечалось в [1], НИ ,
, хорошо интерполируют дискретную последовательность , , несмотря на

заведомую расходимость рядов , .
Таким образом, мы видим, что аналитичность инвариантных кривых напрямую связывается

со сходимостью их формальных разложений, каковая случается очень редко. Некоторые авторы
идут еще дальше и связывают расходимость этих рядов с несуществованием инвариантных кри-
вых (или отсутствием их аналитичности), хотя такие утверждения редки.
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Насколько нам известно, этот “когнитивный диссонанс”, когда инвариантные кривые вроде
бы не существуют, хотя, с другой стороны, они как бы есть, – нигде в литературе не обсуждается,
во всяком случае в плане его разрешения.

В данной работе мы попытаемся частично прояснить этот парадокс, построив пример ДДС,
инвариантные кривые которой даются заведомо расходящимися рядами, с одной стороны, но в
то же время являются аналитическими. Таким образом, реализуется некоторый аналог теоремы
Бореля–Ритта, утверждающей, что любой формальный степенной ряд (одной переменной) яв-
ляется асимптотическим разложением некоторой аналитической функции в некотором секторе
комплексной плоскости.

2. ИНВАРИАНТНЫЕ КРИВЫЕ НЕПРЕРЫВНОЙ ИТЕРАЦИИ

Напомним некоторые факты о НИ отображения (1), которые нам понадобятся (см. [1] и
ссылки там).

Рассмотрим обычную композицию (итерацию) отображения (1)

Очевидно, что

НИ  обобщает это полугрупповое свойство на произвольные комплексные числа ,
т.е. порождает непрерывную группу отображений.

НИ отображения (1) можно записать в виде

(2)

где  – однозначно определяемые полиномы степени не выше n.

Другая форма записи НИ использует генератор  указанной группы отображений
(см. [6]), т.е.

(3)

Вычисление НИ является классической задачей. Систематическое изложение методов их вы-
числения, существавших ранее, можно найти в [7, с. 314].

В [1] предложен весьма простой метод вычисления полиномов . Пусть

тогда

(4)

где

Формулу (4) можно также использовать для вычисления НИ непосредственно по ее генерато-
ру  без громоздкого рекурсивного дифференцирования; или для быстрого вычисления гене-
ратора . Поскольку, согласно (3), имеем

(5)
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то, подставив x = 0 в эту формулу, получим

где величины  вычисляются в (4); либо  считаются известными, и тогда вычисляются величи-
ны  одновременно с вычислением полиномов .

Приведем еще одну полезную формулу (см. [6, (84)]), связывающую НИ с ее генератором:

(6)

Как отмечалось выше, отображение (1) порождает ДДС , . При этом НИ
, , порождает НДС при условии, что формальные ряды  можно интерпретиро-

вать как некоторые функции. Если подразумевать под этим сходимость формальных рядов НИ,
то это удается сделать крайне редко.

Насколько нам известно, все существующие примеры аналитических НИ даются формулой
(см. [8])

(7)

соответствующей генератору  (см. также [6, (72)]).
НИ дает пример динамической системы, инвариантные кривые которой можно сразу выпи-

сать в виде формальных рядов:

(8)

где  – начальное значение (и первый интеграл), и  или . В последнем случае не-
прерывное “время”  можно исключить из уравнений и рассматривать инвариантные кри-
вые как функции  или , где , .

Например, рассмотрим простейшее из всех возможных нетривиальных отображений (1),
F(y) = , т.е. частный случай логистического отображения (  приводится к это-
му виду перенормировкой):

(9)

Вычисления по формуле (4) дают генератор:

(10)

а также формальный ряд, представляющий инвариантные кривые НИ:

Напомним, что оба этих ряда расходятся (см. [1] и ссылки там).
Тем не менее можно легко проверить численно, что даже этот скромный отрезок формально-

го ряда  хорошо приближает инвариантную кривую  для  по край-
ней мере в интервале .

Для меньших значений , либо для большего отрезка ряда  этот интервал
можно значительно расширить в обе стороны (см. [1]).

С другой стороны, нет смысла просто увеличивать количество членов формальных разложе-
ний, так как ряды расходятся.

Данная ситуация напоминает известный парадокс: приближенные решения, полученные с
помощью нормальных форм, хорошо приближают точные решения, несмотря на заведомую рас-
ходимость нормализующих преобразований.
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Таким образом, нужно либо каким-то способом просуммировать эти формальные ряды, либо
доказать существование аналитической функции, имеющей данные асимптотические разложе-
ния.

В этой работе мы намереваемся сделать и то и другое.

3. ПЕРВЫЙ ИНТЕГРАЛ НЕПРЕРЫВНОЙ ИТЕРАЦИИ
К сожалению, применить теорему Бореля–Ритта напрямую к формальным рядам, соответ-

ствующим инвариантным кривым НИ, не представляется возможным, так как эти ряды зависят
от двух переменных. Такие ряды ведут себя значительно сложнее обычных уже в случае их схо-
димости, а расходящиеся ряды от двух и более переменных вообще мало изучены.

Найдем функцию  (формальный ряд) такую, что ее линии уровня  будут со-
ответствовать инвариантным кривым НИ. Положим формально

(11)

где “время” x соответствует начальному значению . Сдвиг по времени t будем считать ма-
лым.

Теорема 1. Для любого формального ряда (1) существует аналитический первый интеграл ,
линии уровня которого соответствуют инвариантным кривым непрерывной итерации при доста-
точно малых .

Доказательство. Нужно доказать, что функция A(t) в (11) является плоской, т.е. имеет тожде-
ственный ноль в качестве степенного асимптотического разложения (в некотором секторе )
для подходящей функции . Таким образом, первый интеграл (если существует) не являет-
ся единственным. Однако он не может быть единственным даже в случае, если все ряды заведомо
сходятся, поэтому неединственность  нас не должна беспокоить.

Запишем функцию  в (11) в виде

используя формулу (3), выражающую НИ с помощью ее генератора. Тогда

Поэтому в первом приближении необходимо

(12)

где G – это произвольная регулярная функция. Имея в виду неединственность первого интегра-
ла, положим .

Далее необходимо найти поправки к A(t) более высокого порядка по . Однако в этом нет не-
обходимости, так как, правильно выбрав пределы интегрирования в (12), мы получаем точное
решение:

(13)

Доказательство этой формулы можно вывести из представления НИ (3) и формулы (6), одна-
ко это уже сделано ранее (см. [6, (88)]).

Интеграл (13) является пока формальным. Запишем его в форме, соответствующей обозначе-
ниям в (8), т.е. положим  при времени x = 0 и  при времени x. Тогда получим другое
выражение для инвариантной кривой (8), где переменные разделены:

(14)
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Поскольку подынтегральное выражение в (14) является формальным рядом одной перемен-
ной (независимо от сходимости или расходимости ряда (1)), ему соответствует некоторая голо-
морфная функция в некотором секторе комплексной плоскости (теорема Бореля–Ритта,
см. [9, с. 43]). Почленно интегрируя асимптотическое разложение  в (14) по пути ,
который следует выбрать в этом секторе, получим аналитическую функцию , а также
утверждение теоремы. Теорема доказана.

Например, взяв генератор  (10) для логистического отображения (9), получим численно

причем тем точнее, чем меньше , . Дифференцируя эту формулу, получаем функциональ-
ное уравнение для генератора (10):

(15)

откуда можно получить рекуррентную формулу для его коэффициентов.
Как мы отмечали, все существующие примеры аналитических НИ являются алгебраически-

ми и даются формулой (7). Дадим пример трансцендентной НИ, соответствующей генератору
. Формула (14) дает:

Вернемся к обозначениям в (13) и обратим эту формулу. Тогда получим

(16)

где  – это функция Ламберта, а  – это ее ветвь:  при  и  при .
Разложить формулу (16) в ряд по  непосредственно не удается. Следует сперва разложить ее

в ряд по , а затем воспользоваться тождеством . Тогда получим ряд, соответству-
ющий генератору по формуле (4).

Существует другой подход к вычислению первого интеграла , соответствующего инва-
риантным кривым отображения (1) (см. [1]). При этом мы не используем концепцию НИ, а рас-
сматриваем отображение (1) как ДДС:

(17)

где переменная  играет роль дискретного времени.
Очевидно, задача вычисления первого интеграла  такого, что ,

, эквивалентна вычислению НИ отображения (1), т.е. восстановлению НДС по ее дискрет-
ной редукции.

Сделаем преобразование масштабирования в системе (17):

где h – это малый параметр. Затем умножим первое уравнение (17) на h, а второе уравнение (17)
разделим на h. Тогда получим ДДС:

(18)

Вычислим первый интеграл  для системы (18), а затем проделаем обратное мас-
штабирование, что эквивалентно подстановке  в полученные ниже формулы.

ω1/ ( )t ∈ ,[ ]t C y
= ( )x x y

ω( )y

−

≈ ,
ω

2

1
( )

y y

y

dt
t

| |y ∈ Cy

ω − = ω − ,2( ) ( )(1 2 )y y y y

ω = +2 3( )y y y

 += + − . + 

(1 ) 1 1log
(1 )

y Cx
C y C y

−
   + += − + − − ,   
   

1
( ) 1 1( ) 1 expx

s
y yF y W x

y y

()sW s = 0s < 0y = −1s > 0y
y

x = ( exp( ))y W y y

,( )H x y

∞ 
+ 

 + +
 = 

= + , = + , 1
1 1

1
1 k

n n n n k n
k

x x y y c y

nx

,( )H x y + +, = ,1 1( ) ( )n n n nH x y H x y
∈ Zn

→ , → ,xx y hy
h

∞ 
+ 

 + +
 = 

= + , = + . 1
1 1

1

k k
n n n n k n

k

x x h y y c h y

, =( ) constH x y
= 1h



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

ИНВАРИАНТНЫЕ КРИВЫЕ НЕКОТОРЫХ ДИСКРЕТНЫХ 205

Положим формально ,  и рассмотрим тождество

(19)

Выбирая простейшее частное решение, получаем

Используем эту формулу в (19). Тогда, опуская довольно громоздкие, но очевидные выкладки,
получаем

Далее для простоты будем считать . В случае  масштабирование следовало делать по-
другому. Тогда получим

Используем эту формулу в (19). Получим

Далее, как можно убедиться с помощью математической индукции, в разложении  по
параметру h получим формальный ряд по y. Поэтому далее положим h = 1 и будем искать функ-
цию  в виде

(20)

где

Тождество , где  – это формальный ряд (1), дает функциональное
уравнение для функции :

(21)

Предполагая, что функцию  можно каким-либо образом вычислить по уравнению (21),
мы получили первый интеграл (20), т.е. восстановили НДС по ее дискретной редукции.

Однако на самом деле мы не получили ничего нового, кроме уравнения (21).
Предложение 1. Первый интеграл (20) совпадает с интегралом (14).
Доказательство. Положим  в формулах (14) и (20), затем продифференцируем их  и

приравняем результаты. Получим

(22)

Но это не что иное, как асимптотическое разложение подынтегрального выражения в (14),
так как по формуле (4) получим

Поэтому если определить функцию U(y) как формальный ряд, полученный из ОДУ (22), т.е.

(23)

то получим требуемое утверждение. Предложение доказано.
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Для общих отображений (1) масштабирование (т.е. искусственное введение малого парамет-
ра) следует подбирать индивидуально. Например, для итераций синуса , , следу-
ет взять

а затем умножить первое уравнение (17) на , а второе уравнение (17) разделить на .
Однако проще сразу использовать асимптотическое разложение функции  в

формуле (14), где  – это формальный ряд по натуральным степеням .
Например, для итераций синуса оба подхода дадут результат:

где  удовлетворяет функциональному уравнению

Эти формулы могут быть использованы для вычисления асимптотики итераций синуса. Мож-
но проверить, что получится в точности то же, что мы получили эмпирически в [1].

Функциональное уравнение (21) для функции U(y), введенное таким образом, дает, как мы
увидим, эффективный способ ее вычисления (см. разд. 5).

4. АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПЕРВОГО ИНТЕГРАЛА
НЕПРЕРЫВНОЙ ИТЕРАЦИИ

Как отмечалось в [10], существование аналитической функции, соответствующей асимптоти-
ческому разложению, представленному формальным степенным рядом, и вычисление этой
функции – это две совершенно разные задачи.

Конструктивное вычисление аналитической функции , соответствующей НИ отобра-
жения (1), подразумевает также изучение аналитических свойств этой функции. В частности,
изучение ее особенностей.

Ясно, что в общем случае это сделать невозможно, поэтому далее мы сосредоточимся на изу-
чении аналитического интеграла  для функции , т.е. для логистического
отображения (9).

Для этого отображения , , . Поэтому первый интеграл (20) принимает вид

(24)

а функция U(y) удовлетворяет функциональному уравнению

(25)

Это те же уравнения, которые были получены в [1].
Напомним, что для коэффициентов формального ряда U(y) существует рекуррентное соотно-

шение:

(26)

где

где [x] – это целая часть x, и  – это биномиальный коэффициент.
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Из результатов разд. 3 следует, что расходимость формального разложения (26) функции U(y)
равносильна расходимости ряда (10) для генератора  НИ отображения (9). А расходимость
ряда (10) влечет, в свою очередь, расходимость рядов, представляющих инвариантные кривые
НИ этого отображения.

Доказательство расходимости рядов НИ для логистического отображения (9) являлось пред-
метом диссертации (см. [11]). Однако мы не будем опираться на эти результаты, а докажем рас-
ходимость ряда для функции U(y) прямо из уравнения (25).

Теорема 2. Формальный ряд (26) всюду расходится, так как точка  является предельной
точкой особенностей функции U(y).

Доказательство. Напомним, что функция U(y) является аналитической в некотором секторе,
примыкающем к точке  (см. теорему 1).

Точка , очевидно, является особой для функции U(y), что следует из уравнения (25).
По той же причине точки

являются особыми как прообразы точки y0, т.е. , .
Далее будем учитывать только точки в верхней полуплоскости . Поэтому получим, что все

точки

(27)

являются особыми.
Например, .
Но последовательность точек (27) стремится к нулю, так как имеет асимптотику

(28)

которая вычисляется методом неопределенных коэффициентов.
На самом деле, это в точности та же асимптотика, которую мы нашли в [1, (21)] с помощью

первого интеграла (24). Нужно лишь заменить там t на –1/n и правильно подобрать константу C.
Для последовательности (27), . Терема доказана.

Продолжим изучение особенностей функции U(y).
Рассуждая так же, как в доказательстве теоремы 2, получаем, что все точки в комплексной

плоскости, которые за конечное число итераций  попадают в ноль, являются особыми
для функции U(y).

Но это еще далеко не все ее особенности. Например, подставим в уравнение (25) , за-
тем  и сложим эти уравнения. Тогда получим . Поэтому точки  также
являются особыми.

Рассуждая аналогично, получим, что все периодические орбиты отображения (9), ,
, состоят из особых точек функции U(y). А следовательно, и все точки, которые за конечное

число итераций  попадают в одну из точек орбиты, также являются особыми.
На самом деле множество всех особых точек функции U(y) – это не что иное, как множество

Жюлиа  отображения (9) (см. [12, с. 53]), так как замыкание объединения указанных выше осо-
бых множеств также состоит из особенностей функции U(y).

На фиг. 1 показаны корни полиномов , для , и множество Жюлиа  для
примерно 45000 особых точек.

Если расположить корни  полинома  в порядке возрастания аргумента
 – 1/2), то можно посчитать периметр  многоугольника с данными вершинами. Оказа-

лось, что , . Поэтому периметр фигур на фиг. 1 возрастает неограниченно.
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А это означает, что множество Жюлиа  устроено фрактально, подобно звезде фон Коха. В част-
ности, оно не является спрямляемой жордановой кривой.

Аналогичное множество Жюлиа для отображения

показано более подробно в [13, р. 42, фиг. 5а]. Там оно было названо “простой замкнутой кри-
вой” и “довольно дикой жордановой кривой”. На наш взгляд, это множество также является
фракталом.

Разумеется, точное вычисление фрактальной размерности множества  является отдельной и
весьма сложной задачей.

Множество  является по определению замкнутым. Открытое множество  распадается на
две отдельные компоненты:  и . Это множества Фату (см. [13, р. 39]), в которых любая точ-
ка  попадает, соответственно, в ноль или бесконечность за бесконечное число итераций

.
Множества Фату  и  – это, соответственно, внутренняя и внешняя части множества

Жюлиа (см. фиг. 1).
По теореме Бореля–Ритта функция U(y) является голоморфной в некотором секторе, примы-

кающем к началу координат. Однако из уравнения (25) можно извлечь гораздо больше.
Теорема 3. Функция  является голоморфной в области Фату .
Доказательство. Рассмотрим любую точку . По определению,

)
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Фиг. 1. Корни полиномов y = (y – y2)(n), n = 6, 7, 8, и множество Жюлиа .
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где . Перепишем уравнение (25) в виде

где логарифм мы упростили, так как он здесь однолистен. Затем просуммируем эти уравнения по
. Таким образом, имеем (пока формально)

(29)

В последней сумме существенно лишь то, что общий член имеет порядок . Согласно
[1, (21)], асимптотика последовательности {yn}, , дается формулой

(30)

где константа . Таким образом, общий член в сумме (29) имеет порядок , поэтому
этот ряд сходится для любой точки .

Обозначим  и перепишем формулу (29) в виде

(31)

где  – это голоморфная функция в некоторой окрестности точки . Согласно данной выше
оценке, этот ряд сходится равномерно. Согласно теореме Вейерштрасса (см. [14, р. 249]), функ-
ция U(y) также является голоморфной. Теорема доказана.

Формула (22) для отображения (9) имеет вид

(32)

где  дана в (10). Поэтому вычислим также функцию .
Ряд (31) (он же ряд (29)) можно почленно дифференцировать. Имеем

По правилу дифференцирования сложной функции получаем

(33)

Оценим асимптотику произведения в формуле (33). Согласно асимптотике (30), это произведе-
ние расходится к нулю. Точнее,

где мы оставили только главный член асимптотики, . Поэтому ряд (33) также сходится
(хотя мы знали это заранее по теореме Вейерштрасса, (см. [14, р. 249])).

Заметим, что мы только что еще раз доказали теорему 3, так как показали существование ком-
плексной производной функции  в области Фату .

Формула (33) позволяет вычислить функцию  в некоторых точках в явном виде, так как
ряд (33) обрывается при  и во всех ее прообразах. Например, . Поскольку урав-

нение  имеет корни , то
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Теорема 4. Генератор (10)  имеет счетное множество простых полюсов в области Фату 
и не имеет там других особенностей. Эти полюса накапливаются вблизи множества Жюлиа . Кро-
ме того,  на счетном всюду плотном множестве точек .

Доказательство. По формуле (32) получаем, что , т.е. точка  является особой
для генератора (10). Поэтому все прообразы точки  также являются особыми для , что
видно из функционального уравнения (15), которое можно записать в виде

(34)

Все прообразы точки  являются простыми полюсами по этой формуле. Кроме того,
счетное множество этих полюсов функции  в области Фату  не может иметь точку сгуще-
ния внутри этой области. Иначе это была бы существенно особая точка для , а стало быть и
для функции , которая, согласно теореме 3, является голоморфной в .

По той же причине  не может иметь других существенных особенностей либо точек ветв-
ления внутри .

Других полюсов, кроме указанных, т.е. прообразов точки , у функции  внутри 
быть не может. Иначе под действием итераций  эти полюса неизбежно попадут в лю-
бой сектор комплексной плоскости (с любым раствором), примыкающий к точке , что про-
тиворечит теореме Бореля–Ритта.

Это последнее утверждение следует из предложения 2, доказанного ниже.
Осталось найти нули функции .

Так как  по определению, то из формулы (34) получаем, что все точки , которые
за конечное число итераций попадают в ноль, также являются нулями .

Для периодических орбит в  система уравнений (34) имеет единственное решение .
Это же справедливо для прообразов этих точек.

Но эти множества точек всюду плотны в множестве Жюлиа . Терема доказана.
Разумеется, множество  также является особым для функции . Причем, по-видимому,

функция  может принимать на нем любое комплексное значение.

Это видно из формулы (34): для каждой точки  выберем близкую к ней точку .
Имеем  внутри , причем . Поэтому . Но произведение в (34)
расходится к нулю с той же асимптотикой.

Таким образом, генератор НИ (10) простейшего из всех возможных нетривиальных отображе-
ний (1) устроен весьма диким образом.

Тем не менее в следующем разделе мы покажем, что генератор , а также функции  и
 эффективно вычисляются в своих регулярных точках внутри .

В завершение этого раздела приведем асимптотическую формулу для итераций отображения
 в координатах , .

Для этого в формулу [1, (21)], т.е. в (30), нужно подставить , . Затем отделить
вещественную и мнимую части разложения, что даст , . Затем нужно
обратить ряд для , что можно сделать методом неопределенных коэффициентов, либо
применить алгоритм обращения степенно-логарифмических рядов, основанный на НИ (см. [1]).
Получим степенно-логарифмический ряд . Затем этот последний нужно подставить
в ряд для  и переразложить его по u. В результате получим

(35)

Непосредственно из интеграла (24) извлечь эту асимптотику не представляется возможным.
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Другой способ вычислить эту асимптотику – это использовать первый интеграл (14). Запи-
шем его в виде

(36)

и используем разложение (10). Затем подставим в него  и отделим веществен-
ную и мнимую части. Затем запишем (весьма громоздкое) уравнение . Далее убежда-
емся с помощью CAS, что это ОДУ имеет решение (35).

Любопытно, что логарифм и вещественная часть константы C не входят в разложение (35),
что можно доказать следующим образом.

Предложение 2. Разложение (35) продолжается неограниченно и является степенным с одним ве-
щественным параметром.

Доказательство. Мы дадим то, что называют “computer assisted proof”, так как без CAS воспро-
извести это доказательство затруднительно.

Имеем, , . Поэтому

(а): ,
(б): .

Мы уже имеем , где B – это произвольная вещественная константа. Положим
, где X – это неизвестный коэффициент. Тогда имеем

(в): ,

(г): .
Подставим (а) и (б) в уравнение (г), затем подставим туда (в) и . Получим выражение,

которое должно обращаться в ноль до любого порядка по u. Поэтому разложим его в ряд и най-
дем X из линейного уравнения при первой ненулевой степени  (т.е. при u4). Получим X = B.

Далее положим , и т.д.
Поскольку мы имеем дело только с умножением полиномов, то все полученные линейные

уравнения для X однозначно разрешимы. Предложение доказано.
Формула (35) описывает как стремление  внутри области Фату  под действием итера-

ций , так и асимптотику множества Жюлиа  вблизи нуля (для, возможно, канторова
множества констант B).

5. КОНСТРУКТИВНОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЕРВОГО ИНТЕГРАЛА
НЕПРЕРЫВНОЙ ИТЕРАЦИИ

В предыдущем разделе мы показали, что функция U(y), а также и , и , однозначно
вычисляются в своих регулярных точках в области Фату  с помощью сходящихся рядов. Об-
ласть Фату  мы далее рассматривать не будем, так как там указанные функции будут заведомо
многолистны.

Функция , очевидно, не может быть выражена в виде конечных комбинаций из известных
специальных и элементарных функций ввиду особого характера ее множества особенностей.
Тем не менее можно считать эту функцию, в некотором смысле, известной, так как мы знаем ее
особенности и умеем ее вычислять в регулярных точках.

Практическое вычисление этих функций, разумеется, не предполагает фактического сумми-
рования рядов. Вместо этого можно воспользоваться подходящим алгоритмом ускорения сходи-
мости рядов (см., например, [15]). Однако есть гораздо более эффективный способ суммирова-
ния.

Для этого вычисляется лишь конечное и, как оказалось, небольшое количество членов ряда
до члена, где величина |yn| достаточно мала. Затем используются соответствующие асимптотиче-
ские разложения функций для вычисления остаточного члена.

Эта последняя операция также может быть улучшена с помощью Паде–аппроксимаций или
другого подходящего преобразования (см. [10]).
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Заметим, что большинство из известных специальных (и даже элементарных) функций прак-
тически (т.е. в компьютерной процедуре) вычисляются именно этим способом (пример: эллип-
тические функции и преобразование Ландена).

Проще всего указанный алгоритм реализуется для функции  с помощью формулы (34).
Для любой неособой точки  вычисляются итерации (9), т.е. последовательность точек yn
до номера , где величина |yn| достаточно мала. Для точек, не слишком близких к границе обла-

сти, количество итераций  невелико. Разумеется, следует предусмотреть остановку
программы, если количество итераций велико (скажем, больше 1000). По мере вычисления то-
чек  накапливается произведение в (34). Затем вычисляется величина  по разложению (10)
и применяется (34).

Этим способом функция  (а значит, и , см. (32)) может быть вычислена (в принципе)
с произвольной и контролируемой точностью.

На фиг. 2 показаны график функции  на вещественном интервале , и график
функции  на окружности вокруг особой точки  в комплексной плоско-
сти при  и .

Тот факт, что функция  оказалась нечетной относительно своей особенности , ви-
ден из функционального уравнения (15), которое можно преобразовать к виду

(37)

Эта замена ( ) приводит отображение (9) к виду , что объясняет
симметрию множества Жюлиа на фиг. 1.

Вычисления дают приближение функции  вблизи ее полюса :

Предложение 3. Функция  непрерывной итерации отображения (9) имеет в  счетное мно-
жество точек ветвления второго порядка.

Доказательство. Функция  имеет счетное множество простых полюсов (см. теорему 4). За-
пишем ОДУ (36) в локальных координатах в окрестности одного из ее полюсов

где , ,  – это некоторые комплексные константы. Тогда локально

Предложение доказано.
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Фиг. 2. Графики функций ω(y), y ∈ [0, 1], и |ω(1/2 + Rexp(iφ))|, R = 0.2 и R = 0.4.
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Уравнение (36) может быть использовано для эффективного вычисления НИ логистического
отображения для комплексных  при некоторых ограничениях, связанных с предложе-
нием 3. Дело в том, что нас интересует главным образом вещественное “время” . Поэтому кри-
вая НИ должна избегать точек ветвления . Это возможно, например, при , но не-
возможно при  в связи с наличием полюса  у функции .

На фиг. 3 показан график НИ отображения (9) для комплексного начального значения
, которое расположено вблизи границы области Фату , для вещественно-

го времени . Показаны также дискретные итерации . Правый фиг. 3 – это
фрагмент левого фиг. 3, на котором видно, что кривая НИ ведет себя контринтуитивно, демон-
стрируя осцилляции. Это, разумеется, вызвано близостью множества Жюлиа, где накапливают-
ся особенности функции .

Если продолжить кривую НИ на фиг. 3 для бóльших значений x так, что  станет достаточ-
но мало, затем ввести новое локальное время x, т.е. начать с , то кривые НИ снова можно
будет вычислять по их разложению, как мы это делали в [1] (см. также разд. 2).

Разумеется, аналитическая кривая на фиг. 3 вычисляется также из первого интеграла (24), но
для этого нужно сначала вычислить функцию .

Следуя [1], введем новую функцию , которая не имеет особенностей на вещественной
оси. Сделаем замену

в уравнении (25). Получим уравнение для функции :

(38)

Тогда интеграл (24) принимает вид

(39)

Следуя доказательству теоремы 3, запишем уравнение (38) в виде
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Фиг. 3. Непрерывные и дискретные итерации функции y(x) = (y0 – )(x).
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и просуммируем его по . Тогда получим

(40)

Функция  вычисляется по этой формуле внутри области Фату  точно так же, как опи-
сано в этом разделе для функции . Отличие состоит в том, что накапливается сумма, а не
произведение, и  голоморфна внутри .

Функцию  можно также вычислить при . Запишем уравнение (38) в виде

и просуммируем его по . Получим уравнение, аналогичное (40), по которому  вычисляется
при  (см. (28) и (30)).

Функция  удобна тем, что она ограничена на интервале  и является четной по от-
ношению к точке . Это видно после замены  в уравнении (38) (см. также (37)).
Поэтому (38) можно записать в виде

Это уравнение позволяет вычислить асимптотику функции  при  (см. [1]):

(41)

где  – это однозначно определяемая константа.
Таким образом, функция  однозначно определена на всей вещественной оси (хотя в об-

ласти Фату  эта функция будет многолистной).
На фиг. 4 показаны график функции , вычисленной по описанному алгоритму, а также

график ее асимптотики (41), которую мы посчитали до члена . Видно, что график асимп-
тотики , , практически совпадает с графиком , но не продолжается до малых .
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Асимптотика (41) была использована в [1] для вычисления асимптотики отображения (9) при
.

В заключение этого раздела приведем значение функции  в точке ее глобального миниму-
ма при :

где, как мы полагаем, все знаки верны. Эти цифры совпадают для различных настроек алгоритма
суммирования, а порядок погрешности (≈10–32) соответствует учитываемой погрешности в
асимптотическом разложении  в нуле.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Итак, мы показали, что для любого формального ряда (1) существует аналитический первый

интеграл для НИ (2). В частности, это означает, что всегда существуют аналитические инвари-
антные кривые НИ вне зависимости от сходимости или расходимости их формальных разложе-
ний.

Даже для простейшего из всех нетривиальных случаев отображения (1), т.е. для логистическо-
го отображения (9), формальный ряд генератора НИ, т.е.  (10) расходится. Мы это показали
независимо от известных результатов (см. [11]) и весьма простым способом (см. теорему 2).

Тем не менее первый интеграл (14) определяет голоморфную функцию  во всей обла-
сти Фату , при условии, что . В частности, тождество

справедливо при любом  и может быть проверено численно с любой (в принципе) точно-
стью.

Таким образом, ДДС (9) является интегрируемой, хотя аналитический интеграл (39) выража-
ется с помощью неизвестной ранее функции.

Кроме того, ДДС (9) дает пример интегрируемой системы, в которой реализуется динамиче-
ский хаос. Это следует из хорошо известного хаотического поведения итераций дискретных отоб-
ражений на их множествах Жюлиа (см. [13, c. 41]). В частности, любая точка  с вероятностью
единица близка к некоторой точке периодической орбиты на  с неограниченным периодом.

Таким образом, интегрируемость в ДДС (а значит, и в НДС) не противоречит существованию
хаоса в системе.

Система (9) также является в некотором роде контрпримером к широко распространенному
тезизу о том, что изучение нормальной формы системы заведомо проще, чем изучение системы
в исходных переменных.

Дело в том, что нормализация системы всегда начинается с ее комплексификации. Но в дан-
ном случае “нормальная форма” ДДС (9) – это та же система, но в комплексных координатах.

Однако вещественная динамика в (9) совершенно тривиальна, в то время как комплексная
динамика, как мы видели, совершенно нетривиальна.

И, наконец, система (9) дает еще один пример того, что так называемые “локальные методы”
исследования особенностей применимы лишь к сравнительно простым случаям. В то время как
исследование достаточно нетривиальной локальной задачи неизбежно приводит к необходимо-
сти изучать задачу глобально. См. также [10], где даны несколько аналогичных примеров.
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ВВЕДЕНИЕ
Задачи оптимального управления, описывающиеся уравнениями в частных производных,

особенно в постановках [1], давно привлекают внимание исследователей. Иcследование этих за-
дач не теряет своей актуальности и в настояще время (см., например, [2]–[4] и библиографию в
них). Однако исследований таких задач, содержащих малый параметр, очень мало, особенно,
когда ищется полное асимптотическое разложение по малому параметру их решений. Одними из
первых работ, где строилась такая асимптотика, были работы [5], [6], в которых на управление
накладывались геометрические ограничения.

В научной школе А.М. Ильина по асимптотическому анализу исследованы некoторые задачи
оптимального управления, описывающиеся краевыми задачами для линейных уравнений эл-
липтического типа с интегрально квадратичным критериeм качества (как с распределенным
управлением (см. [7], [8]), так и с граничным (см. [9], [10])) и с различного рода сингулярностями
(малый параметр при старших производных, малые полости в области определения уравнения,
наличие угловых точек на границе). Условия оптимальности в таких задачах описываются крае-
выми задачами для систем двух уравнений эллиптического типа с дополнительным параметром
(когда ограничения на управление по существу) и дополнительным соотношением на этот пара-
метр. В ряде случаев такие задачи являются бисингулярными и для построения полного асимп-
тотического разложения применяется метод согласования (см. [11]).

Данная работа является обобщением работы [12] на случай управления потоком через грани-
цу двухсвязной области с различной интенсивностью управления на каждой из частей границы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть   – ограниченная двухсвязная область  с границей
, удовлетворяющей условию: граница  области  есть бесконеч-

но дифференцируемое многообразие размерности , расположенное локально по одну сторо-
ну от  (иными словами, мы рассматриваем  как многообразие с краем  класса ).

Ω := Ω Ω ⊂ �1 2\ n = ,( 2 3)n Ω ⊂ Ω2 1( )
Γ := ∂Ω = ∂Ω ∪ ∂Ω =: Γ ∪ Γ1 2 1 2 Γ Ω

− 1n
Γ Ω Γ ∞C

УДК 517.977

ОПТИМАЛЬНОЕ
УПРАВЛЕНИЕ
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Рассматривается следующая задача граничного оптимального управления (см. [1, гл. 2, соот-
ношения (2.41), (2.9)]):

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь   – соболевское пространство функций,  – производная по внешней нор-
мали к , а через , , , , обозначены нормы в пространствах ,  и 
соответственно. Скалярные произведения в этих пространствах будем обозначать через , 
и  соответственно.

Для функций, определенных на границе области, будем использовать следующие обозначе-
ния: если , то , . И наоборот, если , , то через

 будем обозначать функцию такую, что , .
Предполагается, что выполнены следующие условия:

(1.4)

а решение краевой задачи (1.1) понимается в обобщенном смысле (см., например, [1, гл. 1, § 3,
п. 3.4]): для любого  (с учетом (1.2) и (1.4)) справедливо равенство

(1.5)

2. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ И АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ

В этом случае единственное оптимальное управление  и соответствующее ему  нахо-
дятся как решение следующей задачи (см. [1, гл. 2, соотношения (2.41), (2.36), (2.49)]):

(2.1)

(2.2)

Здесь

(2.3)

Лемма 1. Пусть , ,  и  почти всюду на . Тогда условие

(2.4)

эквивалентно следующему:

(2.5)

ε ε ε ε ε

ε
ε ε
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При этом

(2.6)

Доказательство. Поскольку

то, взяв минимум по  – шару радиуса  с центром в нуле, получим

что в силу неравенства Коши–Буняковского дает

(2.7)

Тем самым (2.4) эквивалентно равенству (2.7).

Если , то (2.7) выполняется и . В противном случае

Пусть . Тогда , откуда находим

т.е. (2.5) выполняется и, если , то .

Пусть теперь  и удовлетворяет (2.5). Положим

В этом случае

Таким образом, вектора  и  противоположно направлены и поэтому

Отметим, что если , то  и в силу (2.5) , т.е. (2.7) выполнено. 
В силу леммы 1 задача (2.1)–(2.3) (а значит, и задача (1.1)–(1.3)) эквивалентна краевой задаче

(2.8)

зависящей от скалярного параметра  с дополнительным соотношением (2.5) при . Оп-
тимальное управление  определяется функцией  по формуле (2.6), принимающей вид

.
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При этом, если в задаче (1.1)–(1.3) ограничение на управление не по существу, то

(2.9)

Отметим, что в любом случае

(2.10)

Цель работы – изучить поведение  и  при 
В дальнейшем различные положительные константы, зависящие только от области  и коэф-

фициента , часто будем обозначать одной и той же буквой  (возможно с индексами).

В [9, лемма 2] доказано, что если выполнено условие (1.4), ,  и  есть реше-
ние задачи

(2.11)

то существует  такое, что

(2.12)

Поскольку  – решение задачи (1.1), (1.2) есть решение задачи (2.11) с функцией  такой, что
, , то

Применяя (2.12), получаем, что

(2.13)

Но  удовлетворяет (2.11) с  и , поэтому в силу (2.12) получим, что

Таким образом, если  – решение задачи (2.8), (1.1)–(1.3), то существует  такое, что

Тем самым, для  – решения задачи (1.1)–(1.3), получим следующие асимптотические оценки:

В [10, теорема 1] показано, что если

(2.14)

то при любых  и  задача

(2.15)

разрешима единственным образом и функции  – ее решение, удовлетворяют соотношению
.

При этом, если , а , , то .
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Лемма 2. Пусть  — решение задачи (2.15). Тогда

(2.16)

Доказательство. В силу определения обобщенного решения задачи (2.15) (см. (1.5)) для любых
 справедливы равенства

(2.17)

Положив  в (2.17), а , и вычитая из первого получившегося равенства второе, полу-
чим (2.16). 

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.4) и (2.14). Если {z, p} – решение задачи (2.15), то суще-
ствует K > 0 такое, что справедливы оценки

где D .

Доказательство. Сначала рассмотрим  и  — решение задачи

Тогда в силу (2.12)

(2.18)

Так как  удовлетворяет (2.11) с  и , то

Таким образом, в силу (2.12) для функции  тоже справедливы оценки вида (2.18):

(2.19)

Теперь функции  и  удовлетворяют системе

(2.20)

Соотношение (2.16), примененное к  и , с учетом вида системы (2.20) дает неравенство

(2.21)

Отсюда следует, что
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Последнее неравенство есть квадратичное неравенство относительно  и . Применяя
элементарную оценку решения таких неравенств (получающуюся методом выделения полных
квадратов), получаем

Отсюда получим

(2.22)

Из (2.21) и (2.22) следует, что

(2.23)

Задача для  есть задача (2.11) с  и . Применив оценки (2.12) (с учетом (2.23) и (2.18))
для , получим

Тем самым,

Аналогично, задача для  есть задача (2.11) с  и : , . При этом в
силу (2.22) и (2.19)

Применив оценки (2.12) для , получим

Теперь для получения итоговых оценок осталось применить неравенство треугольника для
норм функций  и . 

3. АППРОКСИМАЦИОННЫЕ ТЕОРЕМЫ
Для обоснования асимптотических разложений решений задачи (2.8), (2.5) при  нужны

теоремы об оценке уклонения точного решения  этой задачи от решений аппроксима-
ционной задачи

(3.1)

в случае, когда при 

(3.2)

и аппроксимации условия (2.5) при .
Отметим, что если при всех достаточно малых  выполнено неравенство

(3.3)

то в этом случае условие (2.5) при  переходит в условие (2.9).
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При выполнении (3.3) теорема 1 дает необходимые оценки погрешности аппроксимаций.
Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.4)  (3.2)  (3.3). Если  – решение задачи (2.8), (2.5)

при r = 1, a  – решение задачи (3.1)  , т.е. , , то

при  
В случае, когда при всех достаточно малых  ограничения на управление по существу, т.е.

(3.4)

аппроксимация условия (2.5) при  имеет вид

(3.5)

и для получения доказательства аппроксимационной теоремы требуется вспомогательное утвер-
ждение о зависимости от  оптимального  в задаче (1.1)–(1.3) при условии .

Лемма 3. Пусть выполнены условия (1.4), a  — решение задачи (1.1)–(1.3)   и 
при всех . Тогда при некоторых  и 

(3.6)

Доказательство. Пусть  – решение задачи (1.1) с , а оператор  ставит
в соответствие функции  решение задачи (1.1) с  и . Тогда  и функцио-
нал качества примет вид

где . По теореме 3 из [12]

По определению  в силу оценок (2.13) получим . При этом

. Тем самым

при всех достаточно малых . 
Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.4), (3.2) и (3.4). Если  – решение задачи (2.8),

(2.5) при r = 1, a  – решение задачи (3.1) c (3.2), (3.5), то

при , и .
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ε,γ ε,γ ε:= −ẑ z z ε,γ ε,γ ε:= −p̂ p p

ε ε,γ ,ε,γ ε ε,γ ε,γ ,ε,γ

ε,γ
,ε,γ ε ε ε,γ ε,γ ,ε,γ

= , − = , ∈ Ω,
∂ ∂ε = + λ ;λ − λ ;λ , ε = , ∈ Γ
∂ ∂

1 2

2 2
1 2

ˆˆ ˆ( ) ( )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) .

z f x p z f x x
z pg x x p x p g x x
n n

+ +

�
− γ−

ε ε ε,γ ε,γ ε ε ε,γ ε,γλ ;λ − λ ;λ ≤ ε λ ⋅;λ − λ ⋅;λ = ε
(3.6) (3.4),(3.5)

3 3ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x p x p K p p O



224

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

ДАНИЛИН

при , то, применяя к решению системы (3.7) оценки (2.18) и (2.19), получаем все оценки до-
казываемой теоремы, кроме оценки величины .

Так как

то

(3.8)

Из (2.10), (3.8) и уже полученных оценок следует, что

при . 

4. ПОСТРОЕНИЕ АСИМПТОТИКИ

В силу теорем 2 и 3 для построения асимптотического разложения рассматриваемой задачи
нужно построить ее формальное асимптотическое решение (см., например, [11]). Его построение
осуществляется аналогично тому, как это делается в случае одного уравнения (см., например,
[14], [15]).

Внешнее разложение ищем в виде рядов

(4.1)

коэффициенты которых находятся из соответствующей рекуррентной системы

(4.2)

В силу (1.4) все  и ряды (4.1) хорошо аппроксимируют уравнения из (2.8), но,
вообще говоря, не аппроксимируют граничных условий (и дополнительного условия (2.5) в слу-
чае (3.4)).

Для аппроксимации граничных условий (и дополнительного условия (2.5)) в малых окрестно-
стях границ  (пограничные слои) вводятся новые переменные (это можно сделать в силу глад-
кости границ) , где  – координата на многообразии , а  – расстояние по нормали к ,
исходящей из точки на  с координатой .

В пограничных слоях стандартно (см., например, [14], [11, c. 31–34]) перейдем к растянутым
переменным  и к следующему виду внутреннего разложения:

(4.3)

аппроксимирующему однородную систему из (2.8) и подправляющему граничные условия.

При переходе к новым координатам  оператор  перейдет в оператор

Здесь  и  – дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядков, содержащие лишь диффе-
ренцирование по переменной , с гладкими коэффициентами от  и , а волна над функ-
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Подставляя в однородную систему, соответствующую системе из (2.8), ряды (4.3) и разлагая
коэффициенты в уравнениях системы и операторов  в ряды Тейлора по переменной ,
получим следующую систему:

(4.4)

где  и  линейно выражаются через предыдущие ,  и их производные и по-
линомиально зависят от  и гладко от , а функция

разложена в ряд по степеням малого параметра  в окрестности границы , .

Сначала рассмотрим построение асимптотики решения задачи (2.8), (2.9).

Отметим, что в данном случае задача для главных членов внутреннего разложения имеет вид

(4.5)

Отсюда следует, что  и, тем самым, граничные условия в (4.5) имеют вид
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В классе экспоненциально убывающих при  функций система (4.5) имеет единствен-
ное решение

(4.7)

и, тем самым,

(4.8)

Граничные условия в рассматриваемом случае таким образом имеют вид
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где  и  однозначно определяются предыдущими коэффициентами внешнего и соот-
ветствующего внутреннего разложений.

Задачи (4.4), (4.9) в классе экспоненциально убывающих при  функций имеют един-

ственное решение. Каждая из функций  и  с учетом (4.7) имеет вид , где
 – полином по  с коэффициентами, гладко зависящими от .
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Таким образом, в рассматриваемом случае все коэффициенты рядов (4.3) однозначно нахо-
дятся и в силу теоремы 2 ряды

(4.10)

при  суть асимптотические разложения компонент  решения задачи (2.15) c ,
, ,  и  для остальных пар .

Здесь  – срезающие функции пограничных слоев, т.е. бесконечно дифференцируемые
функции, равные  в некоторой окрестности границ  и равные  вне чуть больших окрестно-
стей границ . Тем самым доказана теорема.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4). Тогда ряды (4.10) c  и коэффициентами, одно-
значно определенными из (4.2) для внешнего разложения, и как решения задач (4.4), (4.6) и (4.9) для
внутреннего разложения, при  суть асимптотические разложения компонент  – ре-
шения задачи (2.8), (2.9) при r = 1

В частности, в силу (4.8)

(4.11)

Таким образом, при выполнении неравенства

(4.12)

при всех достаточно малых  выполняется неравенство  и, тем самым, ,
а . Поэтому при выполнении (4.12) теорема 4 есть теорема об асимптотическом разложе-
нии решений задачи (2.8), (2.5) при .

Пусть теперь выполнено неравенство

(4.13)

Тогда в силу (4.11) при всех достаточно малых  справедливо следующее неравенство:
, и поэтому реализуется случай (3.4).

Пусть , . Тогда задача для главных членов внутреннего разложения имеет
вид

В предыдущем случае слагаемое  не использовалось, поэтому теперь естественно

взять , что влечет , т.е.  при . Поэтому в рассматриваемом случае

удобно в определении  взять вместо параметра  параметр  и, тем самым,

(4.14)
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При этом асимптотическое разложение  будем искать в виде

(4.15)

В силу (4.14) величины  и коэффициенты  их разложений связаны соотношениями

(4.16)

где  однозначно определяются предыдущими  ( ).

Исходя из (3.4), естественно взять в качестве  решение уравнения

(4.17)

Решая систему

получаем

(4.18)

и, тем самым, уравнение (4.17) принимает вид

(4.19)

С учетом (4.16) рассмотрим функцию . Она непрерывна, строго возрастает,
 и . Поэтому существует единственное  такое, что . По-

ложим

(4.20)

Для таких ,  равенство (4.19) выполнено.

При  граничные условия в этом случае имеют вид

(4.21)

Здесь  и  однозначно определяются коэффициентами разложений (4.3), (4.15) с меньшими
индексами и являюся гладкими функциями на .
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,î mF ,î mG
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При известных  задачи (4.4), (4.21) в классе экспоненциально убывающих при 
функций имеют единственное решение. Каждая из функций  и  в силу (4.18) имеет вид

, где  — полином по  с коэффициентами, гладко зависящими от .

Для нахождения  при  используется асимптотическое равенство, соответствующее (3.4):

(4.22)

где .

Уравнение для  при  из (4.22) с учетом (4.20) – выбора , имеет вид

(4.23)

где константы  однозначно определяются предыдущими членами разложений.

Функции  и  удобно представить в виде

(4.24)

где  – решение задачи

(4.25)

а  – решение задачи

(4.26)

Отметим, что  и  однозначно определяются предыдущими членами разложений, а
 находится по формуле (4.18):

(4.27)

С учетом (4.24) уравнение (4.23) принимает вид

(4.28)

где константы  однозначно определяются предыдущими членами разложений.

Выражая  в силу (4.16) через  и подставляя это выражение в (4.28), приходим к уравне-
нию для нахождения , а следовательно, и :

(4.29)

где константы  однозначно определяются предыдущими членами разложений.
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Доказательство. В силу (4.16) и (4.27) имеем

Поскольку  и  непрерывны,  положительна, а  неотрицательна

на , то равенство  равносильно соотношению , что в силу (4.17) невозможно. 

В силу леммы 4 из (4.29) находятся однозначно  и все коэффициенты рядов (4.3) и (4.15).
Таким образом, справедлива

Теорема 5. Пусть выполнены условия (1.4) и (4.13). Тогда ряды (4.10) c  и коэффициентами,
однозначно определенными из (4.2) для внешнего разложения, и как решения задач (4.4), (4.21),
(4.23)–(4.26) и (4.29) для внутреннего разложения, при  суть асимптотические разложения
компонент  – решения задачи (2.8)  r = 1, а ряды из (4.15) есть асимптотические разложе-
ния величин , .

5. ПРИМЕР
Проиллюстрируем описанные конструкции на следующем примере:

где

т.е. , , , ,  – const,  и .
В этом случае внешнее разложение имеет только одно слагаемое:

и, тем самым, вне малой окрестности границы  при .
Координаты  — это полярный угол по модулю , , , где  — полярный ра-
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Поскольку  и  в полярных координатах имеют вид , то

Отметим, что  и, если , то ограничения на управления не по существу,
,  и граничные условия (4.6) имеют вид

и, тем самым,

Таким образом, в полярных координатах  (в малой окрестности границы ) и  имеют при
 следующее асимптотическое представление:

Заметим, что в рассматриваемой области срезающие функции при внутреннем разложении
можно опустить.

Если , то ограничения на управление по существу и уравнение (4.19) примут вид

Поэтому , а в силу (4.16) имеем . Таким образом, в силу (4.18)

и в полярных координатах  (в малой окрестности границы ) и  имеют при  следующее
асимптотическое представление:
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предлагается допустимый прямо-двойственный метод, основанный на решении методом
Ньютона системы уравнений, описывающих условия оптимальности в задаче. Обсуждается
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кущих точек итерационного процесса границам допустимых множеств. При этом существен-
ным образом используется разбиение пространства симметричных матриц на подпростран-
ства. Библ. 14. Фиг. 1.

Ключевые слова: линейная задача полуопределенного программирования, условия оптималь-
ности, прямо-двойственный метод Ньютона, наискорейший спуск.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Линейная задача полуопределенного программирования в стандартной постановке заключа-

ется в минимизации на конусе симметричных положительно полуопределенных матриц линей-
ной целевой функции при линейных ограничениях типа равенства. Численным методам реше-
ния таких задач уделяется большое внимание [1]–[7], причем наиболее популярными из них яв-
ляются методы внутренней точки, главным образом, прямо-двойственные методы центрального
пути [8]. При построении таких методов существенным образом используется метод Ньютона,
который применяется для решения системы уравнений, описывающих условия оптимальности
в задаче.

В настоящей работе также строится прямо-двойственный метод, однако в отличие от упомя-
нутых методов в нем используется наискорейший спуск при выборе шага перемещения и допус-
кается выход на границы допустимых множеств. Это приводит к определенной специфике в вы-
числении ньютоновских направлений. Чтобы найти эти направления, предлагается в простран-
стве симметричных матриц выделить подпространство симметричных блочно-диагональных
матриц, состоящее из четырех блоков, и определять направления перемещений отдельно в каж-
дом из этих блоков. Размеры блоков зависят от рангов прямой переменной и слабой двойствен-
ной переменной, а также от симметризованного произведения этих матриц. Данный прием при-
менялся ранее для решения задач линейного программирования [9], [10].

При разработке предложенного метода используются условия оптимальности, причем усло-
вие комплементарности берется в виде равенства нулевой матрице симметризованного произве-
дения прямой переменной со слабой двойственной переменной. Главная идея метода заключа-
лась в том, чтобы постепенно от итерации к итерации добиваться выполнения условия компле-
ментарности. Делается это за счет уменьшения или по крайней мере не увеличения ранга
симметризованного произведения. Это приводит к важному отличию предложенного метода от
допустимого прямо-двойственного метода внутренней точки, например, [5]. Данное отличие со-
стоит в том, что в ходе вычислений при приближении к решению задач полуопределенного про-
граммирования уменьшаются размерности вспомогательных задач, которые требуется решать
для определения ньютоновских направлений.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 21-71-30005).
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Работа состоит из четырех разделов. В разд. 1 дается постановка задачи и приводятся вспомо-
гательные сведения из теории полуопределенного программирования. В разд. 2 рассматривается
симметризованное произведение прямой и слабой двойственной переменных и исследуется во-
прос об образе этого произведения и его нуль-пространстве. Выясняется, каким образом образ и
нуль-пространство симметризованного произведения связаны с образами и нуль-пространства-
ми прямой и слабой двойственной переменных. Здесь даются также некоторые дополнительные
определения, в частности, вводится понятие регулярной согласованной пары прямой и слабой
двойственной переменных. В таких парах возможно разбиение пространства симметричных
матриц на четыре ортогональных между собой подпространства. В разд. 3 показывается, каким
образом при ряде дополнительных предположений о прямых и слабых двойственных перемен-
ных можно представить эти переменные в виде симметричных блочно-диагональных матриц.
Четвертый раздел посвящен построению ньютоновской системы для определения ньютонов-
ских направлений. Подход к решению этой системы дается в отдельной статье, где приводятся
точные формулы, позволяющие вычислить данные направления.

Ниже через  обозначается нулевой -мерный вектор, через  – нулевая матрица размером
, через  – единичная матрица порядка . Знак точки с запятой, разделяющий векторы или

компоненты векторов, показывает, что эти векторы или компоненты помещаются одни под дру-
гими. Остальные обозначения вводятся по ходу изложения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Пусть  обозначает пространство симметричных матриц порядка . Пусть, кроме того,  и
 – подмножества из , состоящие соответственно из положительно полуопределенных и по-

ложительно определенных матриц. Множество  является конусом в , множество  явля-
ется его внутренностью. Для указания на то, что матрица  положительно полуопределена
(положительно определена), будем пользоваться также неравенством  ( ). Конус 
не является полиэдральным, его размерность совпадает с размерностью пространства  и рав-

няется так называемому “треугольному” числу .

Скалярное (внутреннее) произведение между двумя квадратными матрицами  и  порядка
 определяется как след матрицы  и обозначается в виде

где  и  суть -е элементы соответственно матриц  и . Если  и  – две положительно

полуопределенные матрицы из , то  и  в том и только в том случае, когда
. Более того, согласно теореме Фейера (о следе), матрица  положительно

полуопределена тогда и только тогда, когда  для всех , т.е. конус  является са-
мосопряженным.

Рассмотрим задачу полуопределенного программирования:

(1)

Здесь и ниже  – множество индексов от  до , матрицы  и , , принадлежат про-

странству .
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Двойственной к (1) является задача

(2)

в которой , . Для слабой двойственной переменной  в дальнейшем ис-

пользуется также обозначение 

Предполагается, что задачи (1) и (2) имеют решения и что матрицы , , линейно неза-
висимы. Считаем также, что  – ненулевая матрица, и  – ненулевой вектор.

Обозначим допустимые множества в прямой и двойственной задачах соответственно через
 и , т.е.

Через  и  обозначим также проекции множества  на пространство  и конус  со-
ответственно:

Для любых  и  выполняется соотношение слабой двойственности: .
Введем ряд определений, которые потребуются в дальнейшем.

Определение 1. Пара  называется внутренней, если , , и строго внут-
ренней, если , .

Определение 2. Пара  называется допустимой, если  и .

Определение 3. Пара  называется комплементарной, если .
Всякая допустимая пара  есть внутренняя пара. Допустимую пару  назовем опти-

мальной, если  и  (вместе с некоторым ) являются решениями соответственно задач (1)
и (2). Пара  оптимальная, если она допустимая и комплементарная.

Возьмем произвольную внутреннюю пару . Так как матрицы  и  симметричные, то
для них имеют место разложения:

(3)

где  и  – ортогональные матрицы,  и  – диагональные матрицы с векторами соб-
ственных значений  и  на диагоналях.

Пусть ранг матрицы  равен . Тогда матрицу  и вектор  можно разбить на две ча-
сти. Не умаляя общности, считаем, что

(4)

причем матрица  имеет размер , матрица  – размер . Аналогично, если матрица 
имеет ранг , то  и  можно представить соответственно в виде:

(5)

где  есть ( )-матрица,  есть ( )-матрица.
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Ниже для произвольной матрицы  через  обозначается ее образ, через  – ее ядро
(нуль-пространство). Тогда , . Для образа и ядра  имеем соответ-
ственно: , .

Проведем дальнейшее разбиение матриц  и  на подматрицы. Данное разбиение зависит от
пересечений подпространств , ,  и  друг с другом, при этом некоторые
из них могут оказаться пустыми.

В матрице  выделяем две подматрицы. Подматрица  состоит из тех столбцов  из , ко-
торые одновременно принадлежат . Оставшиеся столбцы матрицы  помещаем в матри-
цу . Точно так же поступаем с матрицей . В ней выделяем подматрицу , содержащую
те и только те столбцы  из , которые одновременно принадлежат подпространству .
Столбцы , не обладающие этим свойством, составляют подматрицу  матрицы .

Обратимся теперь к подматрицам  и  и также каждую из них разобьем на две подматри-
цы (опять отметим, что некоторые из подматриц могут быть пустыми). К подматрице  отне-
сем те столбцы  матрицы , которые принадлежат подпространству , а остальные
столбцы поместим в матрицу . Аналогично, если столбец  матрицы  принадлежит под-
пространству , то его помещаем в подматрицу , иначе – в подматрицу . Заметим,
что при таком разбиении матриц  и  не оказывается столбцов матриц  и , которые
принадлежат соответственно подпространствам  и . В самом деле, если, напри-
мер, вектор , являющийся столбцом матрицы , оказался в , то он принадлежал бы не-
которому подпространству пространства . В этом случае можно так повернуть векторы из

, образующие базис в указанном подпространстве, чтобы они, оставаясь в нем, были ортого-
нальными друг к другу, и чтобы один из векторов совпадал с . По построению, мы должны та-
кой вектор  поместить в качестве столбца в матрицу .

Отметим, что столбцы матриц  и  можно выбирать достаточно произвольно, важно
только, чтобы они образовывали базис в соответственно подпространствах  и . Если
какие-то столбцы  матрицы  принадлежат подпространству  (столбцы матрицы ),
то, поскольку все они ортогональны между собой, их можно включить в матрицу , доопреде-
лив остальные столбцы  так, чтобы в совокупности все они образовывали ортогональный ба-
зис в . Соответствующим образом поступим и с матрицей , т.е. считаем, что столбцы мат-
рицы  являются одновременно и столбцами матрицы . Таким образом, получаем факти-
чески:  и , что с учетом вышесказанного означает:

(6)

В дальнейшем, не ограничивая общности, считаем для определенности, что

(7)

Точно так же поступим и с матрицами  и , разбив их на подматрицы:

(8)

Разбиениям матриц  и  соответствуют разбиения векторов собственных значений  и ,
а именно: , .

По своему построению все четыре подпространства , ,  и  ортого-
нальны друг другу. Аналогично, подпространства , ,  и  также ор-
тогональны друг другу.

Утверждение 1. Пусть допустимая пара  такова, что

(9)

Тогда пара  оптимальная.
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Доказательство. В силу (9) ортогональные друг другу подпространства  и  в со-
вокупности составляют все пространство . Пара  является допустимой и комплементар-
ной. Такая пара, как уже отмечалось, является оптимальной.

При выполнении равенства (9) подпространства ,  и ,  оказыва-
ются пустыми. Таким образом, если будет найдена допустимая пара , в которой ранг мат-
рицы  или, что одно и то же, ранг матрицы  равняется , то данная пара будет
оптимальной.

2. СИММЕТРИЗОВАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ МАТРИЦ  И 

Ниже помимо матриц  и  нам потребуется их симметризованное произведение
, определяемое как

(10)
Данное произведение обладает следующим свойством.

Утверждение 2. Внутренняя пара матриц  удовлетворяет равенству

(11)

в том и только том случае, когда .
Таким образом, если выполнено равенство (11), то матрицы  и  коммутируют между собой.

Однако в общем случае, когда для внутренней пары  равенство (11) нарушено, и матрицы 
и  не коммутируют между собой, матрица  не обязательно является знакоопределенной.

Определение 4. Внутренняя пара  называется согласованной, если

.

Строго внутренняя неоптимальная пара  такая, что , где , будет согласован-
ной, причем . Оптимальная пара  также является согласованной.

Так как  – симметричная матрица, то для нее справедливо разложение

(12)

где  – ортогональная матрица,  – вектор собственных значений . Пусть ранг матрицы
 равняется  и пусть , где  – подматрица матрицы , состоящая из ее пер-

вых  столбцов. Считаем, что столбцы  являются собственными векторами матрицы ,
соответствующие ее ненулевым собственным значениям. Считаем также, что эти ненулевые соб-
ственные значения собраны в вектор  размерности , который является первым подвекто-
ром вектора . Второй подвектор , имеющий размерность , нулевой.
Столбцы матрицы  принадлежат нуль-пространству матрицы , размерность которого
равна .

Рассмотрим подпространства  и . Матрица  симметричная, поэтому
подпространство  ортогонально . Выясним, каким образом данные подпро-
странства  и  связаны с подпространствами, определяемыми подматрицами
матриц  и  из (6)–(8). Имеет место следующее утверждение.

Лемма 1. Матрицы  и  могут быть представлены соответственно в виде

(13)

(14)

если, разумеется,  и  – непустые матрицы.
Доказательство. Рассмотрим сначала матрицу , имеющую согласно разложениям (3) и раз-

биениям (4), (5) представление

(15)
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Отсюда следует, что образ матрицы  принадлежит образу матрицы . Кроме того, если най-
дется столбец  матрицы  такой, что , то появляется нулевая строка в матрице

 и, значит, столбец  не может принадлежать образу матрицы , его можно удалить.
Но равенство  указывает на то, что столбец  принадлежит . Такой стол-
бец, как уже говорилось, мы помещаем в матрицу . Таким образом, вместо (15) можем запи-
сать следующее:

Далее, если обратиться к матрице , то для ее столбцов , входящих в подматрицу , вы-

полняется . Тем более выполняется равенство . Поэтому в матрице  можно
оставить только столбцы, входящие в подматрицу , а остальные столбцы (входящие в под-
матрицу ) могут быть удалены. В результате приходим к представлению (13) матрицы .

Справедливость представления (14) матрицы  обосновывается аналогичным образом.
Лемма доказана.

Ниже для сокращения записи через  обозначается пересечение образов нескольких мат-

риц, которые перечислены в скобках. Через  обозначается их сумма (по Минковскому), на-
пример,

Оценим ранг матрицы . Имеем . Но , поэтому

где  – ортогональное дополнение к , или, что то же самое,

Более точное включение для  можно получить с помощью леммы 1.
Утверждение 3. Для образа  матрицы  имеет место включение

(16)

а для его размерности, равной рангу  матрицы , – неравенство

(17)

где  и  – ранги матриц  и  соответственно.
Доказательство. Как следует из определения (10) симметризованного произведения, образ

матрицы  принадлежит сумме образов матриц  и  соответственно. Но согласно утвер-
ждению леммы 1 имеем , . Отсюда приходим к включению (16).

Кроме того, для ранга матрицы  получаем оценку сверху

(18)

Матрица  является транспонированной к матрице  . Поэтому ранг  совпадает с рангом
матрицы  и для него также справедлива оценка (18). Неравенство (17) следует из (18) и нера-
венства для ранга суммы двух матриц. Утверждение доказано.

Следствие 1. Для матрицы  имеет место разложение

где  – матрица полного ранга размером .

В случае, когда подпространства  или  непустые, можно уточнить оценку свер-
ху (17) на ранг матрицы .
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Утверждение 4. Пусть

(19)

Тогда обязательно ,  и

(20)

Доказательство. Согласно неравенству (19) оба подпространства  и  непустые и
отличны от нулевых. Возьмем произвольный ненулевой вектор  такой, что .
Покажем, что в этом случае обязательно . Отсюда, в частности, следует ненулевая раз-
мерность пространства .

Так как  и , то для  справедливо разложение , где
, . Оба подпространства  и  ортогональны друг другу. Счи-

таем для общности, что второе подпространство  непустое и .

Но одновременно , причем оба подпространства  и 
также ортогональны друг другу. Поэтому для  справедливо может быть разложение только в ви-
де суммы двух компонент, одна из которых принадлежит подпространству , а другая –
подпространству . Согласно (6) имеем , что влечет . Таким
образом, предположение, что , приводит к тому, что , т.е.  принадле-
жит ортогональному дополнению к подпространству , что невозможно. Поэтому обяза-
тельно .

Схожим образом убеждаемся, что  и . Следовательно, справедливо
равенство (20) Утверждение доказано.

Пусть непустое подпространство  ненулевое. Обозначим через  матрицу, для
которой подпространство  совпадает с . Аналогично, пусть  – матрица,
для которой подпространство  совпадает с . Так как обе матрицы , 
состоят из собственных векторов матриц  и , которые одновременно принадлежат их нуль-
пространствам, то в качестве  и  можно взять одинаковые матрицы, определив нужным
образом соответствующие собственные векторы из нуль-пространств. Другими словами, можно
считать, что . Оставшиеся подматрицы матриц  и  обозначим соответственно че-
рез  и . Опять отмечаем, что некоторые из них могут оказаться пустыми. Если подпро-
странство  нулевое, то в качестве  и  берутся сами матрицы  и . Та-
ким образом, выполняются следующие разложения:

(21)

Поскольку , то из (21) следует, что если подпространство  ненуле-
вое, то в общем случае его можно представить как сумму трех подпространств, а именно,

причем все три составляющие подпространства ,  и  ортогональны между
собой. То же самое можно сказать и про подпространство , для которого справедлива фор-
мула

Имеем в силу вышесказанного . Кроме того, согласно своим определениям
 и . Поэтому

(22)

, > .5dim ( ) 0I
N BQ H

>5dim ( ) 0NBQ >5dim ( ) 0BNH

, = , .5 5( ) ( )I I
N B NB BNQ H Q H

5( )NQ 5( )BH
∈ �

nz ∈ ,5 ( )I
N Bz Q H

∈ 5( )NBz Q
5( )NBQ

∈ 5( )Nz Q = ,5 5( ) ( )S
N NB NNQ Q Q z = +1 2z z z

∈ 51 ( )NBz Q ∈ 52 ( )NNz Q 5( )NBQ 5( )NNQ
5( )NNQ ≠2 0nz

∈ = ,5 5( ) ( )S
B BB BNz H H H 5( )BBH 5( )BNH

z
5( )BBH

5( )BNH =NN NNQ H =5 5( ) ( )NN NNQ H
∈ 52 ( )NNz Q ∈ 52 ( )NNz H 2z

5( )BH
∈ 5( )NBz Q

>5dim ( ) 0BNH ∈ 5( )BNz H

,5 ( )I
NB BNQ H Z

NBQ
5( )Z

NBQ ,5 ( )I
NB BNQ H Z

BNH
5( )Z

BNH ,5 ( )I
NB BNQ H Z

NBQ Z
BNH

X Y
Z
NBQ Z

BNH

Z Z
NB BNQ H NBQ BNH

P
NBQ P

BNH
,5 ( )I

NB BNQ H P
NBQ P

BNH NBQ BNH

= , , = , .5 5 5 5( ) ( ) ( ) ( )S P Z S P Z
NB NB NB BN BN BNQ Q Q H H H

= ,5 5( ) ( )S
N NN NBQ Q Q 1( )Q

= = , , ,1 5 5( ) ( ) ( )S P Z
N NN NB NBQ Q Q Q Q

5( )NNQ 5( )P
NBQ 5( )Z

NBQ
1( )H

= = , , .1 5 5( ) ( ) ( )S P Z
B BB BN BNH H H H H

=5 5( ) ( )Z Z
NB BNQ H

=5 5( ) ( )BB BBQ H =5 5( ) ( )NN NNQ H

, , = , , .5 5( ) ( )S Z S Z
BB NN NB NN BB BNQ Q Q H H H



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

ПРЯМО-ДВОЙСТВЕННЫЙ МЕТОД НЬЮТОНА 239

Отсюда, в частности, следует, что

(23)

Это равенство вытекает из того, что подпространства, стоящие в левой и правой частях (23), яв-
ляются дополнениями подпространств (22) до всего пространства .

Схематично разбиение матриц  и  на подматрицы (6)–(8), а также разбиение матриц 
и  на соответственно подматрицы ,  и ,  представлено на фиг. 1. Там же опять
схематично указано на равенство между образами матриц  и  с образами соответственно
матриц  и . Обращено также внимание на совпадение образов матриц  и .

Утверждение 5. Пусть . Тогда

(24)

Аналогично,

(25)

если .
Доказательство. Убедимся только в равенстве (24). При этом считаем, не умаляя общности,

что подпространство  непустое, иначе, так как , равенство (24) очевидно.

Возьмем произвольный ненулевой вектор  и покажем, что обязательно
. Допустим, что , где ,  и . Имеем

. Отсюда с учетом того, что  получаем . Так как
, то . Мы пришли к противоречию. Следовательно, . Утвержде-

ние доказано.
Лемма 2. Пусть матрицы  и  таковы, что

(26)

Тогда .

Доказательство. Воспользуемся формулой для ранга произведения :

, = , .5 5( ) ( )S P S P
BN NB NB BNQ Q H H

�
n

Q H NBQ

BNH P
NBQ Z

NBQ P
BNH Z

BNH
BBQ NNQ

BBH NNH Z
NBQ Z

BNH

, >5dim ( ) 0I
NB NBH Q

, = , ,5 5( ) ( )I I P
NB NB NB NBH Q H Q

, = , ,5 5( ) ( )I I P
BN BN BN BNQ H Q H

, >5dim ( ) 0I
BN BNQ H

5( )Z
NBQ = P

NB NBQ Q

∈ ,5 ( )I
NB NBy H Q

∈ 5( )P
NBy Q = +1 2y y y ∈ 51 ( )P

NBy Q ∈ 52 ( )Z
NBy Q ≠2 0y

=5 5( ) ( )Z Z
NB BNQ H ⊥5 5( ) ( )BN NBH H ∉ 52 ( )NBy H

∈ 5( )NBy H =2 0y = ∈ 51 ( )P
NBy y Q

X Y

= , > .5dim ( ) 0I P
XY NB NBk H Q

= −
NBXY H XYr r k

XY

= − ∩ ,5 1dim( ( ) ( ))XY Yr r Y X

Фиг. 1. Разбиение матриц  и  на подматрицы.
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справедливой, вообще говоря, для произведения произвольных матриц  и . Если применить
ее к матрице  вида (13), то приходим к следующему значению для ее ранга:

Учтем далее, что ядро  матрицы  есть ортогональное дополнение к подпростран-
ству . Тогда  или, если воспользоваться (21),

Но, как уже отмечалось, выполняются следующие равенства для подпространств:

Более того, все эти подпространства ,  и  ортогональны . Поэтому
остается только пересечение  Отсюда приходим к требуемому
утверждению.

Схожим образом доказывается
Лемма 3. Пусть матрицы  и  таковы, что

(27)

Тогда .

Замечание 1. Любое подпространство , где , , – столбцы матрицы , не мо-
жет принадлежать . Действительно, иначе эти столбцы были бы включены в матрицу . Анало-

гично, любое подпространство , где , , – столбцы матрицы , не может принад-
лежать .

Обратимся теперь к нуль-пространству матрицы . Оно совпадает с нуль-пространством
матрицы , а его размерность  равняется рангу матрицы . Подпространство

, если непустое, в силу своего определения обязательно принадлежит .

Утверждение 6. Пусть подпространства ,  и  непустые. Тогда

(28)

Доказательство. Прежде всего отметим, что подпространства ,  и  соглас-
но своим определениям ортогональны подпространству  и, следовательно,

(29)
Кроме того, имеет место совпадение подпространств

Поскольку опять, согласно своим определениям, все три подпространства ,  и
 ортогональны подпространству , то верно следующее:

(30)
Из (29) и (30) с учетом представлений (13), (14) приходим к выводу, что

что приводит к включению (28). Утверждение доказано.
Следствие 2. Пусть выполнены предположения утверждения 6. Тогда подпространства

, ,  непустые и имеет место включение

(31)
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Доказательство. Включение (31) равносильно включению (28) из-за совпадения подпростран-
ства  с подпространством .

Из утверждения 6 и следствия к нему вытекает, что

причем согласно (23) правые части в обеих включениях совпадают между собой.
Составим матрицы

в которых все столбцы нормированы и ортогональны друг к другу. Подпространство  яв-
ляется ортогональным дополнением к подпространству , которое согласно
утверждению 6 принадлежит подпространству . В свою очередь, подпространство 
является ортогональным дополнением к подпространству . Последнее под-
пространство, как было показано, совпадает с подпространством , что позволя-
ет говорить о равенстве  и включениях , .

Определение 5. Внутренняя пара  называется регулярной, если имеет место равенство
.

В регулярной паре  подпространство  есть пространство столбцов матрицы .
Учтем также, что столбцы матриц  и  образуют часть базиса пространства . Тогда
для матрицы  без ограничения общности справедливо разложение

(32)
где

(33)

и  – произвольная матрица, задающая ортонормированный базис в подпространстве
, т.е. совпадающая с , если, разумеется, эта матрица непустая. Кроме

того, в случае, когда матрица  непустая, всю матрицу  опять, не ограничивая общность, мож-
но записать в виде

(34)

Ранги матриц , ,  и  в дальнейшем будем обозначать соответственно через , , 
и . Если какая-то из матриц оказывается пустой, то считаем, что она нулевого ранга.

Утверждение 7. Все непустые подпространства ,  и  ортогональны друг другу,
а также ортогональны подпространству , если оно непустое.

Доказательство. Ортогональность данных подпространств следует из их определения.
Утверждение 8. Пусть пара  регулярная. Тогда для матрицы  справедливы следующие раз-

ложения:

(35)

где  и  – ортогональные матрицы порядка .
Доказательство. Справедливость разложений (35) следует из определения регулярной пары.

Кроме того, поскольку  и

то для матриц  и  получаем , , т.е. обе эти матрицы ортогональные.
Утверждение доказано.

Замечание 2. Требование внутренности пары  по существу в приведенных доказательствах нигде
не использовалось.

Введем еще одно определение.
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Определение 6. Внутренняя пара  называется неособой, если . В противном случае,
когда , она называется особой.

В неособой паре  матрица  в представлении (34) матрицы  пропадает, матрица 
переходит в , а  – в матрицу . В дальнейшем, пока не оговорено
противное, считаем, что рассматриваемые пары неособые.

3. ДОПУСТИМЫЕ РЕГУЛЯРНЫЕ СОГЛАСОВАННЫЕ ПАРЫ
Если внутренняя пара помимо того, что она регулярная, является еще согласованной, то мож-

но уточнить вид пространства столбцов матрицы , а именно,  определяется только про-
странствами столбцов матрицы  или пространством столбцов матрицы .

Теорема 1. Пусть допустимая пара  регулярная и согласованная. Пусть, кроме того,
. Тогда матрицы  и  пустые и верно

(36)

Доказательство. Прежде всего отметим, что поскольку пара  не комплементарная, то
матрица  непустая, и, следовательно, имеет положительный ранг . Согласно определе-
нию регулярной неособой пары , где . Покажем, что на самом деле

.
Допустим противное, что матрица  непустая. Положим  где  – нулевой

вектор, размерность которого совпадает с числом столбцов в матрице . Так как в этом случае
, то в силу леммы 1 и разложения (12) имеем

где . Воспользуемся утверждением 8 и умножим данное равенство слева и справа на мат-

рицы  и  соответственно. С учетом равенств (35) получаем

(37)

В диагональной матрице  имеется по крайней мере один нулевой диагональный эле-
мент, который входит в вектор . Пусть, для определенности, это будет элемент с номером ,
т.е. . Тогда -я строка и -й столбец матрицы  нулевые. Отсюда следует, что -й диа-
гональный элемент матрицы, стоящей в левой части равенства (37), нулевой.

С другой стороны, если обратиться к матрице , то она представима в виде

где  есть -я строка ортогональной матрицы , . Поэтому -й диагональный элемент
матрицы  равен

Так как , то для того, чтобы равенство  имело место, должно выполняться следу-

ющее: , , т.е. -й столбец матрицы  нулевой. Это противоречит ортогонально-
сти матрицы .

Схожим образом убеждаемся, что в такой паре  матрица  отсутствует и имеет место
равенство . Утверждение доказано.

Следствие 3. В регулярной согласованной паре  матрица  представима в виде
 или в виде 
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Утверждение 9. Пусть  – допустимая регулярная согласованная пара. Для того, чтобы она
была оптимальной, необходимо и достаточно, чтобы .

Доказательство. Достаточность. При  получаем, что матрица  нулевая. Так как
, , то отсюда следует выполнение условия комплементарности . Выполне-

ние данного условия вместе с допустимостью точек  и  гарантирует оптимальность пары
.

Необходимость. Оптимальная пара  комплементарная. Но, поскольку она внутренняя,
то имеет место равенство , откуда . Поэтому подматрица  обязатель-
но должна быть пустой, т.е. . Утверждение доказано.

Из утверждения 9 следует, что любая допустимая пара , в которой , не может быть
оптимальной.

Возьмем произвольную допустимую регулярную согласованную пару , для которой
справедливо разложение (12) с ортогональной матрицей . Если пара  не является опти-
мальной, то в ортонормированном базисе, задаваемым столбцами матрицы , матрицы  и 
оказываются блочно-диагональными с блоками соответственно порядков ,  и , причем
некоторые из них могут оказаться пустыми.

Имеем в общем случае следующее:

(38)

Здесь в первой матрице диагональные блоки согласно (33) и следствию к теореме 1 имеют вид

(39)

Для второй матрицы  выполняется соответственно следующее:

(40)

Обозначим через Пусть  подпространство пространства , образованное блочно-диаго-
нальными матрицами с блоками соответственно размеров ,  и . Размерность подпростран-
ства  равна

(41)

Из вышесказанного следует, что  и  принадлежат . Пусть

Согласно (38)–(40) имеем , , где

Обе матрицы  и  ортогональные.

Рассмотрим дополнительно матрицы  и , являющиеся пред-

ставлением матриц  и , , в базисе, задаваемым столбцами ортогональной матрицы .
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Кроме того, произведем “сужение” этих матриц до блочно-диагональных матриц  и  из ,
оставив только в  и  их диагональные блоки, а остальные блоки взяв нулевыми, например,

(42)

где , , .

Матрицы  порождают в  подпространство, которое обозначим через . Через

 обозначим его ортогональное дополнение в . Размерность подпространства  равна
. Пусть , , – произвольные матрицы из , задающие базис в подпростран-

стве . Все матрицы  имеют вид, аналогичный (42), а именно:

где , , .

Введем определение невырожденности для допустимой пары , считая, по-
прежнему, что она согласованная и регулярная.

Определение 7. Допустимая пара  называется -невырожденной, если матрицы

(43)

линейно независимы. Соответственно, пара  называется -невырожденной, ес-
ли матрицы

(44)

линейно независимы. В случае, когда пара  является одновременно -невы-
рожденной и -невырожденной, о ней будем говорить как о невырожденной паре.

Принимая во внимание размерности диагональных блоков в матрицах (43) и (44), получаем,
что пара  может быть невырожденной в том и только том случае, когда выполняются нера-
венства:

(45)

Если учесть, что , то второе неравенство принимает вид .

Утверждение 10. Пусть допустимая регулярная согласованная пара  является
невырожденной. Тогда, если , то матрицы , , порождают пространство .

С другой стороны, если , то матрицы , , порождают пространство .

Доказательство. Предположим, что  и докажем первое утверждение. Введем в рассмот-
рение подпространство  пространства , определив его следующим образом:
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где . Множество  является касательным подпространством к конусу

 в . Ортогональным дополнением  к  является множество

Кроме того, через  обозначим подпространство пространства , порожденное матрицами

, . Его ортогональным дополнением в  будет множество

Положим

Отсюда получаем, что для матриц , , справедливо разложение

(46)
где

(47)

Так как матрицы (43) линейно независимы, то матрицы , , также линейно независимы.
Покажем, что выполняется равенство

(48)

От противного, пусть данное пересечение содержит ненулевую матрицу . Тогда найдутся коэф-
фициенты , , в совокупности не равные нулю, такие, что

Поэтому на основании (46) и (47) имеем  что противоречит линейной независи-

мости матриц , .

Пусть  – подпространство в , порождаемое матрицами , . Если оно не

совпадает с , то ортогональное в  к  подпространство содержит ненулевую матрицу

 порядка . Имеем , . Данные равенства можно переписать в виде

(49)
где

причем ранг матрицы  совпадает с рангом матрицы , т.е.  – ненулевая матрица. Кроме
того, из (49) следует, что . Таким образом,

что противоречит (48). Поэтому на самом деле матрицы , , порождают все простран-

ство .
Второе утверждение доказывается аналогично.
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Ẑ
αi ∈ mi J

⊥
, ,+

=
= α ∈ . � 7 Stan

1

ˆ ( )
m

n
i i U U U

i

Z A X |

,=
α = , 1

ˆ 0
m

i i U nni
B
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4. НЬЮТОНОВСКАЯ СИСТЕМА
Из предположения о существовании решений у пары задач (1) и (2) следует, что эти решения

должны удовлетворять условиям оптимальности:

(50)

Но равенство  при ,  выполняется тогда и только тогда, когда .
Поэтому первое равенство из (50) может быть заменено на  и решение задач (1) и (2),
таким образом, сводится к отысканию решений системы

(51)

причем  и  должны принадлежать конусу .
Наша цель заключается в решении системы (51) методом Ньютона при условии, что старто-

вые точки  и  берутся допустимыми и согласованными. Более того, все последующие точки в
ходе итерационного процесса остаются такими же.

Далее для простоты считаем, что  – допустимая регулярная согласованная пара. Кроме
того, считаем, что она неоптимальная и неособая. Построим ньютоновскую систему уравнений
для определения направлений перемещений  и  (ньютоновских направлений) в этой паре.
Воспользуемся базисом, определяемым столбцами ортогональной матрицы  из разложения (12).
Тогда условия оптимальности (51) в этом базисе запишутся в виде

(52) (52)

где , , , и , 
Согласно (38) текущие матрицы  и  в базисе, задаваемом матрицей , являются блочно-

диагональными. Кроме того, они допустимые, следовательно, удовлетворяют второму и третье-
му равенствам из (51). Эти равенства с учетом блочной диагональности  и  можно перепи-
сать в виде

(53)

Так как пара  неоптимальная, то первое равенство из (52), разумеется, не выполняется.
С целью упрощения дальнейшего изложения, хотя это и не принципиально, освободимся от

двойственной переменной  во втором равенстве (53). Для этого воспользуемся введенными ра-
нее матрицами , , задающими базис в подпространстве . Тогда, умножая скаляр-

ным образом равенство  последовательно на матрицы , получаем

(54)

где . Заметим также, что матрицы , , порождают в  подпространство,

которое обозначим через . По своему определению  совпадает с . Подставляя (54) вместо
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третьего равенства в условиях (51), приходим к следующей системе уравнений относительно 
и :

(55)

Составим теперь систему для нахождения ньютоновских направлений  и , решающих
систему (55). Так как матрицы  и  симметричные, то чтобы сохранить их симметричность
при перемещении вдоль направлений  и  будем также в качестве последних брать сим-
метричные матрицы. Кроме того, поскольку матрицы ,  и все матрицы , , , где

 и , принадлежат подпространству , то целесообразно и ньютоновские направле-
ния  и  брать из этого подпространства, т.е. полагать

(56)

Тогда линейная система алгебраических уравнений для нахождения ньютоновских направле-
ний  и  в паре  имеет вид

(57)

Более того, если принять во внимание, что , то первое уравнение (57) можно также
переписать следующим образом:

(58)

Из (57) следует, что матрицы  и  должны принадлежать подпространствам, ортого-
нальным соответственно к подпространствам  и . Другими словами, , .

Так как матрицы  и  имеют вид (56), то матричное уравнение (58) распадается на три
уравнения, а именно:

(59)

причем из двух последних сразу получаем

(60)

Второе и третье уравнения из (55) в развернутом виде переписываются следующим образом:

где , . Кроме того, если учесть (60), то они принимают следующий более простой
вид:

(61)

(62)
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Объединяя первое уравнение из (59) с (61) и (62), окончательно приходим к системе

(63)

Так как  и число  определяется (41), то общее число уравнений в системе (63) равно
. Оно совпадает с общим числом неизвестных.

Разрешая систему (63), можно найти приращения , ,  и  и перейти к новым
точкам. Конкретные выражения для этих приращений будут получены в отдельной статье. Там
же будет дано описание итерационного процесса и предложен способ выбора шага перемеще-
ния.
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Рассматриваются стохастические алгоритмы решения первой краевой задачи для эллиптиче-
ского уравнения второго порядка, коэффициенты которого имеют разрыв на гладкой поверх-
ности. Предполагаются непрерывность решения и согласованность его нормальных произ-
водных с разных сторон поверхности разрыва коэффициентов. Предложена и доказана фор-
мула среднего значения в шаре (или эллипсоиде), которая позволяет определить случайное
блуждание внутри области и статистические оценки (на его траекториях) для определения ре-
шения краевой задачи в начальной точке блуждания методом Монте-Карло. Библ. 7.

Ключевые слова: эллиптический оператор, краевая задача, формула среднего значения, слу-
чайное блуждание, стохастический алгоритм, несмещенная оценка.
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ВВЕДЕНИЕ
Для решения краевых задач используются различные численные методы, в том числе методы

статистического моделирования, т.е. методы Монте-Карло (см., например, [1], [2]). Разработа-
ны эффективные процедуры статистического моделирования для решения уравнений переноса
излучения, уравнений газовой динамики, ряда задач в области электростатики, теории упруго-
сти и др. Статистические алгоритмы позволяют решать краевые задачи как внутри, так и вне
ограниченной области, граница которой может иметь сложную структуру. Для широкого класса
задач вычислительная работа в таких алгоритмах линейно зависит от размерности области.

При построении статистического алгоритма решение краевой задачи записывается в виде ма-
тематического ожидания некоторой случайной величины , т.е. случайная величина  является
несмещенной оценкой решения задачи. Обычно несмещенные оценки для решения краевых за-
дач строятся на траекториях марковского случайного процесса с дискретным временем (случай-
ного блуждания). Само случайное блуждание происходит в замкнутой ограниченной области

, в которой решается краевая задача. Вероятность перехода  из точки  в мно-
жество  является субстохастическим ядром. Исходная краевая задача при этом заменяется
эквивалентным ей интегральным уравнением в пространстве непрерывных функций :

(0.1)

где правая часть  уравнения (0.1) определяется через правую часть дифференциального урав-
нения и граничные условия. Пусть  – цепь Маркова с переходными вероятно-
стями . Вообще говоря, это обрывающаяся цепь. На траекториях цепи стандартным обра-
зом строится последовательность , , несмещенных оценок для . Пусть  – мо-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 19-11-00020).
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мент обрыва цепи ( , если цепь не обрывается),  – минимум из  и ,  –
несмещенная оценка для , тогда

(0.2)

Из марковского свойства цепи и уравнения (0.1) следует
Лемма 1. Пусть ,  – ограниченное решение уравнения (0.1) и оценки  неотрица-

тельны. Тогда последовательность несмещенных оценок (0.2) образует мартингал. Если он равно-
мерно интегрируемый, то он сходится с вероятностью 1 к случайной величине , имеющей конеч-
ное математическое ожидание. Для любого марковского момента  случайная величина  являет-
ся несмещенной оценкой 

Поведение траекторий процесса характеризует
Лемма 2. Пусть координатные функции , , являются супергармоническими для ядра

, тогда цепь  сходится с вероятностью  к некоторому случайному вектору .
Доказательство лемм можно найти в [3]. При этом мы пользуемся терминологией и результа-

ми из книги П. Мейера [4]. Вектор , как правило, распределен на границе области . В ка-
честве марковского момента  обычно выбирается момент первого попадания траектории блуж-
дания в -окрестность границы области .

Интегральное уравнение (0.1) обычно получают по формуле Грина, используя функцию Гри-
на или функцию Леви для семейства областей . При этом носителем меры

 будет либо граница области, либо сама область  Вид носителя меры  опреде-
ляет название блуждания и название статистического метода решения задачи: блуждание по сфе-
рам, блуждание по шарам, блуждание по эллипсоидам, блуждание по полусферам, блуждание по гра-
нице.

Таким образом, в статье рассматриваются стохастические алгоритмы вычисления значения
решения краевой задачи  в точке  ограниченной области по известным значениям этой
функции в граничных точках.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ ЗНАЧЕНИИ

Пусть  – ограниченная область в , , с границей , которая состоит из двух подобла-
стей ,  и их общей кусочно-гладкой границы . Для функций  опреде-
лим оператор  равенством

(1.1)

где матрица  – симметричная, а ее элементы  причем их производные
первого порядка непрерывны вплоть до границы в каждой подобласти. Предположим также, что
матрица коэффициентов – положительно-определенная, т.е. для некоторой постоянной 
при всех  и всех  справедливо неравенство

Таким образом,  – эллиптический оператор.
Рассмотрим краевую задачу

(1.2)

(1.3)

где  – внешняя нормаль к границе области . На внешней границе области
 функция  известна и равна .
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Практически важным примером поставленной задачи является задача для уравнения

(1.4)

с условиями согласования нормальных производных

(1.5)

Функции  и  предполагаются ограниченными снизу постоянной  и непрерывно
дифференцируемыми в  и  соответственно.

В случае, когда функции  и  являются различными положительными постоянными
 и  и граница раздела сред плоская, несмещенные оценки решения задачи (1.4), (1.5) постро-

ены в [3]. Аналогичные, но смещенные оценки, в областях с произвольной границей построены
в работах Н.А. Симонова (см. [5]  [6])

Для построения несмещенных и малосмещенных оценок поставленной краевой задачи (1.4), (1.5)
с переменными коэффициентами нам потребуется представление решения  для точек 
в интегральной форме. Для этого мы воспользуемся формулами Грина для подобласти  с кусоч-
но-гладкой границей, расположенной в  или :

справедливой для  Нормаль в этой формуле внешняя по отношению к области.

Пусть граница  гладкая в окрестности  Рассмотрим шар  с центром в точке  и
радиуса  Рассмотрим два его полушара  и  и шар  с
центром в точке  и радиуса  В качестве функции  рассмотрим функцию Леви

где  – расстояние между точками  и  Применяя формулу Грина к области ,
при  получаем вторую формулу Грина

(1.6)

в которой  обозначает “площадь поверхности” единичной сферы в  Аналогично получаем
вторую формулу Грина для области 

Заметим, что

равен нулю на сферической части границы, сама функция  – тоже. Пусть  –
часть границы  лежащая в шаре. Упрощая формулы, получаем равенства
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Нормали в этих формулах являются противоположными векторами. При сложении этих фор-
мул, используя условие на нормальные производные решения, получаем

(1.7)

Для плоской границы  нормальная производная в этих формулах равна нулю. После неслож-
ных вычислений находим значение оператора

и получаем формулу среднего значения

(1.8)

Отметим, что осредняющее ядро в формуле (1.8) неотрицательно при выполнении условия

которое справедливо при достаточно малых  в силу сделанных предположений о параметрах
краевой задачи. Кроме того, оно стохастическое, так как после подстановки в формулу (1.8) ре-
шения краевой задачи  получим, что интеграл от ядра равен единице.

Для точек, не лежащих на границе , верны формулы среднего значения в шаре, а именно,
справедлива следующая лемма.

Лемма 3. Если точка  и  то

(1.9)

Аналогично, если  и , то

(1.10)

Доказательство леммы непосредственно следует из формулы (1.6) и равенства нулю на грани-
це шара как самой функции  так и ее градиента.

2. СТОХАСТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ В СЛУЧАЕ ПЛОСКОЙ
ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ОБЛАСТИ

В случае переменных  и  для построения малосмещенной оценки решения краевой задачи
предлагается следующий алгоритм.

1. Задаем призвольное  которое будет определять порядок погрешности приближенного
решения задачи.

2. Определяем две -окрестности границы  и  как множества точек из  и  соответ-
ственно, отстоящих от границы  не более, чем на  Также определяем  – окрестность внеш-
ней границы.

3. Для каждой точки  из произвольной -окрестности границы определяем точку  как бли-
жайшую к  точку границы.

4. Фиксируем начальную точку , для которой будет строиться статистическая оценка  для
значения  и полагаем .

5. Если  то полагаем  и останавливаемся.
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6. Если  или  то  и переходим из точки  в точку  распределенную
внутри области  с плотностью, которая является ядром в формуле (1.8). Полагаем 
переходим к пункту 5.

7. Переходим из точки  в точку  распределенную внутри области  с плотностью, ко-
торая является ядром в формуле (1.9) или формуле (1.10). Полагаем  переходим к пункту 5.

Назовем построенное случайное блуждание блужданием по шарам. Все переходы в этом блуж-
дании легко моделируются методом отбора. Процедура моделирования подробно описана в [2].

Работоспособность алгоритма обеспечивается следующими его свойствами.
– Блуждание по шарам в области  (в области ) достигает ее  границы за конечное число

шагов. При этом среднее число шагов конечно. (Эти свойства доказаны для любого блуждания
по эллипсоидам, в том числе и для блуждания по шарам в [2].)

– Среднее число посещений границы блужданием по шарам конечно. Этот факт является
очевидным следствием строго марковского свойства блуждания и ограниченности снизу вероят-
ности события, состоящего в том, что процесс попадет впервые в  раньше, чем в  (Асимпто-
тика этих средних при  конечно важна, но ее удается определить крайне редко.)

Замечание 1. Как известно (см. [3]), в случае постоянных коэффициентов  и  для обеспечения вы-
хода блуждания на плоскую границу раздела  можно использовать обычную функцию Грина для опера-
тора Лапласа в полусфере. В алгоритме блуждания по полусферам существенно меньше смещение стати-
стической оценки, поскольку оно определяется лишь заменой точного значения функции в последней
точке блуждания на значение в ближайшей к ней точке границы .

3. СТОХАСТИЧЕСКИЙ АЛГОРИТМ В СЛУЧАЕ ГЛАДКОЙ
ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ОБЛАСТИ

В случае гладкой границы  вместо формулы (1.8) приходится использовать формулу (1.7), ко-
торая не имеет вероятностного смысла в связи с присутствием интеграла

Чтобы его убрать, нужно его оценить сверху величиной

которая должна быть меньше  Фактически получается неравенство на

величину телесного угла, под которым граница  видна из точки  Выбор радиуса шара теперь
зависит от кривизны поверхности в окрестности точки  После выбрасывания интеграла полу-
чаем формулу

применение которой позволяет построить статистическую оценку решения 
В случае постоянных  и  можно использовать функцию Леви

Тогда получится процесс блуждания по сферам.
Замечание 2. Используя формулу (1.6), можно совсем легко построить и обосновать для уравнения (1.4)

алгоритм решения задачи со смешанными граничными условиями в областях с кусочно-гладкой грани-
цей, на одной части которой задано условие Неймана, а на другой – уcловие Дирихле. Такие алгоритмы
рассматривались для уравнений Пуассона и Лапласа в [3], [5]–[7].
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4. ЗАДАЧА ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО ОПЕРАТОРА
Вернемся теперь к задаче для произвольного самосопряженного эллиптического оператора (1.1).

Введем необходимые обозначения. Матрицу коэффициентов оператора будем обозначать через
 а ее определитель – . Рассмотрим квадратичную форму 

где  обозначает строку, транспонированную к столбцу . Для точек  опре-
делим функцию  равенством

Рассматривая в качестве множеств  области  можно определить
процесс блуждания по эллипсоидам и на его траекториях уже описанным методом построить ста-
тистические оценки для решения задачи (1.2), (1.3).

Авторы выражают благодарность рецензенту за замечания, способствовавшие улучшению ра-
боты.
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Обсуждаются кинетические уравнения эволюции частиц дисперсного вещества, различаю-
щиеся по свойствам (размерам, скоростям, координатам центра масс и т.д.). Цель настоящей
работы – это создание априорной математической модели и определение коэффициентов
полученных уравнений по функциям распределения, получаемым в экспериментах. Задача,
которая возникает, – получение правильных (физико-химически обоснованных) уравнений
агрегации. Из системы уравнений эволюции дискретной функции распределения частиц
дисперсного вещества мы получаем континуальные уравнения типа Фоккера–Планка, или
типа Эйнштейна–Колмогорова, или диффузное приближение на функцию распределения
агрегирующих частиц, различающихся по уровню агрегации и числу составляющих их моле-
кул. Мы рассматриваем функции распределения, аппроксимирующие экспериментальные
данные, и определяем по ним коэффициенты уравнения типа Фоккера–Планка. Библ. 38.
Фиг. 2. Табл. 1.

Ключевые слова: дисперсное вещество, функция распределения частиц по свойствам, зарож-
дение и рост частиц, агрегация и агломерация, система уравнений Смолуховского, уравнения
Беккера–Дёринга, уравнение Фоккера–Планка, диффузное приближение, морфологиче-
ская память.
DOI: 10.31857/S0044466922020028

ВВЕДЕНИЕ
Задача настоящей работы, которая решалась и решается, – это создание оптимизированного

математического описания кинетики зарождения, роста и агрегирования частиц по их экспери-
ментальным функциям распределения по свойствам.

Структуру статьи определяет следующая основная идея математического описания результа-
тов экспериментов. Сначала возникает постановка задачи: определяются параметры функции
распределения. На этом этапе экспериментаторы предлагают параметры, которые они могут из-
мерить, т.е. какие параметры выбирать для модели. Затем первый шаг математического модели-
рования – это создание априорной модели, содержащей неизвестные функции как параметры,
подлежащие в дальнейшем определению. Априорная модель – это написание правильных (фи-
зико-химически обоснованных) уравнений, содержащих неизвестные параметры. Модель долж-
на отвечать на вопросы: каковы условия эксперимента, как и в каком диапазоне их следует ме-
нять, и что следует определять в эксперименте, чтобы получить эти неизвестные функции апри-
орной модели. Мы отвечаем на эти вопросы для нашей задачи. На основе экспериментов эти
неизвестные функции определяются: возникает апостериорная модель. Так получается матема-
тическое описание экспериментов. После того исследование предполагается повторить, расши-
рив перечень и интервалы варьирования учитываемых условий. Цель – предсказывать, как син-
тезировать новые материалы с наибольшей экологической безопасностью и с наименьшими
энергетическими затратами.

УДК 517.958

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА
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Поэтому возникает вопрос: какую информацию о кинетике элементарных процессов сохра-
няет тело к моменту завершения процесса? Частичный ответ на этот вопрос дают данные о зави-
симости формы тел и некоторых других их свойств от условий синтеза, которую стали рассмат-
ривать как память тел (морфологическая память) о том, как они образовались. Это свойство тел,
которое было названо морфологической памятью, можно результативно использовать при раз-
работке технологий.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В работах Дж.К. Максвелла (см. [1]), Л. Больцмана (см. [2]) и др. исследователей кинетики
различных процессов исследуется функция распределения по скоростям и координатам, завися-
щая от времени. В [2] Больцманом впервые была рассмотрена теорема, о которой мы будем не-
однократно говорить в настоящей работе. Теперь же возникает многопараметрическое описа-
ние, которое связано с тем, что оно стало доступно для экспериментального наблюдения. Задача
состоит в том, чтобы написать уравнения на функцию распределения частиц по этим многим па-
раметрам.

В настоящей статье мы продолжаем линию работ [3], [4] и др., посвященных математическо-
му моделированию зарождения и роста иерархических структур с помощью кинетического под-
хода.

Типичная структура представляет собой иерархическую структуру. Виды тел, отличающиеся
уровнем иерархической структуры (номером поколения), будем обозначать параметром :
частицы каждого -го поколения укрупняются путем присоединения частиц всех  видов,
причем, как показывает эксперимент, происходит парное взаимодействие частиц.

При описании образования тел целесообразно различать несколько стадий процесса. Снача-
ла зарождаются и растут первичные частицы, далее наступает стадия агрегации – образование
агломератов из первичных частиц в результате их столкновений друг с другом, а затем происхо-
дит и образование агрегатов из них. Несмотря на то что все стадии идут одновременно, сначала
преобладает процесс образования первичных частиц, потом – их агрегатов, т.е. вторичных агло-
мератов, затем – агрегатов из вторичных агломератов и т.д. Итак, образование дисперсного ве-
щества происходит стадийно, и каждая стадия вносит вклад в структуру образовывающегося ве-
щества. Этот факт используется при моделировании.

Чтобы создать наноструктуру (и вообще, какую-то структуру) с нужными свойствами, ис-
пользуют явления образования и распада зародышей первичных наночастиц, их роста и раство-
рения, появления и ликвидации ростовых дефектов, захвата и выброса захваченных примесей,
агрегации и разрушения агрегатов, перекристаллизации и топохимических реакций спекания и
керамизации (см. [3]). При описании данных явлений учитываются свойства  каждой частицы:
внутренние и внешние. Внешние параметры состояния частицы характеризуют ее вещественно-
энергетический обмен со средой, а внутренние – перераспределение вещества и энергии внутри
частицы.

На всех стадиях процесса рассматриваемая система неоднородна, причем на каждом ее участ-
ке присутствуют молекулы, агрегаты молекул, укрупняющиеся за счет присоединения молекул,
агрегаты второго поколения и т.д. В первом приближении можно считать, что стенки и мешалка
обеспечивают однородность среды и фазообразующего вещества. В континуальном приближе-
нии каждый участок характеризуется собственной функцией распределения частиц по свой-
ствам:

Здесь  – функция распределения частиц поколения ;  – локальная концентрация
частиц -вида, у которых параметры состояния меньше соответствующих компонент вектора ;

 – минимально возможное значение свойства . Вектор  не включает пространственные ко-
ординаты частиц, которые отождествляются с координатами участка.

Для решения нашей задачи (выписывания корректных уравнений с коэффициентами, подле-
жащих в дальнейшем определению на основе эксперимента) нам понадобится выразить функ-
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цию от многих параметров  через однопараметричные функции распределения. Нам по-
надобится следующая

Лемма. Пусть функция  такая, что  конечен. Тогда функция  может
быть представлена единственным способом в следующем виде:

где .

Доказательство. Пусть . Тогда .

Такое представление приводит к теоретико-вероятностному описанию второй переменной 
как случайной величины:  как функции распределения величины  при условии , и
записывается в теории вероятностей как .

Это представление допускает обобщение на произвольное число переменных. Пусть
 и все интегралы  ( ) существуют. Тогда разло-

жение , где , определяется единствен-
ным способом. Такие формулы в теории вероятностей называются формулами Байеса (см. [5]),
а кинетическая теория придает смысл сокращенного описания, как отмечалось в [3].

Пример 1 (см. [1], [2]). В кинетической теории вводят функцию  распределения моле-

кул по скоростям  и пространству  в момент времени . Обычно считают величину 
вероятностной переменной, и происходит сокращение описания в результате столкновений до
локально максвелловского распределения частиц массы :

где  – концентрация частиц массы ,  – температура,  – постоянная
Больцмана,  – значение средней скорости частиц с массой .

Основной параметр функции распределения частиц каждого из  видов определяется как
первый параметр в приведенном ниже разложении. Целесообразно брать число молекул , со-
ставляющих частицу, в качестве основного параметра: , и тогда

(1.1)

где  – функция распределения частиц по числу , составляющих их молекул,
, где , – это плотности распределений частиц по свойству  при

условии, что параметры, выписанные после , фиксированы: .

В силу того, что число молекул , составляющих частицу, – основной параметр, в первую оче-
редь, представляет интерес рассмотрение функций распределения по этому параметру.

Пример 1 мы привели в качестве классического примера. Рассмотрим еще пример распреде-
ления (1.1) из [6].

Пример 2 (см. [1], [2], [6]). Пример распределения (1.1) дает максвелловская функция распре-
деления частиц с массой , где  – масса одной молекулы фазообразующего вещества
(см. [6]):

(1.2)

где  – значение импульса частицы с массой .
Более точно, масса в (1.1) должна быть представлена как

(1.3)
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где  и  – массы отдельных молекул вещества, образующего твердую фазу, и среды системы,
 – количество молекул среды, захваченных в объеме и на поверхности частицы.
Тогда

(1.4)

где  – объем частицы,  и  – объемы, занимаемые отдельными молекулами вещества, обра-
зующего твердую фазу, и среды системы внутри частицы. В рамках оценочной модели целесооб-
разно предположить, что объем и площадь поверхности каждой частицы могут быть представле-
ны как функции эффективного размера:

(1.5)

где ,  и  – параметры формы,  – максимальное расстояние между точками на поверхности
частицы. Ряд закономерностей в поведении частицы можно выявить, если предположить, что ее
форма близка к шару ( , , ) или кубу ( , , ). Для более точного
моделирования необходимо использовать параметры формы, определяемые экспериментально.

Если частицы имеют форму пластины, то целесообразно полагать, что , где  – эффек-
тивная толщина частицы. Если частицы представляют собой цепочки, тогда . Поэтому в
общем случае, если , то из (1.4) и (1.5) получаем

(1.6)

где  – объем одной молекулы фазообразующего вещества,  для цепочек из молекул, 
для пластин,  для объемов. Мы также предполагаем, что параметры формы  не зависят от .

Число молекул , составляющих частицу, является основным параметром, и поэтому в
первую очередь представляет интерес для функций распределения дисперсного вещества по не-
му. В эксперименте мы получаем интегральную функцию распределения в зависимости от раз-
мера частиц , у которой измерен дискретный набор значений. Интегральные функции распре-
деления агрегатов поколения , моделирующие (аппроксимирующие) экспериментальное дис-
кретное распределение, будем обозначать через .

Мы рассматриваем систему, которая является двухкомпонентной и состоит из растворителя
или газа-носителя и кристаллообразующего вещества: пересыщенного раствора или пара.

Частотные функции для частиц, которые являются объемами из молекул, могут быть пропор-
циональны ,  или не зависеть от . Первый случай означает, что активные центры пред-
ставляют собой одномерную структуру, второй – то, что число активных центров пропорцио-
нально площади поверхности, а последний, что число активных центров – фиксированное чис-
ло. Например, один или два активных центра возникают в случае цепочек из полимерных
молекул. Энергия активации  рассчитывается по уравнению Аррениуса (см. [6]–[8]): частота
присоединения или отрыва молекулы (или более крупной частицы) от другой частицы пропор-
циональна , где  – энергия активации объединения или распада. Ее определяют экс-
периментально, согласно (1.3), по частотным функциям объединения и распада.

Мы будем рассматривать только два параметра, характеризующие частицу: ее массу и потен-
циальную энергию, которую мы учтем в коэффициентах уравнений.

Цель нашего исследования – определить коэффициенты уравнений на функцию распределе-
ния по тем, которые получаются в экспериментах. Поэтому первая задача – это получение этих
уравнений, вторая – рассмотрение классов функций распределения частиц, хорошо аппрокси-
мирующих данные, получаемые в эксперименте, а третья – получение соотношений между па-
раметрами таких функций и коэффициентами уравнений.

Первая задача, которая возникает, – получение правильных уравнений, описывающих кине-
тику дисперсного вещества и, следовательно, вывод одних уравнений из других: рассмотрение
связи между дискретными и континуальными уравнениями, переход от многопараметрического
описания к сокращенному (например, вывод уравнений на функцию распределения частиц по
размерам из обобщенных уравнений типа Больцмана на функцию распределения тел по разме-
рам и скоростям их центра масс). Вторая задача начала рассматриваться в [6], а третья – в [9], и
мы также будем ее обсуждать в следующем разделе. Рассматривается дискретная функция рас-
пределения, и получаются уравнения на нее.
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В разд. 2 формулируются дискретные уравнения баланса первичных частиц, учитывающие
возможность их укрупнения и распада, и показывается, как из дискретного описания получают-
ся континуальные уравнения типа Фоккера–Планка. В теории вероятностей такое уравнение
называют дифференциальным уравнением Эйнштейна–Колмогорова (см. [10]). В силу парабо-
лического вида полученного уравнения оно также называется диффузным приближением.

В разд. 3 мы обсудим параметры и классы функций распределения, хорошо аппроксимирую-
щие данные, получаемые в эксперименте.

В разд. 4 рассмотрено точное решение диффузного приближения, которое в каждый момент
времени совпадает с предложенными новыми аппроксимирующими функции распределения, и
получены другие классы моделирующих функций на основе анализа этого уравнения и соотно-
шения между параметрами аппроксимирующих функций и коэффициентами уравнений, опи-
сывающих кинетику дисперсного вещества.

2. ПЕРЕХОД К КОНТИНУАЛЬНОМУ ОПИСАНИЮ
Уравнения коагуляции частиц были впервые выведены и изучены для случая растворов Смо-

луховским (см. [11]) (без учета фрагментации – случай Смолуховского). Эта система уравнения,
конечно, не учитывала разделение частиц на агрегаты различных поколений.

Первая стадия агрегирования описывается так называемыми уравнениями Беккера–Дёринга
(см. [12]) – это случай, когда только одна молекула может присоединяться или отделяться от дру-
гой частицы.

Выпишем систему уравнений объединения–фрагментации с учетом различия поколений аг-
регатов. Она получается похожей на систему уравнений Смолуховского (см. [11]), которая в слу-
чае учета фрагментации называется системой коагуляции– дробления (см. [13, с. 56, и ссылки в
ней]). В правой части такой системы возникает суммирование по числу молекул, составляющих
частицу. А у нас (см. [3], [4]) возникает двойное суммирование, так как мы учитываем, что части-
цы представляют собой иерархические структуры и различаются по поколениям  (соответству-
ющий индекс суммирования ):

(2.1)

для , где  и  – соответственно минимально и максимально возможные
числа молекул в частице поколения . В (2.1)  – число частиц поколения , состоящих из

 молекул;  – частотная функция (сечение) объединения частицы поколения , состоя-
щих из  молекул, с частицей вида , состоящей из  молекул;  – частота распада части-
цы вида , состоящей из  молекул, на частицу того же поколения, состоящую из  моле-
кул, и на частицу вида , состоящую из  молекул;  означает, что число частиц вида  мо-
жет также меняться в результате объединения двух частиц поколения  или процесса,
обратного данному, вследствие объединения частицы вида  с частицами поколения, большего
либо равного , и вследствие отпада частицы вида  от частиц поколения, большего либо равно-
го .

Однако эксперименты и вычисления на компьютере требуют системы дискретных уравнений
с шагом по времени :

(2.2)

Здесь  – изменение числа частиц  поколения , состоящих из  молекул,
за интервал времени . Мы должны определить  через . Если
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, то мы имеем явную дискретизацию системы обыкновенных
дифференциальных уравнений (2.1). Система уравнений (2.1) принадлежит классу систем урав-
нений физико-химической кинетики (см. [14]), потому для нее -теорема выполняется при вы-
полнении условия динамического равновесия (the complex balance condition) (см. [15]–[17]), а
для (2.1) с явной дискретизацией по времени она не верна в этом случае: в [17], [18] доказано,
что -теорема не выполняется в случае, когда рассматриваются только отдельные молекулы
и димеры. Но она справедлива для неявной дискретизации по времени: когда

 (см. [19], [21]). И поэтому не следует использовать явную дис-
кретизацию по времени для компьютерного моделирования.

Простая континуальная аналогия системы уравнений (2.1) имеет вид

(2.3)

для . Здесь вместо суммирования по  и  мы можем написать интегралы.
Уравнения (2.3) обосновываются тем, что подстановка суммы -функций

  

для каждого номера поколения  дает (2.1). Действительно, подставляя в (2.3) сумму -функций
и интегрируя для каждого натурального  обе части полученного уравнения на интер-
вале, содержащем только одно целое значение , мы получаем (2.1) для этого .

Перепишем (2.3) в виде

разложим приращения функций в этом уравнении в ряды Тейлора и рассмотрим только два пер-
вых члена в разложениях в ряды Тейлора. Мы можем пренебречь остальными членами, если раз-
мер частиц поколений меньших  достаточно мал по сравнению с размерами агрегатов вида .
Тогда мы получаем уравнения типа Фоккера–Планка на функции , которые имеют
вид

(2.4)

где ,

(2.5)

(2.6)

В (2.5), (2.6) получилась линейная зависимость коэффициентов уравнения типа Фоккера–
Планка (2.4) от , . Так получилось из-за того, что мы предполагали в (2.1) парность
взаимодействия частиц, что, вообще говоря, верно только для разреженных газов.

Итак, мы получили уравнения типа Фоккера–Планка (2.4) с источником или стоком .
Наша дальнейшая цель – определить коэффициенты уравнения типа Фоккера–Планка (2.4)

по функциям распределения.
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3. МОДЕЛИРУЮЩИЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
В настоящем и следующих разделах мы будем опускать в обозначениях функций распределе-

ния нижний индекс , определяющий номер поколения частицы.
Дисперсный состав порошков описывают с помощью дифференциальных функций распре-

деления  или , связь между которыми проявляется в интегральной функции распреде-
ления

 , 

где  – минимальный размер (  при ),

  

есть полное число частиц,  – число молекул фазообразующего вещества в частице разме-
ра  (см. (1.6)),  – минимальное значение числа таких молекул. На практике в основном
применяются четыре формулы:

– Гордена–Андреева (см. [21], [22]),

– Розина–Раммлера–Беннета  (см. [21], [23]),
– нормальное (см. [23], [25], [29]) или
– логарифмически нормальное (см. [24]–[29]) распределения.

В [24], [28], [29] рассматривался вопрос о недостаточности двухпараметричных распределений.
В [27], [30] возникают распределения с несколькими модами: разные моды соответствуют раз-
ным поколениям агрегатов.

Оказалось, что существует наименьший размер частиц , меньше которого агрегатов не на-
блюдается. Поэтому использование указанных распределений с минимальным размером 
является нецелесообразным. Кроме того, формулы Розана–Раммлера–Беннета (1934 г.) и Гор-
дена–Андреева (1951 г.) (которая является первыми двумя членами разложения в ряд Маклорена
первой из них) содержат, вообще говоря, дробный показатель степени . Обобщение этих фор-
мул на случай  было рассмотрено в [4]. Но чтобы избежать дробности, можно рассматривать
линейные комбинации с целыми показателями степени. Целые значения  соответствовали бы
размерности пространства или процесса, согласно (1.2).

Для описания полимерных частиц, представляющих собой поверхности с фиксированным
числом активных центров присоединения и распада, оказалось целесообразным использовать
следующий класс функций:

(3.1)

Здесь , ,  – параметры функции распределения,  – площадь изображения частицы на-
нодисперсного вещества, . В одномерном случае (для цепочек из молекул) площадь изоб-
ражения пропорциональна . Уравнение (3.1) хорошо аппроксимирует функции распределения
частиц, являющихся поверхностями из исходных частиц (с фиксированным числом активных
центров). В этом случае  в (1.6), и можно переписать (3.1) в следующем виде:

(3.2)
Поэтому, согласно (1.6), мы имеем классы функций

(3.3)

где  соответственно для цепочек, поверхностей и объемов из исходных частиц.

4. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ ПАРАМЕТРАМИ АППРОКСИМИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ И КОЭФФИЦИЕНТАМИ УРАВНЕНИЯ ТИПА ФОККЕРА–ПЛАНКА

Теперь мы попытаемся, по возможности, связать простые феноменологические формулы из
разд. 3 с уравнениями типа Фоккера–Планка из разд. 2 настоящей работы.
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Уравнение типа Фоккера–Планка имеет вид

(4.1)

Уравнение (4.1) рассматривается в замкнутой области , . Минималь-
ное число составляющих частицу молекул  может зависеть от времени, например, через зави-
симость  от температуры: при различных температурах значения  могут различаться. При

 функция распределения обращается в нуль.
Пусть

(4.2)
Для  мы возьмем выражение

(4.3)
Уточним возможные значения показателя  в (4.3).
Активные центры (места на поверхности частицы, где присоединяются молекулы) представ-

ляют собой либо одномерную структуру, либо число активных центров пропорционально пло-
щади поверхности, либо число активных молекул на поверхности тела фиксировано. В послед-
нем случае . Для цепочек из молекул, для поверхностей из молекул и для объемных тел мо-
жет реализовываться этот случай. Кроме того, в случае поверхностей из молекул активные
центры могут представлять собой одномерную структуру, тогда . А для объемных тел,
кроме случая , возможно, что , когда активные центры представляют собой одно-
мерную структуру, или что , когда число активных центров пропорционально площа-
ди поверхности.

Во всех случаях  таково, что для достаточно больших 

(4.4)
Уравнение (4.1) с учетом (4.2) перепишем в виде

(4.5)

Сделаем замену переменных

(4.6)

Тогда для функции  получим, что

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Подставляя (4.7)–(4.9) в (4.5), имеем уравнение на функцию . Воспользовав-
шись условиями (4.4) и пренебрегая производными от , получим существенно более простое
уравнение
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В случае, когда , замена (4.6) имеет вид

и в точности приводит исходное уравнение (4.1) к уравнению (4.10) (см. [31, с. 309]).
Возьмем следующее решение уравнения (4.10) (см. [31, с. 233]):

и получим выражение для интегральной функции распределения

(4.11)

Итак, мы рассматриваем решение не исходного уравнения (4.1), (4.2), а уравнения, которое
имеет простой вид (4.10) в переменных , . В исходных переменных (4.10) дает громоздкое
(в случае ) уравнение вида

коэффициенты которого определяются, согласно замене (4.6). Оно дает уравнение (4.1), (4.2) су-
щественно более простого вида, если пренебречь производными от . Важно отметить, что в
случае, когда , мы в точности решаем уравнение (4.1).

Пусть

(4.12)

Тогда

(4.13)
В силу (4.11), (4.6) и (4.12) имеем, что

(4.14)

Учитывая (4.3), перейдем в (4.14) к следующему виду:

(4.15)

где

(4.16)

Поскольку , то из (4.6) получаем . Следовательно,  в силу (4.3) и поэто-
му . Откуда имеем, что

(4.17)

Так как , то, согласно (4.6) и (4.3), получаем, что
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Следовательно, в силу (4.3)

 ,  . 

Откуда имеем, что

(4.18)

Если , то, обозначая

(4.19)

из (4.15) получаем

(4.20)

Если возьмем , , то получим функцию распределения (3.2) и

(4.21)

Причем, согласно (4.17)–(4.19), (4.21), имеем  и .

В силу (4.12), (4.13), (4.16), (4.19), (4.21) мы получаем связь между частотными функциями
уравнения типа Фоккера–Планка и параметрами моделирующей функции распределения (3.2)
в случае :

(4.22)

В общем случае, когда  необязательно равно нулю, получается целесообразным использовать
неупрощенную аппроксимирующую функцию распределения (4.15), для которой параметры
связаны с частотными функциями уравнения типа Фоккера–Планка (4.1), (4.2) соотношениями

(4.23)

Полученные формулы (4.22), (4.23) связывают феноменологию разд. 5 с уравнением типа
Фоккера–Планка разд. 2 настоящей работы.

Согласно определениям (2.5) и (2.6) функций  и , они зависят от времени  только через
температуру  и числа частиц поколений , меньших : , . Если  и  по-
стоянны или их изменениями в течение интервала времени  можно пренебречь, то, со-
гласно (4.23) (или (4.22) в случае ), по двум измерениям в моменты времени  и  мы мо-
жем найти значения функций  и  для заданной температуры  и для чисел частиц :

, .

Меняя условия системы: рассматривая различные значения  и , и вычисляя в каждом
случае значения функций  и , мы можем получить сами эти функции как зависимости от  и
проверить линейность зависимости  и  от  в (2.5) и (2.6).
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5. ОЦЕНКИ ДЛЯ ПАРАМЕТРОВ АППРОКСИМИРУЮЩИХ 
ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Для вычисления оптимальных значений параметров на компьютере нужно задать априорный
диапазон изменения параметров.

В разд. 4 мы получили, что для функции (3.2) (или (3.1))

(5.1)

а для параметров функции (4.15) имеют место оценки (4.17), (4.18).
В настоящем разделе мы уточним (улучшим) оценки (5.1).
Итак, рассмотрим функцию (3.2) (или (3.1)):

(5.2)

и обозначим через  медиану, т.е. точку, где она принимает значение , т.е. половина всех ча-
стиц дает значение  меньшее, чем , а половина – большее:

(5.3)

Из (5.3) находим, что

(5.4)

Пусть мы имеем оценку для :

(5.5)

 можно взять равным, например, , где  – площадь изображения одной молекулы, а

 оценить, например, значением : медианное значение площади частицы не превосходит

минимальное значение больше, чем в сто раз. Более точные значения  и  можно полу-
чить из рассматриваемых экспериментальных данных.

В силу (5.4) и (5.5) имеем

(5.6)

(5.7)

Из формул (5.6), (5.7) видно, что проще и лучше рассматривать получение оценок в перемен-
ных , : в этих переменных все неравенства задают полуплоскости.

Из неравенств (5.1), (5.6) получаются следующие оценки параметров:

Неравенство (5.7) не улучшает полученных оценок.

Обозначим через  точку перегиба функции (5.2), ее значение определяется равенством
:

(5.8)

Точка перегиба может быть у функции (5.2), когда  или
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В случае (5.9) имеем следующие улучшенные оценки:

А в случае (5.10) имеем

Аналогично, можно получить оценки параметров и для функции (4.15).

6. СРАВНЕНИЕ ТЕОРИИ С ЭКСПЕРИМЕНТОМ
В [32] анализ эффекта теплового разброса средних размеров наночастиц ниосом (представля-

ющих собой поверхностно-активные вещества) обнаружил тенденцию к уменьшению их диа-

( ) ( ) ( ) ( )≤ < − + + + − + < ≤
2 2min max min

1 1 2 1 2 1 2 1 20 1 1 2 ln 2 , 1 ln 2 1 2 ln 2 ln 2 .a Z Z a a Z

( ) ( ) ( )+ − ≤ ≤ ≤ ≤ + − +
2max min min

1 2 1 1 2 1 2 1 21 2 ln 2 1 ln 2 , 0 1 ln 2 1 2 ln 2 .Z a Z a a Z

Фиг. 1. Аппроксимация с помощью (3.3) (или (4.15) c ) при  интегральной функции распределения
ниосом по размерам  (  измеряется в нанометрах) при нагревании до температуры 303 (1), 313 (2), 323 (3) и
333 (4) К.
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Фиг. 2. Аппроксимация с помощью (4.15) при  и  интегральной функции распределения ниосом по
размерам  (  измеряется в нанометрах) при нагревании до температуры 303 (1), 313 (2), 323 (3) и 333 (4) К.
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метра при увеличении температуры. Ниосомы (поверхностно активные частицы, нераствори-
мые в воде), которые подвергли тепловой обработке, становились более устойчивыми и сохра-
няли средний размер частиц около 100 нм (фиг. 1 и 2). Этот подход может быть рекомендован для
дальнейшего улучшения методов приготовления и хранения лекарственных форм.

Мы аппроксимировали экспериментальные данные из [32] (точки на фиг. 1 и 2) интегральны-
ми функциями распределения (3.3) или (4.15) c  при  (фиг. 1) и (4.15) c  при 
(фиг. 2). Во втором случае мы пренебрегли отличием  и  от нуля, чтобы не увеличивать
число параметров в (4.15) по сравнению с (3.3). Значения остальных параметров представлены в
табл. 1. В первом случае мы получили плохую аппроксимацию, а во втором – хорошую. Это со-
ответствует тому, что ниосомы представляют собой поверхностно-активные вещества. Итак, мы
получили для этих экспериментальных данных, что коэффициенты уравнения типа Фоккера–
Планка зависят не только от времени, но и от числа молекул , составляющих частицы.

Оказалось, что доступными для определения стали трехпараметрические функции типа
(4.15), (4.20), которые более информативны, чем обычно используемые нормальное и логнор-
мальное распределения, а также распределения Розана–Раммлера–Беннета и Гордена–Андре-
ева. На доступность трехпараметрических функций распределения указывают, в частности,
опубликованные в [32] данные об изменении свойств нановезикул–ниосом при их нагревании
до разных температур. Обработка этих данных показала, что изученные ниосомы были распре-
делены по размеру (фиг. 2) в соответствии с функцией распределения (4.15) с  и .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ
В разд. 2 мы осуществили переход от дискретных уравнений к континуальному уравнению ба-

ланса числа частиц, учитывающему возможность их укрупнения и распада.
В разд. 3 мы рассмотрели основные известные и новые моделирующие (аппроксимирующие)

функции распределения и их параметры. Такие функции, получаемые в экспериментах, не яв-
ляются стационарными решениями рассматриваемой системы уравнений. Поэтому в разд. 4 мы
нашли точные решения уравнения типа Фоккера–Планка, которые в каждый момент времени
дают функции распределения частиц дисперсного вещества из разд. 3, и научились находить ча-
стотные функции по параметрам моделирующих функций распределения.

В разд. 5 получены оценки для параметров аппроксимирующих функций распределения. Они
нужны для того, чтобы вычислить оптимальные значения параметров на компьютере, поскольку
для этого требуется задать априорный диапазон изменения параметров.

Отметим, что рассмотрение H-теоремы для нелинейных систем с дискретным временем, в
частности, даже для дискретных моделей уравнения Больцмана (см. [33], [34]) и для системы
уравнений Беккера–Дёринга, является крайне важной задачей, поскольку компьютерное моде-
лирование играет принципиальную роль при решении проблемы создания новых материалов.
В линейном случае переход от непрерывного времени к дискретному дает переход от марковско-
го процесса к марковской цепи, и H-теорема выполняется и изучена в этом случае (см. [35] и
ссылки в ней, [37]). В нелинейном случае для явной дискретизации по времени она выполняется
в редких случаях (см. [17], [18]), а для неявной она исследована в [17], [19], [37]. Диффузное при-
ближение широко используется для моделирования процессов кристаллизации (см. [3], [4]). Од-
нако мы доказали, что для рассматриваемого нелинейного уравнения типа Фоккера–Планка
(2.4)–(2.6) H-теорема, вообще говоря, неверна (см. [37]). Но уравнения типа Фоккера–Планка
(2.4)–(2.6), тем не менее, хорошо описывают эксперименты, поскольку в них функция распреде-
ления сдвигается и расплывается в пространстве свойств. Для расчетов на компьютере лучше ис-
пользовать их дискретные аналоги, о которых мы говорили и для которых H-теорема исследова-
на, как обсуждалось в настоящей работе (см. [18]–[20], [37]). Однако в эксперименте не удается

σ = 0 δ = 3 σ = 2 3 δ = 3
( )1C t ( )2C t

n

δ = 3 σ = 2 3

Таблица 1. Параметры функций (4.15) при  и , аппроксимирующих интегральные функции
распределения ниосом по размерам

Температура, К 303 (1) 313 (2) 323 (3) 333 (4)

, ±0.1 нм 46.2 49.5 50.3 7.5
5 × 10–6 ± 10–6 8.1 × 10–3 ± 5 × 10–5 1.5 × 10–4 ± 5 × 10–5 1.2 × 10–5 ± 10–6

, ±0.1 –140.6 –3.8 –37.2 –10.1

δ = 3 σ = 2 3

0l
( )11 4c

2c
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измерить дискретную функцию распределения. Именно поэтому уравнения типа Фоккера–
Планка так любят использовать химики. А надо использовать уравнения на гистограммные дис-
кретные функции распределения, аналогичные c точностью до коэффициентов, рассмотренным
дискретным аналогам, но это, возможно, тема для отдельной небольшой статьи.

Характерные особенности, которые возникли при решении задачи, обсуждаемой в настоя-
щей работе, – это (1) существование минимального размера и (2) самоподобие функций распре-
деления дисперсного вещества независимо от того, эволюция какого типа агрегатов рассматри-
вается. Первый пункт мы учли, когда предлагали новые моделирующие функции распределения.
Оба этих пункта нуждаются в обосновании.

В настоящей работе во всех разделах мы обобщаем результаты обзорной статьи [38].
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Работа посвящена построению и исследованию взаимосвязанных математических моделей гид-
рофизики и биологической кинетики, используемых для прогнозирования опасных явлений
природного характера, возникающих в мелководных водоемах. На распространение и трансфор-
мацию гидробионтов влияют такие физические факторы, как пространственно-трехмерное дви-
жение водной среды с учетом адвективного переноса и микротурбулентной диффузии, простран-
ственно-неоднородное распределение температуры, солености и кислорода. Биогенные загряз-
няющие вещества вызывают рост водорослей, в том числе, токсичных и вредоносных, их
массовое развитие может приводить к возникновению опасных явлений в водоеме, включая эв-
трофикацию и заморные явления. Построена и исследована трехмерная математическая модель
гидродинамики, используемая в работе для расчета поля скоростей водного потока. Для исследо-
вания опасных явлений мелководного водоема, связанных с заморными явлениями в нем, разра-
ботана пространственно-неоднородная трехмерная ихтиологическая модель динамики промыс-
ловой рыбы. Рассмотрены модели наблюдений, параметризованные на основе стехиометриче-
ских соотношений, законов Моно, Михаэлиса–Ментен и Митчерлиха–Бауле, описывающие
потребление, накопление планктоном и промысловыми рыбами-детритофагами питательных
веществ, а также рост гидробионтов в зависимости от пространственного распределения солено-
сти и температуры, кислородного режима. Для калибровки и верификации разработанных моде-
лей использовались постоянно пополняемые базы экологических данных, полученные, в том
числе, и с помощью экспедиционных исследований Азовского моря и Таганрогского залива. Для
повышения точности прогнозного моделирования натурные данные были отфильтрованы на ос-
нове алгоритма Калмана. При решении задачи обработки гидрологической информации получе-
ны изолинии солености и температуры в поверхностном слое, для чего применен алгоритм рас-
познавания. С помощью алгоритма интерполяции и путем наложения границ области получены
более подробные карты глубин, солености и температуры Азовского моря. Разработаны числен-
ные методы решения поставленных задач, использующие конечно-разностные схемы, учитыва-
ющие степень заполненности контрольных ячеек расчетной области, реализованные на высоко-
производительных вычислительных системах, позволяющие уменьшить погрешность численно-
го решения задачи и сократить время расчетов в несколько раз. На основе численной реализации
разработанных моделей проведена реконструкция опасных явлений природного характера, воз-
никающих в мелководном водоеме (связанных с распространением вредных загрязняющих ве-
ществ), эвтрофикацию, “цветение водорослей”, вызывающее заморные явления в водоеме.
Библ. 21. Фиг. 12. Табл. 1.

Ключевые слова: математическая модель, гидродинамика, биологическая кинетика, планк-
тон, промысловая рыба, программный комплекс, высокопроизводительная вычислительная
система, опасные явления, мелководный водоем.
DOI: 10.31857/S0044466921120048

ВВЕДЕНИЕ
Решение многих задач водной экологии начинается с расчета гидрофизических параметров.

Гидродинамические характеристики водоемов (поле скоростей водного потока, функция возвы-

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-31-51017).

УДК 519.34

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПАСНЫХ ЯВЛЕНИЙ 271

шения уровня) используются в качестве входных данных для расчета концентраций загрязняю-
щих веществ и изучения развития всего живого в водной среде, начиная от микроорганизмов,
фито-, зоопланктона и заканчивая млекопитающими.

Для изучения процессов гидродинамики и биологической кинетики широко используются
методы и подходы математического моделирования, позволяющие значительно расширить воз-
можности исследователя, разработать предупредительные меры по локализации, устранению и
уменьшению вреда опасных явлений, периодически возникающих в водных экосистемах в ре-
зультате воздействия природных и техногенных факторов.

Изучению динамических процессов, ответственных за формирование циркуляции атмосфе-
ры и океана, посвящены работы Г.И. Марчука, В.П. Дымникова. В этих работах на основе по-
следовательной разработки и анализа математических моделей исследуются процессы переноса
примесей в атмосфере и океане, нелинейная передача энергии по спектру в квазидвумерном и
квазигеострофическом приближениях, динамика крупномасштабных волн и их устойчивость,
формирование пограничных струйных течений. Даны оценки точности аппроксимаций задач на
базе использования неявных разностных аппроксимаций метода расщепления. Доказана абсо-
лютная устойчивость разностных схем и установлены балансные соотношения в форме квадра-
тичных функционалов. Введены в рассмотрение сопряженные уравнения гидродинамики и
сформулирована теория возмущений, на основе которой делаются выводы о предсказуемости
метеорологических элементов (см. [1]).

Для выявления общих свойств сложных пространственных течений широко используются
численные методы (см. [2]). Известно, что сложно получить достаточно точное решение физи-
ческой задачи, связанное с нахождением гидродинамических характеристик, если граничные
условия не заданы адекватным образом. Уравнения Навье–Стокса и неразрывности представля-
ют собой дифференциальные уравнения, описывающие удивительно широкий класс разнооб-
разных течений, которые при изменении условий на границе могут отличаться друг от друга не
только количественно, но и качественно.

В публикациях авторов R. Ansorge, T. Sonar представлены математические модели, включаю-
щие уравнения Навье–Стокса, Эйлера, уравнения пограничного слоя, модели турбулентности с
целью получения качественного, а также количественного представления о процессах потоко-
вых явлений (см. [3]).

Работа B. Roux и др. [4] посвящена изучению нелинейных гидродинамических процессов на
основе 3D-модели RANS в широкой полузамкнутой лагунной экосистеме, а также условий вос-
становления погруженной водной растительности.

Изучению процессов биологической кинетики посвящен ряд работ Е.В. Якушева (см. [5]),
Д.О. Логофета (см. [6]), Ю.В. Тютюнова(см. [7]), В.Г. Ильичева, занимающихся изучением вли-
яния различных факторов как внешних природных, так и биотических, включая таксис, межви-
довую конкуренцию, механизм эктокринной регуляции, на динамику изучаемых продукцион-
но-деструкционных процессов.

Интерес к численному решению класса таких задач не ослабевает – в последние десятилетия
появилось множество программных комплексов и отдельных модулей, которые широко исполь-
зуются для изучения гидрофизических процессов. В институте ИПМ им. М.В. Келдыша РАН
Б.Н. Четверушкиным, В.А. Гасиловым, С.В. Поляковым, М.В. Якобовским и др. разработан па-
кет прикладных программ GIMM для решения задач гидродинамики на многопроцессорных вы-
числительных системах (см. [8]).

Модуль Вычислительная гидродинамика, расширяющий возможности среды численного мо-
делирования COMSOL Multiphysics, разработанный сотрудниками кампании COMSOL, осно-
ванной еще в 1986 г. в Стокгольме (Швеция), объединяет несколько офисов и дистрибьютор-
скую сеть, раскинувшуюся по всему миру. Разработанное программное обеспечение может быть
применимо для численного анализа систем (в которых гидродинамические процессы сопровож-
даются другими физическими явлениями), содержит инструменты для создания ключевых мо-
делей течений, описывающих несжимаемые и сжимаемые среды, ламинарные и турбулентные
течения, однофазные и многофазные потоки, течения в свободной и пористой среде, а также в
открытых областях, течения в тонких пленках. Эти возможности реализованы в структурирован-
ных гидродинамических интерфейсах, предназначенных для постановки, решения и анализа
стационарных и нестационарных задач в двумерных, двумерных осесимметричных и трехмер-
ных областях. В модуле реализованы алгоритмы решения задач о течении неньютоновских жид-
костей, течении во вращающемся оборудовании и течении при высоких числах Маха. Возмож-
ность описать в модели сразу несколько физических явлений является ценной при анализе гид-
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родинамических процессов. С помощью модуля можно строить модели сопряженной
теплопередачи и химически-реагирующих потоков. Имеются дополнительные мультифизиче-
ские возможности, включая расчет взаимодействия потоков с механическими конструкциями.
Несмотря на большое количество публикаций по данной проблематике часть вопросов, связан-
ных с изучением механизмов возникновения опасных явлений в водных экосистемах, до сих пор
остается открытой, прикладные задачи гидрофизики и биологической кинетики зачастую не
рассматриваются в комплексе.

Существующие пакеты и программные комплексы нередко сложно настроить на конкретную
водную экосистему ввиду существенного различия в гидрофизических параметрах и видовом со-
ставе гидробионтов. Требуемая высокая точность расчетов накладывает дополнительные усло-
вия на метод дискретизации исходных нелинейных непрерывных задач. Кроме того, возникает
необходимость в обработке и фильтрации входных данных. Большой объем вычислительной ра-
боты по реализации рассматриваемых задач в реальных областях сложной формы при ограни-
ченном времени построения прогнозов изменения экологической обстановки в водоеме, напри-
мер, при возникновении в нем опасного явления, требует разработки эффективных алгоритмов,
ориентированных на супервычислительные системы с распределенной памятью.

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МОДЕЛЕЙ ГИДРОДИНАМИКИ 
И БИОЛОГИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ

Для описания процессов гидродинамики и биологической кинетики в мелководном водоеме,
таком как Азовское море, характеризующимся значительным перепадом глубин, а также постро-
ения прогнозов изменения состояния водных экосистем при возникновении в них опасных яв-
лений природного характера, к которым можно отнести штормовые нагоны, явления аноксии и
гипоксии, в данной работе предложено использовать математические модели гидродинамики и
биологической кинетики.

Гидродинамическая модель движения водной среды предназначена для расчета поля вектора
скорости водного потока водоема со сложной батиметрией, к такому типу можно отнести мел-
ководный водоем – Азовское море. Модель учитывает пространственно-трехмерную структуру
движения водной среды, стоки рек, сгонно-нагонные явления, сложную геометрию рельефа дна
и береговой линии.

Модель биологической кинетики представляет собой систему “фитопланктон–зоопланк-
тон–биогенное вещество–детрит–рыба”, учитывает следующие физические процессы: движе-
ние водного потока, микротурбулентную диффузию, температуру, соленость, пространственное
распределение кислорода и загрязняющих биогенных веществ, включая соединения азота, фос-
фора и кремния, их взаимодействие и осаждение, влияние на продукционно-деструкционные
процессы водоема; нелинейное взаимодействие гидробионтов, включая фито-, зоопланктон и
промысловую рыбу, межвидовую конкуренцию, вылов, таксис, механизм наружно-гормональ-
ного регулирования и аллелопатическое воздействие.

2.1. Модель гидродинамики

В основу разрабатываемой модели расчета трехмерных полей вектора скорости движения
водной среды, температуры и солености положена математическая модель гидродинамики мел-
ководных водоемов, учитывающая транспорт тепла и солей (см. [9]):

– уравнение движения (Навье–Стокса)

(1)

(2)

(3)

– уравнение неразрывности в случае переменной плотности

(4)

+ + + = − + μ + μ + ν + ϑ − ϑ
ρ

v v
1 ' '( ) ( ) ( ) 2Ω( sin cos ),' ' ' ' ' ' ' ' 't x y z x x x y y z zu uu u wu P u u u w

+ + + = − + μ + μ + ν + ϑ
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– уравнение транспорта тепла

(5)

– уравнение транспорта солей

, (6)

где V = {u, , w} – компоненты вектора скорости, P – полное гидродинамическое давление, S и
T – соленость и температура водной среды, ρ – плотность водной среды, μ, ν – горизонтальная
и вертикальная составляющие коэффициента турбулентного обмена,  –
угловая скорость вращения Земли,  – широта места, g – ускорение свободного падения, ,  –
источники тепла и соли (находятся на границе области).

Для мелководных водоемов из полного гидродинамического давления условно можно выде-
лить две составляющие: функцию давления столба жидкости и гидродинамическую часть:

где  – гидростатическое давление невозмущенной жидкости,  – плотность пресной воды при
нормальных условиях.

Уравнение состояния для плотности

где  – плотность пресной воды при нормальных условиях,  определяется уравнением, реко-
мендованным UNESCO:

(7)

где  – плотность пресной воды, задаваемая полиномом

Уравнение (7) применимо для солености в диапазоне 0–42‰ и температуры от –2 до 40°C.
Система уравнений (1)–(7) рассматривается при следующих краевых условиях:
– на входе (устья рек Дон и Кубань)

– донная граница

– боковая граница

– верхняя граница

– на выходе (Керченский пролив)

где ω – интенсивность испарения жидкости, ,  – нормальная и тангенциальная составляю-
щие вектора скорости, τ = {τx, τy, τz} – вектор тангенциального напряжения,  – плотность вод-
ной среды,  – плотность взвеси, Ta – температура атмосферы, k – коэффициент передачи тепла
между атмосферой и водной средой,  – шаг расчетной сетки по глубине,  – слой жид-
кости, который испаряется за время .
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Вектор тангенциального напряжения для свободной поверхности рассчитывается по формуле

где  – вектор скорости ветра относительно воды, ρa – плотность атмосферы, Cds –безразмер-
ный коэффициент поверхностного сопротивления, который зависит от скорости ветра и нахо-
дится в диапазоне 0.0016–0.0032 (см. [5]).

Вектор тангенциального напряжения для дна имеет вид

где Cdb = gk2/h1/3, k – групповой коэффициент шероховатости в формуле Мэннинга, рассматри-
вается в диапазоне 0.025–0.2, в процессе моделирования использовалось значение 0.025, обу-
словленное преимущественным покрытием дна Азовского моря илистыми отложениями, h =
= H + η – глубина акватории, H – глубина до невозмущенной поверхности, η – высота свобод-
ной поверхности относительно геоида (уровень моря).

Система уравнений (1)–(7) рассматривается при начальных условиях

Турбулентная вязкость ν определяется средним значением скорости диссипации энергии
турбулентности ε, приходящейся на единицу объема:  где ∆ – характерный масштаб
сетки (для расчета коэффициента турбулентного обмена по вертикали ). Скорость дисси-
пации  может быть выражена через среднюю скорость деформации ячеечного масштаба:

, где  – осредненный тензор скоростей деформации, : . Выражение для тур-
булентной вязкости имеет вид

(8)

где  – безразмерная эмпирическая константа, значение которой определяется на основе рас-
чета процесса затухания однородной изотропной турбулентности. Выбранное значение посто-
янной  должно обеспечивать соответствие с экспериментальными измерениями.

2.2. Модель биологической кинетики
Многовидовая математическая модель взаимодействия промысловой рыбы-детритофага,

фито- и зоопланктона основана на системе нестационарных уравнений конвекции–диффузии–
реакции параболического типа с нелинейными функциями источников и младшими производ-
ными, вид которых для каждого модельного блока определяется следующим образом:

(9)

где  – концентрация i-й компоненты, ;  – химико-биологический источник (сток) или
член, описывающий агрегирование (слипание-разлипание), если соответствующая компонента
является взвесью,  – вид субстанции, : 1 – концентрации фитопланктона (Coscinodiscus)

, 2 – зоопланктона (Copepoda) (Z), 3 – биогенного вещества , 4 – детрита (D), 5 – промыс-
ловой рыбы-детритофага (F);  – скорость конвективного переноса вещества;  –
скорость осаждения -й субстанции под действием силы тяжести, ,  – трофические функ-
ции для субстанций ,  – предельно возможная концентрация биогенного вещества;

 – функция источника загрязнения; B – удельная скорость поступления загрязня-
ющего вещества; ,  – коэффициенты элиминации (смертности) ,  соответственно.
Положим , , , ,

;  – коэффициент потребления биогенного вещества фито-
планктоном; , ,  – передаточные коэффициенты трофических функций;  – доля питатель-

τ = ρ ,a sCd W W

W

τ = ρ ,bCd V V

= = =0 0 0, , .T T S SV V

ν ε Δ∼

1/3 4/3,
Δ ≡ zh

s
= 2 ij ijs s s ijs s −ε Δ2/3 4/3

ν = Δ2 2 1/2,sC s

SC

SC

iS

∂ ∂∂  + = μ Δ + ν + ψ ψ = − δ − λ − σ ∂ ∂ ∂ 
1 1 1 3 1 1 2 1 1 1 1 5div( ) , ( , ) ,i i

i i i i i
S SS S g S S S S S S S
t z z

v

ψ = − λ − δ ψ = γ λ − + − +�

2 2 1 2 2 2 2 2 3 3 4 4 3 1 3 3 3( , ) , ( , ) ( ) ,g S S S S S g S S B S S f

ψ = λ + λ − λ − ψ = − λ − δ4 1 1 2 2 4 4 4 4 5 5 5 1 4 5 5 5 5 5( , ), ( , , ) ,S S S g S S g S S S S S

iS = 1,5i ψi

i = 1,5i
( )P ( )M

= + 0iv V V 0iV
i ∈1,4i ig

∈1,5i �

3S
= ( , , , )f f t x y z

λ2 λ5 Z F
= γ α φ1 1 3 1 3 1 1 3( , )g S S S S = γ φ δ2 1 2 2 2 1 1 2( , )g S S S S = α3 1 3 3 1 3( , )g S S S S = β4 4 5 4 4 5( , )g S S S S

= γ β + ξ σ φ5 1 4 5 5 4 4 5 1 1 5 5( , , ) ( )g S S S S S S α3

γ1 γ2 γ5 γ3



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПАСНЫХ ЯВЛЕНИЙ 275

ного вещества, находящегося в биомассе фитопланктона;  – коэффициент, учитывающий
смертность и метаболизм ;  – убыль фитопланктона за счет выедания зоопланктоном;  –
убыль зоопланктона за счет выедания рыбами;  – убыль рыбы за счет вылова;  – коэффици-
ент разложения детрита;  – скорость потребления органических остатков рыбой;  – коэффи-
циент убыли фитопланктона в результате потребления его рыбой;  – передаточный коэффици-
ент роста концентрации рыбы за счет фитопланктона;   – диффузионные коэффициенты в
горизонтальном и вертикальном направлениях -й субстанции, ;  – двумерный оператор
Лапласа.

При параметризации системы (9) использовались модели наблюдений, представляющие со-
бой функциональные зависимости, параметризованные на основе стехиометрических соотно-
шений, законов Моно, Михаэлиса–Ментен и Митчерлиха–Бауле, описывающие потребление,
накопление планктоном и промысловыми рыбами-детритофагами питательных веществ, а так-
же рост гидробионтов в зависимости от пространственного распределения солености и темпера-
туры, кислородного режима(см. [5]–[7]).

Функции зависимости скорости роста гидробионтов от температуры и солености задавались
следующим образом:

где ,  – температура и соленость, оптимальные для данного вида планктона и рыб; ,
 – коэффициенты ширины интервала толерантности планктона к температуре и солено-

сти соответственно.

Расчетная область  (Азовское море) представляет собой замкнутую область, ограниченную
невозмущенной поверхностью водоема , дном  и боковой цилиндрической по-
верхностью  для временного промежутка ;  – кусочно-гладкая граница области ,

;  – вектор внешней нормали к поверхности;  – нормальная по отношению
к  составляющая вектора скорости водного потока.

Начальные условия

(10)

Граничные условия

(11)

где , , , ,  – неотрицательные постоянные; , ,  – учитывают опускание планктона и
рыб на дно и их затопление; ,  – учитывают поглощение биогенного вещества и детрита дон-
ными отложениями;  –удельная скорость поступления загрязняющего биогенного вещества из
воздушной среды.

Будем учитывать влияние кормового таксиса на функционирование системы “фитопланк-
тон–зоопланктон–биогенное вещество–детрит–рыба”, для этого к системе (9)–(11) добавим
следующие уравнения:

(12)

где  – скорость конвективного переноса рыбы;  – скорость движения рыбы относи-
тельно воды; ,  – коэффициенты таксиса; ,  – коэффициенты горизонтальной и верти-
кальной составляющей диффузии скорости таксиса;  – коэффициент инерционного движе-
ния рыбы;  – тензорное произведение векторов.
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Поскольку рассматриваемый вид рыбы является детритофагом, то им перерабатывается зна-
чительное количество отложений органических илов – отмерших остатков планктона, рыб, бен-
тосных животных, разложение которых в летний период при достаточном прогреве водной тол-
щи вызывает нехватку кислорода в воде и приводит к заморным явлениям в экосистеме. Для уче-
та распределения концентрации кислорода в водоеме к системе (9)–(12) добавим следующее
уравнение:

(13)

где  – концентрация кислорода при отсутствии органических примесей;  – количество кис-
лорода, необходимое для окисления детрита в толще водоема;  – заданная функция.

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ГИДРОДИНАМИКИ
Согласно методу поправки к давлению, исходная модель гидродинамики разбивается на три

подзадачи (см. [9]). Первая подзадача представлена уравнением диффузии–конвекции–реак-
ции, с помощью которого вычисляются компоненты поля вектора скорости водного потока на
промежуточном временном слое (см. [10]):

(14)

(15)

(16)

где , ,  – значения компонент вектора скорости на предыдущем слое по времени, , ,  –
значения компонент вектора скорости на промежуточном слое по времени, ,

, ,  – вес схемы.
Следует отметить, что слагаемое  описывает плавучесть (силу Архимеда). Много-

численными экспериментами по моделированию движения среды в мелководных водоемах, по-
добных Азовскому морю установлено, что данное слагаемое вносит незначительный вклад в ре-
шение задачи и им можно пренебречь. Для аппроксимации уравнения диффузии–конвекции–
реакции по времени использованы схемы с весами. Здесь ,  – вес схемы.

Расчет распределения давлений (вторая подзадача) базируется на уравнении Пуассона

(17)

Значение поля скорости водного потока на верхней границе (поверхности водоема) задается
следующим образом: . При данном условии уравнение (17) запишется в виде

(18)

где  – индекс расчетной сетки по вертикальному координатному направлению.
В качестве начального приближения для данной задачи используется упрощенная гидроста-

тическая модель движения водной среды, что значительно уменьшает время расчета.
Третья подзадача позволяет по явным формулам определить распределение скоростей водно-

го потока на следующем временном слое:

(19)

где , ,  – значения компонент вектора скорости водного потока на текущем слое по времени.
Для программной реализации трехмерной математической модели гидродинамики вводится

равномерная сетка. Обозначим через  степень “заполненности” ячейки . Степень за-
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полненности ячейки задается давлением водного столба на дно данной ячейки. В общем случае
степень заполненности ячеек рассчитывается, исходя из выражения (см. [11])

(20)

Аппроксимация задачи расчета поля скорости движения водной среды по пространственным
переменным выполнена на основе метода баланса с учетом коэффициентов заполненности кон-
трольных областей.

3.1. Разностные схемы для операторов диффузии и конвекции,
учитывающие функцию заполненности ячеек

Для построения и тестирования разностных схем операторов диффузии и конвекции, учиты-
вающих функцию заполненности ячеек, вводится равномерная сетка:

где  – шаг по времени, ,  – шаги по пространству,  – наибольшее число шагов по времени,
,  – количество шагов пространственной сетки по направлению Ох и Оу соответственно.

Дискретные аналоги операторов конвективного  и диффузионного  переноса в случае
частичной заполненности ячеек с граничными условиями III рода  могут быть
записаны в следующем виде (см. [11]):

где , ,  – коэффициенты заполненности контрольных областей.
Тестирование разностных схем, учитывающих функцию заполненности ячеек, выполнено на

основе численного решения задачи расчета течения вязкой жидкости между двумя соосными по-
луцилиндрами (течения Куэтта–Тейлора). Для данной задачи исследованы погрешности чис-
ленного решения на сетках, учитывающих “заполненность” ячеек (случай гладкой границы), и
на сетках со ступенчатой аппроксимацией границы. При использовании сеток, учитывающих
“заполненность” ячеек, погрешность численного решения модельной задачи гидродинамики не
превосходят 6%, а в случае ступенчатой аппроксимацией границы может достигать 70% от реше-
ния задачи. В табл. 1 представлены значения погрешностей численного решения задачи течения
жидкости между двумя соосными полуцилиндрами, полученные на последовательности сгуща-
ющихся расчетных сеток размерами 11 × 21, 21 × 41, 41 × 81 и 81 × 161 узлов в случаях гладкой и
ступенчатой аппроксимации границы.

Анализ результатов расчетов погрешности численного решения задачи течения жидкости
между двумя цилиндрами на последовательности сгущающихся сеток, представленных в табл. 1,
позволяет сделать вывод об эффективности использования разностных схем, учитывающих за-
полненность ячеек. При решении модельной задачи дробление сетки в 8 раз по каждому из про-
странственных направлений не приводит к повышению точности, которой обладают решения,
полученные на сетках, учитывающих заполненность ячеек.
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Таблица 1. Погрешность решения задачи течения жидкости между двумя цилиндрами

Размеры сетки 11 × 21 21 × 41 41 × 81 81 × 161

Максимальное значение погрешности в случае гладкой границы, м/с 0.053 0.052 0.058 0.056
Среднее значение погрешности в случае гладкой границы, м/с 0.023 0.012 0.006 0.003
Максимальное значение погрешности в случае ступенчатой границы, м/с 0.272 0.731 0.717 0.75
Среднее значение погрешности в случае ступенчатой границы, м/с 0.165 0.132 0.069 0.056
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3.2. Метод решения задачи восстановления донной поверхности

Для получения функции рельефа дна используем решение уравнения диффузии, к которому
сводится уравнение Сен-Венана, описывающее транспорт донных материалов (см. [12]). Реше-
ние задачи диффузии на длительные интервалы времени сводится к решению уравнения Лапласа

(21)

где  – глубина водоема.
Данный подход обладает существенным недостатком, связанным с отсутствием гладкости в

точках, где задаются значения поля глубин. Для устранения данной проблемы можно использо-
вать решения следующего уравнения:

(22)

К недостаткам этого подхода относят большие выбросы (отклонение от линейной функции).
С помощью первых двух подходов можно получать функции, которые не обладают выделенно-
стью направлений, но каждый из подходов обладает недостатками.

Для получения гладкой функции рельефа дна также можно использовать решение уравнения,
применяемого для получения схем повышенного порядка точности для уравнения Лапласа:

(23)

Заметим, что оператор для третьей задачи можно записать как линейную комбинацию опера-
торов для первой и второй задачи.

Фундаментальной системой решений уравнения (21) являются функции

(24)

уравнения (22) –

(25)

уравнения (23) –

(26)

В первом случае интерполяция осуществляется отрезками прямых, проходящих через сосед-
ние точки. Во втором случае интерполяция выполняется на основе кубических сплайнов. В тре-
тьем случае – на основе сплайнов функции (26). Ниже описан алгоритм, предназначенный для
одномерной интерполяции на основе функции (26), и проведено сравнение предложенных под-
ходов. Результат работы предложенного алгоритма приведен на фиг. 1.

Из фиг. 1 видно, что интерполяция, полученная на основе предложенного алгоритма, имеет
меньшее отклонение от линейной интерполяции по сравнению с кубическим сплайном и обла-
дает достаточной степенью гладкости в точках склейки функций.

3.3. Модифицированный попеременно-треугольный итерационный метод

После получения разностных схем исходные задачи сводятся к решению систем сеточных
уравнений, которые могут быть записаны в матричном виде. В конечномерном гильбертовом про-
странстве H рассматривается задача отыскания решения операторного уравнения(см. [13]–[15])

(27)

где A – линейный, положительно-определенный оператор ( ). Для нахождения решения за-
дачи (27) будем использовать неявный итерационный процесс

(28)

где m – номер итерации, τ – итерационный параметр (τ > 0), а B – некоторый обратимый опера-
тор. Обращение оператора B в (28) должно быть существенно проще, чем непосредственное об-
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ращение исходного оператора A в (27). При построении B будем исходить из аддитивного пред-
ставления оператора  – симметричной части оператора А:

(29)

где ,  – нижне- и верхнетреугольные операторы.
Также здесь и далее будем использовать кососимметричную часть оператора А:

В силу (29) . Поэтому в (29) , . Пусть в (28)

(30)

где  – некоторый оператор (например, диагональная часть оператора A).

Поскольку , то вместе с (29) это дает . Соотношения (28)–(30) задают
модифицированный попеременно-треугольный метод (МПТМ) решения задачи, если опреде-
лены операторы ,  и указаны способы определения параметров ,  и оператора .

Алгоритм нахождения решений системы сеточных уравнений МПТМ вариационного типа
запишется в виде

(31)

где  – вектор невязки,  – вектор поправки,  – скорость сходимости метода,  – отноше-
ние нормы кососимметричной части оператора к норме симметричной части.

Скорость сходимости метода равна

(32)

где , где  – число обусловленности матрицы , .

0A

= + =0 1 2 1 2*, ,A R R R R

1R 2R

−
=1

*
.

2
A A

A

= = =0 1 2( , ) ( , ) 2( , ) 2( , )Ay y A y y R y y R y y >1 0R >2 0R

−= + ω + ω = > ω > ∈1
1 2( ) ( ), * 0, 0, ,B D R D D R D D y H

D

= >0 0* 0A A = >* 0B B

1R 2R τ ω D

−= − ω = ω =�

1
2 2

( , ), ( ) , ,
( , )

m m
m m m m

m m m m
Dw wr Ax f B w r

D R w R w

−

− −= − =
2 1

2 20 1 1
1 1

0 0 0 0

( , ) ( , )1 , ,
( , )( , ) ( , )

m m m m

m mm m m m m m
A w w B A w A ws k

B A w A w Bw w B A w A w

+
+ + +−

−
+θ = τ = θ = − τ ω = ω

+ −
�

2 2

2
10

1 1 12 2 1
0 0

1
(1 ) ( , ), , , ,

1 (1 ) ( , )

m m
m m

m m mm
m m m m m mm m

m m

s k
k A w w x x w

k s B A w A w

mr mw ms mk

ν −ρ ≤
ν +

* 1,
* 1

ν = ν + +2 2* ( 1 )k k ν 0C − −= 1/2 1/2
0 0C B A B

Фиг. 1. Результат интерполяции: 1 – линейная интерполяция, 2 – кубический сплайн, 3 – на основе предло-
женного алгоритма.

1086420

1.5

1.0

0.5

�0.5

0

1
2
3



280

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

АТАЯН и др.

Значение  оптимально, если

и имеет место оценка числа обусловленности матрицы 

где , , .

4. ЭКСПЕДИЦИОННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ АЗОВСКОГО МОРЯ
И ОБРАБОТКА НАТУРНЫХ ДАННЫХ

Исследования проводились на 17 станциях в центрально-восточной части Азовского моря на
научно-исследовательском судне “Денеб” Южного научного центра РАН (фиг. 2). В процессе
реализации расчета структуры течений в водоемах с различной батиметрией самая часто возни-
кающая проблема – это параметризация процесса турбулентного обмена. Поскольку именно
турбулентная структура течения водного потока определяет интенсивность и характер протека-
ния таких процессов, как транспорт наносов и перенос различных загрязняющих примесей, раз-
мыв дна.

В ходе экспедиции были получены данные о пульсациях скоростей водного потока в некото-
рых точках мелководных систем на основе зонда ADCP (Acoustic Doppler Current Profiler)
WHS600 Sentinel. Профилограф работает на доплеровском эффекте, передавая акустический
сигнал на фиксированной частоте и принимая отраженный на неоднородностях водной среды
сигнал в расположенной под излучателем (начиная с зоны чувствительности) толще водного
столба. Изучено влияние изменения значений коэффициента вертикального турбулентного об-
мена на содержание растворенного кислорода в придонном слое мелководного водоема. При-
мерно на глубине 3 м и ниже значения коэффициента вертикального турбулентного обмена
близки к нулю, что означает пониженный турбулентный обмен по вертикали в данной области и
объясняет явление гипоксии в придонном слое центрально-восточной части Азовского моря в
летний период. В качестве входных данных при решении задачи фильтрации поступают исход-
ные данные о скоростях потоков течения водной среды. Исходные данные для решения постав-
ленной задачи следующие: количество элементов разрешения по глубине составляло 128, шаг
измерения по глубине был взят 10 см, период измерений 1 с, количество измерений на каждой
станции менялось в пределах от 200 до 1000. Для решения задачи построения модели фильтрации
за основу был взят двухэтапный алгоритм Калмана. На фиг. 3 представлен тестовый пример ра-
боты программного обеспечения, предназначенного для устранения зашумленности экспедици-
онных измерений одной из составляющих вектора скорости водного потока.
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Фиг. 2. Экспедиция в Азовском море: (а) – маршрут экспедиции, (б) – научно-исследовательское судно “Денеб”.

35 36 37
37

38
36 39

40

41 42
43

44 46

45

48 47

16

14 12
8

4
2

49

44"

44'

48'

37'

38 39

46

47

(б)(a)



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОПАСНЫХ ЯВЛЕНИЙ 281

По вертикальной оси отмечена глубина водоема, по горизонтали – время. Цветом выделена
скорость водного потока в мм/с в соответствии с приведенной на фиг. 3 шкалой.

Турбулентность напрямую рассчитывается непосредственно из уравнений Навье–Стокса и
находится естественным путем при численном моделировании, если вертикальное разрешение
сетки позволяет воспроизвести все механизмы до масштабов вязкой диссипации очень мелких
вихрей.

Выполненные численные эксперименты на основе нескольких подходов для всех точек поз-
волили получить распределение коэффициента вертикального турбулентного обмена в Азов-
ском море (фиг. 4).

Основываясь на результатах экспедиционных измерений параметров водной среды, прове-
денных авторами в акватории Азовского моря, можно утверждать, что в его центрально-восточ-
ной части существует область, в которой происходят заморные явления биоты. Причем появле-
ние этой области носит сезонный характер.

Фиг. 3. Применение фильтра Калмана для устранения зашумленности данных в двумерном случае: (а) – исход-
ные данные с погрешностью измерительного прибора, (б) – данные, полученные после применения алгоритма
фильтрации.
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Фиг. 4. Коэффициент вертикального турбулентного обмена в точках 1, 2, 3, 12.
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На фиг. 5 представлены результаты натурных измерений профиля температуры, солености и
растворенного кислорода, полученные с помощью гидрофизического зонда “Sea Bird Electronics
19 Plus” на одной из экспедиционных станций.

На фиг. 5 продемонстрирован тот факт, что содержание кислорода в контрольной точке Азов-
ского моря на глубине более 6.5 м близко к нулевой отметке. На данной станции можно было на-
блюдать явление аноксии. Явление аноксии периодически, преимущественно в летний период,
(не каждый год) возникает в Азовском море, но сопровождается катастрофическими послед-
ствиями, связанными с массовой гибелью рыбы на обширной территории. Известно, что меха-
низмы возникновения аноксии для мелководных и глубоководных морей различны.

5. ОПИСАНИЕ ПРОГРАММНОГО КОМПЛЕКСА И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ ПО РЕКОНСТРУКЦИИ ЭКОЛОГИЧЕСКИХ КАТАСТРОФ

При решении задачи обработки гидрологической информации получены изолинии солено-
сти и температуры в поверхностном слое, для чего применен алгоритм распознавания. С помо-
щью алгоритма интерполяции получены карты солености и температуры Азовского моря в лет-
ний период (фиг. 6, 7) на основе имеющихся гидрологических данных (изолинии уровня, значе-
ния полей в отдельных точках). Данная информация является входной для моделей
гидродинамики.

Программная реализация математических моделей учитывает силу Кориолиса, ветровые те-
чения и трение о дно, турбулентный обмен, испарение, стоки рек, а также сложную геометрию
дна и береговой линии. Расчетная область соответствует физическим размерам Азовского моря:
длина 355 км, ширина 233 км, максимальная глубина 13.2 м, шаг по пространству в горизонталь-
ном направлении 1000 и 0.5 м по вертикали, шаг по времени 6 мин.

Фиг. 5. Профили растворенного кислорода, солености и температуры.
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Для реконструкции экологической катастрофы была численно реализована трехмерная мате-
матическая модель вида (1)–(8), описывающая гидрофизические процессы, происходящие в
мелководных водоемах на примере Азовского моря. На фиг. 8 приведены результаты численного
моделирования движения водной среды (водные потоки) в акватории Азовского моря на основе
программного комплекса “Azov3d”. Рассмотрена задача на установление течений в Азовском
море при восточном ветре интенсивностью 5 м/с. Изначально жидкость находилась в состоянии
покоя. Расчетный интервал составлял 24 ч. На мелководье водные потоки преимущественно на-
правлены вдоль ветра. В глубоководных участках Азовского моря, вследствие разности уровней
водной среды, в толще водоема поток направлен против ветра. Для изучения полей течений в

Азовском море удобно использовать интегральные характеристики: , 

На фиг. 8 приведен пример расчета полей течений водного потока Азовского моря. Шкала спра-
ва отражает интегральную характеристику водного потока .

В восточной части Азовского моря можно наблюдать область с вихревой структурой течений
(природной ловушкой), в которой может находиться достаточно большое количество отмершей
органики, ранее вовлеченной в движение водотока. Предположительно, данные явления
привели к экологической катастрофе в июле 2001 г. в Азовском море, когда на площади более
1000 кв. км возникла зона анаэробного (сероводородного) заражения и наблюдалась массовая
гибель ихтиофауны.
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Фиг. 7. Восстановленное поле температуры Азовского моря.
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Проведенные комплексные экспедиционные измерения параметров водной среды в аквато-
рии Азовского моря и Таганрогского залива позволили обновить базы данных многолетних на-
блюдений за состоянием их водной среды. На фиг. 9 приведены профили горизонтальных со-
ставляющих вектора скорости водного потока (красная тонкая линия – результаты численных
экспериментов, толстая синяя линия – натурных). Относительное отклонение расчетных гидро-
физических параметров, полученных в результате моделирования и натурных опытов, находится
в пределах от 15 до 20%.

Дальнейшее повышение точности модели осложнено тем, что результаты натурных экспери-
ментов при одних и тех же условиях по некоторым параметрам могут значительным образом от-
личаться от среднего значения.

Натурные исследования позволили провести калибровку и верификацию разработанной ма-
тематической модели гидродинамики.

6. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО МОДЕЛИРОВАНИЮ ПРОЦЕССОВ 
БИОЛОГИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ

Для решения поставленной задач гидродинамики (1)–(8) и биологической кинетики вида
(9)–(11) были разработаны модули, входящие в программный комплекс (ПК) “Azov3D”, реали-
зованные на высокопроизводительных вычислительных системах: МВС и графическом ускори-
теле (см. [16]–[18]). ПК включает следующие блоки: блок управления, океанологические и ме-
теорологические базы данных, библиотека прикладных программ для решения задач гидробио-
логии; осуществляется интеграция с различными геоинформационными системами (ГИС),
глобальной базой данных с ресурсами для геотаггинга и доступа к системам сбора спутниковых
данных, базой данных реанализа NCEP/NCAR (фиг. 10).

Использование ГИС предоставляет дополнительные возможности для более качественного и
сложного пространственного анализа, а решения на его основе являются более точными.

На фиг. 11 представлены результаты расчета концентрации загрязняющего биогенного веще-
ства и фитопланктона, усредненных по глубине, для модели биологической кинетики.

Значения коэффициентов: ; ; ; ; ; ; ;

; ; ;  – номер итерации (начальное распределение полей течений
водного потока для северного ветра). Начальные данные для модели биологической кинетики
были получены на основе экспедиционных данных, литературных источников, электронного
атласа, подготовленного ЮНЦ РАН 2018 г., экологического атласа Черного и Азовского морей,
подготовленного в 2019 г. Для калибровки и верификации разработанных моделей гидрофизики,
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Фиг. 9. Профили горизонтальной компоненты вектора скорости: (а) – составляющая вектора скорости, на-
правленная с запада на восток (u), (б) – с севера на юг ( ).
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Фиг. 10. Схема программного комплекса.
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Фиг. 11. Распределение концентраций: (а) – загрязняющих биогенных веществ в начальный момент времени ;
(б) – с течением времени,  дней; (в) – распределение концентрации фитопланктона  в начальный
момент времени; (г) – с течением времени,  дня.
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15.283125
14.805527
14.327930
13.850332
13.372734
12.895137
12.417539
11.939941
11.462344
10.984746
10.507148
10.029551
9.551953
9.074356
8.596758
8.119160
7.641563
7.163965
6.686367
6.208770
5.731172
5.253574
4.775977
4.298379

Итерация №:37

( )3S
= 28T ( )1S

= 64T
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входящих в ПК, использовались данные портала Единой государственной системы информации
об обстановке в Мировом океане “ЕСИМО”, портала “Аналитические ГИС”, разработанного
Институтом проблем передачи информации РАН (Москва). В качестве входных данных для мо-
делирования гидрофизических процессов, помимо экспедиционных данных и литературных ис-
точников, использовались данные НИЦ “Планета”, данные Азовского научно-исследователь-
ского института рыбного хозяйства (“АзНИИРХ”), ФГУ “Азовморинформцентра”, экспедици-
онные исследования.

С использованием разработанного комплекса программ был изучен механизм опасного явле-
ния – образования заморных зон в мелководном водоеме. На фиг. 12 представлены результаты
моделирования возможных сценариев развития экосистемы Азовского моря (изменения кон-
центрации популяции промысловой рыбы-детритофага пиленгас) (начальное распределение
полей течений водного потока, полученное в результате натурного эксперимента, задано для се-
верного направления ветра). Белым цветом выделены максимальные значения концентраций
рыбы и детрита, начальное распределение полей течений в Азовском море при северном ветре.
Значения коэффициентов: ; ; ; ; ;

; ; ; ; ; ; .
Представленные результаты численного эксперимента, проведенного на основе сценарного

подхода, позволяют исследовать возможный сценарий зарыбления акватории Азовского моря
пеленгасом, участвующим в донной мелиорации мест скопления детрита. При значении времен-
ного интервала, начиная с 61-го дня, согласно представленным результатам, наблюдается сни-
жение концентрации детрита, а значит, и концентрации донных отложений в центрально-во-
сточной части Азовского моря, что в конечном счете приведет к уменьшению площадей замор-
ных зон и улучшению качества вод в изучаемом водоеме.

С помощью разработанного программного комплекса можно исследовать пластичность пи-
щевого режима и вопросы акклиматизации рыб-детритофагов в новых по экологическому режи-
му условиях, оценить специфику условий водоема, используемого для выпуска молоди, что поз-
волит избежать непредвиденных отрицательных технологических влияний и планировать улуч-
шение процессов воспроизводства промысловых рыб, активно участвующих в процессах
самоочищения и донной мелиорации экосистемы. Анализ полученных результатов позволил
сделать выводы о свойствах математической модели детрит–промысловая рыба и возможностях
управления качеством вод мелководных водоемов, таких как Азовское море, с помощью методов
и средств математического моделирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработаны взаимосвязанные математические пространственно-трехмерные модели гидро-

динамики и биологической кинетики мелководного водоема, характеризующегося значитель-

−μ = × 11
4 3 10 −ν = 11

4 10 −ε = × 5
4 1.9 10 β =4 0.1 λ =4 0.4

−μ = × 3
5 1.5 10 −ν = × 3

5 1.6 10 γ =5 0.125 −λ = × 3
5 1.16 10 ξ =5 0.8 ε =5 0.47 δ =5 0.05

Фиг. 12. Распределение концентраций: (а) – детрита, временной интервал T = 62 дня; (б) – промысловой рыбы,
временной интервал T = 76 дней.

Y

(a) (б)

X

Z
Y

X

Z
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ными перепадами глубин и солености, сложным распределением температуры водной среды и
кислородным режимом. Результаты расчетов с помощью пространственно-трехмерной модели
гидродинамики, учитывающей физические свойства водной среды, используются в качестве
входных данных для разработки сценариев динамики процессов транспорта и трансформации
загрязняющих биогенных элементов в водоеме, влияющих на развитие биоты, включая фито-,
зоопланктон и рыбные популяции (см. [19]–[21]).

Построена и исследована трехмерная математическая модель динамики планктона и промыс-
ловых рыб для мелководного водоема, учитывающая конвективный и диффузионный переносы,
поглощение и выделение питательных веществ фито- и зоопланктоном, соленость, температуру,
кислородный режим, пространственное распределение детрита, нелинейное взаимодействие
гидробионтов, таксис и др. Разработка численных методов решения поставленных модельных
задач, использующих конечно-разностные схемы с учетом степени заполненности контрольных
ячеек расчетной области, позволила уменьшить погрешность и сократить время расчетов в де-
сятки раз. Задачи гидродинамики и биологической кинетики были решены с использованием
высокопроизводительных вычислительных систем, способных выполнять большое количество
сложных расчетов и обрабатывать огромные объемы данных за ограниченное время, что являет-
ся актуальным при построении оперативных прогнозов изменения состояния водной экосисте-
мы при возникновении в ней опасных явлений природного характера.

На основе разработанного программного комплекса проведена реконструкция опасных явле-
ний мелководного водоема (природного и техногенного характеров), связанных с распростране-
нием вредных загрязняющих веществ, эвтрофикацией, “цветением водорослей”, вызывающим
возникновение заморных зон, характеризующихся пониженной концентрацией кислорода.
Изучение подобных ПК водоемов показало, что в результате его разработки удалось повысить
точность прогнозов изменения концентраций планктона и промысловых рыб на 10–15% в зави-
симости от решаемой модельной задачи биологической кинетики. Мониторинг водной аквато-
рии, проводимый на регулярной основе, позволил разработать математические модели процес-
сов гидрофизики и биологической кинетики, предназначенные для прогнозирования возмож-
ных сценариев развития экосистемы Азовского моря, а также изучения механизмов
возникновения областей анаэробного заражения и принятия своевременных мер, направленных
на их локализацию и уменьшение возможных негативных последствий.
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Предлагается новый алгоритм устойчивого решения трехмерной скалярной обратной задачи
акустического зондирования неоднородной среды в цилиндрической области. Данными для
ее решения является комплексная амплитуда волнового поля, измеряемая вне области аку-
стических неоднородностей в цилиндрическом слое. Обратная задача сводится с помощью
преобразования Фурье и рядов Фурье к решению совокупности одномерных интегральных
уравнений Фредгольма I рода, к последующему вычислению комплексной амплитуды волно-
вого поля в области неоднородности и далее к нахождению искомого поля скоростей звука в
этой области. Алгоритм позволяет решать обратную задачу на персональном компьютере
средней производительности для достаточно мелких трехмерных сеток за десятки секунд.
Проведено численное исследование точности предлагаемого алгоритма для решения модель-
ных обратных задач на различных частотах и исследованы вопросы устойчивости алгоритма
по отношению к возмущениям данных. Библ. 28. Фиг. 8.

Ключевые слова: трехмерное волновое уравнение, обратная коэффициентная задача, регуля-
ризующий алгоритм, быстрое преобразование Фурье.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть скалярная функция  определяет акустическое волновое поле, зависящее от коор-
динат  и времени  в области . Область  есть бесконечный цилиндр вида

. Поле создается источниками, локализованными в известной
области . Среда характеризуется локальной фазовой скоростью звука  и имеет постоянную
плотность. При этом известно, что  вне заданной области , удовлетворя-
ющей условию . В самой области  функция  может быть переменной, и это ин-
терпретируется как расположение там акустических неоднородностей. В этом случае для гармо-
нического источника вида  с известной частотой  поле  в рамках приближения
линейной акустики может быть найдено в форме , где комплексная амплитуда

 удовлетворяет уравнению

(1.1)

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 20-11-20085) для первого автора в части обоснования
численных алгоритмов и Программы повышения конкурентоспособности Национального исследовательского
ядерного университета МИФИ (проект 02.a03.21.0005 от 27.08.2013) для второго автора.

,( )p tx
= , ,( )x y zx ≥ 0t ⊂ �

3Q Q
= , , + ≤ , ∈ �

2 2 2{( ): }Q x y z x y b z
S ( )c x

= =0( ) constc cx ⊂X Q
∩ = ∅X S X ( )c x

ω, ω( ) i tf ex ω ,( )p tx
ω, = , ω( ) ( ) i tp t u ex x

,ω( )u x

Δ , ω + , ω = ,ω + ω ξ ,ω , ∈ .2 2
0( ) ( ) ( ) ( ) ( )u k u f u Qx x x x x x

УДК 517.988

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА



290

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

БАКУШИНСКИЙ, ЛЕОНОВ

Здесь , а . Будем считать, что выполнено также граничное условие

с известной функцией  и условие излучения по координате . Не вдаваясь в детализацию
условий на коэффициенты  и , мы сделаем

Предположение 1. Функция  непрерывна с компактным носителем в  и соответствующая
задача (1.1) с указанными дополнительными условиями имеет при каждом рассматриваемом 
единственное решение .

Нахождение такой функции  составляет прямую задачу. Нас интересует следующая об-
ратная задача для уравнения (1.1) с указанными дополнительными условиями: зная для некото-
рого набора частот  комплексную амплитуду поля  в области  ( , ,

) найти коэффициент , т.е. функцию , определяющую акустические неодно-
родности в области .

Вводя функцию Грина  для уравнения Гельмгольца в области  для нерезонансных
величин , можно при определенных предположениях о гладкости функций , , 
(см., например, [1]–[4] и др.) свести обратную задачу к нелинейной относительно неизвестных

, , , системе интегральных уравнений:

(1.2)

Входящие в (1.2) функции

суть известные (вычислимые) функции, а величины , , , подлежат определе-
нию.

Задача (1.2) достаточно хорошо исследована теоретически: изучены вопросы существования
и единственности ее решения в различных областях , ,  (см., например, [2]–[5] и др.), во-
просы ее устойчивости по отношению к возмущениям данных и т.д. Например, известно, что для
единственности решения такой обратной задачи в общем случае необходимо использовать по
меньшей мере счетное число частот. Однако на практике реализовать это невозможно, и прихо-
дится ограничиваться сравнительно небольшим их числом, теоретически теряя единственность
решения. Анализ этой проблемы дан, например, в [4]. Тем не менее такое изучение акустических
рассеивателей на сравнительно небольшом числе частот часто встречается на практике. Для по-
лучения в этом случае определенного решения обратной задачи необходимо использовать до-
полнительные априорные ограничения для него, сужающие множество возможных решений.

Отметим, что цель этой статьи – не теоретическое исследование свойств обратной задачи
(1.2). Мы лишь предлагаем в рамках рассматриваемой модели (1.2) эффективный с точки зрения
быстродействия на достаточно “мелких” сетках численный метод ее решения в случае цилин-
дрических областей , , . Предположение цилиндричности является принципиальным:
именно оно определяет структуру метода и в конечном итоге его быстродействие. Имея в виду
такие акценты, мы не проводим детальную редукцию обратной задачи к системе (1.2) с указани-
ем всех требований к коэффициентам, а сделаем лишь

Предположение 2. Редукция обратной задачи к системе (1.2) возможна для данной функции
. Система (1.2) разрешима и для всех рассматриваемых  определяет некоторое

решение обратной задачи: непрерывную функцию  с компактным носителем в  и функцию
.

Подчеркнем, что при таких предположениях система (1.2) может иметь неединственное ре-
шение. Выделение единственного решения требует дополнительных предположений о его ха-
рактере, и это будет сделано ниже.
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Во многих работах рассмотрены разнообразные численные методы решения задач типа (1.2)
в двумерной и трехмерной постановках. Так, в [3] система (1.2) сводится к нелинейному опера-
торному уравнению, которое затем решается специальным итерационным методом. При этом
явно не учитывается, что это уравнение является некорректно поставленной задачей и итераци-
онный метод не регуляризируется. Тем не менее метод работает для модельных “рассеивателей
средней силы” [3, с. 101–105]. В работе [5] для решения системы уравнений (1.2) в трехмерном
аксиально-симметричном случае использован регуляризованный метод Гаусса–Ньютона. В ра-
боте [6] для аналогичной задачи были применены специальный градиентный метод и метод
Флетчера–Ривса. Другие градиентные методы были использованы в [7], [8]. Обзор этих и подоб-
ных подходов можно найти, например, в [4].

Отметим, что имеются и альтернативные подходы в решении обратной задачи акустического
зондирования, не связанные с системой типа (1.2). В частности, оригинальный метод граничного
управления, позволяющий решать трехмерные задачи типа (2), был предложен и развит в работах
[9], [10]. В [11] для решения двумерной обратной задачи рассеяния был применен известный ме-
тод Р.Г. Новикова [12], а в последующей работе [13] проведен сравнительный анализ разновид-
ности этого метода и некоторых других функционально-аналитических методов решения дву-
мерных обратных задач акустического рассеяния (см. также [4]). Весьма многообещающими при
обработке реальных экспериментальных данных оказались методы М.В. Клибанова, суммиро-
ванные в монографии [14], а также методы из монографии [15]. Большой интерес представляют
также недавние работы [16], [17].

Все упомянутые методы решения обратной задачи акустического зондирования требуют в
трехмерной постановке значительных вычислительных ресурсов и, прежде всего, – большого
времени решения. Поэтому здесь актуально создание быстродействующих алгоритмов. В связи
с этим отметим статьи [18]–[20]. В них рассматривались не задачи (1.1) и (1.2), а трехмерное ин-
тегральное уравнение Фредгольма I рода

к которому в различных областях  сводится обратная коэффициентная задача для волнового
уравнения. Правая часть этого уравнения содержит специальные интегралы ,  от ре-
гистрируемого в  волнового поля, а искомая функция  связана с . Принципиальной в
этих статьях является область регистрации этого поля – плоский или цилиндрический тонкий
слой. В результате предложенные в этих статьях методы решения интегрального уравнения ока-
зались очень эффективным численно, и позволили решать трехмерные обратные задачи для до-
статочно мелких сеток на персональном компьютере (ПК) даже без распараллеливания за не-
сколько минут. В дальнейшем мы применили в работе [21] аналогичный, но не тождественный,
метод для решения уже другой задачи – задачи (1.2) в бесконечном пространстве с использова-
нием плоских слоев . В предлагаемой теперь работе мы модифицируем метод решения ука-
занного интегрального уравнения из [20] для его приложения к обратной задачe (2) в цилиндри-
ческой области, и в итоге получаем весьма быстродействующий алгоритм ее решения.

В статье мы придерживаемся следующей схемы решения нелинейной системы (1.2) как об-
ратной задачи для каждой используемой частоты :

1) решаем второе уравнение (линейное интегральное уравнение Фредгольма I рода), записан-
ное в виде

(1.3)

относительно функции ;

2) вычисляем функцию , , из первого равенства системы (1.2), записанного в фор-
ме

(1.4)

3) находим функцию  из уравнения , , используя найденные
функции , .
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Эта схема будет конкретизирована ниже. Близкий подход использовался и ранее. Например,
он реализован в работе [22]. Однако там для решения некорректной задачи – трехмерного урав-
нения, аналогичного (1.3), не применялись методы регуляризации, а решение обратной задачи
искалось на достаточно узком классе функций с “кусочно-постоянным током”. В итоге, для ре-
шения такой трехмерной обратной задачи на сравнительно мелких сетках также требуется зна-
чительное время.

Мы предлагаем численный алгоритм решения обратной задачи (1.2), основанный на
схеме 1)–3) и специализированный для цилиндрических областей , , . В этом смысле алго-
ритм не является универсальным. Однако используемая в нем геометрия области решений  и
области регистрации данных  приемлема в определенной мере для ряда технических систем.
Ниже мы продемонстрируем быстродействие полученного алгоритма. Этот новый алгоритм ре-
шения обратной задачи (1.2) в цилиндрической области, основанный на схеме 1)–3), и его чис-
ленное исследование являются основными результатами данной работы.

2. ИСПОЛЬЗУЕМАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СХЕМА И СВЕДЕНИЕ ОБРАТНОЙ 
ЗАДАЧИ К ОДНОМЕРНЫМ ИНТЕГРАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

Везде далее области ,  имеют вид цилиндров: область решения ,

, и область наблюдения . На фиг. 1 представлена схема располо-
жения этих областей. Там же условно показано и возможное положение источников. Мы счита-
ем цилиндры бесконечными по переменной : , имея в виду финитность искомой
функции  и по этой переменной в частности. В дальнейшем будем обозначать через ,  се-
чения цилиндрических областей ,  плоскостью, перпендикулярной оси .

Будем далее считать, что . Функция Грина для задачи (1.1) с указанными
дополнительными условиями в цилиндрической области  хорошо известна (см., например, [23,
с. 615]), и здесь мы не будем выписывать ее явно. Отметим важную особенность этой функции: в
цилиндрических координатах ,  она имеет форму:
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Фиг. 1. Геометрическая схема регистрации данных обратной задачи:  – область рассеивателей волнового по-
ля, – область регистрации данных, звездочки – условные положения источников.
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а вид функции  можно найти, например, в [23]. В этих же координатах представим функции
, . Тогда уравнения (1.3), (1.4) можно записать в виде

(2.1)

(2.2)

при , . Здесь .
Введем преобразования Фурье

по переменной  (или ) для функций , , , ,  как элементов пространства  (см. предпо-
ложение 2):

Тогда по теореме о свертке равенства (2.1), (2.2) можно записать в виде

(2.3)

(2.4)

где . Введем также разложения функ-

ций , , , ,  по системе , , в пространстве :

с коэффициентами

Тогда соотношения (2.3), (2.4) можно свести к следующей системе равенств, справедливой для
любых ,  и всех рассматриваемых :

(2.5)
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(2.6)

При этом

(2.7)

Соотношения (2.5), (2.6) являются уравнениями для неизвестных функций  и 
одной переменной  или . Другие аргументы этих функций, т.е. , , играют роль параметров.

3. АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

3.1. Прямая задача
Рассматриваемая ниже прямая задача заключается в нахождении из равенств (2.1), (2.2) функ-

ции , , , , по известной финитной функции  и заданной
функции источников  для рассматриваемого конечного набора частот . Для этого ра-
венства (2.1), (2.2) сводятся к системе (2.3), (2.4) и далее к системе соотношений (2.5)–(2.7). То-
гда вычисление функции  можно представить в виде следующего алгоритма.

Алгоритм 1

Шаг 1. Для набора рассматриваемых частот  вычисляем преобразования Фурье по  извест-
ных функций , :

и раскладываем полученные функции в ряды Фурье по :

Обе эти процедуры реализуются с применением быстрого дискретного преобразования Фурье
(БПФ).

Шаг 2. Для каждого из параметров ,  реализуем следующий итерационный процесс реше-
ния уравнений (2.6), (2.7) относительно набора функции :

(3.1)

(3.2)

с начальным приближением в виде набора функций .
Шаг 3. Останавливаем процесс по некоторому правилу на итерации номер  и получаем при-

ближенное решение  системы (2.6), (2.7) и соответствующие функции .
Шаг 4. Согласно (2.5) вычисляем приближенный набор величин :

(3.3)
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и принимаем функцию

(3.4)

(или ее обратное преобразование Фурье) как приближенное решение прямой задачи.
Мы не будем здесь проводить теоретический анализ сходимости алгоритма 1, так как фор-

мально он не используется нами при решении обратной задачи. Он нужен нам лишь для генера-
ции ее модельных данных, и это лишь один из способов получения таких данных. Отметим
лишь, что, как следует из общей теории решения интегральных уравнений II рода (см., напри-
мер, [25]), алгоритм будет быстро сходиться по крайней мере для малых . Ниже будут проде-
монстрированы численные примеры, подтверждающие это положение.

3.2. Обратная задача

Она состоит в нахождении решения  из системы (2.1), (2.2) по заданной функции
, , , , и заданной функции источников  для каждой

рассматриваемой частоты . Для этого мы сводим задачу (2.1), (2.2) к системе (2.5)–(2.7), считая
заданными (вычисленными) наборы функций , , и по этим наборам нахо-
дим функцию . Процедура решения представлена в виде следующего алгоритма.

Алгоритм 2

Шаг 1. Для всех рассматриваемых параметров ,  и всех рассматриваемых  решаем одно-
мерные интегральные уравнения I рода, соответствующие равенствам (2.5):

(3.5)

При этом используется подходящий метод регуляризации (регуляризующий алгоритм, РА) этих
некорректно поставленных задач. В итоге получается набор приближенных решений .

Шаг 2. По найденному набору  вычисляем, используя равенства (2.6), набор функ-
ций :

(3.6)

Шаг 3. Восстанавливаем по наборам  и  функции , ,
, , , суммируя соответствующие ряды Фурье.

Шаг 4. Находим решение  из уравнения  для каждой точки
. Это можно сделать для каждого рассматриваемого , и результат будет, вообще го-

воря, зависеть от . Такая процедура соответствует исследованию акустических неоднородно-
стей раздельно на каждой частоте. Далее можно, например, усреднить результаты тем или иным
методом по величине . Альтернативный вариант – решить для каждой точки  систе-
му уравнений для всех рассмотренных : , используя метод наимень-
ших квадратов. Это также будет определенным усреднением по  получаемых решений.

Шаг 5. Вычисляем функцию  из равенства .
Сделаем некоторые замечания об алгоритме 2.
Замечание 1. Для реализации ш. 1 необходимо детализировать предположения о функциях , . Ис-

пользуя предположение 2, мы считаем, что справедливы включения ,  для
каждой рассматриваемой частоты . Первое включение вытекает из финитности функции , а второе по-
стулируется. В этом случае для уравнений (3.5) применимы известные методы решения линейных некор-
ректно поставленных задач в гильбертовых пространствах (см., например, [5], [6], [26]–[28] и др.).

Замечание 2. В используемой схеме решения обратной задачи уравнение (1.3) (т.е. (2.1)) и порождаемые
им уравнения (3.5)) могут иметь неединственное решение для используемого конечного набора частот .
Поэтому важно установить связь решений этих уравнений. Эту связь обосновывают следующие утвер-
ждения.
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Теорема 1. 1. Пусть  при каждом . Тогда всякое решение уравнения (2.1)
 представимо в виде

(3.7)

где функции  удовлетворяют интегральным уравнениям (2.5) при каж-
дом . Обратно, если  – решения уравнений (2.5) такие, что

 при каждом , то функция вида (3.7) есть решение уравнения (2.1).

2. Для каждого  справедливо равенство

(3.8)

Здесь  – обратное преобразование Фурье по переменной .

Следствие 1. Пусть функции  – нормальные решения уравнений (2.5)
(решения с минимальной нормой). Тогда функция

 , , 

есть единственное нормальное решение уравнения (2.1).
Доказательства этих утверждений проводятся так же, как в работе [18]. Там аналогичные

утверждения доказывались для решений другого интегрального уравнения I рода, схожего с (2.1)
по виду и свойствам и отличающегося ядром и правой частью. Для краткости мы опускаем по-
вторение этих доказательств, заметив, что интегральное уравнение из [18] не имеет прямого от-
ношения к обратной задаче, рассматриваемой в данной статье.

Замечание 3. В используемой схеме решения обратной задачи и в алгоритме 2 процедура обращения
фактически используется только при решении уравнений I рода (2.5) (или (3.5)), которые представляют
собой некорректно поставленные задачи. Для уравнения вида (2.5) применимы многие устойчивые мето-
ды решения линейных некорректно поставленных задач (например, [5], [6], [26]–[28] и др.). В силу воз-
можной неединственности решений этих уравнения мы применяем для реализации ш. 1 алгоритма мето-
ды, ориентированные на поиск нормальных решений (тихоновская регуляризация, метод TSVD). В случае
неединственного решения уравнения (2.1), т.е неединственных решений уравнений (3.5), такой подход
выделяет из всех возможных решений то, которое имеет минимальную норму “вторичных источников”

 (см. [4]), и это теоретически позволяет исключить или ослабить появления
ложных акустических неоднородностей.

В случае единственности решения оно будет совпадать с вычисленным нормальным решени-
ем. Указанные методы регуляризации обоснованы и апробированы в ряде работ (например, в
[18], [19] при решении другой обратной задачи). Отметим, что ш. 1 алгоритма является наиболее
трудоемким пунктом при использовании алгоритма 2.

4. КОНЕЧНОМЕРНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ И РЕШЕНИЕ МОДЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ
Везде далее полагается, что уравнения (1.3), (1.4) и их следствия записаны в безразмерном ви-

де с , так что . Модельные области имеют вид

Cчитается также, что  и модельные источники задаются в форме

где  – координаты точечных -образных источников. Тогда
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и преобразование Фурье этой функции, , можно заранее вычислить. Мы не ставили
себе целью оптимизировать число, положения и амплитуды источников. Во всех расчетах счита-
лось, что , , , где  и

Для численного исследования предлагаемых алгоритмов рассмотрены две прямые и обратные
модельные задачи.

Задача 1. Задача имеет решение  вида

где

и

Эта функция моделирует небольшие локальные неоднородности среды, положение которых и
соответствующие им распределения скоростей нужно найти. Именно на поиск таких неодно-
родностей “настраивается” алгоритм 2.

Величина  определяет контраст

искомого решения. В расчетах использовалось значение , которое соответствует кон-
трасту 15.95. По классификации из [3, с. 33] такой рассеиватель можно считать “сильным”, учи-

тывая его характерные размеры  (см. фиг. 4а) и значения , : . Подобные

рассеиватели достаточно часто встречаются на практике. Вторая модельная задача будет описана
ниже.

Исходные уравнения (1.3), (1.4) аппроксимировались в областях ,  конечно-разностным
методом на равномерных сетках по переменным , , , . Размеры сеток определяются числами

, , , . В области  сетка имеет размер , а в области  размер .
Конкретные размеры будут указаны ниже для каждого примера. Дискретные аналоги функций

, , использующиеся в алгоритмах 1 и 2, вычислялись для рассматривае-
мых частот  по известным величинам ,  с помощью быстрого преобра-

зования Фурье с сеткой  по переменной . Разложения в ряды Фурье реализовывались
также с помощью БПФ с . Детали этих хорошо известных стандартных вычислений
даны, например, в [26].

4.1. Получение модельных данных для решения обратной задачи с помощью алгоритма 1

Приведем типичные результаты численного исследования итерационного процесса (3.1),
(3.2) для получения данных первой обратной задачи на сетках размера , , ,

. На фиг. 2 показаны в сравнении скорости сходимости процесса для различных величин
.
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Останов итераций производился по величине

когда для номера итерации  выполнялось условие . Здесь .

После этого по найденному набору функций  по формуле (3.1) c  вычислялись
функции , затем по формуле (3.3) находились функции , которые далее
преобразовывались, согласно (3.4), в функции . Обратное преобразование Фурье
последней функции по переменной , , представляет данные для решения обратной
задачи. Вид этой функции, найденной для , показан на фиг. 3 для сечения .
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Фиг. 2. Скорость сходимости итераций (3.1), (3.2) для разных .
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Фиг. 3. Типичные данные  для решения обратной задачи.
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Данные для решения обратной задачи задавались с некоторой ошибкой, которая интерпрети-
руется как ошибка измерения. В наших расчетах это моделировалось наложением на функцию

 аддитивной нормально распределенной псевдослучайной помехи с нулевым сред-
ним так, что получаемая в итоге приближенная функция  удовлетворяла бы условию

Это соответствует приближенному заданию данных с относительной точностью .

4.2. Реализация алгоритма 2
Первый шаг алгоритма 2 – решение уравнений I рода (3.5) методами регуляризации – обсуж-

дался в работах [18], [19] в связи с решением другого интегрального уравнения, отличающегося
видом ядра и правой части. В этих работах отмечено, что для каждой рассматриваемой частоты 
используемая дискретизация приводит уравнения (3.5) к системе линейных алгебраических
уравнений (СЛАУ) вида  для каждого , . Здесь

 – матрица системы, получаемая дискретизацией ядра уравнения (3.5)

на рассматриваемой сетке размера ,  – точки сетки величин , а  – квадратурные
коэффициенты для вычисления интегралов в (3.5). Правые части

системы суть вектор-столбцы высоты , а искомый вектор-столбец  содержит неизвестные

. Таким образом, при выполнении ш. 1 алгоритма 2 для каждого  необходимо ре-
шить  систем линейных уравнений с матрицами размера .

Мы решали указанные СЛАУ с помощью различных вариантов метода регуляризации
А.Н. Тихонова [26], [27] и с помощью метода TSVD [28]. Обоснование применения этих методов
дано с общих позиций теории регуляризации некорректных задач в [18], [19] для аналогичного
интегрального уравнения, и здесь мы не повторяем это обоснование. Наилучшие результаты в
расчетах получились для метода TSVD с “обрезанием” (см. [28]) сингулярных чисел матриц 
по уровню . Эти результаты мы и будем приводить в дальнейшем.

Шаг 2 алгоритма 2 не вызывает сложностей для дискретизированной задачи, так как сводится
к матричному умножению дискретных величин ,  и сложению результата с дискретным ана-
логом функции . Шаг 3 выполнялся с помощью обратного БПФ. Наконец, шаг 4 при решении
обратной задачи для каждой из рассматриваемых частот  реализовывался с помощью следую-
щей процедуры нахождения нормального псевдорешения уравнения  в каждой точке

 по методу TSVD:  с . Далее, при необходимости

нетрудно пересчитать функцию  в . В приводимых ниже примерах мы для краткости это-
го не делаем, представляя на рисунках непосредственно величину .

4.3. Результаты решения обратной задачи
Первая серия экспериментов связана с решением с помощью предлагаемого алгоритма 2 пер-

вой модельной обратной задачи на сетках размера , , ,  при
. Задачи решались с точными (вычисленными по алгоритму 1) данными и приближен-

ными данными с различным уровнем возмущения . На фиг. 4 представлены для качественного
сравнения точное  и приближенные решения  обратной задачи в различ-
ных сечениях по . Точное решение показано в первой строке рисунка. Во второй строке приве-
дено приближенное решение обратной задачи для точных данных. В третьей строке изображено
решение для возмущенных данных с . Рисунок демонстрирует достаточно высокую чув-
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ствительность приближенных решений к возмущениям данных. Более детальная информация о
точности решения обратной задачи, т.е. о величине относительной ошибки

приближенного решения  в слое  от величины  при разных уровнях погреш-
ности данных  представлены на фиг. 5. Для сравнения на фиг. 6 приведены точности прибли-
женных решений, полученных при разных  для модельных задач с  и . Очевидно улуч-
шение точности с возрастанием .

При решении рассматриваемой обратной задачи весьма важно, насколько точно алгоритм
позволяет определять положения изучаемых локальных рассеивателей. Для иллюстрации была
решена

Задача 2. Задача отличается от первой лишь выражениями для  и :

Это соответствует двум рассеивателям эллипсоидальной формы, лежащим в области  и за-
полненным веществом с различными показателями преломления. Фигура 7 показывает каче-
ственно влияние возмущения данных задачи на определение положения и геометрии неодно-
родностей. Контраст точного решения здесь равен 0.291. Видно, что положения могут быть до-
статочно уверенно определены в случае , а при использовании подходящей фильтрации
шумов в найденном решении и для .
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Фиг. 4. Качественное сравнение точного решения  и вычисленных приближенных решений
 обратной задачи в различных сечениях ; (а) – точное решение; (б) – приближенное реше-

ние, полученное для точных данных по алгоритму 2; (в) – приближенное решение для возмущенных данных

с .
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5. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА АЛГОРИТМА 2

Все вычисления проводились в системе МАТЛАБ на ПК с процессором Intel (R) Core (TM) i7-
7700 CPU 3.60 GHz, ОЗУ 16 Гб (без распараллеливания). Алгоритм 2 решения обратной задачи
оказался достаточно быстрым. Приведем данные соответствующих численных экспериментов
для решения первой обратной задачи на частоте . В экспериментах считалось, что сетка по

 фиксирована ( ), а меняются только размеры ,  сеток по  и . Кроме того, полага-
лось, что . Тогда время решения обратной задачи есть функция вида . Эта
зависимость приведена на фиг. 8. При изменении размера сетки по  время  меняется
пропорционально числу , так как оно определяется решением  уравнений вида (3.5).

Еще раз отметим, что решаемая обратная задача весьма чувствительна к ошибкам входных
данных. При решении интегрального уравнения (1.3) с двойной точностью внесение в правую
часть эквивалентной системы уравнения (3.5) случайных ошибок с амплитудой порядка 

ω = 2
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Фиг. 5. Первая модельная задача. Относительная точность  приближенных решений для различных  при
разных уровнях возмущения данных  для .
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Фиг. 7. Вторая модельная задача с . Качественное сравнение положений и геометрии восстанавливаемой
неоднородности  для различных .
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приводит к серьезным искажениям решения при использовании и метода TSVD, и метода регу-
ляризации. Это связано с весьма быстрым убыванием сингулярных чисел матриц  для СЛАУ,
решаемых на ш. 1 алгоритма 2, и такое убывание является специфической особенностью реша-
емой обратной задачи, а точнее, интегрального уравнения (1.3). Аналогичное свойство обратной
коэффициентной задачи для волнового уравнения отмечалось ранее в работах [18], [19]. Под-
тверждающие это соответствующие теоретические оценки устойчивости при различных априор-
ных предположениях на точное решение можно найти в [5], [6].

6. ВЫВОДЫ
В этой работе мы не стремились построить наилучший по всем характеристикам численный

алгоритм решения обратной задачи (1.2). В рамках именно этой модели, с учетом цилиндриче-
ской геометрии областей решений и наблюдений, мы предложили некоторый алгоритм, кото-
рый позволяет быстро решать обратную задачу на достаточно мелких сетках. Исследуя свойства
алгоритма в численных экспериментах, представленных в работе, мы можем сделать следующие
выводы.

1. Рассматриваемая трехмерная обратная задача скалярной акустики в цилиндрической обла-
сти может быть решена численно с помощью предлагаемого алгоритма для достаточно мелких
сеток за время порядка десятков секунд на ПК средней производительности даже без распарал-
леливания. Для этого следует использовать указываемую в статье схему регистрации данных об-
ратной задачи в цилиндрическом слое. Предлагаемый алгоритм легко распараллеливается.

2. Исходная обратная задача, рассматриваемая для конечного набора частот, имеет, вообще
говоря, неединственное решение. Для выделения определенного решения обратной задачи в на-
шем алгоритме используется поиск нормального решения интегрального уравнения (1.3). В слу-
чае, когда уравнение (1.3) имеет единственное решение при рассматриваемом наборе частот, это
решение совпадает с найденным нормальным.

3. Рассматриваемая обратная задача, основанная на уравнениях (1.2) и решаемая раздельно на
каждой частоте, сама по себе весьма чувствительна к возмущениям данных: для получения де-
тального приближенного решения требуются данные, измеренные с большой точностью. Эта
особенность задачи связана с видом ядра интегрального уравнения (1.3), его сингулярными чис-
лами и не зависит от используемого алгоритма решения этого уравнения. Устойчивость исход-
ной обратной задачи можно повышать, вводя дополнительные априорные ограничения на реше-
ния.

4. Алгоритм 2 позволяет достаточно надежно определять положения и форму небольших ло-
кальных неоднородностей акустической среды при данных с малыми ошибками.

Авторы благодарны А.Г. Яголе за полезные замечания.
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Проведен численный анализ процесса установления стационарных течений несжимаемой
вязкоупругой полимерной жидкости в канале с прямоугольным сечением под действием по-
стоянного перепада давления. Для описания течений применяется реологическая мезоско-
пическая модель Покровского–Виноградова. При использовании интерполяций с узлами
Чебышёва по пространственным переменным и неявной схемы по времени разработан алго-
ритм решения начально-краевых задач для нестационарных уравнений модели. Аналитиче-
ски показано, что в стационарном случае модель допускает три решения высокой гладкости.
Вопрос о том, какое из этих решений реализуется на практике, исследован с помощью расче-
тов предельного решения нестационарных уравнений. Установлено, что предельное решение
с высокой точностью совпадает с одним из трeх решений стационарной задачи, и рассчитаны
значения параметров, при которых происходит переключение с одного решения на другое.
Библ. 11. Фиг. 6. Табл. 3.

Ключевые слова: полимерная жидкость, мезоскопическая реологическая модель, устойчивое
течение Пуазейля, метод без насыщения, переключение установившегося решения.
DOI: 10.31857/S0044466922020065

1. ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена численному исследованию устойчивости стационарных режимов течения

несжимаемой вязкоупругой полимерной жидкости в канале с прямоугольным поперечным сече-
нием. Такие течения по своим качественным особенностям схожи с решениями Пуазейля урав-
нений Навье–Стокса, для которых в некоторых простых случаях (например, течение в цилин-
дрической трубе) известны строгие результаты об экспоненциальной сходимости нестационар-
ных решений к стационарным (см. [1]), что гарантирует устойчивость последних.

В отличие от ньютоновской жидкости течения растворов и расплавов полимерных материа-
лов демонстрируют сложную градиентную зависимость элонгационной и сдвиговой вязкостей
от скоростей деформации, эффекты запаздывания и зависимость потока от ориентации и разме-
ров макромолекул (см. [2]–[4]). Вследствие этого получить в аналитическом виде решения урав-
нений, описывающих течения полимерной жидкости типа Пуазейля, и исследовать их устойчи-
вость не представляется возможным. Далее для описания таких течений использована реологи-
ческая мезоскопическая модель Покровского–Виноградова (см. [2], [5]). Анализ квазилинейного
уравнения, полученного в [6] для расчета стационарных течений в каналах под действием посто-
янного перепада давления, показал, что его коэффициенты и правая часть определяются
неоднозначно. При определeнных условиях это приводит к возникновению трeх качественно
различных решений высокой гладкости. В данной работе численно исследуется вопрос о том,
какое из этих решений является предельным для исходной нестационарной постановки, т.е. ка-
кое из них может быть реализовано на практике.

1)Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (соглашение № 20-11-20036).

А. М. Блохин

УДК 519.615
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Для этого в статье разработан алгоритм, основанный на приближениях без насыщения и под-
ходе к аппроксимации двумерных краевых задач для уравнений эллиптического типа, предло-
женном в [7]. При использовании этого алгоритма в совокупности с неявной схемой по времен-
ной переменной и задании начальных данных определенного вида получено предельное реше-
ние нестационарного уравнения, которое с высокой точностью совпадает с одним из трех
решений стационарной задачи. Причем при определенных значениях параметров реализуется
“переключение” предельного течения с одного решения стационарной задачи на другое. Таким
образом, удалось прояснить структуру коэффициентов и правой части уравнения, описывающе-
го устойчивые стационарные течения.

Отметим, что выход на полученный стационарный режим существенно зависит от начальных
данных – распределения скорости течения в канале и его согласованности с граничными усло-
виями. Если начальные значения скорости слишком велики или не согласованы с граничными
условиями, стационарное течение не реализуется.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Следуя монографиям [1]–[3], [8], [9] и статье [5], запишем уравнения реологической мезоско-
пической модели Покровского–Виноградова, которая описывает течения несжимаемой вязкоупру-
гой полимерной жидкости. Эти уравнения в безразмерной форме в прямоугольной декартовой
системе координат  выглядят следующим образом:

(1)

(2)

(3)

Здесь  – время; , ,  – компоненты вектора скорости ;
–  – давление;

– , – компоненты симметрического тензора анизотропии  второго ранга;

– , ,  – столбцы симметрической матрицы ;

– , ;

– ;

– , ;

– , ,  ( ) – феноменологические параметры модели, характеризующие вкла-
ды, связанные с анизотропией (величина  учитывает ориентацию макромолекулярного клубка,
число  – его размеры, см. [5], [10]);

–  – число Рейнольдса;  – плотность среды;

–  – число Вейсенберга;

– ,  – начальные значения сдвиговой вязкости и времени релаксации при , где  –
температура окружающей среды.

Далее для координат будем использовать обозначения  ( , , ).
Замечание 1. В [5], [10] рассмотрены случаи , . В настоящей работе исследуется более об-

щий случай: , где  – новый феноменологический параметр.
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Система (1)–(3) записана в безразмерном виде: время ; координаты , , ; компоненты век-

тора скорости , , ; давление ; компоненты тензора анизотропии  отнесены к ; ; ;

;  соответственно, где  – характерная длина,  – характерная скорость.
Пусть полимерная жидкость течет в канале  с прямоугольным поперечным сечением, лежа-

щим в плоскости  (фиг. 1):

В канале вдоль оси  действует перепад давления . Будем искать частное решение исходной
системы (1)–(3) следующего вида:

(4)

Величина  есть безразмерный перепад давления на отрезке по  длины ,  –

компонента давления, зависящая только от времени и от координаты точки сечения.
Пусть

Тогда с учетом (4) запишем систему (1)–(3) в виде двух систем:

(5)

(6)
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Для определения давления получаем следующие выражения:

Дифференцируя первое уравнение (5) по , второе уравнение по  и третье уравнение по , а за-
тем складывая их, приходим к уравнению второго порядка для функции :

(7)

где

Дополним уравнения (5)–(7) граничными условиями (условиями прилипания жидкости для
скорости)

(8)

и начальными данными в предположении, что в начальный момент времени  жидкость в ка-
нале покоится:

(9)

3. СТАЦИОНАРНЫЙ СЛУЧАЙ

Следуя [5] (см. также [6]), заметим, что при реализации условий (4) в стационарном случае,
когда переменные задачи не зависят от времени: , , , ,  =
= const, система уравнений (1)–(3) в канале с прямоугольным сечением сводится к одному раз-
решающему уравнению для определения продольной скорости течения:

(10)

где

Используя формулы для  и выражение , величину  можно определить как решение нели-
нейного уравнения

Функция  является решением кубического уравнения

(11)

Анализ этого уравнения, проведенный в [6], привел к заключению, что в прямоугольной об-
ласти при достаточно малых градиентах давления  это уравнение имеет три действительных ре-
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шения – функции , , . Приведем далее выражения для этих решений. Следуя фор-
мулам Кардано для решения кубических уравнений, введем обозначения

После преобразований получаем , , где

Указанные три решения имеют вид

При этом выражения для производных , фигурирующих в формуле для , имеют вид

где для  выбираем верхний из знаков “ ", " ", для  – нижний;

Стационарное уравнение (10) дополняется граничными условиями
(12)

В [5] описан алгоритм решения краевой задачи (10), (12), основанный на методе установле-
ния, приближениях без насыщения и методе коллокаций (см. также [7]). Этот алгоритм исполь-
зован в настоящей работе для поиска решений стационарной задачи.

Возникает естественный вопрос: какое из трех возможных решений задачи (10), (12) реализу-
ется на практике? Нестационарная формулировка модели, полученная в разд. 2, имеет целью ис-
следование этого вопроса. Для этого в модели будет задан постоянный градиент давления и реа-
лизованы вычисления вплоть до выхода на стационарный режим течения при некотором .
Сопоставление скорости  нестационарного течения в момент времени t = ts и решения
задачи (10), (12), полученного при использовании разных зависимостей , покажет, какой режим
реализуется на практике.

4. ОПИСАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОГО АЛГОРИТМА

Для реализации расчетов введем сетку по времени с шагом  и узлами ,  . Обо-
значим ,  и аппроксимируем в уравнениях (5)–(7)
производные по времени разностными отношениями вида

σ μ1( ) σ μ2( ) σ μ3( )

− − += , = , = + .�
2 3 2

3 2
2 3

3 2 9 27 ( /3) ( /2)
3 27

ac b b abc a dp q p q
a a

= μ − A
2p = μ + �B

2q

�
�

�

�

�

� � �

�

− β + β β − β − + β β − β −= , = , = .
ββ β

�A B

2

2 32 3

1 3 1 (1 )( 2)(2 1)
33 27WW W

,
−σ = α − − , σ = − − − α ± α − , α = .�

� �
2 2

6 6
1 2 3

arctan(2 / )2 cos ( cos 3 sin )
4 3 4 3 3
q q qb b

a a

, ,σ
μ
1 2 3d

d μ
�_

/

/
∂σ = σ = α − − α + − α − α ,
∂μ − −

� � �
� �

2 3
1

1 2 5 6
2' (( sin 2 cos ) ' ( cos 2 sin ) ')

3 ( 4 )
q Q q q

q

,
, /

∂σ −= σ = ± α ± α − +
∂μ − −

+ α α − − ,

� �
� �

∓ � �

2 3
2 3 2 5 63

1' ( ( 3 cos sin )(2 ' ')
3 2 ( 4 )

(cos 3 sin )(2 ' ') )

q q
q

qq

σ2 ± ∓ σ3

�

�

− β + β∂= = − μ ,
∂μ β

1 3' 2
3

qq
W

� � � �{
� � � }

μ∂= = β β μ + β + βμ β β μ − + − −
∂μ β

− β + β β β μ − + − .

� ��
�

2 2 2 2 2 2 2 2
4 4

2 2

' 27 (1 )[ ( (6 1) 4) 1]
27

(1 )[ (2 (9 1) 5) 2]

W W W
W

W

, = , ∈ ∂Ω.( ) 0 при ( )u y z y z

= st t
, ,( )su t y z

σ μ( )

τ = τnt n = , , ...0 1n
= , = , ,( ) ( )n n

nu u y z u t y z α = α , = α , ,( ) ( )n n
ij ij ij ny z t y z

+ + −− − +≈ , ≈ , = , , ... .
τ τ

1 1 1

2
2 1 2

n n n n n

t tt
u u u u uu u n



310

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

БЛОХИН, СЕМИСАЛОВ

4.1. Линеаризация уравнений модели
Для реализации вычислений необходимо линеаризовать по Ньютону уравнения (5)–(7) отно-

сительно неизвестных функций  и  и на каждом шаге по времени осуществлять итерации по

нелинейности. В расчетах невязка итераций по нелинейности была установлена равной . За-
пишем линеаризованные уравнения для функций  в виде

(13)

где , , , , , ,  – произ-

водные функции  при .

Для поиска функции  из (7) несложно вывести следующее линеаризованное уравне-
ние:
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где

 – производные от функции , ,

, . Отметим также, что при записи (14) использована ап-

проксимация

4.2. Аппроксимация неизвестных функций и их производных
На каждом шаге итерационной схемы по времени будем искать решения уравнений (13), (14)

с граничными условиями (8) в классе достаточно гладких в области  функций. Далее для записи
вычислительной схемы необходимо аппроксимировать в уравнениях (13), (14) функции  и

 и их производные по переменным  и  элементами конечномерных функциональных
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пространств. В качестве таких пространств используем пространства алгебраических полино-
мов, а в качестве способа аппроксимации – интерполяционные полиномы в форме Лагранжа с
узлами в нулях многочленов Чебышёва. Конкретно, для приближения  и  будем ис-
пользовать прямые (тензорные) произведения таких полиномов в области . Свойства таких
приближений, а именно отсутствие их насыщения, логарифмический рост констант Лебега, а
также оценки погрешности подробно обсуждаются в [11, гл. 3].

Введем в области  сетку с узлами , где

 , , , . 

Сделаем для удобства преобразование координаты : , , где .
Пусть , , тогда

(15)

(16)

где

суть фундаментальные многочлены интерполяции, ,  – многочлены Чебышёва степе-
ней  и  соответственно, множитель  в формуле (16) обеспечивает авто-
матическое выполнение граничных условий (8) (см. также [11, гл. 9, § 5]).

Для аппроксимации уравнений (13), (14) далее будет использован метод коллокаций с узлами
, поэтому нам потребуются значения производных полиномов (15), (16) в этих узлах. При-

ведем формулы дифференцирования по переменной  (по переменной  формулы строятся ана-
логично):
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Поскольку уравнение (14) имеет второй порядок, потребуются также аппроксимации второй
производной от функции :
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Переходя в (17)–(19) к пределу при , , , , используя свойство фунда-
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(22)

Пусть

где ,

,  суть -матрицы с элементами  и ,

, ,  суть -матрицы с элементами , , .

Сформируем -матрицы:

Переписывая линейные комбинации в правых частях (20)–(22) в виде произведений матриц,
для аппроксимации производных по  в уравнениях (13), (14) получим формулы

Дифференцируя приближения (15), (16) по переменной  и проводя выкладки, аналогичные
описанным выше, сформируем -матрицы , ,  для аппроксимации производных по
переменной :

Здесь -матрицы , , , ,  определяются аналогично , .

Далее для построения алгоритмов воспользуемся спектральным разложением матриц , ,
аппроксимирующих вторые производные:

(23)

где ,  – матрицы собственных вектров  и ; ,  – диагональные матрицы собствен-
ных значений  и  – , .

Замечание 2. Строго говоря, при наличии у матриц  и  пар комплексно-сопряженных собствен-
ных чисел, матрицы ,  являются блочно-диагональными, содержащими на диагонали блоки размера

. Однако, как показали численные эксперименты, выбранный базис исключает такую возможность.
Важным обстоятельством является также медленный рост обусловленностей матриц ,  с ростом ,

, обеспечивающий устойчивость алгоритма к погрешностям округления (см. [7]).

4.3. Решение задачи линейной алгебры на каждом временном шаге

После подстановки описанных аппроксимаций в уравнения (13), (14) и отбрасывания по-
грешности приходим к линейным матричным уравнениям для выражения матриц ,  че-
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рез матрицы , . Запишем для примера одно из уравнений для выражения  (см. первое
уравнение в системе (13)):

(24)

Здесь точка означает поэлементное произведение матриц,  – матрица размера , все эле-
менты которой равны единице, начальные данные задаются в соответствии с (9):  –
нулевая матрица. Аппроксимации остальных пяти уравнений из системы (13) записываются ана-
логично, при этом в левой части составляются матрицы . 

Аппроксимация уравнения (14) выглядит следующим образом:

(25)

где

суть -матрицы.
Для решения матричного уравнения (24) на каждом шаге по времени необходимо выполнять

деления элементов матрицы в правой части на элементы матрицы . Составляя по аналогии
с (24) матричные уравнения для остальных пяти уравнений системы (13) и осуществляя поэле-
ментные деления их правых и левых частей, получаем приближенные значения решений  в
узлах коллокации.

Для решения (25) используем спектральные разложения (23) матриц , , стоящих в левых
частях. Умножим (25) на матрицу  слева и на матрицу  справа, обозначим

, ,  и получим матричное уравнение:

решение которого относительно элементов  матрицы  дается элементарными формулами
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Отметим, что в силу нелинейности исходных уравнений для перехода от предыдущего шага по
времени к следующему решение линеаризованных матричных уравнений (24), (25) ищется с по-
мощью итераций по нелинейности. Иначе говоря, при фиксированном  реализуется цикл,
на каждом шаге  которого решения ,  выражаются через решения ,  в соответ-

ствии с формулами, описанными выше, и начальными условиями , . При этом
итерации останавливаются при реализации условия

Номер  в таком случае обозначим  и положим , . Здесь и далее норма обо-

значает максимальный элемент матрицы. В наших расчетах задано . При переходе на
следующий шаг по времени меняются значения функций , , стоящих в правой части (25) и
описывающих зависимость градиента давления в канале от времени.

Отметим, что предложенная аппроксимация уравнений модели в сравнении с классической
схемой метода коллокаций приводит к существенному сокращению вычислительных затрат.
Действительно, для вычисления  в соответствии с (24) необходимо совершить порядка 
операций (деления элементов матрицы в правой части на элементы матрицы в левой части).
Для расчета  по (25) наиболее затратными являются операции произведения матриц

, . Порядок числа операций, необходимых для этого, есть
. Здесь предполагается, что спектральные разложения (23) сделаны заранее, и

матрицы этих разложений для различных ,  занесены в базу данных. Классическая же схема
метода коллокаций в данной задаче ведет к системам с большими разреженными матрицами раз-
мера , решение которых требует порядка  операций.

Отметим также, что указанные операции поэлементного деления матриц и произведения
матриц относительно небольшого размера во многих современных вычислительных средах вы-
полняются с повышенной скоростью за счет векторизации, что обеспечивает высокую вычисли-
тельную эффективность предложенного алгоритма.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Разработанный метод использован для решения нестационарной задачи (5)–(9). При этом

градиент давления был задан постоянным . Наряду с нестационарной методом установ-
ления решалась также стационарная задача (10), (12) при . При этом использован алго-
ритм, предложенный в [7]. Отметим, что сходимость метода установления достигается только
при использовании определенных ветвей решения  уравнения (11). Какие именно ветви
обеспечивают сходимость, и какая ветвь соответствует предельному решению нестационарной
задачи (5)–(9), зависит от значений параметров модели.

В табл. 1 приведены описание и диапазоны значений основных параметров модели и алгорит-
ма, использованные в расчетах. Обозначим время выхода течения на стационарный режим вели-
чиной , т.е. , где  – номер итерации, на которой впервые реализуются условия стаби-
лизации течения:

 – малое число. В проведенных экспериментах установлено, что  практически не зависит от
параметров ,  и . Относительное отклонение нестационарной скорости течения в момент
времени  от решения стационарной задачи (10), (12) обозначим через . В экспериментах
эта величина рассчитывалась как относительная разность двух массивов, содержащих значения
соответствующих скоростей в узлах  (см. п. 4.2).

В численных экспериментах установлено, что в случае  и  (именно такие значения
использованы в [2], [10]) сходимость метода установления в стационарной задаче имеет место
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только при , причем предельное решение нестационарной задачи соответствует ветви
. В табл. 2 для этого случая приведены значения  и  при вариации параметров ,

,  в некоторой окрестности предельных значений этих параметров. Под предельными здесь
понимаются значения, при переходе через которые стационарный режим течения перестает су-
ществовать. Эти значения найдены приближенно в расчетах и приведены в последних строках
табл. 2, 3 с индексом lim. В табл. 3 указаны значения  и  при вариации  и .

Видно, что при значениях параметров  и , близких к предельным, зависимость  от этих
значений носит нелинейный характер. Время выхода на стационарный режим наиболее чувстви-
тельно к значению . При , близких к , и малых  имеют место колебания значений ско-
рости, и для установления течения требуется достаточно много времени (см. также фиг. 5). При
уменьшении ширины канала  течение устанавливается намного быстрее и для бóльших значе-
ний  и , однако относительное отклонение  при этом возрастает (см. также фиг. 2б).
При вариации r в окрестности малых значений ( ) время  практически не зависит от .

Отметим, что зависимость  от  близка к линейной, и отклонение  при приближе-

нии  к  мало меняется. Интересная картина наблюдается при вариации  (табл. 3): отклоне-

,σ = σ1 3

σ = σ3 *t ,( )uD y z W
0A r

*t ,( )uD y z kc β

W 0A *t

W W limW t

r
W 0A ,( )uD y z

< .0 05r *t r

*t β ,( )uD y z

β βlim
kc

Таблица 1. Параметры модели и численного метода

Параметр Описание Значение

Феноменологический параметр 0.01–0.9
Феноменологический параметр, 0.5–20
Безразмерный градиент давления 1–330
Число Вайсенберга 0.01–3
Безразмерная ширина канала 0.02–2

, Число узлов сетки вдоль осей  и 21–31
Шаг сетки по времени 0.0015–0.1
Погрешность стабилизации течения 10–8

β
kc = βkk c

0A
W
2r
K M y z
τ
εS

Таблица 2. Значения  и  при ,  и вариации параметров , , 

Вариация 
при , 

Вариация градиента 
при , 

Вариация 
при , 

1.5 41.75 200 9.1 0.025 1.446
2.5 61.95 300 14.88 0.05 1.434
3 108.65 330 19.09 0.1 1.584

*t ,( )uD y z β = .0 1 = 1kc W 0A r

W
=0 1A = 1r

0A
= .0 01W = 1r

r
=0 200A = .0 05W

W *t ,( )uD y z 0A *t ,( )uD y z r *t ,( )uD y z
−. × 96 23 10 −. × 81 32 10 −. × 64 49 10
−. × 82 62 10 −. × 84 62 10 −. × 51 1 10
−. × 84 64 10 −. × 85 31 10 −. × 61 32 10

≈ .lim 3 4W ≈lim
0 335A ≈ .lim 0 115r

Таблица 3. Значения  и  при , , , 200 и вариации параметров , 

Вариация  при , Вариация  при , 

0.15 10.4 1 5.1
0.2 13.32 1.52 5.1
0.26 18.12 2 5.15

неограничено

*t ,( )uD y z = .0 01W = 1r =0 20A β kc

β =0 200A = 1kc kc =0 20A β = .0 37

β *t ,( )uD y z kc *t ,( )uD y z
−. × 82 58 10 −. × 103 32 10
−. × 84 39 10 −. × 59 91 10
−. × 86 69 10 −. × 103 35 10

β ≈ .lim 0 267
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ния  при изменении  в широких диапазонах остаются малыми за исключением окрест-
ности некоторой точки (в данном случае точки ), где они резко возрастают (фиг. 2в). Та-
кая особенность связана с переключением установившегося решения нестационарной задачи с
решения, соответствующего ветви , на решение, соответствующее ветви , стационарной за-
дачи. Этот важный эффект, который далее будем именовать “переключение ”, обсудим
чуть ниже.

На фиг. 2 для некоторых режимов течения показаны значения относительных отклонений
 предельных решений нестационарной задачи от решений стационарной задачи. В боль-

шинстве случаев отклонения имеют высокочастотные колебания, амплитуда которых возрастает
в окрестности границ, достигая значений порядка –  (фиг. 2а). Проведенные экспери-
менты позволяют заключить, что такой характер поведения  связан с вычислительной по-
грешностью и значениями ,  и . Однако в некоторых случаях наблюдаются конкретные
тенденции в поведении : например, рост этих значений при уменьшении ширины канала
в окрестности стенок, имеющих бóльшую длину (фиг. 2б); или рост отклонений в центре канала
при переключении  (фиг. 2в).

На фиг. 3, 4 показаны зависимости скорости течения в центре канала от времени
 (штрихи), полученные при решении нестационарной задачи (5)–(9) с вариацией

значений  и . На этих же графиках серыми линиями отмечены значения решений стационар-
ных уравнений (10), (12) в точке , , полученные при использовании тех ветвей функции

, которые обеспечивают сходимость метода установления. Значения параметров рассмот-
ренных режимов соответствуют указанным в табл. 2, 3.
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Фиг. 2. Относительные отклонения  при (a) , , , ,  (стандартная ситуа-
ция); (б) , , , ,  (узкий канал); (в) , , , ,

 (переключение  установившегося решения нестационарной задачи).

�1
1

0

10
z z z

1

(а) (б) (в)
Du (y, z)�10�8 �10�8 �10�5

0 y y y�1 �1

�5
0.05

0

10

5

0
�0.05 �1

0
1

5

1

10

0

15

0
�1 �1

Du (y, z) Du (y, z)

,( )uD y z =0 1A β = .0 1 = 1kc = 1r = .1 5W
=0 200A β = .0 1 = 1kc = .0 05W = .0 05r =0 20A = .0 01W = 1r β = .0 37

= .1 52kc →3 1

Фиг. 3. Значения скорости , полученные при решении нестационарной задачи (штрихи), и соответствую-
щие значения решений стационарной задачи в точке ,  (серые линии) при , , , 
и различных : (а) , (б) , (в) .

0 0

0.2

0.4
0.4

0.3

0.2

0.1

0.6

0

0.2

0.4

0.6
uc (t) uc (t) uc (t)

40 60 10040 5020
t t t

30

ветвь �3

W = 1.5 W = 2.5
(a) (б)

W = 3
(в)

ветвь �1

ветвь �3

ветвь �1

ветвь �3

ветвь �1

2010

( )cu t
= 0y = 0z =0 1A β = .0 1 = 1kc = 1r

W = .1 5W = .2 5W = 3W



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

НАХОЖДЕНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ ПУАЗЕЙЛЕВСКОГО ТИПА 317

Отметим, что колебания значений на фиг. 3 характеризуют сложный процесс установления
течения при достаточно больших . Более подробно этот процесс прослеживается на фиг. 5, где
приведены распределения скорости  в различные моменты времени . Видно, что на на-
чальных этапах (при малых ) имеют место сильные колебания решения, а также течения в на-
правлении, противоположном градиенту давления (области отрицательных значений скорости
видны на фиг. 5a). При  сильные колебания затухают и течение плавно выходит на стацио-
нарный режим.

На фиг. 4 показано, что количество решений стационарной задачи (10), (12), которые удается
получить с помощью метода установления, меняется в зависимости от параметров задачи. Суще-
ственное влияние при этом оказывают параметры  и . Причем при определенном соотноше-
нии этих параметров происходит переключение .

Более конкретно, при значениях параметров , , ,  и  ме-
тодом установления удается получить два стационарных решения, соответствующих ветвям ,

, при этом устойчивое решение соответствует ветви  (фиг. 4а). При  метод установ-
ления перестает сходиться для , и происходит переключение . В диапазоне

 удается получить единственное решение стационарной задачи для 
(фиг. 4б). В диапазоне  – два решения для . При  – три реше-
ния для всех  (фиг. 4в). При этом для  устойчивым остается решение, соответ-
ствующее ветви . Подчеркнем, что неравенства, указанные в этом примере, были получены в
расчетах и являются приближенными. Заметим, что описанный характер исчезновения и воз-
никновения численных решений стационарной задачи при увеличении , а также переключе-
ния  сохраняется при вариации других параметров задачи.
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Обозначим  значение , при котором происходит переключение . На фиг. 6 показан
график зависимости  от  при различных значениях параметра . Из фиг. 6 следует, что при
малых значениях  кривые  практически совпадают (серая и штриховая линии), однако
при увеличении  кривая меняется. Аналогичная картина наблюдается при увеличении .

Обозначим символом  минимальное значение параметра , при котором стационарная
задача имеет три решения, соответствующие ветвям , и рассмотрим зависимость .

Из примера, приведенного выше, можно заключить, что . При проведении вы-
числений установлено, что линия  практически не меняется при вариации других пара-
метров задачи и с высокой точностью аппроксимируется гиперболой . Гра-
фик этой гиперболы визуально неотличим от штриховой линии на фиг. 6. При уменьшении па-
раметров  и  кривые перехода  стремятся к этой гиперболе снизу. При приближении
значений  и  к предельным, кривая  существенно отдаляется от  и меняет фор-
му. При малых значениях  и  и вариации  в широких диапазонах кривые  остаются в
окрестности .

В заключение отметим, что реализуемость стационарного течения существенно зависит от
начальных данных. При проведении экспериментов здесь использованы нулевые начальные
данные (9). Однако, если задать начальную функцию для скорости с достаточно большими зна-
чениями в центре канала, либо функцию, несогласованную с граничными условиями, стацио-
нарное течение типа Пуазейля не реализуется.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Объектом исследования является линейное интегральное уравнение III рода с фиксирован-

ными особенностями в ядре (УТРФО):

(1.1)

где

и  – известные непрерывные функции, обладающие определенными свойствами “гладкости”
точечного характера,  – искомая функция, а интеграл понимается в смысле конечной части
по Адамару [1, с. 144–150]. Уравнения вида (1.1) находят все более широкие применения как в
теории, так и в приложениях. К такого рода уравнениям приводит ряд важных задач теорий упру-
гости, переноса нейтронов, рассеяния частиц (см., например, [2], [3] и библиографию к [2] и [4]),
а также теорий сингулярных интегральных уравнений с вырождающимся символом [5] и уравне-
ний с частными производными смешанного типа [6]. При этом естественными классами реше-
ний УТР, как правило, являются специальные пространства обобщенных функций (ПОФ)
типа  или . Под  (соответственно, ) понимается ПОФ, построенное на основе функцио-
нала “дельта-функция Дирака” (соответственно “конечная часть интеграла по Адамару”). Ис-
следуемые УТРФО точно решаются лишь в очень редких частных случаях, поэтому разработка
теоретически обоснованных эффективных методов их приближенного решения в ПОФ является
актуальным и активно развивающимся направлением математического анализа и вычислитель-
ной математики. Ряд результатов в этой области получен в работах [7]–[12], в которых предло-
жены и обоснованы специальные прямые полиномиальные методы решения УТРФО вида (1.1)
в ПОФ типа  и .

В настоящей работе для приближенного решения УТРФО (1.1) в ПОФ типа  предложен но-
вый вариант обобщенного метода коллокации, основанный на применении кубических сплай-
нов минимального дефекта. Проведено его теоретическое обоснование в смысле [13, гл. 1] и
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установлено, что разработанный метод оптимален по порядку точности на некотором классе 
гладких функций среди всех прямых проекционных методов решения исследуемых уравнений
в ПОФ.

2. О ПРОСТРАНСТВАХ ОСНОВНЫХ И ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть  – пространство непрерывных на  функций с обычной max-нормой и .
Следуя [14], скажем, что функция  принадлежит классу , если в точке 

существует тейлоровская производная  порядка  (естественно считаем, что ).
Множество  назовем классом точечно-гладких функций с характеристическим операто-
ром , определенным по правилу

По норме

пространство  полно и нормально вложено в  (см., например, [15, гл. 1, § 2]).

Далее, пусть  и . Также следуя [14], будем обозначать , если су-

ществуют левые тейлоровские производные  в точке , причем при 
(  – целая часть числа) конечен предел

Векторное пространство  снабдим нормой

(2.1)

где

(2.2)

Заметим, что элементы пространства  – функции вида

(2.3)

причем    Отсюда ясно, что пространство  с нормой (2.1)
полно и вложено в .

Теперь образуем основное для наших исследований пространство

В качестве нормы в нем выберем величину
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Лемма 2.1 (см. [7]). 1). Oтносительно структуры основных функций справедливо соотношение

(2.5)

где      причем    

  
2) по норме (2.4) пространство  полно и вложено в 

Пусть  и при каждом фиксированном  функция  принадлежит пространству
. Будем говорить, что , если , где  обозначает оператор (2.2), применен-

ный по переменной . Аналогично определяем класс . Тогда

.

Теперь над пространством  основных функций построим семейство  обоб-
щенных функций  вида

(2.6)

где    – произвольные постоянные, а  и  – соответственно дельта-функ-
ция Дирака и ее тейлоровские производные, действующие на пространстве  основных функ-
ций по следующему правилу:

Ясно, что векторное пространство  по норме

(2.7)

является банаховым.

3. О СПЛАЙНОВОМ ПРИБЛИЖЕНИИ ТОЧЕЧНО-ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим вопрос о приближении элементов основного пространства  с ис-
пользованием кубических сплайнов.

Зададим на  равномерную сетку

(3.1)

где   и на ней рассмотрим кубический сплайн

удовлетворяющий краевым условиям

(3.2)

Здесь базисные функции  суть - сплайны с носителем  (см., например, [16, гл. 3, § 8]).
Для определения всех функций  сетку (3.1) дополним равномерно расположенными узлами:

. Обозначим через  пространство всех кубиче-
ских сплайнов  на сетке , обладающих свойством (3.2), с нормой . Далее, пусть

 означает оператор, который всякой функции  ставит в соответствие ее интер-
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поляционный кубический сплайн  с условием (3.2) такой, что  .
В книге [16, гл. 3, § 1, теорема 3.1] доказаны существование и единственность интерполяционно-
го кубического сплайна при различных краевых условиях и указан алгоритм построения таких
сплайнов. Там же (см. гл. 3, § 5) особо отмечается, что при приближении кубическими сплайна-
ми выбор краевых условий (3.2) является наиболее удачным.

Из теорем 9, 10, 13 в [17, гл. 2, § 4] и соответствующего результата работы [18] (см. там лемму 2) как
следствие вытекает

Лемма 3.1. Пусть  и . Тогда

(3.3)

Пусть  – класс всех алгебраических полиномов степени, не выше . Обозначим

через  -мерное подпространство пространства  и вве-
дем в рассмотрение оператор , относящий к любой функции  обоб-
щенный сплайн , определяемый условиями

Рассуждая так же, как и в [15, гл. 1, § 5, п. 5.3], несложно получить представление

(3.4)

Лемма 3.2.  – проектор в пространстве .

В силу (3.4) и  данная лемма доказывается аналогично лемме 1.5.1 в [15, гл. 1, § 5]. При
этом роль операторов  и в лемме 1.5.1 играют соответственно  и .

Далее будем использовать следующее обозначение:

где  причем .

Следующее утверждение характеризует скорость сходимости обобщенных интерполяцион-
ных сплайнов к интерполируемой функции.

Теорема 1. Если  то

(3.5)

Доказательство. В силу (2.5), (3.4), (2.4), (2.1) и леммы 3.1 последовательно находим

Замечание 1. Очевидно, что из оценки (3.5) и хорошо известной теоремы Банаха–Штейнгауза следует
равномерная ограниченность норм операторов  .
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4. ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД КОЛЛОКАЦИИ С КУБИЧЕСКИМИ СПЛАЙНАМИ (ОМККС)
Пусть задано УТРФО (1.1). Для сокращения громоздких выкладок и упрощения формулиро-

вок, не ограничивая общности методов и результатов, всюду в дальнейшем будем считать 
 , т.е. рассмотрим уравнение вида

(4.1)

в котором    – известная непрерывная функция, удовлетворяющая следу-
ющим условиям:

(4.2)

а  – искомая обобщенная функция. Фредгольмовость и достаточные условия непрерывной
обратимости оператора  установлены в работе [7], там же указан метод отыскания точ-
ного решения УТРФО (4.1) в классе

Приближенное решение уравнения (4.1) построим в виде

(4.3)

где  – кубический сплайн, рассмотренный выше в разд. 3. Набор  не-
известных параметров найдем, согласно нашему ОМККС, из квадратной системы линейных ал-
гебраических уравнений (СЛАУ) -го порядка:

(4.4)

где  – невязка приближенного решения, а  – использованная ранее
система узлов коллокации, порождающая сетку (3.1).

При обосновании предложенного метода полезную роль играют функции

Для вычислительного алгоритма (4.1)–(4.4) справедлива
Теорема 2. Пусть однородное УТРФО  имеет в  лишь нулевое решение (например, в усло-

виях теоремы 3 в [7]), а исходные данные таковы, что  (по ),  
  Тогда при всех   СЛАУ (4.4) обладает единственным решением  и

последовательность приближенных решений  сходится к точному решению 
по норме пространства  со скоростью

(4.5)

Доказательство. УТРФО (4.1) представляется в виде линейного операторного уравнения

(4.6)

в котором оператор  непрерывно обратим.
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Систему (4.3), (4.4) требуется записать также в операторной форме. С этой целью построим
соответствующие конечномерные подпространства в виде

Тогда, следуя рассуждениям при доказательстве теоремы 4.3.1 (см. [15, гл. 4, § 3]), несложно по-
казать, что вычислительная схема (4.3), (4.4) ОМККС равносильна линейному операторному
уравнению

(4.7)

где  – “сплайновый” оператор, введенный и подробно изученный в разделе 3. Следо-
вательно, для доказательства утверждений теоремы 2 достаточно установить существование,
единственность и сходимость решений уравнений (4.7).

Уточним структуру аппроксимирующего уравнения (4.7). Поскольку в силу леммы 3.2
 имеем  при любом элементе Таким образом, система (4.3), (4.4)

эквивалентна линейному уравнению вида

(4.8)

Обсудим теперь вопрос близости операторов  и  на подпространстве . Используя урав-
нения (4.6) и (4.8), представления (2.5) и (3.4), а также нормы (2.4) и (2.1), для произвольного эле-
мента  находим, что

(4.9)

На основании (4.1), (4.2) и (2.6) имеем

где

Тогда, с учетом (4.3) и (4.2), получаем, что

(4.10)

где     
В силу (4.10), (3.3) и определения (2.7) последовательно выводим следующую аппроксиматив-

ную оценку (здесь и далее  – определенные константы, не зависящие от натурального ):
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Из равенства (4.9) и оценки (4.11) следует, что

(4.12)

Тогда, благодаря неравенствам (4.12) и (3.5), из теоремы 7 (см. [13, гл. 1, § 4]) следует утверждение
теоремы 2 с оценкой (4.5). Требуемое доказано.

В дальнейшем при оптимизации прямых проекционных методов решения УТРФО (4.1) суще-
ственную роль будет играть

Теорема 3. Пусть УТРФО (4.1) имеет решение вида

(4.13)

при данном  и соответствующий аппроксимирующий оператор  в ОМККС непрерывно обра-
тим. Тогда погрешность приближенного решения  для правой части  представима
в виде

(4.14)

Доказательство. В силу теоремы 6 (см. [13, гл. 1, § 3]) и структуры приближенного уравне-
ния (4.8) имеем

(4.15)

где  – пока произвольный элемент. Выберем его следующим образом:

(4.16)

Тогда требуемая оценка (4.14) следует из (4.15), (4.13), (2.3), (4.16), (2.7), (2.1), леммы 3.1 с учетом
замечания 1:

5. К ОПТИМИЗАЦИИ ПРЯМЫХ ПРОЕКЦИОННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ УТРФО
Предварительно приведем необходимые определения и постановку задачи. Пусть  и  – ба-

наховы пространства, а  и  – их соответствующие произвольные подпространства одинако-
вой размерности  , причем  при . Обозначим через 
некоторое множество линейных операторов , отображающих  на . Далее рассмотрим два
класса однозначно разрешимых линейных операторных уравнений

(5.1)
и

(5.2)

соответственно. Пусть  и  – решения уравнений (5.1) и (5.2) соответственно, а
 – класс коэффициентов (т.е. исходных данных) уравнения (5.1), порождающий класс

 искомых элементов.
Следуя работе [13, гл. 2, § 1], величину

(5.3)

где

назовем оптимальной оценкой погрешности всевозможных прямых проекционных методов
 решения уравнения (5.1) на классе .
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Определение 1 (см. [13, гл. 2, § 1]). Пусть существуют подпространства   размер-
ности  и операторы   при которых выполняется условие

(5.4)

где символ  означает, как обычно, слабую эквивалентность. Тогда метод (5.1), (5.2) при
 и  называется оптимальным по порядку точности на классе  среди всех

прямых проекционных методов  решения уравнений (5.1).
Рассмотрим теперь оптимизацию по порядку точности на классе однозначно разрешимых

(равномерно относительно ) УТРФО (4.1) в случае, когда исходные данные принадлежат
семейству  т.е. при  (по ),     Тогда на осно-
вании теоремы 3 из [7] имеем

где 
Далее пусть

а  – семейство всех линейных операторов 

Теорема 4. Пусть   Тогда

(5.5)

и этот оптимальный по точности порядок реализует ОМККС.
Доказательство. Заметим, что из определения -го колмогоровского поперечника 

множества  в нормированном пространстве  (см., например, [19, гл. 1, § 1]) и тео-
ремы 1.3.6 (см.[4, гл. 1, § 1.3]) следует равенство

откуда, с учетом  (см., например, [19, гл. 3, § 3]), вытекает слабая эквива-
лентность

(5.6)

Далее, известно (см. [13, гл. 4, § 2]), что  Следовательно, из (5.6) следует, что

(5.7)

С другой стороны, согласно (5.3) и теоремам 2 и 3 находим оценку

Отсюда и из соотношений (5.7), (5.4) получаем утверждение теоремы 4 с оценкой (5.5). Требуе-
мое доказано.

6. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Замечание 2. В силу определения нормы в  нетрудно заметить, что из сходимости после-

довательности  приближенных решений к точному решению  в метрике  следует обычная
сходимость в пространстве обобщенных функций, т.е. слабая сходимость.
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Замечание 3. При приближении решений операторных уравнений  возникает естественный во-
прос о скорости сходимости невязки  исследуемого метода. Один из результатов в
этом направлении легко получить из теоремы 2, а именно, из нее вытекает простое следствие: если исход-

ные данные уравнения (4.1) принадлежат классу  то в условиях теоремы 2 справедлива оценка

Замечание 4. Поскольку , то при  УТРФО (4.1) превращается в инте-
гральное уравнение II рода в  с фиксированной особенностью в ядре, а предложенный метод (4.3),
(4.4) – в соответствующий вариант метода коллокации с кубическими сплайнами, причем 

   Следовательно, теорема 2 содержит в себе соответствующие результаты по
обоснованию данного варианта метода коллокации для приближенного решения уравнений II рода с осо-

бенностью в ядре; при этом погрешность характеризуется неравенством  

Замечание 5. Если , то  и из УТРФО (4.1) получается интегральное
уравнение II рода в пространстве  При этом метод (4.3), (4.4) становится соответствующим методом ку-
бической сплайн-коллокации для уравнения II рода, причем   Поэтому теорема 2 охваты-
вает обоснование указанного метода при приближенном решении уравнений II рода в  Соответствую-

щая оценка погрешности имеет вид  

Замечание 6. Так как в условиях теоремы 2 соответствующие аппроксимирующие операторы  обла-
дают свойством вида

то (см. [13, гл. 1, § 5]) очевидно, что предложенный в настоящей работе прямой метод для УТРФО (4.1)
устойчив относительно малых возмущений исходных данных. Это позволяет найти численное решение
исследуемых уравнений на ЭВМ с любой наперед заданной степенью точности. Более того, если УТРФО
(4.1) хорошо обусловлено, то хорошо обусловленной является также СЛАУ (4.4).
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Работа посвящена исследованию качественного поведения решений модифицированной
модели Кельвина–Фойгта. Для этой модели рассматривается аппроксимация и доказывается
существование минимального траекторного и глобального аттракторов как для самой моде-
ли, так и для ее аппроксимации. Затем показывается, что траекторные и глобальные аттрак-
торы аппроксимации сходятся к траекторным и глобальным аттракторам исходной модели в
смысле полуотклонения в соответствующих пространствах при стремлении параметра ап-
проксимации к нулю. Библ. 24.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Теория аттракторов динамических систем создана уже давно и довольно хорошо развита. Она

получила применение в ряде задач гидродинамики, для которых имеет место теорема единствен-
ности решения. В качестве наиболее известных примеров можно привести результаты О.А. Ла-
дыженской для системы Навье–Стокса в двумерном случае [1], [2] и Г.А. Серегина для модели
Бингама в двумерном случае [3]. При этом требование единственности решения является очень
ограничительным и не выполняется для подавляющего большинства моделей гидродинамики. В
связи с этим М.И. Вишиком и В.В. Чепыжовым [4], а также независимо от них Дж. Селлом [5],
была создана теория инвариантных траекторных аттракторов и с ее помощью удалось исследо-
вать аттракторы системы Навье–Стокса в трехмерном случае и ряда других систем. В дальней-
шем эта теория была усовершенствована В.Г. Звягиным и Д.А. Воротниковым в работе [6] (по-
дробное изложение см. в монографии [7]). А именно, на основе аппроксимационно-топологи-
ческого метода исследования задач гидродинамики удалось отказаться от требования
трансляционной инвариантности пространства траекторий. На основе этой теории аттракторов
был исследован целый ряд моделей неньютоновской гидродинамики (см., например, обзорную
статью [8] и имеющуюся там библиографию).

Отметим, что с прикладной точки зрения также важно уметь приближенно находить аттрак-
торы изучаемых систем. Однако это вызывает сложности в связи с “плохими” математическими
свойствами рассматриваемых моделей. Поэтому представляет интерес вопрос об аппроксима-
ции аттракторов рассматриваемых моделей аттракторами моделей с “хорошими” свойствами.
А именно, рассматривается некоторая аппроксимационная задача, для которой имеют место
теорема единственности решений и свойство непрерывной зависимости решений от данных за-
дачи. Следовательно, для этой аппроксимационной задачи можно будет воспользоваться раз-
личными численными методами. После чего показывается, что аттракторы этой аппроксимаци-
онной задачи сходятся к аттракторам исходной модели в смысле полуотклонения. Это должно
позволить получить численно представление об аттракторах изучаемой модели.

1)Работа М.В. Турбина выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 20-01-00051), работа А.С. Устюжани-
новой выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ (проект FZGU-2020-0035).
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В работе рассматриваются вопросы сходимости к аттракторам модифицированной модели
Кельвина–Фойгта аттракторов ее аппроксимационной задачи.

2. ОПИСАНИЕ РАССМАТРИВАЕМОЙ МОДЕЛИ

В ограниченной области   с границей  класса  рассматривается следую-
щая система уравнений:

(2.1)

(2.2)
Здесь  – вектор скорости частицы жидкости, находящейся в точке  в момент времени 

 – давление жидкости в точке  в момент времени   – вектор плотности внешних
сил;   – вязкость жидкости и время релаксации соответственно. Неизвестными функ-
циями являются  и 

Рассматриваемая модель впервые была введена В.А. Павловским [9]. Она была подтверждена
рядом экспериментальных исследований растворов полиэтиленоксида, полиакриламида и гуа-
ровой смолы [10], [11].

Для системы (2.1), (2.2) рассмотрим начально-краевую задачу с начальным и граничным усло-
виями

(2.3)

(2.4)

В задаче (2.1)–(2.4) известные параметры , , а также плотность внешних сил  мы считаем раз
и навсегда зафиксированными.

Для рассматриваемой модифицированной модели Кельвина–Фойгта в работе [12] было дока-
зано существование слабого решения на произвольном конечном промежутке времени  Су-
ществование траекторного и глобального аттракторов доказано в [13]. Также в работах [14], [15]
было доказано существование решения задачи оптимального управления с обратной связью для
этой модели.

Важно отметить, что для слабых решений начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) не доказана
теорема единственности. При этом для сильных решений рассматриваемой задачи теорема
единственности имеет место [11], но существование сильных решений начально-краевой за-
дачи (2.1)–(2.4) до сих пор не установлено.

3. НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ
Приведем необходимые нам определения. 
Определение 1. Пусть на линейном пространстве  определена не более чем счетная система

полунорм  такая, что из условия  для всех  следует, что  Тогда пара 
называется счетно-нормированным пространством.

Нам потребуется ряд фактов из теории аттракторов (подробнее см. [7], [8]).
Через   будем обозначать два банаховых пространства. Будем предполагать, что простран-

ство  рефлексивно и вложение  – непрерывно. Через  будем обозначать неотрица-
тельную полуось числовой прямой .

Пространство  состоит из непрерывных функций, определенных на  и принимаю-
щих значения в  Так как полуось  некомпактна, то в линейном пространстве  нель-
зя задать обычную норму пространства непрерывных функций. Рассмотрим в пространстве

 семейство полунорм:

(3.1)

и зададим топологию в  при помощи определения сходимости последовательностей от-
носительно введенных полунорм. А именно, последовательность  из  сходится к
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функции  при  если  при любом  Пространство  с семей-
ством полунорм (3.1) является счетно-нормированным пространством. Топология локальной
равномерной сходимости в пространстве  является метризуемой относительно метрики

Полученное метрическое пространство полно, т.е. является пространством Фреше.
В работе мы используем уже устоявшееся в работах по аттракторам неинвариантных про-

странств траекторий обозначение  для метрики в  Это связано с использо-
ванием абстрактных понятий и утверждений из работ [7], [8], [19], в которых используется дан-
ное обозначение (см. также замечания 1 и 2). Отметим, что функционал  не является
нормой, так как  при 

Обозначим через  ( ) оператор сужения функций, заданных на  на отрезок 
Имеет место следующий критерий относительной компактности множеств из  (напом-
ним, что множество  называется относительно компактным, если его замыкание компактно).

Лемма 1. Для того чтобы множество  было относительно компактно в 
необходимо и достаточно, чтобы при любом  множество  было относительно компактно
в 

Обозначим через  пространство всех существенно ограниченных функций, опреде-
ленных на  и принимающих значение в  (т.е. для любой  найдется число 
такое, что  при почти всех ), с нормой  (здесь

 – это нижняя грань всех ). Пространство  является банаховым отно-

сительно указанной нормы (см. [17]).

Определение 2. Пусть  – конечный или бесконечный интервал вещественной оси и  – его
замыкание. Далее, пусть  – банахово пространство. Функция  называется слабоне-
прерывной, если из  следует, что  слабо в  Множество слабонепрерыв-
ных функций  мы будем обозначать через 

Также нам потребуется одна известная (см., например, [18])
Теорема 1. Пусть  и  – два банаховых пространства таких, что  причем вложение

непрерывно. Если функция  принадлежит  и непрерывна как функция со значениями в 
то  слабонепрерывна как функция со значениями в  т.е. 

Следовательно, функции, принадлежащие классу  слабонепрерывны со
значениями в  (и потому их значения принадлежат пространству  при всех ); они огра-
ничены со значениями в  и для  верно равенство

Рассмотрим операторы сдвигов  ( ), каждый из которых функции  ставит в соответ-
ствие функцию  такую, что  Отметим, что имеет место тождество

 а также что  – тождественный оператор.
Рассмотрим непустое семейство функций

Множество  будем называть пространством траекторий, а его элементы – траекториями.
Будем предполагать, что  непусто.

Приведем основные определения.
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Определение 3. Полуотклонением множества  от множества  в метрическом пространстве
 называется число

Определение 4. Множество  называется притягивающим (для про-
странства траекторий ), если для всякого множества  ограниченного в  вы-
полняется условие

(3.2)

Замечание 1. Отметим, что в силу определения сходимости в  условие (3.2) эквивалентно
условию

для любого 
Замечание 2. Отметим, что в (3.2) величина  представляет собой расстояние

от точки  до множества  в пространстве  В свою очередь величина
 является полуотклонением множества  от множества  в 

Определение 5. Множество  называется поглощающим (для про-
странства траекторий ), если для всякого множества  ограниченного в  суще-
ствует  такое, что при всех  имеет место включение 

Отметим, что любое поглощающее множество является притягивающим.
Определение 6. Множество  называется траекторным аттрактором

(пространства траекторий ), если оно удовлетворяет следующим условиям:
(i) множество  компактно в  и ограничено в ;
(ii) имеет место равенство  для всех ;
(iii) множество  является притягивающим в смысле определения 4.

Определение 7. Минимальным траекторным аттрактором пространства траекторий  назы-
вается наименьший по включению траекторный аттрактор.

Определение 8. Множество  называется глобальным аттрактором (в ) пространства
траекторий  если оно удовлетворяет следующим условиям:

(i) множество  компактно в  и ограничено в ;

(ii) для всякого ограниченного в  множества  выполняется условие притяги-
вания

(iii) множество  является наименьшим по включению множеством, удовлетворяющим
условиям (i) и (ii).

Замечание 3. Если существует минимальный траекторный аттрактор или глобальный аттрактор, то он
единственный.

Теорема 2. Пусть существует минимальный траекторный аттрактор  пространства траек-
торий  Тогда существует глобальный аттрактор  пространства  и справедливо соотноше-
ние  

Сходимость аттракторов для конкретных пространств траекторий мы будем доказывать на ос-
нове следующих абстрактных утверждений (см. [19]).

Квадратными скобками в дальнейшем будем обозначать замыкание в топологии локальной
сходимости пространства 
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Определение 9. Для множества  ограниченного в  назовем

-предельным множеством следующее множество 

Лемма 2. Пусть существует поглощающее множество , относительно компактное в
, ограниченное в  и трансляционно инвариантное ( ). Тогда  –

минимальный траекторный аттрактор пространства траекторий 

Лемма 3. Пусть каждому  из некоторого метрического пространства  поставлено в соответ-
ствие пространство траекторий

пусть  имеет минимальный траекторный аттрактор вида  где  – трансляционно-
инвариантное множество и  где  – некоторое множество, относительно компакт-
ное в  и ограниченное в  также пусть выполнено условие

(3.3)

Тогда имеют место следующие предельные соотношения:

(3.4)

(3.5)

Доказательство приведенных выше утверждений проводится в несколько этапов в работе [19].
Для ясности отметим, что существование глобального аттрактора при доказательстве последней
леммы следует из теоремы 2.

4. СЛАБАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И АППРОКСИМАЦИЯ

Обозначим через  пространство функций на  со значениями в  класса  с ком-
пактным носителем, содержащимся в  Пусть  Опре-
делим  и  как пополнение  по нормам  и  соответственно и положим

Пусть  – проектор Лере. Напомним, что в силу разложения Вейля
 Рассмотрим в пространстве  оператор  который продолжается

в пространстве  до замкнутого оператора и является самосопряженным положительным опе-
ратором с вполне непрерывным обратным (см., например, в [20], [21]). Область определения 
совпадает с  В силу теоремы Гильберта о спектральном разложении вполне непрерывных опе-
раторов, собственные функции  оператора  образуют ортонормированный базис в 

Пусть  – собственные значения оператора  Обозначим через
 множество конечных линейных комбинаций, составленных из  и определим пространство

 как пополнение  по норме

В [22], [23] показано, что указанные нормы в пространствах , ,  эквивалентны следую-
щим нормам:   

+ ∞ +⊂ ; ∩ ; ,R R0( ) ( )P C E L E ∞ +; ,R( )L E

ω
≥ ≥
 ω = .
 ∩ ∪0

( ) ( )
t s t

P T s P

+⊂ *P
+;R 0( )C E ∞ +;R( )L E ⊂ ≥( ) ( 0)T h P P h ω( )P

+.*

λ Λ

+
λ + ∞ +⊂ ; ∩ ; ,R R* 0( ) ( )C E L E

+
λ* λ λ= ω ,8 ( )P λP

+
λ λ⊂ ∩ ,*P P P

+;R 0( )C E ∞ +; ;R( )L E

λ + λλ → λ , ∈ , → ; , ∈ .
00 0 0 0( ) [ ]

mm m mесли P в C E то Pv v v vR

+ +λλ
; λ λ ;∈∈

, = − → λ → λ ,
v

vR R88

8 8
0 0 0

0
( ) 0( )( ) sup inf 0 ( )

m
m

C E mC Eu
h u

λλ
λ λ ∈∈

, = − → λ → λ .
v

v
!!

! !
0 0 0

0
0( ) sup inf 0 ( )

m
m

E mEu
h u

∞ Ω0 ( )nC Ω R
n ∞C

Ω. ∞= = … ∈ Ω = .v v v v9 1 0{ ( ) ( , , ) ( ) : div 0}n
nx C

0V 1V 9 Ω2( )nL Ω1( )nH
= Ω ∩ .2 2 1( )nV H V

π : Ω → 0
2( )nL V

Ω = ⊕ ∇ Ω .0 1
2( ) ( )nL V H 9 = −πΔ,A

0V
A

.2V
{ }je A .0V

< λ ≤ λ ≤ λ ≤ ≤ λ ≤1 2 30 k… … .A
∞E ,je
α, α ∈ ,RV ∞E

α

∞
α

=

 
= λ . 
 
v v

1/2
2

1
| |k kV

k

1V 2V 3V
/= ,v v1 0

1 2
V V

A = ,v v2 0V VA /= .v v3 0

3 2
V V

A



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

СХОДИМОСТЬ АТТРАКТОРОВ АППРОКСИМАЦИИ 335

Для определения слабого решения на отрезке введем следующие пространства:

с соответствующими нормами

Для определения слабого решения на полуоси  введем пространство  состоящее из
функций  определенных почти всюду на  и принимающих значения в  таких, что ограни-
чение  на любой отрезок  принадлежит  Также введем пространство  состо-
ящее из функций  класса  таких, что ограничение  на любой отрезок  принадле-
жит 

Будем предполагать, что  
Определение 10. Слабым решением задачи (2.1)–(2.4) на отрезке  будем называть функ-

цию  такую, что тождество

(4.1)

выполнено почти всюду на  для любой функции  и функция  удовлетворяет началь-
ному условию:

(4.2)
Здесь символ : обозначает покомпонентное произведение матриц.

Определение 11. Слабым решением задачи (2.1)–(2.4) на полуоси  будем называть функцию
 такую, что при каждом  ограничение  на отрезок  является слабым реше-

нием задачи (2.1)–(2.4) на отрезке 
Введем следующие операторы:

Тогда задача о поиске слабых решений начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) эквивалентна задаче
о поиске решения  операторного уравнения

(4.3)

удовлетворяющего начальному условию (4.2).
Рассмотрим следующее аппроксимационное операторное уравнение:

(4.4)
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где  а оператор  определяется следующим образом:

Операторное уравнение (4.4) будем рассматривать с начальным условием

(4.5)

Определение 12. Решением уравнения (4.4) на отрезке  будем называть функцию
 такую, что уравнение (4.4) выполнено в  Решением (4.4) на полуоси 

будем называть функцию  такую, что при каждом  ограничение  на отрезок
 является решением уравнения (4.4) на этом отрезке.

5. СХОДИМОСТЬ АТТРАКТОРОВ АППРОКСИМАЦИЙ
В настоящем разделе вводятся пространства траекторий для исходной и аппроксимационной

задач и показывается, что их траекторные и глобальные аттракторы сходятся к соответствующим
аттракторам исходной задачи. При определении пространств траекторий используются про-
странства  и 

Введем постоянную

Здесь  и  – параметры задачи (2.1)–(2.4), а  и  – постоянные из соответствующих непре-
рывным вложениям  и  неравенств:

Ниже приведем теоремы, необходимые нам в дальнейшем.

Теорема 3. При любом  задача (4.4), (4.5) имеет единственное решение на полуоси  при-
чем при почти всех  справедливо неравенство

(5.1)

где константа

  

не зависит от  и 
Доказательство существования решения задачи (4.4), (4.5) и оценки (5.1) может быть найдено

в [13]. Доказательство единственности решения проводится стандартным образом. Предполага-
ется наличие двух решений  задачи (4.4), (4.5). Затем из равенства (4.4) для  вычитается
равенство (4.4) для  и полученное равенство применяется к функции  где 
Далее оцениваются сверху слагаемые с операторами  и  (здесь существенно используется
принадлежность функций  и  пространству ), а остальные слагаемые преобразуются анало-
гично доказательству неравенства (5.1). К полученному в итоге неравенству применяется лемма
Гронуолла–Беллмана, из которой следует, что  и, следовательно, получаем 

Доказательство следующих двух утверждений может быть найдено в [13].

Теорема 4. При любом  задача (4.3), (4.2) имеет решение на полуоси  удовлетворяющее
при почти всех  неравенству

Здесь  – постоянная, не зависящая от 
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Лемма 4. Пусть  – ограниченная последовательность в пространстве  а после-
довательность производных  ограничена в  Тогда имеют место следующие утвер-
ждения.

1. Существует подпоследовательность  сходящаяся к предельной функции  в пространстве

 причем имеют место сходимости

2. Пусть  – числовая последовательность, и последовательность  ограничена в
норме пространства  то найдется подпоследовательность  такая, что

 слабо в 

Определение 13. В качестве пространства траекторий  уравнения (4.3) будем рассматривать
множество решений этого уравнения, определенных на  существенно ограниченных со зна-
чениями в  и удовлетворяющих оценке

(5.2)

при почти всех  или оценке

(5.3)

Рассмотрим множество

Исходя из определения множества  имеем, что оно трансляционно-инвариантно, ограничено
в  и относительно компактно в  (относительная компактность получается, на-
пример, по теореме Обена–Дубинского–Симона [24]). Покажем, что  на самом деле компакт-
но в  Если последовательность  сходится к  в  то в силу ограниченно-
сти этой последовательности в  она сходится к своей предельной функции -слабо в

 Аналогичным образом, последовательность производных  сходится к  в смысле
распределений, а будучи ограниченной в  она сходится к  также -слабо в 
поэтому

Таким образом, предельная функция  принадлежит множеству , следовательно,  компактно.

Пусть 

Лемма 5. Пространство траекторий  имеет минимальный траекторный аттрактор

Доказательство. Покажем, что множество  удовлетворяет условиям леммы 2. Поскольку
множество  компактно в  и ограничено в  то получаем, что  относительно
компактно в  и ограничено в  Теперь покажем, что множество  трансляци-
онно-инвариантно. Пусть  и  Тогда функция  удовлетворяeт уравнению (4.3). В силу
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автономности уравнения (4.3) функция  является его решением и при этом удовлетворяет
неравенству:

Откуда получаем, что 

Осталось показать, что  – поглощающее множество. Пусть  – некоторое множество,
ограниченное в  и пусть  для любого  Выберем такое  что

 Возможны два случая.
1. Если  и  то в силу определения множества  получаем, что  и из определе-

ния пространства траекторий  следует, что  удовлетворяет оценке (5.2). Отметим, что
оценка (5.3) не может быть выполнена, так как она влечет принадлежность функции  множе-
ству  При  имеем

(5.4)

Так как

для любых  то, переходя к  по  в неравенстве (5.4), получаем, что

Это означает, что  а поскольку функция  является решением уравнения (4.3), то
 и, таким образом,  при 

2. Если  и  то в силу трансляционной инвариантности множества  имеем
 при любом 

Таким образом, множество  является поглощающим.
В итоге получаем, что множество  удовлетворяет предположениям леммы 2. И, следователь-

но,  имеет минимальный траекторный аттрактор 
Перейдем к аттракторам аппроксимационного уравнения. Сначала введем пространство тра-

екторий для аппроксимационного уравнения (4.4).

Определение 14. В качестве пространства траекторий  уравнения (4.4) будем рассматривать
множество, состоящее из решений этого уравнения, определенных на  существенно ограни-
ченных со значениями в  и удовлетворяющих оценке

(5.5)

а также из функций вида  где  – решение уравнения (4.4) на  и  удовлетво-
ряет оценке

Неравенство (5.5) оправдывается тем, что именно такие решения аппроксимационного урав-
нения были использованы при предельном переходе к решению исходного уравнения при дока-
зательстве теоремы 4.

Отметим, что пространство траекторий определено корректно. В самом деле, поскольку ре-
шения аппроксимационного уравнения (4.4) принадлежат пространству  и мы требуем
принадлежность траекторий пространству  то включение
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имеет место. Далее, пространство  непусто, так как любая функция  такая, что 

служит началом новой траектории (в силу теоремы 3). Таким образом, пространство  не толь-
ко определенно корректно, но и достаточно “богато” на траектории (содержит большое количе-
ство траекторий).

Рассмотрим множество .

Лемма 6. Пространство траекторий  имеет минимальный траекторный аттрактор

Доказательство. Покажем, что множество  удовлетворяет условиям леммы 2. Так как  со-
держится в  то  относительно компактно в  и ограничено в  Любая траек-
тория, принадлежащая , имеет вид  где  – решение уравнения (4.4). Функция 
принадлежит  в силу трансляционной инвариантности этого множества. Следовательно, эта
функция принадлежит  Таким образом, множество  трансляционно-инвариантно.

Теперь докажем, что множество  является поглощающим. Возьмем множество 
ограниченное в  Для определенности предположим, что  для каждого

 Выберем  такое, что  Рассмотрим произвольную траекторию  Исходя из
определения  существует два возможных варианта.

1. Функция  является решением уравнения (4.4) и удовлетворяет условию (5.5). По теореме 3
функция  удовлетворяет при почти всех  неравенству

Используя непрерывность вложения  преобразуем это неравенство следующим обра-
зом:

Используя (5.5), получаем

Таким образом,

Поэтому, для любого  имеем

Откуда следует, что для любого  справедливо

Это означает, что  Отсюда следует, что  при 
2. Если  – функция вида  удовлетворяющая неравенству

тогда  и  для любого  поскольку  – трансляционно-инвариантное множе-
ство.

Из вышесказанного следует, что в любом из этих случаев  при  т.е.  – погло-
щающее множество.

+
ε* ∈ 3b V ε ≤ ,3

2 1Vb
+

* n

+
ε ε= ∩*P P

+
ε ε >* ( 0)

ε ε= ω .8 ( )P

εP εP
,P εP +;R

1( )C V ∞ +; .R
2( )L V

εP ,v( )T h v v( ) ( )T s T h
P

+
ε ε= ∩ .*P P εP

εP +
ε⊂ ,*B

∞ +; .R
2( )L V

∞ +; ≤v
R

2( )L V R

∈ .v B 0t
−α ≤ .02 1tR e ∈ .v B

+
ε,*

v

v > 0t

( )( )−α+ ≤ + + ε + ε .v v v v vû û û2 2 2 31
2 2 2

1 2( ) '( ) 1 (0) (0) (0)t
V V V VV

t t C e K

⊂ ,3 2V V

( )( )−α+ ≤ + + ε + ε .v v v v vû û û2 2 3 31
2 2 2

1 2 4( ) '( ) 1 (0) (0) (0)t
V V V VV

t t C e K C

( )( )
( ) ( ) ( )

−α

−α −α −α

+ ≤ + + + ≤

 ≤ + + + ≤ + + + ≤ + . 
 

v v v

v v v

û

û

û

û û û

2 21

2 2 2

21
4 2

2 2 21 1 1 4
4 2 1 2 2 2

( ) '( ) 1 (0)

1 (0) 1 (0) 1 (0)

t
V VV

t t t
V V V

Ct t e C K

C C C CC e K C e K C e K

( )−α+ ≤ + .v v v2 21
2

2 2( ) '( ) 1 (0)t
V VV

t t C e K

≥ 0t t

+ ≤ + = .v v2 1 2 2 3( ) '( ) (1 )V V
t t C K C

≥ 0s t

∞ + ∞ +; ;+ ≤ .v v
R R

2 1 3( ) ( )( ) ( ) ' 2L V L V
T s T s C

∈ .v( )T s P ε∈v( )T s P ≥ .0s t
v ,( )T s w

∞ + ∞ +; ;+ ≤ ,v v
R R

2 1 3( ) ( )' 2L V L V
C

ε∈v P ε∈v( )T s P ≥ ,0s εP

ε∈v( )T s P ≥ ,0s t εP



340

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

ТУРБИН, УСТЮЖАНИНОВА

Таким образом получили, что все условия леммы 2 выполнены. Следовательно, траекторное
пространство  имеет минимальный траекторный аттрактор 

6. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ О СХОДИМОСТИ АТТРАКТОРОВ
Имеет место следующая теорема о сходимости аттракторов.
Теорема 5. Минимальные траекторные аттракторы  аппроксимационного уравнения (4.4)

сходятся к минимальному траекторному аттрактору  пространства траекторий  урав-
нения (4.3) в смысле полуотклонения в пространстве  т.е.

(6.1)

Глобальные аттракторы  аппроксимационного уравнения (4.4) сходятся к глобальному аттрак-
тору  пространства траекторий  уравнения (4.3) в смысле полуотклонения в пространстве 
т.е.

(6.2)

Доказательство. Проверим выполнение условий леммы 3. Необходимо доказать, что если
   в  то  принадлежит замыканию множества  в топологии

пространства 
В силу включений  последовательность  содержится в множестве  компактном в

 Следовательно, 
Покажем, что  – решение уравнения (4.3) на  В общем случае функции  имеют вид

 где  – решение уравнения (4.4) на полуоси  (т.е. при почти всех  функция 
удовлетворяет уравнению (4.4)). Для любого  имеем  поэтому при почти всех 
имеет место равенство

По определению  Таким образом, получили, что

(6.3)

при почти всех 
Для того чтобы доказать, что  – решение уравнения (4.3) на  достаточно установить, что

 является решением уравнения (4.3) на отрезке  при любом .

Из сходимости последовательности  к  в  следует сходимость  к  в
 Так как  – решение уравнения (6.3) на  то  удовлетворяет (6.3) на отрезке

Так как функция  – решение уравнения (4.4) на полуоси, то оно удовлетворяет оценке (5.1).
Следовательно, последовательность  ограничена в  Откуда полу-
чаем, что функции  ограничены в 

Далее, последовательность  ограничена в  а  ограничена в 
Поэтому по лемме 4, переходя к пределу в равенстве (6.3) при  получаем, что  удовле-
творяет при почти всех  следующему равенству:

В силу произвольности выбора отрезка  функция  является решением задачи (4.3), (4.2)
на
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Поскольку  то  удовлетворяет неравенству (5.3), и поэтому  Получаем, что
 Поэтому условия леммы 3 выполнены, и имеют место требуемые сходимо-

сти (6.1) и (6.2). Это завершает доказательство.
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Статья посвящена одному частному случаю применения универсальных ускоренных прокси-
мальных оболочек для получения вычислительно эффективных ускоренных вариантов мето-
дов, использующихся для решения различных частных постановок оптимизационных задач.
В данной работе предлагается проксимально ускоренный покомпонентный градиентный ме-
тод с эффективной алгоритмической сложностью итерации, позволяющий существенно учи-
тывать разреженность решаемой задачи, и рассматривается пример применения предлагае-
мого подхода для решения задачи оптимизации функции вида SoftMax, для которой описы-
ваемый метод позволяет ослабить зависимость вычислительной сложности решения от
размерности  задачи в  раз, и демонстрирует на практике более быструю по сравнению
со стандартными методами сходимость. Библ. 22. Фиг. 2.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Одним из важнейших теоретических результатов в выпуклой оптимизации является разра-
ботка ускоренных методов оптимизации [1]. На начальном этапе развития этой концепции было
предложено множество ускоренных вариантов различных методов, применяющихся к решению
многих задач выпуклой оптимизации, однако каждый такой случай требовал отдельного, част-
ного рассмотрения возможности ускорения, ввиду чего предлагаемые конструкции были суще-
ственно различны и не позволяли предполагать способ их обобщения. Важным шагом к разра-
ботке универсальной схемы ускорения методов оптимизации стали работы, в которых предла-
гался и исследовался метод, названный каталист, основанный на идее ускоренного
проксимального градиентного метода [2], [3] и позволяющий ускорять другие методы оптимиза-
ции, используя их для последовательного решения ряда регуляризованных по Моро-Иосиде
вспомогательных задач [4]–[6]. В продолжение этих идей в дальнейшем было предложено мно-
жество вариантов применения данного метода и его модификаций [7]–[9]. Среди наиболее све-
жих, на момент написания данной статьи, результатов были также описаны обобщения обсуж-
даемого подхода на тензорные методы [10]–[13]. Соответствующее представление ускоренной
проксимальной оболочки, если опираться на известные авторам сведения, является наиболее
общим из описанных в литературе, и потому в данной работе внимание будет обращено прежде
всего именно на методы, предложенные в последней из цитируемых выше работ.

1)Исследования Д.А. Пасечнюка были поддержаны стипендией А.М. Райгородского в области оптимизации и при
финансовой поддержке РФФИ (код проекта 19-31-51001) Научное наставничество. Исследования А.С. Аникина
выполнены при финансовой поддержке РФФИ (код проекта 18-29-03071 мк). Работа В.В. Матюхина выполнена
при поддержке Минобрнауки РФ (госзадание) № 075-00337-20-03, номер проекта 0714-2020-0005.

n 2( )n

УДК 519.85

ИНФОРМАТИКА



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

УСКОРЕННЫЕ ПРОКСИМАЛЬНЫЕ ОБОЛОЧКИ 343

Основной мотив данной работы состоит в том, чтобы описать возможности практического
применения универсальных ускоренных проксимальных оболочек для конструирования вычис-
лительно и оракульно-эффективных методов оптимизации. Рассмотрим классический поком-
понентный метод [14], итерация которого для выпуклой функции  имеет вид:

Одним из многих приложений данного метода является оптимизация функционалов, вычисле-
ние одной компоненты градиента которых значимо эффективнее, чем вычисление полного век-
тора градиента; в частности, многие задачи в случае разреженных постановок удовлетворяют
данному условию. Однако оракульная сложность данного метода при условии остановки метода

при достижении -малости невязки по значению функции составляет , где

,  есть среднее констант Липшица компонент градиента, притом эта
оценка не является оптимальной для класса выпуклых задач. Рассмотрим теперь ускоренный по-
компонентный метод, предложенный Ю.Е. Нестеровым [15]. То есть оракулная сложность дан-

ного метода соответствует оптимальной оценке: , где  – среднее квад-

ратных корней из констант Липшица компонент градиента. Вместе с тем ситуация кардинально
меняется в случае рассмотрения алгоритмической сложности метода: пусть даже вычисление од-
ной компоненты градиента имеет сложность , , сложность итерации ускоренного по-
компонентного метода будет составлять , в отличие от стандартного метода, сложность ите-
рации которого есть , – содержательно это означает, что степень разреженности задачи при
применении ускоренного покомпонентного метода не влияет существенно на сложность алго-
ритма, и, кроме того, сложность в таком случае квадратично зависит от размерности задачи: вме-
сте это в некоторой степени обесценивает применение покомпонентного метода в данном слу-
чае. Таким образом, интересной задачей является построение ускоренного покомпонентного
метода, сложность итерации которого, как и в стандартном варианте метода, составляет , при
сохранении оптимальной оракульной сложности – в данной работе это удается осуществить бла-
годаря применению универсальной ускоренной проксимальной оболочки “ускоренный метаал-
горитм” [13].

Данная статья состоит из двух основных разделов. В разд. 2 описываются теоретические ре-
зультаты о сходимости и алгоритмической сложности покомпонентного метода, ускоренного
путем применения оболочки “ускоренный метаалгоритм”. В разд. 3 на примере задачи оптими-
зации функционала вида SoftMax экспериментально проверяется эффективность метода в отно-
шении времени его работы, описываются возможности его вычислительно-эффективной им-
плементации и осуществляется сравнение со стандартными методами.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ГАРАНТИИ

Рассмотрим задачу оптимизации вида  функции , удовлетворяющей
следующим условиям:

1)  дифференцируема на ;

2)  выпукла на ;

3)  удовлетворяет условию Липшица:

где  есть -й орт базиса, ;
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4)  удовлетворяет условию Липшица с константой .

Обратимся к содержанию работы [13], где предложен общий вариант “ускоренного метаалго-
ритма” решения задач выпуклой оптимизации для композитных функционалов вида

. Для рассматриваемой постановки задачи такая общность не требуется, доста-
точно применить частный случай описанной схемы при ,  (используются обозначения
соответствующей работы), в котором описанная оболочка принимает вид ускоренного прокси-
мального метода. Псевдокод используемого метода представлен в листинге 1.

Прежде чем сформулировать какие-либо результаты о сходимости, следует подробнее рас-
смотреть вопрос о решении вспомогательной задачи – ее аналитическое решение доступно лишь
в редких случаях, и потому необходимо решать ее численными методами, а значит, неточно.

Листинг 1. Ускоренный метаалгоритм для метода 

Вход: , ;
;

; ;

for k = 0, …,  do

;

;

;

Посредством запуска метода 
найти с точностью  по аргументу
решение вспомогательной задачи:

;

;
end

return .

Листинг 2. Покомпонентный метод

Вход: ;

;

 ;
Дискретное вероятностное

распределение  с вероятностями ;
for k = 0, …,  do

;

;

;

end

return .
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Вспомогательную задачу допустимо решать до выполнения следующего условия останова ([16],
Appendix B):

(1)

Ввиду того, что , а также ввиду -липшицевости , имеем

(2)

Выписав неравенство треугольника: , и воспользовавшись нера-
венствами (1), (2), получаем окончательное условие останова:

(3)

Содержательно отсюда следует, что необходимая точность решения вспомогательной задачи по
аргументу не зависит от требуемой точности решения общей задачи, что позволяет значимо
упростить получение дальнейших результатов.

Рассмотрим теперь основной применяемый для решения вспомогательных задач метод: со-
держание покомпонентного метода [17] (в частном случае ) представлено в листинге 2. Для
данного метода в случае рассматриваемых вспомогательных задач справедлива

Теорема 2.1 (см. [14, теорема 6.8]). Пусть  является H-сильно выпуклой относительно . То-

гда для последовательности , генерируемой покомпонентным методом, выполняется

(4)

Используя данный результат, сформулируем утверждение о числе итераций покомпонентного
метода, достаточном для выполнения полученного выше условия останова.

Следствие 2.1. Математическое ожидание  точки, являющейся результатом работы по-
компонентного метода, удовлетворяет условию (3) достижения достаточной точности решения
вспомогательной задачи ускоренного метаалгоритма в том случае, если для числа итераций ме-
тода выполнено

Доказательство. Ввиду -липшицевой гладкости функции  верно:

.

Используя это неравенство вместе с оценкой (4), можем выписать условие достижения задан-
ной точности  по функции:

.

Также верно , и, значит:
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Логарифмируя и подставляя выражение для , получаем выражение для числа итераций от :

(5)

Ввиду -сильной выпуклости функции  верно , где .

Функция  выпукла, следовательно, по неравенству Йенсена, , и отсюда, вме-
сте с (3) получаем достаточное условие достижения решения вспомогательной задачи:

Подставляя в формулу (5) вместо  выражение из правой части данного неравенства, непосред-
ственно приходим к выражению из утверждения.

Теперь, когда полностью прояснен вопрос о требуемой точности и оракульной сложности ре-
шения вспомогательной задачи с помощью покомпонентного метода, можно перейти к резуль-
татам о сходимости ускоренного метаалгоритма. Для используемого условия останова (3) мето-
да, решающего вспомогательную задачу, справедлив следующий результат о сходимости уско-
ренного метаалгоритма:

Теорема 2.2 (см. [13, теорема 1]). При  для последовательности , генерируемой уско-
ренным метаалгоритмом, использующим для решения вспомогательной задачи некоторый не стоха-
стический метод, выполняется

(6)

На основании последнего утверждения можно сформулировать теорему о сходимости ускорен-
ного метаалгоритма в случае применения стохастического метода и, в частности, покомпонент-
ного градиентного спуска.

Теорема 2.3. При  для некоторого  точка , являющаяся результатом работы
ускоренного метаалгоритма, использующего для решения вспомогательной задачи покомпонентный
метод, решающий вспомогательную задачу  итераций, удовлетворяет условию

в случае, если

(7)

Доказательство. В следствии 2.1 представлена оценка числа итераций, достаточного для вы-
полнения следующего условия на математическое ожидание значения функционала в результи-
рующей точке метода:

Воспользуемся неравенством Маркова и получим формулировку данного условия в терминах
оценки вероятности больших отклонений [18]: заведомо выберем допустимое значение вероят-
ности невыполнения поставленного условия, так чтобы , где  выражается из (6);
тогда

Поскольку вероятность того, что полученное решение некоторой отдельно взятой вспомогатель-
ной задачи не будет удовлетворять поставленному условию, равна , значит, вероятность то-
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го, что за  итераций ускоренного метаалгоритма условие будет не выполнено хотя бы для од-
ной из задач, есть , откуда и следует доказываемое утверждение.

Далее, объединяя оценки, приводимые в теореме 9, можем получить асимптотическую оцен-
ку на общее число итераций покомпонентного метода, достаточное для решения рассматривае-
мой оптимизационной задачи с некоторой заданной точностью, а также оценку оптимального
значения параметра :

Следствие 2.2. Для того чтобы точка , являющаяся результатом работы ускоренного метаал-
горитма, удовлетворяла условию

достаточно выполнить в сумме

(8)

итераций покомпонентного метода для решения вспомогательной задачи. При этом опти-
мально значение параметра  регуляризации вспомогательной задачи следует выбирать как

 (  обозначает равенство с точностью до малого множителя порядка ).

Доказательство. Выражение для  можно получить путем прямой подстановки одной из оце-
нок, приводимых в (7), в другую, и их последующего умножения. Если исключить из рассмотре-
ния малый множитель порядка , константа в оценке будет зависеть от  как:

Минимизируя представленное выражение по , получаем указанный результат.
Рассмотрим теперь подробнее вопрос об алгоритмической сложности предложенного уско-

ренного метода покомпонентного градиентного спуска. Очевидным является
Утверждение 2.1. Алгоритмическая сложность рассматриваемого метода составляет

где  – амортизированная оценка сложности вычислений, производимых на итерации ускоренного
метаалгоритма,  – амортизированная оценка сложности итерации покомпонентного метода.

Оттолкнувшись от него, сформулируем результат о вычислительной сложности метода.
Теорема 2.4. Пусть сложность вычисления одной компоненты градиентна  составляет .

Тогда алгоритмическая сложность рассматриваемого метода есть

Доказательство. Переформулируем оценку из утверждения 2.1 следующим образом:

где  – амортизированная оценка сложности элементарной итерации ускоренного метаалго-
ритма, т.е. итерации, которая может быть и внутренней итерацией покомпонентного метода, и
основной итерацией метаалгоритма. Сложность основной итерации метаалгоритма определяет-
ся в первую очередь вычислением полного градиента , а сложность этой процедуры (из условия
теоремы) есть . В то же время, ввиду , верно также , где символ  означает
то же, что и , но с возможным присутствием множителей порядка . Поскольку основная
итерация метаалгоритма исполняется через каждые  элементарных итераций, где  постоян-
но, из этого с помощью любого из методов амортизационного анализа тривиально получается
амортизированная оценка сложности основной итерации метаалгоритма, составляющая .
Сложность итерации покомпонентного метода (если вместо копирования значений точки вы-
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полнять операции “на месте”, что для данной конструкции вполне допустимо) определяется вы-
числением одной компоненты градиента, и составляет также . Отсюда получаем .
Используя оценку (8) и подставляя оптимальное значение H, получаем приведенную сложность
метода.

Заметим также, что сложность метода по памяти при этом составляет , также как и слож-
ность предварительных вычислений (для покомпонентного метода нет необходимости выпол-
нять их каждый раз заново).

Сравним полученные для предложенного метода оценки с оценками других методов, которые
могут быть использованы для решения задач в описываемой постановке: быстрого градиентного
метода (FGM), классического покомпонентного спуска (CDM), ускоренного покомпонентного
спуска в варианте Ю.Е. Нестерова (ACDM) и предложенного в данной работе подхода (Catalyst
CDM). Оценки приведены в табл. 1. Как можно видеть из приведенных асимптотических оценок
вычислительной сложности, предложенный метод позволяет достигать эффективной в отноше-
нии характера зависимости от размерности задачи n и требуемой точности  скорости сходимо-
сти, не уступающей другим методам, при некоторой плате за это в виде логарифмического мно-
жителя в оценке.

Заметим, кроме того, что несмотря на существенное сходство оценок, между двумя наиболее
эффективными методами в табл. 1 (FGM и Catalyst CDM) существует также различие в констан-
тах, характеризующих гладкость функции:  – в FGM и  – в Catalyst CDM, тем самым поведе-
ние рассматриваемого метода для различных задач напрямую зависит от характера их покомпо-
нентной гладкости. В общем случае нельзя утверждать, что одна из констант асимптотически су-
щественно выгоднее другой, однако в ряде частных случаев возможно выписать оценки
значений констант явно, и часто оказывается, что  “меньше” . Наиболее существенен выиг-
рыш в том случае, если справедливы соотношения ,  – тогда в оценке вычисли-
тельной сложности предлагаемого метода удается редуцировать фактор порядка  по срав-
нению с быстрым градиентным методом. В следующем разделе будет рассмотрен пример поста-
новки задачи, в которой данный случай имеет место.

3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

В данном разделе описывается характер практического поведения метода, на примере следу-
ющей оптимизационной задачи для функционала, имеющего вид SoftMax-функции:

(9)

где , . Задачи такого вида существенно важны для многих приложений, в частно-
сти, они возникают в задачах энтропийно-линейного программирования в качестве двойствен-
ной задачи [4], [22], в том числе в задаче оптимального транспорта, а также исполняют роль сгла-
женной аппроксимации функции  (что и дало функционалу название SoftMax) и, соответ-
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ственно, нормы , что может быть востребовано в некоторых постановках задачи PageRank
или при решении системы линейных уравнений. Притом во всех описанных задачах важным
частным случаем являются разреженные постановки, в случае которых матрица  разрежена, т.е.
такова, что среднее число ненулевых элементов в строке  не превосходит некоторого  (бу-
дет удобно также предполагать возможность для одной из строк  являться полностью неразре-
женной).

Сформулируем свойства, которыми обладает функция  [19]:
1)  дифференцируема;

2)  удовлетворяет условию Липшица с константой ;

3)  удовлетворяют покомпонентному условию Липшица с константами .

Начнем уточнение свойств с первого пункта. Выпишем выражение для -й компоненты гра-
диента данного функционала:

Как можно видеть, наивное вычисление этого выражения может занимать время, сравнимое с
вычислением градиента в целом, что будет значительно влиять на вычислительную сложность, а
значит, и на время работы метода. Однако в то же время многие члены в этом выражении могут
перевычисляться либо редко, либо покомпонентно, и использоваться при совершении шага
метода как члены его дополнительной последовательности, так что сложность итерации бу-
дет оставаться эффективной, и применение покомпонентного метода будет оправдано. Для
удобства описания используемых вычислительных приемов запишем шаг покомпонентного
метода в виде

где  – размер шага, умноженный на соответствующую компоненту градиента,  есть -й орт ба-
зиса.

1. Будем хранить набор значений , использующихся для вычисления суммы в
числителе. Обновление этих значений после осуществления шага метода имеет сложность ,
ввиду того что , и вместе с тем  имеет не более  ненулевых компонент, а зна-
чит, потребуется вычисление  корректирующих множителей и умножение на них соответству-
ющих значений из набора.

2. Как можно видеть из п. 1, производить умножение разреженных векторов следует за ,
учитывая лишь ненулевые компоненты. В смысле программной реализации это означает необ-
ходимость использования для кэшируемых значений и для строк матрицы  разреженного пред-
ставления, т.е. хранение лишь пар индекс-значение ненулевых элементов. Тогда, очевидно,
сложность арифметических операций для таких векторов будет пропорциональна сложности
цикла с элементарными арифметическими операциями, число итераций которого равно числу
ненулевых элементов (в языке программирования python, например, такой формат хранения ре-
ализуется в методе scipy.sparse.csr_matrix [20]).

3. Аналогично, будем хранить значение , являющееся знаменателем. Его об-
новление осуществляется с той же сложностью, что и обновление последовательности из п. 1
(путем вычисления суммы ненулевых слагаемых, прибавляемых к каждому значению из набора).

4. Поскольку вычисление указанного выражения требует вычисления значений экспонент,
может происходить переполнение типов. Для решения этой проблемы стандартно применяется
exp-normalize trick [21]. Однако для его применения следует также хранить значение

. Вместе с тем нет необходимости знать именно это значение, или, иначе, знать
его точно – достаточно лишь его приближения, чтобы значения в показателях экспонент были
малы, так что перевычислять эту величину можно гораздо реже: например, раз в  итераций ме-
тода, в результате чего амортизированная сложность будет равна .
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Итак, в дальнейших рассуждениях можно полагать, что итерация покомпонентного мето-
да при решении соответствующей вспомогательной задачи имеет амортизированную слож-
ность .

Далее, рассмотрим подробнее вопрос о величине констант гладкости данного функционала.

Можно выписать асимптотические формулы для  и :

Используя эти оценки, уточним вычислительную сложность методов FGM и Catalyst CDM в
применении к данной задаче:

Таким образом, в теории, применение метода Catalyst CDM для решения данной задачи позво-
ляет, по сравнению с FGM, редуцировать в асимптотической оценке вычислительной сложно-
сти множитель порядка . Практически, это означает, что предложенный метод разумно
применять для задач большой размерности.

Сравним теперь работу предложеннного в статье метода (Catalyst CDM) с рядом альтернатив-
ных подходов: градиентным спуском (GM), быстрым градиентным методом (FGM), покомпо-
нентным спуском (CDM) и ускоренным покомпонентным спуском (ACDM), на примере за-
дачи (9) с искусственно сгенерированной двумя различными способами матрицей A. На фиг. 1 и
2 представлены графики сходимости рассматриваемых методов: по оси абсцисс отложено время
работы методов в секундах, по оси ординат – невязка по функции в логарифмическом масштабе
(  находится путем поиска соответствующей точки  с помощью метода FGM, настроенного
на точность, заведомо значительно превосходящую возможную для достижения на выбранном
временном промежутке).

На фиг. 1 представлен случай, для которого все элементы матрицы  являются нормально
распределенными случайными величинами из дискретного равномерного распределения

, при этом число ненулевых элементов составляет , и параметр  (так же
как и во втором случае). В такой постановке предложенный метод демонстрирует более быструю
сходимость по сравнению со всеми сравниваемыми методами, за исключением FGM. В то же
время, в постановке, отраженной на фиг. 2, при которой число ненулевых элементов, по сравне-
нию с первым случаем, увеличено до , а матрица генерируется неравномерно в соответ-
ствии с правилом:  строк с  ненулевых элементов и  строк с  ненулевых элемен-
тов, а также одна и строк матрицы является полностью неразреженной, предложенный метод

2( )s

L
=

=  1
1 n

ii
L L

n

= ,..., = ,...,=
= = , = = .2 2

2
21 1

1

1max ( ) max (1)
n

j jij m j m
i

L A n L A
n

�

/
/ /

   = ⋅ , = ⋅ .   
   ε ε

2 2
3 2

FGM CCDM1 2 1 2
1 1T sn T sn

2( )n

*f *x

A

∈ 8{0,1}jiA ≈ .0 2s m γ = .0 6

≈ .0 75s m
.0 9m .0 1n .0 1m .0 9n

Фиг. 1. Сходимость методов для задачи SoftMax (9) с равномерно разреженной случайной матрицей.

3530252015
T, c

105

ACDM
GM
FGM
Catalyst CDM

0

104

f(
xi ) �

 f* , л
ог

. м
ас

ш
та

б

n = 15000, m = 10000

103

102

101

100

10�1



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 62  № 2  2022

УСКОРЕННЫЕ ПРОКСИМАЛЬНЫЕ ОБОЛОЧКИ 351

сходится быстрее FGM. Это объясняется тем, что в этом случае , тогда как  по-прежнему
остается достаточно мало, в результате чего константа в предложенном методе оказывает замет-
но меньшее влияние на вычислительную сложность, чем в случае FGM. Из результатов экспери-
мента также можно отметить, что гораздо существеннее степени разреженности задачи на эф-
фективность предложенного метода влияет характер ее покомпонентной гладкости.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе предлагается вариант покомпонентного метода, ускоренного с помощью

универсальной проксимальной оболочки “ускоренный метаалгоритм”. Проведенный теорети-
ческий анализ предложенного метода позволяет утверждать, что зависимость его вычислитель-
ной сложности от размерности задачи и требуемой точности решения не уступает прочим мето-
дам, используемым для оптимизации выпуклых липшицево-гладких функций, а оценка вычис-
лительной сложности сравнима с оценкой быстрого градиентного метода. При этом в
предложенной схеме сохраняются свойства, характерные для классического покомпонентного
метода, в том числе возможность использования свойств покомпонентной гладкости функции.
Приведенные численные эксперименты подтверждают практическую эффективность метода, и
также подчеркивают особенную релевантность предложенного подхода для часто возникающей
в различных приложениях задачи оптимизации функции вида SoftMax.

Данная статья представляет результат работы над проектом, предложенным А.В. Гасниковым
в рамках проектной смены (Ссылка на сайт проектной смены: https://sochisirius.ru/obuche-
nie/graduates/smena673/3258) “Современные методы теории информации, оптимизации и
управления” Сириус 2–23 августа 2020 г. Авторы выражают благодарность организатору проект-
ной смены А.С. Ненашеву за создание комфортных условий для работы.
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