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1. ВВЕДЕНИЕ

Результаты этой заметки распространяют ре-
зультаты работы [1] на случай пар неограничен-
ных некоммутирующих самосопряжённых опе-
раторов. Напомним (см., например, [1]), что для
пары (A, B) не обязательно ограниченных самосо-
пряжённых операторов и для комплексно-знач-
ной функции f на , являющейся мультипли-
катором Шура относительно произвольных боре-
левских спектральных мер, функция  от 
и  определяется как двойной операторный инте-
грал

(1.1)

×R R

( , )f A B A
B

×

×





def def
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( , ) ( , ) ( ) ( )= =

( , ) ( ) ( ),=

A B

A B

f A B f x y dE x dE y

f x y dE x I dE y

R R

R R

где  – единичный оператор, а  и  – спек-
тральные меры операторов A и . Тогда  –
ограниченный оператор. Мы отсылаем читателя
к работам [5, 6] и [7] по поводу определения и ос-
новных свойств двойных операторных интегра-
лов.

Мы также отсылаем читателя к работам [10] и
[2] по поводу определения мультипликаторов
Шура по отношению к спектральным мерам. На-
помним (см. [10] и [2]), что функция  является
мультипликаторм Шура по отношению к спек-
тральным мерам  и  в том и только в том слу-
чае, когда  входит в тензорное произведение Хо-

герупа , т.е.  допускает пред-
ставление вида

(1.2)

где ,  и

(1.3)
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АЛЕКСАНДРОВ, ПЕЛЛЕР

Нормой функции  в  является
инфимум левой части (1.3) по всем представлени-
ям вида (1.2). В этом случае

причём ряд в правой части сходится в слабой опе-
раторной топологии и

(см., например, [2]).
В этой заметке мы определим функции 

от неограниченных некоммутирующих операто-
ров для некоторых функций f, которые не входят
в тензорное произведение Хогерупа пространств
ограниченных функций. В этом случае 
оказывается плотно определённым неограничен-
ным оператором.

В работе [1] для пар  и  некомму-
тирующих ограниченных самосопряжённых опе-
раторов  и  и для функций f однородного класса
Бесова  определены операторы  и

 и получена следующая оценка липшице-
ва типа в классах Шаттена–фон Неймана Sp при

:

В той же работе [1] показано, что такое же нера-
венство неверно при  и неверно в оператор-
ной норме.

Напомним также, что в случае функций одного
самосопряжённого оператора такие оценки лип-
шицева типа верны при  ∞, см. [10] и [11].

Основная цель этой заметки – установить это
неравенство для пар неограниченных некоммути-
рующих самосопряжённых операторов для функ-
ций f из однородного пространства Бесова .
Мы отсылаем читателя к работе [9] по поводу
определения и основных свойств пространств Бе-
сова.

Как и в случае ограниченных некоммутирую-
щих операторов, ключевую роль играют тройные
операторные интегралы. Мы отсылаем читателя к
работам [1] и [3] по поводу тройных операторных
интегралов.

2. ТРОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, 
ТЕНЗОРНЫЕ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ХОГЕРУПА

И ХОГЕРУПО-ПОДОБНЫЕ ТЕНЗОРНЫЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ

Тройные операторные интегралы – это выра-
жения вида

Φ ∞ ∞⊗1 h 2( ) ( )L E L E

( ) ( )
×

Φ ϕ ψ  1 2 1 2( , ) ( ) ( ) = ,n n
n

x y dE x QdE y dE Q dE
- =
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1 2 || || || ||L LdE QdE Q
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p pB

f A B f A B
f A B A B

S

S S

> 2p

≤ ≤1 p

Б∞
1 2

,1( )R

(2.1)

где  – ограниченная измеримая функция на
; ,  и  – спектральные меры в

гильбертовом пространстве, а  и  – ограничен-
ные линейные операторы. Такие операторные
интегралы можно определить при некоторых
предположениях на ,  и .

В работе [12] интегралы вида (2.1) определе-
ны для произвольных ограниченных операто-
ров  и  и для функций  из интегрального
проектированного тензорного произведения

. При этом справедливо
следующее неравенство:

Затем в работе [8] тройные операторные интегра-
лы были определены для функций  из тензорного
произведения Хогерупа .
Мы отсылаем читателя к работе [3] по поводу
определения и основных свойств таких тензор-
ных произведений Хогерупа. Отметим здесь, что
для функций  из 
имеют место оценки

в случае ограниченных операторов  и  и

в случае, когда , ,  и
.

Оказалось, однако, что для липшицевых оценок
функций от пар некоммутирующих операторов нам
нужны тройные операторные интегралы, подынте-
гральные функции которых входят в так называе-
мые хогерупо-образные тензорные произведения
первого вида  и второго
вида . Такие тензорные
произведения были введены в [1] и изучены более
подробно в [3].

В работах [1] и [3] показано, что если
, , ,

а  – ограниченный линейный оператор, то мож-
но определить тройной операторный интеграл
вида (2.1) и при этом имеет место оценка

Ψ  
- - -1 2 3

1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ) ( ) ( ) ( ),x x x dE x T dE x RdE x

Ψ
× ×- - -1 2 3 1E 2E 3E
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А если же ,
, T – ограниченный линейный оператор,

а , то

Кроме того,

(2.2)

Заметим, что в работе [1] были получены более
общие оценки в классах Шаттена–фон Неймана
для тройных операторных интегралов, подыинте-
гральная функция которых входит в хогерупо-об-
разные тензорные произведения пространств .
Позже в работе [3] оценки работы [1] были рас-
пространены на ещё более общий случай.

Отметим, что таким же образом можно опре-
делить хогерупо-образные тензорные произведе-
ния  и , где  –
пространство ограниченных борелевских функ-
ций на .

Рассмотрим теперь непрерывно дифференци-
руемую функцию f на  и определим разделён-
ные разности  и  равенствами

и

В случае, когда  или , в определени-
ях функций  и  нужно заменить разде-
лённые разности соответствующими частными
производными.

Определим класс  при  следующим
образом:

здесь мы используем обозначение  для преобра-
зования Фурье.

В работе [1] было установлено, что при  и
 имеют место оценки

(2.3)
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(2.4)

Отсюда вытекает, что если функция f входит в од-
нородный класс Бесова , то  ∈
∈  и ,
при этом

Основным результатом работы [1] является
следующее утверждение:

Теорема 2.1. Пусть , , а
 и  – пары ограниченных некоммути-

рующих самосопряжённых операторов таких, что
 и . Тогда

Более того, имеет место оценка

Основная цель этой заметки состоит в том,
чтобы установить такое же неравенство в случае
неограниченных некоммутирующих пар опера-
торов при условии, что функция f входит в неод-
нородный класс Бесова .

3. ФУНКЦИИ ОТ ПАР НЕОГРАНИЧЕННЫХ 
НЕКОММУТИРУЮЩИХ 

САМОСОПРЯЖЁННЫХ ОПЕРАТОРОВ

Напомним, что мы определили функции от
необязательно коммутирующих самосопряжён-
ных операторов формулой (1.1) в случае, когда
функция f входит в тензорное произведения Хо-
герупа . Причём имеет место оценка

Пусть f – функция двух переменных, а  –

функция, определённая равенством  

. Предположим, что .
Определим оператор  равенством
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АЛЕКСАНДРОВ, ПЕЛЛЕР

Тогда  – плотно определённый оператор,
область определения которого совпадает с обла-
стью определения  оператора . Он не обяза-
тельно ограничен, но оператор 
ограничен.

Заметим, что если , σ > 0, то
. Это было установлено в следствии

7.3 работы [4] для функций f из , т.е. для
функций  f из , преобразование Фурье ко-
торых сосредоточено на . Очевидно,
что это же верно и при , σ > 0. Таким
образом, если , то оператор 
ограничен, в то время как  – не обязатель-
но ограниченный плотно определённый опера-
тор с областью определения . При этом

Это можно проверить так же, как и в следст-
вии 7.3 работы [4].

Теорема 3.1. Пусть . Тогда

 и .

4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ
ДЛЯ ОПЕРАТОРНЫХ РАЗНОСТЕЙ 
И ОЦЕНКИ ЛИПШИЦЕВА ТИПА

В этом разделе мы сформулируем основной
результат заметки. Мы получим формулу для опе-
раторной разности в виде тройных операторных
интегралов и получим оценку липшицева типа в
норме  при . Мы будем иметь дело с па-
рами не обязательно ограниченных и не обяза-
тельно коммутирующих самосопряжённых опе-
раторов.

Теорема 4.1. Пусть , а ,  и B –
самосопряжённые операторы такие, что A1 – A2 ∈
∈ . Тогда

и тем самым

×

−
 

= − 
 


def
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2
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1 2 2
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A
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x x
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∞− ≤ −21 2 1 2( )|| ( , ) ( , )|| const|| || || || .
p pLf A B f A B f A AS SR

Напомним, что  (см.
(2.3)), и, стало быть, тройной операторный инте-
грал в правой части равенства определён.

Следствие 4.2. Пусть  и .
Предположим, что ,  и  – самосопряжённые
операторы такие, что . Тогда имеет
место неравенство:

Теорема 4.3. Пусть . Предположим,
что A,  и  – самосопряжённые операторы та-
кие, что . Тогда имеет место следую-
щее равенство:

Опять же  (см. (2.4)),
и, стало быть, тройной операторный интеграл в
правой части равенства определён.

Следствие 4.4. Пусть  при .
Предположим, что ,  и  – самосопряжённые
операторы такие, что . Тогда

Теорема 4.5. Пусть  при .
Предположим, что , ,  и  – самосопряжён-
ные операторы такие, что  и

. Тогда

Теорема 4.6. Пусть . Предположим,
что , ,  и  – самосопряжённые операторы
такие, что  и . Тогда имеет
место тождество
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b St. Petersburg State University, St. Petersburg, Russia

Presented by Academician of the RAS S.V. Kislyakov

For a pair (A, B) of not necessarily bounded and not necessarily commuting self-adjoint operators and for a
function f on the Euclidean space  that belongs to the inhomogeneous Besov class , we define the
function  of such operators as a densely defined operator. We consider the problem of estimating the
functions  under perturbations of the pair (A, B). It turns out that if ,  and  are
pairs of not necessarily bounded and not necessarily commuting self-adjoint operators such that both 
and  belong to the Schatten–von Neumann class Sp with  and , then the fol-
lowing Lipschitz type estimate holds: 

Keywords: unbounded self-adjoint operators, Schatten–von Neumann classes, Besov classes, double opera-
tor integrals, triple operator integrals, Haagerup tensor products, functions of pairs of noncommuting self-
adjoint operators
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Получены точные априорные оценки решений нелинейного интегро-дифференциального уравне-
ния вольтерровского типа с суммарно-разностным ядром в конусе пространства непрерывных на
положительной полуоси функций. На основе этих оценок методом весовых метрик доказана гло-
бальная теорема о существовании, единственности и способе нахождения нетривиального решения
указанного уравнения. Показано, что это решение можно найти методом последовательных при-
ближений пикаровского типа и дана оценка скорости их сходимости в терминах весовой метрики.
Указаны условия, при которых существует только тривиальное решение. Приведены примеры, ил-
люстрирующие полученные результаты.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра, суммарно-разностное ядро, сте-
пенная нелинейность

DOI: 10.31857/S2686954322700023

Многие задачи современной математики, фи-
зики, механики и биологии приводят к нелиней-
ным интегральным уравнениям с суммарными и
разностными ядрами (см. монографии [1, 2] и
приведенную в них библиографию). Например,
описание процесса распространения ударных
волн в трубах, наполненных газом, или процесса
инфильтрации жидкости из цилиндрического ре-
зервуара в изотропную однородную пористую
среду приводит к нелинейным уравнениям с раз-
ностными ядрами [3–5], а нелинейные уравнения
с суммарными ядрами возникают в теории лучи-
стого равновесия и в теории переноса тепла излу-
чением [6, 7].

В настоящее время теория нелинейных инте-
гральных и интегро-дифференциальных уравне-

ний вольтерровского типа с разностными ядра-
ми, т.е. теория уравнений типа свертки, разрабо-
тана значительно полнее, чем соответствующая
теория уравнений с суммарными ядрами. В част-
ности, это связано с тем, что исследование нели-
нейных интегро-дифференциальных уравнений с
чисто суммарными ядрами оказывается затруд-
нительным, так как операторы вольтерровского
типа с суммарными ядрами не обладают, в отли-
чие от операторов с разностными ядрами, свой-
ством коммутативности.

В данной работе изучается нелинейное инте-
гро-дифференциальное уравнение с суммарно-
разностным ядром

(1)

где функции H(x) и K(x) удовлетворяют следую-
щим основным условиям:

(2)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α = + + −

> α >
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x x
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(3)

Теоретический и прикладной интерес пред-
ставляют нетривиальные решения уравнений ви-
да (1), поэтому они разыскиваются в классе

Цель данной работы – доказать глобальную
теорему о существовании, единственности и спо-
собе нахождения нетривиального решения урав-
нения (1), а также получить точные двусторонние
оценки для этого решения.

Наряду с интегро-дифференциальным уравне-
нием (1) исследуется также тесно связанное с ним
интегральное уравнение

(4)

Очевидно, что уравнение (4) имеет тривиаль-
ное решение  в конусе

состоящем из неотрицательных непрерывных на
полуоси  функций, и, вообще, любое реше-
ние этого уравнения в конусе Q удовлетворяет
условию . Кроме того, если интегральное
уравнение (4) имеет нетривиальное решение

, то его сдвиги

также являются решениями этого уравнения при
любом , т.е. уравнение (4) может иметь кон-
тинуум решений. Поэтому, для того чтобы задачу
нахождения нетривиальных решений уравнения (4)
сделать корректной и в связи с тем, что с приклад-
ной и теоретической точек зрения особый инте-
рес представляют непрерывные положительные
при  решения уравнения (4), будем искать
его решения в классе

[ )
( ) [ )

( ) ( )

∈ ∞
∞

= >

1 0, ,
'   не  убывает  на  полуоси  0,  

0 0 и  ' 0 0. 

K C
K x

K K

( ) [ ) ( ){
( ) ( ) }

= : ∈ ∞ ∩ ∞

= > >

1 1
0   0, 0, ,

  0 0 и   0 при   0 .

Q u x u C C

u u x x

( ) ( ) ( )[ ] ( )α = + + −

> α >


0

' ,

0, 1.

x

u x H x t K x t u t dt

x

( ) ≡ 0u x

( ) [ ) ( ){ }= : ∈ ∞ ≥ ≥   0,   и 0  при   0 ,Q u x u C u x x

[ )∞0,

( ) =0 0u

∈u Q

( ) ( )− δ > δ=  ≤ δ

, если ,
0, если ,
u x x

u x
x

δ > 0

> 0x

( ) [ ) ( ){
( ) }

= : ∈ ∞ =
> >

0   0, ,  0 0 
и   0 при   0 .

Q u x u C u
u x x

Заметим, что теория линейных интегральных
уравнений типа свертки, т.е. уравнений с раз-
ностными ядрами, в настоящее время достаточно
хорошо разработана и ее основные результаты
приведены, например, в монографии [8]. Что ка-
сается соответствующих линейных интегральных
уравнений с суммарными ядрами, то, как отмече-
но в работе [9], они изучены, в отличие от уравне-
ний с разностными ядрами, сравнительно мало.
Это замечание справедливо также относительно
нелинейных интегральных и интегро-дифферен-
циальных уравнений.

СВОЙСТВА НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ 
РЕШЕНИЙ

Прежде чем сформулировать теорему о суще-
ствовании, единственности и способе нахожде-
ния решения уравнения (1), выясним сначала,
какими свойствами должны обладать эти реше-
ния, если они существуют.

Справедливы следующие две простые леммы.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (2) и (3). Ес-
ли  является решением уравнения (4), то
функция  не убывает на  и непрерывно-

дифференцируема на , т.е. .

Лемма 2. Пусть выполнены условия (2) и (3). Ес-

ли  является решением интегро-дифференци-
ального уравнения (1), то  и является решени-
ем уравнения (4). Обратно, если  является ре-

шением интегрального уравнения (4), то  и
является решением уравнения (1).

Далее нам понадобятся следующие два нера-
венства

(5)

(6)

справедливые для любых неотрицательных не-
убывающих на полуоси  функций a(x) и b(x).

Неравенство (5) подробно доказано в [10, Лем-
ма 1], а неравенство (6) известно как интеграль-
ное неравенство Чебышева [11, с. 120] (см. также
[1, с. 121], где приведены два различных его дока-
зательства).

∈ 0u Q
( )u x [ )∞0,

( )∞0, ( )∈ ∞1 0,u C

∈ 1
0u Q

∈ 0u Q
∈ 0u Q

∈ 1
0u Q

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )+ ≤ −

>

 
0 0

2 2  ,

0,

x x

a x t b t dt a t a t b t dt

x

( ) ( ) ( ) ( )− ≤ > 
0 0

,  0,
x x

a x t b t dt a t b t dt x

[ )∞0,
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АСХАБОВ

Лемма 3. Пусть выполнены условия (2) и (3). Ес-
ли  является решением уравнения (4), то для
любого  выполняются неравенства:

(7)

В силу леммы 2, исследование интегро-диф-
ференциального уравнения (1) сводится к иссле-
дованию интегрального уравнения (4). Из лемм 1
и 3, в частности, следует, что если  и являет-
ся решением уравнения (1), то оно не убывает на

 и удовлетворяет неравенствам (7).

Отметим, что при  и , где
 и  есть константы, неравенства в (7)

обращаются в равенства и дают решение как
уравнения (4), так и уравнения (1), что свидетель-
ствует о точности полученных в лемме 3 априор-
ных оценок решения интегрального уравнения (4).

ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ

Из леммы 3 вытекает, что решения уравнения (4)
естественно разыскивать в классе

где

Запишем уравнение (4) в операторном виде:
, где

Лемма 4. Пусть выполнены условия (2) и (3). Тогда
класс P инвариантен относительно оператора ,
т.е. .

При доказательстве априорных оценок (7) и
леммы 4 весьма полезными оказались неравен-
ства (5), (6) и лемма III [12, c. 288].

∈ 0u Q
[ )∈ ∞0,x
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1/

0

' .
x

Tu x H x t K x t u t dt

T
→:T P P

Рассмотрим теперь класс

где  есть любое число, и определим в нем
расстояние следующим образом

(8)

Лемма 5. Пара  образует полное метриче-
ское пространство.

Лемма 5 доказывается аналогично лемме 4
из [13].

Из леммы 4 непосредственно вытекает, что
оператор T действует из  в . При следующем
дополнительном предположении

(9)

оператор  является сжимающим в метрическом
пространстве , причем

Полученные выше результаты позволяют
сформулировать и доказать следующую теорему.

Теорема 1. Пусть  и выполнены условия (2),
(3) и (9). Тогда интегральное уравнение (4) имеет в
конусе  (и в  при любом ) единственное ре-
шение u*(x). Это решение можно найти в про-
странстве  методом последовательных прибли-
жений пикаровского типа по формуле ,

, со сходимостью по метрике . При этом
справедлива оценка скорости сходимости:

(10)

где число q < 1 определено в условии (9), а  есть
начальное приближение (произвольная функция).

В силу леммы 2, теоремы 1 и равенства (см. [10,
Лемма 2])

справедлива следующая основная теорема дан-
ной работы.
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Теорема 2. Пусть  и выполнены условия (2),
(3) и (9). Тогда интегро-дифференциальное уравне-
ние (1) имеет в конусе  (и в  при любом )
единственное решение u*(x), причем для любого

Это решение можно найти в пространстве 
методом последовательных приближений пикаров-
ского типа по формуле , , со сходи-
мостью по метрике , определенной равенством
(8). При этом справедлива оценка скорости сходи-
мости (10).

Замечание 1. В линейном случае (при ) как
и в случае, когда , интегро-дифференци-
альное уравнение (1) имеет в конусе  лишь три-
виальное решение . Из теоремы 2 следу-
ет, что при  уравнение (1) может иметь также
и нетривиальное решение. Например, если H(x) =
=  и , , то кроме тривиаль-
ного решения уравнение (1) имеет в конусе  и
нетривиальное решение:

В этом состоит принципиальное отличие нели-
нейных интегральных уравнений вольтерровско-
го типа от соответствующих однородных линей-
ных уравнений, которые могут иметь лишь три-
виальное решение.

В связи с условием (9) заметим, что

Значение этого предела подтверждает коррект-
ность дополнительного условия (9). Более того, в
случае ядер  и , ,
удовлетворяющих, очевидно, основным услови-
ям (2) и (3), дополнительное условие (9) также
выполняется и при этом значение q = 1/α.

В заключение отметим, что следуя работам [10]
и [13], теорему 2 можно обобщить на случай урав-
нения вида (1) с неоднородностью в правой части, а

в случае показателя  специального вида такое
уравнение можно исследовать в пространстве Лебе-
га  методом монотонных по Браудеру-
Минти операторов (см., например, [14]).
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INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATION WITH A SUM-DIFFERENCE 
KERNELS AND POWER NONLINEARITY
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Exact a priori estimates are obtained for solutions to a nonlinear Volterra-type integro-differential equation
with a sum-difference kernel in the cone of the space of functions continuous on the positive half-axis. On
the basis of these estimates, the method of weighted metrics is used to prove a global theorem on the exis-
tence, uniqueness, and method of finding a non-trivial solution of the indicated equation. It is shown that
this solution can be found by the method of successive approximations of the Picard type and an estimate is
given for the rate of their convergence in terms of the weight metric. Conditions under which only a trivial
solution exists are indicated. Examples are given to illustrate the results obtained.

Keywords: Volterra integro-differential equation, sum-difference kernel, power nonlinearity
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Доказано, что двойной интеграл от модуля производной ограниченной рациональной функции сте-
пени n в гельдеровой области на плоскости ограничен числом порядка . Полученное неравен-
ство усиливает классический результат Е.П. Долженко (1966), а также недавние результаты авторов.
Построены примеры, показывающие влияние длины границы на поведение двойных интегралов от
модулей производных ограниченных рациональных функций. 

Ключевые слова: рациональная функция, пространство Харди, неравенство Харди–Литлвуда, гель-
дерова область
DOI: 10.31857/S2686954322600471

log n

1. ВВЕДЕНИЕ

С.Н. Мергелян [1] построил пример ограни-
ченной и аналитической в круге 
функции f такой, что

где , . Несколько позже

У. Рудин [2] доказал существование бесконечного
произведения Бляшке B такого, что  и, бо-

лее того,  для почти всех .

Аналогичный, но более явный пример был по-
строен Дж. Пираняном [3].

Возникает естественный вопрос: что будет в
случае, если функция f является рациональной.
Очевидно, что в этом случае интеграл  будет
ограничен некоторой величиной, зависящей от .
Оценке этой величины для достаточно широкого
класса областей на плоскости была посвящена
статья Е.П. Долженко [4]. В этой статье показано,
что при определенных условиях регулярности

= {| | < 1}zD
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D

π
1( ) =dA z dxdy +=z x iy

∞( ) =I B
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| '( )|iB re dr θ∈ π[0,2 ]
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n

границ (существование кривизны, удовлетворя-
ющей условию Гельдера) конечносвязной обла-
сти  имеют место следующие неравенства для
рациональных функций  степени не выше  с по-
люсами вне  [4, Теорема 2.2]: если , то

(1)

если мы дополнительно предположим, что об-
ласть  ограничена, то

(2)

Здесь константа  зависит только от области G и
от ,  обозначает множество всех функций,
ограниченных и аналитических в G, а  =
= .

В дальнейшем интегральные неравенства для
производных рациональных функций (преимуще-
ственно в круге) изучались в работах А.А. Пекарско-
го [5], В.И. Данченко [6, 7], и многих других авторов
(см., например, [8, 9]). Короткое доказательство не-
равенств Долженко в случае круга с заменой -
нормы на более слабую -норму можно най-
ти в [9].

Уже простейший пример круга  и функции
 показывает точность неравенства (1).

В то же время условия на регулярность области
можно существенно ослабить. Авторами настоящей
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БАРАНОВ, КАЮМОВ

статьи в [10] было показано, что неравенство (1)
остается справедливым для всех многосвязных
областей класса Джона и для всех гельдеровых об-
ластей (см. определения в § 2). В частности,
(1) выполнено, если область  односвязна, а кон-
формное отображение  единичного круга  на
область G удовлетворяет условию , где

, а  обозначает пространство Харди в
круге. Тем самым, мы вплотную приближаемся к
условию спрямляемости границы .

Однако оказалось, что неравенство (2) для слу-
чая p = 1 можно существенно улучшить. В статье
[10] авторами показано, что точный порядок ро-
ста интеграла  с ростом  равен

. Однако это неравенство было доказа-
но при более сильных условиях регулярности об-
ласти, а именно . В настоящей работе,
используя более тонкую технику, нам удалось
освободиться от лишних условий и доказать оцен-
ку для значительно более широкого класса обла-
стей.

Теорема 1. Пусть  – ограниченная односвязная
гельдерова область со спрямляемой границей. Тогда
найдется такая константа , зависящая от
области , что для любой рациональной функции 
степени не выше  выполнено

(3)

Поскольку любая конечносвязная область
класса Джона представима как объединение ко-
нечного числа односвязных гельдеровых обла-
стей, мы можем распространить оценки и на этот
класс областей.

Следствие 1. Пусть  – ограниченная конечно-
связная область класса Джона со спрямляемой гра-
ницей. Тогда найдется такая константа , за-
висящая от области , что для любой рациональной
функции  степени не выше  выполнено (3).

Неравенство (3) уже является точным по по-
рядку даже в случае круга, при этом в качестве 
можно взять произведение Бляшке степени .
Доказательство точности этого неравенства, при-
веденное в [10], основано на тонких результатах
Н.Г. Макарова [11] и Р. Бануэлоса и Ч.Н. Мура
[12] о граничном поведении функций из про-
странства Блоха.

Второй главный результат статьи относится к
важному частному случаю, когда область  явля-
ется кольцом. Для  и  рассмотрим
кольцо  радиуса  и шири-
ны . Поставленная задача интересна с точки зре-
ния исследования влияния параметров кольца на

G
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l

оценку интеграла. Оказалось, что при при фикси-
рованной ширине  и малых  имеет место лога-
рифмическая зависимость от , а зависимость от

 линейна. Однако с ростом  зависимость от ра-
диуса исчезает.

Теорема 2. Найдется такая константа ,
что для любых , удовлетворяющих условиям 
и , и для всякой рациональной функции 
степени , для которой , выполнено

(4)

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Напомним, что односвязная область  назы-

вается гельдеровой с показателем , если
конформное отображение  круга  на область 
лежит в классе Гельдера с показателем  в . Хо-
рошо известно, что область  гельдерова с пока-
зателем  тогда и только тогда, когда

(5)

для некоторого  (см., например, [13, стр. 74].
В частности, область  будет гельдеровой (с по-
казателем ), если  для некоторого

, в то время как условие  описывает
области со спрямляемой границей.

Конечносвязная область  называется обла-
стью класса Джона, если существует константа

 такая, что любые две точки  могут
быть соединены кривой  в  так, что для любого

 имеет место неравенство
(6)

Здесь  и  – части кривой , на которые
ее разбивает точка . Данное определение имеет
много различных эквивалентных формулировок
[14, 15]. В частности, условие (6) исключает нали-
чие у области внутренних нулевых углов.

Для области , ограниченной жордановой
кривой, имеется эквивалентное определение [15,
стр. 103]:  является областью класса Джона тогда
и только тогда, когда для любых точек 
найдется соединяющая их кривая  такая,
что  для некоторой абсолютной
константы K (в геометрической теории функций
области с таким свойством называют линейно
связными; следует отметить, что в общей тополо-
гии этот термин имеет другой смысл). Известно,
что односвязная область класса Джона является
гельдеровой (см. [15, стр. 96–100]).
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Перед тем, как приступить к доказательству
теоремы 1, для удобства читателей сформулируем
классическую теорему Литтлвуда–Пэли (см., на-
пример, [16, стр. 332]).

Теорема Литтлвуда–Пэли. Существует кон-
станта  такая, что для любой функции 
имеет место неравенство

В дальнейшем мы пишем , если найдет-
ся числовая константа  (возможно, завися-
щая от области ) такая, что  для всех до-
пустимых значений переменных.

Доказательство теоремы 1. Пусть  – конформ-
ное отображение круга  на . Тогда

Пусть K – некоторая константа, значение ко-
торой будет выбрано позже. Оценим интеграл

Отметим, что  =  –
‒ . Положим g(z) = . Тогда

 и . Имеем

Предпоследнее неравенство вытекает из выше-
упомянутой теоремы Литтлвуда–Пэли.

Аналогичным образом легко оценить
. Для этого достаточно применить

предыдущие оценки к функции . Итак, мы
получили оценку

(7)
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Заметим, что она справедлива для любой области
со спрямляемой границей, и мы не пользовались
условием Гельдера.

Теперь оценим соответствующий интеграл в
кольце . По неравенству Коши–
Буняковского–Шварца

Поскольку , а функция
 является -листной (как композиция раци-

ональной функции степени  и однолистной
функции), первый интеграл не превосходит пло-
щади образа области  под действием рациональ-
ной функции , умноженной на :

Поскольку область  является гельдеровой (с не-
которым показателем ), то имеет место
неравенство (5). Воспользуемся им для оценки
второго интеграла:

Итак,

Выбирая соответствующее K (например, K = 1/α),
мы видим, что интеграл по кольцу  < 1}
не превосходит . Таким образом, нера-
венство (3) является следствием неравенства (7),
что и завершает доказательство теоремы.

3. СЛУЧАЙ НЕОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ
В связи с доказанной теоремой 1 возникает

вполне естественный вопрос: что будет в случае
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БАРАНОВ, КАЮМОВ

неограниченной конечносвязной области со
спрямляемой границей? Простой пример области

 и рациональной функции 
показывает, что теорема 1 неверна ввиду того, что

. Распространим эту теорему на

неограниченный случай, естественно в некото-
ром более слабом варианте. С этой целью введем
в рассмотрение весовую функцию  такую, что

(8)

Имеет место
Теорема 3. Пусть  – неограниченная конечно-

связная область класса Джона со спрямляемой гра-
ницей. Предположим, что весовая функция  удо-
влетворяет условиям (8). Тогда найдется такая
константа , зависящая от области G, что
для любой рациональной функции  степени не выше

 выполнено

(9)

Доказательство. Поскольку граница области G
спрямляема и, в частности, ограничена, найдется
K > 1 такое, что . Рассмотрим

 < 2K}. Это ограниченная область клас-
са Джона и неравенство

следует из теоремы 1. Для оценки интеграла по
 применим конформное отображение

. Тогда

Учитывая, что  при , мы
получаем, что  при |z| <

< , в то время как 

по условию (8).

4. ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛА ПО КОЛЬЦУ
Для доказательства теоремы 2 нам понадобит-

ся ряд известных неравенств для производных ра-
циональных функций. Первое из них – еще одно
неравенство Е.П. Долженко. Пусть  – рацио-
нальная функция степени , полюса которой ле-
жат вне единичной окружности . Тогда

(10)
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Это неравенство представляет собой частный
случай намного более общего неравенства, полу-
ченного Е.П. Долженко в 1978 г. [17]. Изложение
результата Долженко и обсуждение истории этого
вопроса можно найти в [18].

Для ограниченной области  и  по-
ложим

Предположим, что область  односвязна, а кон-
формное отображение  единичного круга  на 
удовлетворяет условию . Тогда для лю-

бой функции  и  имеет место не-
равенство

(11)

Это неравенство содержится, например, в [10,
теорема 5]. Приведем совсем короткое доказа-
тельство. Замена переменной  и неравен-
ство  дают

Мы воспользовались хорошо известными нера-
венствами  и

(12)

примененными к  (заметим, что
).

Далее нам понадобится одна простая лемма,
утверждение которой напрямую следует из фор-
мулы замены переменной.

Лемма 1. Пусть ,  и .
Тогда

для любой функции f, аналитической в .
Доказательство теоремы 2. Покажем, что инте-

грал в левой части неравенства (4) не превосходит
каждого из выражений в правой части независи-
мо от соотношения между ,  и . Ясно, однако,
что при  более точной является первая
оценка, а при  – вторая.

Применение леммы 5 сводит задачу к исследо-
ванию интеграла от  по кольцу {1 – l/r < .
Пусть теперь  – рациональная функция степени
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 и  при . Из неравенства (10)

вытекает, что ,  < 1.

Умножив это неравенство на  и затем проинте-
грировав по , мы получаем

что и требовалось. Таким образом, при всех  и
для любой рациональной функции  степени ,
для которой , справедливо неравен-

ство .

Применяя лемму 1 (с коэффициентом растя-
жения ), мы получаем, что

Таким образом, достаточно рассмотреть случай
кольца , . Покажем, что в
этом случае

где  – некоторая абсолютная числовая константа,
не зависящая от  и . В дальнейшем символ 
будет обозначать такие (возможно разные в раз-
ных формулах) константы. Применяя это нера-
венство с  вместо , мы получим первую оцен-
ку в (4).

Положим . Тогда, по неравенству Дол-

женко (10),

Аналогично,

Чтобы оценить интеграл по кольцу  =
= , зафиксируем односвяз-
ные области  и  со следующими свойствами:

(i)  и , где C – не-
которая абсолютная числовая константа;

(ii)  и ;

(iii)  и  – области с границей класса .
Очевидно, такие области существуют. Доста-

точно рассмотреть криволинейные прямоуголь-
ники  и {r – 1 + δ <
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< , которые уже удовле-
творяют условиям (i) и (ii). Сглаживая границы в
углах, получим области  и .

Заметим к тому же, что если мы обозначим че-
рез  конформное отображение круга  на об-
ласть , то  и, более того, нормы таких
конформных отображений можно считать огра-
ниченными равномерно по .

Пусть  – рациональная функция степени не
выше  и . По неравенству (11) имеем

где константа  не зависит от  и . Следовательно,

Из построения области  как сглаженного криволи-
нейного прямоугольника и свойства 
вытекает, что

Таким образом, по неравенству (11)

Просуммировав интегралы по поворотам облас-
ти  и используя свойство (ii), получим

Тем самым, теорема 2 полностью доказана.
Обсудим теперь вопрос о порядковой точно-

сти оценок (4). Точность второй оценки при
 легко получается рассмотрением простого

примера: . С первой оценкой дела об-
стоят несколько сложнее. Однако она также явля-
ется точной в смысле порядка при условии

, где α – некоторое число из промежутка
. Докажем этот факт. Без ограничения общ-

ности можно полагать, что l = 1. Как было упомя-
нуто выше, нами был построен пример ограни-
ченной в круге  рациональной функции  та-
кой, что
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БАРАНОВ, КАЮМОВ

для некоторой константы , не зависящей
от . Поэтому

Оценим в этом неравенстве первый интеграл.
Применяя неравенство (12), получим

с некоторой абсолютной константой c1. Если

взять , то наши оценки показывают, что

где . В силу леммы 1, отсюда вытекает
порядковая точность оценок (4) при .

Более того, несколько видоизменяя рассужде-
ния, можно показать, что существует бесконеч-
ная последовательность натуральных чисел n та-
ких, что оценки (4) точны по порядку при 
для всех α < 1. Рассмотрим следующую экстре-
мальную задачу: найти

Нетрудно установить, что эта задача асимптоти-
чески эквивалентна такой же задаче в классе
ограниченных в  рациональных функций степе-
ни n. Это следует из того факта, что любая огра-
ниченная в  функция может быть равномерно
приближена в круге  вместе с произ-
водной своим многочленом Тейлора степени

 (см. [10], лемма 1), после чего достаточно
взять произведение Бляшке степени  с
таким же многочленом Тейлора. Следовательно,

где в правой части супремум взят по множеству
всех рациональных функций R степени не выше 
и таких, что .
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n
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Рассмотрим теперь подпоследовательность на-
туральных чисел  такую, что

Именно, для такой подпоследовательности нату-
ральных чисел оценки (4) будут точны в порядко-
вом смысле для всех фиксированных α < 1 при
условии, что . В самом деле, в интеграле
по кругу  произойдет уменьшение
константы перед  в  раз. Поэтому остав-
шийся интеграл по кольцу 
даст такой же порядок асимптотики . Да-
лее, применяя масштабирующую лемму 1, убеж-
даемся в точности оценок (4).

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Мы показали, что для ограниченных рациональ-
ных функций в гельдеровых областях со спрямляе-
мой границей справедливо неравенство (3). Возни-
кает естественный вопрос о необходимости усло-
вия гельдеровости. Весьма правдоподобной
выглядит гипотеза, что для любой односвязной
области со спрямляемой границей верна оценка

(13)

где  – длина границы области , а C > 0 – неко-
торая абсолютная числовая константа. Отметим,
что если удастся доказать оценку (13) для обла-
стей с гельдеровыми границами, то простыми ап-
проксимационными соображениями условие
гельдеровости можно отбросить.

Очевидно, что пример с кольцом подтвержда-
ет нашу гипотезу. Этот же пример показывает,
что нулевые углы не играют существенной роли
(кольцо с большим радиусом и фиксированной
толщиной – это, фактически, область с нулевым
углом). С другой стороны, пример показывает,
что зависимость оценки от длины границы может
быть весьма нетривиальной, и, по-видимому, ни-
чего лучше оценки (3) получить не удастся (если
не делать дополнительных предположений). Для
достаточно “толстых” областей этот факт очеви-
ден, что видно из масштабирующей леммы. Тон-
кие же области, как показывает пример, могут да-
вать более сложную зависимость, хотя, вероятно,
и не противоречат нашей гипотезе.
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It is shown that the area integral of the modulus of the derivative of a bounded rational function of degree n
in a Hölder domain in the complex plane is bounded by a quantity of order . The obtained inequality
improves a classical result of E.P. Dolzhenko (1966) as well as some recent results due to the authors. Exam-
ples are constructed illustrating the influence of the length of the boundary on the behavior of area integrals
of the moduli of the derivatives of bounded rational functions.
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Предложен общий топологический подход для конструирования сходящихся искусственных ней-
ронных сетей (ИНС) на основе настройки алгоритмов принятия решений на последовательности
итераций непрерывных отображений (слоев ИНС). Отображения выбираются на основе оптимиза-
ционных принципов, составляющих основу “обучения ИНС), а принятие решений по результатам
обучения многослойной ИНС соответствует отысканию сходящейся последовательности к непо-
движной точке. Выявлена существенная для этого класса задач вычислительная неустойчивость,
связанная с явлением динамического хаоса и некорректностью этого класса задач. Предложены ме-
тоды стабилизации, сходящиеся к устойчивым неподвижным точкам отображений, что является
отправной точкой для широкого класса математических исследований по оптимизации обучающих
наборов при построении ИНС.

Ключевые слова: искусственные нейронные сети, методы оптимизации, вычислительная неустойчи-
вость, динамический хаос, методы регуляризации, неподвижные точки преобразований
DOI: 10.31857/S2686954322700035

Во многочисленных вычислительных экспе-
риментах по распознаванию образов, обработке
акустической, видео и текстовой информации
были найдены подходы к созданию программно-
го обеспечения для практического решения ряда
трудно формализуемых задач. Эти успехи поро-
дили огромный поток работ и интерес к созданию
полуэмпирических методов, носящих название
Искусственные нейронные сети (ИНС).

Общий подход, лежащий в основе построения
ИНС, состоит в принятии гипотезы возможности
создания устройства, которое можно обучить на
серии примеров принятия решений. Эта размы-
тая формулировка предполагает наличие некото-
рой связи между выбранными парами объектов

, определяющей некоторое отноше-∈ ×( , )x y X Y

ние  (гипотетический закон) [1]. Обыч-
но предполагается, что R является функцией (т.е.
каждому значению  соответствует ровно од-
но значение ).

Набор обучающих примеров составляет задан-
ное подмножество , где отношение R апри-
ори неизвестно. Целью создания ИНС является в
некотором смысле “оптимальная реконструк-
ция” неизвестного отношения R на основе задан-
ного “обучающего” набора . По своей природе
такая постановка задачи является некорректной.

На практике размерность пространства вход-
ных данных  существенно больше размерности
выходных данных . Типичное использование
ИНС нацелено на “сжатие” обрабатываемого по-
тока больших объемов входных данных (Big Data)
с целью их классификации, распознавания объ-
ектов, видео и акустической информации и т.п.

Необходимым “элементом построения ИНС
служит введение целевого правила (критерия,
функционала и т.п.) , на основе применения ко-
торого выполняется построение “наилучшего”
продолжения заданного отношения  до отноше-
ния , которое аппроксимирует  (например,
посредством минимизации функционала  на
некотором множестве параметров). Назовем 
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математической моделью реализации ИНС. По-
строение этой модели может рассматриваться как
задача об отыскании неподвижной точки 
( ) для некоторого отображения 
на множестве данных . Выбор отобра-
жения f назовем слоем ИНС. По существу, по-
строение слоя ИНС является этапом построения
многослойной ИНС, состоящей из последова-
тельно применяемых преобразований – слоев

, которые последовательно модифи-
цируются пользователем для достижения некото-
рого “оптимального, идеального для пользовате-
ля” результата. Искомый результат представляет
собой неподвижную точку некоторого предель-
ного преобразования . Во многих случа-
ях процесс отыскания  основывается на рас-
смотрении последовательности итераций

(1)

Часто при конкретных реализациях много-
слойных ИНС слои выбирают одинаковыми, т.е.
итерации . Такой подход к созданию мно-
гослойных ИНС, вообще говоря, может не схо-
диться. А.Н. Шарковским для одномерных итера-
ций  был обнаружен динамический
хаос [2]. В частности, примером такой последова-
тельности является логистический процесс, зада-
ваемый отображением

(2)

В работе [3] установлено, что за счет выбора
начального значения  для отображения (2)
можно получить любую наперед заданную смену
знаков для последовательности , где c –
константа, не зависящая от номера . Типичным
свойством преобразования (2) является равно-
мерное распределение значений итераций на от-
резке .

Таким образом, построение цепочки слоев
ИНС должно подчиняться модификациям, га-
рантирующим сходимость итераций.

Ниже рассмотрены алгоритмы, обладающие
такими свойствами.

Теорема 1. Пусть  – полное метрическое
пространство, на котором действует последова-
тельность равностепенно сжимающих операторов

т.е. постоянные сжатия для fn не превосходят ве-
личины . Пусть последовательность непо-
движных точек  , отображений fn сходится
к некоторой точке . Тогда точка  может
быть найдена как предел итераций

(3)

x
= ( )x f x →:f M M

⊃ ∪M X Y

→:nf M M

→∞
= lim nn

f f
x

+ =1 ( ).n n nx f x

≡nf f

+ =1 ( )n nx f x

= − →2( ) 4( ) : [0,1] [0,1].f x x x

0x

−nx c
n

[0,1]

ρ( , )M

→ ∈: , ,nf M M n N

≤0 < 1q
,nx ∈n N

∈x M x

+ + …1 1= ( ), = 0, 1, ,n n nx f x n

где начальная точка  выбирается произволь-
но.

Замечание. Достаточным условием сходимо-
сти точек  является поточечная сходимость
отображений fn на M.

Действительно, это является непосредствен-
ным следствием того, что предел  явля-
ется сжимающим отображением на  (т.к. по
условию теоремы операторы fn обладают общей
постоянной сжатия ). Обозначим непо-
движную точку . Тогда

(последнее неравенство выполнено при доста-
точно больших значениях ). Таким образом, для
больших 

что доказывает утверждение.
Доказательство. Справедливы неравенства

В силу равностепенной сжатости отображений
fn имеем

Выберем номер n достаточно большим, чтобы
при  для произвольного положительного 
выполнялись неравенства

Тогда для  справедливо соотношение

Индукцией по номеру  устанавливаем,
что

При , , получаем, что 
при . Теорема доказана.

Приведенная выше теорема связана с построе-
нием систем с единственным решением. Практи-
ческие задачи классификации и распознавания
образов связаны с установлением соответствия
поступающих данных одному из множества объ-
ектов, каждому из которых сопоставляется непо-
движная точка многослойной ИНС. То есть для
таких отображений неподвижная точка не един-
ственна, поэтому одним из важнейших аспектов
создания устойчивых многослойных ИНС явля-
ется построение алгоритмов, стабилизирующих

∈0x M

nx

→∞
= lim nn

f f
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= ( )x f x
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предельное поведение итераций (3), при отказе от
требования теоремы 1, связанного со свойством
равномерного сжатия. В частности, хаотическое
поведение последовательностей (1), (2) обуслов-
лено наличием подмножества, где отображение (2)
является достаточно сильно растягивающим.
Аналогичными свойством обладает достаточно
широкий класс отображений, в который, есте-
ственно, попадают экспериментально создавае-
мые ИНС. Такое поведение типично для гипер-
болических динамических систем [4].

С указанными явлениями связано общее свой-
ство неустойчивости поведения высокочастот-
ных гармоник разложения отображений в ряд
Фурье, а именно, высоким номерам базисных
функций соответствуют большие коэффициенты
растяжения, порождающие хаотическое поведе-
ние итераций (1).

Устойчивое получение аппроксимации реше-
ния x дополнительно требует применения мето-
дов регуляризации [5]. В частности, это явление
типично для аппаратной цифровой обработки
данных на основе частотной фильтрации сигна-
лов  с подавлением высокочастотной компо-
ненты входного сигнала  Поло-
жим , ...), где вектор

 = H2 состоит из коэффициентов
разложения в ряд Фурье вектора x по некоторой
полной ортонормированной системе в , а
заданная последовательность , ,
определяет частотный фильтр входного сигнала x.
Очевидно, фильтр  является ком-
пактным оператором и, соответственно, восста-
новление исходного образа (сигнала) x на основе
решения задачи для приближенных (зашумлен-
ных) данных  является некорректной зада-
чей, у которой либо решение отсутствует, либо
малые погрешности данных приводят к значи-
тельным ошибкам решения.

Таким образом, классы задач, основанные на
применении ИНС как средства аппроксимации
отображений и построения решений обратных
задач с компактным оператором, обнаруживают
общее математическое свойство – вычислитель-
ную неустойчивость при обработке больших мас-
сивов данных. Эти проблемы аналогичны также
для задач “восстановления” образов по “цифро-
вым двойникам”, поскольку имеют ту же матема-
тическую природу.

Для построения многослойных ИНС в задачах
с хаотическим поведением итераций на слоях да-
же при наличии неединственности неподвижной
точки эффективные решения связаны с примене-
нием процедуры последовательного усреднения
аппроксимаций на основе ЗБЧ (закона больших
чисел П.Л. Чебышёва), дающего существенное
ускорение сходимости частичных сумм в теории

R
∈ =1 2[ , ].x H L a b

= 1 1 2 2( ) ( , ,..., n nR x k c k c k c
∈1 2 2( , ,..., ,...)nc c c l

2[ , ]L a b
→ 0nk ≠ 0nk

→2 2: [ , ]R L a b l

∈ 2y l

тригонометрических рядов Фурье [5]. Аналогич-
ный эффект связан с теоремой Мазура [7], позво-
ляющей за счет процедуры усреднения превра-
тить слабо сходящиеся последовательности в
сильно сходящиеся. Близкое явление имеет место
в методе Ричардсона ускорения сходимости раз-
ностных схем на грубых сетках [8].

Теорема 2. Пусть непрерывное отображение
на  оставляет инвариантным ограниченный за-

мкнутый шар . Пусть последовательность ите-
раций (3) определяется формулами

(4)

Предположим, что почти везде существует предел

средних арифметических . Тогда после-

довательность итераций (4) сходится к неподвиж-
ной точке  отображения  почти для
всех начальных точек .

Доказательство. Существование неподвижной
точки следует из теоремы Брауэра
[9]. (Подчеркнем, что такая точка, вообще гово-
ря, неединственная). Сходимость почти везде

средних арифметических  обеспечивает

сходимость последовательности итераций (4) к ,
которая является неподвижной точкой отображе-
ния .

Таким образом, алгоритмы (4) могут быть по-
ложены в основу создания классов устойчивых
сходящихся ИНС.

Открытым является фундаментальный вопрос

о сходимости средних арифметических .

Он содержательно решен в рамках эргодической
теоремы Биркгофа–Хинчина [10] для отображе-
ний , сохраняющих меру. Вычисли-
тельные эксперименты авторов демонстрируют
надежность и вычислительную устойчивость ал-
горитма (4) для широкого класса непрерывных
отображений шара в себя.
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A general topological approach is proposed for the construction of converging artificial neural networks
(ANN) based on the configuration of decision-making algorithms on a sequence of iterations of continuous
maps (ANN layers). The mappings are selected based on the optimization principles that form the basis of
“ANN training”, and decision-making based on the results of multi-layer ANN training corresponds to find-
ing a converging sequence to a fixed point. The phenomena of computational instability associated with the
phenomenon of dynamic chaos associated with the incorrectness of this class of problems have been identi-
fied. Stabilization methods converging to stable fixed points of the mappings are proposed, which is the start-
ing point for a wide class of mathematical studies on optimizing training sets in the construction of ANN.
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Изучается задача Канторовича оптимальной транспортировки мер на метрических пространствах в
случае функций стоимости и маргинальных распределений, зависящих от параметра из метриче-
ского пространства. Показано, что расстояние Хаусдорфа между множествами вероятностных мер
с заданными маргиналами оценивается через расстояния между маргиналами. В качестве следствия
доказано, что стоимость оптимальной транспортировки непрерывна по параметру, если функция
стоимости и маргинальные распределения непрерывны по этому параметру.

Ключевые слова: задача Канторовича, метрика Канторовича, оптимальный план, расстояние Хаус-
дорфа, непрерывность по параметру
DOI: 10.31857/S2686954322600380

Пусть  и  – борелевские вероятностные ме-
ры на полных сепарабельных метрических про-
странствах X и Y соответственно,  – непре-
рывная функция на . Классическая задача
Канторовича оптимальной транспортировки (см.
[1–5]) заключается в минимизации интеграла

по всем мерам  из множества , состоящего
из борелевских вероятностных мер на  с
проекциями  и  на сомножители. Меры  и 
называются маргинальными распределениями
или маргиналами, а функция  называется функ-
цией стоимости. Если существует мера в  с
конечным интегралом от h, то минимум достига-
ется, а меры, на которых он достигается, называ-
ются оптимальными мерами или оптимальными
планами Канторовича. Этот минимум называется
оптимальной стоимостью и обозначается через

.

μ ν

≥ 0h
×X Y

σhd

σ Π μ ν( , )
×X Y

μ ν μ ν

h
Π μ ν( , )

μ ν( , )hK

Если функция стоимости  и маргинальные
распределения  и  зависят от параметра  из
метрического пространства T, то возникает во-
прос о непрерывности относительно t оптималь-
ной стоимости  и возможности выбрать
оптимальный план в  непрерывным по
параметру. Кроме того, множество всех транс-
портных планов  также зависит от пара-
метра, поэтому можно изучать его непрерывность
при наделении пространства множеств мер мет-
рикой Хаусдорфа, порожденной подходящей
метрикой на пространстве мер. Задачи Канторо-
вича с параметром исследовались в работах [5–8].
В работе [9] было показано, что соответствие

 непрерывно. Более короткое до-
казательство было недавно дано в работе [10], где
использовалась метрика Прохорова на простран-
стве мер. Наш первый результат дает значительно
более простую явную оценку с метрикой Канто-
ровича.

Напомним (см. [1, 11]), что слабая топология
на пространстве  борелевских вероятност-
ных мер на полном сепарабельном метрическом
пространстве X метризуема посредством метрики
Канторовича–Рубинштейна , заданной фор-
мулой

где  – множество 1-липшицевых функций на
пространстве X. Пространство  также
полно и сепарабельно.

th
μt νt t

μ ν( , )
th t tK

Π μ ν( , )t t

Π μ ν( , )t t

μ ν Π μ ν�( , ) ( , )

3( )X

KRd

{ }μ ν μ − ν ∈ ≤ 1( , ) = sup ( ) : Lip , | | 1 ,KRd f d f f

1Lip
3( ( ), )KRX d
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Для ограниченного пространства  можно ис-
пользовать метрику Канторовича

Для всякого пространства, лежащего в шаре ра-
диуса 1, верно равенство .

Заметим, что неограниченное метрическое
пространство  можно наделить ограничен-
ной метрикой , порождающей исход-
ную топологию, хотя  не обязано быть пол-
ным. Для новой метрики  и соответствующих ей
метрик Канторовича–Рубинштейна  и Канто-
ровича  (отличие от старых возникает из-за раз-
личия в классах липшицевых функций) имеем

. Кроме того,

Для наших целей можно использовать ограни-
ченную метрику  и ассоциированную с ней мет-
рику Канторовича.

Стоит отметить, что, взяв d в качестве функ-
ции стоимости на , получаем формулу
двойственности Канторовича .

Пусть  и  – метрические простран-
ства. Пространство  наделим метрикой

Эта метрика порождает соответствующие метри-
ки Канторовича–Рубинштейна и Канторовича на
пространстве  вероятностных мер на
произведении .

Напомним, что расстояние Хаусдорфа между
ограниченными замкнутыми подмножествами A
и B метрического пространства  определя-
ется формулой

Это расстояние будет рассматриваться для под-
множеств пространства вероятностных мер

 с метрикой Канторовича–Рубинштейна
 (порожденной метрикой на , введенной

выше) или с метрикой Канторовича , если X и Y
ограничены, что дает соответствующие расстоя-
ния Хаусдорфа  и . Как объяснено выше,
можно иметь дело с последним случаем и считать,
что  и  ограничены.

Теорема 1. Пусть , .
Тогда для каждой меры  существует
такая мера , что

(1)
Значит, для соответствующей метрики Хаусдор-
фа имеем

X
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Теорема 2. Предположим, что меры 
слабо сходятся к мере , меры 
слабо сходятся к мере , а равномерно огра-
ниченные непрерывные функции hn : X × 
сходятся к функции  равномерно
на компактных множествах. Тогда

Доказательство сводится к случаю общей функ-
ции стоимости h, более того, достаточно рассмот-
реть случай функции h, удовлетворяющей усло-
вию Липшица с некоторой постоянной . В этом
случае имеем следующую явную оценку:

В самом деле, пусть  – оптимальная ме-
ра. По предыдущей теореме имеется такая мера

, что

Поскольку  является L-липшицевой, имеем

Следовательно,

Меняя местами пары  и , получаем
оценку

Пусть  – метрическое пространство.
Следствие 1. Предположим, что отображения

непрерывны и , T × X ×  –
ограниченная непрерывная функция. Тогда функция

 непрерывна.
Возникает вопрос, существует ли оптималь-

ный план, непрерывно зависящий от параметра t.
Можно показать посредством примеров, что та-
кой выбор не всегда возможен. Однако имеются
приближенные оптимальные планы, непрерыв-
ные по t. Для заданного  мера  бу-
дет называться -оптимальной для функции сто-
имости h, если

Теорема 3. В ситуации предыдущего следствия
можно выбрать -оптимальные меры 
для функций стоимости  так, что они будут не-
прерывны по t в слабой топологии для каждого фик-
сированного .
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Если для каждого t имеется единственный оп-
тимальный план , то он непрерывен по t.

Рассмотрим нелинейный функционал стои-
мости вида

где  – ограниченная непрерывная функция на
. Функционалы такого типа были

недавно изучены в работах [12–15].

Предположим, что H зависит от параметра 
и функция

ограничена и непрерывна на .

Теорема 4. Предположим, что  и  –
непрерывные отображения со значениями в  и

 соответственно. Тогда функция

непрерывна.

Доказательства представленных результатов
будут даны в подробной статье.
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In this note, we study the Kantorovich problem of optimal transportation of measures on metric spaces in the
case where the cost function and marginal distributions depend on a parameter from a metric space. It is
shown that the Hausdorff distance between the sets of probability measures with given marginals can be esti-
mated by the distances between the marginals. As a corollary, it is proved that the cost of optimal transporta-
tion is continuous with respect to the parameter if the cost function and marginal distributions are continuous
in this parameter.
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Представлена онтология OntoMathPRO – первая семантическая веб-онтология профессионального
математического знания, предназначенная для классификации и систематизации математических
понятий. Концепты онтологии организованы в две иерархии: математических объектов и материа-
лизованных отношений. Учтены мета-онтологические различия, определенные в онтологии верх-
него уровня, проведено разделение концептов на типы и роли. Отношения между понятиями зада-
ны в материализованном виде. Аргументами материализованных отношений являются концепты-
роли. В онтологии определены также многоязычные лексиконы для выражения математических
концептов в текстах на естественном языке. Эти лексиконы представлены в виде наборов лингви-
стических открытых связанных данных. Проект построения OntoMathPRO находится в развитии и
предусматривает пополнение онтологии новыми разделами математики и расширение сферы ее
практического применения.

Ключевые слова: онтологии, онтологическое проектирование, извлечение математических фактов,
материализованные отношения, управление математическим знанием
DOI: 10.31857/S2686954322700011

1. ВВЕДЕНИЕ
Проведение современных научных исследова-

ний предполагает использование технологий
управления знаниями, в том числе, расширенный
поиск близких научных результатов, что может
быть обеспечено, в частности, путем использова-
ния технологий семантического поиска в имею-
щихся цифровых коллекциях научных докумен-
тов. Важную роль при этом играют онтологии.
Как известно (см., например, [1]), онтология –
это концептуальная модель предметной области,
представленная на формальном языке, который
обеспечивает применение машинных средств об-
работки информации. Отметим, что понятие
“онтология” используется в разных сообществах
в разных смыслах (исторически первом – в фило-
софским смысле), а приведенное определение,
отражающее вычислительный смысл, характерно
прежде всего для инженерии знаний и появилось
сравнительно недавно.

С появлением Семантического веба онтологии
стали играть ключевую роль в моделировании си-
стем управления интеллектуальными данными и
заняли центральное место в известном “слоеном
пироге” Тима Бёрнерса-Ли (https://www.w3.org/
2000/Talks/1206-xml2k-tbl/slide10-0.html). Наблю-
даемая тенденция настоящего времени – расши-
рение применения онтологий за счет создания
онтологий отдельных предметных областей (в
частности, математики), импортирования и ло-
гического объединения концептов онтологий
смежных областей, а также использования раз-
личных баз данных и других информационных
ресурсов. Вместе с тем однозначных описаний
предметных областей с помощью онтологий не
существует, потому что любая онтология предпо-
лагает развитие и зависит от целей ее создания и
применения. Поэтому построение концептуаль-
ных моделей разделов предметных областей и
формирование на этой базе соответствующих теза-
урусов и онтологий составляют актуальное на-
правление научных исследований. Существенные
результаты в этом направлении применительно к
математике получены в целом ряде работ.

Вопросам формирования онтологий научного
информационного пространства посвящена ра-
бота [2]. Тезаурус предметной области “Смешан-
ные уравнения математической физики” пред-
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ставлен в [3]. В исследовании [4] предложен спо-
соб описания термина, а также связанных с ним
уравнений и формул в тезаурусе предметной об-
ласти “Уравнения математической физики”. В [5]
представлены подходы и методы создания семан-
тической библиотеки в предметной области “Ма-
тематика”; описаны информационная система
LibMeta и онтология LibMeta Ontology, предна-
значенные для генерации семантических библио-
тек. Важность проектов по применению семанти-
ческих технологий в математике в соответствии с
принципами Открытых связанных данных
(Linked Open Data, LOD, https://lod-cloud.net/), в
том числе, проекта создания онтологии On-
toMathPRO, отмечена в исследованиях по форми-
рованию машиночитаемой LOD-коллекции
Mathematics Subject Classification [6].

Исследование структуры математического
знания и возможности его представления в Вебе с
помощью онтологий исследованы в [7], а обзор
семантических методов решения фундаменталь-
ных задач управления математическими знания-
ми содержится в [8] (здесь онтологии описаны
как формализмы для представления математиче-
ских знаний). Более широкий класс языков фор-
мализации в математике приведен в [9].

С разработкой математических онтологий свя-
зано решение целого ряда актуальных задач. Фун-
даментальными являются задачи классификации
и систематизации понятий математического зна-
ния, семантического поиска, извлечения матема-
тических утверждений из текста и их представления
в облаке LOD. Другая важная задача – построение
рекомендательных систем как элементов систем
поддержки и принятия решений, в том числе в ма-
тематике. Применение онтологий в обучающих си-
стемах, в частности, для контроля математических
знаний, – еще одна важная цель разработки соот-
ветствующих онтологий.

2. ОНТОЛОГИЯ OntoMathPRO: БАЗОВЫЕ 
ПОДХОДЫ

OntoMathPRO относится к классу предметных
онтологий, она предназначена для классифика-
ции и систематизации понятий профессиональ-
ного математического знания и включает не-
сколько важнейших областей (доменов) матема-
тики. Существенной особенностью OntoMathPRO

является широкий охват понятий из различных
областей математики, что дает возможность их
повторного использования. Такая возможность –
фундаментальное свойство всех предметных он-
тологий, оно в полной мере проявилось при про-
ектировании OntoMathPRO.

Одной из главных целей разработки математи-
ческой онтологии OntoMathPRO было ее исполь-
зование в научных исследованиях, включая гло-

бальные цели, определенные во всемирных про-
ектах “Global Digital Mathematical Library”
(GDML), “World Digital Mathematical Library”
(WDML) [10, 11].

В направлении классификации понятий мате-
матического знания онтология OntoMathPRO

обеспечивает построение современных класси-
фикаторов в различных областях математики, а
также создание специализированных математи-
ческих баз знаний. Встраивание онтологии в си-
стемы текстовой обработки математических до-
кументов позволяет не только извлекать из них
новые математические понятия для обогащения
самой онтологии, но и формировать и сохранять
в базах знаний конкретные математические
утверждения. Базы данных и базы знаний, сфор-
мированные методами извлечения информации
из математических текстов, могут быть размеще-
ны в облаке LOD.

При проектировании онтологии OntoMathPRO

были использованы результаты по управлению
математическими знаниями, полученные нами
ранее, а также разработанные методы структур-
ного и семантического анализа математических
документов [12].

Первая версия онтологии, представленная в
[13], предназначена для моделирования матема-
тических сущностей и организована в виде иерар-
хии математических объектов и разделов матема-
тики. В следующей версии онтологии средства
моделирования математических сущностей были
дополнены средствами моделирования матема-
тических утверждений. Для этого онтология была
пополнена иерархией материализованных отно-
шений, мета-онтологическим и лингвистиче-
ским уровнями (см. раздел 2). Кроме того, On-
toMathPRO была использована для построения ря-
да приложений по управлению математическим
знанием (см. раздел 3).

3. АРХИТЕКТУРА ОНТОЛОГИИ OntoMathPRO

В структуре онтологии выделены три уровня
(рис. 1), которые организованы в соответствии с
различными моделями представления ее концеп-
тов:

• уровень предметной онтологии содержит кон-
цепты профессионального математического зна-
ния;

• мета-онтологический уровень представлен
разметкой математических концептов мета-онто-
логическими аннотациями;

• лингвистический уровень обеспечивает рас-
познавание математических концептов в науч-
ных математических текстах на русском и ан-
глийском языках.
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На уровне предметной онтологии определены
иерархия объектов и представление материализо-
ванных отношений.

Иерархия объектов содержит концепты, отно-
сящиеся к широкому набору областей математи-
ки (математическая логика, теория множеств, ма-
тематический анализ, алгебра, геометрия, диф-
ференциальные уравнения и другие). Концепты
первого уровня иерархии относятся к трем типам:
базовые математические объекты (такие как Мно-
жество, Оператор, Отображение), корневые эле-
менты соответствующей области математики (на-
пример, Элемент теории вероятностей) и общие
математические концепты (такие как Проблема,
Метод, Утверждение, Формула).

Описание концепта онтологии содержит его
название и определение на русском и английском
языках, мета-онтологические аннотации, связи с
другими концептами, а также ссылки на внешние
ресурсы. На рис. 2 приведен пример концепта
Степень многочлена в редакторе WebProtégé. Опи-
сание этого концепта содержит два варианта на-
звания концепта на русском языке (свойство
rdfs:label): “Степень многочлена” и “Степень поли-
нома”, название концепта на английском языке
(свойство rdfs:label), определение (свойство
rdfs:comment), указание мета-онтологического
класса SubKind (свойство gufo:SubKind) и выше-
стоящий концепт Число.

OntoMathPRO определяет объектные свойства,
связывающие все концепты из иерархии объек-
тов. Введенные свойства выражают следующие
отношения: (1) отношение между объектом мате-
матического знания и разделом математики; (2)
отношение “определяется через”; (3) ассоциатив-

ное отношение и (4) отношение между задачей и
методом ее решения.

Представление материализованных отношений
нацелено на моделирование n-местных отноше-
ний между математическими объектами, выража-
емых с помощью n-местных предикатов. Сред-
ствами языка OWL такие отношения представле-
ны в материализованном виде, т.е. в виде классов.
Аргументы n-местных отношений описаны с по-
мощью классов-ролей, экземпляры которых свя-
заны с экземплярами материализованных отно-
шений с помощью объектных свойств.

На лингвистическом уровне материализован-
ное отношение чаще всего задается формой гла-
гола, например, “делить”, “принадлежать”. На
рис. 3 представлен пример отношения делимо-
сти. Аргументы этого отношения – два концепта-
роли Делимое и Делитель, которые являются под-
классами концепта-типа Число. Экземплярами
материализованного отношения служат отноше-
ния между конкретными числами, как указано на
рисунке. Экземпляры аргументов отношения
связаны с экземпляром отношения с помощью
объектного свойства omp:hasArgument.

Мета-онтологический уровень. При проекти-
ровании онтологии OntoMathPRO учтены онтоло-
гические различия концептов-типов и концеп-
тов-ролей.

Тип – это концепт, который является семан-
тически жестким и онтологически независимым
[14, 15]. Например, концепт Натуральное число
является типом, так как его существование не за-
висит от отношений с другими числами.

Роль – это концепт, который является семан-
тически нежестким и онтологически зависимым.

Рис. 1. Общая архитектура онтологии OntoMathPRO.
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Концепт-роль возникает только в силу каких-ли-
бо отношений с другим объектом [14, 15]. Напри-
мер, концепт Делитель является ролью, которая
возникает у числа (концепт Число) только в кон-
тексте операции деления. Концепты-роли привя-
заны к соответствующим концептам-типам с по-
мощью отношения онтологической зависимости.

На мета-онтологическом уровне концепты из
иерархии объектов аннотируются мета-онтоло-
гическими классами (такими как Тип, Роль, Ре-
лятор), которые определены в онтологии верхне-
го уровня UFO (Unified Foundation Ontology) [14].

Для аннотирования концептов онтологии On-

toMathPRO мета-онтологическими аннотациями ис-
пользованы два подхода. В соответствии с первым из
них аннотирование осуществляется с помощью пре-
диката rdf:type. Такой подход требует поддержки меха-
низма OWL Puning (https://www.w3.org/2007/OWL/wi-
ki/Punning), но позволяет задействовать принци-
пы многоуровневого моделирования, в том числе
онтологию MLT Ontology (https://nemo.inf.ufes.br
/projects/mlt/). В соответствии со вторым подхо-
дом для аннотирования используется свойство
omp2:hasMetaclass.

Лингвистический уровень онтологии OntoMathPRO

состоит из многоязычных лексиконов, определя-
ющих способы выражения концептов из пред-

метной онтологии в русском (английском) языке.
Каждый лексикон содержит:

• лексические единицы (однословные и мно-
гословные), обозначающие математические кон-
цепты (например, лексическая единица “матри-
ца” используется для обозначения одноименного
концепта Матрица из уровня предметной онто-
логии);

• формы лексических единиц (в разных паде-
жах, числах);

• синтаксические деревья для многословных
лексических единиц;

• синтаксические фреймы для лексических
единиц-предикатов, которые описывают синтак-
сические аргументы заданного предиката, грам-
матические показатели аргументов и их связь с
концептами онтологии.

Многоязычные лексиконы представлены в ви-
де наборов Лингвистических открытых связан-
ных данных (Linguistic Linked Open Data, LLOD,
http://linguistic-lod.org/) с помощью онтологий
OntoLex/Lemon (https://www.w3.org/communi-
ty/ontolex/; https://www.w3.org/2016/05/ontolex/),
LexInfo (https://lexinfo.net/) и PreMOn (Predicate
Model for Ontologies, https://premon.fbk.eu/).

Рис. 2. Пример концепта Степень многочлена в редакторе WebProtégé.
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Онтология OntoMathPRO продолжает активно
развиваться, ее текущая версия содержит более
4 тыс. концептов в иерархии объектов, отноше-
ния верхнего уровня в иерархии материализован-
ных отношений, а также мета-онтологические
описания для 600 концептов и лингвистические
описания базовых концептов на русском и ан-
глийском языках. В дальнейшем планируются
разработка новых разделов онтологии и пополне-
ние существующих разделов новыми концепта-
ми, разработка новых материализованных отно-
шений между концептами и снабжение концеп-
тов новыми лингвистическими аннотациями.

4. ПРИЛОЖЕНИЯ ОНТОЛОГИИ OntoMathPRO

Одни из таких приложений связаны с разрабо-
танной нами экосистемой OntoMath.

OntoMath – это система онтологий, инстру-
ментов текстовой аналитики и приложений для
управления математическим знанием [16]. Цен-
тральным ее компонентом является платформа
семантической публикации. Она принимает на
вход коллекцию математических документов в
формате LaTEX и автоматически строит семанти-

ческое представление документов в виде rdf-на-
бора, интегрированного в облако LOD. Этот на-
бор включает метаданные, компоненты логиче-
ской структуры математических публикаций,
математическую терминологию, математические
формулы и представления, задающие связи тер-
минов (концептов) с их символьными обозначе-
ниями в формулах. На базе сгенерированного rdf-

набора функционируют сервисы управления ма-
тематическим знанием, в частности, сервис се-
мантического поиска по математическим форму-
лам ([17], https://lobachevskii-dml.ru/mathsearch),
рекомендательная система для поиска и анализа
математических статей [18] и система формиро-
вания рекомендаций по назначению математиче-
ским статьям индексов Универсальной десятич-
ной классификации (УДК) [19].

Принципы моделирования онтологии

OntoMathPRO были применены при проектирова-
нии образовательной математической онтологии

OntoMathEdu (https://github.com/CLLKazan/On-
toMathEdu), которая представляет знания из эле-
ментарной математики и используется для фор-
мирования образовательных курсов на основе со-
временных цифровых платформ [20]. Онтология

OntoMathPRO была также использована при тести-
ровании студентов математических специально-
стей для оценки уровня их компетенций. Тести-
рование предполагало построение взаимосвязей
между рядом задач курса “Численные методы” и
методами их решения. Проведенный экспери-
мент продемонстрировал эффективность приме-
ненного подхода.

Другие приложения онтологии OntoMathPRO

связаны с ее использованием в смежных областях
и направлениях исследований.

В работах [21, 22] осуществлен перевод онто-

логии OntoMathPRO на итальянский язык с даль-
нейшим ее использованием при разработке реко-

Рис. 3. Представление материализованных отношений.
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мендательных систем, связанных с обучающими
математическими материалами.

В [23] онтология OntoMathPRO использована
для построения онтологии объектов научного
знания SKOO (Scientific Knowledge Objects Ontol-
ogy), которая в свою очередь предназначена для
визуализации научного знания.

В [24] OntoMathPRO использована в качестве
компонента платформы для поиска документов в
цифровых библиотечных каталогах.

В [25] онтология OntoMathPRO использована в
качестве одного из компонентов системы оценки
качества данных в сенсорных сетях.

Таким образом, проект построения онтологии

OntoMathPRO уже нашел достаточно широкий
спектр приложений.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлена онтология профессиональной

математики OntoMathPRO. Это первая семантиче-
ская веб-онтология профессионального математи-
ческого знания, которая: (1) строго придерживается
онтологических различий (ontological distinctions),
определенных в онтологии верхнего уровня; (2)
представляет математические отношения в каче-
стве сущностей первого порядка; (3) содержит
лингвистический уровень, который подробно
описывает то, как математические концепты вы-
ражаются в тексте на естественном языке.

Основное научное значение полученных ре-
зультатов состоит в том, что они связали между
собой три различные области исследований:
управление математическим знанием, онтологи-
ческое моделирование и Лингвистические от-
крытые связанные данные (LLOD).

Проект построения онтологии OntoMathPRO

находится в развитии и предусматривает ее по-
полнение новыми разделами математики.

Онтология OntoMathPRO распространяется под
свободной лицензией Apache 2 и доступна в репо-
зитории GitHub (https://github.com/CLLKa-
zan/OntoMathPro/) с возможностью ее пополне-
ния с участием заинтересованных специалистов-
математиков.
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OntoMathPRO – ONTOLOGY OF MATHEMATICAL KNOWLEDGE

А. М. Elizarova, А. V. Kirillovicha, Е. К. Lipacheva, and О. А. Nevzorovaa

a Kazan (Privolzhsky) Federal University, Kazan, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

This article presents the first semantic web ontology of professional mathematical knowledge OntoMathPRO.
This ontology is designed to classify and systematize mathematical concepts. OntoMathPRO ontology concepts
are organized into two hierarchies: the hierarchy of mathematical objects and the hierarchy of materialized
relations. When designing the ontology, the meta-ontological differences defined in the top-level ontology
were taken into account; the division of concepts into types and roles was carried out. Relations between con-
cepts are given in a reified form. Concepts-roles are arguments of reified relations. Multilingual dictionaries
for extracting mathematical concepts from natural language texts have been defined in the ontology. These
lexicons are presented as sets of linguistically related open data. The OntoMathPRO project is developing and
improving. Ontology is enriched with new branches of mathematics, and the areas of application of ontology
continue to expand.

Keywords: ontology, ontology development, mathematical fact extraction, reified relation, mathematical
knowledge management
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Предложен метод проверки гипотезы об эквивалентности хвоста распределения данных с выбран-
ным хвостом распределения – аналога гипотезы согласия для статистики экстремумов. Метод ос-
нован на новом преобразовании данных, переводящем k максимальных порядковых статистик вы-
борки из стандартного равномерного закона  в случайные величины, похожие в своем асимп-
тотическом поведении на выборку из  размера k. Доказано, что критерии, построенные по
предложенному методу, являются состоятельными на максимально широкой альтернативе – отри-
цании основной гипотезы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

При построении вероятностных моделей дан-
ных в различных областях знаний возникают си-
туации, когда вероятности редких событий не мо-
гут быть качественно описаны в рамках популяр-
ных моделей и требуют отдельного анализа.
Такие ситуации возникают, в частности, в фи-
нансовых и страховых задачах, в задачах надеж-
ности и демографических исследованиях, когда
“тело” распределения описывается, например,
нормальным или логнормальным законом, а
хвост – правильно меняющимся распределени-
ем. Более того, редкие (экстремальные) события
могут быть сами по себе центральным объектом
анализа, как, например, при изучении природ-
ных катаклизмов и катастроф, в задачах безопас-
ности ядерной энергетики и других. Анализ таких
событий является основным предметом изучения
стохастической теории экстремумов, см. моно-
графии [1, 2]. В настоящей работе нас будет инте-
ресовать статистическая часть этой теории.

По сравнению с оцениванием параметров, ме-
тодам проверки гипотез в статистике экстрему-

мов посвящено не так много работ, см. обзор [3].
Это во многом связано с тем, что наиболее попу-
лярной (и, по сути, безальтернативной для прак-
тиков) моделью для хвостов распределений до сих
пор является модель обобщенного распределения
Парето [1, 2], которая не требует применения ап-
парата проверки гипотез. Однако в связи с тен-
денцией к увеличению объемов доступных дан-
ных становится возможным рассмотрение более
узких (семипараметрических) моделей хвостов
распределений, например, таких как модели хво-
стов распределений вейбулловского и лог-вей-
булловского типов. Тем самым, возникает необ-
ходимость в разработке статистических критери-
ев для выбора подходящей модели хвоста
распределения данных, частным случаем кото-
рых являются критерии о принадлежности хвоста
распределения какому-то определенному классу.

Для этой цели, по аналогии с классической
статистикой, могут быть использованы критерии
согласия, в статистики которых вместо неизвест-
ных параметров распределений подставлены их
оценки. Тем не менее эта задача в литературе
практически не рассматривалась – единствен-
ным на текущий момент исследованием, посвя-
щенным задаче построения критериев согласия с
хвостом распределения, является работа [4].
Однако фактически в этой работе были предло-
жены критерии проверки не гипотезы согласия с
хвостом распределения, а гипотезы о том, что
хвост распределения пропорционален выбранно-
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му, что может привести к принципиально невер-
ным выводам о хвосте распределения на практике
при его использовании. Дополнительной мотива-
цией к изучению критериев согласия с хвостом
распределения служит тот факт, что статистики
критериев согласия часто используются для опре-
деления оптимального значения высокого уровня
при оценивании параметров в рамках статистики
экстремумов [5].

Для построения критериев согласия с хвостом
распределения предлагается воспользоваться идея-
ми, которые были применены при построении кри-
териев согласия для цензурированных данных. При
разработке последних в литературе преимуще-
ственно использовались 2 подхода: усечение стати-
стики стандартного критерия согласия и специ-
альные преобразования данных, см. обзор лите-
ратуры в работе [6]. Преимущества и недостатки
каждого из подходов рассмотрены в работе [4].
Достаточно полное описание критериев, получен-
ных с помощью первого подхода, можно найти в
монографии [7]. Однако в случае стандартной по-
становки статистики экстремумов, а именно, если
для статистического анализа используются лишь 
максимальных (или минимальных) порядковых
статистик выборки размера  где последователь-
ность  удовлетворяет условиям

(1)
статистики критериев согласия, построенных в
рамках первого подхода, будут стремиться к нулю
по вероятности, что делает этот подход бесполез-
ным для нашей задачи. Далее будем полагать, что
последовательности  и  являются моно-
тонными с некоторого момента.

Ключевой для второго подхода является рабо-
та [8], в которой преобразование k максимальных
порядковых статистик выборки из стандартного
равномерного закона  переводящее их в
выборку размера k из  было впервые ис-
пользовано для построения критериев согласия
по цензурированной выборке. Пусть  –
независимые одинаково распределенные (н.о.р.)
случайные величины из распределения  а

 – вариационный ряд этой выбор-
ки. Тогда, как показано в [8],

(2)
являются порядковыми статистиками выборки

 из  где

(3)

Далее, в рамках второго подхода для проверки
гипотезы согласия  по порядковым
статистикам  выборки  предлагается
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подставлять в статистики стандартных критериев
согласия величины  вместо  где

 и  получены из  соглас-
но формуле (2). Тем самым, при верности нуле-
вой гипотезы распределения статистик критериев
согласия, полученных в рамках второго подхода,
будут совпадать с распределениями статистик их
стандартных аналогов, что, однако, не будет вы-
полняться в случае верности альтернативной ги-
потезы. Другие подобные преобразования можно
найти в работах [9, 10]. Однако, как выяснилось,
критерии согласия с хвостом распределения, ко-
торые могут быть получены на основе преобразо-
вания (2), фактически проверяют гипотезу об
асимптотической пропорциональности хвоста
распределения наблюдений с хвостом выбранно-
го распределения и, тем самым, обладают схожи-
ми недостатками с критериями, предложенными
в работе [4].

В этой работе мы предложим новое преобразо-
вание данных, похожее на преобразование (2),
результатом которого будут случайные величины,
не являющиеся, однако, независимыми и распре-
деленными по закону  Тем не менее “эмпи-
рическая функция распределения”, построенная по
этим величинам, в случае верности основной гипо-
тезы будет сходиться к функции распределения
стандартного равномерного закона. Это свойство
данного преобразования позволит нам на его ос-
нове предложить метод построения критериев
для проверки гипотезы согласия с хвостом рас-
пределения, т.е. о том, что хвост распределения
асимптотически эквивалентен выбранному. Так-
же мы показываем состоятельность предложен-
ных критериев на максимально широкой альтер-
нативной гипотезе – отрицании основной гипо-
тезы.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть F – функция распределения. Определим ее

правую граничную точку как  = 1} и
хвостовую функцию распределения как  –
‒ F(x). Будем говорить, что хвостовые функции
распределения  и  эквивалентны (пишем

), если их правые граничные точки совпа-
дают, т.е.  и выполнено соотноше-
ние

Правым хвостом функции распределения F на-
зовем класс эквивалентности  хвостовых

функций распределения по отношению , т.е. для
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функции распределения G свойство  экви-
валентно выполнению  Далее мы про-
должим говорить о правых хвостах распределе-
ний, хотя все приведенные ниже рассуждения
можно повторить и для левых хвостов. Опреде-
лим гипотезу согласия с (правым) хвостом распре-
деления  как  Отметим, что в работе
[4] гипотеза согласия с хвостом распределения
определялась как  для всех до-
статочно больших  однако стохастическая тео-
рия экстремумов является асимптотической нау-
кой, и проверить на практике выполнение соот-
ношения  для всех  в отличие

от более слабого условия  может оказаться
достаточно проблематичным.

Пусть  – н.о.р. случайные величины
с непрерывной функцией распределения  а
функция распределения  тоже непрерывна.
Предположим, что мы хотим проверить гипотезу

 по этой выборке. Для удобства перейдем к рас-
смотрению н.о.р. случайных величин  где

 и, тем самым, гипотезе 

где  – функция распределения случай-
ной величины   и  –
функция распределения стандартного равномер-
ного закона. Заметим, что выводы о правом хво-
сте распределения возможно делать только по
максимальным членам вариационного ряда вы-
борки, поэтому будем рассматривать только 
максимальных членов вариационного ряда вы-
борки  где .

Введем следующее преобразование k макси-
мальных порядковых статистик выборки 

где семейство функций  таково, что
 и  для x =  c
, если  удовлетворяет (1) при

. Сохраняя связь с преобразованием (2),
положим

(4)

где функция  определена в (3). Действи-
тельно, функция (4) удовлетворяет условиям, на-
ложенным выше, поскольку, как несложно про-
верить,  для x = x(n) таких, что
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удовлетворяет (1) при .

Назовем  эмпириче-
ской функцией распределения набора случайных
величин  Далее будем предполагать, что 
дважды дифференцируема. Для формулировки
результатов этой работы введем следующее усло-
вие, являющееся классическим для стохастиче-
ской теории экстремумов: скажем, что функция
распределения  удовлетворяет условию фон
Мизеса [2], если

(5)

где  – индекс экстремального значения. В част-
ности, в случае верности гипотезы   и

.
Далее, обозначим через D пространство Ско-

рохода, т.е. пространство непрерывных справа
функций, имеющих предел слева, на  Следу-
ющая теорема является развитием классического
результата Донскера, Колмогорова и Скорохода о
сходимости нормированной разности эмпириче-
ской и теоретической функций распределения к
броуновскому мосту (гауссовскому процессу 
на отрезке  с нулевой функцией среднего и
ковариационной функцией ).

Теорема 1. Пусть  – н.о.р. случайные вели-
чины с функцией распределения  удовлетворяю-
щей условию (5). Предположим, что выполнена ги-
потеза . Пусть последовательность 
удовлетворяет условиям (1) и

(6)

Тогда процесс  слабо сходится в
D к броуновскому мосту  при .

Данная теорема позволяет строить критерии
проверки гипотезы согласия  на основе стати-
стик классических критериев согласия. В каче-
стве примера рассмотрим критерии Колмогорова
и Андерсона-Дарлинга; разумеется, приведенные
ниже рассуждения могут быть адаптированы и
для других критериев согласия. Обозначим через

модификации статистик критериев согласия
Колмогорова и Андерсона-Дарлинга проверки
гипотезы  соответственно. Пусть

 Тогда, как следует из Tеоремы 1, в слу-
чае выполнения условий (1) и (6) правила
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(7)

(8)

являются критериями проверки гипотезы ,
асимптотически имеющими уровень значимости α,
где  и  – квантили уровня 1 – α распреде-
лений Колмогорова и Андерсона-Дарлинга соот-
ветственно. Следующая теорема позволяет утвер-
ждать, что критерии (7) и (8) являются состоя-
тельными на альтернативе  неверна.

Теорема 2. Пусть  – н.о.р. случайные вели-
чины с функцией распределения  удовлетворяю-
щей условию (5). Предположим, что верна гипотеза

, а последовательность  удовлетворяет
(1). Тогда для всех  кроме, может быть,
одной точки

В данной работе предложен метод построения
критериев проверки гипотезы согласия с хвостом
распределения . Метод основан на новом пре-
образовании данных, который переводит k мак-
симальных членов вариационного ряда выборки
из стандартного равномерного закона в случай-
ные величины, близкие по своему поведению к
вариационному ряду выборки из стандартного
равномерного закона размера k. В отличие от пер-
вой работы [4], посвященной данной задаче, в
статье предложены критерии в точности для про-
верки гипотезы согласия с хвостом распределе-
ния и доказывается их состоятельность на макси-
мально широкой альтернативе – отрицании ос-
новной гипотезы.
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ЭЛЕКТРОСТАТИКИ В НЕОДНОРОДНОЙ ПРОСТРАНСТВЕННО 
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Предложен высокоточный и экономичный итерационный метод вычисления потенциала и напря-
женности электрического поля в трехмерном неоднородном пространственно периодическом ди-
электрике, помещенном в первоначально однородное электрическое поле. В основе алгоритма ле-
жит идея представления потенциала в виде суммы линейной функции и пространственно периоди-
ческой поправки, которая может быть выражена в виде разложения по собственным функциям
оператора Лапласа, удовлетворяющим соответствующим условиям периодичности. Для экономич-
ной численной реализации предложенного алгоритма используется быстрое преобразование Фурье.

Ключевые слова: итерационные методы, оператор Лапласа, собственные функции, быстрое преобра-
зование Фурье

DOI: 10.31857/S2686954322600239

1. Задачи электростатики в пространственно
периодических средах возникают естественным
образом в ряде актуальных исследований в физи-
ческой химии и материаловедении, где электри-
ческое поле применяется в качестве способа
управления состоянием системы [1]. Численное
решение задач электростатики в основном осу-
ществляется тремя группами методов, куда вхо-
дят (а) разностные методы; (б) проекционные ме-
тоды, такие как различные версии метода Галер-
кина; (в) метод интегральных уравнений [2–5].
Наряду с этими методами в ряде специфических
задач используются спектральные методы, в ко-
торых искомое решение представляется в виде
разложения по системе собственных функций со-
ответствующего дифференциального оператора
[4]. Спектральный подход эффективен в задачах с
периодическими граничными условиями в одно-
родной среде, поскольку в этом случае аналити-
ческое решение представимо в виде разложения
по тригонометрической системе функций. Одна-
ко дело обстоит иначе в случае неоднородных
сред, так как тригонометрические функции, во-
обще говоря, не являются собственными функ-

циями дифференциального оператора задачи.
Тем не менее тригонометрический базис в про-
странственно периодических задачах все еще яв-
ляется достаточно привлекательным для пред-
ставления решения в виде линейной комбинации
тригонометрических функций, когда характери-
стики среды являются плавно меняющимися
функциями. В настоящей работе предложен ана-
лог псевдоспектрального подхода, примененного
к задачам теории полимеров [6], для решения за-
дач электростатики в пространственно периодиче-
ских диэлектрических средах с плавно меняющей-
ся диэлектрической проницаемостью, на основе
которого создан высокоточный экономичный
итерационный метод вычисления потенциала и
напряженности электрического поля с использо-
ванием быстрого преобразования Фурье.

2. Потенциал  электрического поля в среде
с достаточно гладкой положительной диэлектри-
ческой проницаемостью , где  – ра-
диус-вектор, удовлетворяет уравнению в частных
производных эллиптического типа [1]

(1)

В случае неоднородного диэлектрика, помещен-
ного в первоначально однородное электрическое
поле, удобно представить искомый потенциал

 в виде

(2)

Φ( )r

ε( )r = ( , , )x y zr

ε Φ = ∇ ⋅ ε ∇Φ =div( ( )grad ( )) ( ( ) ( )) 0.r r r r
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Φ = ϕ − 0( ) ( ) ( , ),r r E r
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где E0 – вектор напряженности электрического
поля в однородной диэлектрической среде с ди-
электрической проницаемостью, равной средне-
му значению  диэлектрической проницаемости
среды , а  – добавочный потенциал. Под-
становка правой части (2) в уравнение (1) приво-
дит к следующему уравнению

(3)

Искомый добавочный потенциал  в правой
части (2) удовлетворяет периодическим гранич-
ным условиям в пространственно периодической
диэлектрической среде

(4)

где в качестве функции f используются функции
 и , Z – множество целых чисел,  – ба-

зис в E3.
Отметим, что уравнение Пуассона относи-

тельно функции 

(5)

в котором функции  и  удовлетворяют
условиям периодичности (4), определяет решение
с точностью до постоянной составляющей. Поэто-
му в подпространстве потенциалов  с нулевым
средним значением уравнение (5) имеет един-
ственное решение. Для такого решения задачи (5)
с нулевой постоянной составляющей и граничны-
ми условиями (4) будем использовать обозначе-
ние

(6)
Уравнение (3) определяет добавочный потенциал

 также с точностью до постоянной составляю-
щей, значение которой без ограничения физиче-
ской общности можно положить равным нулю.
Подставляя правую часть уравнения (3) в уравне-
ние (6) вместо функции , получаем еще одну
форму записи уравнения (3)

(7)
В отличие от уравнения (3) уравнение (7) подра-
зумевает, что постоянная составляющая потен-
циала  равна нулю.

Для решения уравнения (7) с периодическими
граничными условиями можно применить итера-
ционный метод Пикара с положительным пара-
метром τ

(8)

или другие, более быстро сходящиеся итерацион-
ные методы, в том числе многослойные [7, 8].

ε
ε( )r ϕ( )r

∇ ϕ = − ∇ϕ ∇ ε2
0( ) ( ( ), ln ( )).r E r r

ϕ( )r

+ + + =
∈ = >

1 1 2 2 3 3

1 2 3

( ) ( ),
, |( ,[ , ])| 0,k

f n n n f
n Z V

r a a a r
a a a

ε( )r ϕ( )r { }ka

ϕ( )r

∇ ϕ = ρ2 ( ) ( ),r r

ϕ( )r ρ( )r

ϕ( )r

−ϕ = ∇ ρ2( ) ( ).r r

ϕ( )r

ρ( )r

−ϕ = ∇ − ∇ϕ ∇ ε = ϕ ε2
0( ) ( ( ), ln ( )) [ ( ); ( )].Fr E r r r r

ϕ( )r

+ϕ = − τ ϕ + τ ϕ ε
τ ∈ ϕ =

1

0

( ) (1 ) ( ) [ ( ); ( )],
(0,1], ( ) 0

k k kFr r r r
r

3. Рассмотрим экономичный способ вычисле-
ния оператора  с помощью быстрого
преобразования Фурье (БПФ). С этой целью вве-
дем взаимный (обратный) базис , определяе-
мый условиями

(9)

где  – символ Кронекера. Каждая достаточно
гладкая действительная периодическая функция

 может быть разложена в равномерно сходя-
щийся тригонометрический ряд Фурье, допуска-
ющий почленное дифференцирование (т.е. ряды
Фурье для производных также сходятся равно-
мерно),

(10)

где  – целочисленный вектор, Z –
множество целых чисел, а коэффициенты ряда
(10) определяются равенствами

(11)

Следующие дифференциальные операторы (гра-
диент и лапласиан), примененные к достаточно
гладкой функции , также выражаются в виде
равномерно сходящихся рядов Фурье

(12)

Обращение лапласиана на множестве функ-
ций с нулевым средним значением происходит с
помощью равенства

(13)

Соотношения (10)–(13) лежат в основе высо-
коточного вычисления градиента и лапласиана
функции на равномерной сетке с помощью дис-
кретного преобразования Фурье, когда высоко-
частотными гармониками функции можно пре-
небречь.

Для вычисления коэффициентов Фурье (12)
воспользуемся формулой прямоугольников на
равномерной сетке в параллелепипеде Π

(14)
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(16)

где N обозначает конечное множество целочис-
ленных векторов m и n, компоненты которых
принимают целые неотрицательные значения,
описанные соотношениями (15). Отметим тес-
ную связь формулы прямоугольников на отрезке
прямой для тригонометрических полиномов и
квадратурных формул Гаусса для полиномов Че-
бышева [9], а именно: формула прямоугольников
на равномерной сетке с числом узлов N является
точной для тригонометрических полиномов сте-
пени n, где  и, тем самым, выполняет роль
высокоточной формулы Гаусса на множестве пе-
риодических функций.

Равенство (16) представляет собой с точностью
до множителя дискретное преобразование Фурье
сеточной функции . Восстановление сеточ-
ной функции  по ее коэффициентам (16)
происходит с помощью обратного дискретного
преобразования Фурье

(17)

Соотношения (16) и (17) позволяют использо-
вать алгоритм БПФ для высокоточного и эконо-
мичного вычисления коэффициентов Фурье и
восстановления по ним исходной сеточной функ-
ции. Для вычисления коэффициентов Фурье дис-
кретных аналогов дифференциальных операто-
ров (12) градиента , лапласиана  и обра-
щения лапласиана (13)  сеточной функции

 применяются соответственно соотношения

(18)
и

(19)

где

(20)

(21)

Дискретные аналоги градиента, лапласиана и
обращения лапласиана сеточной функции  вы-
числяются по формуле (17) обратного дискретного
преобразования Фурье с заменой коэффициентов
fm соответственно на коэффициенты ,  и

, определенные выше в (18)–(21).
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Отметим, что в сравнении с широко распро-
страненными разностными аппроксимациями
дифференциальных операторов [2], введенные
здесь их дискретные аналоги (18)–(21) обладают
определенным преимуществом. Они совпадают с
исходными операторами (12) и (13) в точках сетки
(14), (15) на множестве конечных линейных ком-
бинаций тригонометрических функций вида (10),
если компоненты индексов гармоник удовлетво-
ряют неравенствам  ( ), причем
сами эти линейные комбинации могут быть ис-
пользованы для вычисления функций и соответ-
ствующих операторов (12) и (13) во всех точках
параллелепипеда Π, а не только в узлах сетки.

Замечание. Стремление к нулю коэффициентов
разложения в тригонометрический ряд Фурье
функции lnε(r) в уравнении (7) должно быть доста-
точно быстрым. Для простоты понимания усло-
вий, накладываемых на спектр функции lnε(r), рас-
смотрим одномерное уравнение (7). Если шаг рав-
номерной сетки по пространственной переменной
равен h, то пространственная частота Найквиста
равна . Следовательно, выбор шага сетки h
должен производиться так, чтобы частичная три-
гонометрическая сумма ряда Фурье векторной
функции  с гармониками, включающими
волновые числа q, удовлетворяющие неравенству

, аппроксимировала исходный ряд и его
производную с достаточной точностью, опреде-
ляемой конкретным приложением. Отметим, что
в правую часть уравнения (7) входит скалярное
произведение градиентов функции  и иско-
мого добавочного потенциала . Если каждая
из этих функций содержит гармоники с модулем
волнового числа , то их скалярное произведе-
ние может содержать гармоники с модулем вол-
нового числа , т.е. включать пространствен-
ные частоты, превышающие частоту Найквиста.
Поэтому ограничение на шаг сетки должно быть
усилено по меньшей мере вдвое: значимые гармо-
ники функции  (т.е. те, которые передают
существенную информацию о функции) должны
включать только волновые вектора с длинами

. В случае многомерного уравнения (7)
под q следует понимать каждую из независимых
компонент волнового вектора .

Кратко опишем процедуру вычисления пра-
вой части уравнения (7):

1. Последовательно полагаем функцию 
равной  и , применяя затем к ней каж-
дый раз дискретное преобразование Фурье (16)
для вычисления коэффициентов Фурье fm, находя
векторные коэффициенты  в соответствии с
левой формулой (18) и вычисляя дискретный ана-

<2 k km N = 1, 2, 3k

−1(2 )h

∇ εln ( )r

−≤ π 1| |q h

εln ( )r
ϕ( )r

−π 1h

−π 12 h
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( )f nr
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лог градиента  по формуле (17), в которой
скалярные коэффициенты fm заменены на век-
торные коэффициенты .

2. Вычисляем скалярное произведение ρ(rn) =
= , где вектора  и

 уже найдены на предыдущем шаге, и по-
лагаем функцию  равной , применяя к
ней дискретное преобразование Фурье (16) для вы-
числения коэффициентов Фурье  fm, находя вели-

чины  в соответствии с формулой (19) и вы-
числяя дискретный аналог обращения лапласиана

 = =  по формуле (17), в которой
коэффициенты  fm заменены на коэффициенты

.
Результатом применения указанных выше

двух шагов является вычисление значений пра-
вой части  уравнения (7) в узлах сетки
(14). Далее для численного решения уравнения
(7) следует применить итерационный процесс (8)
или какой-либо иной метод, например, из работ
[7, 8].

Вычислительная трудоемкость прямого (16) и
обратного (17) дискретных преобразований Фу-
рье методом БПФ оценивается величиной поряд-
ка  операций, где . Указан-
ная оценка и возможность эффективного распарал-
леливания алгоритмов БПФ [10] предоставляют
возможность численного решения трехмерных за-
дач электростатики в периодических диэлектриче-
ских средах итерационными методами с использо-
ванием большого числа узлов сетки в параллеле-
пипеде Π за реальное время.

4. Применим предложенный выше алгоритм
для расчета электрического поля в модельных од-
номерной и трехмерной пространственно перио-
дических диэлектрических средах, состоящих из
компонентов А и В, каждый из которых характе-
ризуется значением диэлектрической проницае-
мости  и  соответственно.

Сначала рассмотрим одномерную среду с ла-
меллярной морфологией, положив объемные до-
ли компонентов А и В соответственно равными

(22)

Локальную диэлектрическую проницаемость
среды определим следующим образом

(23)

Однородное электрическое поле  считаем
направленным вдоль оси x. Уравнение (3) отно-
сительно добавочного потенциала  в этом
случае принимает вид

∇� ( )f nr
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(24)

с периодическим граничным условием  =
= ϕ(x).

Для применения вычислительного алгоритма,
описанного в пп. 2 и 3, рассмотрим равномерную
сетку  ( ) на отрезке [0, 1],
где  ( ). Отметим, что коэффици-
енты разложения функции (lnε(x))x =  в
тригонометрический ряд Фурье (по функциям

) достаточно быстро стремятся к нулю,
так что при выполнении неравенства  ча-
стичная сумма этого ряда аппроксимирует функ-
цию  с точностью 12–13 значащих цифр.
Дальнейшее увеличение числа членов ряда при
стандартной длине мантиссы 16 действительного
числа нецелесообразно, поскольку оно не приво-
дит к увеличению точности вычислений, так как
гармоники с большими значениями номеров со-
держат только шум с характерными значениями
амплитуд высших гармоник порядка ~10–15. Сум-
мирование таких рядов представляет собой хоро-
шо известную некорректно поставленную задачу
[11]. Анализ гармоник численного решения  и
его первой производной  показывает, что
максимальная достигаемая точность вычислений
этих величин составляет 12–14 значащих цифр.
Поэтому для вычисления коэффициентов Фурье
данных функций достаточно использовать сетки
с числом узлов  и использовать частич-
ные суммы их тригонометрических рядов, вклю-
чающие гармоники с номерами . Сетки с
большим числом N узлов не улучшают точность
вычислений. В качестве иллюстраций на рис. 1
приведены графики напряженности электриче-
ского поля (рис. 1а)

(25)
и плотности энергии электрического поля (рис. 1б)

 . (26)

Перейдем к расчету электрического поля в
трехмерной пространственно периодической ди-
электрической среде, имеющей морфологию ал-
маза [12]. Объемные доли компонентов А и В, ис-
пользованные в расчетах, имеют вид

(27)

а диэлектрическая проницаемость среды опреде-
ляетя равенством

(28)
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КРИКСИН, ТИШКИН

С помощью предложенного выше численного
алгоритма вычисляем добавочный потенциал

, удовлетворяющий уравнению (3) и услови-
ям периодичности

(29)

Для определения численного решения использо-
валась равномерная сетка в единичном кубе с
числом узлов 323 и 643. Точность вычисления на-
пряженности электрического поля в любой точке

ϕ( )r

+ + + = ∈1 2 3( , , ) ( , , ), .kf x n y n z n f x y z n Z

куба составляла 6 и 10 значащих цифр соответ-
ственно. Для численной сходимости итераций с
относительной точностью 10–13 потребовалось
9 итераций по методу Ng [7] или 12 итераций мето-
да последовательных приближений (8) при τ = 1.

На рис. 2 представлена поверхность уровня
плотности энергии электрического поля

(30)

где  обозначает среднее значение  в еди-
ничном кубе.

В заключение еще раз отметим, что при фик-
сированном числе узлов сетки точность числен-
ного решения существенно зависит от скорости
убывания коэффициентов Фурье функции 
с ростом номеров гармоник. Чем выше скорость
убывания коэффициентов Фурье, тем более точ-
но вычисляется решение.

Предложенный выше метод решения уравне-
ния (1) может быть использован и для других гра-
ничных условий, эффективно сводящихся к пе-
риодическим, таких как однородные граничные
условия первого рода и условия отражения.
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Рис. 1. Потенциал  (а) и напряженность  (б) электрического поля, определяемые уравнениями (24) и (25).
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A HIGH-ACCURACY ALGORITHM FOR SOLVING PROBLEMS
OF ELECTROSTATICS IN A NONHOMOGENEOUS 

SPATIALLY PERIODIC DIELECTRIC MEDIUM
Yu. A. Kriksina and Corresponding Member of the RAS V. F. Tishkina

a Keldysh Institute of Applied Mathematics of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia

A high-precision and economical iterative method is proposed for calculating the potential and the strength
of the electric field in a three-dimensional inhomogeneous spatially periodic dielectric placed in an initially
homogeneous electric field. The algorithm is based on the idea of representing the potential as a sum of a lin-
ear function and a spatially periodic correction, which can be expressed as an expansion in eigenfunctions of
the Laplace operator that satisfies the appropriate periodicity conditions. For an economical numerical im-
plementation of the proposed algorithm, the fast Fourier transform is used.

Keywords: iterative methods, Laplace operator, eigenfunctions, fast Fourier transform
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В данной работе проводится анализ системы нелинейных интегральных уравнений, которая возни-
кает в результате трехпараметрического замыкания третьих пространственных моментов в модели
логистической динамики У. Дикмана и Р. Лоу во многовидовом случае. Конкретно, исследуются
условия, при которых решение данной системы является устойчивым относительно параметров за-
мыкания. Для этого исходная система уравнений представляется в виде единого операторного урав-
нения в банаховом пространстве специального вида, после чего применяется обобщенный прин-
цип неподвижной точки.

Ключевые слова: функциональный анализ, нелинейные интегральные уравнения, математическая
биология
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1. ВВЕДЕНИЕ
В данной статье рассматривается трехпарамет-

рическое семейство систем нелинейных интеграль-
ных уравнений, которые описывают состояние рав-
новесия при замыкании третьих моментов в про-
странственной логистической модели У. Дикмана
и Р. Лоу, [1, 2]. Решения данных систем исследу-
ются на устойчивость относительно параметров
замыкания. В разделе 2 работы дано краткое опи-
сание модели, а также описано исследуемое се-
мейство систем уравнений. В разделе 3 проводит-
ся переформулировка исходных систем в виде
единых операторных уравнений над специаль-

ным банаховым пространством. Основные ре-
зультаты статьи касательно исследования устой-
чивости решений построенных уравнений при-
водятся в разделе 4.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
2.1. Модель

Рассмотрим n-видовое сообщество неподвиж-
ных организмов, обитающих в пространстве 
(N = 1, 2, 3). Введем следующие гомогенные по
времени и пространству биологические характе-
ристики:

1.  – естественная смертность вида ,
2.  – агрессивность вида  по отношению

к виду j,
3.  – интенсивность рождения новых

особей вида ,
4.  – ядра разброса особей вида ,
5.  – ядра конкуренции между вида-

ми  и .
При этом все ядра разброса и конкуренции яв-

ляются неотрицательными, радиально симмет-
ричными, интегрируемыми функциями, с -нор-
мой, равной 1, которые исчезают на бесконечно-
сти. Дополнительно предположим, что ядра
конкуренции существенно ограничены. Ядра

N
R

≥ 0id i
≥ 0ijs i

> 0ib
i

= ( )i im m x i
= ( )ij ijw w x

i j
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разброса описывают плотности вероятностей
случайных величин, определяющих положение
потомков относительно своих родителей. Ядра
конкуренции задают пространственную структу-
ру конкуренции между индивидами различных
видов.

Описанная модель является стохастической,
поэтому вводятся так называемые простран-
ственные моменты – усредненные статистиче-
ские характеристики сообщества. Момент -го
порядка будем обозначать через:

Данная величина описывает среднюю плотность
в момент времени  наборов из  особей, в кото-
рых -я особь относится к виду , а сдвиг между

-й особью и первой равен .

2.2. Система равновесия
В настоящей статье мы будем работать с состо-

янием равновесия сообщества, которое характе-
ризуется отсутствием динамики моментов во вре-
мени (таким образом, моменты перестают зави-
сеть от ). В случае трехпараметрического
замыкания третьих моментов оно описывается
следующей системой интегральных уравнений
(подробнее см. в [2]):

(1)

Здесь  – символ Кронекера, [f * g](x) =

=  – свертка функций f и g,

, , а ,
,  являются параметра-

ми замыкания, где , , , причем .
Числа  и функции  – это первые и вторые
пространственные моменты сообщества соответ-
ственно, которые являются неизвестными в дан-
ной системе. На эти величины накладываются
дополнительные условия [3]:
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(2)

Будем называть систему (1) системой равнове-
сия.

3. ОПЕРАТОР РАВНОВЕСИЯ

3.1. Пространство 

Для дальнейшего исследования переформули-
руем систему (1) в виде единого операторного
уравнения. Сначала сделаем замену переменных
вида . Из условий (2) следует, что

(3)

В статье [6] было введено пространство ,
состоящее из элементов вида , где

, а . Это пространство является
банаховым относительно нормы

Будем искать Qij в . В таком случае из усло-
вий (3) получим, что .

Рассмотрим пространство  матриц
размера n × n, элементами которых являются
функции из . Нетрудно показать, что оно
также является банаховым относительно нормы

где , . В дальнейшем так-
же будем считать совокупность неизвестных Qij

матрицей .

3.2. Построение оператора равновесия

Определим несколько вспомогательных опе-
раторов, действующих в :
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Положим

где

Имеет место следующее утверждение.

Лемма 1. Для любых элементов 
выполняются оценки

Определим оператор , который преоб-

разует элементы  по правилу:

(4)

Здесь

а под  подразумевается покомпонентное умно-
жение матриц. Можно видеть, что с точностью до
алгебраических преобразований, а также с учетом
новых переменных система равновесия (1) совпа-
дает с операторным уравнением  в
покомпонентной форме. Будем называть опера-
тор (4) оператором равновесия. Таким образом,
разрешимость системы равновесия сведена к су-
ществованию неподвижной точки оператора рав-
новесия.

4. УСТОЙЧИВОСТЬ НЕТРИВИАЛЬНОГО 
РАВНОВЕСИЯ

4.1. Условия разрешимости
В работе [5] были найдены условия на пара-

метры замыкания и биологические параметры
модели, которые в силу теоремы 2 из [4], а также


− +



+ 



=1

=1, , =1,

( )( ) = ([ * ]( )

[ * ]( )) ( ) .

n

ik jk
k

jk ik ij
i n j n

F x w F x

w F x F x

3

μ ν
1=1, =1,

=1,

= 2 max , = 2 max || || ,i ij BL
i n i n

j n

b w

ξ η +
1=1, =1,

=1, =1,

= 2 max , = max || || ,ij ij ji BL
i n i n
j n j n

s w w

 
 
 

1 1
|| || = max || || ,esssup | | .

N
BL Lf f f

R

�
×∈ 1( ( ))N n nF L R

× × × ×

× × × ×

≤ μ ≤ ν
≤ ξ ≤ η

# 6

5 3

2

2 2

|| || || || , || || || || ,

|| || || || , || || || || .
n n n n n n n n

n n n n n n n n

F F F F

F F F F

�α β γ� �%( , , )
�

×∈ 1( ( ))N n nF L R

�

� �

α β γ Ω + − −
− β − γ − β

� �

�

% #

3 6 5

( , , ) = (2

).

F M F W F

F F F

� �

−

+

Ω α + + − α +

…

� �

1 2

=1, , =1,

1
=1, , =1,

= diag{ , , , },
= [ ] ,

= [( ( ) (1 )( )) ] ,

n

ij ji i n j n

i j i j i n j n

M m m m
W w w

b b d d

�

�α β γ� �%= ( , , )Q Q

представления оператора равновесия в виде сум-
мы компактного и сжимающего операторов,
обеспечивают существование неподвижной точ-
ки оператора (4). Положим:

Будем предполагать, что параметры биологи-
ческой модели и замыкания подобраны так, что
величина ω определена корректно, т.е. выполне-
но условие

(5)

Верна следующая теорема.

Теорема 1 ([5]). Пусть выполнено условие (5),
 > 0, и существует по крайней мере один ко-

эффициент агрессивности sij, не равный нулю.
Пусть также

(6)

а положительное число  таково, что

(7)

тогда у оператора  существует нетриви-
альная неподвижная точка в шаре радиуса  с цен-
тром в нуле.

4.2. Основные результаты

Заметим, что величина D непрерывна по пара-
метрам замыкания  и . Значит, если 
при заданных значениях параметров, то она со-
храняет свой знак и в некоторой их окрестности.
Используя эту идею, можно показать, что строгие
неравенства в условиях (6) и (7) обеспечивают су-
ществование неподвижной точки у операторов
равновесия, параметры замыкания которых не
сильно отличаются от исходных значений.
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Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоре-
мы 1, но при этом неравенства (6) и (7) выполняют-
ся строго. Тогда найдется такое , что для
любого  из условия

следует, что у оператора  также суще-
ствует неподвижная точка в шаре радиуса  с цен-
тром в нуле.

Проанализируем влияние параметров замыка-
ния на сам оператор равновесия.

Теорема 3. Оператор равновесия  меня-
ется непрерывно при малом изменении параметров

,  и . То есть, если для  выполнено условие (5),
то  и   такое,
что, как только

то для любого элемента , по норме не
превосходящего R, верно неравенство

причем для всех таких  выполнено условие (5).
Множество неподвижных точек оператора

равновесия является компактным в силу возмож-
ности его представления в виде суммы копактно-
го и сжимающего операторов ([5]). С учетом этого
факта из теорем 2 и 3 напрямую следует, что ма-
лое изменение параметров замыкания не приво-
дит к существенному изменению множества не-
подвижных точек оператора равновесия.

Теорема 4. В условиях теоремы 2 при малых из-
менениях параметров замыкания ,  и  множе-
ство неподвижных точек оператора равновесия ме-
няется непрерывно в смысле метрики Хаусдорфа.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках текущей работы был поставлен и ис-

следован вопрос об устойчивости решения систе-
мы равновесия (1), разрешимость которой была
показана в работе [5]. Данная система путем вве-
дения банахова пространства специального вида
была сведена к операторному уравнению, что
позволило оперировать в терминах неподвижных
точек операторов. Было показано, что если в
условиях (6) и (7), гарантирующих существование
неподвижной точки оператора равновесия, вы-

полняются строгие неравенства, вместо нестро-
гих, то малое возмущение параметров замыкания
не влияет на разрешимость системы равновесия.
Кроме того, оператор равновесия, задаваемый
данной системой, при таких условиях зависит от
параметров замыкания непрерывно, а значит, и
множество его неподвижных точек, являющееся
компактным, меняется непрерывно в смысле
метрики Хаусдорфа, что говорит об устойчивости
решений системы (1). Отметим, что ранее вопрос
об анализе устойчивости систем равновесия в
рамках модели У. Дикмана и Р. Лоу не рассматри-
вался.
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В настоящей работе рассматривается задача распространения сейсмических волн в градиентных
геологических средах. Для описания их динамического поведения используются акустическое при-
ближение и процедура численного интегрирования начально-краевой задачи акустического волно-
вого уравнения с механическими параметрами, имеющими пространственную изменчивость. Раз-
работан сеточно-характеристический численный метод, явно учитывающий градиентность среды.
Проведено сравнение полученных численных решений с результатами расчетов при аппроксима-
ции среды кусочно-постоянной моделью в одномерном случае.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для математического моделирования процес-
са распространения сейсмических волн в геоло-
гических средах успешно применяется система
уравнений линейной акустики [1, 2]. Для числен-
ного решения определяющей системы уравнений
применяются различные численные методы: ко-
нечно-разностный [3, 4], конечно-объемный [5],
метод конечных элементов [6, 7], сеточно-харак-
теристический метод [8–10] и другие. В данной
работе используется класс сеточно-характери-
стических методов, развитый для линейных ги-
перболических систем.

Изменение механических свойств геологиче-
ского массива с глубиной вносит вклад в процесс
распространения в нем сейсмических волн. Гра-
диентную среду можно приближенно описывать
разными вычислительными моделями: считать

всю среду однородной с некоторыми средними
параметрами, разбить среду на несколько зон, в
каждой из которой свойства материала считаются
постоянными, явно учитывать градиентность
среды на этапе построения расчетного алгоритма.
Численное решение системы уравнений линей-
ной акустики для случая постоянных и кусочно-
постоянных коэффициентов рассмотрено во
множестве работ [11, 12]. Однако работы, которые
явно учитывают градиентность среды, редки и,
зачастую, в них рассматривается только перемен-
ная скорость звука, тогда как плотность среды
считается постоянной [13, 14].

В настоящей работе разработан сеточно-ха-
рактеристический метод, явно учитывающий из-
менение скорости звука и плотности среды внут-
ри расчетной ячейки. Представлено сравнение
волновых полей с результатами, получаемыми в
рамках применения модели акустической среды с
кусочно-постоянными коэффициентами.

2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
И ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

Система уравнений акустики может быть по-
лучена из уравнения неразрывности [15]
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, (2)

где  – плотность рассматриваемой среды,  –
давление,  – скорость частиц среды. Для замы-
кания системы будем использовать предположе-
ние о баротропности среды . Особенно-
стью данной системы является возможность рас-
пространения акустических волн с конечной
скоростью , определяемой параметрами среды.

Рассмотрим малые возмущения относительно
равновесного состояния, характеризующегося
параметрами , возникающие во время
распространения звуковой волны:

(3)

В предположении изначально покоящейся
среды  получаем линеаризованную систе-
му уравнений [16]:

(4)

где  – равновесная плотность рассматривае-
мой среды (для краткости опущен индекс 0),  –
отклонение давления от равновесного состояния,

 – отклонение скорости частиц среды, c =

=  – скорость распространения аку-

стической волны, определяемая параметрами
среды.

В матричном виде в одномерном случае она за-
писывается как:

(5)

где нижние индексы  и  обозначают дифферен-
цирование по координате и времени, соответ-
ственно, а вектор  и матрица A имеют следую-
щий вид:
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Матрицу  можно диагонализовать, исполь-
зуя матрицу перехода R:
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(7)

Сделаем замену переменных (переход в инва-
рианты Римана):

(8)

В общем случае матрица R зависит от коорди-
нат, поэтому вносить ее напрямую под знак диф-
ференцирования по координате нельзя, необхо-
димо учитывать ее производную.

Система (5) примет вид:

(9)

В итоге мы приходим к следующей матричной
форме записи рассматриваемой системы:
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В работе рассматривается случай линейных за-
висимостей для плотности среды и скорости рас-
пространения акустических волн от координаты,
когда  и . Рассмотрим часть уравне-
ния, которая содержит только частные производ-
ные. Мы можем найти характеристики, вдоль ко-
торых уравнение в частных производных сводит-
ся к уравнению в полных дифференциалах:
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При этом  находится из дифференциаль-
ного уравнения для характеристики:
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(14)

Здесь  – точка, находящаяся на характе-
ристике.

При описанной выше замене переменных си-
стема уравнений (5) принимает вид:

(15)

В работе для ее решения использовался моди-
фицированный метод Эйлера с пересчетом вто-
рого порядка:

(16)

а также явный метод Рунге–Кутты третьего по-
рядка:
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где
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В общем случае характеристики не проходят
через узлы расчетной сетки, поэтому чтобы найти
значения искомых функций  и  в точке пересе-
чения характеристической кривой с предыдущим
слоем по времени, использовалась интерполяция
полиномом второй/третьей степени на фиксиро-
ванном шаблоне.

Таким образом, полный расчетный алгоритм
заключается в следующем:

1. Из каждой точки пространственной расчет-
ной сетки на следующем временном слое выпус-
каем характеристики обратно до пересечения с
предыдущим временным слоем.
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2. В каждой точке пространственной расчет-
ной сетки на предыдущем временном слое пере-
ходим к характеристическим переменным со сво-
ими акустическими свойствами (плотностью и
скоростью звука) по формуле (8).

3. Используя полиномиальную интерполяцию
второго/третьего порядка, рассчитываем значе-
ние  в точке пересечения характеристической
кривой с предыдущим слоем по времени.

4. По формулам (16)/(17) вычисляем  в
рассматриваемой точке пространственной рас-
четной сетки.

5. Переходим обратно к исходным физиче-
ским переменным по формуле (8).

Для случая кусочно-постоянных коэффици-
ентов использовался сеточно-характеристиче-
ский метод, описанный в работе [17], и обладаю-
щий вторым порядком аппроксимации.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для сравнения двух вычислительных подходов

была рассмотрена следующая постановка задачи.
Дана одномерная градиентная акустическая сре-
да, в которой заданы гладкие начальные импуль-
сы скорости и давления:

(19)

Выбор функции sin4(x) обусловлен ее доста-
точно гладкой сшивкой с нулем на границах рас-
сматриваемой области [0; 50]. Была проведена се-
рия численных расчетов, отличающихся приме-
няемым численным методом. Использовались
согласованные по порядку аппроксимации про-
цедуры полиномиальной интерполяции и инте-
грирования системы вдоль характеристической
кривой. Исследовался вопрос уменьшения ошиб-
ки численного решения при измельчении расчет-
ной сетки в диапазоне от 2000 до 256000 расчет-
ных ячеек. При измельчении пространственной
сетки уменьшался и шаг по времени так, чтобы
обеспечить постоянство числа Куранта. На рис. 1
и 2 представлены графики решений, полученные
тремя рассматриваемыми методами для сетки
наибольшей мелкости. Они свидетельствуют о
минимальном различии в полученных численных
решениях, что подтверждает возможность ис-
пользования любого из них.
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В работе также было исследовано поведение
ошибки численного решения при измельчении
расчетной сетки от 2000 до 256000 ячеек. Графики
зависимости логарифма ошибки (относительно
численного решения на самой мелкой сетке) от
логарифма числа ячеек для каждого из методов
представлены на рис. 3.

Из графиков видно, что при использовании
интерполяции полиномами третьей степени и
метода Рунге–Кутты третьего порядка возможно
обеспечить убывание численной ошибки метода
быстрее, чем для предложенного ранее метода ку-
сочно-постоянной аппроксимации модели [17].

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе был исследован процесс
распространения акустических волн в средах с
пространственно изменяющимися параметрами:

Рис. 1. Профили давления (слева) и скорости (справа), рассчитанные с использованием предложенной в работе моди-
фикации сеточно-характеристического метода второго (1) и третьего (2) порядка, а также методом из работы [17] (3).
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логарифма числа ячеек в сетке при использовании
предложенной в работе модификации сеточно-ха-
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скоростью звука и плотностью. Для численного
решения определяющей системы уравнений был
предложен сеточно-характеристический метод,
явно учитывающий наличие градиента механиче-
ских параметров на масштабе расчетной ячейки.
Было выполнено сравнение расчетных полей дав-
ления и скорости с результатами, полученными в
рамках аппроксимации среды моделью с кусоч-
но-постоянными параметрами. Продемонстри-
рована возможность построения численных ме-
тодов повышенного порядка. Направлением
дальнейших исследований может быть обобщение
разработанного подхода на трехмерный случай. Не-
обходимо отметить, что используемый в работе се-
точно-характеристический подход позволяет по-
строить вычислительный алгоритм для решения
системы уравнений линейной теории упругости с
постоянными и кусочно-постоянными коэффици-
ентами. Однако возможность обобщения предло-
женного алгоритма на упругие среды с градиент-
ным изменением параметров является предметом
отдельного исследования. В таком случае область
практического применения была бы расширена с
задач сейсмической разведки, например, на зада-
чи неразрушающего контроля гетерогенных ма-
териалов.
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In this paper, we consider the problem of seismic wave propagation in gradient geological media. Their dy-
namic behavior is described using the acoustic approximation and the procedure of numerical integration of
the initial-boundary value problem of the acoustic wave equation with mechanical parameters having spatial
variability. A grid-characteristic numerical method has been developed that explicitly considers the gradient
of the medium. The obtained numerical solutions are compared with the results calculated in the frame of the
piecewise constant model in the one-dimensional case.
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Пусть  f – функция Морса на многообразии M, у которой все критические значения попарно различ-
ны. По такой функции (вместе с выбором некоторых ориентаций) и полю  мы строим набор ненуле-
вых элементов поля, называемых числами Брюа. При некоторых условиях ацикличности на M альтер-
нированное произведение всех чисел Брюа не зависит от f с точностью до знака, т.е. является инвари-
антом многообразия. Для любого типичного однопараметрического семейства функций на M мы
предъявляем соотношение, связывающее числа Брюа концевых функций семейства с числом пере-
строек, происходящих по ходу этого семейства. Это соотношение обобщает результат из [1].

Ключевые слова: теория Морса, теория Серфа, топология многообразий
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1. ЧИСЛА БРЮА В УСЛОВИЯХ 
АЦИКЛИЧНОСТИ

Рассмотрим гладкий кобордизм (M, ,
т.е. компактное многообразие M с краем

. Напомним, что функцией Морса на
M называется функция  с лишь не-
вырожденными критическими точками, причем
такая, что  . Если для
любых двух критических точек  и  функции f
верно, что , то такая функция называ-
ется строгой. Мы начинаем c описания инвари-
анта строгой функции Морса f, зависящего от по-
ля  и являющегося усилением пар Баранникова
[2]. Это инвариант функции (для фиксированно-
го ) относительно непрерывных деформаций в
(несвязном) пространстве строгих функций Мор-
са на данном многообразии. Интерес представля-
ет уже случай замкнутого многообразия .

Для  положим ; это
подмножество называется множеством меньших
значений. Предположим, что для каждой крити-

∂ ∂0 1, )M M

∂ ∂0 1M M�

→: [0,1]f M

− ∂1
0(0) = ,f M − ∂1

1(1) =f M
x y

≠( ) ( )f x f y

F

F

M

∈ [0,1]a ∈ ≤{ | ( ) }aM x M f x a

ческой точки  выбрана образующая в груп-
пе , где ind x – индекс
критической точки , а  достаточно мало.
Такой выбор называется ориентацией  f.

Зафиксируем строгую функцию Морса  f и
поле . Мы переходим к описанию множества
значений, принимаемых инвариантом пары .
Инвариант состоит из двух частей: пар Бараннико-
ва (для краткости, просто пар) и чисел Брюа. Пары
Баранникова – это некоторые пары  критиче-
ских точек f соседнего индекса, подчиняющиеся
условию, что если , то  + 1.
Каждая критическая точка может принадлежать
максимум одной паре Баранникова. Приведен-
ные условия являются необходимыми, но не до-
статочными, полное определение предъявлено
ниже. Таким образом, инвариант заключает в се-
бе, в частности, разбиение всех критических то-
чек на верхние в паре (в наших обозначениях, x),
нижние в паре (в наших обозначениях, ) и не-
спаренные. Набор пар задается, в этих терминах,
биекцией между верхними точками и нижними
точками индекса, меньшего на 1. Далее, число
Брюа – это определяемый ниже ненулевой эле-
мент поля , приписанный каждой паре Баран-
никова и определенный с точностью до знака.
Пример для  изображен на рис. 1 (он реали-
зуется некоторой строгой функцией Морса на S4).
Критические точки изображены точками, упоря-
доченными снизу вверх по возрастанию критиче-
ских значений. Индекс подписан сверху или сни-

∈x M
+ε −ε( ) ( )

indH ( , ; )f x f x
x M M Z Z�

x +ε ∈R

F
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( , )x y
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зу, пары обозначены отрезками. Число Брюа пары
написано слева от середины соответствующего
отрезка (неопределенность в знаке опущена).

2. KОНСТРУКЦИЯ ИНВАРИАНТА

Выберем какую-нибудь ориентацию f. В даль-
нейшем все гомологии берутся с коэффициента-
ми в . Пусть  и  – две критические точки ин-
дексов  и  соответственно, такие что

. По основной теореме теории Морса,
имеется гомотопическая эквивалентность

, где  – клетка размер-

ности k + 1, а  – характеристиче-
ское отображение ее границы, которое можно
считать вложением. Рассмотрим фундаменталь-
ный класс соответствующей сферы как элемент в

. Пусть  – образ этого класса при
отображении .
Далее, рассмотрим критическую точку  и ее от-
носительный фундаментальный класс как эле-
мент в . Пусть  – образ этого
класса при отображении  

, индуцированном вложе-
нием. Говорят, что точки  и  образуют пару Ба-
ранникова, если , для некоторого

. Число  называется числом Брюа
соответствующей пары. При cмене ориентации

F x y
+ 1k k

( ) > ( )f x f y

+ε −ε +
ϕ∪�

( ) ( ) 1f x f x kM M e +1ke
−εϕ → ( ): k f xS M

−ε( )H ( )f x
k M X

−ε −ε −ε→( ) ( ) ( )H ( ) H ( , )f x f x f y
k kM M M

y

+ε −ε( ) ( )H ( , )f y f y
k M M Y

+ε −ε( ) ( )H ( , )f y f y
k M M →

→ −ε −ε( ) ( )H ( , )f x f y
k M M

x y
λ ≠= 0X Y

λ ∈ * = \{0}F F λ

функции f некоторые числа Брюа могут лишь по-
менять знак.

Можно показать, что это определение пар Ба-
ранникова совпадает с введенным в [2]. Отметим,
что близкие идеи о числах Брюа над  возникли
независимо от настоящей работы в [3].

Легко видеть, что количество неспаренных то-
чек индекса  равно . Если

 и  есть  или , то по любому напе-
ред заданному числу  можно построить
строгую функцию Морса на , имеющую  в
качестве одного из своих чисел Брюа. Далее, рас-
смотрим произведение

где  – множество пар Баранникова функции f
над ,  – число Брюа пары ,  – индекс
верхней критической точки в паре . Мы называ-
ем это произведение альтернированным произве-
дением чисел Брюа, по аналогии c эйлеровой ха-
рактеристикой, которая является альтернирован-
ной суммой, например, чисел Бетти.

Теорема 1. Пусть f – строгая функция Морса на
, a   – поле. Предположим, что  = 0

для всех . Тогда альтернированное
произведение чисел Брюа не зависит от f (с точно-
стью до знака).

Рассмотрим в качестве примера 
(здесь ) и . Тогда это произ-
ведение равно , где квадратные скобки обо-
значают целую часть. Чтобы в этом убедиться, до-
статочно рассмотреть стандартную функцию
Морса c  критической точкой, инвариант ко-
торой изображен на рис. 2 (n = 6). Условие ацик-
личности из Теоремы 1 является существенным –
для любого наперед заданного целого числа 
можно найти строгую функцию Морса f на ,
для которой альтернированное произведение чи-
сел Брюа над  равно .

3. ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
МОРСА

Будем говорить, что две пары Баранникова
 и  идут внахлест, если либо

, либо f(y2) < f(y1) <
< . Обозначим через  количество
(неупорядоченных) пар Баранникова, идущих
внахлест. Для примера на рис. 1 это число равно 1.
В дальнейшем нам понадобится число

Q

k ∂0dim H ( , )k M M
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не имеющее какой-либо неопределенности в зна-
ке, но зависящее от ориентации f.

Рассмотрим типичный путь  в пространстве
функций на , ; eго принято называть
типичным однопараметрическим семейством
функций. Типичная точка семейства есть строгая
функция Морса . С типичным се-
мейством  связана его диаграмма Серфа [4],
определяемая как подмножество точек плоскости
вида , где a является критическим значением
функции ft. Это подмножество есть конечное объ-
единение образов отрезка, гладких вне своих кон-
цов; эти образы называются дугами. Дуги пересе-
каются лишь просто и трансверсально и не имеют
вертикальных касательных. Их граничные точки
есть либо каспы (т.е. негладкие точки полукуби-
ческой параболы), либо точки на вертикальных
прямых .

Имеется лишь конечное число значений пара-
метра t, в которых функция ft не является строгой
функцией Морса. Говорят, что в этих точках про-
исходит перестройка строгой функции Морса.
Такие перестройки бывают двух типов.

1. Функция  строгая, но не морсовская. В этот
момент происходит рождение или смерть двух кри-
тических точек соседнего индекса. В подходящих
координатах эта ситуация моделируется семей-
ством , ..., xdim M),
где Q – невырожденная квадратичная форма. На
диаграмме Серфа эта перестройка отвечает каспу.
Можно показать, что две упомянутые точки со-
седнего индекса образуют пару Баранникова с
числом Брюа ±1 (для любого , причем знак не
зависит от ).

2. Функция  морсовская, но не строгая.
В этот момент происходит обмен местами двух
критических значений. На диаграмме Серфа это
отвечает трансверсальному пересечению двух дуг.

Каждая дуга соответствует некоторой крити-
ческой точке функции ft для , где

 – проекция внутренних точек этой дуги в
. Пусть количество дуг равно . Тогда, сде-

лав  бинарных выборов, мы можем согласован-
но ориентировать все строгие функции Морса се-
мейства . Обозначим через  количество кас-
пов с числом Брюа –1, а через  – число
самопересечений диаграммы Серфа (т.е. пере-
строек второго типа). Очевидно,  – инвариант
семейства, т.е. число, не зависящее от ориентаций.

Пусть  – поле характеристики не два. Пред-
положим, что . В таком случае,
согласно предыдущей части этой заметки, у лю-
бой строгой функции Морса ft нет неспаренных

{ }tf
M ∈ −[ 1,1]t
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: [0,1]tf M
{ }tf

( , )t a
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1 dim 1 1 2( , , ) = (t Mf x x x tx Q x

F

F
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∈ ⊂ −( , ) [ 1,1]t a b
( , )a b
−[ 1,1] N

2N

{ }tf C
X

X

F

∂0H ( , ; ) = 0* M M F

точек и  не зависит от ft с точностью до зна-
ка. Нетрудно показать, что знак

 является инвариантом семей-

ства. Следующая теорема устанавливает связь
между двумя введенными инвариантами.

Теорема 2. Пусть  – поле характеристики не
два, a  – такой кобордизм, что

. Пусть также  – типичное
однопараметрическое семейство функций на 
(как-либо ориентированное). Тогда справедливо ра-
венство

Это равенство по модулю два, записанное в муль-
типликативной нотации.

4. О ДОКАЗАТЕЛЬСТВАХ И СВЯЗЯХ 
С ИЗВЕСТНЫМИ РЕЗУЛЬТАТАМИ

Подробности и доказательства обеих теорем
описываются в работе [5]. Для доказательств вво-
дится модификация понятия полного флага на
цепном комплексе над полем. Линейно-алгебра-
ическое ядро доказательств – разложение Брюа
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ПУШКАРЬ, ТЁМКИН

для . Необходимость последовательного
изложения этих инструментов делает геометри-
ческие результаты менее доступными. С другой
стороны, если ограничиться формулировками, то
оказывается, что можно обойтись лишь языком
элементарной дифференциальной топологии,
что и сделано в настоящей заметке.

Теорема 2 доказана в [1] в следующих допол-
нительных предположениях.

1) Функции  и  не имеют критических то-
чек (как следствие, кобордизм тривиален, т.е.

). В нашем контексте это означа-
ет, что первый из трех множителей в вышеприве-
денной формуле равен 1.

2) Многообразие  либо односвязно и ста-
бильно параллелизуемо, либо имеет размерность
не меньше 5.
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Let f be a Morse function on a manifold , such that all its critical values are pairwise distinct. Given such
a function (together with a certain choice of orientations) and a field  we construct a set of non-zero ele-
ments of the field, which are called Bruhat numbers. Under certain acyclicity conditions on  alternating
product of all the Bruhat numbers doesn’t depend on  f  (up to sign), thus it is an invariant of the manifold.
For any typical one-parameter family of functions on  we provide a relation which links Bruhat numbers
of the boundary functions of the family with the number of bifurcations which happen along the way. This
relation generalizes the result from [1].

Keywords: Morse theory, Cerf theory, topology of manifolds

( )nGL F

−1f 1f

∂ ×0= [0,1]M M

∂0M

M
F

M

M



61

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2022, том 507,
с. 61–65

АЛГОРИТМИЧЕСКАЯ СЛОЖНОСТЬ ТЕОРИЙ 
БИНАРНОГО ПРЕДИКАТА В ЯЗЫКАХ 
С МАЛЫМ ЧИСЛОМ ПЕРЕМЕННЫХ

© 2022 г.   М. Рыбаков1,*
Представленo академиком РАН А.Л. Семеновым

Поступило 07.08.2022 г.
После доработки 19.09.2022 г.

Принято к публикации 23.09.2022 г.

Доказана -трудность различных теорий бинарного предиката в языке с тремя предметными пере-
менными и бинарной предикатной буквой (без констант и равенства). Показано, что при добавле-
нии равенства, композиции и транзитивного замыкания получаются -трудные теории бинарного
предиката при двух предметных переменных в языке.

Ключевые слова: классическая логика предикатов, диадическая логика, неразрешимость, теорема
Чёрча, теорема Трахтенброта
DOI: 10.31857/S2686954322600501

Введение. Предлагаемая работа связана с так назывемой классической проблемой разрешения [1],
в частности, с алгоритмической сложностью фрагментов элементарных теорий [2, 3]. Ниже речь пой-

Σ0
1

Π1
1

дет о теориях бинарного предиката, причем как в
языке с одной лишь бинарной буквой, так и в
языке, обогащенном некоторыми дополнитель-
ными средствами.

Известно, что классическая логика бинарного
предиката неразрешима [4, глава 21]. Отметим,
что соответствующее доказательство [4] исполь-
зует бесконечно много предметных переменных;
в то же время для доказательства неразрешимости
логики предикатов достаточно трех предметных
переменных, если ее язык содержит, помимо би-
нарной предикатной буквы, бесконечно много
унарных букв [5]. Понижение числа переменных
до двух [6, 7], использование лишь унарных букв
и равенства [4, глава 21] или охраняемых фраг-
ментов, где бинарные буквы допускаются в фор-
мулах ограниченно [8], приводит к разрешимо-
сти. Возникает естественный вопрос о разреши-
мости логики и теорий бинарного предиката в
языке с конечным числом переменных, начиная с
трех.

Аналогичная ситуация наблюдается и при обо-
гащении языка логики предикатов различными

дополнительными средствами, важными для
приложений. Так, логика предикатов с равен-
ством, обогащенная оператором транзитивного
замыкания, -трудна в языке с двумя перемен-
ными, но доказательство использует несколько
бинарных букв и бесконечно много унарных [9];
и здесь тоже возникает вопрос об алгоритмиче-
ской сложности теорий бинарного предиката в
языке с конечным числом переменных, но уже
начиная с двух.

Ответ на вопрос о разрешимости логики би-
нарного предиката в языке с числом переменных
не менее трех (и без дополнительных операторов)
следует из [10]: такая логика неразрешима (см.
[10, пункт (ii) раздела 4.8]). Аналогичные резуль-
таты для классической логики бинарного преди-
ката в языке с двумя переменными, обогащенном
дополнительными операторами, автору неиз-
вестны.

Ниже будет описано построение, дающее ко-
роткое доказательство, во-первых, неразрешимо-
сти многих теорий бинарного предиката в языке с
тремя предметными переменными (в частности,

-полноты логики бинарного предиката и -
полноты теории конечных моделей бинарного
предиката), а во-вторых, -трудности проблемы
общезначимости формул в языке с бинарной пре-
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1
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дикатной буквой, равенством и двумя предмет-
ными переменными, обогащенном операторами
композиции и транзитивного замыкания. По-
строение будет состоять в моделировании про-
блем укладки домино [11, 12]; отметим, что такой
метод хорошо известен, и примеры применения
теории замощений можно найти как в алгебре
[13, 14], так и в логике [1, 15–18].

Неразрешимая проблема домино. Плитки доми-
но имеют квадратную форму одинакового разме-
ра; тип t плитки определяется цветами , ,  и

 ее граней. Следующая проблема укладки -
полна [11]: по набору  типов плиток
нужно выяснить, существует ли T-укладка, т.е.
такая функция , что для любых
i,  выполняются равенства 
и .

Моделирование укладки. Зафиксируем бинар-
ную предикатную P. Введем сокращения. Пусть

, , , ,
а также

Если выполнено , то  является рефлексив-
ным, а если , то иррефлексивным;  понимаем
как то, что  – элемент сетки , т.е. место для
плитки,  задает конгруэнтность,  – смещение
на -шаг,  и  понимаем как смещения вправо
и вверх. Чтобы определить , в определении
для  одновременно заменяем  на  и  на ;
аналогично для , ,  и т.д. Если  – свой-
ство, то , .

Пусть  – конъюнкция формул
 → xPz), , ,

    и .
Тогда если  истинна в некоторой модели , то

 содержит сетку вида , горизонтальные
ряды которой задает , а вертикальные , при-
чем элементы первого горизонтального ряда яв-
ляются иррефлексивными, второго – рефлексив-
ными, третьего – иррефлексивными и т.д.

Пусть , ,

, где . Формула  вы-
ражает следующее:  видит своего -последова-
теля вне сетки, который видит последний эле-
мент за  -шагов. Ниже вместо  и  пишем

 и . Содержательно  означает, что на ме-
сте  лежит плитка типа .

Пусть  – конъюнкция следующих формул:

lt rt ut
dt Π0

1

…0= { , , }nT t t
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Лемма 1.  выполнима  существует
-укладка.

Отметим, что в построениях можно обойтись
лишь позитивными формулами, заменив формулу

 на ее отрицание, проблему выполнимости –
на проблему опровержимости, а затем все вхож-
дения отрицания – на импликацию к формуле

.
Теории бинарного предиката. Из леммы 1, с уче-

том замечания о позитивных формулах, получаем
следующее уточнение теоремы Чёрча [19]:

• позитивный фрагмент классической логики
предикатов -полон в языке с бинарной предикат-
ной буквой и тремя предметными переменными.

Этот факт можно обобщить на различные тео-
рии бинарного предиката: достаточно внести не-
значительные изменения в описанное выше мо-
делирование. Для класса моделей  бинарного
предиката элементарную теорию этого класса
обозначим . Пусть , , , , , ,  и  –
классы всех, соответственно, конечных, беско-
нечных, рефлексивных, иррефлексивных, сим-
метричных, антисимметричных, транзитивных и
интранзитивных моделей бинарного предиката.
Если  и  – классы моделей, то вместо 
будем писать . Так,  – класс всех беско-
нечных моделей, являющихся одновременно ре-
флексивными, симметричными и транзитивными.

Теорема 1. Пусть  – класс моделей бинарного
предиката, содержащий хотя бы один из следую-
щих классов: , , , . Тогда пози-
тивный фрагмент теории  в языке с тремя пе-
ременными является -трудным.

Получаем, в частности, что теории классов If,
, , , ,  и It неразрешимы в языке с тремя

предметными переменными.
Используя сходную аргументацию, можно по-

лучить следующее уточнение теоремы Трахтен-
брота [20, 21]:

• позитивный фрагмент теории конечных мо-
делей -полон в языке, содержащем бинарную
предикатную букву и три предметные переменные.

Для обоснования этого факта достаточно
учесть, что с помощью проблемы укладки коди-
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руется проблема неостановки машин Тьюринга
на пустой ленте, а затем изменить формулы выше
так, чтобы они утверждали, что первый ряд
укладки описывает начальную конфигурацию с
пустой лентой, а в имеющемся начальном фраг-
менте укладки не встречается плитка, тип кото-
рой соответствует заключительному состоянию
машины Тьюринга; отметим, что другой возмож-
ный путь состоит в использовании эффективной
неотделимости [22] и теоремы 1.

Справедливо и более общее утверждение.
Теорема 2. Пусть C – класс конечных моделей

бинарного предиката, содержащий  или .
Тогда позитивный фрагмент теории  в языке
с тремя переменными является -трудным.

Обогащение языка. Покажем, что обогащение
языка может привести к сильной неразрешимо-
сти, причем иногда даже при наличии в языке
лишь двух переменных. Рассмотрим проблему
укладки плиток домино, когда для -укладки f
дополнительно требуется, чтобы множество

 было бесконечным. Известно,
что эта проблема -полна [12, теорема 6.4].

Пусть в языке имеется оператор транзитивного
замыкания и  соответствует транзитивному за-
мыканию . Для формулы  определим  как

формулу, получающуюся из  заменой  на .
Пусть . Пусть G* – конъюнкция фор-
мул , ,

,  ↔
,  и  
, а  – конъюнкция  и форму-

лы . Тогда
выполнимость формулы  эквивалентна су-
ществованию -укладки с дополнительным
условием. Это дает -трудность теорий в языке с
бинарной предикатной буквой и тремя перемен-
ными; отметим, что оператор транзитивного за-
мыкания применялся лишь к атомарным форму-
лам.

При добавлении равенства и композиции, ис-
пользуя идеи, изложенные в [9], можно описать
эту же проблему укладки домино, задействуя все-
го две переменные и одну бинарную предикатную
букву. Третья переменная входит в определения
для  и , а также в один из конъюнктивных чле-
нов формулы . Заменяем  равенством. Ис-
пользуя равенство и транзитивное замыкание,
можно выразить условие функциональности би-
нарного отношения с дополнительными требова-
нием сюръективности и отсутствия общих эле-
ментов в области определения и прибытия, см. [9].
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Это позволяет “разбить” движение по  и  на
“четные” и “нечетные” шаги , , , ; в фор-
мулах вида  вместо  можно использовать ;
как итог,  больше не требуется. Конъюнктив-
ный член в  с тремя переменными заменяем на

, где xHy = xH0y 
 и . Снова получаем

-трудность теорий, но при двух переменных.
Получаем следующую теорему.
Теорема 3. Проблема общезначимости формул

языка логики предикатов с двумя предметными пе-
ременными, бинарной предикатной буквой и равен-
ством, обогащенного операторами транзитивного
замыкания и композиции, -трудна.

Отметим, что проблема истинности формул
такого языка в классе всех конечных моделей не
выходит за границы класса , поскольку можно
эффективно перечислить как все формулы, так и
все конечные модели (с точностью до изомор-
физма), что позволяет построить эффективное
перечисление множества опровержимых формул.

Обсуждение. Отметим, что незначительно
ослабленные варианты теорем 1 и 2 могут быть
получены из [10] с учетом результатов, представ-
ленных в [2, 3, 22] и др. (см. также, например, ра-
боты [23] и [24, приложение]). Так, в [10] доказана
неразрешимость логики бинарного предиката в
языке с тремя предметными переменными, а ис-
пользуя переводы, описанные в [2, 3], можно по-
лучить неразрешимость (с учетом [22], -труд-
ность или -трудность) различных теорий би-
нарного предиката в языке с конечным (иногда,
возможно, довольно большим) числом предмет-
ных переменных; идея, в первом приближении,
состоит в том, чтобы в переводах элиминировать
некоторые переменные при появлении в форму-
лах вложенных кванторов, поступая примерно
так, как это было сделано в определении формул
вида , данном выше, когда в рекурсивном
описании вместо очередной новой переменной
берется уже использовавшаяся, но не имеющая
свободных вхождений в ранее построенных фор-
мулах.

Также отметим, что в исследованиях (см., на-
пример, [1, 3]) уделяется большое внимание раз-
решимости фрагментов классической логики
предикатов, определяемых кванторными пре-
фиксами из некоторого регулярного множества;
если такое множество бесконечно, то в нем суще-
ствуют сколь угодно длинные кванторные пре-
фиксы, а значит, соотвествующий фрагмент язы-
ка предполагает наличие бесконечного множе-
ства предметных переменных. Множества
кванторных префиксов, для которых известна не-
разрешимость определяемых ими фрагментов ло-
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mt x S P
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гики бинарного предиката, бесконечны. Поэтому
возникает естественный вопрос: можно ли из-
влечь из приведенного выше построения доказа-
тельство неразрешимости какого-либо фрагмен-
та логики бинарного предиката, определяемого
конечным множеством кванторных префиксов?
Ответ здесь отрицательный: формулы вида 
используют цепочки вложенных кванторов по
переменным  и , причем длина этих цепочек
зависит от , поэтому, преобразуя формулы вида

 к префиксной нормальной форме, при росте
числа элементов в T мы получим рост длины
кванторной приставки, а значит, и рост числа пе-
ременных в получающейся формуле.
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1. ГРУППА КАРТАНА

Алгебра Картана – это свободная нильпотент-
ная алгебра  с 2-мя образующими глубины 3.
В ней существует базис , в котором нену-
левые скобки имеют вид

Алгебра Картана имеет градуировку

поэтому она является алгеброй Карно. Соответ-
ствующая связная односвязная группа Ли  на-
зывается группой Картана.

На пространстве  можно ввести закон
умножения, превращающий это пространство в
группу Картана: , см. [14] и статьи, ци-
тированные в этой работе. В этой модели левоин-
вариантные поля, порождающие алгебру Карта-
на, имеют вид

g
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2. ПОСТАНОВКА СУБРИМАНОВОЙ ЗАДАЧИ 
НА ГРУППЕ КАРТАНА

2.1. Геометрическая постановка

Пусть на евклидовой плоскости заданы точки
, соединенные кривой . Пусть

также заданы число  и точка . Требует-
ся соединить точки ,  кратчайшей кривой

 так, чтобы кривые  и  ограничивали на
плоскости область алгебраической площади , с
центром масс c.

2.2. Задача оптимального управления

Эту геометрическую задачу можно перефор-
мулировать [13] как задачу оптимального управ-
ления

(1)

(2)

(3)

Это субриманова задача для субримановой струк-
туры на , заданной векторными полями , 
как ортонормированным репером. Эта субрима-
нова структура – единственная, с точностью до
автоморфизма группы Картана, левоинвариант-
ная субриманова структура с вектором роста

. Следовательно, можно считать, что q0 =
= Id = .
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3. ОСОБЕННОСТИ ЗАДАЧИ
Субриманова задача на группе Картана есть

простейшая левоинвариантная задача со следую-
щими свойствами:

• она имеет анормальные кратчайшие, касаю-
щиеся каждого вектора распределения,

• это следующая по сложности после задачи
Дидоны задача на свободной группе Карно мак-
симального роста (ее вектор роста равен (2, 3, 5)).

Эта задача – единственная свободная нильпо-
тентная субриманова задача глубины 3 с интегри-
руемым по Лиувиллю нормальным гамильтоно-
вым полем принципа максимума Понтрягина
(неинтегрируемыми по Лиувиллю являются сво-
бодные нильпотентные задачи глубины 3, ранга
более 2 [4], а также глубины более 3, ранга не ме-
нее 2 [1]).

Распределение  имеет 14-мер-
ную алгебру инфинитезимальных симметрий –
особую алгебру , этот факт восходит к знамени-
той “пятимерной” работе Эли Картана [5].

Наконец, субриманова задача на группе Картана
доставляет нильпотентную аппроксимацию любой
задачи с вектором роста (2, 3, 5), в частности:

• задачи о качении двух твердых тел друг по дру-
гу без прокручивания и проскальзывания [9, 10],

• машины с двумя прицепами [11],
• задачи о движении электрического заряда в

плоскости под действием магнитного поля [12].
Любой из этих причин достаточно для деталь-

ного исследования субримановой задачи на груп-
пе Картана.

4. РАНЕЕ ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Напомним некоторые из результатов, полу-

ченных в предыдущих работах [13–16].
• Анормальные траектории (соответствующие

анормальному случаю  принципа максиму-
ма Понтрягина [2, 3]):

– однопараметрические подгруппы ,
,

– проецируются на плоскость  в прямые,
– поэтому оптимальны,
– нестрого анормальны, т.е. одновременно яв-

ляются нормальными.
• Нормальные экстремали удовлетворяют га-

мильтоновой системе принципа максимума Понтря-
гина с гамильтонианом H(λ) = :

(4)
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• В фазовом цилиндре уравнения маятника (4)
введены координаты , в которых это уравне-
ние выпрямляется:

• Получена параметризация геодезических
экспоненциальным отображением:

• Описана группа симметрий экспоненциаль-
ного отображения

дискретная подгруппа  порождена отраже-
ниями ,  маятника в осях , c:

• Явно описано время разреза tcut : .

5. СУБРИМАНОВЫ РАССТОЯНИЕ И СФЕРЫ
Напомним основные определения и свойства

субримановой метрики и сфер.
Субриманово расстояние (метрика Карно-Кара-

теодори) определяется следующим образом:

Субриманова сфера радиуса  с центром  есть

В силу инвариантности метрики относительно
левых сдвигов на группе Картана ,

В силу того, что группа Картана есть группа Кар-
но, левоинвариантная субриманова структура со-
гласована с дилатациями:
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Поэтому достаточно исследовать единичную
сферу

Единичная сфера S параметризуется экспо-
ненциальным отображением:

Субриманова структура и сфера инвариантны
относительно группы симметрий Sym =
= :

Основной объект этой работы – сечение сферы
трехмерным инвариантным многообразием основ-
ных симметрий , :

а также его фактор по группе вращений

Мы ограничиваемся описанием лишь сечения ,
так как полная сфера S не допускает столь по-
дробного исследования ввиду сложности ее пара-
метризации: функция , задающая время
разреза на группе Картана, в общем случае есть
корень уравнения в эллиптических функциях, см.
[14, 16].

6. СТРУКТУРА ФАКТОРА 

На рис. 1 изображен фактор сечения сферы 
на группе Картана в координатах

Кривая  параметризуется параметром .
Имеется стратификация

(5)

 есть точка на анормальной
траектории, k = 0, C0 есть точка на периодической
эйлеровой эластике восьмерке (см. рис. 8 [13]),

(6)
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Определение чисел , а также функ-
ций  приведено в работе [14].

На рис. 1:

• надпись  над горизонтальным отрезком,
соединяющим точки  и A, обозначает анормаль-
ные траектории, соединяющие начальную точку

 = Id с точками сферы, проецирующимися в
точку A,

• надпись  справа от точки  обозна-
чает точки периодических эластик-восьмерок,

• точка  имеет координаты , где
.

В последующих теоремах для краткости допус-
кается некоторая вольность обозначений: точки
множества  рассматриваются иногда как окруж-
ности в , а иногда как точки в .

7. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ТОЧЕК ФАКТОРА 
Напомним вкратце некоторые необходимые

понятия субримановой геометрии, подробнее см.
[2, 3].

В рассматриваемой задаче анормальные траек-
тории, выходящие из точки , суть однопа-
раметрические подгруппы, касающиеся распреде-
ления; при этом они являются субримановыми
кратчайшими, т.е. реализуют минимум функцио-
нала длины (3) между любыми своими точками.

γ : ∈
γ : ∈

1 1

2 1 0

(0, ),
( , ),

k k
k k k

γ : ∈3 0( ,1).k k

∈0 1, (0,1)k k
: →, (0,1)z Vp p R

itXe
0q

0q

= = 0x y 0C

0C 0( , ) = (0, )a b b
≈ −0 0.004b

�S
G G

�S

0 = Idq

Рис. 1. Фактор сечения сферы  на группе Картана.
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Первая сопряженная точка к  на геодезиче-
ской есть точка, в которой геодезическая теряет
свою локальную оптимальность.

Точка Максвелла на геодезической есть точка,
в которую приходят более одной геодезической
одинаковой длины, начинающихся в .

Точка разреза на геодезической есть точка, в
которой геодезическая теряет свою (глобальную)
оптимальность.

Теорема 1.
(1) A есть точка на анормальной кратчайшей,
(2)  суть сопряженные точки к , точки

Максвелла, точки разреза,
(3)  суть точки Максвелла, точки разреза,

не сопряженные точки к .

8. КРАТНОСТЬ ТОЧЕК ФАКТОРА 
Кратностью точки  называется мощ-

ность

Теорема 2.
(1) ,

(2)  (континуум ),
(3) .

9. РЕГУЛЯРНОСТЬ  И 
Теорема 3.
(1) кривые  аналитичны и регулярны,

(2) ,  суть особые точки, в них  негладкая,
но липшицева,

(3) замыкания
(3.1) ,
(3.2) ,
(3.3) ,
суть гладкие кривые класса C∞.

Теорема 4.  есть липшицево многообразие, ана-
литически диффеоморфное  и билипшицево
эквивалентное (потому гомеоморфное) тору .

10. АНАЛИТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ФАКТОРА 

Множество называется аналитическим , если в
некоторой окрестности каждой своей точки оно
задается конечной системой вещественно-анали-
тических уравнений. Множество называется по-
луаналитическим [6], если в некоторой окрестно-
сти каждой своей точки оно задается конечной

0q

0q

iC 0q

∈ γiq
0q

�S

∈q G

μ( ) = card{кратчайшие, соединяющие Id и }.q q

μ( ) = 1A

μ( ) =iC c ≅ 1S
∈ γ  μ( ) = 2iq q

�S �S

γi

A iC �S

γ γ ∪1 1 0= { , }A C
γ γ ∪2 2 0 1= { , }C C
γ γ ∪3 1 0= { , }C A

�S
� × 1S S

2
T

�S

системой вещественно-аналитических уравне-
ний и неравенств. Множество называется субана-
литическим [7], если его можно получить из полу-
аналитических множеств путем конечнократного
применения операций объединения, пересече-
ния и взятия образа собственного аналитическо-
го отображения. На двумерной плоскости поня-
тия полуаналитических и субаналитических мно-
жеств совпадают.

Теорема 5.

• Множество  полуаналитично, потому
субаналитично.

• В окрестности точки A кривая  есть график
гладкой неаналитической функции.

• Поэтому множество  несубаналитично.
• Следовательно, сфера  несубаналитична.

11. Exp–log КАТЕГОРИЯ

Функция  принадлежит exp–log ка-
тегории [18], если она представляется в виде ко-
нечной композиции субаналитических функций,
экспонент и логарифмов. Множество принадле-
жит exp–log категории, если в некоторой окрест-
ности любой своей точки оно является графиком
отображения, компоненты которого – функции
из exp–log категории.

Теорема 6. В окрестности точки  кривая 
есть график функции из exp–log категории. Поэтому
множество  принадлежит exp–log категории.

12. СТРАТИФИКАЦИЯ УИТНИ

Напомним следующие фундаментальные фак-
ты, относящиеся к стратификации Уитни [17]:

• если множество субаналитично, то оно являет-
ся стратифицированным пространством Уитни [7],

• если множество принадлежит exp–log кате-
гории, то оно является стратифицированным
пространством Уитни [8].

Теорема 7. Разбиение (5) есть стратификация
Уитни.
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В статье разработана и исследована новая модель формирования процентных ставок по потреби-
тельскому кредиту на основе анализа интересов и логики поведения коммерческих банков. В моде-
ли предполагается, что доходы заемщиков описываются геометрическим броуновским движением.
Коммерческие банки оценивают риски дефолта заемщиков. По формуле Фейнмана–Каца оценка
сводится к решению краевой задачи уравнений с частными производными, для которой построено
аналитическое решение. Модель применена для анализа проблемы сохранения в сложившихся
условиях потребительского кредита как механизма социальной адаптации домашних хозяйств.

DOI: 10.31857/S2686954322600525

1. ВВЕДЕНИЕ

За последние двадцать лет в России значитель-
но вырос рынок потребительского кредита. За-
долженность домашних хозяйств по потребитель-
скому кредиту достигла 12.5 триллионов рублей,
что составляет более 12% годового ВВП РФ и бо-
лее 9% от активов консолидированного баланса
коммерческих банков РФ. Поскольку отношение
процентных ставок по потребительскому кредиту
к депозитам изменялось в последнее десятилетие
в диапазоне от 2.5 до 3.5, потребительский кредит
являлся одним из самых привлекательных активов
для коммерческих банков. Рост спроса на потреби-
тельский кредит, с одной стороны, отражает фор-
мирование в РФ “среднего слоя” в последние два-
дцать лет. Домашние хозяйства, относящиеся к
“среднему слою”, управляют динамикой своих
расходов, используя потребительский кредит, и
соизмеряют свой спрос с величиной процентной

ставки на кредит. С другой стороны, потреби-
тельский кредит в России выполнял функцию со-
циальной адаптации и более половины по сум-
марному объему выданных кредитов составляют
заимствования малообеспеченных домашних хо-
зяйств, которые предъявляют спрос на кредит в
сложных жизненных обстоятельствах в независи-
мости от величины процентной ставки. Такая
структура заемщиков повышает вероятность не-
исполнения обязательств по погашению кредита
и порождает риски для банковской системы, ко-
торые вызывали озабоченность у руководства ми-
нистерства экономического развития еще летом
2019 г. Пандемия COVID-19 оказала влияние на
экономическое положение домашних хозяйств и
осложнила состояние рынка потребительского
кредита.

Наложенные в 2022 г. на Россию санкции были
направлены на снижение уровня жизни домашних
хозяйств за счет кризиса банковской системы и
инфляции. Санкции ставят целью обострить со-
циальную напряженность, снизить эффектив-
ность управления на федеральном уровне и вы-
звать дезинтеграцию власти. Ответные меры пра-
вительства предполагают компенсацию потерь
домашних хозяйств в реальных располагаемых
доходах. Имеются два канала поддержки и соци-
альной адаптации домашних хозяйств: прямые
трансферты из бюджета и потребительский кре-
дит. Возникает вопрос: как изменится в сложив-
шихся обстоятельствах рынок потребительского
кредита и сможет ли он выполнять функцию со-
циальной адаптации в сочетании с прямыми
трансфертами из бюджета? В новых условиях из-

УДК 005.5

МАТЕМАТИКА

1 Федеральный исследовательский центр 
“Информатика и управление” Российской академии наук, 
Москва, Россия
2 Московский физико-технический институт, 
Долгопрудный, Россия
3 Московский государственный университет 
имени М.В. Ломоносова, Москва, Россия
4 Московский центр фундаментальной 
и прикладной математики, Москва, Россия
5 Российский университет дружбы народов, 
Москва, Россия
*E-mail: trunick.10.96@gmail.com
**E-mail: alexshan@yandex.ru

EDN: SVDFXQ



72

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 507  2022
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менились подходы коммерческих банков к выда-
че потребительских кредитов. Поэтому для ана-
лиза возможных стратегий управляющих органов
РФ и ответа на поставленный вопрос нужно ис-
пользовать математические модели, в которых
поведение на рынке потребительского кредита
коммерческих банков, домашних хозяйств из раз-
личных социальных слоев описываются на осно-
ве исследования их интересов и логики поведе-
ния в изменяющихся условиях. Модели спроса на
потребительский кредит домашних хозяйств из
различных социальных слоев разрабатывались в
[1, 2] и использовались для анализа состояния
рынка потребительского кредита России в 2019–
2021 гг. В этом анализе предполагалось, что ком-
мерческие банки, имея большие запасы ликвид-
ности, будут вести себя инерционно и их поведе-
ние можно моделировать эконометрическими
моделями. В новых условиях дефицита ликвид-
ности поведение ведущих коммерческих банков
на рынке потребительского кредита изменилось
и его нужно моделировать на основе анализа ин-
тересов и логики их поведения. Моделирование
взаимодействия на рынке потребительского кре-
дита коммерческих банков и домашних хозяйств
основано на концепции равновесия по Штакель-
бергу. Предполагается, что коммерческие банки
назначают ставку по потребительскому кредиту,
исходя из своих интересов, оценивая ответное
поведение домашних хозяйств.

В разделе 2 содержатся результаты работы [2]
по моделированию спроса на потребительский
кредит на основе концепции рационального ре-
презентативного домашнего хозяйства. В резуль-
тате анализа задачи оптимального управления,
моделирующей экономическое поведение рацио-
нального репрезентативного домашнего хозяй-
ства, выделены четыре типа заемщиков, соответ-
свующие различным социальным слоям населе-
ния. В разделе 3 поставлена и исследована задача
о формировании коммерческим банком процент-
ной ставки по потребительскому кредиту. Модель
предполагает, что доходы заемщиков описывают-
ся геометрическим броуновским движением, а
коммерческие банки назначают процентную
ставку, исходя из максимизации математическо-
го ожидания чистой приведенной прибыли, учи-
тывая риски заемщиков. По формуле Фейнмана–
Каца учет рисков невозврата потребительского
кредита сводится к решению краевой задачи для
уравнения с частными производными. Установив
связь с уравнением Абеля, удается свести реше-
ние краевой задачи к задаче Коши для уравнения
теплопроводности с внешним источником и по-
лучить оценку рисков в аналитической форме. В
разделе 4 построенная модель идентифицирована
по данным Росстата об обследовании бюджетов
домашних хозяйств и проанализированы влия-

ния шоков, вызванных санкциями, на состояние
потребительского кредита в России.

2. МОДЕЛЬ ПОВЕДЕНИЯ ДОМАШНЕГО 
ХОЗЯЙСТВА

Для моделирования экономического поведе-
ния социального слоя домашних хозяйств будем
опираться на концепцию рационального репре-
зентативного экономического агента, восходя-
щую к работе Ф. Рамсея [3]. Будем использовать
модель поведения репрезентативного домашнего
хозяйства в форме задачи оптимального управле-
ния из работ [2, 4, 5]. В этой модели динамика
ликвидных средств домашнего хозяйства 
описывается уравнением

(1)

Здесь  доходы домашнего хозяйства в момент
времени t, относительно которых предполагается
рост с темпом , т.е. ;  потребле-
ние;  индекс потребительских цен, относи-
тельно которого предполагается рост с темпом ,
т.е. ;  заимствования по потреби-
тельскому кредиту;  сбережения в форме де-
позитов в коммерческом банке. При этом, если
домашнее хозяйство осуществляет займ на вели-
чину , то , если домашнее хозяйство
осуществляет платеж по потребительскому кре-
диту, то . Аналогично, пополнение депо-
зитарного счета на величину  влечет к умень-
шению запаса денег , поэтому , ежели
происходит снятие средств с депозитарного сче-
та, то . Изменение задолженности 
по потребительскому кредиту описывается урав-
нением

(2)

где  – процентная ставка по потребительскому
кредиту. Уравнение изменения сбережений в фор-
ме депозитов  под процентную ставку :

(3)

Отсутствие арбитража предполагает, что ставка
по кредитам больше ставки по депозитам, т.е.

. Закон Фишера связывает между собой за-
пас денег  и потребительские расходы до-
машнего хозяйства  через коэффициент θ > 0:

где  – скорость обращения денег.

0( )M t
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dt
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γ γ
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( )p t
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0( ) = jtp t p e ( )LH t
( )DH t

LH > 0LH

< 0LH
DH
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< 0DH ≥( ) 0L t

+( ) = ( ) ( ),L L
dL t H t r L t

dt

Lr

≥( ) 0D t Dr

+( ) = ( ) ( ).D D
dD t H t r D t
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>L Dr r
0( )M t

( )C t

θ0( ) = ( ) ( ),M t p t C t

θ
1 > 0
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Для дальнейшего изложения удобно ввести
переменную , определяющуюся как

и именуемую как финансовое состояние домаш-
него хозяйства. Из рационального поведения до-
машнего хозяйства следует, что оно не заимствует
по потребительскому кредиту и не сберегает од-
новременно, поэтому

В силу уравнений (1)–(3) получаем, что динамика
финансового состояния описывается динамиче-
ской системой

(4)

(5)
Домашнее хозяйство стремится максимизиро-

вать дисконтированное потребление с коэффици-
ентом дисконтирования  и постоянным от-
вращением к риску  на временном ин-
тервале , управляя запасом денег , т.е.

(6)

Будем говорить, что финансовое состояние
 является ликвидным, если существует управ-

ление , обеспечивающее выполнение усло-
вия . Иными словами, к конечному момен-
ту времени домашнее хозяйство должно расплатить-
ся со своими кредитами. Пусть x(t) = ,

, , . За-
дача оптимального управления на конечном вре-
менном горизонте формулируется в следующем
виде

(7)

(8)

(9)

(10)

Чтобы обеспечить условие , необходимо

выполнение неравенства  (если это не-

равенство нарушается, то домашнее хозяйство не
имеет возможности расплатиться с кредитами при
сохранении конъюнктуры и образуется финансовая
пирамида). Если , то это условие является
не только необходимым, но и достаточным.
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r
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Зная оптимальную траекторию , достав-
ляющую максимум дисконтируемому потребле-
нию (7), можно найти финансовое состояние 
из задачи Коши (7)–(10), а также динамику задол-
женности по потребительским кредитам  и
динамику сбережений в форме депозитов .
В работе [2] показано, что оптимальная траекто-
рия  существует. В силу негладкости правой
части дифференциального уравнения (8) приме-
няется принцип максимума Понтрягина в форме
Клакра, с помощью которого можно выделить
3 режима экономического поведения домашнего
хозяйства: заимствования, не взаимодействия с
банковской системой и сбережения в форме депо-
зитов в зависимости от финансового состояния и
параметров конъюнктуры (подробнее см. [2]).

Если устремить временной горизонт  в
задаче оптимального управления (7)–(10), то
можно построить синтез задачи оптимального
управления практически в аналитическом виде
(см. [2]). Синтез позволяет определить оптималь-
ное управление в зависимости от текущего значе-
ния фазовой переменной  и параметров эконо-
мической конъюнктуры. Он зависит от соотно-

шения величин , , ,  и

определяет социальный слой, к которому отно-
сится домашнее хозяйство. Перебирая всевоз-
можные допустимые сочетания величин , ,

, , можно получить различные

типы социальных слоев, подробное описание ко-
торых представлено в [2]. Отметим, что в каждом
социальном слое определяются режимы, в кото-
рых может находиться домашнее хозяйство.

Нас интересует проблема роста задолженно-
сти по потребительскому кредиту. Покажем, как
с помощью представленной модели можно вы-
числить спрос на потребительский кредит .
Тогда из уравнения баланса ликвидных средств
заемщика (1) с учетом динамики финансового со-
стояния домашнего хозяйства (4) и введенных пе-
ренормировок получаем, что спрос на потреби-
тельский кредит описывается уравнением

или, что то же самое, в силу (4)

(11)
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где  – синтез оптималь-
ного управления.

В зависимости от соотношения величин ,

,  выделяются 4 типа поведе-

ния заемщиков, соответствующие различным со-
циальным слоям.

Тип поведения 1. Если , ,

или , , то синтез опти-

мального управления задается функцией

откуда

Спрос на потребительский кредит определяет-
ся как

В данном типе поведения домашнее хозяйство
осуществляет займы по потребительскому креди-
ту вне зависимости от своего финансового состо-
яния.

Тип поведения 2. Если ,  < 0,
то синтез оптимального управления задается
функцией

откуда

Спрос на потребительский кредит определяется
как

В данном типе поведения домашнее хозяйство
также осуществляет займы по потребительскому
кредиту вне зависимости от своего финансового
состояния.

Тип поведения 3. Если δ –  < δ + (1 –

‒ α)γ, а финансовое состояние домашнего хозяй-

ства , то синтез опти-

мального управления и спрос на потреби-
тельский кредит повторяют тип поведения 1.
В противном случае, если , 

, то потребительский кре-

дит не заимствуется.
Тип поведения 4. Если , ,

а финансовое состояние , то синтез

определяется из решения уравнения

(12)

которое имеет два положительных решения отно-
сительно переменной . Определим ,
θ, α, δ) как минимальное решение уравнения (12).
Функция  – дифференцируемая
функция по теореме о неявной функции. Тогда

Спрос на потребительский кредит определяет-
ся как
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В случае  потребительский кредит не за-

имствуется.
Для использования модели необходимо задать

поведенческие характеристики репрезентативно-
го домашнего хозяйства, характерные для данного

социального слоя: скорость обращения денег , от-

вращение к риску 1 – α, коэффициент дисконти-
рования  и показатели экономической конъ-
юнктуры: процентную ставку по кредитам ,
темп роста доходов  и инфляцию j. Для калиб-
ровки модели экономического поведения домаш-
них хозяйств были использованы данные Росстата.
Росстат предоставляет ежеквартальную статистику
Обследования Бюджетов Домашних Хозяйств
(ОБДХ) [6], проводя опрос среди 50 000 домаш-
них хозяйтсв, проживающих в 82 регионах Рос-
сии. На основе данных по уровню потребления на
душу населения эти регионы были разделены на
3 группы: богатую, среднюю и бедную. Основы-
ваясь на данных ОБДХ, мы обратили внимание,
что примерно половина домашних хозяйств, от-
носящихся к бедной группе регионов, проживает
в городском типе населенного пункта, а вторая
половина в селе. Поскольку стиль жизни в городе
отличается от села, то кагорта домашних хозяйств
из бедной группы регионов была разделена еще
на две. В каждой группе регионов выделяются
слои населения с разными уровнями доходов и
расходов.

Мы разделили участников опроса ОБДХ на за-
емщиков и прочих домашних хозяйств, не выпла-
чивающих кредит. Заемщики делятся на два типа:
низкодоходные, имеющие высокий риск невоз-
врата кредита, и высокодоходные. Анализируя
статистику ОБДХ, можно видеть, что подушевые
доходы у высокодоходных заемщиков примерно в
2 раза больше, чем подушевые доходы у низкодо-
ходных заемщиков. Для идентификации пове-
денческих характеристик репрезентативных до-
машних хозяйств, относящихся к определенному
слою, решаются обратные задачи. Для работы со
статистикой ОБДХ, выделения социальных слоев
домашних хозяйств в разных группах регионов,
идентификации параметров модели, верифика-
ции полученных данных и построения прогнозов
был разработан специальный программный ком-
плекс в виде приложения MatLab AppDesigner [7].

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ РЫНКА 
ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО КРЕДИТА

Рынок потребительского кредита является несо-
вершенным рынком, на котором домашние хозяй-
ства предъявляют спрос на кредит, а коммерческие
банки предоставляют кредит. Формирование про-
центной ставки на рынке потребительского кредита

θ≥
+ γθ1
Sx

θ
1

δ
Lr

γ

моделируется с помощью равновесия по Штакель-
бергу. Коммерческие банки, оценив зависимость
спроса на кредит в зависимости от процентной
ставки, устанавливают процент по потребитель-
скому кредиту на уровне, который максимизиру-
ет их прибыль.

Основной формой платежа по потребитель-
скому кредиту является аннуитетный платеж.
Пусть как и раньше  – месячная ставка по вновь
выдаваемому кредиту,  – срок кредита, исчис-
ляемый в месяцах. Задолженность по кредиту
равна , где  – текущий спрос на
кредит. Аннуитетный платеж A можно найти из
уравнения

откуда

Коммерческие банки учитывают риск непла-
тежеспособности заемщика. Обозначим через 
момент времени, когда заемщик не сможет вы-
полнять обязательства по аннуитетному платежу.
С точки зрения коммерческих банков доходы за-
емщиков  не являются стабильными. Будем
предполагать, что коммерческие банки модели-
руют доходы заемщика с помощью стохастиче-
ского дифференциального уравнения геометри-
ческого броуновского движения

где  – темп роста доходов,  – винеровский
процесс,  – параметр волатильности. Пред-
положим, что заемщик объявляет дефолт по кре-
диту, если его доход не позволяет осуществлять
аннуитетный платеж  и потребительские расхо-
ды на минимальном уровне , т.е.

Поскольку доход заемщика является случайным
процессом, величина  является случай-
ным моментом остановки. Коммерческие банки
устанавливают процентную ставку по потреби-
тельскому кредиту, максимизируя математиче-
ское ожидание чистой приведенной прибыли
(NPV), т.е.
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(13)

где  – коэффициент дисконтирования финансо-
вых потоков банками, который равен стоимости
фондирования расходов для коммерческих бан-
ков.

Обозначим .

Теорема. Если , то

(14)

Доказательство. Стохастическое дифферен-
циальное уравнение

имеет сильное решение (см. с. 364 в [8]):

Откуда следует, что

(15)

Введем следующие обозначения:

Тогда . По формуле Фейнмана–
Каца (см. теорема 21.14 на с. 378 в [8]) имеем, что

 является решением следующей краевой за-
дачи

(16)
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Обозначим . Тогда

Эта задача эквивалентна задаче Коши для уравне-
ния теплопроводности с внешним источником

где  является решением уравнения Абеля

т.е.

откуда

Тогда, по формуле Пуассона, получаем

(20)

С учетом введенной замены 
из (20) получаем

(21)
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что доказывает справедливость формулы (14) и
завершает доказательство теоремы.

Предложение. Если , то

Доказательство. Пусть . Тогда уравне-

ние (16) на множестве (17) с краевыми условиями
(18)–(19) имеет вид

единственным решением которого является функ-
ция . Тогда  и множитель

т.е. банку не выгодно выдавать потребительский
кредит заемщику (напомним, что займ по потре-
бительскому кредиту домашним хозяйством со-
ответствует ).

Если , то вероятность неплатежеспособ-

ности домашнего хозяйства по займу вырастает,
выход на граничное условие (15) происходит
раньше. Значит,  и множитель
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следовательно, банку также не выгодно выдавать
потребительский кредит. Предложение доказано.

Замечание. Если , то выдача потреби-

тельского кредита убыточна для коммерческого
банка.

Мы используем средневзвешенную ставку по
потребительскому кредиту в качестве параметра
модели, поэтому считаем, что репрезентативное
домашнее хозяйство осуществляет займ по потре-
бительскому кредиту под процент , где

(22)

а  является максимумом чистой приведенной
прибыли (13).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для построения прогнозов поведения заемщи-

ков необходимо задать динамики доходов населе-
ния, ставок по кредитам и инфляции. Согласно
данным Росстата месячная инфляция в марте
2022 г. составила 7.8%, после которой месячная
инфляция резко сократилась. С учетом прогнозов
Росстата мы предполагаем, что к концу 2022 г.
ожидается годовая инфляция на уровне 15%.

В конце февраля 2022 г. ключевая ставка ЦБ
была резко поднята до 20% годовых, количество
отказов в выдаче потребительского кредита вы-
росло до 75%. Несмотря на последующие снижения
ключевой ставки ЦБ до 8%, процент, под который
выдаются кредиты малоимущим домашним хозяй-
ствам, остается запретительным и находится на
уровне 40% годовых. Для моделирования процент-
ной ставки высокодоходных заемщиков подходит
модель рынка потребительского кредита, пред-
ставленная в разделе 3. По результатам расчетов
ожидается рост процентной ставки по потреби-
тельским кредитам до 25–30% для высокодоход-
ных заемщиков к середине 2023 г.

В связи с уходом крупных фирм из России вес-
ной 2022 г., остановки заводов производства, не-
малая часть населения потеряла доходы. Основ-
ные потери доходов пришлись на малоимущие
слои населения. Мы полагаем, что к концу 2023 г.
номинальное падение доходов у малоимущих
слоев населения составит 15% по отношению к
началу 2022 г., в то время как динамика доходов у
высокодоходных слоев населения будет сохра-
няться прежней.

4.1. Сценарий 1. Анализ финансового 
положения заемщиков

По результатам расчетов, весной 2022 г. разо-
ряются как низкодоходные, так и высокодоход-
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ные заемщики во всех группах регионов (наруша-

ется условие платежеспособности ).

После весны 2022 г. платежеспособность заемщи-
ков восстанавливается, но начиная с конца 2022 г. –
начала 2023 г. низкодоходные заемщики вновь
утрачивают свою платежеспособность, что при-
водит к ощутимому росту спроса на потребитель-
ский кредит среди малоимущих слоев населения.
Как отмечалось ранее, с марта 2022 г. резко вы-
росло количество отказов в выдаче потребитель-
ского кредита низкодоходным заемщикам. При
подсчете суммарной задолженности по всем
группам регионов мы учитываем эту тенденцию и
считаем, что если малоимущее домашнее хозяй-
ство находится в состоянии неплатежеспособно-
сти, то коммерческие банки не выдают ему потре-
бительский кредит.

На рис. 1–2 представлены суммарные задол-
женности по всей стране с дифференциацией на
низкодоходных и высокодохнодных заемщиков.
Области описывают три этапа использования мо-
дели: идентификации с марта 2015 г. по декабрь
2020 г., верификации с января 2021 г. по декабрь
2021 г. и периода построения прогнозов с января
2022 г. по декабрь 2023 г.

Отметим, что если бы банки выдавали мало-
имущим домашним хозяйствам потребительские
кредиты, то они бы поддерживали их уровень по-
требления на минимальном уровне, но это бы
привело к ощутимому росту задолженности до
17.55 трлн руб. к концу 2023 г., а общая задолжен-
ность составила бы 25.38 трлн руб. Отказы в выда-
че потребительского кредита малоимущим слоям

−
− γ

>
L

Sx
r

населения приводят к социальной напряженно-
сти. На начало 2022 г. суммарная задолженность
по потребительскому кредиту составляла
12.6 трлн руб. В данном сценарии с учетом отка-
зов в выдаче кредитов к концу 2023 г. итоговая за-
долженность вырастет до 16.47 трлн руб., при
этом объем отказов за прогнозный период соста-
вит 8.91 трлн руб. Потребительский кредит пере-
стает выполнять роль социальной адаптации до-
машних хозяйств.

4.2. Сценарий 2. Субсидирование 
низкодоходных заемщиков

Главная проблема потребительского кредито-
вания в России заключается в платежеспособно-
сти малоимущих заемщиков. Данный сценарий
является ответом на вопрос: можно ли сохранить
роль социальной адаптации у потребительского
кредита за счет адресной финансовой поддержки
малодоходных заемщиков? Предполагается рост
доходов малоимущих заемщиков с августа 2022 г.
до конца 2023 г. за счет осуществления их финан-
совой поддержки через государственные структу-
ры. Было посчитано, что за этот период необхо-
димо выделить 58.9 млрд руб. малоимущим заем-
щикам, проживающим в городском типе бедной
группы регионов, 70.6 млрд руб. в сельском типе
бедной группы регионов, 594.1 млрд руб. в сред-
ней группе регионов и 246 млрд руб. в богатой
группе регионов. Данные величины были рассчи-
таны исходя из условия сохранении платежеспо-
собности низкодоходных заемщиков после весны
2022 г. во всех группах регионов. Итоговая задол-

Рис. 1. Суммарная задолженность низкодоходных за-
емщиков.

Идентификация
Прогноз
Задолженность с учетом отказов

18 17.55

8.64

16

14

Тр
лн

. р
уб

. 12

10

8

6

4

2

0
2016 2018 2020

Год
2022 2024

Рис. 2. Суммарная задолженность высокодоходных
заемщиков.
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женность низкодоходных заемщиков во всех
группах регионов представлена на рис. 3.

При выделении субсидий низкодоходным за-
емщикам в размере 969.6 млрд руб до конца 2023 г.
их платежеспособность восстанавливается, а от-
казы в выдаче осуществлялись бы в весенний пе-
риод 2022 г. Объем отказов в выдаче потребитель-
ского кредита составил бы 1.24 трлн руб, а итого-
вый рост задолженности за два года с учетом
задолженности высокодоходных заемщиков вы-
рос бы на 9.29 трлн руб.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Экономическое поведение репрезентативного
домашнего хозяйства описано в виде задачи оп-
тимального управления рамсеевского типа. Ис-
пользуя данные ОБДХ Росстата, были выделены
репрезентативные домашние хозяйства из раз-
личных групп регионов России. Модель иденти-
фицирована по статистическим данным ОБДХ за
март 2015 г. – декабрь 2020 г. и верифицирована
по статистическим данным за 2021 г. С помощью
модели проанализирована платежеспособность
низкодоходных и высокодоходных домашних хо-
зяйств до конца 2023 г. Назначение процентной
ставки по кредитам для высокодоходных заемщи-
ков моделируется исходя из максимизации при-
веденной чистой прибыли для коммерческих
банков. Моделирование процентной ставки ос-
новывается на формуле Фейнмана–Каца.

Выяснилось, что основная проблема потреби-
тельского кредитования заключается в скорой
неплатежеспособности малоимущих заемщиков,
процентные ставки по кредитам для которых в

настоящий момент являются запретительными.
Отказы в выдаче потребительского кредита мало-
имущим домашним хозяйствам ведет к социаль-
ной напряженности. Расчеты по модели показы-
вают, что целевое субсидирование малоимущих
граждан может восстановить их платежеспособ-
ность, и, как следствие, снизить социальную на-
пряженность в данных слоях населения. При
этом объем выделенных средств к концу 2023 г.
составляет менее 1 трлн руб. Программный ком-
плекс [7] позволяет анализировать экономиче-
ское положение домашних хозяйств в России с
учетом региональной специфики.
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The article develops and investigates a new model for the formation of interest rates on consumer loans based
on the analysis of interests and the logic of commercial banks behavior. The model assumes that borrowers’
incomes are described by a geometric Brownian motion. Commercial banks assess the risks of default by bor-
rowers. According to the Feynman–Kac formula, the estimate is reduced to solving a boundary value prob-
lem of partial differential equations. The analytical solution for this problem is constructed. The model is used
to analyze the problem of maintaining consumer credit under the current conditions as a mechanism for so-
cial adaptation of the households.
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Строятся и оптимизируются численно-статистические проекционные оценки решений интеграль-
ных уравнений с использованием полиномов Лежандра в связи с вычислительной сложностью ор-
тогональных разложений с адаптированным весом. На основе аналитических и соответствующих
численных расчетов минимизируется среднеквадратическая погрешость как функция длины ис-
пользуемого отрезка проекционного разложения при фиксированном объеме статистической вы-
борки, реализуемой для оценки коэффициентов разложения. Предлагаемая методика успешно
апробирована в тестовой задаче, близкой к проблеме Милна, причем она оказалась весьма эффек-
тивной, сравнительно с использованием регуляризованного разложения по полиномам Лагерра.
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1. Работа посвящена построению и оптимиза-
ции численно-статистических проекционных
оценок одномерных функциональных характери-
стик  решения интегральных
уравнений вида

(1)

или  Здесь  
 и спектральный радиус , где K1 –

интегральный оператор с ядром . Функция
 получается интегрированием решения 

по всем переменным, кроме  в некоторой

ϕ ≤ ≤ +∞( ),0 < ,z z H

Φ Φ +( ) = ( ', ) ( ') ' ( ),
X

x k x x x dx f x

Φ Φ += .K f ∈ ,nx R ∈ →1 1[ ],K L L
∈ 1( )f L x ρ 1( ) < 1K

| ( ', )|k x x
ϕ( )z Φ( )x

∈ 1z R

системе координат. Для простоты изложения да-
лее предполагается, что z – одна из координат фа-
зовой точки: .

Методом Монте-Карло уравнения типа (1) ре-
шаются с помощью моделирования специальных
цепей Маркова [1]. Важной частью такого метода
являются оценки функциональных зависимо-
стей, в основном разные типы ядерных и стати-
стических проекционных оценок (см., например,
[1]). Решая конкретную задачу, необходимо про-
водить сравнительный анализ таких оценок,
предварительно их оптимизируя. Следует отме-
тить, что использовать статистические проекци-
онные оценки в методе Монте-Карло впервые
предложил Н.Н Ченцов [2], разработавший об-
щую методику их оптимизации, которая требует
существенной доработки и детализации в кон-
кретных задачах. Простая приближенная опти-
мизация специальных статистических проекци-
онных оценок для решения задач из областей эф-
фективного применения метода Монте-Карло
(переноса излучения с учетом поляризации, тео-
рии разреженных газов) использована в [3, 4].
Она может быть существенно улучшена с исполь-
зованием излагаемых далее результатов.

= ( )z z x
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В настоящей работе предлагается детализиро-
ванная универсальная методика оптимизации
для практически важного класса статистических
проекционных оценок с использованием комби-
нации аналитических и соответствующих чис-
ленных расчетов.

С целью построения функции 
используется ее разложение по полиномам Ле-
жандра  (см. [5]), ортонормированным в за-
данном интервале :

(2)

В процессе расчетов значения полиномов вы-
числяются рекуррентно [6]:

Использование полиномов Лежандра связано
с тем, что реализация ортогональных разложений
с адаптированным весом  может быть ариф-
метически весьма затруднительной, как это пока-
зало решение рассматриваемой далее типовой те-
стовой задачи теории переноса с экспоненциаль-
ной асимптотикой  при .

Имея достаточно хорошее приближение ,

можно использовать оценку , для

которой .

Следует отметить, что численно-статистиче-
ская оптимизация оценки  требует дополни-
тельного исследования в каждом конкретном
случае. В рассматриваемой далее тестовой задаче
использование в качестве  асимптотики реше-
ния при  не дало улучшения статистиче-
ской оценки, сравнительно с , вследствие уве-
личения дисперсий оценок коэффициентов раз-
ложения и недостаточного приближения 
функцией для малых .

2. Рандомизация оценки (2) получается путем
вычисления линейных функционалов (ϕ, ψi) =

=  методом Монте-Карло с использо-
ванием так называемой “оценки по столкновени-

ям” (см., например, [1]) 
Здесь  – вспомогательная обрываю-
щаяся с вероятностью 1 цепь Маркова, определя-

ϕ ∈ 2( ) (0, )z L H
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емая переходной плотностью  и плотно-
стью начального состояния f0(x), Q0 = 

, причем выполня-
ются условия несмещенности [1]. Предполагает-
ся, что , где Kp – интегральный оператор

с ядром . При сформулированных
выше условиях имеем  .

Рандомизированная оценка после реализации
 траекторий строится следующим образом:

Здесь , где  – выбороч-

ные значения “оценки по столкновениям” .
Выполняются соотношения  .

По аналогии с [2] имеем

где .

3. Перейдем теперь к решению задачи мини-
мизации квадрата среднеквадратической по-
грешности L(m). С этой целью сформулируем
утверждение, которое является простым след-
ствием теоремы 4.10 из [5].

Лемма 1. Если для  выполняется соотноше-

ние , при  то

(3)

Расчеты, проведенные, в частности, при вы-
полнении работ [3, 4] и настоящей работы, пока-
зали, что изменением величины , сравнитель-
но с , можно пренебречь, т.е. полагать

.

Было также замечено, что последовательности
 для четных и нечетных номеров в асимптотике

могут существенно различаться и поэтому целе-
сообразно с целью минимизации  рассмат-
ривать  для нечетных m в виде
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Это свойство коэффициентов было проверено
на примере разложения функции ϕ(z) =
=  по полиномам Лежандра в интерва-
ле .

Лемма 1 дает основание предполагать, что в
случае достаточно гладкой  выполняется со-
отношение

(4)

Достаточно просто доказывается следующее
утверждение.

Лемма 2. Если

(5)

то выполняются соотношения

(6)

(7)
Лемма 2 показывает, что при выполнении соот-

ношения (5) асимптотически при  вслед-
ствие соотношения  имеем

Для решения рассматриваемой задачи мини-
мизации  необходимо с помощью предвари-
тельных расчетов оценивать величины  и  (  –
это среднее значение слабо меняющейся величи-
ны ). Использование соотношения (7) для
оценки  неэффективно из-за сильного возраста-
ния относительной статистической погрешности
оценок . Поэтому для исследования асимптоти-
ки величины  используется тот факт, что со-
отношение  соответствует соотно-

шению , причем .

Определив интервал  слабого изменения
отношения , можно оценить подходящее
значение  путем осреднения отношений

, т.е. по формуле

(8)

Заметим, что значение k в (4) практически
ограничивается возможным нарастанием произ-
водных; это было замечено и при решении рас-
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сматриваемой далее тестовой задачи. Оценив, как
указано выше, значение k, далее можно оценить
коэффициент , используя те же значения  по
формуле

(9)

Замечательным свойством этой формулы явля-
ется то, что она не требует знания  для  + 2.

4. В качестве тестовой рассматривалась задача
об оценке плотности  столкновений частицы
в слое  рассеивающего и поглоща-
ющего вещества для источника столкновений с
плотностью f(z1, z2, z; ω) = e–zδ(z1 – 0)δ(z2 –
0)   где  – направление
скорости частицы, вызывающей начальное
столкновение.

Параметры среды: коэффициент ослабления
σ = 1, вероятность рассеяния , вероят-
ность поглощения , индикатриса рас-
сеяния Хеньи–Гринстейна:

Средний косинус угла рассеяния . При
этом значение  моделируется по формуле:

где  – случайное число, равномерно распре-
деленное в .

Отметим, что при  осредненная по  плот-
ность столкновений ϕ(z) = 
где  – интенсивность излучения. Таким обра-
зом, фактически рассматривается задача, близкая
к проблеме Милна [7]. Для данных параметров до-
вольно высокую точность имеет транспортное при-
ближение [7], которое дает для  следующую

асимптотическую оценку .

Для построения оптимальной согласно ска-
занному выше оценки  в рамках сформули-
рованной физико-вероятностной модели было
реализовано 109 траекторий частиц-квантов излу-
чения. В результате расчетов были получены зна-
чения слагаемых  в сумме (8), приведенные
для  в табл. 1. Эта таблица показыва-
ет практически достаточную устойчивость оцен-
ки параметра степенного изменения величины 
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в интервале . Из формулы (8) получаем
.

По формуле (9) здесь получается значение
, а осреднение величин  в интервале

 дает . С использоваеним этих
оценок по формулам (6), (7) получено:

 = 3.3 × 10–8, т.е. сред-
неквадратическая погрешность оценивается ве-
личиной  × 10–4.

Известно [1], что в данной задаче  равно
среднему числу пересечений частицей уровня  с
весом . При ограничении  дисперсия
соответствующей статистической “локальной
оценки”  конечна, а относительное смеще-
ние не превосходит . В расчетах было использо-
вано , а относительная статистическая по-
грешность при  имеет порядок величины
0.001%. В результате расчетов было получено зна-
чение  × 10–4, а минимальное
значение  × 10–4 реализуется при m = 36.

Полученное отличие  от  можно объяс-
нить асимптотическим характером леммы 2, а
также статистической погрешностью оценки .
С помощью прямого дифференцирования инте-
грального уравнения вида (1) “локальная оценка”
была распространена на производные функции

. Уже первая производная для больших значе-
ний  оказалась на порядок больше ; этим
объясняется полученное по формуле (8) значение

 (хотя , по-видимому, бесконечно диф-
ференцируема при ).

Как уже было указано в конце пункта 1 текста
статьи, разложение функции  здесь не улуч-
шает оценку из-за недостаточного приближения
функции  экспонентой . Попытка
построить оценку  на основе разложения по
полиномам, ортогональным с весом ,
оказалась неудачной из-за необходимости расче-
тов со слишком большим количеством арифме-
тических разрядов.

Использование разложения по полиномам Ла-
герра, ортонормированным на , здесь заве-
домо неэффективно из-за разрыва функции  в
точке . Однако соответствующий алго-
ритм был улучшен путем моделирования траекто-
рий в полупространстве  с игнорированием
вклада в оценку от столкновений на траекториях,
до этого покинувших слой . Таким об-
разом,  была продолжена непрерывно на

, но с разрывом 1-го рода производной для

z = H. При этом была получена оценка 
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и соответственно (6)  получалось путем урав-
нивания  и . Для такого “регуляризо-
ванного” алгоритма в случае  было полу-
чено значение  × 10–3, в то время как для
алгоритма, связанного с полиномами Лежандра,
имеем  × 10–4.

Большой объем проведенных расчетов пока-
зал, что при малой величине среднеквадратиче-
ского отклонения практически всегда малым яв-
ляется и равномерное отклонение рассматривае-
мой статистической проекционной оценки от
искомого решения. По-видимому, это связано с
достаточно точной среднеквадратической оцен-
кой производной от решения, что требует допол-
нительного довольно сложного исследования.
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ESTIMATES FOR SOLUTIONS OF INTEGRAL EQUATIONS BASED

ON LEGENDRE POLYNOMIALS
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Numerically-statistical projective estimates for solutions of integral equations are constructed and optimized
using Legendre polynomials by the reason of the computational complexity of orthogonal expansions with
the adapted weight. Based on the analitical and the corresponding numerical computations the mean-square
error is minimizing as the function of the projection expantion segment length, while the sample size for co-
efficients is fixed. The proposed technique has been successfully verified in the test problem close to the
Milne problem, and it turned out to be very effective in comparison with the regularized expansion by
Laguerre polynomials.
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В работе предъявлены тензорные инварианты (дифференциальные формы) для однородных дина-
мических систем на касательных расслоениях к гладким трехмерным многообразиям. Показана
связь наличия данных инвариантов и полным набором первых интегралов, необходимых для инте-
грирования геодезических, потенциальных и диссипативных систем. При этом вводимые силовые
поля делают рассматриваемые системы диссипативными с диссипацией разного знака и обобщают
ранее рассмотренные.
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Наличие достаточного количества не только
первых интегралов, но и других тензорных инва-
риантов, как известно [1–3], позволяет полностью
проинтегрировать систему дифференциальных
уравнений. Так, например, наличие инвариантной
дифференциальной формы фазового объема поз-
воляет уменьшить количество требуемых первых
интегралов. Для консервативных систем этот факт
достаточно естественен. Для систем же, обладаю-
щих притягивающими или отталкивающими
(асимптотическими) предельными множествами,
не только некоторые первые интегралы, но и ко-
эффициенты имеющихся инвариантных диффе-
ренциальных форм должны, вообще говоря,
включать трансцендентные (в смысле комплекс-
ного анализа) функции (см. также [4–6]).

Как показано ранее, задача о движении четы-
рехмерного маятника на обобщенном сфериче-
ском шарнире в неконсервативном поле сил, ко-
торый можно образно описать, как “поток набе-
гающей среды, заполняющей всеобъемлющее
четырехмерное пространство”. Эта задача приво-
дит к динамической системе на касательном рас-
слоении к трехмерной сфере, при этом метрика
специального вида на ней индуцирована допол-
нительными группами симметрий [7]. Динамиче-

ские системы, описывающие движение такого
маятника, обладают знакопеременной диссипа-
цией, полный список первых интегралов состоит
из трансцендентных функций, выражающихся
через конечную комбинацию элементарных
функций. То же фазовое пространство естествен-
но возникает в задаче о движении точки по трех-
мерной сфере с индуцированной метрикой все-
объемлющего четырехмерного пространства. От-
метим также задачи о движении точки по более
общим трехмерным поверхностям вращения, в
пространстве Лобачевского и т.д.

Впервые частные случаи систем с тремя степеня-
ми свободы с неконсервативным полем сил рас-
сматривались в работах автора [5, 6]. Настоящее ис-
следование распространяет результаты этих работ
на более широкий класс динамических систем.

В данной работе для рассматриваемого класса
динамических систем предъявлены полные набо-
ры инвариантных дифференциальных форм фа-
зового объема для однородных динамических си-
стем на касательных расслоениях к гладким трех-
мерным многообразиям. Показана связь наличия
данных инвариантов и полным набором первых
интегралов, необходимых для интегрирования
геодезических, потенциальных и диссипативных
систем. При этом вводимые силовые поля делают
рассматриваемые системы диссипативными с
диссипацией разного знака и обобщают ранее
рассмотренные.
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В разделе 1 изучается задача геодезических,
включающая, в частности, геодезические на сфе-
ре и других поверхностях вращения, трехмерного
пространства Лобачевского. Указываются доста-
точные условия интегрируемости уравнений гео-
дезических.

В разделе 2 в системы добавляется потенци-
альное поле сил специального вида, также указы-
ваются достаточные условия интегрируемости
рассматриваемых уравнений, на классах задач,
аналогичных рассмотренным в разделе 1.

В разделе 3 рассматривается усложнение зада-
чи, возникающее в результате добавления некон-
сервативного поля сил со знакопеременной дис-
сипацией. Также указываются достаточные усло-
вия интегрируемости.

1. ИНВАРИАНТЫ УРАВНЕНИЙ 
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ

Рассмотрим гладкое трехмерное риманово
многообразие M3{ , β} с координатами ( , β),
β = (β1, β2), римановой метрикой gij( , β), порож-

дающей аффинную связность ( , β), и изучим
структуру уравнений геодезических линий на ка-
сательном расслоении TM3  (ср. с
[5, 8]) при изменении координат на нем. Для это-
го рассмотрим далее общий случай задания новых
кинематических соотношений в следующем виде:

(1)

где , , ,  – гладкие функции, не
равные тождественно нулю. Такие координаты z1,
z2, z3 в касательном пространстве уместно вводить
тогда, когда рассматриваются следующие уравне-
ния геодезических [5, 7, 9, 10] с семью ненулевы-
ми коэффициентами связности:

(2)

т.е. остальные 11 коэффициентов связности рав-
ны нулю. В случае (1) необходимые соотноше-
ния, их дополняющие на касательном расслое-
нии TM3 , примут вид
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(3)

и уравнения (2) геодезических почти всюду экви-
валентны составной системе (1), (3) на многооб-
разии TM3 .

Отметим ряд задач, приводящих к уравнени-
ям (2) (к системе (1), (3)).

(а) Системы на касательном расслоении к
трехмерной сфере. Здесь необходимо выделить
два случая метрик на сфере. Один случай – мет-
рика, индуцированная евклидовой метрикой все-
объемлющего четырехмерного пространства. Та-
кая метрика естественна для изучения задачи о
движении точки по такой сфере. Второй случай –
приведенная метрика, индуцированная группами
симметрий, характерных для динамики динами-
чески симметричного четырехмерного твердого
тела.

(б) Системы на касательных расслоениях бо-
лее общих трехмерных поверхностях вращения.

(в) Системы на касательном расслоении трех-
мерного пространства Лобачевского в модели
Клейна.

Для полного интегрирования системы (1), (3)
достаточно знать, вообще говоря, четыре незави-
симых тензорных инварианта: или четыре первых
интеграла, или четыре независимых дифферен-
циальных формы, или какую-то комбинацию из
интегралов и форм общим количеством четыре.
При этом, конечно, инварианты (в частности, для
уравнений геодезических) можно искать и в более
общем виде, чем рассмотрено далее (то, что пол-
ный набор состоит из четырех, а не из пяти, тен-
зорных инвариантов, будет показано ниже).

Как известно, первым интегралом уравнений
геодезических (2), переписанных в виде  +

+  = 0, i = 1, 2, 3, является гладкая

функция , но мы представим его в

более простой форме. Кроме того, в следующей
теореме участвуют четыре дифференциальных
соотношения на четыре “произвольные” функ-
ции , , ,  из (1).
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ШАМОЛИН

Теорема 1. Если выполнены условия

(4)

(5)

(6)

то система (1), (3) обладает полным набором, со-
стоящим из четырех первых интегралов вида

(7)

(8)

(9)

(10)

Более того, после некоторого ее приведения (за-
мен независимой переменной  и фа-

зовых , ) фазо-
вый поток системы (1), (3) сохраняет объем на ка-
сательном расслоении TM3, т.е. сохраняется
дифференциальная форма фазового объема

Заметим, что система дифференциальных ра-
венств (6) может трактоваться как возможность
преобразования квадратичной формы метрики
многообразия к каноническому виду с законом
сохранения энергии (7) (или см. ниже (12)) в за-
висимости от рассматриваемой задачи. История
и текущее состояние рассмотрения данной более
общей проблемы достаточно обширны (отметим
лишь работы [9, 10]). При этом поиск как инте-
грала (7), так и (8)–(10) опирается на наличие в
системе дополнительных групп симметрий [5, 11].

Пример 1. В случае обобщенных сферических
координат, когда метрика на трехмерной сфере
индуцирована евклидовой метрикой всеобъемлю-
щего четырехмерного пространства ( ), или
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когда метрика на трехмерной сфере индуцирована
метрикой специального силового поля при нали-
чии некоторой группы симметрий ( )
(задачи класса (а)), однопараметрическая систе-
ма, почти всюду эквивалентная уравнениям гео-
дезических и имеющая первые интегралы (7)–
(10), примет следующий вид:

Пример 2. В случае трехмерного пространства
Лобачевского в модели Клейна (задачи класса
(в)), четырехпараметрическая система, почти
всюду эквивалентная уравнениям геодезических

и имеющая первые интегралы (7)–(10), примет
следующий вид:

2. ИНВАРИАНТЫ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 
СИСТЕМ 

Несколько модифицируем систему (1), (3),
вводя в нее консервативное гладкое силовое поле
с аддитивными компонентами , , 
с потенциалом (12), см. далее. В проекциях же на
оси , k = 1, 2, 3, силовое поле будет иметь следу-
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ющие комбинированные компоненты, соответ-
ственно: , , .
Рассматриваемая система на касательном расслое-
нии TM3  примет вид

(11)

и она почти всюду эквивалентна следующей си-
стеме:

на касательном расслоении TM3 .
Теорема 2. Если выполнены условия (4)–(6), то

система (11) обладает полным набором, состоящим
из четырех первых интегралов вида:

(12)

а также при  – первых интегра-
лов (8)–(10).
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фазовых , ) фа-
зовый поток системы (11) сохраняет объем на каса-
тельном расслоении TM3, т.е. сохраняется диффе-
ренциальная форма фазового объема

3. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ С ДИССИПАЦИЕЙ

Далее несколько модифицируем систему (11) при
условиях (4)–(6), а также, для простоты, при

, вводя в нее гладкое силовое по-
ле с диссипацией. Ее наличие (вообще говоря,
знакопеременной) характеризует не только коэф-
фициент , , в первом уравнении систе-
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на оси , k = 1, 2, 3, соответственно: , ,
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Для полного интегрирования системы необходи-
мо знать, вообще говоря, пять независимых тензор-
ных инвариантов. Однако после следующей замены

переменных   ,
система (13) распадается следующим образом:

(14)

(15)

(16)

Видно, что для полной интегрируемости си-
стемы (14)–(16) достаточно указать два независи-
мых тензорных инварианта системы (14), один –
после замены независимой переменной – неза-
висимой системы (15), и дополнительный тензор-
ный инвариант, “привязывающий” уравнение
(16) (т.е. всего четыре).

Будем также предполагать, что для некоторого
 выполнено равенство

(17)

а для некоторых  выполнены равенства

(18)

Здесь , т.е. .
Условие (17) назовем “геометрическим”, а

условия из группы (18) – “энергетическими”.
Условие (17) названо геометрическим, в том чис-
ле потому, что накладывает условие на приведен-
ный коэффициент связности , приводя со-
ответствующие коэффициенты системы к одно-
родному виду относительно функции .
Условия же группы (18) названы энергетически-
ми, в том числе, потому, что силы становятся, в
некотором смысле, “потенциальными” по отно-
шению к функциям  и , приводя соот-
ветствующие коэффициенты системы к однород-
ному виду (опять же относительно функции

). При этом сама функция  и вводит в си-
стему диссипацию разных знаков.

→1 2, , ,*z z z z = +2 2
1 2,z z z = 2 1/*z z z

•

•

•

α = α + δ α
α= α α − Γ α + α
α

α= Γ α + α
α

3 3
2

2 1
3 3 3 3 3 3

3
2

1
3 3

3

( ) ( ),

( )( ) ( ) ( ) ( ),
( )

( ) ( ) ( ),
( )

z f b

fz F f z z F
f

fz zz zF
f

•

•

β = ± + α Γ β + β 

β = ± α
+

2 1
2 1

1

1 2

ln ( )
( ) 1 ( ) 2 ( ) ,* *

*( ) ( ),
1 *

d g
z z z f

d
zz

f
z

•β = α β2 1 1( ) ( ).z f g

κ ∈ R

α δ αΓ α = κ Δ α Δ α =
α αα

2

32
33

( ) ( )( ) ln ( ) , ( ) ,
( )( )

f d
d ff

λ λ ∈0 1
3, s R

Δ αα = λ α = λ α Δ α
α

=
α

2
0 1 1

3 3 3
( )( ) , ( ) ( )

1,2 .

),
2

3

(

,

s s
d d

s

F F f
d d

α = α = α1 1 1
1 2( ) ( ) ( )F F F λ = λ = λ1 1 1

1 2

Γ α3( )

Δ α( )

Δ α2( )/2 Δ α( )

Δ α( ) Δ α( )

Теорема 3. Пусть выполняются условия (17) и
(18). Тогда система (14)–(16) обладает четырьмя
независимыми, вообще говоря, трансцендентными
[12, 13] первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписыва-
ются громоздко (поскольку приходится интегри-
ровать уравнение Абеля [12]). В частности, если
κ = –1, λ1 = , явный вид ключевого первого ин-
теграла таков:

(19)

При этом дополнительный первый интеграл
для системы (14) имеет следующий структурный
вид:

(20)

Первый интеграл для системы (15) будет иметь
вид

(21)

о функции Φ(β1) см. (9). А дополнительный пер-
вый интеграл, “привязывающий” уравнение (16),
находится по аналогии с (10):
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где, после взятия интеграла (22), вместо постоян-
ных C2, C3 можно подставить левые части первых
интегралов (9), (10), соответственно.

Выражение функций (19), (20) через конечную
комбинацию элементарных функций зависит и
от явного вида функции Δ(α). Так, например, при
κ = –1, λ1 =  дополнительный первый интеграл
системы (14) найдется из дифференциального со-
отношения

Правая часть данного соотношения выражается че-
рез конечную комбинацию элементарных функ-
ций, а левая – в зависимости от функции Δ(α).
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Теорема 4. Если для систем вида (14)–(16) вы-
полняются геометрическое и энергетические свой-
ства (17), (18), то у нее также существуют функ-
ционально независимые между собой следующие че-
тыре инвариантные дифференциальные формы с
трансцендентными коэффициентами:

 (после замены незави-

симого переменного в системе (15));

но зависимые с первыми интегралами (19)–(22).
Для полной интегрируемости системы (14)–

(16) можно использовать или четыре первых ин-
теграла, или четыре независимых дифференци-
альных формы, или какую-то комбинацию (толь-
ко независимых элементов) из интегралов и форм
общим количеством четыре.

О строении первых интегралов для рассматри-
ваемых систем с диссипацией см. также [5, 14].
Заметим, что для систем с диссипацией транс-
цендентность функций (в смысле комплексного
анализа – наличия существенно особых точек по-
сле продолжения функций) как тензорных инва-
риантов наследуется из нахождения в системе
притягивающих или отталкивающих (асимптоти-
ческих) предельных множеств [13].

В заключение можно сослаться на многочис-
ленные приложения [14], касающиеся интегри-
рования систем с диссипацией, на касательном
расслоении к трехмерной сфере, а также более
общих систем на расслоении трехмерных поверх-
ностей вращения и пространства Лобачевского
(см. также [14–16]).
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Tensor invariants (differential forms) for homogeneous dynamical systems on tangent bundles to smooth
three-dimensional manifolds are presented in this paper. The connection between the presence of these in-
variants and the full set of the first integrals necessary for the integration of geodesic, potential and dissipative
systems is shown. At the same time, the introduced force fields make the considered systems dissipative with
dissipation of different signs and generalize the previously considered ones.
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