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Интенсивность обратного рассеяния излучения ближнего инфракрасного диапазона рассчитана для двух-
слойной модели сильно неоднородной среды, которую можно рассматривать как систему биотканей
«череп–мозг». На основе уравнения Бете –Солпитера описана процедура моделирования многократного
рассеяния методом Монте-Карло для двухслойной случайно-неоднородной среды. В качестве индика-
трисы однократного рассеяния использована фазовая функция Хеньи – Гринштейна. Рассчитаны зависи-
мости интенсивности обратного рассеяния от расстояния вдоль поверхности головы между источником
излучения и приемником. Вид этих зависимостей оказался чувствительным к изменению таких парамет-
ров системы, как анизотропия индикатрисы рассеяния, толщина слоев, длина волны лазерного излуче-
ния. Эта особенность может быть использована в медицинской диагностике. Предложен альтернативный
подход к расчету плотности распределения вероятности длины свободного пробега фотона. Показано,
что, начиная с расстояния между источником и приемником порядка нескольких транспортных длин,
рассчитанная интенсивность находится в хорошем согласии с предсказаниями диффузионной теории.

DOI: 10.31857/S0044451022060013
EDN: DTRSKT

1. ВВЕДЕНИЕ

Методы рассеяния света в настоящее время ак-
тивно используются для исследования биотканей,
прежде всего в связи с медицинской диагности-
кой [1–4]. Важную область здесь составляет быст-
рая «полевая» диагностика различных травм голов-
ного мозга [5–11]. Наличие так называемого «ок-
на прозрачности» биологических тканей в ближнем
инфракрасном диапазоне привело к развитию ме-
тода диффузной спектроскопии ближнего инфра-
красного диапазона DNIRS (Diffuse Near-infrared
Spectroscopy, см. [1–4,7–9]). Указанный метод широ-
ко используется для определения глубины и степени
повреждения кожных покровов и подкожной клет-

* E-mail: kuzmin_vl@mail.ru
** E-mail: zhavoronkov95@gmail.com

*** E-mail: ulyanov_sv@mail.ru
**** E-mail: alexvalk@mail.ru

чатки, диагностики венозных повреждений, травм
мозга и мягких тканей [2, 9, 11–14].

Для корректного описания состояния мозга по
данным обратно рассеянного лазерного излучения
обязательно требуется дополнительный учет нали-
чия черепа, т. е. для теории — как минимум двух-
слойная модель головы «череп–мозг» [15, 16]. За-
дача определения оптических параметров модели
«череп–мозг» по данным эксперимента в биофанто-
мах и теоретического описания интенсивности как
аналитически — на основе уравнения переноса, так и
численно — моделированием методом Монте-Карло
(МК), рассматривалась в работе [17]. Аналогич-
ная модель была описана в [18] и использовалась
для неинвазивного определения оптических свойств
мозга в рамках DNIRS. В работе [19] показано, что
оптические параметры мозга можно получить, если
расстояние между источником и детектором вдоль
поверхности черепа больше некоторого характерно-
го значения.
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Данная работа посвящена МК-моделированию
обратного рассеяния в двухслойной среде. Выбор
для исследования двухслойной модели продиктован
желанием избежать громоздкости в теоретическом
описании, эта модель является удобной базой для
верификации результатов для реальных многослой-
ных моделей, учитывающих дополнительно слой
скальпа, прозрачную цереброспинальную жидкость
и сложную структуру мозга (см., например, [11]).

Наш расчет интенсивности обратно рассеянного
лазерного излучения основан на итерационном ре-
шении уравнения Бете –Солпитера. Многократные
интегралы, являющиеся членами разложения реше-
ния по кратностям рассеяния, вычисляются мето-
дом Монте-Карло. Широко применяемая процедура
MCML (Monte Carlo Multi Layer) [20] основана на
подсчете числа фотонов, покинувших систему в ре-
зультате случайных блужданий. MCML-подход мо-
дифицирован нами так, чтобы вклады в интенсив-
ность обратного рассеяния определялись на каждом
акте рассеяния [21,22], это приводит к существенно-
му снижению времени расчета. Также мы модифи-
цируем процедуру обратного преобразования в ме-
тоде МК, явно учитывая наличие абсорбции в каж-
дом порядке рассеяния.

В разд. 2 данной работы приведено решение
уравнения Бете –Солпитера в лестничном прибли-
жении для интенсивности обратного рассеяния в ви-
де ряда по кратностям рассеяния. В разд. 3 описа-
на процедура МК-вычисления интегралов методом
обратного преобразования. В разд. 4 в явном ви-
де приведен метод MCML обратного преобразова-
ния кумулятивной функции распределения вероят-
ности длины пробега фотона в двухслойной случай-
но неоднородной среде. В разд. 5 описана предло-
женная нами модификация метода обратного пре-
образования. В разд. 6 представлены результаты
расчетов интенсивности обратного рассеяния, а в
разд. 7 проведен анализ полученных результатов и
сделаны выводы.

2. УРАВНЕНИЕ БЕТЕ–СОЛПИТЕРА

Мы описываем перенос излучения в случайной
среде с помощью уравнения Бете –Солпитера [21,22]

Γ(r2, r1 |kf ,ki) = μsp (kf − ki) δ(r2 − r1)+

+ μs

∫
dr3p (kf−k23) Λ(r2−r3)Γ(r3, r1 |k23,ki), (1)

где пропагатор Γ(r2, r1 |kf ,ki) соответствует излу-
чению из точки r1 в точку r2 с начальным ki и ко-

нечным kf волновыми векторами, kij — волновой
вектор, направленный из точки rj в точку ri, kij =

= k0rij/rij , rij = ri − rj . Здесь k0 = 2π/λ — вол-
новое число в вакууме, λ — длина волны. Пропа-
гатор однократного рассеяния Λ(r) = r−2 exp(−μr)
возникает из произведения двух комплексно-сопря-
женных средних функций Грина скалярного поля,
μ = μs + μa — коэффициент экстинкции, μs и μa —
коэффициенты рассеяния и абсорбции соответствен-
но, p(kf − ki) — фазовая функция,

p (kf − ki) =
G(kf − ki)∫
dΩfG(kf − ki)

, (2)

G(k) — преобразование Фурье корреляционной
функции диэлектрической проницаемости,

G(k) =

∫
d(r− r0)e

−ik·(r−r0)〈δε(r) δε∗(r0)〉. (3)

Уравнение (1) написано в лестничном приближе-
нии, подразумевающем условие слабого рассеяния:
λ � ls = μ−1

s . В формуле (1) мы использовали оп-
тическую теорему для скалярного поля,

μs =
k40

(4π)2

∫
dΩfG(kf − ki). (4)

Пусть z — декартова координата, нормальная к
границе полубесконечной среды, r = (r⊥, z), z > 0.
Для исходящего поля мы используем приближение
Фраунгофера, когда поле в дальней зоне является
произведением сферической волны и плоской вол-
ны, направленной в точку наблюдения [22]. Тогда
основная, некогерентная часть интенсивности об-
ратного рассеяния [23] представляется в виде

J(si, sf ) = 4π

∞∫
0

dz1

∫
z2>0

dr2Γ(r2, r1 |kf ,ki)×

× exp (−μ(sfz2 + siz1)) , (5)

где si = 1/ cos θi, sf = 1/ cos θf , θi — угол падения, а
θf — угол обратного рассеяния, отсчитываемый от
обратного направления.

Проводя итерации в уравнении Бете –Солпите-
ра, представляем интенсивность рассеяния как ряд
по кратностям рассеяния [22, 24]:

J(si, sf ) =
∞∑
n=1

J (n)(si, sf ), (6)

где вклад в рассеяние n-го порядка
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J (n)(si, sf ) = 4πμn
s

∞∫
0

dz1

∫
dr2 . . .

∫
drnΛ(r21)×

× p(k21 − ki)
n−1∏
j=2

Λ(rj+1j)p(kj+1 j − kj j−1)×

×H(zj)H(zn)p(kf − kn n−1)e
−μ(siz1+sfzn). (7)

Функции Хевисайда H(z) обеспечивают исчезнове-
ние этого вклада при вылете фотона из среды.

3. МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТОДОМ
МОНТЕ-КАРЛО

Опишем алгоритм моделирования для однород-
ной полубесконечный среды. Метод основан на из-
вестной процедуре обратного преобразования [25],
который представляет пространственные интегралы
итерационного ряда (6) по полубесконечному интер-
валу в виде интегралов по единичным интервалам.
Трехмерный пространственный интеграл в декарто-
вых координатах rj = (xj , yj , zj) преобразуется в ин-
теграл по сферическим координатам (r, θ, φ), с нача-
лом в rj−1. Ось z находится под прямым углом к по-
верхности образца и уходит вглубь него. Форма про-
пагатора однократного рассеяния Λ(r) показывает,
что длина свободного пробега фотона имеет экспо-
ненциальное распределение вероятности с плотно-
стью f(r) = μ exp(−μr) на интервале r ∈ [0,∞), где
r = |rj − rj−1| — расстояние между точками j-го
и (j − 1)-го порядков актов рассеяния. Для экспо-
ненциального распределения кумулятивная функ-
ция распределения ξ = F (r) находится элементарно,

ξ = F (r) =

r∫
0

f(r′) dr′ = 1− exp(−μr). (8)

Обратное преобразование r = F−1(ξ) дает

r = −μ−1 ln(1− ξ) = −μ−1 ln ξ′, (9)

где ξ и ξ′ = 1 − ξ — случайные величины, равно-
мерно распределенные в единичном интервале [0, 1].
Аналогичное обратное преобразование выполняется
с косинусом угла рассеяния: от t = cos θ переходим к

χ = 2π

t∫
−1

p(t′) dt′.

Таким образом, трехмерный пространственный ин-
теграл по относительной координате r = rj − rj−1

преобразуется как

∫
drΛ(r)p(t) =

1

2πμ

1∫
0

dξ

1∫
0

dχ

2π∫
0

dφ. (10)

После этого интеграл вычисляется как среднее по
выборке трех равномерно распределенных перемен-
ных ξ, χ, φ, где первые две принадлежат интервалу
[0, 1], а азимутальный угол φ — интервалу [0, 2π].

Приближая член n-го порядка J (n)(1, sf ) сред-
ним по выборке из Nph падающих фотонов, имеем

J (n)(1, sf) �
Nph∑
i=1

W
(i)
n

Nph
p
(
kf − k

(i)
n n−1

)
e−μsf z

(i)
n , (11)

где веса W (i)
n для n > 1 задаются формулой

W (i)
n =

(
μs

μ

)n∏
j≤n

H
(
z
(i)
j

)
H
(
T − z

(i)
j

)
. (12)

Функция H(z)H(T−z) учитывает, что реальная сре-
да заполняет конечный слой толщиной T , 0 ≤ z ≤ T .
Отметим, что интенсивность рассеяния, рассчитан-
ная с помощью (11), может быть интерпретирована
как среднее значение экспоненты exp(−μsfz(i)n ), ко-
торая описывает затухание фотона, возвращающе-
гося из среды к границе после n актов рассеяния.

Вес W (i)
n представляет собой случайное значение

многократного пространственного интеграла, полу-
ченного в результате итерации n-го порядка урав-
нения Бете –Солпитера. Вычисляя его, моделируем
стохастическую последовательность, или траекто-
рию, точек рассеяния r1, . . . , rn. Переменная z(i)j —
это расстояние до границы от j-го события рассея-
ния. Функция φBLB(z

(i)
n ) = exp(−μsfz(i)n ) возникает

вследствие затухания рассеянного излучения, рас-
пространяющегося от случайной точки n-го события
рассеяния z

(i)
n к границе. Оно зависит от локаль-

ных оптических параметров на пути фотона, дви-
жущегося к границе, и имеет вид в приближении
Фраунгофера закона Бугера –Ламберта –Бера. Для
однородной среды φBLB(z) = exp(−μsfz). В фор-
муле (12) мы пренебрегли потерями энергии на от-
ражение на границах между слоями и с вакуумом.
Эти потери можно учесть, если весовые коэффици-
енты W

(i)
n умножить на коэффициенты отражения

Френеля (см. [26]).
Метод МК широко используется для моделиро-

вания миграции фотонов в тканях и тканевых фан-
томах, в основном в рамках известного алгоритма
MCML [20]. В рамках MCML в сигнал вносят вклад
фотоны, выходящие из рассеивающей среды, что
требует довольно большой выборки из-за того, что
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число случайно вышедших фотонов с заданной гео-
метрией задачи могут составлять очень малую до-
лю падающего света. В развитой в настоящей рабо-
те модификации каждый фотон вносит свой вклад
в сигнал при каждом акте рассеяния, пока не по-
кинет среду. Таким образом, объем выборки и, со-
ответственно, время вычислений, необходимое для
получения результатов, существенно уменьшается.

4. МЕТОД ОБРАТНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
ДЛЯ ДВУХСЛОЙНОЙ СРЕДЫ

Рассмотрим неоднородную среду, в которой оп-
тические параметры зависят от положения фотона,
а именно — от декартовой координаты z по оси, нор-
мальной к границам.

В общем случае положим μ = μ(z). Мы предпо-
лагаем, что на границе раздела слоев отражение от-
сутствует. Таким образом, предполагая, что направ-
ление луча не меняется при движении в неоднород-
ной среде, получаем, что экспоненциальная функ-
ция распределения, определяющая затухание фото-
на, движущегося из точки r0 в точку r, может быть
представлена в следующем виде:

exp (−μ|r− r0|) → exp

⎛⎝− 1

cos θ

z∫
z0

μ(z′) dz′

⎞⎠ . (13)

Здесь θ — угол между направлением движения фо-
тона и осью z, который должен быть определен за-
ранее. Заметим, что распределение зависит от на-
чального положения фотона r0. Определим плот-
ность вероятности для пространственной координа-
ты z, задающей новое положение фотона, формулой

f(z, z0) = C−1
0 exp

⎛⎝− 1

cos θ

z∫
z0

μ(z′) dz′

⎞⎠ , (14)

где C0 — нормировочная постоянная.
Рассматривается двухслойная модель, состоя-

щая из слоев A и B. Слой A занимает область 0 <

< z < TA, слой B — область TA < z < T , где
T = TA + TB — толщина данной двухслойной сис-
темы. При построении обратного преобразования
мы рассматриваем среду B как полубесконечный
слой TA < z, а в численных расчетах будем по-
лагать TB конечным, но TB � TA. Нам необходи-
мо получить кумулятивную функцию, зависящую
от знака cos θ, и выполнить обратное преобразова-
ние для шести различных случаев, а именно, как
видно из рис. 1, для каждого возможного направле-
ния движения фотона, вверх или вниз на рисунке,

Рис. 1. Схематическое представление случайного пути фо-
тона из начальной точки rj (черный кружок) в точку сле-
дующего рассеяния rj+1 (белый кружок); варианты дви-
жения фотона вглубь образца, cos θ > 0: (1a) — из среды
A в A, (1b) — из A в B, (2) — из B в B; варианты движения
фотона в направлении поверхности, cos θ < 0: (3a) — из

среды B в B, (3b) — из B в A, (4) — из A в A

а также с учетом того, движется ли фотон в слое A
или B, либо пересекает границу этих слоев. Таким
образом, нам необходимо построить алгоритм опре-
деления последовательных шагов, которые должен
пройти фотон, начиная с точки z0.

Пусть начальная точка z0 выбрана в слое A для
фотона, движущегося вглубь среды, cos θ > 0, что
соответствует путям (1a) или (1b) среди шести пу-
тей, показанных на рис. 1. Для описания случай-
ного расстояния, пройденного фотоном между дву-
мя последовательными актами рассеяния, опреде-
лим функцию плотности вероятности [20]:

f(z, z0) =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
μ(A)

cos θ
exp

(
−μ(A)
cos θ

(z − z0)

)
, z ≤ TA,

ξA
μ(B)

cos θ
exp

(
−μ(B)

cos θ
(z − TA)

)
, z > TA,

(15)

где параметр ξA = exp (−μ(A)(TA − z0)/ cos θ) со-
ответствует движению фотона от точки z0 до гра-
ницы z = TA. Для краткости мы опускаем зави-
симость введенных параметров от z0. Интегрируя
плотность вероятности (15), получаем кумулятив-
ную функцию распределения
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F (z) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1− exp

(
−μ(A)
cos θ

(z − z0)

)
, z ≤ TA,

1− ξA exp

(
−μ(B)

cos θ
(z − TA)

)
, z > TA.

(16)

Значение кумулятивной функции рассматривается
далее как равномерно распределенная случайная ве-
личина ξ = F (z, z0). Выполняя обратное преобра-
зование, т. е. определяя пространственную перемен-
ную z как обратную функцию z = F−1(ξ), получаем

z =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z0 − cos θ

μ(A)
ln(1− ξ), ξ ≤ 1− ξA,

TA − cos θ

μ(B)
ln

(
1− ξ

ξA

)
, ξ > 1− ξA.

(17)

В случае z0 > TA и положительного направления
движения фотона, cos θ > 0, коэффициент рассея-
ния не меняется, μ(z) = μ(B), и применение обрат-
ного преобразования дает

z = z0 − cos θ

μ(B)
ln(1− ξ). (18)

Аналогично для фотона, движущегося из слоя B в
отрицательном направлении, cos θ < 0, получаем

z =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
z0 − cos θ

μ(B)
ln(1− ξ), ξ ≤ 1− ξB ,

TA − cos θ

μ(A)
ln

(
1− ξ

ξB

)
, ξ > 1− ξB ,

(19)

где ξB = exp (−μ(B)(TA − z0)/ cos θ). Для фотона,
движущегося в сторону границы z = 0 из слоя A,
аналогично получаем

z = z0 − cos θ

μ(A)
ln(1 − ξ). (20)

Таким образом, формулы (17)–(20) определяют из-
менение координаты z фотона в результате одного
акта рассеяния как функцию равномерно распреде-
ленной величины ξ для двухслойной среды. Число
возможных случаев увеличивается как k(k+1) с рос-
том числа слоев k; так, в трехслойной среде имеется
12 различных вариантов движения фотона.

5. МОДИФИКАЦИЯ АЛГОРИТМА MCML

Каждое событие рассеяния в члене n-го порядка
в выражении (7) для интенсивности рассеяния по-
рождает коэффициент μs(A) или μs(B). Мы разра-
ботали процедуру обратного преобразования, вклю-
чающую эти множители в явном виде в функ-
цию плотности вероятности. Это позволит нам при

МК-моделировании более точно учесть наличие аб-
сорбции и, в частности, отличие альбедо μs/μ от 1.
Движение вглубь среды: z > z0, cos θ > 0.

Пусть фотон начинает двигаться в слое A, z0 < TA,
в положительном направлении, cos θ > 0. Плотность
вероятности для z0 < TA имеет вид

f (+)(z, z0) =

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
μs(A)

C(+) cos θ
exp

(
−μ(A)
cos θ

(z−z0)
)
, z ≤ TA,

ξAμs(B)

C(+) cos θ
exp

(
−μ(B)

cos θ
(z−TA)

)
, z > TA.

(21)

В нормировочную постоянную C(+) = C
(+)
1 + C

(+)
2

вносят вклад два члена,

C
(+)
1 = (1− ξA)

μs(A)

μ(A)
, C

(+)
2 = ξA

μs(B)

μ(B)
. (22)

Теперь найдем обратную кумулятивную функ-
цию z = (F (+))−1(ξ). Выполняя схему обратного
преобразования, находим переменную z как функ-
цию случайной величины ξ:

z =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z0− cos θ

μ(A)
ln

(
1−C(+)ξ

μ(A)

μs(A)

)
, ξ ≤ ξ(+),

TA− cos θ

μ(B)
ln

(
(1−ξ)C

(+)

C
(+)
2

)
, ξ > ξ(+).

(23)

Здесь

ξ(+) = F (+)(TA) = (1− ξA)
μs(A)

μ(A)C(+)
(24)

— значение кумулятивной функции на границе сло-
ев A и B. При z0 > TA, при движении вглубь, cos θ >
> 0, обратное преобразование дает

z = z0 − cos θ

μ(B)
ln(1− ξ). (25)

Движение к поверхности: z0 > z, cos θ < 0.
Двигаясь в отрицательном направлении из слоя B,
cos θ < 0, мы получаем аналогичный результат:

z =

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z0− cos θ

μ(B)
ln

(
1+C(−)ξ

μ(B)

μs(B)

)
, ξ ≤ ξ(−),

TA− cos θ

μ(A)
ln

(
(1−ξ)C

(−)

C
(−)
2

)
, ξ > ξ(−),

(26)

где

ξ(−) = (1− ξB)
μs(B)

μ(B)C(−)
, (27)
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Таблица. Типичные коэффициенты рассеяния и абсорбции рассмотренных биотканей μa и μ′
s (в мм−1) для раз-

личных длин волн λ (в нм)

λ = 750 λ = 850 λ = 950 λ = 1050

μa μ′
s μa μ′

s μa μ′
s μa μ′

s

Мозг 0.036 0.859 0.106 0.762 0.114 0.622 0.118 0.525

Череп 0.006 1.974 0.013 1.876 0.019 1.757 0.019 1.665

а нормировочная постоянная C(−) = C
(−)
1 + C

(−)
2

представляет собой сумму двух слагаемых,

C
(−)
1 = (1 − ξB)

μs(B)

μ(B)
, C

(−)
2 = ξB

μs(A)

μ(A)
. (28)

В случае z0 < TA, при движении к поверхности,
cos θ < 0, обратное преобразование дает

z = z0 − cos θ

μ(A)
ln(1 − ξ). (29)

6. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В данном разделе приводятся результаты рас-
четов интенсивности обратного рассеяния лазерно-
го излучения ближнего инфракрасного диапазона
двухслойной средой.

Существуют обширные данные по оптическим
параметрам биотканей (см., например, [27–30]). Па-
раметры для системы «череп–мозг», использован-
ные нами при моделировании, приведены в таблице.

Моделирование проводилось методом МК с ис-
пользованием как традиционного метода обратно-
го преобразования кумулятивной функции распре-
деления вероятности длины свободного пробега фо-
тона [20], так и предложенной в разд. 5 данной ра-
боты его модификации. В расчетах полагалось, что
в среду, занимающую полупространство z ≥ 0, ла-
зерное излучение попадает вдоль направления оси
z. Далее, в результате многократного рассеяния в
двухслойной среде возникает обратное рассеяние,
интенсивность которого рассчитывалась в точке на
поверхности z = 0 на расстоянии ρ от точки входа
лазерного луча в среду. В расчетах кратность рас-
сеяния ограничивалась числом n = 3 · 105, а объем
выборки был выбран N = 106.

Результаты многократного рассеяния существен-
но зависят от анизотропии рассеяния. Для изучения
этой зависимости нормированную фазовую функ-
цию p(cos θ), где θ — угол однократного рассеяния,
мы описывали широко применяемой модельной фа-
зовой функцией Хеньи – Гринштейна (ХГ) [3, 31]:

pHG(cos θ) =
1

4π

1− g2

(1 + g2 − 2g cos θ)3/2
, (30)

где g = 〈cos θ〉 — параметр анизотропии однократ-
ного рассеяния. Удобство фазовой функции ХГ свя-
зано с тем, что для нее в элементарных функциях
выражается обратная кумулятивная функция рас-
пределения вероятности по углу рассеяния θ.

Во многих оптических исследованиях биотканей
и биофантомов используется приведенный коэффи-
циент рассеяния μ′

s (обратная транспортная длина),
связанный с коэффициентом рассеяния μs (обрат-
ной длиной рассеяния) соотношением μ′

s = (1−g)μs.
На рис. 2 показаны зависимости интенсивности об-
ратно рассеянного излучения от расстояния меж-
ду источником фотонов и приемником на плоскости
z = 0 при изменении параметра анизотропии g. На
рис. 2а приведены результаты расчетов для различ-
ных значений параметра g при одном и том же зна-
чении коэффициента рассеяния μs. В соответствии с
оптической теоремой, для всех кривых рис. 2а неиз-
менной остается интегральная интенсивность одно-
кратного рассеяния, в то время как приведенный ко-
эффициент рассеяния μ′

s с изменением параметра g
меняется.

Как видно из рис. 2а, с ростом параметра g, т. е.
с увеличением вытянутости индикатрисы однократ-
ного рассеяния вперед, растет и интенсивность об-
ратного рассеяния на любом расстоянии ρ между
источником и приемником, исключая самую близ-
кую к источнику область. Такое поведение находит-
ся в согласии с аналитическими расчетами [32, 33],
выполненными для изотропной и сильно анизотроп-
ной фазовых функций. Отметим, что на рис. 2а для
каждого значения g показаны результаты вычисле-
ний, выполненных по двум алгоритмам нахожде-
ния длины свободного пробега фотона, приведен-
ным в разд. 4 и 5 данной работы: а именно — за-
крашенные символы соответствуют классическому
алгоритму MCML из работы [20], а белые симво-
лы — нашему алгоритму. На рис. 2б приведены ре-
зультаты МК-моделирования для другого варианта
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Рис. 2. Зависимости интенсивности обратного рассеяния
в двухслойной модели череп (A) и мозг (B) от расстояния
источник–приемник. Закрашенные символы соответству-
ют классическому алгоритму, белые — модифицированно-
му. Значения параметра анизотропии g = 0.8 (� и �), 0.9
(� и �), 0.95 (♦ и �). Длина волны λ = 750 нм. Толщина
слоя A — TA = 5 мм. Графикам а и б отвечают варьируе-

мые параметры μ′
s и μs соответственно

роста параметра анизотропии g, а именно — неиз-
менной оставалась величина приведенного коэффи-
циента рассеяния μ′

s, а коэффициент μs изменялся
согласованно с изменением параметра анизотропии
g. Из совпадения графиков на этом рисунке следует,
что зависимость интенсивности обратного рассея-
ния от расстояния между приемником и источником
в рассмотренной двухслойной системе определяет-
ся приведенными коэффициентами рассеяния μ′

s(A)

и μ′
s(B), что свидетельствует о сформировавшемся

диффузионном режиме переноса излучения.
На рис. 3 представлены результаты моделирова-

ния зависимости интенсивности обратного рассея-
ния от расстояния между источником и приемни-
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–10–

–8–

–6–

–4–

–2–

lg( )J

Рис. 3. Зависимости интенсивности обратного рассеяния
в двухслойной модели череп (A) и мозг (B) от расстояния
источник–приемник для различных толщин слоя A: 0 (�),
3 мм (+), 5 мм (�), 7 мм (×), 10 мм (�), 150 мм (∗).
Длина волны λ = 750 нм. Параметр анизотропии g = 0.9

ком для системы «череп–мозг» с различной толщи-
ной верхнего слоя, т. е. черепа. Кривые для TA = 0 и
TA = 150 мм показывают результаты обратного рас-
сеяния на полупространстве, содержащем лишь ве-
щество мозга и черепа соответственно. Другие кри-
вые на рис. 3 показывают, как с увеличением тол-
щины верхнего слоя, т. е. черепа, изменяется на-
клон кривых. По результатам МК-моделирования
излучения, обратно рассеянного полупространством
только из одной биоткани, определялся угловой ко-
эффициент μeff в уравнении [34]

ln[ρ2I(ρ)] = −μeffρ+ I0, (31)

справедливом при ρ � ltr = 1/μ′
s, т. е. в случае

применимости диффузионного приближения пере-
носа излучения. По данным кривой на рис. 3 с
TA = 0, т. е. для полупространства с параметра-
ми ткани мозга, было получено значение μeff (B) =

= 0.31 мм−1, которое очень близко к результату
μeff (B) = 0.305 мм−1, найденному по данным таб-
лицы:

μeff =
√
3μ′

sμa. (32)

По данным кривой на рис. 3 с TA = 150 мм бы-
ло найдено значение μeff (A) = 0.197 мм−1, кото-
рое также близко к значению μeff (A) = 0.188 мм−1,
найденному по формуле (32) с данными из таблицы.
Таким образом, для данных тканей при моделирова-
нии обратного рассеяния на расстояниях от источ-
ника излучения больших 10 мм можно пользоваться
диффузионным приближением.
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Рис. 4. Зависимости интенсивности обратного рассеяния
в двухслойной модели череп (A) и мозг (B) от рассто-
яния источник–приемник для различных длин волн λ:
750 нм (+), 850 нм (�), 950 нм (•), 1050 нм (×). Пара-
метр анизотропии g = 0.9. Толщина слоя A — TA = 3 мм

На рис. 4 показано, как меняется зависимость
интенсивности обратного рассеяния на двухслойной
среде от расстояния источник–приемник для раз-
ных длин волн. Значительное отличие кривой, по-
строенной для λ = 750 нм, от трех других кривых
связано с большим отличием коэффициента абсорб-
ции и согласуется с формулой (32) для μeff .

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведен расчет интенсивности обрат-
ного рассеяния лазерного инфракрасного излучения
на двухслойной случайно неоднородной биоткани. В
качестве основной модели рассматривалась система
«череп–мозг». Для сравнения с реальными биомеди-
цинскими данными по обратному рассеянию инфра-
красного излучения головой человека двухслойная
модель является очень упрощенной. Однако она мо-
жет служить предельным случаем для верификации
результатов, учитывающих слой скальпа, прозрач-
ную цереброспинальную жидкость и более слож-
ную структуру мозга (см., например, [11]). Моде-
лирование переноса излучения в биоткани основы-
валось на уравнении Бете –Солпитера в лестнич-
ном приближении, решение которого представлено
в виде разложения по кратностям рассеяния. Каж-
дый член разложения является многократным ин-
тегралом, вычисление которого проводится методом
Монте-Карло. Были рассчитаны зависимости интен-
сивности обратного рассеяния от расстояния вдоль

поверхности черепа между приемником и источни-
ком излучения. Изучено влияние на интенсивность
рассеяния изменения параметра анизотропии фазо-
вой функции, толщины черепа и длины волны. Чув-
ствительность интенсивности обратного рассеяния к
изменению параметров биоткани позволяет исполь-
зовать данные обратного рассеяния в медицинской
диагностике. В расчетах мы применяли нашу мо-
дификацию известной процедуры MCML [20], от-
личающуюся способом регистрации фотонов [22], а
для моделирования длины свободного пробега фо-
тона мы пользовались как традиционным методом
MCML, так и предложенной в данной работе его мо-
дификацией. Модифицированный метод позволил
существенно сократить время вычислений, а также
явно учесть в моделировании альбедо μs/μ.
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В рамках Монте-Карло-модели Глаубера изучается влияние коллективных квантовых эффектов в ядре
Pb на коэффициенты азимутальной анизотропии ε2,3 в столкновениях Pb+Pb при энергиях коллайдера
LHC. Для учета квантовых эффектов мы изменяем генерацию положений нуклонов, применяя подходя-
щие фильтры, которые гарантируют, что сталкивающиеся ядра имеют среднеквадратичные квадруполь-
ные и октупольные моменты, равные извлеченным из экспериментальных квадрупольных и октупольных
силовых функций для ядра Pb с помощью энергетически взвешенного правила сумм. Наша Монте-Кар-
ло-модель Глаубера с модифицированной выборкой положений нуклонов приводит к ε2{2}/ε3{2} ∼ 0.8

при центральности не более 1%, что позволяет решить загадку отношения v2/v3.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время принято считать, что об-
разование адронов при столкновениях тяжелых
ионов при энергиях коллайдеров RHIC и LHC
проходит через стадию кварк-глюонной плазмы
(КГП). Гидродинамический анализ эксперимен-
тальных данных с коллайдеров RHIC и LHC
показывает, что КГП формируется на собственных
временах τ0 ∼ 0.5–1 фм [1–3] после взаимодействия
лоренц-сжатых ядер. Файербол КГП, образованный
между удаляющимися друг от друга ядерными
дисками, наследует приблизительно форму области
перекрытия сталкивающихся ядер. Для нецен-
тральных AA-столкновений область перекрытия
имеет миндалевидную форму. Это может привести
к значительной анизотропии в поперечном расши-
рении КГП в более поздние времена и, в конечном
счете, к азимутальной асимметрии спектров частиц
[4]. При наличии флуктуаций начальной плотности
КГП азимутальная асимметрия может появляться
и для центральных столкновений. Азимутальная

* E-mail: bgz@itp.ac.ru

зависимость спектров адронов характеризуется
коэффициентами потока vn в разложении Фурье

dN

dφ
=
N

2π

{
1 +

∞∑
n=1

2vn cos [n (φ−Ψn)]

}
, (1)

где N — это множественность адронов в определен-
ной области pT и области быстроты, а Ψn — углы
плоскости реакции события. В гидродинамических
моделях с гладкими начальными условиями в ряде
Фурье (1) при средней быстроте (y = 0) выживают
только члены с n = 2k (если адронизация проис-
ходит без флуктуаций). В этом приближении для
AA-столкновений с нулевым прицельным парамет-
ром коэффициенты v2k должны исчезать из-за ази-
мутальной симметрии. Гидродинамические расчеты
показывают, что для столкновений тяжелых ионов с
малой центральностью в каждом событии коэффи-
циенты потока vn с n ≤ 3 с хорошей точностью про-
порциональны коэффициентам анизотропии εn для
начального распределения энтропии [5–7]

vn ≈ knεn . (2)

Коэффициенты εn определены как [8, 9]
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εn =

∣∣∣∣∫ dρ ρneinφρs(ρ)

∣∣∣∣∫
dρ ρnρs(ρ)

, (3)

где ρs(ρ) — начальная плотность энтропии файербо-
ла, и предполагается, что ρ вычисляется в системе
центра масс в поперечной плоскости, т. е.∫

dρρρs(ρ) = 0.

Гидродинамические расчеты требуют начальной
плотности энтропии, которая в настоящее время не
может быть определена ab initio. В настоящее время
используются несколько моделей для расчетов на-
чального распределения энтропии при столкновени-
ях тяжелых ионов. Наиболее широко используемым
и простым феноменологическим методом для гене-
рации начального распределения энтропии являет-
ся Монте-Карло (МК)-модель Глаубера поврежден-
ных нуклонов [10, 11], в которой плотность энтро-
пии выражается через линейную комбинацию чис-
ла участвующих нуклонов и бинарных столкнове-
ний. В МК-модели Глаубера флуктуации плотнос-
ти энтропии от события к событию представляют
собой совокупный эффект флуктуаций положений
нуклонов в сталкивающихся ядрах и флуктуаций
производства энтропии для заданной геометрии по-
ложений нуклонов. МК-модель Глаубера оказалась
весьма успешной для описания в рамках гидроди-
намических моделей экспериментальных данных по
коэффициентам потока в AA-столкновениях, полу-
ченных на RHIC и LHC. Гидродинамическое моде-
лирование с начальными условиями модели Глау-
бера показало, что КГП, рождающаяся на RHIC и
LHC, имеет очень малое отношение сдвиговой вязко-
сти к плотности энтропии, которое близко к нижней
квантовой границе 1/4π [12,13]. Другой, более позд-
ней феноменологической МК-схемой для производ-
ства энтропии в AA-столкновениях, которая успеш-
но использовалась в гидродинамических анализах,
является модель TRENTO [14]. В модели TRENTO,
аналогично МК-схеме Глаубера, флуктуации плот-
ности энтропии происходят из флуктуаций положе-
ний нуклонов в сталкивающихся ядрах и флуктуа-
ций производства энтропии для заданной геометрии
положений участвующих нуклонов. Это отличается
от КХД-моделей IP-Glasma [15] и MAGMA [16], в ко-
торых флуктуации плотности энтропии происходят
только от флуктуаций положений нуклонов.

Хотя гидродинамические модели могут воспро-
изводить обширный набор данных по столкновени-
ям тяжелых ионов на RHIC и LHC, в последние го-

ды было установлено, что в них имеется проблема
с описанием отношения v2{2} к v3{2} в ультрацент-
ральных (c → 0) столкновениях Pb+Pb при энер-
гиях LHC (так называемая загадка v2-to-v3). Из-
мерения коэффициентов потока в ультрацентраль-
ных Pb+Pb-столкновениях с энергиями 2.76 ТэВ
[17] и 5.02 ТэВ [18] показывают, что v2{2} и v3{2}
близки друг к другу. Это противоречит гидроди-
намическим расчетам с начальными условиями в
МК-модели Глаубера и TRENTO, которые дают
v2{2}/v3{2} ∼ 1.25–1.4 [19, 20]. Это предсказание
в основном связано с тем фактом, что для эл-
липтического потока коэффициент k2 в соотноше-
нии линейного отклика (2) больше, чем коэффици-
ент k3 для триангулярного потока (например, для
идеальной гидродинамики расчеты, выполненные в
[19], дают k2/k3 ∼ 1.35 для Pb+Pb-столкновений
с энергией 2.76 ТэВ в интервале центральности 0–
0.2% для 0.3 < pT < 3 ГэВ, причем отношение
k2/k3 растет с увеличением сдвиговой вязкости КГП
[6, 19]). Моделирование начального распределения
энтропии при нулевом прицельном параметре в МК-
модели Глаубера и модели TRENTO дает эллиптич-
ность ε2{2} и триангулярность ε3{2}, которые близ-
ки друг к другу (здесь, как обычно, εn{2} =

√〈ε2n〉
является квадратным корнем от среднеквадратич-
ного (RMS) эксцентриситета). Следовательно, для
k2/k3 > 1 соотношение линейного отклика (2) при-
водит к v2{2}/v3{2} > 1. Проблема с воспроизве-
дением экспериментального отношения v2{2}/v3{2}
в ультрацентральных столкновениях Pb+Pb, без-
условно, является серьезной проблемой для гид-
родинамической парадигмы столкновений тяжелых
ионов, потому что предсказание, что k2 > k3, кажет-
ся вполне надежным.

В последние годы было предпринято несколько
попыток объяснить, почему в ультрацентральных
столкновениях Pb+Pb v2{2}/v3{2} > 1. В [19] ко-
эффициенты потока в ультрацентральных столкно-
вениях Pb+Pb были рассмотрены с использовани-
ем начальных условий для моделей МК Глаубера и
MC-KLN [21,22]. Было обнаружено, что как модель
МК Глаубера, так и модель KLN не воспроизводят
отношение v2{2}/v3{2}. Авторы [19] пришли к вы-
воду, что наблюдаемое отношение v2{2}/v3{2} ≈ 1 в
ультрацентральных столкновениях Pb+Pb требует
ε2{2}/ε3{2} ∼ 0.5–0.7, что не согласуется как с пред-
сказанием модели МК Глаубера, так и MC-KLN.
В работе [23] было исследовано влияние объемной
вязкости на коэффициенты потока в ультрацен-
тральных столкновениях Pb+Pb. Было показано,
что для начальных условий модели IP-Glasma вклю-
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чение объемной вязкости может несколько снизить
отношение v2{2}/v3{2}. Хотя эффект недостаточно
сильный, чтобы хорошо воспроизвести эксперимен-
тальное v2{2}/v3{2}. В работе [24] было исследовано
влияние КХД уравнения состояния на v2{2}/v3{2}
для начальных условий модели TRENTO. Авторы
обнаружили, что в ультрацентральных столкнове-
ниях Pb+Pb v2{2}/v3{2} � 1.2, и пришли к выводу,
что изменение уравнения состояния не позволяет ре-
шить загадку v2-to-v3.

В работах [19, 23, 24] предполагалось, что ядро
208Pb имеет сферическую форму. Сценарий с ок-
тупольной (грушевидной) деформацией ядра 208Pb
был рассмотрен в работе [20] для начальных усло-
вий TRENTO. Этот сценарий кажется привлека-
тельным в контексте проблемы v2-to-v3, так как для
заданного отношения k2/k3 имеем v2{2}/v3{2} ∝
∝ ε2{2}/ε3{2}. Таким образом, можно ожидать,
что грушевидная деформация ядра 208Pb должна
несколько увеличивать ε3{2} (без значительной мо-
дификации ε2{2}) и, следовательно, должна умень-
шать v2{2}/v3{2}. На возможность грушевидной
формы ядра 208Pb указывают результаты работы
[25], в которой в рамках расширения метода Харт-
ри –Фока –Боголюбова для генерирующих коорди-
нат авторы получили октупольный параметр дефор-
мации β3 ∼ 0.0375 для основного состояния. Одна-
ко в этой же работе значение β3 = 0 было найдено
в рамках обычного метода Хартри –Фока –Боголю-
бова. Совсем недавно в работе [26] значение β3 = 0

для основного состояния ядра 208Pb также было
получено в рамках ковариантной теории функци-
онала плотности. Результаты [20] показывают, что
при разумных значениях β3 сценарий с октуполь-
ной деформацией 208Pb не приводит к значительно-
му улучшению описания отношения v2{2}/v3{2} в
ультрацентральных столкновениях Pb+Pb.

В работах [19, 20, 23, 24] начальные условия бы-
ли сгенерированы с использованием МК-генерации
положений нуклонов для ядерного распределения
Вудса –Саксона (WS). Фактически, в настоящее
время этот метод является стандартным подходом
для МК-расчетов начальных условий при столк-
новениях тяжелых ионов. Одним из очевидных
недостатков МК-генерации позиций нуклонов для
WS-распределения является то, что этот подход
полностью игнорирует коллективные динамические
эффекты для флуктуаций позиций нуклонов на
больших расстояниях (которые особенно важны для
расчетов коэффициентов азимутальной анизотро-
пии εn). Действительно, хорошо известно, что флук-
туации ядерной плотности на больших расстояни-

ях имеют коллективную природу [27, 28]. Коллек-
тивные эффекты проявляются в присутствии ги-
гантских резонансов/колебаний, которые соответ-
ствуют когерентным колебаниям нуклонов [27, 28]
(более поздние обзоры см. [29, 30]). Поскольку кол-
лективные эффекты на больших расстояния игно-
рируются при МК-генерации положений нуклонов
для WS-распределения, нет никакой гарантии, что
этот подход может имитировать истинные флук-
туации ядерной плотности на больших расстояни-
ях. Можно ожидать, что в контексте коэффици-
ентов анизотропии ε2 и ε3 для ультрацентраль-
ных столкновений Pb+Pb, наиболее важными мо-
дами гигантских колебаний являются квадруполь-
ная и октупольная. В нашей предыдущей рабо-
те [31] мы исследовали возможное влияние изо-
синглетной квадрупольной гигантской вибрацион-
ной моды на отношение ε2{2}/ε3{2}. Анализ [31]
был мотивирован тем фактом, установленным в
[32], что МК-генерация положений нуклонов для
WS-распределения приводит к значительному за-
вышению среднеквадратичного квадрупольного мо-
мента ядра 208Pb по сравнению с его значением,
полученным с помощью экспериментальных пара-
метров изосинглетного гигантского квадрупольного
резонанса (ISGQR). Квантовый расчет с помощью
энергетически взвешенного правила сумм (EWSR)
для квадрупольной силовой функции (см., напри-
мер, обзор [33]) дает среднеквадратичный квадру-
польный момент, который меньше, чем рассчитан-
ный с ядерной плотностью WS, на множитель по-
рядка 2.2 [31] (после исправления ошибки, допущен-
ной в [32]). Это означает, что вытянутые и сплюс-
нутые эллиптические флуктуации ядра 208Pb зна-
чительно слабее, чем предсказывает МК-выборка
положений нуклонов для WS-распределения. По
этой причине можно ожидать, что истинная ядер-
ная многочастичная плотность должна давать мень-
шую эллиптичность ε2, чем МК-моделирование со
стандартной ядерной плотностью WS. Для количе-
ственного изучения этого эффекта в [31] мы выпол-
нили в МК-модели Глаубера расчеты коэффициен-
тов анизотропии ε2,3 для центральных столкнове-
ний Pb+Pb, используя модифицированный МК-ме-
тод генерации положений нуклонов, который га-
рантирует, что усредненные по всем столкновениям
квадрупольные моменты сталкивающихся ядер сов-
падают со среднеквадратичным квадрупольным мо-
ментом ядра 208Pb, полученным с использованием
EWSR. Результаты работы [31] показывают, что мо-
дифицированная МК-генерация с фильтрацией по-
ложений нуклонов по значению квадрупольного мо-
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мента приводит к заметному уменьшению эллип-
тичности ε2. Было обнаружено, что фильтрация по
квадрупольному моменту практически не изменя-
ет предсказания для триангулярности ε3. Мы полу-
чили, что МК-модель Глаубера с фильтрацией по
квадрупольному моменту положений нуклонов дает
ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.8 для энергий 2.76 ТэВ и 5.02 ТэВ
центральных столкновений Pb+Pb. Затем, исполь-
зуя коэффициенты гидродинамического линейного
отклика k2,3 из работ [19, 20, 34, 35]), мы получили
v2{2}/v3{2} ≈ 0.96− 1.12, что разумно согласуется с
данными ALICE [18].

Одним из недостатков анализа [31] является то,
что центральные столкновения Pb+Pb рассматри-
вались как столкновения при нулевом прицельном
параметре, т. е. вычисления работы [31] соответст-
вуют b-центральности, в работе [36] определяе-
мой в терминах прицельного параметра b (c =

= πb2/σAA
in [37]). Однако экспериментально цен-

тральность столкновения обычно определяется че-
рез множественность заряженных частиц Nch в
определенной кинематической области. Эта n-цент-
ральность определяется как [36, 37]

c(Nch) =

∞∑
N=Nch

P (N) , (4)

где P (N) есть вероятность наблюдения множествен-
ности N . Из-за флуктуаций множественности (при
заданном прицельном параметре) существует неко-
торое несоответствие между b- и c-центральностями
[36,37]. По этой причине можно обоснованно беспо-
коиться о влиянии этого несоответствия на резуль-
таты работы [31], где эффект размазывания n-цент-
ральности при заданной b-центральности был про-
игнорирован. Поэтому крайне желательно расши-
рить вычисления [31] на случай n-центральности.
Это наша главная цель в настоящей статье. Кроме
того, мы расширим анализ [31] на случай октуполь-
ных флуктуаций. Исследование роли фильтрации
положений нуклонов по октупольному моменту в
МК-моделировании столкновений Pb+Pb представ-
ляет интерес, поскольку коллективные флуктуации
грушевидной формы потенциально могут повлиять
на триангулярность ε3 файербола. Из имеющихся
экспериментальных данных можно сделать вывод,
что для флуктуаций октупольной формы средне-
квадратичный октупольный момент ядра 208Pb мо-
жет быть несколько больше, чем тот, который по-
лучается из МК-расчетов для модели WS (см. При-
ложение). Последняя возможность представляется
очень интересной в контексте загадки v2-to-v3, по-

тому что она должна приводить к увеличению ε3
(аналогично случаю с деформацией грушевидной
формы основного состояния [20]) и, следовательно,
к меньшему значению отношения ε2{2}/ε3{2}. От-
метим, что в отличие от анализа [31], в настоящей
работе мы выполняем расчеты для всего диапазона
центральности. Как и в [31], мы используем МК-мо-
дель Глаубера, разработанную в [38,39], которая поз-
воляет учитывать наличие мезон-барионной компо-
ненты в волновой функции нуклона на световом ко-
нусе.

План статьи следующий. В разд. 2 обсуждает-
ся теоретическая схема. В разд. 3 мы представляем
численные результаты. Выводы приведены в разд. 4.
В Приложении мы обсуждаем расчеты среднеквад-
ратичных квадрупольного и октупольного моментов
ядра 208Pb с использованием модели EWSR.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ СХЕМА

В настоящем анализе для получения началь-
ной плотности энтропии мы используем МК-подход
Глаубера, разработанный в [38, 39]. Эта модель поз-
воляет выполнять расчеты производства энтропии
стандартным способом, когда каждый нуклон рас-
сматривается как одночастичное состояние, а так-
же с учетом наличия мезонного облака нуклона,
когда волновая функция на световом конусе физи-
ческого нуклона включает голый нуклон и мезон-
барионные фоковские состояния. Результаты наших
предыдущих анализов [39, 40] показывают, что для
обеих версий предсказания этой модели для зависи-
мости от центральности плотности заряженной мно-
жественности в центральной области быстрот очень
хорошо согласуются с экспериментальными данны-
ми для столкновений Au+Au при энергии 0.2 ТэВ на
RHIC и при энергиях 2.76 ТэВ, 5.02 ТэВ столкнове-
ний Pb+Pb и при энергии 5.44 ТэВ столкновений
Xe+Xe на LHC.

2.1. Обзор МК-схемы Глаубера

В этом разделе мы кратко обрисуем алгоритм,
используемый в нашей МК-модели Глаубера для
версии без мезон-барионной компоненты (в этом
случае наша схема аналогичнаМК-генератору Глау-
бера GLISSANDO [11]). Генерация энтропии проис-
ходит через поврежденные нуклоны (WN) и через
жесткие бинарные столкновения (BC). Мы пред-
полагаем, что для каждой пары сталкивающихся
нуклонов поперечное сечение жесткого бинарного
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столкновения подавляется множителем α [41]. Пол-
ная плотность энтропии в поперечной плоскости за-
писывается как (мы рассматриваем центральную
область быстрот)

ρs(ρ) =

Nwn∑
i=1

Swn(ρ− ρi) +

Nbc∑
i=1

Sbc(ρ− ρ′
i) , (5)

где члены Swn соответствуют источникам WN, а
члены Sbc источникам BC, Nwn и Nbc это соответст-
венно числа WN и BC. Мы записываем Swn и Sbc

как

Swn(ρ) =
1− α

2
s(ρ), Sbc(ρ) = s(ρ) , (6)

где s(ρ) есть распределение для источника энтро-
пии. Мы используем для s(ρ) гауссовскую форму

s(ρ) = s0 exp
(−ρ2/σ2

)
/πσ2 , (7)

где s0 дает полную энтропию источника, а σ — ши-
рину источника. Мы предполагаем, что центр каж-
дого источника энтропии WN совпадает с положе-
нием WN, а для каждого BC центр источника эн-
тропии расположен посередине между сталкиваю-
щимися нуклонами.

Для каждого источника энтропии мы рассматри-
ваем s0 как случайную величину. Мы предполагаем,
что расширение КГП является изэнтропийным. В
этом приближении мы можем рассматривать каж-
дый источник энтропии как источник заряженной
множественности n = as0 в единичном интервале
псевдобыстроты |η| < 0.5 с a ≈ 7.67 [42]. Мы описы-
ваем флуктуации n гамма-распределением

Γ(n, 〈n〉) =
(
n

〈n〉
)κ−1

κκ exp [−nκ/〈n〉]
〈n〉Γ(κ) (8)

с параметрами 〈n〉 и κ, подобранными для согласия с
экспериментальной средней зарядовой множествен-
ностью и ее дисперсией в окне единичной псевдо-
быстроты |η| < 0.5 для столкновений pp.

Как и в анализах [39, 40], в версии с мезон-бари-
онной компонентой нуклона для общего веса MB-со-
стояний в физическом нуклоне мы берем 40%, что
позволяет описать данные DIS о нарушении правила
суммы Готфрида [43]. В смысле источников энтро-
пии расчет начальной плотности энтропии в этой
версии аналогичен расчету для версии без MB-ком-
поненты. Однако в этом случае источники энтропии
могут рождаться в BB-, MB- и MM-столкновениях.
Результаты работ [39,40] показывают, что обе версии
дают аналогичные предсказания для плотности за-
ряженной множественности при средних быстротах

dNch/dη. Однако версия с компонентой MB требу-
ет несколько меньшего значения параметра α, что-
бы соответствовать измеренной dNch/dη в централь-
ной области быстрот. В настоящем анализе мы ис-
пользуем значения α = 0.14(0.09) для версий без(с)
мезон-барионной компонентой нуклона. Эти значе-
ния позволяют очень хорошо воспроизвести данные
о зависимости от центральности dNch/dη при η = 0

для столкновений Pb+Pb при энергиях 2.76 ТэВ и
5.02 ТэВ. Более подробную информацию о нашей
МК-схеме Глаубера можно найти в работах [39, 40].

2.2. Генерация позиций нуклонов

МК-модель Глаубера дает алгоритм расчета рас-
пределения энтропии при каждом AA-столкновении
для заданных положений нуклонов в сталкиваю-
щихся ядрах. Она должна быть дополнена пред-
писанием для МК-генерации положений нуклонов.
Обычно при последовательном моделировании
столкновений тяжелых ионов позиции нуклонов ге-
нерируются с использованием некоррелированного
распределения WS (или распределения WS с огра-
ничением на минимальное расстояние между двумя
нуклонами [11, 44] для моделирования жесткого
NN-кора). Однако эта процедура полностью игнори-
рует коллективный характер дальнодействующих
флуктуаций ядерной плотности и может привести
к неправильному описанию 3D-флуктуаций много-
частичной плотности сталкивающихся ядер. Это
может привести к неправильным предсказаниям
для флуктуаций начального распределения энтро-
пии в AA-столкновениях. Как уже упоминалось во
Введении, с точки зрения столкновений тяжелых
ионов наиболее важные коллективные флуктуа-
ции связаны с квадрупольными и октупольными
модами колебаний. Их величина может быть
охарактеризована квадратом L-мультипольного
момента (мы обозначаем его как Q2

L) для L = 2 и
3, определенных с помощью сферических гармоник
(см. Приложение). В [31] мы предложили простой
систематический метод вычисления среднеквад-
ратичных мультипольных моментов, 〈Q2

L〉, для
произвольного L из экспериментальных силовых
функций с использованием EWSR (для полноты
изложения в Приложении мы описываем это). Для
моды L = 2 этот метод дает среднеквадратичный
квадрупольный момент ядра 208Pb, который мень-
ше, чем предсказывается МК-моделированием с
ядерной плотностью WS, на коэффициент r2 ≈ 2.25

(см. Приложение). Можно ожидать, что завышение
предсказаний для флуктуаций ядерной плотности
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208Pb с L = 2 может привести к завышению пред-
сказаний эллиптичности ε2 в МК-моделировании
ультрацентральных столкновений Pb+Pb. В работе
[31] мы предложили простой метод решения этой
проблемы, выполняя МК-генерацию положений
нуклонов с подходящим фильтром Q2

2, который
должен гарантировать истинное значение 〈Q2

2〉 для
окончательного набора положений нуклонов. В ра-
боте [31] мы выполнили вычисления, используя два
разных фильтра Q2

2 с плавной и резкой фильтра-
циями. В гладкой версии мы использовали фильтр
Q2

2, который генерирует набор позиций нуклонов с
распределением по Q2

2, которое равно масштабиро-
ванному на коэффициент r2 распределению по Q2

2

для ядерной плотности WS. Во втором методе мы
просто отбирали только конфигурации нуклонов
с Q2

2 < Q2
2max с Q2

2max подобранным так, чтобы
обеспечить для МК-выборки 〈Q2

2〉 равного его пра-
вильному EWSR-значению. Было обнаружено, что
эти два очень разных фильтра дают практически
одинаковые результаты для ε2,3{2}.

Как и в работе [31], в настоящем анализе мы вы-
полняем вычисления, используя плавные и разрыв-
ные Q2

2-фильтрации положений нуклонов. В пер-
вом случае мы используем в МК-генерации позиций
нуклонов гладкий Q2

2-фильтр, который генерирует
позиции нуклонов с распределением Q2

2, заданным
формулой

P (Q2
2) = C exp(−(Q2

2/a2)
2)PWS(Q

2
2) , (9)

где PWS есть распределение Q2
2 для обычной

нефильтрованной МК-выборки WS позиций нукло-
нов, C — константа нормировки, а a2 — параметр,
подобранный так, чтобы иметь 〈Q2

2〉 = 〈Q2
2〉WS/r2.

С точки зрения численных вычислений, анзац
(9) с гауссовским коэффициентом подавления
exp(−(Q2

2/a2)
2) проще, чем метод [31] с масштаби-

рованием исходного WS-распределения PWS(Q
2
2).

Во втором способе, как и в [31], мы используем
резкий фильтр с обрезанием Q2

2 < Q2
2max с Q2

2max

подобранным так, чтобы иметь 〈Q2
2〉 = 〈Q2

2〉WS/r2.
Как и в [31], мы обнаружили, что предсказа-
ния для ε2,3, полученные для гладких и резких
Q2

2-фильтров, практически неразличимы.
В настоящем анализе в дополнение к влиянию

квадрупольных колебаний, рассмотренных в [31],
мы также изучаем влияние на коэффициенты ани-
зотропии ε2,3 октупольных (L = 3) колебаний яд-
ра 208Pb. Аналогично случаю квадрупольных флук-
туаций 3D-плотности ядра, неправильное описа-
ние октупольных 3D-флуктуаций плотности ядра
в МК-выборке положений нуклонов WS-распреде-

ления может вести к неправильным предсказаниям
для 2D-флуктуаций начальной энтропии при столк-
новениях Pb+Pb. Разумно ожидать, что для ульт-
рацентральных столкновений Pb+Pb изменения в
октупольных 3D-флуктуациях плотности ядра в ос-
новном повлияют на триангулярность ε3.

К сожалению, в экспериментальных данных
по октупольной силовой функции для ядра 208Pb
имеются довольно большие неопределенности (см.
Приложение), которые приводят к значительным
неопределенностям в значении среднеквадра-
тичного октупольного момента, получаемого с
использованием EWSR. Расчеты с использовани-
ем EWSR и доступных данных по октупольной
силовой функции ядра 208Pb показывают, что
отношение среднеквадратичного октупольного
момента, предсказываемого ядерной плотностью
WS 208Pb, к истинному, скорее всего, должно
находиться в диапазоне 0.7 < r3 < 0.84 (см. При-
ложение). Таким образом, в отличие от ситуации
с квадрупольной модой, возможно, что ядерная
плотность WS несколько недооценивает окту-
польные 3D-флуктуации для ядра 208Pb. Чтобы
смоделировать влияние возможного усиления окту-
польных флуктуаций для ядра 208Pb на начальное
распределение энтропии, мы используем, как и в
случае квадрупольной моды, два типа фильтров
при генерации положений нуклонов. В первом ме-
тоде мы используем гладкий фильтр Q2

3, который
генерирует позиции нуклонов с распределением по
Q2

3, заданным формулой

P (Q2
3) = C

[
1− exp(−(Q2

3/a3)
2)
]
PWS(Q

2
3) . (10)

Во втором методе мы используем резкий фильтр,
который отбирает только конфигурации с Q2

3 >

> Q2
3min. Значения a3 и Q2

2max подбираются так,
чтобы иметь 〈Q2

3〉 = 〈Q2
3〉WS/r3. Оба эти рецеп-

та подталкивают 〈Q2
3〉 к более высоким значениям.

Как и для моды L = 2, мы обнаружили, что пред-
сказания для ε2,3, полученные для гладких и рез-
ких Q2

3-фильтров, практически идентичны. Стоит
отметить, что, хотя наши Q2

2,3-фильтры дают зна-
чительные изменения в распределениях по Q2

2,3 для
сгенерированных наборов положений нуклонов, они
оказывают практически нулевое влияние на распре-
деление плотности для одного нуклона (т. е. после
Q2

2,3-фильтрации мы получаем то же самое распре-
деление плотности WS).

На рис. 1a показано распределение для квад-
рата L = 2 мультипольного момента, полученное
для МК-генерации положений нуклонов для некор-
релированной плотности WS ядра 208Pb без и с

2 ЖЭТФ, вып. 6
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Рис. 1. a) Распределение квадрата квадрупольного момента в терминах безразмерной переменной q2 = Q2
2/AR

4
A для

ядра 208Pb, полученное с использованием обычной МК-генерации положений нуклонов для плотности ядра WS (сплош-
ная кривая) и с фильтрацией положений нуклонов (штриховая кривая), которая дает среднеквадратическое значение
квадрупольного момента, уменьшенное на коэффициент r2 ≈ 2.25. б) Распределение квадрата октупольного момента в
терминах безразмерной переменной q3 = Q2

3/AR
6
A для ядра 208Pb, полученное с использованием обычной МК-генерации

положений нуклонов для плотности ядра WS (сплошная) и с фильтрацией положений нуклонов, которая дает среднеквад-
ратичный октупольный момент, увеличенный на коэффициент 1/r3 для r3 = 0.84 (штриховая кривая) и 0.7 (пунктир)

Q2
2-фильтрованием (для гладкого Q2

2-фильтра, ко-
торый соответствует r2 = 2.25). На рис. 1б показа-
ны аналогичные результаты для моды L = 3. Для
этой моды представлены результаты для двух от-
фильтрованных распределений для r3 = 0.84 и 0.7.
На рис. 1 использованы безразмерные переменные
qL = Q2

L/AR
2L
A , где RA — радиус ядра в параметри-

зации ядерной WS-плотности 208Pb (A.1).
Стоит отметить, что наши численные расчеты

показывают, что Q2
2(Q

2
3)-фильтрация практически

не влияет на распределение по Q2
3(Q

2
2). Это происхо-

дит потому, что с очень хорошей точностью исход-
ное двумерное распределение по Q2

2,3 для MK-вы-
борки позиций нуклонов WS может быть записано
в факторизованной форме:

PWS(Q
2
2, Q

2
3) ≈ PWS(Q

2
2)PWS(Q

2
3) . (11)

При этом, как и в тех случаях, когда Q2
2- и

Q2
3-фильтры применяются отдельно, наши числен-

ные расчеты показывают, что для одновременно-
го использования Q2

2- и Q2
3-фильтров предсказа-

ния для ε2,3 оказываются практически идентичны-
ми для плавного и резкого фильтров.

Мы также исследовали влияние изменения
распределения по изовекторному дипольному мо-
менту. Для изовекторных дипольных флуктуаций
МК-генерация ядерных конфигураций для ядерной
WS-плотности приводит к среднеквадратичному

дипольному моменту, который в 5–6 раз больше,
чем полученный из параметров изовекторно-
го дипольного резонанса [32, 45]. Изовекторный
гигантский дипольный резонанс соответствует
коллективным колебаниям протонов и нейтронов в
противоположных направлениях [27, 28]. Эта мода
может привести к удлиненной форме распреде-
ления нуклонов (т. е. оно генерирует некоторый
квадрупольный момент), и, в принципе, неадек-
ватное описание этой моды может повлиять на
геометрию распределения энтропии при столк-
новениях Pb+Pb. Однако мы обнаружили, что
влияние модификации МК-генерации положений
нуклонов для изовекторной дипольной моды (так
же, как мы делаем это для изосинглетной квадру-
польной моды) на результаты для ε2,3 оказывается
практически пренебрежимо малым. Физически
это связано с очень малым статистическим весом
(среди квадрупольных флуктуаций) флуктуаций
с коллективным смещением всех протонов и всех
нейтронов в противоположных направлениях. По-
этому изменение распределения по изовекторному
дипольному моменту при МК-генерации нуклонных
позиций дает для ε2,3 почти нулевой эффект.

Стоит отметить, что отбор положений нуклонов
для WS-плотности ядра приводит к некоторому за-
вышению чисто радиальных флуктуаций, соответ-
ствующих монопольной (L = 0) колебательной мо-
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де, по сравнению с предсказанием EWSR на осно-
ве экспериментальной монопольной силовой функ-
ции (см. Приложение). Однако интуитивно можно
было бы ожидать, что влияние радиальных колеба-
ний должно быть несущественным для эксцентри-
ситетов ε2,3 (особенно при небольших центрально-
стях), и расхождение между моментом L = 0 для
WS-выборки положений нуклонов c моментом, по-
лученным из EWSR, не должны быть важными. На-
ши расчеты подтверждают это, мы действительно
обнаружили, что добавление фильтрации для моды
L = 0 практически не влияет на азимутальные ко-
эффициенты ε2,3, поэтому мы не использовали ни-
какого фильтра для моды L = 0.

Наконец, мы хотели бы подчеркнуть, что тот
факт, что все наши предсказания для ε2,3{2} для
гладких и резких фильтров практически одинако-
вые, весьма обнадеживает с точки зрения нашей
стратегии по имитации коллективных эффектов пу-
тем простых Q2

2,3-фильтраций для позиций нукло-
нов. Действительно, наши плавные и резкие филь-
тры приводят к радикально различным распределе-
ниям по Q2

2 и Q2
3. Ясно, что многочастичные плот-

ности для этих фильтров также радикально раз-
личаются. Тем не менее мы получаем практиче-
ски идентичные ε2,3{2}, если обе версии приводят
к одинаковым значениям 〈Q2

2〉 и 〈Q2
3〉, а различие

в других характеристиках (скажем, разница в зна-
чениях 〈(Q2

2,3)
2〉) оказывает незначительное влия-

ние на ε2,3{2}1). Эта особенность предсказаний мо-
дели Глаубера для ε2,3{2} позволяет ожидать, что
наши результаты для ε2,3{2} должны быть близ-
ки к тем, к которым приводит истинная многочас-
тичная плотность при условии, что мы используем
Q2

2,3-фильтры, обеспечивающие правильные значе-
ния 〈Q2

2〉 и 〈Q2
3〉.

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ε2{2}
И ε3{2}

В этом разделе представлены наши численные
результаты для RMS эллиптичности ε2{2} и три-
ангулярности ε3{2} для энергии 5.02 ТэВ столкно-
вений Pb+Pb2). Результаты для энергии 2.76 ТэВ

1) Причина этого свойства ε2,3{2} неясна. Это может быть
связано с тем, что в модели Глаубера поврежденных нукло-
нов дисперсия εn (как и 〈Q2

2,3〉) зависит только от двухнук-
лонных корреляторов для сталкивающихся ядер. В то время
как 〈(Q2

2,3)
2〉 зависят также и от четырехнуклонных корре-

ляторов, которые вообще не важны для дисперсии εn.
2) Отметим, что наши расчеты показывают, что Q2

2- и
Q2

3-фильтрации дают почти нулевой эффект для высших гар-
моник ε4 и ε5, и поэтому мы их не показываем.

столкновений Pb+Pb очень близки к таковым для
энергии 5.02 ТэВ, и поэтому мы их не показыва-
ем. Для версий с Q2

2,3-фильтрацией мы представ-
ляем результаты, полученные с помощью гладких
фильтров (как мы уже говорили, результаты для
версий с гладкими и резкими Q2

2,3-фильтрами прак-
тически неразличимы). Результаты были получе-
ны путем генерации примерно 6 · 106 столкновений
Pb+Pb, т. е. мы имеем около 6 ·104 событий в облас-
ти c � 1%, которая наиболее интересна в контекс-
те загадки v2-to-v3. Проведены расчеты для схем
Глаубера с мезон-барионной компонентой нуклона и
без нее. Представлены результаты, полученные для
источников энтропии с параметром ширины Гаус-
са σ = 0.4 фм. В области малых центральностей
(не более 5–10%), которая интересна в контексте
загадки v2-to-v3, предсказания для ε2,3{2} облада-
ют очень низкой чувствительностью к значению σ.
Мы проверили это, выполнив вычисления для зна-
чения σ = 0.7 фм. В этом случае ε2,3{2} становят-
ся несколько меньше для больших центральностей
(примерно на 5–7% при c ∼ 50%), но при централь-
ностях не более 5–10% результаты очень близки к
таковым для σ = 0.4 фм.

На рис. 2 представлены результаты для зависи-
мости ε2,3{2} от центральности для обычной МК-
выборки WS-позиций нуклонов (т. е. без примене-
ния каких-либо Q2

2,3-фильтров). На рис. 2 видно,
что результаты для ε2,3{2} в версиях без и с мезон-
барионной компонентой очень похожи. Для кри-
вых, показанных на рис. 2, мы имеем в среднем
ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.94–0.95 при c � 1%. На рис. 3 пред-
ставлены ε2,3{2}, полученные с помощью МК-ге-
нерации позиций нуклонов с применением плавно-
го Q2

2-фильтра, который дает для сталкивающихся
ядер 〈Q2

2〉 = 〈Q2
2〉WS/r2 с r2 = 2.25, т. е. средне-

квадратичный квадрупольный момент, соответству-
ющий предсказываемому EWSR. Из сравнения ре-
зультатов, показанных на рис. 2 и 3, видно, что на-
личие Q2

2-фильтра заметно уменьшает ε2{2}, но по-
чти не влияет ε3{2}. Для кривых, показанных на
рис. 3, мы имеем в среднем ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.82–0.84
при c � 1%. Обратим внимание, что значение отно-
шения ε2{2}/ε3{2} при c � 0.1% для кривых, пока-
занных на рис. 3, всего лишь примерно на 2% боль-
ше, чем значение, полученное в работе [31] в ана-
логичных расчетах для нулевого прицельного пара-
метра.

На рис. 4 показаны ε2,3{2}, полученные с помо-
щью МК-генерации положений нуклонов с одновре-
менным применением гладких фильтров по Q2

2 и Q2
3,

которые дают для сталкивающихся ядер 〈Q2
2,3〉 =
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Рис. 2. Азимутальные RMS-коэффициенты ε2{2} (сплошная) и ε3{2} (пунктир) в зависимости от центральности для
столкновений Pb+Pb с энергией 5.02 ТэВ, полученные в рамках МК-модели Глаубера без (а) и с (б) мезон-барионной

компонентой нуклона с использованием обычной МК-генерации положений нуклонов WS
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Рис. 3. Азимутальные RMS-коэффициенты ε2{2} (сплошная) и ε3{2} (пунктир) в зависимости от центральности для
столкновений Pb+Pb с энергией 5.02 ТэВ, полученные в рамках модели МК Глаубера без (а) и с (б) мезон-барионной
компонентой нуклона с использованием МК-генерации положений нуклонов WS с плавным Q2

2-фильтром, который при-
водит к 〈Q2

2〉 = 〈Q2
2〉WS/r2 с r2 = 2.25

= 〈Q2
2,3〉WS/r2,3 с r2 = 2.25 и r3 = 0.84. Добав-

ление Q2
3-фильтрации для r3 = 0.84 увеличивает

ε3{2} примерно на 2% при c � 1%, так что в
этой области центральностей мы имеем в среднем
ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.8–0.82. На рис. 5 представлены ре-
зультаты, аналогичные показанным на рис. 4, но для
r3 = 0.7. В этой версии при c � 1% мы имеем в сред-
нем ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.78− 0.81. Из сравнения резуль-
татов, показанных на рис. 3, с теми, что показаны на
рис. 4 и 5, можно видеть, что Q2

3-фильтрация немно-
го увеличивает ε3{2}, без заметного эффекта для
значения ε2{2}. Результаты, показанные на рис. 3, 4,
5, демонстрируют, что влияние Q2

2,3-фильтров ста-

новится заметным только при c � 10%. На рис. 3, 4,
5 можно видеть, что в наиболее интересной (в кон-
тексте загадки v2-to-v3) области малых централь-
ностей не более 1%, модификация МК-отбора нук-
лонных позиций с Q2

2- и Q2
3-фильтрами увеличивает

разницу ε3{2}− ε2{2} на коэффициент, равный при-
мерно трем. Обратим внимание, что наши значения
для отношения ε2{2}/ε3{2} при c � 1% для версий
с Q2

2,3-фильтрацией меньше на 15–20%, чем те, ко-
торые были получены в модели MC-KLN в работе
[19], и примерно на 10–15%, чем полученные в схеме
TRENTO в работе [20] (для октупольного парамет-
ра деформации β3 ∼ 0–0.0375). По сравнению с рас-

796



ЖЭТФ, том 161, вып. 6, 2022 Влияние коллективных ядерных колебаний. . .

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

�n{2} �n{2}

0.1 0.11 110 10100 100
Центральность, % Центральность, %

а б

Рис. 4. Азимутальные RMS-коэффициенты ε2{2} (сплошная) и ε3{2} (пунктир) в зависимости от центральности для
столкновений Pb+Pb с энергией 5.02 ТэВ, полученные в рамках МК-модели Глаубера без (а) и с (б) мезон-барионной
компонентой нуклона с использованием МК-генерации положений нуклонов WS с плавным Q2
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Рис. 5. То же самое что и на рис. 4, но для r3 = 0.7

четами работы [46] в рамках модели MAGMA, наши
значения отношения ε2{2}/ε3{2} меньше на коэф-
фициент примерно 1.65.

С точки зрения загадки v2-to-v3, интересно
знать, каково отношение k2ε2{2}/k3ε3{2}. Гид-
родинамическое моделирование столкновений
Pb+Pb при энергиях LHC дает k2/k3 ≈ 1.2 − 1.4

[19, 20, 34, 35] для малых центральностей (c � 2%).
Наши результаты, показанные на рис. 4 и 5, с
МК-генерацией позиций нуклонов с одновремен-
ным Q2

2-фильтрованием (с r2 = 2.25) и Q2
3-фильт-

рованием для центральности примерно 0.1–0.2%
дают ε2{2}/ε3{2} ≈ 0.8(0.78) при r3 = 0.84(0.7).
Эти значения ε2{2}/ε3{2} приводят к 0.96(0.94) <

< k2ε2{2}/k3ε3{2} < 1.12(1.1) для r3 = 0.84(0.7)

и 1.2 < k2/k3 < 1.4. Это разумно согласуется с
результатом измерений ALICE [18] для энергий
2.76 ТэВ и 5.02 ТэВ соударений Pb+Pb, которые
дают v2{2}/v3{2} ≈ 1.08± 0.05 при c→ 0.

Приведенные выше результаты были получены
для некоррелированной WS-плотности ядра. Мы
также выполнили расчеты, заменив ее ядерной
WS-плотностью с жестким NN -отталкиванием для
радиуса отталкивания rc = 0.9 фм [44] и rc = 0.6 фм
[47]. Мы обнаружили, что твердый NN -кор немно-
го изменяет значения ε2,3 для МК-моделирования
без Q2

2,3-фильтрации. Однако для версии с одно-
временным Q2

2,3-фильтрованием предсказания для
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ε2,3{2} очень близки к таковым для некоррелирован-
ной ядерной плотности WS. Этот факт показывает,
что предсказания для ε2,3{2} зависят в основном от
крупномасштабных (L ∼ RA) свойств многочастич-
ного распределения ядра, а его свойства на малых
расстояниях (L ∼ rc � RA) имеют второстепенное
значение. Это можно рассматривать как еще один
аргумент в пользу нашей основной идеи моделиро-
вания коллективных эффектов в ядре 208Pb путем
применения подходящих Q2

2,3-фильтрований поло-
жений нуклонов в МК-моделировании, которые га-
рантируют, что выбранный набор положений нукло-
нов воспроизводит предсказания EWSR для 〈Q2

2,3〉.
В связи с моделированием эффекта жесткого

NN -кора при МК-моделировании AA-столкновений
стоит отметить, что неочевидно, что модели с ис-
ключенным объемом физически лучше обоснова-
ны, чем моделирование с некоррелированной ядер-
ной плотностью WS. Дело в том, что вполне воз-
можно, что на самом деле «исключенный объ-
ем» не пуст. Действительно, короткодействующее
NN -взаимодействие может быть успешно описа-
но в дибарионной модели (см. обзоры [48, 49]), в
которой область вытеснения не пуста, а занята
6q-кластером. В этом случае, аналогично hD-рас-
сеянию [50], 6q-кластеры должны участвовать в об-
мене t-канальными глюонами между сталкивающи-
мися ядрами и вносить вклад в производство энтро-
пии при AA-столкновениях. Очевидно, что в этом
сценарии использование некоррелированной ядер-
ной WS-плотности более адекватно для моделиро-
вания начальных условий при столкновениях тяже-
лых ионов.

4. ВЫВОДЫ

Настоящее исследование является продолжени-
ем нашего предыдущего [31] анализа влияния кол-
лективных квантовых эффектов в многочастичном
распределении ядра на коэффициенты анизотропии
ε2,3 в Pb+Pb-столкновениях при энергиях LHC, мо-
тивированного загадкой v2-to-v3 в ультрацентраль-
ных Pb+Pb-столкновениях. В отличие от наших
предыдущих расчетов [31], где изучались только
столкновения при нулевом прицельном параметре,
мы выполняем вычисления для n-центральности и
во всем диапазоне центральности. Моделируются
коллективные эффекты в сталкивающихся ядрах
Pb путем модификации МК-генерации положений
нуклонов с помощью подходящих фильтров, кото-
рые гарантируют, что среднеквадратичные квадру-
польные и октупольные моменты совпадают с те-

ми, которые получены с использованием EWSR из
данных о квадрупольных и октупольных силовых
функциях ядра 208Pb. Мы обнаружили, что EWSR
и экспериментальные данные ISGQR для ядра 208Pb
приводят к среднеквадратичному квадрупольному
моменту, который меньше, чем для некоррелирован-
ной ядерной WS-плотности, на множитель r2 ≈ 2.25.
Для октупольной моды имеющиеся эксперименталь-
ные данные о силовой функции указывают на то,
что отношение между среднеквадратичным окту-
польным моментом для некоррелированной ядерной
плотности WS и значением, полученным с помощью
EWSR, должно быть примерно 0.7–0.84.

Выполнены расчеты по МК-модели Глаубера с
применением плавного и резкого Q2

2,3-фильтров для
генерации выборки положений нуклонов. Мы обна-
ружили, что результаты для ε2,3{2}, полученные с
помощью гладкой и резкой Q2

2,3-фильтрации, прак-
тически идентичны. Наши численные результаты
показывают, что влияние Q2

2,3-фильтрации позиций
нуклонов на значения ε2,3{2} становится заметным
при c � 10%. Для центральностей c ∼ 0.1–1% на-
ша МК-модель Глаубера с модифицированной вы-
боркой положений нуклонов дает ε2{2}/ε3{2} ∼ 0.8,
что на коэффициент примерно 1.2 меньше, чем для
обычной МК-выборки позиций нуклонов для некор-
релированной ядерной плотности WS. Такое зна-
чение соотношения ε2{2}/ε3{2} позволяет достичь
разумного согласия с отношением v2{2}/v3{2} ≈
≈ 1.08 ± 0.05 при c → 0, полученным для энергий
2.76 ТэВ и 5.02 ТэВ столкновений Pb+Pb колла-
борацией ALICE [18] для отношения k2/k3 ≈ 1.35,
которое принадлежит интервалу 1.2 < k2/k3 <

< 1.4, получаемому в гидродинамических расчетах
[19, 20, 34, 35].

Хотя наш анализ демонстрирует важность
коллективных эффектов для начальной геометрии
файербола КГП для сферических ядер, можно
ожидать, что коллективные эффекты могут быть
важны и для столкновения несферических ядер (на-
пример, для соударений 197Au+197Au и 238U+238U).
Коллективные эффекты могут быть важны и для
исследования формы ядер [51] и для интерпрета-
ции результатов отбора формы событий [52–54] в
AA-столкновениях при энергиях RHIC и LHC и в
области энергии NICA, где эффекты критической
точки могут повлиять на расширение среды, и учет
подавления квадрупольных флуктуаций для ядра
Au особенно важен.

Благодарности. Я благодарен С. П. Камер-
джиеву за полезные обсуждения физики гигант-
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Вычисление среднеквадратичных
мультипольных моментов ядра 208Pb

Для полноты изложения мы кратко обсуждаем
метод работы [31] вычисления среднеквадратичных
мультипольных моментов ядра 208Pb с помощью
EWSR [27, 33] и приводим отношения между сред-
неквадратичными мультипольными моментами, по-
лучаемыми с использованием обычного МК-отбора
позиций нуклонов WS и рассчитанными с использо-
ванием EWSR.

Предполагается, что в основном состоянии яд-
ро 208Pb сферичное. Запишем ядерную плотность в
WS-форме:

ρA(r) =
ρ0

1 + exp[(r −RA)/d]
(A.1)

с RA = 6.62 фм и d = 0.546 фм [55, 56]. Опреде-
лим квадрупольный и октупольный моменты через
шаровые функции, YLm, с L = 2 и 3. Необходимый
нам изосинглетный L-мультипольный оператор име-
ет вид (см., например, [27, 28, 30])

FL =

A∑
i=1

rLi YLm(ni) , (A.2)

где ni = ri/|ri|. Среднеквадратичный L-мульти-
польный момент 〈Q2

L〉 ядра в основном состоянии
может быть определен квантово-механически как

〈Q2
L〉 = 〈0|F+

L FL|0〉 . (A.3)

Классический расчет 〈Q2
L〉 для некоррелирован-

ной ядерной плотности WS дает3)

〈Q2
L〉WS = 〈F+

L FL〉WS =
A(2L+ 1)〈r2L〉

4π
. (A.4)

Конечно, эта формула становится несправедлива
при учете корреляций малого радиуса от жесткого
NN -кора. Но их эффект не очень велик (см. ниже).
Для выполнения квантового вычисления 〈Q2

L〉 для

3) В этом Приложении мы игнорируем очень малый эф-
фект от нуклонных корреляций центра масс. Однако в наших
численных расчетах они учитывались точно.

ядра 208Pb мы используем EWSR (см. обзор [33])
для силовой функции S(ω) оператора FL. Она опре-
деляется как

S(ω) =
∑
n

|〈n|FL|0〉|2δ(ω − ωn) , (A.5)

где ωn = En − E0 и En — энергии состояний ядра.
В терминах моментов силовой функции, определяе-
мых как

mk =

∞∫
0

dω ωkS(ω) , (A.6)

можно написать 〈0|F+
L FL|0〉 = m0. Удобно перепи-

сать это в виде

〈0|F+
L FL|0〉 = m1/Ec , (A.7)

где
Ec = m1/m0 (A.8)

— так называемая центральная энергия Ec, которую
можно рассматривать как типичную энергию воз-
буждения для оператора FL, действующего на ос-
новное состояние. Представление (A.7) более удоб-
но, чем представление через m0, потому что экспе-
риментальные ошибки в нормировке силовой функ-
ции не важны для отношения m1/m0, а момент m1

может быть точно рассчитан с помощью EWSR, ко-
торое для L ≥ 2 [27, 30, 33] дает

m1 =
AL(2L+ 1)2〈r2L−2〉

8πmN
, (A.9)

где mN — масса нуклона. Таким образом, мы полу-
чаем

〈Q2
L〉EWSR =

AL(2L+ 1)2〈r2L−2〉
8πmNEc

. (A.10)

Сравнивая (A.10) с (A.4), мы видим, что отношение
между среднеквадратичными мультипольными мо-
ментами для обычной МК-выборки положений нук-
лонов и для квантового расчета с помощью EWSR
есть

rL =
〈Q2

L〉WS

〈Q2
L〉EWSR

=
2mNEc〈r2L〉

L(2L+ 1)〈r2L−2〉 . (A.11)

Центральная энергия вычисляется с помощью
параметризации Брейта –Вигнера силовой функ-
ции. Поскольку силовая функция пропорциональна
мнимой части поляризуемости (восприимчивости) α
(которая, как обычно, должна удовлетворять соот-
ношению α(−ω∗) = α∗(ω) [57]) для оператора FL,
то для каждого резонанса должна использоваться
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параметризация Брейта –Вигнера с двумя полюса-
ми (с одинаковыми вычетами) в точках ±ωR−iΓR/2

(см. формулу (20) в [32]). ДляN -резонансов это дает

Ec =

[
N∑
i=1

2fi
πωi

arctg2ωi/Γi

]−1

, (A.12)

где fi — относительная доля вклада резонанса i в
EWSR.

Для изоскалярного оператора F2 для ядра
208Pb EWSR практически исчерпывается изоска-
лярным гигантским квадрупольным резонансом
с ω ≈ 10.89 МэВ и Γ ≈ 3 МэВ [58]. Формула
(A.12) с этими параметрами дает Ec ≈ 11.9 МэВ,
тогда из (A.11) можно получить r2 ≈ 2.25. Таким
образом, мы видим, что вероятностная трактовка
ядра 208Pb с WS-плотностью ядра переоценивает
квадрупольные 3D-флуктуации. Понятно, что это
может приводить также к неверным предсказаниям
для 2D-флуктуаций начального файербола КГП в
AA-столкновениях. Как и в [31], наша стратегия
решения этой проблемы заключается в изменении
МК-генерации положений нуклонов путем приме-
нения подходящего фильтра, который генерирует
ядерные конфигурации со среднеквадратичным
квадрупольным моментом, соответствующим
EWSR.

Для вычисления r3 нам необходима силовая
функция для F3. Для ядра 208Pb функция S(ω) для
оператора F3 распределена в широкой области ω.
Имеются несколько очень узких пиков в области
низких энергий, ω � 7 МэВ [59–61], в которой низ-
колежащее 3−-состояние с ω ≈ 2.615 МэВ поглоща-
ет около 20–25% от EWSR [59–61] и еще несколь-
ко состояний в области 4.7 � ω � 7 МэВ (так на-
зываемая область низкоэнергетического октуполь-
ного резонанса (LEOR)), которая поглощает около
8–13% от EWSR [59,60]. В области высоких энергий
имеется широкий резонанс при ω ∼ 16 − 20 МэВ
с Γ ∼ 5–8 МэВ [58, 61–65]. Измеренная доля вы-
сокоэнергичного октупольного резонанса (HEOR) в
EWSR варьируется примерно от 20–50% [63, 64] до
60–90% [58, 61, 62, 65]. Используя данные работы
[60], где вклад в EWSR от 3−-состояния с энерги-
ей 2.615 МэВ составляет 21% и от LEOR-области
8.3%, вместе с параметрами HEOR из работы [58]
(ω ≈ 19.6 ± 0.5 МэВ, Γ ≈ 7.4 ± 0.6 МэВ с долей
в EWSR 70 ± 14%) мы получаем r3 ≈ 0.84. Одна-
ко, если мы используем 25% для вклада в EWSR
от состояния с энергией 2.615 МэВ, как было по-
лучено в [61], и параметры HEOR, полученные в
[63] (ω = 16 МэВ, Γ = 6 МэВ), тогда мы получаем

r3 ≈ 0.7. Таким образом, мы видим, что эксперимен-
тальные данные по октупольной силовой функции
ядра 208Pb свидетельствуют в пользу r3 � 1. Но из-
за неопределенности в экспериментальных данных
для октупольной силовой функции имеется неопре-
деленность в значениях r3 около 15–20%. В данном
анализе мы выполняем расчеты для двух значений:
r3 = 0.84 и r3 = 0.7.

Приведенные выше значения множителей r2 и
r3 соответствуют МК-выборке положений нукло-
нов для некоррелированной ядерной плотности WS.
Расчеты с использованием распределения WS с
ограничением на минимальное расстояние между
нуклонами для имитации жесткого NN -кора дают
несколько иные значения r2,3. Однако влияние жест-
кого NN -кора на r2,3 относительно невелико: мы по-
лучили уменьшение r2 на коэффициент 0.78(0.926)

и уменьшение r3 на коэффициент 0.81(0.928) для ра-
диуса кора rc = 0.9(0.6) фм.

В настоящем анализе мы модифицируем МК-ге-
нерацию положений нуклонов только с помощью
фильтров для изоскалярных моментов L = 2 и 3, ко-
торые соответствуют колебаниям формы ядра. Мы
не используем фильтрование для моды L = 0, ко-
торая соответствует чисто радиальным колебани-
ям. Радиальные колебания могут характеризовать-
ся квадратом момента для монопольного изоскаляр-
ного оператора

F0 =

A∑
i=1

(
r2i − 〈r2〉) .

EWSR для этого оператора дает m1 = 2〈r2〉/mN

[66]. Используя эту формулу для некоррелирован-
ной ядерной плотности WS, мы получаем для ана-
лога (A.11) в случае моды L = 0

r0 =
mNEc

2

[ 〈r4〉
〈r2〉 − 〈r2〉

]
. (A.13)

Для изоскалярной моды L = 0 EWSR практичес-
ки исчерпывается изоскалярным гигантским моно-
польным резонансом с ω ≈ 13.6–13.9 МэВ и Γ ≈
≈ 3 МэВ [58,67]. Эти параметры дают Ec ≈ 15 МэВ,
а расчет с использованием (A.13) для распределе-
ния WS (A.1) дает r0 ∼ 1.6. Это означает, что для
МК-выборки ядерных конфигураций с некоррели-
рованной ядерной плотностью WS величина чис-
то радиальных флуктуаций несколько завышена по
сравнению с величиной, получаемой из эксперимен-
тальной монопольной силовой функции. Однако мы
обнаружили, что добавление фильтрации для мо-
ды L = 0, которая уменьшает среднеквадратичный
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момент L = 0 до его значения предсказываемого
EWSR, практически не влияет на азимутальные ко-
эффициенты ε2,3. Поэтому мы не используем филь-
трование для флуктуаций L = 0.
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Исследовано влияние изменения энергии и тока низкоэнергетической (100–600 эВ) ионной стимуляции
на структуру углеродных гидрогенизированных покрытий с серебряными включениями (a-CH:Ag), син-
тезированных методом импульсно-плазменного осаждения. При помощи методов просвечивающей элек-
тронной микроскопии, электронной дифракции, спектроскопии характеристических потерь энергии элек-
тронов, рентгеновской фотоэлектронной спектроскопии, поглощения в УФ и видимой областях спектра
показано влияние энергии и тока стимуляции на проявление ионно-индуцированных эффектов, таких как
дефектообразование, селективное распыление серебра, поверхностная диффузия и сегрегация серебря-
ных частиц.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время активно исследуются аморф-
ные углеродные покрытия, в которые инкапсули-
рованы металлические наночастицы [1–4]. Такие
структуры имеют перспективы применения для ши-
рокого спектра задач. Например, внедрение различ-
ных металлических включений позволяет умень-
шить внутренние напряжения углеродной матрицы
и улучшить адгезию — ключевые характеристики
упрочняющих покрытий [1]. Помимо этого, метал-
лические наночастицы позволяют в широком диа-
пазоне управлять различными свойствами пленок,
например, варьировать их электрофизические и оп-
тические характеристики [4, 5].

Большой интерес представляют пленки, допиро-
ванные серебром. Бактерицидные свойства сереб-
ра и его поверхностная сегрегация позволяют ис-
пользовать углерод-серебряные пленки в качест-
ве антимикробных покрытий [3]. В свою очередь,
проявление поверхностного плазмонного резонанса
при оптическом возбуждении серебряных наночас-

* E-mail: ia.zavidovskii@physics.msu.ru

тиц, а также химическая инертность углеродной
матрицы позволяют изготавливать высокостабиль-
ные углерод-серебряные подложки для реализации
эффекта поверхностно-усиленного комбинационно-
го рассеяния (SERS-подложки) [4].

Вследствие структурного многообразия углерод-
ных материалов для наименования углерод-сереб-
ряных пленок существует ряд терминов, отражаю-
щих свойства покрытия. Так, композиты, аморф-
ная матрица которых преимущественно состоит
из sp3-гибридизованных атомов, называют ta-C:Ag,
ta-C/Ag, Ag-DLC или DLC-Ag (здесь DLC — dia-
mond-like carbon, ta-C — tetrahedral amorphous
carbon) [3, 6, 7]. Термины C/Ag и Ag/C соответ-
ствуют серебряным структурам, пассивированным
слоем углерода, и углеродным структурам с се-
ребряным покрытием [8]. В свою очередь, наибо-
лее распространенным объектом исследования яв-
ляются углерод-серебряные композиты типа a-C:Ag
и a-CH:Ag. Для таких структур аморфная мат-
рица a-C состоит преимущественным образом из
sp2-гибридизованного углерода. Подобная структу-
ра покрытий является наиболее распространенной,
поскольку внедрение серебра вызывает разупорядо-
чение углеродной матрицы и, как правило, приводит
к ее графитизации [9].
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Доля и конфигурация атомов различной гиб-
ридизации, а также характеристики включений
оказывают существенное влияние на оптические,
электрофизические и механические свойства пленок
a-C:Ag и a-CH:Ag. Вследствие этого представляет
интерес исследование методов и параметров осаж-
дения, позволяющих в широком диапазоне варьи-
ровать характеристики получаемых структур. Сре-
ди технологий вакуумного напыления можно вы-
делить импульсно-плазменное осаждение. В число
преимуществ данного метода входит возможность
осуществлять послойное осаждение наноструктур и
синтез метастабильных фаз углерода, а также от-
сутствие существенного нагрева, позволяющее осу-
ществлять напыление на различные типы подложек
[10, 11]. В свою очередь, введение ионного ассисти-
рования (стимуляции) в процесс импульсно-плаз-
менного осаждения позволяет управлять свойства-
ми как углеродной матрицы, так и серебряных час-
тиц [12, 13].

Однако для композитных материалов влияние
ионного облучения существенно различается в зави-
симости от видов структур, токов, энергий и типов
ионов [14]. Известно, что воздействие ионов пучка
может вызывать химическую перестройку структу-
ры, а также приводить к селективному распылению
слабосвязанных атомов [12,15]. Помимо этого, взаи-
модействие ионов с растущей пленкой может сопро-
вождаться их каналированием, образованием удар-
ных волн, активацией поверхности и формировани-
ем центров зародышеобразования [12, 15–17]. Акту-
альной задачей в настоящее время является моди-
фикация наноструктур при помощи ионов низких
(до тысяч килоэлектронвольт) и сверхнизких (ниже
порога распыления) энергий [12,15,18]. Такого рода
воздействие позволяет свести к минимуму нежела-
тельные эффекты, ухудшающие качество структу-
ры, такие как ионное перемешивание, имплантация
ионов, распыление, разупорядочение [18, 19], и в то
же время оказывает существенное влияние на мор-
фологию пленок.

В настоящей работе представлены результаты
исследования покрытий a-CH:Ag, изготовленных
при различных энергиях и токах ионной стиму-
ляции методом импульсно-плазменного распыления
графитовой мишени с серебряными вставками.

2. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Синтез покрытий a-CH:Ag осуществлялся ме-
тодом импульсно-плазменного осаждения. Схема

и принцип работы экспериментальной установки
представлены в работах [2,12]. Распыляемая мишень
состояла из графита марки МПГ-7. В ней изготав-
ливались отверстия, в которые помещались встав-
ки, состоящие из 99.99% Ag. Распыляемая площадь
серебра составляла около 10% от площади катода.
Мощность разряда 0.5 кВт, длительность импуль-
са около 1 мс, частота следования импульсов 1 Гц.
Перед началом процесса распыления катода ваку-
умная камера откачивалась до давления 0.01 Па.
Осаждение исследуемых образцов проводилось в ат-
мосфере аргона при давлении 0.12 Па при раз-
личных энергиях и токах ионного ассистирования.
Структуры, для которых выходной ток холловского
ионного источника варьировался от 5 до 40 мА, оса-
ждались при энергии ассистирования 100 эВ. С це-
лью уменьшения распыления осаждаемого покры-
тия падающим ионным пучком были изготовлены
образцы при энергии ионной стимуляции в диапа-
зоне от 100 до 600 эВ при токе ионного пучка 5 мА.
Значения тока разряда 5, 20 и 40 мА в исследуемом
диапазоне параметров отвечают значениям ионно-
го тока от источника ионов, которым соответствуют
плотности ионного тока на поверхности осаждаемых
образцов соответственно 15, 22 и 31 мкА/см2.

В качестве подложек были использованы скол
кристалла NaCl, полированный кремний и покров-
ные стекла компании Deltalab.

Структура образцов исследовалась при помощи
просвечивающей электронной микроскопии (ПЭМ),
спектроскопии характеристических потерь энергии
электронов (СХПЭЭ), рентгеновскойфотоэлектрон-
ной спектроскопии (РФЭС) и электронной дифрак-
ции образцов. Все перечисленные измерения прово-
дились на электронном микроскопе LEO 912 ab при
ускоряющем напряжении электронов 100 кэВ. Под-
готовка образцов к исследованию осуществлялась
путем растворения пластин NaCl с осажденной на
них пленкой в дистиллированной воде и последую-
щей высадки фрагментов пленки на медные сеточ-
ки.

РФЭС-спектры были получены на спектромет-
ре PHI VersaProbe II 5000. Использовалось моно-
хроматизированное рентгеновское излучение AlKα

(1486.6 эВ), мощностью 50 Вт. Шкала энергии свя-
зи прибора была откалибрована по линиям Au4f
(83.96 эВ) и Cu2p3/2 (932.62 эВ). Спектры были сня-
ты с пленок, нанесенных на кремний. Травление
пленок перед снятием спектров не проводилось, по-
скольку ионное облучение вызывает структурную
перестройку образцов. Исследования были выпол-
нены в Центре коллективного пользования «Ма-
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Рис. 1. ПЭМ-изображения пленок a-CH:Ag, изготовленных при различных энергиях (верхний ряд) и токах (нижний ряд)
ионного ассистирования. На увеличенных фрагментах изображений показаны двойникование наночастиц (1), формиро-

вание огранки (2–4) и формирование полостей на поверхности покрытия (5)

териаловедение и металлургия» Московского инс-
титута стали и сплавов (идентификатор проекта
RFMEFI59414X0007).

Оптическое поглощение полученных структур в
УФ и видимой областях спектра измерялось при
нормальном падении светового потока от ксеноно-
вой лампы с помощью спектрофотометра на базе мо-
нохроматора МДР-41. В качестве исследуемых об-
разцов использовались пленки, нанесенные на по-
кровные стекла.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. ПЭМ

На рис. 1 представлены ПЭМ-изображения для
образцов, нанесенных при различных энергиях и то-
ках ассистирования. На них можно видеть нано-

размерные серебряные включения, инкапсулирован-
ные в аморфную углеродную матрицу. Стоит от-
метить, что разрешение используемого микроско-
па составляет 2.0–3.4 Å, вследствие чего с помощью
данного прибора не представляется возможным по-
лучить информацию о субнанометровых включени-
ях. Характерной особенностью текстуры углеродной
матрицы являются волнообразные неоднородности
размером порядка нескольких десятков нанометров.
Формирование схожих особенностей на поверхности
типично для пленок, облучаемых ионным пучком
под углом к поверхности, отличным от прямого [15].
Процесс появления волнообразной «ряби» связан с
зависимостью коэффициента распыления от топо-
графии поверхности, а также с диффузией и локаль-
ным распылением, вызванными ионным пучком [20].

Форма включений существенно изменяется в за-
висимости от условий осаждения: при увеличении
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Распределения по размерам серебряных наночастиц, инкапсулированных в матрицу аморфного
углерода, полученные при различных энергиях (а) и токах (б) стимуляции. Указано количество частиц N , проанализи-

рованных для построения гистограмм

энергии ионной стимуляции они приобретают огран-
ку, тогда как изменение тока ассистирования не
оказывает подобного эффекта. В то же время для
образцов, полученных при токах стимуляции 20 и
40 мА, наблюдается значительное число сдвоенных
наночастиц. Это может быть связано с тем, что уве-
личение тока ассистирования приводит к увеличе-
нию поверхностной диффузии зародышей в процес-
се осаждения материала [19], а также со структур-
ной релаксацией при агломерации наночастиц [21].
В пользу второй гипотезы говорит то, что менее
выраженный эффект двойникования наблюдался и
в углерод-серебряных композитах, полученных схо-
жим методом без ионной стимуляции [22]. Наличие
небольших (3–5 нм) серебряных наночастиц вызвано
тем, что ионная стимуляция индуцирует формиро-
вание дефектов в растущей пленке. Данные дефек-
ты, в свою очередь, являются предпочтительными
центрами зародышеобразования [23].

Стоит также отметить особенности структуры
образца, нанесенного при энергии стимуляции
100 эВ и токе стимуляции 40 мА. Увеличенное
ПЭМ-изображение характерных неоднородностей
данного покрытия представлено на фрагменте
изображения 5 на рис. 1. По нашему предположе-
нию, неоднородности представляют собой полости
на поверхности пленки, формирование которых
обусловлено селективным распылением серебряных
кластеров ассистирующим ионным пучком. Суще-
ственное влияние данного процесса на структуру
покрытий может являться следствием поверхност-
ной сегрегации серебра. Сегрегация серебра часто
наблюдается как в процессе высокотемпературного

осаждения, так и в результате «старения» синте-
зированных различными методами покрытий на
основе аморфного углерода [24]. Общий характер
явления позволяет предположить, что данный
эффект имеет место для всех исследованных по-
крытий. Однако его наблюдение для большинства
образцов может быть затруднено в силу того, что
размер сегрегированных наночастиц не превышает
разрешения прибора.

Таким образом, ионная стимуляция оказывает
существенное влияние на концентрацию включений
и их распределение по размерам. Для того чтобы
оценить влияние различных процессов на характе-
ристики серебряных наночастиц, с помощью про-
граммы Gwyddion было получено их распределение
по размерам. Размер включений был вычислен как
удвоенный радиус эквивалентного диска.

На рис. 2а представлено распределение частиц
по размерам для образцов, полученных при различ-
ных энергиях стимуляции и токе стимуляции 5 мА.
Можно видеть, что увеличение энергии стимуляции
до 400 эВ приводит к увеличению числа наночас-
тиц размером от 3 до 12 нм на единицу площа-
ди. Это может быть обусловлено ионно-индуциро-
ванным увеличением числа дефектов — предпоч-
тительных центров образования зародышей с ма-
лым критическим размером [23]. В то же время
снижение числа частиц, обладающих размером бо-
лее 12 нм, может свидетельствовать об увеличении
вклада селективного распыления серебра ассисти-
рующими ионами, обусловленного тем, что коэф-
фициент распыления серебра в исследуемом диапа-
зоне энергий более чем в 10 раз превышает коэффи-
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циент распыления углерода [25]. Однако при даль-
нейшем росте энергии до 600 эВ происходит увели-
чение числа частиц, имеющих размер 13–23 нм, и
уменьшение концентрации меньших частиц. Смеще-
ние распределения в область более крупных вклю-
чений может быть связано с усилением вклада по-
верхностной диффузии с ростом энергии ассисти-
рования. Однако стоит отметить, что в работе [12]
увеличение энергии при большем токе стимуляции
приводило к формированию большого числа мелких
частиц за счет усиления дефектообразования на по-
верхности растущей пленки. Возможно, в структу-
ре исследуемых в настоящей работе образцов при-
сутствуют субнаноразмерные частицы, которые не
удается разрешить с помощью используемого обо-
рудования. Также уменьшение концентрации мел-
ких частиц для образца, нанесенного при энергии
стимуляции 600 эВ, может быть связано с селектив-
ным распылением серебра ионным пучком в процес-
се осаждения.

Изменение распределения частиц при увеличе-
нии тока стимуляции и энергии 100 эВ представ-
лено на рис. 2б. Распределение по размерам для
образца, полученного при токе стимуляции 20 мА,
подобно распределению для образца, полученного
при энергии 600 эВ и токе 5 мА: в обоих случа-
ях наблюдается большое число частиц размером
10–20 нм. Таким образом, увеличение плотности то-
ка в 2 раза и возрастание энергии ассистирования
в 6 раз приводит к схожему усилению поверхност-
ной диффузии. По-видимому, это свидетельствует о
том, что увеличение тока в меньшей степени спо-
собствует дефектообразованию и в большей степени
стимулирует поверхностную диффузию по сравне-
нию с увеличением энергии. Этот результат нахо-
дится в соответствии с литературными данными, по-
казывающими, что при энергиях, не превышающих
100 эВ, роль ионного ассистирования главным обра-
зом проявляется на поверхности (например, как уве-
личение подвижности адатомов), а увеличение энер-
гии до 1000 эВ способствует объемной модификации
структуры, имеющей место благодаря имплантации
ионов, формированию дефектов и усилению распы-
ления [19, 26, 27]. Дальнейшее увеличение тока до
40 мА привело к формированию частиц двух харак-
терных размеров: примерно 5 и 20–30 нм.

Таким образом, увеличение как тока, так и
энергии стимуляции приводит к разделению час-
тиц по размерам на включения диаметром до 10 и
20–30 нм. Данный эффект обусловлен комбинацией
различных факторов: распыления; поверхностной
диффузии, которая обеспечивает коалесценцию час-

тиц и приводит к росту размера включений; дефек-
тообразования, способствующего появлению мелких
частиц.

3.2. РФЭС

На рис. 3 представлен обзорный РФЭС-спектр
покрытия, нанесенного при энергии стимуляции
100 эВ и токе стимуляции 20 мА. Спектры дру-
гих образцов отличаются незначительно. Поскольку
длина свободного пробега фотоэлектронов в твер-
дом теле мала (0.5–3 нм) [28], существенное влияние
на РФЭС-спектры оказывает поверхностный адсор-
бированный слой. Вследствие этого в элементном
составе наблюдаются существенные доли кислорода
(15–20%) и азота (2–4%), а также небольшая доля
других атомов, что может быть связано с присут-
ствием загрязнений.

В таблице представлен элементный состав, из-
меренный при помощи метода РФЭС для различ-
ных образцов. Стоит отметить, что малая концен-
трация серебра в приповерхностных слоях образцов,
оцененная при помощи метода РФЭС, может объ-
ясняться распылением серебряных частиц, вызван-
ным его поверхностной сегрегацией (см. разд. 3.1),
что затрудняет объективную оценку доли серебра в
объеме материала.

Измерялись РФЭС-спектры высокого разреше-
ния в диапазоне, соответствующем выходу фото-
электронов с остовных уровней углерода, сереб-
ра и кислорода. Ниже приведены спектры C1s,
Ag3d, O1s, измеренные для образца, полученного
при энергии стимуляции 100 эВ и токе 5 мА. Фор-
ма линий в спектрах для покрытий, нанесенных при
других энергиях и токах стимуляции, отличались от
представленных незначительно. Для всех линий бы-
ло проведено вычитание фона методом Ширли при
помощи программы OriginPro. Разложение пиков на
гауссовы составляющие было проведено при помо-
щи программы MagicPlot. На рис. 4 представлен пик
C1s с сателлитом плазмонных потерь, отстоящим от
основного пика на 23.2 эВ. Потери энергии на воз-
буждение (π + σ)-плазмона варьируются в зависи-
мости от плотности вещества [10]. При этом для гра-
фита характерно положение плазмона, равное 27 эВ,
для алмаза — 34 эВ [29]. Более низкая энергия плаз-
мона в диапазоне от 19.5 до 23.3 эВ характерна для
аморфных пленок, содержащих в своем составе во-
дород [30].

На вставке к рис. 4 представлено разложение
C1s-линии спектра. В нем наблюдаются пики, от-
вечающие химическим сдвигам, положения кото-
рых соответствуют присутствию C−C, C=C, C−H
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Рис. 3. Характерный обзорный РФЭС-спектр

Таблица. Элементный состав образцов, полученных при различных энергиях и токах ионной стимуляции

Энергия
ионов, эВ

Ток ионов,
мА

C, ат. % Ag, ат. % O, ат. % N, ат. % Другое,
ат. %

100 5 75.7 0.5 16.6 3.8 3.4

100 20 76.8 1.1 15.1 3.8 3.2

100 40 75.3 1.0 16.0 4.0 3.7

400 5 70.3 1.0 20.4 3.1 5.2

600 5 84.2 1.6 8.9 2.7 2.6

(285 эВ) [31, 32], C−O, C−N (286.5 эВ) [33], а так-
же C=O, O−C−O, N−C=N (288.2 эВ) [34, 35]. Су-
щественная ширина пика при 288.2 эВ типична для
структур на основе разупорядоченного углерода.
По-видимому, она обусловлена тем, что для различ-
ных структурных фрагментов, содержащих связь
C=O, положение РФЭС-линии может варьировать-
ся от 287.5 эВ (−C=O) до 289.2 эВ (−COOH) [36,37].

На рис. 5 представлен спектр линии Ag3d. В силу
спин-орбитального расщепления в данном спектре
присутствуют два пика, отвечающие выходу элект-

ронов с уровней Ag3d5/2 и Ag3d3/2. Их максимумы
расположены соответственно при 368.4 и 374.4 эВ.
Такое положение свидетельствует о преимуществен-
но металлическом состоянии серебра Ag0 [38]. Од-
нако положения линий, отвечающих металлическо-
му и оксидированному серебру, отличаются на доли
электронвольт, что затрудняет анализ химических
связей атомов серебра по данным линиям [39].

Разложение спектра O1s (рис. 6) позволяет выде-
лить три гауссовы составляющие. Первый пик, мак-
симум которого расположен при 530.7 эВ, отвечает
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физически адсорбированному кислороду или связям
O−C [40,41]. Наиболее интенсивная центральная ли-
ния при 532.1 эВ отвечает связям O−C−O, O=C или
гидроксильным группам [42–44]. Третий максимум,
расположенный при 533.6 эВ, может отвечать свя-
зям O−C [45]. Также его можно отнести к группам
C−O−H и O=C−O [46,47]. Стоит отметить, что ли-
ния, отвечающая связям O−Ag, должна быть рас-
положена значительно ниже по энергиям (528.7 эВ)
[48]. Ее отсутствие в исследуемых спектрах наряду с
данными разложения спектра Ag3d свидетельствует
об отсутствии оксидированного серебра. По-видимо-
му, это связано с малыми концентрациями серебра
в приповерхностных слоях, свидетельствующими о
распылении серебра с поверхности ассистирующим
пучком в процессе осаждения.

Наличие в приповерхностных слоях большого
числа различных соединений углерода с кислоро-
дом, азотом и водородом свидетельствует о том,
что в синтезированной структуре содержится боль-
шое число оборванных связей, которые насыщаются
при контакте поверхности и воздуха. По-видимому,
формирование таких связей связано с внедрением в
структуру пленки серебра, не образующего связей с
углеродом, но при этом приводящего к разупорядо-
чению углеродной матрицы [9].
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3.3. Электронная дифракция

На рис. 7 приведена картина электронной ди-
фракции полученных пленок при энергии стимуля-
ции 100 эВ и токе 5 мА. Данная картина являет-
ся типичной для всех полученных образцов. На ней
можно видеть широкие гало, типичные для аморф-
ных структур, а также яркие точечные рефлексы
от отдельно стоящих кристаллитов, положения ко-
торых отвечают межплоскостным расстояниям се-
ребра.

На рис. 8 представлены результаты фотомет-
рирования дифракционной картины в окрестности
линии, соответствующей межплоскостному рассто-
янию d = 2–5 Å, которое отвечает аморфному угле-
роду. В данной линии можно выделить две состав-
ляющие: пик G(002) графитовой и пик D(111) ал-
мазной структур с межплоскостными расстояния-

ми соответственно 3.4 и 2.1 Å [49]. Для выявления
вклада данных составляющих было проведено раз-
ложение линий на гауссовы компоненты. Стоит от-
метить, что положение пиков отличается от случая
идеальной структуры и составляет 2.1–2.3 Å для ал-
мазной компоненты (D(111) на рис. 8), и 3.1–3.2 Å —
для графитовой (G(002) на рис. 8). На рис. 8в,г по-
казаны отношения интенсивности линии с пиком на
3.1–3.2 Å, приписываемой графитовой компоненте, к
интенсивности совокупного пика в диапазоне 2–5 Å.

Стоит отметить, что данное отношение лишь
приблизительно позволяет судить о доле атомов
различной гибридизации. Так, в дифракцию дают
вклад лишь те кластеры, размер которых больше
или равен области когерентного рассеяния. Соглас-
но работе [50], дифракция становится различима
для кластеров графита, количество атомов в кото-
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рых превышает 30. В то же время существенные
изменения дифракционных картин подразумевают
необходимость проведения дополнительного струк-
турного анализа образов, который в нашем случае
был осуществлен с помощью метода СХПЭЭ.

3.4. СХПЭЭ

На рис. 9а,б представлены спектры СХПЭЭ в
диапазоне, отвечающем потерям энергии электро-
нов на межзонный переход с остовного уровня 1s

атома углерода в π*- и σ*-подзоны. Фон линий вы-
читался методом Тугарда, спектры были нормиро-
ваны по интенсивности и приведены на графике
с вертикальным сдвигом. На рис. 9в,г можно ви-
деть отношения интенсивностей пиков, отвечающих
структурам, нанесенным при различных энергиях и
токах ионной стимуляции. Оценка данного отноше-
ния была проведена при помощи двухоконного ме-
тода. Ширина окон, отвечающих переходам 1s→ π*

и 1s→ σ*, была выбрана соответственно равной 3 и
10 эВ [51].

Наличие σ*-подзоны характерно для атомов уг-
лерода с любой гибридизацией, в то время как
π*-подзона не наблюдается в зонной структуре
sp3-гибридизованного углерода. Таким образом, от-
ношение интенсивностей линий, отвечающих меж-
зонным переходам 1s → π* и 1s → σ*, позволя-
ет качественно оценить изменение sp2- и sp3-компо-
нент по соотношению пиков. Однако количествен-
ные оценки не представляются возможными в си-
лу того, что наличие углерод-водородных связей
оказывает влияние на СХПЭЭ. Вклад связанных
с C−H-связью межзонных переходов лежит между
переходами 1s→ π* и 1s→ σ*, что осложняет оцен-
ки [51].

Можно видеть, что тенденция изменений
СХПЭЭ, представленная на рис. 9в,г, достаточно
хорошо коррелирует с данными, полученными
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путем фотометрирования картин электронной
дифракции (см. рис. 8в,г). Различие в поведении
данных зависимостей при изменении энергии сти-
муляции от 400 до 600 эВ, возможно, связано с тем,
что при увеличении энергии стимуляции в фазовом
составе покрытия становится меньше кластеров с
размером меньше области когерентного рассеяния,
при этом соотношение sp2- и sp3-гибридизованного
углерода изменяется незначительно.

Стоит отметить, что изменение тока и энер-
гии стимуляции влияет на соотношение sp2- и
sp3-компонент различным образом: увеличение
энергии стимуляции приводит к увеличению доли
sp2-гибридизованного углерода, в то время как
увеличение тока показывает минимум доли sp2-уг-
лерода при значении тока 20 мА и ее возрастание
при увеличении энергии до 40 мА. Для интерпре-
тации полученных результатов стоит принять во
внимание, что при образовании аморфных угле-
родных структур гибридизация атомов зависит
от их координационного числа. При теоретиче-
ском рассмотрении часто полагают, что условием
формирования sp-, sp2- и sp3-гибридизациованных
состояний атомов является наличие соответственно
2, 3 и 4 атомов на расстоянии не более 1.8–1.9 Å от
частицы [52].

В свою очередь, ионная стимуляция может при-
водить как к уменьшению координационного числа
атомов путем разупорядочения, так и к его увели-
чению вследствие увеличения поверхностной диф-
фузии адатомов и отжига дефектов [19, 26, 27]. Как
показали результаты ПЭМ, для исследуемых образ-
цов возрастание тока ионного облучения привело
к большему увеличению подвижности серебряных
частиц, нежели рост энергии стимуляции. По-ви-
димому, диффузия углерода также более эффек-
тивно стимулируется увеличением тока ассистиро-
вания. Таким образом, изменение тока стимуляции
от 5 до 20 мА, по-видимому, приводит к отжигу
дефектов, а также способствует тому, что конден-
сирующиеся атомы более эффективно находят «со-
седей», вследствие чего происходит формирование
sp3-гибридизованных кластеров. Дальнейшее увели-
чение тока стимуляции до 40 мА ведет к тому, что
дефектообразование и разупорядочение, индуциро-
ванные ионным пучком, способствуют образованию
ненасыщенных связей.

В свою очередь, увеличение энергии в мень-
шей степени способствует росту поверхностной диф-
фузии, но увеличивает число формируемых де-
фектов [19]. Вследствие этого рост энергии пуч-
ка не приводит к возрастанию координационно-

го числа атомов углерода и способствует созда-
нию sp2-гибридизованной компоненты. Получен-
ные данные согласуются с результатами, свиде-
тельствующими, что стимуляция ионами аргона с
энергией 100 эВ является оптимальной для созда-
ния аморфных углеродных структур с высокой до-
лей sp3-гибридизованных атомов, в то время как
бо́льшая энергия приводит к разупорядочению ма-
териала [53].

3.5. Спектры поглощения в УФ и видимой
областях спектра

На рис. 10 представлены спектры поглощения
в УФ и видимой областях спектра для покрытий
a-CH:Ag, изготовленных при различных энергиях
и токах ионной стимуляции. Пик поверхностного
плазмонного резонанса на 380–580 нм [9, 12] наблю-
дается только для покрытий, нанесенных при энер-
гии стимуляции 400 и 600 эВ. По-видимому, его
ширина обусловлена существенным разбросом раз-
меров серебряных наночастиц, а рост интенсивно-
сти данной линии с увеличением энергии ассисти-
рования связан с формированием огранки серебря-
ных наночастиц [12]. Данное предположение под-
тверждается отсутствием такого пика для образ-
цов, полученных при различных токах стимуляции
(рис. 10б) и имеющих схожий элементный состав, но
без огранки.

Пик на 320–330 нм, характерный для всех ис-
следуемых структур, может быть отнесен к межор-
битальному π → π*-переходу, характерному для
sp2-гибридизованного углерода [54]. В то же время
пики поглощения в случае аморфного графитопо-
добного углерода существенно шире, чем наблюдае-
мая в наших спектрах линия [9]. По нашему предпо-
ложению, присутствие линии на 330–340 нм в спек-
трах связано с формированием цепочек на основе
сопряженных полимеров, для которых положение
линии варьируется от 300 до 330 нм в зависимости
от длины цепочки [55].

Появление полимерной субструктуры в углерод-
ных покрытиях нередко наблюдается эксперимен-
тально. Наиболее известным примером подобного
эффекта является формирование транс-полиацети-
лена на границе раздела зерен CVD-алмаза [56]
и в углерод-серебряных покрытиях [57]. Возможно
также образование более сложных соединений, та-
ких как поли-п-фениленвинилен [58] и гексабензо-
коронен [59]. По-видимому, в нашем случае на по-
верхности растущей пленки под действием ионного
облучения происходит разложение остаточного во-
дорода, которое в ходе взаимодействия с потоком
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ионов углерода приводит к формированию полимер-
ной субструктуры. Стоит отметить, что этот вывод
подтверждается положением плазмонного сателли-
та C1s РФЭС-линии, которое свидетельствует о гид-
рогенизации углеродной матрицы.

Можно заметить, что при токе ассистирования
40 мА интенсивность линии, отвечающей полимер-
ной фазе, снижается. Это может свидетельствовать
как об уменьшении доли полимерной фазы в струк-
туре пленки, так и о перестройке структуры поли-
мера из полиацетиленовой (=CH−)n в полиэтилено-
вую (−CH2−)n. При такой структурной перестрой-
ке уменьшится пик, отвечающий межорбитальному
π → π*-переходу.

Возможность ионно-индуцированного формиро-
вания огранки серебряных наночастиц, усиливаю-
щей их плазмонные свойства, может послужить ос-
новой для модификации углерод-серебряных струк-
тур, направленной на создание на их основе высоко-
стабильных SERS-подложек. Помимо этого, форма
и размер серебряных частиц оказывает существен-
ное влияние на антибактериальные свойства мате-
риала на их основе, вследствие чего возможность
их изменения при помощи ионного ассистирования
может найти применение при создании биосовмести-
мых углерод-серебряных покрытий с контролируе-
мой биоактивностью. В то же время для создания
эффективных функциональных материалов при по-
мощи предложенного метода необходимо, чтобы эф-
фекты распыления серебра вследствие поверхност-
ной сегрегации и образования оптически-активной
полимерной субструктуры были бы сведены к ми-
нимуму.

3.6. Выводы

В настоящей работе проанализировано влияние
стимуляции ионами аргона с энергиями 100–600 эВ
и токами 5–40 мА (плотности тока 15–31 мкА/см2)
на структуру покрытий a-CH:Ag, синтезируемых
методом импульсно-плазменного осаждения. Пока-
зано, что рост энергии ионной стимуляции приводит
к формированию огранки серебряных наночастиц.
Увеличение как энергии, так и тока ассистирующих
ионов приводит к разделению серебряных включе-
ний по размерам на частицы диаметром около 5 нм
и более 20 нм, что вызвано влиянием совокупно-
сти эффектов: селективного распыления серебра,
поверхностной диффузии и дефектообразования.
При этом увеличение энергии в большей степени
способствует дефектообразованию, приводящему к
формированию мелких частиц, в то время как уве-
личение тока способствует укрупнению серебряных
включений, вызванному усилением поверхностной
диффузии. Также выявлен эффект распыления
серебряных наночастиц ассистирующим ионным
пучком, проявляющийся вследствие поверхностной
сегрегации. Установлено, что на спектры поглоще-
ния в УФ и видимой областях спектра структур
a-CH:Ag оказывает влияние огранка серебряных на-
ночастиц, а также присутствие в структуре пленки
полимерной компоненты, вызванное разложением
остаточного водорода на поверхности растущей
пленки.
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На основе репличного алгоритма методом Монте-Карло выполнены исследования магнитных структур
основного состояния, фазовых переходов, магнитных и термодинамических свойств двумерной модели
Поттса с числом состояний спина q = 4 на гексагональной решетке с учетом взаимодействий первых и
вторых ближайших соседей во внешнем магнитном поле. Исследования проведены в интервале величины
магнитного поля 0 ≤ h ≤ 7.0 с шагом 0.5. Построены магнитные структуры основного состояния. Уста-
новлено, что в интервалах значений магнитного поля 0 < h < 1.0 и 2.0 ≤ h ≤ 3.5 наблюдается фазовый
переход первого рода, а при значении поля h = 1.5 — фазовый переход второго рода. Показано, что в
интервале 4.0 ≤ h ≤ 7.0 магнитное поле снимает вырождение основного состояния, и фазовый переход
размывается.

DOI: 10.31857/S0044451022060049
EDN: DUHOLM

1. ВВЕДЕНИЕ

В течение последних десятилетий наблюдается
повышенный интерес к изучению эффектов фруст-
рации в спиновых решеточных моделях. Конкурен-
ция обменных взаимодействий может привести к
возникновению фрустраций в магнитных спиновых
системах, которые не позволяют системе одновре-
менно минимизировать все ее локальные взаимо-
действия, что приводит к бесконечно вырожденно-
му основному состоянию [1–3]. Спиновые системы
с фрустрациями обладают богатой природой фазо-
вых переходов (ФП) и имеют особенности магнитно-
го, термодинамического и критического поведения.
Особый интерес имеет изучение влияния возмуще-
ний различной природы, таких как внешнее магнит-
ное поле, взаимодействие вторых ближайших сосе-
дей, немагнитные примеси, тепловые и квантовые
флуктуации и др., на физические свойства магнит-
ных спиновых систем с фрустрациями. Включение
этих возмущающих факторов может привести к со-
вершенно новому физическому поведению таких си-

* E-mail: sheikh77@mail.ru

стем [4–10]. Причина такого поведения заключается
в высокой чувствительности фрустрированных си-
стем к внешним возмущающим факторам. В дан-
ном исследовании нами изучается влияние внешнего
магнитного поля на характер ФП, магнитные и тер-
модинамические свойства двумерной модели Потт-
са с фрустрациями. При решении такого рода за-
дач до сих пор ограничивались моделями Изинга и
Гейзенберга. В настоящее время влияние внешних
возмущающих факторов, в том числе и магнитно-
го поля в модели Изинга и Гейзенберга, достаточ-
но хорошо изучено [11–16]. Для фрустрированной
модели Поттса существует совсем немного надеж-
но установленных фактов. Большинство имеющихся
результатов получены для двумерной модели Потт-
са с числом состояний спина q = 2 и q = 3 [17–23].
Эта модель изучена достаточно хорошо и получе-
ны интересные результаты. Модель Поттса демон-
стрирует температурный ФП первого или второго
порядка в зависимости от числа состояний спина q,
пространственной размерности и геометрии решет-
ки. Критические свойства ферромагнитной модели
Поттса известны лишь в двумерном случае [23, 24].
Двумерная модель Поттса с числом состояний спи-
на q = 4 довольно уникальна и до сих пор мало
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изучена. Данная модель интересна и тем, что значе-
ние q = 4 является граничным значением интервала
2 ≤ q ≤ 4, где наблюдается ФП второго рода, и об-
ласти значений q > 4, в которой ФП происходит как
переход первого рода [24]. Результаты исследований
двумерной ферромагнитной модели Поттса с чис-
лом состояний спина q = 4 на треугольной [25], гек-
сагональной [26, 27] решетках и на решетке Кагоме
[28], полученные методом Монте-Карло (МК), пока-
зывают, что в данной модели наблюдается ФП пер-
вого рода. Интерес к модели Поттса обусловлен еще
и тем, что эта модель служит основой теоретиче-
ского описания широкого круга физических свойств
и явлений в физике конденсированных сред. К их
числу относятся некоторые классы адсорбирован-
ных газов на графите, сложные анизотропные фер-
ромагнетики кубической структуры, спиновые стек-
ла, многокомпонентные сплавы и жидкие смеси [29].
На основе модели Поттса с различным числом со-
стояний спина могут быть описаны структурные ФП
во многих материалах [16]. Работ, посвященных изу-
чению влияния внешнего магнитного поля как воз-
мущающего фактора на ФП, магнитные и термоди-
намические свойства модели Поттса с числом состо-
яний спина q = 4, практически нет, и этот вопрос все
еще остается открытым и малоизученным. В связи
с этим, в данной работе нами предпринята попыт-
ка на основе метода МК изучить влияние внешнего
магнитного поля на ФП, магнитные и термодинами-
ческие свойства двумерной модели Поттса с числом
состояний спина q = 4 на гексагональной решетке
с учетом обменных взаимодействий первых и вто-
рых ближайших соседей. Исследования проводятся
на основе современных методов и идей, что позволит
получить ответ на ряд вопросов, связанных с харак-
тером и природой ФП фрустрированных спиновых
систем.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЙ

Гамильтониан модели Поттса с учетом взаимо-
действия первых и вторых ближайших соседей, а
также внешнего магнитного поля имеет следующий
вид:

H = −J1
∑

〈i,j〉,i	=j

SiSj − J2
∑

〈i,k〉,i	=k

SiSk − h×

×
∑
〈i,j〉

Si = −J1
∑

〈i,j〉,i	=j

cos θi,j −

− J2
∑

〈i,k〉,i	=k

cos θi,k − h
∑
〈i〉

Si, (1)

Рис. 1. Модель Поттса с числом состояний спина q = 4 на
гексагональной решетке. Кружками одного и того же цвета
обозначены спины, имеющие одинаковое направление. На
вставке для каждого из четырех возможных направлений
спина приведено соответствующее цветовое представление

где J1 и J2 — параметры обменных ферро- (J1 > 0) и
антиферромагнитного (J2 < 0) взаимодействий со-
ответственно для первых и вторых ближайших со-
седей, θi,j , θi,k — углы между взаимодействующими
спинами Si − Sj и Si–Sk, h — величина магнитного
поля (h приводится в единицах J1). В данном иссле-
довании рассматривается случай, когда |J1| = |J2| =
= 1. Величина внешнего магнитного поля менялась
в интервале 0 ≤ h ≤ 7.0 с шагом 0.5. Магнитное поле
направлено вдоль одного из направлений спина.

Схематическое и цветовое представление модели
представлено на рис. 1. Спины, обозначенные круж-
ками одного и того же цвета, имеют одинаковое на-
правление. На вставке приведены направления спи-
нов для каждого из четырех значений спина и со-
ответствующее цветовое представление. На рисунке
также представлены взаимодействия между первы-
ми и вторыми ближайшими соседями. Как видно
на рисунке, у каждого спина есть три ближайших
(сплошные жирные линии красного цвета) и шесть
следующих ближайших (пунктирные линии синего
цвета) соседей. Направления спинов заданы таким
образом, что выполняется равенство

θi,j =

{
0, если Si = Sj,
109.47◦, если Si �= Sj.

или

cos θi,j =

{
1, если Si = Sj ,

−1/3, если Si �= Sj .
(2)
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Согласно уравнению (2) для двух спинов Si и Sj

энергия парного обменного взаимодействия Ei,j =

= −J1, если Si = Sj . В случае когда Si �= Sj , энергия
Ei,j = J1/3. Таким образом, энергия парного вза-
имодействия спинов равна одной величине при их
одинаковом направлении и принимает другое зна-
чение при не совпадении направлений спинов. Для
модели Поттса с числом состояний спина q = 4

в трехмерном пространстве такое возможно только
при ориентации спинов, как показано на рис. 1.

В настоящее время спиновые системы с фруст-
рациями на основе микроскопических гамильто-
нианов успешно изучаются на основе метода МК
[9,10, 30–37]. В последнее время разработано мно-
го новых вариантов алгоритмов метода МК. Од-
ним из наиболее эффективных для исследования по-
добных систем является репличный обменный алго-
ритм [38]. Поэтому в данном исследовании мы ис-
пользовали этот алгоритм.

Репличный обменный алгоритм был использован
нами в следующем виде:

1. Одновременно моделируются N реплик
X1, X2, . . . , XN с температурами T1, T2, . . . , TN .

2. После выполнения одного МК-шага/спин для
всех реплик проводится обмен данными между па-
рой соседних реплик Xi и Xi+1 в соответствии со
схемой Метрополиса с вероятностью

w(Xi → Xi+1) =

{
1, еслиΔ ≤ 0;

exp(−Δ), еслиΔ > 0.

где
Δ = −(Ui − Ui+1)(1/Ti − 1/Ti+1),

Ui и Ui+1 — внутренние энергии реплик.
Главное преимущество этого алгоритма перед

другими репличными алгоритмами в том, что ве-
роятность обмена априори известна, тогда как для
других алгоритмов определение вероятности — про-
цедура достаточно длительная и отнимает много
времени. В репличном обменном алгоритме для
каждой реплики реализуется случайное блуждание
по «температурному интервалу», которая, в свою
очередь, стимулирует случайное блуждание в по-
ле потенциальной энергии. Это облегчает решение
проблемы «застревания» системы в многочислен-
ных состояниях с локальной минимальной энергией,
которая характерна для спиновых систем с фруст-
рациями. Для повышения эффективности этого ме-
тода необходимо увеличение числа реплик, что тре-
бует серьезного роста компьютерных мощностей.
Современные компьютеры обладают достаточной

мощностью, что позволяет моделировать необходи-
мое количество реплик и получать результаты с вы-
сокой точностью.

Для анализа природы и характера ФП исполь-
зовался гистограммный метод анализа данных. Для
вывода системы в состояние термодинамического
равновесия отсекался участок длиной τ0 = 4·105 ша-
гов МК на спин, что в несколько раз больше дли-
ны неравновесного участка. Усреднение термодина-
мических параметров проводилось вдоль марков-
ской цепи длиной до τ = 500τ0 шагов МК на спин.
Расчеты проводились для систем с периодически-
ми граничными условиями и линейными размерами
L × L = N , L = 12–60, где L — линейный размер
решетки, N — количество спинов в системе.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

На рис. 2 представлены магнитные структуры
основного состояния при разных значениях магнит-
ного поля. На этом рисунке спины, имеющие одина-
ковое направление, обозначены кружками одного и
того же цвета. Магнитное поле направлено вдоль
спина, обозначенного черным цветом. На рисунке
видно, что при отсутствии внешнего магнитного по-
ля (h = 0) в данной модели в основном состоя-
нии реализуется димерная структура, т. е. наблюда-
ется магнитное состояние, при котором спины упо-
рядочиваются попарно. Более подробно магнитные

Рис. 2. Магнитные структуры основного состояния. Круж-
ками одного и того же цвета обозначены спины, имеющие

одинаковое направление
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Рис. 3. Температурные зависимости энтропии S

структуры, полученные для данной модели без по-
ля, описаны в работах [39, 40]. Магнитные структу-
ры в слабых магнитных полях (h ≤ 3.5) представ-
лены в работе [41]. Для поля h = 2.0 наблюдается
увеличение числа кружков черного цвета. Это свя-
зано с увеличением числа спинов, ориентированных
вдоль внешнего поля. При этом на рисунке появля-
ются области с частичным упорядочением спинов.
При значении поля h = 3.0 в системе наблюдает-
ся страйповое упорядочение. Наблюдается магнит-
ное состояние, при котором спины выстраиваются
в полосовую структуру. Включение сильных полей
(h ≥ 4.0) приводит к упорядочению всех спинов в си-
стеме вдоль внешнего магнитного поля. Это свиде-
тельствует о том, что внешнее магнитное поле при-
водит к изменению структуры магнитного упорядо-
чения.

На рис. 3 приведены температурные зависимо-
сти энтропии S для различных значений магнит-
ного поля при L = 24 (здесь и далее статистиче-
ская погрешность не превышает размеров символов,
использованных для построения зависимостей). На
рисунке видно, что с увеличением температуры эн-
тропия для всех систем стремится к теоретически
предсказанному значению ln 4. При низких темпера-
турах, близких к абсолютному нулю, энтропия стре-
мится к ненулевому значению для всех значений по-
ля. Ненулевая остаточная энтропия является след-
ствием вырождения основного состояния. Такое по-
ведение энтропии свидетельствует о возникновении
в системе фрустраций.

Для наблюдения за температурным ходом по-
ведения теплоемкости C мы использовали выраже-
ние [42]

Рис. 4. Температурные зависимости теплоемкости C/kB
для систем с различными линейными размерами

C = (NK2)(〈U2〉 − 〈U〉2), (3)

где K = |J1|/kBT , U — внутренняя энергия.
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Рис. 5. Температурные зависимости теплоемкости C/kB в
интервале поля 0 ≤ h ≤ 3.5

На рис. 4 представлены характерные зависимо-
сти теплоемкости C от температуры для систем с
линейными размерами L = 12; 24 и 48 для различ-
ных значений магнитного поля. Отметим, что для
поля h = 0 на зависимости теплоемкости C от тем-
пературы для всех систем вблизи критической тем-
пературы наблюдаются хорошо выраженные макси-
мумы, которые увеличиваются с ростом числа спи-
нов в системе, причем эти максимумы с ростом L

смещаются в сторону низких температур. Для по-
ля h = 1.5 максимумы теплоемкости не меняются с
ростом L и в пределах погрешности приходятся на
одну и ту же температуру. Такая же картина наблю-
дается для поля h = 4.0. На этом рисунке видно, что
температурные зависимости теплоемкости не зави-
сят от линейных размеров системы. Такая карти-
на температурной зависимости теплоемкости обыч-
но наблюдается для фрустрированных спиновых си-
стем.

На рис. 5 и 6 представлены температурные зави-
симости теплоемкости C для различных значений
магнитного поля при L = 24. На рис. 5 видно, что в
интервале 0 ≤ h ≤ 3.5 вблизи критической области
наблюдаются хорошо выраженные максимумы теп-
лоемкости, кроме значений поля h = 1.5 и h = 2.5.
Отметим, что при значении поля h = 1.5 и h = 2.5

для теплоемкости наблюдается необычное поведе-
ние, которое характеризуется отсутствием ярко вы-
раженного пика. Максимумы теплоемкости в дан-
ном случае вместо острых пиков имеют сглаженные
пики. Для значения поля h = 2.0 максимум теплоем-
кости становится более плавными. Можно предпо-
ложить, что такое поведение теплоемкости связано

Рис. 6. Температурные зависимости теплоемкости C/kB
для поля h ≤ 4.0

с изменением структуры магнитного упорядочения.
При включении слабого магнитного поля (h = 0.5)
максимум теплоемкости смещается в сторону высо-
ких температур. Дальнейший рост поля приводит к
сдвигу максимума теплоемкости в сторону низких
температур. Такое поведение теплоемкости объяс-
няется тем, что увеличение величины магнитного
поля приводит к быстрому упорядочению системы,
уменьшению флуктуаций и соответственно умень-
шению температуры ФП. На рис. 6 видно, что при
значениях магнитного поля h ≥ 4.0 характерные
пики теплоемкости не наблюдаются. Это говорит о
том, что дальнейшее увеличение величины магнит-
ного поля приводит к подавлению ФП в системе.

Параметр порядка системы m вычислялся по
формуле

m =
1

N

4Nmax −N1 −N2 −N3 −N4

3
, (4)

где N1, N2, N3, N4 — число спинов, соответствую-
щих одному из четырех направлений спина.

На рис. 7 и 8 представлены графики зависимости
параметра порядка m от температуры для разных
значений магнитного поля. При отсутствии внешне-
го магнитного поля в системе отсутствует порядок
и значение параметра порядка близко к нулю. При
включении поля в системе наблюдается частичное
упорядочение и параметр порядка в низкотемпера-
турной области имеет отличные от нуля значения.
Это объясняется тем, что магнитное поле выстра-
ивает спины вдоль своего направления и в системе
возникает частичный порядок. С ростом величины
магнитного поля увеличивается число спинов, ко-
торые выстраиваются вдоль внешнего поля. Этим
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Рис. 7. Температурные зависимости параметра порядка в
интервале поля 0 ≤ h ≤ 3.5

Рис. 8. Температурные зависимости параметра порядка
для поля h ≥ 4.0

обусловлено то, что параметр порядка в низкотем-
пературной области растет с увеличением поля. При
значениях поля h ≥ 5.0 в низкотемпературной обла-
сти параметр порядкаm = 1.0. Это свидетельствует,
о том, что при высоких значениях поля все спины в
системе упорядочены вдоль внешнего поля.

На рис. 9 приведен график зависимости пара-
метра порядка m от величины магнитного поля h

в низкотемпературной области. На рисунке мы наб-
людаем ступенчатую зависимость параметра поряд-
ка. Наблюдаются четыре ступеньки: I, II, III и IV.
Ступенька I соответствует магнитному упорядоче-
нию, при котором только одно состояние спина (чер-
ный цвет) совпадает с направлением внешнего поля,
а остальные три состояния спина направлены так,

Рис. 9. Фазовая диаграмма зависимости параметра по-
рядка от магнитного поля. Магнитное поле h приводится

в единицах J1

как изображено на рис. 1. При увеличении внешнего
магнитного поля (h = 1.5) еще одно состояние спи-
на (второе) выстраивается вдоль внешнего поля. В
системе возникает частичный порядок. Это приво-
дит к возникновению ступеньки II на графике. При
дальнейшем увеличении поля (h = 3.0) вдоль внеш-
него поля выстраивается еще одно состояние спина
(третье). Этим обусловлено возникновение ступень-
ки III на графике. При значении поля h = 4.5 вдоль
внешнего поля выстраивается следующее состояние
спина (четвертое). С этим связано возникновение
ступеньки IV на графике. Анализируя рис. 9, мож-
но предположить, что поля h = 1.5, 2.5 и 4.0 явля-
ются для данной модели фрустрирующими полями.
Это также подтверждается поведением температур-
ной зависимости теплоемкости (рис. 5 и 6). Видно,
что теплоемкость в этих полях пологая и значитель-
но ниже, чем в остальных (нефрустрирующих) по-
лях.

Для определения критической температуры TC
мы использовали метод кумулянтов Биндера чет-
вертого порядка [43]:

VL = 1− 〈U4〉L
3〈U2〉2L

, (5)

UL = 1− 〈m4〉L
3〈m2〉2L

, (6)

где VL — энергетический кумулянт, UL — магнитный
кумулянт.

Выражения (5) и (6) позволяют определить кри-
тическую температуру TС с большой точностью для

821



М. К. Рамазанов, А. К. Муртазаев, М. А. Магомедов ЖЭТФ, том 161, вып. 6, 2022

Рис. 10. Гистограммы распределения энергии для поля
h = 0. Здесь и далее энергия E приведена в единицах J1

Рис. 11. Гистограммы распределения энергии для поля
h = 1.0

ФП соответственно первого и второго родов. Приме-
нение кумулянтов Биндера позволяет также хоро-
шо тестировать тип ФП в системе. Однако резуль-
таты, полученные в работе [44], показывают, что для
данной модели этим методом не удается однозначно
определить тип ФП. Поэтому в данном исследова-
нии для анализа рода ФП мы использовали гисто-
граммный анализ данных метода МК [45, 46]. Этот
метод позволяет надежно определить род ФП. Ме-
тодика определения рода ФП этим методом подроб-
но описана в работе [30].

Результаты, полученные на основе гистограмм-
ного анализа данных, показывают, что в данной мо-
дели для значений поля в диапазоне 0 ≤ h ≤ 3.5 кро-
ме значения поля h = 1.5 наблюдается ФП перво-

Рис. 12. Гистограммы распределения энергии для поля
h = 1.5

Рис. 13. Гистограммы распределения энергии для поля
h = 2.0

Рис. 14. Гистограммы распределения энергии для поля
h = 3.0
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го рода. Это продемонстрировано на рис. 10–14. На
этих рисунках представлены гистограммы распре-
деления энергии для системы с линейными размера-
ми L = 60 для значений поля h = 0, 1.0, 1.5, 2.0 и 3.0
. Графики построены при различных температурах
близких критической температуре. На рис. 10–14
видно, что в зависимости вероятности P от энергии
E для значений поля h = 0, 1.0, 2.0 и 3.0 наблюда-
ются два хорошо выраженных максимума, которые
свидетельствует о ФП первого рода. Наличие двой-
ного пика на гистограммах распределения энергии
является достаточным условием для ФП первого ро-
да. Двойные пики на гистограммах распределения
для исследуемой модели наблюдаются для значений
поля в интервале 0 ≤ h ≤ 3.5, кроме значения поля
h = 1.5. Это позволяет нам утверждать о том, что в
рассмотренном интервале значений поля наблюда-
ются ФП первого рода. На рис. 12 видно, что для
значения поля h = 1.5 наблюдается один максимум.
Наличие одного максимума на гистограмме распре-
деления энергии свидетельствует в пользу ФП вто-
рого рода. Можно предположить, что смена типа
ФП связана с изменением магнитной структуры ос-
новного состояния под влиянием внешнего магнит-
ного поля. Для значений поля h ≥ 4.0 магнитное по-
ле снимает вырождение основного состояния и ФП
размывается.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследование влияния магнитного поля на фазо-
вые переходы, магнитные структуры основного со-
стояния и термодинамические свойства двумерной
модели Поттса с числом состояний спина q = 4

на гексагональной решетке с взаимодействиями вто-
рых ближайших соседей выполнено с использовани-
ем репличного обменного алгоритма метода Монте-
Карло. На основе гистограммного метода прове-
ден анализ характера фазовых переходов. Получе-
ны магнитные структуры основного состояния в ши-
роком интервале значений поля. Построена фазовая
диаграмма зависимости параметра порядка от вели-
чины магнитного поля. Показано, что в интервале
значений магнитного поля 0 ≤ h ≤ 3.5, кроме значе-
ния h = 1.5, наблюдается фазовый переход первого
рода. Для поля h = 1.5 наблюдается фазовый пе-
реход второго рода. Обнаружено, что при сильных
полях h ≥ 4.0 магнитное поле снимает вырождение
основного состояния и фазовый переход в системе
размывается.
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ВЛИЯНИЕ МАЛЫХ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ
И НАЧАЛЬНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ НА СОПРОТИВЛЕНИЕ
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Проведены измерения эволюции упруго-пластических волн ударного сжатия и разгрузки в Армко-железе
в отожженном состоянии и после предварительной деформации сжатием на 0.6% и 5.5% и его откольной
прочности в диапазоне давлений 2–9 ГПа при комнатной и повышенной до 600 ◦С температуре. Показано,
что предварительная деформация 0.6% и 5.5% приводит к существенному уменьшению динамического
предела текучести и незначительному увеличению откольной прочности. Получены зависимости скоро-
сти деформирования в пластической ударной волне и откольной прочности от скорости деформирования
в волне разрежения для всех исследованных состояний Армко-железа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Высокоскоростное пластическое деформирова-
ние твердых тел при длительностях нагрузки по-
рядка микросекунды или менее осуществляется уда-
ром пластины, взрывом, или воздействием мощного
импульсного лазера [1–3]. Для анализа импульсов
одномерного сжатия, генерируемых в образце ис-
следуемого материала, проводится регистрация про-
филей массовой скорости u(t) или скорости свобод-
ной поверхности ufs(t) от времени t. Как прави-
ло, при ударном нагружении упруго-пластического
материала происходит расщепление волны сжатия
с выделением упругого предвестника. Максималь-
ное напряжение в упругой волне сжатия — упру-
гом предвестнике пропорционально величине преде-
ла текучести материала при соответствующей ско-
рости деформации. Формирование упругого пред-
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вестника наблюдается также в волне разгрузки из
ударно-сжатого состояния материала после некото-
рой предшествующей деформации в пластической
волне сжатия. В работе [4] предложен способ оценки
предела текучести ударно-сжатого материала по из-
меренному единичному профилю скорости свобод-
ной поверхности. В работах [5–7] способ оценки пре-
дела текучести ударно-сжатого материала апроби-
рован на алюминии, меди и титане при комнатной
и повышенной температурах.

В ударно-волновых экспериментах с железом,
имеющим ОЦК-структуру, с ростом начальной тем-
пературы образцов регистрируется падение динами-
ческого предела текучести [8–11] в отличие от метал-
лов со структурой ГЦК [12–15] и ГПУ [16,17], у кото-
рых обнаружено его аномальное возрастание. Ано-
мальное поведение при росте начальной температу-
ры металлов со структурой ГЦК и ГПУ также про-
является в увеличении времени возрастания скоро-
сти свободной поверхности в пластической ударной
волне, т. е. времени релаксации напряжений или ха-
рактерной вязкости материала. Кроме того, на вели-
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чину динамического предела текучести влияет уве-
личение плотности дислокаций, связанное, напри-
мер, с пластической деформацией материала. Так,
в работе [18] предварительная пластическая дефор-
мация титана ВТ1-0 0.6% радикально изменила ки-
нетику деформирования и понизила величину дина-
мического предела текучести. В работе [19] показа-
но, что предел текучести алюминия в зависимости
от увеличения плотности дислокаций увеличивает-
ся на полтора порядка. Эксперименты с медью М1
и аустенитной нержавеющей сталью [20] показали
рост динамического предела текучести и откольной
прочности с увеличением плотности дислокаций при
ударно-волновом нагружении.

Откольная прочность железа и стали при повы-
шенных начальных температурах до 1000 К изме-
рялась в работах [21, 22], где было показано, что с
ростом температуры откольная прочность убывает.

C целью изучения влияния предварительной де-
формации и связанное с ней увеличение плотности
дислокаций проведены измерения откольной проч-
ности, напряжений пластического течения в про-
цессе ударного сжатия и при разгрузке из ударно-
сжатого состояния Армко-железа при комнатной и
повышенной температурах, а также в отожженном
состоянии и в состоянии после предварительной де-
формации сжатия. Данная информация будет по-
лезной для построения детальных физических моде-
лей и определяющих соотношений о поведении ма-
териалов при сжатии и разгрузке из ударно-сжатого
состояния [23, 24].

2. МАТЕРИАЛ И ПОСТАНОВКА
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Эксперименты проведены с образцами Арм-
ко-железа толщиной 2± 0.01 мм, имеющими форму
прямоугольных плоскопараллельных пластин
размером 13 × 22 мм2. Для снятия деформаци-
онного упрочнения заготовки образцы диаметром
100 мм предварительно отжигались в вакууме
при температуре 700 ◦C в течение двух часов.
После отжига материал остывал вместе с печью.
Кроме того, отжиг проводился для того, чтобы
материал имел одну и ту же структуру в экспе-
риментах при комнатной и повышенной до 600 ◦C
температурах. После отжига из одной заготовки с
помощью электроэрозионного метода вырезались
образцы, две другие до изготовления образцов
предварительно подвергались деформационной
осадке на 0.6% и 5.5%. Образцы шлифовались и

полировались для обеспечения необходимой отра-
жательной способности в экспериментах с лазерным
интерферометром. Плотность образцов, измеренная
методом гидростатического взвешивания, составила
ρ0 = 7.880 г/см3. Измеренная продольная скорость
звука cl для образцов после отжига составила
5883 ± 10 м/с, после деформационной осадки 0.6%
и 5.5% соответственно 5772±10 м/с и 5675±10 м/с.
Эти измерения косвенно указывают на увеличение
концентрации деформационных дефектов в объеме
деформированного материала. Для обработки экс-
периментальных данных при комнатной температу-
ре использовалась ударная адиабата Армко-железа
в виде US = 4.63 + 1.33up. Эксперименты при
повышенной до 600 ◦C температуре проводились
только с недеформированными образцами. При их
обработке использовалась ударная адиабата в виде
US = 4.314 + 1.33up. Значения объемной скорости
звука cb при температуре 600 ◦C (первый член
ударной адиабаты), плотности ρ0 = 7.68 г/см3 и
продольной скорости звука cl = 5441 м/с получены
с использованием данных [25].

Эксперименты по ударно-волновому нагруже-
нию образцов проводились с использованием пнев-
матической пушки калибром 50 мм. Скорость удар-
ников измерялась электроконтактными датчиками
и составила 155± 10 м/с, 244± 10 м/с, 335± 10 м/с
и 490 ± 10 м/с. Для предотвращения прогиба в
процессе разгона ударники, изготовленные из меди
толщиной 0.47 мм и диаметром 48 мм, наклеива-
лись на диск из полиметилметакрилата толщиной
5 мм, располагаемый на торце метаемого алюмини-
евого цилиндрического снаряда. Предварительный
нагрев образцов примерно до 600 ◦C осуществлял-
ся с помощью резистивных нагревателей, размещен-
ных у тыльной стороны образца. Контроль темпе-
ратуры осуществлялся с помощью двух хромель-
алюмелевых термопар, установленных на торцевых
поверхностях образца. Скорость нагрева составляла
около 1 ◦C/с, разница показаний термопар не превы-
шала 2–3 ◦C. Максимальное давление ударного сжа-
тия в железе при комнатной температуре и скоро-
сти ударника 490 ± 10 м/с не превышало 9.2 ГПа,
что ниже α–ε-фазового превращения, наблюдающе-
гося примерно при 13 ГПа [10, 26, 27]. При началь-
ной температуре образца 600 ◦C и скорости ударни-
ка 335 ± 10 м/с максимальное давление сжатия со-
ставило 5.9 ГПа, что ниже α–ε-фазового превраще-
ния, проходящего при температуре 630 ◦C при дав-
лении 8 ГПа [9].

Информацию о сопротивлении образцов Арм-
ко-железа высокоскоростному деформированию и
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Рис. 1. Профили скорости свободной поверхности образ-
цов Армко-железа толщиной 2 мм после отжига при на-
гружении медным ударником толщиной 0.47 мм со скоро-
стями (снизу вверх) 155±10 м/с, 244±10 м/с, 335±10 м/с

и 490 ± 10 м/с
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Рис. 2. Профили скорости свободной поверхности образ-
цов Армко-железа толщиной 2 мм после деформационной
осадки 0.6% при нагружении медным ударником толщи-
ной 0.47 мм со скоростями (снизу вверх) 155 ± 10 м/с,

244 ± 10 м/с, 335 ± 10 м/с и 490± 10 м/с

разрушению получали из регистрации и анализа
эволюции (формоизменения) волны сжатия при ее
распространении по образцу. Во всех эксперимен-
тах регистрировалась скорость свободной поверх-
ности образца как функция времени ufs(t) в про-
цессе выхода на поверхность волн сжатия. Измере-
ния проводились с использованием лазерного допле-
ровского интерферометрического измерителя ско-
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Рис. 3. Профили скорости свободной поверхности образ-
цов Армко-железа толщиной 2 мм после деформационной
осадки 5.5% при нагружении медным ударником толщи-
ной 0.47 мм со скоростями (снизу вверх) 155 ± 10 м/с,

244 ± 10 м/с, 335 ± 10 м/с и 490± 10 м/с
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Рис. 4. Профили скорости свободной поверхности образ-
цов Армко-железа толщиной 2 мм при температуре 600 ◦C
при нагружении медным ударником толщиной 0.47 мм со
скоростями (снизу вверх) 155 ± 10 м/с, 244 ± 10 м/с и

335± 10 м/с

рости VISAR [28] с временным разрешением при-
мерно 1–1.5 нс.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

На рис. 1–4 представлены профили скорости сво-
бодной поверхности образцов Армко-железа после
отжига, предварительной деформационной осадки
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0.6% и 5.5% и при температуре 600 ◦C. На всех про-
филях фиксируется выход на поверхность упруго-
го предвестника с амплитудой uHEL и затем пла-
стической волны сжатия. После достижения макси-
мальных значений скорости свободной поверхности
регистрируется выход на поверхность волны разре-
жения и процессы, связанные с откольным разру-
шением образца. Поскольку соотношение толщины
ударника и образца в этих экспериментах составля-
ло около 1/4, затухание ударной волны на этих тол-
щинах образцов не происходит, волна имеет трапе-
циевидную форму с плато при максимальной ско-
рости, а регистрируемое время между выходом на
поверхность пластической волны и выходом волны
разгрузки от тыльной стороны ударника составля-
ет примерно 100 нс. На рис. 1 видно, что в пласти-
ческой волне сжатия фиксируется небольшой ска-
чок скорости в виде ступеньки RR, которая явля-
ется следствием отражения упругого предвестника
от свободной поверхности и взаимодействия обра-
зовавшейся отраженной упругой волны разгрузки с
пластической ударной волной. Такое формирование
переотраженной упругой волны наблюдается не у
всех материалов и связано с релаксационными свой-
ствами материала в состоянии перед пластической
ударной волной, более детальный анализ этого яв-
ления можно найти в работе [29]. В экспериментах
с деформированными образцами и при начальной
температуре образцов 600 ◦C выход на свободную
поверхность переотраженной упругой волны не ре-
гистрируется.

Сравнение волновых профилей показывает, что
с увеличением предварительной деформационной
осадки и повышением начальной температуры
форма и амплитуда упругого предвестника (см.
рис. 1–4) значительно изменяются. В эксперимен-
тах при комнатной температуре с образцами после
отжига регистрируется отчетливо выраженная
упругая волна сжатия с волновым фронтом 8–10 нс.
Амплитуда упругого предвестника составляет
uHEL = 67 м/с за исключением экспериментов
со скоростью удара 155 ± 10 м/с, когда ее вели-
чина была несколько ниже — uHEL = 49 м/с. В
экспериментах с другими исходными состояниями
Армко-железа зависимости амплитуды упругого
предвестника от давления ударного сжатия не выяв-
лено. В опытах с образцами после деформационной
осадки на 0.6% наблюдается уменьшение ампли-
туды упругого предвестника до uHEL = 29 м/с и
значительное увеличение времени нарастания па-
раметров в упругой волне. Деформационная осадка
5.5% приводит к росту амплитуды упругого пред-

Таблица. Динамический предел упругости и дина-
мический предел текучести Армко-железа в различ-

ных состояниях

Состояние материала σHEL, ГПа σT , ГПа

Отжиг 1.54 0.88

Отжиг, 600 ◦C 0.99 0.55

Осадка 0.6% 0.65 0.35

Осадка 5.5% 1.17 0.59

вестника в сравнении с образцами, подвергнутыми
деформационной осадке 0.6%, до uHEL = 52 м/с.
Нагрев образцов до 600 ◦C уменьшает амплитуду
упругого предвестника до 48 м/с.

По измеренной амплитуде упругого предвестни-
ка определяется динамический предел упругости
материала HEL (Hugoniot elastic limit): σHEL =

= 0.5uHELρ0cl, который связан при этих условиях
нагружения с динамическим пределом текучести со-
отношением

σT =
3

2
σHEL

(
1− c2b

c2l

)
. (1)

Рассчитанные таким образом параметры упруго-
пластического перехода в Армко-железе представ-
лены в таблице. В таблице представлены сред-
ние значения по трем или четырем экспериментам,
проведенным при различных давлениях. Наиболь-
шие значения динамического предела текучести у
отожженного Армко-железа можно объяснить наи-
меньшим значением плотности дислокаций. Предва-
рительная деформация до 0.6% увеличивает плот-
ность подвижных дислокаций и приводит к значи-
тельному уменьшению регистрируемого динамиче-
ского предела текучести. Увеличение предваритель-
ной деформации образцов до 5.5% приводит к еще
большей плотности дислокаций, когда подвижные
дислокации начинают блокировать друг друга, что
проявляется в увеличении регистрируемого предела
текучести по сравнению с образцами после предва-
рительной деформации 0.6%.

На профилях скорости свободной поверхности,
представленных на рис. 1–4, не наблюдается четкого
выделения упругого предвестника конечной ампли-
туды при разгрузке. Вместо этого регистрируется
квазиупругая волна разгрузки, в которой скорость
распространения возмущения плавно уменьшается
от продольной скорости звука cl до скорости зву-
ка cb, соответствующей объемной сжимаемости ма-
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Рис. 5. Результаты расчета предела текучести Армко-же-
леза в упругом предвестнике и в ударно-сжатом состоянии
в волне разгрузки после отжига после предварительной
деформации 0.6% и 5.5% и при повышенной температуре

териала. В работах [4, 5] предложен и реализован
упрощенный способ оценки напряжения пластиче-
ского течения при разгрузке. Данный способ оценки
основан на приближении простой волны и включает
аппроксимацию квазиупругой части волны прямой
линией 1–2, как показано на рис. 1, предположение о
постоянстве коэффициента Пуассона и линейное со-
отношение между скоростью звука в лагранжевых
координатах и массовой скоростью. Разность в ве-
личинах сдвиговых напряжений, соответствующих
значениям массовой скорости на фронте квазиупру-
гой волны разгрузки up1 (точка 1 на рис. 1) и в ее
конце up2 (точка 2) в приближении простой волны
описывается соотношением [30]

τ(up1)− τ(up2) =

=
3

4
ρ0

up1∫
up2

[
a2(up)− a2b(up)

] dup
a(up)

, (2)

где a — скорость распространения возмущений в
квазиупругой волне в координатах Лагранжа (т. е.
отнесена к начальной плотности материала ρ0), ab —
объемная скорость звука.

Соотношение (2) фактически определяет предел
текучести ударно-сжатого материала, так как при
разгрузке из ударно-сжатого состояния сдвиговое
напряжение переходит через нуль и выходит на на-
пряжение пластического течения с обратным зна-
ком. На рис. 5 значение пределов текучести в упру-
гом предвестнике, рассчитанные с помощью соотно-

шения (1), сопоставлены со значениями напряжения
пластического течения в волне разгрузки, получен-
ными из анализа ее квазиупругой части. На рисун-
ке видно, что наблюдается резкое уменьшение пре-
дела текучести непосредственно за ударной волной
для всех исследованных состояний, включая экспе-
рименты при температуре 600 ◦C. Причиной такого
падения предела текучести Армко-железа за удар-
ной волной является пластическая деформация при
сжатии в ударной волне. Полученные значения на-
пряжения пластического течения за ударной волной
практически не зависят от исходного состояния ма-
териала и находятся в диапазоне 50–80 МПа при
2.5 ГПа. Подобное падение предела текучести бы-
ло зарегистрировано для титанового сплава ВТ1-0
в работе [7]. В данной работе получено десятикрат-
ное уменьшение предела текучести ударно-сжатого
отожженного и предварительно деформированного
до 5.5% Армко-железа. В экспериментах с предва-
рительной деформацией 0.6% и начальной темпера-
турой 600 ◦C наблюдалось уменьшение предела те-
кучести в ударно-сжатом состоянии соответственно
в 4 и 8 раза. С ростом давления имеет место воз-
растание предела текучести ударно-сжатого Арм-
ко-железа во всех исследованных состояниях. Воз-
растание предела текучести как отожженных, так
и предварительно деформированных образцов и об-
разцов Армко-железа при температуре 600 ◦C при-
близительно одинаково и объясняется как непосред-
ственно действием давления, так и деформацион-
ным упрочнением.

По измеренным профилям скорости свободной
поверхности, представленных на рис. 1–4, опреде-
лялись максимальные скорости сжатия в пласти-
ческих ударных волнах. На рис. 6 показаны ре-
зультаты оценки скорости сжатия в зависимости от
максимального напряжения сжатия σx на «плато»
за пластической ударной волной для Армко-желе-
за в отожженном и предварительно деформируе-
мом до 0.6% и 5.5% состояниях и при повышен-
ной до 600 ◦C температуре. Скорость сжатия опре-
делялась как ε̇x = u̇fs/2US, где u̇fs — максималь-
ное ускорение поверхности в пластической ударной
волне, US — скорость распространения пластичес-
кой ударной волны. Предполагалось, что пластичес-
кая ударная волна стационарна или близка к ста-
ционарности. Как видно на рисунке, с ростом дав-
ления ударного сжатия в пластической волне для
всех исследованных состояний Армко-железа ско-
рость сжатия изменяется подобным образом и мо-
жет быть описана степенной зависимостью от давле-
ния ε̇x = A(σpeak/σ0)

β (σ0 = 1 ГПа). Для Армко-же-
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Рис. 6. Зависимость скорости сжатия Армко-железа в пла-
стической ударной волне от конечного напряжения сжатия
за волной. Представлены данные для отожженного, пред-
варительно деформированного до 0.6% и 5.5% и при на-
чальной температуре 600 ◦C. Аппроксимационная прямая

построена для Армко-железа после отжига

леза после отжига в диапазоне давлений 2–9 ГПа
коэффициент β = 2.05, а A = 19500. Для предва-
рительно деформированных состояний и при повы-
шенных температурах коэффициенты β и A изме-
няются незначительно.

После отражения импульса сжатия от свобод-
ной поверхности внутри образца генерируются рас-
тягивающие напряжения, в результате чего иници-
ируется его разрушение — откол. Декремент скоро-
сти поверхности Δufs (рис. 1) при ее убывании от
максимума до значения перед фронтом откольного
импульса пропорционален величине разрушающего
напряжения — откольной прочности материала. В
линейном (акустическом) приближении откольная
прочность материала рассчитывается как

σsp =
1

2
ρ0cb(Δufs + δ), (3)

где δ — поправка на искажение профиля скорости
вследствие различия скоростей упругого фронта от-
кольного импульса и скорости пластической части
падающей волны разгрузки перед ним [31].

На рис. 7 представлены зависимости откольной
прочности Армко-железа от скорости деформиро-
вания в различных начальных состояниях. Расчет
откольной прочности осуществлялся с помощью со-
отношения (3). Скорость деформирования в волне
разрежения рассчитывалась как V̇ /V0 = u̇fsr/2cb
[3], где u̇fsr — измеренная скорость уменьшения ско-
рости свободной поверхности испытуемого образца
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Рис. 7. Зависимость откольной прочности Армко-железа
после отжига, после деформационной осадки 0.6% и 5.5%
и при начальной температуре 600 ◦C от скорости деформи-
рования в волне разрежения падающего импульса сжатия.
На рисунке представлены данные [32] для монокристалли-
ческого железа (треугольники) и Армко-железа в состоя-

нии поставки (квадраты)

в разгрузочной части импульса ударного сжатия.
На рис. 7 видно, что полученные данные согласу-
ются с ранними измерениями откольной прочности
монокристаллов железа и Армко-железа в состоя-
нии поставки при давлениях не превышающих дав-
ление фазового превращения α–ε [32]. Представлен-
ные значения откольной прочности монокристаллов
железа лежат выше, чем измеренные для поликри-
сталлов в данной работе, что объясняется практи-
чески бездефектной структурой монокристалла. В
работе [32] варьирование скорости деформирования
проводилось изменением толщины образца и удар-
ника, но при одном давлении. В данной работе тол-
щина образцов и ударников не менялась, изменя-
лось только максимальное давление. С ростом мак-
симального давления увеличивалась скорость де-
формирования в волне разгрузки. Судя по накло-
нам зависимостей откольной прочности от скорости
деформирования отожженного и деформированного
Армко-железа в сравнении с Армко-железом в со-
стоянии поставки [32] и монокристаллическим же-
лезом [32], в скорость роста откольной прочности
от скорости деформирования вносит существенный
вклад увеличение давления. Подобные измерения
откольной прочности от давления проводились для
титанового сплава [33] и стали [34], где были вы-
явлены более крутые зависимости откольной проч-
ности от скорости деформирования от давления в
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сравнении с зависимостью откольной прочности от
скорости деформирования при одном давлении.

На вставке рис. 7 видно, что наименьшие значе-
ния откольной прочности реализуются у образцов
Армко-железа после отжига. Максимальные значе-
ния откольной прочности среди исследованных со-
стояний регистрируются у образцов после предва-
рительной деформации 0.6%. Рост значений отколь-
ной прочности в сравнении с отожженным матери-
алом при тех же скоростях деформирования соста-
вил примерно 10%. Значения откольной прочности
после предварительного деформирования 5.5% рас-
положены между отожженным материалом и по-
сле предварительной деформации 0.6%. Поскольку
механизмом откольного разрушения пластического
материала является зарождение и рост микротре-
щин или пор [35], то возможно, что при повышен-
ной плотности дислокаций, наведенных в результа-
те предварительной деформации, они начинают бло-
кировать друг друга, тем самым образование пор в
плоскости откола инициируется при более высоких
растягивающих напряжениях.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведены измерения эволюции упруго-плас-
тических волн ударного сжатия и разгрузки
Армко-железа в отожженном и предварительно
деформированном до 0.6% и 5.5% состояниях
в диапазоне давлений 2–9 ГПа. Показано, что
предварительная пластическая деформация 0.6%
значительно понижает величину динамического
предела текучести и в то же время незначительно
увеличивает откольную прочность Армко-железа.
При росте предварительной деформации до 5.5%
образцы демонстрируют промежуточные значения
динамического предела текучести и откольной
прочности между отожженным состоянием и после
предварительной деформации 0.6%. Изменение
начальной плотности дислокаций практически не
повлияло на скорость сжатия в пластической удар-
ной волне и на предел текучести ударно-сжатого
материала. При разгрузке от 2.5 ГПа как в ото-
жженном состоянии, так и после предварительной
пластической деформации 0.6% и 5.5% наблю-
далось резкое падение динамического предела
текучести до значений примерно 70 МПа. При
дальнейшем росте давления до 9 ГПа регистриро-
валось незначительное увеличение динамического
предела текучести ударно-сжатого Армко-железа,
которое можно связать с деформационным упрочне-

нием и действием давления. Увеличение начальной
температуры образцов Армко-железа до темпе-
ратуры 600 ◦C ожидаемо привело к уменьшению
его динамического предела текучести и откольной
прочности. Динамический предел текучести ударно-
сжатого Армко-железа при температуре 600 ◦C с
ростом давления меняется так же, как и в ото-
жженном материале при комнатной температуре.
Не выявлено влияние амплитуды ударного сжатия
на динамический предел упругости и текучести
во всех исследованных состояниях Армко-железа,
за исключением экспериментов с отожженным
материалом при наименьшем давлении. Регистри-
руется незначительный рост откольной прочности
с увеличением давления во всех исследованных
начальных состояниях Армко-железа. Наиболь-
шие значения откольной прочности получены у
образцов после предварительной деформации 0.6%.
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Проведено исследование структурных и магнитных свойств пленки нитрида ниобия (NbN), изготовленной
методом реактивного распыления на кварцевую подложку. Методом сканирующей электронной микро-
скопии показано, что пленка имеет столбчатую структуру с диаметром кристаллитных столбцов около
50 нм. Измерены петли намагниченности пленки для ориентации поля параллельно и перпендикулярно
ее поверхности. На основе полученных данных сделана оценка величин плотности критического тока
пленки для обоих случаев. Для случая поля, параллельного поверхности пленки, оценка дает величину
6.5 · 104 A/cм2 при температуре жидкого гелия. Для случая поля, перпендикулярного поверхности плен-
ки, плотность критического тока близка к величине плотности тока распаривания 107 A/cм2. Анализ
полученных результатов с применением различных моделей пиннинга магнитных вихрей в сверхпровод-
никах показывает, что в первом случае пиннинг происходит на границах столбцов в объеме образца, а
во втором случае он обусловлен влиянием поверхностного барьера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Благодаря своим физическим свойствам, таким
как относительно высокая критическая температу-
ра и значительная величина верхнего критическо-
го поля, а также высокая устойчивость к химичес-
ким и радиационным воздействиям, нитрид ниобия
(NbN) является важным представителем технологи-
ческих сверхпроводников, применяемых в устрой-
ствах микроэлектроники и измерительных датчи-

* E-mail: gokhfeld@iph.krasn.ru

ках. В настоящее время наиболее развиты техноло-
гии создания пленок NbN. Магнитные и транспорт-
ные свойства получаемых пленок определяются их
морфологией [1]. В частности, неоднократно показа-
но, что именно специфика строения пленок отвечает
за анизотропию величин критического тока и верх-
него критического поля, причем величина анизотро-
пии различается для пленок, полученных различ-
ными методами [2–4]. Благодаря этой практически
важной особенности, свойства пленок NbN можно
менять в широких пределах, управляя структурой
пленок при синтезе, например, при помощи выбора
материала или регулировки температуры подлож-
ки [5–7].
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Несмотря на то, что пленки NbN используются
давно и их свойства подробно исследованы, до сих
пор нет однозначного ответа на вопрос, как именно
структура пленки влияет на механизмы пиннинга
магнитного потока, которые отвечают за возникно-
вение анизотропии критических величин в ней. Для
изучения данного вопроса в настоящей работе бы-
ли проведены измерения петель гистерезиса намаг-
ниченности пленок NbN для случаев, когда внеш-
нее магнитное поле H приложено перпендикулярно
(H ‖ ez) и параллельно (H ‖ ex) плоскости пленки
(ex и ez — орты осей x и z). Проведенный анализ
позволил получить оценки значений критического
тока для указанных случаев и установить физиче-
ские причины наблюдаемой анизотропии критиче-
ского тока.

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Пленка NbN получена методом реактивного ка-
тодного распыления на кварцевую подложку [8, 9].
Толщина подложки 1.58 мм, толщина напыленной
пленки около 687 нм (по данным сканирующей
электронной микроскопии).

Изображения сканирующей электронной микро-
скопии получены на микроскопе Hitachi TM 3000.
Магнитные измерения проводились на вибрацион-
ном магнетометре Quantum Design PPMS-9T для
двух ориентаций пленки относительно внешнего
магнитного поля (см. вставку на рис. 1): 1) H ‖ ez,
поле H направлено перпендикулярно плоскости
пленки; 2) H ‖ ex, поле H направлено параллель-

Lx 0.32 см=

L y

0.37
см

=

w
68

7
нм

= H e|| xH e

H e|| zH e

1 мкм

Рис. 1. Типичная микрофотография пленки NbN, полу-
ченная методом сканирующей электронной микроскопии.
На вставке показана схема измерений намагниченности

но плоскости пленки. Совпадение результатов раз-
ных измерений служило критерием точности ори-
ентации осей образца относительно внешнего поля.
Петли гистерезиса намагниченности образцов с раз-
ной площадью совпадают для одинаковых ориента-
ций. В работе приведены результаты, полученные
на образце площадью 0.32× 0.37 cм2.

Для того чтобы убрать магнитный вклад от
подложки, из петель гистерезиса намагниченности
пленки, измеренных при T = 4.2 K и T = 10 K,
вычиталась зависимость намагниченности этой же
пленки, измеренная для соответствующей ориента-
ции H ‖ ex или H ‖ ez при T = 20 K, т. е. заведомо
выше критической температуры Tc.

Температурные зависимости магнитного момен-
та измерялись в режиме ZFC (образец охлаждался
без поля, затем включалось внешнее поле 0.01 Tл и
проводились измерения намагниченности) и FC (об-
разец охлаждался в поле 0.01 Tл, затем проводились
измерения намагниченности).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

На рис. 1 показана микрофотография пленки
NbN. Определенная из микрофотографий толщи-
на пленки равна 687±22 нм. Микрофотографии по-
казывают столбчатую структуру пленки. Столбча-
тые кристаллиты ориентированы перпендикулярно
плоскости пленки, их диаметр около 50 нм.

На рис. 2 показаны температурные зависимос-
ти магнитного момента пленки, измеренные в по-
ле 0.01 Tл. В режиме ZFC магнитный момент
m увеличивается от −4.2 · 10−7 A ·м2 при 4.2 K
до −0.06 · 10−7 A ·м2 при 15.2 K для H ‖ ex

H e|| xH e
H e|| zH e

FC

ZFC

0

–0.5–

–1.0–

m
, 
10

A
.

–6
м

2

5 10 15
T, K

Рис. 2. Температурные зависимости магнитного момента
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Магнитные петли гистерезиса для H ‖ ez (а) и H ‖ ex (б)

и от −9.5 · 10−7 A ·м2 до −0.03 · 10−7 A ·м2 для
H ‖ ez. Температура 15.2 K, при которой намаг-
ниченность перестает увеличиваться, соответству-
ет температуре сверхпроводящего перехода Tc для
NbN. В режиме FC намагниченность отрицательная
(m = −0.1 ·10−7 A ·м2) для H ‖ ex и положительная
(до 3 · 10−7 A ·м2) для H ‖ ez.

Магнитные петли гистерезиса при 4.2 и 10 K при-
ведены на рис. 3. Для H ‖ ez петли симметричны
относительно оси M = 0. Для H ‖ ex наблюдает-
ся отчетливая асимметрия петель относительно оси
M = 0.

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Зависимости магнитного момента от температу-
ры в ZFC-режиме свидетельствуют о проникнове-
нии магнитного потока в пленку при увеличении
температуры (см. рис. 2). Различия в значениях маг-
нитного момента связаны с тем, что размагничива-
ющий фактор пленки для H ‖ ez больше, чем для
H ‖ ex. Значение магнитного поля у краев плен-
ки из-за размагничивающего фактора значительно
превышает величину приложенного поля 0.01 Тл.
Положительная намагниченность в режиме FC для
H ‖ ez наблюдалась ранее для такой же геометрии
измерений на пленках из Nb, NbN и высокотемпера-
турных сверхпроводников [10]. Такой парамагнит-
ный эффект Мейснера может быть вызван сжатием
магнитного потока на неоднородностях [10–12].

Мы ожидали, что гранулярная структура пленки
приведет к заметному равновесному вкладу в поле-

вую зависимость намагниченности, как это происхо-
дит для гранулярных высокотемпературных сверх-
проводников [13, 14]. Это привело бы, во-первых, к
заметной асимметрии петли относительно оси M =

= 0 [15], а также к смещению максимума петли гис-
терезиса из H = 0 в область H > 0 для H ‖ ez
[16]. Однако экспериментальные петли гистерезиса
намагниченности для H ‖ ez (рис. 3a) имеют мак-
симум при H = 0 и незначительную асимметрию
относительно оси M = 0. Это говорит о том, что
токи, определяющие намагниченность, циркулиру-
ют в пленке между столбчатыми кристаллитами, а
не внутри этих кристаллитов. Масштаб циркуляции
токов совпадает с размером пленки в плоскости xy
[15]. Используем формулу Бина из модели критиче-
ского состояния [17] для оценки критической плот-
ности тока пластины,

jc =
2ΔM

Lx(1− Lx/3Ly)
,

где Lx и Ly — размеры пленки по осям x и y (см.
вставку на рис. 1). Из петли гистерезиса для H ‖ ez
при T = 4.2 K получаем значения jc = 6.5·104 A/см2

в нулевом поле и jc = 4.4 · 104 A/cм2 в поле 5 Tл, а
при T = 10 K — значения jc = 3.4 ·104 A/cм2 в нуле-
вом поле и jc = 1.6 · 104 A/cм2 в поле 5 Tл. Транс-
портные измерения, проведенные на аналогичной
пленке NbN при T = 13.6 K [18], дают достаточ-
но близкую к полученным нами оценкам величину
jc ≈ 1.7 · 104 A/cм2 в поле 5 Tл.

Значение критического тока образца определяет-
ся его способностью удерживать магнитный поток.
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Рис. 4. Полевые зависимости силы пиннинга для H ‖ ez

Таким образом, из полученных петель намагничен-
ности мы можем также получить полевую зависи-
мость силы пиннинга для нашей пленки. Плотность
силы пиннинга Fp определяется, как Fp = μ0jcH .
Полученные значения Fp при температурах 4.2 и
10 K для H ‖ ez приведены на рис. 4.

Для того чтобы определить, какие именно ме-
ханизмы отвечают за пиннинг магнитных вихрей в
рассмотренном случае, мы используем скейлинговое
соотношение Дью-Хьюджа [19]:

fp(h) =
hp(1 − h)q

hp0(1− h0)q
,

где

fp =
Fp(H,T )

Fmax(T )
, h =

H

Hc2(T )
, h0 =

p

p+ q
,

Fmax — максимум зависимости Fp(H,T ), Hc2 —
второе критическое поле. На рис. 4 показано, что
полученные из петель гистерезиса намагниченно-
сти зависимости Fp(H) успешно описываются скей-
линговой формулой (сплошные линии) при Hc2 =

= 1.2 · 107 A/м для T = 4.2 K, Hc2 = 8.1 · 106 A/м
для T = 10 K и с коэффициентами p = 1, q = 1. Ис-
пользованные значения скейлинговых коэффициен-
тов характерны для пиннинга на объемных дефек-
тах с пространственным изменением длины свобод-
ного пробега нормальных электронов [19,20]. Такой
тип пиннинга называется δl-пиннингом [21]; также
используется обозначение ΔK-пиннинг [20]. Мы по-
лагаем, что в качестве δl-центров пиннинга выступа-
ют границы между столбцами-кристаллитами NbN
в пленке.

Далее рассмотрим магнитный гистерезис пленки
для H ‖ ex (см. рис. 3б). Ширина намагниченности
ΔM петли гистерезиса для H ‖ ex уменьшается с
ростом внешнего поля быстрее, чем для H ‖ ez. Для
данной ориентации достигнуто поле необратимости
Hirr, т. е. значение внешнего поля, при котором ши-
рина намагниченности ΔM становится равной 0 или
сравнимой с уровнем шума, μ0Hirr = 0.9±0.1Tл при
4.2 K и μ0Hirr = 0.51±0.04 Tл при 10 K. Отсутствие
заметного вклада от перпендикулярной компоненты
намагниченности при H > Hirr является подтвер-
ждением достаточно точной ориентации пленки от-
носительно внешнего поля.

Асимметрия петель гистерезиса для H ‖ ex и ма-
лая величина поля необратимости Hirr � Hc2 сви-
детельствует о заметном равновесном вкладе в на-
магниченность [13]. Такой равновесный вклад свя-
зан с приповерхностными областями пленки, в ко-
торых циркулирует мейснеровский ток. Из-за ма-
лой толщины пленки их влияние оказывается зна-
чительным.

Используя для оценки плотности критического
тока при H ‖ ex формулу Бина из модели крити-
ческого состояния для соответствующей геометрии,
при T = 4.2 K получим

jc =
2ΔM

w(1 − w/3Ly)
= 4.0 · 107 A

cм2
,

где w — толщина пленки (см. вставку на рис. 1).
Это значение критического тока в 513 раз больше,
чем значение jc для H ‖ ez. Сравним полученное
значение jc с плотностью тока распаривания jd для
исследуемого материала. Плотность тока распари-
вания определяется выражением [22,23]

jd =
Φ0

3
√
3πμ0λ2ξ

,

где Φ0 — квант магнитного потока. Для пленок NbN,
полученных реактивным распылением, глубина про-
никновения λ ∼ 300–600 нм [24], длина когерентнос-
ти ξ ≈ 5 нм [25,26], что дает

jd = 5.6 · 106–2.2 · 107 A/cм2.

Ток распаривания является верхним пределом для
тока сверхпроводников, выше значения которого
происходит разрушение куперовских пар. Таким об-
разом, оцененное значение jc для H ‖ ex превыша-
ет плотность тока распаривания NbN. Этот пара-
доксальный результат говорит о том, что в данном
случае некорректно использование формулы Бина и
необходим иной подход.
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Особенности критического состояния в сверхпро-
водящих пленках, толщина которых сравнима с лон-
доновской глубиной проникновения, в случае, когда
внешнее поле направлено вдоль поверхности плен-
ки, были рассмотрены в работе [27] Предположе-
ние, положенное в основу расчетов [27], состоит в
том, что в рассматриваемом случае основную роль
в пиннинге вихрей играет поверхностный барьер. В
такой ситуации распределение вихрей внутри плен-
ки определяется из условия равновесия действую-
щих на них сил: силы притяжения «образа» вихря
к границе образца и действия мейснеровских токов,
способствующих проталкиванию вихря в объем об-
разца. В результате энергетически выгодным стано-
вится выстраивание вихрей в цепочки, параллель-
ные поверхности образца. Количество вихревых це-
почек, находящихся в равновесии в образце, опре-
деляется величинами внешнего магнитного поля и
транспортного тока, а также физическими свойства-
ми образца, такими как лондоновская глубина про-
никновения λ и длина когерентности ξ, и его гео-
метрическими характеристиками Lx, Ly, w. Исходя
из этих предположений, в работе [27] показано, что
критическая плотность тока в малых магнитных по-
лях близка к величине тока распаривания, что соот-
ветствует экспериментальным наблюдениям [28,29].

Проведем оценку плотности критического тока
нашей пленки для H ‖ ex, основываясь на подходе
работы [27]. Значение остаточной намагниченности
Mrem, определенное из петли гистерезиса при 4.2 K,
равно 5.6 · 104 A/м. Это значение соответствует за-
хваченному полю B = 0.07 Tл и захваченному пото-
ку Φ = 1.5·10−10 Вб. Отсюда оцениваем число захва-
ченных в образце вихрей N = Φ/Φ0 ≈ 7.5 · 104 кван-
тов. Допустим, что вихри выстраиваются в цепочку
вдоль образца. Тогда расстояние между соседними
вихрями можно оценить как Δly = Ly/N ≈ 49 нм.
Заметим, что это расстояние соответствует диа-
метру столбцов, т. е. мы получаем картину, когда
несверхпроводящие сердцевины вихрей располага-
ются на границах между столбцами.

Величину максимального протекающего тока
можно найти из условия потери равновесия обра-
зовавшейся цепочки вихрей (формула (19) рабо-
ты [27]):

jt =
w

2μ0λ2

(
μ0H − Φ0

Δlyw

)(
2Δlz
w

− 1

)
,

где jt — плотность протекающего тока, Δlz — рас-
стояние цепочки вихрей от границы пленки в на-
правлении оси z. Приняв, что внешнее магнитное
поле уменьшено до нуля, а выведенная из равнове-

сия цепочка вихрей сдвигается к границе образца,
получаем соответствующую плотность критическо-
го тока

jc ≈ Φ0

2μ0λ2Δly
=

1.5
√
3πξ

Δly
jd.

Для рассматриваемой пленки NbN оцениваем jc ≈
≈ 0.83jd ≈ 4.7 · 106–1.9 · 107 A/cм2. Эта оценка явля-
ется верхней границей плотности критического тока
для H ‖ ex.

Однако для пленки с w � Δly одна цепочка
вихрей неустойчива [30, 31]. Рассмотрим ситуацию,
когда в рассматриваемой пленке при уменьшении
внешнего поля до нуля вихри выстраиваются в две
цепочки. Расстояние между вихрями в цепочке в
этом случае

Δly2 =
Ly

N/2
≈ 98 нм.

Критический ток для такой конфигурации можно
записать в виде

jc =
Bw

2μ0λ2

(
1− 2Δlz

w

)2

(формулы (37) и (41) в [27]), где Δlz — расстояние
между цепочками вихрей в направлении оси z. При-
равняем поле B к захваченному полю,

B =
2Ly

Δly2

Φ0

wLy
=

2Φ0

wΔly2
,

и получим

jc =
Φ0

μ0λ2Δly2

(
1− 2Δlz

w

)2

=

=
3
√
3πξ

Δly2

(
1− 2Δlz

w

)2

jd.

Для равновесия двух цепочек вихрей требуется
Δlz ≈ 0.33w (формула (44) в [27]), следовательно
для пленки с двумя цепочками имеем

jc ≈ 3πξ

Δly2
jd.

Для рассматриваемого образца оцениваем

jc ≈ 0.48jd ≈ 2.7 · 106–1.1 · 107 A/cм2.

Существование трех цепочек вихрей в исследуемой
пленке при уменьшении внешнего поля до нуля ма-
ловероятно, так как в этом случае Δly3 ≈ Δlz.

Таким образом, значительное различие критиче-
ских значений плотности тока для случаев H ‖ ez
и H ‖ ex объясняется, в первую очередь, различны-
ми механизмами пиннинга магнитного потока для
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разных ориентаций поля. Кроме того, можно пред-
положить, что свой вклад вносит и анизотропия,
связанная с ориентацией столбчатых кристаллитов.
Для H ‖ ez сердцевины вихрей, по всей видимости,
располагаются в границах между столбцами, а вих-
ревые линии параллельны столбцам. Для H ‖ ex
сердцевины вихрей также располагаются в грани-
цах между столбцами, но вихревые линии вынуж-
дены огибать множество столбцов. Такая конфигу-
рация вихревых линий также приводит к усилению
пиннинга и, соответственно, к увеличению плотно-
сти критического тока для H ‖ ex по сравнению со
случаем, когда H ‖ ez.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование намагниченности плен-
ки NbN для ориентации внешнего поля вдоль и пер-
пендикулярно плоскости пленки. В слабых полях,
сравнимых с первым критическим полем Hc1 плен-
ки NbN, намагниченность определяется размагни-
чивающим фактором образца. Для гистерезисных
петель намагниченности, измеренных до H � Hc1,
анизотропия намагниченности вызвана не только
геометрией пленки, но и разными механизмами пин-
нинга магнитного потока.

Для H ‖ ez критическое значение плотности то-
ка, полученное из данных по намагниченности на
основе модели критического состояния по формуле
Бина, совпадает с результатами измерений данной
величины в экспериментах с транспортным током
[18] и дает величину до 6.5 · 104 A/cм2. Это гово-
рит о том, что в данном случае пиннинг магнитного
потока происходит на дефектах в объеме образ-
ца, по-видимому, на межгранульных границах. Для
случая H ‖ ex такая оценка не состоятельна, но
критическая плотность тока адекватно оценивается
в предположении, что пиннинг магнитного потока
обусловлен поверхностным барьером. Тогда полу-
ченная оценка для критической плотности тока дает
величину 107 A/cм2, близкую к току распаривания
для NbN, что также согласуется с эксперименталь-
ными данными для тонких пленок [28, 29].

Благодарности.Мы благодарны И. В. Немцеву
за измерения на сканирующем электронном микро-
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Рассмотрено нахождение энтропии изинговского ферромагнетика с немагнитными примесями, случайно
расположенными по узлам или связям решетки. Рассмотрен изинговский магнетик на решетке Бете. На
такой решетке не различаются ситуации случайного немагнитного разбавления по узлам и связям. Для
вычисления энтропии используется намагниченность, найденная в псевдохаотическом приближении. В
этом приближении получено значение энтропии как функции температуры, концентрации магнитных ато-
мов и внешнего магнитного поля. Обнаружено, что при нулевом внешнем поле система фрустрирована
в том смысле, что энтропия основного состояния не равна нулю. Найдена величина этой энтропии при
концентрациях магнитных атомов как ниже, так и выше перколяционного порога.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена вычислению сво-
бодной энергии и энтропии разбавленного изингов-
ского магнетика на решетке Бете. Решетка Бете
представляет собой бесконечный граф без замкну-
тых путей, в котором каждый узел связан с коор-
динационным числом q другими узлами [1]. На та-
кой решетке можно задать модель Изинга, поместив
в каждый узел изинговский «спин», принимающий
значения +1 и −1. С каждой парой соседних спинов
σi и σj связано слагаемое в гамильтониана Jijσiσj ,
моделирующее обменное взаимодействие, Jij — за-
данные константы. В случае, когда все Jij одинако-
вы и положительны, можно построить точное реше-
ние для произвольного q [1].

Если теперь заменить некоторые из спинов
немагнитными атомами, располагая их в решет-
ке случайно и без корреляции, получим модель
разбавленного по узлам магнетика, если же немаг-
нитные примеси располагаются на связях решетки,
блокируя обменное взаимодействие на этой связи,
получим модель разбавленного по связям магнети-
ка [2, 3]. Для решетки Бете модели с разбавлением

* E-mail: vals.tarasov@gmail.com

по узлам и связям формально не различаются
[4]. Можно получить точное решение для модели
Изинга с разбавлением для q = 2 (одномерная
цепочка) [5], однако для произвольного q точного
решения этой задачи нет.

В наших работах [4, 6, 7] предлагается подход к
анализу свойств разбавленных магнетиков с немаг-
нитными примесями, основанный на следующих со-
ображениях. Вместо того, чтобы с самого начала по-
лагать, что примеси распределены в решетке слу-
чайно, рассмотрим магнетик, в котором магнитные
атомы и атомы примеси могут перемещаться и на-
ходятся в термодинамическом равновесии. Энергия
такой системы определяется не только ориентаци-
ей магнитных моментов, но и расположением ато-
мов примеси по узлам решетки. Таким образом, га-
мильтониан той или иной модели магнетика с по-
движными примесями будет состоять из слагаемых,
связанных с обменным взаимодействием магнитных
атомов и слагаемых, связанных с межатомным вза-
имодействием в кристаллической решетке, причем
равновесное распределение атомов примеси зависит
от параметров, характеризующих оба этих взаимо-
действия. Тогда для каждого значения температу-
ры, внешнего магнитного поля и концентрации (до-
ли) магнитных атомов b в системе можно подобрать
значения параметров межатомного взаимодействия
с таким расчетом, чтобы равновесное распределение
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атомов примеси было бы как можно ближе к случай-
ному [4, 6, 7]. В качестве условия близости распре-
деления атомов примеси к случайному можно, на-
пример, использовать равенство нулю корреляции
в расположении атомов примеси для двух ближай-
ших узлов, что и является основой псевдохаотичес-
кого приближения, использованного в настоящей
работе. В этом приближении мы вычисляем свобод-
ную энергию и энтропию разбавленного изинговско-
го ферромагнетика на решетке Бете и делаем выво-
ды относительно возможных фрустрированных со-
стояний в этой системе.

2. СВОБОДНАЯ ЭНЕРГИЯ И ЭНТРОПИЯ
РАЗБАВЛЕННОГО ИЗИНГОВСКОГО

МАГНЕТИКА

В соответствии с принципами статистической
физики и термодинамики полная свободная энергия
термодинамической системы [1,8]

F = −kT lnZ, (1)

где k — постоянная Больцмана, T — абсолютная
температура, Z — статистическая сумма системы.
Зная свободную энергию как функцию температу-
ры, можно выразить внутреннюю энергию U и энт-
ропию S следующим образом [8]:

U = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)
, S = −∂F

∂T
. (2)

Простой и часто встречающейся моделью маг-
нитной системы является модель Изинга [1]. В этой
модели магнитный атом представлен локализиро-
ванной в месте расположения этого атома (в узле
решетки) переменной σ, принимающей значения +1

и −1 (так называемый «изинговский спин»). Для
модели Изинга на произвольной решетке

Z =
∑
Ω

exp

(
− 1

kT
H (Ω, H)

)
. (3)

Гамильтониан системыH(Ω, H) зависит от внеш-
него поля H и конфигурации изинговских спинов
Ω, а суммирование в (3) проводится по всем таким
конфигурациям. Для моделей с парным взаимодей-
ствием

H (Ω, H) =
∑
(i,j)

Jijσiσj −H
∑
i

σi. (4)

Первое суммирование в этом выражении прово-
дится по всем упорядоченным парам спинов, а вто-

рое — по всем спинам решетки, Jij — энергия об-
менного взаимодействия i-го и j-го спинов. Для га-
мильтониана такого вида полная намагниченность
системы ∑

i

Mi = − ∂F

∂H
, (5)

где Mi = 〈σi〉 — термодинамическое среднее i-го
спина, т. е. локальная намагниченность узла i. Вы-
числим свободную энергию системы с помощью рас-
суждения, аналогичного приведенному в [1]. При
очень большом внешнем поле, т. е. при H → ∞, наи-
больший вклад в сумму (3) вносит слагаемое, в ко-
тором все спины σi = +1. В этом пределе

F = −
∑
(ij)

Ji,j −HN. (6)

Здесь N — число узлов решетки. Учитывая асимп-
тотическое равенство (6) и полагая, что все Mi → 1

при H → ∞, получим, интегрируя (5),

F (H0, T ) = −
∑
(i,j)

Jij −H0N +

+

∞∫
H0

(∑
i

Mi −N

)
dH. (7)

Дифференцируя это выражение по T получим,
согласно (2), энтропию системы

S(H0, T ) = −
∑
i

∞∫
H0

∂Mi(H.T )

∂T
dH. (8)

Будем считать, что взаимодействуют только спи-
ны ближайших узлов, причем константы обменного
взаимодействия Jij = J для ближайших соседей и
равны нулю во всех остальных случаях. Тогда∑

(i,j)

Jij = Jq
N

2
,

где q — среднее по решетке координационное чис-
ло. Для простой решетки с координационным чис-
лом q очевидно q = q для чистого магнетика. В слу-
чае некоррелированного немагнитного разбавления
по узлам или связям q = qb, где b — концентрация
магнитных атомов или связей [4].

Разделив теперь (7) и (8) на NkT и вводя
удельные (на магнитный атом) свободную энергию
f = F/N , энтропию s = S/N и намагниченность

M =

∑
iMi

N

5 ЖЭТФ, вып. 6
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получим

f(h0,K)

kT
= −1

2
qK − h0 +

∞∫
h0

(M(h)− 1) dh, (9)

s(h0,K)

kT
= −

∞∫
h0

∂M(h)

∂T
dh. (10)

Здесь K = J/kT и h = H/kT .
Из формул (9) и (10) следует, что если извест-

на средняя намагниченностьM как функция темпе-
ратуры, внешнего магнитного поля и концентрации
магнитных атомов или связей, можно найти свобод-
ную энергию и энтропию.

3. РЕШЕТКА БЕТЕ И
ПСЕВДОХАОТИЧЕСКОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ

В наших работах [4, 6, 7] показано, что при-
ближенное значение намагниченности разбавленно-
го изинговского магнетика на решетке с координа-
ционным числом q может быть найдено так:

M = th(Kqμ+ h), (11)

где μ определяется из уравнения

th(Kqμ+ h) = (1− b) th(K(q − 1)μ+ h)+

+ b
sh(2K(q − 1)μ+ 2h)

ch(2K(q − 1)μ+ 2h) + e−2K
. (12)

Оказывается [4], что приближение (11) для чи-
стого магнетика (b = 1) является точным решением
для модели Изинга на решетке Бете, а при b < 1 его
можно рассматривать как «псевдохаотическое» при-
ближение для модели Изинга с немагнитным раз-
бавлением на решетке Бете [4]. Псевдохаотическое
приближение получается из решения задачи с по-
движными немагнитными примесями при наложе-
нии дополнительного условия равенства нулю кор-
реляции в расположении примесей в соседних уз-
лах решетки [6]. Ситуации разбавления по узлам и
связям на решетке Бете не различаются, поэтому
b можно понимать и как концентрацию магнитных
атомов, и как вероятность того, что связь с сосед-
ними узлами будет не разорванной.

В (11) и (12) введем обозначения

z = Kqμ+ h, w = K(q − 1)μ+ h, η = e−2K ,

β =
q − 1

q
, x = h/q.

Рис. 1. Диаграмма состояний разбавленного изинговского
магнетика на решетке Бете

Тогда (11) и (12) примет вид

M = th(z),

M = (1− b) th(w) + b
sh(2w)

ch(2w) + η
,

w = βz + x

(13)

или M = ∂ψ/∂w, где

ψ(w) = (1− b) ln(ch(w)) +
b

2
ln(ch(2w) + η).

Уравнения (13) можно записать в виде одного
уравнения относительно намагниченности M

M = (1− b)
(1 +M)β − ξ(1 −M)β

(1 +M)β + ξ(1 −M)β
+

+ b
(1 +M)2β − ξ2(1−M)2β

(1 +M)2β + ξ2(1−M)2β + 2ξη(1 −M2)β
, (14)

где ξ = e−2x.
При выводе уравнений (13) или (14) предпола-

гается, что среднее значение спина (локальная на-
магниченность) одинаково для всех внутренних уз-
лов решетки и равна M в термодинамическом пре-
деле. Иными словами, в системе не образуется маг-
нитных подрешеток. Это предполагает, что либо в
системе ферромагнитное обменное взаимодействие,
т. е. K > 0, либо K < 0, но внешнее поле H доста-
точно велико, для того чтобы препятствовать обра-
зованию подрешеток при любой температуре.

Для того чтобы конкретизировать область при-
менимости уравнения (14), рассмотрим фазовую
диаграмму основного состояния (T = 0) разбавлен-
ного изинговского магнетика на решетке Бете с ко-
ординационным числом q (рис. 1).
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Рис. 2. Спонтанная намагниченность разбавленного изин-
говского ферромагнетика на решетке Бете (q = 4) как
функция концентрации магнитных атомов (или связей).
Кривая 1 — η = 0, кривая 2 — η = 0.15 и кривая 3 —

η = 0.35 (η = exp (−2K))

Переходя в (14) к пределу T → 0, получим, что
при условии H > 0 и J > −H/q (область I на рис. 1)
M → 1, а при H < 0 и J > H/q (область II на
рис. 1) M → 1. Таким образом, в областях I и II
основное состояние системы ферромагнитное. Гра-
ница этих областей (линия 1 на рис. 1) — зона, в
которой происходят ферромагнитные фазовые пере-
ходы. Как показывает анализ уравнений (13) [4], при
T → 1 и b < bc = 1/(q − 1) на линии 1 M = 0. При
b > bc, т. е. при концентрации магнитных атомов,
превышающей порог протекания решетки Бете, в
системе возникает спонтанная намагниченностьM0,
которую можно найти из уравнения

M0 = (1− b)
(1 +M0)

β − (1−M0)
β

(1 +M0)β + (1−M0)β
+

+ b
(1 +M0)

2β − (1−M0)
2β

(1 +M0)2β + (1−M0)2β
. (15)

График функции M0(b) приведен на рис. 2 (кри-
вая 1). При T > 0 спонтанная намагниченность воз-
никает при концентрации, превышающей значение
bK = bc(1 + η)/(1− η) = bc cth(K) [4] (рис. 2 кривые
2 и 3).

В области III на рис. 1 основное состояние систе-
мы не является ферромагнитным, что, как уже бы-
ло сказано, делает невозможным применение урав-
нений (13) или (14) в этой области. На границе об-

Рис. 3. Намагниченность разбавленного изинговского ан-
тиферромагнетика на решетке Бете (q = 4) во внешнем
поле H = −qJ как функция концентрации магнитных ато-
мов (или связей). Кривая 1 — η = ∞, кривая 2 — η = 10/3

и кривая 3 — η = 2 (η = exp (−2K))

ластей I и III (линия 2 на рис. 1) при T → 0 намаг-
ниченность M стремится к значению

M̃0 =
1− yq

1 + yq
,

где y определяется из уравнения

(2− b)yq + y − b = 0. (16)

График функции M̃0(b) приведен на рис. 3 (кри-
вая 1). При q = 2 и b = 1, т. е. для одномерной
изинговской цепочки без немагнитного разбавления,
из (16) получается результат, совпадающий с полу-
ченным в работе [9]. При T > 0 намагниченность на
линии 2 диаграммы рис. 1 монотонно падает с рос-
том концентрации b, так и температуры T (кривые
2 и 3 на рис. 3), т. е. в этой области не происходит
ни концентрационных, ни температурных фазовых
переходов.

4. РЕЗУЛЬТАТ РАСЧЕТА

Проведем теперь, основываясь на выражени-
ях (9) и (10), расчет свободной энергии и энтропии
разбавленного изинговского магнетика на решетке
Бете в псевдохаотическом приближении. Перейдем
в (9) к переменной x:

f(x0,K)

qkT
= −1

2
bK − x0 +

∞∫
x0

(M(x)− 1) dx (17)
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и, используя dx = dw−βdz = dw−β(arcth(M))′dM ,
получим

f(x0,K)

qkT
= −1

2
bK − x0 +

∞∫
w0

(M(w)− 1) dw−

− β

1∫
M0

(M − 1)(arcth(M))′dM

или (отбрасывая после интегрирования индекс «0»)

f(w,K)

qkT
= −1

2
Kb− x+ w − ψ(w)−

− β ln(1 +M)−
(
1− b

2
− β

)
ln 2.

Используя равенство w − x = β arcth(M), оконча-
тельно запишем

f(w,K)

qkT
= −1

2
Kb− ψ(2)− β

2
ln(1−M2)−

−
(
1− b

2
− β

)
ln 2. (18)

При b = 1 (18) приводится к виду

f(w,K)

kT
= −qK

2
+

1

2
(q − 2) ln(2 ch(2w) + 2η)−

− 1

2
(q − 1) ln(1 + 2η ch(2w) + η2),

что совпадает (после перехода к соответствующим
переменным) с результатом, полученным в [1] для
чистого магнетика на решетке Бете. Поскольку при
T → 0 удельная свободная энергия f совпадает с
удельной энергией основного состояния u0, из (18)
получим

u0 =
1

2
bqJ −

− lim
T→0

(
qkTψ(w) +

β

2
qkT ln(1−M2)

)
. (19)

Вычисляя входящий в (19) предел, можно пока-
зать, что в областях I и II (рис. 1) и на их границе 1

u0 = −1

2
bqJ − |H |,

т. е. энергия основного состояния совпадает с ми-
нимально возможной энергией на один атом umin.
В работе [10] используется количественная мера
фрустрации, равная

pf =
u0 − umin

umax − umin
, (20)

где umax = −umin. Таким образом, во всех внутрен-
них точках областей I и II и линии 1 на фазовой
диаграмме (рис. 1) мера (20) равна нулю. Однако,
как будет показано ниже, энтропия на линии 1 не
равна нулю при T → 0, если b �= 1. На линиях 2 и 3
диаграммы и (19) получим

u0 = qJ

(
1− b

2

)
,

umin = qJ

(
1 +

b

2

)
,

что в соответствии с (20) приводит к

pf =
b

b+ 2
. (21)

Таким образом, в соответствии с критерием (21)
на границах 2 и 3 диаграммы рис. 1 система ока-
зывается фрустрированной, причем максимальное
значение, равное 1/3 (21), принимает для чистого
магнетика b = 1.

Энтропию разбавленного магнетика можно те-
перь получить, дифференцируя свободную энергию
(19) по температуре или непосредственно по форму-
ле (8):

s(H0, T ) = −
∞∫

H0

∂M(H,T )

∂T
∂H.

Переходя к переменным x и K и учитывая, что

∂x

∂T
= − x

T
,

∂K

∂T
= −K

T
,

получим

s(x0,K)

qk
=

∞∫
x0

(
X
∂M

∂x
+K

∂M

∂K

)
dx =

= (I1 + I2)|∞x0
, (22)

I1 =

∫
X
∂M

∂x
dx, I2 =

∫
K
∂M

∂K
dx;

I1 =

∫
W
∂M

∂x
∂x− β

∫
arcth(M)

∂M

∂x
∂x

или

I1 = (1− b)w th(w) +
bw sh(2w)

ch(2w) + η
− ψ(w)−

− β

2
((1 +M) ln(1 +M) + (1 −M) ln(1−M)).
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Для вычисления I2 перейдем в этом интеграле к
переменной w. Тогда

I2 = K

∫
∂M

∂K
dw = − bKη

ch(2w) + η
.

Таким образом, удельная энтропия разбавленно-
го магнетика вычисляется так:

s(x,K)

qk
=

(
1− b

2
− β

)
ln(2)− I, (23)

где

I = (1− b)w th(w) +
b(w sh(2w)−Kη)

ch(2w) + η
− ψ(w)−

− β

2
((1 +M) ln(1 +M) + (1 −M) ln(1 −M)).

Из (23) следует, что во всех внутренних точках
областей I и II на фазовой диаграмме (рис. 1) энт-
ропия при T = 0 обращается в нуль.

При H = 0 (x = 0) параметр w равен нулю, если

b < bK = bc
(1 + η)

(1 − η)
.

В этом случае энтропия

s(0,K)

k
=

(
1− qb

2

)
ln(2)+

+
qb

2

(
ln(1 + η)− η ln(η)

1 + η

)
.

Если же b > bK , то энтропия как функция кон-
центрации магнитных атомов может быть вычисле-
на из выражений (13) и (23) следующим образом:

s(0,K)

k
=

(
1− qb(w)

2

)
ln(2)− qI(w),

b(w) =
sh(bcw)

sh(w)

ch(2w) + η

(1− η) ch((1 + bc)w)
,

M(w) = th((1 + bc)w).

На рис. 4 показаны графики удельной энтро-
пии (в единицах k) в зависимости от концентрации
магнитных атомов (связей) при различных темпе-
ратурах. Кривая 1 — энтропия основного состояния
(T = 0). Кривые 2 и 3 — энтропии при значениях
температурного параметра η = exp(−2J/kT ) рав-
ного соответственно 0.15 и 0.35. При b = 0, когда
система представляет собой парамагнетик в нуле-
вом внешнем поле, энтропия при любой температуре
равна ln(2), а при b > 0 монотонно падает с ростом
b. При T > 0 энтропия как функция концентрации b

Рис. 4. Энтропия разбавленного изинговского ферромаг-
нетика на решетке Бете (q = 4) в нулевом внешнем поле
как функция концентрации магнитных атомов (или свя-
зей). Кривая 1 — η = 0, кривая 2 — η = 0.15 и кривая 3 —

η = 0.35 (η = exp (−2K))

имеет, как видно на рис. 4, разрыв первой производ-
ной при b = bK (кривые 2 и 3 на рис. 4). При T = 0

такого разрыва нет (кривая 1 на рис. 4).
В соответствии с критерием (20) на линии 1

диаграммы состояния (рис. 1) система не является
фрустрированной. Однако авторы работы [11] пола-
гают, что фрустрированным можно считать состоя-
ние, в котором энтропия при T = 0 не равна нулю.
Если следовать этому критерию, то система на ли-
нии 1 (рис. 1) будет фрустрированной при b < 1.

Рассмотрим энтропию на линиях 2 и 3 диа-
граммы рис. 1. На линии 2 выполняется условие
K+x = 0. Учитывая это условие, найдем предел (23)
при T → 0, который после некоторых преобразова-
ний, можно представить в виде

S̃0 =
bq

2
ln
b

y
+

(
1− 2− b

2
q

)
ln

2− y

2− b
, (24)

где y определяется из уравнения (16). График S̃0(b)

приведен на рис. 5 (кривая 1).
При b = 1 и q = 2

S̃0 = ln

√
5 + 1

2
,

что совпадает с расчетом, проведенным в рабо-
те [9], авторы которой используют метод трансфер-
матрицы для одномерной цепочки спинов. На этом
же рисунке приведены графики концентрационной
зависимости энтропии при ненулевых значениях
температуры (кривые 2 и 3, рис. 5).
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Рис. 5. Энтропия разбавленного изинговского антифер-
ромагнетика на решетке Бете (q = 4) во внешнем поле
H = −qJ как функция концентрации магнитных атомов
(или связей). Кривая 1 — η = ∞, кривая 2 — η = 10/3 и

кривая 3 — η = 2 (η = exp (−2K))

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, учет немагнитного разбавле-
ния в псевдохаотическом приближении [4] позволя-
ет рассчитать не только концентрационную зави-
симость намагниченности (рис. 2 и 3), но и энтро-
пию (рис. 4 и 5) и свободную энергию разбавленно-
го магнетика на произвольной решетке Бете. Анализ
концентрационной зависимости энтропии показыва-
ет, что при J > 0 и H = 0 (линия 1 на диаграмме
рис. 1) и нулевой температуре энтропия не равна ну-
лю, убывает с ростом b и не имеет разрыва первой
производной по b (кривая 1 на рис. 4) во всем интер-
вале концентраций. Но при ненулевой температуре
имеется разрыв первой производной при b = bK ,
т. е. при значении b, соответствующем возникнове-
нию спонтанной намагниченности.

Наш расчет показывает (рис. 4) что даже при
T = 0 (кривая 1) энтропия линии 1 не обращается в
нуль, что по мнению некоторых авторов [9,11] может
считаться критерием фрустрированности системы.
Впрочем следует отметить, что отличие энтропии
основного состояния от нуля в нулевом внешнем
поле имеет в данном случае «парамагнитную»
природу — при немагнитном разбавлении в системе

возникают изолированные «островки» спинов, ко-
торые могут менять свою спонтанную намагничен-
ность без изменения энергии. Согласно критерию
фрустрированности (20) [10], который на линии 1
равен нулю при любом b, состояние системы в этой
области нельзя считать фрустрированным.

Если J < 0 (антиферромагнитное обменное взаи-
модействие), но внешнее поле H = −qJ (линия 2 на
диаграмме рис. 1), система оказывается фрустриро-
ванной и в смысле неравенства нулю остаточной эн-
тропии (рис. 5, кривая 1) и в смысле критерия (20).
В этой области нет ни концентрационных, ни тем-
пературных фазовых переходов.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Фазовые переходы (ФП) и связанные с ними кри-
тические явления чрезвычайно широко распростра-
нены в конденсированных средах. При определен-
ных условиях во всех конденсированных средах про-
исходят один или несколько фазовых переходов. На
разработку эффективной теории фазовых перехо-
дов и критических явлений были затрачены колос-
сальные усилия, и к настоящему моменту времени
в этом направлении достигнут существенный про-
гресс [1]. Флуктуационная теория фазовых перехо-
дов, а также идеи, заложенные в гипотезах скейлин-
га, универсальности и в теории ренормализационной
группы лежат в основе современного понимания фи-
зики этих явлений [2, 3].

Следует отметить, что большой успех в теоре-
тическом исследовании ФП имеет изучение точно
решаемых моделей, которые обладают нетривиаль-
ным поведением, претерпевая ФП первого или вто-
рого рода, и в то же время позволяют получить точ-
ную статистическую сумму. Такие модели обычно не
допускают непосредственного сравнения с экспери-
ментом, но полезны для понимания физики фазо-
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вого перехода [4]. К настоящему времени получено
несколько точно решаемых моделей, среди которых
двумерная модель Изинга на квадратной [5], тре-
угольной и гексагональной [6] решетках и на решет-
ке кагоме [7]. В то же время, несмотря на огромные
усилия, затраченные в этой области, для моделей
Поттса до сегодняшнего дня не имеется ни одного
точного решения. Изучение магнитных и тепловых
свойств этих моделей на различных двумерных ре-
шетках имеет важное фундаментальное и приклад-
ное значение. Это связано с тем, что многие объек-
ты и явления, наблюдаемые в физике конденсиро-
ванных сред, в частности, интеркаляция атомов ше-
лочных металлов в решетку графита, описываются
моделью Поттса с числом состояний спина q = 4, а
адсорбция инертных газов на адсорбентах типа гра-
фита достаточно хорошо описывается низкоразмер-
ными моделями Поттса c q = 4 и q = 5 на треуголь-
ной и гексагональной решетках [8, 9], и их исследо-
вание к настоящему времени является своевремен-
ным. Модель Поттса на квадратной решетке экви-
валентна модели типа льда на линии ФП, и для нее
в работе [10] вычислена свободная энергия. Кроме
того, для модели Поттса на квадратной, треуголь-
ной и гексагональной решетках, исходя из аргумен-
та дуальности, получены полиномиальные выраже-
ния, позволяющие получить значения критических
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точек [11, 12]. Отдельно модель Поттса с q = 4 ин-
тересна тем, что значение q = 4 является гранич-
ным, выше которого должен наблюдаться ФП пер-
вого рода. Однако к настоящему моменту при изу-
чении этой модели внимание в основном уделялось
системам на квадратной и треугольной решетках,
и особенности критического и термодинамического
поведения этой модели на гексагональной решетке
практически не изучались.

2. МОДЕЛЬ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

При построении модели Поттса, в частности с
числом состояний спина q = 4, необходимо иметь в
виду следующие особенности: в узлах гексагональ-
ной решетки расположены спины Si, которые могут
ориентироваться в четырех симметричных направ-
лениях гипертетраэдра в пространстве размерности
q−1, так что углы между любыми двумя направле-
ниями спинов равны (см. рис. 1); энергия связи меж-
ду двумя узлами равна нулю, если они находятся в
разных состояниях (безразлично, в каких именно)
и равна J , если взаимодействующие узлы находят-
ся в одинаковых состояниях (опять же все равно,
в каких именно). С учетом этих особенностей мик-
роскопический гамильтониан такой системы может
быть представлен в виде [9]

H = −J
2

∑
i,j

δ(SiSj), Si = 1, 2, 3, 4, 5, (1)

где

δ(Si,j) =

{
1, если Si = Sj ,

0, если Si �= Sj .

Рис. 1. Двумерная модель Поттса с числом состояний спи-
на q = 4 на гексагональной решетке

Исследования проводились на основе высоко-
эффективного кластерного алгоритма Вольфа [13].
Методика реализации этого алгоритма приведена в
работе [14]. Расчеты проводились для систем с пе-
риодическими граничными условиями для систем с
линейными размерами L = 10–180 и числом узлов
N = 2×p×L×L/3. Изначально конфигурации зада-
вались таким образом, чтобы все спины были упоря-
дочены вдоль одной из осей X , Y или Z. Усреднение
термодинамических параметров осуществлялось по
трем независимым марковским цепям, каждая из
которых стартует из разных случайных начальных
конфигураций. Причем для контроля точности вы-
числений число случайных начальных конфигура-
ций доводилось и до десяти. Для вывода системы
в равновесное состояние отсекался неравновесный
участок длиной τ0 для системы с линейными разме-
рами L. Этот неравновесный участок отбрасывался.
В каждой цепи усреднение проводилось по участку
марковской цепи длиной τ = 160τ0. Для самой боль-
шой системы L = 180, τ0 = 2 ·103 МК шагов/спин. В
конце полученные данные по независимым марков-
ским цепям усреднялись и между собой.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ КОМПЬЮТЕРНОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Наблюдение за температурным ходом энергии U ,
намагниченности mF , теплоемкости C и восприим-
чивости χ осуществлялось с использованием следу-
ющих выражений [15, 16]:

U =
1

N
[〈U〉], (2)

mF =
q (Nmax/N)− 1

q − 1
, (3)

C(T ) = (NK2)
(〈
U2
〉− 〈U〉2) , (4)

χ = (NK)
(〈
m2

F

〉− 〈mF 〉2
)
, (5)

где K = |J |/kBT ), Nmax = max[N1, N2, N3, N4, N5],
Ni — число спинов в состоянии с q = i, N — число
узлов решетки, угловые скобки обозначают термо-
динамическое усреднение.

На рис. 2 представлены температурные зависи-
мости энергии U для моделей Поттса с числом сос-
тояний спина q = 4 и q = 5 для спиновых систем
с линейными размерами L = 45. Здесь и далее на
всех рисунках погрешность данных не превышает
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Рис. 2. Температурная зависимость энергии U для дву-
мерных моделей Поттса

Рис. 3. Температурная зависимость восприимчивости χ

для двумерных моделей Поттса

размеров символов, используемых для обозначения
зависимости. Как видно на рис. 2, температурные
зависимости энергии для модели Поттса с q = 5 де-
монстрируют поведение, характерное для фазового
перехода первого рода (в точке фазового перехода Tl
проявляется отчетливый скачок энергии), в то вре-
мя как для модели Поттса с q = 4 такого скачка не
проявляется. На рис. 3 и 4 представлены характер-
ные температурные зависимости восприимчивости
χ и теплоемкости C для спиновых систем, описыва-
емых двумерными моделями Поттса с q = 4 и q = 5

на гексагональной решетке. Как видно на рис. 3 и 4,

Рис. 4. Температурная зависимость теплоемкости C для
двумерных моделей Поттса

в зависимостях восприимчивости χ и теплоемкости
C от температуры T для двумерной модели Потт-
са с q = 5 в точке фазового перехода проявляют-
ся «всплески», которые характерны для фазового
перехода первого рода. В случае модели Поттса с
q = 4 такие резкие «всплески» не наблюдаются. При
компьютерном моделировании ФП для определения
температуры фазового перехода Tl часто использу-
ют метод кумулянтов Биндера четвертого порядка
[17, 18]:

VL(T, p) = 1−
〈
E4
〉

3 〈E2〉L
, (6)

UL(T, p) = 1−
〈
m4

F

〉
3 〈m2

F 〉L
, (7)

где E — энергия, и mF — намагниченность систе-
мы с линейным размером L. Выражения (6) и (7)
позволяют определить температуру фазового пере-
хода Tl(p) с большой точностью соответственно в
фазовых переходах первого и второго рода. Так же
данный метод хорошо зарекомендовал себя и при
определении рода ФП. Анализ численных данных
с применением этого метода представлен в рабо-
тах [19–22]. Отличительные черты, характерные для
ФП [23]: для ФП первого рода характерно то, что
усредненная величина VL(T, p) стремится к некото-
рому нетривиальному значению V ∗ согласно выра-
жению

VL(T, p) = V ∗ + bL−d (8)
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Рис. 5. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
VL(T ) для двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 5 на гексагональной решетке

Рис. 6. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
UL(T ) для двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 5 на гексагональной решетке

при L → ∞ и T = Tl(L), где V ∗ �= 2/3, что и проде-
монстрировано на рис. 5 (см. вставку) для модели
Поттса с q = 5. Характерные зависимости кумулян-
тов Биндера UL(T ) для двумерной феромагнитной
модели Поттса с q = 5 от температуры для систем
с разными линейными размерами L приведены на
рис. 6. Как видно на рис. 6, кумулянты Биндера не
имеют ярко выраженной точки пересечений в обла-
сти фазового перехода, что является характерным
признаком ФП первого рода. В то же время для мо-
дели Поттса с q = 4 наблюдается противоположная

Рис. 7. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
VL(T ) для двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на гексагональной решетке

Рис. 8. Температурная зависимость кумулянтов Биндера
UL(T ) для двумерной модели Поттса с числом состояний

спина q = 4 на гексагональной решетке

картина: усредненная величина кумулянта Биндера
VL(T ) (см. рис. 7) при L→ ∞ и T = Tl(L), V ∗ стре-
мится к 2/3, что характерно для ФП второго рода,
а температурные зависимости UL(T ) в критической
области пересекаются в одной точке Tl, что также
закономерно для ФП второго рода (см. рис. 8). Как
видно на рис. 8, температура ФП Tl = 0.620 в еди-
ницах J/kB и достаточно хорошо согласуется с ана-
литическим значением Tl = 1/ ln(5) ≈ 0.6213, по-
лученным по формуле Tl = 1/ ln(1 + v), в которой
v = 4 согласно полиномиальному выражению q2 +
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Рис. 9. Гистограмма распределении энергии двумерной
модели Поттса с числом состояний спина q = 5 на гек-

сагональной решетке при T = Tl

+ 3qv = v3, выведенному из соображений дуально-
сти гексагональной решетки [12].

Отдельно нами проводился гистограммный ана-
лиз данных для моделей Поттса с q = 4 и q = 5 на
гексагональной решетке. В гистограммном анализе
данных вероятность обнаружения системы со значе-
нием энергии U и параметром порядка mF опреде-
ляется выражением [24]

P (U,mF ) =
1

Z(K)
W (U,mF ) exp[KU ], (9)

где W (U,mF ) — число конфигураций с энергией U

и параметром порядка mF , Z(K) — функция рас-
пределения энергии всей системы, а K — обратная
температура.

Гистограммный анализ данных, проведенный
нами для двумерной ферромагнитной модели Потт-
са с числом состояний спина q = 5 на гексагональ-
ной решетке, также свидетельствует о наличии ФП
первого рода. Это продемонстрировано на рис. 9 для
спиновой системы с линейным размером L = 120. На
этом рисунке представлены гистограммы распреде-
ления энергии для трех различных значений темпе-
ратуры вблизи Tl. Как видно на рисунке, на зави-
симости вероятности P от энергии системы U наб-
людаются два хорошо выраженных максимума для
всех рассмотренных значений температур. Наличие
бимодальности в распределении энергии является
достаточным признаком ФП первого рода. Соот-
ветствующий гистограммный анализ данных был
проведен и для двумерной ферромагнитной модели
Поттса с q = 4 на гексагональной решетке вблизи

Рис. 10. Гистограмма распределении энергии для двумер-
ной модели Поттса с числом состояний спина q = 4 на

гексагональной решетке при T = Tl

точки фазового перехода Tl, но бимодальность в ги-
стограмме распределения энергии для этой модели
обнаружить не удалось. В этом случае в зависимо-
сти вероятности P от энергии системы U с достаточ-
но большим линейным размером L для трех различ-
ных значений температуры вблизи Tl наблюдается
один хорошо выраженный максимум (см. рис. 10),
что характерно для ФП второго рода.

Таким образом, наши данные, полученные на ос-
нове метода кумулянтов Биндера четвертого поряд-
ка и методом гистограммного анализа данных, сви-
детельствуют о том, что в двумерной ферромагнит-
ной модели Поттса с q = 5 наблюдается ФП первого
рода в соответствии с предсказаниями аналитичес-
ких теорий [9, 12], в то время как в случае модели
Поттса с q = 4 — ФП второго рода. Выяснение ро-
да ФП в рассмотренных нами моделях Поттса в за-
висимости от немагнитного беспорядка — предмет
отдельного исследования.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе с соблюдением единой методики
на основе метода Монте-Карло рассмотрены фазо-
вые переходы в двумерных ферромагнитных моде-
лях Поттса с числом состояний спина q = 4 и q = 5

на гексагональной решетке. Полученные данные в
результате наших исследований свидетельствуют о
том, что в двумерной модели Поттса с q = 5 на гек-
сагональной решетке наблюдается фазовый переход
первого рода в соответствии с предсказаниями ана-
литических теорий [9], а в модели Поттса с q = 4 —
ФП второго рода.
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Методом магнитного резонанса при комнатной температуре исследованы спектры пленок металл-
диэлектрических наногранулярных композитов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x и (CoFeB)x(Al2O3)100−x с раз-
личным содержанием ферромагнитной металлической фазы x вблизи порога перколяции. Особенностью
изучаемых систем является высокая концентрация парамагнитных ионов, диспергированных в матрице
изолятора между ферромагнитными гранулами. Обнаружено, что в таких пленках помимо обычного
сигнала ферромагнитного резонанса, в более слабых полях наблюдается дополнительный пик поглоще-
ния. В отличие от обычного ферромагнитного резонанса, возбуждаемого поперечным высокочастотным
магнитным полем, дополнительный пик демонстрирует слабую зависимость амплитуды от геометрии
возбуждения резонанса. Положение этого пика зависит от состава нанокомпозита, а также от частоты
возбуждения резонанса (f = 7–38 ГГц) и ориентации магнитного поля относительно плоскости плен-
ки. Наблюдаемая особенность связывается с парамагнитным резонансом ионов Fe3+, присутствующих в
матрице изолятора и взаимодействующих с ферромагнитными гранулами.

DOI: 10.31857/S0044451022060098
EDN: DUMVIC

1. ВВЕДЕНИЕ

Магнитные металл-диэлектрические нанокомпо-
зиты (НК) MxD100−x представляют собой массив
ферромагнитных (ФМ) наногранул, хаотически рас-
положенных в диэлектрической матрице. Такие сис-
темы интересны возможностью реализации в них

* E-mail: drovosekov@kapitza.ras.ru

различных типов магнитного упорядочения в за-
висимости от содержания ФМ-фазы x. Так, вы-
ше порога перколяции, x > xp, сильное обмен-
ное взаимодействие между гранулами приводит к
ФМ-упорядочению НК. Ниже порога перколяции,
x < xp, межгранульный обмен, как правило, рез-
ко падает и НК начинает проявлять суперпарамаг-
нитные свойства. При этом наличие беспорядочных
магнитодипольных взаимодействий между гранула-
ми может приводить к возникновению эффектов
спинового стекла в области низких температур [1].
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Особый интерес представляют НК, для которых
существенная часть металлической фазы оказыва-
ется «растворенной» в виде отдельных атомов в
изолирующем пространстве между ФМ-гранулами.
Наличие таких диспергированных атомов может
приводить к существенному усилению электронного
туннелирования между гранулами ниже порога пер-
коляции xp. В этой ситуации можно ожидать роста
межгранульных обменных взаимодействий, прояв-
ления эффектов суперферромагнитного упорядоче-
ния и сдвига перехода к суперпарамагнитному по-
ведению гранулированной системы в область более
низких содержаний металла, x < xp [1, 2].

Примером подобных систем являются нано-
гранулярные композиты (CoFeB)x(LiNbO3)100−x

и (CoFeB)x(Al2O3)100−x, свойства которых изуча-
лись нами в последние несколько лет [2] (здесь
и далее сокращение CoFeB обозначает ФМ-сплав
Co40Fe40B20). Наличие высокой концентрации
парамагнитных (ПМ) ионов в тонких пленках
таких НК подтверждалось резким ростом их
магнитной восприимчивости в области низких тем-
ператур. Исследования электропроводности пленок
показали, что с увеличением содержания в них
металлической ФМ-фазы x переход изолятор–ме-
талл происходит при концентрациях xc заметно
ниже порога перколяции xp. При этом в области
концентраций xc < x < xp НК демонстрируют
необычную логарифмическую температурную за-
висимость проводимости, σ ∝ lnT , что можно
объяснить в рамках модели [3] наличием сильной
туннельной связи между гранулами. Для системы
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x такое поведение наблюда-
лось при концентрациях x ≈ 43–48 ат.%, а для си-
стемы (CoFeB)x(Al2O3)100−x — при x ≈ 49—56 ат.%.

В работе [4] методом ферромагнитного резонанса
(ФМР) при комнатной температуре исследовались
свойства пленок (CoFeB)x(LiNbO3)100−x с различ-
ной концентрацией x. Оказалось, что существенное
изменение формы линии ФМР пленок происходит
при переходе через границу xc ≈ 43 ат.%, которая
соответствует переходу изолятор–металл в изучае-
мой системе. Было показано, что при x < xc форма
линии ФМР определяется неоднородностью пленок
из-за разброса магнитной анизотропии гранул. При
x > xc поведение ширины линии ФМР описывалось
в рамках модели двухмагнонного рассеяния, сви-
детельствуя о формировании магнитно-однородной
пленки.

Наблюдаемые особенности можно объяснить вы-
сокой концентрацией ионов Fe и Co, диспергирован-
ных в матрице LiNbO3. Наличие таких ионов при-

водит к существенному усилению межгранульного
туннелирования выше xc ≈ 43 ат.%, что сопровож-
дается также значительным ростом обменных вза-
имодействий между гранулами и изменением меха-
низмов магнитной релаксации НК при переходе че-
рез границу xc ≈ 43 ат.%.

Косвенное подтверждение наличия ПМ-ионов,
диспергированных в матрице диэлектрика и
обменно-связанных с ФМ-подсистемой, было
также обнаружено в работе [5] при исследова-
нии температурной зависимости ФМР пленок
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x. В области низких тем-
ператур пик ФМР демонстрировал особенности
поведения, характерные для так называемого
эффекта медленной ионной релаксации, проявляю-
щегося при наличии в системе взаимодействующих
ФМ- и ПМ-подсистем.

В настоящей работе проводятся детальные ис-
следования магнитного резонанса при комнатной
температуре для НК-систем (CoFeB)x(LiNbO3)100−x

и (CoFeB)x(Al2O3)100−x. Помимо обычного сигнала
ФМР мы сообщаем о наблюдении дополнительно-
го более слабого резонансного пика, который может
являться прямым свидетельством наличия ПМ-ио-
нов в матрице изолятора и их обменного взаимодей-
ствия с ФМ-гранулами.

2. ОБРАЗЦЫ

Пленки НК MxD100−x толщиной около 1 мкм
синтезированы методом ионно-лучевого распыления
на ситалловых подложках с использованием состав-
ных мишеней из литых пластин сплава Co40Fe40B20

и оксидов Al2O3, либо LiNbO3 (подробности см.
в [2, 6]).

Структурные исследования пленок, выполнен-
ные методами электронной микроскопии, показали,
что НК представляет собой ансамбль кристалличе-
ских наногранул сплава CoFe с ОЦК-структурой,
находящихся в аморфной оксидной матрице [7, 8].
В случае НК (CoFeB)x(Al2O3)100−x гранулы име-
ют округлую форму с диаметром 2–4 нм, тогда как
в НК (CoFeB)x(LiNbO3)100−x гранулы оказываются
вытянутыми в направлении роста НК до 10–15 нм
при поперечных размерах 2–4 нм.

Отметим, что согласно результатам [7, 8] значи-
тельная часть Co, Fe и B присутствует в диэлектри-
ческой матрице в виде отдельных атомов. В этой си-
туации используемое значение x для концентрации
ФМ-фазы CoFeB лишь отражает номинальный ато-
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Рис. 1. Схема измерения (а) и два вида используемой гео-
метрии возбуждения резонанса в пленке (б,в)

марный состав НК. При этом количество изолиро-
ванных магнитных ионов, находящихся вне ФМ-гра-
нул, сопоставимо с числом таких ионов в самих гра-
нулах.

Магнитный резонанс НК (CoFeB)x(LiNbO3)100−x

изучался в диапазоне концентраций ФМ-фазы x =

= 32–48 ат.%, а для НК (CoFeB)x(Al2O3)100−x — в
диапазоне концентраций x = 47–56 ат.%. Исследуе-
мые образцы пленок имели прямоугольную форму
размером около 5 × 5 мм2, либо форму двойного
холловского креста на подложках размером около
4× 6 мм2 [6].

3. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА

Магнитный резонанс исследовался при комнат-
ной температуре в диапазоне частот 7–38 ГГц
на лабораторном спектрометре проходного типа
(рис. 1а). Образец размещался внутри полого ре-
зонатора между полюсами электромагнита, создаю-
щего горизонтальное магнитное поле до 17 кЭ. При
этом поворотом магнита вокруг вертикальной оси
можно было менять направление поля в горизон-
тальной плоскости (xy).

В качестве резонансной полости в области низ-
ких частот до 15 ГГц использовался прямоуголь-
ный резонатор, в котором возбуждалась одна из
собственных мод E011, E012, E013 с частотами соот-
ветственно 7.65, 10.2 и 13.5 ГГц. На более высоких
частотах применялся перестраиваемый цилиндриче-
ский резонатор, позволяющий непрерывно менять

собственную частоту от 15 ГГц. При этом в диапа-
зоне частот 15–27 ГГц в резонаторе возбуждалась
одна из собственных мод H01n (n = 1–4). На более
высоких частотах (f > 27 ГГц) использовались выс-
шие моды колебаний, идентификация которых была
затруднена.

При указанных условиях имелась возмож-
ность проводить эксперименты в двух геометриях
(рис. 1б,в). В первом случае (рис. 1б) образец
размещался в горизонтальной плоскости на дне
резонатора вблизи пучности магнитного СВЧ-поля
h. При этом внешнее поле H лежало в плоскости
пленки, и поворотом магнита можно было изменять
его ориентацию относительно h, т. е. непрерывно
менять геометрию возбуждения резонанса от h ⊥ H

(при ϕH = 0) до h ‖ H (при ϕH = 90◦).
Во втором случае (рис. 1в) образец размещался

в вертикальной плоскости на боковой стенке пря-
моугольного резонатора, либо вблизи оси симмет-
рии цилиндрического резонатора. В этой ситуации
СВЧ-поле h ориентировано вертикально, а поворо-
том магнита можно изменять направление внешнего
поля H относительно плоскости пленки (угол θH).
При этом независимо от угла θH реализуется попе-
речная геометрия возбуждения резонанса h ⊥ H.

Для регистрации эффекта резонансного погло-
щения измерялась полевая зависимость сигнала на
СВЧ-детекторе Uout(H), пропорционального мощ-
ности, прошедшей через резонатор с образцом.
На рис. 2а приведены примеры записей сигнала
ФМР, наблюдаемого в виде провала на зависимости
Uout(H), для одного из образцов в геометрии рис. 1б.

Отметим, что при h ⊥ H в пике поглощения
ФМР наблюдается сильное (в разы) падение сигна-
ла Uout. В геометрии h ‖ H пик ФМР существенно
ослабевает, однако не исчезает полностью. Это свя-
зано со сложностью практической реализации стро-
гого условия h ‖ H из-за конечных размеров образ-
ца и неоднородности поля h в резонаторе (особенно
цилиндрическом).

Большая амплитуда сигнала ФМР в геометрии
h ⊥ H приводит к искажению формы кривой
Uout(H) по сравнению с высокочастотной воспри-
имчивостью образца χ(H), которая характеризует
поглощаемую в нем мощность P ∼ χfh2. В рас-
сматриваемой схеме измерения восприимчивость χ
связана с Uout соотношением χ ∝ 1/

√
Uout (с точно-

стью до постоянного слагаемого) [9]. На рис. 2б по-
казаны кривые χ(H), полученные соответствующим
пересчетом из экспериментальных кривых Uout(H).
Указанная процедура позволяет в значительной ме-
ре устранить искажение исходных спектральных ли-
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Рис. 2. а) Экспериментальные записи сигнала ФМР в попе-
речной (h ⊥ H) и продольной (h ‖ H) геометрии возбуж-
дения резонанса для пленки (CoFeB)51(Al2O3)49 на час-
тоте f = 20.4 ГГц. Штриховой линией показан спектр для
h ‖ H в увеличенном масштабе. б) Нормированная высо-
кочастотная восприимчивость χ ∝ 1/

√
Uout в двух геомет-

риях

ний. В частности, форма кривых χ(H) в геометриях
h ⊥ H и h ‖ H практически совпадает, в отличие от
исходных кривых Uout(H)1).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

4.1. Пленки (CoFeB)x(LiNbO3)100−x

Исследования спектров магнитного резонанса
пленочных НК в случае поля, ориентированного в
плоскости пленки, показали, что помимо обычного
сигнала ФМР в более слабых полях присутствует
дополнительный пик поглощения. При этом, в от-
личие от обычного ФМР, возбуждаемого попереч-

1) Небольшой сдвиг пика поглощения (∼ 30 Э), наблюдае-
мый при изменении ориентации внешнего поля ϕH (рис. 2б),
может быть связан с присутствием небольшой наведенной ро-
стовой анизотропии в плоскости пленки. Этот эффект, одна-
ко, слаб, и в дальнейшем им можно пренебречь по сравнению
с интересующими нас более сильными эффектами.

Рис. 3. Экспериментальные спектры поглощения для об-
разца (CoFeB)32(LiNbO3)68 на частоте f = 25.0 ГГц при
изменении геометрии возбуждения резонанса от попереч-

ной (ϕH=0) до продольной (ϕH = 90◦)

ным СВЧ-полем, дополнительный пик демонстри-
рует слабую зависимость амплитуды от геометрии
возбуждения резонанса. Наиболее ярко этот пик
проявляется при продольном возбуждении резонан-
са, когда сигнал обычного ФМР существенно подав-
лен (рис. 3). Заметим, что наблюдаемая форма спек-
тров поглощения не меняется при изменении мощ-
ности СВЧ-накачки в широком диапазоне порядка
30 дБ, что свидетельствует об отсутствии нелиней-
ных эффектов при возбуждении резонанса.

Дополнительный пик наблюдается для всех об-
разцов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x в диапазоне концен-
траций x = 32–48 ат.% (рис. 4). С увеличением со-
держания ФМ-фазы пик слегка сдвигается в сторо-
ну слабых полей. При этом происходит его уширение
и уменьшение интенсивности, в отличие от обычно-
го сигнала ФМР, интенсивность которого, наоборот,
растет с увеличением x.

Положение дополнительного пика зависит как от
частоты возбуждения резонанса, так и от ориента-
ции поля относительно плоскости пленки. Далее на
рис. 5–10 мы приводим экспериментальные данные
для образца (CoFeB)32(LiNbO3)68. Результаты для
остальных пленок выглядят похожим образом.

В случае ориентации магнитного поля в плоскос-
ти пленки по мере увеличения частоты возбуждения
резонанса дополнительный пик сдвигается в более
высокие поля (рис. 5). В области низких частот он
исчезает.

856



ЖЭТФ, том 161, вып. 6, 2022 Магнитный резонанс в металл-диэлектрических наногранулярных. . .

Рис. 4. Экспериментальные спектры поглощения для пле-
нок (CoFeB)x(LiNbO3)100−x (x = 32–48 ат.%) на частоте
f = 24.5 ГГц в касательном поле при продольном возбуж-
дении резонанса (h ‖ H). Для сравнения показаны спек-

тры подложки при h ‖ H и h ⊥ H

Результирующие частотно-полевые зависимости
(рис. 6) для основного пика ФМР f1(H) хорошо опи-
сываются известной формулой Киттеля

f1(H) = γ1
√
H(H + 4πM), (1)

где гиромагнитное отношение γ1 имеет значение
γ1 ≈ 2.97 ГГц/кЭ, типичное для сплавов CoFeB, а
величина поля размагничивания 4πM зависит от со-
держания ФМ-фазы x. С ростом x от 32 до 48 ат.%
величина 4πM монотонно увеличивается от 4.77 до
5.8 кЭ (см. также [4]).

Зависимость f2(H) для дополнительного пика
имеет существенно другой характер. Она с хорошей
точностью ложится на прямую линию:

f2(H) = γ2H + f0, (2)

где эффективное гиромагнитное отношение γ2 ≈
≈ 6.0 ГГц/кЭ примерно в 2 раза больше обычного
гиромагнитного отношения для электронного спина.
Частота в нулевом поле f0 слегка растет с увеличе-
нием концентрации ФМ-фазы — от f0 ≈ 7.8 ГГц при
x = 32 ат.% до f0 ≈ 9.0 ГГц при x = 48 ат.%.

При отклонении магнитного поля из плоскости
пленки дополнительный пик сдвигается в сторону
высоких полей, аналогично обычному пику ФМР
(рис. 7).

Рис. 5. Экспериментальные спектры поглощения для плен-
ки (CoFeB)32(LiNbO3)68 в касательном поле на разных
частотах при продольном возбуждении резонанса h ‖ H.
Для частоты f = 7.65 ГГц показан также спектр в случае

h ⊥ H

В случае ориентации магнитного поля нормаль-
но пленке, так же как и в касательной геометрии,
дополнительный пик возникает на частотах выше
f0 ∼ 10 ГГц и по мере увеличения частоты сдвига-
ется в высокие поля (рис. 8).

Результирующие частотно-полевые зависимос-
ти f(H) обоих наблюдаемых пиков для пленки
(CoFeB)32(LiNbO3)68 в нормальной геометрии пока-
заны на рис. 9.

В области высоких частот зависимость f1(H)

для пика ФМР описывается линейной функцией в
соответствии с формулой Киттеля

f1(H) = γ1(H − 4πM) (3)

(кривая 1 на рис. 9). Однако при низких частотах
наблюдается отклонение f1(H) от линейной зависи-
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Рис. 6. Частотно-полевые диаграммы пиков магнитного
резонанса для пленки (CoFeB)32(LiNbO3)68 в касательном
поле. Точки — эксперимент, сплошная линия — формула
Киттеля (1), штриховая — линейная зависимость (2)

мости. Это отклонение может быть вызвано магнит-
ной неоднородностью пленки и эффектами суперпа-
рамагнетизма. В этом случае величина 4πM , входя-
щая в формулу (3), не является константой, а зави-
сит от магнитного поля.

На рис. 10 показана зависимость 4πM(H), полу-
ченная с помощью формулы (3) из эксперименталь-
ных данных по f1(H). Видно, что вместо резкого
линейного выхода на постоянное значение 4πMS ≈
≈ 4.77 кЭ, которое ожидалось бы для «идеаль-
ной» ФМ-пленки, имеется плавное приближение к
насыщению. Поведение статической намагниченно-
сти (см. вставку к рис. 10), измеренное с помо-
щью СКВИД-магнитометра, хорошо коррелирует
как по форме, так и по величине с зависимостью
4πM(H), найденной из измерений ФМР. Форма кри-
вой 4πM(H) определяется совокупностью многих
факторов: суперпарамагнитизмом наногранул, раз-
бросом их размеров и анизотропии, наличием меж-
гранульных взаимодействий (см., например, [10]).
Последовательный учет всех этих факторов чрез-
мерно сложен. Для дальнейших целей ради просто-
ты мы аппроксимируем зависимость 4πM(H) эмпи-
рической функцией

4πM(H) = H +HS − (Hn +Hn
S )

1/n (4)

Рис. 7. а) Экспериментальные спектры поглощения НК
(CoFeB)32(LiNbO3)68 на частоте 31.7 ГГц при разной ори-
ентации поля относительно плоскости пленки. б) Резуль-
тирующие угловые зависимости поля резонанса Hres(θH).

Точки — эксперимент, линии — расчет

с параметрами n ≈ 3.0 и HS = 4πMS ≈ 5.0 кЭ2).

Аппроксимация зависимости f1(H) для пика
ФМР формулой Киттеля (3) с учетом полевой за-
висимости 4πM(H) согласно (4) показана на рис. 9
(кривая 2).

Оказалось, что зависимость f2(H) для дополни-
тельного пика в нормальном поле можно описать
формулой, аналогичной формуле (2) для случая ка-
сательного поля, с теми же значениями γ2 и f0, но

2) Выбранная функция (4) обладает «подходящими» свой-
ствами, характерными для экспериментальных зависимостей
4πM(H): ее производная в нуле равна 1, а при больших H она
приближается к насыщению как 1/Hn−1. При n → ∞ функ-
ция (4) описывает поведение для «идеальной» ФМ-пленки с
резким выходом на насыщение в поле HS .
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Рис. 8. Экспериментальные спектры поглощения для плен-
ки (CoFeB)32(LiNbO3)68 на разных частотах в поле, ори-

ентированном нормально плоскости

с учетом замены поля H на H − 4πM :

f2(H) = γ2(H − 4πM) + f0. (5)

На рис. 9 показаны соответствующие расчетные за-
висимости f2(H) для образца (CoFeB)32(LiNbO3)68
в приближении «идеальной» ФМ-пленки с 4πM ≈
≈ 4.77 кЭ (кривая 3) и с учетом полевой зависи-
мости 4πM(H) по формуле (4) (кривая 4). Как ви-
дим, во втором случае имеется приемлемое согласие
с экспериментальными данными.

4.2. Происхождение дополнительного пика

Чтобы понять природу наблюдаемого дополни-
тельного пика, прежде всего заметим, что найден-
ное нами для него гиромагнитное отношение γ2 ≈
≈ 6.0 ГГц/кЭ соответствует эффективному g-фак-
тору g ≈ 4.3. Это значение характерно для элект-

Рис. 9. Частотно-полевые диаграммы для пленки
(CoFeB)32(LiNbO3)68 в нормальном поле. Точки — экс-
перимент, линии — расчет с использованием формул из
текста: 1 — формула Киттеля (3), 2 — формула Киттеля
с учетом зависимости 4πM(H) (4), 3 — формула (5), 4 —

формула (5) с учетом (4)

Рис. 10. Зависимость 4πM(H), полученная из данных
ФМР для пленки (CoFeB)32(LiNbO3)68 в нормальном по-
ле (точки). Штриховая линия — теоретическая зависи-
мость для «идеальной» ФМ-пленки, сплошная линия —
аппроксимация функцией (4). На вставке показана кривая
4πM(H) в нормальном поле по данным магнитометрии

(точки) и ее аппроксимация функцией (4) (линия)
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Рис. 11. Сравнение спектров магнитного резонанса для
пленок (CoFeB)41(LiNbO3)59 (1) и Co41(LiNbO3)59 (2) на
частоте 24.5 ГГц в касательном поле (h ‖ H). В случае
структуры Co41(LiNbO3)59 спектр демонстрирует экспо-
ненциальный рост поглощения вблизи H = 0 (пунктир-
ная линия), на фоне которого видна широкая линия ФМР

гауссовой формы (штриховая линия)

ронного парамагнитного резонанса (ЭПР) ионов пе-
реходных элементов с электронной конфигурацией
3d5 в аморфных твердотельных матрицах (стеклах,
керамиках и т. п.) [11–13]. В нашем случае в каче-
стве таких ионов могут выступать ионы Fe3+, при-
сутствующие в диэлектрической среде в промежут-
ках между ФМ-гранулами. Отметим, что в отличие
от ионов Fe3+, ЭПР ионов Fe2+ и Co2+, как правило,
не проявляется при комнатной температуре [12–14].

Для дополнительной проверки нашего предпо-
ложения мы провели сравнение спектров магнит-
ного резонанса пленок НК на основе диэлектриче-
ской матрицы LiNbO3 с различным составом метал-
лической ФМ-фазы — CoFeB и Co (структурные и
магнитные свойства образцов Cox(LiNbO3)100−x по-
дробно обсуждаются в работе [15]). Спектры образ-
цов Cox(LiNbO3)100−x демонстрируют сильно уши-
ренную линию ФМР и значительное поглощение
вблизи H = 0 (рис. 11). Эти особенности можно
связать с существенно возросшим магнитным гисте-
резисом для структур Cox(LiNbO3)100−x по срав-
нению с (CoFeB)x(LiNbO3)100−x [15]. В то же вре-
мя, дополнительный пик поглощения, наблюдае-
мый для пленок (CoFeB)x(LiNbO3)100−x, в случае
Cox(LiNbO3)100−x отсутствует. Данный факт свиде-
тельствует в пользу предположения, что этот пик
обусловлен ЭПР ионов Fe3+.

Линия ЭПР с изотропным g-фактором g ≈ 4.3

ранее наблюдалась для различных аморфных ок-
сидных матриц, допированных ионами Fe, включая
интересующие нас LiNbO3 и Al2O3 [16,17]. В нашем
случае, однако, линия с g ≈ 4.3 не является «изо-
тропной» — положение пика поглощения зависит
от ориентации магнитного поля относительно плос-
кости пленки. Кроме того, частотно-полевая зави-
симость демонстрирует дополнительную спектраль-
ную «щель» в нулевом поле, т. е. конечную частоту
резонанса при H = 0.

Эти особенности поведения пика с g ≈ 4.3

можно объяснить наличием взаимодействия ПМ- и
ФМ-подсистем, сосуществующих в пленке НК, т. е.
подсистем ПМ-ионов и ФМ-гранул. Можно пред-
положить, что частота резонанса в ПМ-подсистеме
определяется эффективным полем Heff , действую-
щим на нее со стороны ФМ-подсистемы:

f2 = γ2Heff . (6)

Помимо внешнего поля H , поле Heff должно вклю-
чать поле размагничивания и эффективное обмен-
ное поле, создаваемое ФМ-подсистемой. Формально
выражение для Heff можно получить, рассмотрев
магнитную энергию системы в виде суммы энер-
гий зеемановского расщепления, магнитной анизо-
тропии формы и обменного взаимодействия:

E = −H(M+m) + 2π(M+m,n)2 − JMm,

где M и m — намагниченности ФМ- и ПМ-подсис-
тем (|m| � |M|), 2π — размагничивающий фактор,
n — нормаль к плоскости пленки, J — обменная кон-
станта. Тогда искомое поле

Heff = −∂E/∂m ≈ H− 4π(M,n)n+ JM.

Подставляя абсолютную величину Heff в (6), полу-
чаем формулу для частоты ЭПР:

f2 = γ2H0 + f0, (7)

где

H0 =
√
H2 cos2 θH + (H sin θH − 4πM sin θ)2,

где θ — угол отклонения намагниченности M из
плоскости пленки. При этом спектральная щель в
нулевом поле f0 определяется обменным взаимодей-
ствием ФМ- и ПМ-подсистем:

f0 = γ2JM. (8)

В «касательной» (θH = θ = 0) и «нормальной»
(θH = 90◦) геометрии выражение (7) приводит к об-
суждавшимся выше формулам соответственно (2) и
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(5). При произвольной ориентации вектора H отно-
сительно плоскости пленки равновесное направле-
ние вектора M определяется известным соотноше-
нием [18]:

2H sin(θH − θ) = 4πM sin 2θ. (9)

В этом случае величину резонансного поля Hres(θH)

для ПМ-пика при заданной частоте f можно найти
из уравнений (7) и (9) в явном виде:

Hres(θH) =

[
cos2 θH
H2

0

+
sin2 θH

(H0 + 4πM)2

]−1/2

, (10)

где H0 = (f − f0)/γ2.
В то же время для пика ФМР поле Hres(θH)

определяется численно из условия (9) и известных
соотношений для частоты резонанса [18]:

f1 = γ1
√
H1H2,

где

H1 = H cos(θH − θ)− 4πM sin2 θ,

H2 = H cos(θH − θ) + 4πM cos 2θ.

На рис. 7б показано сравнение эксперименталь-
ных и расчетных зависимостей Hres(θH) для ФМ-
и ПМ-пиков в пленке (CoFeB)32(LiNbO3)68 на час-
тоте 31.7 ГГц. Используемые параметры γ1 =

= 2.97 ГГц/кЭ, γ2 = 6.0 ГГц/кЭ, f0 = 7.8 ГГц и
4πM = 4.7 кЭ (для ФМ-пика) совпадают с парамет-
рами, полученными при аппроксимации частотно-
полевых зависимостей в касательной и нормальной
геометриях. Для ПМ-пика использовано уменьшен-
ное значение 4πM = 4.0 кЭ с учетом обсуждавшей-
ся выше поправки на неполное насыщение пленки в
нормальном поле. Как видно на рис. 7б, расчетные
угловые зависимости Hres(θH) хорошо согласуются
с экспериментом.

Экспериментально полученная величина f0 поз-
воляет сделать оценку обменного взаимодействия
ФМ- и ПМ-подсистем. Для исследованных НК
(CoFeB)x(LiNbO3)100−x средняя энергия обмена
ПМ-ионов с ФМ-гранулами составляет ε = hf0 ≈
≈ 0.03 мэВ (здесь h — постоянная Планка).
Небольшой рост f0, наблюдаемый при увеличении
концентрации x, можно объяснить усилением об-
мена между ФМ-гранулами и ПМ-ионами из-за
уменьшения среднего расстояния между ними.

Беспорядок в расположении ФМ-гранул и
ПМ-ионов в диэлектрической матрице должен
приводить к существенному разбросу величины ε.
Этот разброс Δε можно оценить из ширины линии

ПМ-резонанса ΔH . В области низких частот имеем
ΔH ∼ 1 кЭ, что дает разброс по частоте Δf =

= γ2ΔH ∼ f0. В итоге получаем оценку Δε ∼ ε, что
можно считать ожидаемым результатом, учитывая
высокую степень беспорядка в системе.

Резюмируя сказанное выше, можно сказать, что
предлагаемая интерпретация дополнительного пика
как ЭПР ионов Fe3+, диспергированных в диэлек-
трической матрице, выглядит правдоподобной. До
сих пор мы оставляли за скобками вопрос, поче-
му в рассматриваемом случае интенсивность линии
ЭПР слабо зависит от геометрии возбуждения ре-
зонанса. Причиной такого не совсем обычного пове-
дения могут являться обменные и магнитодиполь-
ные взаимодействия между ПМ-ионами. Известно,
что такие взаимодействия могут приводить к мо-
дификации правил отбора и условий возбуждения
для переходов между различными уровнями энер-
гии ПМ-ионов. В частности, возникает конечная ве-
роятность вынужденных переходов под действием
продольного возбуждающего поля [14].

Заметим, что при описанном сценарии также
становятся возможными «запрещенные» переходы
внутри спиновых мультиплетов ПМ-ионов с измене-
нием проекции спина ΔmS = ±2. Если спектраль-
ный фактор расщепления мультиплетов близок к
электронному ge ≈ 2.0 (например, в случае ионов
Fe3+ в слабом кристаллическом поле), то такие пере-
ходы также могут приводить к появлению линии по-
глощения с эффективным g-фактором g ≈ 2ge ≈ 4.

4.3. Структуры (CoFeB)x(Al2O3)100−x

Особенности спектров магнитного резонанса, на-
блюдаемые в системах на основе диэлектрической
матрицы LiNbO3, воспроизводятся и для НК-пленок
(CoFeB)x(Al2O3)100−x. Такие структуры также по-
казывают присутствие дополнительного пика маг-
нитного резонанса в полях меньших поля ФМР, ко-
торый возбуждается с одинаковой интенсивностью
как поперечным, так и продольным полем. В от-
личие от образцов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x, изучав-
шихся выше, пленки (CoFeB)x(Al2O3)100−x в иссле-
дуемом диапазоне x ≈ 47–56 ат.% демонстрируют
гораздо более выраженную концентрационную зави-
симость положения дополнительного пика (рис. 12).

На рис. 13 показаны результирующие частотно-
полевые диаграммы f(H) для трех пленок с x ≈
≈ 47–56 ат.% в магнитном поле, приложенном в
плоскости пленки. В случае линии ФМР экспери-
ментальные зависимости f(H) описываются стан-
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Рис. 12. Экспериментальные спектры поглощения для пле-
нок (CoFeB)x(Al2O3)100−x с содержанием ФМ-фазы x ≈
≈ 47, 51 и 56 ат.%, полученные на разных частотах при
продольном возбуждении резонанса h ‖ H в магнитном
поле, приложенном в плоскости пленки. Виден интенсив-
ный пик ФМР и более слабый дополнительный пик (пока-

зан стрелками)

Таблица. Параметры аппроксимации кривых f(H)

на рис. 13 для пленок (CoFeB)x(Al2O3)100−x

x, γ1, 4πM , γ2, f0,
ат.% ГГц/кЭ кЭ ГГц/кЭ ГГц
47

51

56

2.92

(g ≈ 2.1)

5.8

7.0

8.1

6.0

(g ≈ 4.3)

9.0

13.8

19.8

дартной формулой Киттеля (1) (параметры аппрок-
симации приведены в таблице).

Рис. 13. Частотно-полевые диаграммы для пленок
(CoFeB)x(Al2O3)100−x в касательном поле. Точки — экспе-
римент, сплошные линии построены по формуле Киттеля
(1), штриховые линии — линейные зависимости (2) с эф-
фективным g-фактором g = 4.3 (подгоночные параметры

приведены в таблице)

Дополнительный пик демонстрирует линейную
зависимость f(H) типа (2) с эффективным g-фак-
тором g = 4.3, что подтверждает его связь с ЭПР
ионов Fe3+. При этом величина спектральной ще-
ли f0 растет с увеличением содержания ФМ-фазы
x, в согласии с предложенной выше интерпретаци-
ей. Действительно, при приближении к порогу пер-
коляции xp ≈ 56 ат.% вполне естественно ожидать
существенного усиления обменных взаимодействий
между ПМ-ионами и ФМ-гранулами, что и приво-
дит к значительному росту величины f0 (см. фор-
мулу (8)).

В геометрии «поле нормально плоскости» поми-
мо интенсивного сигнала ФМР пленки демонстри-
руют еще три дополнительных более слабых пи-
ка поглощения (рис. 14). Результирующие частот-
но-полевые диаграммы f(H) и угловые зависимости
Hres(θH) для этих пиков показаны на рис. 15 и 16.

Поведение низкополевого пика (№1 на рис. 14)
описывается в рамках предложенной модели ЭПР с
g = 4.3 (формулы (5), (10)) с параметрами, приве-
денными в таблице. При этом, как и в случае об-
разцов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x, лучшее согласие с
моделью достигается при учете поправки на непол-
ное насыщение 4πM в области низких полей (с ис-
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Рис. 14. Экспериментальные спектры поглощения для пле-
нок (CoFeB)x(Al2O3)100−x на частоте 25.0 ГГц в нормаль-
ном поле. Помимо основной линии ФМР, видны более сла-

бые пики 1–3

пользованием описанной выше процедуры аппрок-
симации данных ФМР эмпирической функцией (4),
см. рис. 17).

Оказывается, что поведение пика №2 на рис. 14
также можно описать формулами (5), (10), если по-
ложить в них γ2 = 2.80 ГГц/кЭ (g = 2.0). Таким
образом, можно предположить, что этот пик также
связан с ПМ-центрами в диэлектрической матрице,
демонстрирующими обычный электронный фактор
спектрального расщепления ge = 2.0. В качестве та-
ких центров могут выступать как изолированные
ионы Fe3+, так и малые кластеры сильно связанных
ФМ-атомов [13]. Пик с g = 2.0 удается наблюдать
лишь при ориентации магнитного поля вблизи нор-
мали к плоскости и лишь для образцов с x ≈ 51 и
56 ат.%. Только в этом случае его удается разре-
шить на фоне интенсивного, но достаточно узкого
пика ФМР (см. рис. 16).

Величина спектральной щели f∗
0 для пика №2

оказывается несколько меньше значений f0 для пи-
ка №1 (g = 4.3), приведенных в таблице. Для пленки
с x ≈ 51 ат.% эта величина составляет f∗

0 ≈ 8.0 ГГц,
а для пленки с x ≈ 56 ат.% — f∗

0 ≈ 9.0 ГГц. В

Рис. 15. Частотно-полевые диаграммы для пленок
(CoFeB)x(Al2O3)100−x в нормальном поле. Точки — экс-

перимент, линии — расчет

то же время интересно отметить, что эффективное
обменное поле Hex = JM , пересчитанное из f0 по
формуле (8) — Hex = f0/γ2, имеет близкие значе-
ния для пиков с g = 4.3 (Hex) и g = 2.0 (H∗

ex). Так,
для пленки с x ≈ 51 ат.% получаем Hex ≈ 2.3 кЭ,
H∗

ex ≈ 2.9 кЭ, а для пленки с x ≈ 56 ат.% — Hex ≈
≈ 3.3 кЭ, H∗

ex ≈ 3.2 кЭ.
Происхождение узкого пика справа от основной

линии ФМР (№3 на рис. 14) до конца не ясно. По-
добный пик наблюдался нами ранее и для образ-
цов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x с достаточно высоким
содержанием ФМ-фазы x > 43 ат.% [4]. Этот пик
также проявляется только при ориентации магнит-
ного поля вблизи нормали к плоскости пленки. Одно
из возможных его объяснений — возбуждение по-
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Рис. 16. Угловые зависимости поля резонанса Hres(θH)

для пленок (CoFeB)x(Al2O3)100−x на частоте 25.0 ГГц.
Точки — эксперимент, линии — расчет

верхностных мод спин-волнового резонанса, для ко-
торых характерно наблюдаемое поведение. Однако
не исключено и более тривиальное объяснение тако-
го пика неоднородностью пленки (см. обсуждение и
ссылки в работе [4]).

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом магнитного резонанса исследова-
ны пленки металл-диэлектрических нанограну-
лярных композитов (CoFeB)x(LiNbO3)100−x и
(CoFeB)x(Al2O3)100−x с концентрацией металли-
ческой ФМ-фазы CoFeB вблизи и несколько ниже
порога перколяции x � 56 ат.%. Магниторезонанс-

Рис. 17. Зависимости 4πM(H), полученные из данных
ФМР для пленок (CoFeB)x(Al2O3)100−x в нормальном по-
ле (точки). Штриховые линии — теоретические зависимос-
ти для «идеальной» ФМ-пленки, сплошные линии — ап-

проксимация функцией (4)

ные свойства структур изучены при комнатной
температуре в широком диапазоне частот 7–38 ГГц
при различных ориентациях магнитного поля
относительно плоскости пленки.

Обнаружено, что экспериментальные спектры
содержат линию ФМР, а также дополнительный бо-
лее слабый пик резонансного поглощения, демон-
стрирующий ряд необычных свойств. Частотно-по-
левая зависимость f(H) для этого пика в области
высоких частот имеет линейный характер с эффек-
тивным g-фактором g = 4.3, что позволяет связать
его с ЭПР ионов Fe3+, присутствующих в аморф-
ной диэлектрической матрице LiNbO3, либо Al2O3.
В то же время, в нулевом поле зависимость f(H)

демонстрирует наличие спектральной щели, вели-
чина которой увеличивается с ростом концентрации
ФМ-фазы x. Появление такой щели мы связываем
с наличием обменного взаимодействия ПМ-ионов с
ФМ-гранулами, которое растет с увеличением x. По-
мимо концентрации x положение пика ЭПР зависит
также от угла приложения поля относительно плос-
кости пленки. Этот эффект мы объясняем влияни-
ем поля размагничивания, создаваемого массивом
ФМ-гранул. Наконец, еще одной особенностью на-
блюдаемого пика является слабая зависимость его
амплитуды от геометрии возбуждения резонанса,
что может быть связано с наличием обменных, либо
магнитодипольных взаимодействий между ПМ-ио-
нами.
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Таким образом, обнаруженные особенности спек-
тров магнитного резонанса исследуемых структур
свидетельствуют о присутствии в диэлектрической
матрице ПМ-ионов, связанных обменным взаимо-
действием с системой ФМ-гранул. Полученные ре-
зультаты подтверждают существенную роль таких
ионов в формировании ФМ-порядка в изучаемых
пленках нанокомпозитов с содержанием ФМ-фазы
ниже порога перколяции.

Финансирование. Работа выполнена в рамках
государственного задания при поддержке Российс-
кого научного фонда (проект №22-29-00392) в части
исследования магниторезонансных и электрофизи-
ческих свойств нанокомпозитных образцов, а также
Российского фонда фундаментальных исследований
в части синтеза нанокомпозитных пленок (проект
№19-29-03022).
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В латеральных спиновых устройствах, изготовленных на полупроводниках InSb с различной концентра-
цией электронов, исследовались величина спин-индуцированного напряжения при эффекте Ханле и зна-
чение коэффициента спиновой поляризации электронов. Установлено, что с увеличением концентрации
электронов величины как напряжения, так и коэффициента поляризации уменьшаются.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В течение последних нескольких десятилетий ин-
тенсивно исследуются спин-зависимые явления в по-
лупроводниках в контексте их применения в элект-
ронике [1]. Одну из основных составляющих этих яв-
лений представляет электрическая спиновая инжек-
ция — прямой метод создания неравновесной спино-
вой населенности в системе электронов проводимо-
сти полупроводников. Метод был предложен Аро-
новым и Пикусом еще в 70-х годах прошлого ве-
ка [2]. С тех пор сделано много важных достижений
как в области управления спиновой поляризацией
электрического тока с помощью магнитного поля,
так и наоборот, управления магнетизмом электри-
ческими средствами [3–6], однако надежный эффект
инжекции спина в полупроводники долго не был до-
стигнут [7–9]. Основной причиной, вызывающей по-
давление спиновой поляризации электронов в полу-
проводнике при электрической инжекции спинов из
ферромагнитного металла является эффект «несо-
ответствия проводимостей» (conductivity mismatch)

* E-mail: viglin@imp.uran.ru

[10]. Значительно ослабить этот эффект можно, ес-
ли разместить в интерфейсе между ферромагнит-
ным металлом и полупроводником дополнительный
слой, фильтрующий ток спинов, например, моно-
слой графена [11]. Фильтрующими свойствами об-
ладают тонкие диэлектрические пленки, образую-
щие туннельный барьер, а также барьеры Шоттки.
Понадобилось почти два десятилетия, для того что-
бы результаты спиновой инжекции были существен-
но улучшены. Появились сообщения о регистрации
величины спиновой поляризации в полупроводни-
ке Pn ≈ 40% при электрической инжекции спинов
в вырожденный GaAs с концентрацией электронов
n = 6·1016 см−3 из магнитного полупроводника (Ga,
Mn)As через барьер Шоттки [12] и в вырожденный
Si (n = 1 · 1019 см−3) через слой графена из фер-
ромагнитного сплава NiFe [11]. В невырожденном
полупроводнике InSb (n = 1.2 · 1014 см−3) был дос-
тигнут Pn = 25% при инжекции спинов из ферро-
магнитного сплава CoFe через туннельный барьер,
созданный в слое диэлектрика MgO с низким содер-
жанием дефектов [13].

Отметим, что высокие значения спиновой поля-
ризации получены как для вырожденных, так и для
невырожденных полупроводников, имеющих суще-
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ственно различные концентрации электронов. По-
скольку результаты получены в различных спино-
вых устройствах с разными полупроводниками и
инжекторами, представляется актуальным исследо-
вать зависимость Pn от n для одного и того же по-
лупроводника, например InSb.

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ПОЛОЖЕНИЯ И
ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЙ

Коэффициент спиновой поляризации электронов
проводимости

P (λ)
n = s/n, (1)

где индекс λ обозначает материал, например, λ = F
для ферромагнетика или λ = N для немагнитного
полупроводника, n↑ и n↓ — концентрации электро-
нов проводимости со спином вверх и со спином вниз
в соответствующих материалах, s = (n↑−n↓) — кон-
центрация спинов, общая концентрация электронов
n = (n↑+n↓). Определим также поляризацию спино-
вой проводимости P (λ)

σ = σs/σ, где спиновая прово-
димость σs = (σ↑–σ↓) и проводимость σ = (σ↑ + σ↓),
а σ↑ и σ↓ — составляющие проводимости для элект-
ронов соответственно со спином вверх и со спином
вниз. Аналогично определим поляризацию спино-
вого тока P

(λ)
j = js/j, где плотность тока спинов

js = (j↑–j↓) и плотность тока зарядов j = (j↑+ j↓), а
j↑ и j↓ — составляющие плотности тока для элект-
ронов соответственно со спином вверх и со спином
вниз.

При электрической инжекции спин-поляризо-
ванных электронов из F в N (см. рис. 1) поля-
ризация электронов PN

n в полупроводнике оцени-
вается по величине спин-индуцированного напря-
жения, возникающего на ферромагнитном детекто-
ре. Природа этого напряжения связана с измене-
нием электрохимического потенциала электронно-
го газа в немагнитном проводнике вследствие по-
ляризации в нем электронов по спину. Существу-
ет несколько подходов для расчета этого напряже-
ния. В исторически первой модели «спин-зарядовой
связи» Джонсона и Силсби [14] напряжение на де-
текторе рассматривается как напряжение, необхо-
димое для установления электрохимического рав-
новесия в электронных системах ферромагнитного
и немагнитного металлов. Модель имеет недоста-
ток, заключающийся в том, что не позволяет прово-
дить прямое вычисление спиновой поляризации то-
ка [15]. В дрейф-диффузионной модели, предложен-
ной в работе [16], спин-индуцированное напряжение
рассматривается как следствие изменения контакт-

F1

F2F3

F5 F4

F4
F1

F3

F6

F6

Bz

z y
x V

d

–+
Ie

б

а

Рис. 1. a) Схема устройства для измерения электрических
сигналов, обусловленных диффузией спин-поляризован-
ных электронов. Ферромагнитные электроды F1, F3, F4,
F6, намагниченные вдоль оси y, расположены на поверх-
ности полупроводникового канала, в котором происходит
спиновый транспорт. Между контактами и полупроводни-
ком — тонкая прослойка диэлектрика (на схеме не показа-
на). Ток Ie течет от F1 к F3. Под F3 затемнением с разной
контрастностью условно показано облако поляризованных
по спину электронов, степень поляризации которых убы-
вает по мере дрейфа в направлении к F1 и диффузии во
всех направлениях. Измерение напряжения, индуцирован-
ного диффундирующими электронами, проводится меж-
ду контактами F4 и F6, расположенными вне цепи тока.
б) Фотография устройства с латеральными контактами.
Вертикальная полоска — полупроводник InSb, который ви-
ден в окне, сделанном в слое фоторезиста. Размер окна
50 мкм × 1.8 мм. Канал из полупроводника пересекают
шесть ферромагнитных горизонтальных контактов, состав
и структура которых описаны в тексте. К ферромагнитным
контактам подведены переходные, заканчивающиеся кон-
тактными площадками (на фотографии не видны). Кон-
такты F2 и F3 использовались в качестве инжекторов, а

F3, F4 и F5 — как детекторы

ной разности потенциалов между F и N при отклоне-
нии спиновой системы полупроводника от равнове-
сия. В основу этой модели заложена непрерывность
спиновых и зарядовых токов, протекающих через
контакт между N и F. В рамках модели напряжение
на детекторе рассчитывается с помощью выражения

VD(d) = ±e−1PF
n P

N
n [n/∂n/∂ζ] exp

(−d/LN
s

)
. (2)

Здесь e — заряд электрона, LN
s — длина спино-

вой диффузии в N, n — концентрация электронов
в N, величина множителя [n/∂n/∂ζ] порядка энер-
гии Ферми для вырожденного полупроводника и со-
ставляет порядка kBT для невырожденного [16], ζ —
химический потенциал в N, kB — постоянная Больц-
мана, T — температура. Знак перед выражением за-
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висит от взаимного направления намагниченности
инжектора и детектора. Спиновая поляризация

PN
n = PjWτsj/2ne(LN

s )2. (3)

Здесь W — ширина инжектора, Pj — поляризация
спинового тока, τs — время спиновой релаксации,
LN
s — длина спиновой диффузии, j = Ie/A — плот-

ность тока, Ie — ток зарядов, A — площадь инжек-
тора. Параметры Pj , τs и LN

s находятся при под-
гонке экспериментальных данных, полученных при
эффекте Ханле, к теоретическим. Модель неплохо
описывает поведение поляризации электронов PN

n в
зависимости от плотности тока j. Однако поведение
PN
n в зависимости от n можно оценить только ка-

чественно из-за отсутствия в этой модели влияния
величин сопротивлений F, N и контакта между ни-
ми на поляризацию спинового тока Pj . В явном виде
зависимость Pj от сопротивлений ферромагнетика,
контакта и немагнитного материала представлена в
модели так называемого квазихимического потенци-
ала, предложенной в работе [17]. Под квазихимиче-
ским потенциалом подразумевается добавка к хими-
ческому потенциалу, обусловленная спиновой поля-
ризацией электронов проводимости. Согласно этой
модели химический потенциал претерпевает скачок
в области контакта, а напряжение на детекторе про-
порционально падению квазихимического потенциа-
ла на дистанции между инжектором и детектором.

В модели, предложенной в работе [17], инжек-
ция спин-поляризованных электронов из F в N осу-
ществляется через тонкий диэлектрический слой,
имеющий эффективное сопротивление RC . На фер-
ромагнитном контакте-детекторе, расположенном
на расстоянии d от инжектора, индуцируется напря-
жение VD(d), зависящее от величин спиновой поля-
ризации PN

n , возникшей в немагнитном полупровод-
нике, от концентрации электронов n в N, от дистан-
ции d и от поляризации спинового тока Pj в системе
ферромагнетик–контакт–полупроводник:

VD(d) = ±e−1PjP
N
n [n/∂n/∂ζ] exp

(−d/LN
s

)
. (4)

Поляризация спинового тока Pj зависит от соотно-
шения эффективных сопротивлений диэлектричес-
кой прослойки RC , ферромагнетика RF = ρFL

F
s /A

и полупроводника RN = ρNL
N
s /A, где ρF и ρN —

удельные сопротивления F и N, а также от поляри-
зации проводимости PF

σ ферромагнетика и PC
σ кон-

такта [17]:

Pj = (RFP
F
σ +RCP

C
σ )/(RF +RC +RN ). (5)

Спиновая поляризация PN
n определяется следую-

щим выражением [17]:

PN
n = PjjeRN [(∂n/∂ζ)/n]. (6)

В модели прозрачного контакта при инжекции
электронов из ферромагнитного металла в немаг-
нитный полупроводник, когда RC � RF � RN , по-
ляризация спинового тока

Pj ≈ (RF /RN )PF
σ � PF

σ ,

PN
n ≈ PF

σ jeRF [∂n/∂ζ)/n].

Фактор [n/(∂n/∂ζ)]/e имеет размерность напря-
жения, обозначим его V0. Величина V0 зависит от
n. Ниже мы рассчитаем n/(∂n/∂ζ) и покажем, что
напряжение V0 увеличивается с ростом концентра-
ции электронов. Падение напряжения на эффек-
тивном сопротивлении ферромагнетика обозначим
VF = jRF , тогда в прозрачном контакте PN

n =

= PF
σ VF /V0. В туннельном контакте, когда RC �

� RF , RN , поляризация тока Pj ≈ PC
σ и PN

n ≈
≈ PC

σ VN/V0, где VN = jRN .
Видно, что величина PN

n в туннельном контак-
те выше, чем в прозрачном, поскольку напряжение
VN � VF при RF � RN . Характер зависимости PN

n

от n в прозрачном и туннельном контактах разли-
чаются, поскольку в прозрачном контакте от кон-
центрации электронов зависит только 1/V0, а в тун-
нельном контакте — отношение VN/V0.

Вид зависимости PN
n от n определяется соотно-

шением сопротивлений RF и RN , а также RC , ко-
торое зависит от свойств интерфейса между фер-
ромагнитными контактами и полупроводником. В
свою очередь, характеристики интерфейса между F
и N зависят от состояния поверхностей этих матери-
алов и наличия дефектов в промежуточном диэлек-
трическом слое [18]. Поэтому окончательные свой-
ства интерфейсов и характер зависимости PN

n от n
мы установим экспериментально.

Нашей задачей было экспериментальное иссле-
дование зависимости величин напряжения VD(d) и
PN
n от концентрации электронов n в четырех полу-

проводниковых спиновых устройствах, изготовлен-
ных на пленках полупроводника InSb с концентра-
цией электронов n, варьирующейся от 4 · 1016 до
4 · 1017 см−3 и одном устройстве, сформированном
на пластине InSb с n = 1.2 · 1014 см−3.

3. МАТЕРИАЛЫ, МЕТОДЫ И РЕЗУЛЬТАТЫ
ЭКСПЕРИМЕНТА

Измерения проводились в латеральном спиновом
устройстве, представляющем собой планарную мик-
росхему с набором узких, параллельных друг другу
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Таблица. Параметры полупроводников и сформированных на них латеральных спиновых устройств: номер устрой-
ства, тип подложки, толщина пленки, концентрация электронов при комнатной температуре и при T = 77 K,
подвижность электронов, поляризация тока в каждом устройстве, удельное сопротивление диэлектрического слоя
в интерфейсе, время спиновой релаксации и длина спиновой диффузии, отношение концентрации электронов к

плотности состояний для каждого устройства

№ Подложка t, мкм n293, см−3 n77, см−3 μ293, см2/В · с Pj ρC , Ω·см τs, нс LN
s , мкм

n

∂n/∂ζ

1 GGG 0.45 5 · 1017 4 · 1017 0.8 · 104 0.027 2.5 0.8 50 15.3kBT

2 GGG 0.9 1.1 · 1017 8.8 · 1016 1.75 · 104 0.028 5 1.1 60 5.6kBT

3 AlN 1.05 1 · 1017 8 · 1016 2.6 · 104 0.036 4.5 1.5 80 5.2kBT

4 Si/SiO2 0.5 5 · 1016 4 · 1016 3.6 · 104 0.041 13 1.0 45 3.3kBT

5
Пластина

InSb
400 1.2 · 1014 6.2 · 105 0.013 30 1.5 25 1.02kBT

ферромагнитных контактов, пересекающих под пря-
мым углом полупроводниковый канал (рис. 1).

Полупроводниковые латеральные спиновые уст-
ройства предполагают совершенные интерфейсы
между металлическими контактами и каналом из
полупроводника, в котором происходит спиновый
транспорт. Для этих целей используются пласти-
ны из монокристалла полупроводника с высоко-
качественной (Epi-ready) полировкой поверхности
или эпитаксиальные пленки, выращенные методом
молекулярно-лучевой эпитаксии (MBE). Методом
MBE получаются эпитаксиальные пленки GaAs, Si,
а также InSb [19]. Однако мы исследовали пленки
InSb, полученные методом взрывного термическо-
го испарения в вакууме, поскольку эти пленки бы-
ли у нас в наличии, а концентрация электронов в
этих пленочных образцах находилась в интересую-
щем нас диапазоне n ∼ 1016–1017 см−3.

Исследовались четыре образца с пленками InSb
толщиной t от 0.5 до 1 мкм, синтезированных на под-
ложках из гадолиний-галлиевого граната Gd3Ga5O2

(GGG), AlN и Si/SiO2 (см. таблицу). Исследовалось
также спиновое устройство, изготовленное на пла-
стине полупроводника с концентрацией электронов
n = 1.2 · 1014 см−3 при T = 77 K, соответствующее
номеру 5 в таблице. Рентгеноструктурные исследо-
вания показали, что пленки неоднородны и массо-
вая концентрация компонентов: InSb — 90%, In —
10%. Пленки поликристалличны со средним разме-
ром кристаллитов 250 нм, ориентированных перпен-
дикулярно плоскости подложки вдоль направления
[111]. Средняя квадратичная шероховатость поверх-
ности пленок, измеренная на атомном силовом мик-
роскопе, составляла около 45 нм. Определение кон-

центрации n в пленках InSb были сделаны для ком-
натной температуры при измерении эффекта Хол-
ла. Значения концентрации носителей при комнат-
ной температуре, n293, приведены в таблице, там же
даны ориентировочные значения концентрации n77

для температуры T = 77 K. Эти значения получены
на основании данных измерения при двух темпера-
турах эффекта Холла в еще одной пленке InSb тол-
щиной 750 нм, синтезированной на подложке GGG.
Было определено, что в этом образце при T = 293

К плотность носителей 4 · 1017 см−3 и 2.7 · 1017 см−3

при T = 8 К. Видно, что концентрация носителей
уменьшается с изменением температуры от комнат-
ной до T = 8 К приблизительно на 30%. Мы пред-
положили, что при температуре T = 77 K в исследо-
ванных нами образцах концентрация носителей n77

уменьшится приблизительно на 20% по сравнению
со значениями n293.

Методами фотолитографии на поверхности пла-
стины и образцов с пленками InSb были изготовле-
ны латеральные спиновые устройства, содержащие
по шесть Co0.9Fe0.1 ферромагнитных контактов F1,
F2 шириной по 35 мкм и F3–F6 шириной по 15 мкм,
пересекающих под прямым углом полупроводнико-
вый канал шириной 50 мкм (см. рис. 1). Расстоя-
ния между центральными осями контактов F1 и F2,
F5 и F6 по 0.64 мм. Расстояние между соседними
центральными осями контактов F3, F4, F5 состав-
ляло 50 мкм , а контактов F2 и F3 — 60 мкм. Перед
нанесением ферромагнитных контактов с поверхно-
сти пластины и пленок удалялись слои оксидов пу-
тем травления ионами Ar. Ферромагнитные контак-
ты наносились на пластину полупроводника мето-
дом магнетронного напыления. Состав и толщина
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слоев, образующих контакт (в порядке нанесения):
слой диэлектрика из MgO (1.8 нм), ферромагнит-
ный слой из Co0.9Fe0.1 (80 нм) и закрывающий слой
из Au (3 нм). Переходы и контактные площадки, со-
стоят (в порядке нанесения) из слоев Ni (3 нм), Cu
(10 нм) и Ag (60 нм). Слои из Ni и Cu фабриковались
магнетронным, а из Ag — резистивным испарения-
ми.

Величина напряжения, возникающего на детек-
торе при спиновой инжекции, оценивалась при из-
мерениях эффекта Ханле. Напряжение регистриро-
валось на детекторах F3, F4 или F5 относитель-
но удаленного электрода F6. В качестве инжекто-
ра использовались контакты F2 или F3. Для это-
го между одним из них и F1 пропускался постоян-
ный ток. Для измерения эффекта Ханле использо-
вались источник постоянного тока на химических
элементах, нановольтметр, криостат и электромаг-
нит с программируемым источником питания. При
измерениях ферромагнитные контакты намагничи-
вались полем 400 Гс, направленным вдоль их про-
дольной оси (см. рис. 1). Затем поле снижалось до
нуля, и все устройство поворачивалось в криостате
на 90◦ так, чтобы направление поля стало перпен-
дикулярным плоскости контактов. При регистрации
эффекта Ханле проводилась медленная развертка
поперечного магнитного поля B в диапазоне ±20 Гс.
Отметим, что эти поля по величине много меньше
поперечного поля анизотропии плоского ферромаг-
нитного контакта, которое для Co0.9Fe0.1 составля-
ет порядка 1.5 Tл. Поэтому поперечное поле B не
оказывает существенного влияния на продольную
намагниченность контактов. Спин-зависимое нело-
кальное напряжение VH(d,B) при эффекте Ханле
может быть записано [16, 17] как

VH(d,B) = ±P 2
j RN j exp

(−αd/LN
s

) ×
×α cos

(
βd/LN

s

)− β sin
(
βd/LN

s

)
α2 + β2

,

α =

√√
1 + (ωLτs)2 + 1

√
2

,

β =

√√
1 + (ωLτs)2 − 1

√
2

,

(7)

где частота Лармора ωL = gμBB/�, g есть g-фактор
электронов проводимости в N, B — поперечное маг-
нитное поле, � — постоянная Планка, d — дистан-
ция между инжектором и детектором, μB — магне-
тон Бора, τs — время релаксации спина в N. При
расчете осуществляется подгонка теоретической за-
висимости напряжения VH(d,B) к эксперименталь-

но полученной. Подгоночными параметрами явля-
ются LN

s , τs и Pj . Эффективность спиновой инжек-
ции Pj , как видно из ее определения (5), зависит от
соотношения сопротивлений RC , RF и RN , а так-
же от поляризации проводимости PF

σ ферромагне-
тика и PC

σ контакта. Сопротивление RF = ρFL
F
s /A,

где ρF = 7 · 10−10 Ом · см, LF
s = 1.2 · 10−6 см для

ферромагнетика Co0.9Fe0,1 [20], A — площадь кон-
такта, RN = ρNL

N
s /A рассчитывается на основании

данных измерений Холла для каждого образца. Мы
предположили, что в ферромагнетике Co0.9Fe0,1, ко-
торый применялся в качестве инжектора, поляриза-
ция проводимости приблизительно равна поляриза-
ции электронов, PF

σ ≈ PF
n = 0.224 [16]. Нам ничего

не известно о величине поляризации проводимости
контакта PC

σ , поэтому в качестве начального, «за-
травочного», значения мы приняли, что PC

σ ≈ 0.5

как величина промежуточная между максималь-
ным и минимальным значениями. Таким образом,
при подгонке мы подбирали значение RC = ρCΛ/A,
где Λ — толщина, а ρC — удельное сопротивление
слоя, разделяющего F и N. Видно, что в поле B = 0

напряжения, рассчитанные с помощью выражений
(4) и (7), совпадают, VH(d,B) = VD(d).

При расчете величин VD(d) и PN
n в полупровод-

никах с различной концентрацией электронов необ-
ходимо вычислять значения n/(∂n/∂ζ). Для расче-
та воспользуемся соотношением, связывающим кон-
центрацию носителей n в зоне проводимости с инте-
гралом Ферми с индексом 1/2 [21]:

n = NcΦ1/2(ζ
∗), (8)

где Nc — эффективная плотность состояний;
Φ1/2(ζ

∗) — интеграл Ферми с индексом 1/2, ζ∗ =

= ζ/kBT — приведенная энергия Ферми, ζ —
энергия Ферми,

Φ1/2(ζ
∗) =

2√
π

∞∫
0

x1/2dx

1 + exp (x− ζ∗)
, (9)

Φ1/2(ζ
∗) рассчитывается численными методами.

Эффективная плотность состояний рассчитывается
по формуле

Nc = 2(mnkBT/2π�
2)3/2. (10)

Здесь mn — эффективная масса электрона. Для
InSb mn = 0.013m0, где m0 — масса свободного
электрона. При T = 77 К для InSb величина Nc =

= 4.82 · 1015 см−3. С помощью соотношения (8) вы-
разим множитель n/(∂n/∂ζ) через интеграл Ферми
Φ1/2(ζ

∗):

n/(∂n/∂ζ) = Φ1/2(ζ
∗)kBT/(∂Φ1/2(ζ

∗)/∂ζ∗). (11)
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Рис. 2. Зависимость напряжения −VH(d,B) при эффекте
Ханле от плотности тока j, протекающего через инжектор.
Поперечное магнитное поле B = 0, расстояние между ин-
жектором и детектором d = 50 мкм. Цифры, помечающие
символы на рисунке, соответствуют номерам образцов в

таблице

Рис. 3. Зависимость PN
n от плотности тока j, протекаю-

щего через инжектор. Поперечное магнитное поле B = 0,
расстояние между инжектором и детектором d = 50 мкм.
Цифры, помечающие символы на рисунке, соответствуют

номерам образцов в таблице

Значения n/(∂n/∂ζ) приведены в таблице. Видно,
что n/(∂n/∂ζ) растет с увеличением n.

В предельных случаях Φ1/2(ζ
∗) выражается про-

стыми функциями. Для невырожденного полупро-
водника Φ1/2(ζ

∗) = exp(ζ∗), в случае вырождения
Φ1/2(ζ

∗) = (4/3)π1/2(ζ∗)3/2.
На рис. 2 изображена зависимость напряжения

VH(d,B) эффекта Ханле при B = 0 от плотности

Рис. 4. Зависимость напряжения –VH при эффекте Хан-
ле от n для j ≈ 13 A/см2 (кружки). Штриховая линия —
функция y = 0.36 − 0.0084 ln(x+ 6 · 1013), x = n · см3

Рис. 5. Зависимость поляризации электронов в полупро-
воднике PN

n от n для j ≈ 13 A/см2 (кружки). Штрихо-
вая линия –– функция y = 0.29–0.0074 ln(x + 6.34 · 1014),

x = n · см3

тока j, протекающего через инжектор. Цифры, обо-
значающие символы, соответствуют номерам полу-
проводников, перечисленным в таблице. Нарастание
спин-индуцированного напряжения при увеличении
плотности тока в полупроводниках с низкой концен-
трацией электронов более быстрое.

На рис. 3 приведена зависимость величины по-
ляризации PN

n от плотности тока j, протекающего
через инжектор. Величина поляризации PN

n в по-
лупроводниках рассчитывалась при подгонке теоре-
тических значений напряжения при эффекте Ханле
(уравнение (7)) к экспериментальным. Подгоночны-
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ми параметрами являются ρC , τs и Ls. Видно, что
PN
n нарастает при увеличении плотности тока. Так-

же заметно, что скорость нарастания выше в по-
лупроводниках с меньшей концентрацией электро-
нов n.

На рис. 4 изображена зависимость напряжения
VH от n, а на рис. 5 зависимость поляризации PN

n от
n для плотности тока в инжекторе J ≈ 13 A · см−2.
Видно, что величина спиновой поляризации элек-
тронов PN

n в полупроводниках n-InSb уменьшает-
ся при росте концентрации электронов n. Напряже-
ние эффекта Ханле VH также убывает при увеличе-
нии n.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы исследовали величину спин-индуцированно-
го напряжения VH при эффекте Ханле и значе-
ние коэффициента спиновой поляризации электро-
нов PN

n в латеральных спиновых устройствах, из-
готовленных на полупроводниках InSb с различ-
ной концентрацией электронов n. Самые высокие
значения спиновой поляризации были достигну-
ты в устройствах с полупроводниками, обладаю-
щими наименьшими концентрациями носителей за-
ряда. В устройствах, изготовленных на пластине
InSb (n = 1.2 · 1014 см−3) и на пленке InSb
(n = 4 · 1016 см−3), при плотности тока инжектора
около 13 A/см2 значения PN

n равны соответственно
5.2% и 0.7%. В устройствах, которые были изготов-
лены на пленках полупроводников с n = 8 · 1016,
8.8 · 1016 и 4 · 1017 см−3, значения PN

n равны со-
ответственно 0.13, 0.11 и 0.013%. Уменьшение PN

n

согласуется с уменьшением сопротивления полупро-
водников RN и множителя [(∂n/∂ζ)/n] при увеличе-
нии концентрации n (см. (6)), а также коэффициен-
та спиновой поляризации тока Pj , который умень-
шается от 4.1% до 2.7% при росте концентрации
от 4 · 1016 см−3 до 4 · 1017 см−3 (см. таблицу). Бо-
лее низкое значение Pj = 1.3% для образца №5
может быть за счет более высокого в этом образ-
це удельного сопротивления диэлектрического слоя,
ρC = 30 Ом · см. Как следует из таблицы, в пленоч-
ных образцах №1–№4 удельное сопротивление кон-
такта ρC существенно ниже, чем в образце №5, по-
скольку шероховатость пленок значительно выше,
чем шероховатость пластины InSb. Тем не менее за
счет самых высоких значений RN и [(∂n/∂ζ)/n] ве-
личина PN

n в образце №5 наибольшая. Таким обра-
зом, величина спиновой поляризации PN

n уменьша-
ется с увеличением плотности электронов. При том
соотношении сопротивлений RN , RF и RC , которое

было получено в наших спиновых устройствах, на-
блюдается спад PN

n ∼ ln(1/n).
Спин-индуцированное напряжение VH = VD(d)

(уравнение (5)) также убывает при росте концен-
трации n в соответствии с уменьшением Pj и PN

n .
Уменьшение VH несколько нивелируется за счет
роста множителя n/(∂n/∂ζ) при увеличении n (см.
таблицу). Заметим, что спад напряжения VH при ро-
сте n соответствует уменьшению контактной разно-
сти потенциалов в паре F и N. Контактная разность
потенциалов φC между F и N зависит от разности
работ выхода из F и N, которые определяются по-
ложением уровней Ферми ζF и ζN в каждом из этих
материалов, φC = (ζF –ζN )/e. Для вырожденного
полупроводника ζN = kBT ln(n/Nc) [21]. Видно, что
ζN увеличивается как lnn при росте плотности элек-
тронов в N, а контактная разность потенциалов φC
уменьшается пропорционально ln(1/n).

Для спиновых устройств, изготовленных на
тонких пленках, мы получили значения длины
спиновой диффузии LN

s в 2–3 раза более высокие,
чем в устройстве, изготовленном на монокристал-
лической пластине InSb (см. таблицу). Корреляцию
величины LN

s в зависимости от толщины пленок,
материала подложки или концентрации электронов
мы не обнаружили. Можно предположить, что
аномальные значения длины спиновой диффузии
связаны с неоднородным составом пленок, пред-
ставляющих собой гетеросистемы.

Финансирование. Работа выполнена в рам-
ках государственного задания Министерства нау-
ки и высшего образования России (тема «Спин»,
№АААА-А18-118020290104-2) при частичной под-
держке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (проекты №№19-02-00038, 20-07-00968).
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Методом проекционных присоединенных волн в рамках теории функционала электронной плотности
рассчитаны атомная и электронная структуры, модули упругости, вибрационные частоты и термодина-
мические характеристики силицида титана Ti5Si3. Рассчитана поверхность Ферми и оценена скорость
электронов на всех ее четырех листах. Анализ пространственной зависимости линейной сжимаемости и
модулей Юнга и сдвига показал их слабую анизотропию, тогда как анизотропия коэффициента Пуассона
является более выраженной. Рассчитан фононный спектр силицида титана и проведена оценка термоди-
намических характеристик. Показано, что в целом результаты расчетов находятся в хорошем согласии с
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1. ВВЕДЕНИЕ

Повышенный интерес к изучению физико-хими-
ческих и механических свойств силицидов обуслов-
лен их технологическими приложениями. Прежде
всего, это было связано с масштабным производ-
ством компьютеров на основе кремния в 80-х годах,
когда силициды использовались в основном в каче-
стве омических контактов из-за низкого электриче-
ского сопротивления и термической совместимости
с кремнием [1,2]. Последняя достигается за счет ис-
пользования фаз, находящихся в термодинамичес-
ком равновесии с кремнием, а именно дисилицидов,
среди которых наиболее полезными свойствами об-
ладают TiSi2, CoSi2 и WSi2 [1–5].

Вторая область применения силицидов связана
с ограничением использования металлических спла-
вов в качестве конструкционных материалов при
высоких температурах. Известно, что суперсплавы,
являющиеся основными материалами для данных
приложений, быстро теряют сопротивление ползу-
чести и стойкость к окислению при температурах

* E-mail: bakulin@ispms.tsc.ru

выше 1100 ◦C. Поэтому считается, что конструкци-
онный материал, который будет выдерживать тем-
пературы от 1300 до 1600 ◦C, окажет такое же боль-
шое влияние на мировую экономику, как и микро-
электронная промышленность. Необходимость по-
вышения рабочей температуры с сохранением хоро-
ших механических свойств привела к интенсивным
исследованиям интерметаллических сплавов, кото-
рые продолжаются и в настоящее время. Изначаль-
но интерметаллиды привлекали такими свойствами,
как высокая температура плавления (для некото-
рых — выше 2000 ◦C), низкая удельная плотность
(ниже 7 г/см3) и широкие возможности легирова-
ния. Поскольку количество интерметаллических со-
единений очень велико, большая часть ранних ис-
следований была связана с нахождением наиболее
перспективных материалов на основе анализа ря-
да характеристик. Были сформулированы необхо-
димые требования к свойствам материалов для вы-
сокотемпературных приложений, которые включа-
ли высокое сопротивление ползучести и стойкость
к окислению при температурах выше 1000 ◦C, низ-
кую плотность, сохранение прочности при повышен-
ных температурах, а также возможность пониже-
ния хрупкости, присущей некоторым интерметалли-
ческим соединениям, путем легирования. Наиболее
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перспективными в этом ключе оказались алюмини-
ды и силициды переходных металлов. Были уста-
новлены также наиболее важные аспекты синтеза
таких материалов. В частности было показано, что
легирующие добавки даже в очень малых количест-
вах, а также способ обработки могут существенно
влиять на их свойства [6–8].

Известно, что γ-TiAl и сплавы на его основе об-
ладают целым комплексом уникальных механичес-
ких свойств, в том числе отмеченных выше, что де-
лает их перспективными материалами для примене-
ния в аэрокосмической, автомобильной, судострои-
тельной промышленности. Однако стойкость к окис-
лению алюминидов титана при высоких температу-
рах остается недостаточно высокой [9], что ограни-
чивает их технологические приложения. Считается,
что легирование кремнием сплава γ-TiAl улучша-
ет коррозионную стойкость. Например, в работе [10]
теоретическими методами было показано, что при-
месь кремния способствует локальному повышению
концентрации титана в сплаве γ-TiAl путем образо-
вания Ti-антиструктурных атомов. Последнее при-
водит к повышению химической активности алюми-
ния и, как следствие, способствует образованию за-
щитного слоя Al2O3. Кроме того, в [11] было уста-
новлено, что примесь Si, а также Nb, Ta и W, за-
мещая Ti в пленке TiO2, понижает коэффициент
диффузии кислорода, что также должно повышать
коррозионную стойкость TiAl. В работе [12] экспери-
ментально было показано, что образование пленки
силицида титана состава Ti5Si3 и слоев, обогащен-
ных алюминием, приводит к образованию Al2O3,
который подавляет дальнейшее окисление и, следо-
вательно, способствует значительному повышению
коррозионной стойкости сплава. Однако противопо-
ложный вывод о влиянии кремния был сделан в ра-
боте [13]. Авторы считают, что образование хрупкой
фазы Ti5Si3 приводит к растрескиванию и отслаива-
нию оксидной шкалы. Недавно в работе [14] путем
холодного напыления Al-40Si (масc.%) на поверх-
ность сплава γ-TiAl было создано новое диффузи-
онное покрытие Ti(Al,Si)3, которое значительно по-
высило стойкость сплава к окислению. В процессе
окисления образовался стабильный диффузионный
барьер, состоящий из фазы Ti5Si3, который, как по-
казали авторы [14], может тормозить интердиффу-
зию между покрытием и подложкой и способство-
вать формированию оксидной шкалы Al2O3.

Силициды со стехиометрией M5Si3 обладают
многими преимуществами по сравнению с другими
силицидами. Кристаллическая структура является
гексагональной, если M = Sc, Y, Ti, Mn, и объем-

но-центрированной тетрагональной в случае M = V,
Mo, W. В отличие от других силицидов возможнос-
ти легирования этих структур выражены в большей
степени. Кроме того, гексагональная структура мо-
жет вместить до 11 ат.% небольших атомов, таких
как В, С, О и др., т. е. эти соединения также облада-
ют значительными возможностями междоузельного
легирования, которые не наблюдаются для силици-
дов любой другой стехиометрии. Другие преимуще-
ства включают более высокую температуру плавле-
ния (например, 2130 ◦C в случае Ti5Si3) и потенциал
для вязкого упрочнения [15, 16].

К недостаткам идеальных соединений M5Si3 сле-
дует отнести недостаточную стойкость к окислению,
низкую вязкость разрушения и высокую анизотро-
пию свойств. Последние являются результатом ани-
зотропной кристаллической структуры, что приво-
дит к появлению при обработке остаточных напря-
жений и микротрещин [7]. Следует отметить, что об-
работка силицидов затруднена, поскольку углерод,
кислород, азот и другие примеси стремятся запол-
нить междоузельное пространство.

Для того чтобы понять на микроскопическом
уровне влияние формирования фазы Ti5Si3 на диф-
фузию кислорода и интерфейсную прочность, необ-
ходимо, прежде всего, изучить его электронную и
фононную структуру, а также физико-химические и
механические свойства, что и является целью насто-
ящей работы. Кроме того, проводятся оценки ряда
термодинамических характеристик силицида тита-
на, а также коэффициент теплового расширения.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Расчеты атомной и электронной структур соеди-
нения Ti5Si3 проводились методом проекционных
присоединенных волн (PAW) в плоско-волновом ба-
зисе [17, 18] с обобщенным градиентным прибли-
жением для обменно-корреляционного функциона-
ла в форме PBE [19]. Энергия обрезания была равна
550 эВ. Оптимизация электронной структуры про-
водилась с точностью 10−6 эВ. Релаксация атомной
структуры проводилась методом сопряженных гра-
диентов с использованием полной оптимизационной
схемы, допускающей изменение положения атомов,
формы и размера ячейки. Сходимость считалась до-
стигнутой, когда силы, действующие на атомы, не
превышают 10−4 эВ/Å. В расчетах использовалась
Γ-центрированная сетка k-точек 7× 7× 9.

Зарядовые состояния атомов и заселенность
перекрывания орбиталей оценивались с помощью
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Рис. 1. Равновесная атомная структура соединения Ti5Si3 (а), локальное окружение атомов Ti4d, Ti6g и Si (б)

Таблица 1. Параметры решетки соединения Ti5Si3 в сопоставлении с имеющимися экспериментальными и теоре-
тическими данными. В скобках приведено отличие от экспериментальных значений в процентах

Структурные параметры a, Å c, Å c/a xTi xSi

Настоящие результаты (PAW PBE)
7.466

(+0.07)
5.108

(−0.83)

0.684
(−0.87)

0.2502
(+1.17)

0.6081
(+0.30)

Эксперимент [23] 7.461 5.151 0.690 0.2473 0.6063

Теория (NCPP LDA) [24] 7.377 5.084 0.689 0.2473 0.6063

Теория (PP GGA) [25] 7.472 5.132 0.687 − −

метода DDEC6 [20], который представляет собой
уточнение электростатического химического мето-
да, основанного на электронной плотности (Density
Derived Electrostatic and Chemical approach). Засе-
ленность кристаллических орбиталей Гамильтона
(COHP) рассчитывалась с помощью программы
LOBSTER [21,22].

Функция локализации электронов (ELF) рассчи-
тывалась по следующей формуле:

ELF =
1

1− (D/Dh)2
, (1)

где D — плотность кинетической энергии Паули
электронного газа со спином «вверх»:

D =
1

2

∑
i

|∇ϕi|2 − 1

8

|∇ρ↑|2
ρ↑

, (2)

где ϕi — орбитали Кона –Шема, ρ↑ — плотность
электронов со спином «вверх»; а Dh — плотность
кинетической энергии однородного газа электронов
со спином «вверх»:

Dh =
3

10
(2π2ρ↑)5/3. (3)

Необходимо отметить, что по определению функция
ELF может принимать значения от 0 до 1, при этом

в области ELF → 1 наблюдается локализация элек-
тронных пар, кинетическая энергия которых стре-
мится к нулю. Области ELF = 1/2 соответствуют
полной делокализации электронов, например, в слу-
чае однородного электронного газа. Наконец, значе-
ния ELF → 0 характерны для областей, разделяю-
щих электронные пары, где плотность кинетической
энергии высока.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Атомная и электронная структуры

Соединение Ti5Si3 имеет гексагональную струк-
туруD88 и характеризуется пространственной груп-
пой P63/mcm (№193). Атомы титана занимают два
типа позиций Вайкоффа (Wyckoff positions) 4d (1/3,
2/3, 0) и 6g (x, 0, 1/4), атомы кремния также занима-
ют 6g-позиции (рис. 1а). Равновесные параметры ре-
шетки и смещения атомов Ti и Si в 6g-позициях при-
ведены в табл. 1. Видно, что рассчитанные струк-
турные параметры Ti5Si3 находятся в согласие с
результатами ранних теоретических и эксперимен-
тальных работ.

На рис. 1б показано локальное окружение ато-
мов каждого типа и приведены обозначения для
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межатомных связей, которые будут использоваться
далее. Видно, что атомы Ti4d образуют две связи
d1 (2.55 Å) с соседними атомами Ti4d и шесть свя-
зей d2 (2.63 Å) с атомами кремния. Другие атомы
Ti6g пятикратно координированы атомами кремния,
при этом две связи d3, лежащие в плоскости (0001),
имеют наименьшую длину 2.57 Å. Связь d4 (2.67 Å)
также расположена в плоскости (0001), но ориенти-
рована вдоль кристаллографического направления
〈2110〉 или 〈1100〉. Только две связи d5 (2.76 Å) обу-
словливают взаимодействие Ti6g–Si между атомны-
ми слоями. Таким образом, каждый атом кремния
образует четыре связи d2 с атомами Ti4d и пять свя-
зей с атомами Ti6g: две из них d3-типа, одна — d4 и
две — d5.

На рис. 2а, на котором приведен электронный
энергетический спектр Ti5Si3, видно, что соедине-
ние является проводником, поскольку кривые дис-
персии пересекают уровень Ферми (EF ) вдоль раз-
ных направлений в неприводимой части зоны Брил-
люэна. Отметим, что приведенные состояния вбли-
зи EF позволяют интерпретировать рассчитанные
листы поверхности Ферми, которые обсуждаются
ниже. На рис. 2б видно, что валентная зона со-
стоит из двух подзон: первая, расположенная при
энергиях от –10.2 до –6.3 эВ, образована преиму-
щественно s-состояниями Si, вторая, расположенная
выше –5.0 эВ, обусловлена преимущественно p-со-
стояниями Si, а при энергиях выше –3.6 эВ — d-со-
стояниями Ti. При этом электронная структура ато-
мов Ti4d и Ti6g отличается только высотой отдель-
ных пиков, тогда как их расположение на энерге-
тической шкале совпадает. Кроме того, положение
пиков на кривых плотности электронных состояний
атомов Ti двух типов хорошо коррелирует с соответ-
ствующими пиками на кривой плотности электрон-
ных состояний Si, что указывает на сильное взаи-
модействие этих атомов. На рис. 2б видно, что на
кривой полной плотности электронных состояний
уровень Ферми находится в локальном минимуме,
что, согласно критерию Ямашиты [26], указывает на
стабильность силицида. На рис. 2в приведены кри-
вые COHP для всех пяти типов связей в соединении
Ti5Si3. Видно, что только в случае d1-связи меж-
ду атомами Ti4d связующие орбитали являются ча-
стично заполненными, тогда как для остальных ти-
пов связей уровень Ферми отделяет связующие со-
стояния от разрыхляющих. Последнее указывает на
ковалентный вклад в механизм химической связи.

Все характеристики связей, включая зарядовое
состояние взаимодействующих атомов, приведены в
табл. 2. Площадь под кривой COHP (−ICOHP), так

Рис. 2. Электронный энергетический спектр соединения
Ti5Si3 (а), полная и локальные плотности электронных со-
стояний (б), а также кривые COHP для всех типов свя-

зей (в)

же как и заселенность перекрывания орбиталей (θ),
рассчитанная методом DDEC6, могут служить ме-
рой ковалентности химической связи. Однако пер-
вая величина измеряется в электронвольтах, тогда
как вторая в электронах, что делает невозможным
их прямое сопоставление, хотя корреляция между
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Таблица 2. Характеристики связей в соединении Ti5Si3

Характеристика d1, Å d2, Å d3, Å d4, Å d5, Å

Связь X–Y Ti4d–Ti4d Ti4d–Si Ti6g–Si Ti6g–Si Ti6g–Si

Ориентация [0001] mix (0001) 〈2110〉, 〈1100〉 mix

Длина, Å 2.55 2.63 2.57 2.67 2.76

−ICOHP, эВ 1.50 1.84 2.15 1.55 1.44

θ, эл. 0.24 0.34 0.45 0.33 0.30

q(X), эл. 0.74 0.74 0.63 0.63 0.63

q(Y ), эл. 0.74 −1.12 −1.12 −1.12 −1.12

Рис. 3. Распределение разности зарядовой плотности (а): области аккумуляции и ухода заряда показаны соответственно
синим и красным цветом; функции локализации электронов (б): области локализации электронных пар и их разделения

показаны соответственно фиолетовым и зеленым цветом

ними имеет место. Из табл. 2 следует, что умень-
шение длины связи Ti–Si коррелирует с увеличе-
ние значений −ICOHP и θ. В то же время атомы
Ti6g отдают меньший заряд атомам Si, чем Ti4d, что
указывает на бóльшую ионность связей в последнем
случае. Очевидно, что d1-связь (Ti4d–Ti4d) являет-
ся преимущественно металлической с незначитель-
ной примесью ковалентности. Поскольку она может
формироваться с помощью только dz2 -орбиталей Ti,
которые практически не заполнены, то заселенность
перекрывания орбиталей в этом случае минимальна.

На рис. 3а приведено распределение разности за-
рядовой плотности (Δρ), которое рассчитывалось
как разность между суммой атомных электронных
плотностей ρat всех атомов и самосогласованной
электронной плотностью соединения ρsc:

Δρ(r) =
∑

ρat(r)− ρsc(r). (4)

Отметим, что отрицательные значения Δρ соответ-
ствуют областям пространства, где происходит ак-
кумуляция заряда при образовании соединения, а
положительные — областям его ухода. Видно, что
электронная плотность локализуется в области во-
круг атомов кремния, при этом она имеет наиболь-
шую ширину на связях d2 между атомами Si и Ti4d.
Это указывает на больший зарядовый перенос к
кремнию именно от этих атомов титана, что согла-
суется с данными из табл. 2. Напротив, d4-связи
(Si–Ti6g, ориентированные вдоль кристаллографи-
ческих направлений 〈2110〉 и 〈1100〉) демонстрируют
лишь небольшие области ухода заряда вблизи ато-
мов Ti6g. Отметим, что области с высокими значени-
ями функции локализации электронов, ELF (более
0.75), показанные на рис. 3б, соответствуют локали-
зации обобществленных электронов атомов Ti и Si.
Их смещение в сторону кремния отражает наличие
ионного вклада в химическую связь. Значения за-
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Рис. 4. Полная поверхность Ферми Ti5Si3 (а) и ее четыре отдельных листа (б–д) с указанием значений скорости Ферми
на термометре

Таблица 3. Упругие константы соединения Ti5Si3

Модель C11, ГПа C12, ГПа C13, ГПа C33, ГПа C44, ГПа P1, ГПа P2, ГПа

Настоящий расчет 283.9 109.2 57.4 265.8 91.8 21.9 −33.4

Эксперимент [29] 285 106 53 268 93 16.7 −39.6

Теория [25] US PBE 282.6 107.9 54.0 271.6 94.2 − −

рядов, ушедших с атомов титана к кремнию, приве-
дены в табл. 2, а сам факт такого переноса обуслов-
лен большей электроотрицательностью кремния по
сравнению с титаном: Si — 1.90 эВ1/2, Ti — 1.54 эВ1/2

[27]. Области, где значения функции ELF ниже 0.05,
также показанные на рис. 3б, локализованы вокруг
атомов титана и соответствуют высоким значени-
ям кинетической энергии валентных d-электронов.
В целом расчеты показали, что химическая связь в
силициде титана имеет сложный характер.

Представленная на рис. 4а поверхность Ферми
образована четырьмя листами. Первые два листа,
соответствующие 31 и 32 зонам, являются дыроч-
ными замкнутыми поверхностями, локализованны-
ми вокруг точки A неприводимой части зоны Брил-
люэна (рис. 4б,в). Третий лист представляет собой
многосвязную поверхность, при этом электроны ло-
кализованы вокруг точек M и K, тогда как обла-
сти в центре зоны Бриллюэна (точка Γ) и вокруг
точек A, L и H заполнены дырками (рис. 4г). На-
конец, четвертый лист, образованный 34 зоной, яв-
ляется замкнутой электронной поверхностью типа
гантели (рис. 4д). На рис. 4б–д видно, что скорость
Ферми (vF ) достигает наибольшего значения поряд-
ка 15 эВ · Å на первом и втором листах поверхности
Ферми, тогда как низкие значения vF ∼ 5 эВ · Å со-
ответствуют некоторым областям на втором и чет-
вертом листах. Скорость электронов, чей волновой

вектор соответствует третьему листу поверхности
Ферми, практически везде равна среднему значению
9–11 эВ · Å и достигает 13 эВ · Å лишь в отдельных
областях вблизи границы зоны Бриллюэна.

3.2. Механические свойства

Известно, что в случае гексагонального кристал-
ла имеются пять независимых упругих постоянных
(модулей податливости) [28], результаты расчетов
которых приведены в табл. 3. Полученные результа-
ты находятся в хорошем согласии с эксперименталь-
ными и теоретическими данными [25,29], что позво-
ляет также воспроизвести корректно ряд упругих
характеристик Ti5Si3 на их основе. Несмотря на то,
что упругие постоянные рассчитываются для моно-
кристалла, они позволяют оценить поликристалли-
ческие модули упругости. Объемный модуль упру-
гости и модуль сдвига для поликристаллического
образца, согласно теориям Фойгта, Ройсса и Хилла
[30–32], могут быть записаны следующим образом:

BV = (2C11 + 2C12 + 4C13 + C33)/9,

GV = (3.5C11+C33−2.5C12−2C13+6C44)/15,

BR = 1/(2S11 + S33 + 2S12 + 4S13),

GR = 15/(14S11+4S33−10S12−8S13+6S44),

BH = (BV +BR)/2,

GH = (GV +GR)/2.

(5)
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Таблица 4. Изотропные (поликристаллические) модули упругости, коэффициент Пуассона и коэффициенты
анизотропии для Ti5Si3

Модель B, ГПа G, ГПа E, ГПа ν AB, % AG, % AE , % AU

Теория [30] 144.6 93.2 230.1 0.23

0.70 0.95 0.91 0.11Теория [31] 142.6 91.4 226.0 0.24
Теория [32] 143.6 92.3 228.0 0.24

Эксперимент [29] 140 96 234 0.22 − − − −
Эксперимент [34] − − 146 − − − − −
Эксперимент [35] − − 268 − − − − −

Теория [25] US PBE 140.32 95.82 237.16 0.36 − − − −

Модуль Юнга и коэффициент Пуассона можно
рассчитать по следующим формулам:

E =
9BG

3B +G
, ν =

3B − 2G

6B + 2G
. (6)

где B и G берутся в соответствие с одним из трех
приближений. Упругая анизотропия объемного мо-
дуля, модулей сдвига и Юнга, а также универсаль-
ный коэффициент анизотропии рассчитывались по
формулам

AB =
BV −BR

BV +BR
· 100%,

AG =
GV −GR

GV +GR
· 100%,

AE =
EV − ER

EV + ER
· 100%,

AU =
BV

BR
+ 5

GV

GR
− 6.

(7)

Значения давления Коши могут быть оценены
как

P1 = C12 − C66, P2 = C13 − C44. (8)

Из табл. 3 следует, что в целом рассчитанные
характеристики хорошо согласуются с эксперимен-
тальными значениями и результатами ранних расче-
тов. Отметим, что отрицательное значение давления
Коши (P2 в случае Ti5Si3) указывает на направлен-
ность химических связей в соединении [33]. Поли-
кристаллические модули упругости, рассчитанные
по формулам (5), (6), приведены в табл. 4. Видно,
что полученные значения находятся в хорошем со-
гласии с данными из работы [29], в которой упру-
гие константы измерялись методом резонанса пря-
моугольного параллелепипеда. Отметим, что значе-
ния модуля Юнга из работ [34, 35] существенно от-
личаются как от полученных в настоящей работе,

так и значений из [29]. В работе [34] модуль Юн-
га измерялся путем сжатия образца, тогда как в
[35] он определялся методом наноиндентирования. В
последнем случае авторы предположили, что пере-
оценка модуля Юнга может быть обусловлена мик-
ропористостью образца. Авторы [29] объяснили на-
блюдаемое в некоторых экспериментальных рабо-
тах занижение модуля Юнга поликристаллическо-
го Ti5Si3 образованием межзеренных мягких фаз,
например Ti. Кроме отмеченных выше работ име-
ются также другие экспериментальные статьи, в ко-
торых изучались упругие свойства Ti5Si3. В целом
имеет место достаточно большой разброс экспери-
ментальных значений модуля Юнга — от 146 ГПа до
268 ГПа. Напомним, что в настоящей работе поли-
кристаллические модули упругости оценивались по
упругим константам, рассчитанным для монокри-
сталла, поэтому значения, приведенные в табл. 4, от-
носятся к идеальному поликристаллическому Ti5Si3
без дополнительных фаз и включений.

Близкие к единице значения коэффициентов AG

и AE , рассчитанных по формулам (7), отражают
слабую анизотропию модулей сдвига и Юнга. В то
же время анизотропия объемного модуля упругости
более выражена, что, в свою очередь, отражается на
зависимости линейной сжимаемости β от направле-
ния (рис. 5а). Отметим, что низкое значение коэф-
фициента Пуассона (0.22) указывает на хрупкость
данного соединения. Кроме того, отношение B/G

равно 1.56, что меньше критического значения 1.75,
и, согласно критерию Пью [36], также свидетель-
ствует о хрупком характере разрушения силицида
титана. В целом теоретические значения хорошо со-
гласуются с экспериментальными данными.
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Рис. 5. Зависимость линейной сжимаемости (β), модуля Юнга (E), модуля сдвига (G) и коэффициента Пуассона (ν) от
направления деформации. Нижние индексы «1» и «2» в случае двух последних характеристик соответствуют наимень-

шему и наибольшему их значению при фиксированном направлении

Кроме упомянутых выше поликристаллических
упругих характеристик нами были рассчитаны их
значения в зависимости от направления в кристал-
ле. Соответствующие формулы и детальное описа-
ние можно найти, например, в [28, 37]. Рассчитан-
ные упругие модули как функции направления при-
ведены на рис. 5. Соответствующие проекции на ба-
зальную и призматическую плоскости показаны на
рис. 6. Напомним, что базальная плоскость явля-
ется плоскостью изотропии, поэтому модули упру-
гости не зависят от направления в этой плоско-
сти. Видно, что наибольшее значение линейной сжи-
маемости β (2.87 ТГц) соответствует направлению
[0001]. Этому же направлению соответствует макси-
мальное значение модуля Юнга E (249.4 ГПа). При
этом минимальное значение β (2.07 ТГц) соответ-
ствует деформации в базальной плоскости (0001), а
E (219.7 ГПа) — в направлении около 52◦ к оси c,
что согласуется с экспериментом [29]. Минимальное
значение модуля сдвигаG в плоскости (0001), равное
82.4 ГПа, соответствует одной из плоскостей сколь-
жения, характерной для соединения Ti5Si3 [29]. Наи-
большее значение G (105.2 ГПа) получено для на-
правления, ориентированного под углом около 45◦

к оси c. В отличие от других упругих параметров
коэффициент Пуассона существенно зависит от на-

правления и изменяется в три раза: от минималь-
ного значения 0.13 до максимального 0.39, при этом
оба значения достигаются для направления в плос-
кости (0001). Таким образом, расчеты показывают,
что анизотропия упругих свойств силицида титана
с гексагональной структурой выражена в меньшей
степени, чем ожидалось, что является положитель-
ным фактором для его технологического примене-
ния.

3.3. Вибрационные, термодинамические и
тепловые свойства

На рис. 7 приведены фононный энергетический
спектр и локальные фононные плотности состояний.
Видно, что структура Ti5Si3 является динамически
стабильной, поскольку на спектре отсутствуют мни-
мые вибрационные частоты. Поскольку атомы крем-
ния легче атомов титана, частоты выше 8.4 ТГц обу-
словлены преимущественно ими, тогда как низкие
частоты соответствуют колебаниям атомов Ti6g, а
частоты колебаний атомов Ti4d являются промежу-
точными и находятся в диапазоне 5.5–10.7 ТГц.

На рис. 8 показаны рассчитанные термодина-
мические характеристики Ti5Si3 в сопоставлении с
экспериментальными данными. Видно, что теплоем-
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Рис. 6. Зависимость β (а), E (б), G (в), ν (г) Ti5Si3 от направления в плоскости {2110} (верхний полукруг) и (0001)
(нижний полукруг)

Рис. 7. Энергетический спектр (слева) и плотность фононных состояний (справа) Ti5Si3
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Рис. 8. Зависимость теплоемкости (а), энтропии (б), энтальпии (в) и свободной энергии (г) Ti5Si3 от температуры

кость при постоянном давлении (CP ) хорошо согла-
суется с экспериментом [38, 39], проведенным для
разных интервалов температур, при этом низкотем-
пературное поведение теплоемкости при постоянном
объеме (CV ) имеет зависимость пропорциональную
T 3. Напомним, что в рамках гармонической теории
кристалла данные характеристики рассчитывались
по следующим формулам:

CV =

(
∂E

∂T

)
V

, CP = CV + α2BV T,

S = −∂F
∂T

, F = −kBT ln(Z),

(9)

где E — энергия фононов, равная

E =
∑
q,s

�ω(q, s)

[
1

2
+

1

exp(�ω(q, s))− 1

]
, (10)

αV — объемный коэффициент теплового расшире-
ния, F — свободная энергия, S — энтропия, а Z —

статистическая сумма, которая оценивалась по фор-
муле

Z =
∏
q,s

exp(−�ω(q, s)/2kBT )

1− exp(−�ω(q, s)/kBT )
. (11)

Температурные зависимости энтальпии (H), сво-
бодной энергии и вибрационного вклада в энтро-
пию также находятся в хорошем согласии с экспе-
риментом [38]. Известно, что существует противоре-
чие между теоретическими и экспериментальными
результатами, заключающееся в предсказании фазы
силицида, которая должна находиться в термодина-
мическом равновесии с твердым раствором Si в мат-
рице α-Ti. Согласно фазовой диаграмме Ti–Si, осно-
ванной на экспериментальных данных, тетрагональ-
ная фаза Ti3Si должна находиться в термодинами-
ческом равновесии с твердым раствором ниже тем-
пературы эвтектоидной реакции [40]. С другой сто-
роны, теоретические расчеты показывают, что фаза
Ti3Si может распадаться на Ti5Si3 [41] или Ti2Si и
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Рис. 9. Зависимость коэффициента линейного теплового расширения (а) и полного параметра Грюнайзена (б) Ti5Si3 от
температуры

α-Ti [42,43]. Причиной этих расхождений может яв-
ляться пренебрежение вкладом колебательных сте-
пеней свободы в термодинамические свойства фаз.
Как видно на рис. 8г, вибрационная свободная энер-
гия действительно достаточно быстро меняется с
ростом температуры, особенно при T выше пример-
но 100 K. В этой связи, полученные термодинами-
ческие характеристики могут быть полезны в даль-
нейших исследованиях фазовой стабильности в си-
лицидах титана.

В заключение, на рис. 9 приведены зависимо-
сти коэффициентов линейного теплового расшире-
ния (αa, αc) и полного параметра Грюнайзена (γ),
которые рассчитывались по следующим формулам:

αl =
1

l298

(
∂l

∂T

)
P

, (12)

γ =

∑
q,s

γq,sCV (q, s)∑
q,s

CV (q, s)
, (13)

где l298 — линейный размер (параметр a или c) при
T = 298 K; CV (q, s) — вклад в теплоемкость CV нор-
мальной моды q, s, а γq,s — параметр Грюнайзена
для фононной моды моды q, s, равный

γq,s = −∂(lnω(q, s))
∂(lnV )

. (14)

Из рис. 9а видно, что теоретические значения па-
раметра αc согласуются с экспериментальными зна-
чениями [44] в интервале температур от 300 К до
900 К, но превышают их при T > 900 K. Отметим,

что в [45] коэффициент αc в отличие от результатов,
полученных в работе [44], практически не зависит
от температуры. Коэффициент теплового расшире-
ния вдоль оси a существенно меньше, чем αc, при
этом его функциональная зависимость от темпера-
туры согласуется с экспериментом: как и в работах
[44, 45] он практически не зависит от температуры
и слегка понижается при T > 900 K, как и в экс-
перименте [44]. В то же время, теоретические зна-
чения αa примерно на 2 · 10–6 K–1 меньше экспери-
ментальных [44, 45]. Оценка анизотропии теплового
расширения αc/αa достигает 3.55–4.36 в интервале
температур 200–1000 К, что превышает эксперимен-
тальное значение 2.7 [44,45]. Такое расхождение обу-
словлено преимущественно недооценкой коэффици-
ента αa. Коэффициент линейного теплового расши-
рения для поликристаллического образца при этих
же температурах равен (6.61–9.76) · 10–6 K–1, тогда
как экспериментальное значение, приведенное в ра-
боте [46], составляет 7.1 · 10–6 К–1.

Полный параметр Грюнайзена (рис. 9б), кото-
рый в среднем характеризует зависимость фонон-
ных частот от объема, может быть также рассчитан
по формуле

γ =
αVB

CV ρ
, (15)

где αV , B, CV и ρ — соответственно коэффици-
ент объемного теплового расширения, объемный мо-
дуль упругости, теплоемкость при постоянном объ-
еме и плотность силицида, которые зависят от тем-
пературы. Отметим, что в случае гексагональной
структуры αV ≈ 2αa + αc. Поскольку все четыре
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множителя в формуле (15) зависят от температуры
(1/f ∂f/∂T ≈ 10−4–10−3, где f = αV , B, CV или ρ),
то γ также меняется с температурой даже в высо-
котемпературной области. Теоретические значения
параметра Грюнайзена равны 1.40–1.46 в интерва-
ле температур от 300 К до 1300 К, что согласует-
ся с экспериментальным значением 1.44 [46]. В це-
лом тепловые свойства идеального силицида титана
Ti5Si3 воспроизводятся удовлетворительно в насто-
ящих расчетах, что позволит в дальнейшем исполь-
зовать данную методику для оценки этих характе-
ристик в случае легированного силицида.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методом проекционных присоединенных волн
рассчитана атомная и электронная структуры,
механические и термодинамические свойства
силицида титана Ti5Si3. Анализ особенностей
химических связей между атомами показал, что
взаимодействие Ti–Si носит металло-ковалентный
характер с существенным ионным вкладом. При
этом атомы кремния выступают в роли анио-
нов и получают заряд порядка 1.12 эл. Только
связи Ti–Ti , ориентированные вдоль оси [0001],
демонстрирует ярко выраженный металлический
характер. Рассчитана поверхность Ферми силицида
титана и оценены скорости электронов на ее листах.
Показано, что скорости электронов на поверхности
Ферми зависят от направления, а ее сложная
структура указывает на анизотропию электронных
транспортных свойств. Рассчитаны упругие кон-
станты и поликристаллические модули упругости.
Проведен расчет упругих характеристик Ti5Si3 в
зависимости от направления в кристалле. Показано,
что наибольшие значения модуля Юнга и линейной
сжимаемости соответствуют деформации вдоль
оси (0001), тогда как наименьшее значение модуля
сдвига получено для деформации в базальной плос-
кости. Коэффициент Пуассона при деформации в
базальной плоскости может принимать значение
в диапазоне от 0.13 до 0.39, что указывает на
его анизотропию, тогда как анизотропия упругих
свойств Ti5Si3 выражена в меньшей степени. Низ-
кие значения коэффициента Пуассона и отношения
B/G < 1.75 указывают на хрупкое поведение
материала при разрушении. Расчет фононного
спектра подтвердил динамическую стабильность
Ti5Si3 и позволил рассчитать термодинамические
характеристики, такие как теплоемкость, энтропия,
энтальпия и свободная энергия и другие. Показано,

что свободная энергия существенно изменяется
с температурой, что указывает на необходимость
учета вибрационного вклада в энергию Гиббса
при изучении стабильности силицидов титана.
Теоретические коэффициенты линейного теплово-
го расширения находятся в хорошем согласии с
экспериментом, хотя значения αa в рассмотренном
интервале температур недооцениваются. В целом
получена значительная анизотропия коэффициента
теплового расширения, что согласуется с экспери-
ментом. Параметр Грюнайзена также находится в
согласии с экспериментальным значением и имеет
несущественную зависимость от температуры.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Российского научного фонда (проект
№22-23-00078). Численные расчеты проводились
на суперкомпьютере СКИФ Cyberia в Томском
государственном университете.
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На основании результатов численных расчетов исследуются особенности термодинамического состояния
высокотемпературной излучающей лазерной плазмы. Обсуждаются зависимости характеристик лазер-
но-индуцированного рентгеновского излучения от длины волны и интенсивности воздействующего им-
пульсаNd-лазера в диапазонах изменения их значений, отвечающих схеме сжатия мишени инерциального
термоядерного синтеза импульсом рентгеновского излучения. Исследуются особенности термодинами-
ческого состояния плазмы, образованной в результате воздействия импульса лазерно-индуцированного
рентгеновского излучения на плоские мишени из легких материалов, наиболее востребованных в качест-
ве материалов внешнего слоя термоядерной мишени — аблятора, в котором происходит образование
давления, сжимающего мишень. Представлено сравнение термодинамических характеристик плазмы,
образованной при воздействии лазерного импульса, и плазмы, образованной при воздействии лазер-
но-индуцированного рентгеновского импульса.

DOI: 10.31857/S0044451022060128
EDN: DUWAQY

1. ВВЕДЕНИЕ

В основе выбора длины волны излучения лазер-
ного драйвера установки инерциального термоядер-
ного синтеза (ИТС) лежит сравнительный анализ
зависимостей от длины волны энергетических эф-
фективностей собственно процесса генерации излу-
чения и его воздействия на термоядерную мишень.
В качестве драйвера действующей [1–3] и строящих-
ся [4–7] лазерных установок, предназначенных для
зажигания термоядерной мишени — получения тер-
моядерной энергии, превышающей лазерную — ис-
пользуется лазер на неодимовом стекле, способный

* E-mail: vergunovaga@lebedev.ru

в настоящее время обеспечить максимальную энер-
гетику установки. Применительно к Nd-лазеру речь
идет об использовании лазерного импульса основ-
ной, второй и третьей гармоник излучения с длина-
ми волн соответственно λ = 1.06 мкм, 0.53 мкм и
0.35 мкм. Энергетическая эффективность преобра-
зования излучения основной гармоники Nd-лазера в
излучение второй гармоники составляет около 60%,
а третьей — около 40%. С другой стороны, с умень-
шением длины волны воздействие излучения стано-
вится более эффективным с точки зрения различ-
ных аспектов сжатия мишени как при прямом об-
лучении мишени лазерным излучением, так и при
непрямом облучении рентгеновским излучением, в
которое предварительно преобразуется лазерное из-
лучение. С уменьшением длины волны увеличива-
ется коэффициент поглощения излучения, медлен-
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нее развиваются плазменные неустойчивости, ответ-
ственные за генерацию быстрых электронов, кото-
рые могут осуществить нежелательный предвари-
тельный прогрев мишени.

В случае прямого облучения, когда лазерное из-
лучение воздействует непосредственно на внешний
слой мишени — аблятор, материалом которого слу-
жат легкие материалы, такие как пластик, берил-
лий или углерод повышенной плотности — зави-
симости термодинамических величин образующей-
ся плазмы от интенсивности и длины волны воз-
действующего лазерного импульса достаточно по-
дробно исследованы и теоретически, и эксперимен-
тально. Основным фактором, который регулирует
термодинамическое состояние лазерной плазмы лег-
ких материалов, является поглощение лазерного из-
лучения в области плазменного резонанса с плот-
ностью, близкой к критической плотности плазмы,
ρcr [г/см3

] = 1.83 · 10−3A/Zλ2μ (A и Z — атомный
номер и зарядовое число ионов плазмы, λμ [мкм] —
длина волны лазерного излучения). Этот факт при-
водит к хорошо известным зависимостям температу-
ры и плотности от длины волны λ и интенсивности
Ilas лазерного импульса [2, 8]:

T ∝ (Ilas/ρcr)
2/3 ∝ (Ilasλ

2)2/3,

P ∝ ρcr (Ilas/ρcr)
2/3 ∝ (Ilas/λ)

2/3.

В схеме непрямого сжатия на термоядерную
капсулу воздействует импульс рентгеновского
излучения, который образуется при воздействии ла-
зерного импульса на внутреннюю стенку оболочки-
конвертера, в геометрическом центре которого
помещается термоядерная капсула. На действую-
щей мегаджоульной лазерной установке NIF (LLNL,
США) [2, 3] используется конвертер цилиндриче-
ской формы. Для обеспечения высокой степени
конверсии лазерного излучения в рентгеновское
в качестве материала конвертера используются
вещества с большими зарядовыми числами, такие
как золото и обедненный уран [9]. В результате
при непрямом облучении конечное энергетическое
воздействие на аблятор термоядерной капсулы
имеет комплексный характер, который определя-
ется термодинамическими свойствами как плазмы
конвертора, так и плазмы аблятора, а также нели-
нейными зависимостями пробегов рентгеновского
излучения от температуры и плотности в той и
другой плазме. В частности, по этой причине в
большинстве ранее опубликованных работ, посвя-
щенных физике непрямого облучения, результаты
представлены в виде итогового заключения о работе

конкретной схемы лазер–конвертер–капсула. Такие
данные применительно к условиям облучения на
установке NIF суммированы в работах [2, 3] и
относятся к облучению капсулы с аблятором из
пластика рентгеновским импульсом, образованным
при облучении внутренней поверхности конвертора
из золота излучением третьей гармоники Nd-лазера.

Вместе с тем для детального понимания конеч-
ного результата комплексного процесса непрямо-
го воздействия представляется важным исследова-
ние его составных частей в различных условиях
облучения. Такие расчетно-теоретические исследо-
вания, выполненные в данной работе, относятся к
изучению термодинамического состояния и излу-
чательных свойств плазмы конвертера, образован-
ной воздействием излучения первых трех гармоник
Nd-лазера, и термодинамического состояния плаз-
мы аблятора, образованной воздействием импуль-
са лазерно-индуцированного рентгеновского излуче-
ния.

Расчеты были проведены по 1D-программе
RADIAN [10]. В основу кода RADIAN положе-
на физико-математическая модель, содержащая
уравнения двухтемпературной радиационной гид-
родинамики. Учитывается электрон-ионный обмен,
классическая или уменьшенная электронная теп-
лопроводность. Лазерное излучение поглощается
обратно-тормозным способом. Уравнения газовой
динамики решаются совместно с многогруппо-
вым уравнением переноса собственного излучения
плазмы. В рамках представленной работы исполь-
зовались уравнения состояния вещества (УРС)
и спектральные коэффициенты поглощения из-
лучения из базы данных THERMOS [11, 12]. В
области высоких температур и низких плотностей
рассматриваемой задачи УРС, как правило, близко
к УРС идеального газа.

В разд. 2 представлены результаты численного
моделирования взаимодействия импульсов излуче-
ния первой, второй и третьей гармоник Nd-лазера
с интенсивностями в диапазоне 1013–1015 Вт/см2 с
плоской мишенью из золота. Особое внимание уде-
ляется случаю импульса второй гармоники Nd-лазе-
ра, использование которого предполагается в проек-
те российской мегаджоульной установки [5]. Обсуж-
даются особенности образования плазмы и ее излу-
чательных свойств, связанных с переносом энергии
собственным излучением плазмы. Проводится срав-
нительный анализ термодинамических характери-
стик, относящихся к излучающей лазерной плазме
мишени из золота, образованной лазерным излуче-
нием первой, второй и третьей гармоник Nd-лазера.
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В разд. 3 представлены результаты численного мо-
делирования взаимодействия лазерно-индуцирован-
ного рентгеновского излучения с плоскими мишеня-
ми из легких материалов — пластика и высокоплот-
ного углерода, которые используются в качестве ма-
териалов аблятора термоядерных мишеней. Обсуж-
даются особенности образования плазмы, связанные
с поглощением и переносом воздействующего рент-
геновского излучения. Проводится сравнительный
анализ термодинамических характеристик, относя-
щихся к лазерной плазме одного и того же матери-
ала при облучении импульсами лазерного и рентге-
новского излучения.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ
ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ

ИЗЛУЧАЮЩЕЙ ЛАЗЕРНОЙ ПЛАЗМЫ

Численные расчеты взаимодействия импульсов
излучения первой, второй и третьей гармоник
Nd-лазера, интенсивности которых лежали в диапа-
зоне 1013–1015 Вт/см2, с плоскими мишенями из зо-
лота были выполнены с использованием оптических
констант, рассчитанных в отсутствие локального
термодинамического равновесия (ЛТР) в плазме
[11], и с учетом ограничения потока электронной
теплопроводности. Ограничение потока электрон-
ной теплопроводности моделировалось введением
коэффициента ограничения fe = 0.03–0.08, что да-
вало возможность согласовать результаты расчета
с экспериментальными результатами по конверсии
лазерного излучения в рентгеновское. Отсут-
ствие ограничения теплопроводности приводит
к расчетным значениям конверсии, значительно
превышающим экспериментальные данные.

На рис. 1 представлены результаты расчета воз-
действия лазерного импульса с постоянной интен-
сивностью Ilas = 3 · 1014 Вт/см2 и длиной вол-
ны λ = 0.53 мкм на плоскую мишень из золота
толщиной 30 мкм. Приведены зависимости от про-
странственной координаты плотности и температу-
ры плазмы, а также плотности потока электрон-
ной теплопроводности и лучистой теплопроводно-
сти плазмы на момент времени t = 0.5 нс. Лазерное
излучение поглощается в испаренной части мише-
ни — короне — за счет обратно-тормозного механиз-
ма и достигает областей с критической плотностью
ρcr ≈ 0.017 г/см3 при Z ≈ 62. (На рис. 1 координата
x отсчитывается от левой границы мишени, лазер-
ное излучение падает на мишень справа.) С течени-
ем времени критическая плотность плазмы удаля-

Рис. 1. а) Зависимости от пространственной координаты
плотности ρ (линия 1), температуры Te (линия 2), пото-
ка электронной теплопроводности Fe (линия 3) и радиа-
ционного потока Frad (линия 4). б) Зависимости от про-
странственной координаты скорости удельного (в единице
объема) энерговыделения лазерной энергии qlas (линия 5)
и излучательной способности J (линия 6) плазмы. Рисун-
ки относятся к моменту времени t = 0.5 нс, лазерному
импульсу с постоянным потоком Ilas = 3 · 1014 Вт/см2,
λ = 0.53 мкм на плоскую мишень из золота. Начальное
положение мишени 0 ≤ x ≤ 30 мкм, лазерное излучение

падает на мишень справа

ется от начального положения границы мишени: к
0.5 нс она располагается на расстоянии 24 мкм от на-
чальной границы слоя золота, в точке с координатой
x ≈ 54 мкм. Бо́льшая часть лазерного излучения
поглощается в области с критической плотностью
(рис. 1, кривая 5). Из области поглощения лазерного
излучения энергия потоком электронной теплопро-
водности (кривая 3 на рис. 1а) переносится вглубь
золотого слоя. Это приводит к прогреву плотных
слоев мишени, где формируется область генерации
собственного излучения плазмы. В расчетах с уче-
том ограничения потока электронной теплопровод-
ности образуются более резкие профили плотности
и температуры, чем в расчетах без ограничения по-
тока электронной теплопроводности.

Электронная теплопроводность переносит тепло
в менее плотной части короны в области с коорди-

8 ЖЭТФ, вып. 6
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натами x > 45 мкм (линия 3 на рис. 1а). Радиаци-
онный поток (линия 4 на рис. 1а) является более
эффективным механизмом переноса энергии вглубь
мишени, чем поток электронной теплопроводности.
Рентгеновское излучение эффективно поглощается
(отрицательные значения потока рентгеновского из-
лучения на кривой 4) вблизи границы неиспаренно-
го золота (x ≈ 30 мкм), прогревая и испаряя новые
слои золота. В результате распределения плотно-
сти и температуры вблизи области испарения харак-
теризуются значительными градиентами этих ве-
личин. Так, при изменении пространственной ко-
ординаты на 6 мкм (45.5 мкм < x < 51.5 мкм)
плотность ρ увеличивается от ρcr ≈ 0.017 г/см3 до
10ρcr ≈ 0.17 г/см3, электронная температура умень-
шается от Te ≈ 1.8 кэВ до Te ≈ 400 эВ, средний
заряд уменьшается от 62 до 47. При изменении про-
странственной координаты на 2 мкм (43.5 мкм <

< x < 45.5 мкм) плотность увеличивается от 10 ρcr
до 50ρcr (около 0.65 г/см3). То есть в соответствии
с [13] плотность на фронте абляции уменьшается
практически по экспоненциальному закону. Темпе-
ратура от фронта абляции до области с критической
плотностью растет как T ∝ x2/5.

Излучательная способность плазмы приближен-
но может быть представлена как [14, 15]

J = 1.5 · 1010Z2Z
√
Te

( ρ
A

)2
×

×
(
1 +

2.4I

Te

)
Дж/см3 · с,

где I — средний потенциал ионизации вещества.
Первое слагаемое в скобках определяет вклад тор-
мозного излучения свободных электронов, второе —
вклад связанно-связанных и свободно-связанных пе-
реходов. При этом в высокотемпературной плазме
легких элементов основной вклад в излучательную
способность вносит первое слагаемое. Для плазмы
многозарядных ионов I/Te оказывается в диапазоне
4–10, и основной вклад в излучательную способ-
ность вносит второе слагаемое. В плазме с устано-
вившимся зарядовым составом излучательная спо-
собность зависит от температуры как T 1/2

e , от плот-
ности — как ρ2. Такая зависимость приводит к то-
му, что максимум рентгеновского излучения (кри-
вая 6, рис. 1б) приходится на область с плотностью
(4–10)ρcr и температурой 400 эВ и смещен прибли-
зительно на 3 мкм от максимума поглощения лазер-
ного излучения вглубь твердых слоев плазмы.

На рис. 2 для сравнения представлены простран-
ственные распределения плотности ρ, температуры
Te, скорости удельного энерговыделения лазерной

Рис. 2. Сформированные в золотом слое к моменту 0.5 нс
под действием излучения первой (линии 1, 4), второй (ли-
нии 2, 5) и третьей (линии 3, 6) гармоник Nd-лазера с
Ilas = 3·1014 Вт/см2. а) Зависимости от пространственной
координаты плотности ρ (линии 1, 2, 3) и температуры Te

(линии 4, 5, 6). б) Удельное энерговыделение qlas лазерно-
го излучения (линии 1, 2, 3) и излучательная способность
плазмы J (4, 5, 6). Начало координат совпадает с левой
границей мишени. В начальный момент времени правая
граница мишени расположена на расстоянии 30 мкм от

начала координат

энергии qlas и излучательной способности плазмы J

в момент времени 0.5 нс, сформированные при воз-
действии первой, второй и третьей гармоник лазер-
ного излучения на плоский слой золота. Приведе-
ны результаты расчетов с коэффициентом ограни-
чения электронной теплопроводности fe = 0.03. Ла-
зерное излучение поглощается в области плазмы с
плотностью вплоть до критической плотности плаз-
мы, соответствующей длине волны воздействующе-
го лазерного излучения. С уменьшением длины вол-
ны уменьшается ширина области поглощения: излу-
чение первой гармоники поглощается в относитель-
но протяженной области с шириной около 28 мкм,
излучение второй гармоники — в области шириной
около 16 мкм, третьей — около 5 мкм. Зависимость
Ne,cr ∝ λ−2 приводит к тому, что области погло-
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Таблица 1. Значения координаты поверхности с
критической плотностью плазмы, xcr, критической
плотности ρcr, а также температуры Te и среднего
заряда Z в области критической плотности в мо-
мент времени 0.5 нс при воздействии на плоскую
мишень из золота лазерного излучения с потоком
Ilas = 3 · 1014 Вт/см2 на первой (λ = 1.06 мкм), на
второй (λ = 0.53 мкм) и на третьей (λ = 0.35 мкм)

гармониках

λ, мкм xcr, мкм ρcr, г/см3 Te, кэВ Z

0.35 50 0.045 1 60

0.53 54 0.017 1.8 62

1.06 91 0.0038 3.9 66

щения лазерного излучения с меньшей длиной вол-
ны расположены ближе к поверхности абляции. При
этом в области поглощения плотность плазмы тем
выше, а температура тем ниже, чем меньше дли-
на волны лазерного излучения. В табл. 1 приведе-
ны значения координаты поверхности с критической
плотностью, xcr, критической плотности ρcr, а так-
же температуры Te и средней степени ионизации Z
плазмы в области критической плотности в момент
времени 0.5 нс при воздействии постоянного потока
лазерного излучения Ilas = 3·1014 Вт/см2 с длинами
волн 1.06 мкм, 0.53 мкм и 0.35 мкм на плоский слой
золота. Начальное положение границы мишени, на
которую действует лазерное излучение, 30 мкм.

Перенос энергии электронной и лучистой теп-
лопроводностью в более плотные по сравнению с
критической плотностью области мишени приводит
к формированию крутых градиентов плотности и
температуры, особенно плотности в короне вблизи
абляционной поверхности. Перенос энергии внутрь
мишени волной лучистой теплопроводности (волна
Маршака) описывается решением, приведенным в
[14, 16, 17]. С использованием рассчитанного в [11]
росселандова пробега коэффициент поглощения из-
лучения в золоте в диапазоне плотностей 0.1–1 г/см3

и температур 0.01–0.5 кэВ может быть аппроксими-
рован формулой

kR =
1

lR
≈ δ

ρα

T β
e

см2/г,

где δ = 5.3, α = 0.3, β = 2, ρ в г/см3, Te в кэВ.
В предположении, что из области поглощения ла-
зерного излучения плазма прогревается постоянным

потоком излучения Irad, зависимость координаты
фронта тепловой волны определяется как

xrw ∝ ρ−(α+β+4)/(β+5) I
(β+3)/(β+5)
rad t(β+4)/(β+5).

В условиях рассматриваемой задачи

xrw ∝ ρ−0.9I0.71rad t
0.86.

Из этого соотношения следует, что скорость прогре-
ва холодного золота медленно уменьшается со вре-
менем и растет с увеличением греющего потока из-
лучения. К моменту времени t = 0.5 нс рентгенов-
ское излучение, образованное в области поглощения
лазерного излучения второй гармоники с интенсив-
ностью Ilas = 3 · 1014 Вт/см2, прогревает приблизи-
тельно 3 мкм первоначально твердого золота. Сле-
дует отметить, что при той же интенсивности ла-
зерного излучения рентгеновское излучение, обра-
зованное при воздействии лазерного излучения тре-
тьей гармоники, проникает в холодное золото на
0.22 мкм глубже, чем при воздействии излучения
второй гармоники, и на 0.36 мкм глубже, чем при
воздействии излучения первой гармоники, посколь-
ку интенсивность рентгеновского излучения, обра-
зованного под действием излучения третьей гармо-
ники выше, чем при воздействии излучения первой
и второй гармоник.

Максимум излучательной способности плазмы
смещен в область с плотностью, превышающей кри-
тическую плотность, и соответственно с температу-
рой, меньшей температуры в области поглощения
лазерного излучения. Наименьшее смещение — око-
ло 3 мкм — имеет место для случая третьей гармо-
ники. Для второй гармоники оно составляет 9 мкм,
для первой — 44 мкм. В результате (с учетом рас-
положения областей поглощения лазерного излуче-
ния) максимумы излучательной способности оказы-
ваются локализоваными примерно на одинаковом
расстоянии от абляционной поверхности. Их значе-
ния тем больше, чем меньше длина волны лазерного
излучения за счет более высокой плотности в облас-
ти излучения. При этом, однако, ширина области из-
лучения уменьшается с уменьшением длины волны
за счет более высоких градиентов плотности и тем-
пературы. Это приводит к тому, что доля лазерного
излучения, конвертируемая в собственное излучение
плазмы, растет незначительно с уменьшением дли-
ны волны воздействующего лазерного излучения.

На рис. 3 приведена зависимость от времени кон-
версии лазерного излучения в рентгеновское излуче-
ние на плоском слое золота при воздействии посто-
янного лазерного импульса 3 · 1014 Вт/см2 с различ-
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Рис. 3. Зависимость конверсии постоянного лазерного им-
пульса Ilas = 3 · 1014 Вт/см2 в рентгеновское излучение
от времени. Кривые подписаны номерами гармоник: I —
λ = 1.06 мкм, II — λ = 0.53 мкм, III — λ = 0.35 мкм

ными длинами волн. С течением времени масса про-
гретой плазмы и, как следствие, конверсия в рент-
геновское излучение увеличиваются. После ∼ 0.5 нс
рост конверсии замедляется. После этого момента
времени относительно больше поглощенной энергии
переходит во внутреннюю и кинетическую энергию
плазмы, вклад в потери на излучение уменьшается.

Конверсия относительно слабо растет с уменьше-
нием длины волны лазерного импульса: примерно
от 0.38 при λ = 1.05 мкм до 0.45 при λ = 0.35 мкм.
Эти данные находятся в хорошем согласии с опуб-
ликованными данными экспериментов, которые для
интенсивности лазерного импульса 1014–1015 лежат
в достаточно узком диапазоне 0.3–0.5. Так, в экспе-
риментах [18–21] значение конверсии составило око-
ло 0.4 для излучения первой гармоники, около 0.44

для излучения второй гармоники и около 0.48 для
излучения третьей гармоники. Результаты числен-
ного моделирования согласуются с эксперименталь-
ными данными по конверсии при учете ограничения
потока электронной теплопроводности с коэффици-
ентом fe = 0.03.

Весьма высокая конверсия излучения первых
трех гармоник Nd-лазера в рентгеновское излучение
в «открытой» геометрии облучения плоской мише-
ни на уровне 0.3–0.5 является причиной того, что
в «закрытой» геометрии облучения лазерным им-
пульсом внутренней стенки конвертера при переиз-
лучении и перепоглощении рентгеновского излуче-
ния увеличивается масса нагретого золота, а степень
конверсии достигает значений вплоть до 80% [3,22].

3. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЕ СОСТОЯНИЕ
ПЛАЗМЫ, НАГРЕВАЕМОЙ

ЛАЗЕРНО-ИНДУЦИРОВАННЫМ
РЕНТГЕНОВСКИМ ИЗЛУЧЕНИЕМ

Термодинамическое состояние плазмы, которая
образуется при нагреве лазерно-индуцированным
рентгеновским излучением плоской мишени, иссле-
довалось на основе численных расчетов взаимодей-
ствия импульса рентгеновского излучения, генери-
руемого в конвертере из золота, с мишенями из
пластика (плотность 1.07 г/см3) и высокоплотно-
го углерода HDC (high density carbon, плотность
3.5 г/см3). На рис. 4а на момент времени 1 нс
приведены пространственные распределения тем-
пературы, плотности и давления в плазме мише-
ни из пластика при воздействии на нее импульса
рентгеновского излучения с интенсивностью Irad =

= 2.5 · 1014 Вт/см2, который генерировался от им-
пульса излучения второй гармоники Nd-лазера с ин-
тенсивностью Ilas = 3.3 · 1014 Вт/см2. Соответству-
ющая этой интенсивности рентгеновского импуль-
са радиационная температура составляет Trad =

= (Irad σ)
1/4 = 246 эВ, где σ — постоянная Сте-

фана –Больцмана, Irad — интегральный по спектру
поток излучения. Планковский спектральный по-
ток излучения имеет максимум при энергии квантов
hν ∼ 2.72Trad ≈ 700 эВ. Генерируемое рентгеновс-
кое излучение золота в диапазоне энергий, больших
2 кэВ, имеет локальные пики, обусловленные линия-
ми на переходах наM -оболочку (энергия излучения
линии Mα1 составляет 2.1 кэВ) и рекомбинационны-
ми скачками в этом же диапазоне.

В начальный момент времени правая грани-
ца пластикового слоя, на которую воздействует
внешнее рентгеновское излучение, находится при
x [мкм] = 0. Абляционное давление, которое при-
водит к генерации ударной волны внутрь мишени,
образуется в области короны, прогретой рентгенов-
ским излучением до температуры около 150 эВ, рас-
положенной на расстоянии −84 мкм от границы об-
лучения. Плотность в этой области составляет около
0.8 г/см3. Величина абляционного давления в рас-
чете составляет около 60 Мбар. Известный из работ
[2, 3] скейлинг для абляционного давления при воз-
действии рентгеновского излучения на мишень из
пластика P [Мбар] = 170I

7/8
rad(15) при потоке Irad =

= 2.5 ·1014 Вт/см2 дает значение около 50 Мбар, что
хорошо согласуется с результатом численных расче-
тов.

Излучение высокоэнергетичной части спектра
прогревает мишень перед фронтом ударной волны.
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Рис. 4. а) Пространственные распределения плотности ρ
(линия 1), температуры Te (линия 2), давления P (линия
3), сформированные в пластиковом слое к 1 нс под дей-
ствием падающего справа радиационного потока Irad =

= 2.5 · 1014 Вт/см2, радиационный поток Frad — линия 4.
Frad на внешней границе xbound равен греющему радиа-
ционному потоку Irad (Frad(x = xbound) = Irad). б) Про-
странственные распределения плотности ρ (линия 1), тем-
пературы Te (линия 2), давления P (линия 3), потока элек-
тронной теплопроводности Fe (линия 4), сформированные
в пластиковом слое под действием лазерного импульса
Ilas = 2.5 · 1014 Вт/см2, λ = 0.53 мкм в t = 1 нс. Ли-

ния 5 — вклад лазерного излучения qlas

Так, излучение с энергиями квантов, превышающи-
ми 2.1 кэВ, проникает в мишень приблизительно на
расстояние 10 мкм (от −90 мкм до −100 мкм), где
формирует область, прогретую до температуры око-
ло 10 эВ. Более жесткое излучение с энергией, пре-
восходящей 3.4 кэВ (выше энергии связи M -элект-
ронов), проникает еще глубже, прогревая плазму пе-
ред фронтом ударной волны до ∼ 1 эВ (на рис. 4a
координата x = (−200)–(−100) мкм). Тем не менее
ударная волна является сильной. Плотность за ее
фронтом составляет около 4.6 г/см3, давление —
около 100 Мбар. К моменту времени 1 нс ударная
волна распространяется на расстояние ≈ 103 мкм.

На рис. 4б представлены пространственные рас-
пределения в момент времени t = 1 нс темпера-
туры, плотности и давления в плазме мишени из
пластика (CH), образованной при воздействии им-
пульса излучения второй гармоники Nd-лазера с той
же интенсивностью Ilas = 2.5 · 1014 Вт/см2, что
и в расчете с импульсом лазерно-индуцированного
рентгеновского излучения. В этот момент времени
лазерное излучение наиболее эффективно поглоща-
ется при x ≈ 100 мкм в области критической плот-
ности (≈ 0.012 г/см3), температура в короне дос-
тигает 1.7 кэВ. Из области поглощения лазерного
излучения потоком электронной теплопроводности
плазма прогревается до областей с координатой x ≈
≈ −17 мкм от первоначальной границы вещества.
Величина абляционного давления составляет око-
ло 30 Мбар. Аналитические зависимости темпера-
туры и давления полностью ионизованной плазмы
от интенсивности и длины волны излучения лазер-
ного импульса, воздействующего на мишень легких
элементов, даются известными скейлингами [2, 8]:

T [кэВ] =
1

CV

[
2(γ − 1)

3γ − 1

]2/3
(Ilas/ρcr)

2/3 ≈

≈ 12I
2/3
las(15)λ

4/3
μ ,

P [Мбар] =
[
2(γ − 1)

3γ − 1

]2/3
ρcr (Ilas/ρcr)

2/3 ≈

≈ 35I
2/3
las(15)λ

−2/3
μ .

Здесь Ilas(15) — интенсивность лазерного из-
лучения в единицах 1015 Вт/см2, CV =

= (Z + 1)kB/A(γ − 1)mp — удельная теплоем-
кость нагреваемого вещества, kB — постоянная
Больцмана, mp — масса протона, γ — показатель
адиабаты.

Скейлинг дает близкие к расчетным значения ха-
рактерной температуры в области нагрева плазмы
лазерным излучением — около 1.2 кэВ, и абляци-
оннного давления — около 22 Мбар. Ударная волна
с давлением за фронтом 32 Мбар к моменту вре-
мени 1 нс достигает области с координатой около
−62 мкм.

Представленные данные позволяют провести
количественное сопоставление характеристик тер-
модинамического состояния плазмы, образованной
воздействием лазерного импульса второй гармони-
ки Nd-лазера и импульса лазерно-индуцированного
излучения при одинаковых интенсивностях обоих
импульсов. Рентгеновское излучение нагревает
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Таблица 2. Зависимости от плотности потока греющего рентгеновского импульса скорости абляции вещества ми-
шени dm/dt, давления Pabl и плотности ρabl на границе абляции, скорости распространения фронта абляции по

мишени Vabl = (dm/dt)/ρ и скорости ударной волны Dsw

Irad, λ, dm/dt, Pabl, ρabl, Vabl, Dsw,
1014 Вт/см2 мкм 106 г/см·с Мбар г/см3 106 см/с 106 см/с

CH 0.63 1.06 1.33 20 0.3 0.31 5.63

CH 2.52 0.53 3.8 59 0.47 0.88 10.8

CH 5.74 0.35 6.7 103 0.7 1.56 16

HDC 0.63 1.06 1.33 23 0.55 0.1 3.07

HDC 2.52 0.53 4.1 72 1 0.29 5.84

HDC 5.74 0.35 7.8 142 1.3 0.56 8.47

корону СН-мишени до температуры 100–200 эВ,
примерно на порядок более низкой, чем в случае
нагрева лазерным излучением. Вместе с тем харак-
терная плотность в области нагрева рентгеновским
импульсом 0.5–0.8 г/см3 в 40–60 раз превосходит
плотность плазмы в области нагрева лазерным
излучением, которая в этом случае близка к
критической плотности плазмы — 0.012 г/см3. В
результате абляционное давление и давление за
фронтом ударной волны в неиспаренной части
мишени в случае рентгеновского нагрева примерно
в 3 раза выше, чем в случае лазерного нагрева.

Из теоретических и экспериментальных исследо-
ваний известно (см., например, [23]), что при воз-
действии лазерного потока Ilas с длиной волны λ

на вещество классический обратнотормозной меха-
низм поглощения, при котором энергия лазерного
импульса передается тепловым электронам плазмы,
преобладает при значениях параметра взаимодей-
ствия Ilasλ

2 < 1014 Вт·мкм2/см2. При Ilasλ
2 >

> 1014 Вт·мкм2/см2 увеличивается роль бесстолк-
новительных механизмов поглощения, которые со-
провождаются трансформацией лазерной энергии в
энергию быстрых электронов. Для того чтобы избе-
жать нежелательного эффекта генерации быстрых
электронов при одной и той же величине Ilasλ2, на-
пример 1014 Вт·мкм2/см2, при меньшей длине вол-
ны может быть использован лазерный импульс с
большей интенсивностью Ilas ∝ λ−2. Применитель-
но к непрямому сжатию это означает, что при од-
ной и той же величине Ilasλ2 увеличивается ради-
ационная температура в конвертере и тем самым
увеличивается поток излучения на внутреннюю кап-
сулу. Если Ilasλ

2 = 1014 Вт·мкм2/см2, при длине

волны лазерного излучения λ = 1.06 мкм допусти-
мый поток лазерного излучения на конвертор Ilas =

= 0.89 ·1014 Вт/см2, а при длине волны λ = 0.35 мкм
допустимый поток лазерного излучения увеличива-
ется до Ilas = 8.16 · 1014 Вт/см2. Таким образом,
при заданном значении параметра взаимодействия с
уменьшением длины волны лазерного излучения ра-
диационный поток растет примерно как Irad ∝ λ−2,
а радиационная температура — как Trad ∝ λ−1/2,
что приводит к увеличению абляционного давления
и скорости абляции.

Регулировка интенсивностей лазерных импуль-
сов излучения различных гармоник в соответствии
с условием Ilasλ

2 = 1014 Вт·мкм2/см2 была исполь-
зована для сравнительных расчетов взаимодействия
импульса лазерно-индуцированного рентгеновского
излучения с мишенями из пластика и высокоплотно-
го углерода HDC. Некоторые результаты этих рас-
четов приведены в табл. 2. Высокоплотный угле-
род как материал аблятора для термоядерных ми-
шеней обладает рядом преимуществ по сравнению
с СН-пластиком. Основное из них состоит в том,
что за счет значительно более высокой плотности
(более чем в 3 раза) ударная волна, при прочих
равных условиях, нагревает вещество до меньшей
температуры, что позволяет достичь более высокой
степени сжатия мишени. При этом HDC-материал,
состоящий из углерода — элемента с относительно
низким зарядовым числом, остается материалом с
незначительными потерями энергии на собственное
излучение плазмы. В приведенных расчетах конвер-
сия лазерного излучения в рентгеновское составляет
70%–80% и слабо зависит от длины волны (разни-
ца составляет 5%) рентгенообразующего лазерного
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Рис. 5. Скорость абляции вещества мишени (а) и аб-
ляционное давление для аблятора (б) из пластика CH
(сплошные черные линии) и высокоплотного углерода
HDC (штриховые линии) в зависимости от потока грею-
щего рентгеновского излучения. Аналитические выраже-

ния из [2] на графиках — сплошные красные линии

излучения. Во втором и третьем столбцах табл. 2
указаны интенсивности рентгеновского импульса и
длины волн излучения рентгенообразующего лазер-
ного импульса. В табл. 2 приведены усредненные по
времени значения скорости абляции вещества мише-
ни dm/dt, давления Pabl и плотности ρabl на грани-
це абляции, скорости распространения фронта абля-
ции по мишени Vabl = (dm/dt)/ρ (где ρ — плотность
за фронтом ударной волны) и скорости ударной вол-
ны Dsw.

На рис. 5 построены графики зависимости ско-
рости абляции dm/dt и абляционнного давления от
падающего радиационного потока для пластика и
высокоплотного углерода. Результаты расчетов для
пластика хорошо совпадают с формулами

Рис. 6. Пространственное распределение давления в мо-
менты времени 0.5 нс (жирные линии) и 1 нс (тонкие ли-
нии), характеризующие распространение ударной волны в
мишенях CH (штриховые линии) и HDC (сплошные ли-
нии), при воздействии потока рентгеновского излучения
2.5 ·1014 Вт/см2, генерируемого в золотом конверторе при
его облучении лазерным импульсом второй гармоники с

интенсивностью 3.56 · 1014 Вт/см2

Pabl [Мбар] = 170 I
7/8
rad(15),

dm/dt [г/см2
/с] = 107 I

3/4
rad(15)

работы [2]. Скорость абляции dm/dt и абляционное
давление с увеличением греющего рентгеновского
потока для HDC растет сильнее, чем для пластика.
Результаты расчетов для HDC могут быть интерпо-
лированы как

P [Мбар] = 214 I0.84rad(15),

dm/dt [г/см2
/с] = 1.2 · 107 I0.8rad(15).

На рис. 6 приведены профили давления, формируе-
мые в плазме пластика и HDC в различные моменты
времени при воздействии импульса рентгеновского
излучения Irad = 2.5 · 1014 Вт/см2. Значения давле-
ния в сформированной ударной волне ∼ 100 Мбар
оказываются близкими в пластике и HDC, скорость
распространения ударной волны в пластике выше в
1.9 раза. При одной и той же массе толщина абля-
тора из HDC меньше толщины пластикового абля-
тора примерно в 3 раза. Поэтому несмотря на то,
что скорость прохождения ударной волны ниже, ис-
пользуемый лазерный импульс для сжатия капсул с
аблятором из HDC может быть выбран как мини-
мум в 1.5 раза короче, что выгодно с точки зрения
развития гидродинамических неустойчивостей.
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненные расчетно-теоретические исследо-
вания показали, что при облучении плоской мише-
ни из золота плазмообразующим лазерным импуль-
сом степень конверсии энергии лазерного излучения
в энергию рентгеновского излучения весьма сла-
бо зависит от длины волны лазерного излучения.
Ее значение для первых трех гармоник излучения
Nd-лазера лежит в диапазоне 0.4–0.5. В закрытой
геометрии облучения конвертора это приводит к
увеличению конверсии вплоть до 80%. Из-за сла-
бой зависимости конверсии от длины волны пре-
имущество использования излучения третьей гар-
моники Nd-лазера может состоять в возможности
использования более высокой интенсивности рент-
генообразующего лазерного импульса для сохране-
ния низкого уровня генерации быстрых электронов
и ВРМБ-рассеяния. Однако в схеме непрямого об-
лучения размер термоядерной капсулы значительно
меньше размеров конвертора, что минимизирует
негативное влияние быстрых электронов на сжатие
капсулы. В свою очередь, ВРМБ-рассеяние может
не приводить к значительным отрицательным по-
следствиям, поскольку рассеянное лазерное излуче-
ние будет в значительной степени перепоглощаться
в конверторе. В таком случае использование им-
пульса излучения второй гармоники Nd-лазера с
интенсивностью, близкой к интенсивности импульса
излучения третьей гармоники, может быть в конеч-
ном счете более энергетически выгодным по сравне-
нию со случаем третьей гармоники с учетом более
высокой эффективности преобразования излучения
основной гармоники Nd-лазера в излучение второй
гармоники по сравнению с преобразованием в излу-
чение третьей гармоники.
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Исследованы особенности процессов самовоздействия волновых полей в рамках дискретного нелинейно-
го уравненияШредингера. Аналитически и численно показано, что динамика волновых пакетов с исходно
нормальной дисперсией групповой скорости в системах, описываемых данным модельным уравнением,
может существенным образом отличаться от эволюции аналогичных распределений в сплошной среде.
Детально проанализировано поведение волновых полей с изначально гладкими (по сравнению с пери-
одом рассматриваемых решеток) амплитудным профилем и фазовым фронтом и изучен механизм их
разрушения в цепочках эквидистантно расположенных элементов. Предложена модификация бездиспер-
сионного приближения, с использованием которой удается теоретически описать эффекты, приводящие
к развитию мелкомасштабных неустойчивостей на фоне плавной огибающей и к ее последующим су-
щественным деформациям (вплоть до распада). Представлены оценки критических параметров, при
превышении которых следует ожидать указанных (нехарактерных для континуальных сред) процессов.

DOI: 10.31857/S004445102206013X
EDN: DVESCO

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время нелинейные решеточные мо-
дели находят широкое применение при теоретиче-
ском исследовании физических явлений в различ-
ных по своей природе дискретных системах и при
интерпретации экспериментально полученных дан-
ных [1–6]. При изучении распространения волно-
вых полей в наборах, состоящих из большого чис-
ла связанных между собой эквидистантно располо-
женных элементов, активно используется дискрет-
ное нелинейное уравнение Шредингера (ДНУШ)
[1–6]. Несмотря на то, что оно является непо-
средственным аналогом непрерывного нелинейно-
го уравнения Шредингера (НУШ) [6–8], позволяю-

* E-mail: smirnov_lev@appl.sci-nnov.ru

щего успешно описать процессы самовоздействия в
сплошных средах и вместе со своими разнообразны-
ми обобщениями представляющего один из наибо-
лее важных классов модельных уравнений в част-
ных производных, в пространственно-структуриро-
ванной ситуации эволюция полей оказывается на-
много сложнее и естественно ожидать эффектов, ко-
торые отсутствуют в континуальной задаче. В част-
ности, на данное обстоятельство указывает разли-
чие в дисперсионных свойствах и особенности, свя-
занные с периодичностью выражающих их законов
в дискретном случае и спецификой отдельно взятой
зоны Бриллюэна, в которой присутствуют одновре-
менно области как с нормальной, так и с аномальной
дисперсией групповой скорости.

Детальный анализ динамики волновых пакетов в
решетках в основном опирается на результаты чис-
ленного моделирования. Как показывают такого ро-
да расчеты (например, см. работы [9–14]), для плав-
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ных (по сравнению с периодом рассматриваемой ре-
шетки) начальных распределений поля их дальней-
шее поведение может рассматриваться в контину-
альном пределе лишь на ограниченных трассах или
в течение конечных временных интервалов. Приме-
нимость непрерывной аппроксимации для дискрет-
ных уравнений оправдана только до тех пор, пока
характерные пространственные масштабы локали-
зации неоднородностей не становятся того же по-
рядка, что и расстояния между соседними структур-
ными элементами обсуждаемой системы. Это приво-
дит к тому, что даже в одномерной цепочке возни-
кает целый ряд эволюционных сценариев, которые
не встречаются в сплошной среде [9–14]. Например,
в работах [9–12] изучалось распространение исходно
широких квазиоптических пучков, инжектируемых
в решетку эквидистантно расположенных светово-
дов, и было показано, что их самофокусировка при
превышении критической мощности заканчивается
локализацией большей части электромагнитного из-
лучения в одном из волноводов. Кроме того, подоб-
ный процесс самоканалирования приводит к откло-
нению трассы распространения максимума интен-
сивности от прямой линии [9, 11, 12, 15].

Похожие эффекты обсуждались также и в при-
ложении к динамике набора взаимодействующих
между собой облаков бозе-эйнштейновского конден-
сата, каждое из которых сосредоточено вблизи одно-
го из соответствующих минимумов внешнего пери-
одического потенциала, созданного оптической ло-
вушкой [16–21]. Подчеркнем, что выводы, сделан-
ные в большинстве из указанных выше статей, спра-
ведливы, только когда волновые пакеты находятся
в области аномальной дисперсии. Стоит отметить,
что во всех перечисленных здесь случаях, несмот-
ря на разную физическую природу объектов, ис-
следование проводилось в рамках ДНУШ, для ко-
торого развито существенно меньше аналитических
методов построения точных и приближенных реше-
ний по сравнению с НУШ. Оказалось, что для дис-
кретных моделей весьма полезным и конструктив-
ным может быть использование вариационного под-
хода, основанного на априорных представлениях о
форме изучаемых нелинейных возбуждений конеч-
ной амплитуды и позволяющего качественно, а по-
рой и количественно адекватно описать в безабер-
рационном приближении ключевые аспекты эволю-
ции и самоканалирования локализованных образо-
ваний в пространственно-структурированных сре-
дах [10–14,16].

В данной работе рассматриваются особенности
динамики и процесса самовоздействия волновых па-
кетов с нормальной дисперсией групповой скорости,
когда не удается сделать столь определенного про-
гноза о возможных сценариях распространения по-
ля, как в случае аномальной дисперсии. В первую
очередь связано это с тем, что в обсуждаемых усло-
виях среда фактически становится дефокусирую-
щей, вследствие чего использование пробных функ-
ций в виде гауссиана с линейной и квадратичной
коррекциями фазового фронта при вариационном
подходе не представляется до конца оправданным.
Кроме того, на первый взгляд, есть основания пола-
гать, что можно ограничиться вообще только конти-
нуальным пределом, в рамках которого все протека-
ющие процессы описываются с помощью НУШ, по-
скольку на начальных этапах исходно плавные рас-
пределения будут еще больше расплываться. Одна-
ко, как показывают численные расчеты, существу-
ют критические значения параметров таких распре-
делений, при превышении которых на фоне рас-
ширяющегося гладкого профиля поля развивается
неустойчивость, приводящая к его разрушению. По-
добные динамические режимы, на которые отчасти
обращалось внимание в работах [16–18,21], заведомо
отсутствуют в аналогичных непрерывных моделях.

Основная цель представленной статьи заключа-
ется в объяснении механизмов возникновения дан-
ных сценариев поведения волнового поля в рам-
ках ДНУШ. При этом для определенности поста-
новка задачи формулируется применительно к рас-
пространению оптического излучения в дискретной
системе, состоящей из большого числа связанных
между собой световодов, хотя результаты проведен-
ного анализа несложно перенести и на другие слу-
чаи, где речь идет об эволюции нелинейных воз-
буждений в цепочках эквидистантно расположен-
ных элементов, для которых могут быть использо-
ваны соответствующие модельные уравнения.

Прежде чем переходить к изложению основно-
го материала, сделаем еще ряд важных замечаний.
Во-первых, нетривиальные режимы эволюции ди-
намических систем нередко удается успешно клас-
сифицировать, изучая устойчивость стационарных
состояний и автомодельных решений исследуемой
задачи [1, 6–8, 22, 23]. В большинстве случаев это
можно сделать посредством процедуры линеари-
зации исходных уравнений, описывающих то, как
протекают интересующие нас процессы (например,
распространение электромагнитного излучения в
пространственно-структурированных средах, взаи-
модействие когерентных волн материи и формиро-
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вание интерференционных картин в гидро- и газо-
динамике). Анализ поведения малых возмущений на
заданном фоне достаточно часто позволяет оценить
типичные времена перехода от одного нелинейного
режима к другому, присущие масштабы возникаю-
щих неоднородностей, а также пороговые величи-
ны для основных характеристик волнового поля и
бифуркационные значения управляющих парамет-
ров рассматриваемой системы, при которых начи-
нают развиваться те или иные неустойчивости. В
итоге такого рода подход в целом помогает прогно-
зировать возможные сценарии эволюции нелиней-
ных возбуждений и объяснить ключевые моменты
в динамике их развития, наблюдаемые на различ-
ных этапах непосредственно в эксперименте или при
численном моделировании. Особенностью интересу-
ющей нас здесь ситуации является то, что ее можно
интерпретировать как «жесткий» режим возникно-
вения неустойчивости, когда распространение оги-
бающей волнового поля довольно долго оказывается
плавным (практически равновесным), перед тем как
перейти к существенно нелинейному неравновесно-
му варианту своего поведения.

Во-вторых, в рамках НУШ с дефокусирующей
нелинейностью, для которого хорошо известно, что
однородный фон конечной амплитуды устойчив,
численно, аналитически, а также эксперименталь-
но подробно изучалась задача о разлете локализо-
ванных распределений поля, заданных как на пье-
дестале [24–33], так и на спадающих до нуля на
бесконечности (т. е., можно сказать, расплывающих-
ся в «вакуум») [24, 25, 34–45]. В частности, было
наглядно показано, что для исходно широких сиг-
налов дисперсионными эффектами можно прене-
бречь [24–33, 36–45] и, кроме того, для ряда ситу-
аций свести описание динамики поля к уравнению
простой волны (уравнению Хопфа) [24, 25, 46–48],
скорость распространения которой зависит от ин-
тенсивности в отдельно взятой точке. Следователь-
но, в ходе расширения изначально гладких огибаю-
щих волновых пакетов следует ожидать укручения
профиля [24–33, 36–48]. Такого рода процесс спосо-
бен быть причиной возникновения мелкомасштаб-
ных возмущений, на формирование и эволюцию ко-
торых уже оказывает принципиальное влияние кон-
куренция нелинейности и дисперсии [24–33,36–48].
Однако детальные исследования, выполненные на
основе НУШ, в том числе с помощью прямого
его моделирования, достоверно демонстрируют, что
при указанных условиях появляющиеся на плавном
фоне неоднородности не приводят к его разрушению
[24–33,36–49]. Похожие процессы также не наблюда-

ются и при столкновении волн рефракции, взаимо-
действие которых изучалось в статьях [36–43,49].

В данной работе представлены численные и ана-
литические аргументы в пользу того, что учет дис-
кретности среды в надпороговых условиях приво-
дит в ходе эволюции к формированию локально
неустойчивых распределений волнового поля. От-
метим, что подобные процессы, по всей видимости,
могут также наблюдаться при распространении ла-
зерного излучения в волокнах, в которых проявля-
ются линейные дисперсионные эффекты высокого
порядка [48, 50–53]. Ниже описана постановка зада-
чи, которая для определенности выполнена в тер-
минах распространения электромагнитного излуче-
ния в наборе эквидистантно расположенных свето-
водов, и приведены основные приближения, позво-
ляющие использовать ДНУШ в качестве базовой
модели. Затем проведено обобщение метода нели-
нейной геометрической оптики на случай дискрет-
ной среды. Оно состоит в более корректном учете
изменения фазы волнового поля по сравнению с тем,
как это обычно делается при использовании квази-
классического подхода для построения приближен-
ных решений НУШ [24–33,36–53]. Полученная в ре-
зультате совокупность бездисперсионных соотноше-
ний, как и в случае сплошной среды, имеет схожий
вид с системами квазилинейных уравнений, часто
встречающихся в газодинамике [22–33,36–49]. Одна-
ко в рассматриваемой нами ситуации данная сово-
купность уравнений в частных производных не яв-
ляется строго гиперболической. С учетом указанно-
го обстоятельства удается показать, что при выпол-
нении надпороговых условий в процессе плавного
расплывания локализованных распределений поля в
периферийной области тип системы квазилинейных
уравнений меняется на эллиптический, что свиде-
тельствует о потенциальной возможности развития
неустойчивости гладкого профиля огибающей вол-
нового пучка.

2. ОПИСАНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ
ВОЛНОВОГО ПОЛЯ В ПРОСТРАНСТВЕН-

НО-СТРУКТУРИРОВАННЫХ
СРЕДАХ

2.1. Базовая модель в виде цепочки
дискретных уравнений. Формулировка

основной проблемы

Рассмотрим распространение одномерных ква-
зиоптических волновых пучков, инжектируемых в
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пространственно-неоднородную среду, состоящую
из набора эквидистантно расположенных одно-
модовых световодов. Анализ проведем на базе
стандартной теоретической модели [1–5, 9–14], в
рамках которой предполагается, что фундамен-
тальные направляемые моды ориентированных
параллельно оси z оптических волноводов слабо
связаны между собой. Огибающие поля каждой из
таких мод медленно эволюционируют вдоль z и
характеризуются своими комплексными амплиту-
дами. Изменение этих индивидуальных амплитуд в
зависимости от координаты z описывается системой
уравнений, учитывающих как собственную нели-
нейность структурных элементов рассматриваемой
решетки, так и взаимодействие с ближайшими
соседями, возникающее из-за перекрытия направ-
ляемых ими мод. При отсутствии потерь в среде из
неограниченного числа тонких световодов с дефо-
кусирующей керровской нелинейностью приходим
к бесконечной упорядоченной последовательно-
сти соотношений, которая называется ДНУШ и
имеет в нормированных переменных следующий
вид [1–5,9–14]:

i
∂ψn

∂z
− ψn−1 − ψn+1 + |ψn|2 ψn = 0. (1)

Здесь функция ψn (z) определяет комплексную амп-
литуду моды n-го волновода. ДНУШ (1) является
одной из наиболее простых и универсальных дис-
кретных моделей и при этом (не только качествен-
но, но и количественно) адекватно описывает фи-
зическую ситуацию, когда пучок непрерывного из-
лучения падает на решетку с большим числом на-
правляющих элементов, в каждом их которых мож-
но пренебречь дисперсионными и дифракционными
эффектами [1–5].

Формально дискретному уравнению (1) можно
поставить в соответствие континуальное НУШ

i
∂ψ

∂z
+ 2i sinκ

∂ψ

∂x
− cosκ

∂2ψ

∂x2
+ |ψ|2 ψ = 0. (2)

Для этого обычно вводят непрерывную координа-
ту x, ассоциированную с индексом n, и затем де-
лают замену ψn (z) на ψ (x, z), считая функцию
ψ (x, z) плавной по x на масштабах, сравнимых с
периодом рассматриваемой одномерной решетки, а
также предварительно выделив в фазе компонен-
ты ψn(z) комплексного вектора составляющую ви-
да 2 cosκ z − κ n, которая может достаточно резко
изменяться по величине при переходе от одного эле-
мента цепочки к соседнему, когда характерное зна-
чение волнового числа κ лежит вне малой окрест-
ности центра зоны Бриллюэна. Отметим, что такое

сопоставление имеет смысл при рассмотрении дина-
мики исходно широких волновых пакетов.

Проведем более детальный, чем это обычно дела-
ется, анализ процессов в ДНУШ и получим полез-
ные для понимания результатов численных расче-
тов аналитические соотношения. Для этого, во-пер-
вых, выделим у комплексного поля ψn(z) амплитуду
и фазу, т. е. представим ψn(z) в виде

ψn(z) = φn(z) exp (−iθn(z)) , (3)

где φn(z) и θn(z) являются действительными функ-
циями. Затем, подставив (3) в (1) и приравняв по от-
дельности к нулю действительную и мнимую части
полученного соотношения, в итоге придем к следу-
ющей системе дискретных уравнений:

∂φn
∂z

+ φn+1 sin vn+1 − φn−1 sin vn = 0, (4)

∂θn
∂z

− φn+1

φn
cos vn+1 − φn−1

φn
cos vn + φ2n = 0. (5)

Здесь для удобства дальнейшего рассмотрения
введено обозначение для разности фаз vn(z) =

= θn(z) − θn−1(z) волновых функций ψn(z) и
ψn−1(z) в соседних элементах рассматриваемой
цепочки. Несложно заметить, что именно vn(z),
а не θn(z) играет роль истинной динамической
переменной, так как ДНУШ (1), а вслед за ним
и соотношения (4), (5) инвариантны относительно
преобразования θn(z) → θn(z)+const, т. е. все равен-
ства остаются неизменными при сдвиге фазы θn(z)

на произвольную постоянную величину. Поэтому
для теоретического рассмотрения динамических
процессов в решетках локально связанных элемен-
тов совместно с (4) зачастую стоит использовать
уравнение для vn(z), которое непосредственно
следует из (5):

∂vn
∂z

− φn+1

φn
cos vn+1 +

φn
φn−1

cos vn −

− φn−1

φn
cos vn+

φn−2

φn−1
cos vn−1+φ

2
n−φ2n−1 = 0. (6)

Таким образом, при описании эволюции волнового
поля в дискретной среде далее будем отталкиваться
от упорядоченной последовательности пар соотно-
шений (4), (6).

В данной работе нас прежде всего интересуют
особенности процесса самовоздействия пучков, из-
начально плавных на масштабах, сравнимых с пери-
одом решетки. При этом основное внимание уделе-
но ситуации, когда согласно представлениям, кото-
рые основаны на хорошо известных результатах, по-
лученных в рамках НУШ, исходно широкие волно-
вые пакеты будут расплываться, а все возникающие
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Рассчитанные с помощью прямого численного моделирования в рамках ДНУШ (1) и НУШ (2)
соответственно распределения амплитуды |ψn(z)| волнового поля в узлах эквидистантной решетки световодов (точки,
соединенные между собой линиями синего цвета) и профили аналогичной характеристики |ψ(x, z)| в континуальной за-
даче (сплошные линии красного цвета) для пучков, заданных при z = 0 в форме ψn(0) = ψ(x = n, 0) exp(−iγn) и
ψ(x, 0) = a exp

[− (x/σ)2m
]
с параметрами γ = 0.1, a = 1.125, σ = 15 и m = 3. На начальном этапе своего распро-

странения (a) такие пучки в дискретном и континуальном случаях ведут себя схожим образом (не только качественно,
но и количественно с допустимой степенью точности). Однако в процессе дальнейшей эволюции различия постепенно
становятся намного более существенными (b). На периферии локализованного амплитудного распределения начинает-
ся резкий рост мелкомасштабных возмущений, который в конечном итоге приводит к разрушению плавного профиля

волнового поля (c)

(например, из-за возможных эффектов укручения
фронта и его опрокидывания) неоднородности не
должны сильно нарастать [24–48]. Однако, как пока-
зывают численные расчеты (рис. 1), проведенные на
базе ДНУШ (1), динамика распределения поля в ре-
шетке нередко существенно отличается от того, что
предсказывают вычисления, выполненные в непре-
рывном пределе. Несмотря на достаточно хорошее
совпадение на начальном этапе (рис. 1a), начиная
с некоторого момента, в целом ряде случаев раз-
личия становятся значительными (рис. 1b). Распро-
страняющийся в цепочке пучок сильно искажается,
чаще всего перестает быть симметричным относи-
тельно своего центра, мелкомасштабные возмуще-
ния на периферии демонстрируют резкий рост, что
в конечном итоге приводит к разрушению плавного
профиля, из которого выделяются локализованные
образования довольно большой амплитуды (рис. 1c).
Отмеченный процесс носит взрывной характер и не
укладывается в рамки стандартного континуально-
го рассмотрения задачи, что указывает на разви-
тие неустойчивости, обусловленной дискретностью
системы.

Мы предприняли попытку объяснить причины
возникновения подобного процесса и выявить основ-
ной физический механизм, вызывающий такое де-
структивное поведение. Согласно изложенному ни-
же анализу, для этого достаточно сделать чуть бо-
лее корректный переход от математической модели,

используемой нами для изучения распространения
излучения в системе эквидистантно расположенных
нелинейных одномодовых световодов и записанной
в терминах счетного набора комплексных амплитуд,
характеризующих поле в каждом из структурных
элементов обсуждаемой цепочки, к уравнениям в
частных производных для гладких функций, непре-
рывно распределенных в поперечном к оси z направ-
лении и совпадающих в узлах решетки со значени-
ями истинных динамических переменных.

Прежде чем привести последовательное описа-
ние основных идей развитого теоретического подхо-
да, заранее обратим внимание на довольно неожи-
данный и относительно нетривиальный факт. Ока-
зывается достаточным ограничиться бездисперсион-
ным приближением, когда учитываются только про-
изводные первого порядка (производные же второго
порядка и выше отбрасываются), а специфика дис-
кретности в первую очередь проявляется в модифи-
кации уравнения непрерывности и соотношения для
градиента фазы, которая позволяет их применять
в любой части зоны Бриллюэна и отслеживает эф-
фективный тип нелинейности.

2.2. Бездисперсионный предел для
дискретной модели

В качестве отправной точки для дальнейшего
анализа нами была выбрана полученная выше сис-
тема разностных уравнений (4), (6). Для того чтобы
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перейти к ее аналогу в непрерывном пределе, пред-
положим, что значения φn(z) и vn(z) слабо изменя-
ются при уменьшении или увеличении индекса n на
несколько единиц ñ, т. е. при смещении вдоль цепоч-
ки на конечное число ячеек. Такое предположение
справедливо при плавном на масштабах неоднород-
ности среды распределениях величин φn(z) и vn(z).
В этом случае можно перейти от дискретного на-
бора пар φn(z) и vn(z) к двум непрерывным функ-
циям φ(x, z) и v(x, z), зависящим не только от пе-
ременной z, но и от координаты по оси x, направ-
ленной вдоль одномерной решетки эквидистантно
расположенных элементов. Если выразить φn±ñ(z)

и vn±ñ(z) соответственно через φ(x, z) и v(x, z), огра-
ничившись лишь двумя основными членами в фор-
мальном разложении в ряд Тейлора вблизи точки
x = n,

φn±ñ(z) ≈
(
1± ñ

∂

∂x

)
φ(x, z),

vn±ñ(z) ≈
(
1± ñ

∂

∂x

)
v(x, z),

то несложно получить для φ(x, z) и v(x, z) замк-
нутую систему квазилинейных уравнений в частных
производных первого порядка:

∂φ

∂z
+ 2 sin v

∂φ

∂x
+ φ cos v

∂v

∂x
= 0, (7)

∂v

∂z
+ 2 sin v

∂v

∂x
+ 2φ

∂φ

∂x
= 0. (8)

При выводе данных соотношений считалось, что
применение дифференциального оператора ∂

/
∂x к

функциям φ(x, z) и v(x, z) повышает порядок ма-
лости тех комбинаций, в которых они возникают,
что позволяет не принимать во внимание целый ряд
слагаемых, содержащих произведения первых про-
изводных от φ(x, z) и v(x, z) по x или более высокие
производные и не оказывающих существенного вли-
яния при анализе указанных выше эффектов. От-
метим также тот факт, что совокупность уравнений
(7), (8) может быть представлена в неканонической
гамильтоновой форме

∂ρ

∂z
+
∂

∂x

(
∂H(ρ, v)

∂v

)
= 0,

∂v

∂z
+
∂

∂x

(
∂H(ρ, v)

∂ρ

)
= 0

с гамильтонианом H(ρ, v) = ρ2
/
2 − 2ρ cos v, где

ρ = φ2. Фактически, систему (7), (8) можно интерп-
ретировать как бездисперсионный предел дискрет-
ной модели (4), (6). Здесь прослеживается полная
аналогия с приближением нелинейной геометричес-
кой оптики для сплошной среды (см., например, ра-
боту [54]), в которой эволюция огибающей волно-
вого поля описывается континуальным НУШ, так

как именно в такие уравнения трансформируются
равенства (7), (8) при условии, что в процессе рас-
пространения излучения отклонения ṽ(x, z) гради-
ента фазы от исходно заданного значения v0 оказы-
ваются малыми, т. е. |ṽ(x, z)| � π в ситуации, когда
v(x, z) = v0 + ṽ(x, z), где v0 = const. Следовательно,
в системе (7), (8) выполнен более корректный учет
особенностей изменений фазового фронта и его ло-
кальных перестроек в дискретном случае.

3. ЭВОЛЮЦИЯ
ПРОСТРАНСТВЕННО-НЕОДНОРОДНЫХ
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ И
РАЗВИТИЕ НА ИХ ФОНЕ ХАРАКТЕРНОЙ

ДЛЯ ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ
НЕУСТОЙЧИВОСТИ

3.1. Ключевые отличия бездисперсионного
предела для дискретной модели от

континуального аналога

Для удобства дальнейшего рассмотрения введем
обозначения

ρ(x, z) = φ2(x, z), u(x, z) = 2 sin v(x, z), (9)

которые позволяют переписать соотношения (7), (8)
в виде

∂ρ

∂z
+
∂uρ

∂x
= 0, (10)

∂u

∂z
+ u

∂u

∂x
+ 2 cos v

∂ρ

∂x
= 0, (11)

наиболее близком по своей структуре к уравнениям
одномерной газодинамики [22, 23]. Если поставить
величинам ρ(x, z) и u(x, z) в соответствие плотность
и поле скоростей, то несложно заметить, что пер-
вое равенство системы (10), (11) фактически играет
роль уравнения непрерывности, а второе является
аналогом уравнения Эйлера. Основное различие за-
ключается в специфическом для рассматриваемой
нами задачи множителе 2 cos v, стоящем перед по-
следним слагаемым в левой части равенства (11).

Согласно принятой классификации набора ква-
зилинейных уравнений, совокупность соотношений
(10), (11) может быть либо эллиптического, либо
гиперболического типа [22, 23]. Для определения,
к какому типу относится интересующая нас систе-
ма (10), (11), поступим следующим образом. Ис-
пользуя выражения

∂χ

∂x
= −ρ(x, z), ∂χ

∂z
= u(x, z)ρ(x, z), (12)
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введем формально функцию χ(x, z), удовлетворяю-
щую тождественно уравнению непрерывности (10).
Затем, продифференцировав по z второе из опреде-
ляющих χ(x, z) равенств (12), после несложных пре-
образований с учетом (10), (11) получим соотноше-
ние, связывающее между собой частные производ-
ные второго порядка от χ(x, z) по z и x, линейное
по ним и записанное в канонической форме [23]

A∂
2χ

∂z2
+ 2B ∂2χ

∂z∂x
+ C ∂

2χ

∂x2
= 0, (13)

где коэффициенты A, B и C в свою очередь зави-
сят от ρ(x, z) и v(x, z) (т. е. могут быть представле-
ны только через производные первого порядка от
χ(x, z) по z и x):

A = 1, B = 2 sin v, C = 2ρ cos v + 4 sin2 v. (14)

Исходя из общих представлений в случае, когда вы-
полняется неравенство B2 −AC = 2ρ cos v > 0, урав-
нение (13) (а вместе с ним и система (10), (11), как
и ее эквивалент (7), (8)) относится к гиперболичес-
кому типу, а в противоположной ситуации, когда
B2 − AC = 2ρ cos v < 0, соответствующие соотно-
шения принадлежат к эллиптическому классу. От-
метим, что в первом из указанных двух вариантов
уравнения

dx

dz
=

B ±√B2 −AC
A = 2 sin v ±√2ρ cos v (15)

определяют в плоскости xz два семейства характе-
ристик x±(z) (для заданных ρ(x, z), v(x, z), а вместе
с ними для χ(x, z)) [22, 23].

Если для системы квазилинейных уравнений (7),
(8) известно решение ρ̄(x, z), v̄(x, z), которому отве-
чает своя функция χ̄(x, z), удовлетворяющая (12) и
(13), то можно рассмотреть задачу об устойчивос-
ти данного решения относительно малых возмуще-
ний ρ̃(x, z), ṽ(x, z) в рамках соотношения (13). При
этом предположим, что для возникающих в силу
тех или иных физических причин поправок χ̃(x, z) к
сформировавшемуся профилю χ̄(x, z) выполняются
несколько требований, которые можно интерпрети-
ровать при B2−AC > 0 как условия геометрической
акустики [23]. Будем считать, что подобные откло-
нения, описываемые χ̃(x, z), а также ρ̃(x, z) и ṽ(x, z),
на начальном этапе слабо отражаются на характер-
ной динамике волнового поля (т. е. функция χ̃(x, z) и
ее первые производные малы), однако сами возму-
щения являются достаточно мелкомасштабными и
претерпевают довольно сильные изменения на срав-
нительно небольших пространственных интервалах

(таким образом, вторые производные от χ̃(x, z) по x
и z относительно велики). Подставим в (13) суперпо-
зицию χ(x, z) = χ̄(x, z)+χ̃(x, z) и линеаризуем полу-
ченное выражение относительно χ̃(x, z), принимая
во внимание выбранный нами вид поправок χ̃(x, z)
к исходному решению χ̄(x, z) и связанным с ним ре-
шений ρ̄(x, z) и v̄(x, z). В итоге придем к следующе-
му уравнению для χ̃(x, z):

A(ρ̄, v̄)
∂2χ̃

∂z2
+ 2B(ρ̄, v̄) ∂

2χ̃

∂z∂x
+ C(ρ̄, v̄)∂

2χ̃

∂x2
= 0, (16)

в котором коэффициенты A(ρ̄, v̄), B(ρ̄, v̄) и C(ρ̄, v̄)
рассчитываются с применением невозмущенных
распределений поля ρ̄(x, z) и v̄(x, z). В частнос-
ти, из (16) непосредственно вытекает, что в тех
областях, где выполняется неравенство

B2(ρ̄, v̄)−A(ρ̄, v̄)C(ρ̄, v̄) = 2ρ̄ cos v̄ > 0,

малоамплитудные возбуждения, обусловливающие
наличие поправок χ̃(x, z), ρ̃(x, z) и ṽ(x, z), по мере
проникновения излучения в пространственно-струк-
турированную среду нарастать не будут, а их рас-
пространение на заданном фоне χ̄(x, z), ρ̄(x, z) и
v̄(x, z) происходят вдоль соответствующих характе-
ристик (15). В этом несложно убедиться, воспользо-
вавшись стандартным методом перехода от волно-
вой к геометрической акустике [23,54], т. е. предста-
вив χ̃(x, z) в виде

χ̃(x, z) = Re
[
α(x, z)e−iβ(x,z)

]
и построив на базе (16) уравнение для эйконала
β(x, z). С другой стороны, из (16) также наглядно
видно, что в той части пространства, где

B2(ρ̄, v̄)−A(ρ̄, v̄)C(ρ̄, v̄) = 2ρ̄ cos v̄ < 0,

должен наблюдаться экспоненциальный рост рас-
сматриваемого класса возмущений.

В итоге эквивалентные друг другу системы ква-
зилинейных уравнений (10), (11) и (7), (8), опи-
сывающие эволюцию исходно широких волновых
пучков в дискретных цепочках в бездисперсион-
ном приближении, являются гиперболическими, ес-
ли cos v(x, z) > 0, и эллиптическими там, где
cos v(x, z) < 0. Из приведенных выше аргументов
можно сделать вывод, что в пространственно-струк-
турированных средах характерное поведение поля
в различных локализованных областях может су-
щественным образом различаться и определяется
прежде всего знаком величины cos v(x, z) в отдельно
выделенной и рассматриваемой окрестности, охва-
тывающей конечное число структурных элементов
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решетки. В данном обстоятельстве состоит прин-
ципиальное отличие дискретной задачи от конти-
нуальной, в которой класс системы квазилинейных
уравнений, полученной из НУШ (2) аналогичным
путем, состоящим по сути в пренебрежении дис-
персионными эффектами высшего порядка, одно-
значно определяется типом нелинейности. Так, для
дефокусирующих сред в динамике плавных непре-
рывных распределений амплитуды и фазы во всем
пространстве проявляются только черты, присущие
гиперболическим моделям (распространение вдоль
характеристик, возникновение участков с резкими
градиентами вследствие процессов опрокидывания),
тогда как для фокусирующей нелинейности в силу
эллиптичности структуры базовых уравнений одну
из основных ролей играет развитие модуляционной
неустойчивости.

В дискретных системах, как показывают наши
рассуждения, возможно возникновение ситуации,
когда одновременно на разных участках наблюда-
ются разноплановые варианты поведения. В одних
областях эволюция поля будет протекать по сцена-
риям, характерным исключительно для дефокуси-
рующего (гиперболического) случая, а в других об-
ластях пойдет усиление мелкомасштабных возмуще-
ний на фоне гладкого профиля с последующим рез-
ким ростом интенсивности поля и его локализаци-
ей в ограниченных пространственных областях, как
при самофокусировке (свойственной эллиптической
ситуации).

3.2. Распространение пучка со ступенчатым
профилем интенсивности. Автомодельные
решения в рамках бездисперсионного
приближения для дискретной модели

В этом разделе рассмотрим модельную
задачу о распаде полуограниченного пучка
[22–25,36–43,55, 56] с исходно линейным фазо-
вым фронтом, для которого v(x, 0) = γ (|γ| < π

/
2),

а профиль интенсивности ρ(x, z) = φ2(x, z) в
сечении z = 0 задан в виде кусочно-постоянной
(ступенчатой) функции действительного аргумен-
та x:

ρ(x, 0) =

{
ρ0, x ≤ 0,

0, x > 0.
(17)

Такая постановка начальных условий для рассмат-
риваемой проблемы дает возможность аналитичес-
ки описать особенности протекающих процессов и
получить наглядное представление о том, что мо-
жет происходить с плавной огибающей излучения,

значительная часть которого сосредоточена в огра-
ниченной области, при его проникновении в прост-
ранственно-структурированную среду и как следу-
ет интерпретировать наблюдаемые эффекты. Ниже
продемонстрировано, что для указанной ситуации
удается построить автомодельное решение, а затем
использовать его совместно с развитым нами подхо-
дом, что позволяет найти критическое значение па-
раметра ρ0, при котором качественная картина рас-
пространения волнового поля меняется кардиналь-
но.

По аналогии с одномерной газодинамикой [23],
где подобные автомодельные движения, возника-
ющие, в частности, в цилиндрической трубе при
равномерном перемещении поршня, играют важную
роль, в случае рассматриваемой дискретной систе-
мы анализ эволюции распределения поля изначаль-
но ступенчатой формы является одной из отправ-
ных точек для общего понимания специфики и вы-
деления ключевых отличительных черт поведения
локализованных образований.

Будем искать решение совокупности уравнений
(10), (11) в виде

ρ(x, z) = ρ(ξ), v(x, z) = v(ξ), u(x, z) = sin v(ξ),

где все перечисленные величины зависят только от
безразмерной автомодельной переменной ξ = x

/
z

[23, 43, 55, 56]. Другими словами, предположим, что
форма каждой отдельно взятой интересующей нас
функции при различных конечных значениях z > 0

подобна самой себе и отличается лишь своим мас-
штабом вдоль оси x, увеличивающимся пропорцио-
нально z. В результате придем к следующей сово-
купности обыкновенных дифференциальных урав-
нений:

(u− ξ)
dρ

dξ
+ ρ

du

dξ
= 0, (18)

2 cos v
dρ

dξ
+ (u − ξ)

du

dξ
= 0. (19)

Для того чтобы найти нетривиальные решения дан-
ной системы, во-первых, исключим (например) из
(18) производные, выразив и подставив их из (19).
Эта процедура эквивалентна приравниванию к ну-
лю определителя системы (18), (19). В итоге на-
ходим, что в бездисперсионном приближении для
решений, имеющих автомодельную форму, должно
выполняться соотношение

ξ = x
/
z = u±√2ρ cos v, (20)

которое, в частности, лишний раз подчеркивает, что
волны такого типа существуют только в области ги-
перболичности квазилинейных уравнений (18), (19),
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т. е. при cos v(x, z) > 0. Прежде чем переходить к
дальнейшему изложению результатов данного раз-
дела, обратим внимание, что в ситуации, когда
v(x, 0) = γ, где −π/2 < γ ≤ 0, а распределение
ρ(x, 0) в плоскости z = 0 достаточно хорошо ап-
проксимируется выражением (17), при z > 0 есте-
ственно ограничить возможные значения v(x, z) ин-
тервалом γ ≤ v(x, z) < π

/
2, а в (20) выбрать знак

«−». Оправданность таких предположений обосно-
вывается в первую очередь физическими соображе-
ниями и интуитивными представлениями, согласно
которым граница резкого перехода между областью,
занятой полем конечной амплитуды √

ρ0, и «вакуу-
мом» (той частью пространства, где внутри струк-
турных элементов решетки излучение практически
отсутствует) должна постепенно размываться преж-
де всего за счет возникновения знакоопределенных
градиентов фазы, что в гидродинамической терми-
нологии отвечает процессу разлета «газа», а распро-
странение малых возмущений по однородному фону
с ρ(x, z) = ρ0 и v(x, z) = γ от места исходного разры-
ва происходит со скоростью √

ρ0, являющейся ана-
логом «скорости звука» [55, 56].

Подставив ξ = u − √
2ρ cos v в (18) и проин-

тегрировав полученное дифференциальное уравне-
ние с учетом граничных условий ρ(−∞, z) = ρ0 и
v(−∞, z) = γ, найдем следующее соотношение:

√
ρ0 −√

ρ =
1√
2

v∫
γ

√
cosw dw =

=
√
2
(
E
(
v
/
2, 2
)− E

(
γ
/
2, 2
))
, (21)

которое совместно с задействованным при его вы-
воде выражением для ξ дает полное аналитическое
решение интересующей нас задачи об эволюции по-
луограниченного пучка с кусочно-постоянным про-
филем интенсивности в рамках бездисперсионного
приближения для ДНУШ. Отметим, что в (21) ис-
пользуется стандартное обозначение E

(
v
/
2, 2
)

для
неполного эллиптического интеграла второго рода.

Согласно проведенному нами в предыдущем раз-
деле анализу, до тех пор пока в каждой точке про-
странства выполняется неравенство cos v(x, z) > 0,
совокупность квазилинейных уравнений (7), (8) (как
и эквивалентная ей форма записи (10), (11)) являет-
ся всюду гиперболической. Следовательно, неодно-
родное распределение волнового поля при распро-
странении не подвержено неустойчивости. Однако
если возникают области, где cos v(x, z) < 0, то ма-
лые возмущения на этих участках будут экспонен-
циально нарастать, что в конечном итоге должно

привести к разрушению пучка. Принимая во вни-
мание данные обстоятельства и соотношение (21),
справедливое для автомодельного решения, неслож-
но показать, что гиперболичность системы (7), (8)
сохраняется в процессе эволюции волнового пучка
лишь при начальных интенсивностях ρ0, не превы-
шающих критическое значение

ρ0cr = 2
(
E
(
π
/
2, 2
)− E

(
γ
/
2, 2
))2

. (22)

В итоге естественно ожидать, что в ситуациях, ког-
да ρ0 > ρ0cr, дискретность среды принципиальным
образом сказывается на динамике световых пучков
в одномерной решетке волноводов и приводит к раз-
рушению плавных распределений поля. Этот вывод
подтверждается сравнением данных прямого чис-
ленного моделирования эволюции поля в рамках
ДНУШ (1) и НУШ (2), исходный профиль которого
был задан в форме соответственно

ψn(0) = ψ(x = n, 0)e−iγn и

ψ(x, 0) =
√
ρ0

[
1− th (x/σ)

]
,

(23)

которая является часто используемой непрерывной
аппроксимацией кусочно-постоянной функции.

На рис. 2 представлен случай, когда величина
интенсивности ρ0 ниже критического значения (22).
Видно, что результаты расчетов для дискретной
и континуальной задач практически совпадают не
только качественно, но и количественно. Однако в
ситуации, показанной на рис. 3 и отвечающей выбо-
ру ρ0 > ρ0cr, заметны существенные различия, объ-
яснить которые можно развитием неустойчивости.
В процессе эволюции в периферийной части волно-
вого пучка возникает область, в которой поведение
поля определяется эллиптической системой квази-
линейных уравнений и малые возмущения нараста-
ют экспоненциально, распространяясь к зону гипер-
боличности (см. рис. 3b, c).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В заключение отметим, что сделанный выше вы-
вод не зависит от сосредоточенной в пучке мощно-
сти. Следовательно, для любых широких распреде-
лений произвольной амплитуды с исходно плоским
(vn(0) = 0) или слегка наклонным (vn(0) = γ, где
|γ| < π

/
2) фазовым фронтом начальная стадия эво-

люции достаточно хорошо описывается системой ги-
перболических квазилинейных уравнений и практи-
чески не отличается от того, что происходит с та-
кими же волновыми полями в непрерывной зада-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) То же, что на рис. 1, для пучков, заданных при z = 0 в форме (23). Представленные резуль-
таты отвечают параметрам γ = −0.25, σ = 1.33 и

√
ρ0 = 0.85

√
ρ0cr, где ρ0cr ≈ 0.493 — рассчитанное по формуле (22)

критическое значение интенсивности для данной ситуации. Результаты расчетов практически совпадают для всех пред-
ставленных сечений z = 50 (a), z = 400 (b) и z = 750 (c). Отличия между ними можно считать несущественными, так
как на сплошные кривые красного цвета фактически накладываются точки, соединенные между собой линиями синего

цвета

Рис. 3. (В цвете онлайн) То же, что и на рис. 2, только для
√
ρ0 = 1.15

√
ρ0cr. В этой ситуации пороговое значение

ρ0cr ≈ 0.493 превышено, что, согласно развитым нами теоретическим представлениям, должно приводить к разрушению
профиля пучка в дискретном случае. Видно, что данный процесс начинается с нарастания возмущений на периферии
плавного профиля поля, которое вызвано развитием неустойчивости на его фоне. В расчетах, выполненных в рамках

НУШ (2), подобного эффекта не наблюдается

че при описании их динамики в рамках дефокуси-
рующего НУШ. Другими словами, нелинейные эф-
фекты в первую очередь приводят к расплыванию
огибающей пучка, на фоне которого происходит ло-
кальное укручение поперечного профиля и образо-
вание резкого перепада аналогично тому, как про-
текают подобные процессы в газодинамике. Одна-
ко последующие этапы распространения в контину-
альной и дискретной моделях могут как совпадать,
так и существенным образом различаться в зави-
симости от того, выполняется ли для разности фаз
vn(z) = θn(z)−θn−1(z) комплексной волновой функ-
ции ψn(z) = φn(z) exp[−iθn(z)] в соседних элемен-
тах решетки условие cos vn(z) > 0 по-прежнему во
всем пространстве или же возникают области, где
cos vn(z) < 0. Как показывает проведенный нами
анализ, данное условие позволяет находить крити-

ческие параметры начальных распределений поля,
для которых следует ожидать развития неустойчи-
вости, приводящей впоследствии к их разрушению.

Численное моделирование эволюции системы в
рамках ДНУШ подтверждает сделанные выводы
относительно динамики поля в дефокусирующем
режиме. В работе приведены примеры различ-
ных вариантов эволюции неоднородных профилей
интенсивности электромагнитных пучков, инжек-
тируемых в одномерную решетку эквидистантно
расположенных световодов. При этом наглядно
продемонстрировано, что существуют сценарии,
которые отсутствуют в аналогичных ситуаци-
ях в сплошной (неструктурированной) среде и
характеризуются ростом малых возмущений и
возникновением изрезанностей на периферии плав-
ных распределений поля. В конечном счете этот
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процесс распространяется на центральную часть
волнового пучка. При дальнейшем увеличении
амплитуды поля интенсивность мелкомасштабной
неустойчивости увеличивается. Это означает, что
волновые поля с амплитудой, превышающей крити-
ческое значение, теряют когерентность в процессе
распространения в дефокусирующей среде. Есте-
ственно ожидать нарушения плавной структуры
поля и при распространении его в активной среде.
Такого рода нарушение когерентности наступает
катастрофическим образом.
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ном центре мирового уровня «Центр фотоники»
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метра в вакууме и в жидком алюминии.
Полетаев Г. М., Ситников А. А., Яко-
влев В. И., Филимонов В. Ю. . . . . . . . . . . . 2 221

Эффективный показатель преломления
двумерных пористых композитов. Роди-
онов С. А., Мерзликин А. М. . . . . . . . . . . . 5 702

Влияние атомов Co на электронную струк-
туру топологических изоляторов Bi2Te3
и MnBi2Te4. Макарова Т. П., Естю-
нин Д. А., Фильнов С. О., Глазкова Д. А.,
Пудиков Д. А., Рыбкин А. Г., Гоги-
на А. А., Алиев З. С., Амирасланов И. Р.,
Мамедов Н. Т., Кох К. А., Терещен-
ко О. Е., Шикин А. М., Отроков М. М.,
Чулков Е. В., Климовских И. И. . . . . . . . 5 711

Влияние низкоэнергетического ионного ас-
систирования на структуру и оптиче-
ское поглощение композитных покры-
тий a-CH:Ag. Завидовский И. А., Ни-
щак О. Ю., Савченко Н. Ф., Стрелец-
кий О. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 803

3.2 Структура, механические свойст-
ва, дефекты, рост кристаллов

Ионная подвижность в тройных молибда-
тах и вольфраматах натрия со структурой
NASICON. Бузлуков А. Л., Федоров Д. С.,
Сердцев А. В., Котова И. Ю., Тютюн-
ник А. П., Корона Д. В., Бакланова Я. В.,
Оглобличев В. В., Кожевникова Н. М.,
Денисова Т. А., Медведева Н. И. . . . . . . . 1 53

Упругие и пластические деформации мно-
гослойных упаковок углеродных нанотру-
бок на плоской подложке. Савин А. В.,
Савина О. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 75

Упругoпластические и полиморфные пре-
вращения в пленках железа при нагруз-
ке ультракороткими лазерными ударными
волнами. Мурзов С. А., Ашитков С. И.,
Струлева Е. В., Комаров П. С., Хох-
лов В. А., Жаховский В. В., Инога-
мов Н. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 315

3.3 Тепловые свойства твердых тел и
жидкостей

Логарифмическая релаксация удельного
объема и оптических свойств уплотнен-
ного стекла GeS2. Циок О. Б., Браж-
кин В. В., Тверьянович А. С., Бычков Е. 1 65

3.5 Низкоразмерные системы (струк-
тура и т. д.)

Дисперсия изгибных мод в мягких дву-
мерных решетках. Ипатов А. Н., Пар-
шин Д. A., Конюх Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . 1 40
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Упругие и пластические деформации мно-
гослойных упаковок углеродных нанотру-
бок на плоской подложке. Савин А. В.,
Савина О. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 75

Исследование процесса интеркаляции ко-
бальта под буферный слой углерода на мо-
нокристалле SiC (0001). Фильнов С. О.,
Рыбкина А. А., Тарасов А. В., Ерыжен-
ков А. В., Елисеев И. А., Давыдов В. Ю.,
Шикин А. М., Рыбкин А. Г. . . . . . . . . . . . . 2 227

Диагностика микрочастиц на поверхности
воды. Лебедева Е. В., Дюгаев А. М., Гри-
горьев П. Д. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 767

4. Порядок, беспорядок и фазо-
вые переходы в конденсирован-
ных средах

4.1 Неоднородные, неупорядоченные и
частично разупорядоченные системы

Ионная подвижность в тройных молибда-
тах и вольфраматах натрия со структурой
NASICON. Бузлуков А. Л., Федоров Д. С.,
Сердцев А. В., Котова И. Ю., Тютюн-
ник А. П., Корона Д. В., Бакланова Я. В.,
Оглобличев В. В., Кожевникова Н. М.,
Денисова Т. А., Медведева Н. И. . . . . . . . 1 53

Логарифмическая релаксация удельного
объема и оптических свойств уплотнен-
ного стекла GeS2. Циок О. Б., Браж-
кин В. В., Тверьянович А. С., Бычков Е. 1 65

Межатомное взаимодействие на грани-
це алюминий–фуллерен C60. Решет-
няк В. В., Решетняк О. Б., Абор-
кин А. В., Филиппов А. В. . . . . . . . . . . . . . . 1 86

Случайные блуждания с непрерывным
временем при конечных концентрациях.
Шкилев В. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 104

Новый класс фазовых переходов в водоро-
де и дейтерии при наличии химических
реакций ионизации и диссоциации. Хом-
кин А. Л., Шумихин А. С. . . . . . . . . . . . . . 2 238

Спин-волновые возбуждения в гетеро-
структурах NiFe/Cu/IrMn с варьируемой
толщиной разделительного слоя Cu. Бах-
метьев М. В., Губанов В. А., Садовни-
ков А. В., Моргунов Р. Б. . . . . . . . . . . . . . . . 2 245

К теории омических потерь в LC-системах.
Балагуров Б. Я. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 296

Упругoпластические и полиморфные пре-
вращения в пленках железа при нагруз-
ке ультракороткими лазерными ударными
волнами. Мурзов С. А., Ашитков С. И.,
Струлева Е. В., Комаров П. С., Хох-
лов В. А., Жаховский В. В., Инога-
мов Н. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 315

О проводимости двумерной модели Рэлея
в области фазового перехода металл–ди-
электрик. Балагуров Б. Я. . . . . . . . . . . . . . . 3 358

Структуры основного состояния модели
Изинга на слоистой треугольной решет-
ке в магнитном поле. Бадиев М. К., Мур-
тазаев А. К., Рамазанов М. К., Магоме-
дов М. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 753

Влияние малых предварительных дефор-
маций и начальной температуры на сопро-
тивление высокоскоростному деформиро-
ванию Армко-железа в ударных волнах и
волнах разрежения. Савиных А. С., Гар-
кушин Г. В., Разоренов С. В. . . . . . . . . . . . 6 825

Фазовые переходы в двумерных моделях
Поттса на гексагональной решетке. Мур-
тазаев А. К., Бабаев А. Б. . . . . . . . . . . . . . 6 847

Электронная структура и механические
свойства Ti5Si3. Чумакова Л. С., Баку-
лин А. В., Кулькова С. Е. . . . . . . . . . . . . . . 6 874

4.2 Магнетизм, пьезо- и сегнетоэлект-
ричество

Модуляция энергетической запрещенной
зоны в точке Дирака в антиферромагнит-
ном топологическом изоляторе MnBi2Te4
как результат изменений поверхностно-
го градиента потенциала. Шикин А. M.,
Естюнин Д. А., Зайцев Н. Л., Глаз-
кова Д. А., Климовских И. И., Филь-
нов С. О., Рыбкин А. Г., Кох К. А.,
Терещенко О. Е., Звездин К. А., Звез-
дин А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 126

Структура, электрические и магнит-
ные свойства метастабильных фаз
Sr0.8Dy0.2CoO3−δ. Дудников В. А., Ве-
рещагин С. Н., Соловьёв Л. А., Гаврил-
кин С. Ю., Цветков А. Ю., Ситни-
ков М. В., Орлов Ю. С. . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 346
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Невзаимность распространения обмен-
но-дипольных спиновых волн в двуслой-
ных магнитных пленках со скрещенной
намагниченностью слоев. Пойманов В. Д.,
Кругляк В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 720

Влияние электрического тока на спино-
вую поляризацию электронов в матери-
алах с неоднородной намагниченностью.
Бебенин Н. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 737

Частота спин-трансферного наноосцилля-
тора на основе перпендикулярной тун-
нельной наногетероструктуры с ненулевой
эллиптичностью. Шубин Ю. Н., Маша-
ев М. Х., Ведяев А. В., Стрелков Н. В. 5 746

Структуры основного состояния модели
Изинга на слоистой треугольной решет-
ке в магнитном поле. Бадиев М. К., Мур-
тазаев А. К., Рамазанов М. К., Магоме-
дов М. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 753

Фрустрированная модель Поттса с числом
состояний спина q = 4 в магнитном поле.
Рамазанов М. К., Муртазаев А. К., Ма-
гомедов М. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 816

Анизотропная намагниченность пленки
NbN. Гохфельд Д. М., Савицкая Н. Е.,
Попков С. И., Кузьмичев Н. Д., Васю-
тин М. А., Балаев Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . 6 833

Фрустрации в разбавленном изинговском
магнетике на решетке Бете. Сёмкин С. В.,
Смагин В. П., Тарасов В. С. . . . . . . . . . . . . 6 840

Фазовые переходы в двумерных моделях
Поттса на гексагональной решетке. Мур-
тазаев А. К., Бабаев А. Б. . . . . . . . . . . . . . 6 847

Магнитный резонанс в металл-диэлект-
рических наногранулярных композитах
с парамагнитными ионами в изолирую-
щей матрице. Дровосеков А. Б., Крей-
нес Н. М., Ковалев О. А., Ситников А. В.,
Николаев С. Н., Рыльков В. В. . . . . . . . . . 6 853

4.3 Сверхпроводимость и сверхтеку-
честь

Молекулярно-динамическое исследование
зависимости температуры плавления на-
ночастиц Ti, Ti3Al, TiAl и TiAl3 от их диа-
метра в вакууме и в жидком алюминии.
Полетаев Г. М., Ситников А. А., Яко-
влев В. И., Филимонов В. Ю. . . . . . . . . . . . 2 221

Анизотропная намагниченность пленки
NbN. Гохфельд Д. М., Савицкая Н. Е.,
Попков С. И., Кузьмичев Н. Д., Васю-
тин М. А., Балаев Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . 6 833

4.4 Общие вопросы физики фазовых
переходов

О проводимости двумерной модели Рэ-
лея в области фазового перехода металл–
диэлектрик. Балагуров Б. Я. . . . . . . . . . . . . 3 358

5. Электронные свойства твер-
дых тел

5.1 Электронные свойства металлов
и диэлектриков

Исследование особенностей когерентного
магнитотранспорта в нанопроволоках InN
в присутствии сканирующего затвора.
Жуков A. A., Фольк К., Шеперс Т. . . . . . 1 116

Исследование процесса интеркаляции ко-
бальта под буферный слой углерода на мо-
нокристалле SiC (0001). Фильнов С. О.,
Рыбкина А. А., Тарасов А. В., Ерыжен-
ков А. В., Елисеев И. А., Давыдов В. Ю.,
Шикин А. М., Рыбкин А. Г. . . . . . . . . . . . . 2 227

Усреднение термоэлектрических сред:
непрерывность термоэлектрического по-
тенциала. Старков А. С., Старков И. А. 2 253

5.2 Сильно коррелированные элект-
ронные системы

Исследование особенностей когерентного
магнитотранспорта в нанопроволоках InN
в присутствии сканирующего затвора.
Жуков A. A., Фольк К., Шеперс Т. . . . . . 1 116

Модуляция энергетической запрещенной
зоны в точке Дирака в антиферромагнит-
ном топологическом изоляторе MnBi2Te4
как результат изменений поверхностно-
го градиента потенциала. Шикин А. M.,
Естюнин Д. А., Зайцев Н. Л., Глаз-
кова Д. А., Климовских И. И., Филь-
нов С. О., Рыбкин А. Г., Кох К. А.,
Терещенко О. Е., Звездин К. А., Звез-
дин А. К. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 126
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Формирование особенностей собственной
энергии термическими флуктуациями
сверхпроводящего параметра порядка.
Грошев А. Г., Аржников А. К. . . . . . . . . . 3 363

Прогнозирование кинетики релаксации мо-
дуля сдвига при кристаллизации метал-
лических стекол на основе калориметри-
ческих измерений. Макаров А. C., Афо-
нин Г. В., Цзиао Ц. Ч., Кобелев Н. П.,
Хоник В. А. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 373

Влияние электрического тока на спино-
вую поляризацию электронов в матери-
алах с неоднородной намагниченностью.
Бебенин Н. Г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 737

5.3 Физика полупроводников

Исследование особенностей когерентного
магнитотранспорта в нанопроволоках InN
в присутствии сканирующего затвора.
Жуков A. A., Фольк К., Шеперс Т. . . . . . 1 116

Оптомеханическая лазерная генерация и
доменные стенки, обусловленные экситон-
фононным взаимодействием.Юлин А. В.,
Пошакинский А. В., Поддубный А. Н. . . 2 206

Усреднение термоэлектрических сред:
непрерывность термоэлектрического по-
тенциала. Старков А. С., Старков И. А. 2 253

5.4 Низкоразмерные системы (элект-
ронные свойства)

Исследование особенностей когерентного
магнитотранспорта в нанопроволоках InN
в присутствии сканирующего затвора.
Жуков A. A., Фольк К., Шеперс Т. . . . . . 1 116

Генерация высших гармоник в треуголь-
ных квантовых графеновых точках. Ав-
чян Б. Р., Казарян А. Г., Саргсян К. А.,
Седракян Х. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 155

Исследование процесса интеркаляции ко-
бальта под буферный слой углерода на мо-
нокристалле SiC (0001). Фильнов С. О.,
Рыбкина А. А., Тарасов А. В., Ерыжен-
ков А. В., Елисеев И. А., Давыдов В. Ю.,
Шикин А. М., Рыбкин А. Г. . . . . . . . . . . . . 2 227

Активационный прыжковый транспорт в
нематических проводящих аэрогелях. Це-
бро В. И., Николаев Е. Г., Луган-
ский Л. Б., Кутузов М. И., Хмель-
ницкий Р. А., Тонких А. А., Харьков-
ский А. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 266

Равновесные киральные краевые токи
спиновых подуровней Ландау. Дорож-
кин С. И. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 760

Анизотропная намагниченность пленки
NbN. Гохфельд Д. М., Савицкая Н. Е.,
Попков С. И., Кузьмичев Н. Д., Васю-
тин М. А., Балаев Д. А. . . . . . . . . . . . . . . . . 6 833

Спиновый транспорт в полупроводниках
InSb с различной плотностью электронно-
го газа. Виглин Н. А., Никулин Ю. В.,
Цвелиховская В. М., Павлов Т. Н., Про-
глядо В. В. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 866

Электронная структура и механические
свойства Ti5Si3. Чумакова Л. С., Баку-
лин А. В., Кулькова С. Е. . . . . . . . . . . . . . . 6 874

6. Статистическая и нелиней-
ная физика, физика «мягкой»
материи

6.1 Статистическая физика

Случайные блуждания с непрерывным
временем при конечных концентрациях.
Шкилев В. П. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 104

Новый класс фазовых переходов в водоро-
де и дейтерии при наличии химических
реакций ионизации и диссоциации. Хом-
кин А. Л., Шумихин А. С. . . . . . . . . . . . . . 2 238

Решение самоорганизованно-критической
модели Манны для размерностей про-
странства 2–4. Подлазов А. В. . . . . . . . . . . 3 414

Поиск перехода Байка –Бен Аруса –Пеше
путем размерной редукции. Валов А. Ф.,
Горский А. С., Нечаев С. К. . . . . . . . . . . . . 3 430

6.2 Полимеры, жидкие кристаллы

Поиск перехода Байка –Бен Аруса –Пеше
путем размерной редукции. Валов А. Ф.,
Горский А. С., Нечаев С. К. . . . . . . . . . . . . 3 430

6.3 Физика биологических систем

Волновые режимы электроконвекции при
инжекции с катода и нагреве сверху.
Смородин Б. Л. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 137

К теории омических потерь в LC-системах.
Балагуров Б. Я. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 296
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6.5 Динамика жидкостей

Собственные колебания головной ударной
волны и их взаимосвязь с магнитосфер-
ными резонансами. Савин С. П., Ля-
хов В. В., Нещадим В. М., Зеленый Л. М.,
Немечек З., Шафранкова Я., Ванг Ч.,
Климов С. И., Скальский С. А., Рязан-
цева М. О., Рахманова Л. С., Блецки Я.,
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