
СОДЕРЖАНИЕ

Том 498, 2021

МАТЕМАТИКА

Представление синтезируемых инвариантных относительно дифференцирования 
подпространств в пространстве Шварца

Н. Ф. Абузярова 5

Об аттракторах уравнений реакции–диффузии в пористой ортотропной среде

К. А. Бекмаганбетов, В. В. Чепыжов, Г. А. Чечкин 10

О неединственности вероятностных решений задачи Коши 
для уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова

В. И. Богачев, Т. И. Красовицкий, С. В. Шапошников 16

Квантовые графы с малыми ребрами: голоморфность резольвент

Д. И. Борисов 21

О методе функции Беллмана для операторов на мартингалах

В. А. Боровицкий, Н. Н. Осипов, А. С. Целищев 27

Рандомизированное квантование гамильтоновых систем

Дж. Гоф, Ю. Н. Орлов, В. Ж. Сакбаев, О. Г. Смолянов 31

Классические решения гиперболического уравнения с нелокальным потенциалом

Н. В. Зайцева 37

Система уравнений пограничного слоя Марангони в среде 
с реологическим законом О.А. Ладыженской

М. А. Кисатов 41

Три бесконечные серии графов Шилла не существуют

А. А. Махнев, И. Н. Белоусов, М. П. Голубятников, М. С. Нирова 45

О теореме Планса и периодичности якобианов циркулянтных графов

А. Д. Медных, И. А. Медных 51

Новый корреляционно рандомизированный алгоритм оценки влияния 
стохастичности среды на перенос частиц

Г. А. Михайлов, И. Н. Медведев 55

Моделирование сейсмических волн в анизотропных средах

И. Б. Петров, В. И. Голубев, В. Ю. Петрухин, И. С. Никитин 59



О фундаментальных S-единицах и непрерывных дробях, построенных 
в гиперэллиптических полях по двум линейным нормированиям

Г. В. Федоров 65

ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ

Об обобщенной задаче Гарднера для систем фазовой автоподстройки в электрических сетях

Н. В. Кузнецов, М. Ю. Лобачев, М. В. Юлдашев, Р. В. Юлдашев, С. И. Вольский, Д. А. Сорокин 71

Правила для авторов 76



CONTENTS

Volume 498, 2021

MATHEMATICS

Representation of Synthesable Differentiation-Invariant Subspaces of the Schwartz Space

N. F. Abuzyarova 5

On Attractors of Reaction–Diffusion Equations in a Porous Orthotropic Medium

K. A. Bekmaganbetov, V. V. Chepyzhov, and G. A. Chechkin 10

On Non-Uniqueness of Probability Solutions to the Cauchy Problem 
for the Fokker–Planck–Kolmogorov Equation

V. I. Bogachev, T. I. Krasovitskii, and S. V. Shaposhnikov 16

Quantum Graphs With Small Edges: Holomorphy of Resolvents

D. I. Borisov 21

On Bellman Function Method for Operators on Martingales

V. A. Borovitskiy, N. N. Osipov, and A. S. Tselishchev 27

Random Quantization of Hamiltonian Systems

J. Gough, Yu. N. Orlov, V. Zh. Sakbaev, and O. G. Smolyanov 31

Classical Solutions of Hyperbolic Equation with Nonlocal Potential

N. V. Zaitseva 37

System of Equations for the Marangoni Boundary Layer in Media 
with Rheological Law of O.A. Ladyzhenskaya

M. A. Kisatov 41

Three Infinite Families of Shilla Graphs Do Not Exist

A. A. Makhnev, I. N. Belousov, M. P. Golubyatnikov, and M. S. Nirova 45

Plans’ Periodicity Theorem for Jacobian of Circulant Graphs

A. D. Mednykh and I. A. Mednykh 51

New Correlative Randomized Algorithm for Estimating the Influence of the Medium Stochasticity 
on the Particle Transport

G. A. Mikhailov and I. N. Medvedev 55

Seismic Waves Simulation in Anisotropic Media

I. B. Petrov, V. I. Golubev, V. Yu. Petrukhin, and I. S. Nikitin 59



On Fundamental S-Units and Continued Fractions, Constructed in Hyperelliptic Fields 
by Two Linear Valuations

G. V. Fedorov 65

CONTROL THEORY

On the Generalized Gardner Problem for Phase Locked-Loop Systems in Electrical Grids

N. V. Kuznetsov, M. Y. Lobachev, M. V. Yuldashev, R. V. Yuldashev,
S. I. Volskiy, and D. A. Sorokin 71

For Authors 76



5

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 498,
с. 5–9

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ СИНТЕЗИРУЕМЫХ ИНВАРИАНТНЫХ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

ПОДПРОСТРАНСТВ В ПРОСТРАНСТВЕ ШВАРЦА

© 2021 г.   Н. Ф. Абузярова1,*
Представлено академиком РАН В.А. Садовничим 16.12.2020 г.

Поступило 16.12.2020 г.
После доработки 27.04.2021 г.

Принято к публикации 28.04.2021 г.

Рассматривается инвариантное относительно оператора дифференцирования подпространство W в
пространстве Шварца , допускающее слабый спектральный синтез. Нами получены усло-
вия, при которых W представляется в виде прямой (алгебраической и топологической) суммы сво-
его резидуального подпространства и замкнутого подпространства, порожденного содержащимися
в W экспоненциальными одночленами.
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∞ ;( )C a b

1. Пусть  – пространство
Шварца, наделенное метризуемой топологией
проективного предела банаховых пространств
Ck[ak;  где  – последователь-
ность отрезков, исчерпывающая конечный или
бесконечный интервал  вещественной пря-
мой. Известно, что  – пространство Фреше.

Обозначим через W замкнутое и инвариантное
относительно оператора дифференцирования D =

=  (короче, D-инвариантное) подпространство

пространства  Резидуальный промежуток
 подпространства W определяется как мини-

мальный из всех относительно замкнутых в 
непустых промежутков  со свойством  где

(1)

Существование  впервые было установлено в
[1, теорема 4.1]; этот факт также нетрудно вывести
из общей двойственной схемы, примененной на-
ми при исследовании задачи спектрального син-
теза для оператора  в  [2].

∞; := ;%( ) ( )a b C a b

,]kb ; ;� �1 1 2 2[ ] [ ]a b a b …

;( )a b
;%( )a b

d
dt

; .%( )a b
WI

;( )a b
I ⊂ ,IW W

= ∈ : = ∈ = … .%
( ){ ( ) 0, , 0,1,2, }k

IW f f t t I k

WI

D ;%( )a b

Пусть  – последовательность кратных точек
комплексной плоскости с единственной предель-
ной точкой в бесконечности и  – последо-
вательность экспоненциальных одночленов, по-
строенная по множеству показателей  (точке

, которая встречается в этой последовательно-
сти k раз, соответствует набор функций 

…, ). Обозначим символом 
плотность Берлинга–Мальявена последователь-
ности  (см., например, [3, IX.D.2]). Согласно хо-
рошо известной теореме Берлинга–Мальявена о

радиусе полноты ([3, X.B.3]), если ,

то в  имеются нетривиальные D-инвариант-
ные подпространства W, для которых спектр суже-
ния оператора дифференцирования 
дискретен и равен , а запас всех экспоненци-
альных одночленов, содержащихся в , есть, со-
ответственно, . При этом 
где  – длина резидуального промежутка 

Задача спектрального синтеза для оператора
дифференцирования D в пространстве 
(см. [1]): выяснить, допускает ли заданное нетри-
виальное -инвариантное подпространство W с
дискретным спектром  представление

(2)

Λ

Λ% ( )xp

− Λ( )i
λ ∈ Λ

− λ ,i te
− λ ,i tte − − λ1 ik tt e Λ( )BMD

Λ

−Λ < π( )
2BM

b aD

;%( )a b

: →D W W
− Λ( )i

W
Λ% ( )xp ≥ π Λ ,2 ( )W BMI D

WI .WI

;%( )a b

D
− Λ( )i

= Λ + ?span ( )
WIW xp W%
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АБУЗЯРОВА

Это представление обобщает возможность спек-
трального синтеза в классическом смысле: W =
= . Оно было предложено авторами
работы [1] из-за наличия в пространстве 
нетривиальных D-инвариантных подпространств
вида (1), спектр которых пуст.

Исследования возможности спектрального
синтеза в слабом смысле (2) привели к следую-
щим результатам.

Т е о р е м а  A [2, следствие 2, замечание 3; 4,
теоремы 1.1, 1.2]. Пусть  – -инвариантное под-
пространство с дискретным спектром  и ре-
зидуальным промежутком 

1) Если , то  допускает сла-
бый спектральный синтез, т.е. имеет вид (2).

2) Если , то .

3) Среди -инвариантных подпространств с дис-
кретным спектром  и резидуальным проме-
жутком  длины  имеются как подпро-
странства, допускающие слабый спектральный син-
тез (2), так и подпространства, не допускающие
представления (2).

Из теоремы A следует, что D-инвариантное
подпространство W с конечным спектром допус-
кает слабый спектральный синтез (2), более того, в
этом случае W есть прямая сумма (алгебраическая
и топологическая) замкнутых подпространств

 и :

(3)

(см. [1, предложение 6.1]).
В настоящей работе мы изучаем условия, при

которых представление в виде прямой суммы (ал-
гебраической и топологической):

(4)

справедливо для D-инвариантного подпростран-
ства вида (2) с бесконечным спектром.

2. Алгебра Шварца  определяется как образ
сильного сопряженного  к пространству 
при преобразовании Фурье–Лапласа

С топологией и линейной структурой, индуциро-
ванными из , алгебра  может быть внутренне
описана как индуктивный предел последователь-
ности банаховых пространств , где каждое
пространство  есть совокупность всех целых
функций , для которых конечна норма

Λspan ( )xp%

;%( )a b

W D
− Λ( )i

.WI

| |> π Λ2 ( )W BMI D W

< π Λ2 ( )W BMI D = ;%( )W a b

D
− Λ( )i

WI π Λ2 ( )BMD

Λ%span ( )xp
WIW

= Λ ⊕%span ( )
WIW xp W

= Λ ⊕ ?%span ( )
WIW xp W

3

%' ∞= ( )C% R

−= , = , ∈ .3 ^ % ^ %
i( ') ( ) ( ) 'tzS S e S

%' 3

{ }kP
kP

ϕ

| |∈

ϕϕ = .
+C

Im

( )
sup

(1 )k k k zz

z

z e

Функция  называется медленно убываю-
щей (slowly decreasing function), если существует
a > 0, такое, что

(5)

Медленное убывание  равносильно тому,
что главный идеал, алгебраически порожденный
этой функцией в , замкнут (см. [5, 6]).

Пусть, как и выше,  – комплексная по-
следовательность с единственной предельной точ-
кой в бесконечности, причем . Это
условие, согласно цитированной в предыдущем
пункте теореме о радиусе полноты, эквивалентно
существованию в алгебре  ненулевой функции ,
обращающейся в нуль на Λ. Для последовательно-
сти  введем новую характеристику .

Полагаем  если  не является нуле-
вым подмножеством никакой медленно убываю-
щей функции . В противном случае, 
определяется как инфимум множества всех поло-
жительных чисел a, таких, что в алгебре  имеет-
ся медленно убывающая функция  экспоненци-
ального типа , равная нулю на 

Из самого определения величины  следу-
ет, что всегда  При этом неравен-
ство может быть и строгим. Более того, возможна
ситуация, когда для последовательности  выпол-
нены соотношения  и  Рас-
смотрим соответствующий

П р и м е р. Определим последовательность ,
состоящую из точек j2, , ..., каждая из кото-
рых повторяется в последовательности  раз.
Из леммы 2 работы [7], с учетом замечания 1 и
леммы 1 этой же работы, нетрудно вывести, что

 С другой стороны, для любого 
найдется измеримая последовательность , та-
кая, что  и  А именно, поло-

жим , где , .

Отметим, что характеристика  по-види-
мому, является новой. Было бы интересно и по-
лезно получить ее описание в каких-либо “гео-
метрических” терминах.

Нами установлено, что в вопросе о представ-
лении -инвариантного подпространства, опре-
деляемого формулой (2), в виде прямой суммы
(4), величина  играет ту же роль, что и плот-
ность Берлинга–Мальявена в теореме A. Ниже
сформулированы соответствующие утверждения
(теоремы 1, 2, 3).

ψ ∈ 3

−

∀ ∈ ∃ ∈ − ≤ + ,
ψ ≥ + .

' : ' ln(2 )

( ') ( ') a

x x x x a x

x a x

R R

ψ ∈ 3

3

Λ = λ{ }j

Λ < +∞( )BMD

3 ϕ

Λ Λ( )sdD

Λ = +∞,( )sdD Λ

ϕ ∈ 3 Λ( )sdD

3

ϕ
πa Λ.

Λ( )sdD
Λ ≤ Λ .( ) ( )BM sdD D

Λ
Λ =( ) 0BMD Λ = +∞.( )sdD

Λ
= ,2 3j

/3 2[ ]ln j

Λ = +∞.( )sdD ε > 0
Λ''

Λ ⊂ Λ'' Λ = ε.( '') 2BMD

Λ = Λ ∪ Λ'' ' −Λ = ε 1' { }n ∈ Zn

Λ ,( )sdD

D

Λ( )sdD
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Рассмотрим -инвариантное подпростран-
ство W вида (2) с дискретным спектром  и
резидуальным промежутком 

Т е о р е м а  1. Предположим, что .
Тогда
а) если  и справедливы соотноше-

ния

(6)

то  представляется в виде (4);
б) если , то представление (4)

не имеет меcта; иными словами, включение
 ⊂ W – собственное.

Обратно, если  представляется в виде (4), то
 и справедливы оба соотношения (6).

Т е о р е м а  2. Предположим, что  и
включение  не компактно.

Тогда справедливы оба прямых утверждения,
а) и б) теоремы 1.

Обратно, верна импликация: если  представ-
ляется в виде (4) и  (или ), то |IW| ≥
≥  и справедливо первое (или, соответ-
ственно, второе) из соотношений (6).

Т е о р е м а  3. Предположим, что 
(либо ).

Представление (4) для подпространства  име-
ет место тогда и только тогда, когда 
и выполнено первое (соответственно, второе) из
соотношений (6).

3. Для дальнейшего изложения нам понадо-
бится пространство Шварца , где I – произ-
вольный промежуток. Пространство  состоит
из всех бесконечно дифференцируемых на I
функций и снабжено метризуемой топологией
проективного предела банаховых пространств,
аналогично случаю, когда  Например,
если  то  – проективный предел бана-
ховых пространств ; если  ,
то  – проективный предел банаховых про-
странств 

Пространство  – полное и метризуемое,
т.е. пространство Фреше. Сильное сопряженное
пространство  состоит из всех распределе-
ний , носители которых содержатся в I.

Рассмотрим последовательность  такую,
что соответствующая система экспоненциальных
одночленов  не полна в  Обозначим
замыкание множества  в пространстве

 символом  С топологией, индуциро-

D
− Λ( )i

.WI
;� ( )WI a b

> π Λ2 ( )W sdI D

→∞ →∞

λ λ
< +∞, > −∞,

λ λ
Im Im

lim lim
ln ln

j j

j j
j j

W
< π Λ2 ( )W sdI D

Λ ⊕(span Exp( ) )
WIW
W

≥ π Λ2 ( )W sdI D
− < +∞b a

⊂ ;( )WI a b

W
∈ Wb I ∈ Wa I

π Λ2 ( )sdD

= −∞;( ]WI d
= ;+∞[ )WI c

W
Λ < +∞( )sdD

%( )I
%( )I

= ; .( )I a b
= ; ,[ ]I c d %( )I

;[ ]kC c d = ; ,[ )I c d < +∞d
%( )I

−; − .( 1)[ ]kC c d k
%( )I

%'( )I
∈ %'S

Λ ⊂ C

Λ% ( )xp .%( )I
Λ%span ( )xp

%( )I Λ, .( )E I

ванной из , подпространство  само
становится пространством Фреше.

Пусть W – D-инвариантное подпространство в
 со спектром  и резидуальным промежут-

ком ; и пусть  – опера-
тор сужения, ставящий в соответствие каждой
функции  ее сужение на промежу-
ток 

П р е д л о ж е н и е  1. Для того чтобы D-инва-
риантное подпространство W, определенное соот-
ношением (2), представлялось в виде прямой суммы
(4), необходимо и достаточно, чтобы оператор
сужения U был линейным топологическим изомор-
физмом.

Согласно теореме Пэли–Винера–Шварца [8,
теорема 7.3.1], образ  сильного сопряжен-
ного пространства  при преобразовании Фу-
рье–Лапласа  есть пространство целых функ-
ций экспоненциального типа , определяемое
как индуктивный предел последовательности ба-
наховых пространств . В случае, когда 
пространство  состоит из всех целых функций

, для которых конечна норма

Если же, скажем, , то

где , . Для про-
межутков I другого вида все определения даются
с очевидными изменениями.

Вложения  вполне непрерывны, по-
этому , как и алгебра Шварца , есть локаль-
но-выпуклое пространство типа . Кроме
того,  – топологический модуль над кольцом
многочленов .

Пусть промежутки I и  не пусты и удовлетво-
ряют условиям: , . Привле-
кая рассуждения с использованием следствия из
теоремы 7 работы [9], аналогичные проведенным
в работе [10], выводим следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е  2. Для того чтобы оператор
сужения

был линейным топологическим изморфизмом, необ-
ходимо и достаточно, чтобы была разрешима сле-
дующая интерполяционная задача: для любой функ-

%( )I Λ,( )E I

;%( )a b − Λ( )i
WI : Λ, ; → Λ,( ( )) ( )WU E a b E I

∈ Λ, ;( ( ))f E a b
.WI

^ %( '( ))I
%( )I

^

3( )I

�

kP = ; ,[ ]I c d
�

kP
ϕ

, + −∈

±

ϕϕ = ,
+ −

= ± = +

C

( )
sup

(1 ) exp( )

max{0, }, i .

I k kz

z

z dy cy

y y z x y

= [ ; )I c b

, + −∈

±

ϕϕ = ,
+ −

= ± = +

C

( )
sup

(1 ) exp( )

max{0, }, i ,

I k kz k

z

z d y cy

y y z x y

< < < < <� �1 kc d d b
→∞

=lim kk
d b

+⊂� �

1k kP P
3( )I 3

( *)LN
3( )I

C[ ]z
'I

≠ ∅' \I I ∂ ∩ ∂ ≠ ∅'I I

: Λ, → Λ,( ') ( )U E I E I
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АБУЗЯРОВА

ции  существует функция  та-
кая, что разность  обращается в нуль на .

Пусть, как и выше,  – конечный или
бесконечный промежуток (символ “” может
быть как круглой “(”, так и квадратной “[” скоб-
кой, аналогичный смысл имеет символ “”). С
учетом всего сказанного выше, основные резуль-
таты (теоремы 1–3) вытекают из следующего
утверждения.

Т е о р е м а  4. Пусть последовательность  и
промежуток  таковы, что экспоненциальная си-
стема  не полна в .

I. 1) Если  и выполнены оба соотно-
шения (6), то интерполяционная задача из предло-
жения 2 разрешима для пары пространств  и

.
2) Если  или , то ин-

терполяционная задача из предложения 2 не разре-
шима ни для какой пары пространств  и .

3) Если  и выполнено первое (второе)
из соотношений (6), то интерполяционная задача
из предложения 2 разрешима для пары пространств

 (соответственно, ) и .
II. Предположим, что существует промежуток ,

удовлетворяющий условиям: ,  –
такой, что  (или ) и для пары про-

странств  и  разрешима интерполяцион-
ная задача из предложения 2.

Тогда ,  и выполнено
первое (соответственно, второе) из соотношений
(6).

4. Заключительные замечания.
1. Если  (или ), то выпол-

нение первого (или, соответственно, второго) из
соотношений (6), в совокупности с требованием

, представляет собой необходимое и
достаточное условие разрешимости интерполя-
ционной задачи из предложения 2 для пары про-
странств  и .

2. В настоящий момент нам не известно, суще-
ствует ли для заданного конечного промежутка I
последовательность , удовлетворяющая со-
отношениям (6) и такая, что , а ин-
терполяционная задача из предложения 2 не раз-
решима для пары пространств  и . Однако
нами построена функция  со следующими
свойствами: F не является медленно убывающей,

, где  – нулевое множество
функции .

3. В связи с приведенными в настоящей работе
результатами (теоремы 1–4) представляет инте-
рес умение определять, является ли заданная по-

Ψ ∈ 3( ')I ψ ∈ 3( )I
Ψ − ψ( ) Λ

= ;I c d

Λ
I

Λ% ( )xp %( )I
π Λ <2 ( )sdD I

3

3( )I
π Λ >2 ( )sdD I Λ = +∞( )sdD

3( ')I 3( )I

Λ < +∞( )sdD

( )−∞;3 ( d ( );+∞3 )c 3( )I
'I

≠ ∅' \I I ∂ ∩∂ ≠ ∅'I I

∈
∈sup '

t I
I

∈
∈inf '

t I
I

3( ')I 3( )I

Λ < +∞( )sdD π Λ ≤2 ( )sdD I

= −∞;(I d = ;+∞)I c

Λ < +∞( )sdD

3 3( )I

Λ ⊂ C

π Λ =2 ( )sdD I

3 3( )I
∈ 3F

Λ = Λ( ) ( )BM F sd FD D ΛF
F

следовательность ,  нулевым
(под-)множеством медленно убывающей функции?
В работе [11] нами получен ряд результатов в этом
направлении. Например, используя тот же подход,
что и в [11], можно показать, что для последователь-
ности , удовлетворяющей обоим неравен-
ствам (6), требование  влечет следую-
щее соотношение:

где  – число точек последовательности
 в промежутке 
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SUBSPACES OF THE SCHWARTZ SPACE

N. F. Abuzyarovaa

a Bashkir State University, Ufa, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS V.A. Sadovnichii

We consider the differentiation-invariant subspace W in the Schwartz space  which admits weak
spectral synthesis. We obtain the conditions under which W is represented as the direct (algebraical and to-
pological) sum of its residual subspace and the closed subspace spanned by the set of exponential monomials
contained in W.
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В работе изучается система уравнений реакции–диффузии в перфорированной области с быстро
осциллирующими членами в самом уравнении и в граничных условиях. Нелинейная функция в
уравнениях может не удовлетворять условию Липшица, поэтому теорема единственности для соот-
ветствующей начально-краевой задачи для рассматриваемой системы уравнений реакции–диффу-
зии может не выполняться. При этом доказано, что траекторные аттракторы этой системы слабо
стремятся в соответствующей топологии к траекторным аттракторам усредненной системы реак-
ции–диффузии со “странным членом” (потенциалом).

Ключевые слова: аттракторы, усреднение, уравнение реакции–диффузии, нелинейные уравнения,
слабая сходимость, перфорированная область, быстро осциллирующие члены, странный член
DOI: 10.31857/S2686954321030036

ВВЕДЕНИЕ

Интерес к задачам в перфорированных обла-
стях возник в связи прикладными задачами био-
логии, механики и инженерии. Работы, посвя-
щенные асимптотическому анализу таких задач,
см., например, [1–5] и библиографию в этих рабо-
тах. Особенно интересно изучать задачи, в кото-
рых может не выполняться теорема единственно-
сти. В таких задачах проводится усреднение соот-

ветствующих аттракторов (см. рис. 11, например).
Аттракторы характеризуют всю динамику рас-
сматриваемой модели (см., например, моногра-
фии [6–8] и ссылки в них). В работе [9] изучалось
усреднение аттракторов скалярных эволюцион-
ных уравнений с диссипацией в периодически
перфорированной области. В настоящей работе
мы рассматриваем начально-краевую задачу для
системы нелинейных дифференциальных урав-
нений с быстро осциллирующими членами в пер-
форированной области с третьим краевым усло-
вием на границе полостей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Пусть  – ограниченная область в , , с
кусочно-гладкой границей . Пусть  – об-

ласть, принадлежащая , такая, что 
является компактом, диффеоморфным шару.

Пусть  и M – некоторое множество, вве-
дем следующее обозначение: δM = .
Предположим, что  достаточно мало, чтобы

1 Из открытых источников.

Ω R
n ≥ 3n

∂Ω 0G

( )= − ,1 1
2 2

n
Y 0G

δ > 0
−: δ ∈1{ }x x M

ε > 0

/ −ε ⊂ ε .( 2)
0

n n G Y
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Для  определим

Определим область  и
множество допустимых индексов

Заметим, что , где  – некоторая по-
стоянная. Рассмотрим область

Введем следующие обозначения:

Мы изучаем асимптотическое поведение тра-
екторных аттракторов начально-краевой задачи

(1)

где ,  и g = ,
ν – вектор единичной внешней нормали к грани-
це. Функция  такая, что 0 < a0 ≤
≤  с некоторыми постоянными , ,

∈ Z
nj

/ −
ε ε ε ε ε= ε , = + ε , = + ε .( 2)

0
j j j j j n nP j Y P Y G P G

εΩ = ∈ Ω: ρ ∂Ω > ε� { ( , ) }x x n

ε ε εϒ = ∈ : ∩ Ω ≠ ∅ .�{ }n jj GZ

−
εϒ ≅ ε nd > 0d

ε

ε ε ε ε
∈ϒ

Ω = Ω = .∪\ , где j

j

G G G

ε ε= Ω × , +∞ , = Ω × , +∞ .(0 ) (0 )Q Q

( ) ( )ε
ε ε ε

∂ = Δ − , + , , ∈ Ω ,
∂ ε ε

( )u x xH u a x f u g x x
t

/ −ε
ε ε ε

ε

∂ + ε = , ∈ ∂ ,
∂ν

∈ ϒ , ∈ , +∞ ,

(2 ) ( ) 0

(0 )

n n j ju B x u x G

j t

ε

ε ε

= , ∈ ∂Ω,
= , ∈ Ω , = ,

0
( ) 0

u x
u U x x t

= , ,1( )Nu u … u � = , ,1( )Nf f … f � , ,1( )Ng … g �

, ∈ Ω ×R( ) ( )na x y C
, ≤ 0( )a x y A 0a 0A

а функция  имеет среднее  при

 в пространстве , т.е.

(2)

для любой функции . Матрица кросс–
диффузии H – это квадратная матрица размера
N × N с постоянными коэффициентами, имеющая

положительную симметричную часть  ≥

≥ αI, где , а I – единичная матрица порядка
N. Отметим, что матрица H не обязательно сим-
метрична, также отметим, что принцип максиму-
ма может не выполнятся для нашей задачи.

Для вектор-функции  будем считать, что

функции  и имеют сред-

ние  в пространстве  при ,
т.е.

(3)

для любой функции  и для всех
.

В работе [10] приведены примеры функций вида

 и , которые удовлетворяют условиям

усреднения (2) и (3).

Здесь  – диагональная матрица с ограни-
ченными элементами вида

где  – 1-периодические по 
функции такие, что

(4)

с некоторыми постоянными b0,  для всех ,
2, ..., N.

Обозначим также вектор

а диагональную матрицу с элементами , ...
..., bNN(x, y) – через .

Предположим, что вектор-функция ;

 удовлетворяет следующим неравенствам:

( )ε = , ε( ) xa x a x ( )a x

ε → +0 ∞, Ω( )*wL

( )
Ω Ω

, ϕ → ϕ ε → +
ε ( ) ( ) ( ) ( 0 )xa x x dx a x x dx

ϕ ∈ Ω1( )L

+1 ( )
2

H H �

α > 0

( ),g x y

( )ε = , ∈ Ω×ε 2( ) ( )i i nxg x g x L R

( )ig x −= Ω1' ( )V H ε → +0

( )
Ω Ω

, ϕ → ϕ ε → +
ε ( ) ( ) ( ) ( 0 )i ixg x x dx g x x dx

ϕ ∈ = Ω1
0( )V H

= , ,1i … N

( ),
ε
xa x ( ),

ε
xg x

ε ( )jB x

ε ε
ε/ − / −

   − −, , , , , ∈ ϒ   ε ε   

11
( 2) ( 2) ,

j j
NN

n n n n
x P x Pb x … b x j

, ∈ Ω ×R( ) ( )kk nb x y C y

< ≤ , ≤0 00 ( )kkb b x y B

0B = 1k

, := , , , , ,�11( ) ( ( ) ( ))NNB x y b x y … b x y

,11( )b x y
,( )B x y

∈v( ) ( Nf C R

)N
R

Рис. 1. Аттрактор.
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

(5)

(6)

где  для всех . Для определенности
будем считать, что  ≥ … ≥ . Заме-
тим, что выполнение условия Липшица для
функции  относительно  не предполагается.

Введем следующие обозначения для про-
странств , , V :=
:= ,  – множество всех
вектор-функций из  с нулевым следом
на . Нормы в этих пространствах определяют-
ся, соответственно, следующим образом:

Напомним, что  – двойственное
пространство к пространству V, кроме того,  –
двойственное пространство для .

Пусть  для всех . Будем ис-

пользовать следующие векторные обозначения
 и , а также определим

пространства

Как и в [7], будем исследовать слабые решения
начально-краевой задачи (1), т.е. функции

которые удовлетворяют задаче (1) в смысле обоб-
щенных функций, т.е.

/ −

= =

 
≤ + , 

 
 v v

( 1)
0

1 1
| ( )| | | 1i i i

N N
i p p i p

i i

f C

= =
γ − ≤ , ∀ ∈ , v v v v R

1 1
| | ( )i

N N
i p i i N

i
i i

C f

γ > 0i = , ,1i … N
−≥ 1N Np p ≥1 2p

v( )f v

:= Ω2[ ( )]NLH ε ε:= Ω2[ ( )]NLH
Ω1

0[ ( )]NH ε ε:= Ω ;∂Ω1[ ( )]NHV

εΩ1[ ( )]NH
∂Ω

ε

=Ω

ε
=Ω

:= ,
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(7)

для любых функций . Здесь 
означает скалярное произведение векторов y1,

.

Если , тогда из условия (5)
следует, что . В то же вре-
мя, если , тогда

 . 
Поэтому для произвольного слабого решения

 задачи (1) имеем

Из теоремы вложения Соболева следует, что

где пространство , 

и  для всех  (собо-

левское пространство с отрицательным показате-
лем). Следовательно, для любого слабого решения

 задачи (1) имеем .

З а м е ч а н и е  1. Существование слабого ре-
шения  задачи (1) для любой функции

 и фиксированного ε, такого, что  =
= U(x), может быть доказано стандартным спосо-
бом (см., например, [6]). Это решение может быть
не единственным, поскольку функция  удо-
влетворяет условиям (5), (6) и для нее не предпо-
лагается выполнение условия Липшица относи-
тельно .

Для удобства будем опускать индекс ε в обо-
значениях пространств, там, где это не вызывает
непонимания. Положим , ,

 и  и определим
банаховы пространства для каждого отрезка
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(8)

с нормой

(9)

Положив , получаем, что
, а если , тогда .

Далее обозначим

а через  множество всех слабых решений зада-
чи (1). Напомним, что для любой функции 
существует хотя бы одна траектория  та-
кая, что . Следовательно, простран-
ство траекторий  задачи (1) не пусто и доста-
точно велико.

Ясно, что  и пространство траекто-
рий  является трансляционно-инвариантным,
т.е. если , тогда и  для любых

. Далее, используя норму пространства
, определим метрики  в про-

странствах  следующим образом:

Эти метрики порождают топологию  в про-
странстве  (соответственно  в ). На-

помним, что последовательность  схо-
дится к функции  при  в , если

  для любого .

Топология  метризуема и соответствующее
метрическое пространство является полным. Мы
рассматриваем топологию в пространстве траекто-
рий  задачи (1). Полугруппа сдвигов , дей-

,
 − 
 ∞
  

:= , ; ∩ , ; ∩
∂∩ , ; ∩ ∈ , ;
∂
v

v

^
1 2 1 2 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

t t pt t t t

t t t t
t

p

r
q

L L L V

L H L H

,

∞ −

, ; , ;

, ;
, ;

:= + +
∂+ + .
∂

v v v

v
v

^ 1 2 2 1 21 2

1 2

( ) ( )

(0 )
( )

|| || || || || ||

|| ||

t t t t t t

M
t tt

p p

r
q

L L L V

L H
L H

−
, = , ;$

1 2 1 2( )t t t t r
qL H

, ,⊆^ $
1 2 1 2t t t t ,∈

1 2
( ) t tu s ^ ,∈ $

1 2
( ( )) t tA u s

{ }
+ + +

−
∞ + +

= ; ∩ ; ∩
∂∩ ; ∩ ∈ ; ,
∂
v

v

^ R R

R R

loc loc loc
2

loc loc

( ) ( )

( ) ( )
t

p p

r
q

L L L V

L H L H

{ }
ε,+ + ,ε + ε

−
∞ + ε + ε

= ; ∩ ; ∩
∂∩ ; ∩ ∈ ; ,
∂
v

v

^ R R

R R

loc loc loc
2

loc loc

( ) ( )

( ) ( )
t

p p

r
q

L L L V

L H L H

+
ε_

∈U H
+
ε⋅ ∈ _( )u

=(0) ( )u U x
+
ε_

+
ε +⊂_ ^

loc

+
ε_

+
ε∈ _( )u s +

ε+ ∈ _( )u h s
≥ 0h

, ;2 1 2( )t tL H ,ρ ⋅, ⋅
1 2

( )t t

,^
1 2t t

/

,

,

 
ρ , = − , 

 
 

∀ ⋅ , ⋅ ∈ .

v v

v ^

1 2

2
0

0

0

( ) || ( ) ( )||

( ) ( )

M

M

M

u u s s ds

u

+Θloc

+^
loc

ε,+Θloc
ε,+^
loc

+⊂v ^
loc{ }k

+∈v ^
loc → ∞k +Θloc

, ;⋅ − ⋅ →v v
2(0 )|| ( ) ( )|| 0k ML H → ∞( )k > 0M

+Θloc

+
ε_ { ( )}S t

ствующая на , непрерывна в рассматриваемой
топологии .

Определим ограниченные множества в , ис-
пользуя банаховы пространства

(10)

 – подпространство пространства .

Рассмотрим полугруппу сдвигов  на 
, .

Пусть  означает ядро задачи (1), которое со-
стоит из всех слабых решений , ограни-
ченных в пространстве

Имеет место

Л е м м а  1. При выполнении условий (5), (6) за-
дача (1) имеет траекторные аттракторы  в то-
пологическом пространстве . Множество 
равномерно (по ) ограничено в  и ком-
пактно в . Более того,

ядро  – непусто и равномерно (по ) ограни-
чено в . Напомним, что пространства  и  за-
висят от ε.

Доказательство этого предложения практиче-
ски полностью совпадает с доказательством, при-
веденным в [8], для более частного случая. Суще-
ствование поглощающего множества, ограничен-
ного в  и компактного в , доказывается так
же, как и в [7].

2. УСРЕДНЕНИЕ АТТРАКТОРОВ

Чтобы определить “странный член” (потенци-
ал в предельном уравнении), рассмотрим задачу
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БЕКМАГАНБЕТОВ и др.

где матрица  и вектор  были опреде-
лены выше. В этой задаче переменная  играет
роль медленного параметра. Определим предель-
ный потенциал по следующей формуле:

(11)

Усредненная (предельная) задача имеет следу-
ющий вид:

(12)

где  – диагональная матрица с элементами
, . Очевидно, что задача (12) также

имеет траекторный аттрактор  в пространстве тра-
екторий , соответствующем задаче (12), и

где  – ядро задачи (12) в .
Имеет место следующее утверждение о сходи-

мости.
Т е о р е м а  1. В топологическом пространстве
 справедливо предельное соотношение

Более того

З а м е ч а н и е  2. Напомним, что пространства
в теореме 1 зависят от ε. Все функции могут быть
продолжены внутрь отверстий с сохранением со-
ответствующих норм.

Если рассмотреть уравнения реакции–диффу-
зии, для которых имеет место теорема единствен-
ности в задаче Коши. Для этого достаточно пред-
положить, что нелинейный член  в системе
уравнений (1) удовлетворяет условию

(13)

(см. [7]). В [7] было доказано, что если выполне-
но (13), тогда уравнения (1) и (12) генерируют ди-
намические полугруппы в H, имеющие глобаль-
ные аттракторы  и , ограниченные в про-
странстве  (см. также [8]). Пусть

При этом выполняется следующее

С л е д с т в и е  1. В условиях теоремы 1 имеет
место предельное соотношение
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ON ATTRACTORS OF REACTION–DIFFUSION EQUATIONS 
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In the paper we study a system of reaction–diffusion equations in a perforated domain with rapidly oscillating
terms in the equation and in the boundary conditions. A nonlinear function in the equations may not satisfy
the Lipschitz condition and hence, the uniqueness theorem for the corresponding initial–boundary value
problem for the considered system of reaction-diffusion equations may not be satisfied. It was proved that the
trajectory attractors of this system weakly converge in the corresponding topology to the trajectory attractors
of the homogenized reaction-diffusion system with a “strange term” (potential).

Keywords: attractors, homogenization, reaction-diffusion equation, nonlinear equations, weak convergence,
perforated domain, rapidly oscillating terms, strange term
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В работе дан положительный ответ на вопрос о возможности существования нескольких вероят-
ностных решений уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова при всех начальных условиях:
построен первый пример уравнения с единичной матрицей диффузии и гладким коэффициентом
сноса, для которого задача Коши при всяком вероятностном начальном условии имеет бесконечно-
мерный симплекс вероятностных решений.
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Мы рассматриваем вероятностные решения
задачи Коши для уравнения Фоккера–Планка–
Колмогорова следующего вида:

(1)

где  – борелевская вероятностная мера на ,
коэффициент  не зависит от t и

. Пусть . Вероятностным реше-
нием задачи (1) называется семейство борелев-
ских вероятностных мер  на , борелев-
ски измеримое по  и удовлетворяющее равенству

для всякого  и всякой функции .
Отметим, что в рассматриваемой ситуации глад-
кого сноса b существует такая бесконечно гладкая
положительная функция  на , что

∂ μ = Δμ − μ , μ = ν,0div( )t t t tb

ν R
d

≤ ≤= 1( ) ( ( ))i
i db x b x

∞∈ R( )i db C > 0T

∈μ [0, ]{ }t t T R
d
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ϕ μ − ϕ ν = Δϕ − ,∇ϕ μ   
R R R0

( )
d d d

t

t sd d b d ds

∈ ,[0 ]t T ∞ϕ∈ 0 ( )dC R

,�( )x t × ,R (0 )d T

 для почти всех  и функция 
является классическим решением уравнения Фок-
кера–Планка–Колмогорова.

Далее мы используем обозначения

и записываем уравнение (1) для меры μt = 
следующим образом:

Вопрос о единственности вероятностного реше-
ния данной задачи был поставлен еще А.Н. Колмо-
горовым (см. [1, 2]). Известные достаточные усло-
вия единственности и примеры неединственности в
размерности  приведены в [3, глава 9]. Про-
блема единственности в одномерном случае (d = 1)
была рассмотрена такими классиками, как
У. Феллер [4], К. Иосида [5] и Э. Хилле [6], но в
иной постановке, связанной с полугруппами. В
недавних работах [7, 8] показано, что в одномер-
ном случае для всякой локально ограниченной
борелевской функции , не зависящей от времени ,
вероятностное решение единственно. В той же
работе впервые построен пример неединственно-
сти для d = 2. В одномерном случае в [8, замеча-
ние 4.6] приведен пример уравнения Фоккера–
Планка–Колмогорова, для которого задача Ко-
ши не для всех начальных вероятностных условий
имеет вероятностное решение. В [3, глава 9] при

 и в [8] при  примеры неединственности
вероятностных решений построены для очень
специальных начальных условий, причем специ-
альный вид начального условия существенно ис-

μ = ,�( )t x t dx ∈ ,(0 )t T �

= Δ + ,∇ , = Δ −* div( )Lu u b u L u u bu

,( )x t dx�

∂ = .� �*t L
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b t

≥ 3d ≥ 2d
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пользуется в построении. Оставалось неясным,
может ли задача Коши (1) иметь несколько веро-
ятностных решений для каждого вероятностного
начального условия. В настоящем сообщении мы
даем положительный ответ на этот вопрос.

Пусть . Положим

где ,  и

Если d = 2, то компонента  отсутствует.
Т е о р е м а  1. Для всякой вероятностной меры 

задача Коши (1) с коэффициентом сноса b = 
(или  в случае d = 2) и начальным условием

 имеет бесконечно много линейно независимых ве-
роятностных решений.

Положим

Если d = 2, то .
Пусть сначала . Даже для та-

ких  ранее не было известно примеров неедин-
ственности. Построим бесконечно много линей-
но независимых вероятностных решений задачи
Коши в виде произведений

где

и , , .
Ясно, что функция  удовлетворяет

уравнению  с начальным условием .
Для построения  и  нам потребуются некоторые
вспомогательные утверждения из [3, глава 5] о по-
лугруппах, порождаемых операторами  и .

Несложно проверить, что стандартные гаус-

совские меры  и  с плотностями  и

 удовлетворяют уравнениям

Согласно [3, теорема 5.2.2], оператор  порожда-
ет сильно непрерывную субмарковскую опера-
торную полугруппу  в , причем мера 
субинвариантна для , т.е. интеграл от  по ме-
ре  не превосходит интеграл от f для всех огра-

≥ 2d
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γ = , γ = .* *0 0x x z zL L

xL

≥0{ }t tT γ1( )xL γ x

tT tT f
γ x

ниченных измеримых функций . Согласно [3,
задача 4.5.7] (полное решение этой задачи приведе-
но в [8]), мера  не инвариантна для операторов .
В силу [3, теорема 5.4.5] для всякого  су-
ществует непрерывная по  версия

, задаваемая равенством

где функция k является гладкой и положительной
на . Именно с такой версией  мы
работаем дальше. Выражение

определяет сопряженную полугруппу на мерах,
причем

Согласно [8, следствие 2.5], для всякой вероят-
ностной меры  не все меры  являются веро-
ятностными. Положим , т.е.

Пусть

Л е м м а  1. Функция q отлична от константы,
бесконечно дифференцируема на [0, T], ,

 = 1,  при .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция 

является решением задачи Коши ,  = 1.
Коэффициенты оператора  и начальное усло-
вие бесконечно гладкие, что влечет гладкость
функции  вплоть до t = 0. Поясним это подроб-
нее. Пусть  – гладкие функции с компактным
носителем, которые поточечно сходятся к 1, при-
чем  на , . Функции hj =

=  сходятся к  при каждом  в . Со-
гласно [8, лемма 2.2], функция  равна пределу ре-
шений  краевых задач ,  =
= , . При достаточно боль-
шом m решения этих краевых задач являются глад-
кими на , а в силу локальных апри-
орных оценок (см. [9, теорема 10.1]) предельные
функции  также являются гладкими и их произ-
водные по  и  всякого фиксированного порядка
равномерно ограничены по  на всяком множе-
стве вида .

Следовательно, предельная функция  являет-
ся гладкой вплоть до t = 0. В частности, функция

 бесконечно дифференцируема на
. Пусть . Так как , то

≥ 0f

γ x tT
∈ γ1( )xf L

, ∈ × , +∞R( ) (0 )x t
( )tT f x
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Таким образом, функция q убывает, поэтому .
Заметим, что

Следовательно,  при . Функция 
отлична от константы, так как  и 
при . Последнее вытекает из того, что если

 при некотором , то  при ,
поэтому мера  инвариантна.

Оператор  порождает полугруппу Орнштей-
на–Уленбека  на . Для всякой вероят-
ностной меры  соответствующая полугруппа

 на мерах задает вероятностное решение 
уравнения  с начальным условием

. Положим

Заметим, что при каждом  функция  являет-
ся вероятностной плотностью, а функция  не
является вероятностной плотностью. Для постро-
ения вероятностного решения нам необходимо
задать функцию  так, чтобы произведение 
стало вероятностной плотностью. Кроме того,
меняя множитель , мы построим бесконечно
много линейно независимых вероятностных ре-
шений. Решение  построим в виде суммы двух
функций  и , где функция  – вероятностное
решение уравнения  с начальным усло-
вием  (это решение фиксировано для
дальнейшего), а функция  – некоторое специаль-
ное неотрицательное интегрируемое решение урав-
нения  с начальным условием  = 0, ко-
торое далее будет меняться, причем

Вероятностное решение  существует согласно
[3, следствие 6.6.6]. Действительно, функция 
является функцией Ляпунова для оператора :

для нее имеем , ибо

Существование функции  обеспечивает следу-
ющая лемма, в которой применяется теория вы-
рождающихся параболических уравнений. Исполь-
зование вырождающихся уравнений для построе-
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ния примеров неединственности вероятностных
решений стационарного уравнения Колмогорова
было предложено в работе [10].

Положим

Л е м м а  2. Пусть  и  – гладкие неотрица-
тельные функции на , причем  = 0,

 при всех  и

Тогда существует бесконечно гладкая функция  на
, удовлетворяющая условиям

Более того,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть . Сделаем
замену переменной  в задаче Коши

, . Тогда уравнение преобразует-
ся в вырожденное уравнение на прямоугольнике

:

(2)

где

Отметим, что после обратной замены перемен-
ной всякое неотрицательное решение  урав-
нения (2) дает неотрицательное решение 
исходного уравнения. Для каждого  инте-

грал функции  по отрезку  равен ин-

тегралу функции  по всей прямой.
Далее рассмотрим начально-краевую задачу

для уравнения (2). Уравнение вырождается на
границе, поэтому краевые условия должны ста-
виться лишь на части границы, обозначаемой че-
рез  и определяемой посредством функции Фи-
керы. Мы проверим, что в данном случае это дает
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обычные краевые условия, как и для невырож-
денного уравнения.

Напомним, что если уравнение имеет вид  +
+ bD + c = 0, то функция Фикеры определяется в
точках границы области, где  для внут-

ренней нормали , и равна , см. [11, гл. 1,
§ 1, § 5, теорема 1.5.1]. Поскольку коэффициент 
уравнения (2) при продолжении нулем вне интер-

вала  есть функция класса C2 на всей пря-

мой, равная нулю в концах интервала вместе с
производными первого и второго порядка, полу-
чаем, что функция Фикеры имеет вид ϕ(η) =
= , поэтому Σ2 =  > 0}.
Для выбранного выше коэффициента сноса 

боковые отрезки  и –  лежат в Σ2.

Таким образом, из теории вырожденных парабо-
лических уравнений (см. [11, 12]) следует, что
здесь можно поставить начальное условие при t = 0

и граничные условия при . Рассмотрим на-

чально-краевую задачу

(3)

Домножая уравнение на  с некоторой констан-
той , можно считать, что  для некото-
рой константы γ0. Далее, вычитая из решения V
некоторую гладкую функцию Q, можно свести за-
дачу к однородным граничным условиям. Теперь
применимо следствие теоремы 4 из [12]. Итак, су-
ществует гладкое решение V задачи (3). Кроме то-
го, для задачи (3) применима теорема 1.1.2 из [11],
по которой для решения V выполнен принцип
максимума, поэтому из неотрицательности  и 
следует неотрицательность V. Проверим, что

Имеем

Следовательно,
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Наконец, отметим, что 
и

что завершает доказательство.

Пусть теперь  – бесконечный набор гладких
линейно независимых неотрицательных функций
на отрезке , удовлетворяющих неравенствам

 для всех  и равенствам ,

 при всех . Для каждой пары

с помощью последней леммы построим решение
 и положим

Тогда соответствующие функции

(в случае d = 2 функции )
являются линейно независимыми решениями за-
дачи Коши

Обоснуем линейную независимость. По построе-
нию

Следовательно, линейная зависимость  привела
бы к линейной зависимости функций , что не-
возможно.

Теперь рассмотрим случай произвольного на-
чального условия ν. Пусть  и  – по-
строенные выше решения задачи Коши с началь-
ным условием . Из построения видно, что ре-
шения борелевски измеримы по a. Рассмотрим
функцию

Ясно, что  является вероятностным решением
задачи Коши

π/
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Пусть , ,  – построенные вы-
ше функции для начальных условий , , ,
где . Тогда верны равенства

Умножая

на  и устремляя y к , получаем .
Следовательно, линейная независимость  вле-
чет линейную независимость . Таким образом,
построено бесконечно много линейно независи-
мых вероятностных решений задачи Коши.
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In this paper we give a positive answer to the question about the possibility of existence of several probability
solutions to the Fokker–Planck–Kolmogorov equation for all initial conditions: we have constructed the first
example of an equation with the unit diffusion matrix and a smooth drift coefficient for which the Cauchy
problem with every probability initial condition has an infinite-dimensional simplex of probability solutions.

Keywords: Fokker–Planck–Kolmogorov equation, Cauchy problem, uniqueness of a probability solution
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Рассматривается скалярный самосопряженный эллиптический оператор второго порядка общего
вида с общими краевыми условиями на произвольном метрическом графе, содержащий подграф,
длины ребер которого пропорциональны малому параметру. Показано, что резольвента такого опе-
ратора голоморфна по малому параметру, и приводятся ее представления в виде рядов Тейлора. Ко-
эффициенты рядов удается найти достаточно явно.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Теория квантовых графов, а именно, теория
эллиптических операторов на метрических гра-
фах, достаточно активно развивается, и одним из
направлений является теория возмущений для
таких операторов. Графы допускают специфиче-
ское возмущение геометрического характера –
наличие малых ребер. Влияние таких ребер на ре-
зольвенты и спектры рассматриваемых эллипти-
ческих операторов исследовалось ранее с точки
зрения установления сходимости резольвенты к
резольвенте некоторого предельного оператора
на предельном графе или множестве, см., напри-
мер, [1–3]. Общие результаты о резольвентной
сходимости операторов Шрёдингера на графах с
малыми ребрами были недавно опубликованы в
статье [1]. Эта статья мотивировала настоящую
работу, и нашей целью являются рассмотрение
общих эллиптических скалярных операторов вто-
рого порядка на графах с малыми ребрами и де-
тальное изучение зависимости их резольвент от
длин малых ребер. Частные результаты такого ха-
рактера для простейших модельных графов были
получены в [5, 6].

Опишем постановку задачи. Пусть  – метри-
ческий граф с конечным числом ребер и вершин,
не имеющий изолированных вершин. Ребра мо-
гут иметь конечную или бесконечную длину. Вы-

берем произвольно вершину  и через ,
, обозначим ребра, выходящие из ,

причем петли пересчитываются дважды. Через 
обозначим еще один метрический конечный граф
с ребрами конечной длины, а через  – граф, по-

лученный из  сжатием каждого из ребер в  раз
с сохранением структуры и вершин графа, где  –
малый положительный параметр. Выберем про-
извольный набор вершин Mj, , в графе

, где , и произвольно разобьем ребра ,

, на n непустых групп , ,
 – соответствующие множества индексов. Вер-

шину  заменим на n ее копий, по одной для

каждой из групп , и каждую копию отожде-
ствим с вершиной  в графе . В результате по-
лучим новый граф, обозначаемый символом ,
который возник в результате описанного прикле-
ивания графа  с малыми ребрами к исходному
графу . На каждом из ребер всех рассматривае-
мых графов произвольно выберем направление и
соответствующую ему переменную. Далее мы
отождествляем исходные графы  и  с соответ-
ствующими подграфами в графе .

Γ
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БОРИСОВ

Настоящая работа посвящена исследованию
оператора  в  с дифференциальным вы-
ражением

(1)

где , , i = 1, 2, ,

 – вещественные функции, голоморф-
ные по ε в норме указанных пространств,

 – линейный оператор, действу-

ющий по правилу ,  на каж-

дом ребре , и выполнено условие эллип-
тичности:  на Γε, где  – кон-
станта, не зависящая от x и ε.

Краевые условия в произвольной вершине
, из которой выходят ребра , i = 1, ...,

, задаем следующим образом. Пусть ui := ,
 – сужения заданной на  функции u

на ребра  и

(2)

где  – переменная на ребре . В вершине M
затем задается краевое условие общего вида

(3)

где  и  – заданные матрицы размера
, голоморфные по ε. Предполагается,

что матрица

самосопряжена, где обозначено

(4)

, если направление от вершины M на
ребре  совпадает с выбранным направлени-
ем на этом ребре и  иначе.

Матрицы  и  в (3) определены с точ-
ностью до умножения слева на произвольную не-
вырожденную квадратную матрицу размера  ×
× d(M). Поэтому, обозначив r(M) := , далее
предполагаем, что первые  строк матрицы 
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линейно независимы, а остальные строки обра-
щаются в нуль, а каждая из последних  –
‒ r(M) строк матрицы  не равна нулю. Также
налагаем следующее условие:  =
= d(M).

Область определения оператора  состоит из
функций из , удовлетворяющих краевым
условиям (3), где обозначено ,

. Действие оператора  на таких функци-
ях определяется дифференциальным выражени-
ем (1). Описанные условия на функции ,  и
матрицы ,  являются критерием самосо-
пряженности оператора .

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Через  обозначим граф, полученный при-
клеиванием полубесконечных ребер , ,

, к вершинам Mj, , графа γ, счи-

тая данные вершины началами ребер . Пере-
менную на графе  обозначим через  и рассмот-
рим на нем оператор  с дифференциальным
выражением:

и краевыми условиями в вершинах :

(5)

где векторы  и  вводятся также, как и

в (2) с заменой производных  на , а матрицы

имеют вид

Здесь  и  – матрицы, состоящие из первых
 строк матриц  и , соответственно, а мат-

рицы  и  образованы оставшимися  –
‒ r(M) строками матриц  и . Область опре-
деления оператора  состоит из функций из
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, удовлетворяющих краевым условиям (5).
Оператор  самосопряжен. С учетом структуры
графа  и вида дифференциального выражения

 на ребрах , существенный спектр оператора
 совпадает с полупрямой .
Основное и по сути единственное условие, ко-

торое мы налагаем в работе, звучит следующим
образом:

(A) край существенного спектра оператора 
не является собственным значением.

Данное условие эквивалентно тому, что задача
для уравнения

(6)

с условиями (5) не имеет нетривиальных реше-
ний из , которые бы тожде-

ственно обращались в нуль на ребрах . При
этом задача (5), (6) может иметь нетривиальные
решения из , которые по-

стоянны на ребрах . В терминах оператора 
это означает, что он может иметь виртуальный
уровень на краю существенного спектра.

Пусть , , – линейно независимые
ограниченные нетривиальные решения задачи
(5), (6), не равные тождественно нулю на ребрах

. Ясно, что в силу условия (A) выполнено нера-
венство . Если таких решений нет, то пола-
гаем .

Для произвольной функции u, заданной и не-
прерывной на ребрах  в окрестности вершин

, обозначим

где  – сужение u на ребро . В силу своего опре-

деления функции  удовлетворяют условию
, . Выберем функции

 так, чтобы вектора  были ортонормирова-
ны в . Если , то дополнительно произ-
вольно выберем векторы , , ..., d0,

так, что набор , , ..., d0, образует

ортонормированный базис в , а матрица Ψ :=
:=   унитарна.

Для каждой вершины  определим мат-
рицы:
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по формулам , .

Матрица  унитарна. Через  обозначим
проектор в  на собственное подпространство
матрицы , соответствующее собственному зна-
чению –1, и пусть . Через Q обо-
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элементами
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Определим еще две блочные матрицы размера
:

(7)

где символом Ep обозначаем единичные матрицы
размера p × p, символ 0 в первой строке матрицы

 обозначает матрицу размера , а во
второй строке – матрицу размера .
Символами 0 в определении матрицы  обозна-
чаем нулевые матрицы соответственно размеров

,  и . Мат-
рицы , , задаются равенством

где числа  вводятся согласно (4).
Пусть  – оператор на графе  с дифферен-

циальным выражением

, с краевыми условиями

(8)

где матрицы ,  заданы в (7), а для  они

вводятся формулами ,  := BM(0).
Оператор  действует в  на области опреде-
ления, состоящей из функций из , удовле-
творяющих краевым условиям (8). Данный опе-
ратор самосопряжен.

Пусть  и 
операторы сужения на подграфы  и  в , дей-
ствующие на каждую  по правилам

, . В смысле прямой суммы
 для этих операторов верно

равенство

(9)

где  – тождественный оператор в .

Так как оператор  самосопряжен, то для
каждого  его резольвента  кор-
ректно определена, что позволяет определить еще
пару операторов
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линейных и ограниченных как действующих из
 в  и  соответственно.

Здесь прямые суммы понимаются в смысле ра-
венства (9), а исходная резольвента оператора 
легко восстанавливается с помощью введенных
операторов по формуле

(10)

Определим еще один оператор : L2(Γ) →
→ , действующий по правилу

где . Введем следующие про-
странства непрерывных функций на графах:

где считаем . Если функции  и  име-

ют гладкость , , ,

,  и голоморфны по  в норме
этих пространств, то тогда полагаем

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Сформулируем основные результаты работы.
Т е о р е м а  1. Пусть выполнены описанные вы-

ше условия на функции ,  и матрицы ,
 и выполнено условие (A). Тогда для любого
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Эти сужения очевидно имеют вид ,  и
, . Операторы  и 

отображают пару  соответственно в

 и . С учетом формулы (10) их можно

рассматривать как части резольвенты ,
соответствующие подграфам Γ и . Теорема 1
утверждает голоморфность по ε этих частей, а
формулы (11) дают первые члены их рядов Тей-
лора.

Нам также удалось разработать эффективный
рекуррентный алгоритм определения всех коэф-
фициентов рядов Тейлора для операторов

 и . А именно, для произвольной
пары функций  данные ря-
ды Тейлора имеют вид

(12)

где функции  и  являются решениями рекур-
рентной системы однозначно разрешимых крае-
вых задач на Γ и γ соответственно. В этих задачах
уравнения на  и  описываются с помощью
дифференциальных выражений  и  соответ-
ственно. Правые части уравнений и краевые
условия для функций  зависят только от функ-

ций , , а аналогичные правые части для

функций  – от функций , . Краевые

условия в вершине M0 для функций  определя-

ются функциями , а краевые условия в верши-

нах Mj для функций  – функциями . После-
довательно решая эти краевые задачи, можно
найти все функции  и .

Наша схема построения коэффициентов рядов
Тейлора (12) по сути является адаптацией метода
согласования асимптотических разложений [7]
для графов. Наша работа первая, где этот метод
применяется для исследования квантовых гра-
фов. Отдельно следует подчеркнуть, что наличие
малых ребер в графе является сингулярным воз-
мущением. Вместе с тем, в отличие от большин-
ства задач с сингулярными возмущениями, см.,
например, модели в [7], получающиеся здесь
асимптотические ряды для решения одновремен-
но оказываются равномерно сходящимися по па-
раметру рядами Тейлора, что весьма редкий слу-
чай в сингулярно возмущенных краевых задачах.
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Наличие рядов Тейлора (12) и формула (10)
позволяют найти представление для резольвенты

 в виде равномерно сходящегося ряда,
частичные суммы которого дают сколько угодно
точные аппроксимации резольвенты. Данный ре-
зультат сформулирован в следующей теореме.

Т е о р е м а  2. В предположениях теоремы 1, ре-
зольвента  представляется равномерно
сходящимся в  и  рядом

где функции  и  – коэффициенты рядов Тейлора
(12) с , . Для  верны
оценки:

где  а C – константа, не зависящая от ε, N
и f.
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QUANTUM GRAPHS WITH SMALL EDGES: 
HOLOMORPHY OF RESOLVENTS
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We consider a scalar self-adjoint general elliptic second order operator with general boundary conditions on
an arbitrary metric graph containing a subgraph with edges of lengths proportional to a small parameter. We
show that the resolvent of such operator is holomorphic in the small parameter and provide its representations
by Taylor series. The coefficients of the series are found rather explicitly.
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Показано, как применить метод функции Беллмана к заданным на мартингалах операторам общего
вида, т.е. к операторам, которые не обязательно являются мартингальными преобразованиями.
В качестве примеров таких операторов рассмотрены преобразования Хаара и оператор, к вопросу об
Lp-ограниченности которого сводится доказательство неравенства Рубио де Франсиа для системы
Уолша. Для соответствующей функции Беллмана проведена беллмановская индукция и построен
беллмановский кандидат.

Ключевые слова: метод Буркхольдера, теорема Ганди, система Уолша, неравенство Рубио де Фран-
сиа, преобразование Хаара
DOI: 10.31857/S2686954321030061

Мы будем рассматривать функции, действую-
щие на единичном интервале, и для краткости пи-
сать Lp вместо  и  вместо , l2)
(во втором случае речь идет об l2-значных функ-
циях, заданных на единичном интервале).

1. МОТИВИРОВОЧНЫЕ ПРИМЕРЫ

В работе [1] Д.Л. Буркхольдер применяет ме-
тод функции Беллмана, заимствованный из тео-
рии оптимального управления, для получения
точных Lp-оценок мартингальных преобразова-
ний ( ). Прежде всего мы приведем два
примера операторов, заданных на мартингалах,
но при этом не являющихся мартингальными
преобразованиями.

Символом “ ” будем обозначать отношение
“является диадическим подынтервалом”, а через

[0( ,1])pL 2( )pL l ([0,1]pL

< ≤1 2p

�

 будем обозначать левую и правую половины
интервала J. Рассмотрим систему Хаара

Нетрудно видеть, что для любого  можно
определить унитарный оператор

который устанавливает взаимно однозначное со-
ответствие между

остальные базисные функции Хаара переводит в
себя, и при этом обладает свойством

Отметим, что матрица в базисе Хаара, которая
определяет действие оператора Hm на первых 
базисных векторах, совпадает с матрицей преобра-
зования Хаара порядка  со столбцами, перестав-
ленными подходящим образом. Как мы увидим ни-
же, для  равномерная по  -ограничен-
ность операторов Hm может быть установлена в
рамках классической теории операторов на мар-
тингалах (“дискретной” версии теории операто-
ров типа Кальдерона–Зигмунда). Однако функ-
ция Беллмана, построенная Буркхольдером в [1],
не позволяет получить такую ограниченность.
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Приведем другой пример. Пусть  –
стандартно упорядоченная система Уолша. Такая
система, состоящая из всех возможных произве-
дений функций Радемахера, по своим свойствам
напоминает базис Фурье из экспонент и в опреде-
ленном смысле может рассматриваться как его
дискретный аналог (подробности см., например,
в [2, § 4.5]). Одним из примеров, подтверждаю-
щих такую аналогию, является следующий ре-
зультат работы [3], который говорит о том, что не-
равенство Рубио де Франсиа [4] можно перенести
с базиса Фурье на систему Уолша.

Т е о р е м а. Пусть  – не более чем счетный
набор функций, спектры Уолша которых лежат в
попарно непересекающихся интервалах :

Если , то

где константа Cp не зависит от наборов  и {Im}.
Доказательство этой теоремы в [3] с помощью

комбинаторных рассуждений сводится к провер-
ке Lp-ограниченности оператора, который будет
нашим вторым примером. Прежде чем описывать
этот оператор, мы приведем два простых и хоро-
шо известных свойства функций Уолша.

1. Для функции  ее мартингальные раз-
ности  в стандартной диадической фильтра-
ции совпадают с мультипликаторами Уолша для

отрезков  и , k > 0:

2. Для  выполняется “экспоненциаль-
ное” свойство , где  –
побитовое XOR (соответствующие биты в двоич-
ном разложении a и b суммируются по модулю 2).
Другими словами, имеет место изоморфизм меж-
ду двумя группами: .

Пусть мультииндексы (j, k) пробегают некото-
рое подмножество , и пусть числа 
такие, что множества  попарно не пересе-
каются и полностью покрывают . Мы рассмот-
рим оператор G, который размещает в этих множе-
ствах части спектров Уолша функций из последова-
тельности , а затем собирает
то, что получилось, в одну функцию:
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Приведенная выше теорема из работы [3] сводит-
ся к вопросу об оценке

с константой Cp, зависящей только от p. Так же
как и в случае операторов Hm, такая оценка непо-
средственно вытекает из классической теории
операторов на мартингалах, но не следует из ре-
зультатов Буркхольдера [1].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть , где 1 стоит на i-м

месте (аналогично определим функции ). Тогда
система  является ортонормированным

базисом для функций f = .
О п р е д е л е н и е  1. Будем говорить, что

линейный ограниченный оператор 

п р и н а д л е ж и т  к л а с с у  , если для него
выполняются следующие условия:

1. Для системы  выполняется равен-

ство Парсеваля: для любой функции  имеем

2. Оператор T не увеличивает носители базис-
ных функций:  для .

Класс  линейных операторов  опре-
деляется аналогично (и проще) – рассматривается
базис Хаара без участия индекса  и суммирова-
ние производится только по J.

Что касается условия 1, то оно требует от опе-
ратора больше, чем L2-ограниченность, но мень-
ше, чем унитарность в L2. Условие 2, в свою оче-
редь, совпадает с основным условием теоремы
Ганди для фильтрации Хаара (в которой интерва-
лы делятся пополам последовательно слева на-
право). Мы здесь сошлемся на вариант теоремы
Ганди для векторнозначных мартингалов, сфор-
мулированный и доказанный в [5, теорема 1] (ис-
ходный скалярный вариант теоремы содержится
в [6]). Если факт ограниченности мартингальных
преобразований рассматривать как дискретный
аналог ограниченности преобразования Гильбер-
та, то теорему Ганди можно рассматривать как
аналог результата об ограниченности операторов
типа Кальдерона–Зигмунда общего вида, а упо-
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мянутое выше основное условие из нее – как ана-
лог условия гладкости на ядро оператора. Из теоре-
мы Ганди сразу вытекает равномерная Lp-ограни-

ченность ( ) операторов из классов  и .
С другой стороны, общность условий 1 и 2 в зна-
чительной мере приближается к общности усло-
вий самой теоремы Ганди.

Теперь заметим, что  и . Дей-
ствительно, операторы Hm унитарны и удовлетворя-
ют скалярному варианту условия 2 по построению.
Что касается оператора G, то нетрудно убедиться,

что система  включает в себя ортонор-

мированный базис в L2, а остальные ее элементы –

нулевые. Условие 2 для оператора G также будет вы-
полнено.

Наша задача – распространить метод Буркхоль-
дера на классы  и .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть  и . Перенормируя

функции Хаара, можем перенести классы  и
 на любой интервал . Обозначим

. Функция Беллмана, которая позволя-

ет получить оценку для операторов из класса ,
определяется следующим образом:

Нетрудно убедиться, что функция B не зависит от
выбора интервала I и что для области , состоя-
щей из точек x, для которых супремум берется по
непустому множеству, выполняется включение

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что функ-
ция  п р и н а д л е ж и т  к л а с с у  , ес-
ли она удовлетворяет граничному условию и гео-
метрическому условию типа вогнутости, которые
выглядят следующим образом:

1. Если , то .

2. Если для  и  выполняется

то

Используя метод беллмановской индукции,
можно доказать, что любая такая функция явля-
ется мажорантой для B.

Т е о р е м а  1. Если , то  для
всех .

С помощью формулы Тейлора условие типа
вогнутости из определения класса  можно запи-
сать в дифференциальной форме:

Здесь мы подразумеваем, что слева вычисляется
гессиан в произвольной точке из Ω и что он дей-
ствует как квадратичная форма на произвольный
вектор . Опираясь на дифферен-
циальную форму основного условия и используя
рассуждения, сходные с теми, которые приведе-
ны в [7], мы можем найти конкретного предста-
вителя класса . А именно, для  положим

Тогда для каждого  можно подобрать
неотрицательные константы t, δ и , такие что
функция , , ока-
жется в классе . Используя эту функцию, теоре-
му 1 и однородность функции B, нетрудно для
операторов  получить оценку

где
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этого нужно найти непосредственно саму функ-
цию B. Авторами данной работы уже установле-
но, что  и что функция B удовлетворяет
свойствам 1 и 2 из определения класса . Поэто-
му ее следует искать как поточечный минимум
всех функций из этого класса.

Пусть теперь  и .
Обозначим

где 1 стоит на i-м месте. Под fI будем понимать по-
следовательность , а под  – после-

довательность . Под модулем вектора
из l2 будем понимать его l2-норму, а под произведе-
нием таких векторов – их скалярное произведение.
С этими оговорками все вышесказанное остается
дословно верным вплоть до Lp-оценки оператора

. Подчеркнем, что x1 и  – теперь векто-
ры из l2, а все остальные переменные остаются
скалярными (включая  из определения функ-
ции B0).
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В связи с неоднозначностью процедуры квантования гамильтоновых систем вводится понятие слу-
чайного квантования и связанные с ним случайные величины со значениями в пространстве само-
сопряженных операторов и случайные процессы со значениями в группе унитарных преобразова-
ний. Определяется процедура усреднения случайных унитарных групп и случайных самосопряжен-
ных операторов. Вводится обобщение понятия слабой сходимости последовательности мер и
соответствующее обобщение понятия сходимости по распределению. Устанавливается сходимость
по распределению последовательности композиций независимых случайных преобразований. В
случае последовательности композиций независимых случайных преобразований сдвига на вектор
евклидова пространства полученные результаты совпадают с центральной предельной теоремой для
сумм независимых случайных векторов. Результаты применяются к динамике квантовых систем,
возникающих при случайном квантовании классической гамильтоновой системы.

Ключевые слова: случайный линейный оператор, случайная операторнозначная функция, оператор-
нозначный случайный процесс, закон больших чисел, центральная предельная теорема, марков-
ские процессы, уравнение Колмогорова
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Квантование гамильтоновой системы не явля-
ется однозначно определенной процедурой, по-
этому мы вводим понятие рандомизированного
(случайного) квантования. Случайным квантова-
нием гамильтоновой системы будем называть
отображение линейного пространства функций
Гамильтона, заданных на симплектическом фазо-
вом пространстве, сопоставляющее каждой функ-
ции Гамильтона случайную величину, значениями
которой являются самосопряженные операторы,
действующих в гильбертовом пространстве кван-
товой системы. Предложенная схема охватывает
все известные способы квантования, поскольку
значение случайной величины на каждом элемен-

те вероятностного пространства описывает неко-
торое квантование. При этом случайная полу-
группа, генерируемая случайным гамильтониа-
ном, представляет собой случайный процесс со
значениями в группе унитарных операторов.

В сообщении рассматриваются линейные кван-
тования гамильтоновых систем, введенные в рабо-
те [1] и развитые в работах [2]). Линейное кванто-
вание представляет собой линейное отображение
некоторого векторного пространства функций Га-
мильтона, заданных на симплектическом фазовом
пространстве, в некоторое векторное простран-
ство квантовых гамильтонианов, представляющих
собой самосопряженные операторы в гильберто-
вом пространстве квантовой системы.

Интерес к изучению случайных величин со
значениями в множестве неограниченных опера-
торов в банаховых пространствах и случайных
процессов со значениями в банаховом простран-
стве ограниченных линейных операторов возни-
кает в ряде задач математической физики [3–5].
Так, если в функциональной механике функция
Гамильтона может быть случайной величиной
[6], то квантовым аналогом функциональной ме-
ханики является квантовая система, гамильтони-
ан которой представляет собой случайную вели-
чину со значениями в множестве самосопряжен-
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ных операторов [7]. Случайность гамильтониана
квантовой системы является следствием неодно-
значности процедуры квантования классических
гамильтоновых систем ([1, 7]). Таким образом,
имеют место два источника случайности при ис-
следовании динамики квантовых систем.

1. Гамильтониан классической системы пред-
ставляет собой случайную величину со значения-
ми в пространстве непрерывно дифференцируе-
мых функций на фазовом пространстве;

2. Квантование классической гамильтоновой
системы является случайной величиной со значе-
ниями в пространстве линейных отображений
линейного многообразия пространства гладких
функций на фазовом пространстве в линейное
многообразие в пространстве самосопряженных
операторов, действующих в гильбертовом про-
странстве квантовой системы.

Представляет интерес изучение влияния как
каждого из двух источников случайности, так и их
совместного влияния на такие характеристики
квантовой динамики системы, как среднее значе-
ние случайной динамической полугруппы, ее ко-
вариационные характеристики и распределения
вероятности на множестве допустимых кванто-
вых состояний.

В работе дано определение слабой сходимости
последовательности мер в терминах сходимости
последовательности связанных с этими мерами
линейных операторов, действующих в подходя-
щем топологическом векторном пространстве
пробных функций. Показано, что данное опреде-
ление включает в себя определение слабой сходи-
мости мер, если в качестве пространства пробных
функций выбирать пространство ограниченных
непрерывных функций, наделенное топологией
поточечной сходимости. С помощью введенного
обобщения слабой сходимости мер получены
утверждения о сходимости по распределению
векторнозначных случайных процессов. Показа-
но, что теорема Чернова об аппроксимации опе-
раторных полугрупп представляет собой предель-
ную теорему, описывающую предельные распре-
деления векторнозначных случайных процессов,
и включает в себя центральную предельную тео-
рему как одну из реализаций утверждения теоре-
мы Чернова.

1 .  С л у ч а й н ы е  о п е р а т о р ы  и  п о л у -
г р у п п ы .  Для изучения случайных оператор-
нозначных функций введем следующую терми-
нологию. Случайной величиной мы называем -
измеримую функцию  на вероятностном про-
странстве  со значениями в некотором из-
меримом пространстве. Случайная величина 
принимает значения в некотором топологиче-
ском пространстве, снабженном борелевской σ-
алгеброй подмножеств. Например, если такая
случайная величина  принимает значения в

!

ξ
Ω, ,μ!( )

ξ

ξ

множестве самосопряженных операторов, то она
называется случайным гамильтонианом; анало-
гично определяется и понятие случайной полу-
группы (определения 1 и 4).

Пусть  – топологическое векторное про-
странство сильно непрерывных отображений F
полуоси  в банахово пространство

 линейных преобразований банахова про-
странства X, топология  на котором определяется
семейством функционалов , , , дей-
ствующих по правилу ; пусть

также  – такое банахово пространство, что
.

О п р е д е л е н и е  1. С л у ч а й н о й  о п е р а -
т о р н о з н а ч н о й  ф у н к ц и е й  называется
случайная величина со значениями в топологиче-
ском векторном пространстве . С л у ч а й -
н о й  п о л у г р у п п о й  называется случайная
величина G, принимающую значения в множе-
стве  сильно непрерывных однопараметриче-
ских полугрупп операторов, действующих в про-
странстве X.

Средним значением случайной полугруппы G
называется интеграл Петтиса 

где  – такой элемент пространства , что
для любых , ,  выполняется ра-
венство

Через  обозначено значение функционала
 на элементе .

Т е о р е м а  1 [7]. Пусть  – вещественнознач-
ная мера на алгебре  подмножеств множества 
с ограниченной вариацией. Пусть случайная величи-
на  со значениями в пространстве  является
равномерно ограниченной и плотно сильно равно-
степенно непрерывной, т.е. существует такое
плотное линейное подпространство , что
для любого  и любого  существует число

 тaкое, чтo для любого  и любого
 выполняется следующее нера-

венство:
 ≤ σ. 

Тогда .
Т е о р е м а  (P. Chernoff, 1968, [8, 9]). Пусть  –

банахово пространство,  – банахово про-
странство линейных ограниченных операторов в X и
пусть функция :  удовлетворяет
условию , непрерывна в сильной операторной
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топологии и удовлетворяет оценке ,
, при некотором . Тогда если оператор
 замыкаем и его замыкание является генерато-

ром сильно непрерывной полугруппы операторов
 то для любого  и любого T > 0 вы-

полняется равенство

Пусть Π(X) – множество сильно непрерывных
отображений F полуоси  в банахово
пространство B(X) таких, что .

О п р е д е л е н и е  2 [7]. Операторнозначные
функции  называются э к в и в а -
л е н т н ы м и  п о  Ч е р н о в у , если для любого
T > 0 и любого  выполняется условие

О п р е д е л е н и е  3 [7]. О б о б щ е н н ы м
м а т е м а т и ч е с к и м  о ж и д а н и е м  случай-
ной полугруппы операторов  называется одно-
параметрическая полугруппа U, эквивалентная
по Чернову математическому ожиданию .

Т е о р е м а  2. Пусть  – случайная величина со
значениями в множестве самосопряженных опера-
торов в пространстве H и пусть U(ω, t) =
= , , , – соответствующая
случайная полугруппа. Пусть существует такое
плотное в пространстве H подпространство ,
что  для любого . Тогда ес-

ли определенный на пространстве  равенством
 оператор существенно самосо-

пряжен, то среднее значение ,

 эквивалентно по Чернову полугруппе ,
.

Если на вероятностном пространстве 
определена случайная полугруппа G, то ее генера-
тором называется случайная величина  на том
же вероятностном пространстве, определяемая
условием: для каждого  значение 
случайной величины  представляет собой ге-
нератор полугруппы . Случайная ве-
личина  принимает значение в множестве

 генераторов сильно непрерывных однопа-
раметрических полугрупп, действующих в про-
странстве X. Топология  на множестве 
определяется условием, чтобы биекция  между
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 и , при которой каждой полугруппе соот-
ветствует ее генератор, была гомеоморфизмом то-
пологических пространств  и .
Таким образом, .

О п р е д е л е н и е  4. С л у ч а й н ы м  г а -
м и л ь т о н и а н о м  будем называть измеримую
функцию на вероятностном пространстве

, принимающую значения в топологиче-
ском пространстве генераторов .

Если математическим ожиданием случайной
полугруппы  является операторнозначная
функция , эквивалентная по Чернову некото-
рой полугруппе , то генератор полугруппы 
называется с р е д н и м  п о  Ф е й н м а н у –
Ч е р н о в у  с л у ч а й н о г о  г е н е р а т о р а  
случайной полугруппы .

2. Л и н е й н о е  к в а н т о в а н и е. В качестве
мотивировки для развития анализа случайных
операторов рассмотрим процедуру квантования
как случайную величину со значениями в множе-
стве самосопряженных операторов. Существуют
различные определения квантования такой гамиль-
тоновой системы. Мы рассмотрим симметричные
линейные квантования  (см. [1, 2]), каж-
дое из которых сопоставляет функции Гамильтона
h самосопряженный оператор  в гиль-
бертовом пространстве .

О п р е д е л е н и е  5. Задание на множестве ли-
нейных квантований структуры вероятностного
пространства  называется с л у ч а й -
н ы м  л и н е й н ы м  к в а н т о в а н и е м .

Случайное линейное квантование позволяет рас-
сматривать квантовый гамильтониан системы как
случайный самосопряженный оператор, а семей-
ство унитарных групп , , , –
как случайную группу, при условии, что при всех

 отображение  является из-
меримым относительно слабой операторной то-
пологии отображением . Последнее
условие выполняется, если пространство Ω явля-
ется дискретным.

Рассмотрим пример, когда случайный генера-
тор может принимать лишь два значения  и  с
вероятностями  и . Здесь  и  – эрмитовы
операторы (гамильтонианы), порождающие полу-
группы , , и , . Рас-
смотрим оператор , , ,

. Такая ситуация возникает, например,
тогда, когда вид квантового оператора зависит от
правила квантования. Это, в частности, типичная
ситуация для линейного квантования (см. [7]), ко-
гда гамильтониан представляет собой линейную
комбинацию эрмитовых операторов, полученных
по различным правилам квантования, например,
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по Йордану и по Вейлю. Пусть операторы  тако-
вы, что условия теоремы 1 выполнены. Тогда в со-
ответствии с формулой (2) полугруппа ,

, эквивалентна по Чернову линейной комби-
нации  указанных полугрупп.

3. П р е д е л ь н ы е  т е о р е м ы. Пусть ξj,
, – последовательность независимых одина-

ково распределенных случайных величин со зна-
чениями в гильбертовом пространстве H. Пре-
дельные теоремы характеризуют асимптотику
при  распределений вероятности последо-
вательности случайных величин , представля-
ющих некоторое усреднение последовательности

. Так, закон больших чисел характеризует пре-
дельное распределение усредненной случайной ве-

личины , а центральная предель-
ная теорема – предельное распределение случай-

ной величины .

Пусть , – последовательность независи-
мых одинаково распределенных случайных вели-
чин со значениями в банаховом пространстве огра-
ниченных линейных операторов  в гильберто-
вом пространстве H. Исследуем асимптотику при

 распределений вероятности последователь-
ности случайных величин , представляющих
некоторые усредненные композиции оператор-
нозначных случайных величин . Например, при
исследовании закона больших чисел для компози-
ции независимых одинаково распределенных
случайных полугрупп исследовалась асимптоти-
ка распределений усредненной случайной вели-

чины  (см. [10]).
О п р е д е л е н и е  6. Пусть  – после-

довательность независимых случайных полугрупп.
Тогда п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  
у д о в л е т в о р я е т  з а к о н у  б о л ь ш и х  ч и -
с е л  в сильной операторной топологии, если

(1)

при любых ,  и .
Т е о р е м а  3. Пусть  – случайная величина со

значениями в множестве самосопряженных опера-
торов в пространстве , удовлетворяющая усло-
виям теоремы 2. Пусть  – последовательность
независимых одинаково распределенных случайных
гамильтонианов, распределение каждого из
которых совпадает с распределением случайного
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гамильтониана . Тогда для последовательности

 композиций независимых оди-
наково распределенных случайных полугрупп выпол-
няется закон больших чисел в сильной операторной
топологии (1).

Исследуем топологии на пространстве мер на
банаховых пространствах, задаваемых по следую-
щей схеме. Задается отображение , сопоставля-
ющее мере  на банаховом пространстве E линей-
ный оператор  свертки с мерой  произ-
вольной функции u из некоторого топологического
векторного пространства X измеримых числовых
функций на пространстве E:

Отображение  индуцирует топологию на про-
странстве мер на пространстве E по некоторой то-
пологии на пространстве линейных операторов

, действующих в пространстве X.

Пусть E – вещественное сепарабельное гиль-
бертово пространство,  – -алгебра борелев-
ских подмножеств E. Пусть  – банахо-
во пространство борелевских мер ограниченной
вариации на измеримом пространстве .
Пусть X – некоторое локально выпуклое про-
странство функций , а  – локально
выпуклое пространство линейных ограниченных
операторов в пространстве X.

Т е о р е м а  4. Слабая сходимость последователь-
ности борелевских мер  на пространстве E равно-
сильна поточечной сходимости операторов в тополо-
гическом векторном пространстве , где  –
топология поточечной сходимости на .

Пусть ,  наделено топологи-
ей поточечной сходимости. Последовательность

 борелевских мер на пространстве  с ограни-
ченной вариацией называется сходящейся слабо
к мере , если для каждой функции

 выполняется равенство  =

= . Это условие равносильно тому, что

для каждого  и каждого  выполняет-
ся равенство  = .

Это и означает, что последовательности линей-
ных операторов , действующих в тополо-
гическом векторном пространстве , схо-
дится поточечно к оператору .
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О п р е д е л е н и е  7. Последовательность мер
{μn}:  называется с х о д я щ е й с я

-с л а б о  к  м е р е  , если по-
следовательность операторов , действую-
щих в пространстве X по правилу  =

= , , , сходится в про-

странстве  к оператору , действующему по

правилу Φμu(x) = , , .

О п р е д е л е н и е  8. Последовательность слу-
чайных величин  со значениями в пространстве
E называется с х о д я щ е й с я  п о  р а с п р е д е -
л е н и ю  -с л а б о  к  с л у ч а й н о й  в е л и -
ч и н е  , если последовательность борелевских мер

, определяемых равенствами ,
, , сходится -слабо к мере ,

определяемой равенством ,
.

Если топология  пространства X задается се-
мейством полунорм , а топология  в
пространстве ограниченных линейных операто-
ров  является сильной операторной, то

-слабая топология на пространстве мер
 задается семейством функционалов

, определяемых равенствами

Т е о р е м а  5. Пусть  – случайный
процесс со значениями в пространстве ;  – по-
следовательность независимых случайных процес-
сов, распределение каждого из которых совпадает с
распределением процесса . Пусть X – банахово
пространство функций  такое, что для
любого  линейный оператор  =
= M(Sξ(t)u) определен на пространстве X. Тогда ес-
ли оператор-функция  удовлетворяет
условиям теоремы Чернова, то последовательность
случайных процессов , где ηn(t) =

= , сходится по распределению

-слабо к марковскому случайному процес-
су, порождающему полугруппу , .

Равенство  спра-
ведливо при всех ,  в силу независимо-
сти процессов  [10]. Так как функция F
удовлетворяет условиям теоремы Чернова, то для
любого  имеем

Это означает -слабую сходимость по
распределению последовательности случайных
процессов  к марковскому случайному
процессу, порождающему полугруппу ,

.
З а м е ч а н и е. Для последовательности ком-

позиций независимых случайных операторов
сдвига на вектор евклидова пространства утвер-
ждение теоремы 5 включает утверждение централь-
ной предельной теоремы для сумм независимых
случайных векторов, если в качестве пространства X
выбрать пространство  с топологией поточеч-
ной сходимости.
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A quantization of Hamiltonian system is an ambiguous procedure. Therefore we introduce the notion of ran-
dom quantization, related random variables with values in the set of self-adjoint operators and random pro-
cesses with values in the group of unitary operators. The procedures of averaging of random unitary group and
averaging of random self-adjoint operators are defined. The generalized convergence of the sequence of mea-
sures and the corresponding generalized convergence of the sequence of random variables by distribution are
introduced. The generalized convergence in distribution for some sequences of compositions of random
mappings is obtained. In the case of the sequence of compositions of shifts on independent random vectors
of euclidean space the obtained convergence coincides with the statement of central limit theorem for a sum
of independent random vectors. Obtained results are appieded to the dynamics of quantum systems arising in
random quantization of Hamiltonian system.

Keywords: random linear operator, random operator valued function, operator valued random process, law of
large numbers, central limit theorem, Markovian process, Kolmogorov equation
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Для двумерного гиперболического дифференциально-разностного уравнения с нелокальным по-
тенциалом построено трехпараметрическое семейство глобальных решений. Доказана теорема, что
полученные решения являются классическими.

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, дифференциально-разностное уравнение, классиче-
ское решение
DOI: 10.31857/S2686954321030152

Впервые дифференциально-разностное урав-
нение было изучено И. Бернулли [1] в задаче о не-
весомой натянутой струне конечной длины,
вдоль которой распределены равные и равноуда-
ленные массы. Рассмотренное им уравнение
встретилось при разработке теории звука и при-
влекло внимание многих других математиков
(см., например, [2] и имеющуюся там библиогра-
фию). В книге [3] приведен обширный материал
по теории линейных дифференциально-разност-
ных уравнений с постоянными коэффициента-
ми, часто встречающимися в теории автоматиче-
ского регулирования.

Изучение задач механики сплошных сред при-
вело в дальнейшем к рассмотрению дифференци-
ально-разностных уравнений с частными произ-
водными. В настоящее время достаточно полно
исследованы задачи для указанных уравнений в
ограниченных областях (см., например, [4, 5] и
имеющуюся там библиографию). В неограничен-
ных областях подробно изучены задачи для пара-
болических [6] и эллиптических дифференциаль-
но-разностных уравнений [7–11]. В частности, в
работах [10, 11] рассматриваются сильно эллипти-
ческие уравнения с нелокальными потенциалами
по одной из пространственных переменных, встре-
чающиеся в моделях нелинейной оптики. Гипербо-
лические дифференциально-разностные уравне-
ния ранее были исследованы для случая, когда
операторы сдвига в уравнении действуют по пе-

ременной времени [12]. В работах [13–15] рас-
смотрены гиперболические дифференциально-
разностные уравнения, содержащие суперпози-
ции дифференциальных операторов и операторов
сдвига по пространственной переменной.

В настоящей работе рассмотрим в полуплос-
кости  гиперболическое диффе-
ренциально-разностное уравнение, согласно тер-
минологии [3], содержащее сумму дифференци-
ального оператора и оператора сдвига по
пространственной переменной

(1)

где a, b,  – заданные вещественные числа.
Вещественная часть символа дифференциаль-

но-разностного оператора L уравнения (1) равна
. Будем называть опера-

тор –L положительным, если выполняется усло-
вие  для всех , т.е. справедливо
неравенство

(2)

В дальнейшем будем считать оператор –L по-
ложительным.

О п р е д е л е н и е  1. Функция  называет-
ся к л а с с и ч е с к и м  р е ш е н и е м  уравне-
ния (1), если в каждой точке полуплоскости
(x,  существуют классические, т.е.
определенные в смысле пределов отношений ко-
нечных разностей, производные  и , и в каж-
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ЗАЙЦЕВА

дой точке этой полуплоскости выполняется соот-
ношение (1).

Применив к равенству (1) преобразование Фу-
рье Fx, перейдем к двойственной переменной , и
с учетом формул

получим для функции  обыкно-
венное дифференциальное уравнение

(3)

характеристическое уравнение которого имеет
корни

где

(4)

(5)

Таким образом, общее решение уравнения (3)
определяется по формуле

где  и  – произвольные постоянные, за-
висящие от параметра . Положим  и

 = 0, тогда из последнего равенства будем
иметь

(6)

где

(7)

Применив к равенству (6) обратное преобразо-
вание Фурье , получим

(8)

ξ

α β α β ξ∂ ∂ = − ξ ∂ , − = ,[ ] ( ) [ ] [ ( )] [ ]ih
x x t t x x xF f i F f F f x h e F f

ξ, = ξ,(̂ ) [ ]( )xu t F u t

ξξ, = − ξ + ξ, , ξ ∈ −∞, +∞ ,
2

2 2
2

(̂ ) ˆ( ) ( ) ( )ihd u t a be u t
dt

ξ
,

ξ ϕ ξ

= ± − ξ + =

= ± ξ + = ± ρ ξ ,

2 2
1 2

2 2 ( )

( )

( )

ih

ih i

k a be

i a be i e

/ρ ξ := ,ξ + ξ + ξ
1 42 2 2 2 2( ) [( cos( )) sin ( )]a b h b h

ξϕ ξ := .
ξ + ξ2 2

sin( )1( ) arctg
2 cos( )

b h
a b h

ρ ξ ϕ ξ + ϕ ξ

− ρ ξ ϕ ξ + ϕ ξ

− ρ ξ ϕ ξ − ϕ ξ

ρ ξ ϕ ξ − ϕ ξ

ξ, = ξ +
+ ξ =
= ξ +

+ ξ ,

( )[cos ( ) sin ( )]
1

( )[cos ( ) sin ( )]
2

( )[sin ( ) cos ( )]
1

( )[sin ( ) cos ( )]
2

(̂ ) ( )

( )

( )

( )

it i

it i

t i

t i

u t C e

C e

C e

C e

ξ1( )C ξ2( )C
ξ ξ =1( ) 1C

ξ2( )C

− ξ ξξ, = ,1 2( ) ( )(̂ ) tG itGu t e e

ξ := ρ ξ ξ , ξ := ρ ξ ξ .1 2( ) ( )sin( ) ( ) ( )cos( )G h G h

−
ξ

1F

+∞
− ξ ξ − ξ

−∞

, = ξ =
π 

1 2( ) ( )1( )
2

tG itG ixu x t e e e d

+∞
− ξ ξ − ξ

−∞
+∞

− ξ

−∞

= ξ =
π

= ξ − ξ ξ +
π





1 2

1

( ) ( ( ) )

( )
2

1
2

1 cos( ( ) )
2

tG i tG x

tG

e e d

e tG x d

На основании (8), рассуждая так же, как и в
[10], докажем теорему.

Т е о р е м а . При выполнении условия (2) функ-
ции

(9)

(10)

где  и  определяются равенствами (7), удо-
влетворяют уравнению (1) в классическом смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставим сначала
функцию (9) непосредственно в уравнение (1).
Для этого найдем

(11)

С учетом (7) будем иметь  =
= ρ2(ξ)sin2ϕ(ξ). Так как аргумент  определяет-
ся выражением (5), то имеет место неравенство

, а следовательно, . Тогда

справедливо следующее соотношение:

В силу условия (2) и формулы (4) из последне-
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При установленном выполнении неравенства
 и условии (2) вычислим теперь

С учетом найденных выражений 
и  из равенства (11) получим

Подставив найденные производные  и  в
уравнение (1), будем иметь

что доказывает утверждение теоремы для семей-
ства функций  при любом вещественном
значении параметра .

Аналогично проверим, что и функция (10) удо-
влетворяет уравнению (1) в каждой точке полу-
плоскости . Вычислим

Подставив производные  и  в уравнение
(1), получим
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Теорема доказана.

С л е д с т в и е. При выполнении условия (2) се-
мейство функций

где  и  определяются равенствами (7),
удовлетворяет уравнению (1) в классическом смыс-
ле при любых вещественных значениях параметров
α, β и ξ.

Выясним теперь, какому соотношению должны
удовлетворять коэффициенты уравнения a, b и
сдвиг h, чтобы выполнялось условие (2) для любого
вещественного значения . Рассмотрим функцию

 при . Производная этой
функции равна

Так как  при  и  при

, то производная неотрицательна на про-
межутке  при выполнении условия

(12)

тогда функция  при  не
убывает и принимает наименьшее значение, рав-
ное b > 0. В силу четности функции, это значение
является наименьшим для всех вещественных

. Тем самым мы показали, что усло-
вие (2), при котором справедлива теорема, вы-
полняется, если коэффициенты уравнения a, b и
сдвиг h удовлетворяют соотношению (12).

БЛАГОДАРНОСТИ

Автор выражает благодарность участникам научно-
исследовательского семинара факультета ВМК МГУ
по спектральной теории дифференциальных операто-
ров и актуальным вопросам математической физики
под руководством академика РАН Е.И. Моисеева и
проф. И.С. Ломова, а именно Ш.А. Алимову, А.В. Бо-
ровских, В.Н. Денисову, С.М. Ситнику за полезные
обсуждения данной работы, а также А.Б. Муравнику за
постановку задачи и постоянное внимание к работе.

ИСТОЧНИК ФИНАНСИРОВАНИЯ

Работа выполнена при поддержке Центра фунда-
ментальной и прикладной математики МГУ.

− ξ

− ξ

, ;α,β,ξ := α ξ − ξ +
+ β ξ − ξ ,

1

1

( )
2

( )
2

( ) cos( ( ) )

sin( ( ) )

tG

tG

G x t e tG x

e tG x

ξ1( )G ξ2( )G

ξ
ξ + ξ2 2 cos( )a b h ξ ∈ , +∞[0 )

 ξξ − ξ = ξ − . ξ 

2
2 2

2
sin( )2 sin( ) 2 1

2
hbha bh h a

ha

ξ →
ξ

sin( ) 1h
h

ξ → 0 ξ →
ξ

sin( ) 0h
h

ξ → +∞
ξ ∈ , +∞[0 )

< ≤ ,
2

2
20 ab
h

ξ + ξ2 2 cos( )a b h ξ ∈ , +∞[0 )

ξ ∈ −∞, +∞( )



40

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ  том 498  2021

ЗАЙЦЕВА

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Bernoulli J. Meditationes. Dechordis vibrantibis /

Commentaril Academiae Scientiarum Imperialis Pet-
ropolitanae. 1728. V. 3. P. 13–28.

2. Burkhardt H. Entwicklungen nach oscillirenden Funk-
tionen und Integration der Differentialgleichungen der
mathematischen Physik // Jahresber. Deutsch. Math.
1908. V. 10. S. 1–1804.

3. Pinney E. Ordinary Difference-Differential Equations.
Berkeley and Los Angeles: University of California
press, 1958. 262 p.

4. Skubachevskii A.L. Elliptic functional-differential
equations and applications. Basel, Boston, B.: Birk-
hauser, 1997. 294 p.

5. Скубачевский А.Л. Краевые задачи для эллиптиче-
ских функционально-дифференциальных уравне-
ний и их приложения // Успехи матем. наук. 2016.
Т. 71. № 5 (431). С. 3–112.

6. Муравник А.Б. Функционально-дифференциаль-
ные параболические уравнения: интегральные
представления и качественные свойства решений
задачи Коши // Соврем. мат. Фундам. направл.
2014. Т. 52. С. 3–143.

7. Муравник А.Б. Асимптотические свойства реше-
ний задачи Дирихле в полуплоскости для некото-
рых дифференциально-разностных эллиптиче-
ских уравнений // Матем. заметки. 2016. Т. 100.
№ 4. С. 566–576.

8. Muravnik A. On the half-plane Diriclet problem for dif-
ferential-difference elliptic equations with several non-

local terms // Math. Model. Nat. Phenom. 2017. V. 12.
№ 6. P. 130–143.

9. Муравник А.Б. Асимптотические свойства реше-
ний двумерных дифференциально-разностных эл-
липтических задач // Соврем. мат. фундам. на-
правл. 2017. V. 63. № 4. С. 678–688.

10. Муравник А.Б. Эллиптические задачи с нелокаль-
ным потенциалом, возникающие в моделях нели-
нейной оптики // Матем. заметки. 2019. Т. 105.
№ 5. С. 747–762.

11. Muravnik A.B. Half-plane differential-difference ellip-
tic problems with general-kind nonlocal potentials //
Complex Variables and Elliptic Equations. 2020. 
https://doi.org/10.1080/17476933.2020.1857372

12. Власов В.В., Медведев Д.А. Функционально-диф-
ференциальные уравнения в пространствах Собо-
лева и связанные с ними вопросы спектральной
теории // Соврем. мат. фундам. направл. 2008.
Т. 30. С. 3–173.

13. Зайцева Н.В. О глобальных классических решени-
ях некоторых гиперболических дифференциаль-
но-разностных уравнений // Доклады РАН. Мате-
матика, информатика, процессы управления.
2020. Т. 491. С. 44–46.

14. Зайцева Н.В. Глобальные классические решения
некоторых двумерных гиперболических диффе-
ренциально-разностных уравнений // Диффе-
ренц. уравнения. 2020. Т. 56. № 6. С. 745–751.

15. Zaitseva N.V. Classical solutions of hyperbolic differen-
tial-difference equations with several nonlocal terms //
Lobachevskii J. of Math. 2021. V. 42. № 1. P. 231–236.

CLASSICAL SOLUTIONS OF HYPERBOLIC EQUATION 
WITH NONLOCAL POTENTIAL

N. V. Zaitsevaa

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
Presented by Academician of the RAS E.I. Moiseev

A three-parametric family of global solutions of a two-dimensional hyperbolic differential-difference equa-
tion with non-local potential is constructed. The theorem that the obtained solutions are classical is proved.

Keywords: hyperbolic equation, differential-difference equation, classical solution 



41

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 498,
с. 41–44

СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ МАРАНГОНИ
В СРЕДЕ С РЕОЛОГИЧЕСКИМ ЗАКОНОМ О.А. ЛАДЫЖЕНСКОЙ

© 2021 г.   М. А. Кисатов1,*
Представлено академиком РАН В.В. Козловым 18.01.2021 г.

Поступило 25.01.2021 г.
После доработки 19.03.2021 г.

Принято к публикации 21.03.2021 г.

Изучается система уравнений пограничного слоя нелинейной обобщенно-ньютоновской вязкой
жидкости, модификацию которой предложила О.А. Ладыженская. Для доказательства корректной
разрешимости поставленной задачи в работе применяется метод преобразования фон Мизеса, ко-
торый переводит систему пограничного слоя в одно квазилинейное вырождающееся параболиче-
ское уравнение.
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Слоем К. Марангони называется одна из раз-
новидностей внутренних пограничных слоев (см.
работы [1], [2]), возникающих вблизи границы
раздела двух вязких сплошных сред (см. рис. 1).
Марангони в 1865 г. исследовал такое явление,
связанное с различием коэффициентов поверх-
ностного натяжения в средах, которое возникает
с изменением концентрации веществ или темпе-
ратуры.

Позже, в 1961 г., эффект Марангони был опи-
сан в терминах термогидродинамики С. Чандрасе-
каром. Вытекающие из этой теории задачи реша-
лись в ряде работ на физическом уровне строго-
сти. Математически строгий подход к решению
задач, связанных с эффектом Марангони, имеет-
ся, к примеру, в [3]. При этом применяется также
теория Л. Прандтля, весьма эффективная при
рассмотрении тонких слоев жидкости.

Во всех этих работах среда предполагается нью-
тоновской (см. также недавние работы [4–6]).
В данной работе излагаются результаты о кор-
ректной разрешимости задачи о слое Марангони
в нелинейно вязкой жидкости с реологическим
законом О.А. Ладыженской. Подобные задачи
для пограничного слоя типа Прандтля рассмат-
ривались в работах [7–10]. Задачи были исследо-
ваны с помощью преобразования Крокко в рабо-

тах [11, 12] и с помощью преобразования фон Ми-
зеса в [13].

Примером такой неньютоновской среды могут
служить некоторые виды лиотропных жидких
кристаллов (см., например, [14]).

Для исследования мы применяем преобразо-
вание Мизеса, которое переводит систему урав-
нений пограничного слоя в квазилинейное вы-
рождающееся параболическое уравнение.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО 

РЕЗУЛЬТАТА
Рассматривается модифицированная стацио-

нарная система уравнений двумерного движения
вязкой несжимаемой жидкости вида (см. [7])

(1)

где  – кинематическая вязкость,  – малая поло-
жительная постоянная,  – давление,  – плот-
ность (без ограничения общности считаем, что
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плотность равна единице); ,  – координаты, а
 и  – соответствующие этим направлениям

компоненты скорости. Далее компоненты скоро-
сти для удобства обозначим следующим образом:

и будем рассматривать систему уравнений (1) в
полуполосе Π = 

К уравнениям (1) добавляются граничные усло-
вия:

(2)

(3)

(4)

(5)

Условие (4) описывает поверхностное натяже-
ние жидкости на границе y = 0. Это условие явля-
ется отличительной особенностью задачи Маран-
гони от задачи Прандтля. Предполагается, что чис-

ло Рейнольдса  достаточно большое (число

 – малое). Вводя новые переменные

и новые неизвестные функции

преобразуем систему, группируя слагаемые по
порядку малости, относительно ε. Затем, возвра-
щаясь к старым переменным, убрав некоторые ма-
лые слагаемые, получаем систему уравнений по-
граничного слоя, которая имеет следующий вид:
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Система уравнений (6), (7) рассматривается в об-
ласти

(8)

К уравнениям (6), (7) присоединяются гранич-
ные условия вида (2)–(5):

Имеет место следующая
Т е о р е м а  1. Пусть функции  и  удовлетво-

ряют системе (6), (7) в области D = {0 < x < X,
, непрерывны в  и удовлетворяют усло-

виям (2)–(5); пусть, кроме того, выполняются
неравенства

(9)

(10)

где Cj, , и  – некоторые положительные
постоянные. Тогда ,  – единственное решение за-
дачи (6), (7), (2)–(5) с указанными свойствами.

2. ПЕРЕМЕННЫЕ МИЗЕСА
Система уравнений (6), (7) с помощью замены

переменных (см. [7])
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Рис. 1. Пограничный слой Марангони на стенках.
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сводится к квазилинейному уравнению

(11)

где , в области G = {0 < x < X,
. Граничные условия (2)–(5) прини-

мают вид

(12)

(13)

(14)

Пусть в области  выполняется уравнение (11)
вместе с граничными условиями (12)–(14), тогда
справедлива

Т е о р е м а  2. Предположим, что выполнены
следующие условия:

(15)

и пусть существует постоянная C > 0, такая что

(16)

Тогда существует единственное решение задачи

(11)–(14), такое что w, , ,  непрерывны и

ограничены в замкнутой области .
На основе этой теоремы с помощью обратной

замены переменных получаем доказательство ос-
новного результата.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Определенный интерес представляют обобще-
ния рассмотренной задачи на случай электропро-
водных сред в магнитных полях различной на-
правленности и с учетом явлений теплопередачи
и параметров, зависящих от температуры.
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Оne studies the system of equations of the boundary layer of nonlinearly generalized Newtonian viscous f luid
with the O.A. Ladyzhenskaya law. To prove the corrected solution of the problem, we use the von Mises trans-
form method, which transform the system of equations of the boundary layer into a quasilinear degenerate
parabolic equation.
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Графом Шилла называется дистанционно-регулярный граф диаметра 3 со вторым собственным
значением , равным a3. Для графа Шилла  число  делит k и полагают . Ранее
были найдены три бесконечные серии графов Шилла с допустимыми массивами пересечений:

 (И.Н. Белоусов), 
 (Кулен, Пак), и (s + 1)  (И.Н. Белоусов). В работе

доказано, что в первой серии существует единственный граф – обобщенный шестиугольник поряд-
ка 2, а во второй и третьей сериях графов нет.

Ключевые слова: дистанционно-регулярный граф, граф Шилла, тройные числа пересечений
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θ1 Γ = 3a a = Γ =( ) /b b k a

− − − −2 2 2 2{ ( 1), ( 1), ;1,1,( 1)( 1)}b b b b b b b − − − + −2 2{ ( 1)/2,( 1)( 2)/2, ( 1)/4;b b b b b b b

− − 21, ( 1)/4, ( 1) /2}b b b b − −3 4 3 2 3( 1), , ;1, , ( 1)}s s s s s s

Мы рассматриваем неориентированные гра-
фы без петель и кратных ребер. Если a, b – верши-
ны графа , то через  обозначается расстоя-
ние между a и , а через  – подграф графа ,
индуцированный множеством вершин, которые
находятся на расстоянии i в  от вершины a. Под-
граф  называется окрестностью вершины  и
обозначается через [a]. Дистанционно-регулярные
графы с массивом пересечений 
определены в [1]. Пусть , .

Для дистанционно-регулярного графа диамет-
ра 3 второе собственное значение  не меньше

, причем в случае 

по [2] имеем . Графом Шил-
ла называется дистанционно-регулярный граф
диаметра 3 со вторым собственным значением ,

Γ ,( )d a b
b Γ ( )i a Γ

Γ
Γ1( )a a

−0 1 1{ ,..., ; ,..., }d db b c c
= 0k b = − −i i ia k b c

θ1

+ + 2
3 1 1max{ ,( 4 )/2}a a k a θ =1 3a

θ = + + 2
1 1 1( 4 )/2a k a

θ1

равным . Для графа Шилла  число  делит
 и полагают .

Пусть  является графом Шилла. Тогда
,  имеет массив пересечений {ab,

;  и собственные значе-
ния , являющиеся корнями уравнения x2 –
‒  = 0. Если  –
целые числа, то 
является квадратом натурального числа, в про-
тивном случае кратности  и  совпадают.

Известные графы Шилла – это нечетный граф
 с массивом пересечений , граф

Хэмминга  с массивом пересечений ;
1, 2, 3}, обобщенный шестиугольник  с
массивом пересечений , граф Тервил-
лигера с массивом пересечений ,
граф Доро с массивом пересечений ,
унитарные графы на множестве неизотропных
векторов с массивами пересечений , (q +
+ 2)(q – 1), ,  – степень простого
числа, или граф Джонсона  с массивом пе-
ресечений .

Пусть  является графом Шилла с . Если
собственные значения графа  графа  имеют
одинаковые кратности, то  имеет массив пересе-
чений  b(b – 1)/4; 1,

3a Γ = 3a a
k = Γ =( ) /b b k a

Γ
= −1a a b Γ
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МАХНЕВ и др.

, b(b – 1)2/2},  сравнимо с 0 или 1 по мо-
дулю 4 [2].

Графы Шилла с  изучались также в [3, 4].
Для двупараметрического семейства массивов пе-
ресечений  (2r – 1)  –
– (l + 1)) +  , r2l(2r – 1),

 существует лишь конечное
число графов ( ) (см.
[4, теорема 2]).

В работе [5] найдены следующие бесконечные
серии допустимых массивов пересечений графов
Шилла:

(1)  1,
c2, (2  – 1)((2c2 – 1)c2 – 1};

(2) ;

(3) ;

(4) ;

(5) , .
Предлагается программа изучения графов

Шилла с массивами пересечений из этих серий.
Заметим, что в серии {2b(b – 1), (2b – 1)(b – 1),

 имеется только 3 допустимых
массива пересечений ,  и

.
Т е о р е м а  1. Пусть  является дистанционно-

регулярным графом с массивом пересечений
. Тогда .

С л е д с т в и е  1. Пусть  является дистанци-
онно-регулярным графом с массивом пересечений

. Тогда 
и  – обобщенный шестиугольник порядка  с
массивом пересечений .

Т е о р е м а  2. Дистанционно-регулярный граф с
массивом пересечений , (b – 1)(b2 –
‒   не су-
ществует.

Граф Шилла  с массивом пересечений
 является Q-по-

линомиальным.
Т е о р е м а  3. Дистанционно-регулярный граф с

массивом пересечений ; 1, s2,
 не существует.

Доказательство следствия 1 и теоремы 2 опи-
рается на вычисление тройных чисел пересече-
ний [6].

Пусть  – дистанционно-регулярный граф
диаметра d. Если  – вершины графа ,

−( 1)/4b b b
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Γ
, ,1 2 3u u u Γ

 – неотрицательные целые числа, не боль-

шие d. Через  обозначим множество вер-

шин  таких, что , а через  –

число вершин в . Числа  называют-

ся тройными числами пересечений. Для фикси-

рованной тройки вершин  вместо 

будем писать . К сожалению, для чисел 
нет общих формул. Однако в [6] предложен метод
вычисления некоторых чисел .

Пусть  – вершины графа , ,
, . Так как имеется точно од-

на вершина x = u такая, что , то число
 равно 0 или 1. Отсюда . Анало-

гично,  и .
Другое множество уравнений можно полу-

чить, фиксируя расстояние между двумя верши-
нами из  и сосчитав число вершин, находя-
щихся на всех возможных расстояниях от тре-
тьей:

При этом некоторые тройки исчезают. При
 или  имеем , поэтому

 для всех .

Положим . Если

параметр Крейна , то .
Зафиксируем вершины  дистанционно-

регулярного графа  диаметра 3 и положим

, , , [ijh]* =

=  и . В случаях  =

=  = 2 или  = 3

вычисление параметров , [ijh]* =

=  и  (симметризация массива

тройных чисел пересечений) может дать новые
соотношения, позволяющие доказать несуще-
ствование графа.
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Пусть  является дистанционно-регулярным
графом с массивом пересечений {b(b2 – 1),

. Тогда 
и окрестность любой вершины в  является объ-
единением b + 1 изолированных -клик.

Пусть a, z – вершины, находящиеся на рассто-
янии 3 в . Если  содержит -клику
K, то две подходящие вершины из K смежны с
вершинами некоторой клики из . Про-
тиворечие с тем, что тогда  содержит четырех-
угольник.

Значит, порядок любой клики из  не
больше  и . Отсюда

 и . Теорема 1 доказана.
Пусть  и  – дистанционно-регулярный

граф с массивом пересечений . То-
гда  имеет  вершин,
спектр: 241,    и дуальную матрицу
собственных значений

Л е м м а  1. Числа пересечений графа  равны

1) , , , ,  = 81;

2) , , , , ,
;

3) , , , ,  = 90.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямые вычисления.

Пусть  – вершины графа , ,

 и . Тогда  – регулярный граф
степени 264 на 432 вершинах.

Л е м м а  2. Пусть ,  = 1.
Тогда выполняются равенства:

, , 
, , 

;

, 
, 

, 
, ;

Γ

− − −2 2 2( 1), ;1,1,( 1)( 1)}b b b b b = − −2
1 1a b b

Γ
−2( )b b

Γ ∩ Γ2[ ] ( )z a +( 2)b

∩ Γ2[ ] ( )a z
Γ

∩ Γ2[ ] ( )z a
+ 1b − − + ≤ +2( 1)( 1)/( 1) 1b b b b

− ≤ +2( 1) 1b b ≤ 3b

= 3b Γ
{24,18,9;1,1,16}

Γ + + + =1 24 432 243 700
,1758 − ,2241 − 3004

 
 

− − 
 = . −
 
 

− − 
 

1 175 224 300
175 281 50

3 3
28 251 0
3 3

175 448 1001
27 27 9

Q

Γ

=1
11 5p =1

21 18p =1
32 162p =1

22 252p 1
33p

=2
11 1p =2

12 14p =2
13 9p =2

22 264p =2
23 153p

=2
33 81p

=3
12 16p =3

13 8p =3
22 272p =3

23 144p 3
33p

, ,vu w Γ  =  
 

v

[ ]
u w

rst
rst

Δ = Γ2( )u Λ = Δ2 Λ

, = , =v( ) ( ) 2d u d u w ,v( )d w

= − +5[111] 1r = = 5[112] [121] r
= − − +4 5[122] 14r r = = 4[123] [132] r

= − +4[133] 9r

= − − +5 6 7[211] 148r r r
= = − + + −5 6 7[212] [221] 135r r r

= + − +4 5 7[222] 237r r r
= = − − +4 6[223] [232] 162r r = + −4 6[233] 9r r

, 
, , 

, ,
где , ,  и

.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Упрощения формул (+).

Имеем , поэтому [223] = –r4 – r6 +
+  и . По лемме 2 имеем

. Так как
 содержит  вершин,

то .
Л е м м а  3. Пусть ,  = 3.

Тогда либо  и выполняются равенства:
1) , , [122] =

= , , ;
2) , ,  + 14,

, ,
, , ;

3) , , , [322] =
= ,  + 151,

 + 7,  + 144,
 – 70,

, , , ..., 7},
,

либо  и выполняются равенства:
4) , , [122] =

= , , ;
5) , ,  + 14,

, ,
, , ;

6) , , ,
,  +

+ 152, , ,
,

, , , ..., 8},
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Упрощения формул (+)
дают равенства

, , , [122] =
=  + 14, , ,

, ;
, , [221] =

=  + 14, , [223] = r24 – r25 +
+  – 7, , , [233] =  +
+ 152;

, , ,
, [323] = –r22 – r24 +

+  + 151,  + 7, [332] =

= + −6 7[311] 144r r
= = − − +6 7[312] [321] 153r r = 7[322] r

= = 6[323] [332] r = − +6[333] 81r
∈4 {0,1,...,9}r ∈5 {0,1}r ∈6 {0,1,...,81}r

∈7 {63,64,...,149}r

=2
23 153p

≤162 153 ≤ +4 69 r r
≤ = + − + ≤4 5 788 [222] 237 184r r r

∪ Λ ∪ Λv v{ , } ( ) ( )w w −530 [222]
≤ ≤98 [222] 184

, = , =v( ) ( ) 2d u d u w ,v( )d w
=25 0r

= =[112] [121] 0 = =[113] [131] 1
− +22 14r = = 22[123] [132] r = − +22[133] 8r

= +26[212] 7r = − +26[213] 7r = − 27[221] r
= − − +24 26[222] 257r r = + + −24 26 27[223] 7r r r
= 27[231] r = 24[232] r = − − +24 27[233] 152r r

= − +26[312] 9r = 26[313] r = +27[321] 2r
+ +22 24 26r r r = − − − −22 24 26 27[323] r r r r
= − 27[331] r = − −22 24[332] r r
= + +22 24 27[333] r r r
∈22 {0,1,...,8}r ∈24 {55,56,...,151}r ∈27 {0,1r

∈26 {0,1,...,7}r
=25 1r
= =[112] [121] 1 = =[113] [131] 0

− +22 13r = = 22[123] [132] r = − +22[133] 9r
= +26[212] 6r = − +26[213] 8r = − 27[221] r

= − − +24 26[222] 258r r = + + −24 26 27[223] 8r r r
= 27[231] r = 24[232] r = − − +24 27[233] 152r r

= − +26[312] 9r = 26[313] r = +27[321] 1r
= + +22 24 26[322] r r r = − − − −22 24 26 27[323] r r r r

= − +27[331] 8r = − − +22 24[332] 144r r
= + + −22 24 27[333] 71r r r
∈22 {0,1,...,9}r ∈24 {54,55,...,151}r ∈27 {0,1r

∈26 {0,1,...,8}r

= 25[112] r = − +25[113] 1r = 23[121] r
− −22 23r r = 22[123] r = − +23[131] 1r

= + −22 23 25[132] r r r = − + +22 25[133] 8r r
= − + +25 26[212] 7r r = − +25 26[213] 7r r

− 27r = − + −24 25 26[222] r r r
+26 27r r = 27[231] r = 24[232] r − −24 27r r

= − +26[312] 9r = 26[313] r = − + +23 27[321] 2r r
= + + − +22 23 24 25 26[322] r r r r r
− −25 26 27r r r = −23 27[331] r r
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=  + 144,  –
‒ 70,

где r22, , , , ...,
152}, , .

Симметризация. Верны равенства [112] = r25 =
= , , поэтому

= ,
Далее, ,

поэтому , 
и .

Пусть . Тогда ,  и
. Отсюда  и выполняются равен-

ства (1–3).
Пусть . Тогда ,  =

= r22 + 1 и . Отсюда  и выполня-
ются равенства (4–6). Лемма доказана.

По лемме 3 имеем  = –r24 + r25 –
‒ .

Л е м м а  4. Пусть .
Тогда либо  и выполняются равенства:

1) , , ,
, , ;

2) , ,  =
= r14, , , [233] =
= ;

3) , , [313] = [331] =
= , , ,

,
либо  и выполняются равенства:
4) , ,

, , ;
5) , ,  =

= r14, , ,
;

6) , , [313] = [331] =
= , , ,

,
либо  и выполняются равенства:
7) , ,

, , ;
8) , , [213] = [231] =

= r14, , , [233] =
= ;

9) , ,  = –r14 + 9,
, , [333] =

= ,
где , .

− − − +22 23 24 25r r r r = + − +22 24 25 27[333] r r r r

∈27 {0,1,...,14}r ∈23 {0,1,...,7}r ∈24 {0,1r
∈25 {0,1}r ∈26 {0,1,...,9}r

= 23[121]' 'r = − − +22 23[122] 14r r
+22 23r r =22 23' 'r r

= − + + = = − +25 26 27[212] 7 [221]' ' 14r r r
− + + =25 26 27' 7r r r = − − +24 27[233] 152r r

+ = +24 27 24 27' 'r r r r
=25 0r =23' 0r + = =22 23 22 22'r r r r

+ =26 27' 7r r =23 0r

=25 1r =23' 1r + = +22 23 22' 1r r r
+ =26 27' 8r r =23 1r

≤99 [222]
+ ≤26 257 204r

, = , = , =v v( ) ( ) ( ) 2d u d u w d w
=16 1r

=[111] 0 = =[112] [121] 1 = =[113] [131] 0
= − 14[122] 13 r = = 14[123] [132] r = − 14[133] 9 r

=[211] 1 = = − 14[212] [221] 13 r =[213] [231]
= − +14 15[222] 250r r = = 15[223] [232] r

− − +14 15 153r r
=[311] 0 = = 14[312] [321] r

− +14 9r = 15[322] r = = − − +14 15[323] [332] 153r r
= + −14 15[333] 2 81r r

=20 1r
= = =[111] [112] [121] 0 = =[113] [131] 1

= − 14[122] 14 r = = 14[123] [132] r = − 14[133] 8 r
=[211] 0 = = − 14[212] [221] 14 r =[213] [231]

= − +14 15[222] 249r r = = 15[223] [232] r
= − − +14 15[233] 153r r

=[311] 1 = = 14[312] [321] r
− +14 8r = 15[322] r = = − − +14 15[323] [332] 153r r

= + −14 15[333] 2 80r r
= =16 20 0r r

=[111] 1 = = = =[112] [121] [113] [131] 0
= − 14[122] 14 r = = 14[123] [132] r = − 14[133] 9 r

=[211] 0 = = − 14[212] [221] 14 r
= − +14 15[222] 249r r = = 15[223] [232] r

− − =14 15 153r r
=[311] 0 = = 14[312] [321] r =[313] [331]

= 15[322] r = = − − +14 15[323] [332] 153r r
+ −14 152 81r r

∈14 {0,1,...,9}r ∈15 {63,64,...,153}r

Д о к а з а т е л ь с т в о. Упрощения формул (+)
дают равенства

, [112] = r16,
, , ,

,
, [132] =

=  + 14, [133] =  + r17 + r18 + r19 –
‒ ;

,  + 14,
,  + 14,

, , ,
, ;

, , , [321] =
= ,  + 14,

 + 139, [331] = –r14 – r15 – r16 +
+  + 9,  + 139,

 – 67,
где , , r16, r17,

,  .
Симметризация. Верны равенства [112] = r16 = ,

, , , [223] = r15 =

= , , , ,
 и .

Так как , то , поэтому
 и r14 + r15 +

+ r16 = . Аналогично, 
влечет , поэтому [112] = r16 = [211] =
=  и . Отсюда

 и .

Далее,  влечет , поэтому
 = [221]' =  +

+ 14 и . Теперь из равенства
 следует, что .

Аналогично,  влечет , следо-
вательно, [232] =  +
+ 14 и  = 14.

Отсюда следуют равенства
, , [113] =

=  = r20, , ,
;

, , ,
 + 263, [223] = ,
 + 153;

, , [313] = [331] =
= , , [323] = [332] =  +
+ 153, ,

= − − − + − + +14 15 16 18 20 21[111] 1r r r r r r
= + − + −14 15 18 20 21[113] r r r r r = 19[121] r = 17[122] r
= − − +17 19[123] 14r r
= + + − − + −14 15 16 18 19 20 21[131] r r r r r r r

− −16 17r r − −14 15r r
+ −20 21 5r r

= + + − −14 15 16 18 21[211] r r r r r = − −14 16[212] r r
= − + +15 18 21[213] r r r = − − − +14 15 16 21[221] r r r r
= + − +14 16 21[222] 249r r r = 15[223] r = 18[231] r
= 21[232] r = − − +18 21[233] 153r r

= 20[311] r = 14[312] r = − − +14 20[313] 9r r
+ + − −14 15 16 19 21r r r r r = − − − +14 16 17 21[322] r r r r
= − + +15 17 19[323] r r r
− +19 20 21r r r = + −16 17 21[332] r r r
= + − − +14 15 17 19 20[333] r r r r r

∈14 20, {0,1,...,9}r r ∈15 {0,1,...,167}r
∈19 {0,1,...,14}r ,18 21r r ∈ {0,1,...,153}

16*r
∼= =19 19[121] r r =16 19'r r = =17 17'[122] r r

15*r = = ∼

21 21[232] r r = =20 20'[311] r r = 18[231] r
= 14[312] r =18 14* 'r r

∗= =16 16[112] r r = ∼

16 16'r r
= = = + + − −19 14 15 16 18 21[121]* * [211]r r r r r r

+ +18 19 21r r r = = ∼

19 19[121] r r
=19 19*'r r

+ + − −14 15 16 18 21r r r r r =16 19r r
= = = ∼

16 16 16 16*'r r r r = = = ∼

19 19 19 19*'r r r r

= =17 17'[122] r r = ∼

17 17*r r
= − − +14 16[212] 14r r − − − +14 15 16 21' ' ' 'r r r r

=15 21r r
+ + = + +14 15 16 18 19 21r r r r r r =14 18r r

= =15 15*[223] r r = ∼

15 15'r r
= = − − − +21 14 16 17 21[322]r r r r r

+ +14 16 17r r r

= − − +16 20[111] 1r r = = 16[112] [121] r
[131] = 17[122] r = = 14[123] [132] r

= − −14 20[133] 9 r r
= 16[211] r = = 17[212] [221] r = = 14[213] [231] r

= − −17 15[222] r r = 15[232] r
= − −14 15[233] r r

= 20[311] r = = 14[312] [321] r
− − +14 20 9r r = 15[322] r − −14 15r r

= + + −14 15 20[333] 2 81r r r
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где , , ,
.

Допустим, что . Тогда , 
и выполняются равенства из пунктов (1)–(3) за-
ключения леммы 4.

Допустим, что . Тогда , 
и выполняются равенства из пунктов (4)–(6) за-
ключения леммы 4.

Допустим, что . Тогда  и
выполняются равенства из пунктов (7)–(9) за-
ключения леммы 4. Лемма 4 доказана.

По лемме 4 имеем .
Пусть . Подсчитаем число  пар вер-

шин y, z на расстоянии 2 в графе , где  и

. С одной стороны, , по лемме 2

имеем [212] =  ( ,
, ) и . С дру-

гой стороны, , по лемме 4 имеем [212] =
 и . Поэтому

 и . Противоречие с

тем, что .
Полученное противоречие завершает доказа-

тельство следствия 1.
Пусть  – дистанционно-регулярный граф с мас-

сивом пересечений 

. Тогда число
вершин равно ,  имеет

спектр , ,

, и дуальную матри-
цу Q собственных значений

Л е м м а  5. Для чисел пересечений графа  верны
равенства

, , 
, , 

;

, , , 
, , 

;

, , 
, , 

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прямые вычисления.
Зафиксируем вершины  графа  и поло-

жим , .

Л е м м а  6. Пусть ,  = 1.
Тогда тройные числа пересечений равны:

, [121] =
= [211] = ,

,
, [133] =

= ;

, [212] =
= [221] = , ,

, ;

, , [322] =
= , [323] = [332] = b2/4 –
‒ , .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Упрощения формул (+).
По лемме 6 имеем [233] = b3/2 – b2 +

+ , поэтому [222] = .
Положим , . Тогда  – регуляр-

ный граф степени  на
 вер-

шинах. Пусть , . Тогда

+ ≤16 20 1r r + ≤14 20 9r r + ≤14 15 153r r
+ ≤15 17 167r r

=16 1r =20 0r + =14 17 13r r

=20 1r =16 0r + =14 17 14r r

= =20 16 0r r + =14 17 14r r

≤ =≤96 [222] 190
, =v( ) 2d u g

Γ  ∈  
 21

u
y

v

 ∈  
 

v

22
u

z =2
21 14p

− + + − ≤5 6 7 135 95r r r ∈5 {0,1}r
∈6 {0,1,...,81}r ∈7 {63,64,...,149}r ≤ 1330g

=2
22 264p

− 1414 r = − ≤ 143696 1330i

i

g r

≤  142366 i

i

r . ≤  1410 1 /264i

i

r

≤14 9r

Γ
− − − +2 2{ ( 1)/2,( 1)( 2)/2,b b b b b

− − − 2( 1)/4;1, ( 1)/4, ( 1) /2}b b b b b b
− + +2 2( 1)( 1)b b b Γ

−3 2 1( )/2b b − +−
22 ( 1)( )/2 b b bb b

− + − /− ± − +
23 2 ( 2)( 1) 2( )/2 b b b bb b b b

( ) ( )

( ) ( )

 − + − + − − + −
 
 

− + − − + − + + − + − + − −
  .
 

− − + − − + − 
 
 − + − + − + − − − + −
 

2 2 2

2 3 2 2 3 2
2

3 2 3 2

2 3 2 3 2

1 11 ( 1) ( 2) 1 ( 2) 1
2 2

( 2)( ) ( 2)( )1 1
2 2

1 1 1 11 0
2 2 2 2

1 11 1 ( ) 1 ( ) 1
2 2

b b b b b b b b b b b

b b b b b b b b b b b bb b
b b

b b b b b b

b b b b b b b b b b b b

Γ

= −1
11 ( 3) /2p b b = − + −1 2

21 ( 2)( 1)/2p b b b
= − + −1 2

32 ( 2)( 1)/2p b b b = − + −1 2 2
22 ( 2)( 1)p b b b

= − +1 2
33 ( 2)/2p b b

= −2
11 ( 1) /4p b b = −2 2

12 ( 1) /2p b b = −2
13 ( 1) /4p b b

= − + − −2 4 3 2
22 3 5 4 1p b b b b = − +2 2

23 ( 2 3) /2p b b b
= −2

33 ( 1) /4p b b

= −3 2
12 ( 1) /2p b b = −3

13 ( 1) /2p b b
= − + −3 2

22 ( 2 3)( 1)p b b b b = −3 2
23 ( 1) /2p b b

= −3
33 1p b

, ,vu w Γ
 =  
 

v

{ }
u w

ijh
ijh

 =  
 

v

[ ]
u w

ijh
ijh

, = , =v( ) ( ) 2d u d u w ,v( )d w

= − + − − − −4 3 2
2 3 4[111] 7 /2 13 /2 6b b b b r r r

− + − + + + +4 3 2
2 3 47 /2 25 /4 23 /4b b b b r r r

= − + − − − − +4 3 2
1 2 3[122] 7 /2 13 /2 7 1b b b b r r r

= = − + + − −3 2
1 4[123] [132] /2 5 /4 7 /4 1b b b r r

− + − − + +3 2
1 4/2 3 /2 2 1b b b r r

= − + − + + +4 3 2
3 4[211] 7 /2 6 9 /2b b b b r r

− + − − − −4 3 2
3 43 5 4 1b b b b r r = 3[222] r

= = 4[223] [232] r = − + −3 2
4[233] /2 3 /2b b b r

= 2[311] r = = − −2
2[312] [321] /4 /4b b r

− + + +3 2
1 2/2 3 /2 2b b b r r

− 1/4b r = 1[333] r

− ≥43 /2 0b r ≤ − +3 2
4 /2 3 /2r b b b

Δ = Γ2( )u Λ = Δ2 Λ
= − + − −2 4 3 2

22 3 5 4 1p b b b b
= − + − = − + −2 2 4 3 2

2 ( 2)( ) 2 3 2k b b b b b b b b
, = , =v( ) ( ) 2d u d u w , =v( ) 1d w
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 содержит не менее b4 –  – 1
вершин. Поэтому b4 – 4b3 + 7b2 – 6b –
‒  и b4 +  + 1.
Отсюда .

Но в случае b = 3 имеем ,
, противо-

речие. Аналогично, в случае  имеем
 = 384,  =

= , противоречие.

Теорема 2 доказана.

Пусть  является графом Шилла с массивом пе-
ресечений . Мно-
гочлен Тервелигера (см. [7]) графа  равен –s(s3 –
–  – 1)(s3 – sx – s – (x + 1),
поэтому собственные значения локального подгра-
фа принадлежат [–s – 1, ,
s3 – s2 – s – 1]. С другой стороны, по предложению
4.4.3 из [1] собственные значения локального
подграфа принадлежат отрезку [–s4/(s3 – 1) – 1,

 – 1].

Положим , B =  + s +
+ 1) – 1. Тогда B – A = (s2 + s +
+ 1) –  =
=  < 0, поэтому  и все
неглавные собственные значения локального под-
графа отрицательны. Отсюда локальный подграф
является объединением изолированных -

клик. Противоречие с тем, что a1 + 1 = 

не делит .
Теорема 3 доказана.
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THREE INFINITE FAMILIES OF SHILLA GRAPHS DO NOT EXIST
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Distance-regular graph of diameter 3 with the second eigenvalue  is called Shilla graph. For the Shilla
graph  the number  devides  and we set . Early three infinite families of

Shilla graphs where founded:  (I.N. Belousov), ,
(b – 1) , ;  (Koolen, Park) and ;

 (I.N. Belousov). In this paper it is proved that in the first series there exist the unique graph –
generalized hexagon of order 2, in the second and in the third series there graphs no exist.

Keywords: distance-regular graph, Shilla graph, triple intersection numbers
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Теорема Планса утверждает, что первая группа гомологий n-листного циклического накрытия трех-
мерной сферы, разветвленного над заданным узлом, является прямой суммой двух экземпляров
абелевой группы, если n – нечетно. Этот же результат верен для гомологий четно-листных накрытий,
профакторизованных по группе гомологий 2-листного накрытия. Цель настоящего сообщения –
установить аналогичные результаты для якобиaнов (критических групп) циркулянтных графов. Бу-
дет установлено также, что якобианы циркулянтных графов на n вершинах, приведенные по задан-
ной конечной абелевой группе, являются периодическими функциями от n.

Ключевые слове: полином Александера, узел, разветвленное накрытие узла, циркулянтный граф,
критическая группа, циклическое накрытие, группа гомологий
DOI: 10.31857/S2686954321030127

Пусть  – связный конечный граф на h вер-
шинах. Обозначим через  диагональную мат-
рицу, составленную из валентностей вершин G, а
через  – матрицу смежности графа  Матри-
ца  называется матрицей Ла-
пласа графа  Отметим, что  представляет из
себя симметрическую матрицу размером h × h,
все собственные значения которой, за исключе-
ним одного нулевого, – положительны. Якобиан

 графа  определим как группу кручения
коядра -линейного оператора .
Конусом  над графом  назовем соединение

 одноточечного графа  с графом  т.е.
граф, в котором вершина  соединена единствен-
ным ребром с каждой из вершин графа 

Известно, что  и коядро оператора
 изоморфны ([1, замечание 3]), [2]. Отсю-

да, , как абелева группа, задается невырож-
денной матрицей  Определитель этой
матрицы является важным инвариантом и совпа-
дает с числом отмеченных остовных лесов в 

G
D( )G

A( )G .G
= −L( ) D( ) A( )G G G
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( )Jac G G
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ˆ( )Jac G
+ .I L( )G
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Пусть  – целые неотрицательные чис-
ла. Циркулянтным графом  на  вер-
шинах  называется мультиграф, у кото-
рого вершина , соединена ребром с
каждой из вершин , , …, 
При этом все вершины графа имеют четную ва-
лентность 2k.

В данной работе мы устанавливаем параллель
между результатами, описывающими гомологии
разветвленных циклических накрытий над узла-
ми и теорией сложности циклических накрытий
над графами.

Для удобства читателя приведем следующий
глоссарий, позволяющий устанавливать соответ-
ствие между объектами из теории узлов и их ана-
логами в теории графов:

узел K в сфере  соответствует вершине  ко-
нуса ;

дополнение узла  соответствует графу ;

накрытие многообразия  соответствует
накрытию графа ;

полином Александера узла K соответствует ас-
социированному полиному Лорана графа ;

циклическое накрытие Mn сферы , разветв-
ленное над K, соответствует циклическому на-
крытию  конуса , разветвленному
над ;
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группа гомологий  соответствует яко-
биану .

1. ТЕОРЕМА ПЛАНСА
ДЛЯ ЦИРКУЛЯНТНЫХ ГРАФОВ

Наиболее просто теорема Планса для графов
формулируется в случае, когда  – граф с одной
вершиной и  петлями. В этом случае  – цирку-
лярный граф вида  а  – конус над
ним.

T е о р е м а  1. Пусть  – цир-
кулярный граф на  вершинах, а  – конус над ним.
Тогда для любого нечетного n группа  явля-
ется прямой суммой двух экземпляров конечной абе-
левой группы. Если n – четно, то группа 
естественным образом вкладывается в группу

, а фактор группа  пред-
ставляется в виде прямой суммы двух экземпляров
конечной абелевой группы.

Д о к а з а т е л ь с т в о  основано на следующих
соображениях. Рассмотрим ассоциированный с гра-

фом Gn полином Лорана L(z) = 2k – .

Воспользуемся тем, что абелева группа 
представима невырожденной матрицей 
Напомним [3], что лапласиан циркулянтного гра-
фа  имеет вид  где  – циркуляр-
ная n × n матрица вида  Отсю-
да  где  Отметим,
что  – полином Лорана с целочисленными
коэффициентами, удовлетворяющий условиям

 и  Следовательно [4],  яв-

ляется полиномом Александера некоторого узла K.
Пусть Mn – семейство циклических накрытий

сферы , разветвленных над узлом K. Согласно
[4], группа гомологий  вычисляется как

, где  – кольцо лоранов-
ских полиномов от t с целочисленными коэффи-
циентами. Поэтому (см., например [5, лемма 3.2]),

 как абелева группа задается матрицей
 Отсюда группы  и  изо-

морфны. Следовательно, утверждения теоремы 1
о разложении якобиана в прямую сумму двух эк-
земпляров абелевой группы следуют из теоремы
Планса [6], современное доказательство которой
можно найти в [7] и [8].

Заметим, что  совпадает с числом от-
меченных остовных лесов в графе  и, следова-
тельно, всегда отличен от нуля. Это означает, что
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 – конечная абелева группа, как и прямые
сомножители, на которые она раскладывается.

Важно отметить, что в случае произвольного уз-
ла K группа  не обязательно конечна [7].

Теорема 1 и ее доказательство без существен-
ных изменений могут быть перенесены на обоб-
щенные графы Петерсена, I-графы, сэндвичи
циркулянтных графов и другие классы полицир-
кулянтных графов.

2. ТЕОРЕМЫ ПЕРИОДИЧНОСТИ 
ДЛЯ ГОМОЛОГИЙ И ЯКОБИАНОВ

В текущем разделе приводятся известные ре-
зультаты о периодичности групп гомологий с ко-
эффициентами в  или, более обще, в произ-
вольной конечной абелевой группе , и устанав-
ливаются их аналоги для якобианов графов.

Известно, что группы гомологий n-листных
разветвленных накрытий над узлом, вычислен-
ные с коэффициентами в заданной циклической
группе , образуют периодическую последова-
тельность. Следуя [8], представим это утвержде-
ние в более общей форме. Пусть Mn – последова-
тельность n-листных циклических накрытий,
разветвленных над заданным узлом, и  – конеч-
ная абелева группа. Тогда последовательность
групп гомологий  с коэффициентами в
группе  – периодична. Аналогичная теорема
имеет место и для неразветвленных накрытий до-
полнения узла до гомологической сферы [9]. На-
помним, что по универсальной теореме о коэф-
фициентах 

Для формулировки аналогичного утверждения
для графов назовем приведенным якобианом

 графа  по абелевой группе  группу, за-
данную тензорным произведением .

Представим конечную абелеву группу  в виде
примарного произведения , где

 – подходящие степени простых чисел,
и положим . Тогда приве-
денный якобиан  графа  по группе  ра-
вен 

Отметим, что приведенные якобианы играют
важную роль в дискретной теории динамических
систем [10].

Имеет место следующая теорема. Приведен-
ное ниже доказательство достаточно элементарно
и не опирается на теорию гомологий. Однако ис-
пользованные в нем идеи, несомненно, могут
быть применены и для доказательства периодич-
ности групп гомологий.
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T е о р е м а  2. Пусть , n = 1,
2, ..., – последовательность циркулянтных графов,
а  – соответствующая ей последовательность
конусов. Предположим, что 

Пусть  – произвольная конечная абелева
группа. Тогда последовательности приведенных
по группе  якобианов  и  – пе-
риодичны.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2 проводится
по следующей схеме. Поскольку группа  разла-
гается в конечную прямую сумму примарных цик-
лических групп, первое утверждение теоремы доста-
точно доказать для случая  где  –
положительная степень простого числа  Рассмот-

рим полином Лорана L(z) = 2k –  ассо-

циированный с графом  Пусть  – его сопро-

вождающая матрица вида  где строка 

имеет вид  где  ра-
вен коэффициенту полинома  при zi.

Тогда по теореме 2.1 из [3] якобиан графа
 изоморфен группе кручения коядра

оператора , где  Указан-
ное коядро – это абелева группа, представимая
матрицей . Отметим, что
обе матрицы  и  удовлетворяют уравнению

 где

есть полином Лорана с целыми коэффициентами
и старшим коэффициентом, равным единице.
Отсюда непосредственно следует, что матрица

 и каждый из ее коэффициентов  удо-
влетворяют разностному уравнению

(1)

Таким образом, при фиксированных i и j ко-
эффициенты  образуют линейную рекур-
рентную последовательность. Хорошо известно
[11], что линейная рекуррентная последователь-
ность, взятая по любому модулю , – периодич-
на. При этом [12] ее период эффективно выража-
ется через число m и коэффициенты полинома

 Воспользуемся равенством  =
=  и заметим, что абелева группа

 задается мат-
рицей  где  – наибольший
общий делитель  и q. Тогда ee периодичность,

= , , ,1 2( )n n kG C s s … s

ˆnG
−≤ ≤ ≤ < .1 11 k ks … s s

A

A A( )nJac G A
ˆ( )nJac G

A

= ,A ( )q nJac G = kq p
.p

−

=
+ ,

1
( )j j

k
s s

j

z z

.nG !

−  , 
 �

2 10 |
ksI

�

− −ε , ε , , ε , ε , ε , ε , , ε ,1 1 0 1 2 1( )
k k ks s s… … εi

( )L z

, , ,1 2( )n kC s s … s
− : →! Z Z

n s s
sI = .2 ks s

= …− =! , , 1, ,{ ( )}n
s i j i j sI a n

! sI
= ,( ) 0P z

− += − = + + + +1
1( ) ( )(1 ) ( 1)ks s s

sP z L z z z z p z … p z

−!
n

sI , ( )i ja n

+ + + + + … +
+ + + =

1( 1) ( )
( 1) ( ) 0.s

u n s p u n s
p u n u n

, ( )i ja n

m

.( )P z −!coker( )n
sI

⊕ Z( )nJac G
− ⊕ = ⊕coker( ) ( )n

s q q n qI Jac GZ Z!

, , = , ,, ,1{( ( ) )}i j i j … sa n q , ,( ( ) )i ja n q
, ( )i ja n

равно как и периодичность группы  обес-
печиваются следующей леммой.

Л е м м а  1. Пусть q – целое положительное чис-
ло, а  – линейная рекурсивная последователь-
ность, удовлетворяющая уравнению (1). Тогда по-
следовательность  периодична по 

Для доказательства леммы воспользуемся пе-
риодичностью последовательности  по моду-
лю q. Тогда найдется период m такой, что для всех
натуральных n имеет место сравнение u(n +
+  Отсюда для некоторых целых
d(n) справедливы равенства  +
+ d(n)q. Следовательно, (u(n + m), q) =
=  = (u(n), q), т.е. последователь-
ность  периодична с периодом m.

Второе утверждение теоремы доказывается по
той же схеме с заменой лорановского полинома

 на 
Теорема 2 и идея ее доказательства могут быть

перенесены на широкий класс полициркулянт-
ных графов, включающих в себя обобщенные
графы Петерсена, I-, Y-, H-графы и, более обще,
на дискретные расслоения Зейферта, рассмот-
ренные в работе [13].

3. ПРИМЕРЫ

1. Ц и к л и ч е с к и й  г р а ф   В этом
случае якобиан конуса  имеет вид  =
= , если  нечетно, и  =
= , если  четно. Здесь  и  –
это числа Люка и Фибоначчи соответственно. За-
метим, что сопровождающий полином графа 
равен  и совпадает с полиномом Алек-
сандера узла “восьмерка’’. Хорошо известно [14,
15], что группа гомологий n-листного цикличе-
ского накрытия трехмерной сферы , разветв-
ленного над узлом “восьмерка’’, совпадает с ука-
занной выше абелевой группой.

2. Г р а ф   Напомним, что [3] яко-
бианы данного семейства графов заданы форму-
лой , где

 – это числа Фибоначчи. Для нахождения яко-
биана конуса  введем в рассмотрение две
последовательности  и  удовлетворяющие
единому рекуррентному соотношению

,( )q nJac G

( )u n

,( ( ) )u n q .n

( )u n

≡ .) ( )modm u n q
+ =( ) ( )u n m u n

+ ,( ( ) ( ) )u n d n q q
,( ( ) )u n q

( )L z + .1 ( )L z

= .n nG C
ˆ

nG ˆ( )nJac G
⊕

m mL LZ Z = +2 1n m ˆ( )nJac G
⊕ 5m mF FZ Z = 2n m mL mF

ˆnG
−− + −1 3z z

S
3

= , .(1 2)n nG C

, ,, = ⊕ ⊕Z Z ZНОД( ) НОК( )( (1 2))
n n nn n F F n FJac C

nF
ˆ( )nJac G

( )s n ,( )t n

Таблица 1

n 0 1 2 3 4 5 6 7

s(n) 0 2 2 17 12 162 103 1395
t(n) 0 0 0 3 2 30 19 259
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и начальным данным, приведенным в табл. 1.

Тогда теорема 1 позволяет установить, что
группа  в случае нечетного  и фактор-
группа  в случае четного  разлага-
ются в прямую сумму абелевых групп 

где  ,

 и .

В качестве иллюстрации теоремы 2 заметим,
что периоды последовательностей приведенных
якобианов  и  равны 12 и
5, а периоды последовательностей  и

 равны 56 и 12.
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PLANS’ PERIODICITY THEOREM FOR JACOBIAN 
OF CIRCULANT GRAPHS
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Plans theorem states that for  odd the first homology group of the -fold cyclic covering of the three-dimen-
sional sphere branched over a knot is the direct product of two copies of an Abelian group. A similar statement
holds for even  In this case, one has to factorize the homology group of -fold covering by the homology
group of two-fold covering of the knot. The aim of this note is to establish the similar results for Jacobians
(critical group) of a circulant graph. Moreover, it is shown that the Jacobian group of a circulant graph on 
vertices reduced module a given finite Abelian group is a periodic function of 

Keywords: Alexander polynomial, knot, knot branched covering, circulant graph, critical group, sandpile
group, cyclic covering, homology group
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ОЦЕНКИ ВЛИЯНИЯ СТОХАСТИЧНОСТИ СРЕДЫ НА ПЕРЕНОС ЧАСТИЦ
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Новый корреляционно рандомизированный алгоритм строится путем несложной рандомизации
алгоритма максимального сечения (выравнивания, дельта-рассеяния) с использованием одномер-
ного распределения и корреляционной длины случайной среды. Значение этого параметра можно
корректировать с помощью простых тестовых исследований. Проведенные расчеты подтвердили
практическую эффективность нового алгоритма.

Ключевые слова: корреляционно рандомизированный алгоритм, корреляционная длина, стохасти-
ческая среда, метод максимального сечения, перенос гамма-квантов, трудоемкость алгоритма
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1. Рассматривается односкоростной (для крат-
кости изложения) процесс переноса частиц
(квантов излучения), математическая модель ко-
торого определяется кинетическим уравнением
[1, 2]

(1)

Здесь , ω – единичный вектор направления
скорости,  – плотность потока частиц-
квантов;  – плотность среды,  – коэф-
фициент ослабления (полное сечение),  –
сечение рассеяния,  – плотность распреде-
ления частиц в источнике,  – индика-
триса рассеяния кванта в точке . Для решения
задач переноса численно-статистически модели-
руется цепь Маркова столкновений частицы с
элементами вещества, свободный пробег l между
которыми распределен с плотностью f(l) =
= , где , а τ(l) =

=  [3, 2]. Если , то про-

ω, Φ + ρ σ Φ , ω =

ρ σ ω, ω; Φ , ω ω + Φ , ω . s 0

( grad ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ' ) ( ')d ' ( )w

r r r

r r r r r

∈ 3Rr
Φ , ω( )r

ρ( )r ρ σ( ) ( )r r
ρ σ( ) ( )sr r

Φ ,ω0( )r
ω,ω;( ' )w r

r

ρ σ −τ( ( )) ( ( ))exp( ( ))l l lr r = + ω( ) 'l lr r

ρ σ
0

( ( )) ( ( ))
l

t t dtr r ρσ ≡ const

бег можно моделировать по формуле ,

где α – случайное число, равномерно распреде-
ленное в интервале (0, 1). Если же плотность среды
существенно меняется, то может быть полезным
метод максимального сечения (выравнивания,
дельта-рассеяния) [4–6]. Этот метод основан на
том, что в уравнении (1)  заменяется на

 и в точке столкновения с вероятно-

стью  частица не меняет скорость,

т.е. реализуется индикатриса .
Адекватность метода следует из уравнения (1), а
также из известного свойства сохранения пуассо-
новости при случайном прореживании пуассо-
новского потока столкновений [6].

2. Рассматриваемый метод применяется для ре-
шения стохастических задач теории переноса со
случайным полем , которое для простоты изло-
жения в основном будем предполагать изотропным
с нормированной корреляционной функцией k(r) и
корреляционной длиной (корреляционным радиу-

сом) . Предполагается, что при этом

. Для решения стохастических задач
теории переноса эффективен “метод двойной ран-
домизации” [7], в котором для каждой реализации
среды моделируется одна или несколько (для
уменьшения трудоемкости) траекторий частиц и
строятся несмещенные оценки линейных функци-
оналов, например, осредненной по реализациям
среды вероятности прохождения. Трудоемкость

− α=
ρσ
lnl

ρ σ( ) ( )r r
σ ≥ ρ σmax ( ) ( )r r

σ − ρ σ
σ

max

max

( ) ( )r r

ω, ω; ≡ δ ω − ω( ' ) ( ')w r

ρ( )r

∞

= 
0

( )L k r dr

σ = ρ σ( ) ( )r r
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(сложность) такого алгоритма может быть очень
большой и даже неограниченной при L → 0, на-
пример, для “мозаичных” моделей  (пуассо-
новских, Вороного и т.п.) (см., например, [8–10]).
В связи с этим далее формулируется несложный
корреляционно рандомизированный алгоритм
(КР-алгоритм) для оценки влияния стохастично-
сти поля  на перенос частиц, эвристически осно-
ванный на том факте, что вероятность прохождения
в значительной степени определяется корреляци-
онной длиной L и одномерным распределением
поля  [8].

3. КР-алгоритм определяется пунктами S1, S2:
S1) В процессе переноса пробег из  в  моде-

лируется по формуле ;

S2) Если , то фиксируется ρ(r) =
= , иначе значение  выбирается случайно
из одномерного распределения поля .

Как показывают приведенные выше эвристи-
ческие соображения, а также модельные исследо-
вания и численные эксперименты, такой алго-
ритм дает удовлетворительные результаты при
малых значениях L, когда стандартное моделиро-
вание слишком трудоемко. При этом значение L
можно корректировать на основе упрощенных
тестовых задач (см. далее пункт 4). Ясно, что трудо-
емкость КР-алгоритма ограничена при  и его
можно использовать для исследования соответству-
ющей скорости сходимости в стохастических зада-
чах переноса. Отметим, что в случае неизотропного
однородного поля  можно также использовать КР-

алгоритм, заменив L на .

4. Далее эффективность КР-алгоритма изуча-
ется для модельной задачи о переносе частиц че-
рез плоский слой: , за-
полненный веществом с единичной плотностью

, “разбавленным” случайным ансамблем
пустых (ρ = 0) шаров радиуса , центры которых

 образуют пуассоновский точечный поток ин-
тенсивности . Процесс переноса является пре-
дельно анизотропным, т.е. .
Пусть  – случайная непустая подобласть слоя.
Предположим, что , вероятность вы-

живания при столкновении  и

Φ0(z, ω) = . Тогда средняя (при )
плотность ρ среды в слое равна вероятности

, . Согласно распределению Пуас-
сона отсюда имеем

(2)
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r

Введем обозначение:  для однородной слу-
чайной функции со значениями:  при

 и  при  и, следова-
тельно, с одномерным распределением:  = ρ,

. При этом длина части отрезка

, находящейся в веществе, равна ζ = .

Хорошо известно (см., например, [2]), что соот-
ветствующая вероятность прохождения (при

) равна , и, следовательно,

(3)

Элементарные геометрические соображения с
учетом свойств пуассоновского потока показыва-
ют, что корреляционная функция для  равна

, где Vb =  и Vt =

=  – объем общей части пересе-

кающихся шаров радиуса rb с центрами, отстоя-
щими на расстоянии .

Перейдем теперь к построению оценок осред-
ненной вероятности P прохождения для рассмат-
риваемой задачи. Согласно сказанному выше, ве-
роятность прохождения через осредненную среду
равна . Далее, на основе (3),
используя предельную теорему для однородного
случайного процесса  [11], получаем следую-
щую асимптотическую (при ) оценку:

, где . КР-ал-

горитм с  при  реализуется со-

гласно сказанному выше последовательным мо-
делированием пробегов по формуле .
Используя весовое моделирование, следует при
столкновении в области V вес домножать на q. Ре-
зультативный вес дает несмещенную статистиче-
скую оценку величины Ps.

Верификация оценки Ps осуществлялась сравне-
нием с несмещенной оценкой величины P, получа-
емой стандартным методом двойной рандомизации
при  с реализацией пуассоновского ансам-
бля шаров в цилиндре . Как
и в КР-алгоритме, при столкновении в области 
вес частицы домножался на . Трудоемкость при
этом соответственно (2) определяется средним

числом  шаров в цилиндре.
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В табл. 1 приведены для H = 200, 
значения  и статистические оценки ,

, среднеквадратические погрешности кото-
рых составляют единицу последнего приведенно-
го разряда.

Эти оценки показывают удовлетворитель-
ность здесь КР-алгоритма при . Вид-
но также, что при  в КР-алгоритме
параметр L целесообразно уменьшать, например,
в случае ,  использовать .
Отметим, что трудоемкость оценки  ограничена
при , в то время как для несмещенной оценки
P она, согласно сказанному выше, растет до беско-
нечности. Например, при  соответствующее
отношение составляет примерно100.

Решалась также задача [12] о переносе (в направ-
лении Oz) гамма-квантов с комптоновским рас-
сеянием и поглощением через призму (–50 см ≤ x,
y ≤ 50 см,  см), заполненную водой,
“разбавленной” пуассоновским ансамблем пустых
шаров радиуса  (см. пункт 4) со средней плотно-
стью среды  г/см3; начальная энергия кванта

 Мэв. Полученные КР-алгоритмом оценки Ps

для  см и  см совпали с соответствующи-
ми несмещенными оценками P в пределах доста-
точно малой погрешности. Это объясняется тем,
что, как оказалось, в этой задаче практически вы-
полняется соотношение . Расчеты
для меньших значений  продемонстрировали
сходимость Ps (и тем самым P) к  при , ко-
торую доказать теоретически здесь не представ-
ляется возможным. Отношение трудоемкостей
несмещенной оценки P и оценки Ps при этом ока-

залось близким к . Ясно, что КР-алгоритм
можно использовать для аналогичных расчетов в
неограниченных областях.
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Таблица 1. Оценка величин ,  и значения
 для данных rb и L

0 0.2 0.5 0.788 1

0 0.147 0.367 0.579 0.735
1 1.027 1.068 1.109 1.142
1 1.026 1.071 1.114 1.147
1 1.027 1.077 1.147 1.21

0/P P 0/sP P
0/asP P

br

L

0/asP P

0/P P

0/sP P
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NEW CORRELATIVE RANDOMIZED ALGORITHM FOR ESTIMATING 
THE INFLUENCE OF THE MEDIUM STOCHASTICITY 

ON THE PARTICLE TRANSPORT
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The new correlative randomized algorithm is constructed by uncomplicated randomization of the maximum
cross-section (alignment, delta tracking) algorithm using the one-dimensional distribution and the correla-
tion length of the random medium. The value of this parameter can be adjusted using simple test analysis.
The performed computations have confirmed the practical efficiency of the new algorithm.

Keywords: correlative randomized algorithm, correlation length, stochastic medium, maximum cross-section
method (delta tracking), gamma radiation transport, computation cost
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Рассматривается задача о распространении сейсмических волн в гетерогенном геологическом мас-
сиве. Для описания динамического поведения среды используются уравнения линейной теории
упругости. Учет слоистой структуры массива производится на основе поперечно-изотропной моде-
ли геологического разреза. Для численного решения определяющей системы уравнений использу-
ется сеточно-характеристический метод на параллелепипедных сетках. Авторами реализован под-
ход, позволяющий в явном виде решить контактную задачу между изотропной и анизотропной сре-
дами. Представлен алгоритм, позволяющий провести полноволновое моделирование всех типов
поверхностных и объемных волн. Его работоспособность подтверждена на примере анизотропной
модели Marmousi II.

Ключевые слова: математическое моделирование, сеточно-характеристический метод, сейсмораз-
ведка, анизотропная среда, сейсмические волны
DOI: 10.31857/S2686954321030140

Первые сейсмические методы поиска и раз-
ведки месторождений полезных ископаемых по-
явились более 100 лет назад. За эти годы сейсми-
ческая разведка стала одним из ведущих геофизи-
ческих методов. Основанная изначально на
простейшем лучевом представлении о распро-
странении сейсмических волн, сегодня она ис-
пользует все более сложные и реалистичные мо-
дели динамического поведения геологических
сред [1–4]. При этом повышение точности вос-
становления внутренней структуры среды наибо-
лее важно для залежей нетрадиционных углево-
дородов. Полученные оценки используются для
оптимизации схемы разработки месторождений.
Ввиду невозможности проведения натурных пол-
номасштабных экспериментальных исследований
геологических структур с заданной геометрией на
практике активно применяются математическое
моделирование и численный эксперимент.

Хорошие обзоры современных методов вы-
числительной физики, применяемых для реше-
ния задач о распространении сейсмических волн,
представлены в работах [5–7]. При этом, ввиду
гиперболичности волновой задачи, естественным
является применение класса сеточно-характери-
стических методов [8], учитывающих распростра-
нение разрывов решения вдоль характеристик.
Они доказали свою эффективность при решении
задач акустики [9] и упругости [10], а также дина-
мики трещиноватых [11] и нелинейных слоистых
сред [12].

В настоящей работе рассматривается задача ди-
намической нагрузки гетерогенного геологическо-
го массива. Целью исследования является построе-
ние вычислительного алгоритма, позволяющего
учитывать тонкослоистую структуру отдельных
криволинейных геологических слоев. В работе
используется модель поперечно-изотропной ли-
нейно-упругой среды в двумерной постановке.
Для нахождения численного решения на первом
шаге используется расщепление по простран-
ственным направлениям. В дальнейшем отдель-
ные одномерные линейные уравнения переноса
решаются сеточно-характеристическим методом
повышенного порядка точности. Для верифика-
ции построенного алгоритма используются ре-
зультаты расчетов в однородных средах, пред-
ставленные в работе [13]. В работе описан алго-
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ПЕТРОВ и др.

ритм, позволяющий построить точное решение
на контакте изотропная–анизотропная среды,
основанный на аналитическом решении задачи
Римана о распаде разрыва [14]. Проведено сопо-
ставление полученных полей смещений. Разра-
ботанный расчетный алгоритм успешно приме-
нен для решения задачи о точечном источнике в
сложно построенной горизонтально-изотропной
модели, основанной на изотропной упругой мо-
дели Marmousi II [15].

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Уравнения, описывающие динамическое по-
ведение бесконечно малого объема изотропной
линейно-упругой среды, могут быть записаны в
виде

(1)

(2)

где ρ – плотность среды, σ – тензор напряжений,
v – вектор скорости среды, λ и μ – упругие пара-
метры Ламе.

Ввиду особенностей формирования (осадко-
накопление и эрозия) реальные геологические
среды являются поперечно-изотропными (VTI).
Для них связь между тензором напряжений  и
тензором деформаций ε выражается следующим
реологическим соотношением (в двумерной по-
становке):

(3)

где Cij – упругие параметры среды, а ось OY на-
правлена вертикально.

Система уравнений в частных производных
первого порядка (1)–(3) может быть приведена к
каноническому виду:

(4)

где  – вектор неизвестных
функций, f – источник сейсмического сигнала, а
матрицы Ax и Ay имеют вид

(5)

∂ρ = ∇ ⋅ σ
∂
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(6)

Обе представленные матрицы могут быть запи-
саны в виде , где матрица Ω состоит из
собственных векторов, а Λ – из соответствующих
им собственных значений. Отличные от нуля соб-

ственные значения равны , что

обусловливает зависимость скорости распростра-
нения сейсмических волн от направления.

Обе приведенные выше системы уравнений яв-
ляются гиперболическими, и после проведения
расщепления по направлениям каждая из них мо-
жет быть решена сеточно-характеристическим ме-
тодом с переходом в инварианты Римана и обрат-
но. При этом устойчивость полученного вычисли-
тельного алгоритма определяется критерием
Куранта–Фридрихса–Леви. Порядок аппрокси-
мации схемы совпадает с порядком восстанавли-
ваемого интерполяционного полинома в одно-
мерном случае и снижается до второго в двумер-
ном случае из-за расщепления по направлениям.

Рассмотрим подробнее случай контакта между
изотропной и горизонтально-изотропной (ани-
зотропной) средами, который может реализовы-
ваться, например, при детальном описании стро-
ения верхней части разреза и более грубом описа-
нии объема нефтяной залежи. На границе между
средами должно быть задано необходимое число
контактных условий – по количеству выходящих
из сред на границу характеристик. Таким обра-
зом, в рассматриваемом нами случае достаточно
четырех условий. Они формулируются в следую-
щем виде:

(7)

(8)
где vi – вектор скорости изотропной среды, va –
вектор скорости анизотропной среды,  – тензор
напряжений изотропной среды,  – тензор на-
пряжений анизотропной среды, n – нормаль, на-
правленная из изотропной среды в анизотропную
среду.

В настоящей работе был развит подход, предло-
женный в работе [10] для изотропной упругой сре-
ды. Корректировочные формулы, обеспечивающие
точное равенство скорости точек на границе рас-
четной области заданному вектору , имеют вид

(9)
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(10)

(11)

(12)
если нормаль к границе совпадает с горизонталь-
ной осью, и

(13)

(14)

(15)

(16)
если нормаль к границе совпадает с вертикальной
осью. Здесь знак плюс соответствует положитель-
но направленной нормали, а знак минус – отри-
цательно направленной нормали. Тогда из усло-
вий (7)–(8) может быть найден такой вектор ,
использование которого в граничном корректоре
обеспечит точное выполнение физических усло-
вий на контакте двух разнородных сред. Если
внешняя нормаль к анизотропной среде направ-
лена вдоль оси OX:

(17)

(18)

и вдоль оси OY:

(19)

(20)

где знак плюс соответствует положительно на-
правленной нормали, а знак минус – отрицатель-
но направленной нормали.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
В работе было выполнено тестирование разра-

ботанного алгоритма на задаче о точечном источ-
нике, расположенном в двух материалах, значи-
тельно отличающихся параметрами анизотропии.
В обоих случаях расчетная область представляла
собой квадрат размерами 33 × 33 см. Была по-
строена расчетная сетка с шагом 2 × 2 мм. Шаг по
времени выбирался из условия устойчивости и
составлял 0.1 мкс. При решении отдельных урав-
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нений переноса на инварианты Римана исполь-
зовалась схема Русанова с монотонизатором
minimax третьего порядка точности. В качестве
источника возмущения использовался точечный
источник вертикально направленной силы, при-
ложенный в центре расчетной области и имею-
щий временную зависимость вида

(21)

с параметрами  Гц,  мкс. В первом
расчете использовался апатит с параметрами

, , С33 =

= 14.0 × , , 

= . Им соответствуют следующие
скорости распространения волн: 7224, 4551
и 6614 м/с. Во втором расчете использовался
кобальт с параметрами 

, C33 = 35.8 × ,

. Им соот-
ветствуют следующие скорости распространения
волн: 5873, 2912 и 6342 м/с. На границах области
моделирования использовались неотражающие
граничные условия. В расчетах записывались обе
компоненты скорости смещения среды во всех
узлах расчетной сетки. В дальнейшем, на основе
полученных данных, вычислялось поле горизон-
тальных смещений путем интегрирования сигна-
ла по времени. Для обоих расчетов результаты
представлены на рис. 1. Они полностью совпали с
результатами, представленными в работе [9], в
которой использовался псевдоспектральный ме-
тод.

Представленный в работе метод позволяет в
явном виде находить решение динамической за-
дачи о контакте изотропной и анизотропной
сред. Была рассмотрена следующая постановка
задачи. Левая половина расчетной области запол-
нена цинком с параметрами C11 = 16.5 ×

× , C33 = 6.2 × 1010 ,

. Им соот-
ветствуют следующие скорости распространения
волн: 4820, 2361 и 2955 м/с. Правая половина рас-
четной области заполнена изотропным материа-
лом, обладающим такой же плотностью, скоростью
распространения продольных волн 4820 м/с и ско-
ростью распространения поперечных волн 2361 м/с.
Вблизи контактной границы в анизотропном ма-
териале задавался точечный источник вертикаль-
ной силы с временной зависимостью (21). Вся
расчетная область имела размеры 32 × 32 см, про-
странственный шаг сетки составлял 0.8 мм,
временной шаг был равен 0.1 мкс. На рис. 2 пред-
ставлена волновая картина, построенная по верти-
кальной компоненте вектора смещений. Четко
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22
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= × 10
13 10.3 10   Н/мC 1010  Н/м

= × ρ =10 3
44 7.55 10  Н/м, 8900  кг/мC

= ×10 10
1310  Н/м, 5.0 10  Н/мC Н/м

= × ρ =10 3
44 3.96 10 Н/м,   7100  кг/мC
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видны изотропия расходящейся волны справа и
вытянутая пространственная форма сигнала слева.

В работе был проведен численный расчет рас-
пространения сейсмических волн в реалистичной
модели сложно построенного геологического
массива. За основу была взята свободно распро-

страняемая упругая модель Marmousi II. В нее бы-
ла внесена VTI анизотропия с использованием
следующих соотношений:

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

где плотность рассчитывается в г/см3, а ε и δ – па-
раметры Томсена.

Для покрытия модели расчетной сеткой был
выбран шаг по пространству 5 м и 3401 × 701 узлов.
Шаг по времени определялся условием Куранта и
составлял 0.8 мс. В каждой ячейке расчетной сетки
хранились все параметры анизотропного материа-
ла. В качестве возмущения использовался точеч-
ный источник (центр давления), расположенный
вблизи дневной поверхности. На рис. 3 представ-
лено распределение модуля скорости в фиксиро-
ванный момент времени. Слоистость геологиче-
ской модели, наличие резких границ и анизотро-
пия обусловливают сложную волновую картину.

ε = ρ −0.25 0.3,

δ = ρ −0.125 0.1,

( )= ρ + ε 2
11 1 2 ,PC V

= ρ 2
33 ,PC V

= ρ 2
44 ,SC V

   
= ρ − − + δ − ρ   

   

2 2
2 2

13 2 21 1 ,2S S
P S

P P

V VC V V
V V

Рис. 1. Поле смещений ux, рассчитанное в апатите через 20 мкс после начала воздействия (а). Поле смещений ux, рас-
считанное в кобальте через 24 мкс после начала воздействия (б).
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Рис. 2. Поле смещений uy, рассчитанное при контакте
цинка (левая половина) и изотропной среды (правая
половина) через 32 мкс после начала воздействия.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе представлен подход, позволяющий

проводить учет VTI анизотропии при математи-
ческом моделировании процесса распростране-
ния сейсмических волн в геологическом массиве.
Построена явная разностная схема, основанная на
расщеплении по пространственным направлениям
и сеточно-характеристическом методе. Предложен
способ, позволяющий обеспечить выполнение
контактных условий на границе изотропной и
анизотропной сред. Корректность вычислитель-
ного алгоритма была подтверждена сопоставле-
нием полученного решения для однородной и не-
однородной сред. Был проведен расчет процесса
распространения сейсмических волн в VTI моде-
ли Marmousi II. Неоднородность геологического
строения среды обусловливает сложную волно-
вую картину объемных волн. Дальнейшее разви-
тие идей, изложенных в работе, может быть на-
правлено на их обобщение на трехмерный случай
и учет трещиноватости анизотропной среды.
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SEISMIC WAVES SIMULATION IN ANISOTROPIC MEDIA
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V. Yu. Petrukhina, and I. S. Nikitinb

a Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Moscow Region, Russian Federation
b Institute of Computer Aided Design of Russian Academy of Sciences, Moscow, Russian Federation

The problem of the seismic waves propagation in heterogeneous geological media is considered. For describ-
ing its dynamic behavior, the linear elastic system of equations is applied. The medium stratification is taken
into account with the usage of the vertical transverse isotropic (VTI) model. The numerical solution is ob-
tained by the grid-characteristic method on parallelepiped meshes. The authors developed a new approach
for the explicit solution of the contact isotropic-anisotropic problem. The computational algorithm for the
full-wave simulation of volumetric and surface waves was presented. It was successfully applied to the two-
dimensional anisotropic Marmousi II model.

Keywords: mathematical modeling, grid-characteristic method, seismic survey process, anisotropic medium,
seismic waves



65

ДОКЛАДЫ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МАТЕМАТИКА, ИНФОРМАТИКА, ПРОЦЕССЫ УПРАВЛЕНИЯ, 2021, том 498,
с. 65–70

О ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ S-ЕДИНИЦАХ И НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЯХ, 
ПОСТРОЕННЫХ В ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПОЛЯХ

ПО ДВУМ ЛИНЕЙНЫМ НОРМИРОВАНИЯМ
© 2021 г.   Г. В. Федоров1,*

Представлено академиком РАН В.П. Платоновым 10.03.2021 г.
Поступило 10.03.2021 г.

После доработки 10.03.2021 г.
Принято к публикации 14.03.2021 г.

Для элементов гиперэллиптических полей впервые сформулирована теория функциональных не-
прерывных дробей обобщенного типа, связанная с двумя линейными нормированиями. Для произ-
вольного элемента гиперэллиптического поля непрерывная дробь обобщенного типа сходится к
этому элементу по каждому из выбранных двух линейных нормирований гиперэллиптического по-
ля. Обозначим через  множество, состоящее из этих двух линейных нормирований. Найдены эк-
вивалентные условия, описывающие взаимосвязь условия квазипериодичности непрерывной дро-
би обобщенного типа, наличия фундаментальной -единицы и наличия соответствующего класса
дивизоров конечного порядка в группе классов дивизоров гиперэллиптического поля. Последнее
условие эквивалентно наличию точки кручения в якобиане соответствующей гиперэллиптической
кривой. Найденные результаты завершают алгоритмическое решение проблемы периодичности в
якобианах гиперэллиптических кривых рода два.

Ключевые слова: непрерывная дробь, фундаментальная S-единица, гиперэллиптическое поле, груп-
па классов дивизоров
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S

S

Пусть K – произвольное поле характеристики,
отличной от 2. Пусть  – некоторый сво-
бодный от квадратов многочлен,  –
гиперэллиптическое поле. Обозначим множество
нормирований поля L, определенных над полем K,
через , и S – некоторое конечное его подмно-
жество.

В.П. Платонов в статье [1] предложил новый
подход к проблеме кручения, основанный на глубо-
кой связи трех проблем: проблема кручения в яко-
бианах гиперэллиптических кривых, проблема по-
иска и построения фундаментальных S-единиц ко-
лец S-целых элементов гиперэллиптических полей,
проблема периодичности непрерывных дробей эле-
ментов гиперэллиптического поля. В эллиптиче-
ском случае над полем рациональных чисел про-
блема кручения решена Б. Мазуром [2] в 1978 г.
В статье [3] исследована связь указанных трех
проблем в эллиптическом случае, а в статье [4]
полностью решена проблема периодичности не-
прерывных дробей элементов эллиптических по-

∈ [ ]f K x
= ( )( )L K x f

9

лей над полем рациональных чисел. Для кривых
рода 2 и выше над полем рациональных чисел
проблема кручения в настоящее время является
открытой.

Связь проблемы кручения в якобианах гипер-
эллиптических кривых с проблемой периодично-
сти функциональных непрерывных дробей из-
вестна по работам [5, 6]. В общем случае теория
непрерывных дробей и связь с указанными пробле-
мами были существенно развиты в статьях [7, 8].
В этих статьях рассматриваются непрерывные
дроби, построенные в полях формальных стен-
ных рядов  или  с помощью, соот-
ветственно, линейного нормирования или беско-
нечного нормирования поля L. В статьях [9–11]
глубоко изучена теория функциональных непре-
рывных дробей с точки зрения дивизориального
анализа. Продолжая этот подход, в статье [12] по-
строена новая теория непрерывных -дробей,
определенных с помощью нормирования 
поля L степени два.

В данной работе впервые формулируется теория
непрерывных дробей обобщенного типа, построен-
ных сразу по двум линейным нормированиям, а
также найдены соответствующие эквивалентные
условия в терминах указанных трех проблем.

(( ))K x ((1/ ))K x

h
−

vh
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ФЕДОРОВ

1. ДИВИЗОРЫ 
ГИПЕРЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Обозначим  нормирование поля , со-
ответствующее неприводимому многочлену h ∈
∈ , и  – пополнение поля  по нор-
мированию . Предположим, что нормирование

 поля  имеет два продолжения  и  на по-
ле L. Это означает, что поле L может быть вложе-
но в  двумя способами, которые соответ-
ствуют нормированиям  и , и каждый эле-
мент  имеет два разложения в степенные
ряды в поле формальных степенных рядов, кото-
рые также соответствуют нормированиям  и :

причем для любого  имеем

где в обозначениях  и  везде выбирается знак
 или знак  соответственно. Будем полагать, что

.

Обозначим Div(L) =  –

группа K-дивизоров поля L, где каждому дивизору
D взаимно однозначно соответствует набор целых
чисел , в котором только конечное количе-
ство элементов отлично от нуля. Там, где ясно,
что суммирование берется по , будем его
опускать. Все дивизоры, о которых далее пойдет
речь, определены над K и лежат в .

Для , , определим degD =

= , . Для фиксиро-

ванного нормирования  определим число
. Дивизор  называется

эффективным, если  для всех . Ска-
жем, что для дивизоров  выполнено
сравнение , если  эффективный диви-
зор. Для двух эффективных дивизоров D, 
определим эффективный дивизор  ∈
∈ Div(L) следующим образом:

Если  для всех , то будем
писать .

Для главного дивизора  функции ,
, обозначим  и , соответственно, эф-

фективный дивизор нулей и эффективный диви-
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α( ) α ∈ L

α ≠ 0 α
�

( ) ∞α( )

зор полюсов функции α так, что ,
причем  для всех . Для
функций α,  определим gcdiv(α, β) =
= .

Для нормирования  поля , заданного с
помощью неприводимого многочлена ,
имеющего два неэквивалентных продолжения 
и  на поле L, обозначим соответствующие эф-
фективные дивизоры , ,

. Если же продолжения  и 
нормирования  поля  на поле L эквива-
лентны, то будем писать ,  =  ∈

∈ Div(L). Аналогично, для продолжений  и 
бесконечного нормирования  поля , будем
использовать обозначения эффективных дивизо-
ров  и , причем , если

, и , если . Таким
образом, например, запись  мы будем ис-
пользовать, как для случая , так и для слу-
чая , когда .

Инволюция  поля L, действующая ,

, может быть естественным образом опре-
делена на множестве нормирований поля L. Дей-
ствительно, если нормирование  поля  имеет
два продолжения  и  (возможно эквивалент-
ных), то для любого  имеем  =
= , поэтому корректно писать  и

. Следовательно, инволюция  естественным
образом продолжается на  – группу K-дивизо-
ров поля L. В частности, , .

Обозначим . Следующая лем-
ма является аналогом утверждения, сформулиро-
ванного Мамфордом (cм. [13, шаг II § 2 гл. IIIa]).

Л е м м а  1. Если , , причем  ≤ g,
то .

Группу дивизоров степени ноль поля L обозна-
чим , группу главных дивизоров поля L обо-
значим , группу классов дивизоров степени
ноль поля L обозначим .
Скажем, что дивизоры D,  эквива-
лентны , если они принадлежат одному
классу в группе классов дивизоров .

Для эффективного дивизора  тако-
го, что  = 0, обозначим 
многочлен минимальной степени такой, что
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 и старший коэффициент много-
члена Pol(D) равен 1. Поскольку дивизор

 является главным диви-
зором некоторого многочлена из , то такой
многочлен  корректно определен.

Для функции  и  обозначим
 такой дивизор, что , и главный

дивизор функции  имеет вид (α) = (α)[t] –

‒ . Назовем дивизор  приве-
денным, если D эффективный дивизор степени g,
такой, что . Если для приве-

денного дивизора D справедливо  = 0,
то корректно определен многочлен U = Pol(D) ∈
∈ , причем  и главный дивизор мно-
гочлена U имеет вид (U) = D + .

Пусть , , тогда имеем
. Значит, дивизор 

эффективный и .

Пусть дан многочлен , . Для
эффективного дивизора  такого, что дивизор
нулей многочлена  имеет вид  = ,

определим эффективные дивизоры , ,

 ∈ Div(L) следующим образом:

(1)

Далее мы будем везде использовать сокращен-
ную запись , подразумевая под ней ди-

визоры  и  степени g соответственно.
Также под сокращенной записью  для

, , мы будем иметь в виду ди-
визор  степени .

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть  и неэквива-
лентные нормирования ,  поля  имеют по
два неэквивалентных продолжения ,  на
поле L, которым соответствуют эффективные диви-
зоры ,  такие, что  =

=  = 1. Пусть  – некоторый при-

веденный дивизор такой, что  = 0.
Тогда

1) существует единственный многочлен ,
, такой, что 

D +  ≤ ;

≥
�

(Pol( ))D D

− ++ ι − ∞ + ∞deg ( )D D D
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∈ [ ]V K x
≤ +deg 1V g
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( ) ( )x h +− [ 1]( ) gV f

2) существует единственный с точностью до
умножения на постоянную из K* многочлен

, , такой, что главный дивизор

;

3) дивизор  яв-
ляется приведенным;

4) если , то ,
причем , , ;

5) корректно определен многочлен :

6) справедливо равенство 

T = E +  – .
Для данного приведенного дивизора ,

, и данных дивизоров , ,

соответствующих линейным нормированиям ,
, назовем представлением Мамфорда дивизора

 набор из двух многочленов ,
корректно определенных по предложению 1.
Представление Мамфорда данного приведенного
дивизора определено однозначно с точностью до
умножения многочлена U на постоянную из K*.
Из предложения 1 следует, что представлением
Мамфорда дивизора 

E +  =  – D

является набор .
Теперь покажем, как по представлению Мам-

форда – набору из двух многочленов, удовлетво-
ряющих специальным условиям, – построить со-
ответствующий приведенный дивизор.

Пусть даны многочлены , удовле-
творяющие условиям

(2)

Так как , то без ограничения общности счи-

таем обозначения нормирований ,  та-
кими, что  и  > 0. Положим

(3)
Тогда D – приведенный дивизор, и представле-
ние Мамфорда дивизора  имеет вид

. Действительно, по определению D –
эффективный дивизор, для которого справедливо
соотношение , и в силу

∈ [ ]U K x ≤degU g
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имеем . Кроме того, по предложению 1
единственным образом определен приведенный
дивизор E, для которого представлением Мам-
форда является набор .

Таким образом, справедливо следующее
П р е д л о ж е н и е  2. Существуют взаимно од-

нозначные соответствия между следующими мно-
жествами:

множеством приведенных дивизоров ,

;
множеством пар многочленов , lcU = 1,

удовлетворяющих (2) для некоторого ;

множеством элементов , где мно-

гочлены , , удовлетворяют усло-
виям (2) для некоторых .

2. ПОСТРОЕНИЕ НЕПРЕРЫВНОЙ ДРОБИ
С ПОМОЩЬЮ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 

МАМФОРДА

Пусть дан элемент , где
многочлены  удовлетворяют условиям
(2) для некоторого . Покажем, как по-
строить обобщенную непрерывную дробь для
элемента α, которая сходится к α сразу по двум
линейным нормированиям  и .

Положим , , .
Т е о р е м а  1. Существуют и единственны по-

следовательности многочленов ,
, , , , и приведенных диви-

зоров , , удовлетворяющих
следующим условиям для :

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11) (11)

где , .

=deg D g

⋅ ⋅ ,( )T x h V

∈Div( )D L
+ += =v v( ) ( ) 0x hD D

, ∈ [ ]U V K x
∈ [ ]T K x
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1
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deg deg 1
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j j

f V U xhT U g
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− +
− = + ι − ∞ + ∞ ,1( ) ( )j j jU D D g

− += + ι − ∞ + ∞ ,( ) ( )j j jT E E g

− + −= − ,1 [ 1] 1 [ ]gcdiv(( ) ,( ) )j j g j gD V f U

− += − ,1 [ 1] [ ]gcdiv(( ) ,( ) )j j g j gE V f T

− −
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� �1 [ 1]( ) ( ) ( )j g j jV f D x h E

+ − + −
+ = ι − − − − ,

� � � �1 (( ) ( ) ) (( ) ( ) )j j j jD E r x h s h x

= v ( )j x jr T = v ( )j h js T

Пусть последовательности многочленов Uj, Tj,
, , и приведенных дивизоров

, , определены условиями
теоремы 1. Положим , aj =

= , . Тогда  и справедливы
следующие утверждения:

 – представление Мамфорда диви-

зора ;

 – представление Мамфорда дивизо-

ра ;

.

Поскольку величины rj, sj и приведенные ди-
визоры  могут быть единственным обра-
зом восстановлены по многочленам Tj и , то
“неполное частное” aj есть функция от элемента .
Поэтому корректно использовать обозначение aj =

= .

Пусть теперь дан приведенный дивизор  ∈
∈ Div(L) такой, что  = 0. По пред-
ложению 1 корректно определены многочлены

 такие, что  – представле-

ние Мамфорда дивизора . Много-
члены U–1, V–1 определены единственным обра-
зом с точностью до домножения многочлена U–1
на постоянную из K*. Справедливы условия (5)
при  для некоторого многочлена .
Следовательно, единственным образом опреде-
лены последовательности многочленов Uj, Tj, Vj,

, , , , , и приве-
денных дивизоров , , удовле-
творяющих условиям (4)–(11) для .

Таким образом, понятие непрерывной дроби
может быть идентифицировано с каждой из трех
связанных друг с другом последовательностей:

последовательность пар многочленов Uj, Vj,
удовлетворяющих (5) и (4) для некоторых много-
членов , однозначно восстанавливающихся
по паре Uj, Vj;

последовательность приведенных дивизоров
Dj, удовлетворяющих (10)–(11) для некоторого
многочлена  и приведенного дивизора Ej тако-

го, что , ;

последовательность полных частных αj, удо-
влетворяющих

, ∈ [ ]j jV e K x ∈N0j
, ∈ Div( )j jD E L ∈N0j

−α = + ∈1( )/j j jf V T L
− −j jr s
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+, 1j jE D
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0D
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= −1j ∈0 [ ]T K x
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, ∈ Div( )j jD E L ∈N0j
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(12)

В итоге получаем обобщенную непрерывную
дробь

(13)

полные и неполные частные которой удовлетво-
ряют соотношениям (12) для . Мы будем
рассматривать только такие обобщенные непре-
рывные дроби, поэтому далее для краткости бу-
дем называть выражение (13) непрерывной дро-
бью и обозначать ее следующим образом:

Т е о р е м а  2. Пусть  – такой при-
веденный дивизор, что . Пусть

 – представление Мамфорда дивизора
. Пусть Dj – последовательность

приведенных дивизоров, построенная в теореме 1.
Тогда при  справедливы соотношения

(14)

3. НЕОБХОДИМЫЕ И ДОСТАТОЧНЫЕ 
УСЛОВИЯ ПЕРИОДИЧНОСТИ

Пусть свободный от квадратов многочлен
, такой, что нормирования  и  поля

K(x) имеют два неэквивалентных продолжения
 и  на поле .

Т е о р е м а  3. Пусть  – такой при-
веденный дивизор, что  или s0 =

=  = g. Пусть  – представление
Мамфорда дивизора  и справедливы
построения (4)–(11) для . Тогда следующие
условия эквивалентны:

1) найдется минимальный номер  такой,
что ;

2) найдется минимальный номер  такой,
что  для некоторой постоянной ;

3) найдется минимальный номер  такой,
что  и  для некоторой постоян-
ной ;

4) найдется минимальный номер  такой,
что ;

( )
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0nT c T

∈ *c K
∈Nn

= 0nE E

5) классы эквивалентных дивизоров  ~

~  имеют конечный порядок  в группе
классов дивизоров ;

6) непрерывные дроби типа (13) элементов
 и  квазипериодические с длиной квази-

периода ;

7) в гиперэллиптическом поле L существует
фундаментальная S-единица степени m, где S =
= ;

8) для некоторого  уравнение

(15)

имеет решение  такое, что  =
=  = 0, .

Если существуют , указанные в эквива-
лентных условиях 1)–6), то они связаны соотноше-
нием

(16)

В следующем примере приведено гиперэллип-
тическое поле , в котором непре-
рывная дробь вида (13) для элемента  квази-
периодическая, но не периодическая. Это обсто-
ятельство еще раз подчеркивает существенное
отличие непрерывной дроби вида (13) от непре-
рывных дробей в полях  и .

П р и м е р  1. Рассмотрим g = 2,  и мно-
гочлен

Положим , . Для элемента

 непрерывная дробь вида (13) с положи-
тельными разложениями  в степенные ряды в
полях  и  имеет вид:
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Эта непрерывная дробь квазипериодическая, но
не периодическая. Длина квазипериода равна 2,

коэффициент квазипериода . Степень соот-

ветствующей фундаментальной S-единицы равна
4. В качестве фундаментальной S-единицы мож-
но выбрать  или , где

Для элемента  непрерывная дробь вида (13)
с положительными разложениями  в степен-
ные ряды в полях  и  имеет вид

Для элемента  непрерывная дробь вида (13) с
разложениями  в степенные ряды в полях 
и  разных знаков неквазипериодическая, сле-
довательно, в поле L нет нетривиальных -еди-
ниц. Непрерывные дроби элементов  и

 соответственно в полях  и 
не являются квазипериодическими, поэтому в
поле L нет нетривиальных Sx-единиц и Sh-еди-

ниц, где  и .
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ON FUNDAMENTAL S-UNITS AND CONTINUED FRACTIONS, 
CONSTRUCTED IN HYPERELLIPTIC FIELDS BY TWO LINEAR VALUATIONS

G. V. Fedorova

a Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russian Federation
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In this paper, for the elements of hyperelliptic fields, the theory of functional continued fractions of general-
ized type associated with two linear valuations is formulated for the first time. For an arbitrary element of the
hyperelliptic field, the continued fraction of the generalized type converges to this element for each of the two
selected linear valuations of the hyperelliptic field. Denote by S the set consisting of these two linear valua-
tions. We find equivalent conditions describing the relationship between the condition of a continued fraction
of generalized type, the existence of a fundamental S-unit, and the existence of a class of divisors of finite or-
der in the divisor class group of a hyperelliptic field. The last condition is equivalent to the existence of a tor-
sion point in the Jacobian of a hyperelliptic curve. These results complete the algorithmic solution of the pe-
riodicity problem in the Jacobians of hyperelliptic curves of genus two.

Keywords: continued fraction, fundamental S-unit, hyperelliptic field, divisor class group
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Развиты методы нелинейного анализа и синтеза систем управления синхронизацией для электри-
ческих сетей. Применение методов усреднения и критериев устойчивости ляпуновского типа для
цилиндрического фазового пространства позволило впервые в задаче Гарднера учесть изменения
амплитуд сигналов и получить аналитические оценки параметров системы для обеспечения допу-
стимых значений отклонений фаз.
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Системы фазовой автоподстройки являются
нелинейными системами управления, реализую-
щими принцип “ведущий-ведомый” синхрони-
зации фаз периодических сигналов. Применение
таких систем получило широкое распространение
в современных электронных, электромеханиче-
ских и электрических системах для автоподстрой-
ки генераторов [1–3]. В электроэнергетике ис-
пользуются системы фазовой автоподстройки,
позволяющие дополнительно определять ампли-
туду (амплитудная и фазовая автоподстройка,
АФАП) [4–7]. АФАП применяются в составе ак-
тивных корректоров мощности, например, при
эксплуатации электропоездов переменного тока
на электрифицированных участках дорог с одно-
фазным напряжением. При этом ошибки в изме-
рении фазы приводят к появлению разности на-
пряжений на выходе корректора и сети, а возни-
кающие в результате токи могут приводить к

перегреву или поломкам корректора мощности и
подключенных устройств.

В данной работе впервые показано, как разви-
тие основанных на применении теории усредне-
ния и критериев устойчивости ляпуновского типа
для цилиндрического фазового пространства ме-
тодов нелинейного анализа позволяет в задаче
Ф. Гарднера о быстрой синхронизации [8, 9] до-
полнительно учесть изменение амплитуды и
определить эффективные параметры АФАП, для
которых отклонение разности фаз на переходных
процессах не превышает заданного допустимого
значения.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим схему АФАП, используемую в
электроэнергетике [4] (рис. 1).

Входной сигнал имеет фазу , амплитуду
 > 0 и частоту  > 0. Подстраиваемый

генератор имеет собственную частоту  и фор-
мирует сигнал с фазой θ(t). Амплитуда подстраи-
ваемого сигнала u(t) формируется с помощью ин-

тегратора с передаточной функцией . Амплитуд-

но-фазовый детектор определяет разность входного
и подстраиваемого сигналов urefsin(θref(t)) –
‒  для формирования управляющих
сигналов , корректирующих амплитуду и фа-
зу. Управляющий сигнал  дополнительно
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пропускается через пропорционально-интегри-

рующий фильтр (передаточная функция ,

 > 0). До включения схемы устанавливаются
начальные состояния фильтра  и ампли-
туды  (ожидаемая амплитуда). Если на

вход поступает сигнал с , 
и , то управляющие сигналы .
В противном случае управляющие сигналы долж-
ны обеспечить процесс подстройки и переход со-
стояния системы к стационарному (синхронно-
му) режиму.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ. АНАЛИЗ 
УСТОЙЧИВОСТИ СИНХРОННОГО РЕЖИМА 

И ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ
Согласно схеме на рис. 1 получим систему не-

автономных дифференциальных уравнений
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Перейдем к рассмотрению отклонений состояния
системы (1) от синхронного режима: y(t) = (ue(t),
x(t),  где  и .
При предположении о полном подавлении высо-
кочастотных компонент фильтром можно перей-
ти к анализу автономной модели:

(2)

где . Система (2) имеет стацио-
нарные состояния z(t) =  вида

(3)

Стационарные состояния  асимптотически
устойчивы и совпадают со стационарными состо-
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Рис. 1. Схема амплитудной и фазовой автоподстройки АФАП.
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яниями исходной неавтономной модели (1), а
– неустойчивы при всех допустимых значени-

ях параметров схемы. Следующий результат поз-
воляет обосновать переход от системы (1) к систе-
ме (2) для анализа устойчивости стационарного
(синхронного) режима.

Л е м м а. Существует такое , что при
 < δ выполнено соотношение  –

– z(t, z0)|| = 0 для достаточно большого значения
. Для произвольных z0,  и  при достаточно

большом  выполнена оценка  < ε
для .

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а. Рассмотрим
систему (1) в виде , где τ = ,

 – 2π-периодическая функция τ. Исполь-
зуя метод усреднения [10], получим систему (2)

, у которой решения

близки с решениями неавтономной системы на
конечном интервале времени, а устойчивые со-
стояния равновесия совпадают с . 

Система (2) описывает работу модели АФАП
на рис. 2. Здесь блок амплитудно-фазового детек-
тора заменен на нелинейный блок с соответству-
ющими характеристиками, на вход которого по-
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ступают амплитуда и фаза входного сигнала; вы-
ходом подстраиваемого генератора является фаза
подстраиваемого сигнала.

Для анализа глобальной устойчивости отдель-
ных и связанных систем автоподстройки есте-
ственными являются развитие и применение ме-
тодов функций Ляпунова (см., например, [11–13]).

Т е о р е м а  1. Все решения системы (2) стре-
мятся к стационарному множеству (3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнения для x(t) и
 в системе (2) не зависят от . Используя

теорему [11] о глобальной устойчивости систем с
цилиндрическим фазовым пространством и функ-
цию Ляпунова

(4)
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Рис. 2. Схема усредненной модели АФАП.
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Для заданных допустимых диапазонов откло-
нения частоты  и входной амплиту-
ды  решим задачу определения в си-
стеме (2) наибольшего отклонения разности фаз

 (максимальной расфазировки) на переходных
процессах при мгновенном изменении частоты 
и амплитуды  входного сигнала внутри заданных
диапазонов: .

Т е о р е м а  2. Если выполнено условие

(5)

то

(6)

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а. Пусть система
находилась в устойчивом стационарном состоя-
нии при  и , а после изме-
нения параметров входного сигнала на

 < 0 и  перешла в новое устой-
чивое стационарное состояние. Рассмотрим ли-
нии уровня функции Ляпунова (4) для уравнений
системы (2) относительно  после переклю-
чения:
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Тогда при

линия уровня  является замкнутой и

содержит состояние равновесия  системы
до переключения (рис. 3).

Поскольку построенная замкнутая область яв-
ляется положительно инвариантной, то коорди-
ната  траекторий с начальными данными из
этой области не превысит максимальной коорди-
наты  среди точек области. Из монотонности
оценки по u2 получаем утверждение теоремы.

Заметим, что если условие (5) не выполнено,
то рассматриваемая линия уровня будет не за-
мкнутой и предложенная техника не позволяет
провести аналитическую оценку. При этом тео-
рема 1 обеспечивает отсутствие скрытых колеба-
ний [14, 15] в фазовом пространстве системы, что
позволяет проводить достоверные численные
оценки. Пусть необходимо при известном диапа-
зоне изменения частоты  рад/c
и амплитуды напряжения  кВ кон-
тактной сети определить эффективные парамет-
ры АФАП1. Положим собственную частоту под-
страиваемого генератора равной номинальной

 = 2π × 50 рад/c. Тогда  рад/c.
Из оценки (6) на рис. 4 следует, что, например,
для желаемой расфазировки в три градуса [7]

1 Решение задачи для таких значений параметров, напри-
мер, используется при проектировании электрооборудова-
ния компаниями ООО “Трансконвертер” и ООО “Си-
менс”.
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можно взять . В инженерной литературе
для уменьшения расфазировки часто берут зна-
чительно меньшие значения  (например, 
0.00005 [4, с. 18]). Однако уменьшение  может
приводить к существенному уменьшению соот-
ношения сигнал/шум и деградации работоспо-
собности системы [8, с. 132]. В заключение отме-
тим, что блок-схемы на рис. 1 и 2 могут быть реа-
лизованы в виде цифровых алгоритмов на
микроконтроллере. Для этого от системы с не-
прерывным временем можно перейти к системе с
дискретным временем, применив, например, ме-
тод Эйлера или Тастина.
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