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В рамках теории возмущений исследуется временная зависимость (от длительности импульса и текущего
времени) резонансных фотопроцессов, индуцированных электромагнитными импульсами различной дли-
тельности, включая ультракороткие и квазимонохроматические. Рассмотрены импульсы с гауссовской и
экспоненциальной огибающими, а также лоренцевский и гауссовский спектральные профили сечения фо-
топроцесса. Получены простые аналитические выражения для вероятности в пределе больших времен.
Временная зависимость при заданной длительности импульса исследована аналитически в монохрома-
тическом и ультракоротких пределах и численно для промежуточных значений параметров. Установлены
специфические черты временной динамики, общие для резонансных фотопроцессов и зависящие от фор-
мы импульса и спектрального профиля сечения.

DOI: 10.31857/S004445102207001X
EDN: DRLUJU

1. ВВЕДЕНИЕ

Современное развитие технологии генерации
электромагнитных импульсов (ЭМИ) различной
длительности, включая ультракороткие [1–5], и
спектроскопии высокого временного разрешения
[6–9] требуют развития адекватных, эффективных
и надежных способов описания временной зависи-
мости фотопроцессов в поле таких импульсов.
Экспериментально временная зависимость фо-

тоионизации атомов ультракороткими ЭМИ в на-
стоящее время исследуется методами аттосекундной
хроноскопии [10]. В их основе лежит аттосекундный
стрикинг [11,12]. Это метод накачки–зондирования,
в котором аттосекундный XUV-импульс служит на-
качкой, создающей электронный волновой пакет, в
то время как малоцикловой ИК-импульс его зон-
дирует при различных временных задержках меж-
ду импульсами. Таким образом, в частности, была

* E-mail: astval@mail.ru

измерена временная задержка при фотоионизации
2s- и 2p-уровней атома неона, которая составила
21 ас [13].
Аттосекундная хроноскопия применяется также

для изучения временной динамики фотоионизации
твердых тел, фуллеренов и наноструктур [14], рас-
сеяния электронов в диэлектрических наночастицах
[15], аттосекудной динамики в жидкости [16] и ря-
да других фотоиндуцированных процессов. Сущест-
вующие методы описания этих явлений реализова-
ны, как правило, для конкретных процессов и ми-
шеней, а также для заданных параметров ЭМИ.
Можно отметить численные расчеты отклика ми-
шени на электромагнитное воздействие, опирающи-
еся, например, на прямое интегрирование временно-
го уравнения Шредингера [17, 18], и аналитическое
рассмотрение, широко представленное работами по
резонансу Фано [19–24].
Здесь уместно выделить взаимодействие ЭМИ с

квантовым осциллятором, поскольку в этом случае
имеется аналитическое решение для любых пара-
метров внешнего воздействия [25,26]. Временная ди-
намика возбуждения квантового осциллятора в поле
ЭМИ детально исследовалась в работе [27]. Отме-
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тим также, что в статье [28] этот вопрос рассмат-
ривался в приближении внезапных возмущений для
униполярных ультракоротких импульсов. В рабо-
те [29] временная зависимость среднего числа кван-
тов квантового осциллятора, возбужденного чирпи-
рованными гауссовскими импульсами, рассчитыва-
лась с помощью решения уравнения Гейзенберга для
операторов рождения и уничтожения.
При экстенсивных численных расчетах, требу-

ющих больших вычислительных ресурсов и време-
ни, затруднена физическая интерпретация получен-
ных результатов и выявление характерных особен-
ностей исследуемого процесса. Поэтому представля-
ется полезным аналитическое рассмотрение, приме-
нимое для широкого круга задач, которое позволя-
ет выявить общие закономерности и специфические
черты фотопроцессов, обусловленных конечной дли-
тельностью и формой огибающей ЭМИ.
Так, в статье [30] приведены формулы, описы-

вающие вероятность фотоионизации атома под дей-
ствием мало- и субцикловых ЭМИ различной фор-
мы, которые получены в рамках адиабатического
подхода, использованного ранее в классической ра-
боте [31] для расчета ионизации атома в поле ин-
тенсивной электромагнитной волны. В цитирован-
ной статье, в частности, отмечается важность ана-
литических решений, которые могут оказаться по-
лезными для представления общей картины процес-
са.
Взаимодействие ультракоротких импульсов с

квантовыми объектами рассматривалось в [32] в
приближении внезапных возмущений. В этой статье
было получено выражение для амплитуды перехода
через «электрическую площадь импульса», которое
может использоваться для различных квантовых
систем в случае предельно коротких импульсов
с длительностями, меньшими обратных собствен-
ных частот системы. В том же приближении в
работе [33] вероятность возбуждения квантового
перехода под действием субциклового униполярного
импульса с различными огибающими исследовалась
как функция длительности импульса и текущего
времени.
Простой способ расчета вероятности фотопро-

цессов в рамках теории возмущений, предложенный
в статье [34] и дополненный в [35], позволяет разде-
лить задачу на две части. Первая часть относится
к внутренней динамике электронов мишени, кото-
рая описывается сечением, а вторая зависит только
от напряженности электрического поля в импульсе.
Существенно, что для сечения можно использовать
как теоретические, так и экспериментальные дан-

ные, что важно в случае сложных систем, для кото-
рых точный расчет сечения представляет собой зна-
чительную проблему. Таким образом, данный метод
является «гибридным» и применимым для широко-
го круга радиационных процессов с участием раз-
ных мишеней от атомов до наночастиц [36–41].
В настоящей статье подход, предложенный в ра-

ботах [34,35], используется для универсального опи-
сания резонансных фотопроцессов, индуцирован-
ных ЭМИ произвольной длительности с различны-
ми огибающими, с целью выявления общих законо-
мерностей и специфических черт их временной за-
висимости.

2. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ

Рассмотрим возбуждение квантовой системы
(мишени) под действием ЭМИ в рамках применимо-
сти теории возмущений и дипольного приближения.
Вероятность данного процесса как функция вре-
мени в первом порядке теории возмущений после
усреднения по начальному состоянию мишени
дается следующим выражением:

W (t) =
1

�2

t∫
−∞

dt′ ×

×
t∫

−∞
dt′′

〈
d̂ (t′) d̂ (t′′)

〉
E (t′) E (t′′) . (1)

Здесь d̂ (t) — зависящий от времени оператор ди-
польного момента системы, угловые скобки означа-
ют усреднение по начальному состоянию, E (t) — на-
пряженность электрического поля в ЭМИ. Предпо-
лагаем в дальнейшем, что E (t→ ±∞) → 0.
В статье [35] было показано, что равенство (1)

можно преобразовать к виду

W (t, τ) =
c

4 π2

∞∫
0

dω
σ (ω)

�ω
D (t, τ, ω). (2)

Здесь σ (ω) — сечение фотовозбуждения мишени,
c — скорость света,

D (t, τ, ω) =

∣∣∣∣∣∣
t∫

−∞
dt′ exp (i ω t′) E (t′, τ)

∣∣∣∣∣∣
2

(3)

— квадрат модуля неполного фурье-образа напря-
женности электрического поля в ЭМИ (D-функ-
ция), τ — длительность импульса.
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Рассмотрим далее два типа импульсов: с гауссов-
ской огибающей

EG (t, τ) = E0 exp
(−t2/2τ2) cos (ωc t) (4)

и экспоненциальный импульс

EEP (t, τ) = θ (t) E0 exp (−t/τ) cos (ωc t) . (5)

Здесь E0 и ωc — амплитуда и несущая частота ЭМИ,
θ (t) — ступенчатая функция Хевисайда.
Далее предполагаем, что ЭМИ являются муль-

тицикловыми, так что выполняется неравенство
ωc τ � 1 и можно пренебречь наличием постоянной
составляющей поля в импульсах.
В приближении вращающейся волны для

D-функции импульсов (4) и (5) имеем

DG (t, τ, ω) ∼= π

8
E2

0 τ
2 exp

(
−(ω − ωc)

2
τ2

)
×

×
∣∣∣∣erfc

(
− t/τ + i |ω − ωc| τ√

2

)∣∣∣∣
2

, (6)

DEP (t, τ, ω) ∼= 1

4
θ (t) E2

0 τ
2 ×

× 1+ exp (−2t/τ)−2 exp (−t/τ) cos [(ω−ωc) t]

1 + τ2(ω − ωc)
2 , (7)

где erfc (z) — дополнительная функция ошибок.

3. ВЕРОЯТНОСТЬ ФОТОПРОЦЕССА ЗА ВСЕ
ВРЕМЯ ДЕЙСТВИЯ

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ИМПУЛЬСА

При больших временах, t � τ , когда ЭМИ уже
практически закончился, формула (2) принимает
вид [34]

W (τ) =
c

4 π2

∞∫
0

dω
σ (ω)

�ω
|E (ω, τ)|2, (8)

где E (ω, τ) — фурье-образ напряженности элект-
рического поля. Очевидно, что в рассматриваемом
случае введенные вышеD-функции равны квадрату
модуля фурье-образа напряженности поля.
Как было показано в статье [34] в рамках фено-

менологического подхода, выражение (8) обобщает-
ся на произвольный фотопроцесс, который в моно-
хроматическом пределе (τ → ∞) описывается сече-
нием σ (ω) по стандартной формуле:

w = σ (ω)
I0
�ω

,

где w — вероятность в единицу времени, I0 =

= cE2
0/8π .

Отметим, что выражение, аналогичное (8), для
спектрально-угловой вероятности рассеяния ЭМИ
на атоме вне рамок дипольного приближения мож-
но получить и с помощью квантовомеханического
рассмотрения [42].
Формулу (8) полезно представить в виде [43]

W (τ) =

∞∫
0

σ (ω)
Jphot (ω, τ)

�ω
dω, (8a)

где

Jphot (ω, τ) =
c

4 π2
|E (ω, τ)|2 (9)

— энергия излучения на частоте ω, прошедшая за
все время действия импульса через единичную пло-
щадь. Выражение (8a) обнаруживает связь рассмат-
риваемого подхода с методом эквивалентных фото-
нов Ферми [44].
Предположим, что сечение фотопроцесса пред-

ставимо в виде

σ (ω) = σtotG (ω) ,

σtot =

∫
σ (ω) dω,∫

G (ω) dω = 1,

(10)

где G (ω) — спектральный профиль сечения. Далее
полагаем, что профиль имеет максимум на собствен-
ной частоте ω0 и спектральную ширину γ, причем
ω0 � γ. Тогда равенство (8) можно переписать при-
ближенно как

W (τ) ∼= c σtot
4π2 �ω0

∞∫
0

dω G (ω) |E (ω, τ)|2. (11)

Введем безразмерную функцию F от безразмер-
ных длительности импульса y и отстройки несущей
частоты от собственной ρ:

F (y, ρ) =
γ2

E2
0

∞∫
0

dω G (ω) |E (ω, τ = y/γ)|2, (12)

y = γτ, ρ = (ω0 − ωc)/γ. (13)

Данная функция описывает зависимость вероятнос-
ти фотопроцесса от длительности импульса в преде-
ле больших времен, когда импульс практически за-
кончился, для разных частотных отстроек. Ее мож-
но получить в аналитическом виде для гауссовско-
го и экспоненциального импульсов и гауссовского и

7
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лоренцевского спектральных профилей. После ин-
тегрирования по частоте в формуле (12) находим
следующие выражения для F -функции в различных
случаях:
а) гауссовский профиль и гауссовский импульс:

FG,GP (y, ρ) =
y2√
1 + y2

exp

(
− ρ2 y2

1 + y2

)
, (14)

б) лоренцевский профиль и гауссовский импульс:

FL,GP (y, ρ) = y2 Re {w [y (i+ ρ)]} , (15)

в) гауссовский профиль и экспоненциальный им-
пульс:

FG,EP (y, ρ) = yRe

[
w

(
ρ+

i

y

)]
, (16)

г) лоренцевский профиль и экспоненциальный им-
пульс:

FL,EP (y, ρ) =
y2 (1 + y)

(1 + y)
2
+ ρ2y2

. (17)

В формулах (15) и (16) введена комплексная функ-
ция ошибки

w (z) = exp
(−z2) erfc (−i z) . (18)

Выражение (14) было получено в работе [45] при
расчете временной зависимости поглощения энергии
ЭМИ на неоднородно уширенном радиационном пе-
реходе.
В монохроматическом пределе, когда y � 1 (τ �

� 1/γ), формулы (14)–(17) дают линейную зависи-
мость от длительности импульса, что согласуется с
результатом стандартного подхода к описанию фо-
топроцессов с помощью вероятности в единицу вре-
мени (золотое правило Ферми).
Для коротких импульсов, y � 1, из полученных

выражений следует квадратичная зависимость ве-
роятности от длительности импульса.
Важным принципиальным свойством функций

(14)–(17) является их нелинейная зависимость от
длительности импульса, возникающая в линейном
режиме по интенсивности электромагнитного поля,
в контрасте с традиционным подходом, использую-
щим вероятность в единицу времени, что подразуме-
вает линейную зависимость от длительности ЭМИ.
На рис. 1–4 приведены графики F -функций (14)–

(17) для различных значений безразмерной отстрой-
ки ρ.
Существенно, что функции длительности им-

пульса (14), (15) для гауссовского ЭМИ являются

10 1–
10 3–

10 2–

10 1–

1

10

1 10

F

y

Рис. 1. Функции F для гауссовского импульса и гауссовс-
кого профиля для различных отстроек ρ: сплошная кри-
вая — ρ = 1, пунктирная кривая — ρ = 2, штриховая кри-

вая — ρ = 2.5

10 1–
10 3–

10 2–

10 1–

1
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Рис. 2. Функции F для гауссовского импульса и лорен-
цевского профиля для различных отстроек ρ: сплошная
кривая — ρ = 3, пунктирная кривая — ρ = 4, штриховая

кривая — ρ = 6

немонотонными для достаточно больших отстроек
несущей частоты от резонансной. В первой из них
возникают экстремумы при отстройках ρ > 1.707

[45], во второй — при ρ > 3.85. В случае гауссовско-
го профиля минимум более глубокий, чем для ло-
ренцевского, и лежит в области больших длительно-
стей. С ростом отстройки ρ положение экстремумов

8
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Рис. 3. Функции F для экспоненциального импульса и
гауссовского профиля для различных отстроек ρ: сплош-
ная кривая — ρ = 1, пунктирная кривая — ρ = 2, штрихо-

вая кривая — ρ = 4
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Рис. 4. Функции F для экспоненциального импульса и ло-
ренцевского профиля для различных отстроек ρ: сплошная
кривая — ρ = 2, пунктирная кривая — ρ = 3, штриховая

кривая — ρ = 4

в случае лоренцевского профиля смещается в об-
ласть меньших длительностей, а в случае гауссовс-
кого — ymax уменьшается, а ymin растет.
Функции (16), (17), описывающие фотопроцесс,

индуцированный экспоненциальным ЭМИ, моно-
тонно возрастают для всех значений параметра ρ с
точкой перегиба, разделяющей области квадратич-

ного и линейного роста. В случае гауссовского про-
филя, как это видно из рис. 3, при больших отстрой-
ках зависимость от длительности импульса стано-
вится слабой. Угол наклона соответствующей пря-
мой пропорционален exp

(−ρ2).
Из формул (14)–(17) также следует, что спек-

тральная ширина вероятности фотопроцесса Δω

определяется не только спектральной шириной се-
чения γ, но и длительностью ЭМИ. Так, в случае (а)
спектральный профиль вероятности является гаус-
совским с шириной Δω =

√
γ2 + 1/τ2 ; в случае (б)

профиль описывается контуром Фойгта с ΔωG =

= 1/τ , ΔωL = γ; в случае (в) — контуром Фойгта
с ΔωG = γ, ΔωL = 1/τ ; в случае (г) профиль явля-
ется лоренцевским, Δω = γ + 1/τ .

4. ЗАВИСИМОСТЬ ВЕРОЯТНОСТИ
ФОТОПРОЦЕССА ОТ ВРЕМЕНИ ПРИ

ЗАДАННОЙ ДЛИТЕЛЬНОСТИ ИМПУЛЬСА

4.1. Монохроматический предел

В монохроматическом пределе, τ � 1/γ,
D-функции ЭМИ (6), (31) имеют резкий максимум
на частоте ω = ωc, так что остальные множители в
подынтегральном выражении (2) можно вынести за
знак интеграла на несущей частоте. Тогда формула
(2) принимает вид

W (t, τ) ∼= c

4π2

σ (ωc)

�ωc

∞∫
0

D (t, τ, ω) dω. (19)

Для экспоненциального импульса подстановка
(31) в (19) дает

WEP (t, τ � 1/γ) ≈ c

16π

σ (ωc)

�ωc
×

× θ (t) E2
0τ

(
1− e−2t/τ

)
. (20)

Из (20) следует, что линейный по времени рост
вероятности имеет место при малых временах t� τ ,
а линейный по длительности импульса — в противо-
положном пределе t� τ .
Для гауссовского импульса, подставляя (6) в

(19), получаем в нулевом приближении:

WGP (t, τ � 1/γ) ≈ c

32
√
π

σ (ωc)

�ωc
×

× E2
0τ

∣∣∣∣erfc
(
− t√

2τ

)∣∣∣∣
2

. (21)

9
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Для малых времен t� τ вероятность (21) растет
линейно со временем, поскольку тогда∣∣∣∣erfc

(
− t√

2 τ

)∣∣∣∣
2

≈ 1 + 2

√
2

π

t

τ
.

4.2. Предел ультракоротких импульсов

Предел ультракоротких импульсов отвечает
неравенству τ � 1/γ. Тогда в выражении для
вероятности фотопроцесса (2) профиль спект-
рального сечения (10) можно положить равным
дельта-функции:

G (ω) ≈ δ (ω − ω0) . (22)

В результате имеем

W (t, τ � 1/γ) =
c

4π2

σtot
�ω0

D (t, τ, ω0) . (23)

Таким образом, зависимость вероятности фото-
процесса от времени и длительности импульса пол-
ностью определяется D-функцией на собственной
частоте спектрального сечения. Для вероятности
возбуждения связанно-связанного перехода в ато-
ме водорода выражение (23) было получено в ра-
боте [35].
В случае экспоненциального импульса, подстав-

ляя (31) в (22), получаем

WEP (t, τ � 1/γ) ∼= c

16π2

σtot
�ω0

θ (t) E2
0 τ

2

1 + τ2(ω0 − ωc)
2 ×

×
{(

1−e−t/τ
)2

+4e−t/τ sin2
(
(ω0−ωc) t

2

)}
. (24)

Выражение (24) демонстрирует колебания во
времени вероятности фотопроцесса для t < τ . Пери-
од этих колебаний обратно пропорционален модулю
отстройки несущей частоты от собственной частоты
сечения фотопроцесса. Колебания спектральной ве-
роятности резонансного рассеяния ультракоротких
импульсов на частоте |ω0 − ω′| (ω′ — частота рассе-
янного излучения) были получены в работе [46] для
времен t > 2τ и произвольной формы импульса.
В резонансе, ωc = ω0, из (24) следует, что

WEP (t, ω0 = ωc) =
c

16π2

σtot
�ω0

θ (t) ×

× E2
0 τ

2
(
1− e−t/τ

)2

, (25)

значит, для t < τ вероятность квадратично возрас-
тает со временем в отличие от монохроматического
случая (20).

Для гауссовского импульса в пределе ультрако-
ротких ЭМИ имеем

WGP (t, τ � 1/γ) ∼= c

32 π

σtot
�ω0

E2
0τ

2 ×

× exp
(
−(ω0 − ωc)

2
τ2

)
×

×
∣∣∣∣erfc

(
− t/τ + i |ω0 − ωc| τ√

2

)∣∣∣∣
2

. (26)

Подчеркнем, что в отличие от случая экспонен-
циального импульса (24) вероятность фотопроцес-
са, индуцированного ультракоротким гауссовским
ЭМИ (26), не имеет временных осцилляций на раз-
ностной частоте |ω0 − ωc|. Для «двойного экспонен-
циального импульса» с огибающей ∝ exp (−|t|/τ )

эти осцилляции тоже имеют место.
При рассмотрении дифференциальной по энер-

гии фотоэлектрона вероятности ионизации атома
под действием ЭМИ справедливо соотношение (22),
в котором нужно положить ω0 = (IP + ε)/� (IP —
потенциал ионизации, ε — энергия фотоэлектрона),
и, соответственно, применимы формулы (23)–(26).
Тогда представляется возможным использовать ме-
тоды аттосекундной хронометрии [10–12], о которой
говорилось во Введении, для наблюдения времен-
ной зависимости вероятности процесса, описывае-
мой приведенными выше выражениями.

4.3. Общий случай

Для произвольных значений параметров зависи-
мость вероятности фотопроцесса от времени, дли-
тельности ЭМИ и его несущей частоты определяет-
ся интегралом:

J (t, τ, ωc) =
1

E2
0

∞∫
0

dω
G (ω, γ)

ω
D (t, ω, τ, ωc). (27)

Результаты расчетов временной зависимости ве-
роятности фотопроцесса с помощью формулы (27)
для экспоненциального импульса и лоренцевского
профиля сечения для «промежуточных» длительно-
стей τ ∼ 1/γ приведены на рис. 5, 6 для собственной
частоты ω0 = 0.4 отн. ед.
Величины параметров даны в относительных

единицах.
Как видно из рис. 5, 6, осцилляции временной

зависимости вероятности фотопроцесса, индуциро-
ванного экспоненциальным импульсом, на частоте
ωosc = |ω0 − ωc| возникают при ненулевой отстройке
несущей частоты от собственной частоты сечения и

10
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Рис. 5. Зависимости вероятности фотопроцесса от вре-
мени для различных несущих частот экспоненциального
импульса: сплошная кривая — ωc = 0.4, пунктирная кри-
вая — ωc = 0.41, штриховая кривая — ωc = 0.42; τ = 103,

γ = 10−3
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Рис. 6. Зависимости вероятности фотопроцесса от време-
ни для экспоненциального импульса и разных спектраль-
ных ширин лоренцевского профиля: сплошная кривая —
γ = 10−2, пунктирная кривая — γ = 4 · 10−3, штриховая

кривая — γ = 10−4; τ = 500, ωc = 0.42

при достаточно малых ширинах спектрального про-
филя γ < |ωc − ω0|. Кроме того, длительность им-
пульса должна быть больше периода осцилляций.

Результаты расчетов по формуле (27) для гаус-
совских импульсов «промежуточной» длительности
(τ ∼ 1/γ) и ω0 = 0.4 отн. ед. представлены на
рис. 7–9.
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Рис. 7. Зависимости вероятности фотопроцесса от вре-
мени для гауссовского импульса и разных спектральных
ширин лоренцевского профиля: сплошная кривая — γ =

= 3 · 10−3, пунктирная кривая — γ = 10−3, штриховая
кривая — γ = 10−4; τ = 500, ωc = 0.42
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Рис. 8. Зависимости вероятности фотопроцесса от време-
ни для различных длительностей гауссовского импульса
(γτ ∼ 1): сплошная кривая — τ = 200, пунктирная кри-
вая — τ = 500, штриховая кривая — τ = 1000; ωc = 0.42,

γ = 10−3

Из рис. 7–30 видно, что для гауссовского импуль-
са временные осцилляции вероятности на частоте
ωosc = |ω0 − ωc| отсутствуют.
Максимум функции JGP (t) появляется при вы-

полнении неравенства γ < |ω0 − ωc|. Для длинных
импульсов максимум в зависимости JGP (t) возни-
кает с уменьшением длительности (рис. 8), а для
коротких — с увеличением τ (рис. 9). Этот вывод
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Рис. 9. То же, что на рис. 8, для меньших длительностей
импульса (γτ < 1): сплошная кривая — τ = 20, пунктирная
кривая — τ = 50, штриховая кривая — τ = 100; ωc = 0.42,

γ = 10−3

был сделан в [35] при рассмотрении ультракоротко-
го предела возбуждения атома аттосекундным им-
пульсом.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе в рамках теории возмущений просле-
жена зависимость вероятности резонансного фото-
процесса от времени, длительности и формы ЭМИ,
а также от профиля спектрального сечения.
Для больших времен, когда ЭМИ уже практиче-

ски закончился, получены простые формулы, опи-
сывающие вероятность фотопроцесса как функцию
безразмерных параметров импульса для нескольких
сочетаний огибающей импульса и профиля сечения.
Показано, что общим для выведенных выражений
является их квадратичная зависимость от длитель-
ности импульса в ультракоротком пределе и линей-
ная для квазимонохроматических ЭМИ. Последнее
согласуется с результатом стандартного подхода, ис-
пользующего вероятность в единицу времени. В слу-
чае гауссовской огибающей зависимость вероятно-
сти фотопроцесса от длительности импульса для до-
статочно больших отстроек несущей частоты от соб-
ственной является немонотонной функцией, имею-
щей максимум и минимум. Указанные экстремумы
сильнее проявляются в случае гауссовского профи-
ля сечения, чем в случае лоренцевского. Спектраль-
ная ширина вероятности за все время действия им-
пульса определяется как спектральной шириной се-

чения, так и длительностью ЭМИ в соответствии с
полученными формулами.
В предельных случаях длинных и коротких им-

пульсов экспоненциальной и гауссовской формы по-
лучены аналитические выражения для вероятности
фотопроцесса как функции времени W (t).
В монохроматическом пределе γτ � 1 на малых

временах t � τ вероятность W (t) линейно возрас-
тает со временем. При этом для всех времен данная
функция не содержит экстремумов.
Для ультракороткого экспоненциального им-

пульса вероятность при определенных условиях
может иметь временные осцилляции на разностной
частоте ωosc = |ω0 − ωc|, в то время как для гаус-
совского импульса эти осцилляции отсутствуют.
Данные осцилляции не являются осцилляциями
Раби: их частота не зависит от амплитуды поля.
В общем случае для гауссовских ЭМИ нет одно-

значной связи между появлением максимума функ-
ции W (t), длительностью импульса и спектральной
шириной сечения фотопроцесса.
Таким образом, в настоящей статье продемон-

стрировано, что учет конечной длительности и фор-
мы огибающей ЭМИ приводит к выявлению спе-
цифических свойств фотопроцессов, которые отсут-
ствуют при их описании с помощью вероятности в
единицу времени и золотого правила Ферми.
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Оптические частотные гребенки являются уникальным инструментом для фундаментальной метрологии,
спектроскопии, широкого спектра прикладных задач. Перспективной платформой для генерации коге-
рентных частотных гребенок служат высокодобротные микрорезонаторы. Ключевыми характеристиками,
определяющими свойства оптической частотной гребенки, являются дисперсионные параметры микро-
резонатора. В данной работе разработана и верифицирована оригинальная методика, позволяющая с
высокой точностью определить величину дисперсионных коэффициентов как в кристаллических, так и в
интегральных микрорезонаторах с межмодовым интервалом от гигагерц до терагерц. Продемонстриро-
вана генерация солитонной оптической частотной гребенки в интегральном микрорезонаторе, накачивае-
мым лазерным диодом в режиме затягивания на длине волны 1.55 мкм, и показано, что ее спектральные
характеристики полностью соответствуют измеренным дисперсионным параметрам микрорезонатора.

DOI: 10.31857/S0044451022070021
EDN: DRLYOD

1. ВВЕДЕНИЕ

Высокодобротные оптические микрорезонаторы
с модами шепчущей галереи, впервые продемон-
стрированные более 30 лет назад [1], открыли уни-
кальные возможности для наблюдения и исследова-
ния широкого круга оптических явлений и до сих
пор вызывают живой интерес научного сообщества
[2–11]. Одним из наиболее активно развивающих-
ся направлений является генерация в них такого

* E-mail: nkdmitriev@gmail.com

интересного вида оптических сигналов, как опти-
ческая частотная гребенка, представляющая собой
набор эквидистантно расположенных спектральных
линий. Оптические частотные гребенки в высоко-
добротных оптических микрорезонаторах впервые
были продемонстрированы в 2007 году [12]. Генера-
ция таких частотных гребенок, называемых керров-
скими частотными гребенками или микрогребенка-
ми, происходит за счет процесса нелинейного четы-
рехволнового взаимодействия [13–16]. Процесс гене-
рации был детально описан и успешно продемон-
стрирован в различных типах микрорезонаторов,
объемных кристаллических и интегральных [17–19].
Хотя оптические частотные гребенки известны и
успешно применяются в науке и технике уже более
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Рис. 1. Схематичное представление процесса генерации частотной гребенки: в фотонный чип со сверхдобротным мик-
рорезонатором заводится излучение от узкополосного непрерывного лазера, частота излучения которого близка к одной
из собственных частот микрорезонатора. Начиная с некоторого уровня мощности входного сигнала, при соблюдении
оптимального двойного баланса между дисперсией и нелинейными свойствами микрорезонатора и между накачкой и
потерями можно наблюдать процесс гиперпараметрических осцилляций. В результате четырехволнового смешения про-
исходит каскадный процесс генерации боковых линий, отстоящих друг от друга строго на величину области свободной
дисперсии микрорезонатора. При выполнении определенных условий внутри резонатора начинают распространяться ко-
роткие импульсы (солитоны). На выходе сигнал, спектр которого состоит из узких эквидистантных линий (частотная

гребенка), во временном представлении имеет вид последовательности сверхкоротких импульсов (солитонов)

20 лет [20, 21], активное развитие интегральной фо-
тоники открыло возможности существенной мини-
атюризации устройств для их возбуждения и поз-
волило существенно расширить область их приме-
нения. На сегодняшний день микрогребенки успеш-
но применяются для таких задач, как системы свя-
зи [22, 23], оптические сверхбыстрые дальномеры
[24,25], спектроскопия в режиме реального времени
[26], калибровочные эталоны [27, 28], атомные часы
[29], интегральные источники микроволнового излу-
чения [30, 31] и т. п.

Особый интерес представляют когерентные час-
тотные гребенки, соответствующие сверхкоротким
солитонным импульсам во временном представле-
нии. Такие сигналы характеризуются наименьшим
уровнем фазовых шумов и наиболее гладкой спект-
ральной огибающей. Генерацию таких частотных
гребенок, или же диссипативных солитонов, воз-
можно наблюдать при накачке высокодобротного
микрорезонатора лазером с непрерывным излучени-
ем при выполнении определенных условий [32, 33]
(рис. 1). Данное явление становится возможно при
соблюдении баланса между нелинейностью третьего
порядка, которая выражается зависимостью показа-

теля преломления от интенсивности распространя-
ющегося в среде сигнала, и дисперсией групповых
скоростей (ДГС), с одной стороны, и между потеря-
ми и накачкой, с другой. Нелинейность третьего по-
рядка, обычно называемая керровской, в основном
зависит от природы используемого материала и его
свойств. ДГС же зависит одновременно и от свойств
материала, и от геометрических параметров микро-
резонатора.

В зависимости от знака коэффициента диспер-
сии второго порядка выделяют два типа ДГС, нор-
мальную и аномальную. Динамика нелинейных про-
цессов в микрорезонаторе зависит от типа ДГС
на длине волны накачки [34]. Для генерации со-
литонных частотных гребенок, как правило, тре-
буется аномальная ДГС. Обладая информацией о
ее величине, можно однозначно определить пара-
метры огибающей частотной гребенки для извест-
ных значений мощности накачки и отстройки час-
тоты накачки от собственной частоты микрорезона-
тора [32]. Более того, такой параметр, как ДГС, яв-
ляется одним из важнейших параметров в физике
сверхкоротких импульсов и играет ключевую роль в
большинстве нелинейных процессов. В связи с этим
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Рис. 2. Спектр собственных частот микрорезонатора с учетом влияния дисперсии. Наглядно представлена разница меж-
ду ОСД микрорезонатора (D1/2π, штриховые линии) и межмодовым интервалом при учете вклада дисперсии второго

порядка (см. пунктирные линии) в случае аномальной дисперсии D2/2π > 0

крайне важно уметь проводить теоретическую оцен-
ку и экспериментальные измерения дисперсионных
характеристик систем, а также иметь возможность
управлять ими путем изменения геометрии микро-
резонатора [35, 36]. В ряде случаев прямое измере-
ние дисперсионных характеристик может оказаться
затруднительным, особенно для интегральных мик-
рорезонаторов с большой величиной области свобод-
ной дисперсии, превышающей сотню гигагерц.

В данной работе представлено детальное описа-
ние реализации нового универсального метода из-
мерения дисперсионных характеристик оптических
микрорезонаторов и проведена его верификация.
Преимущества рассматриваемого метода заключа-
ются в его гибкости и доступности. Рассмотренный
метод позволяет проводить измерение ДГС прак-
тически для любого диапазона длин волн. Поми-
мо этого, он подходит для измерения дисперсион-
ных характеристик как интегральных микрорезо-
наторов с большим значением области свободной
дисперсии (ОСД), так и кристаллических с рекорд-
ными уровнями добротности и крайне узкими ре-
зонансами. Вдобавок рассмотренная методика ка-
либровки может быть использована для измере-
ния других характеристик микрорезонаторов, на-
пример, для оценки добротности. Также в работе
продемонстрирована генерация солитонной частот-
ной гребенки в одном из исследуемых интегральных
микрорезонаторов и показано, что ее спектральные
характеристики полностью соответствуют рассчи-
танным на основе измеренных с помощью разрабо-
танной методики дисперсионных параметров микро-
резонатора. Для генерации частотной гребенки в ка-
честве источника накачки использовался компакт-
ный лазерный диод, стабилизированный тем же са-

мым микрорезонатором [2, 11].

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТА И
ИЗМЕРИТЕЛЬНЫЙ СТЕНД

2.1. Экспериментальная оценка
дисперсионных характеристик

Общая идея экспериментальной оценки диспер-
сионных характеристик микрорезонатора заключа-
ется в определении положения всех его собственных
частот (мод) в выбранной области спектра, относя-
щихся к одному пространственному семейству, и в
последующем вычислении дисперсионных коэффи-
циентов Di. Вычисление дисперсионных коэффици-
ентов осуществляется путем аппроксимации полу-
ченных экспериментальных данных аналитической
формулой зависимости частоты моды от ее поряд-
кового номера μ [32, 35]:

ωμ = ω0 +D1μ+
D2

2
μ2 +

D3

6
μ3 +

+
D4

24
μ4 + . . . ≡ ω0 +D1μ+Dint, (1)

где ω0 — собственная частота моды накачки,
D1/2π — ОСД резонатора, D2/2π — показатель
дисперсии второго порядка, определяющий ДГС,
D3/2π, D4/2π, . . . — коэффициенты, относящиеся к
более высоким порядкам дисперсии. Будем предпо-
лагать, что D1 � D2 � D3 � . . ., и ограничимся
рассмотрением дисперсии второго порядка. Доволь-
но часто под ОСД подразумевают интервал между
соседними модами резонатора, азимутальные числа
которых отличаются на 1, однако, как видно из со-
отношения (1), интервал между соседними модами
меняется и зависит от порядкового номера моды.
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В данной работе межмодовым будем называть
интервал, который складывается из ОСД D1/2π и
добавки D2/2π, обусловленной наличием дисперсии
второго порядка (см. рис. 2). В случае резонатора
с нулевой дисперсией (Di = 0, i ≥ 2) межмодовый
интервал и ОСД совпадают: все моды будут рас-
полагаться эквидистантно на расстоянии, численно
равном ОСД. Аномальной ДГС соответствует
случай D2 > 0, а нормальной — случай D2 < 0.
Для генерации солитонных частотных гребенок,
как правило, требуется аномальная ДГС. В ряде
случаев важны и значения дисперсионных коэф-
фициентов более высокого порядка. В частности,
их соотношения могут определять возможность
формирования и положение дисперсионной волны,
что может быть использовано для расширения
спектральной ширины гребенки [37], а также
положение дополнительных спектральных компо-
нент, появляющихся в результате вырожденного
четырехволнового взаимодействия [38, 39].
Пропуская через микрорезонатор излучение от

плавно перестраиваемого источника и регистрируя
мощность на выходе из микрорезонатора, можно по-
лучить спектр его пропускания, из которого, в свою
очередь, можно определить положения собственных
частот (мод) микрорезонатора. Однако на практи-
ке подобные измерения трудно осуществить, в осо-
бенности для интегральных микрорезонаторов. Ос-
новная проблема заключается в том, что характер-
ная величина ОСД (D1/2π) порядка 1010–1012 Гц,
а вклад дисперсии групповых скоростей (D2/2π) в
межмодовое расстояние обычно лежит в диапазоне
105–108 Гц.
Таким образом, для измерения дисперсионных

характеристик необходим источник с широким диа-
пазоном плавной перестройки (порядка нескольких
терагерц) и одновременно достаточно узкой мгно-
венной шириной линии (на уровне единиц–десятков
килогерц). Стабильность и воспроизводимость час-
тоты за время проведения измерений также не
должны превышать этой величины.
К сожалению, источников, обладающих одновре-

менно всеми перечисленными свойствами, на сего-
дняшний день попросту не существует. Узкополос-
ные источники с высокой долговременной стабиль-
ностью, как правило, или имеют очень малый диа-
пазон перестройки, или перестраиваются дискрет-
но, что делает их совершенно непригодными для
применения в рассматриваемом эксперименте. Ис-
точники с возможностью плавной перестройки в
широком диапазоне, в свою очередь, обычно име-
ют низкую долговременную стабильность. Следо-

вательно, при использовании подобных источников
остро стоит вопрос высокоточной калибровки в про-
цессе проведения измерений. Данная задача может
быть решена путем использования прецизионного
измерительного оборудования, например измерите-
ля длины волны, или же путем использования эта-
лонов, таких как источники гребенок [40]. Однако
такой подход обладает рядом существенных недо-
статков. Во-первых, подобное оборудование, облада-
ющее необходимым уровнем точности, стоит крайне
дорого, и многие лаборатории попросту не могут се-
бе его позволить. Второй, и самый главный, недоста-
ток подобного подхода заключается в том, что экс-
периментальная установка в этом случае оказыва-
ется сильно ограниченной по диапазону длин волн,
в котором могут проводиться измерения.
Рассматриваемый в данной работе метод калиб-

ровки лишен перечисленных недостатков. Он уни-
версален и может быть применен практически для
любого диапазона длин волн, а что самое главное —
он достаточно прост в реализации и требует сущест-
венно меньших затрат. При этом точность определе-
ния положения собственных частот при использова-
нии данного метода может варьироваться в зависи-
мости от требований эксперимента и потенциально
может достигать 104–105 Гц.
В качестве калибровочного инструмента в

рассматриваемом методе предлагается использо-
вать классический интерферометр Маха –Цендера
(ИМЦ): одновременная регистрация уровней сиг-
нала, прошедшего через откалиброванный ранее
интерферометр и исследуемый микрорезонатор,
позволяет с высокой точностью определить межмо-
довый интервал микрорезонатора. В данной работе
измерения проводились в диапазоне 1500–1650 нм
и использовался волоконный ИМЦ, собранный из
двух волоконных делителей 50/50 и одномодового
волокна smf-28. ИМЦ должен быть предварительно
тщательно откалиброван, в нашем случае с учетом
дисперсионных свойств использованного волокна.
Схема экспериментальной установки для про-

ведения предварительной калибровки ИМЦ пред-
ставлена на рис. 3а. В качестве источника излуче-
ния использовался перестраиваемый лазер Toptica
CTL-1550, на вход которого подавался сигнал тре-
угольной формы с импульсного генератора (Ген.
имп.) для перестройки частоты. Частота треуголь-
ного сигнала перестройки была 10 кГц. Оптическая
схема имела два равнозначных плеча, на выходе
каждого плеча имелся фотодетектор (ФД), кото-
рый передавал сигнал, пропорциональный мощно-
сти прошедшего оптического сигнала, на осцилло-

2 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Калибровка ИМЦ. а) Принципиальная схема установки для калибровки ИМЦ: Лазер — перестра-
иваемый источник лазерного излучения (Toptica CTL 1550); Ген. имп. — генератор импульсов произвольной формы для
перестройки частоты лазерного источника (Keysight 33500B); ЭОМ — электрооптический модулятор (Thorlabs LN65S-FC);
ВЧ ген. — высокочастотный генератор для подачи сигнала на ЭОМ; ВР — волоконный резонатор на базе делителя 90/10;
ИМЦ — исследуемый волоконный ИМЦ; ФД — фотодетектор; ОСЦ — осциллограф. б) Данные, записанные с экрана
осциллографа (наличие ЭОМ в одном из плеч приводит к генерации боковых резонансов ВР на частоте, равной частоте
сигнал ВЧ генератора), что позволяет перевести временную шкалу осциллографа в частоту и рассчитать период калибру-
емого ИМЦ. в) Аналитическая зависимость эффективного показателя преломления neff используемого волокна smf-28 от
длины волны. г) Зависимость периода калибруемого ИМЦ, полученная путем аппроксимации экспериментальных данных

теоретической зависимостью (2)

граф (ОСЦ). В первом плече располагался калибру-
емый ИМЦ, выходной сигнал которого представлял
собой синусоиду. Во втором плече размещался воло-
конный резонатор (ВР) и фазовый электрооптиче-
ский модулятор (ЭОМ), на вход которого с генера-
тора (ВЧ ген.) подавался сигнал с частотой, близкой
к частоте синусоидального сигнала от исследуемо-
го ИМЦ. Волоконный резонатор был собран на базе
делителя 90/10, и его межмодовый интервал значи-
тельно превышал ОСД калибруемого ИМЦ.

Наличие модуляции во втором плече приводило
к тому, что помимо основного резонанса волоконно-
го резонатора на экране осциллографа можно было
наблюдать два боковых резонанса, которые отстоят
от основного точно на частоту сигнала модуляции
(рис. 3б ). Зная это расстояние, можно осуществить
однозначный переход от временной шкалы осцилло-
графа к шкале частот и получить частотную зависи-
мость функции пропускания ИМЦ, из которой вы-

числяется ее период TMZI . В процессе постобработ-
ки данных резонансы волоконного резонатора бы-
ли аппроксимированы функцией Лоренца, а сигнал
ИМЦ — синусоидой. Повторив подобный экспери-
мент для 13 разных длин волн из интересующего нас
диапазона, мы получили зависимость периода ИМЦ
от длины волны (синие точки на рис. 3г). Сред-
неквадратичное отклонение результатов измерений
периода составило 2 ·10−6 нм. Используя предостав-
ленные производителем параметры волокна, с по-
мощью моделирования методом конечных элемен-
тов мы получили аналитическую зависимость эф-
фективного показателя (neff ) преломления волокна
от длины волны (рис. 3в).

Экспериментально измеренные значения перио-
да ИМЦ для разных длин волн были аппроксимиро-
ваны выражением (2) для периода ИМЦ с использо-
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ванием аналитической зависимости neff (λ) [41, 42]:

TMZI =
λ2

ng(λ0)L
, (2)

где L — разность плеч ИМЦ, ng(λ0) = neff (λ0) −
−λ0dneff /dλ. В результате аппроксимации была по-
лучена непрерывная функция зависимости периода
ИМЦ от длины волны TMZI(λ) (красная линия на
рис. 3г). Таким образом, была проведена калибров-
ка ИМЦ. С помощью полученной зависимости мож-
но определить частоту излучения источника в каж-
дый момент времени. Для этого требуется знать зна-
чение частоты источника лишь в одной точке.
Следующим этапом эксперимента было непо-

средственное измерение спектра собственных частот
интегрального резонатора. Принципиальная схе-
ма экспериментальной установки представлена на
рис. 4а. В качестве лазера накачки использовался
тот же лазер Toptica CTL 1550, что и в процессе
предварительной калибровки ИМЦ. Однако теперь
частота его излучения плавно и непрерывно пере-
страивалась во всем возможном диапазоне, а имен-
но, от 1510 до 1620 нм. Оптическая схема имела
два равнозначных плеча, в конце каждого из кото-
рых располагался фотодетектор (ФД). Сигнал с ФД
в режиме реального времени записывался с помо-
щью аналогово-цифрового преобразователя (АЦП),
конкретно в рассматриваемом эксперименте исполь-
зовался АЦП, встроенный в контроллер Toptica. В
одном из плеч располагался ранее откалиброван-
ный ИМЦ, а в другом плече — фотонный чип c
интегральным микрорезонатором и волноводом из
нитрида кремния (Si3N4). Ввод и вывод излучения
в интегральный волновод осуществлялись с помо-
щью подведения к торцам чипа конических (линзи-
рованных) волокон (рис. 4б,в), суммарные потери
при этом составляли около 3 дБ. Исходный массив
данных, полученный в ходе эксперимента, в общем
случае представляет собой зависимость прошедшей
мощности двух каналов от времени. Сигнал одного
из каналов, в котором располагается ИМЦ, пред-
ставляет собой синусоиду с известным нам перио-
дом. Сигнал второго канала имеет вид плавно меня-
ющейся кривой с характерными узкими провалами,
соответствующими модам микрорезонатора.
Используя полученную на предыдущем этапе за-

висимость периода ИМЦ от длины волны, можно
осуществить переход от временной зависимости в
исходном массиве экспериментальных данных к час-
тотной (рис. 4г). Для этого необходимо знать точ-
ную длину волны в какой-либо момент времени. В
рассматриваемом эксперименте была известна дли-

на волны начальной точки диапазона сканирования,
так как используемый лазер с отключенной опцией
перестройки позволяет выставить начальную длину
волны с точностью 10−5 нм. Поэтому было доста-
точно выставить длину волны лазера с выключен-
ной опцией перестройки и начать сбор данных до
включения перестройки. В общем же случае, при
отсутствии описанной возможности лазера, можно
модернизировать установку, добавив третье плечо в
оптическую схему. В этом плече можно осуществить
гетеродинирование проходящего сигнала с каким-
либо эталонным источником излучения или же про-
пустить излучение через прибор с заведомо извест-
ными спектральными характеристиками, например,
волоконную брэгговскую решетку.
Логика перехода от временной зависимости ис-

ходных данных к частной заключается в следую-
щем: информация о длине волны λ0 в какой-либо
одной точке исходного массива данных дает нам
возможность вычислить период ИМЦ в окрестности
этой точки, TMZI(λ0), используя ранее полученную
зависимость TMZI(λ). Зная величину TMZI(λ0), мы
можем вычислить длину волны нескольких сосед-
них точек в пределах одного периода ИМЦ. Далее
необходимо вычислить период ИМЦ уже для новой
длины волны, λ1 = λ0 + TMZI(λ0), используя кото-
рый мы можем найти значения длин волн для точек,
соседних с λ1. Таким образом, мы имеем рекуррент-
ное соотношение

λi = λi−1 + TMZI(λi−1),

с помощью которого можно вычислить длину волны
для всех точек исходного массива данных и перейти
от временной зависимости к зависимости от длины
волны (частотной). Для реализации описанного пе-
рехода были написаны соответствующие оригиналь-
ные скрипты в пакете MATLAB. На рис. 4г приведе-
ны спектры пропускания микрорезонатора и ИМЦ
после обработки изложенным выше методом.
Точность определения положения собственных

частот микрорезонатора зависит от величины пе-
риода используемого ИМЦ и количества точек,
укладывающегося в этот период. Количество точек
зависит от соотношения между частотой дискрети-
зации АЦП и скоростью перестройки длины волны
лазерного источника. Оптимальная скорость скани-
рования должна быть выбрана из следующих со-
ображений: с одной стороны, скорость сканирова-
ния должна быть достаточно низкой, чтобы часто-
ты дискретизации АЦП хватало для четкой «про-
рисовки» синусоиды ИМЦ и пиков резонатора; с
другой стороны, слишком низкая скорость скани-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Измерение дисперсии интегрального микрорезонатора. а) Принципиальная схема эксперимен-
тальной установки: ИМЦ — ранее откалиброванный волоконный ИМЦ; — фотодетектор; АЦП — аналого-цифровой
преобразователь для сбора и записи данных. б) Фото общего вида экспериментальной установки. в) Вид в микроскоп
чипа и подводимых в его торец линзованных волокон (процесс юстировки): показаны интегральные резонаторы с меж-
модовым расстоянием 1 ТГц (вверху) и 150 ГГц (внизу). г) Экспериментальные данные для резонатора с межмодовым
расстоянием 150 ГГц после обработки: синяя линия — пропускание интегрального чипа с резонатором (спектр мод ре-
зонатора); красная — пропускание ИМЦ (на вставке более крупный масштаб). д–з) Экспериментальные результаты для
резонаторов с межмодовым расстоянием 150 ГГц (д,ж) и 1 ТГц (е, з): д и е — зависимости отступа по частоте μ-й
моды резонатора от центральной и аппроксимация экспериментальных данных линейной функцией, ж и з — вклады

дисперсии высших порядков в положения мод и аппроксимация квадратичной функцией

рования будет приводить к тому, что частотная
нестабильность перестраиваемого источника, свя-
занная с дрейфом частоты или же тепловыми эф-
фектами, приведет к сильным амплитудным шумам
снимаемых данных. В данной работе эксперимен-
тально определенная оптимальная скорость скани-
рования была около 2 нм/c, период использованно-
го ИМЦ для 1550 нм составлял 103.412 МГц. Та-
кой выбор обусловлен ограничением максимальной
частоты дискретизации используемого АЦП, кото-
рый для данных параметров системы мог обеспе-
чить около 10–12 точек на период синусоиды ИМЦ
(TMZI(λ)).

2.2. Результаты

На описанной экспериментальной установке с ис-
пользованием изложенной методики нами успеш-
но измерены спектры пропускания и определены
значения собственных частот интегральных микро-
резонаторов из нитрида кремния (Si3N4) с меж-
модовыми интервалами около 150 ГГц и 1 ТГц

(рис. 4в). Для дальнейшего расчета коэффициен-
тов D1 и D2 из соотношения (1) необходимо вы-
брать точку разложения — моду, на которой будет
накачиваться будущая гребенка. Для резонатора с
межмодовым интервалом 150 ГГц в качестве моды
отсчета μ = 0 была выбрана мода вблизи 1567 нм
(f0 = 191.32 ТГц), а с интервалом 1 ТГц — вблизи
1560 нм (f0 = 192.17 ТГц). После вычитания часто-
ты выбранной центральной моды f0 из положения
всех остальных была получена зависимость отступа
μ-й моды от центральной моды вида (рис. 4д, е)

Δf(μ) = fμ − f0,

а в соответствии с соотношением (1)

fμ − f0 =
D1

2π
μ+

D2

4π
μ2.

Следовательно, для вычисления коэффициентовD1

иD2 достаточно аппроксимировать полученную экс-
периментальную зависимость квадратичной функ-
цией. В связи с тем, что D1 � D2, удобнее сначала
найти D1 путем аппроксимации экспериментальной
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зависимости fμ−f0 линейной функцией, а затем вы-
числить D2, найдя квадратичное приближение для
зависимости fμ − f0 − (D1/2π)μ (рис. 4д).
На графике для резонатора с межмодовым рас-

стоянием в 150 ГГц отчетливо видны отклонения
экспериментальных точек от теоретической кривой,
определяемой квадратичной функцией, в районе
длин волн 1555, 1595 и 1615 нм. Данные отклоне-
ния связаны с влиянием на измеряемое семейство
мод микрорезонатора другого семейства мод с отли-
чающимся пространственным распределением поля
[40,43]. Наличие подобного влияния обусловлено на-
личием некоторых неоднородностей в микрорезона-
торе, связанных с особенностями процесса производ-
ства. Такие неоднородности уникальны для каждого
резонатора и, естественно, не учитываются в анали-
тическом выражении (1).
В результате проведенного эксперимента было

выяснено, что исследованные микрорезонаторы об-
ладают аномальной дисперсией. Для интегрального
микрорезонатора с предполагаемым межмодовым
расстоянием 150 ГГц на длине волны 1567 нм

D1/2π = 143.516± 0.005 ГГц,

D2/2π = 1.72± 0.02 МГц,

а для межмодового расстояния 1 ТГц на длине вол-
ны 1560 нм

D1/2π = 996.80± 0.07 ГГц,

D2/2π = 14.9± 0.8 МГц.

Погрешность расчета показателей D1 и D2 была
оценена с помощью метода складного ножа [44],
который заключается в поочередном отбрасывании
одной экспериментальной точки из расчета. Вели-
чина погрешности в случае измерения резонатора с
межмодовым расстоянием 1 ТГц выше, так как ко-
личество мод, укладывающихся в диапазон измере-
ния, существенно меньше, чем в случае резонатора
с межмодовым расстоянием 150 ГГц (10 мод в пер-
вом случае и порядка 70 мод во втором). Предлага-
емая методика может быть доработана для расчета
дисперсионных коэффициентов более высокого по-
рядка.

2.3. Верификация результатов измерения
дисперсионных характеристик

Верификация описанного метода была проведе-
на на примере микрорезонатора с межмодовым рас-
стоянием 150 ГГц путем сравнения полученных экс-
периментальных результатов с результатами чис-
ленных расчетов.

Был рассчитан спектр собственных мод микро-
резонатора методом конечных элементов (МКЭ) в
частотной области. В модель была заложена топо-
логия микрорезонатора с межмодовым расстоянием
150 ГГц с учетом всех погрешностей геометрических
размеров, связанных с неточностями производствен-
ного процесса, и использовалась зависимость по-
казателя преломления материалов с соответствую-
щими допусками, предоставленная производителем.
Измерение дисперсионных характеристик было про-
ведено для фундаментальной моды с горизонталь-
ным направлением вектора напряженности электри-
ческого поля (рис. 5а). Именно для этого семейства
были рассчитаны положения всех собственных час-
тот микрорезонатора в диапазоне 1500–1650 нм. Рас-
четы проводились в пакете COMSOL MultiPhysics,
обладающим проверенной высокой предсказатель-
ной способностью [45–47]. В результате численного
расчета с учетом погрешностей всех параметров для
каждой моды была определена некоторая область
частот, в которой, согласно теории, она должна рас-
полагаться.

Таким образом, теоретически был получен до-
верительный интервал для коэффициента D2/2π =

= 1.11–2.14 МГц (красная область на рис. 5б ). Экс-
периментально измеренное значение коэффициента
D2/2π = 1.72± 0.02МГц находится в хорошем соот-
ветствии с результатами численных расчетов.

В качестве дополнительной верификации было
проведено прямое сравнение полученных экспери-
ментальных результатов с уже зарекомендовавшим
себя методом измерения дисперсионных характери-
стик с использованием источника внешней эталон-
ной частотной гребенки, обладающим высокой точ-
ностью. Были измерены дисперсионные характери-
стики интегральных микрорезонаторов, топология
которых полностью повторяла топологию микроре-
зонаторов использованных в работе [48], где калиб-
ровка в процессе измерения проводилась с помощью
источника внешней оптической частотной гребенки,
используемого в качестве эталонного источника. Ко-
эффициенты D2/2π для данной топологии микроре-
зонатора, найденные с помощью предлагаемого ме-
тода и приведенные в работе [48], составили соответ-
ственно 1.26 МГц и 1.56 МГц. Отклонение резуль-
татов укладывается в погрешность, обусловленную
точностью процесса производства.
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Сравнение полученных экспериментальных результатов с результатами численного расчета
с помощью метода конечных элементов в частотной области. а) Распределение напряженности электрического по-
ля в поперечном сечении волновода для центральной моды f0 исследуемого пространственного семейства. б) Вклад
дисперсии высших порядков в положения мод. Синие точки — эксперимент, оценка D2/2π = 1.72 МГц. Красная
область — доверительный интервал численного расчета с учетом погрешностей технологического процесса производ-
ства и погрешности предоставленных нам зависимостей показателей преломления использованных материалов, оценка

D2/2π = 1.11–2.14 МГц

3. ГЕНЕРАЦИЯ СОЛИТОННОЙ
ЧАСТОТНОЙ ГРЕБЕНКИ В

ИССЛЕДУЕМЫХ МИКРОРЕЗОНАТОРАХ

Солитонная частотная гребенка возбуждалась
с использованием одного из ранее охарактеризо-
ванных микрорезонаторов с D1/2 = 143.516 ГГц,
D2/2π = 1.72 МГц, добротностью Q ≈ 2 · 106, соб-
ственной шириной линии κ0/2π = 106 МГц и шири-
ной линии, обусловленной связью, κc/2π = 75 МГц
(рис. 6 в). В качестве источника накачки использо-
вался одномодовый многочастотный лазерный диод
с резонатором Фабри –Перо, работающий в режиме
затягивания [2,11]. Работа в этом режиме, обеспечи-
вающем за счет обратного рэлеевского рассеяния на
поверхностных и объемных неоднородностях микро-
резонатора [49, 50] быструю обратную связь между
лазером и микрорезонатором, позволяет существен-
но стабилизировать частоту генерации и значитель-
но уменьшить ширину линии [2,30], причем не толь-
ко для одночастотных, но и для многочастотных ди-
одов [51]. Это дает возможность использовать для
генерации частотных гребенок и солитонов не тра-
диционно используемые узкополосные перестраива-
емые лазеры, достаточно дорогие и громоздкие, а
значительно более доступные и компактные лазер-
ные диоды [11,48, 52–54]. Более того, в случае гене-
рации гребенки при помощи затянутого лазерного
диода происходит компенсация нежелательных теп-
ловых эффектов [55,56], которые неизбежны при ге-
нерации с использованием внешнего лазера с опти-
ческим изолятором, что приводит к необходимости

применения специальных методик для их компенса-
ции [57–60].

Излучение лазерного диода в чип заводилось че-
рез торец (рис. 6 б ). С этой целью была изготов-
лена оригинальная оснастка, позволяющая разме-
стить термостабилизированный лазерный диод на
прецизионной шестикоординатной подаче. Как из-
вестно, эффект затягивания является крайне чув-
ствительным к фазе отраженной волны [11], поэто-
му помимо точного позиционирования лазерного ди-
ода в плоскости фотонного чипа и по вертикали к
нему требовалось с высокой точностью контролиро-
вать расстояние между торцами фотонного чипа и
лазерного диода. Для этого были использованы пье-
зоэлементы, позволяющие позиционировать диод с
точностью до 20 нм. Чип при этом был термостаб-
лилизован и располагался неподвижно на специаль-
но изготовленном держателе. К противоположно-
му торцу фотонного чипа было подведено кониче-
ское волокно. Выходной сигнал подавался на опти-
ческий анализатор спектра и детектор, подключен-
ный к электрическому анализатору спектра и осцил-
лографу (рис. 6 а). Таким образом, собранный экс-
периментальный стенд позволял одновременно по-
лучать информацию об оптическом спектре и элек-
трическом спектре выходного сигнала и тем самым
оценивать степень его когерентности. Как известно,
длина волны излучения лазерного диода растет с
увеличением тока. Таким образом, возбуждение ин-
тересующей нас моды микрорезонатора и затягива-
ние на нее лазерного диода происходило путем плав-
ного увеличения тока последнего. При попадании в
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область затягивания сначала наблюдается снижение
выходной мощности и характерное изменение опти-
ческого спектра выходного сигнала.
В случае многочастотного лазерного диода с ре-

зонатором Фабри –Перо наблюдается переход к од-
ночастотному режиму работы на частоте моды мик-
рорезонатора с дополнительным сужением линии
генерации [48, 51, 61]. Затем при условии оптималь-
ной фазы обратной волны путем дальнейшей под-
стройки тока можно увеличить отстройку и про-
наблюдать гиперпараметрическую генерацию. Как
правило, при увеличении отстройки сначала наблю-
дается «шумный» режим, затем бризерные состоя-
ния, и уже после можно достичь когерентного соли-
тонного состояния, которое характеризуется отсут-
ствием низкочастотных составляющих (ниже часто-
ты повторения солитонов) [32, 61]. Подобный спо-
соб генерации путем плавной перестройки тока лазе-
ра может быть реализован благодаря наличию эф-
фекта затягивания, обеспечивающим дополнитель-
ную стабилизацию системы лазер–микрорезонатор.
В случае использования для накачки оптически изо-
лированного внешнего лазера генерация солитона
плавной перестройкой частоты излучения не пред-
ставляется возможной и необходимо использовать
различного рода методики, например импульсную
модуляцию мощности [57] накачки для компенсации
влияния нежелательных тепловых эффектов.
На собранной экспериментальной установке с по-

мощью описанной выше методики мы успешно про-
наблюдали генерацию солитонной частотной опти-
ческой гребенки в ранее охарактеризованном мик-
рорезонаторе. Ток использованного лазерного дио-
да с резонатором Фабри –Перо мог варьироваться в
диапазоне 0–500 мА. Солитонная гребенка наблюда-
лась на токах около 300 мА, что соответствует при-
мерно 30 мВт в интегральном волноводе, при этом
измеренный порог гиперпараметрической генерации
(Pth) для данного микрорезонатора равен 14 мВт.
Как было упомянуто ранее, значение коэффици-

ента D2 напрямую влияет на спектральную ширину
генерируемой гребенки [32]. Ее огибающая в случае
односолитонного режима описывается следующим
выражением:

Pμ ∼ 2η2Pth
D2

κ
sech2

(
πμ

2

√
D2

2(ω0 − ω)

)
, (3)

где η = κc/(κ0+κc) — нормированный коэффициент
связи [0;1), κ = κc + κ0 — ширина линии нагружен-
ного микрорезонатора. Поправка к мощности цен-
тральной линии здесь не приводится ввиду громозд-
кости, но также может быть рассчитана аналитиче-

ски [32]. Отметим, что мощность линий гребенки (за
исключением центральной) не зависит от мощности
накачки при фиксированной отстройке.
Таким образом, дисперсия может быть измере-

на как по ширине гребенки (числу линий по уров-
ню 3 дБ),

Ncomb =
2

π

√
2(ω0 − ω)

D2
2 arcosh

(√
2
)
,

так и по суммарной мощности боковых линий (без
учета центральной линии),

Plines =
4η2Pth

κ

(
2

π

√
2(ω0 − ω)D2 −D2

)
.

Сравнение теоретически предсказанной на ос-
нове измеренных дисперсионных коэффициентов
огибающей частотной гребенки и эксперименталь-
но полученной частотной гребенки приведены на
рис. 6г. Ширина теоретически предсказанной гре-
бенки практически полностью совпала с шириной
экспериментально наблюдаемой, что свидетельству-
ет о точности измеренных дисперсионных характе-
ристик микрорезонатора и, следовательно, о кор-
ректности разработанной методики их определения.
Однако при этом спектр наблюдаемой гребенки вы-
глядит достаточно изрезанным в сравнении с глад-
кой расчетной огибающей, что приводит к тому,
что часть линий лежит под теоретической кривой, а
часть, наоборот, возвышается над ней. Мы полага-
ем, что подобные отклонения могут быть вызваны
рядом причин.
Во-первых, вероятно, что мы наблюдали мно-

госолитонное состояние, когда в микрорезонаторе
существует не один, а несколько солитонов одно-
временно. Подобное состояние вполне может быть
устойчивым и когерентным, т. е. с точки зрения низ-
кочастотных шумов многосолитонное и односоли-
тонное состояния не различимы. Многосолитонное
состояние как раз характеризуется изрезанной оги-
бающей оптического спектра, причем степень изре-
занности спектра зависит от взаимного расположе-
ния солитонов внутри микрорезонатора [32].
Во-вторых, в связи с тем, что накачка производи-

лась многочастотным лазерным диодом с резонато-
ром Фабри –Перо вполне возможно наличие Вернье
эффекта, когда некоторые подавленные продольные
моды лазерного диода совпадают с соответствующи-
ми модами резонатора (аналог многочастотной на-
качки). В этом случае может происходить усиление
отдельных линий гребенки, которые совпали по час-
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Генерация оптической частотной гребенки в режиме затягивания. а) Принципиальная схема экс-
периментальной установки для генерации гребенки при накачке лазерным диодом в режиме затягивания: ЛД — лазерный
диод; КД — контроллер лазерного диода (ток инжекции и термостабилизация); БФД — быстрый фотодетектор; ЭСА —
электрический анализатор спектра; ОСА — оптический анализатор спектра. б) Фото лазерного диода (ЛД), подведенного
в торец фотонного чипа (SiN); вид в микроскоп. в) Экспериментально измеренная накачиваемая мода микрорезонатора
в линейном режиме (синяя линия) и аппроксимация функцией Лоренца с учетом связи (красная штриховая линия) и
ее параметры. г) Экспериментально полученная солитонная частотная гребенка (синие линии) и огибающая (3), рассчи-
танная на основе измеренных параметров микрорезонатора (красная линия). Вставка: СВЧ-спектр выходного сигнала.

Отсутствие низкочастотных составляющих свидетельствует о высокой когерентности выходного сигнала

тоте с продольными модами лазерного диода в поло-
се его усиления. Аналогичный эффект был недавно
продемонстрирвон для генерации частотных гребе-
нок и платиконов в режиме затягивания в области
нормальной ДГС [62].
В-третьих, изрезанность огибающей оптической

гребенки может быть вызвана наличием неоднород-
ностей в микрорезонаторе, приводящих к взаимо-
действию мод разных семейств, наличие которых
подтверждается неоднородностью эксперименталь-
но измеренной дисперсионной кривой (см. рис. 5б ).

4. ВЫВОДЫ

Таким образом, авторами разработан и испытан
оригинальный метод экспериментального опреде-
ления дисперсионных характеристик оптических
микрорезонаторов и подробно описан способ его
реализации. Рассмотренный метод, основанный
на применении интерферометра Маха –Цендера
в качестве калибровочного инструмента, отли-
чается своей универсальностью с точки зрения
диапазона измерений, доступностью и высоким
уровнем точности. Помимо этого, данный метод

подходит для измерения дисперсионных характе-
ристик интегральных микрорезонаторов с большим
межмодовым расстоянием, что успешно было
продемонстрировано на примере измерения ДГС
высокодобротных микрорезонаторов из нитрида
кремния с межмодовыми расстояниями 1 ТГц и
150 ГГц. Точность метода была подтверждена как
численно, путем сравнения измеренных параметров
с результатами, полученными численно с помощью
метода конечных элементов, так и эксперименталь-
но, посредством анализа спектра возбужденной
лазерным диодом солитонной гребенки при эф-
фекте затягивания. Параметры огибающей спектра
частотной гребенки полностью совпали с аналитиче-
ской оценкой на основе измеренных дисперсионных
параметров микрорезонатора.
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Вне рамок дипольного приближения для оператора контактного перехода построен нерелятивистский
вариант квантовой теории процесса неупругого расщепления жесткого рентгеновского фотона на два
фотона атомным ионом.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Экспериментальному и теоретическому исследо-
ванию фундаментальных процессов нерезонансного
кратного комптоновского рассеяния фотона свобод-
ным электроном посвящено большое количество ра-
бот (см., например, [1–7]). В недавней работе авто-
ров [8] проведено теоретическое исследование про-
цесса нерезонансного двойного комптоновского рас-
сеяния фотона атомным ионом. Этот процесс был
нами интерпретирован (см. также [6]) как неупругое
(ион переходит в возбужденное состояние) расщеп-
ление фотона на два фотона атомным ионом. Та-
кая общая интерпретация обусловлена тем, что при
неупругом рассеянии фотона многоэлектронной си-
стемой лишь часть парциальных амплитуд вероят-
ности перехода (диаграмм Фейнмана) соответству-
ет временной последовательности комптон-эффект
(в момент времени t1) [9, 10] и последующее тор-
мозное излучение второго фотона (в момент вре-
мени t2), t1 < t2 (рис. 1b). В самом деле, напри-
мер, диаграмму Фейнмана на рис. 1а естественно
интерпретировать как амплитуду вероятности ло-
кального двойного тормозного излучения сплош-
ным спектром возбужденного состояния атомного
иона в момент времени t2. В данной работе мы до-
полняем результаты [8] выходом за рамки диполь-
ного приближения для оператора контактного пере-
хода, учитываем следующий порядок приближения

* E-mail: amnrnd@mail.ru

Рис. 1. Амплитуда вероятности процесса (AM — a; BM —
b) неупругого расщепления фотона на два фотона атом-
ным ионом Ne8+ в представлении диаграмм Фейнмана.
Стрелка вправо — электрон сплошного спектра, стрелка
влево — вакансия. Двойная линия — состояние получено
в хартри-фоковском поле 1s-вакансии. Черный (светлый)
кружок — вершина взаимодействия по оператору радиаци-
онного (контактного) перехода: ω (ωn, n = 1, 2) — падаю-
щий (рассеянный) фотон: ω ≥ I1s. Направление времени —

слева-направо (t1 < t2)

Тамма –Данкова (число частиц в рассечениях диа-
грамм Фейнмана N ≤ 3) и даем более детальное
изложение теории процесса.
В качестве объекта исследования взят гелиопо-

добный атом неона (Ne8+, заряд ядра иона Z =

= 10, конфигурация и терм основного состояния
[0] = 1s2

[
1S0

]
). Следует ожидать, что полученные

результаты будут широко востребованы, в частнос-
ти, в физике магнитной термоядерной плазмы (см.,
например, [11, 12]) и при интерпретации фоновых
(континуальных) структур спектров эмиссии гелио-
подобных ионов от горячих астрофизических объек-
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тов (см., например, [13, 14]).

2. ТЕОРИЯ

Рассмотрим процесс неупругого расщепления
фотона на два фотона электронами иона Ne8+:

ω + [0] →
{
K1

K2

}
→ 1sεp

(
1P1

)
+ ω1 + ω2, (1)

K1 = 1sxp
(
1P1

)
, (2)

K2 = 1sxs
(
1S0

)
+ ωn, n = 1, 2. (3)

В (1) и далее принята атомная система единиц
(me = e = � = 1), ω (ωn) — энергия падающего
(рассеянного) фотона, ω ≥ I1s, I1s — энергия поро-
га ионизации 1s-оболочки иона и x (ε) — энергия
электрона сплошного спектра промежуточного (ко-
нечного) состояния рассеяния. Учет возбужденных
состояний дискретного спектра энергий — предмет
отдельного рассмотрения.

2.1. Амплитуда AM

Амплитуда вероятности перехода по каналу рас-
щепления (2) в третьем порядке (по постоянной тон-
кой структуры) нерелятивистской квантовой теории
возмущений принимает вид (рис. 1a)

AM =
∑

M ′=−1,0,1

∞∫
0

dx

〈
0
∣∣∣R̂∣∣∣Φ〉〈

Φ
∣∣∣Ĉ∣∣∣X〉

ω − I1s − x+ iγ1s
, (4)

|0〉 = [0]⊗ â+ω |0ph〉 , (5)
|Φ〉 = ∣∣1sxp (1P1

)
,M ′〉⊗ |0ph〉 , (6)

|X〉 = ∣∣1sεp (1P1

)
,M

〉⊗ â+ω1
â+ω2

|0ph〉 , (7)

R̂ = −1

c

N∑
m=1

(
p̂m · Âm

)
, (8)

Ĉ =
1

2c2

N∑
m=1

(
Âm · Âm

)
, (9)

Âm =
∑
k

∑
ρ=1,2

ekρ

(
â+kρe

−i(k·rm)+â−kρe
i(k·rm)

)
. (10)

В (4)–(10) определены полные волновые функ-
ции начального (|0〉), промежуточного (|Φ〉) и ко-
нечного (|X〉) состояний рассеяния в одноконфигу-
рационном приближении Хартри –Фока, M ′ (M) —
проекция полного момента промежуточного (конеч-
ного) состояния системы «ион ⊗ электрон», |0ph〉 —
волновая функция фотонного вакуума квантовой
электродинамики, â+ (â−) — оператор рождения
(уничтожения) фотона и γ1s = Γ1s/2, где Γ1s —

естественная ширина распада 1s-вакансии атомного
иона. Переход |0〉 → |Φ〉 реализуется через R̂-опе-
ратор радиационного поглощения, где c — скорость
света в вакууме, p̂m — оператор импульсаm-го элек-
трона атомного иона, Âm — оператор электромаг-
нитного поля (в момент времени t = 0) в представ-
лении вторичного квантования, rm — радиус-вектор
m-го электрона атомного иона, ekρ (k) — вектор по-
ляризации (волновой вектор) фотона и N — чис-
ло электронов в атомном ионе. Переход |Φ〉 → |X〉
реализуется через нелинейный по электромагнитно-
му полю Ĉ-оператор контактного взаимодействия.
В данной статье Ĉ-оператор рассмотрен вне рамок
дипольного приближения с использованием разло-
жения экспоненты по сферическим функциям (фор-
мула Рэлея). Для R̂-оператора принято дипольное
приближение (exp [i (k · rm)] → 1). В самом деле, на-
пример, при ω = 6.4 кэВ отношение длины волны
падающего фотона (λω = 1.94 Å) к среднему радиу-
су 1s-оболочки иона Ne8+ (〈r1s〉 = 0.08 Å) удовле-
творяет критерию применимости дипольного при-
ближения (λω/ 〈r1s〉 � 1). Тогда методами алгебры
операторов рождения (уничтожения) фотонов, тео-
рии неприводимых тензорных операторов и теории
неортогональных орбиталей (физическое и матема-
тическое содержание этих методов см., например,
в [15] и ссылки в ней) для (4) получаем

AM = ξ (e1 · e2)C(1)
M (eω)G, (11)

где суммирование поM проведено с учетом символа
Кронекера –Вейерштрасса в 3j-символе Вигнера:(

1 0 1

−M ′ 0 M

)
= (−1)

1−M ′ 1√
3
δMM ′ . (12)

В (11) определены структуры:

ξ = −i 2√
6

(
2π

V

)3/2 〈1s0|1s+〉√
ωω1ω2

, (13)

G =

∞∫
0

dx ·Δ (x) J (x) , (14)

Δ (x) =
x+ I1s

ω − I1s − x+ iγ1s
, (15)

J (x) = 〈1s0|r̂|xp+〉 〈xp+|j0 (qr)|εp+〉 , (16)

и обозначено: V — объем квантования электромаг-
нитного поля, eω(en) — вектор поляризации пада-
ющего (рассеянного) фотона, C(1)

M — сферическая
функция, j0 (qr) = (1/qr) sin (qr) — сферическая
функция Бесселя первого рода порядка нуль, q =

= |k1 + k2| и kn — волновые векторы рассеянных
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фотонов. В (16) и далее для одноэлектронного опе-
ратора дипольного перехода использована «форма
радиуса» (r̂). Возможное расхождение форм радиу-
са и скорости в одноконфигурационном приближе-
нии Хартри –Фока при сохранении аналитической
структуры R̂-оператора радиационного перехода в
виде (8) может быть практически снято, например,
учетом корреляций приближения случайных фаз с
обменом. Решение этой задачи — предмет отдель-
ного рассмотрения. Индексы «0» и «+» определены
для радиальных частей волновых функций электро-
нов, полученных решением уравнений самосогласо-
ванного поля Хартри –Фока для конфигураций на-
чального ([0]) и конечного ([1s+]) состояний иона.
Таким образом, используемый нами при построе-
нии амплитуд вероятности переходов метод неорто-
гональных орбиталей позволяет учесть эффект ра-
диальной релаксации волновых функций электро-
нов в хартри-фоковском поле 1s-вакансии. Для (14)
согласно первой обобщенной теореме о среднем для
несобственного интеграла первого рода [16] имеем

G ∼= Δ (ε)

∞∫
0

dxJ (x) , ε ∈ [0;∞) . (17)

Аналогом преобразования (17) является широ-
ко используемое, прежде всего для качественных
оценок матричных элементов оператора перехода в
теории многофотонной ионизации атома (атомного
иона) [17], приближение Бебба – Голда [18], где вели-
чина ε играет роль «средней частоты». Тогда, учи-
тывая условие полноты набора промежуточных со-
стояний перехода

∞∑
n

|np+ (r)〉 〈np+ (r′)| +

+

∞∫
0

|xp+ (r)〉 〈xp+ (r′)| dx = δ (r − r′) (18)

и пренебрегая вкладом суммы по возбужденным со-
стояниям дискретного спектра (np+, n ≥ 2) для (11),
получаем окончательно:

AM = ξΔ (ε) 〈1s0|r̂j0 (qr)|εp+〉 ×
× (e1 · e2)C(1)

M (eω) . (19)

При построении (19) мы не учитывали вклад
xp+-состояний сплошного спектра через j2-функ-
цию Бесселя, поскольку, как показал расчет, выпол-
нено неравенство

〈1s0|r̂j0 (qr)|εp+〉 � 〈1s0|r̂j2 (qr)|εp+〉 . (20)

2.2. Амплитуда BM

Амплитуда вероятности перехода по каналу рас-
щепления (3) принимает вид (рис. 1b)

BM =
∑
n=1,2

∞∫
0

dx

〈
0
∣∣∣Ĉ∣∣∣Ψn

〉〈
Ψn

∣∣∣R̂∣∣∣X〉
ω − I1s − ωn − x+ iγ1s

, (21)

Ψn =
∣∣1sxs (1S0

)
, M ′ = 0

〉⊗ â+ωn
|0ph〉 . (22)

Проводя аналогичные предыдущим построения,
получаем

BM = −2iξ (Q12 +Q21) , (23)

Q12 =
√
2εΛ1

(eω · e1)
ω−I1s−ω1−ε+iγ1sC

(1)
M (e2) , (24)

Λn = 〈1s0|j0 (qnr)|εs〉 . (25)

В (25) qn = |kω − kn|, kω — волновой вектор па-
дающего фотона, и аналитическая структура ради-
альной части волновой функции электрона сплош-
ного спектра промежуточного состояния перехода,

|εs〉 = |εs+〉 − α |1s0〉 − β |1s+〉 , (26)

α =
a0 − aa+
1− a2

, β =
a+ − aa0
1− a2

, (27)

a0 = 〈1s0|εs+〉 , a+ = 〈1s+|εs+〉 ,
a = 〈1s0|1s+〉 ,

(28)

установлена процедурой ортогонализации по Гра-
му –Шмидту [19] из требования выполнения ра-
венств

〈1s0|εs〉 = 0, 〈1s+|εs〉 = 0. (29)

При расчете интеграла 〈xs+|r̂|εp+〉 в (21) для
радиальных частей волновых функций электронов
сплошного спектра принято приближение плоских
волн: |x〉 ∼= (

2/π2x
)1/4

sin
(
r
√
2x

)
. Как результат, ин-

тегрирование в (21) проведено с учетом δ-функции
Дирака в структуре:

(x− ε) 〈xs+|r̂|εp+〉 ∼= i
√
2x δ (x− ε) , (30)

где отброшено главное значение несобственного ин-
теграла в смысле Коши. Выход за рамки прибли-
жения плоских волн, например, в одноконфигу-
рационном приближении Хартри –Фока существен-
но усложняет аналитические структуры интегра-
лов перехода между двумя сплошными спектрами
(см. [20] и ссылки в ней) и является предметом
отдельного рассмотрения. При построении (23) мы
не учитывали вклад xd-состояний сплошного спек-
тра промежуточного состояния перехода 1sxd

(
1D2

)
29
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через j2-функцию Бесселя, поскольку, как показал
расчет, выполнено неравенство

〈1s0|j0 (qnr)|εs+〉 � 〈1s0|j2 (qnr)|εd+〉 . (31)

Физическая интерпретация амплитуд вероятно-
сти процесса (1) в представлении диаграмм Фей-
нмана дана на рис. 1. Учет лишь этих диаграмм
обусловлен принятым нами приближением Там-
ма –Данкова [21, 22]. В этом приближении в нашем
случае учитываются лишь диаграммы Фейнмана с
учетом числа «частиц» (фотоны, электроны, вакан-
сии) в рассечениях, не превышающих фиксирован-
ного значения N0 = 3.

2.3. Дифференциальное сечение

Установим аналитическую структуру диффе-
ренциального сечения процесса (1). Просуммируем
квадрат результирующей амплитуды вероятности
процесса (AM +BM ) по проекциям полного момента
конечного состояния рассеяния (J = 1) и усредним
по проекциям полного момента начального состоя-
ния иона (J = 0). Учтем теорему сложения сфери-
ческих функций:

∑
M

C
(1)∗
M (ei)C

(1)
M (ej) = �1 (ei · ej) , (32)

где «∗» — символ комплексного сопряжения и
�1 — сферический ортогональный полином Лежанд-
ра первого рода первой степени (�1 (x) = x). Тогда,
следуя «золотому правилу» Ферми, в приближении
нулевой ширины распада 1s-вакансии (γ1s → 0) для
четырежды дифференциального сечения получаем

d4σ

dω1 dω2 dΩ1 dΩ2
≡ σ(4) = ϕr20

ω1ω2

ω
D, (33)

D = μS2 + η1S
2
1 + η2S

2
2 + 2χS1S2, (34)

S =

(
1− ω

ω1 + ω2

)
〈1s0|r̂j0 (qr)|εp+〉 , (35)

S1 =
√
2εΛ1/ω2, (36)

S2 =
√
2εΛ2/ω1, (37)

ε = ω − I1s − ω1 − ω2. (38)

В (33) определены: Ωn — пространственный угол
вылета рассеянного фотона, безразмерный множи-
тель ϕ =

(
αr0∈/π2a0

) 〈1s0|1s+〉2, α — постоянная
тонкой структуры, r0 — классический радиус элект-
рона, a0 — радиус Бора, ∈ = 27.21 и поляризацион-
ные множители:

μ = (e1 · e2)2 , (39)

ηn = (eω · en)2 , (40)
χ = (e1 · e2) (eω · e1) (eω · e2) . (41)

В (34) слагаемое 2χS1S2 описывает внутрика-
нальную интерференцию по BM -амплитуде вероят-
ности перехода при круговой замене ω1 → ω2 и ω2 →
→ ω1. Интерференция амплитуд вероятности кана-
лов расщепления (2) и (3) в приближении γ1s → 0

отсутствует, поскольку

lim
γ1s→0

(A∗
MBM +AMB

∗
M ) = 0. (42)

В дипольном приближении для Ĉ-оператора
имеем j0 → 1 ⇒ Λn → 0. Как результат, ампли-
туда вероятности перехода BM (рис. 1b) обращает-
ся в нуль, и мы возвращаемся к результатам рабо-
ты [8]. Обращение BM в нуль при j0 → 1 (jn → 0,
n ≥ 1) воспроизводит известный результат теории
однократного нерезонансного комптоновского рас-
сеяния фотона атомом (атомным ионом) [9].
Сечение (33) представляет собой общее выра-

жение для любых схем эксперимента с линейно-
поляризованными падающим (ω) и рассеянными
(ωn) фотонами. Как и в работе [8], ограничим-
ся (простейшим) случаем аксиально-симметричного
(относительно волнового вектора падающего фо-
тона) вылета рассеянных фотонов. В этом случае
η1 = η2 ≡ η. Тогда поляризационные множители
в (39), (40) и (41) принимают вид в соответствии с
тремя схемами предполагаемого эксперимента:
1. ⊥-схема (векторы eω и en перпендикулярны

плоскости рассеяния):

μ⊥ = η⊥ = χ⊥ = 1, (43)

2. ‖-схема (векторы eω и en параллельны плос-
кости рассеяния):

μ‖ = cos2 (2θ) , (44)

η‖ = cos2 θ, (45)

χ‖ = cos (2θ) cos2 θ. (46)

3. Неполяризованные фотоны:

μ =
1

2

(
μ⊥ + μ‖

)
, (47)

η =
1

2

(
η⊥ + η‖

)
, (48)

χ =
1

2

(
χ⊥ + χ‖

)
. (49)

Здесь θ — угол рассеяния (угол между волновы-
ми векторами падающего и рассеянного фотонов) и
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Рис. 2. Четырежды дифференциальное сечение (а — по
амплитудам вероятности AM и BM ; b — лишь по ам-
плитуде вероятности BM ) неупругого расщепления фото-
на на два фотона атомным ионом Ne8+. Энергия пада-
ющего фотона �ω = 6.4 кэВ, энергия порога ионизации
1s2-оболочки I1s = 1.195 кэВ, μ = η = χ = 1 (⊥-схема

предполагаемого эксперимента), θ = 90◦

плоскость рассеяния проходит через волновые век-
торы фотонов. Параметр η из (48) формально мате-
матически воспроизводит параметр угловой анизот-
ропии упругого томсоновского, аномально-диспер-
сионного (рэлеевского) [23, 24] и неупругого нерезо-
нансного комптоновского [9, 10] рассеяния неполя-
ризованного фотона электронами атома (атомного
иона).
В работе [8] показано, что в дипольном прибли-

жении для Ĉ-оператора σ(4) → 0 при ω → ∞ и
при ω1 + ω2 → 0 отсутствует так называемая «ин-
фракрасная расходимость» [10] сечения расщепле-
ния. Выход за рамки дипольного приближения для
Ĉ-оператора не изменяет этих утверждений при до-
полнительном формально математическом требова-
нии к структуре BM -амплитуды вероятности рас-
щепления: γ1s → 0, но γ1s > 0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Результаты расчета приведены на рис. 2, 3.
Для параметров сечения (33) приняты значения
I1s = 1.195 кэВ (релятивистский расчет работы [8])
и ω = 6.4 кэВ (энергия Kα-линии эмиссии атома же-
леза).
Результаты расчета полного сечения расщепле-

ния (33) на рис. 2a демонстрируют симметрию се-
чения относительно прямой ω1 = ω2 на плоскости
(ω1;ω2). Такая симметрия обусловлена инвариант-
ностью функций S, Sn и ε относительно круговой
замены ω1 → ω2 и ω2 → ω1. «Обрыв» сечения на
прямой ω1 + ω2 = ω − I1s обусловлен требовани-

Рис. 3. Результирующие (по амплитудам вероятности AM

и BM ) индикатрисы рассеяния для атомного иона Ne8+ с
полярным радиусом ρ = σ(4) и полярным углом θ при фик-
сированных значениях энергий падающего (�ω = 6.4 кэВ)
и рассеянных (�ω1 = �ω2 = 1.5 кэВ (а) и 2.5 кэВ (b)) фото-
нов. Схемы предполагаемого эксперимента: ⊥ (сплошная
кривая), ‖ (штрихпунктирная кривая), неполяризованные

фотоны (пунктирная кривая)

ем положительности энергии электрона сплошного
спектра ε ≥ 0 ⇒ ω1 + ω2 ≤ ω − I1s. Как и следовало
ожидать, выход за рамки дипольного приближения
для Ĉ-оператора приводит к появлению ненулево-
го вклада в сечение расщепления от BM -амплитуды
вероятности перехода (рис. 2b). Однако, как в длин-
новолновой (ωn ∼ 1.5 кэВ ⇒ λn ∼ 8.27 Å), так и
в коротковолновой (ωn ∼ 2.5 кэВ ⇒ λn ∼ 4.96 Å)
областях энергий ωn-фотонов вклад BM -амплитуды
исчезающе мал (подавляется значениями энергий
ωn-фотонов и малостью амплитуд Λn в (36) и (37))
и практически сохраняется симметрия результиру-
ющей индикатрисы рассеяния во взаимно перпенди-
кулярных направлениях расщепления θ = 0◦, 180◦ и
θ = ±90◦ (рис. 3). При этом заметим, что в ‖-схе-
ме предполагаемого эксперимента для углов рассея-
ния θ = 45◦, 135◦ поляризационный множитель μ‖ =

= 0 и ненулевое значение сечения расщепления (33)
определяется лишь BM -амплитудой вероятности пе-
рехода без вклада внутриканальной интерференции
(η‖ = 1/2, χ‖ = 0).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулирована нерелятивистская квантовая
теория процесса неупругого расщепления фотона
на два фотона атомным ионом. Результаты рабо-
ты [8] дополнены выходом за рамки дипольного
приближения для оператора контактного перехода
и учетом следующего порядка приближения Там-
ма –Данкова для числа «частиц» N0 = 3 в рассече-
ниях диаграмм Фейнмана. Теория допускает моди-
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фикацию, в частности, заменой δ-функции Дирака
в «золотом правиле» Ферми на спектральную функ-
цию Гаусса –Лапласа для учета ненулевой ширины
спектрального разрешения эксперимента. Переход к
приближению Тамма –Данкова для числа «частиц»
N0 = 4 в рассечениях диаграмм Фейнмана и, как ре-
зультат, учет процессов нелокального двойного тор-
мозного излучения сплошным спектром возбужден-
ных состояний иона является предметом будуще-
го развития теории. При этом диаграммы Фейн-
мана для амплитуд вероятности процессов «по–
времени–назад» (спонтанное рождение «частиц» до
момента времени поглощения падающего фотона
ионом) в приближении Тамма –Данкова игнориру-
ются [21, 22]. Можно предположить (см. также [8]),
что уровень спектрального разрешения современ-
ных экспериментов с рентгеновским лазером на
свободных электронах (XFEL) Γbeam

∼= 0.15–0.44 эВ
[25, 26], достигнутые значения средней яркости па-
дающего на ион XFEL-излучения (число фотонов
в лазерном пульсе) N ∼= 1012–1014 [27, 28] и мето-
ды получения многозарядных атомных ионов в га-
зовой фазе, удерживаемых в ионных «ловушках»
(см., например, [29–31]), позволят проверить пред-
сказываемые в данной работе теоретические резуль-
таты. Наконец, заметим следующее. Исследованный
нами «эффект расщепления» по лидирующей амп-
литуде вероятности перехода (рис. 1a) носит ха-
рактер локального двойного тормозного излучения
сплошным спектром возбужденных состояний атом-
ного иона и не имеет отношения к эффекту двой-
ного тормозного излучения налетающим свободным
электроном в электрическом поле атома (атомного
иона) (см. [32–36] и ссылки в них).
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Представлены результаты численного моделирования по выходу перспективной ядерной реакции синтеза
11B(p, 3α) и реперной ядерной реакции 11B(p, n)C11, инициируемых с помощью мощного пикосекундно-
го лазерного излучения с интенсивностью 2 · 1018 Вт/см2. Численное моделирование взаимодействия
лазерного импульса с первичной алюминиевой мишенью проводилось в двумерной xz-версии PIC-кода
(particle in cell) KARAT. Моделирование было разделено на два этапа. На первом этапе вычислялся
поток протонов с тыльной стороны алюминиевой мишени, на которую падал лазерный импульс. На вто-
ром этапе выполнялось моделирование реакций 11B(p, 3α) и 11B(p, n)C11 при взаимодействии пучка
протонов с мишенью из бора. Результаты расчетов показали, что полный выход альфа-частиц равен
Nα = 7.2 · 108, количество альфа-частиц с энергией больше 0.5 МэВ, попадающих на детектор, равно
2 ·107, что составляет 2.8% от их полного выхода, при этом полный выход нейтронов составил величину
Y n = 105. Результаты численного моделирования по выходу альфа-частиц и нейтронов за импульс в
реакциях 11B(p, 3α) и 11B(p, n)C11 достаточно хорошо совпадают с экспериментальными результатами.

DOI: 10.31857/S0044451022070045
EDN: ECYRJU

1. ВВЕДЕНИЕ

Перспективность бор-водородной смеси как тер-
моядерного топлива, обладающего важными пре-
имуществами — малым количеством генерируемых

* E-mail: vpkrainov@mail.ru

нейтронов с невысокой энергией и дешевизной, вот
уже почти полвека обсуждается в научной печа-
ти [1, 2].

Активность исследования ядерной реакции
11B(p, 3α) значительно возросла после проведения
экспериментальных исследований, начало которым
положила работа 2005 г. [3]. В этой работе впервые в
лазерной плазме был получен выход альфа-частиц
в результате протекания реакции 11B(p, 3α). Экс-
перимент был проведен на лазерной установке при
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интенсивности излучения 2 · 1018 Вт/см2. Выход
альфа-частиц был зафиксирован на уровне 103 в
1 ср.
Первыми после 2005 г. экспериментами в этом

направлении были исследования на лазерной уста-
новке Pico 2000 в лаборатории LULI (Laboratorie
d‘Utilisation des Lasers Intenses) [4]. Установка для
исследования реакции 11B(p, 3α) позволяет синхро-
низовать два лазерных пучка, фокусируя их в одной
вакуумной камере. Целью работы [4] была демон-
страция научного прогресса в осуществлении без-
нейтронного синтеза. Лазерное излучение первого
лазера с энергией в импульсе 400 Дж на длине вол-
ны 0.53 мкм при длительности импульса 1.5 нс и
пиковой интенсивности излучения 6 · 1014 Вт/см2

фокусировалось на поверхность мишени из бора и
вызывало образование плазмы. Лазерное излучение
второго лазера с энергией 20 Дж, длиной волны
0.53 мкм, длительностью импульса 1 пс и интенсив-
ностью 6 · 1018 Вт/см2 генерировало в тонкой алю-
миниевой фольге быстрые протоны. Протоны взаи-
модействовали с ионами бора плазмы, образованной
излучением первого лазера.
При оптимальной задержке между импульсами

двух лазеров 1.2 нс выход альфа-частиц достигал
максимального значения около 107 в 1 ср за лазер-
ный импульс.
Следующим по значимости и по рекордному вы-

ходу альфа-частиц следует считать эксперименты,
проведенные международным коллективом ученых
из Чехии, Италии и Польши на одном из мощней-
ших лазеров Европы «Астерикс» [5], предназначен-
ным для научных исследований и расположенном в
Праге — PALS (Prague Asterix Laser System). В этих
экспериментах был получен выход альфа-частиц в
реакции 11B(p, 3α) около 109 в 1 ср за лазерный
импульс. Параметры лазерного излучения в этих
экспериментах: энергия импульса 500 Дж, длитель-
ность импульса порядка 0.3 нс, диаметр пятна фоку-
сировки 80 мкм. Научная значимость этих экспери-
ментов заключается также в том, что использовался
лазер умеренной мощности (2 ТВт) и интенсивно-
сти (3·1016 Вт/см2). В следующих экспериментах на
этой установке удалось увеличить выход альфа-час-
тиц до 1010 в 1 ср за один лазерный импульс [6] за
счет оптимизации мишени.
В статье [7] представлены предварительные ре-

зультаты по генерации альфа-частиц с использо-
ванием пикосекундного высокоинтенсивного лазе-
ра петаваттного класса. Эксперимент проводился в
Институте лазерной техники в Осаке (Япония). Ла-
зерный импульс фокусировался на тонкой пластико-

вой фольге для генерации пучка протонов с тыль-
ной стороны мишени на основе известного механиз-
ма TNSA (target normal sheath acceleration). Пучок
протонов падал на мишень из нитрида бора, гене-
рируя альфа-частицы в результате ядерной реакции
11B(p, 3α). Генерировались альфа-частицы с энерги-
ями 8–10 МэВ и с выходом около 5 · 109 в ср.
Важно отметить, что в работах [4–6] для получе-

ния максимального выхода альфа-частиц использо-
вали предварительно созданную плазму. В статье [4]
для этой цели использовалось лазерное излучение
дополнительного лазера, а в статьях [5, 6] — излу-
чение предымпульса основного лазерного импульса.
Для получения максимального выхода альфа-час-
тиц в работе [4] подбирали оптимальную временную
задержку между первым лазерным импульсом и ос-
новным импульсом, а в работах [5, 6] подбирали ве-
личину и длительность предымпульса. В работе [4]
показано, что при изменении длительности времен-
ной задержки между импульсом наносекундного ла-
зера, который создает предварительную плазму, и
основным пикосекундным лазерным импульсом из-
меняется количество альфа-частиц.
В следующей статье этих авторов [8] было пока-

зано, что в случае воздействия на мишень из бо-
ра только одного лазерного импульса с повышен-
ной интенсивностью до уровня 1019 Вт/см2 был за-
регистрирован значительный выход альфа-частиц.
В экспериментах [8] лазерное излучение (энергия
12 Дж, длина волны 1.056 мкм, длительность им-
пульса 350 фс, интенсивность 1019 Вт/см2) генери-
ровало в тонкой алюминиевой фольге быстрые про-
тоны, которые взаимодействовали с ионами бора ми-
шени. Таким образом, как при воздействии быстрых
протонов на предварительно созданную плазму, так
и при воздействии быстрых протонов на твердотель-
ную мишень регистрируется значительное количест-
во альфа-частиц.
Во всех перечисленных выше работах [3–8] оста-

вался нерешенным вопрос о полном выходе аль-
фа-частиц в результате инициирования реакции
11B(p, 3α), так как регистрируются только те альфа-
частицы, которые вышли либо из предварительно
созданной плазмы [4–6], либо из твердотельной ми-
шени [3,8]. При этом нет информации, сколько аль-
фа-частиц не смогло выйти из плазмы или из глу-
бины мишени.
Для решения этой проблемы в работе [9] пред-

ложен новый метод измерения абсолютного выхода
альфа-частиц в реакции 11B(p, 3α), основанный на
одновременном измерении количества нейтронов в
реперной ядерной реакции 11B(p, n)11C.
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Рис. 1. Детальное изображение расположения трековых детекторов, Al-фольги и мишени из бора

В работе [10] приведены экспериментальные ре-
зультаты по исследованию реакции 11B(p, 3α) одно-
временно с реперной реакцией 11B(p, n)11C при ин-
тенсивности лазерного излучения 2 · 1018 Вт/см2.
Это позволило оценить полное количество аль-
фа-частиц в 109 частиц в 4π ср.

Также необходимо отметить, что в работах
[3–6,8, 9] для анализа полученных эксперимен-
тальных результатов не использовалось численное
PIC-моделирование ядерной реакции синтеза
11B(p, 3α) в мишенях из бора. Предварительные
результаты PIC-моделирования ядерной реак-
ции синтеза 11B(p, 3α) представлены только в
работах [7, 10].

Кроме того, во всех представленных работах не
использовалось численное PIC-моделирование ядер-
ной реакции 11B(p, n)11C в мишенях из бора.

Но PIC-моделирование ядерных реакций
11B(p, 3α) и 11B(p, n)11C исключительно важно,
поскольку позволяет понять основные механизмы,
связанные с генерацией быстрых протонов, аль-
фа-частиц и нейтронов, с процессами распростра-
нения альфа-частиц в мишени из бора и позволяет
адекватно интерпретировать экспериментальные
результаты.

В связи с этим в настоящей работе представле-
ны результаты PIC-моделирования ядерных реак-
ций 11B(p, 3α) и 11B(p, n)11C при интенсивности ла-
зерного излучения 2 · 1018 Вт/см2.

2. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ СХЕМЫ И
РЕЗУЛЬТАТОВ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

В связи с тем, что численное моделирование
ядерных реакций 11B(p, 3α) и 11B(p, n)11C проводи-
лось в соответствии со схемой экспериментов [10],
в этом разделе представим краткое описание и ре-
зультаты этой работы.
Эксперименты проводились на 10 ТВт пикосе-

кундной лазерной установке. Лазерная установка
имеет следующие параметры лазерного импульса:
энергия до 10 Дж, длина волны 1.055 мкм, длитель-
ность 1.5 пс. Система фокусировки на основе внеосе-
вого параболического зеркала с фокусным расстоя-
нием 20 см обеспечивает концентрацию не менее
30% энергии лазерного пучка в пятно диаметром
10 мкм и, соответственно, пиковую интенсивность
2 · 1018 Вт/см2.
Генерируемое лазерное излучение установки ха-

рактеризуется наличием предымпульсов двух ти-
пов: пикосекундной и наносекундной длительности.
Первый предымпульс возникает за 14 нс до основ-
ного импульса, имеет длительность 1.5 пс и кон-
траст более 107 по отношению к основному импуль-
су. Второй предымпульс является импульсом уси-
ленной спонтанной эмиссии. Длительность второго
предымпульса на полувысоте составляет 4 нс, при
этом контраст более 108.
Для регистрации альфа-частиц, генерируемых

в результате инициирования ядерной реакции
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Рис. 2. Интегральный энергетический спектр альфа-час-
тиц (1), зарегистрированных детекторами 1–4 в сравнении
со спектром альфа-частиц (2), зарегистрированных фоно-
выми детекторами 5–8. Nα — количество альфа-частиц в

1 ср, Eα — энергия альфа-частиц

11B(p, 3α), использовались детекторы на основе
трековых детекторов CR-39 с фильтрами из алюми-
ния различной толщины. Детальное изображение
расположения трековых детекторов, Al-фольги и
мишени из бора представлено на рис. 1.
Для регистрации нейтронов, генерируемых

в результате инициирования ядерной реакции
11B(p, n)11C, использовались детекторы на гелие-
вых счетчиках.
Интегральный энергетический спектр для аль-

фа-частиц, зарегистрированных трековыми детек-
торами CR-39, можно построить, зная толщины их
фильтров.
Интегральный спектр зарегистрированных аль-

фа-частиц показан на рис. 2. Видно, что основная
часть альфа-частиц имеет энергию меньше 4 МэВ.
По данным с трековых детекторов можно оце-

нить количество альфа-частиц, генерируемых в ре-
акции 11B(p, 3α). С учетом результатов всех экспе-
риментов было определено среднее количество аль-
фа-частиц, равное 5 · 106 в ср (или ≈ 2.5 · 107 аль-
фа-частиц в 2π ср, так как альфа-частицы могут
выйти из мишени из бора только в направлении рас-
положения трековых детекторов), которое выходит
из мишени из бора и может быть зарегистрировано
трековыми детекторами.
При проведении экспериментов с использовани-

ем мишени из бора были зарегистрированы нейтро-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Расчетная схема первого этапа
численного эксперимента

ны в количестве около 105 за один лазерный им-
пульс, генерируемые в результате инициирования
ядерной реакции 11B(p, n)11C.
Определенный с помощью реперной ядерной ре-

акции 11B(p, n)11C абсолютный выход альфа-частиц
за импульс в реакции 11B(p, 3α) составляет для ука-
занных параметров лазерного импульса 109 в 4π ср.
Однако экспериментально измеренное с помощью
трековых детекторов CR-39 количество альфа-час-
тиц составил величину 2.5 · 107 в 2π ср. Отсюда
можно сделать вывод, что трековые детекторы ре-
гистрируют только около 2.5% генерируемых аль-
фа-частиц, а 97.5% альфа-частиц не могут выйти
из объема мишени из бора.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ И СРАВНЕНИЕ С
РЕЗУЛЬТАТАМИ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

3.1. Постановка задачи

Численное моделирование взаимодействия ла-
зерного импульса с алюминиевой мишенью прово-
дилось в двумерной xz-версии PIC-кода (particle in
cell) KARAT [11].
Моделирование было разделено на два этапа. На

первом этапе вычислялся поток протонов с тыльной
стороны алюминиевой мишени, на которую падал
лазерный импульс. На втором выполнялось модели-
рование реакций 11B(p, 3α) и 11B(p, n)C11 при взаи-
модействии пучка протонов с мишенью из бора.
Расчеты проводились в двумерной xz-версии

PIC-кода KARAT. На рис. 3 представлена расчетная
схема первого этапа численного эксперимента. Раз-
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мер расчетной области: 40 мкм (по оси z) на 60 мкм
(по оси x). Все границы расчетной области являют-
ся прозрачными для электромагнитного излучения
и макрочастиц, моделирующих электроны и ионы
плазмы. При попадании макрочастицы на границы
расчетной области она исключается из расчета, а ее
пространственные координаты и компоненты векто-
ра скорости фиксируются для дальнейшего анализа.

Мишень представляет собой прямоугольную об-
ласть толщиной 10 мкм (по оси z) и шириной
50 мкм (по оси x), заполненную плазмой, состо-
ящей из макрочастиц, моделирующих электроны
e− и ионы алюминия Al+ с постоянной концен-
трацией n = 10ncr = 1.1 · 1022 см−3, где ncr =

= 1.1 · 1021 см−3 — критическая концентрация для
длины волны 1 мкм падающего лазерного излуче-
ния. Отметим, что реальная концентрация атомов в
алюминиевой мишени составляет по порядку вели-
чины n = 100ncr ≈ 1023 см−3. Однако предваритель-
ные расчеты показали, что эта величина практичес-
ки не влияет на характеристики потока ускоренных
протонов, при этом очень существенно увеличивает
время моделирования.

Перед мишенью располагается слой алюминие-
вой предплазмы толщиной 6 мкм и шириной 50 мкм,
состоящий из электронов e− и ионов алюминия Al+.
Профиль концентрации плазмы вдоль оси z изме-
няется по экспоненциальному закону от величины
1.1 ·1020 см−3 на левой границе области предплазмы
до 2.2 ·1021 см−3 у поверхности алюминиевой мише-
ни. В поперечном направлении x профиль концент-
рации предплазмы является однородным. Расстоя-
ние по оси z от левой границы расчетной области до
левой границы предплазмы составляет 4 мкм. Вы-
бор параметров предплазмы определялся результа-
тами гидродинамических расчетов взаимодействия
с алюминиевой мишенью основного мощного им-
пульса с учетом пикосекундного предымпульса за
14 нс до основного импульса и предымпульса уси-
ленного спонтанного излучения (УСИ) длительнос-
тью 4 нс на полувысоте. В гидродинамической про-
грамме RAPID-SP решаются уравнения двухтемпе-
ратурной гидродинамики плазмы с электронной и
ионной теплопроводностями в одномерной постанов-
ке задачи для плоской симметрии [12, 13]. На тыль-
ной поверхности мишени располагается слой тол-
щиной 0.2 мкм и шириной 50 мкм, состоящий из
электронов e− и протонов p+ c концентрацией n =

= 1.1 · 1022 см−3. Расстояние по оси z от протонно-
го слоя на тыльной поверхности мишени до правой
границы расчетной области составляет 20 мкм.
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Распределение магнитного поля
в области мишени в момент времени t = 5 пс

Лазерный импульс с длиной волны 1 мкм, дли-
тельностью 1 пс и диаметром 10 мкм падает на ми-
шень слева направо под углом 30◦ к нормали мише-
ни, что соответствует эксперименту [10]. Интенсив-
ность лазерного импульса составляет 2 ·1018 Вт/см2.
Максимум интенсивности лазерного излучения на
алюминиевой мишени достигается в момент времени
2 пс. Полная длительность расчета составляет 6 пс.

3.2. Результаты моделирования и сравнение
с результатами экспериментов

Лазерный импульс проходит через предплазму
и отражается от алюминиевой мишени, поскольку
концентрация предплазмы существенно ниже кри-
тической концентрации ncr = 1.1·1021 см−3 для дли-
ны волны 1 мкм падающего лазерного излучения.
Электроны предплазмы, совершая сложные колеба-
тельные движения в поле лазерного импульса, при-
обретают составляющую скорости в положительном
направлении оси z. Эти «горячие» электроны про-
ходят сквозь мишень и формируют вблизи ее тыль-
ной поверхности электростатическое поле, в кото-
ром происходит ускорение протонов, находящихся
на ней. Амплитуда электростатического поля мо-
жет достигать величины около E = 0.5 · 1010 В/см,
что позволяет протонам приобрести энергию до
4.2 МэВ.
Интересно, что при движении горячих электро-

нов в мишени в ней формируются «вмороженные»
магнитные поля с амплитудой, достигающей макси-
мального значения B = 1.2 · 108 Гс при t = 2.4 пс
и медленно уменьшающейся в течение нескольких
пикосекунд после окончания действия лазерного им-
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Рис. 5. Средняя кинетическая энергия протонов в зависи-
мости от времени

пульса. На рис. 4 в качестве примера показано рас-
пределение магнитного поля в момент времени t =
= 5 пс, амплитуда которого в области предплазмы
составляетB = 2.6 · 107 Гс. То есть спустя 2.6 пс пос-
ле достижения максимума амплитуда «вмороженно-
го» магнитного поля уменьшилась всего в 4.6 раза,
оставаясь в области значений десятков мегагауссов.
На рис. 4 отчетливо видны магнитные «трубки» раз-
ной полярности (синие и красные области), форми-
рующиеся в области воздействия лазерного импуль-
са на алюминиевую мишень и проходящие сквозь
всю ее толщину. Полученные в расчете величины
магнитного поля близки к значениями, эксперимен-
тально измеренным в работе [14].

Отметим, что, как показано в работе [15], приме-
нение даже простейшей модели перезамыкания си-
ловых линий магнитного поля к задаче взаимодей-
ствия сильного магнитного поля с потоком заряжен-
ных частиц обусловливает целесообразность и пер-
спективность применения и развития методов тео-
рии перезамыкания применительно к формирова-
нию узконаправленных плазменных потоков. Важ-
ность и широта такой задачи фундаментального ха-
рактера требует специального исследования, кото-
рое выходит за рамки данной статьи.

Зависимость от времени средней кинетической
энергии протонов, находившихся на тыльной по-
верхности мишени, приводится на рис. 5. Отметим,
что усреднение проводилось по всем протонам —
как ускоренным под действием электростатическо-
го поля и покинувшим мишень, так и тем, которые
не приобрели кинетическую энергию, оставаясь на
тыльной поверхности мишени.
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Рис. 6. Пространственное распределение скоростей прото-
нов в момент времени t = 2.8 пс

Как видно из графика на рис. 5, максимум сред-
ней кинетической энергии 〈Ep〉max = 71 кэВ дости-
гается в момент времени t = 2.8 пс, т. е. с запазды-
ванием примерно на 1 пс относительно максимума
воздействия лазерного импульса на мишень.

Уменьшение средней энергии протонов при t >
> 2.8 пс связано с двумя факторами: во-первых, с
тем, что протоны с наибольшей энергией в первую
очередь покидают расчетную область и перестают
давать вклад в среднюю энергию, и во-вторых, с
тем, что потенциал электростатического поля, воз-
никающего на тыльной поверхности мишени, со вре-
менем уменьшается, что приводит к уменьшению
эффективности ускорения оставшихся протонов на
тыльной поверхности.

На рис. 6 показано пространственное распреде-
ление скоростей небольшой случайной выборки про-
тонов, обозначенных красными стрелками, в момент
времени t = 2.8 пс. Длина стрелки характеризует ве-
личину скорости, а направление стрелки указывает
направление вектора скорости протона.

Прежде всего стоит отметить тот факт, что уско-
рение протонов происходит на всей тыльной поверх-
ности, длина которой в нашем расчете в 6 раз боль-
ше диаметра d = 10 мкм «пятна» лазерного импуль-
са на фронтальной поверхности мишени. Это проис-
ходит из-за того, что «горячие» электроны, создаю-
щие ускоряющее электростатическое поле на тыль-
ной поверхности мишени, совершая колебательные
движения и многократно проходя сквозь мишень и
обратно, покрывают своими траекториями практи-
чески весь объем мишени, а не только область ла-
зерного воздействия [16].
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Рис. 7. (В цвете онлайн) Ток электронов (Ie), ток прото-
нов (Ip) и суммарный ток (Ip + Ie) на правую границу

расчетной области в зависимости от времени t

Как видно из рис. 6, большинство протонов дви-
гаются перпендикулярно мишени в положительном
направлении оси z, а угол разлета пучка не пре-
вышает 15◦–20◦, что соответствует эксперименталь-
ным результатам, полученным в работе [17]. Однако
часть протонов, в основном вблизи верхнего и ниж-
него краев мишени, имеют составляющие скорости
и вдоль оси x. Наличие подобного краевого эффек-
та приводит к тому, что не все протоны достигают
правой границы расчетной области, а попадают на
ее верхнюю и нижнюю границы. Долю таких частиц
можно уменьшить за счет увеличения длины мише-
ни вдоль оси x, однако это приводит к существенно-
му увеличению длительности расчета.
Для выяснения особенностей формирования

пучка протонов, ускоренных с тыльной поверхности
алюминиевой мишени, были вычислены токи элек-
тронов и протонов, падающих на правую границу
расчетной области. На рис. 7 приводятся зависи-
мости от времени тока электронов и протонов, а
также их суммы.
Максимальная величина протонного тока дости-

гает значения Ip = 14 МА/см (размерность тока
МА/см определяется двумерностью постановки за-
дачи) в момент времени t = 3.8 пс, в этот же момент
максимален и электронный ток Ie = −12.5 МА/см.
Суммарный ток на правую границу расчетной об-
ласти Ip + Ie в начале лазерного воздействия при-
нимает отрицательные значения (в токе преобла-
дают электроны), затем меняет знак (преобладает
протонный ток), однако при t > 5.4 пс суммарный
ток практически обращается в нуль, что свидетель-
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Рис. 9. Интегральный спектр протонов, падающих на пра-
вую границу расчетной области. Пунктирной прямой пока-
зана экспоненциальная аппроксимация спектра с эффек-

тивной температурой Tp = 620 ± 100 кэВ

ствует о достижении состояния квазинейтральности
пучка заряженных частиц, ускоренных в результате
лазерного воздействия на мишень.
На рис. 21 приводится линейная плотность то-

ка протонов, падающих на правую границу расчет-
ной области, в единицах МА/см2 как функция ко-
ординаты x. Из графика можно определить попе-
речный размер протонного пучка, падающего на ми-
шень из бора, который по уровню половины ампли-
туды (FWHM) составляет 40 мкм.
Интегральный спектр протонов, падающих на

правую границу расчетной области в интервале вре-
мени от t = 2.5 пс до t = 6 пс, приводится на рис. 30.
Пунктирной прямой на графике показана экспонен-
циальная аппроксимация спектра.
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Рис. 10. (В цвете онлайн) Расчетная схема второго эта-
па численного эксперимента: серая область — мишень из
бора, красные точки — пучок протонов, падающий на ми-

шень

Для вычисления абсолютного значения числа
протонов использовалось допущение о том, что по-
перечный размер протонного пучка по оси y совпа-
дает с поперечным размером по оси x и составля-
ет 40 мкм. Количество быстрых протонов с энерги-
ей Ep > 1 МэВ, полученное в расчете, составляет
Np = 5.4 · 1011, а эффективная температура быст-
рых протонов равна Tp = 620 ± 100 кэВ. Получен-
ные значения количества быстрых протонов и эф-
фективной температуры довольно близки к экспе-
риментальным значениям [9], равным соответствен-
но Np = 5 · 1011 и Tp = 450 кэВ.
На втором этапе выполнялось моделирование

ядерных реакций 11B(p, 3α) и 11B(p, n)C11 при взаи-
модействии пучка протонов с мишенью из бора. Ис-
пользовался новый программный блок, включенный
в PIC-код KARAT.
Расчетная схема второго этапа численного экс-

перимента показана на рис. 32. Размер расчетной
области вдоль оси x совпадал с размером расчетной
области PIC-модели и составлял 60 мкм, а вдоль оси
z размер расчетной области составлял 140 мкм.
Для задания пучка протонов в блоке моделиро-

вания ядерных реакций использовался массив дан-
ных, полученный на первом этапе моделирования
для протонов, достигших правой границы. Для каж-
дого протона фиксировались x-координата, компо-
ненты скорости (Vx, Vz) и момент времени попада-
ния на границу. На втором этапе протоны с парамет-
рами, взятыми из указанного массива, запускались
с левой границы (z = 0) новой расчетной области, с
временным сдвигом, соответствующим приходу пер-
вого протона на правую границу на первом этапе.

Мишень из бора в виде прямоугольника с раз-
мерами 60 мкм вдоль оси x и 100 мкм вдоль оси
z моделировалась электрически нейтральной сре-
дой с заданной концентрацией атомов бора n =

= 2.5 · 1023 см−3. На каждом шаге по времени для
каждого протона, движущегося со скоростью VP в
области мишени, по заданным сечениям σ (Ep) реак-
ций 11B(p, 3α) [9] и 11B(p, n)C11 [9], рассчитывались
вероятности P = σ (Ep)VPnΔt актов соответствую-
щих реакций и сравнивались со случайным числом
ξ ≤ 1. Если вероятность P оказывалась меньше ξ,
то осуществлялся переход к следующему протону, в
противном случае запускалась процедура, в резуль-
тате которой протон исключался из расчета, а из
точки его нахождения запускались альфа-частицы с
энергиями 0.9 МэВ и 3.9 МэВ [18] в случае реакции
11B(p, 3α) (направление запуска альфа-частиц опре-
делялось из закона сохранения импульса) или ней-
трон с энергией 90 кэВ в случае реакции 11B(p, n)C11

(ядро углерода в моделировании не участвовало).
Полный выход нейтронов определялся возрастаю-
щим итогом по количеству прошедших реакций.
Ионизационные потери энергии протонов и аль-

фа-частиц при их движении по своей траектории l в
мишени из бора учитывались по известной формуле
Бете –Блоха:

dEp,α

dl
= −2πnZ2e4

dEp,α

Mp,α

me
ln

4meEp,α

Mp,αl
, (1)

где Ep,α — энергия протона или альфа-частицы,
Mp,α и Z — их масса и заряд, me и e — масса и
заряд электрона, I [эВ] = 13.5ZB — средний потен-
циал ионизации атома бора, ZB = 5. Длительность
расчета в блоке моделирования ядерных реакций со-
ставила 24 пс. В результате проведенных расчетов
определено полное количество альфа-частиц Nα =

= 7.2 · 108, возникающих при взаимодействии пучка
протонов с мишенью из бора, которое достаточно
близко к экспериментальному значению абсолютно-
го выхода альфа-частиц 109 в 4π ср [10].
На рис. 11 приводится распределение альфа-час-

тиц в расчетной области в различные моменты вре-
мени: t = 4 пс и t = 24 пс, соответствующий окон-
чанию расчета. Как видно из рис. 11, большинство
альфа-частиц остаются в глубине мишени. Лишь
малая часть альфа-частиц, находящихся вблизи по-
верхности мишени, может покинуть ее и попасть на
трековые детекторы. Отметим, что все нейтроны,
возникшие в результате реакции 11B(p, n)C11 к мо-
менту времени t = 24 пс, покинули мишень и рас-
четную область.
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Рис. 11. (В цвете онлайн) Распределение альфа-частиц (фиолетовые точки) в расчетной области в различные моменты
времени: t = 4 пс (а), 24 пс (б). Серая область — мишень из бора
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Рис. 12. Дифференциальный (а) и интегральный (б) энергетические спектры альфа-частиц, достигших левой границы
расчетной области

Для того чтобы оценить число альфа-частиц,
которые могут быть зарегистрированы с помо-
щью трековых детекторов, определялось количе-
ство альфа-частиц с энергией Eα > 0.5 МэВ, по-
кинувших мишень и попавших на левую грани-
цу расчетной области (это предположение соответ-
ствует схеме эксперимента, а также учитывает чув-
ствительность трековых детекторов CR-39 в рабо-
те [10]). Количество таких альфа-частиц состави-
ло 2 · 107, т. е. около 2.8% от полного количества
альфа-частиц. Полученная в расчете величина под-
тверждает экспериментальный вывод о том, что тре-
ковые детекторы регистрируют не более 2.5% ге-
нерируемых альфа-частиц в π стерадиан в сторону
размещения трековых детекторов [10].

Дифференциальный энергетический спектр аль-
фа-частиц, достигших левой границы расчетной об-
ласти, приводится на рис. 12а. Дифференциаль-
ный спектр имеет локальный максимум при энер-
гии Eα = 3 МэВ, который соответствует альфа-час-
тицам с энергией 3.9 МэВ, испущенным на глу-
бине около 18 мкм от поверхности мишени (см.
рис. 11а). Именно на этом расстоянии протоны с
энергией 1 МэВ на поверхности мишени в резуль-
тате ионизационных потерь будут иметь энергию
Ep = 0.6 МэВ, резонансную для сечения реакции
11B(p, 3α) [9]. Интегральный энергетический спектр
альфа-частиц показан на графике рис. 12б. Его
форма хорошо соответствует экспериментальному
спектру альфа-частиц, приведенному на рис. 2. От-
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личие в абсолютных значениях альфа-частиц в рас-
четном и экспериментальном спектрах объясняется
тем, что трековые детекторы регистрируют не бо-
лее 3% генерируемых альфа-частиц, как упомина-
лось выше. Расчетный полный выход нейтронов в
результате реакции 11B(p, n)C11 составил Nn = 105,
что совпадает с величиной полного выхода нейтро-
нов, полученной в эксперименте [10]. Таким обра-
зом, проведенный расчет подтверждает вывод о том,
что на каждый нейтрон, зарегистрированный в экс-
перименте, приходится порядка 104 альфа-частиц,
появившихся в результате реакции 11B(p, 3α), при
этом не более 2.5% от общего количества альфа-
частиц способны покинуть мишень из бора и по-
пасть на трековые детекторы.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено численное моделирование выхода
перспективной ядерной реакции синтеза 11B(p, 3α)
и реперной ядерной реакции 11B(p, n)C11, иниции-
руемых с помощью мощного пикосекундного лазер-
ного излучения с интенсивностью 2 · 1018 Вт/см2.
Численное моделирование взаимодействия лазер-
ного импульса с первичной алюминиевой мишенью
проводилось в двумерной xz-версии PIC-кода
KARAT. Моделирование было разделено на два
этапа. На первом этапе вычислялся поток про-
тонов с тыльной стороны алюминиевой мишени,
на которую падал лазерный импульс. На втором
выполнялось моделирование реакций 11B(p, 3α) и
11B(p, n)C11 при взаимодействии пучка протонов с
мишенью из бора. Результаты расчетов показали
следующее.

• При воздействии лазерного импульса на ми-
шень в ней формируются «вмороженные» магнит-
ные поля с амплитудой до 1.2 · 108 Гс, а на тыльной
поверхности мишени возникает электростатическое
поле с амплитудой до 0.5 · 1010 В/см.

• Количество быстрых протонов с энергией,
превышающей 1 МэВ, составляет 5.4 · 1011 шт.,
максимальная энергия протонов в пучке достигает
4.2 МэВ.

• Угол разлета протонов в пучке не превышает
15◦–20◦.

• Суммарный заряд пучка близок к нулю, т. е.
пучок является квазинейтральным.

• Полный выход альфа-частиц равен Nα =

= 7.2·108, количество альфа-частиц с энергией боль-
шей 0.5 МэВ, попадающих на детектор, равно 2 ·107,
что составляет 2.8% от их полного выхода.

• Полный выход нейтронов Yn = 105.

Результаты численного моделирования по выходу
альфа-частиц и нейтронов за импульс в реакци-
ях 11B(p, 3α) и 11B(p, n)C11 достаточно хорошо
совпадают с экспериментальными результатами,
полученными при интенсивности лазерного излуче-
ния 2 · 1018 Вт/см2.
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Из уравнений Максвелла, записанных для напряженностей и индукций электрического и магнитного по-
лей в непоглощающей нелинейной среде произвольной симметрии, проявляющей нелокальность оптичес-
кого отклика, и соотношений внутренней симметрии тензоров, описывающих локальный и нелокальный
отклики такой среды, получены аналитические выражения для плотностей энергии и импульса и плот-
ностей потоков энергии и импульса электромагнитного поля. Найденные выражения образуют единый
тензор энергии-импульса, соответствующий тензору энергии-импульса Минковского.

DOI: 10.31857/S0044451022070057
EDN: EDDOWV

1. ВВЕДЕНИЕ

Законы сохранения энергии и импульса игра-
ют важную роль в становлении различных разде-
лов физики [1]. В нелинейной оптике, в частности,
закон сохранения энергии используется для полу-
чения дополнительных соотношений, связывающих
компоненты тензоров локальных и нелокальных оп-
тических восприимчивостей в среде без диссипации
[2–4], а закон сохранения импульса тесно связан с
условием синхронизма волновых векторов взаимо-
действующих волн [2, 5–8]. Математические форму-
лировки этих законов задают соответственно связь
плотности энергии c плотностью потока энергии и
плотности импульса с плотностью потока импуль-
са. Формулы для этих величин хорошо известны
в линейной электродинамике сред с пространствен-
ной и временной дисперсией [9–13], а также в оп-
тике нелинейных сред без дисперсии [14]. Возник-
ший в последнее время интерес к особенностям рас-
пространения структурированного света, в котором
интенсивность и параметры поляризации падающе-
го излучения сложным образом меняются в плоско-

* E-mail: ryzhikov.ps14@physics.msu.ru

сти поперечного сечения пучка, ставит задачу на-
хождения аналитических выражений для плотнос-
тей энергии и импульса и плотностей потоков энер-
гии и импульса электромагнитного поля, учитыва-
ющих нелокальный характер нелинейного оптичес-
кого отклика среды. При распространении света в
этом случае широко проявляются эффекты завися-
щего от интенсивности изменения поляризации све-
та в процессе распространения, по-разному протека-
ющие в различных точках поперечного сечения пуч-
ка [15]. Нелокальность оптического отклика также
позволяет происходить процессам, которые в силу
симметрии среды не могут протекать в средах без
пространственной дисперсии [16, 17].

Аналитические выражения или численные дан-
ные, получаемые в результате решения системы
нелинейных дифференциальных уравнений, следу-
ющих из строящейся математической модели изу-
чаемого нелинейного оптического явления, иногда
проверяются их авторами на соответствие закону
сохранения энергии, очень редко на соответствие
закону сохранения импульса и практически никог-
да на соответствие закону сохранения момента им-
пульса. Часто эти решения находятся приближен-
ными методами, возможность и корректность при-
менения которых в некоторых случаях не обсужда-
ется. Поэтому непротиворечивость получаемых ре-
зультатов упомянутым выше законам сохранения
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является убедительным аргументом в пользу созда-
ваемой теории, важнейшим критерием ее истинно-
сти. В связи с этим, несомненно, актуально нахож-
дение в настоящее время отсутствующих аналитиче-
ских выражений для плотности энергии, плотности
потока энергии, плотности импульса и плотности по-
тока импульса электромагнитного поля в нелиней-
ных средах, демонстрирующих нелокальность опти-
ческого отклика на внешнее световое поле. Нахож-
дение двух последних формул также необходимо
для последующего определения аналитических вы-
ражений для плотности углового момента и плотно-
сти потока углового момента, преобразование кото-
рых при распространении структурированного све-
та интенсивно обсуждается в последнее время [18].
Нахождение компонент тензора энергии-импульса
электромагнитного поля в нелокальных нелинейных
средах является также небольшим, но важным ша-
гом в построении квантовой теории взаимодействия
излучения с веществом.

2. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ И
ИМПУЛЬСА В ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ

Считая в уравнениях Максвелла индукцию маг-
нитного поля B равной его напряженности H, а ин-
дукцию электрического поля D связанной с его на-
пряженностью E материальным уравнением, запи-
шем непосредственно следующие из них равенства
[12, 19–22]:

E∂tD+B∂tB+ div[E×B] = 0, (1)

∂t[D×B] +D×∇×E+B×∇×B = 0. (2)

Из соотношений (1), (2) можно получить уравнения

∂tU + divS = 0, (3)

∂tgi + ∂jGij = 0, (4)

отражающие законы сохранения соответственно
энергии и импульса электромагнитного поля. В
уравнениях (3), (4) U — плотность энергии, S —
вектор Пойнтинга, g — плотность импульса, Ĝ —
тензор плотности потока импульса, или тензор
напряжений, индексы «i» и «j» принимают значе-
ния x, y и z. Формулы (3), (4) можно записать в
виде одного уравнения с помощью тензора энергии-
импульса Tαβ, где индексы «α» и «β» принимают
значения 0, x, y и z [23]. Его компоненты связаны с
U , S, g и Ĝ равенствами

T00 = U, Ti0 = Si, T0j = gj , Tij = Gij .

В случае линейных сред, проявляющих нело-
кальность оптического отклика на внешнее световое
поле, следующие из соотношений (1), (2) формулы
для U , S, g и Ĝ хорошо известны [9, 11–13]. Целью
настоящей работы является нахождение удовлетво-
ряющих уравнениям (3), (4) аналитических выраже-
ний для поправок U (n), S(n)

i , g(n)j и G(n)
ij к этим вели-

чинам, обусловленных доминирующим проявлением
нелинейности n-го порядка. Каждая из них состоит
из двух слагаемых,

U (n) = U (n)loc+U (n)nloc, S
(n)
i = S

(n)loc
i +S

(n)nloc
i ,

g
(n)
j = g

(n)loc
j +g

(n)nloc
j , G

(n)
ij = G

(n)loc
ij +G

(n)nloc
ij ,

обусловленных соответственно локальной χ
(n)
ii1i2...in

и нелокальной γ(n)ii1i2...inj
нелинейными восприимчи-

востями n-го порядка. Эти поправки позволят за-
писать дополнительные слагаемые в известные вы-
ражения для компонент тензора энергии-импульса в
линейной среде без диссипации энергии, связанные с
проявлением нелокального нелинейного оптическо-
го отклика n-го порядка по полю.

3. ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В
НЕЛИНЕЙНОЙ СРЕДЕ

Электрическое поле E(r, t) в среде, наиболее
сильно проявляющей оптическую нелинейность n-го
порядка (n ≥ 2), определяется напряженностями по-
лей распространяющихся в ней волн:

E(r, t) =

n+1∑
m=1

E(m)(r, t)+c.c. =

n+1∑
m=1

Ẽ(m)(r, t, ωm)×

× exp
(
−iωmt+ ik(m) · r

)
+ c.c. (5)

Здесь ωn+1 = ω1 + ω2 + . . . + ωn, ω1,2,...,n — их
частоты, в общем случае не равные друг другу и
не являющиеся кратными, k(1),(2),...,(n+1) — волно-
вые векторы распространяющихся волн. Частотный
спектр медленно меняющихся во времени амплитуд
Ẽ(m)(r, t, ωm) каждой из n+1 распространяющихся
волн будем считать достаточно узким, обеспечива-
ющим возможность пренебрежения частотной дис-
персией среды вблизи ωm. Действительность напря-
женности электрического поля приводит к равен-
ству E(m) = E(−m)∗.
Индукция нелинейной среды

D = ε̂E+ γ̂∇E+Ploc +Pnloc, (6)

где локальная Ploc и нелокальная Pnloc части нели-
нейной поляризации среды имеют вид
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Ploc,nloc(r, t) =

n+1∑
m=1

Ploc,nloc(ωm, r, t) + c.c. =

=

n+1∑
m=1

P̃loc,nloc(r, t, ωm)×

× exp
(
−iωmt+ ik(m) · r

)
+ c.c. (7)

Здесь ε̂ и γ̂ — тензоры линейной диэлектричес-
кой проницаемости и нелокальной восприимчивости
среды. Входящая в выражение (7) локальная часть
Ploc(ωm) комплексной поляризации среды на часто-
те ωm задается уравнениями [2, 7, 8, 24]

P loc
i (ωm) = χ

(n)
ii1i2...in

(ωm;−Ω(1)
m ,−Ω(2)

m , ωn+1)×

× E
(n+1)
in

m−1∏
k=1

E
(k)∗
ik

n∏
k=m+1

E
(k)∗
ik−1

(8)

при m = 1, 2, . . . , n и

P loc
i (ωn+1) = χ

(n)
ii1...in

(ωn+1;Ω
(1)
n+1)

n∏
k=1

E
(k)
ik

(9)

при m = n + 1. По дважды встречающимся индек-
сам, обозначающим декартовы координаты, здесь и
далее проводится суммирование. Нелокальная часть
Pnloc(ωm) комплексной поляризации среды на час-
тоте ωm в первом приближении по параметру про-
странственной дисперсии записывается в виде (см.
работы [4, 25] и ссылки в них)

Pnloc
i (ωm) = Γijp(ωm;ωn+1)∂pE

(n+1)
j +

+

n∑
s=1

(1− δms)Γijp(ωm;−ωs)∂pE
(s)∗
n (10)

при m = 1, 2, . . . , n и

Pnloc
i (ωn+1) =

n∑
m=1

Γijp(ωn+1;ωm)∂pE
(m)
j (11)

при m = n+ 1. Здесь введены не зависящие от про-
странственных производных напряженности элект-
рического поля вспомогательные тензоры

Γijk(ωn+1, ωm) =

= γ
(n)
ii1i2...in−1jk

(ωn+1;Ω
(1)
m , Ω(2)

m , ωm)×

×
m−1∏
p=1

E
(p)
ip

n∏
p=m+1

E
(p)
ip−1

, (12)

Γijk(ωm,−ωs) =

= γ
(n)
ii1...in−1jk

(ωm;ωn+1,−Ω(1)
ms,−Ω(2)

ms,−Ω(3)
ms,−ωs)×

× E
(n+1)
i1

min(m,s)−1∏
p=1

E
(p)∗
ip+1

max(m,s)−1∏
p=min(m,s)+1

E
(p)∗
ip

×

×
n∏

p=max(m,s)+1

E
(p)∗
ip−1

. (13)

Индексы «m» и «s» в этих формулах принимают
значения от единицы до n. В выражениях (8), (9),
(12) и (13) для сокращения записи введены следую-
щие множества частот:

Ω(1)
m = (ω1, . . . , ωm−1),

Ω(2)
m = (ωm+1, . . . , ωn),

Ω(1)
ms = (ω1, . . . , ωmin(m,s)−1),

Ω(2)
ms = (ωmin(m,s)+1, . . . , ωmax(m,s)−1),

Ω(3)
ms = (ωmax(m,s)+1, . . . , ωn).

(14)

В них элементы (частоты) строго упорядочены по
возрастанию индекса. Если индекс последней час-
тоты меньше индекса первой, то множество явля-
ется пустым, а соответствующее ему произведение
полей в формулах (8), (9), (12) и (13) считается
равным единице. Заметим, что Γijk(ωm, ωn+1) =

= −Γ ∗
jik(−ωn+1,−ωm). Вектор индукции магнитного

поля имеет вид аналогичный (5):

B(r, t) =

n+1∑
m=1

B(m)(r, t) + c.c. =

=

n+1∑
m=1

B̃(m)(r, t, ωm) exp(−iωmt+ ikm · r). (15)

4. КОМПОНЕНТЫ ТЕНЗОРА
ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА В НЕЛИНЕЙНОЙ
СРЕДЕ С ПРОСТРАНСТВЕННОЙ

ДИСПЕРСИЕЙ

Связывающее D и E материальное уравнение
в нелинейной среде с пространственной дисперси-
ей имеет достаточно сложный вид. В связи с этим
при сведении выражений (1), (2) к виду (3), (4) ока-
зывается удобным избавиться в (1) от слагаемого,
содержащего ∂tD, переписав уравнения (1), (2) для
декартовых компонент E, D и B в следующем виде:

∂t(DiEi)−Di∂tEi +
1

2
∂t(B

2
i )+

+ ∂i(eijkEjBk) = 0, (16)
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∂t(epkiDkBi) +Dk∂pEk +
1

2
∂p(B

2
k)−

− ∂k(DkEp +BkBp) = 0. (17)

Здесь epki — тензор Леви-Чивиты, индексы «i», «j»,
«p» и «k» принимают значения x, y и z. При полу-
чении (4) было учтено, что ∂iDi = 0 и ∂iBi = 0.
Подставим E, D и P в (3), (4) и проведем усред-

нение по времени, после которого сразу видно, что
S
(n)loc
p = 0, а

g(n)locp = epki
〈
P loc
k Bi

〉
=

= epki

n+1∑
m=1

P loc
k (ωm)B

(m)∗
i + c.c. (18)

Здесь угловые скобки обозначают усреднение по
времени, а P loc

k (ωm) задается формулами (8) и (9).
Из (3), (4) также следует, что полученные после
усреднения по времени добавки U (n)loc и G

(n)loc
pk

удовлетворяют уравнениям

∂tU
(n)loc =

n+1∑
m=1

{
∂t[P

loc
i (ωm)E

(m)∗
i ] −

− P loc
i (ωm)∂tE

(m)∗
i

}
+ c.c., (19)

∂kG
(n)loc
pk =

n+1∑
m=1

{
P loc
k (ωm)∂pE

(m)∗
k −

− ∂k[E
(m)∗
p P loc

k (ωm)]
}
+ c.c. (20)

Для их нахождения необходимо преобразовать
в этих уравнениях слагаемые P loc

i (ωm)∂tE
(m)∗
i и

P loc
k (ωm)∂pE

(m)∗
k . Это можно сделать, используя

известные свойства внутренней симметрии тензора
χ
(n)
ii1i2...in

(ωn+1;ω1, ω2, . . . , ωn) в среде без дисси-
пации, позволяющие переставлять местами его
индексы вместе с соответствующей перестановкой
частот [2].
Подставим формулы (8), (9) в P loc

i (ωm)∂tE
(m)∗
i

и P loc
p (ωm)∂kE

(m)∗
p , далее переобозначим в каждом

из n + 1 слагаемых индексы таким образом, что-
бы во всех слагаемых одной и той же частоте со-
ответствовал одинаковый индекс. Далее проведем
в каждом из них перестановку индексов и частот
в тензоре χ̂(n) так, чтобы во всех слагаемых они
присутствовали в одном и том же порядке. При
этом получившиеся n + 1 слагаемых оказываются
результатом дифференцирования E(n+1)∗

i P loc
i (ωn+1)

по времени или координатам. Благодаря симмет-
рии тензора χ̂(n) при одновременной перестанов-
ке индексов и соответствующих им частот, это вы-
ражение также оказывается равным E

(m)∗
i P loc

i (ωm)

при любой частоте ωm, что позволяет переписать
E

(n+1)∗
i P loc

i (ωn+1) в виде суммы
n+1∑
m=1

E
(m)∗
i P loc

i (ωm)

n+ 1
.

В итоге имеем
n+1∑
m=1

P loc
i (ωm)∂j,tE

(m)∗
i + c.c. =

=
1

n+ 1
∂j,t

n+1∑
m=1

E
(m)∗
i P loc

i (ωm) + c.c. (21)

Соотношение (21) позволяет легко найти U (n)loc и
G

(n)loc
ij из уравнений (5), (6):

U (n)loc =
n

n+ 1

n+1∑
m=1

P loc
i (ωm)E

(m)∗
i + c.c., (22)

G
(n)loc
pk =

n+1∑
m=1

(
δpk
n+ 1

P loc
i (ωm)E

(m)∗
i −

− P loc
k (ωm)E(m)∗

p

)
+ c.c. (23)

Усреднение по времени выражений, полученных
после подстановки E, D и P в уравнения (3) и (4),
позволяет записать соотношения, которым должны
удовлетворять U (n)nloc, S(n)nloc

p , g(n)nlocp и G(n)nloc
pk :

∂tU
(n)nloc + ∂pS

(n)nloc
p =

=

n+1∑
m=1

{
∂t

[
Pnloc
i (ωm)E

(m)∗
i

]
−

− Pnloc
i (ωm)∂tE

(m)∗
i

}
+ c.c., (24)

∂tg
(n)nloc
p = ∂t

n+1∑
m=1

epknP
nloc
k (ωm)B(m)∗

n + c.c., (25)

∂kG
(n)nloc
pk =

n+1∑
m=1

{
Pnloc
k (ωm)∂pE

(m)∗
k −

− ∂k[E
(m)∗
p Pnloc

k (ωm)]
}
+ c.c. (26)

Из (25) легко получить, что

g(n)nlocp =

n+1∑
m=1

epkiP
nloc
k (ωm)B

(m)∗
i + c.c. (27)

Для нахождения U (n)nloc и S(n)nloc
i преобразуем со-

держащее Pnloc
i (ωm)∂tE

(m)∗
i слагаемое в (24), в кото-

ром присутствуют как производные по времени, так
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и производные по пространственным координатам.
Оказывается, что его можно представить в виде

n+1∑
m=1

Pnloc
i (ωm)∂tE

(m)∗
i = ∂tF + ∂kRk. (28)

При этом скаляр

F =
1

n+ 1

n+1∑
m=1

Pnloc
i (ωm)E

(m)∗
i + c.c. (29)

войдет в выражение для U (n)nloc, а проекция Rk

вспомогательного вектора R, задаваемая формулой

Rk =
1

n+ 1

n∑
m=1

[
Γijk(ωn+1;ωm)E

(m)
j ∂tE

(n+1)∗
i +

+ Γijk(−ωm;−ωn+1)E
(n+1)∗
j ∂tE

(m)
i +

+

n∑
s=1

(1−δms)Γijk(−ωm;ωs)E
(s)
j ∂tE

(m)
i

]
+c.c., (30)

войдет в формулу для S(n)nloc. В справедливости ра-
венства (28) можно убедиться, непосредственно под-
ставляя (29) и (30) в (28) и далее применяя соотно-
шения внутренней симметрии тензора γ̂(n) [4]:

γ
(n)
ii1i2...inm

(ωn+1;ω1, ω2, . . . , ωl−1, ωl+1, ωl+2, . . . ,

ωn, ωl) + γ
(n)
ini1i2...in−1im

(−ωl;ω1, ω2, . . . , ωl−1,

ωl+1, ωl+2, . . . , ωn,−ωn+1) = 0, (31)

γ
(n)
ii1i2...il...inm(ωn+1;ω1, ω2, . . . , ωl, . . . , ωn−1, ωn)+

+ γ
(n)
ili1i2...il−1inil+1...im

(−ωl;ω1, ω2, . . . ωl−1, ωn,

ωl+1, ωl+2, . . . , ωn−1,−ωn+1)+

+ γ
(n)
ini1i2...il−1iil+1...ilm

(−ωn;ω1, ω2, . . . , ωl−1,

− ωn+1, ωl+1, ωl+2, . . . , ωn−1, ωl) = 0. (32)

В результате получаем следующие выражения для
U (n)nloc и S(n)nloc

i :

U (n)nloc =
n

n+ 1

n+1∑
m=1

Pnloc
i (ωm)E

(m)∗
i + c.c., (33)

S
(n)nloc
k =

= − 1

n+1

{
n∑

m=1

[
∂tE

(n+1)∗
i Γijk(ωn+1;ωm)E

(m)
j +

+ ∂tE
(m)
i Γijk(−ωm;−ωn+1)E

(n+1)∗
j +

n∑
s=1

(1−δms)×

× ∂tE
(m)
i Γijk(−ωm;ωs)E

(s)
j

]
+ c.c.

}
, (34)

Для нахождения G(n)nloc
pk аналогичным образом пре-

образуем содержащее Pnloc
k (ωm)∂pE

(m)∗
k слагаемое в

(26). Оказывается его удается представить в виде
производной от суммы двух слагаемых:

n+1∑
m=1

Pnloc
k (ωm)∂pE

(m)∗
k = ∂k(δpkF +Npk). (35)

В (35) компоненты вспомогательного тензора N̂

имеют вид

Npk =
1

n+ 1

n∑
m=1

[
Γijk(ωn+1;ωm)E

(m)
j ∂pE

(n+1)∗
i +

+ Γijk(−ωm;−ωn+1)E
(n+1)∗
j ∂pE

(m)
i +

+

n∑
s=1

(1−δms)Γijk(−ωm;ωs)E
(s)
j ∂pE

(m)
i

]
+c.c. (36)

В справедливости (35) также можно убедиться, под-
ставляя (29) и (36) в (35) и далее применяя соот-
ношения внутренней симметрии тензора γ̂(n) (урав-
нения (31), (8)). Скаляр F и тензор Npk войдут в
формулу для G(n)nloc

pk :

G
(n)nloc
pk =

=
n+1∑
m=1

(
δpk
n+1

Pnloc
i (ωm)E

(m)∗
i −Pnloc

k (ωm)E(m)∗
p

)
+

+
1

n+ 1

{
n∑

m=1

[
∂pE

(n+1)∗
i Γijk(ωn+1;ωm)E

(m)
j +

+ ∂pE
(m)
i Γijk(−ωm;−ωn+1)E

(n+1)∗
j +

n∑
s=1

(1−δms)×

× ∂pE
(m)
i Γijk(−ωm;ωs)E

(s)
j

]}
+ c.c. (37)

Сравнивая выражения (18) и (22) с (27) и (33),
можно заметить, что плотности энергии и импуль-
са, связанные с локальным и нелокальным нели-
нейными оптическими откликами среды, различа-
ются только формой зависимости от напряженнос-
ти электрического поля входящих в них компонент
вектора поляризации среды. Первая сумма в выра-
жении (37) также отличается от (23) только разли-
чием вида формул для входящих в них Ploc и Pnloc.
Однако остальная часть выражения (37) и формула
(34) являются соответственно дополнительными по-
токами энергии и импульса, появляющимися толь-
ко в средах с нелокальным характером нелинейно-
го оптического отклика на внешнее световое поле.
Подобная ситуация имеет место и в линейных сре-
дах. В них учет нелокальности оптического откли-
ка сводится только к замене входящих в плотности

4 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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энергии и импульса выражений для поляризации
среды на более сложные выражения, учитывающие
пространственную дисперсию. При этом в форму-
лах для плотностей потоков энергии и импульса в
линейных средах дополнительно возникают принци-
пиально новые, связанные с пространственной дис-
персией, слагаемые [9, 11].

5. КОМПОНЕНТЫ ТЕНЗОРА
ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА В ПРИБЛИЖЕНИИ
МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИХСЯ АМПЛИТУД
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ВОЛН

При решении многих задач нелинейной оптики
используется метод медленно меняющихся ампли-
туд, в рамках которого амплитуды взаимодейству-
ющих волн Ẽ(m)(r, t, ωm) (см. (5)) удовлетворяют
неравенствам

|∂tẼ(m)| � |ωmẼ(m)|, |∂jẼ(m)| � |k(m)
j Ẽ(m)|.

В этом случае имеющими более высокий порядок
малости слагаемыми в формулах (27), (33), (34) и
(37) можно пренебречь и переписать их с помощью
медленно меняющихся амплитуд Ẽ(m):

U (n)nloc =

=
in

n+ 1

n∑
m=1

[
k
(m)
k Γ̃ijk(ωn+1;ωm)Ẽ

(n+1)∗
i Ẽ

(m)
j −

− k
(n+1)
k Γ̃ ∗

ijk(ωm;ωn+1)Ẽ
(m)
i Ẽ

(n+1)∗
j +

n∑
s=1

(1−δms)×

× k
(s)
k Γ̃ijk(−ωm;ωs)Ẽ

(m)
i Ẽ

(s)
j

]
+ c.c., (38)

S
(n)nloc
k =

= − i

n+1

{
n∑

m=1

[
ωn+1Ẽ

(n+1)∗
i Γ̃ijk(ωn+1;ωm)Ẽ

(m)
j −

− ωmẼ
(m)
i Γ̃ ∗

ijk(ωm;ωn+1)Ẽ
(n+1)∗
j − ωmẼ

(m)
i ×

×
n∑

s=1

(1 − δms)Γ̃ijk(−ωm;ωs)Ẽ
(s)
j

]}
+ c.c., (39)

g(n,nloc)p =

= i

n∑
m=1

epik

(
k
(m)
l Γ̃ijl(ωn+1;ωm)Ẽ

(m)
j B̃

(n+1)∗
k −

− k
(n+1)
l Γ̃ ∗

ijl(ωm;ωn+1)Ẽ
(n+1)∗
j B̃

(m)
k +

n∑
s=1

(1−δms)×

× k
(s)
l Γ̃ijl(−ωm;ωs)Ẽ

(s)
j B̃

(m)
k

)
+ c.c., (40)

G
(n,nloc)
pk =

= i

n∑
m=1

{
1

n+1
δpk

[
k
(m)
l Γ̃ijl(ωn+1;ωm)Ẽ

(n+1)∗
i Ẽ

(m)
j +

+

n∑
s=1

(1− δms)k
(s)
l Γ̃ijl(−ωm;ωs)Ẽ

(m)
i Ẽ

(s)
j −

− k
(n+1)
l Γ̃ ∗

ijl(ωm;ωn+1)Ẽ
(m)
i Ẽ

(n+1)∗
j

]
−

−
[
k
(m)
l Γ̃kjl(ωn+1;ωm)Ẽ(n+1)∗

p Ẽ
(m)
j −

−
(
k
(n+1)
l Γ̃ ∗

kjl(ωm;ωn+1)Ẽ
(n+1)∗
j −

−
n∑

s=1

(1− δms)k
(s)
l Γ̃kjl(−ωm;ωs)Ẽ

(s)
j

)
Ẽ(m)

p

]
−

− 1

n+ 1

n+1∑
m=1

[
k(n+1)
p Ẽ

(n+1)∗
i Γ̃ijk(ωn+1;ωm)Ẽ

(m)
j −

− k(m)
p Ẽ

(m)
i Γ̃ ∗

ijk(ωm;ωn+1)Ẽ
(n+1)∗
j −

n∑
s=1

(1−δms)×

× k(m)
p Ẽ

(m)
i Γ̃ijk(−ωm;ωs)Ẽ

(s)
j

]}
+ c.c. (41)

В этих формулах Γ̃ijk(ωn+1;ωm) и Γ̃ijk(−ωm;ωs)

имеют вид соответственно (12) и (13) с точностью
до замены в них E на Ẽ. При записи выражений
(38)–(41) возможная расстройка волновых векторов
Δk = k(ωn+1) − k(ω1) − k(ω2) − . . . − k(ωn), часто
возникающая в реальном эксперименте, считалась
равной нулю. Ее учет (Δk �= 0 ) не вызывает прин-
ципиальных трудностей, но делает формулы (38)–
(41) существенно более громоздкими.

6. ОДНО ИЗ СЛЕДСТВИЙ ПОЛУЧЕННЫХ
ФОРМУЛ

Помимо энергии и импульса, важной характе-
ристикой распространяющегося в нелинейной среде
излучения является его угловой момент (момент им-
пульса), закон изменения которого в общем случае
приводит к равенству [26]

∂tJi + ∂jMij = τi. (42)

Здесь Ji — i-я компонента вектора плотности угло-
вого момента, Mij — плотность потока углового мо-
мента, τi — i-я компонента вектора плотности вра-
щательного момента, обусловленного анизотропией
среды. Если последняя обладает симметрией отно-
сительно вращения вокруг некоторой оси, то ком-
понента вектора плотности вращающего момента,
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направленная вдоль этой оси, должна быть равна
нулю. Поэтому в изотропной среде τi ≡ 0. В элект-
родинамике Ji = eijkxjgk (xj — координаты ради-
ус-вектора), а Mij = eiklxkGlj [27, 28]. После под-
становки этих выражений в (42) с учетом равенства
(4) i-я компонента вектора плотности вращательно-
го момента оказывается равной τi = eiklGlk [20], из
чего в оптике сред, не обладающих пространствен-
ной дисперсией, следует утверждение, что если тен-
зор плотности потока импульса Ĝ несимметричен,
то угловой момент не сохраняется [29].
Тензор плотности потока импульса (37) оказы-

вается несимметричным в изотропной гиротропной
среде с пространственной дисперсией квадратичной
нелинейности. Но это не означает, например, вер-
ность утверждения о несохранении углового момен-
та при генерации суммарной частоты (n = 2, ω3 =

= ω1 + ω2 в выписанных выше формулах). Чтобы
убедиться в этом, подставим в (37) явный вид тен-
зора γ(2)ijkl(ω3;ω1, ω2):

γ
(2)
ijkl(ω3;ω1, ω2) = γ1(ω3, ω1, ω2)δijδkl +

+ γ2(ω3, ω1, ω2)δikδjl + γ3(ω3, ω1, ω2)δilδjk. (43)

Здесь γ1,2,3(ω3, ω1, ω2) — функции частот. С помо-
щью полученного выражения величину τi можно за-
писать в виде пространственной производной:

τi = eiklGlk = ∂jQij ,

где

Qij =
1

3
eikj ×

×
{
[γ3(ω3;ω1, ω2) + γ3(ω3;ω2, ω1)]E

(3)∗
k E(1)

p E(2)
p +

+[γ3(−ω1;ω2,−ω3)+γ3(−ω1;−ω3, ω2)]E
(1)
k E(3)∗

p E(2)
p +

+[γ3(−ω2;−ω3, ω1)+γ3(−ω2;ω1,−ω3)]E
(2)
k E(3)∗

p E(1)
p

}
−

− eikl

[
γ2(ω3;ω1, ω2)E

(3)∗
l E

(1)
j E

(2)
k +

+ γ2(ω3;ω2, ω1)E
(3)∗
l E

(1)
k E

(2)
j +

+ γ3(ω3;ω1, ω2)E
(3)∗
j E

(1)
l E

(2)
k +

+ γ3(ω3;ω2, ω1)E
(3)∗
j E

(1)
k E

(2)
l

]
+ c.c. (44)

В результате уравнение (42) принимает вид

∂tJi + ∂j(Mij −Qij) = 0,

т. е. угловой момент света в изотропной среде с
нелокальностью квадратичного отклика, естествен-
но, сохраняется, но формула для плотности пото-
ка углового момента оказывается более сложной,

чем в средах без пространственной дисперсии. На-
хождение таких поправок для сред, демонстрирую-
щих нелинейность более высокого порядка и обла-
дающих симметрией относительно вращения вокруг
только одной оси, достаточно сложная задача, тре-
бующая дальнейшей работы.

7. КОМПОНЕНТЫ ТЕНЗОРА
ЭНЕРГИИ-ИМПУЛЬСА В СРЕДАХ С
КВАДРАТИЧНОЙ И КУБИЧЕСКОЙ

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

В качестве примера приведем формулы (38),
(39), (40) и (41) для практически важных частных
случаев генерации суммарной частоты ω3 = ω1+ω2,
k(3) = k(1)+k(2) (n = 2) и частоты ω4 = ω1+ω2+ω3,
k(4) = k(1) + k(2) + k(3) (n = 3), из которых лег-
ко могут быть получены соответствующие выраже-
ния для энергии, векторов потока энергии и им-
пульса, а также тензора плотности потока импульса
для других широко распространенных нелинейных
оптических эффектов (генерация второй и третьей
гармоник, когерентное антистоксово рассеяние све-
та (КАРС) и др.).
При n = 2

Pnloc
i (ω3) = γ

(2)
ijlk(ω3;ω1, ω2)E

(1)
j ∂kE

(2)
l +

+ γ
(2)
ijlk(ω3;ω2, ω1)E

(2)
j ∂kE

(1)
l , (45)

Pnloc
i (ω1,2) = γ

(2)
ijlk(ω1,2;ω3,−ω2,1)E

(3)
j ∂kE

(2,1)∗
l +

+ γ
(2)
ijlk(ω1,2;−ω2,1, ω3)E

(2,1)∗
j ∂kE

(3)
l (46)

и формулы (38)–(41) принимают вид

U (2)nloc = 2i
(
γ
(2)
iljp(ω3;ω2, ω1)k

(1)
p +

+ γ
(2)
ijlp(ω3;ω1, ω2)k

(2)
p

)
Ẽ

(3)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l + c.c., (47)

S
(2)nloc
k = −i [ω1γjlik(−ω1;ω2,−ω3) +

+ ω2γljik(−ω2;ω1,−ω3)] Ẽ
(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ

(3)∗
i + c.c., (48)

g(2)nlocp = iepik

{[
k
(2)
l γ

(2)
ijml(ω3;ω1, ω2) +

+ k
(1)
l γ

(2)
imjl(ω3;ω2, ω1)

]
B̃

(3)∗
k Ẽ

(1)
j Ẽ(2)

m +

+
[
k
(2)
l γ

(2)
ijml(−ω1;−ω3, ω2) −

− k
(3)
l γ

(2)
imjl(−ω1;ω2,−ω3)

]
B̃

(1)
k Ẽ

(3)∗
j Ẽ(2)

m +

+
[
k
(1)
l γ

(2)
ijml(−ω2;−ω3, ω1) −

− k
(3)
l γ

(2)
imjl(−ω2;ω1,−ω3)

]
×

× B̃
(2)
k Ẽ

(3)∗
j Ẽ(1)

m

}
+ c.c., (49)
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G
(2)nloc
pk = i

{{
δpk

[
γ
(2)
iljm(ω3;ω2, ω1)k

(1)
m + γ

(2)
ijlm(ω3;ω1, ω2)k

(2)
m

]
−

[
γ
(2)
iljk(ω3;ω2, ω1)k

(1)
p +

+ γ
(2)
ijlk(ω3;ω1, ω2)k

(2)
p

]}
Ẽ

(3)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l −

[
(γ

(2)
kjlm(ω3;ω1, ω2)k

(2)
m +γ

(2)
kljm(ω3;ω2, ω1)k

(1)
m

]
×

× Ẽ(3)∗
p Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l +

[
γ
(2)
kjlm(−ω1;−ω3, ω2)k

(2)
m − γ

(2)
kljm(−ω1;ω2,−ω3)k

(3)
m

]
Ẽ

(3)∗
j Ẽ(1)

p Ẽ
(2)
l +

+
[
γ
(2)
kjlm(−ω2;−ω3, ω1)k

(1)
m − γ

(2)
kljm(−ω2;ω1,−ω3)k

(3)
m

]
Ẽ

(3)∗
j Ẽ

(1)
l Ẽ(2)

p

}
+ c.c. (50)

При получении формул (47), (48), (49) и (50) из соотношений (38), (39), (40) и (41) с целью достижения
максимально компактной записи первых использовались симметрийные соотношения (31), (8), которые в
случае среды с квадратичной нелинейностью записываются в виде

γ
(2)
ijkp(ω3;ω2, ω1) = −γ(2kjip(−ω1;ω2,−ω3), (51)

γ
(2)
ijkp(ω3;ω1, ω2) + γ

(2)
jkip(−ω1;ω2,−ω3) + γ

(2)
kijp(−ω2;−ω3, ω1) = 0. (52)

В среде с кубической нелинейностью (n = 3) материальные уравнения (10) и (11), выражения для энергии,
векторов потока энергии и импульса, а также тензора плотности потока импульса задаются формулами

Pnloc
i (ω4) = γ

(3)
ijlmk(ω4;ω1, ω2, ω3)E

(1)
j E

(2)
l ∂kE

(3)
m + γ

(3)
ijlmk(ω4;ω2, ω3, ω1)E

(2)
j E

(3)
l ∂kE

(1)
m +

+ γ
(3)
ijlmk(ω4;ω3, ω1, ω2)E

(3)
j E

(1)
l ∂kE

(2)
m , (53)

Pnloc
i (ω1,2,3) = γ

(3)
ijlmk(ω1,2,3;ω4,−ω2,3,1,−ω3,1,2)E

(4)
j E

(2,3,1)∗
l ∂kE

(3,1,2)∗
m +γ

(3)
ijlmk(ω1,2,3;−ω3,1,2, ω4,−ω2,3,1)×

× E
(3,1,2)∗
j E

(4)
l ∂kE

(2,3,1)∗
m + γ

(3)
ijlmk(ω1,2,3;−ω2,3,1,−ω3,1,2, ω4)E

(2,3,1)∗
j E

(3,1,2)∗
l ∂kE

(4)
m , (54)

U (3)nloc = 3i
[
γ
(3)
ilmjp(ω4;ω2, ω3, ω1)k

(1)
p + γ

(3)
ijmlp(ω4;ω1, ω3, ω2)k

(2)
p + γ

(3)
ijlmp(ω4;ω1, ω2, ω3)k

(3)
p

]
×

× Ẽ
(4)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ(3)

m + c.c., (55)

S
(3)nloc
k = −i

[
ω1γ

(3)
ilmjk(ω4;ω2, ω3, ω1) + ω2γ

(3)
ijmlk(ω4;ω1, ω3, ω2) + ω3γ

(3)
ijlmk(ω4;ω1, ω2, ω3)

]
×

× Ẽ
(4)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ(3)

m + c.c., (56)

g(3)nlocp = iepik

{[
γ
(3)
ijlmn(ω4;ω1, ω2, ω3)k

(3)
n + γ

(3)
ilmjn(ω4;ω2, ω3, ω1)k

(1)
n +

+ γ
(3)
imjln(ω4;ω3, ω1, ω2)k

(2)
n

]
B

(4)∗
k E

(1)
j E

(2)
l E(3)

m +
[
γ
(3)
ijlmn(−ω1;−ω4, ω2, ω3)k

(3)
n −

− γ
(3)
ilmjn(−ω1;ω2, ω3,−ω4)k

(4)
n + γ

(3)
imjln(−ω1;ω3,−ω4, ω2)k

(2)
n

]
B

(1)
k E

(4)∗
j E

(2)
l E(3)

m +

+
[
γ
(3)
ijlmn(−ω2;ω1,−ω4, ω3)k

(3)
n + γ

(3)
ilmjn(−ω2;−ω4, ω3, ω1)k

(1)
n − γ

(3)
imjln(−ω2;ω3, ω1,−ω4)k

(4)
n

]
×

×B
(2)
k E

(1)
j E

(4)∗
l E(3)

m −
[
γ
(3)
ijlmn(−ω3;ω1, ω2,−ω4)k

(4)
n − γ

(3)
ilmjn(−ω3;ω2,−ω4, ω1)k

(1)
n −

− γ
(3)
imjln(−ω3;−ω4, ω1, ω2)k

(2)
n

]
B

(3)
k E

(1)
j E

(2)
l E(4)∗

m

}
+ c.c., (57)
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G
(3)nloc
pk = i

{{
δpk

[
γ
(3)
ilmjn(ω4;ω2, ω3, ω1)k

(1)
n + γ

(3)
ijmln(ω4;ω1, ω3, ω2)k

(2)
n +γ

(3)
ijlmn(ω4;ω1, ω2, ω3)k

(3)
n

]
−

−
[
γ
(3)
ilmjk(ω4;ω2, ω3, ω1)k

(1)
p + γ

(3)
ijmlk(ω4;ω1, ω3, ω2)k

(2)
p + γ

(3)
ijlmk(ω4;ω1, ω2, ω3)k

(3)
p

]}
Ẽ

(4)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ(3)

m −

−
[
γ
(3)
klmjn(ω4;ω2, ω3, ω1)k

(1)
n + γ

(3)
kjmln(ω4;ω1, ω3, ω2)k

(2)
n + γ

(3)
kjlmn(ω4;ω1, ω2, ω3)k

(3)
n

]
Ẽ(Σ)∗

p Ẽ
(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ(3)

m

−
[
γ
(3)
kmiln(−ω1;ω3,−ω4, ω2)k

(2)
n + γ

(3)
klimn(−ω1;ω2,−ω4, ω3)k

(3)
n −γ(3)klmin(−ω1;ω2, ω3,−ω4)k

(4)
n

]
Ẽ

(4)∗
i Ẽ(1)

p Ẽ
(2)
l Ẽ(3)

m −

−
[
γ
(3)
kmijn(−ω2;ω3,−ω4, ω1)k

(1)
n +γ

(3)
kijmn(−ω2;−ω4, ω1, ω3)k

(3)
n −γ(3)kmjin(−ω2;ω3, ω1,−ω4)k

(4)
n

]
×

× Ẽ
(4)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ(2)

p Ẽ(3)
m −

[
γ
(3)
kiljn(−ω3;−ω4, ω2, ω1)k

(1)
n + γ

(3)
kijln(−ω3;−ω4, ω1, ω2)k

(2)
n −

− γ
(3)
kjlin(−ω3;ω1, ω2,−ω4)k

(4)
n

]
Ẽ

(4)∗
i Ẽ

(1)
j Ẽ

(2)
l Ẽ(3)

p

}
+ c.c. (58)

Заметим, что подстановки k(3)l = k
(1)
l + k

(2)
l в (49),

(50) и k(4)l = k
(1)
l + k

(2)
l + k

(3)
l в (57), (58) не делают

эти формулы более компактными.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Нами получены аналитические выражения, до-
полняющие ранее известные формулы для плотно-
стей энергии и импульса, а также для плотностей
их потоков слагаемыми, возникающими благодаря
наличию нелокальности нелинейного оптического
отклика непоглощающей среды на внешнее свето-
вое поле. Эти дополнительные слагаемые позволяют
обобщить на случай нелинейной среды с простран-
ственной дисперсией формулы для компонент тензо-
ра энергии-импульса Минковского. Полученные вы-
ражения для плотности энергии и импульса отлича-
ются от ранее известных аналогичных формул, кор-
ректных для не проявляющей нелокальность опти-
ческого отклика среды, только учетом зависимости
входящей в них нелинейной поляризации от про-
странственных производных напряженности элек-
трического поля. Плотность потока импульса, поми-
мо этого отличия, включает дополнительное слагае-
мое, связанное с тензором, определяющим нелокаль-
ный нелинейный оптический отклик толщи среды.
Подобное слагаемое также присутствует и в выра-
жении для плотности потока энергии. Таким обра-
зом, нелокальность нелинейного оптического откли-
ка среды приводит к возникновению дополнитель-
ных потоков энергии и импульса электромагнитного
поля.
Результаты работы позволяют начать поиск свя-

занных с пространственной дисперсией оптической
нелинейности возможных дополнительных слагае-
мых в выражениях для плотности углового момен-
та и его потока. Уже сейчас можно сказать, что,

например, в частном случае изотропной среды с
нелокальностью квадратичного по полю оптическо-
го отклика такие слагаемые возникают.
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Проводилась лазерная абляция кремниевой мишени в дистиллированной воде одиночными фемто-пико-
секундными импульсами при фокусировке объективом с числовой апертурой NA = 0.25 в зависимости
от положения фокуса относительно поверхности мишени. Представлена визуализация плазменного ка-
нала в воде для используемой числовой апертуры. Проведена характеризация абляционного рельефа
поверхности с помощью сканирующей электронной и зондовой микроскопии. Получены и проанализи-
рованы значения максимальных глубин и объемов кратеров в зависимости от положения линейного и
протяженного нелинейного фокуса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Лазерные ультракороткие импульсы (УКИ) по-
лучили распространение при обработке поверхнос-
ти широкого круга материалов, таких как металлы
[1, 2], полупроводники [3–5], диэлектрики [5–7], по-
лимеры [8]. К основным преимуществам лазерных
УКИ можно отнести уменьшение зоны теплового
воздействия, уменьшение загрязнения поверхности
[9,10], возможность получения субволновых поверх-
ностных структур c периодом, значительно мень-
шим длины волны возбуждающего лазерного излу-
чения, Λ < λlaser/2 [11, 12].

В связи с тем, что пиковые мощности лазерно-
го излучения достигают высоких значений (пета-
ватт), при распространении УКИ в прозрачной сре-
де могут проявляться нелинейные эффекты, такие
как самофокусировка, филаментация, пробой плаз-
мы. Рассмотрим более подробно явление самофоку-

* E-mail: cna1992@mail.ru

сировки, которое является пороговым эффектом и
рассчитывается для гауссова пучка по формуле

Pcr =
3.77λ2

8πn0n2
,

где n0 — линейный коэффициент преломления, n2 —
коэффициент керровской (кубической) нелинейно-
сти среды. Как видно из данной формулы, крити-
ческая мощность зависит как от параметров лазер-
ного излучения (длина волны), так и от среды, в
которой происходит распространение лазерного из-
лучения. Для того чтобы избежать филаментации,
можно уменьшить длительность лазерного импуль-
са, понизив тем самым пиковую мощность излуче-
ния до значений ниже критической мощности са-
мофокусировки Pcr. При превышении критической
мощности более чем в десять раз может возникать
множественная филаментация — филаменты обра-
зуются и исчезают случайным образом как в про-
дольном, так и в поперечном направлении. Для во-
ды порог самофокусировки значительно ниже чем
для воздушной среды: при длине волны лазерного
излучения 1030 нм он равен 2–6 МВт для воды и
2–5 ГВт для воздуха [13–15]. При этом вода получи-
ла широкое распространение в качестве буферной
среды при лазерной генерации коллоидных раство-
ров [16–19]. Кроме того, при воздействии лазерных
УКИ в водной среде получают модификацию по-
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верхности с улучшенными трибологическими и хи-
мическими свойствами по сравнению с модифика-
цией на воздухе [20, 21].
В ряде работ продемонстрирована ключевая

роль самофокусировки и филаментации при выно-
се вещества с поверхности материала в процессе
микрообработки поверхности в водной среде [22–26].
При этом в данных работах абляция возникала в
области геометрического (линейного) фокуса и не
учитывалось смещение нелинейного лазерного фо-
куса, которое зависит от приложенной пиковой мощ-
ности [13]. Ранее в работах [27, 28] исследовалась
эффективность абляции (вынос массы и оптическая
плотность коллоидных растворов наночастиц) при
многоимпульсной обработке фемтосекундными ла-
зерными импульсами (120 фс) в зависимости от по-
ложения геометрического фокуса (использовались
длиннофокусные линзы NA < 0.03) относительно
поверхности мишени. Было показано, что наиболь-
шая эффективность достигается при фокусировке
несколько выше поверхности. Данный факт авто-
ры связывали с возникновением нелинейного фоку-
са вследствие самофокусировки в воде. При этом
в данных работах не проводилось сравнение с до-
филаментационным режимом (P < Pcr). Также в
литературе отсутствуют аналогичные эксперимен-
ты для жесткой фокусировки лазерного излучения
(NA ≥ 0.2), когда пространственные характеристи-
ки и плотность плазмы в плазменном канале значи-
тельно меняются [11, 29, 30].
В данной работе проводилась абляция кремние-

вой мишени для длительностей импульса 0.3 и 10 пс
в водной среде в зависимости от положения фоку-
са для объектива NA = 0.25. Наличие и смещение
фокуса лазерного излучения продемонстрированы с
помощью визуализации плазменного канала в жид-
кости при разных значениях пиковой мощности из-
лучения. Абляционный рельеф поверхности прове-
ден с помощью сканирующего электронного микро-
скопа. Были получены значения максимальной глу-
бины и объема кратера в зависимости от положения
геометрического фокуса.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

В данном эксперименте проводилась одноим-
пульсная абляция свежих участков полированной
пластины монокристаллического нелегированного
кремния (ориентация [110]) толщиной 375 мкм с
естественным оксидным слоем 2–3 нм. Абляция про-
исходила в дистиллированной воде, слой жидкос-

Рис. 1. Схема эксперимента: а — абляция мишени при ска-
нировании через весь образец; б — визуализация плазмен-

ного канала в дистиллированной воде

ти над поверхностью мишени составлял примерно
1 мм. В качестве источника лазерного излучения в
работе был использован волоконный лазер Satsuma
(Amplitude Systemes) с активной средой на ионах
Yb3+ (длина волны основной гармоники 1030 нм,
ширина спектра на полувысоте 7 нм, частота сле-
дования импульсов 1 Гц–500 кГц). Длительность ла-
зерных УКИ изменялась с помощью выходного ком-
прессора и составляла 0.3 и 10 пс. Длительность ла-
зерных УКИ измерялась с помощью сканирующе-
го интерференционного автокоррелятора АА-20DD
(Авеста-проект, диапазон 0.01–30 пс). Энергия УКИ
в моде ТЕМ00 плавно менялась с помощью тонко-
пленочного отражательного ослабителя. Лазерное
излучение первой гармоники фокусировалось на по-
верхности образца через объектив NA = 0.25 в пят-
но (по уровню интенсивности 1/e) радиусом около
2.5 мкм. Образец перемещался с помощью мотори-
зированной трехкоординатной платформы с мини-
мальным шагом 1 мкм. Визуализация топологии по-
верхности осуществлялась с помощью сканирующе-
го электронного микроскопа (СЭМ) Tescan VEGA.
Топология поверхности абляционного рельефа была
получена на сканирующем атомно-силовом микро-
скопе (АСМ) с разрешением сканирования 120 нм.
Визуализация плазменного канала проводилась

для фемтосекундного лазерного излучения с дли-
тельностью импульса 0.3 пс и длиной волны 1030 нм.
Схема эксперимента представлена на рис. 1a. Ла-
зерное излучение первой гармоники фемтосекунд-
ного волоконного лазера фокусировалось в воде че-
рез объектив с числовой апертурой NA = 0.25. В
перпендикулярной (боковой) геометрии визуализи-
ровался плазменный канал через объектив с число-
вой апертурой NA = 0.1 на цветную CCD-камеру.
Абляция мишени проводилась для первой гармо-

ники лазерного излучения в режиме сканирования
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Рис. 2. а) Снимки плазменных каналов от пиковой мощ-
ности в лазерном импульсе. б) Смещение центра плазмен-
ного канала от пиковой мощности в импульсе (выделенная
область (3.8–5 МВт) соответствует началу смещения фи-

ламента)

образца одновременно по двум координатам x и z
со скоростью соответственно 25 мкм/с и 12.5 мкм/с
(рис. 1б). Частота следования лазерных импуль-
сов составляла 1 Гц. В эксперименте использова-
лись импульсы длительностью 0.3 пс с мощнос-
тью, соответствующей филаментационному режиму
(P ≥ Pcr), и 10 пс с P < Pcr.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И
ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для подтверждения возникновения филамента-
ции визуализировалась продольная структура плаз-
менного канала в зависимости от приложенной пи-
ковой мощности в лазерном импульсе. На рис. 2a
представлены изображения структуры плазменно-
го канала для разных пиковых мощностей. Частота
следования лазерных импульсов в эксперименте со-
ставляла 10 кГц, выбор которой связан с тем, что
при меньшей частоте чувствительности камеры не
хватает, чтобы детектировать свечение плазменно-
го канала. Штриховой линией показано положение
линейного фокуса. При увеличении энергии в ла-
зерном импульсе мы наблюдаем смещение плазмен-
ного канала в сторону фокусирующей оптики. Дан-
ная несимметричность плазменного канала говорит
о возникновении самофокусировки и результирую-
щей филаментации. На рис. 2б показано смещение
центра плазменного канала в зависимости от пико-
вой мощности в лазерном импульсе. Начало резкого
смещения происходит в районе 2–5 МВт.
Начало движения можно интерпретировать

как превышение над критической мощностью са-
мофокусировки. Движение начинается в области
3.8–5 МВт. Полученные результаты хорошо согла-
суются с литературными значениями критической
мощности для воды (Pcr ≈ 2–5 МВт для данной

Рис. 3. СЭМ-снимки абляционного рельефа на поверхнос-
ти мишени кремния для разных положений геометричес-

кого фокуса относительно поверхности мишени

длины волны). Длина плазменного канала в нашем
эксперименте составляет 50–350 мкм в зависимости
от энергии в лазерном импульсе.
На рис. 3 представлены снимки абляционного ре-

льефа на поверхности мишени кремния в зависимо-
сти от положения фокуса. Эксперименты проводи-
лись при энергиях 0.8, 1.6, 3.4 мкДж и длительно-
стях импульса 0.3 и 10 пс. Штриховыми линиями
отмечены две длины Рэлея для данной фокусиров-
ки, равные приблизительно 50 мкм. Отрицательные
значения, отложенные сверху рисунка, соответству-
ют положению геометрического фокуса над поверх-
ностью мишени; положительные значения соответ-
ствуют случаю, когда фокус находится ниже по-
верхности мишени. Все полученные кратеры имеют
округлую форму. При этом для абляции при дли-
тельности лазерного импульса 0.3 пс и фокусиров-
ке выше поверхности мишени наблюдаются точеч-
ная структура внутри кратера и внешняя кольце-
вая структура, которая больше себя проявляет при
большей энергии лазерных импульсов. Данная мор-
фология кратеров может быть связана с возникно-
вением филаментации и конической эмиссии [31].
Рассмотрим глубины и объемы полученных кра-

теров в зависимости от положения геометрическо-
го фокуса (рис. 4). Пиковая мощность использу-
емых импульсов длительности 10 пс составляет
0.08–0.34 МВт, что значительно меньше, чем мощ-
ность самофокусировки в жидкости (Pcr = 2–5 МВт
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Глубины и объемы кратеров в случаях длительности импульса 0.3 пс (а,в) и 10 пс (б,г)

для длины волны 1030 нм). В связи с этим подра-
зумевается лишь геометрический фокус, положение
которого не меняется от мощности в выбранном диа-
пазоне. На рис. 4 геометрический фокус по оси абс-
цисс находится в нулевой точке (отмечен синей об-
ластью). Наблюдается симметричное убывание глу-
бины кратера, что связано с уменьшением пиковой
мощности в фокальном пятне; максимум находится
в области геометрического фокуса.

Объемы кратеров при энергиях 1.6 и 0.8 мкДж
ведут себя аналогичным образом: для большей энер-
гии наблюдается смещение максимальной глубины
кратера влево, что соответствует ситуации, когда
фокус находится выше мишени. Данный факт мож-
но связать с тем, что, как показано в работах [22,32],
оптимальная плотность энергии имеет небольшую
величину. При больших энергиях в импульсе более

выгодным для выноса вещества с поверхности мате-
риала является увеличение фокального пятна.
При абляции лазерными УКИ длительностью

0.3 пс глубины и объемы полученных кратеров зна-
чительно меньше, чем для импульсов длительно-
стью 10 пс. При этом область, где глубина и объем
кратеров остаются практически постоянными, уве-
личивается, что, по всей видимости, связано с про-
явлением филаментации. Полученные данные хо-
рошо коррелируют с результатами работы [23], где
наблюдали аналогичные зависимости для глубин и
объемов.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе изучена лазерная абляция кремние-
вой мишени в дистиллированной воде фемто-пико-
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секундными импульсами длительностью 0.3 и 10 пс
при фокусировке объективом с числовой апертурой
NA = 0.25 в режиме одноимпульсного воздействия
в зависимости от положения геометрического фоку-
са относительно поверхности мишени. С помощью
визуализации в боковой геометрии обнаружена фи-
ламентация фемтосекундных лазерных импульсов
в виде плазменного канала вблизи геометрического
фокуса. Продемонстрирован отрицательный вклад
филаментации на процесс абляции, выраженный в
уменьшении максимальных глубин и объемов кра-
теров в 2–3.5 раза по сравнению с дофиламентаци-
онным режимом.
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Представлены результаты исследований по радиационно-столкновительному вовлечению молекул, не по-
глощающих лазерное ИК-излучение, в резонанс с лазерным полем при их облучении с поглощающими
излучение лазера молекулами в двухкомпонентной среде. Эксперименты проводились на примере смеси
молекул CF2HCl/CF3Br (при соотношении давлений 1/1). Возбуждение молекул осуществлялось им-
пульсным излучением СО2-лазера. Проведено два типа экспериментов: 1) облучение молекул в неравно-
весных термодинамических условиях скачка уплотнения, который формировался перед твердой поверх-
ностью при падении на нее сверхзвукового импульсного газодинамически охлажденного молекулярного
потока и 2) облучение молекул в статических условиях при комнатной температуре газа в кювете. Пока-
зано, что в случае облучения колебательно охлажденных молекул в скачке уплотнения, когда их полосы
ИК-поглощения узкие (7-8 см−1 на полувысоте), происходит эффективное вовлечение молекул CF2HCl,
изначально не поглощающих лазерное излучение, в резонанс с лазерным полем. Обнаружена их эф-
фективная диссоциация (с выходом диссоциации β ≥ 10–15%) при облучении смеси CF2HCl/CF3Br в
случае отстройки частоты CO2-лазера от центра полосы ИК-поглощения колебательно охлажденных в
скачке уплотнения молекул CF2HCl более чем на 15–25 см−1. В случае облучения молекул при комнатной
температуре газа в кювете, когда полосы ИК-поглощения молекул довольно широкие (25–30 см−1), так-
же наблюдается радиационно-столкновительное вовлечение молекул CF2HCl в процесс взаимодействия
с лазерным полем, но с менее ярко выраженным характером.

DOI: 10.31857/S0044451022070070
EDN: EDUYOQ

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время проводится много исследова-
ний, направленных на разработку низкоэнергетиче-
ских методов молекулярного лазерного разделения
изотопов (МЛРИ) (MLIS — molecular laser isotope
separation) [1–19]. Основной целью этих исследова-
ний является поиск эффективных и экономичных
методов для разделения изотопов, в том числе изо-
топов урана, а также других тяжелых элементов
[1,2,16–19]. Из большого числа предложенных на се-
годня лазерных методов разделения изотопов наи-
лучшие результаты были получены с применени-

* E-mail: gmakarov@isan.troitsk.ru

ем метода многофотонной ИК-диссоциации моле-
кул излучением мощных импульсных CO2-лазеров
[20–26]. На основе этого метода в России (в г. Ка-
лининграде) в недавнем прошлом было открыто и
успешно функционировало производство по обога-
щению тяжелого изотопа углерода-13 (13C) с ис-
пользованием в качестве рабочего вещества молекул
CF2HCl (фреона-22) [24–26]. Однако в этом мето-
де требуются довольно высокие плотности энергии
лазерного излучения (Φ ≥ 3–5 Дж/см2), поскольку
для диссоциации молекул, подобных CF2HCl, необ-
ходимо колебательно возбудить их до энергий по-
рядка 2.4 эВ и более [1,2,20–28]. Это во многих слу-
чаях приводит к уменьшению изотопической селек-
тивности процесса, что особенно критично в слу-
чае селективной диссоциации молекул, характери-
зующихся небольшими изотопическими сдвигами в
спектрах ИК-поглощения (WF6, MoF6, UF6) [1, 2].
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В качестве низкоэнергетических методов МЛРИ
(с энергией активации процесса не более 0.3–0.5 эВ
[1, 2, 17]) сегодня рассматриваются хорошо изучен-
ные методы изотопно-селективного подавления кла-
стеризации молекул при газодинамическом расши-
рении на выходе из сопла и изотопно-селективной
диссоциации небольших ван-дер-ваальсовых класте-
ров (в частности, димеров) [1, 2, 9–17], а также ком-
бинация этих методов [1, 2, 17]. В настоящее время
в США для разделения изотопов урана разрабаты-
вается технология SILEX (Separation of Isotopes by
Laser Excitation) [29–31]. Принципы этой техноло-
гии не раскрываются, однако с большой вероятно-
стью можно полагать, что в ее основе лежат низ-
коэнергетические процессы [32]. Технология SILEX,
по утверждениям разработчиков, применима также
для разделения изотопов других элементов (крем-
ния, бора, серы, углерода, кислорода и др.) [1, 29].
В работах [1, 33] было показано, что альтерна-

тиву низкоэнергетическим методам МЛРИ может
составить подход, в котором изотопно-селективная
диссоциация молекул проводится в неравновесных
термодинамических условиях скачка уплотнения,
формирующегося перед твердой поверхностью при
падении на нее сверхзвукового импульсного газо-
динамически охлажденного молекулярного потока.
Этот подход был предложен и развит в работах
[34–38], в которых в неравновесных термодинами-
ческих условиях скачка уплотнения исследовалась
изотопно-селективнаяИК-диссоциация молекул SF6

[34–37] и CF3I [38] (см. также обзорную работу [39]).
Указанные молекулы характеризуются сравни-

тельно большими изотопическими сдвигами в спект-
рах ИК-поглощения. В случае SF6 и CF3I изотоп-
ные сдвиги в спектрах поглощения возбуждаемых
лазером колебаний ν3 (SF6) и ν1 (CF3I) составля-
ют соответственно Δνis ≈ 17 см−1 (относительно
изотопов 32S и 34S) [40, 41] и Δνis ≈ 27 см−1 (от-
носительно изотопов 12C и 13C) [42]. Эти величины
значительно превышают ширины полос ИК-погло-
щения молекул в охлажденном молекулярном по-
токе. Принципиально другая ситуация реализует-
ся в случае молекул, имеющих небольшие изото-
пические сдвиги в спектрах возбуждаемых лазером
колебаний, когда спектры поглощения разных изо-
топологов практически полностью перекрываются.
Малая величина изотопического сдвига в спектрах
ИК-поглощения молекул, содержащих изотопы тя-
желых элементов, является одной из основных проб-
лем в контексте получения высоких значений селек-
тивности при лазерном разделении изотопов мето-
дом ИК-диссоциации молекул.

Недавно в работах [43–47] в неравновесных тер-
модинамических условиях скачка уплотнения ис-
следовалась изотопно-селективная ИК-диссоциация
молекул CF3Br и CF2HCl. Указанные молекулы
имеют небольшие изотопические сдвиги (по отно-
шению к изотопам брома и хлора) в спектрах
ИК-поглощения (Δνis ≈ 0.25 см−1 в случае моле-
кул CF3Br [48] и Δνis ≈ 0.05 см−1 в случае моле-
кул CF2HCl [49]), что представляет большой инте-
рес в плане изотопно-селективной многофотонной
ИК-диссоциации молекул UF6. Показано, что при
небольших плотностях энергии возбуждения мож-
но реализовать изотопно-селективную диссоциацию
указанных молекул [43–46]. Обнаружено эффектив-
ное вовлечение молекул, не поглощающих лазер-
ное ИК-излучение, в резонанс с лазерным полем
при их облучении в смеси с поглощающими излуче-
ние лазера молекулами в двухкомпонентной среде
[47]. Эксперименты проводились со смесью молекул
CF2HCl/CF3Br (при соотношении давлений 1/1).
В данной работе нами приведены результаты бо-

лее детального исследования обнаруженного в рабо-
те [47] радиационно-столкновительного вовлечения
молекул, не поглощающих лазерное ИК-излучение,
в резонанс с лазерным полем в двухкомпонентной
молекулярной среде. В ходе исследований облучение
молекул ИК-лазером проводилось как в неравновес-
ных термодинамических условиях скачка уплотне-
ния в условиях низкой колебательной температуры
молекул, так и в статических условиях при ком-
натной температуре газа в кювете. Описаны экс-
периментальная установка и суть метода, рассмат-
риваются причины наблюдаемого явления. Резуль-
таты работы демонстрируют возможность прове-
дения изотопно-селективной ИК-диссоциации моле-
кул, находящихся первоначально вне резонанса с ла-
зерным излучением, в смеси с поглощающими излу-
чение лазера молекулами при сравнительно низких
плотностях энергии возбуждения и значительном
повышеним, вследствие этого, селективности диссо-
циации.

2. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ В
СКАЧКЕ УПЛОТНЕНИЯ

В процессе быстрого охлаждения молекулярного
газа при расширении из сопла термодинамическое
равновесие между различными степенями свободы
молекул нарушается из-за разницы во временах по-
ступательной, вращательной и колебательной ре-
лаксации: τtr ≤ τrot ≤ τvib. [50]. Степень отклонения
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Рис. 1. а) Схема экспериментальной установки с молекулярным пучком: 1 — высоковакуумная камера; 2 — импульсное
сопло; 3 — скиммер; 4 — квадрупольный масс-спектрометр; 5 — подложка с усеченной тетраэдрической пирамидой для
формирования ударной волны; 6 — цилиндрические линзы; 7 — ослабители; 8 — окна из NaCl; 9 — поглотитель излуче-
ния. б) Схема облучения молекул ИК-лазером в кювете при комнатной температуре: 1 — оптическая кювета; 2 — плоское
зеркало; 3 — разделительная пластинка; 4 — фокусирующая линза (f = 140 см); 5 — пироэлектрический приемник; 6 —

поглотитель излучения

от локального равновесия зависит от числа столк-
новений zcol, необходимых для релаксации данной
степени свободы. Для многоатомных молекул обыч-
но выполняется соотношение: τtr ≤ τrot ≤ τvib [50].
Поэтому в газодинамически охлажденном молеку-
лярном потоке для поступательной, вращательной
и колебательной температур многоатомных молекул
обычно реализуются [50] условия

T1,tr ≤ T1,rot ≤ T1,vib. (1)

В прямом скачке уплотнения [51, 52], который фор-
мируется при падении сверхзвукового газодинами-
чески охлажденного молекулярного потока на твер-
дую поверхность, из-за разницы в скоростях посту-
пательной вращательной и колебательной релакса-
ций [53], реализуются обратные неравновесные усло-
вия [1, 34–36,39]

T2,tr ≥ T2,rot ≥ T2,vib. (2)

При этом, из-за большого времени колебательно-по-
ступательной релаксации молекул (например, для
CF3Br pτV −T ≈ 135 мкс ·Торр [54], для CF2HCl
pτV −T ≈ 65 мкс ·Торр [55]), колебательная темпе-
ратура молекул в скачке уплотнения в случае ис-
пользования импульсного потока разреженного га-
за может практически не отличаться от колеба-
тельной температуры молекул в падающем потоке
(T2,vib ≈ T1,vib), в то время как поступательная и

вращательная температуры молекул в скачке уплот-
нения (из-за малого времени их поступательной и
вращательной релаксации порядка 10–100 нс ·Торр
[50]) значительно выше, чем в невозмущенном пото-
ке:

T2,tr > T1,tr, T2,rot > T1,rot. (3)

Таким образом, в скачке уплотнения создают-
ся новые неравновесные условия, которые характе-
ризуются тем, что колебательная температура мо-
лекул существенно меньше поступательной и вра-
щательной температур. В условиях наших экспери-
ментов колебательная температура молекул CF2HCl
и CF3Br в падающем на поверхность потоке, веро-
ятно, составляла T1,vib ≤ 150 K, а поступательная
и вращательная температуры — T1,tr ≈ T1,rot ≤
≤ 50 K [1,35].

3. ЭКСПЕРИМЕНТ И МЕТОД
ИССЛЕДОВАНИЯ

3.1. Экспериментальная установка

Схема установки с молекулярным пучком пока-
зана на рис. 1а. Она включает высоковакуумную ка-
меру с импульсным источником молекулярного пуч-
ка, квадрупольный масс-спектрометр КМС-01/250
для детектирования частиц пучка и перестраива-
емый по частоте импульсный CO2-лазер с энерги-
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ей в импульсе до 4 Дж для возбуждения молекул.
Импульс излучения лазера состоял из пика дли-
тельностью около 100 нс (на полувысоте) и хвосто-
вой части длительностью ≈ 0.5 мкс, в которой со-
держалось примерно 50% полной энергии импуль-
са. Экспериментальная установка включает так-
же персональный компьютер для управления масс-
спектрометром, систему синхронизации лазерного
импульса с импульсом молекулярного пучка и сис-
тему сбора и обработки данных. Камеры источника
молекулярного пучка и масс-спектрометра откачи-
вались турбомолекулярными насосами до давления
соответственно не более 10−5 Торр и 10−7 Торр.
Молекулярный пучок CF3Br (либо CF2HCl или

смеси молекул CF2HCl/CF3Br) генерировался в ка-
мере источника в результате сверхзвукового рас-
ширения указанных газов через импульсное сопло
General Valve с диаметром выходного отверстия
0.8 мм. С целью увеличения интенсивности молеку-
лярного пучка к соплу прикреплялся расходящий-
ся конус длиной 20 мм и углом раствора 15◦. Дли-
тельность импульса открывания сопла изменялась в
диапазоне от 310 до 475 мкс (на полувысоте). Дав-
ление газа над соплом изменялось в диапазоне от
3.9 до 8.0 атм. Камера масс-спектрометра отделя-
лась от камеры источника пучка скиммером (конус-
ной диафрагмой) диаметром 1.05 мм, расположен-
ном на расстоянии 150 мм от сопла. Сформирован-
ный таким образом пучок попадал в ионизационную
камеру КМС. Расстояние от среза сопла до иониза-
ционной камеры КМС составляло 350 мм.
Лазерное излучение пересекало молекулярный

пучок под углом примерно 90◦. Размеры лазерно-
го пучка в области пересечения с молекулярным
пучком составляли 8 × 6 мм2. Расстояние от сопла
до середины зоны облучения молекулярного пото-
ка составляло около 46 мм. CO2-лазер был настро-
ен на частоту генерации 1084.635 см−1 (линия из-
лучения 9R(30)). Эта линия излучения лазера попа-
дает между Q-ветвями спектра поглощения колеба-
ния ν1 молекул CF3

79Br (1084.769 см−1) и CF3
81Br

(1084.521 см−1) [48]. Указанная линия генерации ла-
зера отстроена от Q-ветви колебания ν3 молекулы
CF2HCl примерно на 15.4 см−1 [56] в красную об-
ласть.
Для формирования скачка уплотнения на рас-

стоянии x = 50 мм от сопла располагалась пер-
пендикулярно направлению молекулярного потока
подложка из дюралюминия толщиной 6 мм и диа-
метром 50 мм. В центре подложки имелось поли-
рованное конусное отверстие с входным диаметром
(со стороны сопла) 1.2 мм и выходным диаметром

5.0 мм. При падении интенсивного импульсного мо-
лекулярного потока на эту пластинку перед ней
формировался скачок уплотнения (ударная волна)
[51, 52] с неоднородными и неравновесными усло-
виями [35, 36]. Характерный размер фронта скач-
ка уплотнения, который по порядку величины ра-
вен длине свободного пробега молекул [51, 52], в
условиях рассматриваемых экспериментов состав-
лял 5–7 мм [35, 36, 39]. С целью получения более
интенсивного скачка уплотнения к пластинке при-
креплялась со стороны сопла сходящая усеченная
четырехгранная пирамида высотой 12 мм. Две гра-
ни пирамиды были изготовлены из тонких пласти-
нок NaCl, прозрачных для излучения лазера. Мо-
лекулы пучка, а также образующиеся в результате
возбуждения лазером и последующей диссоциации
молекул продукты, находящиеся в скачке уплотне-
ния, выходили через конусное отверстие в пластин-
ке, формировали вторичный молекулярный пучок
[35, 39] и попадали в ионизатор масс-спектрометра.
Схема эксперимента по облучению молекул в

статических условиях при комнатной температуре
показана на рис. 1б. Облучение молекул лазерным
ИК-излучением осуществлялось в оптической кю-
вете длиной 11.2 см. Облучались как чистые газы
CF2HCl и CF3Br при давлениях в кювете 0.5, 1.0
и 2.0 Торр, так и смеси газов CF2HCl/CF3Br при
соотношении давлений 1/1 и общем давлении 1.0 и
2.0 Торр. Расходы газов в кювете в результате облу-
чения молекул определялись на основе измерений
интенсивности ИК-спектров поглощения колебаний
ν3 и ν8 молекул CF2HCl и колебания ν1 молекул
CF3Br до и после облучения с помощью ИК-спект-
рофотометра SPECORD-M82.

3.2. Суть наблюдаемого эффекта и метод
исследования

Суть эффекта вовлечения молекул, не поглоща-
ющих лазерное излучение, в резонанс с лазерным
ИК-полем, поясняется на рис. 2. На рис. 2а пока-
заны полоса ИК-поглощения колебания ν1 (часто-
та 1084.5 см−1 [48]) резонансно поглощающих излу-
чение CO2-лазера молекул CF3Br при низкой (T ≈
≈ 50 K) температуре [48], а также полосы ИК-погло-
щения колебаний ν3 (1100 см−1) и ν8 (1118 см−1) [56]
молекул CF2HCl в жидком аргоне при температуре
T ≈ 110 K. Стрелкой показано также расположе-
ние линии генерации CO2-лазера (9R(30), частота
1084.635 см−1), на которой осуществлялось облуче-
ние молекул. Частота излучения лазера находится
в резонансе с полосой ИК-поглощения колебания ν1
молекул CF3Br (попадает между Q-ветвями моле-
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Рис. 2. а) Полоса ИК-поглощения колебания ν1 (частота 1084.5 см−1 [48]) резонансно поглощающих излучение CO2-
лазера молекул CF3Br при температуре T ≈ 50 K [48] и полосы ИК-поглощения колебаний ν3 (1100 см−1) и ν8 (1118 см−1)
молекул CF2HCl в жидком аргоне при температуре T ≈ 110 K [56]. б) Полоса ИК-поглощения колебания ν1 (частота
1084.5 см−1 [57]) резонансно поглощающих излучение CO2-лазера молекул CF3Br и полоса ИК-поглощения колебаний
ν3 (1100 см−1) и ν8 (1118 см−1) молекул CF2HCl [56] при комнатной температуре. Вертикальными стрелками на рис. а
и б показано расположение линии генерации CO2-лазера (9R(30), частота — 1084.635 см−1), на которой осуществля-
лось облучение молекул. Горизонтальными стрелками показано направление смещения полос ИК-поглощения молекул в

низкочастотную область при их колебательном возбуждении

кул CF3
81Br и CF3

79Br), и она довольно далеко от-
строена от ближайшей полосы ИК-поглощения мо-
лекул CF2HCl (отстройки от полос поглощения ко-
лебаний ν3 и ν8 молекул CF2HCl составляют соот-
ветственно не менее 15 см−1 и 33 см−1). На рис. 2б
показаны полоса ИК-поглощения колебания ν1 мо-
лекул CF3Br [57], а также полоса ИК-поглощения
колебаний ν3 и ν8 молекул CF2HCl при комнатной
температуре. Заметим, что полосы поглощения ко-
лебаний ν3 и ν8 молекул CF2HCl при комнатной тем-
пературе не разрешаются (перекрываются).

Резонансное возбуждение лазером молекул
CF3Br в смеси с молекулами CF2HCl приводит к
колебательному возбуждению молекул CF2HCl за
счет процесса колебательно-колебательного обмена
энергией с возбужденными молекулами CF3Br. В
результате этого полосы ИК-поглощения молекул
CF2HCl смещаются из-за ангармонизма колебаний
в красную область (в сторону частоты излучения
лазера, возбуждающего молекулы, см. рис. 1а)
[20, 27]. Это приводит к тому, что изначально не
поглощающие излучение лазера молекулы CF2HCl
за счет столкновений с возбужденными молеку-
лами CF3Br начинают вовлекаться в резонанс с
лазерным полем. В дальнейшем становится воз-
можным их радиационное резонансное возбуждение
и диссоциация лазерным излучением.

При лазерной ИК-диссоциации молекул CF2HCl
образуются радикалы CF2 и молекулы HCl. В
результате последующей рекомбинации радикалов
CF2 образуются молекулы C2F4 [58]. Энергия
диссоциации молекул CF2HCl составляет 47.9 ±
± 4.0 ккал/моль [59]. При диссоциации молекул
CF3Br образуются радикалы CF3 и атомы Br, а
конечными продуктами диссоциации и последую-
щих химических реакций являются молекулы C2F6

и Br2 [60]. Энергия диссоциации молекул CF3Br
значительно больше, чем у молекул CF2HCl. Она
составляет 66.9± 3.0 ккал/моль [59].
Выходы диссоциации β35 и β79 молекул CF2HCl

и CF3Br при облучении в скачке уплотнения опре-
делялись на основе измерений интенсивности время-
пролетных спектров соответственно молекулярного
иона CF2H35Cl+ (m/z = 86 а. е. м.) и ионного фраг-
мента CF2

79Br+ (m/z = 129 а. е. м.). Времяпролет-
ные спектры указанных ионов измерялась как в от-
сутствие возбуждения молекул в формирующемся
перед поверхностью скачке уплотнения, так и при
их возбуждении лазером [43–46]. В случае молекул
CF2HCl

SL = S0(1− β35Γ ), (4)

где S0 и SL — времяпролетные ионные сигналы
CF2H35Cl+ соответственно в отсутствие возбужде-
ния молекул и при их возбуждении лазером, Γ —
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отношение облучаемого объема ко всему объему мо-
лекулярного потока. В экспериментах нами анали-
зировался состав лишь облучаемой лазерным излу-
чением части молекулярного потока. Поэтому в на-
шем случае реализовывалось условие Γ = 1.
В экспериментах, проведенных по облучению мо-

лекул при комнатной температуре газа в кювете, вы-
ходы диссоциации молекул CF2HCl и CF3Br опре-
делялись на основе соотношения (например, для
CF2HCl)

pN = p0(1− βCF2HCl)
N , (5)

где p0 и pN — давления молекулярного газа CF2HCl
в кювете соответственно до и после облучения ла-
зерными импульсами, N — число импульсов облу-
чения, Γ ≈ 0.11 — отношение облучаемого лазером
объема кюветы к полному ее объему (см. рис. 1б).

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ И ИХ
ОБСУЖДЕНИЕ

4.1. Результаты, полученные при облучении
молекул в скачке уплотнения

При облучении смеси молекул CF2HCl/CF3Br
в скачке уплотнения нами наблюдались вовлече-
ние молекул CF2HCl, не находящихся в резонансе
с ИК-излучением CO2-лазера, в резонанс с лазер-
ным полем и их эффективная диссоциация. В то же
время при облучении чистого газа CF2HCl при та-
кой же плотности энергии излучения лазера (при
Φ ≤ 0.5 Дж/см2) диссоциация молекул практичес-
ки не имела места. На рис. 3 приведены зависимо-
сти выхода диссоциации β35 молекул CF2H35Cl от
плотности энергии Φ возбуждающего лазерного из-
лучения. Эти зависимости измерялись по величине
молекулярного ионного сигнала CF2H35Cl+ при воз-
буждении молекул в ударной волне в двух различ-
ных случаях. В первом случае (1) ударная волна
формировалась молекулярным потоком чистого га-
за CF2HCl, а во втором случае (2) — молекулярным
потоком смеси газов CF2HCl/CF3Br = 1/1. В обоих
случаях общее давление газа над соплом составля-
ло 4.0 атм. Видно, что в широком диапазоне плот-
ностей энергии (Φ = 0.1–2.5 Дж/см2) выход диссо-
циации молекул CF2HCl намного (в 5–8 раз) боль-
ше, когда они возбуждаются в смеси с молекулами
CF3Br, чем при возбуждении чистого газа CF2HCl.
Увеличение выхода диссоциации молекул CF2HCl в
смеси с CF3Br обусловлено [61] эффективной пере-
дачей им колебательной энергии от молекул CF3Br,

Рис. 3. Зависимости выхода диссоциации молекул
CF2H35Cl от плотности энергии лазерного излучения в
случаях облучения молекул CF2HCl в ударной волне в чи-
стом газе (1) и в смеси CF2HCl/CF3Br = 1/1 (2). Мо-
лекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера (на частоте
1084.635 см−1). В обоих случаях давление газа над соплом
4.0 атм. Длительность импульса открывания сопла 410 мкс

возбужденных лазером, и дальнейшим их радиаци-
онным возбуждением.
В случае облучения молекул в смеси резонансно

поглощенная молекулами CF3Br энергия лазерно-
го излучения за счет колебательно-колебательного
обмена энергией с молекулами CF2HCl уже в тече-
ние возбуждающего лазерного импульса приводит
к колебательному возбуждению молекул CF2HCl и
довольно сильному красному смещению полос их
ИК-поглощения [20, 27]. Константы ангармонизма
колебаний ν3 и ν8 CF2HCl составляют соответствен-
ноX33 = −5.0 см−1 иX88 = −3.5 см−1 [56]. В резуль-
тате смещения полос поглощения молекул CF2HCl
в низкочастотную область они вовлекаются в резо-
нанс с лазерным полем. Последующее радиационно-
столкновительное возбуждение молекулярной смеси
приводит к эффективной ИК-диссоциации преиму-
щественно молекул CF2HCl, поскольку они имеют
более низкую энергию диссоциации, чем молекулы
CF3Br. Поэтому при небольших плотностях энергии
возбуждения (Φ ≤ 1.0 Дж/см2) реализуются усло-
вия, когда молекулы CF2HCl в смеси диссоциируют,
в то время как молекулы CF3Br не будут подвер-
гаться диссоциации [45, 46].
Оценки показывают [39, 44], что концентрации

молекул CF2HCl в падающем потоке и скачке уплот-
нения в условиях проведенных экспериментов (дав-

5 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 4. Зависимости выхода диссоциации молекул
CF3

79Br от плотности энергии лазерного излучения в слу-
чае облучения чистого газа CF3Br в ударной волне (1) и
в случае облучения смеси молекул CF2HCl/CF3Br = 1/1

(2). Молекулы возбуждались на линии 9R(30) лазера. Дав-
ление газа над соплом 5.2 атм. Длительность импульса

открывания сопла 390 мкс

ление газа над соплом 4.2 атм, длительность им-
пульса открывания сопла 410 мкс, число молекул,
выходящих из сопла за импульс, 1.7 · 1017) состав-
ляют соответственно 5.2 · 1015 см−3 и 6.3 · 1016 см−3.
Следовательно, уже при небольшом давлении газа
в скачке уплотнения(1.5–2.0 Торр) происходит до-
вольно быстрый обмен энергией между молекулами
(за времена, меньшие длительности лазерного им-
пульса ≈ 1 мкс), приводящий к эффективному во-
влечению в процесс поглощения излучения лазера
нерезонансных молекул. Столь быстрый процесс об-
мена энергией может быть связан с довольно высо-
кой поступательной и вращательной температурами
газа в скачке уплотнения (T2,tr ≈ T2,rot ≈ 550–620 K
[39]) и дальнодействующим дипольно-дипольным
взаимодействием колебательно возбужденных моле-
кул [46, 61].
Тот факт, что дальнодействующее дипольно-ди-

польное взаимодействие колебательно возбужден-
ных молекул имеет место в наших экспериментах,
подтверждается тем, что при облучении моле-
кул в смеси возрастает выход диссоциации не
только молекул CF2HCl, но и молекул CF3Br.
На рис. 4 показаны измеренные по ионному
сигналу CF2

79Br+, зависимости выхода диссоци-
ации β79 молекул CF3

79Br от плотности энергии
возбуждающего лазерного излучения в случае
использования молекулярных потоков CF3Br (1)

и CF2HCl/CF3Br = 1/1 (2). Суммарное давление
газа над соплом составляло 5.2 атм. Молекулы
возбуждались на линии 9R(30) лазера. Видно,
что в исследуемом диапазоне плотностей энергии
(Φ ≈ 0.75–3.0 Дж/см2) выход диссоциации молекул
CF3Br в случае возбуждения в смеси с молекулами
CF2HCl значительно (в 1.5–2 раза) больше, чем в
случае возбуждения без CF2HCl.

4.2. Результаты, полученные в случае
облучения молекул в статических условиях
при комнатной температуре газа в кювете

Как видно на рис. 2, условия для вовлечения мо-
лекул CF2HCl в процесс взаимодействия с лазерным
ИК-полем совершенно разные в случаях облучения
молекул в неравновесных термодинамических усло-
виях скачка уплотнения и в статических условиях
при комнатной температуре газа. В условиях скач-
ка уплотнения молекулы CF2HCl (из-за их сравни-
тельно низкой колебательной температуры) перво-
начально не находятся в резонансе с лазерным из-
лучением. В условиях комнатной температуры газа
в кювете молекулы CF2HCl (вследствие их доволь-
но высокой колебательной температуры) уже изна-
чально поглощают лазерное излучение. Поэтому в
случае облучения молекул в кювете при комнатной
температуре эффект вовлечения молекул в процесс
взаимодействия с лазерным полем должен быть ме-
нее ярко выраженным, что и наблюдалось в наших
экспериментах.
Облучение молекул при комнатной температу-

ре газа в кювете проводилось при фиксированной
плотности энергии лазерного излучения Φ = 2.0 ±
± 0.1 Дж/см2. Излучение лазера фокусировалось в
кювету длиннофокусной линзой с фокусным рассто-
янием f = 140 см. Сечение лазерного пучка было
примерно одинаковым по длине кюветы и состав-
ляло Sirr ≈ 0.22 см2. Внутренний диаметр кюветы
1.6 см, сечение примерно 2.09 см2. Особое внима-
ние уделялось тому, чтобы расходы газов в кювете в
ходе облучения составляли не более 30–35% от на-
чального давления (отношение конечного и началь-
ного давлений pN/p0 ≥ 0.65–0.7, N — число импуль-
сов облучения) для того чтобы вторичные химичес-
кие реакции (возможно, имеющие место в кювете)
не сильно влияли на результаты измерений. В боль-
шинстве случаев число импульсов облучения состав-
ляло N = 50. Полученные результаты приведены в
таблице.
Анализ результатов показывает, что выход дис-

социации молекул CF2HCl в чистом газе при дав-
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Таблица. Результаты исследований по измерению выхода диссоциации молекул CF2HCl и CF3Br при их облуче-
нии в смеси друг с другом, а также в отдельности интенсивным излучением импульсного СО2-лазера в кювете при
комнатной температуре. Плотность энергии возбуждающего лазерного излучения Φ = 2.0 ± 0.1 Дж/см2. Число

импульсов облучения в большинстве случаев равно 50

Состав и давление
облучаемого газа

Отношение конечного и
начального давлений,

pN/p0

Выход диссоциации
молекул CF2HCl,

βCF2HCl, %

Выход диссоциации
молекул CF3Br,

βCF3Br, %

CF2HCl, 1 Торр

0.768 5.2 −
0.728 6.2 −
0.789 4.7 −
0.719 6.2 −
0.762 5.1 −
0.696 6.54 −
0.837 3.36 −
0.682 7.87 −
0.722 6.72 −

CF2HCl, 2 Торр 0.678 7.63 −

CF3Br, 1 Торр
0.612 − 4.6± 0.1

0.900 − 1.99± 0.09

0.992 − 1.69± 0.05

Смесь: CF2HCl + CF3Br,
0.5 Торр + 0.5 Торр

CF2HCl — 0.879,
CF3Br — 0.864

2.43 2.75

Смесь: CF2HCl + CF3Br,
1.0 Торр + 1.0 Торр

CF2HCl — 0.660,
CF3Br — 0.812

7.8 3.92

CF2HCl — 0.760,
CF3Br — 0.870

5.2 2.62

CF2HCl — 0.615,
CF3Br — 0.855

8.76 2.83

CF2HCl — 0.655,
CF3Br — 0.807

7.95 4.04

лении 1 Торр, усредненный по шести измерениям,
составляет βCF2HCl = 5.66 ± 0.75% (±13% от сред-
него) с максимальным разбросом от 3.36 до 7.87%
(в 2.34 раза), а усредненный по девяти измерени-
ям — βCF2HCl = 5.77± 1.32% (±23%) с тем же мак-
симальным разбросом. В то же время выход дис-
социации молекул CF2HCl при облучении в сме-
си с молекулами CF3Br (1 Торр CF2HCl + 1 Торр
CF3Br), усредненный по четырем измерениям, со-
ставляет βCF2HCl = 7.42 ± 1.55% (±21%) с макси-
мальным разбросом от 5.18 до 8.76% (в 1.69 раза).
Выход диссоциации CF2HCl при увеличении давле-
ния с 1 до 2 Торр увеличился в 1.14 раза, или в
1.32 раза относительно среднего значения. Следова-

тельно, выход диссоциации молекул CF2HCl в сме-
си с молекулами CF3Br в 1.29 раза или на 1.54%
(7.42%−5.66%) больше выхода диссоциации в чи-
стом газе.
Выход диссоциации молекул CF3Br в случае их

облучения в смеси с молекулами CF2HCl также воз-
растает по сравнению с выходом диссоциации при
облучении чистого газа. Так, в случае облучения
чистого газа CF3Br при давлении 1 Торр выход дис-
социации, усредненный по трем измерениям, соста-
вил βCF3Br = 2.76 ± 1.60% (±58%). При этом мак-
симальный разброс в выходах диссоциации был от
1.69 до 4.6% (разница в 2.72 раза). А выход дис-
социации молекул CF3Br при облучении в смеси
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с молекулами CF2HCl (1 Торр CF3Br + 1 Торр
CF2HCl), усредненный по четырем измерениям, ра-
вен βCF3Br = 3.35± 0.73% (±22%). При этом макси-
мальный разброс выходов диссоциации составил от
2.62 до 4.04% (в 1.54 раза).

4.3. Обсуждение результатов

Результаты исследований, выполненных по об-
лучению CF2HCl и CF3Br при комнатной темпе-
ратуре в кювете, показывают, что эффект вовле-
чения молекул CF2HCl в резонанс с лазерным по-
лем при облучении в смеси с поглощающими ИК-
излучение молекулами CF3Br также имеет место,
как и в случае облучения колебательно охлажден-
ных молекул. Однако этот эффект существенно ме-
нее выражен вследствие того, что при комнатной
температуре молекулы CF2HCl уже изначально по-
глощают излучение лазера на частоте линии 9R(30).
На наш взгляд, исследуемый эффект был бы более
четко выражен в случае облучения молекул на ли-
ниях 9R(10) или 9R(12) лазера, отстроенных при-
мерно на 11–13 см−1 в красную область от линии
9R(30), на частоте которых молекулы CF2HCl при
комнатной температуре практически не поглощают
ИК-излучение (см. рис. 2б). Эффект вовлечения мо-
лекул в процесс взаимодействия с лазерным полем
более четко проявляется в случае облучения моле-
кул при меньшей плотности энергии лазерного из-
лучения (при Φ ≤ 1.0 Дж/см2). Это следует из при-
веденных на рис. 3 данных: чем меньше плотность
энергии возбуждения, тем сильнее различие в выхо-
дах диссоциации молекул в случае их облучения в
смеси и в отдельности.
Следует отметить, что механизм увеличения эф-

фективности ИК-диссоциации молекул в смеси в
общих чертах аналогичен механизму увеличения
эффективности ИК-диссоциации молекул в одно-
компонентной среде по мере увеличения темпера-
туры и/или давления газа [62, 63]. В работе [62]
на примере CF3Br было показано, что определяю-
щий вклад в выход многофотонной ИК-диссоциации
дают молекулы, стартующие из достаточно узких
(100–150 см−1) зон термически заселенных колеба-
тельных состояний. Средняя колебательная энер-
гия этих состояний заметно выше тепловой даже
при возбуждении молекул в центре полосы линей-
ного поглощения, и она увеличивается (для CF3Br
вплоть до 2500 см−1) по мере отстройки излучения
на длинноволновый край полосы. Основная часть
молекул, сосредоточенная в основном в термиче-
ски возбужденных низкочастотных колебательных

состояниях, слабо взаимодействует с полем и не
дает вклада в выход диссоциации («резервуар»).
При повышении собственного давления газа увели-
чивается скорость колебательно-колебательного об-
мена между возбужденными молекулами и молеку-
лами «резервуара». Это приводит к попаданию мо-
лекул из «резервуара» в зону колебательных состо-
яний, взаимодействующую с излучением. С помо-
щью такой модели в работе [63] объяснялся резкий
рост выхода диссоциации при превышении опреде-
ленного собственного давления газа. В нашем слу-
чае, по-видимому, имеет место такой же механизм.
При лазерном возбуждении молекул CF3Br за счет
колебательно-колебательного обмена они передают
колебательную энергию молекулам CF2HCl, в ре-
зультате чего те достигают взаимодействующих с
излучением колебательных состояний, что приводит
к увеличению их выхода диссоциации по сравнению
с выходом диссоциации в чистом газе CF2HCl.
По нашему мнению, именно процессы столкнове-

ний возбужденных молекул между собой, включая
взаимные столкновения двух типов молекул в смеси,
приводят совместно с процессами резонансного для
обоих типов молекул радиационного возбуждения к
столь сильному увеличению выходов диссоциации
при их облучении в смеси по сравнению со случаем
их облучения в отдельности. Это относится и к мо-
лекулам CF3Br. Роль колебательно-колебательного
обмена энергией между молекулами, в том числе
разного типа, особенно велика в условиях наличия
почти резонансных колебательных уровней молекул
[64], что и реализовывалось в наших эксперимен-
тах. Кроме того, сравнительно большая концентра-
ция молекул в скачке уплотнения и их высокая по-
ступательная и вращательная температура [35, 36]
способствуют более эффективному процессу обра-
зования конечных продуктов.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучено (на примере молекул CF2HCl и CF3Br)
индуцированное мощным ИК-лазером радиацион-
но-столкновительное вовлечение молекул, не погло-
щающих лазерное излучение, в резонанс с лазерным
полем при их облучении с поглощающими излуче-
ние лазера молекулами в двухкомпонентной моле-
кулярной среде. Облучение молекул проводилось в
неравновесных термодинамических условиях скачка
уплотнения (ударной волны), а также в статических
условиях при комнатной температуре газа в кювете.
Показано, что в случае облучения колебатель-

но-охлажденных молекул CF2HCl в смеси с моле-
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кулами CF3Br в скачке уплотнения, когда полосы
ИК-поглощения молекул узкие (не более 7-8 см−1),
происходит эффективное вовлечение молекул
CF2HCl, изначально не поглощающих лазерное
излучение, в резонанс с лазерным полем. Это про-
исходит из-за колебательного возбуждения молекул
CF2HCl в результате быстрого столкновительного
колебательно-колебательного обмена с резонансно
возбуждаемыми лазером молекулами CF3Br. Такое
колебательное возбуждение приводит к заселению
высоколежащих колебательных состояний молекул
CF2HCl. Ангармоническое взаимодействие, в свою
очередь, приводит к красному сдвигу частоты
переходов и попаданию этих состояний в резонанс
с лазерным излучением.
Обнаружена эффективная диссоциация молекул

CF2HCl (с выходом диссоциации β35 ≥ 10–15%)
при облучении смеси CF2HCl/CF3Br (при соотно-
шении давлений 1/1) в случае отстройки частоты
CO2-лазера от центра полосы ИК-поглощения ко-
лебательно охлажденных в скачке уплотнения мо-
лекул CF2HCl более чем на 15–25 см−1, причем
при довольно низких плотностях энергии возбуж-
дения (Φ ≤ 0.5–1.0 Дж/см2), т. е. в условиях, когда
в чистом газе CF2HCl диссоциация молекул прак-
тически не имела места. Установлено, что в слу-
чае облучения молекул при комнатной температу-
ре газа в кювете, когда полосы ИК-поглощения мо-
лекул широкие (≥ 25–30 см−1), также наблюдается
радиационно-столкновительное вовлечение молекул
CF2HCl в процесс взаимодействия с лазерным по-
лем, но с менее ярко выраженным характером.
Показано, что за счет радиационно-столкнови-

тельного механизма возбуждения молекул в двух-
компонентной молекулярной среде можно сущест-
венно увеличить выход диссоциации и образование
продуктов при лазерном ИК-возбуждении молекул,
а также значительно понизить порог их диссоциа-
ции. Это особенно важно при разделении изотопов в
молекулах, характеризующихся небольшим изотоп-
ным сдвигом в спектрах ИК-поглощения. Можно по-
лагать, что наблюдаемый эффект распространяется
также и на другие молекулы.
Рассмотренный подход также расширяет потен-

циальные возможности лазерной технологии раз-
деления изотопов. В частности, речь идет о воз-
можности использования в качестве рабочего веще-
ства молекул, которые невозможно напрямую воз-
буждать существующими лазерами. В этом слу-
чае можно использовать специальные молекулы-
сенсибилизаторы, столкновительная передача коле-
бательного возбуждения с которых на целевые мо-

лекулы будет «втягивать» их в область действия ла-
зерного излучения.
Результаты исследований по возбуждению мо-

лекул в скачке уплотнения четко демонстрируют,
что эффективность изотопно-селективной лазерной
ИК-диссоциации молекул можно существенно уве-
личить, если их облучать в смеси с резонансно по-
глощающим излучение лазера молекулярным газом.
Совместное действие радиационного и столкнови-
тельного механизмов возбуждения молекул в усло-
виях значительного увеличения резонансных с излу-
чением лазера колебательно-вращательных перехо-
дов взаимодействующих между собой молекул при-
водит к сильному увеличению эффективности их
возбуждения и диссоциации.
Полученные результаты демонстрируют воз-

можность проведения изотопно-селективной ла-
зерной ИК-диссоциации молекул, находящихся
первоначально вне резонанса с лазерным из-
лучением, в смеси с молекулами, поглощающими
излучение лазера, при сравнительно низких плотно-
стях энергии возбуждения и повышения вследствие
этого селективности диссоциации. Результаты ра-
боты представляют интерес в плане селективного
воздействия лазерным излучением на молекулы и
могут найти практическое применение при исполь-
зовании метода изотопно-селективной лазерной
ИК-диссоциации молекул для разделения изотопов.
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Изучены особенности электронной эмиссии из атомов в поле основной и второй гармоник лазера для
условий, приближенных к реализованным сейчас на лазерах на свободных электронах. Получены общие
выражения для угловой анизотропии и поляризации спина фотоэлектронов. Выражения применены для
описания ионизации валентной оболочки атомов инертных газов и проиллюстрированы расчетами для
неона. Исследована возможность управления характеристиками электронной эмиссии посредством изме-
нения относительной фазы между гармониками, т. е. реализации одного из видов когерентного контроля.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Концепция квантового когерентного контроля
объединяет обширное множество эффектов, в осно-
ве которых лежит управление динамикой квантовой
системы или ее мониторинг с помощью независимо
регулируемых параметров. Когерентный контроль
является мощным инструментом для демонстрации
фундаментальных принципов квантовой механики
и имеет непосредственное практическое приложение
для изучения быстропротекающих процессов [1, 2],
используется в атомной физике [3], физике твердо-
го тела [4], а также химии и биологии [5].
Впервые принцип когерентного контроля, за-

ключающийся в создании двух (или более) путей
перехода системы |i〉 в определенное конечное со-
стояние |f〉 и управлении интерференцией соответ-
ствующих амплитуд, был сформулирован в работах
[6,7], хотя теоретические [8,9] и экспериментальные

* E-mail: mm.popova@physics.msu.ru

[10] указания на существование этой возможности
были известны и раньше.
Простейший способ реализации когерентного

контроля над фотоионизацией — использование
бихроматического поля, состоящего из двух компо-
нент: основной гармоники частоты ω и n-кратной
гармоники частоты nω. В такой системе коге-
рентный контроль осуществляется за счет того,
что параметры гармоник (фазу, интенсивность,
поляризацию и т. д.) можно изменять независи-
мо. Электроны с энергией εf = nω − |εth| (εth —
порог ионизации) могут возникать в результате
как однофотонной, так и многофотонной (под- или
надпороговой) ионизации атома A с образованием
остаточного иона A+:

A+

{
�ω + . . .+ �ω

�(nω)

}
→ A+ + e− . (1)

В оптическом диапазоне когерентный контроль
впервые был продемонстрирован в работе [11]. Ин-
терференция возникала при ионизации атомов рту-
ти когерентным (ω+3ω)-излучением и проявлялась
в изменении полного сечения ионизации при изме-
нении фазы между ω- и 3ω-компонентами поля.
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В системах со сферической симметрией электро-
ны, возникающие в результате одно- и двухфотон-
ной ионизации (ω+2ω)-полем, обладают разной чет-
ностью и интерференция не может проявиться в ин-
тегральном по углу сечении, однако существенным
образом модифицирует его угловую зависимость.
Впервые когерентный контроль с использованием
(ω + 2ω)-полей был осуществлен в работах [12, 13].
Создание мощных оптических лазеров стимулирова-
ло развитие таких важных направлений исследова-
ний, как бихроматическая ионизация (ω+2ω)-полем
оптического или инфракрасного диапазонов в режи-
ме многофотонного поглощения, генерации гармо-
ник или сильного поля [14–18]. Нарушение сфери-
ческой симметрии атома, позволяющее наблюдать
эффекты когерентного контроля в интегральных по
углу характеристиках, может быть индуцировано
постоянным электрическим полем [19,20].
Прогресс в технике генерации когерентного вы-

сокочастотного излучения, вызванный развитием
лазеров на свободных электронах (ЛСЭ), позво-
лил распространить эти исследования на вакуум-
но-ультрафиолетовый (ВУФ) и рентгеновский диа-
пазоны. Излучение, генерируемое ЛСЭ, содержит
примеси высших гармоник, иногда нежелательные
и способные исказить постановку эксперимента. Бы-
ло показано [21], что в широком диапазоне энергий и
интенсивностей излучения даже небольшой примеси
порядка 0.1% может быть достаточно, чтобы веро-
ятность ионизации под воздействием высших гармо-
ник оказалась сравнимой или даже большей вероят-
ности ионизации под действием основной гармони-
ки.
Для первых ЛСЭ когерентность излучения бы-

ла невелика, и только после разработки схемы за-
травки (seeding) оказалось возможным генериро-
вать излучение с пространственной и временной
когерентностью, достаточной для реализации ко-
герентного контроля. Впервые возможность коге-
рентного контроля в высокочастотном диапазоне
была продемонстрирована на ЛСЭ FERMI [22] в
эксперименте [23], где исследовалась фотоиониза-
ция неона под действием линейно поляризованно-
го (ω + 2ω)-излучения. Энергия основной гармо-
ники ω = 19.68 эВ была близка к энергии пере-
хода в возбужденное состояние 2s22p5(2P1/2)4s

[
1
2

]
(см. рис. 1), что увеличило вероятность двухфотон-
ной ионизации. Теоретическая интерпретация этого
эксперимента была проведена нашей группой и ба-
зировалась на ранее изложенном подходе [24]. Под-
ход основан на применении алгебры угловых момен-
тов [25] для представления наблюдаемых величин в

Ne

2s22p6 J0=0
0.00

ω+ω

2ω

2s22p5 (2P1/2)4s[
1/2]

(2P3/2)4s[
3/2]

19.69

19.78

2s22p5
(2P3/2)3d[

1/2]

(2P3/2)3d[
3/2]

(2P1/2)3d[
3/2]

20.02

20.03

20.14

21.562s22p5 (εth)

s,dp,f

Рис. 1. Схема (ω+2ω)-ионизации атома неона при частоте
основной гармоники ω в диапазоне энергий 19.6–20.2 эВ

терминах амплитуд переходов и расчете этих ампли-
туд в рамках нестационарной теории возмущений
с использованием матричных элементов, получен-
ных с помощью современных, широко используемых
спектроскопических программных комплексов (на-
пример, MCHF [26], BSR [27]). Для проверки приме-
нимости теории возмущений использовалось сравне-
ние с результатами численного решения нестацио-
нарного уравнения Шредингера (TDSE) [28].

Позднее подход был применен к исследованию
когерентного контроля над угловыми распределени-
ями электронов при (ω + 2ω)-ионизации в других
диапазонах энергии [29], для линейно и циркулярно
поляризованных гармоник [30–32]. Также был рас-
смотрен вопрос о степени спиновой поляризации фо-
тоэлектронов в этом процессе и возможности ей ма-
нипулировать [33, 34].

Задача настоящей работы — обобщить подход,
развитый нами в работах [24, 30, 31, 33, 34], на слу-
чай полей произвольной поляризации и применить
его к описанию (ω + 2ω)-ионизации нейтрально-
го неона в диапазоне энергий основной гармоники
19.6–20.2 эВ, покрывая тем самым область 4s–3d-ре-
зонансов (ω < εth < 2ω, см. рис. 1).
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Эксперименты в этом направлении активно про-
должаются [3,35–37], поэтому мы ожидаем, что дан-
ное обобщение будет полезно для анализа проведен-
ных и подготовки новых экспериментов на ЛСЭ.

2. ТЕОРИЯ

Везде, где не указано иное, используется атомная
система единиц.

2.1. Параметры излучения

Если электромагнитное поле E состоит из двух
компонент с центральными частотами ω и 2ω, то его
вектор напряженности задается суммой

Eω+2ω(t) = Eω(t)eωe
−iωt+E2ω(t)e2ωe

−i(2ωt+φ), (2)

где Eω(2ω)(t) — медленно меняющиеся огибающие,
определяющие форму импульса, eω(2ω) — единич-
ные векторы поляризации полей, φ — относительная
разность фаз между гармониками.
Без потери общности можно ввести декартову

систему координат xyz так, чтобы эллипс поляри-
зации основной гармоники ω лежал в плоскости
xy с большей полуосью, сонаправленной с осью x

(рис. 2 а). Тогда поле ω может быть представлено в
виде разложения по базису циклических ковариант-
ных ортов [38] nλ=±: eω = e+n+ + e−n−. Для вто-
рой гармоники 2ω в этой системе координат возмож-
но появление компоненты e0nλ=0, сонаправленной с
осью z. Выбор разложения эллипсов поляризации
в циклическом базисе связан с удобством постро-
ения статистического тензора электрического поля
(см. табл. 1–3).
Траектория движения вектора напряженности

суммарного поля замкнута за период T = 2π/ω, а
ее форма зависит от взаимной ориентации и спи-
ральности эллипсов поляризации гармоник. Приме-
ры результирующего поля для некоторых из них
представлены на рис. 2 б–д. Для двух приведенных
примеров рис. 2 б,в результирующее поле лежит в
плоскости, которая остается плоскостью симметрии
и для наблюдаемых фотоэлектронов; для двух дру-
гих примеров рис. 2 г,д результирующее поле трех-
мерно.
Частоты полей подобраны так, чтобы энергия

фотона 2ω была выше порога ионизации атома
(2ω > εth), а энергия фотона ω — ниже (ω < εth).
Тогда, если интенсивность излучения I � Iat =

= 3.61 · 1016 Вт/см2, процесс (ω + 2ω) (1) может

Рис. 2. (а) Система координат; (б–д) огибающие вектора
напряженности электромагнитного поля E для рассмат-
риваемых в статье поляризаций и взаимных ориентаций
гармоник, Eω = E2ω. Стрелки показывают направление и
величину мгновенного электрического поля: (б) циркуляр-
но поляризованные в одной плоскости xy гармоники про-
тивоположных спиральностей; (в) гармоники, линейно по-
ляризованные в ортогональных (x и y) направлениях при
разности фаз π/4; (г) линейно поляризованная eω ‖ x и
циркулярно поляризованная e2ω ∈ zy гармоники; (д) цир-
кулярно поляризованная eω ∈ xy и линейно поляризован-

ная e2ω ‖ z гармоники

быть описан в рамках нестационарной теории воз-
мущений [39]. Кроме того, в области частот и ин-
тенсивностей, характерных для современных ЛСЭ
(I ∼ 1012–1014 Вт/см2, ω ∼ 10–100 эВ), примени-
мо дипольное приближение, а выбор представления
(форма длины или скорости) не является критичес-
ким [40].

2.2. Описание системы

Пусть набор собственных векторов {ψk} и собст-
венных значений {Ek} невозмущенного гамильтони-
ана известен, в момент времени t0 система находит-
ся в начальном состоянии ψi ∈ {ψk}, а возмущение
U(t) переводит систему из состояния ψi в состояние
ψf ∈ {ψk}. В рамках нестационарной теории возму-
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щений амплитуду ионизации можно факторизовать
на множитель, зависящий от характеристик импуль-
са, и множитель, определяющий амплитуду иони-
зации при бесконечно длинном импульсе. За время
действия возмущения от начального момента време-
ни ti до конечного tf система перейдет в состояние,
описываемое матрицей плотности

ρff ′ =
∑
nn′

|ψf 〉〈ψf |U (n) |ψi〉×

× 〈ψi |U (n′) |ψf ′〉〈ψi′ | , (3)

где n — порядок теории возмущений. В (3) вклад
каждого последующего члена в вероятность пере-
хода обычно меньше предыдущего. Однако для ре-
ализации предложенной схемы когерентного кон-
троля необходимо, чтобы второй и первый поряд-
ки были сопоставимы. Это может быть достигнуто
уменьшением интенсивности второй гармоники E2ω

относительно интенсивности первой гармоники Eω.
Пусть начальное “нейтральный атом” ψi и конечное
“ион+ свободный электрон с импульсом ke” ψf =

= ψf (ke) состояния характеризуются полным мо-
ментом Ji(f), его проекцией Mi(f) и другими кван-
товыми числами ζi(f), которые могут потребоваться
для дальнейшей идентификации этих состояний.
В первом неисчезающем порядке для процесса

(1) в сумму (3) будет входить амплитуда перехода от
компоненты электромагнитного поля с частотой 2ω:

〈ψf |U (1) |ψi〉 =
= −i〈ζfJfMf | e2ωD̂ | ζiJiMi〉T (1)

εi,εf , (4)

T (1)
εi,εf = e−iφ

tf∫
ti

E2ω(t
′) ei(εf−εi−2ωt′)dt′, (5)

отвечающая однофотонной ионизации под действи-
ем второй гармоники; а от компоненты с частотой
ω — амплитуда

〈ψf |U (2)|ψi〉= (−i)2
∫
n

∑
〈ζfJfMf | eωD̂ | ζnJnMn〉×

× 〈ζnJnMn | eωD̂ | ζiJiMi〉T (2)
εi,εn,εf , (6)

T (2)
εi,εn,εf =

tf∫
ti

Eω(t
′) ei(εf−εn−ω)t′ ×

×
t′∫

ti

Eω(t
′′) ei(εn−εi−ω)t′′dt′′ dt′, (7)

отвечающая двухфотонной ионизации через про-
межуточные состояния |ζnJnMn〉. Здесь εi(n,f) ∈
∈ ζi(n,f) — энергии соответствующих состояний,

∫∑
n

обозначает суммирование по дискретным промежу-
точным состояниям |ζn, Jn〉 и интегрирование по со-
стояниям континуума, D̂ — электрический диполь-
ный оператор перехода, представимый в виде разло-
жения по проекциям на циклические ковариантные
орты в выбранной системе координат:

eω(2ω)D̂ =
∑
λ

eλω(2ω)Dλ. (8)

Мы полагаем, что остаточный ион не детекти-
руется, поэтому для определения матрицы плотно-
сти электрона нужно взять след матрицы плотности
(3) по состояниям |JcMc〉 ионного остова. Матрица
плотности электрона, как и любой частицы со спи-
ном 1/2, представляется в следующем виде:

〈
1

2
ms|ρ|1

2
m′

s

〉
=
W

2

(
1 + Pz Px − iPy

Px + iPy 1− Pz

)
. (9)

Подчеркнем, что и матрица плотности (9), и
параметры поляризации спина электрона P =

= (Px, Py , Pz) являются функциями энергии фо-
тоэлектрона и направления электронной эмиссии
{ϑ, ϕ}. Свертка (9) по проекции спина электрона да-
ет его угловое распределение W = W (ϑ, ϕ) — веро-
ятность регистрации электрона в соответствующем
направлении.
Построение наблюдаемых из (3) может быть до-

вольно громоздким из-за большого числа комбина-
ций проекций моментов Mi ,Mf и др. Удобнее вос-
пользоваться формализмом статистических тензо-
ров [25], с помощью которых можно а) сразу исклю-
чить зависимость от проекций моментов и б) фак-
торизовать динамическую (спектроскопическую) и
геометрическую части.
Статистический тензор спина электрона получа-

ется из матрицы плотности (9) по определению:

ρksqs =
∑

msm′
s

(−1)1/2−m′
s

(
1

2
ms

1

2
−m′

sksqs

)
×

×
〈
1

2
ms|ρ|1

2
m′

s

〉
, (10)

где введено стандартное обозначение для коэффи-
циентов Клебша –Гордана. Полезно представить об-
ратное к (10) преобразование к угловому распреде-
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лению и компонентам спина фотоэлектронов в яв-
ном виде:

W =
√
2ρ00, (11)

Pz = ρ10/ρ00, (12)

Px = −(ρ11 − ρ1−1)/(
√
2 ρ00), (13)

Py = −i(ρ11 + ρ1−1)/(
√
2 ρ00). (14)

2.3. Статистические тензоры системы одного
и двух фотонов

В отличие от случая статистических тензоров
электрона, построение статистического тензора си-
стемы фотонов является нетривиальным. Статисти-
ческий тензор бихроматического электромагнитно-
го поля в дипольном приближении согласно опреде-
лению имеет вид

ρkγqγ (Jγ , J
′
γ) =

=
∑

MγM ′
γ

(−1)J
′
γ−M ′

γ (JγMγ , J
′
γ −M ′

γ | kγqγ)×

× 〈JγMγ | γ + 2γ 〉〈 γ + 2γ |J ′
γM

′
γ〉, (15)

где Jγ ,Mγ — момент и проекция момента фотона
(системы из двух эквивалентных фотонов) |γ〉(|2γ〉):

|γ〉 =
∑
λ

eλ2ω|1λ〉, (16)

|2γ〉 =
∑

Mγλλ′
eλωe

λ′
ω (1λ, 1λ′ | JγMγ)|1λ〉|1λ′〉 . (17)

Результирующий момент двух дипольных фото-
нов Jγ может принимать только значения 0 или 2,
что является следствием симметризации волновой
функции системы двух бозонов. В статистическом
тензоре бихроматического поля можно выделить
три части, соответствующие переходу в конечное
состояние с определенной энергией εf : слагаемое,
происходящее от поглощения одного фотона энер-
гии 2ω, что соответствует однофотонной ионизации
атома; слагаемое, происходящее от поглощения двух
фотонов энергии ω, что соответствует двухфотон-
ной ионизации (ω+ω); и их интерференция (ω+2ω):

ρkγqγ=ρ
2ω,2ω
kγqγ

+ ρω+ω,ω+ω
kγqγ

+
(
ρω+ω,2ω
kγqγ

+ ρ2ω,ω+ω
kγqγ

)
. (18)

Компоненты статистических тензоров, представ-
ленные в виде разложения по проекциям на орты
nλ=0,±, представлены в табл. 1–3 (индексы “ω(2ω)”
опущены для краткости записи). Следует отметить

Таблица 1. Компоненты статистического тензора
дипольного фотона ρ2ω,2ω

kq (J, J ′)

kq\JJ ′ 1, 1

00 1/
√
3

10 (|e+|2 − |e−|2)/√2

11 −(e−∗e0 + e+e0∗)/
√
2

20 (1 − 3|e0|2)/√6

21 (e0e−∗ − e+e0∗)/
√
2

22 e+e−∗

Таблица 2. Интерференционные компонен-
ты статистического тензора поля ω + 2ω

ρ2ω,ω+ω
kq (J, J ′) (сопряженные коэффициенты
соответствуют основной гармонике ω)

kq\JJ ′ 1, 0

10 2e0e−∗e+∗/
√
3

11 2e+(e−∗)2/
√
15

kq\JJ ′ 1, 2

10 −2e0e−∗e+∗/
√
15

11 e−∗(3e−∗e− + e+∗e+)/
√
15

21 e−∗(e+∗e+ − e−∗e−)/
√
3

22 −√
6e0(e−∗)2/3

30
√
10e0e−∗e+∗/5

31 e−∗(e−∗e− + 2e+∗e+)/
√
15

32 e0(e−∗)2/
√
3

33 e+(e−∗)2

связь между используемой в настоящей работе па-
раметризацией и параметризацией в собственной си-
стеме фотона (ось квантования z0 параллельна им-
пульсу фотона kγ , |γ0〉 = e+0 n

0
++e−0 n

0
−). Она опреде-

ляется соответствующим поворотом системы коор-
динат и выражается через D-функции Вигнера [25]:

|γ0〉 =
∑
λ

eλD1
λ0λ(ϕkγ , ϑkγ , 0)|1λ〉.

В собственной системе можно определить степе-
ни циркулярной и линейной поляризаций Pc =

= |e+0 |2 − |e−0 |2 и Pl =
√
1− P 2

c , эллиптичность поля
ε =

√
(1− Pl)/(1 + Pl) и спиральность λ = sign(Pc).

Как видно из табл. 1, в собственной системе фо-
тона статистические тензоры с нечетной проекцией
запрещены. Для циркулярно поляризованного поля
P c = 1, что соответствует e+(e−) = 1, разрешены
только компоненты с q = 0.
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Таблица 3. Компоненты статистического тен-
зора двух одинаковых дипольных фотонов

ρω+ω,ω+ω
kq (J, J ′)

kq\JJ ′ 0, 0

00 4|e−|2|e+|2/3
kq\JJ ′ 0, 2

20 2
√
2|e−|2|e+|2/3

22 2e+e−∗|e−|2/√3

kq\JJ ′ 2, 2

00
√
5(3− 4|e−|2|e+|2)/15

10 −√
10(|e−|2 − |e+|2)/5

20
√
14(3− 8|e−|2|e+|2)/21

22 2e+e−∗/
√
21

30 (|e+|2 − |e−|2)/√10

32 e+e−∗(|e+|2 − |e−|2)/√3

40 (1 + 2|e−|2|e+|2)/√70

42 e+e−∗/
√
7

44 e+2(e−∗)2

Из табл. 2 видно, что четные проекции у нечет-
ных рангов появляются при обязательном условии
e0 �= 0, что соответствует случаю, когда вторая гар-
моника распространяется под некоторым углом к
основной.
Как видно из табл. 3, полный момент J = 0 воз-

можен, только если поле содержит и правую, и ле-
вую компоненты, т. е. Pc �= 1. При этом, если поле
поляризовано линейно (e+ = e−, Pl = 1), то нечет-
ные ранги исчезают. Если поле циркулярно поля-
ризовано e+(e−) = 1, то разрешены только ранги с
нулевой проекцией.

2.4. Построение наблюдаемых величин

В представлении статистических тензоров
углового момента наблюдаемые O конструи-
руются сверткой тензора конечной системы
ρkf qf (ζfJf , ζ

′
fJ

′
f ) с соответствующими этим на-

блюдаемым тензорами эффективности детекторов
εkf qf (ζfJf , ζ

′
fJ

′
f ):

O = Tr
[
ρ(Jf , Jf ′)ε(Jf , J

′
f)

∗] ≡
≡

∑
kf qf

∑
JfJ′

f

∑
ζfζ′

f

ρkfqf (ζfJf , ζ
′
fJ

′
f )×

× εkf qf (ζfJf , ζ
′
fJ

′
f )

∗. (19)

Для построения тензора конечной системы
“ион+ электрон” в соответствии с общими правила-
ми [25] в амплитудах (4) и (6) необходимо выделить
приведенные амплитуды ионизации A

ζiζf
JiJγJf

, не
зависящие от характеристик поля и проекций
моментов:

〈ψf |U (1) |ψi〉= Ĵ−1
f A

ζiζf
JiJγ=1 Jf

〈 lm |ne 〉ζiζf ×
×

∑
λ

eλ2ω(JiMi, 1λ | JfMf), (20)

〈ψf |U (2) |ψi〉 = Ĵ−1
f A

ζiζf
JiJγJf

〈 lm |ne 〉ζiζf ×
×

∑
JγMγλλ′

eλωe
λ′
ω (JiMi, JγMγ | JfMf )×

× (1λ, 1λ′ | JγMγ), (21)

где 〈 lm |ne 〉ζiζf — разложение единичного вектора
импульса фотоэлектрона ne = ke/k по сферическим
гармоникам Ylm(ϑ, ϕ), явный вид которого зависит
от порядка связи моментов, и â =

√
2a+ 1.

Тогда тензор конечной системы примет следую-
щий вид:

ρkf qf (ζfJf , ζ
′
fJ

′
f ) =

∑
JiJγJ

′
γ

ki,γqi,γ

ρkiqi(ζiJi, ζiJi)×

ρkγqγ (JγJ
′
γ)k̂ik̂γ(kiqi, kγqγ | kfqf )

⎧⎪⎨
⎪⎩
Ji Jγ Jf

Ji J ′
γ J ′

f

ki kγ kf

⎫⎪⎬
⎪⎭ ×

×A
ζiζf
JiJγJf

A
ζiζf∗
JiJ′

γJ
′
f
. (22)

Здесь конструкция в фигурных скобках — это стан-
дартное обозначение 9j-символа Вигнера. Зависи-
мость от фазы между полями сохраняется в (22)
только для слагаемых, в которых приведенные ам-
плитуды A

ζiζf
JiJγJf

и Aζiζf∗
JiJ′

γJ
′
f
происходят от ионизации

различными гармониками, т. е. только для интерфе-
ренционных членов.
Для дальнейших преобразований в (19) необхо-

димо определить порядок связи моментов. Мы вы-
брали jκ-схему связи, в которой полный момент
иона Jc сначала связывается с орбитальным момен-
том электрона l в промежуточное квантовое число
Jc + l = κ, а затем — со спином фотоэлектрона в
полный момент системы J−κ+1/2 = J. Приведен-
ная амплитуда однофотонного перехода в jκ-связи
имеет вид

A
ζiζf
JiJγ=1Jf

=

= −i〈εf , (Jсl)κf
1

2
: Jf ||D || εi, Ji〉T (1)

εi,εf . (23)

77



М. М. Попова, Е. В. Грызлова, М. Д. Киселев, А. Н. Грум-Гржимайло ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022

Здесь уже конкретизировано, от каких квантовых
чисел зависит амплитуда: ζi = {εi}, ζn = {εn} и
ζf = {εf , (Jc, l)κf}. Для двухфотонного перехода

A
ζiζf
JiJγJf

=(−1)Ji+Jn Ĵγ

∫
n

∑{
1 1 Jγ

Ji Jf Jn

}
T (2)
εi,εn,εf ×

× 〈E, (Jcl)κf 1
2
:JfDεn, Jn〉×

× 〈εn, Jn ||D || εi, Ji〉. (24)

Каждая пара амплитуд, отвечающих за интерфе-
ренцию одно- и двухфотонных переходов (23) и (24),
имеет одинаковую зависимость от фазы между гар-
мониками

A
ζiζf
JiJγJf

A
ζ′
iζ

′
f∗

JiJ′
γJ

′
f
∼ exp

[
∓i(φ− δJfJ′

f
)
]
,

где знак зависит от того, какая амплитуда — одно-
или двухфотонная — сопряжена, а δJfJ′

f
— разность

фаз в соответствующих каналах реакции. По пра-
вилам сложения тригонометрических функций каж-
дая компонента статистического тензора, отвечаю-
щая за интерференцию, будет иметь зависимость

cos(φ− φmax) , (25)

где фаза φmax будет определена ниже.
Полагая, что конечный ион с полным моментом

Jc не детектируется, из общего тензора эффектив-
ности регистрации частиц в конечном состоянии,

εkf qf (ζfJf , ζ
′
fJ

′
f ) =

∑
ksqs
klql

εksqs

(
1

2
,
1

2

)
εklql(κf , κ

′
f)×

× k̂lk̂sĴf Ĵ
′
f (klql, ksqs | kfqf )

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

κf
1

2
Jf

κ′f
1

2
J ′
f

kl ks kf

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭
, (26)

можно выделить часть, связанную с наблюдением
электронов в определенном направлении {ϑ, ϕ}:

εklql(κf , κ
′
f ) =

= κ̂f κ̂
′
f (−1)κf+l′+Jc+kl

{
kl l l′

Jc κ
′
f κf

}
εklql(l, l

′), (27)

где εklql(l, l
′) — тензор эффективности регистрации

электронов в направлении {ϑ, ϕ},

εklql(l, l
′) = (−1)l

′
l̂l̂′(l0, l′0 | kl0)

√
4π

k̂l
Y ∗
klql(ϑ, ϕ). (28)

Компоненты тензора эффективности регистра-
ции спина электрона в лабораторной системе коор-
динат записываются как

εksqs

(
1

2
,
1

2

)
=

=
∑

msm′
s

(−1)1/2−m′
s

(
1

2
ms

1

2
−m′

sksqs

)
×

×
〈
1

2
ms|ε|1

2
m′

s

〉
, (29)

где 〈12ms | ε | 1
2m

′
s〉 — матрица эффективности ре-

гистрации спина фотоэлектронов. В идеальном де-
текторе матрицей эффективности детектора, реги-
стрирующего только электроны с компонентой спи-
на Px(y,z), является соответствующая матрица Пау-
ли [25].
Для анализа угловой зависимости эмиссии элек-

тронов и их поляризации P в (19) удобно выделить
динамические параметры Bkikγklkskf

(JiJγ , JiJ
′
γ), за-

висящие от характеристик мишени, энергии фотона
и параметров импульса, и геометрический фактор,
определяемый поляризациями полей и направлени-
ем эмиссии {ϑ, ϕ}. Их явный вид можно получить
прямой подстановкой выражений (22) и (26)–(28) в
(19). Тогда статистический тензор спина электрона,
детектируемого в направлении {ϑ, ϕ}, представля-
ется в виде

ρksqs =
∑

ki,γ,f,lqi,γ,f,l

Bkikγklkskf
(JiJγ , JiJ

′
γ)×

× ρkiqi(Ji, Ji)ρkγqγ (JγJ
′
γ)×

× (kiqi, kγqγ | kfqf )(klql, ksqs | kfqf )Yklql(ϑ, ϕ) . (30)

Для мишени с Ji = 0 полный момент системы
Jf = Jγ , ki = 0 и kf = kγ = k, и статистический
тензор может быть записан в виде

ρksqs =
∑

kl,γql,γ

Bklkskγ (Jγ , J
′
γ)ρkγqγ (Jγ , J

′
γ)×

× (klql, ksqs | kγqγ)Yklql(ϑ, ϕ) . (31)

Здесь для краткости мы положили

B0kγklkskγ (JiJγ , JiJ
′
γ) ≡ Bklkskγ (Jγ , J

′
γ).

Для статистических тензоров фотона и спина
электрона справедливы перестановочные соотноше-
ния

ρkγqγ (Jγ , J
′
γ) = (−1)Jγ−J′

γ+qγρ∗kγ−qγ (J
′
γ , Jγ),

ρksqs = (−1)qsρ∗ks−qs ,
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а для динамического параметра —

Bklkskγ (Jγ , J
′
γ) = (−1)Jγ−J′

γ+kl+ks+kγB∗
klkskγ

(J ′
γ , Jγ).

2.5. Спектроскопия

В расчетах использовалась та же спектроскопи-
ческая модель, что и в работе [34].
Расчеты проводились методом R-матрицы [27] с

использованием экспериментальных энергий поро-
гов [41]. Учитывались все возможные термы кон-
фигураций 1s22s22p5ns (n = 3, 4, 5, 6), 1s22s22p5nd
(n = 3, 4, 5), 1s22s22p43s3p, 3p4s и 1s22s12p53s3d.
Результаты расчетов в различных потенциаль-

ных моделях [30,42,43] указывают на весомый, одна-
ко слабо зависящий от энергии фотона ω (ω < εth <

< 2ω), вклад переходов через состояния континуума
в конечное f -состояние. Эти переходы были учтены
добавлением постоянного члена в амплитуды иони-
зации в эти состояния.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ

3.1. Угловое распределение электронов

Все дальнейшие рассуждения справедливы для
мишеней с Ji = 0 (инертные газы), а численные ре-
зультаты, если не указано иное, представлены для
энергии основной гармоники, соответствующей воз-
буждению 2p5(2P3/2)4s

[
3
2

]
резонанса неона, импуль-

са длиной N = 500 оптических циклов (порядка
100 фс) с огибающей Eω(2ω)(t) = sin2(ωt/2N), на-
пряженностей компонент электромагнитного поля
|Eω | = 5.338 · 10−3 ат. ед., E2ω/Eω =

√
0.001, и ну-

левой разности фаз между ними φ = 0. Такая оги-
бающая обеспечивает плавность включения и вы-
ключения импульса, что частично устраняет раз-
личия расчетов в представлении длины и скорости
[44, 45]. Приведенные ниже результаты получены в
представлении длины, так как для линейной поля-
ризации они лучше согласуются с имеющимися экс-
периментальными данными [23].
По определению (11) угловое распределение фо-

тоэлектронов (PAD) получается из (31) в виде раз-
ложения по сферическим гармоникам:

W (ϑ, ϕ) =
∑
kq

βkqYkq(ϑ, ϕ) , (32)

где во втором порядке теории возмущений и диполь-
ном приближении k ≤ 4, а

βkq ≡
∑
JγJ′

γ

Bk0k(Jγ , J
′
γ)ρkq(Jγ , J

′
γ) = (−1)qβ∗

k−q.

Из анализа коэффициента Клебша –Гордана в (28),
(31) следует вывод, что вклад в угловое распределе-
ние (32) дают только четные ранги фотонных ста-
тистических тензоров ρ2ω,2ω

kq и ρω+ω,ω+ω
kq и только

нечетные — тензоров ρ2ω,ω+ω
kq и ρω+ω,2ω

kq . Поэтому па-
раметры βkq четных рангов появляются в резуль-
тате одно- или двухфотонной ионизации; парамет-
ры βkq нечетных рангов имеют интерференционную
природу и зависят от разности фаз между гармони-
ками φ. Параметры βk0 действительны, остальные
могут быть комплексными. Последнее приводит к
тому, что максимумы и минимумы PAD не совпа-
дают с экстремумами сферических гармоник. Важ-
но отметить, что в общем случае PAD не наследу-
ет симметрию поля, в отличие от ионизации двумя
некогерентными гармониками.
Как следует из (25), зависимость формы углово-

го распределения (32) от фазы между полями всегда
может быть параметризована:

W = S1(ϑ, ϕ) + S2(ϑ, ϕ) cos(φ− φmax(ϑ, ϕ)) , (33)

где S1(ϑ, ϕ) и S2(ϑ, ϕ) — вклады от некогерентной
суммы одно- и двухфотонных переходов и их ин-
терференции соответственно, φmax — фаза, при ко-
торой число фотоэлектронов в данном направлении
{ϑ, ϕ} максимально. S1(ϑ, ϕ), S2(ϑ, ϕ) и φmax явля-
ются сложными функциями сферических коорди-
нат, и только в некоторых случаях влияние фазы
между гармониками на форму PAD поддается про-
стому описанию. Например, для циркулярно поля-
ризованных в одной плоскости гармоник изменение
фазы вызывает поворот PAD в пространстве [31].
Основываясь на сказанном выше, мы предлагаем

выбрать следующий критерий когерентного контро-
ля:

C(ϑ, ϕ) =

=

∣∣∣∣W (ϑ, ϕ)φ=φmax −W (ϑ, ϕ)φ=φmax+π

W (ϑ, ϕ)φ=φmax +W (ϑ, ϕ)φ=φmax+π

∣∣∣∣. (34)

Отметим, что он является обобщением критериев,
принятых в работах [30, 31] для описания взаимо-
действия с линейно и циркулярно поляризованными
полями. Очевидно, что эффективность когерентно-
го контроля C(ϑ, ϕ) ≤ 1 будет разной в разных на-
правлениях, и в общем случае оказывается невоз-
можным выделить какое-то одно из них. Если для
некоторых {ϑ′, ϕ′} величина C(ϑ′, ϕ′) = 1, то можно
говорить о достижении полного когерентного кон-
троля в этом направлении.
Развитый подход позволяет проследить транс-

формацию углового распределения фотоэлектронов
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Трансформация формы PAD в
плоскости поляризации гармоник (φ = 0): (а) круговой
правополяризованной основной гармоники (ε = 1, λ = +)
при изменении эллиптичности и спиральности второй гар-
моники от круговой правополяризованной (ε = 1, λ = +,
красная линия) до круговой левополяризованной (ε = 1,
λ = −, синяя); (б) линейно поляризованной основной
гармоники (ε = 0) при изменении эллиптичности и ори-
ентации главной оси поляризации второй гармоники от
сонаправленной линейно поляризованной (ε = 0, крас-
ная) до линейно поляризованной перпендикулярно основ-
ной (ε = 0, синяя). (в,г) Степень когерентного контроля

C(ϑ,ϕ) (34) для (а,б) соответственно

при изменении поляризации полей между выде-
ленными конфигурациями с простой параметриза-
цией, которые были рассмотрены ранее в работах
[30, 31, 34], а именно для линейно и циркулярно по-
ляризованных полей, находящихся в одной плоско-
сти xy (рис. 3). Для полей, поляризованных в од-
ной плоскости, неинтерференционные слагаемые да-
ют вклад в компоненты разложения с k = 0, 2, 4,
q = 0,±2, ±4, а интерференционные — с k = 1, 3,
q = ±1, ±3. Таким образом, в (32) остаются только
четные гармоники с четными проекциями и нечет-
ные гармоники с нечетными проекциями.
Плоскость поляризации, очевидно, является

плоскостью симметрии углового распределения
электронов, а сечение фотоионизации в ней мак-
симально. Вне этой плоскости нет каких-либо
особенностей, поэтому можно ограничиться рас-

смотрением PAD в ее сечении.
Слагаемое с q = ±3, соответствующее тен-

зору третьего ранга, происходит от интерферен-
ции компонент противоположных спиральностей
(см. табл. 2), и обладает симметрией поворота на
120◦ D3h, для него существует три плоскости сим-
метрии, перпендикулярных плоскости поляризации.
Слагаемые с q = ±1 происходят от интерференции
компонент одинаковых спиральностей. Поскольку
первый и третий ранги зависят от полярного угла
по-разному, плоскости симметрии, перпендикуляр-
ной плоскости поляризации, в общем случае не су-
ществует. Возникает она, например, при ионизации
s-оболочки [32] за счет уменьшения числа каналов.
Неинтерференционные члены с q = ±2,±4, со-

ответствующие тензорам второго и четвертого ран-
га, возникают при значениях эллиптичности полей
ε < 1 (см. табл. 1 и 3) и максимальны для линейно
поляризованных полей ε = 0. Они приводят к появ-
лению слагаемых с симметрией D2h и D4h.
На рис. 3 a красная и синяя линии (I) и (II) со-

ответствуют предельным случаям гармоник круго-
вой поляризации с одинаковой и противоположной
спиральностями соответственно, рассмотренными в
[31]. Жирной фиолетовой линией выделен PAD для
линейно поляризованной второй гармоники ε = 0,
неакцентированные линии соответствуют промежу-
точным значениям эллиптичности ε < 1. Основная
гармоника при этом всегда имеет правую круговую
поляризацию. В предельных случаях вклады как от
однофотонной ионизации, так и от двухфотонной
обладают аксиальной симметрией, и результирую-
щая симметрия PAD определяется только интерфе-
ренционным членом.
Другой пример трансформации (см. рис. 3 б):

при фиксированной линейной поляризации основ-
ной гармоники поляризация второй меняется от ли-
нейной вдоль оси x до линейной вдоль оси y за
счет изменения эллиптичности ε от 0 до 1 и обрат-
но. Красная и синяя линии (I) и (II) соответству-
ют предельным случаям параллельно и перпендику-
лярно поляризованных полей, рассмотренных в ра-
ботах [30, 34]. В первом случае PAD аксиально сим-
метрично относительно оси x, во втором появляется
плоскость симметрии yz, перпендикулярная плоско-
сти xy, содержащей векторы поляризации. Случай,
когда вторая гармоника поляризована циркулярно
и произведенный ей вклад в угловое распределение
обладает аксиальной симметрией, выделен жирной
фиолетовой линией.
Угловые распределения, выделенные жирной

фиолетовой линией на рис. 3 а, б, отвечают случаям,
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Трансформация формы PAD
в плоскости поляризации гармоник при изменении фазы
между полями φ от 0 до π с шагом 0.1π для (а) гармоник
круговой поляризации противоположных спиральностей,
поляризованных в одной плоскости, (б) линейно поляри-
зованных в перпендикулярных направлениях гармоник

когда основная (вторая) гармоника обладает круго-
вой поляризацией и вторая (основная) — линейной
вдоль оси x. В обоих случаях огибающая поля
обладает плоскостью симметрии xz, которая при
этом не является плоскостью симметрии углового
распределения.
На рис. 3 в, г показана степень когерентного

контроля C(ϑ, ϕ) (34) для поляризаций полей, пока-
занных на рис. 3 а, б соответственно. Синяя и крас-
ная линии на рис. 3 в представляют собой окруж-
ности, так как для полей круговой поляризации из-
менение фазы вызывает поворот PAD в простран-
стве, и поэтому с точки зрения осуществления коге-
рентного контроля какое-либо выделенное направ-
ление отсутствует. Для циркулярно поляризованной
основной гармоники (рис. 3 в) угловая зависимость
C(ϑ, ϕ) является более плавной, чем для линейно по-
ляризованной (рис. 3 г), а ярко выраженные экстре-
мумы возникают только тогда, когда вторая гармо-
ника поляризована линейно.
Важно отметить, что, несмотря на внешнюю схо-

жесть, PAD для гармоник круговой поляризации
противоположных спиральностей и для линейно по-
ляризованных гармоник в перпендикулярных на-
правлениях (три максимума и минимума, отстоящие
по ϕ на 2π/3) по-разному ведут себя при изменении
фазы между полями φ. Первое PAD при изменении
фазы поворачивается вокруг оси z, сохраняя форму
(рис. 4 а), а второе имеет три максимума, ориентиро-
ванных в ϕ = π/2, ±5π/6, величина которых регули-
руется фазой между гармониками (см. рис. 4 б). Это
объясняется тем, что в первом случае параметры
анизотропии PAD нечетного порядка βk=odd явля-
ются комплексными, а во втором случае все βk=odd

мнимые, а значит, имеют одинаковую фазу π/2. Хо-

тя в обоих угловых распределениях максимальные
степени когерентного контроля C(ϑ, ϕ) в плоскости
поляризации сравнимы (порядка 50% для выбран-
ных параметров, см. рис. 3 в, г), их угловые зави-
симости существенно различаются: в первом случае
какие-либо выделенные направления отсутствуют, а
во втором такое направление, связанное с вектором
поляризации второй гармоники e2ω ‖ y, присутству-
ет. Схожая ситуация — все βk=odd действительные,
т. е. имеют одинаковую фазу равную нулю — наблю-
дается также для ионизации полями, линейно поля-
ризованными в одном направлении.

3.2. Поляризация спина электрона

В этом разделе мы применяем развитый ме-
тод к описанию поляризации спина фотоэлектро-
нов. Поляризацию спина электронов, испущенных
при ионизации неполяризованного атома, можно на-
блюдать, если существует какой-либо механизм про-
странственного и (или) энергетического разделения
электронов, имеющих различные проекции спина на
выделенную ось. Обычно в литературе [46, 47] рас-
сматривается ситуация, когда это разделение воз-
никает за счет тонкого расщепления конечных со-
стояний иона и, как и другие эффекты, вызван-
ные электрон-электронными корреляциями, может
усиливаться в области автоионизационных состоя-
ний или куперовских минимумов в сечениях. Для
выбранной мишени расщепление конечных состоя-
ний иона 2p5 2P1/2,3/2, вызванное спин-орбитальным
взаимодействием, невелико (0.1 эВ) и фотоэлектро-
ны, соответствующие разным состояниям конечного
иона, как правило, не разрешаются в экспериментах
на ЛСЭ. Амплитуды ионизации основного состоя-
ния не имеют каких-либо структурных особенностей
в исследуемой области энергий и меняются плав-
но. Напротив, парциальные сечения ионизации воз-
бужденных состояний, расщепленных в результате
спин-орбитального взаимодействия (в нашем случае
2p5(2P1/2,3/2)4s

[
1
2 ,

3
2

]
, 2p5(2P1/2,3/2)3d

[
1
2 ,

3
2

]
), могут

различаться значительно [48]. Таким образом, за
счет селективного возбуждения фотоном с энергией
ω дискретных состояний может наблюдаться суще-
ственная поляризация спина электрона. Поляриза-
ция спина, приобретаемая в процессе прямой одно-
фотонной ионизации, пренебрежимо мала; в процес-
се двухфотонной ионизации поляризация присут-
ствует, но направление спина определяется только
геометрией системы; наконец, интерференция меж-
ду одно- и двухфотонными каналами ионизации

6 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 5. Поведение вектора поляризации фотоэлектрона
при однофотонной ионизации полем, поляризованным ли-
нейно параллельно оси z (а) и циркулярно в плоскости

xy (б)

приводит к существенному изменению как величи-
ны поляризации, так и направления.
Из (31), пользуясь определениями (12)–(14),

можно получить следующие выражения для
компонент спиновой поляризации электрона, в
которых явным образом выделена зависимость от
углов {ϑ, ϕ}:

Pz(ϑ, ϕ) =W
−1(ϑ, ϕ)

∑
JγJ′

γkl,γql,γ

Bkl1kγ (Jγ , J
′
γ)×

× ρkγqγ (Jγ , J
′
γ)(klql, 10 | kγql)Yklql(ϑ, ϕ) , (35)

Px(ϑ, ϕ) = −W−1(ϑ, ϕ)
∑

JγJ′
γkl,γql,γ

Bkl1kγ (Jγ , Jγ)×

× ρkγqγ (Jγ , J
′
γ)
(
(klql, 11 | kγqγ)−

−(klql, 1−1 | kγqγ)
)
Yklql(ϑ, ϕ) , (36)

Py(ϑ, ϕ) = −iW−1(ϑ, ϕ)
∑

JγJ′
γkl,γql,γ

Bkl1kγ (Jγ , Jγ)×

× ρkγqγ (Jγ , J
′
γ)
(
(klql, 11 | kγqγ) +

+ (klql, 1−1 | kγqγ)
)
Yklql(ϑ, ϕ) . (37)

Для изучения влияния интерференции полезно
напомнить, как ведет себя вектор поляризации при
однофотонной ионизации линейно и циркулярно по-
ляризованными полями. При ионизации линейно по-
ляризованным полем спин фотоэлектрона se пер-
пендикулярен вектору поляризации линейно поля-
ризованной гармоники e2ω и импульсу фотоэлектро-
на ke: se ‖ [ke × e2ω] (рис. 5 а). При ионизации цир-
кулярно поляризованным полем поляризация спина

содержит все три компоненты, но в рассматривае-
мой системе спин преимущественно ориентирован в
плоскости (e2ω, ke) (рис. 5 б), что вызвано домини-
рованием d-волны. Еще раз отметим, что сама ве-
личина спиновой поляризации для однофотонного
процесса крайне мала (|P| < 10−3).
Среди множества геометрий, возможных для

комбинации двух гармоник, интересно найти такие,
для которых интерференция одно- и двухфотонных
переходов приводит к появлению компонент спина,
запрещенных в традиционной фотоионизации. Са-
мыми многообещающими являются случаи, когда
одна из гармоник линейно поляризована, так как
ни однофотонная, ни двухфотонная ионизации не
допускают эмиссии фотоэлектронов, поляризован-
ных в направлении вектора поляризации поля (см.
рис. 5 а). Ситуации, когда обе гармоники поляризо-
ваны линейно, параллельно и перпендикулярно, бы-
ли рассмотрены ранее [33,34]. Здесь мы сфокусиру-
емся на ситуации, когда вторая из гармоник обла-
дает круговой поляризацией.
1. Геометрия G1. Основная гармоника ω линей-

но поляризована параллельно оси x и вторая гармо-
ника 2ω циркулярно поляризована в плоскости yz.
Вектор напряженности для такой геометрии пред-
ставлен на рис. 2 г.
В отсутствие интерференции измеримая (для

атома неона) спиновая поляризация появляется
только за счет двухфотонной ионизации через воз-
бужденные состояния 2p5(2P1/2,3/2)ns

[
1
2 ,

3
2

]
, ее век-

тор перпендикулярен направлению вылета электро-
на и лежит в плоскости yz (подобно рис. 5 а). Инте-
гральная по углам поляризация спина равна нулю,
однако при наблюдении фотоэлектронов, испущен-
ных в определенном направлении {θ, ϕ}, она может
оказаться довольно высокой. Максимальная величи-
на поляризации, вообще говоря, необязательно до-
стигается в минимуме сечения. Подробнее двухфо-
тонная ионизация линейно поляризованным полем
рассмотрена в работе [34].
Отметим, что для геометрии G1 изменение от-

носительной фазы гармоник эквивалентно повороту
вокруг оси x ‖ eω без изменения абсолютных вели-
чин наблюдаемых. Поэтому, без потери общности,
мы выбираем плоскость наблюдения фотоэлектро-
нов xz. Интерференционные эффекты “перестраи-
вают” направление вектора спиновой поляризации
(рис. 6 а), и теперь его ориентация вдоль осей z и
y не равновероятна. Для выбранной фазы ориента-
ция вдоль оси z явно обладает преимуществом. Уг-
ловое распределение фотоэлектронов и компоненты
Px симметричны относительно плоскости yz, ком-
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Для геометрии G1: (а) PAD, на-
правление и относительная величина спиновой поляриза-
ции P фотоэлектронов, вылетающих в определенном на-
правлении ke = {θ, ϕ}; (б) PAD (черная линия) и компо-
нента спиновой поляризации Pz (красный цвет для Pz > 0,
синий — для Pz < 0) в сечении плоскостью xz для фазы
между гармониками φ = 0, π/9, π/2 (сплошная, пунктир-

ная и штрихпунктирная линии соответственно)

поненты Py и Pz антисимметричны. При интегриро-
вании по всем направлениям вылета электрона со-
храняется только пренебрежимо малая часть ком-
поненты Px, происходящая от однофотонной иони-
зации, однако при интегрировании по полусферам
x > 0/x < 0 сохраняются и компоненты Py, Pz.
Для выбранной плоскости наблюдения фото-

электронов xz существование компоненты Pz воз-
можно только за счет интерференции. Эта компо-
нента обращается в нуль в плоскости yz и достигает
максимума в некотором направлении {θ, ϕ}, опре-
деляемом динамическими особенностями системы и
параметрами поля (в частности, разницей фаз φ).
На рис. 6 б построена форма углового распределе-
ния и величины спиновой поляризации Pz для трех
разных фаз, одна из которых φ = 20◦ выбрана так,
чтобы обеспечивать максимум величины спиновой
поляризации. Рисунок демонстрирует, что величи-
на Pz , а значит и Py , эффективно контролируется с
помощью вариации фазы φ.
Наконец, проследим изменение компонент спи-

новой поляризации фотоэлектронов Pz в зависи-
мости от энергии фотона ω. Поскольку поляри-
зация фотоэлектронов при многофотонной иони-
зации неона возникает в основном за счет спин-
орбитального расщепления промежуточных состо-
яний, при энергиях фотона ω, далеких от энер-
гий, соответствующих их резонансному возбужде-
нию, она пренебрежимо мала. На рис. 7 изображен
интегральный спектр фотоэмиссии

∫
W (ω;ϑ, ϕ) dΩ

для геометрии G1 и компонента Pz при энерги-
ях фотона ω, соответствующих возбуждению состо-

19.4 19.5 19.6 19.7 19.8 19.9 20 20.1 20.2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
·10−3

ω (эВ)

∫ W
(ω

;ϑ
,ϕ

)d
Ω

Рис. 7. (В цвете онлайн) Спектр фотоэмиссии для гео-
метрии G1. На вставках изображена компонента Pz при
энергиях фотона ω, соответствующих возбуждению 4s-
резонансов (красный цвет для Pz > 0, синий — для
Pz < 0). Вертикальными линиями отмечены положения

возбужденных состояний (см. рис. 1)

яний 2p5(2P1/2,3/2)4s
[
1
2 ,

3
2

]
. Преимущественное на-

правление спина фотоэлектронов при возбуждении
этих резонансов противоположно, что свидетель-
ствует о высокой селективности возбуждения со-
стояний с различными проекциями спина. Область
2p5(2P1/2,3/2)3d

[
1
2 ,

3
2

]
возбуждается слабо, и спино-

вая поляризация при энергиях фотона ω, приходя-
щихся на эту область, небольшая в первую очередь
из-за доминирующего вклада однофотонной иониза-
ции.
2. Геометрия G2. Основная гармоника ω цир-

кулярно поляризована в плоскости xy и вторая гар-
моника 2ω линейно поляризована параллельно оси
z. Вектор напряженности поля для этой геометрии
представлен на рис. 2 д.

Как и в геометрии G1, в отсутствие интерферен-
ции измеримая спиновая поляризация появляется
только за счет двухфотонной ионизации. Вектор по-
ляризации P почти перпендикулярен плоскости xy,
компонента, лежащая в этой плоскости

Pxy =
√
P 2
x + P 2

y � Pz .

Степень поляризации фотоэлектронов достига-
ет 0.8–1. Такую высокую выстроенность можно
объяснить одновременной работой двух меха-
низмов, отвечающих за появление поляризации
фотоэлектронов: это и разница в сечениях об-
разования фотоэлектронов с разной проекцией
спина, и эффект передачи момента (динамическая
поляризация и трансфер в терминологии [49, 50]).

Степень поляризации спина при двухфотонной
ионизации полем круговой поляризации очень вы-
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Рис. 8. (В цвете онлайн) PAD, направление и относитель-
ная величина спиновой поляризации P фотоэлектронов,
вылетающих в определенном направлении ke = {θ, ϕ}: при
двухфотонной ионизации циркулярно поляризованным по-
лем (а); для геометрии G2 (б). Сечение плоскостью xz для
компоненты Pz (в) и Px (г) при фазе между гармониками
0 (сплошная линия), π/9 (штриховая линия), π/2 (штрих-
пунктирная линия). Красный цвет для Pz(x) > 0, синий —

для Pz(x) < 0)

сока и, естественно, интерференция с однофотон-
ной ионизацией линейно поляризованной гармони-
кой может только переориентировать ее (рис. 8): су-
щественно увеличивается компонента Pxy, а умень-
шение величины полной степени поляризации |P|
объясняется вкладом от неполяризованных фото-
электронов, испущенных в результате однофотон-
ной ионизации. Возможность когерентного контро-
ля за счет фазы между гармониками φ сильно огра-
ничена. При изменении фазы φ компонента Pxy не
изменяет своей величины, а только направление, по-
ворачиваясь на тот же угол, что и угловое распре-
деление. Существуют две ортогональные плоскости,
содержащие ось z и являющиеся плоскостями сим-
метрии углового распределения и компоненты Pz ,
но их азимутальный угол зависит от динамических
параметров системы.

На рис. 9 изображен спектр фотоэмиссии∫
W (ω;ϑ, ϕ) dΩ для геометрии G2 и компонента

Pz при энергиях фотона ω, соответствующих воз-
буждению состояний 2p5(2P1/2,3/2)4s

[
1
2 ,

3
2

]
. Как

и для геометрии G1 (см. рис. 7), наблюдается
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,ϕ

)d
Ω

Рис. 9. (В цвете онлайн) Спектр фотоэмиссии для гео-
метрии G2. На вставках изображена компонента Pz при
энергиях фотона ω, соответствующих возбуждению 4s-
резонансов (красный цвет для Pz > 0, синий — для
Pz < 0). Вертикальными линиями отмечены положения

возбужденных состояний (см. рис. 1)

инверсия преимущественного направления спина
фотоэлектронов.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен обобщенный подход для
описания ионизации атомов бихроматическим
полем кратных частот ω + 2ω, основанный на
формализме статистических тензоров. Проанали-
зированы эффекты, вызванные интерференцией
одно- и двухфотонных амплитуд переходов, такие
как нарушение симметрии углового распределения
и изменение поляризации спина фотоэлектрона.
Показана роль фазы между гармониками как
управляющего параметра для когерентного кон-
троля над этими наблюдаемыми. Предсказано
появление новых компонент поляризации спина,
вызванное интерференцией. Проведены демонстра-
ционные расчеты для ионизации атома неона при
условиях, близких к реализуемым на современных
лазерах на свободных электронах.
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В последнее время широко обсуждается проблема разделения спинового и орбитального углового мо-
мента (УМ). До настоящего времени все дискуссии о возможности отделения спинового УМ от орби-
тального УМ калибровочно-инвариантным образом основывалась на использовании анзаца о том, что
глюонное поле может быть аддитивно представлено в виде разложения на физические глюонные ком-
поненты и компоненты, преобразующейся как чистая калибровка, т. е. Aμ = Aphys

μ + Apure
μ . В данной

статье показано, что для неабелевой калибровочной теории такая декомпозиция глюонного поля имеет
строгое математическое доказательство в рамках концепции контурной калибровки. Другими словами,
анзац декомпозиции глюонного поля переформулируется как теорема о декомпозиции и доказывается с
использованием контурной калибровки. Показано, что контурная калибровка обладает особым классом
остаточной калибровки, которая связана с конфигурацией поля на границе и выражается в терминах чи-
стых калибровочных полей. В результате такого разложения тривиальные граничные условия приводят к
тому, что глюонное поле имеет только физические глюонные конфигурации, зафиксированные условием
контурной калибровки.

DOI: 10.31857/S0044451022070094
EDN: EDZOYD

1. ВВЕДЕНИЕ

В теоретическом и экспериментальном сообще-
ствах ведутся дискуссии о возможности выделить
составляющие спина нуклона: внутренний партон-
ный спиновый и орбитальный угловой моменты
[1]. На данном этапе можно выделить две различ-
ные широко обсуждаемых декомпозиции: JM-де-
композиция (Jaffe-Manohar’s) [2] и J-декомпозиция
(Ji’s) [3]. JM-декомпозиция приводит к полному раз-
ложению спина нуклона на спиновые и орбитальные
части кварков и глюонов по отдельности. В то время
как J-декомпозиция, напротив, не приводит к вы-
делению отдельных вкладов от партонов, при этом
данное разложение обладает калибровочной инва-
риантностью.

* E-mail: anikin@theor.jinr.ru
** E-mail: zhevlakov@theor.jinr.ru

В работах [4,5] был предложен калибровочно ин-
вариантный аналог JM-декомпозиции. В рамках ку-
лоновской калибровки утверждалось, что глюонное
поле можно формально представить как

Aμ(x) = Aphys
μ (x) +Apure

μ (x). (1)

Стоит отметить что данная декомпозиция глюонно-
го поля всегда рассматривалась как первый шаг в
большинстве существующих дискуссий о калибро-
вочно-инвариантном разделении на спиновый и ор-
битальный угловые моменты в нуклоне (см., напри-
мер, [6–17]).
В абелевой U(1) калибровочной теории физичес-

кие компоненты Aphys
μ в (1) соответствуют попереч-

ной составляющей A⊥
μ , которая является калибро-

вочно инвариантной в отличие от продольной ком-
поненты AL

μ , связанной с Apure
μ , которая преобразу-

ется калибровочно и должна быть устранена калиб-
ровочным условием в рамках лагранжевого подхо-
да. Отсюда следует, что в абелевой теории разложе-
ние, представленное в (1), является абсолютно есте-
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ственным, и в законности данного разложения нет
сомнений.
В случае неабелевой SU(3) калибровочной тео-

рии и поперечная, и продольная компоненты ка-
либровочно преобразуются. Следовательно, упомя-
нутое разложение становится как минимум неоче-
видным, особенно в контексте определения фи-
зических компонент. В частности, использование
калибровочных условий ковариантного типа неиз-
бежно должно приводить к невозможности раз-
деления спиновых и орбитальных угловых моме-
нов калибровочно-инвариантным образом, посколь-
ку зависимость глюонных конфигураций от коорди-
нат нельзя определить независимо для каждой из
компонент поля, см., например, [18].
Между тем, разложение глюонного поля на фи-

зические и нефизические составляющие является
краеугольным камнем во многих подходах, посвя-
щенных калибровочно-инвариантному разделению
спиновых и орбитальных угловых моментов.
В данной работе декомпозиция, представленная

в формуле (1), рассматривается как утверждение,
которое должно быть доказано, если это возможно
в рамках неабелевой теории. Доказательство пред-
ставления (1) для неабелевого поля может быть ре-
ализовано в рамках контурной калибровки, кото-
рая обобщает стандартные локальные аксиальные
калибровки, и при этом является свободной от гри-
бовских копий [19, 20]. В отличие от локальной ка-
либровки, в контурной калибровке, которая явля-
ется нелокальным типом калибровки, сначала фик-
сируется представитель на калибровочной орбите,
а затем находится подходящее локальное калибро-
вочное условие для данного представителя на ор-
бите. Особенности контурной калибровки легко по-
нять в рамках гамильтонова формализма, где усло-
вие контурной калибровки однозначно определяет
поверхность многообразия, которая пересекает слой
с групповой орбитой уникальным образом (см. де-
тали в [21]). В качестве нового наблюдения показа-
но наличие специальной остаточной калибровочной
свободы, которой обладает контурная калибровка.
Однако данная остаточная свобода локализована в
нетривиальных граничных условиях, которые свя-
заны с чистыми калибровочными конфигурациями,
определенными на бесконечности.
Отметим, что физические величины не зависят

от выбора калибровки. Аксиальный тип калибро-
вок связан с определенным фиксированным направ-
лением в пространстве. В таком случае независи-
мость от калибровки следует рассматривать как
независимость от выбранного направления, кото-

рое обеспечивается дополнительными требования-
ми [22]. Более того, в рамках гамильтонова фор-
мализма использование контурной калибровки под-
разумевает, что условие калибровки (в качестве до-
полнительного условия) может быть полностью раз-
решено относительно калибровочной функции за
исключением калибровочных преобразований в ко-
нечной области пространства. Поэтому в данном
смысле физические наблюдаемые, рассматриваемые
в контурной калибровке, являются калибровочно-
инвариантными по построению.

2. СВЯЗЬ ЛОКАЛЬНЫХ И НЕЛОКАЛЬНЫХ
КАЛИБРОВОЧНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

Прежде всего, напомним соответствие между ви-
дом калибровочных преобразований и вильсонов-
ским путезависимым функционалом (см. детали в
[23]). В дальнейшем, для краткости, используется
термин «линия Вильсона» независимо от формы пу-
ти, если только данный термин не ведет к заблуж-
дению.
Предположим, что в рамках неабелевой калибро-

вочной теории фермионные и калибровочные поля
преобразуются как

ψθ(x) = e+iθ(x)ψ(x) ≡ U(x)ψ(x), (2)

Aθ
μ(x) = U(x)Aμ(x)U

−1(x)+
i

g
U(x)∂μU

−1(x), (3)

где θ = θaT a, а T a — генераторы соответсвую-
щего представления. При фиксированных локаль-
ных преобразованиях, как в уравнениях (2) и (3),
можно показать, что ковариантная производная и
калибровочно-инвариантный оператор фермионной
струны принимает следующий вид:

iDμ = i ∂μ + gAμ(x),

O
g.−inv.(x, y) = ψ̄(y)[y ; x]Aψ(x).

(4)

Вильсоновская линия определена как

[x ; x0]A = P exp

⎧⎪⎨
⎪⎩ig

∫
P (x0,x)

dωμAμ(ω)

⎫⎪⎬
⎪⎭ =

= g(x|A) ≡ g(P ), (5)

где P (x0, x) обозначает путь, который соединяет на-
чальную точку x0 и конечную x в пространстве
Минковского.
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Вставив точку x0 в линию Вильсона, оператор
калибровочно-инвариантной струны, см. уравнение
(4), преобразуется как

O
g.−inv.(x, y) = ψ̄(y)[y ; x0]A[x0 ; x]Aψ(x). (6)

Из уравнения (6) следует, что зависящее от пути
нелокальное калибровочное преобразование ферми-
онов может быть представлено в виде

ψg(x) = g−1(x|A)ψ(x), (7)

где ψg(x) — калибровочно-инвариантное фермион-
ное поле в представлении Мандельштама Ψ(x|A) за
исключением глобальных калибровочных преобра-
зований, несущественных для данных рассмотрений
[24, 25]. Такое преобразование приводит (из уравне-
ния (3)) к

Ag
μ(x) = g−1(x|A)Aμ(x)g(x|A)+

+
i

g
g−1(x|A)∂μg(x|A). (8)

Следовательно, связь между локальным и нело-
кальным калибровочным преобразованием имеет
вид

U(x) ⇔ g−1(x|A), (9)

что чрезвычайно важно для дальнейшего рассмот-
рения, поскольку неправильное соответствие приво-
дит к существенно неверным выводам (см., напри-
мер, [26]).

3. КОНЦЕПЦИЯ КОНТУРНОЙ
КАЛИБРОВКИ

В представленной работе проводится пересмотр
разложения (1) в контексте выявления тех условий,
для которых декомпозиция становится справедли-
вой (если это вообще возможно осуществить). Рас-
смотрим разложение (1) как утверждение, которое
должно быть доказано, по-крайней мере, в рамках
калибровочного условия, наиболее подходящего для
проверки (1). С этой целью используется концепция
контурной калибровки.
С самого начала напомним, что в гамильтоно-

вой формулировке калибровочной теории [27], рас-
ширенная мера функционального интеграла в тер-
минах обобщенных импульсах Ei, и координатах Ai

включает два вида функциональных дельта-функ-
ций. Первый вид дельта-функции отражает первич-
ные (вторичные и т. д.) связи на Ei и Ai, в то вре-
мя как второй вид дельта-функции относится к так

называемым дополнительным условиям (или калиб-
ровочным условиям), точные формы которых дик-
туются калибровочной свободой. Если первичные
(вторичные и т. д.) связи необходимы для исключе-
ния нефизических компонент калибровочного поля,
то калибровочные условия, в самом идеальном слу-
чае, должны зафиксировать соответствующий фак-
тор Лагранжа, связанный с калибровочной орбитой.
В рамках лагранжевой формулировки [28], посколь-
ку бесконечный объем калибровочной орбиты фак-
торизуется в функциональной мере по компонен-
тами калибровочного поля, калибровочные условия
обычно позволяют устранить нефизические глюон-
ные компоненты.
В этой связи контурная калибровка подразуме-

вает, что для полного фиксирования калибровоч-
ной функции (представителя орбиты) или устра-
нения нефизических глюонов необходимо потребо-
вать, чтобы вильсоновский путезависимый функци-
онал между начальной x0 и конечной x точками пу-
ти P (x0, x) был равен единице, т. е.

g(x|A) = [x ; x0]A = I, (10)

где путь P (x0, x) фиксирован, а точка x0 определя-
ет специфическую начальную точку, которая может
зависеть от конечной точки x (см. также [29]).
Хорошо известная аксиальная калибровка, A+ =

= 0, является фактически частным случаем наи-
более общей нелокальной контурной калибровки,
определенной условием (10), где фиксированный
путь соответствует прямой линии, связывающей
точки ±∞ и x.
В прошлом контурная калибровка была объек-

том интенсивного изучения (см., к примеру, [19,20]).
Очевидным преимуществом использования контур-
ной калибровки является то, что квантовая калиб-
ровочная теория свободна от грибовских неодно-
значностей. По своей конструкции контурная калиб-
ровка не обладает остаточной калибровочной свобо-
дой и с технической точки зрения является самым
простым способом полного фиксирования калибров-
ки в пределах конечного пространства. Вкратце, в
рамках концепции контурной калибровки сначала
фиксируется произвольная точка (x0,g(x0)) на слое
P(X , π |G) [30]. После определяются два направле-
ния: одно направление определяется на базе X (где
направление есть не что иное, как касательный век-
тор к кривой, идущей через данную точку x0), дру-
гое направление определяется на слое, где направ-
ление может быть однозначно определено как ка-
сательное подпространство, связанное с параллель-

89



И. В. Аникин, А. С. Жевлаков ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022

ным переносом. Эти два направления формируют
горизонтальный вектор (или направление)

Hμ = ∂μ − igAa
μ(x)D

a, (11)

который, по построению, инвариантен относитель-
но структуры группы на слое [30]. В уравнении (11)
Da обозначает соответствующий генератор сдвига
вдоль группы слоя и может быть представлен как
g∂/∂g. Функционал g(x|A) из уравнения (5), опре-
деленный на главном расслоении P(X , π |G), явля-
ется решением уравнения параллельного переноса,
задаваемого следующим образом:

dxμ(s)

ds
Hμ(A)g(x(s)|A) = 0, (12)

если p(s) = (x(s),g(x(s))) определяется кривой x(s)
в X , параметризованной s. Применение условия (10)
с целью выполнения (12) ведет либо к Aa

μ(x) = 0

(тривиальный случай), либо к DaI = 0 (что являет-
ся естественным требованием Da = g∂/∂g).

Таким образом, можно уникальным образом
определить точку на расслоении, P(X , π |G), для ко-
торого имеется только единственный горизонталь-
ный вектор, соответствующий данному касательно-
му вектору в точке x в X . Напомним, что касатель-
ный вектор в точке x однозначно определяется за-
данным путем, проходящим через x. Таким образом,
в рамках гамильтонова формализма, основанного
на геометрической интерпретации глюонов, условие
(10) определяет поверхность на P(X , π |G). Эта по-
верхность параллельна плоскости базы, где опреде-
лен путь, и выделяет единичный элемент, g = 1, в
каждом слое из расслоения P(X , π |G) [21].
Контурная калибровка относится к нелокально-

му классу калибровок и естественным образом обоб-
щает известные локальные калибровки аксиально-
го типа. Также стоит заметить, что две разные
контурные калибровки могут соответствовать од-
ной и той же локальной аксиальной калибровке,
где остаточная калибровка осталась незафиксиро-
ванной [31,32]. Это утверждение отражает тот факт,
что в отличие от локальной аксиальной калибровки
контурная калибровка не обладает остаточной ка-
либровочной свободой в конечной области простран-
ства. Однако, как показано ниже, граничные глюон-
ные конфигурации могут порождать особый класс
остаточных калибровок.

4. КОНТУРНАЯ КАЛИБРОВКА И
ДЕКОМПОЗИЦИЯ ГЛЮОННОГО ПОЛЯ

Перейдем к обсуждению контурной калибров-
ки, определенной условием (10). Используя путиза-
висимые калибровочные преобразования для глю-
онного поля (см. уравнение (8)) и вычислив про-
изводную вильсоновской линии [33] в калибровке
[x ; −∞]A = I, получим, что глюонное поле можно
представить как декомпозицию в следующем виде:

Ac.g.
μ (x) =

x∫
−∞

dωαGαμ(ω|Ac.g.)+Ac.g.
μ (x−n∞), (13)

где Gμν — тензор напряженности глюонного поля;
начальная точка определена в −∞ и путь парамет-
ризован как

ω
∣∣∣−∞

x
= x− n lim

ε→0

1− e−sε

ε

∣∣∣s=∞

s=0
. (14)

Данная параметризация пути включает вектор
n, определенный заданным фиксированным на-
правлением. Например, вектор n можно выбрать
в минус-направлении на световом конусе, n =

= (0+, n−,0⊥), в рамках формализма квантования
на световом конусе.
Важно отметить, что разложение (13) сущест-

венно отличается от разложения, представленного
в [34], отсутствием ε-функции в ней. В самом деле,
данная контурная калибровка выбирает либо одну
θ-функцию, либо другую, подробности см. в [32].
Из уравнения (13) следует, что контурная калиб-

ровка позволяет естественным образом разделить
глюонное поле на G-зависимую и G-независимую
компоненты. Иначе говоря, вместо формулы (13)
удобно представить разделение глюонного поля в
виде (см. [17])

Ac.g.
μ (x) = Aμ(x|G) +Ab.c

μ (−∞), (15)

где Aμ(x|G) есть не что иное как первое слагае-
мое в (13) и Ab.c

μ (−∞) ≡ Ac.g.
μ (x − n∞) — конфи-

гурация поля глюона на границе. Необходимо от-
метить, что G-зависимая конфигурация глюонного
поля Aμ(x|G) возникает в результате нетривиаль-
ной деформации пути [33] и глюонное разделение,
представленное уравнением (15), напоминает фор-
мулу [17], но слегка отличается по смыслу.
В рамках контурной калибровки (10) гранич-

ные глюонные конфигурации должны удовлетво-
рять условию вида

P exp

⎧⎨
⎩igAb.c

μ (−∞)

x∫
−∞

dωμ

⎫⎬
⎭ = I. (16)
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Таким образом, поскольку интеграл по dωμ в урав-
нении (16) расходится как 1/ε при ε стремящемся
к нулю, комбинация nμA

b.c
μ (−∞) должна вести се-

бя подобно ε2. Действительно, функция в экспонен-
те (см. (16)) имеет вид (размерность пространства
D = 4)

Ab.c
μ (−∞)

x∫
−∞

dωμ ≡ Ab.c
μ (x −∞n)

x∫
−∞

dωμ =

= lim
ε→0

(
1

ε

)−1

Ab.c
μ (n)nμ

1

ε
= 0. (17)

Следовательно, граничные глюонные конфигурации
подчиняются условию поперечности

nμ(θi, ϕ)A
b.c
μ

(
n(θi, ϕ)

)
= 0. (18)

Здесь, поскольку вектор n определяет фиксирован-
ное направление, удобнее использовать сферические
координаты в евклидовом пространстве (или псев-
досферическую систему в пространстве Минковско-
го), где вектор n зависит только от угловых коор-
динат (θi, ϕ), см. ниже. Если размерность простран-
ства D > 4, то условие поперечности, следующее из
уравнения (18), не является необходимым для вы-
полнения условия контурной калибровки.
Теперь можно показать, что в контурной ка-

либровке граничные глюонные конфигурации могут
быть представлены в виде чистых калибровочных
конфигураций. Прежде всего важно отметить, что
начальная точка x0 играет особую роль в рассмат-
риваемом формализме, поскольку все пути начина-
ются в этой точке, и база X касается главного рас-
слоения P только в этой точке.
Для начала рассмотрим точку x0, в которой,

предположим, начинаются два разных пути, см.
рис. 1. Такая стартовая точка имеет два касатель-
ных вектора, связанных с P (x0, x1) и P (x0, x2). В
свою очередь, каждый касательный вектор имеет
свой уникальный горизонтальный вектор H(i)

μ опре-
деленный на слое. Тогда, воспользовавшись уравне-
нием (10), получаем, что

P exp

⎧⎪⎨
⎪⎩ig

∫
L(x0)

dωμAμ(ω)

⎫⎪⎬
⎪⎭ = I, (19)

P exp

⎧⎨
⎩ig

∫
Ω

dωμ ∧ dωνGμν(ω)

⎫⎬
⎭ = I, (20)

где под L(x0) подразумевается петля с началом x0 =

= −∞ и Ω является соответствующей поверхно-

P G( , | )� �

x

x0

x1

x2

H
�

H
�

(1)

(2)

Рис. 1. Голономия: H
(i)
μ с i = 1, 2, обозначающими со-

ответствующие горизонтальные векторы, определенные на
слое P

стью, связанной с петлей L(x0), см. рис. 1. Заме-
тим, что точная форма Ω не важна для нашего ис-
следования. Более того, фиксированная форма Ω

может привести к дополнительной неоднозначности
[35], которая, однако, не повлияет на выводы данной
работы.
Простейшее решение уравнения (19) имеет вид

Aμ(ω) =
i

g
U(ω)∂μU

−1(ω), (21)

который ведет к Gμν(ω) = 0 и, следовательно, к
уравнению (20) после использования теоремы Сток-
са (вопрос выбора поверхности Ω тут не затраги-
вается1)). Отметим, что нетривиальное (ненулевое)
решение уравнения (20) может существовать априо-
ри. Однако такое решение (ведущее к равенству ну-
лю всего интеграла) в любом случае не может быть
представлено в форме чистой калибровки. В теории
групп путей утверждается, что любая петля как эле-
мент подгруппы петель может быть гомотопически
преобразована в «нулевой элемент», который в на-
шем случае является базовой точкой x0 = −∞.
В результате чистое калибровочное представле-

ние в уравнении (21) может быть связано только с
граничными конфигурациями, т. е.

Ab.c.
μ (x0) =

i

g
U(x0)∂μU

−1(x0), (22)

1) Всесторонний анализ неабелевой теоремы Стокса можно
найти в [35].
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O x

y

A

B

�A

�B

Рис. 2. Угол не зависит от начальной точки O: век-
торы A = (RA, ϕA) и B = (RB , ϕB); limRA→0 A =

= limRB→0 B = O, где O = (0 · cosϕi, 0 · sinϕi) и i = A,B

потому что конфигурация Aμ(x|G) в уравнении (15)
приводит к нулю интегрирование в (19) по опреде-
лению.
Скомбинировав окончательно уравнения (15) и

(22), приходим к доказательству, что в контур-
ной калибровке глюонное поле действительно может
быть представлено в виде разложения

Ac.g.
μ (x) = Aμ(x|G)+ i

g
U(x0)∂μU

−1(x0)
∣∣∣
x0=−∞

, (23)

где оба слагаемых перпендикулярны выбранному
вектору направления nμ.
Уравнение (23) показывает, что остаточная ка-

либровка в контурной калибровке полностью лока-
лизована на границе. Для того чтобы понять приро-
ду остаточной калибровки, связанной с граничны-
ми глюонными конфигурациями в рамках контур-
ной калибровки, рассмотрим простейший пример на
R

2, где A и B имеют одну и ту же начальную точ-
ку O, см. рис. 2. Удобнее работать со сферической
системой, т. е.

A(RA, ϕA) ≡ (RA cosϕA, RA sinϕA)

и т. д. Если радиус-векторы A и B отличаются от
нуля даже на бесконечно малое, значит эти два век-
тора различимы. Однако, если RA = RB = 0, то
начальная точка O теряет информацию о векторах
A и B, поскольку

O = (0 · cosϕA, 0 · sinϕA) = (0 · cosϕB , 0 · sinϕB).

Важно отметить, что в общем случае углы могут
быть произвольными. В этом смысле начальная точ-
ка O является точкой, не зависящей от угла.

Поскольку x0 = lim
R→0

X(R, θ1, θ2, ϕ), получаем
что

Ab.c.
μ

(
ε̄n(θi, ϕ)

)
=

=
i

g
U
(
ε̄n(θi, ϕ)

)
∂μU

−1
(
ε̄n(θi, ϕ)

)
, (24)

где ε̄→ −∞, θi и ϕ не фиксированы, что обеспечива-
ет остаточную калибровочную свободу аналогично
той, что продемонстрирована на рис. 2.
Наиболее удобный способ фиксации остаточной

калибровочной свободы — это предположить, что
(см. [31, 32])

Ab.c.
μ

(
ε̄n(θi, ϕ)

) ≡ Apure
μ

(
ε̄n(θi, ϕ)

)
= 0. (25)

В этом случае декомпозиция глюонного поля, пред-
ставленная в уравнении (1), будет тривиальной.
Таким образом, использование контурной калиб-

ровки дает наиболее естественное разложение глю-
онных полей на G-зависимую глюонную компонен-
ту, которую можно назвать физической, и нефизи-
ческую глюонную компоненту, относящуюся к чис-
той калибровочной конфигурации. Более того, кон-
турная калибровка не обладает остаточной калибро-
вочной свободой в конечной области пространства, а
оставшаяся возможная калибровочная свобода пол-
ностью изолирована на бесконечной границе данно-
го пространства.

5. СООТВЕТСТВИЕ МЕЖДУ ЛОКАЛЬНОЙ
И НЕЛОКАЛЬНОЙ КАЛИБРОВКАМИ

Поскольку контурная калибровка как нелокаль-
ный вид калибровки обобщает стандартную локаль-
ную калибровку аксиального типа, кратко обсудим
соответствие между локальными и нелокальными
калибровочными преобразованиями. Как уже упо-
миналось, локальная калибровка аксиального типа
не является свободной от остаточных калибровоч-
ных преобразований, в то время как нелокальная
контурная калибровка фиксирует всю калибровоч-
ную свободу в конечном пространстве при условии,
что начальная точка x0 = −∞. Действительно, ес-
ли рассмотреть локальную аксиальную калибров-
ку, A+, θ(x) = 0, как уравнение для калибровочной
функции θ(x) (см. уравнение (3)), то получим реше-
ние этого уравнения в виде

U0(x
−, x̃) = C(x̃)U(x−, x̃),

U(x−, x̃) = P exp

⎧⎪⎨
⎪⎩−ig

x−∫
x−
0

dω−A+(ω−, x̃)

⎫⎪⎬
⎪⎭ ,

(26)
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где x̃ = (x+, 0−,x⊥), x−0 — фиксирована и C(x̃) —
произвольная функция, которая не зависит от x− и
определяется как

U0(x
− = x−0 , x̃) = C(x̃). (27)

Произвольность C(x̃)-функции также отражает тот
факт, что здесь имеем дело с произвольной фик-
сированной начальной точкой x0. Для определения
остаточной калибровочной свободы требуется, что-
бы выполнялось A+, θ(x) = 0 и A+(x) = 0. Иными
словами, имеем, что

U0(x
−, x̃)

∣∣∣
U=1

≡ Ures(x̃) = C(x̃) ≡ ei θ̃(x̃). (28)

Видно, что функция C(x̃) определяет остаточные
калибровочные преобразования.
Нелокальная контурная калибровка обобщает

локальную калибровку аксиального типа и требует,
чтобы полный интеграл в экспоненте уравнения (10)
равнялся нулю2). С помощью контурной калибров-
ки в рамках гамильтонова формализма остаточная
калибровочная функция θ̃(x̃) может быть связана с
конфигурациямиA− и Ai

⊥, которые также исчезают,
уничтожая всю калибровочную свободу (подробнос-
ти см. в [23, 36]). Таким образом, восстанавливая
полный путь в вильсоновской линии, для данного
процесса получаем, что

C(x̃) = C̃(x+0 , x
−
0 ,x

⊥
0 )×

× P exp

⎧⎪⎨
⎪⎩ig

x⊥∫
x⊥
0

dωi
⊥A

i
⊥(x

+
0 , x

−
0 , ω⊥)

⎫⎪⎬
⎪⎭ ×

× P exp

⎧⎪⎨
⎪⎩−ig

x+∫
x+
0

dω+A−(ω+, x−0 ,x⊥)

⎫⎪⎬
⎪⎭ (29)

и тогда, используя соответствующую контурную ка-
либровку, приходим в конце к тому, что

C(x̃)
∣∣∣
c.g.

= C̃(x+0 , x
−
0 ,x

⊥
0 ). (30)

Уравнение (30) означает, что калибровочная свобо-
да вообще отсутствует. Точное значение фиксиро-
ванной начальной точки x0 зависит от рассматри-
ваемого нами физического процесса [36, 37].

2) В локальной калибровке соответствующий экспоненци-
альный фактор исчезает благодаря тому, что зануляется по-
дыинтегральная функция A+ = 0.

6. НЕНУЛЕВЫЕ ГРАНИЧНЫЕ ГЛЮОННЫЕ
КОНФИГУРАЦИИ

Данная часть работы посвящена изучению влия-
ния ненулевых граничных конфигураций глюонного
поля на определения различных распределений пар-
тонов. Прежде всего, важно подчеркнуть, что разло-
жение в уравнениях (13) и (15) по смыслу относится
к декомпозиции предложенной в работе [17]. Дей-
ствительно, уравнение (15) можно переписать как
(здесь рассматривается предел ε̄→ −∞)
Ãl.c.

μ (k+; x̃) = Gμ(k
+; x̃)+

+ δ(k+)Ab.c.
μ

(
ε̄n−(π/4, 0, 0); x̃

)
, (31)

где глюонное поле на световом конусе Ãl.c.
μ — это

фурье-образ Al.c.
μ только по отношению к x−, т. е.

Al.c.
μ (x−; x̃) F

= Ãl.c.
μ (k+; x̃), (32)

и, следовательно,

Gμ(k+; x̃)
F
=

x−∫
−∞−

dω−G+μ(ω−, x̃|Ac.g.),

δ(k+)Ab.c.
μ

(
ε̄n−; x̃

) F
= Ab.c.

μ

(
ε̄n−; x̃

)
.

(33)

Важно подчеркнуть, что уравнение (31), как и урав-
нение (15), было получено прямым образом с уче-
том контурной калибровки, см. уравнение (10). Как
уже отмечалось ранее, важным результатом данной
работы является то, что несмотря на факт полного
фиксирования калибровочной свободы в конечной
области пространства с помощью контурной калиб-
ровки, тем не менее, остаточная калибровочная сво-
бода связана с граничными конфигурациями глюон-
ного поля. Нетривиальные топологические эффек-
ты, связанные с граничными конфигурациями глю-
онных полей, — предмет отдельного рассмотрения.
В работе [17] представление, которое формаль-

но похоже на нашу формулу (31), по существу бы-
ло угадано для случая локальной аксиальной ка-
либровки A+ = 0, где соответствующая остаточная
калибровочная свобода включена в неоднородный
член с δ(k+). В свою очередь, калибровка A+ = 0

с фиксированной остаточной калибровочной свобо-
дой в конечной области пространства фактически
идентична контурной калибровке [32].
В рамках формализма группы путей можно вос-

пользоваться следующим путезависимым преобра-
зованием, которое порождает обычное преобразова-
ние сдвига,[

U
P (x,x+y)ψ

]
(x) = [x+ y ; x]−1

A ψ(x+ y), (34)
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где ψ(x) принадлежит спинорному фундаменталь-
ному представлению и определена на пространстве
Минковского M = P/L (P обозначает соответству-
ющую группу путей, L — подгруппа петель на P )
как инвариантная функция классов сопряженности
[30], т. е.

ψ(x) = g(p)Ψ(p), p = (x,g) ∈ P .
Кроме того, в уравнении (34) оператор U, действу-
ющий на спинорном многообразии, имеет вид

U
P (x,x+y) = P exp

⎧⎨
⎩−ig

x+y∫
x

dωμDμ

⎫⎬
⎭ . (35)

В контурной калибровке, где вильсоновская ли-
ния зафиксирована из уравнения (34) и равна еди-
нице, оператор группы трансляций Uq(y) принимает
тривиальную форму

U
P (x,x+y)

∣∣∣
c.g.

= P exp

⎧⎨
⎩−ig

x+y∫
x

dωμ∂μ

⎫⎬
⎭ . (36)

Такой оператор не содержит никакой информации
о граничных конфигурациях даже если y → ±∞,
поскольку конфигурации граничных полей все рав-
но подчиняются уравнению (10). Более того, в дан-
ном случае вильсоновская линия в уравнении (34)
равна единице из-за равенства нулю интегранта, т. е.
A+ = A− = 0, и равенства нулю целого интеграла
по A⊥.
Следовательно, если введем кварк-глюонные

операторы, ответственные за спиновые и орбиталь-
ные угловые моменты, как операторы, которые ин-
вариантны относительно остаточных калибровоч-
ных преобразований, то необходимо использовать
ковариантную производную в виде

iDb.c.
μ = i ∂μ + gAb.c.

μ (−∞).

В этом смысле полученные здесь результаты и ре-
зультаты [17] не сильно расходятся. Например, сле-
дуя [17], можно получить структурную функцию,
отвечающую оператору углового момента кварка:

fLq (x) = N
+∞∫

−∞
dz−e ix P+z−

+∞∫
−∞

d2y⊥ ×

× 〈P |ψ̄(y⊥)γ+y[i⊥ iDj]
b.c.ψ(y⊥ + z−)|P 〉, (37)

где введено обозначение [i j] для антисимметричной
комбинации индексов i, j = 1, 2 и N — это нормиро-
вочный фактор, ранее введенный в статье [17].

Как уже говорилось ранее, fLq (x) это физиче-
ская величина и не зависит от выбора калибров-
ки. В то же время калибровки аксиального типа
(локальные или нелокальные) связаны с фиксиро-
ванным направлением, необходимым для процеду-
ры факторизации [22]. Поэтому калибровочную ин-
вариантность физической величины можно тракто-
вать в том числе как независимость от выбора на-
правления. В рамках гамильтоновскогоформализма
предполагается, что калибровочное условие (или до-
полнительное условие) может быть полностью раз-
решено относительно калибровочной функции, за
исключением калибровочных преобразований в ко-
нечной области. В этом смысле, физические кварк-
глюонные операторы, рассматриваемые в контур-
ной калибровке, являются «калибровочно-инвари-
антными» по своей конструкции, поскольку в дан-
ном случае нет связи ни с какими калибровочными
преобразованиями в конечной области из-за фикса-
ции калибровочной функции θfix (как обсуждалось
выше, это следует из выбора g = 1 в слое для всей
базы X ), подробности см. в [21].

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Было показано важное соответствие между ло-
кальными и нелокальными калибровками, что чрез-
вычайно важно для избежания существенно невер-
ных выводов, которые тем не менее можно найти в
литературе.
В данной работе было предложено доказательст-

во следующего утверждения для неабелевой теории:
в контурной калибровке глюонное поле может быть
представлено в виде разложения на глюонную кон-
фигурацию Aμ(x|G), являющуюся физической сте-
пенью свободы, и на глюонную конфигурацию чис-
той калибровки Apure

μ (x0), которая полностью изо-
лирована на границе и представляет собой особый
тип остаточной калибровочной свободы. Показано,
что контурная калибровка не может окончатель-
но устранить новый вид остаточной калибровочной
свободы, найденной и подробно проиллюстрирован-
ной в данной работе.
В случае тривиальных граничных условий, т. е.

Ab.c.
μ = 0, в рамках применения контурной калибров-
ки декомпозиция (1) не имеет смысла в неабелевой
теории, поскольку только граничные глюонные кон-
фигурации могут быть представлены в виде чистых
калибровочных глюонных конфигураций. Более то-
го, если граничные конфигурации положить рав-
ными нулю, то калибровочная свобода отсутствует,
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и, следовательно, операторы калибровочно-инвари-
антны по построению, за исключением глобальных
калибровочных преобразований, которые не сущест-
венны для билинейных форм.
В качестве последнего замечания важно отме-

тить, что декомпозиция глюонного поля, предло-
женная в работе [4] и формально схожая с (1), име-
ет статус анзаца, а не строгого вывода, как было
сформулировано и доказано в данной работе. Так-
же, отличительной особенностью является то, что
глюонные поля разделяются на физические и чи-
стые калибровочные глюонные конфигурации еще
до того, как калибровочное условие зафиксировано.
Следовательно, чтобы сформулировать анзац нуж-
но было наложить дополнительное требование для
извлечения слагаемого Apure

μ (x), которое, в конеч-
ном итоге, определяется условием Gpure

μν (x) = 0. В
свою очередь, такое требование естественно работа-
ет в рамках концепции контурной калибровки, см.
уравнение (23). Равенство (37) формально не про-
тиворечит [4, 17], но в некотором смысле не имеет
согласия с [3, 14], где был представлен «динамиче-
ский» тип разложений углового момента.

Благодарности. Авторы благодарны С. Лорсэ,
Д. Г. Паку, М. В. Полякову и Л. Шимановскому за
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Теоретически исследуются структура пространства-времени вблизи кротовой норы (КН) и возможные
наблюдательные следствия. В связи с растущей точностью наблюдений и перспективностью нового гра-
витационно-волнового канала задача различения астрофизических проявлений черных дыр и гипотети-
ческих КН приобретает актуальность. КН, наряду с черными дырами, естественно возникают в рамках
ОТО. Для наблюдательных поисков КН необходимо знание характерных траекторий тел в ее окрест-
ности, в том числе траекторий, заходящих в ее горловину. Выведены уравнения движения пробной
частицы в метрике КН, а также рассмотрены наиболее интересные свойства этих движений. Выведено
общее уравнение геодезических в метрике КН и рассмотрены некоторые свойства этих геодезических.
Проанализированы точное решение для круговых орбит пробных частиц вокруг КН, а также приближен-
ное аналитическое решение уравнений геодезических. Рассмотрено смещение перицентра орбиты проб-
ной частицы в поле КН и обсуждаются возможные наблюдательные следствия. Представлены примеры
траекторий пробных частиц у КН, полученные путем численного моделирования.

DOI: 10.31857/S0044451022070100
EDN: EEGIMJ

1. ВВЕДЕНИЕ

В общей теории относительности (ОТО) появля-
ется несколько решений, которые описывают реля-
тивистские объекты, скорость пробных частиц вбли-
зи которых сравнима со скоростью света. Это преж-
де всего «черные дыры» (далее ЧД) — решения
уравнений ОТО, найденные Шварцшильдом и Кер-
ром. ЧД открыты как в электромагнитном канале
наблюдений [1], так и в гравитационно-волновом ка-
нале [2]. Открытие ЧД внушает уверенность, что и
другие решения ОТО (на сегодняшний день толь-
ко теоретические) могут существовать в космосе.
Одним из таких гипотетических решений являют-
ся кротовые норы (далее КН). Сейчас существует
несколько решений типа КН [3, 4], см. обзор [5]. В
литературе рассматривают как решения ОТО, так
и наблюдательные проявления КН [6–8].

* E-mail: cosmologia@yandex.ru

Для описания наблюдательных проявлений
вблизи КН необходимо знать закон движения проб-
ных частиц, другими словами, форму геодезических
вблизи КН. В предлагаемой работе будут выведены
уравнения движения пробной частицы в метрике
КН, а также рассмотрены наиболее интересные
свойства этих движений.

В разд. 2 мы рассматриваем метрику КН и неко-
торые общие свойства этой метрики. В разд. 3 мы
выводим общее уравнение геодезических в метрике
КН и рассматриваем некоторые свойства этих гео-
дезических. В разд. 4 анализируем точное решение
для круговых орбит пробных частиц вокруг КН. В
разд. 5 мы рассматриваем приближенное аналити-
ческое решение уравнений геодезических и некото-
рые его свойства. Наконец, в разд. 6 мы рассматри-
ваем смещение перицентра орбиты пробной частицы
в поле КН и обсуждаем возможные наблюдатель-
ные следствия. В Приложении представлены при-
меры траекторий движения пробных частиц у КН,
полученные путем численного моделирования.
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2. МЕТРИКА КРОТОВОЙ НОРЫ И ЕЕ
СВОЙСТВА

Метрику КН примем в простейшем виде:

ds2 =
(
1− rg

r

)
c2dt2 − dr2

1− r0/r
−

− r2
(
dθ2 + sin2 θ dϕ2

)
. (1)

Здесь ct, r, θ, ϕ — соответственно координаты x0,
x1, x2, x3. Величина rg — гравитационный ради-
ус КН, а r0 — радиус ее горловины. В отличие от
шварцшильдовской метрики, метрика (1) является
двухпараметрической и определяется параметрами
rg и r0.
Можно преобразовать радиальную координату

следующим образом:

dl = ± dr√
1− r0/r

.

Тогда метрика КН (1) запишется в виде

ds2 =

(
1− rg

r(l)

)
c2dt2 − dl2 −

− r(l)2
(
dθ2 + sin2 θdϕ2

)
. (2)

Для того чтобы у КН не было горизонтов ЧД, необ-
ходимо на функцию g00(l) наложить условие, со-
гласно которому она во всей области определения
(−∞ < l < ∞) должна быть больше нуля. При
выполнении условия r0 > rg величина g00(l) будет
больше нуля во всей области определения. При этом
функция r2(l) (квадрат радиуса) должна достигать
своего минимума на горловине КН, которая опреде-
ляется точками l = 0 и r = r0. Преобразование от
радиальной координаты r, которая является неодно-
значной (одно и то же значение r может принадле-
жать разным полам полного пространства), к ради-
альной координате l, которая уже однозначно опре-
деляет положение каждой точки в полном простран-
стве, для верхней полы пространства КН есть

l = +

r∫
r0

dr√
1− r0

r

=
√
r (r − r0)+

+
r0
4
ln

{√
r

r0
+

√
r

r0
− 1

}
,

а для нижней полы пространства КН —

l = −
r∫

r0

dr√
1− r0

r

= −
√
r (r − r0)−

− r0
4
ln

{√
r

r0
+

√
r

r0
− 1

}
.

Метрика (2), а также первые и вторые производ-
ные радиальной координаты по l регулярны во всей
области определения (−∞ < l < +∞):

dr

dl
= ±

√
1− r0

r
,

d2r

dl2
=

r0
2r2

. (3)

Метрике (2) соответствует тензор энергии-импульса
T i
k, нарушающий нулевое энергетическое условие
(NEC) для радиальных фотонов.
Ненулевые компоненты этого тензора имеют вид

T r
r =

r0 − rg
8πr2(r − rg)

> 0,

T θ
θ = Tϕ

ϕ =
(rg − r0)(2r − rg)

32πr2(r − rg)2
< 0.

Ниже мы обсудим вид траекторий пробных частиц
как в r-координатной системе, так и в l-координат-
ной системе.

3. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ПРОБНОЙ
ЧАСТИЦЫ ВОКРУГ КРОТОВОЙ НОРЫ

3.1. Анализ геодезических в
пространстве-времени кротовой норы

Проанализируем уравнение геодезических в про-
странстве-времени КН. Метрику возьмем в виде (1)
(радиальная координата есть r). Геодезические так-
же будут уравнениями движения пробных частиц.
Будем также считать, что полученные нами уравне-
ния движения относятся к движению пробной час-
тицы по верхней поле пространства.
Обыкновенная производная от траектории час-

тицы по собственному времени s выражается через
компоненты

ui ≡ dxi

ds
.

Эту величину в ОТО называют также контравари-
антной 4-скоростью. Уравнение геодезической опре-
деляется для касательного вектора вдоль траекто-
рии частицы ui

dui

ds
+ Γ i

jku
juk = 0.

7 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Для ковариантных компонент касательного век-
тора ui соответствующее уравнение имеет вид

dui
ds

=
1

2

∂gjk
∂xi

ujuk.

Поскольку метрика (1) является статической и
сферически-симметричной, можно сразу написать
два интеграла движения [9]:

u0 ≡ ε = const, (4)
u3 ≡ h = const. (5)

Первый интеграл есть сохранение полной энер-
гии системы, а второй — сохранение момента коли-
чества движения. Кроме того, можно показать, что
пробная частица движется в плоскости, а это озна-
чает, что θ(s) = const. Можно выбрать θ(s) = π/2.
Тогда интегралы можно переписать в виде(

1− rg
r

) dt

ds
= ε,

r2
dϕ

ds
= h.

(6)

Итак, у нас есть уравнения для трех координат.
Выведем уравнение для эволюции радиальной ко-
ординаты r. Это уравнение будем выводить так же,
как это делается при анализе движения в метрике
ЧД. Для нахождения уравнений движения по ради-
усу используем уравнение метрики:

1 =
(
1− rg

r

) dt2

ds2
− 1

1− r0
r

dr2

ds2
−

− r2
(
dθ2

ds2
+ sin2 θ

dϕ2

ds2

)
.

Будем рассматривать случай массивной пробной
частицы (двигающейся со скоростью, меньшей ско-
рости света).
Подставим в уравнение метрик величину θ = π/2

и получим уравнение

1 =
(
1− rg

r

) dt2

ds2
− 1

1− r0/r

dr2

ds2
− r2

dϕ2

ds2
.

Это уравнение можно преобразовать как

(
1− rg

r

) dt2

ds2
− dϕ2

ds2

(
1

1− r0/r

dr2

dϕ2
+ r2

)
= 1.

Подставим интегралы движения и получим
уравнения

ε2

1− rg/r
− h2

r4

(
1

1− r0/r

dr2

dϕ2
+ r2

)
= 1, (7)

(ur)2 =
(
1− r0

r

)(
ε2

1− rg/r
− 1− h2

r2

)
. (8)

Далее сделаем подстановку

u =
1

r
,

которая окончательно приведет к уравнению(
du

dϕ

)2

+ (1− r0u)u
2 =

ε2 − 1 + rgu

h2
1− r0u

1− rgu
. (9)

При анализе уравнений движения в метрике ЧД
существует аналогичное уравнение, которое выгля-
дит как(

du

dϕ

)2

+ (1− rgu)u
2 =

ε2 − 1

h2
+
rg
h2
u.

Можно также сравнить (13) с нерелятивистским
уравнением движения. Оно получается, если прене-
бречь величинами r0u, rgu по сравнению с единицей:(

du

dϕ

)2

+ u2 =
ε2 − 1 + rgu

h2
.

Выпишем еще несколько полезных уравнений.
Для КН (в отличие от ЧД) радиальную коорди-

нату r можно рассматривать как компоненту мет-
рики (1). Можно сказать, что величина r являет-
ся поперечной радиальной координатой, а продоль-
ной радиальной координатой является величина l из
метрики (2).
Поэтому равенство нулю производной ṙ не озна-

чает прекращения движения по продольной ради-
альной координате l. По этой причине на горловине
КН всегда будет выполняться условие ṙ = 0, но в
общем случае величина l̇ �= 0 на горловине КН.

3.2. Условие достижимости горловины
кротовой норы свободно падающей частицей

Запишем величину l̇ на горловине КН. С учетом
выражений (3) и (8) получаем в произвольной точ-
ке:

dl

ds
= ul = ±

√
ε2

1− rg/r
− 1− h2

r2
.

В точке горловины, r = r0,

(
ul0

)2
=

ε2

1− rg/r0
− 1− h2

r20
, (10)

причем для чисто радиального падения имеем h =

= 0, поэтому

(
ul00

)2
=

ε2

1− rg/r0
− 1. (11)
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Из этого выражения видно, что при радиальном
падении подавляющее число траекторий достигают
горловины КН с ненулевой продольной скоростью.
И наоборот: для того чтобы частица не достигла
горловины КН, необходимо, чтобы правая часть вы-
ражений (10) или (11) была отрицательной.
При этом никаких ограничений на величину ин-

теграла движения для удельной полной энергии ε,
кроме того, что ε > 0, не существует. Величина ε = 1

соответствует тому, что частица на бесконечности
имеет нулевую скорость. Диапазон значений ε > 1

соответствует тому, что траектория частицы будет
инфинитной, и наоборот: диапазон значений ε < 1

соответствует тому, что частица гравитационно за-
хвачена, и ее траектория будет финитной.
Анализ траекторий можно проводить в r-коор-

динатах (уравнения движения выглядят проще), а
можно в l-координатах. Во втором случае уравне-
ния содержат не только квадрат производных, но
также и нелинейные функции l, которые являют-
ся также неявными функциями этой переменной.
Тем не менее будем анализировать уравнения дви-
жения также и в l-координатах. Причина заключа-
ется в том, что в r-координатах на уравнения дви-
жения накладываются связи вида r ≥ r0, что приво-
дит рассматриваемую задачу к задаче о движении
с уравнениями с неголономными неудерживающими
связями [10,11]. Такие уравнения требуют специаль-
ного рассмотрения, которого в нашем случае мож-
но избежать, рассматривая задачу о движении в l-
координатах. Особенно удобно рассмотрение задачи
о движении пробных частиц в l-координатах вблизи
горловины КН. В этом случае r ≈ r0 и можно ана-
лизировать уравнения движения в пределе малых l,
т. е. l � r0.

3.3. Собственная частота малых колебаний
через горловину кротовой норы

Найдем частоту колебаний пробной частицы че-
рез горловину КН в предположении малости ампли-
туды колебаний.
Уравнение движения частицы запишем в виде

duk
ds

=
1

2

∂gij
∂xk

uiuj .

Тогда для k = r имеем

d (urgrr)

ds
=

1

2

[
∂gtt
∂r

(
ut
)2

+
∂grr
∂r

(ur)
2

]
.

Обозначая точкой производную по собственному
времени ds, получаем

− r̈

1− r0/r
+

r0/r
2

(1− r0/r)2
ṙ2 =

=
1

2

[
rg
r2

ε2

(1− rg/r)2
+

r0/r
2

(1− r0/r)2
ṙ2
]
. (12)

Здесь ṙ ≡ ur определяется выражением (20) (см. ни-
же).
Переносим в выражении (12) все члены в правую

часть и умножаем их на (1− r0/r)
2:

(
1− r0

r

)
r̈ − r0

2r2
ṙ2 +

rgε
2(1 − r0/r)

2

2r20(1− rg/r)2
= 0.

Или, обозначая δr ≡ r − r0, получаем

δr δr̈

r
− r0(δṙ)

2

2r2
+

rgε
2(δr)2

2r20(r − rg)2
= 0. (13)

Вблизи горловины величину r можно разложить в
ряд по малым значениям l. Используем для этого
выражения (3):

r(l) ≈ r0 +
l2

4r0
, δr ≈ l2

4r0
, δṙ ≈ l l̇

2r0
,

δr̈ ≈ l l̈

2r0
+

(l̇)2

2r0
.

(14)

Делим выражение (13) на δr/r и подставляем в него
значения производных из (14), в квадратичном при-
ближении по l получаем

l l̈

2r0
+

(l̇)2

2r0
− r0

2r

l2(l̇)2/(4r20)

l2/(4r0)
+

+
rgε

2l2

8r20(r0 − rg)2
= 0. (15)

В квадратичном приближении по l второй и третий
члены в (15) взаимно сокращаются:

l l̈

2r0
+

rgε
2l2

8r20(r0 − rg)2
= 0.

Отсюда получаем уравнение гармонических колеба-
ний по l:

l̈ + ω2l = 0 , ω2 ≡ ε2rg
4r0(r0 − rg)2

.

Величина ω и определяет собственную частоту ма-
лых колебаний вблизи горловины КН для зависимо-
сти продольной физической координаты l от собст-
венного времени s.
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4. АНАЛИЗ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ В
МЕТРИКЕ КРОТОВОЙ НОРЫ ДЛЯ
СЛУЧАЯ КРУГОВОЙ ОРБИТЫ

4.1. Круговые орбиты и их устойчивость

Рассмотрим важный случай круговых орбит во-
круг КН. Анализировать будем точное уравнение
движения (13). Круговые орбиты определяются со-
отношением

dr

dt
=
ur

ut
= 0. (16)

Кроме этого, есть еще одно соотношение, кото-
рое определяет устойчивые и неустойчивые орбиты.
Для того чтобы получить критерий устойчивости,
надо через (16) выписать уравнение для производ-
ной радиуса по времени:

(
dr

dt

)2

=
(
1− r0

r

)(
1− rg

r

)
ε−2 ×

×
[
ε2 −

(
1− rg

r

)(
1 +

h2

r2

)]
. (17)

Экстремумы функции

U(r) =

√(
1− rg

r

)(
1 +

h2

r2

)

определяют устойчивость орбиты. Минимумы
функции отвечают устойчивым орбитам, максиму-
мы — неустойчивым. Из вида функции следует, что
она совпадает с функцией энергии, определяющей
круговые орбиты в метрике Шварцшильда с грави-
тационным радиусом rg. Поэтому так же, как и для
ЧД Шварцшильда, в метрике КН (1) последняя
устойчивая круговая орбита находится при r = 3rg
и имеет параметры: h =

√
3rg, ε =

√
8/9 (см. [9],

§ 102).
Из сказанного выше следует, что устойчивая

круговая орбита соответствует совместному реше-
нию двух уравнений:

ε2 −
(
1− rg

r

)(
1 +

h2

r2

)
= 0 ,

U ′(r) = 0 .

(18)

Здесь и далее штрих означает производную по r. Ре-
шая совместно систему (18), получаем

h2 =
rgr

2− 3rg/r
,

ε2 =
(1− rg/r)

2

1− (3/2)rg/r
.

(19)

Эти два уравнения определяют связь удельного уг-
лового момента h и удельной полной энергии ε с ра-
диусом r устойчивой круговой орбиты частицы.
Обратим особое внимание на то, что выражения

(7) и (19) не зависят от величины r0. Это связано
с тем, что величины ε и h не зависят от компо-
ненты grr метрики (1). В нерелятивистском пределе
rg/r → 0 второе выражение (19) переходит в извест-
ную ньютоновскую формулу для «постоянной энер-
гии» частицы на круговой орбите вокруг массивного
центра с массой M :

ε→ 1−M/(2r).

Минимальный радиус неустойчивой орбиты есть
r = (3/2)rg, при этом h→ ∞, ε→ ∞.
Поскольку в метрике КН орбиты с r < r0 невоз-

можны, наличие последней устойчивой орбиты, а
тем более последней неустойчивой орбиты опреде-
ляется соотношением между гравитационным ради-
усом КН и радиусом горловины. При r0 > 3rg все
круговые орбиты являются устойчивыми.
Для случая r0 = rg появляется последняя устой-

чивая орбита. В случае метрики Шварцшильда
пробная частица, минуя r = (3/2)rg, совершает ме-
нее одного оборота вокруг ЧД. Вычислим полное из-
менение угла при сходе частицы с последней устой-
чивой орбиты в случае КН. Выпишем уравнение
для ur:

(ur)
2
=

(
1− r0

r

)(
ε2

1− rg/r
− 1− h2

r2

)
. (20)

С другой стороны, имеем

dϕ

dr
=
uϕ

ur
=
uϕg

ϕϕ

ur
= − h

r2ur
.

Подставляя сюда (20), получаем

dϕ

dr
=

=
h
√
1− rg/r

r2
√

[ε2 − (1 + h2/r2)(1− rg/r)] (1− r0/r)
. (21)

Полное изменение угла ϕ находится из этой форму-
лы интегрированием по радиусу.
Для случая r0 = rg интегрируем выражение (21)

и получаем полное изменение угла от момента схода
с минимально устойчивой орбиты до гравитацион-
ного радиуса:

Δϕ =

rg∫
3rg

9h dr

r2 (3rg/r − 1)
3/2

.
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Этот интеграл расходится в точке r = 3rg, что со-
ответствует бесконечному количеству оборотов при
сходе с минимально устойчивой орбиты для ЧД.

4.2. Собственное время витка обращения по
круговой орбите

Рассчитаем собственное время обращения проб-
ной частицы вокруг КН (или ЧД). Учтем, что эле-
мент собственного времени — это просто инвариант-
ный элемент интервала ds:

ds ≡ dϕ

uϕ
=

dϕ

hgϕϕ
.

Отсюда для полного оборота δϕ = 2π получаем

δs =
2πr2

h
.

Подставляя сюда для h первое выражение (19), по-
лучаем

δs = 2πr

√
2
r

rg
− 3 = 2πr

√
2
r

rg

√
1− 3

2

rg
r
.

Отсюда видно, что выражение для собственного
времени витка оборота вокруг КН δs на бесконеч-
ности совпадает с его ньютоновским пределом δτ :

δτ = 2πr
√
r/M.

Кроме того, величина собственного времени δs не
зависит от параметра r0 для КН, т. е. она одинакова
и для КН, и для ЧД.

5. ПРИБЛИЖЕННЫЙ АНАЛИЗ
УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ

5.1. Уравнение траектории пробной частицы

Аналитический вид решения уравнения (13) нам
найти не удалось, поэтому будем анализировать
приближенное уравнение. Надо отметить, что это не
просто постньютоновское приближение, принятое в
ОТО. Поскольку существует условие rg < r0, можно
также рассматривать приближение по малому пара-
метру rg/r0. В зависимости от величины этого отно-
шения, разложение может быть достаточно точным.
В данном разделе мы примем, что rg � r0.
Для этого сделаем замену x = r0u, тогда уравне-

ние (13) примет вид(
dx

dϕ

)2

+ (1− x)x2 =

=
(r0
h

)2
(
ε2 − 1 +

rg
r0
x

)
1− x

1− rg
r0
x
. (22)

Новая переменная x лежит в интервале 0 ≤ x ≤
≤ 1. В принятом нами приближении величиной
(rg/r0)x можно пренебречь по сравнению с едини-
цей, но нельзя пренебрегать по сравнению с величи-
ной ε2 − 1, которая сама является малой. Поэтому
уравнение (16) упрощается и имеет вид

(
dx

dϕ

)2

+ (1− x) x2 =

=
(r0
h

)2
(
ε2 − 1 +

rg
r0
x

)
(1− x) .

Это уравнение можно преобразовать к виду

(
dx

dϕ

)2

= f(u) = (1− x)
(
A+Bx− x2

)
. (23)

Введем обозначения

A ≡
(r0
h

)2 (
ε2 − 1

)
,

B ≡
(r0
h

)2 rg
r0

=
2r0
p
.

Форма геодезических определяется корнями
функции f(u). Она представляет собой полином
третьей степени и, соответственно, имеет три корня.
Первый корень, очевидно, есть x1 = 1, два других
корня —

x2 =
r0
p
(1 + e) ,

x3 =
r0
p
(1− e) .

(24)

Первый корень полинома третьей степени (x1) пред-
ставляет собой орбиту, находящуюся на горловине
КН, второй корень (x2) является расстоянием в апо-
центре орбиты в ньютоновском приближении, а тре-
тий корень (x3) — расстоянием в перицентре. Соот-
ношение между корнями представляется в зависи-
мости от параметра орбиты p. В случае, когда p >
> 2r0, соотношение между корнями имеет вид x1 >
> x2 > x3. В случае, когда r0 ≤ p ≤ 2r0, соотноше-
ние между корнями имеет вид x2 > x1 > x3.
Разложив многочлен третьей степени в произве-

дение линейных членов, получим уравнение

(
dx

dϕ

)2

= f(x) = (1− x) (x2 − x) (x− x3) . (25)

Решением этого уравнения является эллиптичес-
кий интеграл первого рода.
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Рассмотрим решение для орбиты пробной части-
цы вокруг КН. Для этого в уравнении (18) сделаем
подстановку [12]:

x =
r0
p
(1 + e cosχ) .

Здесь χ — новая переменная, которую можно на-
звать «релятивистской аномалией». Производная от
функции x по переменной χ есть

dx

dχ
= −er0

p
sinχ.

Введем новый параметр задачи ρ = r0/p. Тогда
можно написать уравнения для линейных членов и
производной в виде

1− x = 1− ρ− eρ cosχ,

x2 − x = eρ (1− cosχ) ,

x− x3 = eρ (1 + cosχ) ,(
dx

dϕ

)2

= (eρ)
2
sin2 χ

(
dχ

dϕ

)2

.

Теперь для релятивистской аномалии получаем
уравнение

(
dχ

dϕ

)2

= (1− ρ− eρ cosχ) .

Отсюда следует, что параметр орбиты p в слу-
чае эксцентричных орбит не может быть меньше,
чем (1 + e cosχ)r0. Это неравенство соответствует
тому, что в случае эксцентричных орбит расстояние
от центра не может быть менее, чем r0:

r(ϕ) >
1 + e

1 + e cosχ
r0.

Переобозначим α = π/2 − χ/2 и запишем окон-
чательно уравнение для величины α:

dα

dϕ
= ± q

2

√
1− k2 sin2 α,

где

k2 =
2eρ

1 + eρ− ρ
,

q2 = 1 + eρ− ρ.

Решением этого уравнения является эллиптичес-
кий интеграл первого рода:

α∫
0

dτ√
1− k2 sin2 τ

= ± q
2
Δϕ(α),

где Δϕ(α) — изменение угловой координаты ϕ при
изменении «релятивистской аномалии» от π − 2α

до π.
Эти решения можно записать в виде функций

Якоби:

sinα = sn
(q
2
Δϕ(α)

)
, cosα = cn

( q
2
Δϕ(α)

)
.

Соответственно выражение для «релятивистской
аномалии» есть

cos(χ) = cn2
(qϕ

2

)
− sn2

(qϕ
2

)
.

Здесь cn и sn — эллиптические косинус и синус со-
ответственно.
Таким образом, уравнение траектории пробной

частицы на орбите вокруг КН имеет вид

r =
p

1 + e
(
cn2

(qϕ
2

)
− sn2

(qϕ
2

)) .

5.2. Энергия пробной частицы

Выведем теперь формулу для постоянной энер-
гии в случае пробной частицы на орбите вокруг КН.
Используем первые интегралы задачи о движе-

нии:

1 =
ε2

1− rg/r
− 1

1− r0/r

dr2

ds2
− r2

dϕ2

ds2
.

Преобразуем это уравнение как
(
ε2 − 1 +

rg
r

)(
1− r0

r

)
=

=
(
1− rg

r

) dr2
ds2

−
(
1− rg

r

)(
1− r0

r

)
r2
dϕ2

ds2
.

В этом уравнении мы можем пренебречь множи-
телем (1− rg/r) в правой части, получаем уравнение

(
ε2 − 1 +

rg
r

)(
1− r0

r

)
=
dr2

ds2
−

(
1− r0

r

)
r2
dϕ2

ds2
,

теперь сделаем подстановку

r2
dϕ

ds
= h.

Воспользуемся также подстановкой для траектории,
которую, как и в [12], в случае e < 1 будем называть
«релятивистским эллипсом»,

1

r
=

1

p
(1 + e cosχ)

и
dr

ds
= r2

e sinχ

p

dχ

ds
,

102



ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022 Геодезические в гравитационном поле кротовой норы

а также

(
dχ

ds

)2

= (1− ρ− eρ cosχ)

(
dϕ

ds

)2

=

= (1− ρ− eρ cosχ)
h2

r4
,

окончательно получим

ε2 − 1 +
rg
p
(1 + e cosχ) =

=
h2

p2
(
1 + e2

)
+

2eh2

p2
cosχ.

Приравнивая члены при функции cosχ получаем
выражение для h(p):

h2 =
1

2
rgp, (26)

а также для ε(e, p):

ε2 = 1− rg
2p

(
1− e2

)
= 1− GM

a
. (27)

Здесь a — большая полуось «релятивистского эл-
липса». Мы приняли, что

p = a
(
1− e2

)
.

В классической небесной механике [13] величина

W = −GM
a

.

называется постоянной энергии. При этом W < 0 и
e < 1 — эллиптическая орбита, W = 0 и e = 1 —
параболическая орбита, W > 0 и e > 1 — гипербо-
лическая орбита.

5.3. Анализ вида финитных траекторий

Рассмотрим вид траекторий при различных зна-
чениях параметров орбиты (или ε, h, или e и p) для
приближенного решения. Ограничимся рассмотре-
нием финитных траекторий. Независимо от свойств
горловины КН (она может быть «проходимой» или
«непроходимой»), геодезические в этом случае всег-
да можно построить.
Наиболее простой вид траектории имеют в слу-

чае
p ≥ r0 (1 + e) .

В этом случае траектория полностью находится на
одной поле пространства, касаясь горловины КН в
одной точке, когда параметр p = r0 (1 + e). В случае

финитных траектории они имеют вид «релятивист-
ского» эллипса, другими словами, почти эллиптиче-
ской траектории со смещением перицентра орбиты.
Выпишем неравенства, которым должны удов-

летворять параметры геодезической. Прежде всего
напишем значения апоцентра и перицентра траек-
тории:

ra =
p

1− e
,

rp =
p

1 + e
.

Из неравенства r ≥ r0 следует, что

p ≥ r0 (1 + e cosχ) . (28)

Также получаем

1− ρ− eρ cosχ ≥ 0. (29)

Отметим, что неравенства (28) и (29) эквива-
лентны.
Отсюда получаем неравенство, которое опреде-

ляет интервал изменения χ:

p− r0
er0

≥ cosχ ≥ −1.

В случае
p = r0 (1 + e)

угол χ содержится в интервале π ≥ χ ≥ 0. Для
меньших значений p интервал значений угла χ мень-
ше, чем π. Возникает «дефицит угла», аналогичный
геометрии пространства с космической струной [14].
Например, при

p = r0

(
1 +

1

2
e

)

интервал значений χ есть π ≥ χ ≥ 60◦.
Будем также считать, что имеют место две все-

ленные: «первая вселенная» (или верхняя пола про-
странства, или верхняя вселенная) и «вторая все-
ленная» (или нижняя пола пространства, или ниж-
няя вселенная). Будем также полагать, что апо-
центр рассматриваемой системы (траектории или
геодезической) находится в «первой вселенной». По-
ложение траектории может быть только в «первой
вселенной» или может находиться частично в «пер-
вой вселенной», частично во «второй вселенной».
Рассмотрим эти случаи в зависимости от соот-

ношения между параметрами, которые определяют
траектории движения. Положение траектории зави-
сит от трех параметров: p, r0 и e. Если p ≥ r0(1+ e),
то траектория полностью лежит в «первой вселен-
ной», причем траектория касается горловины КН в
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одной точке только при p = r0(1 + e). Далее, если
p < r0(1 + e), то траектория переходит во «вторую
вселенную». Когда траектория располагается в обе-
их вселенных («первой» и «второй»), угол χ меня-
ется в интервале

p− r0
er0

≥ cosχ ≥ −1,

или
π ≥ χ ≥ arccos

p− r0
er0

.

В случае, когда p < r0, интервал есть

π ≥ χ ≥ π

2
.

В случае, когда r0(1 + e) ≥ p ≥ r0 интервал есть

π

2
≥ χ ≥ 0.

Полученные численно примеры характерных
траекторий движения пробной частицы вблизи КН
приведены в Приложении.

6. ОЦЕНКИ СМЕЩЕНИЯ ПЕРИЦЕНТРА

Как известно, смещение перигелия планетыМер-
курий явилось первым тестом ОТО. Существует
значимое расхождение между предсказаниями нью-
тоновской теории гравитации и наблюдаемым сме-
щением перигелия. Оно составляет примерно 43′′ за
100 лет.
С тех пор смещение перицентра различных ре-

лятивистских объектов в двойных системах превра-
тилось в один из самых мощных тестов исследова-
ния двойных звездных систем. В частности, после
открытия первого двойного пульсара PSR 1913+16
этот тест позволил точно измерить массы компонент
двойной системы.
Для вычисления смещения перицентра проинте-

грируем уравнение (17):

π∫
−π

dχ√
1− ρ− eρ cosχ

= Δϕ.

В случае ρ� 1 интеграл имеет простой вид:

π∫
−π

dχ
(
1 +

ρ

2
+
eρ

2
cosχ

)
= Δϕ.

Смещение угловой координаты ϕ при полном
обороте по «релятивистской аномалии» −π ≤ χ ≤ π

(здесь мы отсчитываем «релятивистскую анома-
лию» от апоцентра) составит

Δϕ = 2π +
πr0
p
.

Отметим, что связь между периодом пробной
частицы на орбите вокруг КН и ее большой полу-
осью определяется гравитационным радиусом КН, в
то время как смещение перицетра орбиты определя-
ется радиусом горловины КН. В рассматриваемом
случае, когда r0 � rg, смещение перицентра может
значительно превосходить величину, предсказывае-
мую ОТО для ЧД. Это может служить критери-
ем для различения КН от ЧД при астрономических
наблюдениях.

В случае, когда радиус головины превосходит
три гравитационных радиуса (r0 > 3rg) и все круго-
вые орбиты вокруг КН являются устойчивыми, ве-
личина смещения перицентра пробной частицы на
орбите вокруг КН превосходит смещение перицен-
тра этой частицы на орбите ЧД с таким же грави-
тационным радиусом.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В связи с растущей точностью наблюдений и
новым наблюдательным каналом — гравитацион-
но-волновой астрономией — отличия движения ве-
щества вблизи ЧД и КН могут стать различимыми.

Для будущих поисков наблюдательных эффек-
тов, отличающих именно КН, необходимо знать
формы характерных траекторий тел (пробных час-
тиц) вблизи КН. В предлагаемой работе выведе-
ны уравнения движения пробной частицы в метри-
ке КН, а также рассмотрены наиболее интересные
свойства этих движений. Выведено общее уравнение
геодезических в метрике КН и рассмотрены неко-
торые свойства этих геодезических. Проанализиро-
ваны точное решение для круговых орбит пробных
частиц вокруг КН, а также приближенное аналити-
ческое решение уравнений геодезических. Рассмот-
рены смещение перицентра орбиты пробной части-
цы в поле КН и обсуждены возможные наблюда-
тельные следствия. Представлены примеры траек-
торий движения пробных частиц у КН, полученные
путем численного моделирования.
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Геодезическая начинается в зеле-
ной точке, доходит до горловины КН, переходит на вторую
полу пространства («вторую вселенную») и кончается в
черной точке. Для такой траектории момент количества
движения h = 0, т. е. пробная частица движется толь-
ко по радиусу. Полная энергия ε ≈ 0.949. Минимальное
расстояние от центра КН rmin = r0. Траектория в «пер-
вой вселенной» накладывается на траекторию во «второй
вселенной», поэтому в проекции r, φ две части траектории

сливаются

Рис. 2. (В цвете онлайн) Геодезическая выходит из зеле-
ной точки, движется по «первой вселенной». Этот уча-
сток геодезической обозначается красной линией. Дости-
гает горловины, проходит ее. Далее геодезическая дви-
жется по «второй вселенной», которая обозначена синей
линией. Затем геодезическая возвращается к горловине,
вновь пересекает ее и возвращается в «первую вселенную»
(красная линия). Геодезическая останавливается в черной
точке. Момент количества движения h = 0.1rg . Полная
энергия ε ≈ 0.949. Минимальное расстояние от центра КН

rmin = r0

ПРИЛОЖЕНИЕ

Моделирование финитных траекторий

Рассмотрим теперь вид траекторий при различ-
ных значениях параметров орбиты ε, h или e, p (см.
(26), (27)).

Рис. 3. (В цвете онлайн) Данная траектория представля-
ет наибольший интерес. Она начинается, как и прежде, в
зеленой точке, доходит до горловины, входит во «вторую
вселенную», совершает половину одного оборота, возвра-
щается к горловине, проходит через нее и заканчивается
в черной точке. Небольшой разрыв в траектории соответ-
ствует смещению апоцентра. Момент количества движе-
ния h = rg. Полная энергия ε ≈ 0.953. Минимальное рас-

стояние от центра КН rmin = r0

Рис. 4. (В цвете онлайн) Траектория, представленная на
рис. 3, изображенная в искусственной виртуальной проек-
ции, которая графически разделяет верхнюю и нижнюю

полы пространства

Наиболее простой вид траектории имеют в слу-
чае

p ≥ r0.

В этом случае траектория полностью находится на
одной поле пространства, касаясь горловины КН в
одной точке, в случае, когда параметр p = r0 — см.
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Траектория, аналогичная изоб-
раженным на рис. 1, 2. Момент количества движения h =

= 1.9rg . Полная энергия ε ≈ 0.966. Минимальное рассто-
яние от центра КН rmin = r0

Рис. 6. (В цвете онлайн) Траектория, аналогичная изоб-
раженным на рис. 1, 2. Момент количества движения h =

= 2rg . Полная энергия ε ≈ 0.973. Минимальное расстояние
от центра КН rmin = r0

рис. 1. В случае финитных траекторий они имеют
вид «релятивистского» эллипса, другими словами,
почти эллиптической траектории со смещением пе-
рицентра орбиты.

Приведем несколько примеров финитных траек-
торий вблизи КН (рис. 2–7). Все рисунки сделаны в
координатах r, φ, за исключением рис. 4, который

Рис. 7. (В цвете онлайн) Траектория, аналогичная изоб-
раженным на рис. 1, 2. Момент количества движения h =

= 2.3rg . Полная энергия ε ≈ 0.973. Минимальное рассто-
яние от центра КН rmin = r0

представляет качественный вид траектории, когда
луч зрения лежит в плоскости горловины КН. Па-
раметры траектории представлены в единицах гра-
витационного радиуса (rg) КН. Максимальное уда-
ление (апоцентр) траектории от центра КН для всех
траекторий есть rmax = 10rg. Черные линии — го-
ризонт ЧД. Фиолетовые линии — положение горло-
вины КН. Зеленая точка — точка старта геодезиче-
ской, черная точка — точка окончания геодезиче-
ской. Зеленая точка находится при φ = 0.
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Получение первых изображений черных дыр открыло новые возможности для проверки расширенных
теорий гравитации. Нами рассмотрено построение фона тени сферически-симметричных черных дыр в
частном случае метрики, в которой, g11 = −g−1

00 . Методы вычисления расширены на наиболее общий
случай невращающейся черной дыры g11 �= −g−1

00 . Результаты анализа сравниваются с предсказаниями
общей теории относительности при учете данных Event Horizon Telescope. Результаты для модели Хорн-
дески с инвариантом Гаусса –Бонне, петлевой квантовой гравитации, скалярных моделей Бамбелби и
Гаусса – Бонне полностью согласуются с наблюдениями M87∗. В конформной гравитации должны быть
исключены большие значения m2 и Qs. В STEGR f(Q)-гравитации наблюдения M87∗ ограничивают зна-
чения параметра α следующим образом: −0.025 < α < 0.04. Для альтернативного обобщения метрики
Бамбелби с приближением Шварцшильда: −0.3 < l < 0.45. Результаты демонстрируют тот максимум,
которого можно достичь без учета вращения черной дыры.
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EDN: EEOFFU

1. ВВЕДЕНИЕ

Первые сферически-симметричные решения ти-
па черная дыра были получены более 100 лет на-
зад. На существование подобных объектов указы-
вают результаты динамики двойных систем [1],
гравитационно-волновая астрономия [2, 3], а так-
же прямые изображения теней черной дыры [4].
В настоящее время общая теория относительности
(ОТО) с большой точностью описывает почти все
астрономические данные. Однако такие проблемы,
как темная материя, темная энергия, эволюция ран-
ней Вселенной, квантование гравитации и т. д., ждут
лучшего теоретического обоснования. Именно по
этой причине и развиваются новые гравитационные

* E-mail: slaprok777@gmail.com
** E-mail: alexeyev@gmail.com

*** E-mail: dkiiiabu4@gmail.com

модели, например, f(R)-гравитация [5], f(Q)-грави-
тация [6], скалярно-тензорные теории, включая об-
щий случай с уравнениями поля второго порядка:
теорию Хорндески [7–10], телепараллельные модели
[11], гравитационные модели с конформной симмет-
рией [12,13], петлевая квантовая гравитация [14–16],
скалярная гравитация Гаусса –Бонне [17] и многие
другие. Для дальнейшего развития желательно про-
верить их предсказания в максимально широком
диапазоне параметров. Благодаря получению изоб-
ражений теней черных дыр изучение предсказаний
этих теорий в окрестности черных дыр предостав-
ляет такую возможность.

Кратко обсудим особенности рассматриваемых
далее моделей. Начнем с модели Хорндески [18]. Это
наиболее общий случай скалярно-тензорной грави-
тации с уравнениями поля второго порядка [19].
Моделью Хорндески можно моделировать темную
энергию или темную материю, и эта модель пред-
ставляется более общей и фундаментальной, чем
теория Бранса –Дикке. После события GW170817
(слияния двух нейтронных звезд сравнительно неда-
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леко от Земли) теория Хорндески была значитель-
но сужена и использовалась, в том числе, в форме
DHOST (вырожденных скалярно-тензорных высше-
го порядка) теорий [20]. Далее, теория Хорндески
часто используется в сочетании с инвариантом Гаус-
са –Бонне [10]

SGB = RαβγσR
αβγσ − 4RαβR

αβ +R2,

где Rαβγσ, Rαβ и R — тензоры Римана, Риччи и ска-
лярная кривизна соответственно.
Следующая рассматриваемая нами модель —

петлевая квантовая гравитация (loop quantum gra-
vity, LQG) — перспективный подход к построению
квантовой теории гравитации. Ключевая идея это-
го подхода заключается в построении квантованной
теории гравитации независимо от квантования дру-
гих физических взаимодействий с помощью перехо-
да к переменным Аштекара. Эти величины образу-
ют замкнутую алгебру операторов, позволяя стро-
ить перенормируемую теорию. LQG дает возмож-
ность совместить стадии и отскока, и инфляции,
воспроизводя теорию ранней Вселенной [21].
Далее, рассмотрим модели гравитации с кон-

формной симметрией [11]. Наличие подобной сим-
метрии в действии открывает перспективы постро-
ения перенормируемой теории гравитации. Из-за
проблем в первых версиях в настоящее время рас-
сматриваются модели с нелинейной реализацией
конформной симметрии (см., например, [22–24]).
Интерес к этим моделям появился не так давно, по-
этому многие проблемы до конца не решены, напри-
мер, отсутствие инфляционной асимптотики [24].
Когда эти проблемы будут решены, перспективы
теории возрастут.
Следующая рассмотренная теория — модель

Бамбелби, расширяющая ОТО с помощью вектор-
ного поля. При выборе подходящего потенциала век-
торное поле Бамбелби Bμ приобретает ненулевое ва-
куумное среднее, генерируя спонтанное нарушение
лоренцевой симметрии [25]. Обсуждаемый подход
имеет перспективу стать «мостом» между теорией
струн и ОТО на планковских масштабах, решая за-
дачи ОТО в области высоких энергий.
Далее рассмотрим телепараллельный эквива-

лент общей теории относительности (TEGR). Это
расширение ОТО с ненулевыми кручением и немет-
ричностью, где геометрическая деформация генери-
рует гравитационное поле. TEGR включает допол-
нительные степени свободы, применимые для описа-
ния нерешенных проблем ОТО. Нами рассмотрена
f(Q)-гравитация — симметричная TEGR (STEGR),
в которой неметричность Q не равна нулю [26].

Последняя модель — это скалярная гравитация
Гаусса –Бонне — теория гравитации с действием,
включающим все возможные квадратичные скаля-
ры кривизны [17]. Эти инварианты играют ту же
роль, что и в предыдущем случае: будучи феномено-
логической асимптотой некоторой обобщенной гео-
метрии, они имеют перспективы предложить физи-
ческое объяснение нерешенных проблем ОТО.
Поскольку любые физические измерения имеют

конечную точность, экспериментальный результат
может иметь альтернативные объяснения на осно-
вании различных теорий [27]. Обычно на первом
этапе выбирают самую простую модель. В дальней-
шем, с уточнением данных, возможен более узкий
выбор теории. Таким образом, размер тени черной
дыры (ЧД), являющийся первым параметром, полу-
чаемым из наблюдений, в нашей работе использует-
ся для оценки предсказаний обсуждаемой модели.
Поэтому в качестве первых приближений использу-
ется стандартное пространство-время ОТО, описы-
ваемой метриками Шварцшильда и Керра.
Ранее обсуждалось моделирование тени чер-

ной дыры, расчет параметров последней устойчи-
вой орбиты и сильного гравитационного линзирова-
ния при учете третьей поправки в сферически-сим-
метричном пространстве-времени. Такие метрики
представляют собой продолжение метрики Рейссне-
ра –Нордстрема на следующий порядок разложения
по r−1 [28]. Поскольку одной тени невращающей-
ся ЧД недостаточно для проверки моделей сложнее
Рейсснера –Нордстрема, для определения коэффи-
циентов разложения метрики необходимо использо-
вать результаты наблюдений и размера тени ЧД, и
последней устойчивой орбиты, и сильного гравита-
ционного линзирования. Расчет следующих поряд-
ков требует увеличения количества измерений. В ра-
боте [29] было показано, что при учете вращения
учета формы тени достаточно для проверки теорий,
не выходящих за рамки метрики Керра –Ньюмена.
В данной работе обсуждается метод ограниче-

ния расширенных моделей гравитации, использу-
ющий современные изображения ЧД. Здесь необ-
ходимо отметить, что в новых, расширенных мо-
делях гравитации в первую очередь рассматрива-
ют невращающиеся решения для ЧД, поскольку
с ними проще работать. Поэтому и мы рассмат-
риваем формализм для сферически-симметричного
пространства-времени, чтобы извлечь максимум ин-
формации в более простом случае (в качестве пер-
вого шага общего исследования). Метод применим
и в случае g11 �= −g−1

00 . В работе [30] было пока-
зано, что при учете дополнительных приближений
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максимальное изменение размера тени для враща-
ющейся ЧД составит 5–7%. При малой скорости
вращения можно рассматривать ЧД как статиче-
скую. Первые ограничения на размер тени ЧД при
наблюдении галактики M87∗ были получены в [30]
(4.31M < D < 6.08M).
Работа организована следующим образом. В

разд. 2 рассматриваются метрики с поправками в
виде ряда Тейлора в случае g11 = −g−1

00 , в разд. 3 —
построение теней для расширенных теорий в случае
g11 �= −g−1

00 , в разд. 4 сравниваются точности
различных методов и подводятся итоги.

2. РЕШЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЯ
РАСШИРЕННЫХ ТЕОРИЙ ГРАВИТАЦИИ

(A(r) = B−1(r))

Общее описание сферически-симметричного,
статического, асимптотически плоского простран-
ства-времени в расширенных теориях гравитации
представляет собой метрику, обобщающую про-
странство-время Шварцшильда:

ds2 = −A(r) dt2+B(r) dr2+r2(dθ2+sin2 θ dφ2), (1)

где A(r) и B(r) — метрические функции, зависящие
от радиальной координаты r. МетрикаШварцшиль-
да в планковской системе единиц G = c = � = 1

имеет вид

A(r) = B−1(r) = 1− 2M

r
, (2)

где M — масса центрального объекта. Заметим, что
метрики Шварцшильда, Рейснера –Нордстрема, их
продолжения можно представить в виде разложе-
ния в ряд Тейлора в области r � 2M . В качест-
ве первого приближения рассматривается метри-
ка Шварцшильда, и в этом приближении можно
описать, например, траектории звезд вокруг ЧД.
Следующий порядок — метрика Рейснера –Норд-
стрема — позволяет описать влияние электричес-
кого или приливного заряда [31], ведь учет при-
ливного заряда способен поменять свойства тени
[28, 29, 32, 33].
Вначале рассмотрим вырожденный случай «сим-

метричных» метрических функций A(r) = B(r)−1 в
уравнении (1). Положение горизонта определяется
условием A(r) = 0. Если решение последнего урав-
нения не единственно, за физический горизонт при-
нимают внешнее решение. В третьем порядке раз-
ложения ряд A(r) имеет вид

A(r) = 1− 2M

r
+
Q

r2
+
C3

r3
, (3)

где Q — приливной заряд, C3 — коэффициент раз-
ложения при r−3. Для упрощения вычислений нор-
мируем все значения на массу ЧД: r̂ = r/M , q =

= Q/M2 и c3 = C3/M
3. В планковской системе

единиц (G = c = � = 1) параметры M , Q, C3,
r безразмерны. Следовательно, конфигурационное
пространство становится двумерным. Тогда метри-
ческая функция A(r) примет вид

A(r̂) = 1− 2

r̂
+

q

r̂2
+
c3
r̂3
. (4)

Совокупность неустойчивых фотонных орбит обра-
зует фотонную сферу, а переходящие в нее геоде-
зические определяют границу тени ЧД. Фотоны от
удаленного источника с прицельным параметром b,
большим критического значения bph, остаются вне
фотонной сферы и далее достигают внешнего на-
блюдателя. Остальные фотоны с b < bph захватыва-
ются ЧД и образуют на картинной плоскости изоб-
ражения светлый диск с темным пятном в центре,
которое и называется тенью ЧД. Таким образом, ви-
димая форма изображения от невращающейся (или
медленно вращающейся) ЧД для удаленного наблю-
дателя имеет форму диска, радиус которого опреде-
ляется критическим значением прицельного пара-
метра (bph = 3

√
3M для ЧД Шварцшильда [34]).

Рассмотрим оптически тонкий, излучающий ак-
креционный диск, окружающий компактный объ-
ект [35]. Следуя подходу [34], модифицируем его
для симметричного случая A(r) = B(r)−1 (1) с
дополнительными поправками. Таким образом, из-
лучение испускается из всего объема фотонной
сферы над горизонтом ЧД. Поэтому наблюдаемая
удельная интенсивность Iν0 (обычно измеряемая в
эрг−1 · см−2 · ср−2 · Гц−1) на видимой частоте фо-
тона ν0 в точке на картинной плоскости (X,Y ) на
небесной сфере определяется как

Iν0 =

∫
γ

z3j(νe) dlprop, (5)

где νe — излучаемая частота, z = ν0/νe — крас-
ное смещение, j(νe) — излучательная способность
покоящегося источника на единицу объема, dlprop =

= −kαuαe dλ — дифференциал единицы длины в сис-
теме покоя излучателя, kμ — четырехмерная ско-
рость фотона, uμe — четырехмерная скорость излу-
чателя (в данном случае ЧД), λ — аффинный па-
раметр вдоль траектории фотона γ. Индекс γ озна-
чает интегрирование по изотропным геодезическим.
Красное смещение z определяется как

z =
kαu

α
0

kβu
β
e

, (6)
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где uμ0 = (1, 0, 0, 0) — четырехмерная скорость уда-
ленного наблюдателя на бесконечности.
Рассматривая простую сферически-симметрич-

ноную модель аккреции, полагаем, что газ свободно
падает в радиальном направлении в сторону центра
ЧД с четырехмерной скоростью, определяемой как

ute =
1

A(r̂)
, ure = −

√
1−A(r̂), uθe = uφe = 0 . (7)

Величина kμ = ẋμ была получена ранее в работе
[34]. Далее используем следующее выражение:

kr
kt

= ±
√

1

A(r̂)

[
1

A(r̂)
− b2

r̂2

]
, (8)

где знаки «+(−)» обозначают движение фотона от
(к) массивного(му) объекта(у). Красное смещение,
таким образом, дается следующим выражением [36]:

z =
1

1

A(r̂)
− kr
kt

√
1−A(r̂)

. (9)

Обозначим частоту излучения покоящегося ис-
точника как ν∗. Для расчета профиля интенсивно-
сти фона тени ЧД рассмотрим модель, в которой из-
лучение монохроматично и имеет радиальный про-
филь 1/r̂2:

j(νe) ∝ δ(νe − ν∗)
r̂2

, (10)

где δ — дельта-функция Дирака. Дифференциал
единицы длины в системе покоя излучателя опре-
деляется как

dlprop = −kαuαe dλ = − kt

zkr
dr . (11)

Интегрируя уравнение (5) по всем наблюдаемым
частотам, получим наблюдаемую интенсивность фо-
тонов в точке (X,Y ) на небесной сфере [34]:

Iobs(X,Y ) ∝
∫
γ

z3ktdr

r2kr
. (12)

Каждой точке на картинной плоскости (X,Y ) со-
ответствует прицельный параметр b, который равен
b2 ∝ X2+Y 2. После численного интегрирования по-
лучаем профиль интенсивности фона тени ЧД.
Зависимость размера тени от q и c3 была полу-

чена ранее в работе [28], где было показано, что,
если размер тени больше, чем 4M , для ее описа-
ния необходима одна дополнительная степень свобо-
ды (а именно, q). Следовательно, во втором порядке

Рис. 1. Зависимость профиля интенсивности (I) тени в
относительных единицах от расстояния от центра ЧД на
плоскости изображения X (в единицах M). ЧД обладает
дополнительными параметрами q и c3 и генерирует тень

такого же размера, как и ЧД Шварцшильда

разложения такая тень может быть параметризова-
на метрикой Рейснера –Нордстрема. Далее, при из-
менении профиля интенсивности, необходимо учи-
тывать поправки более высоких порядков возмуще-
ния.
Рассмотрим поправки третьего и последующе-

го порядков. При этом станут допустимыми новые
комбинации параметров, так как с увеличением по-
рядка уравнений растет и число решений. Следова-
тельно, для ограничения теоретической модели по-
требуется большее количество наблюдательных дан-
ных. Таким образом, в дополнение к размеру тени
необходимо учитывать радиус последней устойчи-
вой орбиты, сильное гравитационное линзирование
яркого объекта вблизи ЧД и распределение интен-
сивности фона.
Для оценки необходимой точности наблюдений в

первом приближении используем метрику Шварц-
шильда. На рис. 1 показаны результаты моделиро-
вания профиля интенсивности в области тени ЧД
для параметров q = 0.2519, c3 = −0.7515, при этом
размер тени — такой же, как и у ЧД Шварцшиль-
да. Рассмотрим отличие профиля интенсивности от
случая ЧД Шварцшильда, нормированного на мак-
симальную интенсивность (Imax ≈ 0.6) (рис. 2). Как
видно из рис. 2, эта разница возрастает при увели-
чении значений дополнительных параметров. Мак-
симальное отличие от случая ЧДШварцшильда до-
стигается вблизи границы тени, затем, при уходе в
бесконечность, оно исчезает. Разница внутри грани-
цы тени ЧД постоянна. Далее, из рис. 2 следует,
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Рис. 2. Зависимость разности интенсивностей
(|I − ISh|/Imax) ЧД с дополнительными параметра-
ми q и c3 и соответствующей шварцшильдовской от
расстояния (X) от центра ЧД на плоскости изображения

в единицах массы ЧД M

что, для экспериментальной фиксации данного раз-
личия, при обработке наблюдательных данных тре-
буется достичь разрешения по интенсивности поряд-
ка 0.1% от максимального значения фона ЧД. От-
дельно заметим, что каждая точка профиля интен-
сивности фона может считаться отдельной пробой
потенциала ЧД.

3. ПОСТРОЕНИЕ ТЕНИ ЧЕРНОЙ ДЫРЫ
ПРИ A(r) �= −B−1(r), ОБЩИЙ МЕТОД

В общем случае в сферически-симметричном
пространстве-времени A(r) �= B−1(r) (уравнение
(1)), поэтому наше рассмотрение необходимо обоб-
щить. Уравнения движения для такой метрики име-
ют вид (

dr̂

dτ

)2

+
L2

B(r̂)r̂2
=

E2

A(r̂)B(r̂)
, (13)

dφ

dτ
=
L

r̂2
, (14)

где E — энергия фотона, L — угловой момент пучка,
τ — аффинный параметр. После подстановки (14) в
(13) уравнение движения примет вид

u(r) =

(
dr̂

dφ

)2

=
r̂4

D2A(r̂)B(r̂)
− r̂2

B(r̂)
, (15)

где D = L/E — прицельный параметр фотонного
пучка. Аналогично симметричному случаю край те-

D

C7

-1.0 -0.5 0.5 1.0

5.1955

5.1960

5.1965

5.1970

Рис. 3. Зависимость размера тени D от комбинации кон-
стант модели C7 для теории Хорндески с инвариантом

Гаусса –Бонне (в единицах массы ЧД M , M = 1)

ни соответствует переходу частиц света на неустой-
чивую фотонную орбиту. Система, описывающая
этот переход, выглядит следующим образом:

u(r) = 0,
du(r)

dr
= 0,

d2u(r)

d2r
> 0. (16)

Для нахождения размера тени необходимо найти
максимальный корень уравнений (16). Для конкрет-
ных примеров проделаем это численно.

4. ТЕНЬ В РАЗЛИЧНЫХ ТЕОРИЯХ

4.1. Теория Хорндески

В данной работе рассматривается решение типа
ЧД в теории Хорндески, расширенной линейно ин-
вариантом Гаусса –Бонне [10]. Метрические функ-
ции записываются следующим образом:

A(r) = 1− 2M

r
− 2C7

7r7
, (17)

B(r)−1 = 1− 2M

r
− C7

r7
, (18)

где C7 — комбинация констант модели. В рабо-
те [10] рассматривалось только положительное зна-
чение C7. Однако условие, при котором горизонт
(A(rh) = 0) находится над поверхностью (B(r) = 0),
выполняется только при C7 < 0. При C7 > 0 объ-
ект не является ЧД. Следовательно, разумно пред-
положить, что метрика (6) справедлива только вне
фотонной сферы. Вблизи горизонта требуется бо-
лее точное разложение, при котором объект можно
назвать ЧД. Результаты численного моделирования
зависимости размера тени от метрических функций
из уравнения (6) представлены на рис. 3. Размер те-
ни для метрики (6) незначительно (менее 0.01% при
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|C7| < 0.5) отличается от шваршильдовского даже
при значениях C7, сравнимых с M . Таким образом,
эти наблюдательные данные не исключают такую
версию теории Хорндески.

4.2. Петлевая квантовая гравитация

Рассмотрим петлевую квантовую гравитацию с
модифицированной метрикой Хейворда [15,16]. Это
решение описывает ЧД без сингулярности в центре,
так называемую регулярную ЧД. Данное расшире-
ние включает временную задержку и однопетлевую
квантовую поправку. Метрические функции для нее
имеют вид

A(r) =

(
1− 2Mr2

r3 + 2Ml2

)(
1− αβM

αr3 + βM

)
, (19)

B(r)−1 = 1− 2Mr2

r3 + 2Ml2
, (20)

где l — обозначение для центральной плотности
энергии 3/8πl2, константа α представляет собой вре-
менную задержку между центром и бесконечнос-
тью, а β связана с однопетлевыми квантовыми по-
правками к ньютоновскому потенциалу. Эти пара-
метры были ограничены в [15, 16] следующим об-
разом: 0 ≤ α < 1, βmax = 41/(10π). В случае l >
>

√
16/27M у объекта нет горизонта. После реше-

ния уравнений (16) получается явный вид зависи-
мости (представленный на рис. 4) величины раз-
мера тени от l, α и β. Видно, что при увеличении
l размер тени уменьшается. Наоборот, увеличение
α и β приводит к увеличению размера тени. При
β ≥ 0 минимальный размер тени достигается при
l =

√
16/27M , β = α = 0 равном 4.92M . Максималь-

ный размер тени возникает при l = 0, β = 41/(10π),
α = 1 и равен 5.32M . Заметим, что тени такого
размера могут быть описаны также пространством-
временем Рейснера –Нордстрема. Таким образом,
используя только размер тени, невозможно полу-
чить значения всех параметров без дополнительных
наблюдательных данных.

4.3. Конформная гравитация

Еще один пример асимметричной метрики —
конформная гравитация [11]. У этой модели имеется
много расширений, например, модели с нелинейной
реализацией симметрии [22, 23]. В нашей работе в
качестве примера для расчета параметров теней ис-
пользуем метрику ЧД в новой массивной конформ-
ной гравитации [13]:

Рис. 4. Зависимости размера тени D от времени задерж-
ки α при l = 0.5M и β = 0.5 (верхнее изображение),
от однопетлевых квантовых поправок β при l = 0.5M ,
α = 0.5 (центральное изображение), от центральной плот-
ности энергии l при α = 0.5, β = 0.5 (нижнее изображение)
для ЧД в модифицированной метрике Хейворда в едини-

цах массы ЧД M , M = 1

A(r) = 1− 2M

r
+
Q2

s

r2
+

+

Q2
s

(
−M2 +Q2

s +
6

m2
2

)
3r4

+ . . . , (21)

B(r)−1 = 1− 2M

r
+
Q2

s

r2
+

+

2Q2
s

(
−M2 +Q2

s +
6

m2
2

)
3r4

+ . . . , (22)

где Qs — скалярный заряд, m2 — массивная мода
со спином 2. Такая асимптотика справедлива вда-
ли от горизонта. Поскольку ключевым моментом

8 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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D

Qs

Рис. 5. (В цвете онлайн) Зависимости размера тени D от
скалярного заряда Qs для новой массивной конформной
гравитации с различными значениями m2 (в единицах M ,
M = 1). Черная линия соответствует m2 → ∞, красная —
m2 = 2, синяя — m2 = 1, зеленая — m2 = 0.707, оранже-

вая — m2 = 0.577, фиолетовая — m2 = 0.5

для нас является учет перехода фотонов на фотон-
ную орбиту, применение этой асимптоты оправдано.
На рис. 5 показаны зависимости размера тени от
скалярного заряда Qs для различных значений m2.
Концы асимптот соответствуют описанному в рабо-
тах [28, 32] эффекту: большие значения Qs и 1/m2

вызывают отсутствие фотонной сферы. Уменьше-
ние значения m2 приводит к уменьшению размера
тени. Для ограничения параметров модели требу-
ются дополнительные данные наблюдений. Ограни-
чения, приведенные в работе [30], исключают только
большие значения Qs и m2 (рис. 5).

4.4. Модель Бамбелби

Сферически-симметричное решение модели
Бамбелби имеет вид

A(r) = 1− 2M

r
, (23)

B(r) =
1 + l

1− 2M/r
, (24)

где l = ξb2, ξ — константа связи (с размерностью
масса −1), которая определяет неминимальное взаи-
модействие между гравитацией и полем Бамбелби,
b2 = BμBμ.
Расчеты показывают, что размер тени не зависит

от параметра l. На самом деле, положение фотонной
сферы не зависит от метрической функции B(r), ес-
ли на рассматриваемом масштабе B(r) > 0 и нет
других особых точек (регулярна над горизонтом).
Рассмотрим функцию

û(r) = u(r)B(r) =
r4

D2A(r)
− r2. (25)

Она не зависит от метрической функции B(r). Мож-
но показать, что при выполнении условий существо-
вания фотонной сферы (16) выполняются и условия

û(r) = 0,
dû(r)

dr
= 0,

d2û(r)

d2r
> 0. (26)

При B(r) > 0 автоматически выполняется первое
условие системы (16), так как на фотонной сфере
u(r) = 0,

û′(r) = u′(r)B(r) + u(r)B′(r). (27)

Но на фотонной сфере u(r) = 0 и u′(r) = 0. В рас-
сматриваемом случае B(r) > 0 и нет других осо-
бых точек. Следовательно, выполняется и второе
условие. Аналогично и с третьим условием. Следо-
вательно, положение фотонной сферы также не за-
висит от метрической функции B(r). При условии,
что на масштабах фотонной сферы B(r) > 0 и нет
других особых точек, для вычисления радиуса тени
вместо системы (16) можно использовать (26) для
упрощения вычислений.
Интересно рассмотреть альтернативное обобще-

ние, которое можно записать как

A(r) = (1 + l)Ā(r), (28)

B(r) =
1

B̄(r)
. (29)

Метрика Шварцшильда использована в качестве
первого приближения для B̄(r) и Ā(r) и обобщения
метрики следующего вида:

A(r) = (1 + l)

(
1− 2M

r

)
, (30)

B(r)−1 = 1− 2M

r
. (31)

Влияние параметра l на размер тени ЧД показа-
но на рис. 6. Для приближения B̄(r) и Ā(r) зависи-
мость имеет такой же вид. Установив пределы на ос-
новании результатов наблюдения M87 [30] в прибли-
жении Шварцшильда, получим, что −0.3 < l < 0.45.

4.5. f(Q)-гравитация

f(Q)-гравитация — это симметричная теория те-
лепараллелизма (STEGR) с ненулевым скаляром
неметричности Q [6]. Для этой модели было получе-
но несколько сферически-симметричных решений.
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D

I

Рис. 6. Зависимость размера тени ЧД D от параметра l в
альтернативном обобщении метрики Бамбелби в прибли-
жении Шварцшильда (в единицах массы ЧД M , M = 1)

D

Рис. 7. Зависимость размера тени ЧД D от параметра α

в f(Q)-гравитации в единицах массы ЧД Mren

Нами выбрано приближенное решение, расширяю-
щее ОТО (I+). Компоненты метрики имеют вид [6]

A(r) = 1− 2Mren

r
− α

32

r2
, (32)

B(r)−1 = 1− 2Mren

r
− α

96

r2
, (33)

2Mren = 2M − α

(
32

3M
+ c1

)
, (34)

где a — параметр разложения, c1 — постоянная ин-
тегрирования, Mren — ренормированная масса. За-
метим, что для удаленного наблюдателя нет раз-
ницы между перенормированной и обычной масса-
ми Шварцшильда. Далее будем использоватьMren,
нормируя все величины на нее. Влияние a на раз-
мер тени ЧД показано на рис. 7. Были установлены
следующие ограничения на параметры на основании
наблюдений M87 [30]: −0.025 < α < 0.04.

D

Рис. 8. Нижняя кривая представляет собой зависимость
размера тени ЧД D от параметра ζ в скалярной грави-
тации Гаусса –Бонне (в единицах массы ЧД M , M = 1).

Верхняя линия — ее первое приближение

4.6. Скалярная гравитация Гаусса –Бонне

Статическое сферически-симметричное решение
в скалярной гравитации Гаусса –Бонне было полу-
чено аналитически в [17] и имеет вид

A = −f(r)
[
1 +

ζ

3r3f(r)
h(r)

]
, (35)

B =
1

f(r)

[
1− ζ

r3f(r)
k(r)

]
, (36)

где

h(r) = 1 +
26

r
+

66

5r2
+

96

5r3
− 80

r4
, (37)

k(r) = 1 +
1

r
+

52

3r2
+

2

r3
+

16

5r4
− 368

3r5
, (38)

f(r) = 1− 2

r
, (39)

ζ — параметр связи.
В работе [37] зависимости радиуса фотонной

сферы и радиуса тени ЧД от ζ вычислены в пер-
вом порядке относительно константы связи:

rsGB
ph = 3

[
1− 961

2430
ζ

]
, (40)

bsGB
c =

√
27

[
1− 4397ζ

21870

]
. (41)

Нами получено численное решение с более высо-
кой точностью (рис. 8). При ζ > 0.3 фотонная сфера
отсутствует. В работах [28, 32] было показано, что
такой объект не имеет тени.

5. ОБСУЖДЕНИЕ И ВЫВОДЫ

Разрешение первых изображений черных дыр в
проекте Event Horizon составляло примерно полови-
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ну размера объекта [4]. Дальнейшее совершенство-
вание наземного оборудования позволило бы уве-
личить разрешение лишь в несколько раз (не на
порядки!). Кроме того, уже достигнут максималь-
но возможный размер наземной сети радиотелеско-
пов. Как было продемонстрировано ранее в статьях
[28, 29] и расширено в предыдущих разделах насто-
ящей работы, ограничение для реальных моделей
расширенной гравитации требует повышения точно-
сти на несколько порядков (не раз!). Поэтому сле-
дующим шагом могла бы стать сеть из орбиталь-
ных телескопов. Кроме того, измерение размера те-
ни без дополнительных данных будет достаточным
только для моделей, основанных на метрике Рейсне-
ра –Нордстрема. Для теорий с более сложной струк-
турой пространства-времени необходимы дополни-
тельные виды наблюдения. При рассмотрении по-
следней устойчивой орбиты, сильного гравитацион-
ного линзирования ярких звезд [28] и распределе-
ния интенсивности теневого фона (как показано вы-
ше) минимальное разрешение должно быть поряд-
ка 0.001 размера тени. Эта оценка справедлива, ес-
ли дополнительные коэффициенты согласованы с
массой черной дыры. Поэтому более перспективным
представляется изучение тени от быстровращающе-
гося объекта. При тех же значениях дополнитель-
ных коэффициентов необходимое разрешение соста-
вит около 0.01 размера тени [29]. Таким образом,
появляется дополнительная причина развивать тео-
рию теней на основании метрик вращающихся чер-
ных дыр для развития моделей расширенной грави-
тации в астрофизике.
Нами также были рассчитаны зависимости раз-

мера тени черной дыры от параметров модели в раз-
личных расширенных теориях гравитации и уста-
новлены ограничения на них с использованием дан-
ных наблюдений М87. Результаты для модели Хорн-
дески с инвариантом Гаусса –Бонне, петлевой кван-
товой гравитации, скалярных моделей Бамбелби и
Гаусса –Бонне полностью согласуются с наблюдени-
ями M87∗. Вернее сказать, предсказания этих моде-
лей не выходят за ограничения, установленные име-
ющимися данными наблюдений. Как нами показа-
но, в конформной гравитации должны быть исклю-
чены большие значения m2 и Qs (например, если
m2 = 2, то Qs < 0.9). В STEGR f(Q)-гравитации
наблюдения M87∗ ограничивают значения α следу-
ющим образом: −0.025 < α < 0.04. Для альтерна-
тивного обобщения метрики Бамбелби с приближе-
нием Шварцшильда −0.3 < l < 0.45. Эти результа-
ты демонстрируют тот максимум, которого можно
достичь без учета вращения черной дыры.

Подход без учета вращения ЧД справедлив,
когда скорость вращения ЧД мала и ею можно
пренебречь. При учете вращения количество проб
потенциала черной дыры, необходимых для про-
верки, увеличивается. «В качестве компенсации»
требования к точности наблюдений снижаются на
порядок.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Междисциплинарной научно-обра-
зовательной школы Московского университета
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Комплексы с переносом заряда (КПЗ) малых π-сопряженных органических молекул изучаются доста-
точно давно в качестве органических полупроводников и проводников. Однако лишь недавно было об-
наружено формирование комплексов между двумя π-сопряженными макромолекулами — сопряженными
полимерами. В настоящей работе теоретически рассмотрено формирование таких КПЗ и выявлены их
особенности по сравнению с низкомолекулярными КПЗ. В частности, показано, что запрещенная зона
(оптическая щель) КПЗ сопряженных полимеров может быть значительно уже, а степень переноса за-
ряда — больше, чем у их низкомолекулярных аналогов (даже при равных энергиях высшей заполненной
молекулярной орбитали донора и низшей вакантной молекулярной орбитали акцептора), что было объяс-
нено делокализацией заряда вдоль цепи полимера. Особенно явно это проявляется в случае лестничных
полимеров, делокализация заряда в которых имеет квазидвумерный характер. Расчеты методом теории
функционала плотности для КПЗ фрагментов двух лестничных сопряженных полимеров подтверждают
теоретические предположения, подчеркивая перспективность использования таких комплексов в устрой-
ствах органической электроники. На основе полученных результатов предложено создание и исследование
КПЗ нового типа — с использованием структур более высокой размерности, например, двумерных листов
или трехмерных проводящих решеток.

DOI: 10.31857/S0044451022070124
EDN: EEXTTH

1. ВВЕДЕНИЕ

Органическая электроника позволяет создавать
легкие, гибкие, дешевые электронные устройства
и тем самым заменить традиционную кремниевую
электронику в ряде областей применения. Одним
из перспективных типов органических проводников
и полупроводников являются комплексы с перено-
сом заряда (КПЗ). Эти комплексы состоят из мо-
лекул двух типов: доноров и акцепторов электрон-
ной плотности. При формировании КПЗ часть элек-
тронной плотности в основном электронном состо-

* E-mail: sosorev@physics.msu.ru

янии переходит с донора на акцептор, а волновая
функция КПЗ является суперпозицией волновых
функций донора и акцептора. Степень переноса за-
ряда, а также электронные и оптические свойства
комплекса — проводимость заряда, поглощение све-
та и люминесценция — определяются комбинацией
донора и акцептора. В частности, в рамках широ-
ко распространенной и хорошо описывающей ком-
плексы с переносом заряда низкомолекулярных со-
единений модели Малликена [1] эти свойства зави-
сят от уровней энергии высшей заполненной моле-
кулярной орбитали (HOMO) донора,EH,d, и энергии
низшей вакантной молекулярной орбитали (LUMO)
акцептора, EL,a. Это позволяет варьировать свой-
ства КПЗ подбором составляющих его компонентов;
в результате, КПЗ могут проявлять свойства изоля-
торов, полупроводников, проводников или сверхпро-
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Рис. 1. КПЗ между двумя низкомолекулярными соедине-
ниями (а), между линейным сопряженным полимером и
низкомолекулярным соединением (б), между двумя линей-
ными сопряженными полимерами (в) и между двумя лест-
ничными (квазидвумерными) сопряженными полимерами
(г). Красным обозначены мономеры донора, синим — мо-
номеры акцептора. Стрелками обозначены интегралы пе-

реноса между мономерами

водников [2,3]. Образование КПЗ может существен-
но расширять спектр поглощения и сдвигать люми-
несценцию смеси в красную и инфракрасную облас-
ти, что обусловливает перспективность использова-
ния КПЗ в органических солнечных фотоэлементах
и светоизлучающих устройствах [4, 5]. Ширина оп-
тической щели Eg в рамках модели Малликена так-
же связана с разностью EH,d и EL,a. Наиболее силь-
но свойства КПЗ выражены, если разность EL,a и
EH,d составляет менее 0.5 эВ: такие КПЗ показы-
вают узкую оптическую щель и высокую проводи-
мость заряда (если донор и акцептор фазово разде-
лены и образуют отдельные стопки) [2].

КПЗ, в которых и донор, и акцептор явля-
ются низкомолекулярными π-сопряженными орга-
ническими соединениями (например, TTF:TCNQ,
BEDT-TTF:TCNQ, см. рис. 1a), относительно хо-
рошо изучены. В отличие от них, комплексы, в ко-
торых донор или акцептор являются сопряженным
(полупроводниковым) полимером — высокомолеку-
лярным соединением с протяженной π-сопряженной
электронной системой, вдоль которой возможна де-
локализация и транспорт электронов и дырок (см.
рис. 1б) — исследованы крайне мало [5]. Вместе
с тем, выявлено, что такие КПЗ с высокомолеку-
лярным донором имеют особенности, не характер-
ные для низкомолекулярных аналогов. В частности,
комплексообразование имеет пороговый характер:
концентрация КПЗ ничтожно мала при концентра-
ции низкомолекулярного акцептора ниже некоторо-
го порогового значения, но после превышения по-
следней этого значения начинается резкий рост кон-
центрации КПЗ [6–8]. Кроме того, пленки смесей с
КПЗ обнаруживают кристалличность, в отличие от

аморфных пленок чистого донора [9, 10].
Формирование КПЗ в смеси двух сопряжен-

ных полимеров (рис. 1в) было обнаружено совсем
недавно в работе [11]. Авторы показали, что та-
кие КПЗ формируются в смесях сильного поли-
мерного донора (в частности, P(g42T-T) с EH,d ≈
≈ −4.3 эВ) и сильного полимерного акцептора (по-
ли(бензоимидазобензофенантролин)а BBL с EL,a ≈
≈ −4.15 эВ). Комплексообразование в таких сме-
сях приводит к увеличению проводимости донор-
но-акцепторного интерфейса на 5–6 порядков, кото-
рая достигает 2 См/см при комнатной температуре
(ср. с проводимостью в большинстве низкомолеку-
лярных КПЗ — до 4 См/см [2]); объемная прово-
димость гетеропереходов на основе этих полимеров
составляет около 0.2 См/см. Эффективный транс-
порт заряда в КПЗ двух сопряженных полимеров
можно объяснить тем, что в них как донор, так и
акцептор обладают протяженной электронной си-
стемой, по которой возможна делокализация заря-
да. Помимо вышеупомянутой работы, нам известно
только о двух работах, в которых КПЗ двух полу-
проводниковых полимеров исследованы с помощью
теории функционала плотности (DFT) [12, 13]; экс-
периментальных работ по ним более не проводи-
лось. Теории, описывающей особенности формиро-
вания КПЗ двух сопряженных полимеров и их свой-
ства, не было построено. Таким образом, сведения о
КПЗ двух сопряженных полимеров крайне скудны.
В то же время, такие КПЗ могут обладать уникаль-
ными свойствами, превосходящими их низкомолеку-
лярные аналоги и позволяющими создавать на ос-
нове этих материалов эффективные устройства ор-
ганической электроники. Значительная делокализа-
ция заряда как в донорной, так и в акцепторной ча-
сти может привести к формированию высокой про-
водимости заряда металлического типа и, возмож-
но, сверхпроводимости. Более того, делокализация
заряда может привести к эффективному разделе-
нию зарядов при фотовозбуждении [14], что поз-
волит создавать эффективные солнечные батареи,
фотодиоды и фототранзисторы. Наконец, формиро-
вание КПЗ может увеличивать смешиваемость по-
лимеров, позволяя создавать гетеропереходы с оп-
тимальным фазовым разделением. Таким образом,
изучение условий формирования и свойств КПЗ
двух полупроводниковых полимеров важно как с
фундаментальной, так и с прикладной точек зрения.
Стоит отметить, что в исследованных в рабо-

те [11] КПЗ двух сопряженных полимеров основ-
ной транспорт заряда наблюдался по цепи акцеп-
тора, в то время как донорный полимер проводил
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заряд значительно слабее. Это может быть связано
с тем, что в качестве акцептора использовался так
называемый лестничный (ladder-type) сопряженный
полимер, состоящий из последовательности конден-
сированных циклов, соединенных между собой не
менее чем через два общих атома, в то время как
в качестве донора использовался линейный поли-
мер, связи между звеньями которого осуществля-
лись через один атом. Действительно, лестничные
полимеры являются значительно более жесткими
[15] и, следовательно, меньше подвержены негатив-
ному влиянию электрон-фононного взаимодействия
на транспорт заряда [16]. Кроме того, в пределах
цепи лестничного полимера транспорт заряда мож-
но считать квазидвумерным, в то время как в цепи
линейного полимера он одномерный. Поскольку раз-
мерность делокализации и транспорта заряда име-
ет существенное влияние на эффективность послед-
него [16,17], более высокая размерность транспорта
заряда в лестничном полимере должна приводить к
более высокой подвижности и проводимости заряда
по сравнению с линейными полимерами. В связи с
этим, представляется целесообразным исследовать
КПЗ двух сопряженных лестничных полимеров, см.
рис. 1г. Такие КПЗ до настоящего времени не изу-
чались.

В настоящей работе формирование КПЗ между
двумя сопряженными полимерами исследуется тео-
ретически и с помощью квантово-химического мо-
делирования. В частности, с помощью модифициро-
ванной модели Малликена исследуется зависимость
свойств комплекса — ширины запрещенной зоны
(оптической щели), степени переноса заряда и энер-
гии связи комплекса — от числа звеньев, а также
от типа (линейный или лестничный) донора и ак-
цептора. Показано, что полимерные КПЗ, особенно
комплексы двух лестничных полимеров, обладают
более узкой оптической щелью, чем их низкомолеку-
лярные аналоги с такими же уровнями энергии гра-
ничных орбиталей EH,d и EL,a, что предполагает бо-
лее высокую проводимость и указывает на потенци-
альную перспективность использования в органиче-
ских оптоэлектронных устройствах. Впервые прове-
дено квантово-химическое моделирование КПЗ двух
лестничных сопряженных полимеров с помощью ме-
тода теории функционала плотности (DFT), которое
подкрепило теоретические результаты. Полученные
данные позволяют предложить, что КПЗ двух со-
пряженных, в особенности лестничных, полимеров
являются перспективными материалами для орга-
нической (опто)электроники.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для теоретического описания формирования
КПЗ между полимерными донором и акцепто-
ром использовалась (модифицированная) модель
Малликена [1]. Рассматривались цепи донорного
и акцепторного полимеров (олигомеров) длиной n

звеньев, причем каждый мономер (звено) донора
находился в контакте (взаимодействии) с одним
мономером акцептора (см. рис. 1в,г). Волновая
функция КПЗ была представлена как линейная
комбинация волновых функций мономеров донора
и акцептора:

n∑
i=1

ciφi +

n∑
i=1

diθi,

где φi — волновые функции мономеров донора,
θi — волновые функции мономеров акцептора, а ci
и di — соответствующие коэффициенты. Учитыва-
лось взаимодействие между соседними мономерами,
а также между находящимися в контакте мономера-
ми донора и акцептора (матричные элементы взаи-
модействия обозначены на рис. 1в,г). В первую оче-
редь, были найдены уровни энергии КПЗ Wi, для
чего необходимо было найти собственные значения
соответствующей матрицы (для наглядности рас-
смотрен случай, когда донор и акцептор состоят из
двух мономеров, n = 2):

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
E0

H,d Vd Vda 0

Vd E0
H,d 0 Vda

Vda 0 E0
L,a Va

0 Vda Va E0
L,a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (1)

где E0
H,d — энергия HOMO мономера донора, E

0
L,a —

энергия LUMO мономера акцептора, Vd — матрич-
ный элемент взаимодействия HOMO соседних мо-
номеров донора, Va — матричный элемент взаи-
модействия LUMO соседних мономеров акцептора,
Vda — матричный элемент взаимодействия HOMO и
LUMO, находящихся в контакте мономеров соответ-
ственно донора и акцептора. Из полученных таким
образом значений уровней энергии HOMO и LUMO
КПЗ,WH иWL, была рассчитана ширина запрещен-
ной зоны

Eg =WL −WH ,

степень переноса заряда

ρ =

n∑
i=1

d2i

и энергия связи КПЗ:
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Рис. 2. Зависимость ширины запрещенной зоны (а,б), степени переноса заряда (в,г) и энергии связи (д,е) КПЗ двух
линейных сопряженных полимеров от числа мономерных звеньев в каждом из них (красная кривая), а также значения
соответствующих величин для КПЗ низкомолекулярных соединений с такими же значениями EH,d и EL,a (синяя кривая).
Левые и правые графики различаются параметрами моделирования, соответствующими более слабому КПЗ широкозон-
ных полимеров типа поли-парафениленвинилена (слева E0

L,a − E0
H,d = 5.4 эВ [18]; Vd = Va = 1.27 эВ [18]) и более

сильному КПЗ узкозонных полимеров (справа E0
L,a − E0

H,d = 1.2 эВ; Vd = Va = 0.3 эВ; малые значения Vd, Va соответ-
ствуют протяженным мономерным звеньям). Значения Vda = 0.2 эВ соответствуют типичным расчетным значениям для
КПЗ ароматических соединений, подобных мономерным звеньям сопряженных полимеров [19]. На панелях (а,б) черным

цветом показана разность уровней EL,a − EH,d в зависимости от n
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Eda =

(
n∑

i=1

Wi

)
Vda=0

−
n∑

i=1

Wi,

где в первой сумме рассматриваются уровни энер-
гии комплекса донора и акцептора с нулевыми Vda.
Полученные зависимости Eg, ρ и Eda КПЗ двух

сопряженных полимеров от n представлены на
рис. 2 для двух наборов значений параметров. Для
сравнения приведены аналогичные зависимости для
низкомолекулярных КПЗ (n = 1) с такими же энер-
гиями EH,d и EL,a. На рис. 2 видно, что при уве-
личении n сужается Eg, а ρ и Eda увеличивают-
ся. Это легко объясняется уменьшением потенциа-
ла ионизации донора (понижением уровня HOMO,
EH,d) и увеличением сродства к электрону акцепто-
ра (повышением уровня LUMO, EL,a) при увеличе-
нии длины сопряжения упомянутых молекул; раз-
ность EL,a − EH,d в зависимости от n показана на
рис. 2а,б черным цветом. Данный результат доста-
точно тривиален и проявляется в различных моде-
лях, в том числе в моделях Хюккеля и Куна. Одна-
ко для низкомолекулярных КПЗ зависимостиEg(n),
ρ(n) и Eda(n) довольно быстро выходят на насыще-
ние, в то время как для полимерных КПЗ Eg про-
должает убывать, а ρ и Eda — возрастать. Таким
образом, при равных EH,d и EL,a ширина запрещен-
ной зоны для полимерных КПЗ оказывается мень-
ше, чем для низкомолекулярных; этот результат яв-
ляется новым. При малых значениях EL,a − EH,d

(сильные донор и акцептор) Eg в полимерных КПЗ
стремится к нулю (см. рис. 2б). Более узкая ширина
запрещенной зоны предполагает более низкую энер-
гию активации, а значит, и более высокую проводи-
мость заряда. Это согласуется с экспериментальны-
ми данными работы [11], согласно которым первые
КПЗ сильных полимерных донора и акцептора по-
казывают проводимость заряда при комнатной тем-
пературе и нормальном атмосферном давлении до
2 См/см, что сравнимо с лучшими значениями про-
водимости для низкомолекулярных КПЗ [2]. Инте-
ресно, что хотя степень переноса заряда в расчете
на одно звено уменьшается, полный перенос заря-
да увеличивается с увеличением длины цепи (см.
рис. 2в,г). В результате, полный перенесенный заряд
в основном состоянии для полимерных КПЗ может
превышать таковой для низкомолекулярных КПЗ.
Высокая степень переноса заряда (до более чем 1
электрона на цепь) также согласуется с результата-
ми работы [11], в которой наблюдались поляроны на
цепях полимеров (т. е. наблюдался полный перенос
заряда). Наконец, Eda возрастает почти линейно с
n (см. рис. 2д,е), что свидетельствует о стабильно-

сти КПЗ сопряженных полимеров и позволяет пред-
положить, что формирование таких комплексов мо-
жет помочь преодолеть фазовое разделение в сме-
сях двух сопряженных полимеров. Таким образом,
полученные результаты показывают, что свойства
КПЗ двух сопряженных полимеров отличаются от
свойств их низкомолекулярных аналогов. Наиболее
вероятной причиной такого отличия является дело-
кализация заряда по цепям акцептора и донора.
Как было отмечено выше, есть основания пред-

полагать, что КПЗ двух лестничных (квазидвумер-
ных) сопряженных полимеров могут по электронно-
транспортным свойствам превосходить аналоги на
основе линейных сопряженных полимеров. Для то-
го чтобы показать это, а также с целью выявить
влияние размерности делокализации заряда на ха-
рактеристики КПЗ, в рамках описанной выше мо-
дели Малликена были рассчитаны Eg, ρ и Eda для
КПЗ двух лестничных сопряженных полимеров. По-
лученные зависимости представлены на рис. 3 и со-
поставлены с таковыми для линейных сопряженных
полимеров. На этих рисунках видно, что запрещен-
ная зона с увеличением длины полимера сужается
быстрее для лестничных (квазидвумерных) сопря-
женных полимеров, чем для их линейных (одномер-
ных) аналогов при одинаковых значениях E0

H,d и
E0

L,a (рис. 3a). Это опять же объясняется повыше-
нием уровня EH,d и понижением уровня EL,a, т. е.
уменьшение разности EL,a − EH,d, за счет увеличе-
ния делокализации заряда. Таким образом, в КПЗ
на основе лестничных структур можно получить уз-
кую запрещенную зону и значительный перенос за-
ряда даже для более слабых донорных и акцептор-
ных мономеров. Более того, даже при равных EH,d

и EL,a запрещенная зона КПЗ лестничных сопря-
женных полимеров оказывается уже, чем у КПЗ ли-
нейных полимеров (см. рис. 3б). Степень переноса
заряда в КПЗ лестничных полимеров при этом вы-
ше, чем в КПЗ линейных сопряженных полимеров
с такими же EH,d и EL,a (см. рис. 3в). Это под-
тверждает высказанную выше гипотезу о прямом
вкладе делокализации заряда в сужение оптической
щели КПЗ и увеличение степени переноса заряда
при увеличении длины сопряжения донора и ак-
цептора, помимо косвенного влияния через умень-
шение разности EL,a − EH,d, а также подчеркива-
ет роль размерности делокализации в выраженно-
сти этого вклада; этот результат является новым.
Стоит отметить, что лестничные полимеры должны
обладать большей жесткостью, а значит, более сла-
бым электрон-фононным взаимодействием, что обу-
словливает высокую подвижность заряда и может
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приводить к высокой проводимости заряда в КПЗ.
Квазидвумерный транспорт в лестничных полиме-
рах также должен быть более устойчив к дефектам
и зарядовым ловушкам, поскольку носители заря-
да могут «обойти» дефект, не покидая цепи поли-
мера. Действительно, в исследованных в работе [11]
КПЗ лестничного полимера BBL и ряда линейных
сопряженных полимеров основная проводимость за-

Рис. 3. a) Зависимость ширины запрещенной зоны КПЗ
двух лестничных сопряженных полимеров (фиолетовая
кривая) и разности энергии EL,a −EH,d для этих полиме-
ров от числа мономерных звеньев в каждом из них (черная
кривая), а также ширина запрещенной зоны низкомолеку-
лярного КПЗ с такими же EH,d и EL,a (синяя кривая)
и ширина запрещенной зоны КПЗ линейных полимеров с
такими же E0

H,d и E0
L,a (пунктирная кривая). б) Зависи-

мость ширины запрещенной зоны КПЗ двух лестничных
(фиолетовая кривая) и двух линейных (красная кривая)
сопряженных полимеров от величины EL,a−EH,d. в) Зави-
симость степени переноса заряда в КПЗ двух лестничных
сопряженных полимеров от числа мономерных звеньев в
каждом из них (фиолетовая кривая), а также в КПЗ двух
линейных сопряженных полимеров (красная кривая) с та-

кими же значениями EH,d и EL,a

ряда была обусловлена именно BBL. Наконец, мож-
но ожидать, что два лестничных полимера проявят
лучшую смешиваемость (а значит, более тонкое фа-
зовое разделение и больший суммарный перенос за-
ряда), чем лестничный полимер с линейным.
Для того чтобы показать принципиальную

возможность создания КПЗ на основе двух лест-
ничных сопряженных полимеров, с помощью
метода теории функционала плотности (DFT)
был промоделирован комплекс двух фрагментов
таких полимеров — донорного поли-(1,6-дигидро-
пиразино[2,3g]хиноксалин-2,3,8-триил-7-(2H)-или-
ден-7,8-диметилиден)а (PQL [15], 4 мономерных
звена) и акцепторного BBL (2 звена). Химичес-
кая структура этих полимеров представлена на
рис. 4а,б. Использовался гибридный функционал
B3LYP и базисный набор 6-31g(d,p), расчет про-
водился в программе GAMESS [20, 21]. Расчеты
проводились в вакууме. На рис. 4в представлены
уровни энергии кон-шэмовских HOMO донора,
LUMO акцептора, HOMO и LUMO образующегося
между ними КПЗ, а также распределение элек-
тронной плотности на этих орбиталях. На этом
рисунке видно, что уровни энергии HOMO и LUMO
КПЗ определяются уровнями HOMO донора и
LUMO акцептора, в согласии с моделью Маллике-
на. Как и ожидалось, HOMO КПЗ локализовано
в основном на доноре и практически совпадает с
HOMO последнего, и лишь незначительная часть
электронной плотности перенесена на акцептор.
Заметим, что распределение электронной плотности
HOMO-КПЗ на акцепторе повторяет распределение
таковой на LUMO акцептора, что подчеркивает
квантово-механическое смешивание HOMO донора
и LUMO акцептора. LUMO КПЗ локализована
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Рис. 4. Формирование КПЗ между лестничными полиме-
рами PQL и BBL: а,б — химическая структура PQL и BBL;
в — уровни энергии и вид граничных молекулярных орби-

талей донора, акцептора и КПЗ

в основном на акцепторе и лишь незначительно
перенесена на донор. Ширина запрещенной зоны
(оптической щели) больше, чем разность EH,d и
EL,a, что находится в согласии с данными модели-
рования (рис. 3) и связано с наличием электронного
взаимодействия (Vda) между донором и акцепто-
ром. Стоит отметить, что расчетная Eg составляет
около 0.5 эВ, что должно приводить к высокой
проводимости [2]. Увеличение длины донора и
акцептора будет приводить к уменьшению разности
EL,a − EH,d, и, следовательно, Eg (см. рис. 3), что
должно приводить к еще большему увеличению
проводимости.
Считая, что степень переноса заряда может до-

стигать одного электрона на 20 звеньев полимера
(см. рис. 3в), и принимая объем, занимаемый эти-
ми звеньями, равным 7 нм3 (исходя из полученных
в результате моделирования геометрических пара-
метров молекул), можно получить оценку концен-
трации носителей заряда около 1.5 · 1020 см−3, что
согласно проведенному в работе [11] моделированию
соответствуют объемной проводимости заряда вы-
ше σ = 2 См/см. Это согласуется с оценкой, по-
лучаемой из соотношения σ = eμn: для подвижно-
сти зарядов μ ≈ 0.1 см2/(В · с), опубликованной для
BBL [22], ожидаемая проводимость КПЗ составляет

около 2.5 См/см; для сопряженных полимеров с ре-
кордной подвижностью μ > 1 см2/(В·с) [23] ожидае-
мая проводимость соответствующих КПЗ превыша-
ет 20 См/см. Таким образом, между двумя рассмот-
ренными полимерами лестничного типа может фор-
мироваться КПЗ с весьма привлекательными для
органической электроники свойствами.
Полученные результаты позволяют предполо-

жить, что КПЗ, в которых донором и акцептором
являются не молекулы, а структуры большей раз-
мерности, например, двумерные листы дихалькоге-
нидов металлов, а также вложенные друг в друга
трехмерные органические или металлоорганические
проводящие решетки (conductive organic framework,
metal-organic framework) — могут оказаться еще бо-
лее перспективными материалами для органической
электроники. Технология создания гетероструктур
двумерных материалов, например, MoS2 и графе-
на, известна [24, 25]; более того, в ФЛ некоторых из
них наблюдались возбужденные состояния с пере-
носом заряда между слоями [26]. Однако вопрос о
переносе заряда в основном электронном состоянии
в таких структурах (т. е. формировании КПЗ), на-
сколько нам известно, не рассматривался. Трехмер-
ные проводящие структуры на основе лестничных
полимеров, в том числе рассмотренного в настоящей
статье BBL, были недавно представлены в работе
[27]. Хотя гетероструктуры на основе трехмерных
решеток до настоящего времени не были реализо-
ваны вследствие отсутствия подходов к формирова-
нию одной проводящей решетки внутри другой, од-
нако, можно предположить, что такие подходы бу-
дут разработаны в будущем. На основе полученных
нами результатов (рис. 3) установлено, что высо-
кая размерность делокализации заряда (2D или 3D)
может приводить к образованию КПЗ с очень уз-
кой запрещенной зоной, — уже, чем в низкомолеку-
лярных КПЗ или КПЗ сопряженных полимеров, —
что предполагает более высокую проводимость за-
ряда. Таким образом, создание и исследование КПЗ
двумерных и трехмерных материалов представляет
значительный интерес для органической электрони-
ки.

3. ВЫВОДЫ

В рамках модели Малликена теоретически
рассмотрено формирование КПЗ между двумя
сопряженными полимерами. Показано, что за-
прещенная зона (оптическая щель) таких КПЗ
может быть значительно уже, а степень переноса
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заряда и энергия связи — больше, чем у их низ-
комолекулярных аналогов с такими же энергиями
HOMO донора и LUMO акцептора. Таким образом,
делокализация заряда вдоль цепи полимера прямо
способствует сужению запрещенной зоны и уве-
личению транспорта заряда, а не только косвенно
через сближение уровней энергии вышеупомянутых
орбиталей. Рассмотрены два типа полимеров —
линейные и лестничные, и показано, что более явно
особенности комплексообразования проявляются в
последних, где делокализация заряда имеет ква-
зидвумерный характер. Расчеты методом теории
функционала плотности для КПЗ фрагментов двух
лестничных сопряженных полимеров подтвердили
теоретические предположения. Таким образом,
КПЗ сопряженных полимеров, в первую очередь
лестничных, являются перспективными материа-
лами для органической электроники. Более того,
в свете полученных данных предложено созда-
ние и исследование КПЗ нового типа на основе
структур более высокой размерности, например,
двумерных листов или трехмерных проводящих
решеток. Ожидается, что полученные результаты
будут способствовать созданию новых органиче-
ских полупроводников и проводников и развитию
органической (опто)электроники.
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Приведены результаты экспериментов, указывающих на существование при низких температурах ано-
мального эффекта Холла, связанного с ферромагнитным упорядочением спинов локализованных дырок
в легированных мелкими акцепторами (Be) квантовых ямах GaAs–AlGaAs при концентрации приме-
си близкой к переходу металл–изолятор. В изоляторных образцах экспериментально наблюдалась ано-
мальная температурная зависимость холловской подвижности, аномальное поведение эффекта Холла,
магнитосопротивления и магнитного момента в зависимости от магнитного поля и температуры. С дру-
гой стороны, в образцах на металлической стороне перехода наблюдалось поведение, характерное для
слабой локализации. Аномальный магнитотранспорт объясняется возникновением ферромагнитного пе-
рехода или спинового стекла, которое, в свою очередь, связано с непрямым обменом спинов сильно
локализованных дырок через делокализованные состояния в области центра примесной зоны.

DOI: 10.31857/S0044451022070136
EDN: EFAORC

1. ВВЕДЕНИЕ

В течение длительного времени ведется рабо-
та над созданием систем, которые обладали бы
одновременно полупроводниковыми и магнитными
свойствами. Как правило, для того чтобы при-
дать полупроводнику магнитные свойства, в него
вносят магнитные примеси. Так, например, леги-
руя GaAs-структуры примесью Mn, можно добиться
ферромагнетизма с температурой Кюри вплоть до
100 К [1,2]. Тем не менее, даже если в полупроводни-
ке имеются только обычные (немагнитные) приме-
си, в нем есть нескомпенсированные спины, так как
у электрона, локализованного на доноре, или у дыр-
ки, локализованной на акцепторе, есть спин. Воз-
никает вопрос, не может ли магнитно-упорядочение
состояние (ферромагнетизм или спиновое стекло)
появляться в системе заполненных доноров и акцеп-
торов. В том случае, если концентрация легирую-

* E-mail: nina.agrins@mail.ioffe.ru

щей примеси N и длина локализации a достаточно
велики, N > Nc = 0.15/a2 для 2D-случая, примес-
ные состояния сливаются с краем зоны проводимос-
ти или валентной зоны и локализованные электро-
ны в системе, фактически, исчезают, происходит пе-
реход металл–изолятор (МИ). В противоположном
случае малого легирования, N < Nc, локализован-
ные электроны связаны антиферромагнитным взаи-
модействием, экспоненциально убывающим на рас-
стояниях порядка a.

Тем не менее, не существует однозначных пред-
сказаний о том, каким будет магнитное состоя-
ние электронов на примесях вблизи перехода ме-
талл–диэлектрик. Строгой теории для этого случае
не существует, и особый интерес представляют экс-
периментальные исследования. В частности, в рабо-
те [3] были получены результаты, интерпретирован-
ные как появление ферромагнитной фазы в объем-
ных образцах Ge : As, близких к переходу МИ.

В наших предыдущих работах [4, 5] были при-
ведены результаты экспериментов на легированных
бериллием квантовых ямах GaAs–AlGaAs, где кон-
центрация акцепторов была близка к критической
Nc; при низких температурах (T < 10 К) наблю-
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далась медленная релаксация сопротивления после
приложения магнитного поля, изотропное отрица-
тельное магнитосопротивление (МС) и гистерезис
кривой намагниченности. Изотропный характер на-
блюдавшегося магнитосопротивления означает, что
оно имеет спиновую природу (так как орбитальные
степени свободы в 2D-структурах приводят к выра-
женной анизотропии МС в плоскости структуры и в
перпендикулярном направлении). Комбинация спи-
новых эффектов и беспорядка (характерного для ле-
гированных полупроводников) привлекла наше вни-
мание к концепции спинового стекла для легирован-
ных квантовых ям GaAs–AlGaAs с виртуальным пе-
реходом Андерсона [5].

Виртуальный переход Андерсона соответствует
появлению делокализованных состояний в центре
примесной зоны при концентрациях примесей, за-
метно меньших тех, что обычно соответствуют пере-
ходу Мотта –Андерсона. Делокализованные состо-
яния возникают из-за аномально малого разброса
энергий примесей, связанного с малым количеством
компенсирующей примеси и удалением компенсиру-
ющей примеси из квантовых ям в барьеры. Из-за
этого для части состояний в примесной зоне ока-
зывается выполнен критерий перехода Андерсона.
Важно при этом, что система по-прежнему нахо-
дится на диэлектрической стороне перехода Мотта.
Таким образом, делокализованные состояния одно-
кратно заполнены, и проводимость по ним возмож-
на только в результате активационных процессов.
Экспериментально виртуальный переход Андерсона
проявляется в активационной температурной зави-
симости проводимости с малой энергией активации
(на порядок меньшей чем энергия активации при-
меси в зону) и возможности ударной ионизации но-
сителей в делокализованную часть примесной зоны,
приводящей к пробою при низких температурах при
измерении проводимости в режиме постоянного то-
ка [6].

Таким образом, приведенные эксперименты [4,5]
были косвенным доказательством существования
магнитно-упорядоченного состояния (ферромагне-
тизм или спиновое стекло) в системе заполненных
акцепторов (немагнитные примеси). Такое состоя-
ние возникало вблизи от перехода МИ с изолятор-
ной стороны. Однако для подтверждения данного
утверждения необходимо также подробное исследо-
вание эффекта Холла в структурах с обеих сторон
перехода МИ.

2. ЭКСПЕРИМЕНТ

В этом разделе мы приводим результаты изме-
рений зависимости сопротивления и эффекта Хол-
ла от температуры и магнитного поля для образцов
с квантовыми ямами GaAs–Al0.3Ga0.7As, выращен-
ных методом молекулярной эпитаксии. Измерения
магнитосопротивления и эффекта Холла проводи-
лись непосредственно после охлаждения образца в
нулевом поле до нужной температуры при достаточ-
но большой скорости разверки поля 5 Тл в минуту,
для того чтобы избежать вклада медленных релак-
сационных явлений [5]. Намагниченность исследова-
лась на установке PPMS-14 с использованием виб-
рационного магнитометра при скорости развертки
0.3 Тл в минуту.
Образцы содержат 5 квантовых ям GaAs разме-

ром 15 нм и разделяющие их барьеры Al0.3Ga0.7As

толщиной 100 нм. При этом акцепторами (Be) леги-
ровался центр квантовых ям (5 нм). В работе приве-
дены результаты измерений для трех образцов. Ис-
ходя из степени легирования и транспортных дан-
ных образец 1 находился на металлической стороне
перехода МИ (NA = 2.5 · 1012 см−2), а образцы 2 и
3 — на изоляторной стороне (NA = 8–10 ·1011 см−2).
Компенсирующая примесь отсутствовала в образце
2. В образце 3 донорная примесь (Si) была внесена
в узкую область шириной 5 нм в центре барьеров
в концентрации на порядок меньше концентрации
Ве. Соответственно, степень компенсации донорны-
ми примесями была мала, Nd/Na ∼ 0.1. Существен-
но, что компенсирующие примеси располагаются
вне двумерного проводящего слоя, что уменьшает
энергетический беспорядок в примесной зоне и спо-
собствует виртуальному переходу Андерсона [7, 9].
При такой концентрации примеси и слабой ком-

пенсации в образцах 2 и 3 формируется узкая при-
месная зона, в центре которой располагается об-
ласть делокализованных состояний [6]. В образце 1
примесная зона сливается с валентной зоной, что со-
ответствует переходу Мотта –Андерсона.
При низких температурах ход сопротивления

R(T ) (рис. 1) для образцов 2 и 3 следовал закону Ар-
рениуса с малой энергией активации ε4 ≈ 2 мэВ. Это
соответствует активации носителей с уровня Фер-
ми в делокализованные состояния в примесной зоне.
При больших температурах энергия активации уве-
личивается до ε1 ≈ 22 мэВ, что соответствует ак-
тивации дырок в валентную зону. При температу-
рах T ≈ 2.5 K (образец 2) и T ≈ 4 K (образец 3) в
режиме постоянного тока 1 нА наблюдался пробой,
характерный для систем с виртуальным переходом
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Рис. 1. Температурные зависимости сопротивления образ-
цов 1 и 2, снятые в режиме постоянного тока 1 нА

Рис. 2. Магнитосопротивление образца 1 при температуре
1.4 К и образца 2 при температуре 4.2 К в поле, перпен-

дикулярном плоскости образца

Андерсона и связанный с ударной ионизацией но-
сителей в делокализованную часть примесной зоны.
Пробой наблюдался в образцах 2 и 3 при поле око-
ло (1–1.2) В/см, эта величина не зависит от тока и
определяется только свойствами образца [8].
С другой стороны, в более сильно легированном

образце 1 наблюдается существенно более слабый
наклон R(T ) ε4 ≈ 0.8 мэВ и отсутствуют явления
пробоя.
На рис. 2 приведены результаты измерения маг-

нитосопротивления в слабых магнитных полях, пер-
пендикулярных плоскости образца для образцов 1 и
2, в образце 3 картина МС была аналогичной кар-
тине для образца 2. В образцах 2 и 3 при достаточно

Рис. 3. Зависимость холловского сопротивления от маг-
нитного поля в образцах типа 1 (а) и 2 (б) для двух тем-

ператур

больших полях не менее 2 Tл магнитосопротивление
положительно и сильно анизотропно, что естествен-
но для двумерных структур с квантовыми ямами.
Однако при малых полях МС оказывается изотроп-
ным, отрицательным и линейным по полю, что вид-
но на рис. 2. Весь ход магнитосопротивления был
подробно описан в работе [4]. Изотропный характер
МС в двумерной структуре может указывать на его
спиновую природу.
С другой стороны, в образце 1 в малых полях

наблюдалось положительное МС, связанное с анти-
локализацией, и небольшое отрицательное МС, свя-
занное со слабой локализацией, рис. 2. Такое пове-
дение характерно для двумерного электронного га-
за [9].
Таким образом, поведение МС, а также темпера-

турные зависимости сопротивления (рис. 1) указы-
вают, что образцы 2 и 3 находятся на изоляторной
стороне перехода, а образец 1 — на металлической.
Измерения эффекта Холла для этих двух типов

образцов также обнаруживают существенное разли-

9 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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Рис. 4. Температурный ход абсолютной величины холловс-
кой подвижности образцов 1 и 2

чие, см. рис. 3.
В сильно легированном образце 1 знак эффекта

Холла одинаков для двух температур и соответству-
ет дырочному типу носителей, отличается лишь на-
клон, связанный с уменьшением концентрации носи-
телей при низких температурах. В более слабо леги-
рованных образцах 2 и 3 при низких температурах
наклон ЭДС Холла меняет знак в полях менее 0.4 Тл
и далее выходит на насыщение. Похожее поведение
наблюдалось ранее в пленках Ge, легированных маг-
нитной примесью Mn [10], и объяснялось вкладом
аномального эффекта Холла, вызванным спонтан-
ной магнитизацией (M) образца Rh � RsM .
На рис. 4 показана температурная зависимость

абсолютной величины холловской подвижности об-
разцов 1 и 2, снятая в очень слабом магнитном по-
ле 0.5 кЭ. При высоких температурах преобладает
рассеяние на фононах, далее при понижении темпе-
ратуры до 50 К рассеяние на примесях. В образце 1
подвижность плавно убывает с понижением темпе-
ратуры до 4 К. В образце 2 при понижении темпе-
ратуры наблюдается аномальное поведение подвиж-
ности, при T ∼ 40 К она уменьшается почти до нуля
и далее при T < 40 К резко растет и при 4 К превы-
шает комнатную. Такое поведение подвижности мы
в свое время объясняли смешанной проводимостью
[11], которая возникает в результате одновременно-
го участия в проводимости разрешенных состояний
валентной зоны и делокализованных примесных со-
стояний. С дальнейшим понижением температуры в
проводимости участвуют только состояния примес-

Рис. 5. Температурная зависимость обратной холловской
подвижности образцов 2 и 3

ной зоны. При T < 10 К эффект Холла становится
аномальным, и холловская подвижность не соответ-
ствует реальной, а определяется намагниченностью.
Таким образом, при низких температурах и в

слабых магнитных полях аномальная составляющая
эффекта Холла, связанная с намагниченностью M ,
превалирует и даже приводит к смене знака, при
этом составляющей, связанной с обычным эффек-
том Холла можно пренебречь. В этом случае Rh �
� RsM , где Rs — сопротивление образца.
Холловская подвижность в этих условиях μ �

� Rh/Rs � M пропорциональна намагниченности.
Для металлических ферромагнетиков зависимость
намагниченности от температуры следует закону
Кюри –Вейса M = χB, где χ � C/(T − Tc) — маг-
нитная восприимчивость, Tc — критическая темпе-
ратура ферромагнитного перехода. Несмотря на то,
что наша система не является чистым ферромаг-
нетиком, а скорее имеет свойства спинового стек-
ла, закон Кюри –Вейса достаточно хорошо описы-
вает температурную зависимость аномального эф-
фекта Холла. На рис. 5 построена температурная
зависимость обратной холловской подвижности для
двух образцов 2 и 3. Видно, что она похожа на тем-
пературную зависимость намагниченности, описан-
ную законом Кюри –Вейса, с температурой отсеч-
ки Tc � 10—15 K. Наличие низкотемпературной
спонтанной намагниченности может также объяс-
нять и линейное изотропное отрицательное МС, ко-
торое наблюдается при температуре ниже 15 К, при
более высокой температуре магнитосопротивление
становится анизотропным и положительным [4].
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Рис. 6. Зависимость намагниченности образца 3 от поля
при медленной развертке магнитного поля при T = 5 K,

1 — подложка, 2 — образец 3

Мы также провели непосредственное измерение
намагниченности для образца 3 при температуре
5 К (рис. 6). Общий диамагнитный ход намагничен-
ности связан со свойствами подложки. Тем не менее,
на его фоне явно виден вклад от дырок в квантовых
ямах, у которого наблюдается гистерезис в полях
менее 0.2 Тл, связанный, вероятно, с переходом в
упорядоченное спиновое состояние.

3. ОБСУЖДЕНИЕ

Транспортные и магнитные свойства, наблюда-
емые в наших образцах, очень похожи на свой-
ства изолирующих магнитных пленок Ge(1−x)Mnx,
в частности, при T < Tc наблюдается отрицатель-
ное почти линейное по полю магнитосопротивление,
смена знака эффекта Холла и гистерезис кривой на-
магниченности. Эти явления объясняются с помо-
щью модели ферромагнитных спиновых кластеров,
связанных обменным взаимодействием через заря-
женные носители, движущиеся в примесной зоне
Mn [10] или с помощью теории гранулированных
ферромагнитных систем [12], однако полного пони-
мания связи транспортных и магнитных свойств в
Ge(1−x)Mnx до сих пор не существует.
Часто поведение этих систем связывают с обра-

зованием спинового стекла (СС), которое обуслов-
лено наличием в магнетике хаотически располо-
женных магнитных моментов и конкурирующих об-
менных взаимодействий, имеющих различные зна-
ки, величины и пространственную зависимость. Ха-

рактерные свойства СС — неравновесность (зависи-
мость физических свойств от времени) и наличие
гистерезиса, т. е. зависимость физических свойств от
магнитной и термической предыстории. Подобные
свойства мы наблюдали в нашей системе: медлен-
ные релаксации сопротивления после приложения
магнитного поля и гистерезис кривых намагничен-
ности [5].
Ферромагнетизм в примесной зоне предполагает

механизм ферромагнитного связывания через кос-
венный или двойной обмен. Виртуальный переход
Андерсона в примесной зоне может приводить к
такому косвенному обменному взаимодействию, не
характерному ни для диэлектрических, ни для ме-
таллических систем. В работе [5] нами был предло-
жен механизм такого взаимодействия. Оно связано
с комбинацией сильно локализованных состояний и
однократно заполненных делокализованных состо-
яний в центре примесной зоны. Мы предполагали,
что дырки в делокализованных состояниях остают-
ся парамагнитными. Тем не менее они могут участ-
вовать в обменном взаимодействии между спинами
локализованных дырок. Такой обмен оказывается
ферромагнитным или носит случайный знак в за-
висимости от деталей волновых функций делокали-
зованных дырок. При низких температурах он при-
водит к спиновому упорядочению. При этом случай-
ная спиновая энергия, связанная с обменом, оказы-
вается частью энергии беспорядка, приводящей к
локализации. Намагничивание образца приводит к
изменению энергии беспорядка. Важно, что вблизи
перехода металл–диэлектрик даже небольшое изме-
нение беспорядка приводит к сильному изменению
проводимости, что объясняет влияние магнитного
поля на транспортные свойства (в том числе отри-
цательное магнитосопротивление).
Данная интерпретация магнитных и транспорт-

ных свойств относится только к изолирующим об-
разцам с узкой примесной зоной, в которой произо-
шел переход Андерсона. В более сильно легирован-
ных образцах такой отделенной примесной зоны нет,
примесные состояния в основном делокализованы, и
не наблюдается аномального поведения магнитных
и транспортных свойств.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы приводим результаты экспериментов, ука-
зывающих на существование спинового стекла в
легированных акцепторами (бериллием) квантовых
ямах GaAs–AlGaAs. Данное состояние возникает
при низких температурах (T < 10 К) и связано
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с ферромагнитным упорядочением локализован-
ных спинов (спиновое стекло) при концентрации
примеси близкой к переходу металл–изолятор с изо-
ляторной стороны перехода. Экспериментально при
T < 10 К наблюдались изотропное отрицательное
магнитосопротивление, аномальный эффект Холла
с изменением знака, аномальная температурная
зависимость холловской подвижности и гистерезис
кривой намагниченности. В предыдущей работе мы
наблюдали также медленные релаксации сопро-
тивления образца после приложения магнитного
поля [5]. Возникновение спинового стекла связано с
непрямым обменом спинов сильно локализованных
дырок через делокализованные состояния в области
центра примесной зоны, в которой произошел
виртуальный переход Андерсона.

Благодарности. Авторы признательны
А. В. Шумилину за полезное обсуждение ре-
зультатов работы.
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МАНДЕЛЬШТАМА–БРИЛЛЮЭНА В ЛАЗЕРНОЙ ПЛАЗМЕ
ПРИ МНОГОЧАСТОТНОМ РЕЖИМЕ ОБЛУЧЕНИЯ МИШЕНИ
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Рассмотрены условия, при которых возможно частично подавить вынужденное рассеяние Мандельшта-
ма –Бриллюэна в лазерной плазме. При подавлении вынужденного рассеяния удается увеличить долю
поглощенной лазерной энергии. Приведена аналитическая теория вынужденного рассеяния при взаимо-
действии двух встречных электромагнитных волн с ионно-звуковой волной в неоднородной разлетающей-
ся плазме. Получены формулы, позволяющие вычислить коэффициент рассеяния и долю рассеянного
излучения по заданным параметрам лазерного излучения и плазмы. Проведено численное моделиро-
вание процесса облучения CH2-мишени лазерным импульсом. Показано, что при многочастотном (две
частоты и более) режиме облучения удается увеличить долю поглощенной лазерной энергии в плазме
за счет частичного подавления вынужденного рассеяния. При плотности потока падающего излучения
Nd-лазера 5 · 1014 Вт/см2 в случае двух близких частот минимальная доля рассеяния составляет 0.87
от доли рассеяния, возникающей при одночастотном облучении. С ростом числа гармоник n в излуче-
нии подавление рассеяния увеличивается: δsn/δs1 = 0.68 при n = 5 (δsn — доля рассеяния в случае n

гармоник); δsn/δs1 = 0.51 при n = 11. Такие значения δsn/δs1 достигаются при Δωs/ω0 ≈ 0.5–1.5% в
зависимости от числа гармоник (Δωs — ширина спектра, ω0 — основная частота). При Δωs/ω0 > 1.5%
отношения δsn/δs1 меняются слабо. Подавление вынужденного рассеяния происходит из-за биений, воз-
никающих в излучении при сложении гармоник с близкими частотами. Подавление наступает, когда
длина волны биений становится меньше характерного размера изменения скорости плазмы.

DOI: 10.31857/S0044451022070148
EDN: EFAPSA

1. ВВЕДЕНИЕ

Коэффициент усиления лазерной термоядерной
мишени (отношение выделившейся энергии ядер-
ных реакций к тепловой энергии плазмы) должен
быть достаточно большим, чтобы компенсировать
потери энергии, связанные с низким коэффициен-
том полезного действия лазера, потерями энергии
вместе с разлетающейся плазмой, а также непол-
ным поглощением лазерного излучения. Эффек-
тивность поглощения может быть снижена из-за
процесса вынужденного рассеяния Мандельштама-
Бриллюэна (ВРМБ). Вынужденное рассеяние пре-

* E-mail: demchenkonn@lebedev.ru

пятствует прохождению лазерного излучения в бо-
лее плотную плазму, где коэффициент поглощения
выше. В разлетающейся лазерной плазме при нор-
мальном падении излучения вынужденное рассея-
ние происходит при взаимодействии двух встречных
электромагнитных волн с ионной волной [1]. При
этом входящая в плазму электромагнитная волна
ослабляется, а выходящая волна усиливается. Выхо-
дящая волна сначала возникает в результате линей-
ного процесса отражения падающей волны от кри-
тической поверхности. Волновые векторы электро-
магнитных волн в общем случае составляют между
собой угол, который меньше 180◦. При многопучко-
вом облучении сферической мишени встречные вол-
ны возникают как при отражении излучения одного
пучка от поверхности каустики, так и при рефрак-
ции излучения от других пучков [2, 3]. Такой вид
рассеяния был назван CBET (crossed-beam energy
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transfer).
В настоящее время рассеяние CBET широко ис-

следуется теоретически и экспериментально. Иссле-
довано его влияние на уменьшение гидродинамиче-
ской эффективности сжимаемых сферических ми-
шеней [4, 5]. Рассеяние CBET может проявляться и
в схемах непрямого облучения мишени, когда лазер-
ные пучки перекрываются во входных отверстиях
полости. В этом случае предлагается использовать
небольшой частотный сдвиг (порядка нескольких
ангстрем) между перекрывающимися пучками [6–8].
С помощью частотного сдвига можно управлять
процессом рассеяния и изменять угловое распреде-
ление падающего лазерного потока внутри полости.
В работе [2] предложен способ уменьшения до-

ли рассеянного излучения при прямом многопучко-
вом облучении мишени. Предложено использовать
многочастотный режим облучения. Предполагается,
что часть пучков должна иметь частоту излучения,
немного отличающуюся от частоты в других пуч-
ках. Если рассмотреть две группы пучков, в кото-
рых разность частот Δω � ω0cs/c, где ω0 — основ-
ная частота лазера, cs — скорость звука в плазме,
c — скорость света, то пересечение таких пучков не
приведет к рассеянию [2]. При равенстве числа пуч-
ков в группах доля рассеяния должна уменьшиться
в два раза. Это предположение нуждается в про-
верке. Точное рассмотрение задачи с двумя и более
частотами усложняется тем, что при сложении по-
лей возникают биения волн. Кроме размера неодно-
родности плазмы, где происходит рассеяние, в этом
случае возникает еще один размер — длина волны
биений λb. Волны биений распространяются с груп-
повой скоростью vg, которая стремится к нулю при
приближении к критической поверхности. Поэтому
существует некоторая область вблизи критической
поверхности, в которой условия рассеяния не меня-
ются при использовании многочастотного режима
облучения. Период биений λb/vg становится боль-
шим и сравнивается с длительностью лазерного им-
пульса.
Из-за сложности аналитического исследования

задачи о многочастотном облучении плазмы мы ис-
пользовали численный метод, в котором рассмат-
ривались уравнения гидродинамики плазмы с уче-
том пондеромоторной силы в уравнении движения и
уравнения Максвелла для каждой из парциальных
волн на частоте ωk [9,10]. В работе [11] рассматрива-
лась задача о подавлении рассеяния CBET при мно-
гочастотном облучении плазмы. В ней рассматрива-
лись уравнения для акустических возмущений плот-
ности плазмы при заданных невозмущенных про-

странственных распределениях плотности и скорос-
ти. Кроме того, уравнения Максвелла решались
в предположении, что

∣∣∂2E0/∂t
2
∣∣ � |ω0∂E0/∂t|,

где E0 — медленно меняющаяся амплитуда по-
ля. Поэтому вторая производная амплитуды по-
ля не учитывалась. Однако при биениях производ-
ная ∂E0/∂t = 0 в максимуме амплитуды, а член
∂2E0/∂t

2 при этом достигает максимума. Поэтому
модель, предложенная в работе [11], не точно описы-
вает биения волн. Прежде чем перейти к результа-
там численных расчетов для многочастотного облу-
чения плазмы, рассмотрим аналитическую теорию
рассеяния CBET в лазерной плазме при одночастот-
ном облучении.

2. ВЫНУЖДЕННОЕ РАССЕЯНИЕ CBET ПРИ
ВЗАИМОДЕЙСТВИИ ДВУХ ВСТРЕЧНЫХ
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН С ИОННОЙ

ВОЛНОЙ

Рассмотрим лазерную плазму, в которой плот-
ность и скорость меняются вдоль координаты x,
плотность уменьшается, а скорость возрастает. Ла-
зерное излучение при этом падает в направлении,
противоположном направлению оси x. Уравнения,
описывающие изменение интенсивностей падающей
q0 и рассеянной q1 волн без учета поглощения, по-
лучены в [1]:

dq0
dx

= Bq0q1, (1)

dq1
dx

= Bq0q1, (2)

B =
μMk2G

cβρ2cc
3
s

, (3)

где

G =

[
(M2 − 1)2 +

(
2μkβM

ρcs

)2
]−1

,

ω и k = ω/c — частота и волновое число лазера,
β =

√
ε =

√
1− ρ/ρc, ρ — плотность плазмы, ρc —

критическая плотность, cs — скорость звука, M =

= u/cs — число Маха, μ — коэффициент ионной вяз-
кости. Безразмерный множитель G в (3) имеет резо-
нансный характер зависимости от числа Маха M с
точкой резонансаM = 1. Из уравнений (1), (2) мож-
но получить уравнение для коэффициента отраже-
ния R = q1/q0. Для этого надо умножить уравнение
(1) на q1, а уравнение (2) на q0 и вычесть из первого
уравнения второе. В результате получаем

dR

dx
= BqR, (4)
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где q = q0 − q1 = const (это следует из (1), (2), если
вычесть (2) из (1)). С помощью (4) можно решить
граничную задачу, в которой слева от точки резо-
нанса M = 1 задан коэффициент отражения RL, а
справа — падающий поток q0R. Интегрирование вы-
ражения (4) дает

RR = RL exp [b(1−RR)] , (5)

b = q0R

xR∫
xL

B dx ≡ q0RI. (6)

Интеграл I в (6) можно вычислить, если перейти от
интегрирования по x к интегрированию по M : dx =

= LudM , где Lu = cs(∂u/∂x)
−1
s — характерный раз-

мер изменения скорости в точке резонанса M = 1.
Отметим, что скорость плазмы должна рассматри-
ваться относительно максимумов (или минимумов)
пондеромоторного давления pr, которые движутся
вместе с движением критической поверхности. По-
этому достаточно рассматривать скорость относи-
тельно критической поверхности. Учитывая, что ре-
зонанс в точкеM = 1 является узким по переменной
M (это будет рассмотрено ниже), в диссипативном
члене функции G в (3) можно приближенно считать
M = 1, а также взять значения ρ и β в точкеM = 1.
Тогда с помощью замены

s =
M2 − 1

a
, a =

2μkβs
ρscs

(7)

получаем

I =
kLu(1 − εs)

2

4cεsρsc2s
arctg s|sRsL . (8)

Коэффициент вязкости μ входит в выражение (8)
только в пределы интегрирования sL и sR. Если эти
пределы велики по абсолютному значению, то в (8)
вместо функции arctg будет стоять число π и коэф-
фициент вязкости не будет входить в I. Это свойство
является характерным для любого резонанса. От
диссипативного коэффициента зависят лишь шири-
на и максимум резонансной функции, а интеграл
остается одним и тем же.
Пределы интегрирования sL и sR по порядку ве-

личины равны 1/a = ρscs/2μkβs. Рассмотрим коэф-
фициент ионной вязкости μ = ρvTili, где vTi и li —
соответственно тепловая скорость и длина пробе-
га ионов. Такой коэффициент применим, если дли-
на пробега ионов меньше длины волны λ простран-
ственных осцилляций скорости. В противном случае

необходимо использовать ограниченный коэффици-
ент вязкости. Вязкостное давление можно записать
в виде pv = ρvTiΔu, где Δu = li∂u/∂x в случае
li < λ. При li > λ в качестве Δu необходимо ис-
пользовать максимальное изменение скорости Δu =

= umax − umin. Вместо li необходимо использовать
эффективную величину leff порядка λ.
Определим более точно leff . Если возмущение

скорости имеет вид u1 = Δu sin2 kx, то максимум
ее производной достигается при kx = π/4, и он
равен Δuk. Эффективную величину leff определя-
ем из соотношения leff (∂u1/∂x)max = Δu. Так как
(∂u1/∂x)max = Δuk, то leff = 1/k = λ/2π. В ла-
зерной плазме, как правило, li > λ/2π. Например, в
условиях эксперимента на установке NIF (National
Ignition Facility, США) [12] при температуре ионов
2.5 кэВ в CH-плазме li = 0.66 мкм [13], а λ/2π =

= 0.056 мкм. В этом случае в коэффициенте вяз-
кости необходимо использовать leff . Отметим, что
диссипация плотности импульса ρΔu должна проис-
ходить на кулоновской длине пробега li. Для этого
необходимо выполнение условия li � Lu, что в ла-
зерной плазме, как правило, выполняется (в услови-
ях отмеченного эксперимента на установке NIF Lu

составляет несколько сот микрометров).
В изложенной модели изучалась столкновитель-

ная диссипация ионных возмущений. В литературе
рассматривается также бесстолкновительная дисси-
пация на электронах. Бесстолкновительная дисси-
пация на ионах с зарядом Z при ZTe � Ti мала, так
как скорость звука определяется в основном элек-
тронным давлением. При этом в резонансе с волной
находится экспоненциально малая часть ионов. Бес-
столкновительная диссипация на электронах так-
же мала из-за малости отношения масс электрона
и иона [14]:

γ/ωs =
√
πZme/8mi,

где γ и ωs — декремент затухания и частота ионного
звука, me и mi — массы электрона и иона.
Сравним бесстолкновительную диссипацию на

электронах со столкновительной диссипацией за
счет ионной вязкости. Бесстолкновительная дисси-
пация в уравнении движения записывается в виде

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −1

ρ

∂

∂x
(pT + pr)− γδu, (9)

где u = u0 + δu, u0 — невозмущенная скорость,
δu — возмущение скорости, вызванное пондеромо-
торным давлением pr, pT — тепловое давление. За-
пишем член бесстолкновительной диссипации γδu в
виде эффективного вязкостного члена:
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γδu = −μγ

ρ

∂2δu

∂x2
. (10)

Поскольку δu является осциллирующей функцией
координаты x, взятие производной по x равносиль-
но умножению на волновое число ks. Тогда из (10)
следует выражение μγ = γρc2s/ω

2
s . Сравним коэф-

фициент μγ со столкновительным коэффициентом
μ = ρvTileff при leff = λ/2π (рассматриваем огра-
ниченную вязкость). Для отношения этих коэффи-
циентов получаем

μγ

μ
=

√
πZme

8mi

(
1 +

ZTe
Ti

)
.

Так как me/mi � 1, а в условиях лазерной
плазмы отношение ZTe/Ti не настолько большое,
чтобы компенсировать малость me/mi, получаем
μγ/μ � 1. Поэтому в лазерной плазме при pr < pT
бесстолкновительной диссипацией ионных возмуще-
ний можно пренебречь. Если pr > pT , то возможен
нагрев ионов, при котором Ti > ZTe [15]. В этом
случае возникает сильное затухание на ионах.
Как отмечено выше, пределы интегрирова-

ния sL и sR в (8) по порядку величины равны
ρscs/2μkβs. Если рассматривать ограниченную
вязкость μ = ρsvTiλ/2π, где λ/2π = 1/kβ, то можно
получить, что масштаб sL и sR определяется от-
ношением cs/2vTi, которое много больше единицы.
Характерная ширина резонанса определяется зна-
чениями s∗L = −1 и s∗R = 1. Используя соотношения
(7), можно получить значения M∗

L и M
∗
R,

M∗
L =

√
1− 2vTi

cs
, M∗

R =

√
1 +

2vTi

cs
, (11)

которые незначительно отличаются от единицы.
Это подтверждает то, что резонанс является доста-
точно узким по переменной M . Так как sL � −1 и
sR � 1, то в (8) вместо функции arctg будет стоять
множитель π, и выражение (6) будет иметь вид

b =
πq0RkLu(1− εs)

2

4cεsρsc2s
. (12)

Для определения RR из (5) можно ввести отно-
шение ξ = RR/RL и искать эту величину из уравне-
ния

ξ = exp [−b(1−RLξ)] . (13)

Это уравнение решается итерациями. Если
b(1 − RLξp) < 1, то, заменяя экспоненту линейной
функцией, находим приближенное решение:

RR

RL
=

1 + b

1 + bRL
. (14)

Если найдено значение RR, то q0L можно найти, ис-
пользуя соотношение q = q0 − q1 = const. Равенство
полного потока qL = qR дает

q0L = q0R
1−RR

1−RL
. (15)

Отметим, что в случае q0 � q1 в (2) можно считать
q0 постоянной величиной. Тогда для рассеянного по-
тока q1 получаем выражение q1R/q1L = exp(κsLu),
где κs — коэффициент рассеяния:

κs =
πq0Rk(1− εs)

2

4cεsρsc2s
. (16)

Рассмотренная граничная задача имеет практичес-
кий интерес при использовании этой модели рассея-
ния CBET в гидродинамических расчетах, где ла-
зерное излучение описывается с помощью потоков
падающего и отраженного от точки поворота излу-
чения.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПОДАВЛЕНИЯ РАССЕЯНИЯ CBET ПРИ
ОБЛУЧЕНИИ МИШЕНИ ЛАЗЕРНЫМ
ИЗЛУЧЕНИЕМ, ИМЕЮЩИМ СПЕКТР

БЛИЗКИХ ЧАСТОТ

Для расчета взаимодействия с плазмой лазерно-
го излучения, имеющего конечную ширину спект-
ра, была доработана существующая гидродинами-
ческая программа RAPID-SP [9]. Новая версия поз-
воляет проводить расчеты с учетом любого числа
гармоник в падающем лазерном излучении. Физи-
ческая модель основывается на уравнениях гидро-
динамики плазмы (одномерная модель для плоской
геометрии) и уравнениях Максвелла для лазерного
излучения при нормальном падении на плазму.
Пусть лазерное излучение падает в направлении,

противоположном направлению оси х, а электромаг-
нитное поле волны имеет компоненты Ey и Hz (да-
лее у полей индексы координат опускаем). Для урав-
нений гидродинамики используем лагранжевы пере-
менные (m, t). Система уравнений имеет вид

∂V

∂t
=

∂u

∂m
,

∂x

∂t
= u, (17)

∂u

∂t
= − ∂

∂m
(pT + pr + pv), (18)

∂εe
∂t

= −pTe
∂V

∂t
−∂qTe

∂m
−Qei(Te−Ti)+V

2
σ|E|2, (19)

∂εi
∂t

= −(pTi + pv)
∂V

∂t
− ∂qTi

∂m
+Qei(Te − Ti), (20)
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dEk

dx
=
iωk

c
Hk, (21)

dHk

dx
=
iωk

c
ε(ωk)Ek, (22)

где V = 1/ρ — удельный объем, u — скорость, pT =

= pTe + pTi — тепловое давление, pr — пондеромо-
торное давление, pv = −μ∂u/∂x — вязкостное дав-
ление, qTe и qTi — электронный и ионный тепло-
вые потоки, εe и εi — удельные внутренние энергии
электронов и ионов, Qei — коэффициент электрон-
ионной релаксации, |E| — амплитуда электрическо-
го поля лазерного излучения, σ — высокочастотная
проводимость плазмы на основной частоте лазера
(предполагается, что ширина спектра излучения яв-
ляется узкой), Ek(x) и Hk(x) — комплексные фу-
рье-компоненты электрического и магнитного полей
на частоте ωk. Суммарные поля можно записать в
виде

E = Es(x, t) exp(−iω0t), H = Hs(x, t) exp(−iω0t),

где медленно меняющиеся амплитуды Es и Hs запи-
сываются в виде

Es(x, t) =

K∑
k=−K

Ek(x) e
−ikΔωt , (23)

Hs(x, t) =

K∑
k=−K

Hk(x) e
−ikΔωt. (24)

Здесь kΔω = ωk − ω0, Δω — шаг по частоте, ω0 —
основная частота. Распределение интенсивностей Ik
парциальных волн по частотам в принципе может
быть любым. В частности использовалась лоренце-
ва форма линии:

Ik =
A

(ωk − ω0)2 + γ2L
, (25)

где γL — ширина линии, A — нормировочный мно-
житель, сумма интенсивностей Ik должна равняться
усредненной по времени (за период биений) падаю-
щей лазерной интенсивности. Задавая в (25) величи-
ну γL очень большой (по сравнению с ωk−ω0), мож-
но моделировать равномерное распределение интен-
сивности по частотам. Пондеромоторное давление в
(18) записывается в виде

pr =
1

16π

(|E|2 + |H |2) . (26)

Комплексная диэлектрическая проницаемость в
(22) задается в виде ε = ε1 + iε2. Действительная
часть ε1 = 1 − ω2

pe/ω
2
k, где ω2

pe = 4πe2ne/me —

плазменная частота. Мнимая часть ε2 = ω2
peνei/ω

3
0,

где νei — электрон-ионная частота столкновений.
Метод решения уравнений (21), (22) одинаков

для всех гармоник. Делается переход от полей E и
H к падающей и отраженной волнам P и R. При
этом возникает уравнение для функции коэффици-
ента отражения VR = R/P . Описание этого мето-
да приведено в работе [10]. Плазма представляется
в виде набора тонких слоев (счетных ячеек) с по-
стоянными плотностью и температурой в каждом
слое. Внутри каждого слоя используются аналити-
ческие решения для P , R и VR. Сначала расчет идет
слева направо для определения VR, затем в обрат-
ном направлении для определения всех остальных
функций. Размер счетной ячейки должен быть зна-
чительно меньше длины волны излучения. Поэто-
му для описания взаимодействия с плазмой, имею-
щей большой характерный размер неоднородности
по сравнению с длиной волны излучения, требует-
ся большое число счетных ячеек (в рассмотренных
ниже расчетах число ячеек составляло около трех
тысяч).
Рассмотрим результаты расчетов, целью кото-

рых было определение влияния на процессы погло-
щения и рассеяния биений пондеромоторного по-
тенциала, обусловленных конечной шириной спект-
ра лазерного излучения. Расчеты проводились для
CH2-мишени при плотности потока лазерного излу-
чения в диапазоне 5·1014–1015 Вт/см2 при длине вол-
ны 1.06 мкм. Рассматривалась постоянная во вре-
мени форма импульса. На рис. 1 показаны профили
пондеромоторного давления pr, плотности ρ, элект-
ронной Te и ионной Ti температур плазмы в момент
времени 0.2 нс при воздействии лазерного излуче-
ния с одной частотой (ω0 = 1.8 · 1015 с−1) при плот-
ности потока 5 · 1014 Вт/см2. На рисунках лазерное
излучения падает справа. На рис. 2 приведены про-
фили тех же величин и в тот же момент времени
при воздействии лазерного излучения с двумя близ-
кими частотами при той же плотности потока. Гар-
моники имели одинаковую амплитуду, разность час-
тот Δω = 0.02ω0. Сравнение рис. 1 и 2 приводит к
следующим выводам. В случае одной частоты воз-
никает значительное вынужденное рассеяние. Пон-
деромоторное давление pr падает почти на порядок
величины по мере приближения к критической по-
верхности (для CH2-мишени критическая плотность
равна 2.98 · 10−3 г/см3). В случае двух частот про-
исходит меньшее падение пондеромоторного давле-
ния. Видна структура биений pr. Здесь биения —
это сложение падающей и отраженной волн биений.
Поэтому получается волна биений типа стоячей вол-

137



Н. Н. Демченко, Р. Д. Ивановских ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022

Рис. 1. Профили пондеромоторного давления pr, плотнос-
ти ρ, электронной Te и ионной Ti температур в момент
времени 0.2 нс при воздействии на CH2-мишень лазерно-
го излучения с одной частотой (ω0 = 1.8 · 1015 с−1) при

плотности потока 5 · 1014 Вт/см2

ны, у которой есть узлы и максимумы амплитуды. В
случае одной частоты вынужденное рассеяние воз-
никает на масштабе длины, определяемой характер-
ным размером неоднородности плотности плазмы. В
случае двух частот масштаб длины, на которой воз-
никает рассеяние, определяется длиной волны бие-
ний пондеромоторного потенциала, а точнее, рассто-
янием между узлом и максимумом амплитуды. Это
приводит к тому, что доля δa поглощенной лазерной
энергии в случае двух частот больше по сравнению
со случаем одной частоты в 1.34 раза.
Для большей наглядности различия рассеяния в

приведенных выше двух случаях на рис. 3 показа-
ны те же зависимости плотности и пондеромоторно-
го давления, что и на рис. 1 и 2, однако масштабы
по осям изменены. В случае двух частот (рис. 3б)
видно разделение области рассеяния на две подоб-
ласти. В узле стоячей волны возмущения плотности
отсутствуют.
Отметим, что рассеяние излучения на возмуще-

ниях плотности приводит к передаче плазме им-
пульса от излучения. Это приводит к некоторой де-
формации профиля средней плотности и уменьше-
нию ее размера неоднородности. Этот эффект мож-
но видеть на рис. 1 и 2, однако при плотности пото-
ка 5 · 1014 Вт/см2 он выражен слабо. Поэтому был
проведен расчет при плотности потока, увеличен-

Рис. 2. То же, что на рис. 1, но при воздействии на
CH2-мишень лазерного излучения с двумя близкими час-
тотами при плотности потока 5 · 1014 Вт/см2. Гармони-
ки имели одинаковую амплитуду, разность частот Δω =

= 0.02ω0, ω0 = 1.8 · 1015 с−1

Таблица 1

τL, нс δa1 δa2 δa3 δa5

0.2 0.0905 0.121 0.126 0.124

0.4 0.121 0.159 0.178 0.187

0.6 0.148 0.198 0.222 0.250

0.8 0.168 0.224 0.251 0.284

Таблица 2

τL, нс δa2/δa1 δa3/δa1 δa5/δa1

0.2 1.337 1.392 1.370

0.4 1.314 1.471 1.545

0.6 1.338 1.500 1.689

0.8 1.333 1.494 1.690

ной в два раза. На рис. 4 показаны профили тех
же величин что и на рис. 1, но для плотности по-
тока 1015 Вт/см2 в момент времени 0.09 нс. Здесь
можно видеть значительную деформацию профиля
средней плотности. Это влияет на долю рассеянного
излучения. С одной стороны, доля рассеяния растет
из-за увеличения интенсивности излучения и, соот-
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Рис. 3. Профили пондеромоторного давления pr и плотности ρ из рис. 1 (а) и рис. 2 (б), показанные в измененных
масштабах по осям

Рис. 4. Профили пондеромоторного давления pr, плотнос-
ти ρ, электронной Te и ионной Ti температур в момент
времени 0.09 нс при воздействии на CH2-мишень лазерно-
го излучения с одной частотой (ω0 = 1.8 · 1015 с−1) при

плотности потока 1015 Вт/см2

ветственно, амплитуды возмущений. С другой сто-
роны, есть уменьшение размера неоднородности, ко-
торое приводит к снижению доли рассеяния.

Рассмотрим зависимость эффекта подавления
вынужденного рассеяния (соответственно, увеличе-

ния эффективности поглощения) от длительности
лазерного импульса τL и от числа гармоник в ла-
зерном излучении, n. Для этого были проведены
расчеты с n = 1, 2, 3 и 5 при суммарной ширине
Δωs = 3.6 · 1013 с−1 (Δωs/ω0 = 0.02) и плотности
потока 5 · 1014 Вт/см2. Спектральное распределение
интенсивности было равномерным (гармоники рав-
ной амплитуды) при постоянной во времени плот-
ности потока. В табл. 1 приведены значения доли
δan поглощенной лазерной энергии в зависимости от
длительности импульса τL и числа гармоник n. В
табл. 2 приведены отношения δan/δa1, характеризу-
ющие увеличение эффективности поглощения в за-
висимости от длительности импульса и числа гармо-
ник. Как следует из таблиц, с ростом длительности
импульса растет и эффективность поглощения при
любом числе гармоник в импульсе (табл. 1). Однако
эффект подавления вынужденного рассеяния стано-
вится более сильным с ростом числа гармоник в из-
лучении (табл. 2, увеличение поглощения в 1.69 раза
в случае пяти гармоник).

На рис. 5 приведены профили pr, ρ, Te и Ti в
окрестности критической плотности в момент вре-
мени 0.6 нс для варианта излучения с пятью гармо-
никами. На рис. 6 более подробно показаны профи-
ли pr и ρ из рис. 5 (изменены масштабы по осям).
На рис. 5 видно, что в случае пяти гармоник суще-
ствует несколько характерных размеров по оси x,
на которых изменяется pr. Из рис. 6 следует, что об-
ласть рассеяния распадается на несколько подоблас-
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Рис. 5. То же, что на рис. 4, в момент времени 0.6 нс при
воздействии на CH2-мишень лазерного излучения с пятью
частотами при плотности потока 5 · 1014 Вт/см2. Гармо-
ники имели одинаковую амплитуду и суммарную ширину

спектра Δωs = 0.02ω0, ω0 = 1.8 · 1015 с−1

Рис. 6. Профили пондеромоторного давления pr и плот-
ности ρ из рис. 5, показанные в измененных масштабах по

осям

тей. При этом размер основной области рассеяния
вблизи критической плотности сокращается.
Проведены расчеты, в которых была выделена

доля энергии излучения, теряемая за счет рассея-

Рис. 7. Зависимость от ширины спектра Δωs/ω0 и чис-
ла гармоник n отношения долей рассеянной энергии при
многочастотном δsn и одночастотном δs1 облучениях. Чис-

лами у кривых обозначено число гармоник

ния. Для этого в каждом варианте проводились два
расчета. Один расчет учитывал pr в уравнении (18),
а в другом полагалось pr = 0. По разности долей
поглощенной энергии вычислялась доля рассеян-
ной энергии. Исследовался вариант облучения CH2-
мишени при плотности потока 5 · 1014 Вт/см2 (ос-
новная частота ω0 = 1.8 ·1015 с−1). Доля рассеянной
энергии рассматривалась за период времени 0.6 нс
от начала импульса. Определены доли рассеянной
энергии δsn для излучения, состоящего из n гармо-
ник (n = 1, 2, 3, 5, 11). Распределение интенсивности
по гармоникам было равномерным, разность между
соседними частотами (при n > 2) была одинаковой.
Суммарная ширина спектра Δωs = ωmax − ωmin ва-
рьировалась.
На рис. 7 приведены зависимости от Δωs/ω0 от-

ношения kn = δsn/δs1. Это отношение характери-
зует степень подавления вынужденного рассеяния
при многочастотном облучении мишени по сравне-
нию с облучением на одной частоте. Из рис. 7 сле-
дует, что доля рассеяния падает с ростом числа гар-
моник. При n = 11 рассеяние можно подавить почти
в два раза.
Зависимости на рис. 7 можно объяснить влияни-

ем следующих факторов. Резкое уменьшение отно-
шения kn в окрестности точки Δωs/ω0 = 0 связано с
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тем, что суммарная длина биений, в которых могут
возникать возмущения плотности плазмы, сокраща-
ется и сравнивается с характерным размером изме-
нения скорости Lu. Этот размер, согласно выраже-
нию (12), определяет величину рассеяния при одно-
частотном облучении. Суммарная длина, где возни-
кают возмущения плотности, уменьшается с ростом
числа гармоник.

При увеличении числа гармоник область рассе-
яния распадается на отдельные подобласти, и чис-
ло подобластей растет (см. рис. 3б и 6). При уве-
личении Δωs/ω0 для фиксированного значения n

размер одной подобласти с возмущениями плотно-
сти уменьшается, а число подобластей растет, так
как в этом случае Lu значительно больше размера
одной подобласти. Действительно, увеличение Δωs,
согласно (23), (24), равносильно сжатию оси време-
ни и уменьшению временного периода волн биений.
При фиксированной групповой скорости этих волн,
dω/dk = cε1/2, где ε берется при ω = ω0, увеличение
Δωs приводит к уменьшению длин волн биений. При
этом число подобластей с возмущениями плотности
возрастает, так как Lu почти не изменяется.

Отметим, что на рис. 7 кривые δsn/δs1 начи-
наются при Δωs/ω0 > 0. Это связано с тем, что
рассматривался импульс с конечной длительностью
τ = 0.6 нс, которая приводит к конечной, не рав-
ной нулю, ширине спектра Δωτ . В задаче необходи-
мо выполнение условия Δωs � Δωτ для того, чтобы
произошло усреднение поглощенной энергии за вре-
мя значительно большее, чем период волны биения.

В работе [11] получены зависимости, аналогич-
ные приведенным на рис. 7, для случаев n = 2, 3

и для сплошного спектра с относительной шириной
Δωs/ω0. В случае n = 2, 3 результаты оказались ка-
чественно похожими приведенным на рис. 7. В слу-
чае сплошного спектра в работе [11] показана воз-
можность полного подавления вынужденного рассе-
яния. В нашей модели рассматривается дискретный
набор частот, а сплошной спектр может быть рас-
смотрен как предел при увеличении числа гармо-
ник до бесконечности. Согласно рис. 7, тенденция
к уменьшению вынужденного рассеяния наблюда-
ется при увеличении числа гармоник. Вопрос о пол-
ном подавлении остается открытым, так как модель
работы [11] не точно учитывает волны биений (не
учитывается вторая производная по времени от ам-
плитуды поля). Всегда будет некоторая окрестность
критической плотности, в которой групповая ско-
рость волн близка к нулю и возникнет небольшое
рассеяние.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Вынужденное рассеяние CBET может значи-
тельно снизить эффективность поглощения лазер-
ного излучения в плазме. Одним из способов по-
давления рассеяния CBET является использование
многочастотного лазерного излучения. Рассмотре-
ны условия, при которых возможно частично пода-
вить рассеяние CBET и увеличить долю поглощен-
ной лазерной энергии. Приведена аналитическая
теория рассеяния CBET при взаимодействии двух
встречных электромагнитных волн с ионно-звуко-
вой волной в неоднородной разлетающейся плазме.
Получены формулы, позволяющие вычислить коэф-
фициент рассеяния и долю рассеянного потока из-
лучения по заданным параметрам лазерного излу-
чения и плазмы.
Проведено численное моделирование процес-

са облучения CH2-мишени лазерным импульсом.
Численная модель основывается на уравнениях
гидродинамики плазмы с учетом пондеромоторной
силы и уравнениях Максвелла для излучения,
имеющего спектр близких частот. В модели самосо-
гласованным образом учитываются возникновение
мелкомасштабных возмущений плотности, на кото-
рых происходит рассеяние излучения, и обратное
влияние рассеяния на размер неоднородности
средней плотности плазмы. Показано, что при
многочастотном режиме облучения мишени удается
увеличить долю поглощенной лазерной энергии в
плазме за счет частичного подавления рассеяния
CBET. В случае двух близких частот (n = 2)
отношение kn = δsn/δs1 = 0.87, где δsn — доля
рассеянной энергии излучения, состоящего из n

гармоник. С ростом числа гармоник в излучении
величина kn уменьшается: kn = 0.68 при n = 5,
kn = 0.51 при n = 11. Такие значения kn достига-
ются при значениях Δωs/ω0, лежащих в диапазоне
0.5–1.5% в зависимости от числа гармоник (Δωs —
ширина спектра). При Δωs/ω0 > 1.5% значения kn
меняются слабо.

Финансирование. Исследование выполнено
при финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект №21-11-00102).
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Представлен краткий обзор результатов исследования коллапса звуковых волн в средах с положительной
дисперсией, который описывается в рамках трехмерного уравнения Кадомцева –Петвиашвили (КП) [1].
Рассмотрена неустойчивость КП одномерных солитонов в длинноволновом пределе с помощью разло-
жения для соответствующей спектральной задачи. Продемонстрировано, что неустойчивость КП имеет
место также для двумерных солитонов в рамках трехмерного уравнения КП с положительной диспер-
сией. Согласно [2] эта неустойчивость относится к самофокусировочному типу. Нелинейная стадия этой
неустойчивости представляет собой коллапс. Одним из критериев коллапса является неограниченность
гамильтониана снизу при фиксированной проекции импульса, совпадающей с L2-нормой. Этот факт
следует из масштабных преобразований, сохраняющих эту норму постоянной. Коллапс по этой причине
можно представлять как процесс падения частицы в самосогласованном неограниченном потенциале.
Показано, что излучение волн из области с отрицательным гамильтонианом, благодаря его неограничен-
ности снизу, способствует коллапсу волн. Этот сценарий был подтвержден численными экспериментами
[3,4]. Представлены два аналитических подхода исследования коллапса: с помощью вариационного мето-
да и квазиклассического приближения. В отличие от нелинейного уравнения Шредингера с фокусирую-
щей нелинейностью особенность квазиклассического подхода для описания звукового коллапса состоит
в том, что этот метод предложен для трехмерного уравнения КП как системы с гидродинамической
нелинейностью. В рамках квазиклассического описания найдено семейство автомодельных коллапсов.
Верхняя граница этого семейства соответствует сильному коллапсу, при котором энергия, захваченная в
особенность, конечна. Существование такого режима подтверждается также с помощью вариационного
подхода. Другая граница коллапсирующей иерархии совпадает с автомодельным решением трехмерного
уравнения КП, описывающим наиболее быстрый слабый коллапс.

DOI: 10.31857/S004445102207015X
EDN: EFCRQF

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время хорошо известно, какую роль
в нелинейной физике играет коллапс волн — процесс

* E-mail: kuznetso@itp.ac.ru

образования особенности за конечное время (см., на-
пример, обзор [5]). Если уединенные волны — соли-
тоны — характерны для низкоразмерных нелиней-
ных волновых систем, то коллапсы, в отличие от со-
литонов, типичны для многомерных систем. Причи-
на такого поведения, как известно, связана с усиле-
нием нелинейности с ростом размерности простран-
ства. Например, для одномерных нелинейных вол-
новых систем, таких как уравнения Кортевега – де
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Вриза (КДВ) или нелинейные уравнения Шредин-
гера, солитоны играют существенную роль в их ди-
намике. С гамильтоновой точки зрения, солитоны
в этих моделях, являясь стационарными точками
гамильтониана H при фиксации соответствующих
младших положительно определенных интегралов
движения, реализуют минимум H и тем самым ока-
зываются устойчивыми по Ляпунову. Как правило,
гамильтонианы для этих моделей имеют два вклада,
соответствующих волновой дисперсии (положитель-
но определенной) и нелинейности. Баланс этих двух
факторов приводит к существованию солитонов в
таких моделях. В отличие от устойчивых по Ляпу-
нову солитонов коллапс возникает в волновых сис-
темах с неограниченными гамильтонианами. Ког-
да гамильтониан является неограниченным функ-
ционалом (снизу или сверху), коллапс волн, приво-
дящий к образованию особенности, представляется
наиболее вероятным сценарием поведения нелиней-
ной волновой системы. В этом случае коллапс подо-
бен процессу падения частицы в самосогласованном
потенциале (см., например, [4–6]).
Основная цель настоящей статьи — дать крат-

кий обзор результатов, полученных при изучении
коллапса звуковых волн в средах со слабой поло-
жительной дисперсией. Такой коллапс можно опи-
сать в рамках уравнения Кадомцева –Петвиашвили
(КП) [1, 2]. Как известно (см., например, [7]), вол-
ны акустического типа в жидком гелии He4 при
температурах ниже лямбда-точки для некоторой об-
ласти давлений имеют положительную дисперсию.
Положительной дисперсией обладает также спектр
Боголюбова для волн малой амплитуды в газовых
бозе-эйнштейновских конденсатах с отталкиванием
между атомами в рамках уравнения Гросса –Пи-
таевского [8, 9]. В сильно замагниченной плазме с
β = 8πp/B2 � 1 быстрые магнитоакустические вол-
ны представляют собой другой пример волн акусти-
ческого типа с положительной дисперсией, реализу-
ющийся практически для всех углов распростране-
ния (см. [4], где этот вопрос подробно обсуждается).
Уравнение КП, как известно, представляет собой

многомерное обобщение уравнения КДВ. Напом-
ним, что уравнение КДВ для акустических волн со
слабой дисперсией может быть выведено исходя из
систем гидродинамического типа с помощью много-
масштабного разложения (см., например, [10]). Дис-
персия разного типа (положительная или отрица-
тельная) для уравнения КДВ проявляется в том,
что для солитонов КДВ знак отклонения плотности
от среднего значения противоположен знаку диспер-
сии. При положительной дисперсии это ямы плотно-

сти, которые распространяются со скоростью, мень-
шей скорости звука cs. Ситуация для отрицательной
дисперсии обратная: солитоны представляют собой
горбы плотности, движущиеся со скоростью, боль-
шей cs (в частности, для гравитационных волн в
пределе мелкой воды такие солитоны представля-
ют собой движущиеся с постоянной скоростью воз-
вышения водной поверхности). Именно это физи-
ческое свойство — корреляция между отклонением
плотности от равновесной и знаком дисперсии — яв-
ляется ключевым моментом для понимания проис-
хождения неустойчивости КП одномерных солито-
нов по отношению к поперечным возмущениям [1].
Солитоны в средах с отрицательной дисперсией ока-
зываются устойчивыми, а при положительной дис-
персии — неустойчивыми. Как было указано Кадом-
цевым [2], эта неустойчивость имеет самофокусиро-
вочную природу.
Уравнение КП учитывает не только дисперсию,

но и дифракцию звуковых пучков в направлении,
поперечном к их распространению. Уравнение КП
может быть получено по той же схеме, что и урав-
нение КДВ, с учетом нелинейной перенормировки
скорости звука, линейной дисперсии и дифракции;
все эти факторы считаются слабыми по сравнению
с основным распространением (скажем, вдоль x)
акустических пучков со средней скоростью звука
cs и по этой причине они могут быть учтены пер-
турбативно. Очевидно, что распространение пуч-
ка со скоростью cs можно исключить с помощью
преобразования Галилея. Остальные малые члены,
однако, могут быть одного порядка. Гамильтонова
структура уравнения КП с учетом дифракционно-
го члена остается такой же, как и в случае уравне-
ния КДВ. Гамильтониан H уравнения КП из-за ди-
фракции получает дополнительный квадратичный
вклад. В случае положительной дисперсии квадра-
тичная часть H оказывается положительно опре-
деленной (в случае отрицательной дисперсии квад-
ратичный вклад не является знакоопределенным).
Как и уравнение КДВ, уравнение КП кроме H со-
храняет x-проекцию импульса P , которая является
положительно определенной величиной. Динамика
звуковых волн с положительной дисперсией, опи-
сываемая уравнением КП, существенно зависит от
размерности пространства d.
Как было показано в работе [11], двумерное урав-

нение КП принадлежит к интегрируемым моделям,
обладающим представлением Лакса, что дает воз-
можность эффективно исследовать эту модель с по-
мощью метода обратной задачи рассеяния. Приме-
нение этого подхода позволило аналитически найти
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локализованное двумерное солитонное решение, так
называемый ламп [12]. Отметим, что впервые такие
решения были обнаружены численно Петвиашви-
ли [13]. В виде солитона ламп, двигающийся вдоль
оси x с постоянной скоростью, представляет собой
стационарную точку гамильтониана при фиксиро-
ванном импульсе P . Как было показано [14], при
фиксированном P гамильтониан оказывается огра-
ниченным снизу функционалом, достигая своего ми-
нимума, соответствующего солитонному решению.
По этой причине двумерное солитонное решение —
ламп — оказывается устойчивым по Ляпунову при
d = 2.
Однако в трехмерной геометрии ситуация кар-

динально меняется: гамильтониан КП оказывается
неограниченным снизу функционалом (см. [3,4,14]),
что легко проверяется путем применения двух неза-
висимых масштабных преобразований вдоль оси x и
в поперечной плоскости, для каждого из которых P
остается инвариантным. Именно это свойство стало
отправной точкой для проведения численных экс-
периментов по наблюдению коллапса [3] (см. так-
же [4]).
Результаты этих численных экспериментов по-

казали тенденцию к формированию сингулярности
за конечное время. В этих расчетах было изучено
влияние излучения волн малой амплитуды на про-
цесс схлопывания. Было показано, что излучение
способствует коллапсу, приводящему к образованию
особенностей слабого типа, когда волновая энергия,
захваченная в особенность, формально стремится
к нулю, но в действительности из-за малой дисси-
пации оказывается конечной, но достаточно малой
величиной. Как было показано в [4], для сильно
замагниченной плазмы коллапс быстрых магнито-
звуковых волн играет весьма существенную роль в
динамике косых (относительно среднего магнитно-
го поля) ударных волн, определяя тонкую струк-
туру фронта и его ширину. Коллапс в этом случае
представляет собой эффективный механизм переда-
чи энергии волн ионам.
Необходимо отметить, что примерно в то же

время, когда проводились численные эксперименты
по наблюдению коллапса звуковых волн, т. е. около
1985 г., в рамках нелинейного уравнения Шрединге-
ра (НУШ) разрабатывалась трехмерная квазиклас-
сическая теория волнового коллапса [6]. В рамках
этой теории дана классификация волновых коллап-
сов, начиная с сильного коллапса, когда захвачен-
ная в особенность энергия конечна, и заканчивая
слабыми коллапсами. В [6] (см. также обзор [5]) бы-
ло установлено, что решение в виде сильного кол-

лапса для трехмерного НУШ соответствует квази-
классическому сжатию волнового пакета как цело-
го. Кроме того, было указано на существование це-
лого семейства квазиклассических слабых коллап-
сов. Верхняя граница этого семейства совпадает с
автомодельным решением НУШ, которое описывает
наиболее быстрый процесс формирования особенно-
сти в режиме слабого коллапса.
В настоящем обзоре представлена квазикласси-

ческая теория акустического коллапса на основе ра-
боты [15]. Такого рода описание коллапсов примени-
тельно к звуковым волнам с положительной диспер-
сией имеет ряд особенностей, связанных с нелиней-
ностью гидродинамического типа, отличной от той,
которая есть в НУШ. Несмотря на это, удается раз-
вить вариационный подход для трехмерного урав-
нения КП. Как известно, такой подход может пре-
тендовать лишь на некоторое качественное описание
коллапса. Важно отметить, что решение в рамках
вариационного подхода к НУШ дало ту же автомо-
дельность, что и точное квазиклассическое решение,
найденное в [6]. Такое же поведение прослеживает-
ся и относительно акустического коллапса в квази-
классическом пределе. Для трехмерного уравнения
КП, как и для трехмерного НУШ, находятся авто-
модельности для целого семейства квазиклассиче-
ских коллапсирующих распределений.
Следует отметить, что в рамках трехмерного

уравнения КП можно увидеть много общего в зада-
че о коллапсе в уравнении КДВ со степенной нели-
нейностью (∼ up−2ux), другом примере системы с
гидродинамической нелинейностью [16]. Это уравне-
ние демонстрирует критическое поведение при сте-
пени p = 6. При меньшем значении p гамильтони-
ан оказывается ограниченным снизу при фиксиро-
ванном импульсе P . В этом случае солитоны реали-
зуют минимум H и, соответственно, устойчивы по
Ляпунову [17] (см. также [5]). При p ≥ 6 гамильто-
ниан становится неограниченным функционалом, и
поэтому в таком случае возникает коллапс, что чис-
ленно наблюдалось в [16]. Отметим, что для коллап-
са в уравнении КДВ со степенной нелинейностью
так же, как и для трехмерного уравнения КП, нахо-
дятся автомодельности для целого семейства квази-
классических коллапсирующих распределений, име-
ется соответствие между квазиклассическим авто-
модельным решением и предсказаниями вариацион-
ного подхода.
Статья организована следующим образом. В

разд. 2 обсуждаются общие свойства уравнения КП
для сред с положительной дисперсией. Вначале в ка-
честве примера приводится вывод уравнения КП с

10 ЖЭТФ, вып. 1 (7)
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помощью дефокусирующего НУШ на основе приме-
нения многомасштабного разложения (об этом ме-
тоде см., например, [10]). В этом случае одномер-
ный солитон (солитонное решение уравнения КДВ)
представляет собой яму плотности, распространяю-
щуюся со скоростью, меньшей средней скорости зву-
ка. Именно это свойство является ключевым в пони-
мании природы неустойчивости КП [1,2]. Далее мы
обсуждаем гамильтонову структуру уравнения КП
и общие свойства солитонов как стационарных то-
чек гамильтониана при фиксированном импульсе P .
Найдено, как значение гамильтониана на солитон-
ных решениях при произвольной размерности d вы-
ражается через импульс солитонов. Эти соотноше-
ния получаются с помощью масштабных преобразо-
ваний, сохраняющих P . Раздел 3 посвящен неустой-
чивости КП солитонов относительно длинноволно-
вых поперечных возмущений. Вначале рассмотрена
задача об устойчивости одномерных (КДВ) солито-
нов, ключевая по нашему мнению, с помощью мето-
да, предложенного в работе [14]. Далее этот подход
используется при анализе неустойчивости двумер-
ных солитонов КП относительно трехмерных возму-
щений (аналог трехмерной неустойчивости КП). На
основе этого метода была предсказана неустойчи-
вость типа КП для серых/темных солитонов в рам-
ках дефокусирующего НУШ [18]. Факт существо-
вания этой неустойчивости был подтвержден экс-
периментально, а также численно в работах [19, 20]
при стационарном распространении электромагнит-
ных волн в дефокусирующих керровских средах. В
этих работах было выяснено, что нелинейная ста-
дия этой неустойчивости приводит к образованию
периодической цепочки точечных вихрей (см. так-
же [21]).
В этом же разделе рассмотрена задача об устой-

чивости двумерных солитонов для дефокусирующе-
го НУШ. Солитоны такого типа имеют ряд особен-
ностей. Когда глубина ям плотности солитона до-
статочно мала, такие солитоны асимптотически сов-
падают с лампами. С увеличением глубины в со-
литоне и соответственно уменьшением его скорости
V , как было впервые численно показано в [22], су-
ществует некоторое критическое значение Vcr, при
котором плотность в центре солитона обращается в
нуль. Ниже этого критического значения солитон-
ное решение претерпевает бифуркацию, связанную
с появлением двух нулей в плотности, соответству-
ющих двум вихрям с противоположными циркуля-
циями. Это дипольная пара, распространяющаяся в
направлении, перпендикулярном диполю. При даль-
нейшем уменьшении скорости солитонов эта пара

превращается в вихревую пару для двумерной гид-
родинамики Эйлера. Как показано в [23], все это
семейство двумерных солитонов неустойчиво отно-
сительно поперечных возмущений (вдоль третьей
оси z). Для малой амплитуды солитона эта неустой-
чивость представляет собой аналог неустойчивости
КП для лампа; для солитонов, распространяющих-
ся со скоростями меньше критической, эта неустой-
чивость переходит в неустойчивость Кроу, которая
впервые была открыта для дипольной вихревой па-
ры в рамках несжимаемых уравнений Эйлера [24].

В разд. 4 рассматривается вопрос о коллапсе для
трехмерного уравнения КП. Показана неограничен-
ность гамильтониана H снизу, следующая из скей-
линговых преобразований, сохраняющих P . Вслед-
ствие неограниченности гамильтониана излучение
волн малой амплитуды из области с отрицательным
значением H способствует коллапсу, благодаря че-
му происходит формирование особенностей слабого
типа. Далее представлены два аналитических под-
хода исследования коллапса: с помощью вариаци-
онного метода и квазиклассического приближения.
Выяснено, что решение квазиклассических уравне-
ний Уизема для сильного коллапса и анзац в рамках
вариационного подхода имеют вблизи особенности
одинаковую автомодельную асимптотику. В рамках
квазиклассического описания найдено семейство ав-
томодельных коллапсов. Верхняя граница этого се-
мейства соответствует сильному коллапсу, при ко-
тором энергия, захваченная в особенность, конечна.
Существование такого режима подтверждается так-
же исходя из вариационного подхода. Другая гра-
ница коллапсирующей иерархии совпадает с авто-
модельным решением трехмерного уравнения КП,
описывающим наиболее быстрый слабый коллапс.

В Заключении перечислены основные результа-
та данного обзора и обсуждены проблемы, которые
остаются до сих пор нерешенными. Среди этих про-
блем важнейшая относится к нахождению достаточ-
ного условия коллапса. Напомним, что для фоку-
сирующего НУШ впервые такой критерий был по-
лучен в двумерном случае Власовым, Петрищевым
и Талановым [25], а затем обобщен Захаровым на
трехмерное НУШ [26]. Как для d = 2, так и для
d = 3 достаточным условием коллапса является от-
рицательность гамильтониана H.
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2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ
КАДОМЦЕВА–ПЕТВИАШВИЛИ И
СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ

Рассмотрим вначале общие свойства уравнения
КП с положительной дисперсией, часто называемо-
го уравнением КП-I. Прежде всего покажем, как это
уравнение выводится исходя из уравнения движе-
ния для сред с гидродинамической нелинейностью.
В качестве примера рассмотрим дефокусирующее
нелинейное уравнение Шредингера:

i
∂ψ

∂t
+

1

2
Δψ + (1− |ψ|2)ψ = 0. (1)

Это уравнение записано в безразмерном виде. При-
менительно к газовым бозе-эйнштейновским кон-
денсатам (БЭК) при температуре T → 0 величи-
на ψ имеет смысл волновой функции конденсата
(в этом контексте уравнение (1) называется уравне-
нием Гросса –Питаевского), |ψ|2 представляет собой
плотность конденсата n. В нелинейной оптике ψ —
огибающая волнового пакета электрического поля
в средах с дефокусирующей керровской нелинейно-
стью.
Будем предполагать, что волновая функция

стремится к 1 при r → ∞, а соответственно плот-
ность n → 1. В этом случае, как хорошо известно,
волны малой амплитуды имеют закон дисперсии

ω = k
√

1 + k2/4, (2)

это так называемый спектр Боголюбова. При k → 0

этот спектр преобразуется в закон дисперсии аку-
стического типа с положительной дисперсией

ω = k(1 + k2/8 + . . .), (3)

где скорость звука cs = 1. Чтобы вывести отсюда
уравнение КП из (1), рассмотрим пучок звуковых
волн малой (но конечной) амплитуды, распростра-
няющийся в основном в одном направлении (ска-
жем, вдоль x) с малым угловым распределением
(k⊥/kx � 1). Последнее означает, что для таких вол-
новых пучков дисперсионное соотношение (3) запи-
сывается в виде

ω = kx

[
1 +

k2x
8

+
1

2

(
k⊥
kx

)2
]
. (4)

В этом случае первый член в скобке может быть ис-
ключен с помощью галилеевского преобразования в
систему координат, двигающуюся со скоростью зву-
ка вдоль оси x, так что (4) имеет стандартный для
КП вид закона дисперсии:

Ω = kx

[
k2x/8 +

1

2
(k⊥/kx)

2

]
. (5)

Данный закон дисперсии учитывает как слабую по-
ложительную дисперсию, так и дифракцию в попе-
речном направлении. Оба эти члена в (5) становятся
одного порядка, если k4x ∝ k2⊥. Именно это простое
наблюдение является одним из ключевых при выво-
де уравнения КП.
Для вывода уравнения КП перепишем НУШ в

виде системы гидродинамического типа для плот-
ности n и фазы ϕ (ψ =

√
neiϕ):

∂n

∂t
+∇(n∇ϕ) = 0,

∂ϕ

∂t
+

1

2
(∇ϕ)2 + n− 1 =

Δ
√
n

2
√
n
.

Далее к этой системе будем применять многомас-
штабное разложение, следуя работе [10] (см. так-
же [18]).
Введем медленное время и медленные координа-

ты,
t′ = ε3t, x′ = ε(x− t), r′⊥ = ε2r⊥,

и будем искать решение этой системы в виде ряда
по степеням малого параметра ε,

n = 1 +

∞∑
k=1

ε2knk(x
′, r′⊥, t

′).

Первые два порядка легко находятся (см., напри-
мер, [10, 18]). Уравнение КП-I получается в рамках
этой теории возмущений как условие разрешимости
третьего порядка (∼ ε3):

∂

∂x

(
n1t +

3

2
n1n1x − 1

8
n1xxx

)
= −1

2
Δ⊥n1, (6)

где Δ⊥ = ∂2y + ∂2z — поперечный оператор Лапласа
(штрихи ниже опущены).
Как известно, уравнение КП (6) представляет со-

бой многомерное обобщение одномерного уравнения
КДВ (Δ⊥ = 0). В последнем случае солитонное ре-
шение имеет вид

n1 = − ν2

ch2 ν(x + ν2t/2− x0)
, (7)

оно представляет собой ямки плотности (n1 < 0),
двигающиеся со скоростью cs − ν2/2, меньшей ско-
рости звука. Отметим, что это условие имеет место
также и для многомерных солитонов. Это требо-
вание эквивалентно отсутствию черенковского ре-
зонанса между солитоном и линейными волнами
(см., например, [27]). Таким образом, в одномерном
случае скорость солитона уменьшается с увеличе-
нием амплитуды солитона. Это свойство является
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ключевым для понимания происхождения неустой-
чивости КП [1] относительно возмущений, попереч-
ных солитону КДВ. Как показал Кадомцев [2], эта
неустойчивость имеет самофокусировочный харак-
тер. Пусть солитон промодулирован в поперечном
направлении. Тогда согласно (7) области солитона с
большей амплитудой будут двигаться медленнее тех
участков, которые имеют меньшую амплитуду. В ре-
зультате области с меньшей амплитудой будут обго-
нять области с повышенной амплитудой, что при-
ведет к фокусировке фронта солитона и аккумуля-
ции его энергии. Легко понять, что эти аргументы
применимы также на нелинейной стадии неустойчи-
вости, т. е. на стадии формирования коллапса, опи-
сываемого в рамках трехмерного уравнения КП (7)
(см. следующие разделы).

2.1. Гамильтонова структура и солитоны

Прежде чем обсуждать гамильтонову структу-
ру уравнения КП, солитоны и их устойчивость, пе-
репишем (6) в стандартной форме, которую можно
получить с помощью простых замен и перемасшта-
бированием:

∂

∂x
(ut + 6uux + uxxx) = Δ⊥u. (8)

В одномерном случае это уравнение принимает
стандартный вид, принятый для уравнения КДВ.
Как и уравнение КДВ, уравнение (8) относится к
гамильтоновским уравнениям

ut =
∂

∂x

δH
δu

с гамильтонианом

H =

∫ [
u2x
2

+
(∇⊥w)

2

2
− u3

]
dr ≡ 1

2
I1+

1

2
I2−I3, (9)

где wx = u. Здесь первый член ответствен за диспер-
сию волн, второй учитывает дифракцию акустичес-
кого пучка в поперечном направлении, последний
член описывает нелинейность акустических волн.
Помимо H, уравнение КП сохраняет полный им-
пульс, x-компонента которого является положитель-
но определенной величиной,

P =
1

2

∫
u2dr.

Уравнение КДВ отсюда следует при w = 0. В пере-
менных u солитон КДВ (7) переписывается как

us =
2κ2

ch2 κ (x− 4κ2t− x0)
. (10)

Данное решение представляет собой стационарную
точку гамильтониана H при фиксированном P ,

δ(H+ V P ) = 0. (11)

Эта вариационная задача эквивалентна стационар-
ному уравнению КДВ

−V ux + 6uux + uxxx = 0 (12)

с решением (10) в виде солитона, двигающегося со
скоростью V = 4κ2. В многомерном случае, а имен-
но в рамках уравнения КП (8), солитонные реше-
ния, распространяющиеся вдоль оси x с постоян-
ными скоростями V , также являются стационарны-
ми точками H при фиксированном P . В двумерном
случае это локализованные по всем направлениям
так называемые решения в виде лампа со степенной
асимптотикой при r → ∞. Впервые такие решения
были обнаружены численно Петвиашвили [13]. За-
тем в работе [12] лампы были найдены как точные
решения уравнения КП на основе применения мето-
да обратной задачи рассеяния.
В трехмерном случае солитоны такого типа мо-

гут быть найдены численно, возможно и аналити-
чески, с привлечением схемы Хироты [28]. Пред-
ставление Хироты, как было выяснено сравнитель-
но недавно в ряде работ (см. [29–34]), применимо к
уравнению КП при произвольной размерности. Од-
нако этот вопрос — вопрос об аналитическом нахож-
дении солитонного решения в трехмерном случае —
пока остается открытым.
Несмотря на это, для солитонов уравнения КП

(8) при произвольной размерности пространства d
можно установить ряд соотношений, в частности
связь между значениями гамильтонина и импуль-
са P на солитонном решении. Эти соотношения яв-
ляются следствиями вариационной задачи (9), ко-
торая справедлива при произвольной размерности
d. Впервые этот факт был установлен в работе [14]
(см. также [3, 4]). Для этого требуется найти связи
между интегралами, входящими в H. Первое такое
соотношение между интегралами получается, если
уравнение для солитона

−V ux + 6uux + uxxx = Δ⊥w

сначала умножить на w, а затем проинтегрировать
по r. Это дает

2V P + I1 + I2 − 3I3 = 0. (13)

Два других соотношения следуют из вариационной
задачи (11) после применения масштабных преобра-
зований, сохраняющих P ,

u(x, r⊥) → a−1/2b(1−d)/2u(x/a, r⊥/b).
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При этих преобразованиях H становится функцией
масштабных параметров a и b:

H (a, b)=
1

2
a−2I1+

1

2
a2b−2I2−a−1/2b(1−d)/2I3. (14)

В соответствии с вариационной задачей (12) на со-
литонном решении производные от H(a, b) относи-
тельно a, b должны обратиться в нуль при a = b = 1,
что приводит к двум дополнительным соотношени-
ям:

−I1 + I2 +
1

2
I3 = 0, (15)

−I2 − 1− d

2
I3 = 0. (16)

Выражая далее I1, I2 и I3 из соотношений (13), (15),
(16) через Ps на солитонном решении, для Hs нахо-
дим

Hs =
2d− 5

7− 2d
V Ps.

В одномерном и двумерном случаях гамильтониан
на солитонном решении отрицателен, равный соот-
ветственно −(3/5)V Ps и −(1/3)V Ps. Более того, в
обоих случаях гамильтониан оказывается ограни-
ченным снизу при фиксированном P [14] (см. также
[5]) не только относительно масштабных преобразо-
ваний, но и относительно возмущений общего вида.
При этом H достигает своего минимума на солитон-
ном решении в одномерном и двумерном случаях.
Это означает, что солитоны при d = 1 и 2 устой-
чивы по Ляпунову. В трехмерном случае ситуация
обратная: гамильтониан на солитоне Hs = V Ps по-
ложителен, а соответствующая стационарная точка
представляет собой седло (по этой причине трех-
мерный солитон неустойчив, см. разд. 4) и, кроме
того, H оказывается неограниченным снизу функ-
ционалом. Чтобы проверить последнее, достаточно
рассмотреть линии наискорейшего спуска функции
H(a, b) a2/b = const. Неограниченный характер га-
мильтониана, обусловленный нелинейным членом,
приводит к тому, что его роль с уменьшением мас-
штабов a, b становится доминирующей по сравнению
как с дисперсионным, так и с дифракционным чле-
нами, при этом H → −∞. Как мы увидим в сле-
дующих разделах, неограниченность гамильтониана
снизу играет весьма существенную роль в формиро-
вании сингулярности, т. е. при коллапсе.

3. НЕУСТОЙЧИВОСТЬ
КАДОМЦЕВА–ПЕТВИАШВИЛИ

Неустойчивость КП для солитонов КДВ была
впервые получена Кадомцевым и Петвиашвили [1,2]

в длинноволновом пределе. Здесь мы применим ме-
тод, несколько отличающийся от того, который ис-
пользовали Кадомцев и Петвиашвили. Будет по-
казано, как можно исследовать КП-неустойчивость
одномерного солитона в длинноволновом пределе с
помощью теории возмущений, следуя [14] (см. также
[35, 36]). Отметим, что изначально этот метод был
применен при исследовании устойчивости двумер-
ных солитонов по отношению к трехмерным возму-
щениям. Позже он успешно использовался для задач
устойчивости одномерных темных/серых солитонов
относительно поперечных возмущений в рамках де-
фокусирующего НУШ [18], а также двумерных со-
литонов относительно трехмерных возмущений [23].
Впоследствии этот подход показал свою эффек-
тивность при исследовании устойчивости одномер-
ных солитонов, распространяющихся в погранич-
ном слое [37], в рамках уравнения Шриры [38] (дву-
мерное обобщение уравнения Бенджамина –Оно).

3.1. Неустойчивость солитонов
Кортевега – де Вриза

Начнем наш анализ с устойчивости одномерных
солитонов.
Решение в уравнении КП (8) будем искать в виде

u = us(x− V t) + ψ(x − V t, r⊥, t),

где ψ предполагается малым возмущением по срав-
нению с солитоном КДВ us (10).
Переходя далее в систему координат, двигающу-

юся со скоростью V , и линеаризуя уравнение (8) на
фоне us, для возмущения

ψ(x, r⊥, t) = ϕ(x) exp (−iωt+ ikr⊥)

приходим к следующей спектральной задаче:

−iω ∂

∂x
ϕ+k2ϕ = − ∂2

∂x2

(
−V + 6us+

∂2

∂x2

)
ϕ ≡ Lϕ.

Ищем решение этого уравнения в длинноволновом
пределе, разлагая ϕ и ω в ряды по малому k:

ϕ = ϕ0 + ϕ1 + ϕ2 + . . . ,

ω = ω1 + ω2 + . . .

В главном порядке

− ∂2

∂x2

(
−V + 6us +

∂2

∂x2

)
ϕ0 ≡ Lϕ0 = 0.

Сравнивая с (12), легко увидеть, что это уравне-
ние выполняется для ϕ0 = ∂us/∂x. Эта нейтрально
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устойчивая мода соответствует малому сдвигу соли-
тона как целого.
В следующем порядке имеем

−iω1
∂

∂x
ϕ0 = Lϕ1.

Чтобы найти ϕ1, рассмотрим уравнение (12), произ-
водная по V которого записывается в виде

−∂us
∂x

= − ∂

∂x

(
−V + 6us +

∂2

∂x2

)
∂us
∂V

.

Отсюда из сравнения двух последних уравнений за-
ключаем, что

ϕ1 = iω1
∂us
∂V

.

В результате второй порядок записывается как

−iω1
∂

∂x
ϕ1 + k2ϕ0 = Lϕ2. (17)

Условие разрешимости этого уравнения (для ϕ2) со-
стоит в ортогональности левой части этого уравне-
ния собственной функции χ с нулевым собственным
значением оператора, сопряженного к L,(

−V + 6us +
∂2

∂x2

)
∂2

∂x2
χ = 0.

Легко видеть, что

∂

∂x
χ = us,

т. е. χ есть гидродинамический потенциал ws соли-
тона. Отсюда, подставляя

ϕ0 =
∂

∂x
us, ϕ1 = iω1

∂us
∂V

в (17) и затем скалярно умножая на χ, получаем

ω2
1

∫
χ
∂

∂x

∂us
∂V

dx + k2
∫
χ
∂

∂x
us = 0.

Интегрирование по частям в стоящих здесь двух ин-
тегралах дает

ω2 = −k2 2P

∂P/∂V
.

Для солитона КДВ импульс P ∝ V 3/2, откуда окон-
чательно имеем

ω2 = −4V

3
k2 < 0. (18)

Таким образом, мы приходим к неустойчивости. Это
и есть неустойчивость Кадомцева –Петвиашвили.

Следует отметить, что точное выражение для ин-
кремента этой неустойчивости было найдено Заха-
ровым [40] с помощью метода обратной задачи рас-
сеяния (МОЗР), примененного к уравнению КП (8).
Причина этой неустойчивости, как объяснил Ка-

домцев в своей книге [2], связана с тем, что соли-
тоны звуковых волн с положительной дисперсией
представляют собой ямы плотности, скорость кото-
рых уменьшается с увеличением амплитуды соли-
тона (см., например, уравнение (7)). Как следствие,
если такой солитон модулируется в поперечном на-
правлении, то области с большей амплитудой бу-
дут отставать от областей с меньшей амплитудой.
Это приводит к неустойчивости самофокусировоч-
ного типа, развитие которой ведет к фокусировке
фронта солитона и аккумуляции волновой энергии.
Эти аргументы справедливы для всех упомя-

нутых выше неустойчивостей типа КП, а именно,
неустойчивостей одномерных темных/серых солито-
нов в рамках дефокусирующего НУШ относитель-
но поперечных возмущений [18], двумерных солито-
нов на фоне трехмерных возмущений [23], а также
для одномерных солитонов, распространяющихся в
пограничном слое [37], в рамках так называемого
уравнения Шриры [38]. Поскольку неустойчивость
КП относится к самофокусировочному типу, такая
аргументация может быть использована и на нели-
нейной стадии этой неустойчивости в рамках трех-
мерного уравнения КП с положительной дисперси-
ей. Следует отметить, что в двумерном случае на-
личие устойчивых двумерных солитонов — лампов
— существенно влияет на развитие неустойчивости
КП. Как показано в [39], неустойчивость на нели-
нейной стадии приводит к отщеплению от солито-
на цепочки лампов, которые, в свою очередь, также
испытывают неустойчивость относительно попереч-
ных возмущений.

3.2. Неустойчивость двумерных КП
солитонов

Рассмотрим теперь, следуя [14], задачу о линей-
ной устойчивости лампа относительно возмущений
по третьей координате z. Решение в виде лампа u =

= us(x− V t, y), распространяющегося со скоростью
V вдоль оси x, удовлетворяет стационарному урав-
нению КП,[

−V ∂2

∂x2
+

∂4

∂x4
− ∂2

∂y2

]
us + 3

∂2

∂x2
u2s = 0. (19)

Как отмечалось выше, двумерное солитонное реше-
ние этого уравнения впервые численно было полу-
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чено Петвиашвили [13]. Позднее точное решение в
виде лампа было найдено в [12] с помощью метода
обратной задачи рассеяния.
Для решения линейной задачи устойчивости

лампа будем считать возмущение малым, завися-
щим от времени и координаты z экспоненциально:

ψ = ψ(x − V t, y) exp(−iωt+ ikz).

Тогда линеаризация (8) на фоне стационарного ре-
шения уравнения (8) приводит к следующей спект-
ральной задаче:

Aψ − iω
∂ψ

∂x
= −k2ψ, (20)

где оператор

A =
∂2

∂x2
[−V + 6us] +

∂4

∂x4
− ∂2

∂y2
. (21)

Как и в предыдущем примере, решение этой задачи
на собственные значения будем искать в длинновол-
новом пределе, k → 0, в виде ряда

ψ = ψ0 + ψ1 + ψ2 + . . .

Здесь ψ0 определяется из уравнения

Aψ0 = 0,

т. е. ψ0 есть нейтрально устойчивая мода, которую
можно представить как суперпозицию двух беско-
нечно малых сдвигов солитона как целого вдоль на-
правлений x и y,

ψ0 = C1
∂us
∂x

+ C2
∂us
∂y

.

Оба сдвига, очевидно, независимые и могут быть
рассмотрены по отдельности.
В следующем порядке для первой моды имеем

Aψ01 − iω
∂

∂x
usx = 0.

Как и в одномерном случае, дифференцирование
стационарного уравнения (19) по V позволяет най-
ти ψ11:

ψ11 = iω
∂us
∂V

.

Следующий порядок записывается как

Aψ2 = −ω2 ∂
2us

∂x∂V
− k2

∂us
∂x

.

Чтобы найти ω(k) из этого уравнения, нужно вос-
пользоваться условием разрешимости — ортого-
нальностью правой части этого уравнения к соб-
ственной функции φ0 с нулевым собственным значе-
нием для оператора, сопряженного к A. Легко най-
ти, что φ0 = ws. Отсюда имеем

ω2

∫
ws

∂2us
∂x∂V

dx dy = −k2
∫
ws
∂us
∂x

dx dy.

Интегрирование по частям дает

ω2 ∂P

∂V
= −2k2P.

Для решения в виде лампа P ∼ V 1/2. В результате
мы получаем неустойчивость:

ω2 = −4k2V < 0.

Для нейтрально устойчивой моды ∂us/∂y такого ро-
да процедура приводит к устойчивости.

3.3. Неустойчивость
Кадомцева –Петвиашвили серых/темных

солитонов

Для НУШ (1) решение в виде серого/темного со-
литона ψ0(x−κt) находится в виде уединенной одно-
мерной волны, двигающейся со скоростью κ. В этом
случае ψ0(x− κt) удовлетворяет следующему обык-
новенному дифференциальному уравнению:

−iκ∂ψ0

∂x
+

1

2

∂2ψ0

∂x2
+ (1− |ψ0|2)ψ0 = 0,

|ψ0|2 → 1 при |x| → ∞.

(22)

Его решение записывается как

ψ0 = ν th ν(x− κt− x0) + iκ, κ2 + ν2 = 1. (23)

Когда κ = 0, это решение представляет собой тем-
ный солитон (или доменную стенку). Если κ �= 0, мы
имеем серые солитоны. Когда κ стремится к скоро-
сти звука (равной в наших переменных 1), эти ре-
шения трансформируются в солитоны КДВ (7).
Для решения задачи устойчивости таких солито-

нов будем следовать работе [18]. Предполагая малые
возмущения φ1 = δψ, φ2 = δψ∗, распространяющие-
ся со скоростью κ и зависящие от времени и коорди-
наты y экспоненциально, ∝ exp(−iωt+ iky), прихо-
дим к следующей спектральной задаче для матрич-
ного дифференциального оператора:

ωσ3u− 1

2
k2u+ Lu = 0, (24)

151



Е. А. Кузнецов ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022

где

σ3 =

[
1 0

0 −1

]

— матрица Паули,

u =

(
φ1

φ2

)

и

L = −iκσ3 ∂
∂x

+
1

2

∂2

∂x2
−
(

2|ψ0|2 − 1 ψ2
0

ψ∗2
0 2|ψ0|2 − 1

)

— эрмитовский оператор.
Решение этой задачи на собственные значения

будем искать, как и прежде, в длинноволновом пре-
деле (k → 0) в виде степенных рядов относитель-
но k,

u = u0 + u1 + u2 + . . . , ω = ω1 + ω2 + . . .

Здесь u0 — нейтрально устойчивая мода, Lu0 = 0,
соответствующая бесконечно малым сдвигам соли-
тона как целое,

u0 =
∂

∂x

(
ψ0

ψ∗
0

)
.

В следующем порядке имеем

ωσ3u0 + Lu1 = 0.

Что касается u1, то оно находится с помощью того
же трюка, который мы использовали в предыдущем
разделе. Дифференцируя уравнение (22) по скорос-
ти κ, получаем

u1 = iω
∂

∂κ

(
ψ0

ψ∗
0

)
. (25)

Если подставить (23) в это выражение, то получит-
ся, что u1 стремится к постоянному значению при
|x| → ∞. На первый взгляд поэтому кажется, что
u1 принадлежит непрерывному спектру и не может
обеспечить неустойчивость, поскольку возмущения
из непрерывного спектра, очевидно, устойчивы. На
самом деле, как было продемонстрировано в [18], в
этом случае необходимо учитывать более аккуратно
асимптотическое поведение этой функции на беско-
нечности на основе точного линеаризованного урав-
нения (24) путем решения задачи сшивки асимпто-
тик. Проведенный анализ [18] дает, что u1 при |x| →
→ ∞ затухает экспоненциально с показателем ∼ k

и по этой причине принадлежит связанному состо-
янию.
Второй порядок записывается как

ωσ3u1 − 1

2
k2u0 = −Lu2.

Разрешимость этого уравнения приводит к следую-
щей зависимости ω(k):

ω〈u0|σ3|u1〉 = k2

2
〈u0|u0〉,

что дает неустойчивость

ω2 = −k
2ν2

3
< 0.

Отметим, что при малых ν2 = 1 − κ2 � 1 инкре-
мент этой неустойчивости совпадает с найденным
для солитона КДВ (ср. с (18)). Данная неустойчи-
вость представляет собой естественное продолже-
ние неустойчивости КП для серых (темных) соли-
тонов. В заключение этого раздела необходимо от-
метить, что неустойчивость темных солитонов была
подтверждена экспериментально, а также численно
[19, 20]. В этих работах, в частности, показано, что
нелинейная стадия неустойчивости солитона приво-
дит к образованию дорожки точечных вихрей, ана-
логичных вихревой дорожке фон Кармана в жидко-
стях.

3.4. Двумерные солитоны НУШ и их
устойчивость

В заключение этого раздела рассмотрим двумер-
ные солитоны НУШ в рамках уравнения (1). Эти
солитоны имеют много общих свойств с решением в
виде лампов.
Мы ограничимся рассмотрением только осесим-

метричных солитонов

ψ0(x
′, y) = ψ0(x

′,−y), x′ = x− V t,

которые представляют собой стационарные точки
гамильтониана H при фиксированном полном им-
пульсе P (очевидно, имеющим только одну ненуле-
вую x-проекцию):

δ(H − V P ) = 0, (26)

где

H =
1

2

∫ [|∇ψ|2 + (|ψ|2 − 1)2
]
dx dy, (27)

P =
i

2

∫ [
ψ
∂ψ∗

∂x
− ψ∗ ∂ψ

∂x

]
dx dy. (28)
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Пусть ε есть энергия солитона — значение гамиль-
тониана на солитонном решении, и P — его импульс.
Тогда, согласно (26), скорость солитона V записы-
вается через ε и P в следующем виде:

V =
∂ε

∂P
. (29)

Вариационная задача (26) позволяет так же, как
для лампов, выразить все интегралы в (27) на соли-
тонном решении через ε и P (28).
Для этого выполним два независимых масштаб-

ных преобразования вдоль осей x и y:

ψ0(x, y) → ψ0(ax, y), ψ0(x, y) → ψ0(x, by),

где a и b — скейлинговые параметры. Отсюда бла-
годаря (26) легко получить два соотношения:

∂

∂a
(H − V P )|a=1 =

∂

∂b
(H − V P )|b=1 = 0,

из которых следуют значения интегралов на соли-
тонном решении:

∫ ∣∣∣∣∂ψ∂x
∣∣∣∣
2

dx dy = ε,

∫ ∣∣∣∣∂ψ∂y
∣∣∣∣
2

dx dy = ε− V P,∫
(|ψ|2 − 1)2dx dy = V P.

Сравнивая с (29), отсюда мы получаем неравенство

ε

P
>

∂ε

∂P
,

которое для линейных волн в соответствии со спек-
тром Боголюбова (2) имеет противоположный знак,

ω

k
<
∂ω

∂k
.

Отметим еще раз, что скорость солитона должна
быть меньше минимальной фазовой скорости ли-
нейных волн, в нашем случае это скорость звука
(cs = 1). Напомним, что это требование эквивалент-
но отсутствию черенковского резонанса между со-
литоном и линейными волнами.
Легко видеть, что вариационная задача (26) сво-

дится к нахождению решения стационарного урав-
нения для солитонов

−iV ∂ψ0

∂x
+

1

2
∇2ψ0 + (1− |ψ0|2)ψ0 = 0. (30)

Когда ямы плотности (интенсивности) малы, но
cs − V > 0, решение этого уравнения будет прибли-
жаться к двумерному солитону КП (лампу) и соот-
ветственно уравнение (30) переходить в стационар-
ное уравнение КП (19). Отсюда сразу можно сде-
лать вывод, что эти двумерные солитоны в преде-
ле мелких ям будут подверженыКП-неустойчивости
относительно модуляций вдоль направления z. Для
большей амплитуды солитона данный вопрос требу-
ет дополнительного анализа.
Увеличение глубины этих ям и соответственно

уменьшение скорости солитона V , как впервые было
численно показано в работе [22], происходит вплоть
до некоторого критического значения Vcr. Для это-
го значения скорости плотность в центре солитона
обращается в нуль. Ниже этого критического значе-
ния солитонное решение претерпевает бифуркацию,
связанную с появлением двух нулей плотности, со-
ответствующих двум вихрям с противоположными
циркуляциями. Это дипольная пара, распространя-
ющаяся в направлении, перпендикулярном диполю.
При дальнейшем увеличении скорости солитона эта
пара нулей превращается в вихревую пару для дву-
мерной гидродинамики Эйлера.
Покажем теперь, следуя [23], что все семейство

двумерных солитонов неустойчиво по отношению
к поперечным (относительно оси z) возмущениям.
Очевидно, что при малой амплитуде солитона эта
неустойчивость совпадает с КП-неустойчивостью
лампа в полном согласии с результатами предыду-
щих разделов. Для солитонов, распространяющих-
ся со скоростями ниже критической, эта неустойчи-
вость с ростом расстояния между вихрями перехо-
дит в неустойчивость, открытую впервые Кроу для
диполей двух точечных вихрей в случае идеальных
несжимаемых жидкостей [24].
В длинноволновом пределе инкремент для все-

го семейства солитонных решений находится по той
же схеме, что и выше. Для малых возмущений, рас-
пространяющихся со скоростью V , которые в этой
системе отсчета зависят от z и t экспоненциально,
∼ exp(−iωt+ ikz), мы приходим к следующей зада-
че на собственные значения:

ωσ3u− 1

2
k2u+ Lu = 0, (31)

где вместо второй производной по x в операторе L
для спектральной задачи (24) стоит оператор Ла-
пласа относительно x и y:

L = −iκσ3 ∂
∂x

+
1

2
Δ−

(
2|ψ0|2 − 1 ψ2

0

ψ∗2
0 2|ψ0|2 − 1

)
.
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В этом случае, как и раньше, ищем решение (31) в
виде степенных рядов относительно малых k:

u = u0 + u1 + u2 + . . . , ω = ω1 + ω2 + . . .

В нулевом приближении, Lu0 = 0, мы имеем две без-
различно устойчивых моды, соответствующих двум
независимым малым сдвигам солитона,

u0 = C1u01 + C2u02,

где

u01 =
∂

∂x

(
ψ0

ψ∗
0

)
, u02 =

∂

∂y

(
ψ0

ψ∗
0

)
,

C1 и C2 — константы.
Уравнение следующего порядка для первой мо-

ды, соответствующей малому сдвигу u01,

ωσ3u01 + Lu11 = 0,

имеет решение, аналогичное (25),

u1 = iω
∂

∂V

(
ψ0

ψ∗
0

)
.

Последующая процедура нахождения инкремента,
аналогичная предыдущей, дает следующее выраже-
ние для ω2:

ω2 =
ε

∂P/∂V
k2.

Как было показано аналитически в работе [23], про-
изводная ∂P/∂V отрицательна в двух предельных
случаях: для лампа и для солитонов с малыми ско-
ростями V � cs = 1. В первом случае

γ2 = 2(1− V )k2 > 0,

что совпадает с квадратом инкремента неустойчи-
вости для лампа. Для малых скоростей V → 0 рас-
стояние L между вихрями растет пропорционально
V −1, а энергия ε ≈ 2π log(1/V ). Тогда из опреде-
ления скорости (29) следует отрицательность иско-
мой производной: ∂P/∂V = −2πV −2. В результате в
этом пределе мы получаем неустойчивость с инкре-
ментом γ, квадрат которого

γ2 = 2(kV )2 log(1/V ) > 0.

Этот инкремент совпадает с выражением для ин-
кремента неустойчивости Кроу [24] для двух ан-
типараллельных точечных вихрей для идеальных
несжимаемых жидкостей.

В общем случае, согласно численным результа-
там [22], производная ∂P/∂V отрицательна для все-
го семейства двумерных солитонов.
Таким образом, две неустойчивости, т. е. неустой-

чивости КП и Кроу, в некотором смысле аналогич-
ны друг другу. Неустойчивость КП при уменьше-
нии скорости солитона переходит в неустойчивость
Кроу, и поэтому эти неустойчивости следует объеди-
нить. Обе эти неустойчивости относятся к самофо-
кусировочному типу.
В заключение этого раздела хотелось бы отме-

тить, что неустойчивость типа КП может быть по-
лучена также для одномерных солитонов [37] в рам-
ках так называемого уравнения Шриры [38], описы-
вающего длинноволновые нелинейные возмущения
в пограничном слое.

4. КОЛЛАПС

Как было показано в разд. 2, гамильтониан (9)
для трехмерного уравнения КП с положительной
дисперсией при фиксированном P представляет со-
бой неограниченный снизу функционал, что следует
из скейлинговых преобразований для H(a, b) (14).
Неограниченность H возникает на малых масшта-
бах благодаря нелинейному члену. Хорошо известно
(см., например, обзор [5]), что неограниченность га-
мильтониана для нелинейных волновых систем яв-
ляется одним из основных критериев возникновения
коллапса. Коллапс в этом случае можно понимать
как процесс падения частицы в самосогласованном
неограниченном потенциале.
Обратим внимание на то, что при масштабных

преобразованиях вдоль парабол b ∝ a2 первые два
члена в (14) ведут себя как a−2, а кубический член,
ответственный за нелинейность, меняется пропор-
ционально a−5/2. По этой причине возможный кол-
лапс не является критическим — он должен быть
слабым, как мы увидим ниже, соответствует авто-
модельному коллапсу. В таких режимах излучение
волн малой амплитуды из области коллапса способ-
ствует коллапсу, что опять-таки связано с неограни-
ченностью H.
Чтобы это показать, рассмотрим некоторую об-

ласть Ω с отрицательным гамильтонианом, HΩ < 0.
Используя теорему о среднем значении, мы можем
записать оценку для максимального значения |u|max

в этой области:∫
Ω

u3dr ≤ |u|max

∫
Ω

u2dr.

154



ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022 Неустойчивость солитонов и коллапс звуковых волн. . .

Зависимости гамильтониана H, Px и максимальной амп-
литуды от времени

Используя это неравенство при выполнении условия
HΩ < 0, можно получить следующую оценку для
|u|max [4]:

|u|max ≥ |HΩ |
2PΩ

. (32)

Отсюда видно, что за счет излучения волн из этой
области отношение в правой части этого неравен-
ства со временем будет только расти. Во-первых,
излученные волны уносят положительную часть га-
мильтониана, поскольку вдали от этой области они
становятся линейными, для которых нелинейность
стремится к нулю. Это приводит к уменьшению HΩ

(т. е. гамильтониан становится более отрицательным
из-за неограниченностиH) и, соответственно, увели-
чению |HΩ|. Во-вторых, в то же время PΩ как поло-
жительная величина уменьшается. Отсюда следует,
что отношение в (32) растет, а значит, увеличива-
ется |u|max. Этот процесс, подобный испарению ка-
пель воды, приводит к формированию слабых син-
гулярностей, когда энергия захваченных в особен-
ность звуковых волн E (с точностью до постоянного
множителя совпадающая с P ) формально в момент
коллапса обращается в нуль.
Численный эксперимент [3,4] по моделированию

звукового коллапса полностью подтвердил, что из-
лучение из области каверны способствует коллап-
су. В этих численных экспериментах для цилиндри-
чески-симметричных распределений (P⊥ = 0) ста-
вились нулевые граничные условия для u по r и x,
которые в силу нелокальности уравнения КП не со-
храняют ни H, ни Px. Это позволило выяснить, как
излучение из области коллапса влияет на измене-
ния гамильтониана, импульса и максимального зна-
чения u.

На рисунке представлены зависимости гамиль-
тониана H и Px, вычисленные по области интегри-
рования, и максимальной амплитуды от времени.
Видно, что со временем происходит уменьшение им-
пульса Px и увеличение |H| при одновременном ро-
сте maxr u, это как раз свидетельствует о том, что
коллапс является слабым.
Таким образом, можно сказать, что излучение

волн из области коллапса способствует коллапсу,
ускоряет его, что приводит к образованию слабых
особенностей.

4.1. Вариационный анзац

Все изложенные выше соображения, однако, не
дают ответа на главный вопрос о конечности време-
ни формирования особенности. Мы приведем неко-
торые аргументы в пользу конечности этого време-
ни, используя так называемый вариационный метод.
Следует отметить, что этот подход является доста-
точно грубым. Например, в задаче о релаксации со-
литонов в одномерном НУШ с фокусирующей нели-
нейностью, допускающим интегрирование методом
обратной задач рассеяния, применение вариацион-
ного подхода дает неправильный ответ. Вместо ко-
лебаний солитона, предсказываемых при примене-
нии этого метода, точное решение дает затухающие
со временем колебания релаксационного типа [41].
Однако в задаче коллапса для трехмерного НУШ
оказалось, что применение вариационного подхода
продемонстрировало качественно правильное пове-
дение для описания режима сильного коллапса [6].
Как известно, действие для уравнения КП (8)

может записываться как

S =

∫ [
1

2
wtwx−1

2
w2

xx−
1

2
(∇⊥w)

2 +w3
x

]
dt dr, (33)

так что δS = 0 эквивалентно уравнению (8). Тесто-
вую функцию выберем в автомодельном виде:

w = a1/2b−1f(ξ‖, ξ⊥), u = a−1/2b−1U(ξ‖, ξ⊥), (34)

где предполагается, что скейлинговые параметры a

и b являются неизвестными функциями времени t,
ξ‖ = x/a и ξ⊥ = r⊥/b — автомодельные перемен-
ные. Функция U(ξ‖, ξ⊥) = ∂f/∂ξ‖ есть решение (8)
для трехмерного солитона с известными значениями
интегралов I1, I2 и I3, определяемых (13), (15), (16):

I1 = 6V P, I2 = I3 = 4V P.

Подставляя тестовую функцию (34) в (33) и усред-
няя по пространственным переменным, получаем

155



Е. А. Кузнецов ЖЭТФ, том 162, вып. 1 (7), 2022

следующее выражение для лагранжиана в перемен-
ных a и b:

L = a
bt
b
M −H (a, b) .

Здесь константа

M =
1

2

∫
fξ⊥∇ξ⊥Ud

3ξ,

а H(a, b) — уже известная функция, задаваемая (14)
при d = 3, исходя из скейлинговых преобразований.
Для данного лагранжиана уравнения Эйле-

ра –Лагранжа записываются в виде

Mat = −b∂H
∂b

= a2b−2I2 − a−1/2b−1I3, (35)

Mbt = b
∂H
∂a

=

= β

[
−a−3I1 + ab−2I2 +

1

2
a−3/2b−1I3

]
. (36)

Эти уравнения по построению имеют стационарное
решение в виде трехмерного солитона при a = b = 1.
Линейная устойчивость этого решения определяется
из линеаризованных уравнений (35), (36) для малых
возмущений α, β (a = 1 + α, b = 1 + β):

Mαt = V P (10α− 4β) ,

Mβt = V P (19α− 10β) .

Отсюда следует, независимо от знакаM , неустойчи-
вость этого решения с инкрементом

γ = ±2
√
6
V P

M
.

Собственный вектор неустойчивой моды имеет один
и тот же знак для обоих компонентов α и β. Та-
ким образом, солитонное решение представляет со-
бой седловую точку.
Рассмотрим теперь, что происходит на нелиней-

ной стадии этой неустойчивости. Как упоминалось
выше, при фиксированном импульсе P гамильтони-
ан трехмерного уравнения КП представляет собой
неограниченный снизу функционал. В данном слу-
чае мы имеем дело с неограниченной снизу функци-
ей H(a, b).
Ввиду гамильтоновости система (35), (36) сохра-

няет энергию E = H(a, b), что позволяет выразить b
через a:

b−1 =
1

I2a2

[
a−1/2I3 ±

√
a−1I23 − I1I2 + 2a2EI2

]
,

и далее после исключения b определить зависи-
мость a(t) вблизи особенности для обоих корней.
При a→ 0

b1 =
I2
2I3

a5/2, b2 =
2I3
I1
a3/2.

Отсюда для первого корня имеем

Mat =
2I23
I2a3

.

Это приводит к сингулярному решению

a→ (t0 − t)
1/4

, (37)

если константа M < 0. В этом случае вблизи мо-
мента коллапса t = t0 в H(a, b) дисперсионный и
нелинейный члены компенсируют друг друга. Для
положительных M решение с особенностью отсут-
ствует.
Для другого корня b = b2 при a → 0 уравнение

(35) асимптотически преобразуется к следующему:

Mat = − I1
2a2

,

которое при M > 0 имеет решение коллапсирующе-
го вида

a→ (t0 − t)
1/3

.

Для этой асимптотики нелинейный член в H (a, b) и
дифракционный член сокращаются.
Ниже будет показано, что режим (37) реализует-

ся для квазиклассических начальных условий.

4.2. Квазиклассический коллапс

Рассмотрим начальные распределения u, при ко-
торых можно пренебречь как дисперсией, так и ди-
фракцией. Тогда, по крайней мере вначале, времен-
ное поведение u будет определяться уравнением

ut + 6uux = 0,

где u зависит от r⊥ как от параметра. Как извест-
но, это уравнение описывает опрокидывание волны
или градиентную катастрофу, возникающую в неко-
торой точке r = r0. Вблизи точки опрокидывания
наше предположение относительно дисперсии и ди-
фракции становится несправедливым, и мы должны
учитывать как дифракционные, так и дисперсион-
ные члены. В результате за счет таких линейных
эффектов вблизи этой точки будет развиваться ос-
циллирующая пространственная структура. Напом-
ним, что в одномерном случае такого рода структу-
ра имеет вид расплывающегося со временем соли-
тонного цуга [42], характерного для бесстолкнови-
тельных ударных волн.
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В трехмерном случае, как мы выяснили, все ти-
пы солитонов неустойчивы. Одномерные солитоны
неустойчивы по отношению к поперечным модуля-
циям благодаря неустойчивости КП. То же утверж-
дение верно для двумерных и трехмерных солито-
нов [14]. Нелинейной стадией этой неустойчивости
должен быть коллапс. Это означает, что вместо цу-
га солитонов в одномерной геометрии следует ожи-
дать образования осциллирующих структур, содер-
жащих коллапсирующие солитоны.
Для описания структур такого типа нужно обра-

титься к квазиклассической теории. Решение в этом
случае следует представлять в виде

u = u(r, t, Φ(r, t)),

где u как функция фазы Φ является 2π-периоди-
ческой, а относительно двух первых аргументов r и
t — медленно меняющейся функцией. Зависимость
Φ(r, t) предполагается такой, что ее производные
Φt и ∇Φ являются также медленно меняющимися
функциями от r и t.
Вначале рассмотрим линейный случай, когда u

подчиняется линейному уравнению КП:

∂

∂x
(ut + uxxx) = Δ⊥u. (38)

В этой ситуации можно ограничиться зависимостью
в виде одной гармоники:

u = AeiΦ + c.c.

Тогда первый порядок в квазиклассическом прибли-
жении дает уравнение Гамильтона –Якоби,

Φt + ω(∇Φ) = 0, (39)

где

ω = ω(k) = −k3x − k2⊥
kx

есть закон дисперсии (38), а k = ∇Φ — соответствен-
но волновой вектор.
В следующем порядке получаем уравнение

непрерывности для A2 (здесь для простоты ампли-
туда A предполагается действительной величиной),

∂A

∂t
+

1

2A
div(A2v) = 0, (40)

где v = ∂ω(k)/∂k — групповая скорость (ср. с
[6, 43]).
Из-за нелинейности исходного уравнения (8)

необходимо учитывать все гармоники,

u =

∞∑
n=−∞

Ane
inΦ,

An = A−n = A∗
n.

В результате вместо (40) и (39) для n �= 0 получаем

∂An

∂t
+

1

2An
div(A2

nvn) + 3
∂

∂x
sn = 0, (41)

Φnt + ω(∇Φn) + 3Φnx
sn
An

= 0, (42)

где
Φn = nΦ, sn =

∑
n=n1+n2

An1An2 .

Для нулевой гармоники возникает отдельное урав-
нение,

∂A0

∂t
+ 3

∂

∂x
〈u2〉 = 0. (43)

Здесь

〈u2〉 =
∞∑

n=−∞
A2

n = s0.

Следует отметить, что эта бесконечная система яв-
ляется переопределенной: из (41), (42) для каждых
n,m �= 0 следуют соотношения

πn(r, t) = πm(r, t), (44)

где
πn(r, t) = n2Φ2

x − sn
An

.

На первый взгляд кажется, что эти уравнения весь-
ма сложны и вряд ли могут быть проанализиро-
ваны. В действительности данная система уравне-
ний полностью эквивалентна уравнениям, которые
следуют из процедуры Уизема [42, 44] для случая
КДВ. Прежде всего, легко найти число независи-
мых функций с учетом всех ограничений (44). Это
всего лишь три функции, в качестве которых мы мо-
жем, например, выбрать 〈u〉, 〈u2〉 и Φ. Более того,
условия (44) можно разрешить, если представить u
с помощью эллиптической функции Вейерштрасса
в виде кноидальной волны (см., например, [45]). В
результате можно получить обычную форму урав-
нений Уизема. Однако, по нашему мнению, уравне-
ния (41), (43) для исследования квазиклассическо-
го коллапса представляются более удобными, чем
уравнения Уизема.

4.3. Иерархия коллапсов

Будем искать решение системы (41)–(43) в авто-
модельном виде:

An(r, t) = (t0 − t)−αfn

(
x

(t0 − t)β
,

r⊥
(t0 − t)γ

)
, (45)
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Φ(r, t) = λ2
t∫

dt

(t0 − t)κ+1
+

+ (t0 − t)−κϕ

(
x

(t0 − t)β
,

r⊥
(t0 − t)γ

)
, (46)

где t0 — время коллапса, константа λ2 > 0, α, β, γ и
κ — неизвестные показатели.
После подстановки (45), (46) в систему (41)–(43)

легко найти, что только один показатель является
свободным (скажем, пусть это будет α), в этом слу-
чае все остальные индексы выражаются через него:

β = 1− α, γ = 1− α/2, κ = 3α/2− 1.

Таким образом, мы имеем целое семейство автомо-
дельных решений (более точно — автомодельных
подстановок). Только некоторые из этих решений
имеют физический смысл. Согласно (45), (46), про-
дольный размер коллапсирующей области (кавер-
ны) и ее поперечный размер пропорциональны со-
ответственно (t0 − t)β и (t0 − t)γ . Физическое требо-
вание состоит в том, что полный импульс каверны
P (фактически это энергия звуковых волн с точно-
стью до постоянного множителя) во время коллапса
благодаря излучению может только уменьшаться:

Pcav =
1

2

∫
cav

u2d3r ∝ (t0 − t)3−4α,

т. е. α ≤ 3/4. Отсюда видно, что режиму сильно-
го коллапса будет соответствовать α = 3/4. Следу-
ет отметить, что автомодельность для данного типа
коллапсов та же самая, что и для асимптотики (37)
в случае вариационного анзаца. Это дает основание
считать, что такой режим может существовать. Все
остальные коллапсы являются слабыми.
Для автомодельного семейства (45), (46) ниж-

няя граница определяется исходя из квазиклассиче-
ского критерия. Последнее означает, что отношение
между характерным периодом, ∼ ω−1 = (∂tΦ)

−1,
и характерным временем изменения амплитуды
∼ (t0 − t), или отношение длины волны k−1

x =

= (∂xΦ)
−1 к характерному пространственному раз-

меру амплитуды, должны быть большими (� 1).
Оба эти отношения приводят к одному и тому же
критерию:

ω(t0 − t) ∝ (t0 − t)1−3α/2,

kx(t0 − t)1−α ∝ (t0 − t)1−3α/2.

Отсюда видно, что при α > 2/3 критерий квазиклас-
сичности улучшается по мере приближения к точ-
ке коллапса. Значение α = 2/3 представляет собой

нижнюю границу этого семейства, где критерий ква-
зиклассичности нарушается. Значение α = 2/3 отве-
чает автомодельному решению трехмерного уравне-
ния КП, описывающему наиболее быстрый слабый
коллапс.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, мы продемонстрировали воз-
можность коллапса звуковых волн в средах с
положительной дисперсией на основе трехмерного
уравнения Кадомцева –Петвиашвили. Этот процесс
можно рассматривать как нелинейную стадию
КП-неустойчивости солитонов КДВ в поперечном
направлении. Эта неустойчивость имеет простое
объяснение, данное впервые Кадомцевым [2]. Соли-
тоны при положительной дисперсии представляют
собой области с пониженной плотностью, скорость
которых убывает с увеличением амплитуды соли-
тона. По этой причине при модуляции солитона в
поперечном направлении к его распространению
области с пониженной амплитудой обгоняют об-
ласти с большей амплитудой. В результате фронт
солитона испытывает неустойчивость самофоку-
сирочного типа, которая приводит к аккумуляции
солитонного распределения. Этот факт является
ключевым моментом для понимания природы
неустойчивости КП. Важно, что характер неустой-
чивости сохраняется и на ее нелинейной стадии,
которая в трехмерном случае ведет к коллапсу.
При меньших размерностях, например в двумер-
ном случае, солитон уравнения КП — ламп —
реализует минимум гамильтониана при фиксиро-
ванном импульсе P и по этой причине оказывается
устойчивым по Ляпунову. В трехмерной геометрии
солитоны представляют собой седловые точки
гамильтониана и по этой причине оказываются
неустойчивыми. Развитие этой неустойчивости
приводит к коллапсу, одним из критериев кото-
рого является неограниченность гамильтониана H
снизу при фиксированном импульсе P . Коллапс в
этом случае можно понимать как процесс падения
частицы в самосогласованном неограниченном
снизу потенциале. Благодаря неограниченности
гамильтониана образование особенности оказыва-
ется возможным за счет излучения волн малой
амплитуды из областей, имеющих отрицательные
значения H, что способствует коллапсу. При этом
излучение способствует формированию слабого
коллапса, когда захватываемая в особенность энер-
гия волн (совпадающая с точностью до множителя
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с L2-нормой) формально стремится к нулю по мере
приближения к точке особенности. Показано, что
при квазиклассическом описании коллапса звуко-
вых волн с положительной дисперсией возможно
целое семейство автомодельных коллапсирующих
режимов, начиная с сильного, когда захваченная в
сингулярность энергия конечна, вплоть до слабых
коллапсов, сопровождаемых волновым излучением.
Нижняя граница этого семейства соответствует
автомодельному решению трехмерного уравнения
КП, которое описывает наиболее быстрый из сла-
бых коллапсов. Тенденция к уменьшению H при
коллапсе за счет излучения было впервые проде-
монстрировано в численном моделировании [3, 4]. В
этих численных экспериментах было показано, что
гамильтониан каверны становится со временем все
более и более отрицательным, одновременно с этим
значение P уменьшается, что способствует росту
амплитуды в коллапсирующей области.
Несмотря на предсказания иерархии квазиклас-

сических коллапсов, роли излучения в этих процес-
сах и пр., в этой проблеме существует множество
открытых вопросов. С нашей точки зрения, наибо-
лее важным является вопрос относительно точно-
го критерия коллапса для трехмерного уравнения
КП (8), причем такого же уровня строгости, как и
критерий Власова –Петрищева –Таланова для дву-
мерного фокусирующего НУШ [25] или его обобще-
ние для трехмерного случая, найденное Захаровым
[26] (о других обобщениях см. [46]). Эти критерии
дают достаточное условие возникновения коллапса
для начальных распределений с отрицательным га-
мильтонианом. Следует особо отметить, что крите-
рий для трехмерного уравнения КП, но с кубиче-
ской нелинейностью фокусирующего типа, был по-
лучен в работе Турицына и Фальковича [47]. Соглас-
но этой работе, достаточным условием для коллапса
также является отрицательность гамильтониана.
Другой открытый вопрос касается построения

аналитического решения для трехмерного уравне-
ния КП. Напомним, что, как было показано в [11],
двумерное уравнение КП допускает представление
Лакса и соответственно применение метода об-
ратной задачи рассеяния, использование которого
показало большую эффективность в аналитических
исследованиях двумерного уравнения КП. Доста-
точно здесь упомянуть работу [12], в которой было
построено решение в виде лампа и исследована зада-
ча о рассеянии двумерных солитонов. Как известно,
существует другой подход, так называемый метод
Хироты [28], который позволяет строить некоторые
аналитические решения для большого числа инте-

грируемых моделей. Сравнительно недавно было
продемонстрировано, что трехмерное уравнение
КП также допускает представление Хироты [29,30].
Однако до сих пор все построенные решения для
трехмерного КП, основанные на этом подходе, ока-
зываются только двумерными, см. также [31–34].
Поэтому одна из главных задач — это задача
построения точных трехмерных решений, имеющих
физический смысл. Необходимо подчеркнуть, что,
строго говоря, существование представления Хи-
роты не гарантирует наличие представления Лакса.
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