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В произвольной инерциальной системе отсчета рассматривается задача о движении классического элект-
рона в поле монохроматической плоской волны произвольной поляризации (линейной, круговой или эл-
липтической). Показано, что отношение энергии, излучаемой ускоренно движущимся в поле волны элек-
троном за время равное периоду, к средней энергии колебательного движения электрона может быть
выражено через два безразмерных релятивистски инвариантных параметра. В качестве критерия, опре-
деляющего границу применимости приближения, предполагающего малое влияние торможения излуче-
нием на движение классического электрона в поле монохроматической плоской волны, принято условие
равенства энергии, излучаемой электроном за время равное периоду, и средней энергии колебательного
движения. Граница применимости приближения построена в пространстве двух безразмерных инвариант-
ных параметров. В системе отсчета, в которой электрон покоился до прихода волны с резким передним
фронтом, один из этих параметров пропорционален частоте падающей волны, а другой — ее интенсив-
ности.

DOI: 10.31857/S0044451022010011

1. ВВЕДЕНИЕ

В классической электродинамике вывод о нали-
чии силы радиационного трения, действующей на
ускоренно движущийся электрон, следует из анали-
за баланса энергии и импульса системы, включаю-
щей в себя заряженную частицу и поле, при учете
излучения. Ускоренно движущийся электрон, име-
ющий заряд q = −e, излучает. В нерелятивистском
случае мгновенная мощность P inst этого излучения
определяется [1] выражением

P inst =
2

3

e2a2

c3
, (1)

* E-mail: anatoly@sci.lebedev.ru, perestoroninav@lebedev.ru

где c— скорость света, a— абсолютное значение век-
тора трехмерного ускорения a электрона (a = |a|) .
Необходимость перехода от уравнения

mea = fext, (2)

определяющего закон движения электрона массы
me под действием внешней силы fext, к уравнению

mea = fext + frad, (3)

в котором наряду с действующей на электрон внеш-
ней силой содержится еще и сила радиационного
трения frad, возникает как результат учета балан-
са энергии и импульса в системе при излучении
[1–3], поскольку в общем случае работы, соверша-
емой над зарядом силой fext, недостаточно для то-
го, чтобы компенсировать потери энергии, возника-
ющие вследствие излучения ускоренно движущего-
ся электрона.

Хорошо известно, что в нерелятивистском слу-
чае торможение излучением оказывает малое влия-

5
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ние на движение электрона в электромагнитном по-
ле. Сравнение абсолютных значений векторов fext и
frad выполнено, например, в книге [1]. В § 75 книги
[1] показано, что условие малости∣∣frad∣∣ � ∣∣fext∣∣ (4)

сил торможения по сравнению с силой, действую-
щей на электрон со стороны волнового электромаг-
нитного поля, которое характеризуется длиной вол-
ны λ, соответствует неравенству

λ� e2

mec2
. (5)

При выводе условия (5) не учитывались числовые
коэффициенты порядка единицы и π. Если повто-
рить вычисления, сделанные в § 75 книги [1], не от-
брасывая числовые коэффициенты и используя со-
отношения

k4 =
ω

c
=

2πν

c
=

2π

λ
=

2π

c Tω
(6)

для модуля волнового вектора, обозначенного здесь
как k4, круговой частоты излучения ω, частоты ν,

длины волны λ и периода колебаний Tω монохро-
матического излучения, то условие (5) (уравнение
(75.11) в [1]) будет иметь вид

λ� 4π

3

e2

mec2
. (7)

Обозначая величину классического радиуса элект-
рона как

re =
e2

mec2
, (8)

перепишем (7) в форме

λ� 4π

3
re или ω � 3

2

c

re
. (9)

При этом сама возможность классического, не кван-
тового рассмотрения задачи о взаимодействии мо-
нохроматического излучения со свободным элек-
троном, как известно [1], ограничена в силу необ-
ходимости учета квантовых эффектов в том слу-
чае, когда энергия кванта излучения �ω = hν, где
� = h/2π—приведенная постоянная Планка, стано-
вится сравнима с энергией, соответствующей массе
покоя электрона mec

2, или длина волны излучения
становится сравнима с комптоновской длиной вол-
ны электрона

λC =
h

mec
=

2π�

mec
= 2πλC , (10)

где λC = λC/2π— приведенная комптоновская дли-
на. Как следует из определений (8) и (10) и выра-
жения для постоянной тонкой структуры

α =
e2

�c
≈ 1

137
, (11)

приведенная комптоновская длина волны электрона
λC = re/α приблизительно в 137 раз больше класси-
ческого радиуса электрона re, а для комптоновской
длины волны имеем

λC = 2πλC =
2π

α
re ≈ 861 re. (12)

При выполнении условия

λ� λC или �ω � mec
2, (13)

которое обеспечивает корректность примене-
ния классического подхода к анализу поведения
электрона в волновом поле, условие (9) также
выполняется в силу (12) и с учетом неравенства
2π/α ≈ 861 > 4π/3. Таким образом, сила тормо-
жения излучением мала по сравнению с внешней
силой, действующей на электрон со стороны вол-
нового электромагнитного поля, в том случае,
когда вообще возможен классический подход к
рассматриваемой задаче. Этот вывод сделан в
[1] в рамках предположения о том, что скорость
движения электрона в волне мала по сравнению со
скоростью света.

Кроме того, для применимости классическо-
го подхода необходимо, чтобы напряженность по-
ля волны была мала по сравнению с величиной
m2

ec
4/e3. Поля ∼ m2

ec
4/e3 являются границей, за

которой классическая электродинамика приводит к
внутренним противоречиям [1]. Поскольку интен-
сивность монохроматической плоской волны I зави-
сит только от напряженности поля волны, соответ-
ствующая этой напряженности ∼m2

ec
4/e3 интенсив-

ность ограничивает область применимости класси-
ческого подхода.

Частный случай предельно релятивистского дви-
жения классического электрона в поле монохрома-
тической плоской волны круговой поляризации был
проанализирован в работе [4]. Для системы отсчета,
в которой электрон в среднем покоится, было по-
лучено условие (уравнение (2) в [4]), при выполне-
нии которого влияние сил радиационного трения на
движение электрона превышает влияние силы, дей-
ствующей со стороны электромагнитного поля вол-
ны. Из выражения (уравнение (2) в [4]) для грани-
цы пределов применимости приближения, предпо-
лагающего малое влияние торможения излучением
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на движение классического электрона, следует, что
в рассматриваемых условиях уравнение границы в
координатах (I, ω) может быть описано зависимо-
стью I ∝ ω4/3.

Приведенные выше соотношения, определяю-
щие уравнения границ применимости приближения,
предполагающего малое влияние торможения излу-
чением на движение классического электрона в поле
монохроматической плоской волны, не имеют инва-
риантного характера, поскольку рассматриваются в
фиксированной системе отсчета, в то время как ин-
тенсивность и частота волны зависят от использу-
емой системы отсчета. Кроме того, эти оценки от-
носятся к различным частным случаям (нереляти-
вистское или релятивистское движение электрона,
круговая поляризация волны).

В настоящей работе задача о движении класси-
ческого электрона в поле монохроматической плос-
кой волны произвольной поляризации (линейной,
круговой или эллиптической) рассматривается в
произвольной инерциальной системе отсчета. Полу-
ченные результаты включают в себя частные слу-
чаи, описанные выше. Граница применимости при-
ближения построена в пространстве двух безраз-
мерных релятивистски инвариантных параметров.
В системе отсчета, в которой электрон покоился до
прихода волны с резким передним фронтом, один из
этих параметров пропорционален частоте падающей
волны, а другой — ее интенсивности.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Как было отмечено выше, выяснение пределов
применимости приближения, в котором торможение
излучением мало, выполнено в [1] путем сравнения
абсолютных значений векторов силы торможения
frad и силы fext, действующей на электрон со сто-
роны внешнего электромагнитного поля. Ясно, что
такой способ не является единственным и вместо
сравнения модулей мгновенных значений сил

∣∣frad∣∣
и |fext| можно сравнивать работу, совершаемую эти-
ми силами за определенный промежуток времени.

В случае периодического с периодом T или ква-
зипериодического движения заряда для любых фи-
зических величин, характеризующих это движение,
могут быть вычислены их усредненные по времени
значения. Например, усредненная по времени мощ-
ность излучения P будет выражаться через величи-
ну мгновенной мощности формулой

P =
〈
P inst

〉
t
=

1

T

t0+T∫
t0

P inst (t) dt. (14)

Здесь и далее операция усреднения обозначается уг-
ловыми скобками с указанием параметра (в (14) это
время t), по которому проводится усреднение. След-
ствием определения мгновенной мощности излуче-
ния P inst как отношения дифференциала излучае-
мой энергии к дифференциалу времени и формулы
(14) является соотношение

ΔET = P T, (15)

выражающее полное количество энергии ΔET , излу-
чаемое зарядом за время, равное периоду T, через
интегральную среднюю мощность излучения P и пе-
риод T.

Для того чтобы оценить степень влияния излу-
чательных энергетических потерь на периодическое
или квазипериодическое движение заряда, следует
сравнивать полное количество энергии ΔET с дру-
гой характерной величиной, имеющей размерность
энергии. В случае если периодическое или квази-
периодическое движение заряда рассматривается в
системе отсчета, в которой заряд в среднем поко-
ится, т. е. средняя скорость заряда равна нулю, та-
кой характерной величиной будет средняя кинети-
ческая энергия частицы 〈K〉t . Выполнение условия
ΔET = 〈K〉t будет означать, что за время равное пе-
риоду заряд потеряет за счет излучения всю свою
кинетическую энергию. В этом случае влиянием
торможения излучением на движение классического
электрона уже нельзя пренебрегать. При выполне-
нии условия

ΔET
〈K〉t

� 1 (16)

влиянием торможения излучением на периодиче-
ское или квазипериодическое движение электрона
можно пренебречь.

Хорошо известно (см., например, [1]), что в поле
монохроматической плоской волны круговой поля-
ризации электрон движется по окружности с посто-
янной угловой скоростью. Считая движение элек-
трона нерелятивистским и влияние силы радиаци-
онного трения малым, найдем, к каким ограниче-
ниям на длину волны или частоту падающего из-
лучения приводит условие (16). В системе отсчета,
в которой электрон в среднем покоится (дрейфовая
скорость равна нулю), постоянное значение имеет
модуль вектора мгновенной скорости электрона v =

= |v| , где v—трехмерный вектор мгновенной скоро-
сти, а период движения электрона T равен периоду

7
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колебаний волны Tω, T = Tω. Ускорение и скорость
электрона связаны в рассматриваемом случае прос-
тым соотношением

a = ωv. (17)

Кинетическая энергия имеет в рассматриваемых
условиях постоянное значение K = mev

2/2. Из фор-
мул (1), (6), (15) и (17) получим отношение излуча-
емой зарядом энергии к кинетической энергии час-
тицы:

ΔET
K =

8π

3
re
ω

c
.

Тогда условие (16) приводит к следующим ограни-
чениям на длину волны или частоту падающего из-
лучения:

λ� 16π2

3
re или ω � 3

8π

c

re
. (18)

Граничные значения в условиях (9) и (18) несколь-
ко различаются (в 4π ≈ 13 раз) , поскольку (9) по-
лучено, исходя из требования (4), а (18) — исходя из
требования (16).

В приведенном выше примере, во-первых, пред-
полагается, что скорость движения электрона мно-
го меньше скорости света, во-вторых, задача рас-
сматривается только в одной системе отсчета, где
средняя скорость движения электрона равна нулю,
в-третьих, рассматривается только случай круговой
поляризации, а в общем случае монохроматическая
плоская волна может иметь линейную, круговую
или эллиптическую поляризацию. В рамках исполь-
зуемого в настоящей работе подхода, описанного да-
лее, все эти три ограничения отсутствуют.

Для анализа движения электрона в поле моно-
хроматической плоской волны применяется 4-век-
торное уравнение:

mecWi =
−e
c
FikUk, (19)

где Ui — 4-вектор скорости, Wi = dUi/ds—4-вектор
ускорения электрона, Fin — тензор электромагнит-
ного поля монохроматической плоской волны. Ла-
тинские индексы i, k, . . . пробегают значения от 1

до 4. Здесь, так же как в [5, 6], используется форма
записи 4-векторных величин, в которой временна́я
компонента 4-вектора считается действительной ве-
личиной, а пространственные компоненты—мни-
мыми,

Xi =

{
Xα

X4

}
=

{
ixα

x4

}
=

{
ixα

c t

}
.

Греческие индексы α, β, . . . пробегают значения от 1

до 3. Три пространственные компоненты xα 4-векто-
ра Xi являются составляющими трехмерного векто-
ра x. Дифференциал собственного времени матери-
альной точечной частицы выражается равенством

ds =

√
(dXi)

2
= c dt

√
1− v2

c2
,

где v = dx/dt, а 4-скорость

dXi

ds
= Ui =

{
Uα

U4

}
=

{
iuα

u4

}
,

u4 =
1√

1− v2/c2
, u = u4

v

c
,

(20)

является единичным 4-вектором U2
i = 1. В рамках

этих определений квадрат времениподобных 4-век-
торов является положительной величиной, а про-
странственноподобных— отрицательной.

Использование подхода, описанного в [5] и более
подробно в [6] позволяет на основе решения уравне-
ния (19) получить выражения как для мгновенного
значения квадрата 4-ускоренияW 2

n электрона, так и
для усредненной по времени величины

〈
−W 2

n

〉
t
, от

которой зависит средняя мощность излучения P . По
формуле (15) для любой инерциальной системы от-
счета можно определить полное количество энергии
ΔET , излучаемое электроном за время равное перио-
ду. Эту энергию ΔET будем сравнивать со средней
энергией колебательного движения электрона. Ра-
венство этих величин определяет границу между об-
ластью, в которой влияние торможения излучением
на движение классического электрона в поле моно-
хроматической плоской волны мало, и областью, в
которой это приближение неприменимо.

3. ПОЛНОЕ КОЛИЧЕСТВО ЭНЕРГИИ,
ИЗЛУЧАЕМОЙ ЭЛЕКТРОНОМ ЗА ВРЕМЯ

РАВНОЕ ПЕРИОДУ

Согласно (15) и формуле (5) из [5] в произволь-
ной инерциальной системе отсчета полное количест-
во энергии, излучаемой электроном за время равное
периоду, определяется выражением

ΔET =
2

3
e2 c

〈
−W 2

n

〉
t
T. (21)

Поскольку 4-ускорение, компоненты которого име-
ют размерность, равную размерности обратной дли-
ны, является пространственноподобным 4-векто-
ром, квадрат которого является отрицательной ве-
личиной, в обеих частях равенства (21) содержатся
положительно определенные величины.
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В произвольной инерциальной системе отсчета
зависимость мгновенного значения квадрата 4-уско-
рения электрона, движущегося в поле монохрома-
тической плоской волны, от фазы волны ϕ в точке
нахождения частицы определяется [6] выражением

−W 2
n = μ2

(
1+μ2

) (
KpUp

)2 (
1+γ cos (2ϕ+δ)

)
, (22)

где δ/2—начальная фаза волны, γ —параметр эл-
липтичности волны, который связан c величинами
большой a и малой b полуосей эллипса поляризации
и его эксцентриситетом ε соотношениями

γ =
1− b2/a2

1 + b2/a2
=

ε2

2− ε2
,

где
ε =

√
1− b2/a2.

Линейной поляризации волны соответствует значе-
ние параметра γ = 1, а круговой поляризации —
значение γ = 0. Содержащаяся в (22) релятивист-
ски инвариантная безразмерная величина

μ2 =
reλ

2

π

I

mec3
=

4πre
mec

I

ω2
(23)

в два раза меньше аналогичной безразмерной ве-
личины, нередко используемой различными автора-
ми при анализе релятивистского поведения заряда
в волне (в работе [7] она обозначена как μ, в работе
[8] — как q2, в работе [9] — как x2). В (22) содержится
инвариантное скалярное произведение

(
KpUp

)
двух

4-векторов: волнового 4-вектора нулевой длины

Ki =

{
Kα

K4

}
=

{
ikα

k4

}
=

{
ikα

ω/c

}
,

k2α = k24 , K2
n = 0,

где kα являются составляющими трехмерного вол-
нового вектора k, и постоянного единичного 4-век-
тора дрейфовой скорости электрона в поле монохро-
матической плоской волны

U i =

{
Uα

U4

}
=

{
iuα

u4

}
,

u4 =
1√

1− v2/c2
, u =

u4v

c
.

(24)

Определение 4-вектора дрейфовой скорости (24) от-
личается от определения 4-вектора мгновенной ско-
рости (20) тем, что вместо мгновенной скорости v =

= dx/dt в (24) используется вектор дрейфовой ско-
рости электрона в поле монохроматической плос-
кой волны v = 〈v〉t . Операция усреднения вектора

мгновенной скорости электрона v по времени систе-
мы отсчета t определена аналогично (14). Мгновен-
ное значение квадрата 4-ускорения (22) зависит от
инвариантной переменной фазы волны

ϕ = KnXn =
ω

c
(ct− nk · x) , nk =

k

k4
, (25)

в 4-точке Xi, в отношении которой подразумевается
ее принадлежность к мировой линии электрона.

Для вычисления по формуле (21) полного ко-
личества энергии, излучаемой электроном за время
равное периоду, необходимо усреднить по времени
системы отсчета выражение (22). Такое усреднение,
приводящее к результату

〈
−W 2

n

〉
t
=
(
KpUp

)2
μ2

(
1+μ2 − γ2μ2K4

4U4

(
KlU l

)
)
, (26)

было выполнено в [6] и использовалось в [5] без вы-
вода. В общем случае результаты операций усредне-
ния периодических величин по параметру времени
системы отсчета t и по параметру фазы волны ϕ не
совпадают. Так, из (22) следует равенство〈

−W 2
n

〉
ϕ
= μ2

(
1 + μ2

) (
KpUp

)2
, (27)

отличающееся от (26). В частном случае круговой
поляризации γ = 0 падающей волны результаты
(26) и (27) совпадают.

В том случае, когда тензор электромагнитного
поля Fin описывает поле монохроматической плос-
кой волны, выполняется равенство FinKn = 0,

соответствующее соотношениям в векторном виде
(nk · E) = 0 и E = [B× nk] , которые отража-
ют свойство поперечности поля волны и описывают
связь между векторами напряженности электромаг-
нитного поля E и B.

Из равенства FinKn = 0 и уравнения (19) сразу
следует, что при движении электрона в поле моно-
хроматической плоской волны сохраняется инвари-
антная скалярная величинаKnUn, которая, как вид-
но из определения (25), равна производной фазы по
собственному времени: KnUn = dϕ/ds. Пропорцио-
нальность дифференциала фазы dϕ дифференциа-
лу собственного времени ds приводит к равенству
результатов операций усреднения по фазе и по соб-
ственному времени. Используя соотношения〈

−W 2
n

〉
ϕ
=
〈
−W 2

m

〉
s
=

〈
−W 2

p

〉
t

∣∣∣
γ=0

,

представим среднее
〈
−W 2

n

〉
t
, определяемое равенст-

вом (26), в форме произведения двух величин〈
−W 2

n

〉
t
= κ1

〈
−W 2

m

〉
s
, (28)

9
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одна из которых,
〈
−W 2

m

〉
s
, инвариантна относитель-

но преобразований Лоренца, т. е. имеет одинаковое
значение во всех инерциальных системах отсчета, а
другая, κ1, таким свойством не обладает.

Выясним свойства неинвариантного в общем
случае коэффициента

κ1 = 1− γ2

4

μ2

1 + μ2

K4

KpUp

1

U4

, (29)

который в частном случае круговой поляризации
γ = 0 падающей волны равен единице. Содержащи-
еся во втором слагаемом в правой части (29) множи-
тели имеют области значений, определяемые нера-
венствами

0 � γ2

4
� 1

4
, 0 <

μ2

1 + μ2
< 1.

Третий множитель во втором слагаемом (29) преоб-
разуем к виду

K4

KpUp

1

U4

=
K4

K4U4

(
1 +KαUα/K4U4

) U4

U
2

4

=

=
1− v2/c2

1− nk · v/c =
1− v2/c2

1− (v/c) cos θ
,

где v = |v| , а θ—угол между направлением распро-
странения волны и направлением вектора дрейфо-
вой скорости электрона. Для знаменателя последней
дроби выполняются условия

1− v/c � 1− (v/c) cos θ � 1 + v/c,

откуда следует двойное неравенство

1− v2/c2

1 + v/c
� 1− v2/c2

1− (v/c) cos θ
� 1− v2/c2

1− v/c
.

С учетом алгебраического тождества для разности
квадратов и невозможности в рамках специальной
теории относительности существования у матери-
альной частицы скорости, достигающей скорости
света, получаем область значений третьего множи-
теля:

0 <
K4

KpUp

1

U4

< 2.

Отсюда следует, что областью значений неинвари-
антного коэффициента κ1, определенного формулой
(29), является промежуток

1/2 � κ1 � 1. (30)

Соотношения (28) и (30) демонстрируют, что неин-
вариантная величина

〈
−W 2

n

〉
t
в любом возможном

случае незначительно отличается от инвариантной
величины

〈
−W 2

m

〉
s
.

Содержащая в формуле (21) величина периода
может быть представлена [5, 6] в виде выражений

T =
2π

c

U4(
KnUn

) = Tω
K4U4(
KpUp

) =
Tω

1− nk · v/c . (31)

Подстановка (28) и (31) в (21) дает

ΔET =
4π

3
e2 κ1

〈
−W 2

n

〉
s(

KpUp

) U4. (32)

Полное количество энергии, излучаемой электроном
за время равное периоду, определяемое выражени-
ем (32), в котором содержатся как неинвариантные,
так и инвариантные величины, будем сравнивать со
средней энергией колебательного движения элект-
рона в поле монохроматической плоской волны.

4. СРЕДНЯЯ ЭНЕРГИЯ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ ЭЛЕКТРОНА В ПОЛЕ
МОНОХРОМАТИЧЕСКОЙ ПЛОСКОЙ

ВОЛНЫ

Полную мгновенную энергию движущейся час-
тицы mec

2/
√
1− v2/c2, которую запишем с исполь-

зованием обозначений (20) в виде mec
2 U4,

mec
2 U4 = K +mec

2,

принято разделять на кинетическую энергию

K = mec
2 (U4 − 1) =

mec
2√

1− v2/c2
−mec

2

и энергию покояmec
2. В рамках используемого под-

хода, в котором существенную роль играет наличие
дрейфовой скорости электрона в поле волны, же-
лательно было бы выделить из всей величины кине-
тической энергии ту часть энергии Kosc, которая со-
ответствует колебательному движению электрона, и
ту часть энергии Kdrift, которая соответствует дви-
жению колеблющегося электрона как целого, проис-
ходящему с постоянной дрейфовой скоростью. Для
этого запишем равенство

K = Kosc +Kdrift

и потребуем, чтобы в системе отсчета, в которой
электрон в среднем покоится, т. е. его дрейфовая
скорость равна нулю, v = 0, величина Kdrift при-
нимала нулевое значение. Поскольку условие v = 0,

соответствует равенству U4 = 1, для Kdrift получим
выражение

10
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Kdrift = mec
2
(
U4 − 1

)
.

Тогда мгновенное значение энергии колебательного
движения электрона в произвольной инерциальной
системе отсчета будет определяться формулой

Kosc = mec
2
(
U4 − U4

)
. (33)

Как следует из (33) и определения K в системе от-
счета, в которой электрон в среднем покоится, вы-
полняется равенство K = Kosc. В нерелятивистском
случае v2 � c2, v2 � c2 из формулы (33) получаем

Kosc =
mev

2

2
− mev

2

2
.

В произвольной инерциальной системе отсчета
4-вектор скорости электрона, движущегося в по-
ле монохроматической плоской волны, может быть
представлен [5, 6] в форме

Ui (Φ) =
√

1 + μ2 U i + Z
(1)
i cosΦ+

+ Z
(2)
i sinΦ+ Z

(3)
i cos 2Φ+ Z

(4)
i sin 2Φ. (34)

Здесь величина Φ,

Φ = ϕ− ϕ0, (35)

является разностью между значением фазы волны
ϕ в произвольной 4-точке Xi, в отношении кото-
рой подразумевается ее принадлежность к мировой
линии электрона, и значением фазы волны ϕ0 =

= KmX
0
m в той точке мировой линии X0

i , которая
принята за начальную. Содержащиеся в (34) по-
стоянные безразмерные 4-векторы Z

(1)
i , Z

(2)
i , Z

(3)
i

и Z
(4)
i зависят от начальных условий и поляриза-

ции волны. В случае круговой поляризации вол-
ны Z

(3)
i = Z

(4)
i = 0. Кроме того, следствием четы-

рехмерной «перпендикулярности» каждого из четы-
рех 4-векторов Z(1)

i , Z
(2)
i , . . . и волнового 4-вектора

Z
(1)
n Kn = 0, Z

(2)
n Kn = 0, . . . является простая фор-

мула
(KnUn) =

√
1 + μ2

(
KmUm

)
, (36)

которая будет использована далее.
Для вычисления средней энергии колебательно-

го движения представим Kosc с помощью (33) и (34)
в форме

Kosc

mec2
=

(√
1 + μ2 − 1

)
U4 + ψ (Φ) ,

где ψ (Φ)— сумма четырех последних слагаемых в
выражении для временно́й компоненты 4-вектора
скорости, следующем из (34) при i = 4. Из (35)

следует равенство dΦ = dϕ, которое с учетом про-
порциональности дифференциала фазы dϕ диффе-
ренциалу собственного времени ds приводит к ра-
венству результатов операций усреднения по разно-
сти фаз Φ и по собственному времени s. Посколь-
ку 〈ψ (Φ)〉Φ = 0, для усредненной по собственному
времени энергии колебательного движения получим
простое выражение

〈Kosc〉s
mec2

=
(√

1 + μ2 − 1
)
U4. (37)

В настоящей работе полное количество энергии,
излучаемой электроном за время равное периоду,
сравнивается со средней энергией колебательного
движения электрона. При этом в работе применя-
ются две различные операции усреднения— по вре-
мени системы отсчета и по собственному времени
движущегося электрона, приводящие к не совпада-
ющим результатам. Не было найдено убедительных
критериев выбора между 〈Kosc〉t и 〈Kosc〉s для цели
сравнения выбранной величины с полным количе-
ством энергии ΔET , излучаемой электроном за вре-
мя равное периоду. Однако, записывая связь между
двумя различными средними в форме равенства

〈Kosc〉t = κ2 〈Kosc〉s , (38)

можно показать, что областью значений неинвари-
антного коэффициента κ2 является промежуток

1 � κ2 < 1 + 8 +
16

27
≈ 9.59, (39)

т. е. средние значения 〈Kosc〉t и 〈Kosc〉s в любом воз-
можном случае близки. Для обоснования двойного
неравенства (39) коэффициент κ2 был представлен
в виде суммы трех слагаемых

κ2 = 1 + κ
(1)
2 + κ

(2)
2 ,

в которой κ
(1)
2 и κ

(2)
2 зависят от параметра μ2,

пропорционального произведению интенсивности на
квадрат длины волны излучения, параметра эллип-
тичности волны γ, модуля вектора дрейфовой ско-
рости v, проекции (nvnk) = cos θ единичного век-
тора дрейфовой скорости электрона nv = v/ |v| на
направление распространения волны. Коэффициент
κ
(2)
2 зависит еще и от проекций (nvna) и (nvnb) век-

тора nv на единичные векторы na и nb, направлен-
ные вдоль большой и малой осей эллипса поляриза-
ции волны соответственно. Определение диапазонов
изменения κ

(1)
2 и κ

(2)
2 было выполнено аналогично

тому, как это сделано (30) в отношении κ1. Ввиду
большого объема вычислений, выкладки, обосновы-
вающие двойное неравенство (39), опущены.
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5. ОТНОШЕНИЕ ЭНЕРГИИ, ИЗЛУЧАЕМОЙ
ЗА ВРЕМЯ РАВНОЕ ПЕРИОДУ, К СРЕДНЕЙ
ЭНЕРГИИ КОЛЕБАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ

Для сравнения энергии, излучаемой за время
равное периоду, с усредненной по времени систе-
мы отсчета энергией колебательного движения за-
пишем следующее из (8), (32), (37), (38) соотноше-
ние

ΔET
〈Kosc〉t

=
4π

3

κ1
κ2

re
〈
−W 2

i

〉
s(

KnUn

) 1√
1 + μ2 − 1

. (40)

Область значений коэффициентов κ1 и κ2 определя-
ется неравенствами (30) и (39) соответственно. Если
же в знаменателе левой части (40) заменить 〈Kosc〉t
на 〈Kosc〉s, т. е. сравнивать энергию, излучаемую за
время равное периоду, с усредненной по собственно-
му времени энергией колебательного движения, то
необходимости в использовании коэффициента κ2 не
будет. Выражение для ΔET / 〈Kosc〉s повторяет пра-
вую часть формулы (40), в которой κ2 = 1.

Соотношение (40) можно рассматривать как
функцию двух инвариантных переменных, в каче-
стве которых, с учетом связей (27) и (36), могут
быть выбраны величины

〈
−W 2

i

〉
s
и μ2 или

(
KnUn

)
и μ2 или (KmUm) и μ2, зависящую также и от неин-
вариантной величины κ1/κ2, значение которой в лю-
бом возможном случае не сильно отличается от еди-
ницы. Обозначив для краткости левую часть (40)
как L и определив безразмерную инвариантную ве-
личину

Γcl = re (KnUn) , (41)

преобразуем (40) к виду

L
(
μ2,Γcl

)
= (4π/3)Γcl

(√
1 + μ2 + 1

)√
1 + μ2. (42)

Содержащийся в (40) коэффициент κ1/κ2 отброшен
в (42) ввиду его близости к единице. Для преобра-
зования от (40) к (42) использовались тождество

μ2 =
(√

1 + μ2 + 1
)(√

1 + μ2 − 1
)

и соотношения (27) и (36).
Целью преобразования величины L, характери-

зующей степень влияния возмущений, обусловлен-
ных радиационными потерями, на движение класси-
ческого электрона в поле монохроматической плос-
кой волны, является приведение этой величины к
такой форме записи, в которой L зависит от инвари-
антных переменных, допускающих наиболее нагляд-
ную физическую интерпретацию. В рамках подхо-
да квантовой электродинамики соответствующая |μ|

величина, названная в [9] классическим парамет-
ром нелинейности, характеризует вероятность воз-
никновения многоквантовых (многофотонных) про-
цессов при взаимодействии электрона с электромаг-
нитным полем. В рамках классической электроди-
намики μ2 имеет смысл характеристики, определя-
ющей необходимость учета релятивистских эффек-
тов при анализе движения электрона в поле моно-
хроматической плоской волны. Так, если в систе-
ме отсчета, в которой электрон в среднем покоится
(v = 0 и U4 = 1), воспользоваться формулой (37), то
при μ2 = 1 средняя энергия колебательного движе-
ния становится сравнима с энергией покоя электро-
на 〈Kosc〉s ≈ 0.4mec

2 и при анализе движения следу-
ет учитывать релятивистские эффекты. При μ2 � 1

движение электрона имеет нерелятивистский харак-
тер.

Физический смысл безразмерной инвариантной
величины Γcl выясняется при анализе задачи в си-
стеме отсчета, в которой электрон покоился до при-
хода монохроматической плоской волны с резким
передним фронтом. В этой системе отсчета скаляр-
ное произведение (KnUn) , сохраняющееся при дви-
жении электрона в поле монохроматической плос-
кой волны, принимает значение (KnUn) = K4 = ω/c.

Как следует из определения (41), в рассматрива-
емой системе отсчета круговая частота излучения
выражается через Γcl формулой ω = сΓcl/re. Вме-
сто Γcl используем в 137 раз большую величину Γ =

= (1/α) Γcl, которую с учетом (8) и (11) запишем в
виде

Γ = (�/mec) (KnUn) . (43)

В системе отсчета, в которой электрон покоился
до прихода монохроматической плоской волны с
резким передним фронтом, скалярное произведе-
ние (KnUn) в формуле (43) принимает значение
(KnUn) = K4 = ω/c, откуда следует, что энергия
кванта излучения �ω = hν выражается через Γ фор-
мулой �ω = Γmec

2.

Используя выражения (27), (36) и (43), предста-
вим произведение величин μ2 и Γ2 в форме

μ2 Γ2 =

(
1

α

)2

r2e
〈
−W 2

n

〉
s

и рассмотрим правую часть этого равенства, кото-
рую с учетом (8), (11) и (19) перепишем в виде

(
1

α

)2

r2e
〈
−W 2

n

〉
s
=

(
�

mec

)2
〈
−
(

−e
mec2

FikUk

)2
〉

s

.
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Определяя безразмерную инвариантную величину

χ =
�e

m3
ec

4

√〈
−
(
Fik (mec Uk)

)2
〉

s

, (44)

заметим, что, за исключением использования в (44)
операции усреднения по собственному времени, это
тот же самый параметр, который был определен в
работе [9] и интерпретировался как работа поля на
комптоновской длине волны в системе покоя части-
цы, отнесенная к mec

2. Согласно [9], параметр χ от-
ветственен за величину квантовых нелинейных эф-
фектов.

Как показано выше, квадрат величины (44) свя-
зан с безразмерными инвариантными параметрами
μ2 и Γ2 простым соотношением

χ2 = μ2Γ2. (45)

В системе отсчета, в которой электрон покоился до
прихода волны, выразим χ2, используя (45), через
интенсивность падающего излучения. В этой систе-
ме отсчета Γ = �ω/

(
mec

2
)
и, следовательно,

χ2 =
reλ

2

π

I

mec3

(
�ω

mec2

)2

= 4πα
λ3C
mec3

I,

где в первом равенстве использована формула (23),
а во втором—формулы (6), (8), (10), (11). Предыду-
щая формула, выражающая χ2 через интенсивность
I, может быть записана в виде равенства χ2 = I/Icr,

в котором критическая интенсивность Icr имеет зна-
чение

Icr =
1

4πα

mec
3

λ3C
≈ 4.648 · 1029 Вт/см2

. (46)

При этой интенсивности модуль вектора напряжен-
ности электрического поля |E| = Ecr волны круго-
вой поляризации удовлетворяет условию eEcrλC =

= mec
2, которое определяет критическое поле кван-

товой электродинамики [10]. Критическая интенсив-
ность (46) (иногда используется в два раза меньшее
значение [11]) играет важную роль при теоретичес-
ком анализе эффекта рождения частиц из вакуума
интенсивным электромагнитным полем [11,12].

Таким образом, из (42), (43) и (45) следует фор-
мула

L
(
χ2,Γ

)
=

4π

3
αΓ

(√
1 +

χ2

Γ2
+ 1

)√
1 +

χ2

Γ2
, (47)

определяющая отношение энергии, излучаемой за
время равное периоду, к средней энергии колеба-

тельного движения как функцию двух инвариант-
ных параметров. В системе отсчета, в которой элек-
трон покоился до прихода волны, один из этих па-
раметров оказывается пропорционален частоте па-
дающей волны Γ = �ω/

(
mec

2
)
, а другой— ее ин-

тенсивности χ2 = I/Icr.

6. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В правой части формулы (47), которая будет об-
суждаться далее, содержится постоянная α, имею-
щая квантовое происхождение, и переменные χ и
Γ, определенные формулами соответственно (44) и
(43), в которых также содержатся квантовомехани-
ческие постоянные α или �. Однако вывод форму-
лы (42) и следующей из нее формулы (47), опреде-
ляющих величину относительных потерь на излу-
чение, выполнен в рамках классической электроди-
намики, а значит, правая часть равенства (47) мо-
жет быть выражена через классические величины,
не содержащие в их определениях α или �. Действи-
тельно, использование вместо χ2, связанного с Γ со-
отношением (45), другого инвариантного параметра
χ2
cl = μ2Γ2

cl позволяет записать (47) в виде формулы

L
(
χ2
cl,Γcl

)
=

4π

3
Γcl

(√
1 +

χ2
cl

Γ2
cl

+ 1

)√
1 +

χ2
cl

Γ2
cl

,

в правой части которой содержатся величины клас-
сической электродинамики.

Для анализа поведения функции двух перемен-
ных (47) построим линию уровня L

(
Γ, χ2

)
= 1, кото-

рая показана красным цветом на рис. 1. Эту линию
можно считать графиком функции Γ

(
χ2

)
, задан-

ной неявным образом с помощью функционально-
го уравнения L

(
Γ, χ2

)
= 1. Для построения линии

уровня использовалось параметрическое представ-
ление

Γ (τ) =
3

4π

1

α

1(√
1 + τ + 1

)√
1 + τ

,

χ2 (τ) = τ

(
3

4π

1

α

1(√
1 + τ + 1

)√
1 + τ

)2

,

в котором координаты Γ и χ2 точек, принадлежа-
щих линии уровня, выражены через параметр τ.

Зеленая линия, определяемая выражением μ2 =

= 1, которое, как следует из (45), эквивалентно
уравнению χ2 = Γ2, разделяет пространство двух
переменных Γ и χ2 на две области. График функции
χ2 = Γ2, являющийся в двойном логарифмическом
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Рис. 1. (В цвете онлайн) Линия уровня L = 1 функ-
ции (47) (красная линия) и линии, определяемые урав-
нениями μ2 = 1 и μ2 = 1.618 (зеленые линии), в про-
странстве двух инвариантных безразмерных переменных
Γ и χ2. Синим цветом показаны линии, соответствующие
постоянным значениям параметров χ2 = 1.48 · 10−29 и

Γ = 3.8 · 10−6

масштабе прямой линией, показан на рис. 1 зеле-
ным цветом. На рис. 1 левее и выше зеленой линии
расположена область μ2 > 1, правее и ниже зеле-
ной линии расположена область μ2 < 1. Если точки
пространства двух переменных Γ и χ2 лежат доста-
точно далеко от линии μ2 = 1, то для них выпол-
няется условие μ2 � 1 или μ2 � 1. Зеленая линия
μ2 = 1 разделяет области релятивистского и нере-
лятивистского движения. Из формулы (47) следует,
что при условиях μ2 = χ2/Γ2 � 1 и L = 1 параметр
Γ принимает значение Γ = 3/ (8πα) . Вертикальный
участок красной линии, задаваемой в неявной фор-
ме уравнением L = 1, расположен в области, в ко-
торой выполняется условие μ2 � 1, и, следователь-
но, линия уровня L = 1 описывается в этой области
уравнением Γ = 3/ (8πα) ≈ 16. Наклонный учас-
ток красной линии L = 1, расположенный в области
μ2 = χ2/Γ2 � 1, как следует из формулы (47) и
соотношения (45), описывается в этой области урав-
нением χ2 = 3Γ/ (4πα) .

Рассмотрим поведение функции L
(
Γ, χ2

)
при

постоянном значении χ2, например при χ2 =

= 1.48 · 10−29, при котором в системе отсчета,
где электрон покоился до прихода волны, ин-
тенсивность излучения составляет 6.89 Вт/см2

.

Соответствующая горизонтальная линия показа-

на на рис. 1 синим цветом. Поскольку в точках,
обозначенных цифрами 1 и 6, функция (47) при-
нимает одинаковые значения L = 1, на отрезке
между этими точками должен быть хотя бы один
экстремум. Вычисляя частную производную ∂L/∂Γ

функции (47) и приравнивая ее к нулю, полу-
чим кубическое уравнение y3 + 2y2 − 1 = 0, где
y = Γ/

√
Γ2 + χ2. Одним из корней кубического

уравнения, не принадлежащим интересующей нас
области значений, является y = −1. Выделяя в
левой части кубического уравнения множитель
y+1, получим квадратное уравнение y2 + y− 1 = 0,

корнем которого в интересующей нас области
является значение y =

(√
5− 1

)
/2. Этому значению

y соответствует значение μ2 =
(
1 +

√
5
)
/2 ≈ 1.618.

График функции χ2 = 1.618Γ2 показан на рис. 1
зеленым цветом и в данном масштабе неотличим
от линии, определяемой условием μ2 = 1. Точки
пересечения графиков функций χ2 = 1.618Γ2 и
χ2 = Γ2 с синей линией обозначены на рисунке
цифрами 2 и 3 соответственно. Легко убедиться в
том, что ∂2L/∂Γ2 > 0 при условиях χ2 > 0 и Γ > 0.

Следовательно, при условиях χ2 = const > 0 и Γ > 0

минимальное значение функции (47) достигается в
точке пересечения линий χ2 = const и χ2 = 1.618Γ2.

Таким образом, левее точки 1, для которой Γ ≈
≈ 4.5 · 10−31, что в системе отсчета, где элек-
трон покоился до прихода волны, соответствует
огромному значению длины волны λ ≈ 5 · 1018 м,
функция (47) принимает на горизонтальной си-
ней линии значения L > 1. На отрезке от точ-
ки 1 до точки 2

(
Γ ≈ 3 · 10−15, λ ≈ 800 м

)
функ-

ция (47) уменьшается и принимает в точке 2 ми-
нимальное значение L ≈ 3.9 · 10−16, т. е. количе-
ство энергии, равное средней энергии колебатель-
ного движения электрона в поле волны, будет из-
лучено за время, равное 2.5 · 1015 периодам. В точ-
ке 3

(
Γ ≈ 3.8 · 10−15, λ ≈ 630 м

)
, где μ2 = 1, функ-

ция (47) имеет значение L ≈ 4 · 10−16. В точке 4(
Γ ≈ 3.8 · 10−6, λ ≈ 0.63 мкм

)
, где μ2 = 10−18, от-

носительные потери составляют L ≈ 2.4 · 10−7.

В точке 5, где Γ = 1, классическая электродина-
мика уже неприменима, поскольку λ = λC . Функ-
ция (47) имеет в точке 5 значение L ≈ 0.06, т. е.
количество энергии, равное средней энергии коле-
бательного движения электрона в поле волны, бу-
дет излучено за время равное 16 периодам. Пра-
вее точки 6, для которой Γ = 3/ (8πα) ≈ 16, что в
системе отсчета, где электрон покоился до прихода
волны, соответствует значению длины волны λ =

= (8π/3)αλC =
(
16π2/3

)
re, функция (47) принима-

ет на горизонтальной синей линии значения L > 1.
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Длина волны излучения λ =
(
16π2/3

)
re совпада-

ет с граничным значением в неравенстве (18), кото-
рое получено в рамках нерелятивистского подхода,
оправданного для точки 6 в силу того, что параметр
μ2 имеет в этой точке значение μ2 ≈ 5.6 · 10−32.

Рассмотрим поведение функции L
(
Γ, χ2

)
при по-

стоянном значении Γ, например при Γ ≈ 3.8 · 10−6,

при котором в системе отсчета, где электрон по-
коился до прихода волны, длина волны излучения
составляет λ ≈ 0.63 мкм. Соответствующая верти-
кальная линия, проходящая через точку 4, показана
на рис. 1 синим цветом. Легко убедиться том, что
∂L/∂

(
χ2

)
> 0 при условиях χ2 > 0 и Γ > 0. Сле-

довательно, относительные потери (47) монотонно
возрастают при увеличении χ2 и при условии посто-
янства параметра Γ. Выше точки 9, расположенной
на пересечении линий L = 1 и Γ ≈ 3.8 · 10−6 (для
этой точки χ2 ≈ 1.26·10−4, что в системе отсчета, где
электрон покоился до прихода волны, соответствует
интенсивности I ≈ 5.9 · 1025 Вт/см2) функция (47)
принимает на вертикальной синей линии значения
L > 1, а ниже этой точки— значения L < 1.

Ниже точки 7, для которой χ2 ≈ 1.5 · 10−11 и
I ≈ 6.9 · 1018 Вт/см2, находящейся на пересечении
синей линии с зеленой линией χ2 = Γ2, находится
область, где выполняется условие μ2 � 1. Из фор-
мулы (47) следует, что при условиях Γ = const и
μ2 � 1 значение относительных потерь L почти не
меняется и примерно равно значению L в точке 4.
Выше точки 8, для которой χ2 ≈ 2.4 · 10−11 и I ≈
≈ 1.1 · 1019 Вт/см2, находящейся на пересечении си-
ней линии с линией χ2 = 1.618Γ2, находится область,
где выполняется условие μ2 � 1.

Из приведенного выше анализа поведения функ-
ции L

(
Γ, χ2

)
при постоянном значении Γ и при по-

стоянном значении χ2 следует, что внутри области,
ограниченной красной линией, относительные поте-
ри на излучение малы, L

(
Γ, χ2

)
< 1, а вне этой обла-

сти и на ее границе приближение, предполагающее
малое влияние торможения излучением на движе-
ние классического электрона в поле монохромати-
ческой плоской волны, неприменимо, L

(
Γ, χ2

)
� 1.

Как было отмечено выше, при условии μ2 � 1

из формулы (47) и соотношения (45) следует, что
граница L = 1 описывается в этой области урав-
нением χ2 = 3Γ/ (4πα) . В системе отсчета, в кото-
рой электрон покоился до прихода волны, уравнение
границы χ2 = 3Γ/ (4πα) в рассматриваемой области
μ2 � 1 определяется формулой

I = Icr
3

4πα

�ω

mec2
=

3

16π2

mec
2

r2e
ω, (48)

получаемой в результате подстановки соотношений
Γ = �ω/

(
mec

2
)
и χ2 = I/Icr, выполняющихся в рас-

сматриваемой системе отсчета, в уравнение границы
χ2 = 3Γ/ (4πα) .

В рамках используемого в настоящей работе под-
хода проводится сравнение значений излучаемой за
время периода энергии с энергией колебательного
движения электрона. Во Введении было отмечено,
что для нахождения условий применимости прибли-
жения, предполагающего малое влияние торможе-
ния излучением на движение классического элек-
трона, используется сравнение значений модулей си-
лы радиационного трения и силы, действующей на
электрон со стороны внешнего электромагнитного
поля. Выполним такое сравнение для случая реля-
тивистского движения μ2 � 1 электрона в поле
монохроматической плоской волны круговой поля-
ризации, когда используемые формулы принимают
наиболее простой вид. В релятивистском уравнении,
учитывающем силу радиационного трения,

mec
du

dt
= fext + frad, (49)

найдем абсолютные значения векторов
∣∣frad∣∣ и |fext|

в системе отсчета, в которой электрон в среднем по-
коится.

В отсутствие сил радиационного трения уравне-
ние (49) имеет вид

me
d

dt

(
v√

1− v2/c2

)
= −e

(
E+

[v
c
×B

])
,

где E и B—векторы напряженности электромаг-
нитного поля. В системе отсчета, в которой дрей-
фовая скорость равна нулю, электрон в волне кру-
говой поляризации движется по окружности в плос-
кости, перпендикулярной направлению распростра-
нения волны, с постоянной угловой скоростью. По-
скольку значение v2 постоянно, в результате скаляр-
ного умножения предыдущего уравнения на v полу-
чим v·E = 0.Кроме того в монохроматической плос-
кой волне E ·B = 0, а векторы E, B и v лежат в од-
ной плоскости, откуда следует, что [v ×B] = 0. Мо-
дуль вектора силы Лоренца |fext| = e |E| = ωmec |μ|
будем сравнивать с

∣∣frad∣∣ .
Используя принятые здесь обозначения, запи-

шем трехмерное векторное выражении для силы ра-
диационного трения (уравнение (9) в [2]):

frad =
2e2

3c3
u24

{
da

dt
+

3u24
c2

(v · a)a +

+
u24
c2

(
v · da

dt

)
v +

3u44
c4

(v · a)v
}
.
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В системе отсчета, в которой дрейфовая скорость
равна нулю, электрон движется по окружности с по-
стоянной угловой скоростью, модуль которой равен
частоте волны в рассматриваемой системе отсчета.
При этих условиях векторы v и a перпендикулярны,
а вектор da/dt выражается формулой da/dt = −ω2v.

Тогда для модуля силы радиационного трения полу-
чим выражение

∣∣frad∣∣ = 2e2

3c2
ω2u34

√
u24 − 1.

Поскольку в рассматриваемых условиях величина
u4 постоянна, ее мгновенное значение совпадает с
усредненным, u4 = 〈U4〉Φ . Из (34) следует, что
〈U4〉Φ =

√
1 + μ2 при условии U4 = 1. Тогда

∣∣frad∣∣ = 2e2

3c2
ω2

(√
1 + μ2

)3

|μ| .

В релятивистском случае μ2 � 1 граница, на кото-
рой реализуется условие |fext| =

∣∣frad∣∣ , определяет-
ся соотношением

|μ|3 =
3

2

c

re ω
=

3

4π

λ

re
. (50)

Аналогичное условие (уравнение (2) в [4]) было по-
лучено в работе [4]. Поскольку параметр μ2 согласно
определению (23) пропорционален величине I/ω2,

для уравнения границы в релятивистском случае
получим зависимость I ∝ ω4/3, отличающуюся от
зависимости I ∝ ω, описывающей уравнение грани-
цы согласно формуле (48).

Кажущееся качественное различие полученных
двумя разными способами зависимостей, описыва-
ющих уравнение границы в релятивистском слу-
чае, обусловлено тем обстоятельством, что уравне-
ние (48) получено в системе отсчета, в которой элек-
трон покоился до прихода волны, а уравнение (50) —
в системе отсчета, в которой электрон в среднем по-
коится. В силу наличия ненулевой дрейфовой скоро-
сти в системе отсчета, в которой электрон покоился
до прихода волны [5,7,8,13,14], эта система отсчета
не совпадает с системой отсчета, в которой электрон
в среднем покоится. Поскольку эти системы отсче-
та не совпадают, в них, в частности, не совпадают
значения частоты падающей волны.

Будем далее обозначать одним штрихом величи-
ны, относящиеся к системе отсчета, в которой элек-
трон покоился до прихода волны, а двумя штриха-
ми— величины, относящиеся к системе отсчета, в
которой электрон в среднем покоится. Для систе-
мы отсчета, в которой электрон в среднем покоится,
U

′′
α = 0 и U

′′
4 = 1, формула (36) имеет вид

(K ′′
nU

′′
n ) =

√
1 + μ2K ′′

4 .

Инвариантное скалярное произведение (KnUn) име-
ет одинаковое значение во всех инерциальных систе-
мах отсчета:

(K ′′
mU

′′
m) = (K ′

nU
′
n) .

В системе отсчета, в которой электрон покоился до
прихода волны, компоненты 4-вектора скорости до
прихода волны имели значения U ′

α = 0 и U ′
4 = 1.

Следовательно, сохраняющаяся при движении элек-
трона в поле монохроматической плоской волны ве-
личина (KnUn) имеет значение

(K ′
nU

′
n) = K ′

4.

Из предыдущих формул и определения K4 = ω/c

следует, что значения частоты падающей волны в
рассматриваемых системах отсчета связаны соотно-
шением

ω′ =
√
1 + μ2 ω′′. (51)

Уравнение (50) получено в системе отсчета, в кото-
рой электрон в среднем покоится:

|μ|3 =
3

2

c

re ω′′ .

С учетом связи (51), которая для релятивистской
области μ2 � 1 имеет вид ω′ = |μ|ω′′, получим урав-
нение

μ2 =
3

2

c

re ω′ ,

демонстрирующее качественное согласие с форму-
лой (50). Действительно, согласно определению (23)
параметр μ2 ∝ I ′/ω′2, поэтому для уравнения гра-
ницы в рассматриваемой системе отсчета в реляти-
вистском случае получаем зависимость I ′ ∝ ω′, ана-
логичную (48).

Для случая нерелятивистского движения усло-
вие применимости приближения, предполагающего
малое влияние торможения излучением на движе-
ние классического электрона в поле монохроматиче-
ской плоской волны, полученное в результате срав-
нения действующих на электрон сил, определяется
неравенствами (9). Условия (9), так же как и урав-
нение границы (50), получены в системе отсчета, в
которой электрон в среднем покоится. Эта система
отсчета не совпадает с системой отсчета, в которой
электрон покоился до прихода волны, но в нереляти-
вистском случае μ2 � 1, как следует из (51), можно
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Граница (красная линия), разде-
ляющая области малых и больших потерь на излучение,
в пространстве переменных χ2 (левая шкала) и Γ (ниж-
няя шкала) в любой инерциальной системе отсчета и в
пространстве переменных I ′ (правая шкала) и λ′ (верхняя
шкала) в системе отсчета, в которой электрон покоился до
прихода волны. Добавлены шкалы, соответствующие энер-

гии кванта излучения �ω′ = hν′ и частоте волны ν′

пренебречь различием частот ω′ и ω′′. Таким обра-
зом, как для нерелятивистской области μ2 � 1, так
и для для релятивистской области μ2 � 1, имеет-
ся качественное согласие между полученными дву-
мя разными способами (сравнением действующих
на электрон сил и сравнением излучаемой энергии
со средней энергией колебательного движения) ре-
зультатами, описывающими границу применимости
приближения.

На рис. 2 показана граница (красная линия)
применимости приближения, предполагающего ма-
лое влияние торможения излучением на движение
классического электрона в поле монохроматической
плоской волны в пространстве переменных χ2 (ле-
вая шкала) и Γ (нижняя шкала) в любой инерциаль-
ной системе отсчета. Значениям безразмерных инва-
риантных параметров χ2 (левая шкала) и Γ (нижняя
шкала) в системе отсчета, в которой электрон по-
коился до прихода волны, соответствуют интенсив-
ность излучения (правая шкала), вычисляемая по
формуле I ′ = χ2Icr, и длина волны (верхняя шка-
ла), вычисляемая по формуле λ′ = λC/Γ. Зеленая
линия μ2 = 1 разделяет области релятивистского
и нерелятивистского движения в любой инерциаль-
ной системе отсчета, в том числе и в той, в которой
электрон покоился до прихода волны.

Горизонтальной синей линией на рис. 2 обозна-
чена критическая интенсивность излучения I ′ = Icr

(46). Вертикальной синей линией на рис. 2 обозначе-
на длина волны излучения λ′ = λC (10), которая со-
ответствует энергии кванта излучения �ω′ = mec

2.

В [5] показано, что сечение рассеяния монохро-
матической плоской волны произвольной поляри-
зации (линейной, круговой или эллиптической) на
классическом электроне в произвольной инерциаль-
ной системе отсчета выражается формулами (16) и
(18) в [5], учитывающими релятивистские эффекты
и наличие дрейфовой скорости электрона в поле мо-
нохроматической плоской волны. В системе отсчета,
в которой электрон покоился до прихода волны, се-
чение рассеяния определяется (уравнение (20) в [5])
выражением

P ′

I ′
= σ0

1+μ2
(
1−(γ/2) cos (2ϕ0+δ)−(γ/2)

2
)

1+μ2
(
1−(γ/2) cos (2ϕ0+δ)

) , (52)

где σ0 = (8π/3) r2e —томсоновское сечение. Содер-
жащаяся в (52) полная фаза ϕ0 + δ/2, т. е. сумма
начальной фазы δ/2 и фазы ϕ0, определяет значе-
ния полевых величин на переднем фронте волны.

Формулы (16) и (18) в [5] и выражение (52) полу-
чены в рамках приближения, предполагающего ма-
лое влияние сил радиационного трения на движение
электрона в поле монохроматической плоской вол-
ны. Как показано в настоящей работе, это прибли-
жение применимо внутри области L (λ′, I ′) � 1, ко-
торая ограничена на рис. 2 красной линией, и в этой
области применимо соотношение (52). При малых
значениях μ2 � 1, т. е. в области, расположенной на
рис. 2 правее и ниже зеленой линии μ2 = 1, разделя-
ющей релятивистский и нерелятивистский случаи,
как следует из (52), сечение равно томсоновскому:
P ′/I ′ ≈ σ0. В релятивистском случае μ2 � 1, т. е.
в области, расположенной на рис. 2 левее и выше
зеленой линии, сечение выражается формулой

P ′

I ′
≈ σ0

(
1− (γ/2)

2

1− (γ/2) cos (2ϕ0 + δ)

)
,

в правой части которой не содержится параметр μ2,

т. е. сечение не зависит от частоты падающей волны
и ее интенсивности. В случае круговой поляриза-
ции γ = 0 падающей волны сечение рассеяния рав-
но томсоновскому сечению, P ′/I ′ = σ0, в области
применимости приближения, предполагающего ма-
лое влияние сил радиационного трения на движение
электрона в поле волны.

2 ЖЭТФ, вып. 1
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7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С целью нахождения пределов применимости
приближения, предполагающего малое влияние сил
радиационного трения на движение классического
электрона в поле монохроматической плоской вол-
ны произвольной поляризации (линейной, круговой
или эллиптической), полная энергия, излучаемая
ускоренно движущимся в поле волны электроном
за время равное периоду, сравнивается со средней
энергией колебательного движения электрона. По-
казано, что отношение излучаемой энергии к сред-
ней энергии колебательного движения может быть
представлено в виде формулы (40), в правой час-
ти которой содержатся как инвариантные величи-
ны, так и отношение двух неинвариантных величин
κ1/κ2. Показано, что значение неинвариантной ве-
личины κ1/κ2 в любом возможном случае не силь-
но отличается от единицы. Полученная в результа-
те пренебрежения неинвариантным коэффициентом
κ1/κ2 формула (42) демонстрирует зависимость от-
ношения L излучаемой энергии к средней энергии
колебательного движения только от двух безразмер-
ных инвариантных параметров L

(
μ2,Γcl

)
. Формула

(42) преобразована к виду (47), где величина L зави-
сит от двух других безразмерных инвариантных па-
раметров L

(
χ2,Γ

)
. Такое представление более удоб-

но для анализа, поскольку в системе отсчета, в ко-
торой электрон покоился до прихода волны, один из
этих параметров пропорционален частоте падающей
волны, Γ ∝ ω′, а другой — ее интенсивности, χ2 ∝ I ′.

В пространстве двух инвариантных безразмер-
ных переменных Γ и χ2 построена линия уровня
L
(
Γ, χ2

)
= 1 функции (47), которая интерпретиру-

ется как граница применимости приближения, пред-
полагающего малое влияние торможения излучени-
ем на движение классического электрона в поле
монохроматической плоской волны. Области реля-
тивистского и нерелятивистского движения в про-
странстве двух переменных Γ и χ2 разделены ли-
нией, описываемой уравнением χ2 = Γ2. Та часть
границы L

(
Γ, χ2

)
= 1, которая расположена в реля-

тивистской области χ2 � Γ2, описывается в этой об-
ласти уравнением χ2 = 3Γ/ (4πα) . Та часть границы
L
(
Γ, χ2

)
= 1, которая расположена в нерелятивист-

ской области χ2 � Γ2, описывается в этой области
уравнением Γ = 3/ (8πα) ≈ 16.

Показано, что результаты анализа применимос-
ти приближения, предполагающего малое влияние
торможения излучением на движение классического
электрона в поле монохроматической плоской вол-
ны, полученные путем сравнения действующих на

электрон сил, качественно согласуются с результа-
тами анализа применимости приближения, получен-
ными путем сравнения полной энергии, излучаемой
ускоренно движущимся в поле волны электроном
за время равное периоду, со средней энергией коле-
бательного движения электрона. Для согласования
полученных двумя разными способами результатов
необходимо учитывать, что система отсчета, в ко-
торой электрон в среднем покоится, не совпадает с
системой отсчета, в которой электрон покоился до
прихода волны, и, следовательно, частота и интен-
сивность падающей волны в этих системах отсчета
имеют разные значения. В нерелятивистском слу-
чае этим различием можно пренебречь, а в области
релятивистского движения эти различия значитель-
ны.

Полученные в настоящей работе результаты при-
менимы к наиболее общей постановке модельной за-
дачи о взаимодействии монохроматической плоской
волны с классическим точечным электроном, дви-
жущимся под действием поля волны как с нереля-
тивистской, так и с релятивистской скоростью. Об-
щая постановка задачи включает в себя случаи лю-
бой поляризации монохроматической плоской вол-
ны: линейной, круговой или эллиптической. Кроме
того, полученные результаты, выражаемые в общем
случае через безразмерные инвариантные парамет-
ры, применимы к анализу задачи в произвольной
инерциальной системе отсчета, в том числе и в сис-
теме отсчета, в которой электрон покоился до при-
хода волны. Выполненный в настоящей работе ана-
лиз применимости рассматриваемого приближения
относится к любым величинам, вычисляемым в рам-
ках модельной задачи о взаимодействии монохро-
матической плоской волны с классическим электро-
ном, в том числе к результатам вычисления сечения
рассеяния, полученным в работе [5].
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На основе теории диффузионного ускорения заряженных частиц проведены теоретические исследования
численными методами спектров протонов, произведенных ударной волной, образованной корональным
выбросом массы со скоростью 1000 км/с, в нижней короне Солнца с известными параметрами солнечной
плазмы. Показано, что протоны с энергиями � 103 МэВ могут быть получены на расстояниях до 3–5R�
(R� — радиус Солнца) в течение 700–1300 c.

DOI: 10.31857/S0044451022010023

1. ВВЕДЕНИЕ

Развитие теории диффузионного ускорения (см.,
например, пионерские работыКрымского [1], в кото-
рой автор назвал эту теорию регулярным механиз-
мом ускорения, и Аксфорда и др. [2]; монографию
Бережко и др. [3] и обзор Бережко и Крымского [4],
а также ссылки в них) применительно к явлениям
во внутренней гелиосфере (области, ограниченной
орбитой Земли) необходимо для детального понима-
ния процессов формирования спектров энергичных
ионов на фронтах ударных волн.

Обоснование предмета исследований генерации
солнечных космических лучей (СКЛ) ударной вол-
ной в нижней короне Солнца приведено во введении
работы Бережко и Танеева [5]; см. также обзор Ми-
рошниченко [6], работу Ли [7] и ссылки там.

В статье Петухова и др. [8] впервые рассмотре-
но ускорение СКЛ с учетом влияния коронального
выброса массы (КВМ) на Солнце. В англоязычной
литературе для обозначения КВМ используют аб-
бревиатуру CME (coronal mass ejection), которую мы
будем использовать далее. В работе [8] рассматри-
вался вариант линейной (несамосогласованной) тео-

* E-mail: taneev@ikfia.ysn.ru

рии, в которой ускоряемые частицы не генерируют
альфвеновские волны и тем самым имеют заданные
коэффициенты диффузии.

Целью настоящей работы является теоретиче-
ское исследование численными методами квази-
линейного (самосогласованного) варианта теории
ускорения СКЛ ударной волной, в которой коэф-
фициент диффузии частиц определяется степенью
генерации ими альфвеновских волн, в нижней сол-
нечной короне с известными параметрами плазмы
и с учетом влияния на процесс ускорения частиц
CME.

2. МОДЕЛЬ

Вначале отметим, что линейная (несамосогласо-
ванная) теория ускорения СКЛ ударной волной до
релятивистских энергий в нижней короне Солнца
была разработана ранее в работе [9] и является пер-
вым примером применения теории диффузионного
ускорения заряженных частиц с учетом конечности
размеров ударной волны (в сферическом приближе-
нии), адиабатического замедления ускоренных час-
тиц в расширяющемся потоке солнечного ветра, а
также известных параметров плазмы солнечной ко-
роны, для понимания и детального объяснения яв-
ления генерации СКЛ ударными волнами, бегущи-
ми от основания нижней короны Солнца в межпла-
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нетное пространство. В дальнейшем учет самосогла-
сованной генерации альфвеновских волн ускоряе-
мыми частицами привел к созданию квазилинейной
(самосогласованной) теории диффузионного ускоре-
ния СКЛ на фронте корональной ударной волны [5].

Используемая в данной работе модель [5] была
применена для изучения ускорения СКЛ в событи-
ях 29 сентября 1989 г. (GLE42) [5], 28 октября 2003 г.
(GLE65) [10] и 22 ноября 1977 г. (GLE30) [11], а так-
же в работе [12]. События с релятивистскими СКЛ
принято называть GLE (ground level enhancement) с
присвоением порядкового номера.

С незначительными модификациями модель [5]
использовалась в исследованиях ускорения частиц
межпланетными ударными волнами [13,14] и около-
земной ударной волной [15].

Так как постановка задачи подробно изложена в
работе [5], здесь мы остановимся только на основных
ее элементах с добавлением учета влияния CME на
процесс ускорения частиц.

Как и в предшествующих работах [5, 9–15], мы
рассматриваем только квазипараллельные ударные
волны, на которых наиболее эффективно процесс
ускорения частиц протекает на лобовом участке
сферического ударного фронта, имеющего наиболь-
шую скорость VS , а силовые линии магнитного поля
B составляют небольшой угол ψ с нормалью к удар-
ному фронту n (ψ � 45◦).

Поскольку полуширина характерного попереч-
ного размера L⊥ лобового участка (т. е. области
ускорения) достаточно велика (L⊥ ∼ RS), а быстрые
частицы в сильной степени замагничены (κ‖ � κ⊥
[16], здесь κ‖ (κ⊥) — коэффициент продольной (по-
перечной) по отношению к магнитному полюB диф-
фузии κ частиц), приближение сферической сим-
метрии в нашем случае означает, что все физичес-
кие величины являются функциями только одной
пространственной переменной — гелиоцентрическо-
го расстояния r. В этом случае уравнение переноса
для функции распределения частиц f(r, p, t), впер-
вые выведенное Крымским [17], в области r > RS

имеет вид

∂f

∂t
=

1

r2
∂

∂r

(
κ‖r2

∂f

∂r

)
− w′ ∂f

∂r
+

+
p

3r2
∂(w′r2)
∂r

∂f

∂p
− f

τ⊥
, (1)

где p — импульс частиц, t — время, w′ = w + cc —
скорость рассеивающих центров, w — скорость сре-
ды (плазмы), cc — скорость рассеивающих центров
относительно среды.

Предпоследний член в правой части уравнения
(1) описывает адиабатическое замедление частиц в
расширяющемся потоке, которое является одним из
факторов, ограничивающих спектр ускоренных час-
тиц со стороны больших энергий.

Последний член в уравнении (1) описывает вы-
ход частиц из области ускорения за счет поперечной
диффузии с характерным временем τ⊥ = L2

⊥/κ⊥.
Реальные значения коэффициента диффузии κ⊥ та-
ковы, что член f/τ⊥ мало сказывается на процес-
се ускорения частиц. Как и раньше [5, 9–14], нами
принято L⊥ = 0.6RS, что соответствует величине
ΩS = 1.26 ср.

Заметим, что угол ΩS влияет только на пол-
ное количество произведенных ударной волной СКЛ
(которое прямо пропорционально ΩS) и совершенно
не влияет на их распределение внутри конуса с рас-
твором ΩS .

Как и в предшествующих своих работах [5,9–15],
мы не учитываем модификацию ударной волны об-
ратным воздействием ускоренных частиц в силу то-
го, что их давление значительно меньше динамиче-
ского давления среды на ударный фронт Pm = ρ1V

2
S .

Ударный фронт трактуется нами как разрыв,
на котором скорость среды относительно ударного
фронта u = VS − w испытывает скачок от значения
u1 в точке r = RS + 0 до

u2 = u1/σ (2)

в точке r = RS − 0. Здесь

σ =
4

1 + 3/M2
1

(3)

— степень сжатия вещества на ударном фронте,
M = u/cs — число Маха, cs =

√
γgkBT/m — ско-

рость звука, T — температура, kB — постоянная
Больцмана, m — масса протона; для показателя по-
литропы плазмы принято значение γg = 5/3; индек-
сом 1 (2) помечаются величины, соответствующие
точке непосредственно перед (за) ударным фрон-
том.

Функция распределения на ударном фронте, рас-
положенном в точке r = RS , удовлетворяет условию

u′1 − u2
3

p
∂f

∂p
=

(
κ
∂f

∂r

)
1

−
(
κ
∂f

∂r

)
2

+Q0 , (4)

где u′ = u − cc — скорость рассеивающих центров
относительно ударного фронта,

Q0 = u1
Ninj

4πp2inj
δ(p− pinj) (5)
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— сосредоточенный на ударном фронте источник,
обеспечивающий инжекцию в режим ускорения
некоторой доли η = Ninj/Ng1 от концентрации
частиц среды Ng1 = Ng(r = RS +0), натекающей на
ударный фронт. Плотность среды ρ и концентрация
протонов Ng связаны соотношением ρ = mNg, где
m — масса протона.

Ввиду отсутствия разработанной теории меха-
низма инжекции (или, более точно, теории ударно-
го перехода в сильной ударной волне) безразмер-
ный параметр η, который принято называть тем-
пом инжекции, является свободным в используемой
нами модели. В расчетах нами принята величина
η = 3 · 10−3.

Отметим, что ускорение частиц в каждый мо-
мент времени по площади ударной волны может
быть неоднородным: на ней могут присутствовать
наряду с квазипараллельными квазиперпендику-
лярные участки. Величина η считается нами сред-
ней по площади ударной волны.

Выбор величины импульса инжектируемых час-
тиц pinj , который по своему смыслу разделяет в
едином спектре медленные (тепловые) и быстрые
(ускоренные) частицы, является до некоторой степе-
ни условным. По сути дела, он лимитируется лишь
условием применимости для всей рассматриваемой
области p ≥ pinj диффузионного приближения, ос-
нованного на уравнении (1). Поэтому мы принима-
ем, как обычно, pinj = λmcs2, где λ > 1 (см., напри-
мер, [18]), а

cs2 =
u1
√
γg(σ − 1) + σ/M2

1

σ

— скорость звука за фронтом ударной волны. Как
и в предшествующих исследованиях [5,9–15], мы ис-
пользовали значение λ = 4.

В своих расчетах мы учитываем изменение им-
пульса инжекции частиц pinj в процесс ускорения с
изменением расстояния r от Солнца вследствие из-
менения параметров солнечной короны и считаем,
что темп инжекции частиц η при каждом новом зна-
чении pinj не изменяется: η(r, pinj) = const.

Поскольку ударный фронт является единствен-
ным источником, где осуществляется инжекция час-
тиц в режим ускорения, задачу необходимо решать
при начальном и граничном условиях:

f(r, p, t0) = 0 , f(r = ∞, p, t) = 0 , (6)

которые означают отсутствие фоновых частиц рас-
сматриваемого диапазона энергий в солнечном вет-
ре.

Коэффициент диффузии κ‖ частиц, входящий в
уравнение (1), определяется выражением [19]

κ‖ =
v2B2

32π2ωBEw

(
k = ρ−1

B

) , (7)

в котором v — скорость частиц, ρB = p/(AmωB) —
гирорадиус, ωB = ZeB/Amc — гирочастота, e —
элементарный заряд, Z — зарядовое число, A —
массовое число, c — скорость света, Ew(k) =

= d(δB2/8π)/d lnk — дифференциальная плотность
магнитной энергии альфвеновских волн. Частицы
рассеиваются за счет взаимодействия только с теми
волнами, волновое число k которых равно обратно-
му гирорадиусу ρB частиц. Коэффициенты диффу-
зии частиц κ‖ и κ⊥ связаны между собой соотноше-
нием: κ‖κ⊥ = ρ2Bv

2/3 [20].
Фоновый спектр волн Ew0(k, r) модифицирует-

ся за счет генерации альфвеновских волн ускорен-
ными частицами. С учетом этого уравнение перено-
са альфвеновской турбулентности в области перед
ударным фронтом (r > RS) имеет вид

∂E±
w

∂t
+ u±1

∂E±
w

∂x
= ±ΓE±

w , (8)

где

Γ(k) =
32π3cA
kc2v2

∑
s

(Ze)2

Am
κ‖

(
ρB = k−1

)
×

×
∞∫

pmin

dpp2v

(
1− m2ω2

B

k2p2

)
∂f

∂x
(9)

— инкремент раскачки (декремент затухания) волн
ускоренными частицами [21], x = RS − r, pmin =

= max (pinj ,mωB/k), «s» — сорт иона (для упроще-
ния записи индекс сорта иона у соответствующих
величин опущен), плотности энергии E+

w и E−
w от-

вечают волнам, бегущим в среде в направлении от
Солнца (+) и к Солнцу (−) соответственно,

Ew = E+
w + E−

w , u±1 = VS − w ∓ cA.

Поскольку рассеяние СКЛ осуществляется по-
средством их взаимодействия с альфвеновскими
волнами, распространяющимися в противополож-
ных направлениях вдоль силовых линий регулярно-
го магнитного поля B, скорость рассеивающих цен-
тров в области перед ударным фронтом (r > RS)
определяется выражением

cc = cA
E+

w − E−
w

Ew
, (10)
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где
cA = B/

√
4πρ (11)

— альфвеновская скорость. В области за фронтом
(r < RS) распространение альфвеновских волн в
значительной степени изотропизуется, поэтому cc =
= 0. Важно отметить, что скорость рассеивателей
cc(k) является функцией волнового числа k, а следо-
вательно, она является функцией импульса p частиц
с учетом того, что частицы взаимодействуют (рас-
сеиваются) с волнами, волновое число которых k =

= ρ−1
B ∝ p.
Эффективность ускорения ионов высоких энер-

гий на фронте эволюционирующей ударной волны
испытывает закономерные изменения во времени.
Качественно эти закономерности могут быть уста-
новлены на основе выражения для функции рас-
пределения f(r, p, t) ускоренных частиц на удар-
ном фронте, которое в случае немодифицированной
ударной волны в области импульсов pinj ≤ p < pmax

можно представить в виде (см., например, [3, 4])

f(RS , p, t) =
qηNg

4πp3inj

(
p

pinj

)−q

, (12)

где показатель спектра определяется выражением

q =
3σef
σef − 1

, (13)

а
σef =

u′1
u2

= σ

(
1− cc1

u1

)
(14)

— эффективная степень сжатия на ударном фронте.
Чем больше σef , тем меньше q (жестче спектр f). По
достижении предельного (максимального) импульса
pmax в области p > pmax спектр сильно укручается
и оканчивается квазиэкспоненциальным хвостом.

В случае, когда в области перед ударным фрон-
том (r = RS + 0) преобладают волны, бегущие в
направлении от Солнца (cc = cA), получаем

σef = σ

(
1− 1

MA

)
, (15)

где
MA =

u1
cc

=
u1
cA

(16)

— альфвеновское число Маха. Условие Ew(ν) ≈
≈ E+

w (ν) выполняется для большей части спектра
альфвеновских волн, резонансно взаимодействую-
щих с ускоренными частицами за счет преоблада-
ющего вклада волн, раскачиваемых ими.

В предшествующих исследованиях [5,9–15] было
использовано предположение о том, что среда в об-
ласти за ударным фронтом (r < RS) возмущена зна-
чительно сильнее, чем перед фронтом (r > RS), что

Рис. 1. Скорость VS ударной волны в зависимости от ее
положения RS/R� относительно Солнца

обеспечивает соотношение κ2 � κ1. Это позволяет
пренебречь вторым членом в правой части уравне-
ния (4), в силу чего решение задачи перестает за-
висеть от каких-либо особенностей области r < RS .
В настоящей работе нами учитываются все члены в
уравнении (4).

Мы взяли начальный радиус CME RCME(t0)

равным радиусу Солнца R�, величину его скорости
VCME положили равной 1000 км/с и приняли ее по-
стоянной при удалении от Солнца: VCME(r) = const.

Следуя работе [18], начальный радиус ударной
волны мы взяли равным

RS(t0) = 1.1RCME(t0) , (17)

что, с нашей точки зрения, вполне приемлемо для
нижней солнечной короны, если анализировать ре-
зультаты работы [22].

Из движения CME как поршня в среде с задан-
ной плотностью и скоростью плазмы, которые опи-
саны в следующем разделе, численным решением
газодинамических уравнений были вычислены ра-
диус RS(t) и скорость VS(t) ударной волны, как это
было сделано в работе [8].

На рис. 1 приведена скорость VS ударной вол-
ны в зависимости от ее положения RS/R� относи-
тельно Солнца, а на рис. 2 — изменение расстояния
(RS − RCME)/R� между ударной волной и CME с
ростом RS .

Скорость солнечного ветра w за фронтом удар-
ной волны (RCME ≤ r ≤ RS) в настоящей работе
аппроксимирована выражением

w(r) = VCME +
r −RCME

RS −RCME
(w2 − VCME) , (18)
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Рис. 2. Изменение расстояния между ударной волной и
CME с ростом RS

где
w2 = VS − u2 . (19)

Применимость такой линейной аппроксимации под-
тверждается результатами полного численного рас-
чета газодинамических уравнений за фронтом удар-
ной волны.

Дивергенцию скорости солнечного ветра w за
фронтом ударной волны (RCME ≤ r ≤ RS) мы при-
няли в виде

1

r2
∂(w r2)

∂r
=

2w

r
+
w2 − VCME

RS −RCME
. (20)

В нашем случае w2 ≥ VCME и, соответственно,
div w > 0, т. е. область за ударным фронтом замед-
ляет ускорение частиц.

Коэффициент диффузии частиц κ2(p, r) за
фронтом ударной волны (RCME ≤ r ≤ RS) нами
взят независимым от r (κ2(r) = const), а также
(учитывая усиление напряженности магнитного по-
ля B2 = B1 σ за ударным фронтом) нами приняты
три варианта его связи с точкой r = RS + 0 из
области r ≥ RS :

1) κ2(a) = κB1/σ, где

κB = ρBv/3 (21)

— бомовский коэффициент диффузии;
2) κ2(b) = κ‖1/σ;
3) κ2(c) = 0, что соответствует нашим предыду-

щим исследованиям [5, 9–15], так как выпадает из
расчетов второй член в правой части уравнения (4).

Расчеты с κ2(a) и κ2(b) ниже сравниваются меж-
ду собой на предмет различия полученных результа-
тов, а расчеты с κ2(a) и κ2(c) — на предмет сходства
полученных результатов.

Уравнение переноса (1) для функции распреде-
ления частиц f(r, p, t) в области за ударным фрон-
том (RCME < r < RS) после исключения из него
последнего члена решается при граничных услови-
ях на поршне [18]

∂f

∂r

∣∣∣∣r=RCME+0

r=RCME−0

= 0 (22)

и ударном фронте
f2(r = RS − 0) = f1(r = RS + 0) . (23)

Сформулированная задача (1) – (23) решается
численно. Алгоритм численного решения и приме-
няемые численные методы в области перед ударным
фронтом (r ≥ RS) кратко изложены в работе [15].
Для расчета области за ударным фронтом (r ≤ RS)
нами была адаптирована численная схема из рабо-
ты [23].

3. ПАРАМЕТРЫ СОЛНЕЧНОЙ КОРОНЫ

Спектр фоновых альфвеновских волн Ew0(k, r)

может быть определен исходя из современного пред-
ставления о том, что поток энергии альфвеновских
волн в основании короны Fw = W (3w + 2cc) явля-
ется основным источником энергии солнечного вет-
ра. Здесь W =

∫
Ew0(ν)dν — суммарная по спектру

волн плотность магнитной энергии,
Ew0(ν) = ν−1Ew0(k) (24)

— спектральная плотность магнитной энергии альф-
веновских волн, где частота ν и волновое число k

связаны соотношением ν = k(w ± cA)/(2π), знаки
«±» в этом выражении отвечают волнамE±

w (ν), рас-
пространяющимся от Солнца (+) и к Солнцу (−).

Следуя [24], мы предполагаем, что спектр волн в
основании короны имеет вид
Ew0(ν) ∝ ν−1 при 10−3 < ν < 5 · 10−2 Гц . (25)

В области высоких частот, ν > 5 · 10−2 Гц, спектр
ожидается более мягким [25]. Мы предполагаем, что
в этом инерциальном частотном диапазоне он имеет
вид такой же, как в солнечном ветре [26, 27]:

Ew0(ν) ∝ ν−5/3 . (26)

Принимая типичное значение потока энергии
Fw ≈ 106 эрг/(см2· с) [24], скорости плазмы w = 0

и скорости cc = 200 км/с в основании короны, име-
ем W = 2.5 · 10−2 эрг/см3 и

Ew0(r0, ν0) = 1.3 · 109 Гс2/Гц , (27)

где r0 = 1.1R�, ν0 = 5 · 10−2 Гц.
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Эта энергия делится между противоположно
распространяющимися волнами в соответствии с со-
отношениями

E+
w0 = 0.7Ew0, E−

w0 = 0.3Ew0 . (28)

Согласно спутниковым измерениям у орбиты
Земли [26,27]

Ew0(r = 1 а. е., ν0) = 10−2 Гс2/Гц , (29)

где а. е. — астрономическая единица.
Принимая степенную зависимость плотности

энергии волн от гелиоцентрического расстояния,
Ew0(ν, r) ∝ r−δ, имеем δ = 5. В итоге спектральное
и пространственное распределение альфвеновских
волн в области частот ν > 5 · 10−2 Гц может быть
представлено в виде

Ew0(k, r) = E0

(
k

k0

)−β (
r

r0

)−δ

, (30)

где β = 2/3, E0 = 6.5 · 10−3 эрг/см3, k0 =

= 2.4 · 105 см−1.
Роль рассеивателей для протонов с энергиями

� 104 МэВ выполняют волны с частотами ν �
� 5 · 10−2 Гц. Протоны с энергиями > 104 МэВ
взаимодействуют с волнами, у которых частота
ν < 5 · 10−2 Гц. Далее мы принимаем зависи-
мость спектра фоновой альфвеновской турбулент-
ности Ew0(ν) от частоты ν согласно (26) в области
частот ν � νinj , где νinj — частота, резонансная с
протонами, имеющими импульс pinj . В наших рас-
четах νinj = 4.1 · 102 Гц.

На рис. 3 представлен фоновый спектр альфве-
новских волн Ew0(ν) в зависимости от частоты ν на
расстоянии RS = 1.1R� от Солнца. Вертикальной
штриховой линией выделена частота ν0 = 5·10−2 Гц.
Горизонтальной штриховой линией приведена ам-
плитуда волн Ew0 = 1.3 · 109 Гс2/Гц. После частоты
ν ≈ 2 · 103 Гц спектр волн имеет вид Ew0(ν) ∝ ν−3,
что связано с учетом нами всегда затухания волн
на тепловых протонах [5, 13, 14], которое никак не
сказывается на процессе ускорения частиц и необ-
ходимо, если приходится сравнивать вычисленный
спектр волн Ew (8) с измеренным эксперименталь-
но [13, 14].

Для радиального распределения концентрации
протонов в низкоширотной короне нами использу-
ются результаты полуэмпирической модели [28]:

Ng(r) = Ng0

[
a1 e

a2z z2 ×
× (1 + a3 z + a4 z

2 + a5 z
3)
]
, (31)

Рис. 3. Фоновый спектр альфвеновских волн Ew0(ν) в за-
висимости от частоты ν на расстоянии RS = 1.1R� от
Солнца. Вертикальной штриховой линией выделена час-
тота ν0 = 5 · 10−2 Гц. Горизонтальной штриховой линией
приведена амплитуда волн Ew0 = 1.3 · 109 Гс2/Гц. Крести-
ком на спектре Ew0(ν) отмечена частота νinj = 4.1·102 Гц.

Подробнее см. текст

где Ng0 = Ng(r0) = 108 см−3, a1 = 3.2565 · 10−3,
a2 = 3.6728, a3 = 4.8947, a4 = 7.6123, a5 = 5.9868,
z = r0/r. При этом для простоты всеми сортами
ионов, кроме протонов, мы пренебрегаем.

Скорость среды (плазмы) w определяется из
условия непрерывности потока вещества:

w(r) = w0
Ng(r)

Ng0

(
r

r0

)2

, (32)

где Ng(r) = ρ(r)/m — концентрация протонов, w0 =

= w(r0) = 1 км/с.

Напряженность магнитного поля принимается в
виде

B(r) = B0(r0/r)
2 , (33)

где B0 = 2.3 Гс [29].

Температура солнечной короны принята равной
T = 2 · 106 К [30].

Помимо протонов мы принимаем во внимание
также ускорение α-частиц, предполагая, что содер-
жание ядер гелия в корональной плазме составляет
10% от содержания водорода.
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4. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
СОГЛАСНО ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

Фактором, определяющим эффективность уско-
рения, является количество вовлекаемых в ускоре-
ние частиц на данной стадии эволюции ударной вол-
ны RS(t). Этот фактор непосредственно определяет
величину (амплитуду) суммарного спектра ускорен-
ных частиц:

N(ε, t) =
4πp2

v

∫
f(r, p, t) dV , (34)

где
ε =

√
p2c2 +m2c4 −mc2.

Здесь интегрирование ведется по всему объему, за-
нятому частицами.

Суммарный спектр N(ε) (34) можно приближен-
но представить в виде

N(ε) ∝ N ′(ε) exp
[
−
(

ε

εmax

)α]
, (35)

где
N ′(ε) ∝ ε−γ (36)

— степенной участок спектра N(ε) (34) с показате-
лем γ. Значение параметра α затруднительно пред-
сказать аналитически по причине значительного из-
менения показателя q (13) в области ускорения.

Максимальная энергия εmax в (35) определяется
из соотношения

N(εinj)

N(εmax)

(
εmax

εinj

)−γ

= e, (37)

где e — основание натурального логарифма. Далее
предельно большими (предельными) энергиями час-
тиц мы считаем энергии ε � εmax.

В соответствии с приведенными выше моделью
и параметрами было сделано три расчета соглас-
но линейной (несамосогласованной) теории для трех
вариантов коэффициента диффузии частиц κ2 за
фронтом ударной волны: κ2(a), κ2(b) и κ2(c).

Все расчеты нами были сделаны до 10R�. На
расстояниях от 5R� до 10R� процесс ускорения час-
тиц протекал в квазистационарном режиме: в спект-
рах N(ε) не происходило видимых изменений. Мы
выбрали 5R� как окончательную точку в расчетах
для последующего анализа.

На рис. 4 представлен cуммарный спектр N(ε)

протонов, ускоренных в солнечной короне, как
функция кинетической энергии ε согласно линей-
ной (несамосогласованной) теории. Спектры N(ε)

приведены для трех значений радиуса ударной вол-
ны: RS = 1.102, 1.178, 5.022R� (отмечены цифрами

Рис. 4. Суммарный спектр N(ε) протонов, ускоренных в
солнечной короне, как функция кинетической энергии ε со-
гласно линейной (несамосогласованной) теории. Спектры
приведены для RS = 1.102, 1.178, 5.022R� (отмечены 1,
2, 4). Сплошные кривые — расчет с κ2(a), штриховые кри-
вые — расчет с κ2(b), пунктирные кривые — расчет с κ2(c).
Штрихпунктирная кривая для 2.989R� (отмечена 3) взята

из расчета с κ2(c)

1, 2 и 4). Сплошными кривыми на рис. 4 приведен
расчет с κ2(a) (первый расчет). Штриховые кривые
на рис. 4 соответствуют расчету с κ2(b) (второй рас-
чет). Пунктирные кривые на рис. 4 представляют
расчет с κ2(c) (третий расчет). Штрихпунктирная
кривая на рис. 4 для 2.989R� (отмечена цифрой 3)
взята из третьего расчета.

Сравнение первого расчета со вторым показы-
вает, что с увеличением коэффициента диффузии
частиц κ2 (κ2(b) � κ2(a)) за фронтом ударной вол-
ны значительно возрастает вес второго члена в пра-
вой части уравнения (4). Это существенным образом
сказывается на темпе ускорения частиц с удалени-
ем от Солнца: во втором расчете он уменьшается
с ростом RS заметно быстрее (см. рис. 4). На 5R�
максимальная энергия εmax = 1.6 ·103 МэВ в первом
расчете в 3 раза больше, чем во втором, в котором
εmax = 5.1 · 102 МэВ.

При сравнении первого расчета (κ2 = κ2(a)) с
третьим (κ2 = κ2(c) = 0) мы видим, что сплошные и
пунктирные кривые на рис. 4 несущественно разли-
чаются между собой и то только в области предель-
ных энергий на 5R�. Небольшое расхождение гово-
рит о том, что бомовский коэффициент диффузии
κB (21) лишь незначительно увеличивает вес второ-
го члена в правой части уравнения (4) по сравне-
нию со случаем его нулевого значения. Максималь-
ная энергия εmax на 5R� в третьем расчете равна
1.7 · 103 МэВ.
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Рис. 5. Интенсивность J(ε) протонов, ускоренных в сол-
нечной короне, на фронте ударной волны как функция ки-
нетической энергии ε согласно линейной (несамосогласо-

ванной) теории. Обозначения см. в подписи к рис. 4

Показатели степенных участков спектров на 5R�
в расчетах 1–3 одинаковы: γ = 1.6.

Кроме суммарного спектра N(ε) СКЛ важно
также посмотреть на их текущий спектр J(ε) =

= p2f(r = RS , p, t) на ударном фронте.
На рис. 5 приведена интенсивность J(ε) про-

тонов, ускоренных в солнечной короне, на фронте
ударной волны как функция кинетической энергии
ε согласно линейной (несамосогласованной) теории.
Обозначения кривых на рис. 5 соответствуют обо-
значениям на рис. 4.

Из рис. 5 видно, что во втором расчете (штрихо-
вые кривые) с удалением ударной волны от Солнца
темп ускорения частиц уменьшается заметно быст-
рее, чем в первом (сплошные кривые) и третьем
(пунктирные и штрихпунктирная кривые). Пре-
дельные энергии протонов в области квазиэкспонен-
циального хвоста в этом расчете с увеличением RS

существенно отстают в своем росте от предельных
энергий в двух других расчетах, начиная с 1.178R�
(см. рис. 5).

Еще это выражается в том, что на 5R� во вто-
ром расчете степенной участок J(ε) с ростом энер-
гии ε переходит в более заметный «бамп» по сравне-
нию с «бампами» в первом и третьем расчетах, кото-
рый соответствует частицам, произведенным на бо-
лее ранних стадиях эволюции ударной волны и уско-
рение которых прекратилось раньше, чем в двух
других расчетах [5].

Рис. 6. Суммарный спектр N(ε) протонов, ускоренных в
солнечной короне, как функция кинетической энергии ε со-
гласно квазилинейной (самосогласованной) теории. Обо-

значения см. в подписи к рис. 4

5. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ
СОГЛАСНО КВАЗИЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ

В соответствии с приведенными выше моделью
и параметрами было сделано три расчета соглас-
но квазилинейной (самосогласованной) теории для
трех вариантов коэффициента диффузии частиц κ2
за фронтом ударной волны: κ2(a), κ2(b) и κ2(c).

На рис. 6 представлен суммарный спектр N(ε)

протонов, ускоренных в солнечной короне, как
функция кинетической энергии ε согласно квази-
линейной (самосогласованной) теории. Спектры
N(ε) приведены для трех значений радиуса удар-
ной волны: RS = 1.102, 1.178, 5.022R� (отмечены
цифрами 1, 2 и 4). Сплошными кривыми на рис. 6
приведен расчет с κ2(a) (четвертый расчет). Штри-
ховые кривые на рис. 6 соответствуют расчету
с κ2(b) (пятый расчет). Пунктирные кривые на
рис. 6 представляют расчет с κ2(c) (шестой расчет).
Штрихпунктирная кривая на рис. 6 для 2.989R�
(отмечена цифрой 3) взята из шестого расчета.

Как видно из рис. 6, если нет необходимости пы-
таться описывать спектры частиц в области пре-
дельно больших энергий, то можно ограничиться
расчетами до 3R�. В работе [31] авторы, анализируя
протоны с энергией до ∼ 1.12 ГэВ в событии 17 мая
2012 г. (GLE71), пришли к выводу, что они предпо-
ложительно могли быть ускорены ударной волной
от CME на расстоянии до ∼ 3.07R�, что согласует-
ся с нашим выводом.

Сравнение четвертого расчета с пятым показы-
вает, что с увеличением коэффициента диффузии
частиц κ2 (κ2(b) � κ2(a)) за фронтом ударной вол-
ны значительно возрастает вес второго члена в пра-
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Рис. 7. Интенсивность J(ε) протонов, ускоренных в сол-
нечной короне, на фронте ударной волны как функция ки-
нетической энергии ε согласно квазилинейной (самосогла-
сованной) теории. Обозначения см. в подписи к рис. 4

вой части уравнения (4). Это существенным образом
сказывается на темпе ускорения частиц с удалением
от Солнца: в пятом расчете он уменьшается с рос-
том RS заметно быстрее (см. рис. 6). На 5R� мак-
симальная энергия εmax = 6.5 ·103 МэВ в четвертом
расчете в 4 раза больше, чем в пятом, в котором
εmax = 1.6 · 103 МэВ.

При сравнении четвертого расчета (κ2 = κ2(a)) с
шестым (κ2 = κ2(c) = 0) мы видим, что сплошные и
пунктирные кривые на рис. 6 несущественно разли-
чаются между собой и то только в области предель-
ных энергий на 5R�. Небольшое расхождение гово-
рит о том, что бомовский коэффициент диффузии
κB (21) лишь незначительно увеличивает вес второ-
го члена в правой части уравнения (4) по сравне-
нию со случаем его нулевого значения. Максималь-
ная энергия εmax = 7.7 · 103 МэВ в шестом расчете
на 5R� несущественно больше, чем в четвертом.

Показатели степенных участков спектров на 5R�
в расчетах 4–6 одинаковы: γ = 1.9. В квазилинейных
расчетах степенной участок ожидаемо мягче, чем в
линейных [5].

На рис. 7 приведена интенсивность J(ε) про-
тонов, ускоренных в солнечной короне, на фронте
ударной волны как функция кинетической энергии
ε согласно квазилинейной (самосогласованной) тео-
рии. Обозначения кривых на рис. 7 соответствуют
обозначениям на рис. 4.

Рис. 8. Коэффициенты диффузии κ(ε) протонов на фрон-
те ударной волны как функция кинетической энергии ε.

Подробнее см. текст

Форма штрихпунктирной кривой интенсивно-
сти J(ε) для шестого расчета на рис. 7 сигнали-
зирует об истощении процесса ускорения частиц
уже на 3R� радиусах Солнца: между степенным
участком спектра и «бампом» (между ≈ 5 · 102 и
≈ 2 · 103 МэВ) образовался локальный минимум
при энергии εloc ≈ 103 МэВ. Протоны с энергия-
ми ε < εloc подвержены влиянию ударной волны, а
протоны с энергиями ε � εloc интенсивно покидают
область ускорения [5].

На рис. 8 приведены коэффициенты диффузии
κ(ε) протонов, ускоренных в солнечной короне, на
фронте ударной волны (r = RS + 0) как функция
кинетической энергии ε для двух значений радиуса
ударной волны: RS = 1.178, 5.022R�.

При энергиях ε ≥ εinj = 3 · 10−2 МэВ на рис. 8
сплошными, штриховыми и пунктирными кривыми
представлены коэффициенты диффузии κ‖(ε) (7)
протонов соответственно для четвертого, пятого и
шестого расчетов.

Там же штрихпунктирными кривыми приведена
зависимость коэффициента диффузии κ‖0(ε) про-
тонов по фоновой альфвеновской турбулентности
Ew0 (30), а штрихпунктирными линиями с двумя
точками обозначен бомовский коэффициент диффу-
зии κB (21).

При энергиях ε ≤ εinj на рис. 8 форма линий ко-
эффициентов диффузии обусловлена влиянием за-
тухания альфвеновских волн на тепловых протонах
[5, 13, 14]. В области энергий ε � 500 МэВ на коэф-
фициенты диффузии κ‖(ε) (7) оказывает влияние
релятивизм [5].
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Анализ результатов пятого и шестого расчетов
показывает диапазон манипулирования коэффици-
ентом диффузии частиц κ2 за фронтом ударной вол-
ны при сравнении теоретических расчетов с данны-
ми экспериментов.

6. ВЫВОДЫ

На основе теории диффузионного ускорения за-
ряженных частиц проведены теоретические иссле-
дования численными методами спектров протонов,
произведенных ударной волной, образованной коро-
нальным выбросом массы со скоростью 1000 км/с, в
нижней короне Солнца с известными параметрами
солнечной плазмы.

Проведено теоретическое исследование числен-
ными методами квазилинейного (самосогласован-
ного) варианта теории ускорения СКЛ ударной
волной, в которой коэффициент диффузии частиц
определяется степенью генерации ими альфвенов-
ских волн, в нижней солнечной короне с известными
параметрами плазмы и с учетом влияния на процесс
ускорения частиц CME.

Из приведенных расчетов видно, что чем боль-
ше коэффициент диффузии частиц κ2 за фронтом
ударной волны, тем быстрее уменьшается их темп
ускорения с удалением от Солнца. В результате мак-
симальные энергии εmax в спектрах СКЛ N(ε) по-
лучаются меньше.

Вариант с использованием бомовского коэффи-
циента диффузии κB за фронтом ударной волны
незначительно отличается от варианта с κ2 = 0.

Полученные результаты позволяют нам утвер-
ждать о важности развиваемой квазилинейной тео-
рии ускорения СКЛ ударной волной в нижней ко-
роне Солнца.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлено теоретическое исследование чис-
ленными методами квазилинейного (самосогласо-
ванного) варианта теории ускорения СКЛ ударной
волной, в которой коэффициент диффузии частиц
определяется степенью генерации ими альфвенов-
ских волн, в нижней солнечной короне с известными
параметрами плазмы и с учетом влияния на процесс
ускорения частиц CME.

Результаты настоящей работы могут быть полез-
ны для анализа энергетического обмена в неодно-
родных системах, которые представляют интерес в
физике плазмы и астрофизике.
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ENTANGLEMENT ENTROPY SCALING LAW IN THE GROUND STATE

OF SUPERSYMMETRIC FERMION LATTICE MODEL

F. Eghbalifam, M. A. Jafarizadeh, S. Nami

Исследуется энтропия запутывания в основном состоянии решеточной модели суперсимметричных фер-
мионов. Поскольку гамильтониан модели имеет блочно-диагональный вид в базисе фиксированного чис-
ла частиц, энтропия запутывания вычисляется для блоков гамильтониана по отдельности. Представлены
способы вычисления корреляционных матриц и энтропии запутывания для основного состояния супер-
симметричного гамильтониана для различных графов. Показано, что для энтропии запутывания имеет
место закон масштабирования при различном выборе числа фермионов на регулярных графах. Полу-
чена аналитическая формула для энтропии запутывания для одного масштабируемого набора сильно
регулярных графов в терминах их параметров и показано, что энтропия запутывания удовлетворяет
закону объемного масштабирования.

DOI: 10.31857/S0044451022010035

1. ВВЕДЕНИЕ

Теория суперсимметрии (SUSY) в физике частиц
устанавливает соотношение между бозонами и фер-
мионами. Эту теорию можно построить для реше-
точных моделей [1–5]. Многочисленные исследова-
ния посвящены теории суперсимметрии и ее инте-
ресным приложениям, таким как суперфрустрация

* E-mail: f.eghbali@uut.ac.ir
** E-mail: jafarizadeh@tabrizu.ac.ir

*** E-mail: s.nami@tabrizu.ac.ir

[6], суперконформная теория поля [7,8], модель, опи-
сывающая фазы квантовой спиновой жидкости, ти-
па модели Рохсара –Кивельсона [9], XYZ-спиновая
цепочка [10, 11] и, наконец, когомология независи-
мых комплексов решеток и графов (с математичес-
кой точки зрения) [12–16]. Недавно было показано,
что для этой модели имеет место сильная кванто-
вая зарядовая фрустрация. Это свойств называется
суперфрустрацией и характеризуется экстенсивной
формой энтропии основного состояния [17–20]. В ра-
боте [21] для изучения суперсимметрии в размернос-
ти (0 + 1) использовались симметричные обратные
полугруппы. В этой работе была построена кванто-
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вая система многих тел на цепочке, причем соот-
ветствующий гамильтониан описывал как произве-
дение, так и запутывание состояний. В работе также
обсуждалась теорема, связанная с ростом второй эн-
тропии Реньи с разупорядоченными корреляторами
в тепловом состоянии в терминах частичных сим-
метрий. Энтропия запутывания (ЭЗ) представляет
собой одну из двух мер запутывания, соответствую-
щую запутыванию между двумя комплементарны-
ми частямиD и D для чистого состояния [22]. Пусть
полная система находится в чистом состоянии, тогда
энтропия запутывания между D и D представляет
собой энтропию фон Неймана S, которая связана с
редуцированной матрицей плотности ρD или ρD. Из-
вестны различные способы вычисления ЭЗ: для си-
стем бозонов [23, 24] и фермионов [25, 26], включая
одномерные топологические модели [27, 28], модель
Лифшица [29], модель Хаббарда [30,31], теорию по-
ля [32–34] и спиновые цепочки [35–38].

В случае фермионной модели ЭЗ вычисляется
из собственных значений корреляционной матрицы
[39–42], поэтому сначала необходимо вычислить эле-
менты корреляционной матрицы. В работе [43] рас-
смотрен гамильтониан основного состояния бесспи-
новых свободных фермионов, в котором матрица
перескоков определяется матрицей смежности гра-
фа, и вычислена ЭЗ для различных графов. Кроме
того, в этой работе исследовался закон объемного
масштабирования для ЗЭ для некоторых специаль-
ных наборов регулярных графов, называемых силь-
но регулярными графами (СРГ). Кроме того, ЭЗ
вычисляется в основном состоянии для общего квад-
ратичного бесспинового фермионного гамильтони-
ана. В этом гамильтониане матричное взаимодей-
ствие выражается в терминах симметричной и анти-
симметричной частей матрицы смежности диграфа,
так что закон объемного масштабирования изуча-
ется на некоторых примерах несимметричной ассо-
циативной схемы диграфов [44]. В последнее время
появилось много работ, посвященных обсуждению
законов поверхностного и объемного масштабирова-
ния ЭЗ [45–51]. Во многих работах, посвященных
исследованию свойств ЭЗ в рассматриваемых фи-
зических системах, показано, что в таких системах
имеет место закон объемного масштабирования ЭЗ,
что означает возрастание ЭЗ при увеличении разме-
ра подсистемы. Закон объемного масштабирования
рассматривался для различных моделей, таких как
квантовая модель Изинга [52,53], цепочки спина 1/2

[54–57], фермионные модели [58,59], открытые кван-
товые системы [60], модель Дикке [61], квантовая
теория поля [62].

В настоящей работе рассматривается основное
состояние гамильтониана суперсимметричных фер-
мионов на решетке и обсуждается ЭЗ для некоторых
графов. Сначала обсуждается метод вычисления
корреляционной матрицы и ЭЗ для фиксированно-
го числа фермионов Np. Затем исследуется закон
объемного масштабирования для ЭЗ для некоторых
графов. Для регулярных графов с числом вершин
N и валентностью κ показано, что закон объемного
масштабирования имеет место, если выбрать Np >

> N − κ и Np = N − κ. Для набора СРГ [63, 64] с
параметрами (mn,m(n− 1),m(n− 2),m(n− 1)) вы-
числена ЭЗ для трех случаев, Np = 1, Np > m и
Np ≤ m, и показано, что закон объемного масшта-
бирования имеет место в случаях Np > m и Np ≤ m.

Работа построена следующим образом. В разд. 2
вводится суперсимметричная модель для бесспино-
вых фермионов на графе. В разд. 3 приведен метод
вычисления корреляционной матрицы и энтропии
запутывания. В разд. 4.1 вычисляется ЭЗ для специ-
ального случая регулярных графов, причем для них
выполняется закон объемного масштабирования. В
разд. 4.2 вычислена ЭЗ для набора сильно регуляр-
ных графов и показано, что при Np > 1 имеет место
закон объемного масштабирования. Раздел 5 пред-
ставляет собой Заключение. В Приложении A опи-
саны граф и его матрица смежности. В Приложе-
нии B представлено краткое изложение математи-
ческих свойств сильно регулярных графов.

2. СУПЕРСИММЕТРИЧНЫЙ
ГАМИЛЬТОНИАН, КОРРЕЛЯЦИОННАЯ
ФУНКЦИЯ И ЭНТРОПИЯ ЗАПУТЫВАНИЯ

В бесспиновой фермионной модели гамильтони-
ан записывается в терминах операторов рождения и
уничтожения фермионов [1–6]:

H =
∑
i

∑
j∈N(i)

Pic
†
icjPj +

∑
i

Pi, (2.1)

где i — номер узла на графе. Проекционные опера-
торы P имеют вид

Pi =
∏

j∈N(i)

(
1− c†jcj

)
. (2.2)

Из вида проекционных операторов следует, что не
все узлы, соседние с i-м узлом, могут быть заняты
одновременно. Суперсимметрию можно рассматри-
вать как обобщение суперсимметричной квантовой
механики на случай многих узлов. Два генератора
Q† и Q имеют явный вид [1]
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Q† =
N∑
i=1

c†iPi, Q =
N∑
i=1

ciPi. (2.3)

В терминах двух генераторов гамильтониан можно
записать как [?, 1, 4]

H = Q†Q+QQ†. (2.4)

Пусть F — оператор числа фермионов, тогда имеют
место соотношения [1, 4]

[F,Q†] = Q†, [F,Q] = −Q,
[F,H ] = 0, [Q,H ] = 0,

[Q†, H ] = 0, {Q†, Q} = H.

(2.5)

Гамильтониан коммутирует с оператором числа
фермионов F , поэтому в базисе фиксированного
числа фермионов он является блочно-диагональ-
ным.

Коммутатор
[H,F ] = 0

показывает, что гильбертово пространство H раз-
лагается на инвариантные подпространства, каждое
из которых представляет собой отдельное собствен-
ное пространство оператора F . Таким образом, в
данной модели гильбертово пространство можно за-
писать как

H = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ . . .⊕HN .

Для вычисления ЭЗ в суперсимметричной моде-
ли нужно рассмотреть фиксированное число ферми-
онов. Поэтому основное состояние с Np фермионами
имеет собственные векторы

|ψk〉 =
1

Np! ‖ ηk ‖ ×

×
∑

α1,α2,...,αNp

η
α1α2...αNp

k c†α1
c†α2

. . . c†αNp
|0〉, (2.6)

где ηk — коэффициенты собственных состояний, за-
писанных в виде столбцов. Корреляционная матри-
ца имеет вид [39, 42]

Cij =

(
〈cic†j〉 〈cicj〉
〈c†i c

†
j〉 〈c†i cj〉

)
, (2.7)

с блоками

〈cicj〉 = 0,

〈c†i c
†
j〉 = 0,

〈cic†j〉 = I − 〈†i cj〉.

Тогда

Tr(c†i cjρ) =
1

Tr(ρ)

∑
k

〈ψk|c†icj |ψk〉 〈ψk|c†i cj |ψk〉 =

=
1

(Np!)2 ‖ ηk ‖2
∑

α1,α2,...,αNp ,β1,β2,...,βNp

η
∗β1β2...βNp

k η
α1α2...αNp

k 〈0|cβNp
. . . cβ2cβ1c

†
icjc

†
α1
c†α2

. . . c†αNp
|0〉 =

=
1

(Np!)2 ‖ ηk ‖2

⎛
⎝Np(Np!)

∑
α1α2...αNp−1

η
∗α1α2...αNp−1i

k η
α1α2...αNp−1j

k

⎞
⎠ =

=
Np

Np! ‖ ηk ‖2
∑

α1α2...αNp−1

η
∗α1α2...αNp−1i

k η
α1α2...αNp−1j

k . (2.8)

Отсюда

Cij = Tr(c†i cjρ) =
1

Tr(ρ)

∑
k

Np

Np! ‖ ηk ‖2 ×

×
∑

α1α2...αNp−1

η
∗α1α2...αNp−1i

k η
α1α2...αNp−1j

k . (2.9)

Таким образом, матрица C пропорциональна реду-
цированной матрице плотности NP − 1 частиц:

C = Tr1,2,...,Np−1(ρ).

Это выполняется для любых перестановок индексов
1, 2, . . . , Np− 1. Поэтому, разделяя граф на два ком-

плементарных подмножества D и D, получим выра-
жение для корреляционной матрицы [40]

Γ = PDCPD, (2.10)

где PD — оператор проекции на подпространство
D графа. Тогда ЭЗ можно выразить в терми-
нах собственных значений корреляционной матри-
цы [39–42]:

SD = −
∑
i

(λi log λi + (1 − λi) log (1− λi)), (2.11)

где λi — ее собственные значения.

3 ЖЭТФ, вып. 1
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3. ЗАКОН ОБЪЕМНОГО
МАСШТАБИРОВАНИЯ ДЛЯ ЭНТРОПИ

ЗАПУТЫВАНИЯ

3.1. Регулярные графы

Для всех регулярных графов с валентностью κ

одночастичную часть суперсимметричного гамиль-
тониана можно выразить через матрицу смежности
графа и единичную матрицу:

Hsingle = A+ (N − κ)I. (3.1)

Теперь можно вычислить ЭЗ для двух выбранных
Np и показать, что для нее имеет место закон объ-
емного масштабирования.

3.1.1. NP > N − κ

В суперсимметричной модели гамильтониан яв-
ляется блочно-диагональным. Для регулярных гра-
фов только N−κ блоков являются ненулевыми. По-
этому гамильтониан Np частиц, где

Np ∈ {N − κ+ 1, . . . , N − 1, N},

равен нулю. В этом случае энергия основного состо-
яния равна нулю и собственные состояния гамиль-
тониана Np > N − k частиц равны

|ψi1,...,iNp
〉 = c†i1c

†
i2
. . . c†iNp

|0〉.

Число этих состояний есть

α =

(
N

Np

)
.

Тогда матрица плотности имеет вид

ρ =
1

α
Iα. (3.2)

Корреляционная матрица из (2.9) равна

C =
Np

N
IN ≡ fIN ,

где f — доля занятых состояний. Тогда, выбирая m
узлов как подмножество D, такое что

D = {1, 2, . . . ,m}, D = {m+ 1,m+ 2, . . . , N},

ЭЗ между двумя частями D и D можно получить
из собственных значений матрицы

Γ =
Np

N
Im = fIm. (3.3)

Отсюда для энтропии запутывания получаем

SD = −m(f log f + (1− f) log (1− f)). (3.4)

Из приведенного выше уравнения видно, что ЭЗ
пропорциональна размеру подмножества |D| = m,
поэтому для нее имеет место закон объемного мас-
штабирования.

3.1.2. Np = N − κ

В этом случае гамильтониан Np = N − κ частиц
является диагональным, а его собственные значения
равны ⎧⎨

⎩ 0︸︷︷︸
α−x

, λ︸︷︷︸
x

⎫⎬
⎭ .

Поэтому энергия основного состояния равна нулю,
а собственные состояния записываются в виде

|ψi1,...,iNp
〉 = c†i1c

†
i2
. . . c†iNp

|0〉,

аналогично предыдущему случаю, однако в данном
случае основное состояние является собственным со-
стоянием, соответствующим нулевому собственному
значению. Тогда матрица плотности имеет вид

ρ =
1

α− x

α−x∑
k=1

|ψk〉〈ψk|,

где

α =
N !

Np!(N −Np)!
.

Отсюда следует, что матрица плотности является
диагональной, состоящей из нулей и единиц, причем
число единиц равно α−x. Аналогично предыдущему
случаю, имеем

C =
Np

N
IN = fIN .

Поэтому снова, выбираяm вершин как подмножест-
во D, получаем, что энтропия между D и D равна

SD = −m (f log f + (1− f) log (1− f)) . (3.5)

3.2. Сильно регулярные графы
(mn,m(n − 1),m(n − 2),m(n − 1))

3.2.1. Одночастичный гамильтониан для сильно
регулярных графов

Собственные значения одночастичного гамиль-
тониана для сильно регулярного графа из (B.5) и
(B.6) равны
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Сильно регулярный граф с параметрами (6, 4, 2, 4), где
m = 2 и n = 3

x1 = N с вырождением 1;

x2 = N − κ+
1

2

(
λ− μ+

√
(λ− μ)2 + 4κ− μ

)
с вырождением mx2 ;

x3 = N − κ+
1

2

(
λ− μ−

√
(λ− μ)2 + 4κ− μ

)
с вырождением mx3 .

Если x3 = 0, то N = 2κ − λ. Подставляя это
в уравнение (B.3), получаем κ = μ. Таким обра-
зом, параметрами графа являются (2κ − λ, κ, λ, κ).
Можно показать, что все СРГ с такими параметра-
ми имеют матрицы смежности вида

A = (Jn − In)⊗ Jm

с параметрами

(mn,m(n− 1),m(n− 2),m(n− 1)).

Для этих типов СРГ имеется n блоков и m вершин
в каждом блоке. Тогда, как отмечалось выше, число
вершин равно nm. На рисунке приведен сильно ре-
гулярный граф с параметрами (6, 4, 2, 4), где n = 3

и m = 2. Вершины каждого блока не связаны друг с
другом, однако каждая вершина одного блока связ-
на со всеми вершинами других блоков. Одночастич-
ный гамильтониан для этих СРГ имеет равен

H = A+ (N − κ)I = A+mI,

а нулевые собственные значения вырождены, их
число mx3 = n − 1. Одночастичная часть гамиль-
тониана,

H = QQ† +Q†Q,

имеет n − 1 нулевых собственных значений, а соот-
ветствующие им собственные состояния имеют вид

|ψk〉 =
1√
mn

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1

ωk

ω2k

...
ω(n−1)k

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⊗

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1

1
...
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Отсюда матрица плотности имеет вид

ρ =
1

n−1

n−1∑
k=1

|ψk〉〈ψk| =
1

m(n−1)

(
I−Jn

n

)
⊗ Jm,

а корреляционную матрицу можно записать как

Cij = Tr(c†i cjρ) =
1

n− 1

n−1∑
k=1

〈ψk|c†icj |ψk〉.

Тогда, учитывая

|ψk〉 =
∑
m

ηmk |m〉,

можно записать

〈ψk|c†icj |ψk〉 =
∑
lm

ηl∗k η
m
k 〈l|c†icj |m〉 =

=
∑
lm

ηl∗k η
m
k δliδmj = ηi∗k η

j
k.

Тогда
C =

1

n− 1

n−1∑
k=1

(|ψk〉〈ψk|)∗ ,

откуда
Tr(c†i cjρ) = ρ∗ij .

Выберем подмножество D с мощностью

|D| = nD = n1m1.

Оператор проекции на подмножество D имеет вид

PD = En1 ⊗ Em1 .

Отсюда получаем корреляционная матрицу

Γ =
1

n− 1

(
In1 −

Jn1

n

)
⊗ Jm1

m
.

Тогда собственные значения корреляционной мат-
рицы имеют вид

λ1 =
m1(n− n1)

nm(n− 1)
с вырождением 1;

λ2 =
m1

m(n− 1)
с вырождением n1 − 1;

λ3 = 0 с вырождением n1(m1 − 1).
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Отсюда энтропия равна

SD = −
(
m1(n− n1)

nm(n− 1)
log

m1(n− n1)

nm(n− 1)
+

+

(
1− m1(n− n1)

nm(n− 1)

)
log

(
1− m1(n− n1)

nm(n− 1)

))
−

− (n1−1)

(
m1

m(n−1)
log

m1

m(n−1)
+

(
1− m1

m(n−1)

)
×

× log

(
1− m1

m(n− 1)

))
.

3.2.2. Np > m

Для СРГ с параметрами (mn,m(n−1), m(n−2),
m(n− 1)) вершины каждого блока не связаны друг
с другом, однако каждая вершина блока связана о
всеми вершинами других блоков. Поэтому при Np >

> m получаем

Pi|ψi1,...,iNp
〉 = 0

для всех i = 1, 2, . . . , N и всех перестановок
i1, i2, . . . , iNp . Тогда

Q|ψi1,...,iNp
〉 = 0,

откуда следует, что гамильтониан Np > m частиц
должен быть равен нулю.

Аналогично регулярным графам в разд. 3.1.1,
энергия основного состояния равна нулю, а все
|ψi1,...,iNp

〉 являются собственными векторами основ-
ного состояния. Тогда оператор плотности равен

ρ =
1

α
Iα,

а корреляционная матрица равна

C =
Np

N
IN .

Теперь, разделяя граф на два комплементар-
ных подмножества, D = {1, 2, . . . , q} и D =

= {q + 1, q + 2, . . . , N}, для энтропии получаем

SD = −q (f log f + (1− f) log (1 − f)) , (3.6)

где

f =
Np

N
.

Поэтому, исходя из размера подмножества D (|D| =
= q), можно сделать вывод, что в этом случае для
ЭЗ имеет место закон объемного масштабирования.

3.2.3. Np ≤ m и Np �= 1

В этих случаях для состояний |ψi1,i2,...,iNp
〉, ко-

гда все частицы находятся в одном блоке, эффект от
оператора Pi, i ∈ {1, 2, . . . , N}, оказывается нену-
левым. Однако когда частицы находятся хотя бы в
двух блоках, эффект от этого оператора равен ну-
лю. Поэтому и эффекты от операторов Q и Q† на
эти состояния нулевые. Тогда

H |ψi1,i2,...,iNp
〉 = 0,

где i1, i2, . . . , iNp , принадлежат одному из блоков.
Число всех состояний |ψi1,i2,...,iNp

〉 равно

α =
N !

Np!(N −Np)!
,

а число состояний, в которых все частицы находятся
в одном блоке, есть

nβ = n
m!

Np!(m−Np)!
.

Поэтому число состояний, в которых

H |ψi1,i2,...,iNp
〉 = 0,

равно
α− nβ.

Поэтому гамильтониан Np ≥ 2 частиц имеет α− nβ

нулевых собственных значений. Отсюда получаем
оператор плотности основного состояния

ρ =
1

α− nβ

α−nβ∑
k=1

|ψk〉〈ψk|.

Тогда корреляционная матрица снова равна

C =
Np

N
IN .

Поэтому, если разделить граф на подмножества

D = {1, 2, . . . , q}, D = {q + 1, q + 2, . . . , N},

для энтропии получим

SD = −q(f log f + (1 − f) log (1 − f)). (3.7)

Таким образом, оказывается, что ЭЗ удовлетворяет
закону объемного масштабирования, поскольку она
зависит от размера подмножества (q).
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4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в рамках модели суперсиммет-
ричных бесспиновых фермионов на графе иссле-
дована энтропия запутывания для основного со-
стояния гамильтониана. Гамильтониан коммутиру-
ет с числом фермионов, поэтому он является блоч-
но-диагональным в одночастичном, двухчастичном
и т. д. базисах. Для канонического ансамбля чис-
ло частиц Np является фиксированным, поэтому ЭЗ
вычисляется для отдельных блоков гамильтониана.
Получены аналитические выражения для ЭЗ для
некоторых Np для регулярных графов с валентнос-
тью κ. Показано, что в случае регулярных графов
при Np > N − κ и Np = N − κ ЭЗ связана с раз-
мером выбранного подмножества, поэтому в этом
случае имеет место закон объемного масштабирова-
ния. Энтропию запутанности тогда можно вычис-
лить аналитически для специального набора сильно
регулярных графов как для одночастичного, так и
для многочастичного случаев. Кроме того, для силь-
но регулярных графов с nm вершинами было пока-
зано, что для ЭЗ имеет место закон объемного мас-
штабирования для двух случаев, Np > m и Np ≤ m.

ПРИЛОЖЕНИЕ А

Граф и его матрица смежности

Граф представляет собой набор вершин и ребер,
которые связывают вершины между собой. Нена-
правленным называется граф, ребра которого на-
правлены в разные стороны. Если между верши-
нами i и j имеется ребро, эти вершины являются
смежными (i ∼ j).

Рассмотрим ненаправленный граф с N вершина-
ми. Тогда матрица смежности A (матрица N × N)
определяется следующим образом:

(A)ij =

{
1, i ∼ j,

0 в других случаях.
(A.1)

Если имеется путь из вершины i в вершину j вдоль
ребер графа, тогда имеется и такой путь из i в j,
длина которого равна числу ребер между i и j.

Если возможен путь от любой вершины i к лю-
бой вершине j, то граф называется связным. Граф
называется сильно связным, если имеется путь меж-
ду любой вершиной i и любой другой вершиной j.
Подробности можно найти в работах [43, 65].

ПРИЛОЖЕНИЕ В

Сильно регулярные графы

Сильно регулярным графом с параметрамиN , κ,
λ, μ называется граф с N вершинами и ненулевым
числом ребер, который не является полным и имеет
следующие свойства:

(i) степень каждой вершины равна κ;
(ii) если i и j — смежные вершины, то число их

общих соседей равно λ;
(iii) если i и j не являются смежными вершина-

ми, то число их общих соседей равно μ.
При этом

N − 1 > κ ≥ μ > 0, κ− 1 > λ ≥ 0. (B.1)

Параметры сильно регулярного графа удовлетворя-
ют соотношению

κ(κ− λ− 1) = (N − κ− 1)μ. (B.2)

Поэтому соотношение между этими параметрами
имеет вид

κ2 = (κ− μ) + μN + (λ− μ)κ. (B.3)

Матрица смежности любого СРГ удовлетворяет
двум уравнениям.

Первое уравнение имеет вид

AJ = JA = kJ,

где J — матрица, состоящая из единиц. Это уравне-
ние показывает, что κ является собственным значе-
нием матрицы смежности с собственным вектором,
все компоненты которого равны единице.

Второе уравнение имеет вид

A2 + (μ− λ)A + (μ− κ)I = μJ, (B.4)

где I — единичная матрица.
Матрица смежности графа имеет ровно три соб-

ственных значения [63, 64]:

x1 = κ,

x2 =
λ− μ+

√
(λ− μ)2 + 4(κ− μ)

2
,

x3 =
λ− μ−

√
(λ− μ)2 + 4(κ− μ)

2
.

(B.5)

Кратность x1 = κ равна единице, а кратности двух
других собственных значений равны [63,64]

mx2 =
1

2

(
(N−1)− 2κ+(N−1)(λ−μ)√

(λ−μ)2+4(κ−μ)

)
,

mx3 =
1

2

(
(N−1)+

2κ+(N−1)(λ−μ)√
(λ−μ)2+4(κ−μ)

)
.

(B.6)

Подробности приведены в работах [63, 64].
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Построена последовательная теория спектров изгибных фононных мод в простых двумерных кристалли-
ческих решетках. Получены аналитические выражения для дисперсионных соотношений двумерных ре-
шеток различной конфигурации. Показано, что распространение изгибных мод, имеющих квадратичный
закон дисперсии, становится возможным при взаимодействии каждого атома не только с ближайшими
соседями, но и с более дальними атомами. При этом оказалось необходимым, чтобы знаки эффектив-
ных силовых констант различались, сохраняя при этом устойчивость системы. Продемонстрировано, что
существует соотношение силовых констант решетки, зависящее от ее геометрической конфигурации, при
котором учет влияния более дальних координационных сфер воспроизводит квадрат дисперсионного
соотношения первой сферы, сохраняя его угловую изотропию в широком диапазоне волновых векторов.

DOI: 10.31857/S0044451022010047

1. ВВЕДЕНИЕ

Двумерные кристаллические материалы и
структуры в последние десятилетия являются объ-
ектом исследований многих научных лабораторий,
занимающихся разработкой и внедрением нанораз-
мерной элементной базы [1]. В начальный период
проводившихся исследований, в особенности после
первых экспериментов с графеном [2, 3], основной
интерес был в первую очередь направлен на элект-
ронные свойства подобных систем. В дальнейшем
внимание исследователей было обращено на коле-
бательные процессы как в двумерных углеродных
решетках [4, 5], так и в других низкоразмерных
кристаллических структурах [6]. Интерес к низ-
кочастотным колебательным модам объясняется
их определяющим влиянием на теплопроводность

* E-mail: andrei_ipatov@mail.ru
** E-mail: dmitry.a.parshin@gmail.com

*** E-mail: conyuh.dmitrij@yandex.ru

материалов при низких температурах. Хорошо
известно, что низкочастотные колебательные моды
в газах, жидкостях и твердых телах как кристал-
лических, так и аморфных, носят акустический
характер. Дисперсионная зависимость для плоских
акустических волн является линейной и может
быть представлена в виде ω = vsk, где ω — частота
колебаний, а k — волновой вектор. Здесь важно
отметить, что при малых k скорость звука vs не
зависит от частоты ω, в результате чего переда-
ча информации акустическими волнами может
осуществляться практически без искажений.

Распространение упругих волн в среде описыва-
ется волновым уравнением [7],

∇2u =
1

v2s

∂2u

∂t2
, (1)

где u(r, t) — смещение элемента системы относи-
тельно положения равновесия. Его решение в виде
плоской бегущей волны

u(r, t) ∝ exp (i(ωt− k · r))

определяет закон дисперсии ω(k).
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В общем случае дисперсионное соотношение сле-
дует из уравнения движения, описывающего про-
цесс распространения колебаний. Так, в случае из-
гибных волн в тонких макроскопических пластин-
ках уравнение движения принимает вид [7]

ρh

D

∂2u

∂t2
= ∇4u, (2)

где ρ — плотность материала пластинки, D — ее
жесткость на изгиб и h — толщина. Этому уравне-
нию соответствует уже не линейный, а квадратич-
ный закон дисперсии ω ∝ k2:

ω = k2D/ρh. (3)

Несмотря на большое количество проведенных
экспериментальных и теоретических исследований,
вопрос о том, какой именно закон дисперсии будет
реализован в двумерной системе с данными пара-
метрами кристаллической решетки, остается откры-
тым. В частности, в ряде работ [4, 5] было высказа-
но предположение, что в случае решетки графена
в пределе k → 0 для изгибных волн должна вы-
полняться дисперсионная зависимость ω ∝ k2, ха-
рактерная для тонких макроскопических мембран.
Другие авторы, например [8–11], предполагают бо-
лее сложный вид ω(k), сочетающий в себе как ли-
нейный, так и квадратичный члены, в зависимости
от соотношения между упругими константами вза-
имодействия между атомами из различных коор-
динационных сфер. Проблема дисперсии изгибных
мод для линейной цепочки атомов была детально
проанализирована в книге [12], где также было про-
демонстрировано, что в общем случае дисперсион-
ная зависимость ω(k) атомной цепочки в длинно-
волновом пределе ka � 1 содержит как линейное,
так и квадратичное слагаемое.

В данной работе представлен теоретический ана-
лиз дисперсии упругих волн в двумерном кристал-
лическом материале. Основное внимание мы кон-
центрируем на изгибных колебательных модах, для
описания которых оказалось необходимым выйти
за рамки приближения ближайших соседей. Наш
подход основан на модели силовых констант Бор-
на –фон Кармана. Окружающие выделенный атом
соседи по кристаллической структуре разделяются
на координационные сферы (оболочки) в зависимо-
сти от их относительного расположения. При этом
эффективные упругие константы κj , соответствую-
щие j-й оболочке, рассматриваются как свободные
параметры модели, которые могут варьироваться,
изменяя таким образом закон дисперсии. В резуль-
тате решения полученных уравнений движения бы-

ли получены дисперсионные соотношения ω(k) для
простых двумерных решеток различной конфигура-
ции и проанализированы их зависимости от выбо-
ра силовых констант κj . Были определены условия,
при которых закон дисперсии фононных мод при-
обретает квадратичный характер, ω ∝ k2, харак-
терный для изгибных колебаний в тонких макро-
скопических пластинках [7], в отличие от обычных
акустических волн, для которых выполняется соот-
ношение ω ∝ k, и скорость звука vs = ∂ω/∂k при
малых k оказывается конечной и не зависящей от
частоты. Напротив, в случае изгибных волн зависи-
мость ω ∝ k2 приводит к тому, что в длинноволно-
вом пределе vs ∝ k → 0. Другими словами, низкоча-
стотные изгибные колебания не могут распростра-
няться в среде с квадратичным законом дисперсии.
Нами установлено, что квадратичная зависимость
ω ∝ k2 для простых двумерных решеток различной
геометрии может быть получена только при усло-
вии учета взаимодействия с атомами из нескольких
координационных сфер, как это уже наблюдалось у
одномерных атомных цепочек [12] и решетки графе-
на [11]. При этом эффективные упругие константы,
относящиеся к ближайшим соседям и к более уда-
ленным атомам, могут существенно различаться и
даже иметь разные знаки [13, 14]. Последнее усло-
вие, как оказалось, имеет принципиальное значение
для дисперсии изгибных волн в двумерных решет-
ках вне зависимости от их геометрической конфигу-
рации.

2. ИЗГИБНЫЕ МОДЫ В
КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ РЕШЕТКЕ

2.1. Колебания двумерной квадратной
решетки

Учет взаимодействия только с ближайшими
соседями

Рассмотрим двумерную систему, атомы которой
расположены в узлах ячеек квадратной решетки с
периодом a, а эффективная сила упругости с кон-
стантой взаимодействия κ1 действует только между
ближайшими соседями, по направлению к которым
в декартовой системе координат выберем векторы
трансляции,

a1 = aex, a2 = aey. (4)

Обозначим смещение атомов из положения равно-
весия через un,m, где индексы n и m соответству-
ют координатам атома x и y относительно осей. С
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учетом того, что каждый атом окружен четырьмя
ближайшими соседями, уравнение движения имеет
вид

m
d2un,m
dt2

= κ1

(
un,m−1 + un,m+1 + un+1,m+

+ un−1,m − 4un,m

)
. (5)

Решение будем искать в виде плоской волны:

un,m = u0 exp(iωt) exp
(
− i(nk · a1 +mk · a2)

)
. (6)

В результате подстановки (6) в (5) получаем диспер-
сионное соотношение

ω2
(1) = 4Ω2

1

(
sin2

(
kxa

2

)
+ sin2

(
kya

2

))
, (7)

где Ω1 =
√
κ1/m. Таким образом, в пределе малых k

при учете взаимодействия атомов решетки только с
ближайшими соседями наблюдается изотропный по
отношению к направлению волнового вектора ли-
нейный закон дисперсии,

ω(1) ≈ vsk, (8)

где k =
√
k2x + k2y, vs = Ω1a — скорость звука, не

зависящая от частоты ω.

Атомы взаимодействуют с соседями из трех
ближайших координационных сфер

Если допустить, что атомы могут взаимодейст-
вовать не только с ближайшими соседями из пер-
вой координационной сферы, но также и с атома-
ми из второй и третьей сфер (всего в совокупности
с 12 соседними атомами), уравнение движения (5)
преобразуется к виду

m
d2un,m
dt2

=

= κ1

(
un,m−1+un,m+1+un+1,m+un−1,m−4un,m

)
+

+ κ2

(
un−1,m−1 + un+1,m+1 + un−1,m+1+

+ un+1,m−1 − 4un,m

)
+ κ3

(
un,m−2 + un,m+2+

+ un+2,m + un−2,m − 4un,m

)
, (9)

где κ1, κ2 и κ3 — соответствующие упругие констан-
ты. Полагая, что решения уравнения (9) по-прежне-
му могут быть представлены в виде суперпозиции
собственных колебательных мод (6), перепишем (9):

−mω2 = κ1

(
eik·a1+e−ik·a1+eik·a2+e−ik·a2−4

)
+

+ κ2

(
eik·(a1+a2) + e−ik·(a1+a2) + eik·(a1−a2) +

+ e−ik·(a1−a2) − 4
)
+ κ3

(
ei2k·a1 + e−i2k·a1 +

+ ei2k·a2 + e−i2k·a1 − 4
)
, (10)

откуда следует закон дисперсии:

ω2
(1−3) = 4

{
κ1
m

(
sin2

(
kxa

2

)
+ sin2

(
kya

2

))
+

+
κ2
m

(
sin2

(
a(kx+ky)

2

)
+sin2

(
a(kx−ky)

2

))
+

+
κ3
m

(
sin2(kxa) + sin2(kya)

)}
. (11)

В пределе ka � 1 последнее выражение можно пе-
реписать, ограничившись первыми членами разло-
жения в ряд,

ω2
(1−3) ≈

4k2a2

m

(κ1
4

+
κ2
2

+ κ3

)
=

=
(
Ω2

1 + 2Ω2
2 + 4Ω2

3

)
k2a2, (12)

причем дисперсионное соотношение по-прежнему
остается изотропным по отношению к направлению
волнового вектора. Для того чтобы было возмож-
ным распространение волны упругой деформации
в двумерной квадратной атомной решетке с одним
атомом в элементарной ячейке, необходимо выпол-
нение условия для упругих констант:

κ1
4

+
κ2
2

+ κ3 > 0. (13)

В случае, когда константы имеют разные знаки, на-
пример, при κ1 > 0 и κ2, κ3 < 0, оказывается воз-
можной ситуация, когда выполняется соотношение

κ1 + 2κ2 + 4κ3 = 0, (14)

при котором первый член в дисперсионном соот-
ношении (12), соответствующий линейному закону
дисперсии (8), исчезает, и сохраняются только сле-
дующие члены разложения в ряд,

ω2
(1−3) ≈ −4

3

(
Ω2

1

16
(k4x + k4y) +

+
Ω2

2

8
(k4x + 6k2xk

2
y + k4y) + Ω2

3(k
4
x + k4y)

)
a4. (15)
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В результате дисперсионная зависимость приобре-
тает вид, характерный для изгибных мод, ω2 ∼ k4,
но при этом даже при малых k в общем случае при-
обретает анизотропный характер по отношению к
направлению волнового вектора. В этом проявля-
ется отличие простой квадратной решетки от про-
стой гексагональной (треугольной), которая в обла-
сти длинных волн ведет себя как изотропная сре-
да [15].

Следует отметить, что при определенном «ма-
гическом» наборе параметров, κ2 = −κ1/4, κ3 =

= −κ1/8, формула (11) преобразуется к виду

ω2
(1−3) = 2Ω2

1

(
sin2

(
kxa

2

)
+ sin2

(
kya

2

))2

, (16)

что с точностью до множителя воспроизводит вы-
ражение для квадрата значения ω2

(1), определенно-
го выражением (7). Как будет показано ниже, зна-
чения «магических» упругих констант определяют-
ся единственным образом и зависят от геометрии
решетки. Другими словами, включение взаимодей-
ствия с атомами, отстоящими более чем на один пе-
риод решетки, при некотором соотношении упругих
констант не только приводит к смене линейного за-
кона дисперсии (8) на квадратичный, но вдобавок
при этом зависимость (15) для ka � 1 становится
практически изотропной по отношению к направле-
нию волнового вектора, как это было при взаимо-
действии только с атомами первой сферы, и приоб-
ретает вид

ω(1−3) ≈
Ω1a

2

√
8
k2, (17)

что, как и следовало ожидать, воспроизводит ре-
зультат (15) при выборе κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8.

Таким образом, закон распространения изгиб-
ных колебаний в двумерной квадратной решетке в
длинноволновом пределе оказывается идентичным
известному дисперсионному соотношению для упру-
гих волн в однородных тонких пластинках (3).

Смена характера дисперсионной зависимости с
линейного на квадратичный при малых значениях
волнового вектора хорошо видна на рис. 1, на кото-
ром приведены графики дисперсионных кривых, по-
строенные с учетом взаимодействия с атомами толь-
ко первой координационной сферы (7) и с учетом
трех координационных сфер (11) при κ2 = −κ1/4,
κ3 = −κ1/8. Для наглядности на рисунке отмече-
ны точки симметрии первой зоны Бриллюэна, соот-
ветственно, Γ(k = (0, 0)), M(k = (±π/a, 0) и k =

= (0,±π/a)) и K(k = (±π/a,±π/a)). Квадратичный
и изотропный характер зависимости (17) при малых
значениях волнового вектора также хорошо заметен

Рис. 1. Дисперсионная зависимость приведенной часто-
ты ω(1−3)(kx, ky)/Ω1: а — c учетом первой координаци-
онной сферы (7), б — с учетом трех координационных
сфер (11) при κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8, в — зависимость
ω(kx, ky)/Ω1, полученная при учете взаимодействия c ато-

мами двух координационных сфер при κ2 = −κ1/2

Рис. 2. Дисперсионная зависимость приведенной час-
тоты ω(1−3)(kx, ky)/Ω1 с учетом трех координационных

сфер (11) при κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8

на рис. 2, на котором представлено двумерное рас-
пределение ω(1−3)(kx, ky) для «магического» соотно-
шения упругих констант при взаимодействии с ато-
мами из трех координационных сфер. Относитель-
но представленных на рис. 1 графиков следует так-
же отметить одну особенность квадратной решетки,
для которой в случае учета трех координационных
сфер частота упругих волн в K-точке Дирака пер-
вой зоны Бриллюэна не зависит от упругих констант
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Рис. 3. Угловая зависимость приведенной частоты
ω(1−3)(kx, ky)/ωmax при малых k: а — с учетом трех ко-
ординационных сфер (11) при κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8;
б — при κ2 = −κ1/3, κ3 = −5κ1/12; в — с учетом двух

координационных сфер при κ2 = −κ1/2

второй и третьей сфер, и, как следует из (11), при
любых их значениях равна 2

√
2Ω1.

Следует обратить внимание на то, что смена ли-
нейной дисперсионной зависимости на квадратич-
ную также может произойти при дополнительном
учете взаимодействия только с атомами из второй
координационной сферы. Как следует из (14), одной
из возможных комбинаций упругих констант, обес-
печивающих исчезновение линейного члена ω ∼ k,
является κ2 = −κ1/2, что, согласно (14), как раз да-
ет κ3 = 0, т. е. вклад третьей сферы полностью исче-
зает. Однако, как видно на рис. 1, при этом появля-
ется сильная анизотропия изгибных колебательных
мод, при которой квадратичный характер диспер-
сии сохраняется для волновых векторов k, направ-
ленных вдоль линии Γ → K, в то время как для
направления Γ → M их распространение оказыва-
ется невозможным.

Для наглядности на рис. 3 приведены зависи-
мости частоты ω(1−3)(k), приведенной к ее макси-
мальному значению, от направления волнового век-
тора относительно орта ex при малых k. В случае
трех сфер при κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8 зависимость
ω(kx, ky), согласно (16), изотропна, как и при учете
только первой координационной сферы. При других
значениях упругих констант, например κ2 = −κ1/3,
κ3 = −5κ1/12, возникает угловая анизотропия при
сохранении квадратичной зависимости ω ∼ k2. Кри-

вая, соответствующая учету взаимодействия только
с соседями из первых двух координационных сфер
при κ2 = −κ1/2 наглядно демонстрирует, что угло-
вая зависимость становится существенно анизотроп-
ной, причем, как было указано выше, для направле-
ния Γ →M

ω(kx, 0) = ω(0, ky) = 0

и, как видно на рис. 1, это выполняется не только в
пределе малых k, но и во всем диапазоне изменения
kx и ky.

Атомы взаимодействуют с атомами из
произвольного числа координационных сфер

Легко убедиться, что условие (14) для силовых
констант соответствует соотношению

3∑
j=1

Njκjr
2
j = 0. (18)

Здесь Nj — число атомов в j-й координационной
сфере, rj — ее радиус, а κj — соответствующая
константа взаимодействия. Действительно, в крис-
таллической решетке, ячейки которой представляют
собой правильные N -угольники, атомы, взаимодей-
ствие с которыми учитывается при расчете закона
дисперсии изгибных мод, располагаются на соответ-
ствующих координационных окружностях c радиу-
сами rj и отстоят друг от друга на равные углы αj =

= 2π/Nj. Таким образом, уравнения (10), (11) для
трех координационных сфер могут быть записаны в
виде

ω2
(1−3) =

3∑
j=1

κj
m

⎛
⎝Nj −

Nj∑
nj=1

exp(ik · rnj )

⎞
⎠ =

= 4
3∑

j=1

κj
m

⎛
⎝Nj/2∑

nj=1

sin2
(
k · rnj

2

)⎞⎠ , (19)

где j — номер координационной сферы, nj — индекс
атома на ее поверхности, rnj — его радиус-вектор,
проведенный из начала координат,

k · rnj = krj cos (njαj + φj) , (20)

φj — угол между k и первым из радиус-векторов,
r1nj . В длинноволновом пределе, ka � 1, из (19) в
первом порядке разложения в ряд имеем

ω2
(1−3) ≈

3∑
j

κj
m

(krj)
2

Nj/2∑
nj=1

cos2
(
2πnj

Nj
+ φj

)
=

=
k2

4m

3∑
j=1

Njκjr
2
j , (21)
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откуда следует условие для силовых констант (18),
при котором линейный закон дисперсии сменяется
квадратичным (16). Для рассматриваемой двумер-
ной квадратной решетки Nj = 4, а радиусы окруж-
ностей равны, соответственно, r1 = a, r2 =

√
2a,

r3 = 2a, что в результате и приводит к полученному
ранее соотношению (14).

Следует отметить, что соотношение вида (18)
должно выполняться в общем случае для любого
числа координационных сфер, атомы на которых
располагаются в вершинах вписанных правильных
N -угольников. Это утверждение можно проверить,
в частности, путем дополнительного учета взаимо-
действия с восемью атомами из четвертой коорди-
национной сферы, которую также можно рассмат-
ривать как две одинаковые сферы, содержащие по
четыре атома и повернутые друг относительно дру-
га на угол π/4.

Уравнение, аналогичное (10), теперь приобрета-
ет вид

−mω2 = κ1

{
eik·a1+e−ik·a1+eik·a2+e−ik·a2 − 4

}
+

+ κ2

{
eik·(a1+a2) + e−ik·(a1+a2) + eik·(a1−a2) +

+ e−ik·(a1−a2) − 4
}
+κ3

{
ei2k·a1+e−i2k·a1+ei2k·a2 +

+ e−i2k·a1 − 4
}
+ κ4

{
eik·(2a1+a2) + e−ik·(2a1+a2) +

+ eik·(2a1−a2) + e−ik·(2a1−a2) + eik·(a1+2a2) +

+ e−ik·(2a1+2a2)+eik·(a1−2a2)+e−ik·(a1−2a2)−8
}
. (22)

Соответствующий закон дисперсии записывается
следующим образом:

ω2
(1−4) = 4

{
κ1
m

(
sin2

(
kxa

2

)
+ sin2

(
kya

2

))
+

+
κ2
m

(
sin2

(
a(kx+ky)

2

)
+sin2

(
a(kx−ky)

2

))
+

+
κ3
m

(
sin2(kxa) + sin2(kya)

)
+

+
κ4
m

(
sin2

(
a(2kx+ky)

2

)
+sin2

(
a(2kx−ky)

2

)
+

+ sin2
(
a(kx+2ky)

2

)
+sin2

(
a(kx−2ky)

2

))}
(23)

и в пределе ka � 1 при ограничении первыми чле-
нами разложения в ряд может быть переписан как

ω2
(1−4) ≈

(
Ω2

1 + 2Ω2
2 + 4Ω2

3 + 10Ω2
4

)
k2a2, (24)

где Ω4 =
√
κ4/m, причем изотропия дисперсии

относительно направления волнового вектора по-

прежнему сохраняется. Последнее выражение экви-
валентно сумме (21) для четырех слагаемых, где
N4 = 8, r4 =

√
5a. Таким образом, при дополнитель-

ном учете атомов из следующей координационной
сферы соотношение (14), определяющее условия,
при которых линейный характер дисперсии сменя-
ется квадратичным, преобразуется к виду

Ω2
1 + 2Ω2

2 + 4Ω2
3 + 10Ω2

4 = 0. (25)

По такой же схеме будет осуществляться дальней-
шее увеличение числа координационных сфер, при-
чем независимо от их количества условием смены
характера дисперсии будет оставаться равенство ну-
лю суммы ∑

j=1

Njκjr
2
j

по всем учитываемым сферам.

2.2. Колебания двумерной треугольной
решетки

Учет взаимодействия только с ближайшими
соседями

Ближайшие соседи в первой координационной
сфере двумерной треугольной (простой гекса-
гональной) решетки расположены в вершинах
правильного шестиугольника со стороной a. Пара
трансляционных векторов в декартовой системе
координат может быть выбрана как

a1 =
a

2

(
ex +

√
3ey

)
,

a2 =
a

2

(
ex −

√
3ey

)
.

(26)

Динамика атома, положение которого относитель-
но осей, направленных вдоль векторов трансляции,
определяется индексами n и m, и дисперсионное со-
отношение представляется в форме

ω2
(1) = Ω2

1

{
N1−

(
eik·a1+e−ik·a1+eik·a2+e−ik·a2 +

+ eik·(a1+a1) + e−ik·(a1+a1)
)}
, (27)

где N1 = 6, Ω1 =
√
κ1/m, и может быть переписано

в явном виде с учетом (26):

ω2
(1) = 4Ω2

1

{
sin2

((
kx +

√
3 ky

)
a

4

)
+

+ sin2

((
kx −

√
3 ky

)
a

4

)
+ sin2

(
kxa

2

)}
. (28)
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В длинноволновом пределе в первом порядке разло-
жения в ряд дисперсионная зависимость является
изотропной по отношению к направлению векторов
трансляции и определяется линейным членом, ω ∼
∼ k:

ω2
(1) ≈

3

2
Ω2

1k
2a2. (29)

Аналогично тому, как это было сделано в (19),
формула (27) может быть переписана в виде

ω2
(1) = 4Ω2

1

⎛
⎝N1/2∑

n1=1

sin2
(
k · rn1

2

)⎞⎠ , (30)

гдеN1 = 6, а скалярные произведения радиус-векто-
ров rn1 и волнового вектора k определяются в соот-
ветствии с (20), где r1 = a, φ1 = 0. В пределе ka� 1

в первом порядке разложения в ряд выражение (30)
преобразуется к виду

ω2
(1) ≈ Ω2

1

N1/2∑
n1=1

cos2
(
2πn1

N1

)
=

3

2
Ω2

1k
2a2, (31)

что в точности совпадает с формулой (29). Таким
образом, как и в случае квадратной решетки, при
учете взаимодействия только с ближайшими сосе-
дями из первой координационной сферы дисперси-
онная зависимость ω(k) является изотропной по от-
ношению к направлению волнового вектора и ли-
нейной (8), где в данном случае vs =

√
3/2Ω1a.

Учет взаимодействия с атомами из трех
ближайших координационных сфер

При дополнительном включении взаимодей-
ствия с атомами из второй и третьей координацион-
ных сфер, которые также расположены в вершинах
правильных шестиугольников, дисперсионная
зависимость приобретает вид

ω2 = Ω1

{
N1−

(
eik·a1+e−ik·a1+eik·a2+e−ik·a2 +

+ eik·(a1+a2) + e−ik·(a1+a2)
)}

+

+ Ω2

{
N2−

(
eik·(2a1+a2)+e−ik·(2a1+a2)+eik·(a1+2a2) +

+ e−ik·(a1+2a2) + eik·(a1−a2) + e−ik·(a1−a2)
)}

+

+Ω3

{
N3−

(
ei2k·a1+e−i2k·a1+e2ik·a2+e−2ik·a2 +

+ e2ik·(a1+a2) + e−2ik·(a1+a2)
)}
, (32)

где N1 = N2 = N3 = 6, Ω2 =
√
κ2/m и Ω3 =

=
√
κ3/m — соответствующие собственные частоты

для второй и третьей координационных сфер. По-
следняя формула также может быть переписана в
явном виде с учетом (26):

ω2
(1−3) = 4Ω2

1

{
sin2

((
kx +

√
3 ky

)
a

4

)
+

+ sin2

((
kx −

√
3 ky

)
a

4

)
+ sin2

(
kxa

2

)}
+

+ 4Ω2
2

{
sin2

((
3kx +

√
3 ky

)
a

4

)
+

+ sin2

((
3kx −

√
3 ky

)
a

4

)
+ sin2

(√
3kya

2

)}
+

+ 4Ω2
3

{
sin2

((
kx +

√
3 ky

)
a

2

)
+

+ sin2

((
kx −

√
3 ky

)
a

2

)
+ sin2 (kxa)

}
. (33)

При этом, как и в аналогичной ситуации с квад-
ратной решеткой, при определенном «магическом»
наборе параметров, κ2 = −κ1/5, κ2 = −κ1/10, фор-
мула (32) с точностью до численного множителя
воспроизводит квадрат выражения (27), описыва-
ющего закон дисперсии с учетом взаимодействия
только с атомами из ближайшей координационной
сферы.

Дисперсионное соотношение вновь может быть
преобразовано аналогично (19), (20). В длинновол-
новом пределе, ka � 1, как и в случае квадратной
решетки (21), с учетом того, что Nj = 6 (для всех
j = 1, 2, 3), а радиусы координационных окружнос-
тей равны r1 = a, r2 =

√
3, r3 = 2a, закон дисперсии

приобретает вид

ω2
(1−3) ≈

k2

4m

3∑
j=1

Njκjr
2
j =

=
3

2

(
Ω2

1 + 3Ω2
2 + 4Ω2

3

)
k2a2. (34)

Отсюда следует соотношение для упругих констант,
при котором исчезает линейный член ω ∼ k,

κ1 + 3κ2 + 4κ3 = 0, (35)

а дисперсионная зависимость при малых значениях
волнового вектора приобретает квадратичный ха-
рактер и преобразуется к форме

ω2
(1−3) ≈ − 3

32

(
Ω2

1 + 9Ω2
2 + 16Ω2

3

)
k4a4. (36)
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Так, например, при выборе κ2 = −κ1/5, κ3 =

= −κ1/10 формула (36) приобретает вид

ω2
(1−3) ≈

9

40
Ω2

1k
4a4, (37)

эквивалентный закону дисперсии для изгибных
волн в однородных тонких пластинках (3).

Важно отметить, что, в отличие от квадратной
решетки, для которой учет влияния двух следую-
щих координационных сфер с точностью до множи-
теля воспроизводил выражение для квадрата дис-
персионного соотношения, соответствующего пер-
вой сфере, только при одной-единственной комби-
нации упругих констант (κ2 = −κ1/4, κ3 = −κ1/8),
для двумерной треугольной решетки в пределе
ka � 1 это выполняется не только при κ2 = −κ1/5,
κ3 = −κ1/10, но и для всех возможных их комби-
наций, удовлетворяющих условию (35). При этом,
как следует из (36), при смене линейного характе-
ра дисперсионной зависимости (31) на квадратич-
ный (36) при всех возможных сочетаниях упругих
констант (35) при малых k будет сохраняться уг-
ловая изотропия закона дисперсии. Однако необ-
ходимо обратить внимание на то, что, как и в
случае квадратной решетки, точное воспроизведе-
ние квадрата закона дисперсии первой координа-
ционной сферы во всем диапазоне значений вол-
нового вектора у треугольной решетки при учете
влияния трех оболочек также происходит только
при одном-единственном «магическом» соотноше-
нии, κ2 = −κ1/5, κ3 = −κ1/10.

Смена характера дисперсионной зависимости
при малых значениях волнового вектора хорошо
видна на рис. 4, на котором построены графики
дисперсионных кривых с учетом взаимодействия
с атомами только первой координационной сферы
(28), с учетом двух сфер при κ2 = −κ1/3 и с
учетом трех сфер при κ2 = −κ1/5, κ3 = −κ1/10.
На рисунке вновь для наглядности отмечены
точки симметрии первой зоны Бриллюэна, соот-
ветственно, Γ(k = (0, 0)), M

(
k =

(
0, 2π/

√
3a
) )

и

K
(
k =

(
2π/3a, 2π/

√
3a
) )

.
Квадратичная зависимость (36) и ее близкое к

изотропному угловое распределение для малых k

также хорошо видны на рис. 5, где представлено
двумерное изображение ω(1−3)(kx, ky), соответству-
ющее «магическому» соотношению упругих конс-
тант при взаимодействии с атомами из трех коор-
динационных сфер.

Отдельный интерес представляет изменение за-
кона дисперсии в зависимости от соотношения меж-
ду силовыми константами при увеличении волно-

Рис. 4. Дисперсионная зависимость приведенной часто-
ты ω(1)(kx, ky)/Ω1: а — c учетом первой координацион-
ной сферы (28), б — с учетом двух координационных сфер
ω(1−2)(kx, ky)/Ω1 при κ2 = −κ1/3 и в — с учетом трех ко-
ординационных сфер ω(1−3)(kx, ky)/Ω1 при κ2 = −κ1/5,

κ3 = −κ1/10

Рис. 5. Дисперсионная зависимость приведенной часто-
ты ω(1−3)(kx, ky)/Ω1 с учетом трех координационных сфер

при κ2 = −κ1/5, κ3 = −κ1/10

вого вектора. На рис. 6a изображены дисперсион-
ные зависимости, построенные с учетом взаимодей-
ствия с атомами из трех координационных сфер
при различных наборах упругих констант, удовлет-
воряющих условию (35). Легко видеть, что с из-
менением константы κ2 в сторону положительных
значений по мере удаления от «магического» со-
отношения (синяя линия) зависимость частоты от
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Рис. 6. а) Дисперсионная зависимость приведенной час-
тоты ω(1−3)(kx, ky)/Ω1 с учетом трех координационных
сфер при различных значениях упругих констант, удовле-
творяющих условию (35): 1 — κ2 = −κ1/5; 2 — κ2 = 0;
3 — κ2 = 0.5κ1; 4 — κ2 = 0.8κ1; 5 — κ2 = κ1. б) Со-
ответствующие угловые зависимости приведенной часто-
ты ω(1−3)/ωmax при значении модуля волнового вектора

k = 2π/3a

волнового вектора перестает быть монотонной, при
этом по-прежнему сохраняется квадратичный ха-
рактер в области ka � 1. При этом на дисперсион-
ной кривой появляется участок, где групповая ско-
рость отрицательна, dω/dk < 0, так называемая об-
ласть обратной волны [16]. Более того, при некото-
ром критическом соотношении κ1 = κ2 = 1, κ3 = −1

(красная кривая) частота колебаний в K-точке Ди-
рака обращается в нуль и дальнейшее увеличение

Рис. 7. Дисперсионная зависимость приведенной часто-
ты ω(1−3)(kx, ky)/Ω1 с учетом трех координационных сфер
при значениях упругих констант κ2 = κ1, κ3 = −κ1 (крас-

ная линия 5 на рис. 6)

κ2 приведет к потере устойчивости системы. При
этом, как видно на рис. 6а, в отличие от длинно-
волновой области ka � 1, для которой любая ком-
бинация упругих констант, удовлетворяющая соот-
ношению (35), обеспечивает изотропный характер
зависимости ω ∼ k2 (36), ситуация при больших
значениях волнового вектора в корне меняется. На
рис. 6б представлены зависимости приведенной час-
тоты ω(kx, ky)/ωmax от угла между направлением
волнового вектора k и ортом ex, построенные при
k = 2π/3a, что соответствует точке M первой зоны
Бриллюэна. Из графиков следует, что при «маги-
ческом» соотношении констант κ2 = −κ1/5, κ3 =

= −κ1/10 угловая зависимость все еще близка к
изотропной (синяя линия) даже при больших k, в
то время как по мере приближения к критическим
значениям κ1 = κ2 = 1, κ3 = −1 анизотропия воз-
растает и частота при k, соответствующих направ-
лениям на K-точки Дирака, стремится к нулю, в то
время как для направлений на точкиM частота ока-
зывается максимальной, что согласуется с рис. 6а.
Эта угловая анизотропия хорошо видна также на
рис. 7, на котором изображена дисперсионная зави-
симость, построенная для критического соотноше-
ния констант с учетом взаимодействия атомов из
трех координационных сфер. Отчетливо видно, что
при малых k закон дисперсии носит квадратичный и
изотропный характер, в то время как по мере увели-
чения модуля волнового вектора анизотропия воз-
растает, и в K-точках Дирака частота равна нулю.
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Этот результат согласуется с предсказанным в ра-
боте [15] появлением при длинах волн сравнимых с
расстоянием между частицами в решетке «звуковых
каналов», в которых скорость распространения волн
много больше скоростей распространения фононов
в других направлениях, что также подтверждает-
ся в экспериментах по исследованию теплопровод-
ности кристаллических структур [17]. Здесь важно
еще раз отметить, что, как видно на рис. 6б, при
«магическом» соотношении упругих констант про-
стая двумерная треугольная решетка ведет себя как
изотропная среда в широком диапазоне длин волн,
а не только в пределе ka� 1.

Учет взаимодействия с атомами из
произвольного числа координационных сфер

По аналогии с квадратной решеткой определим,
какое влияние на закон дисперсии оказывает вза-
имодействия с атомами из более удаленных коор-
динационных сфер. Для примера в уравнение (32)
добавим атомы из четвертой сферы, которая пред-
ставляет собой две одинаковые окружности, содер-
жащие по шесть атомов и повернутые друг относи-
тельно друга на угол π/6. Важно отметить, что, в
отличие от ситуации с квадратной решеткой, в со-
вокупности эти две сферы не являются правильным
вписанным N -угольником и поэтому подход, осно-
ванный на выражении (19), применим только к каж-
дой из них по отдельности. Уравнение, описываю-
щее закон дисперсии, теперь принимает вид

ω2 = Ω1

{
(N1 −

(
eik·a1 + e−ik·a1 + eik·a2 + e−ik·a2 +

+ eik·(a1+a2) + e−ik·(a1+a2)
)}

+

+ Ω2

{
N2−

(
eik·(2a1+a2)+e−ik·(2a1+a2)+eik·(a1+2a2) +

+ e−ik·(a1+2a2) + eik·(a1−a2) + e−ik·(a1−a2)
)}

+

+ Ω3

{
N3 −

(
ei2k·a1 + e−i2k·a1 + e2ik·a2 + e−2ik·a2 +

+ e2ik·(a1+a2) + e−2ik·(a1+a2)
)}

+

+Ω4

{
2N4 −

(
eik·(3a1+a2) + e−ik·(3a1+a2) +

+ eik·(2a1+3a2) + e−ik·(2a1+3a2) +

+ eik·(a1−2a2) + e−ik·(a1−2a2)
)
−

−
(
eik·(3a1+2a2) + e−ik·(3a1+2a2) +

+ eik·(a1+3a2) + e−ik·(a1+3a2) +

+ eik·(2a1−a2) + e−ik·(2a1−a2)
)}
, (38)

где N4 = 6, Ω4 =
√
κ4/m. В результате дисперсион-

ную зависимость можно записать следующим обра-
зом:

ω2
(1−4) = ω2

(1−3) + 4Ω2
4

{
sin2

((
kx + 3

√
3 ky

)
a

4

)
+

+ sin2

((
kx−3

√
3 ky

)
a

4

)
+sin2

((
5kx+

√
3 ky

)
a

4

)
+

+ sin2

((
5kx−

√
3 ky

)
a

4

)
+ sin2

((
2kx+

√
3 ky

)
a

2

)
+

+ sin2

((
2kx −

√
3 ky

)
a

2

)}
, (39)

где значение ω2
(1−3) определено согласно (33). В пре-

деле ka � 1 c учетом (34) закон дисперсии для че-
тырех взаимодействующих сфер приобретает вид

ω2
(1−4) ≈

3

2

(
Ω2

1 + 3Ω2
2 + 4Ω2

3 + 14Ω2
4

)
k2a2, (40)

что согласуется с результатом суммирования по че-
тырем координационным сферам аналогично фор-
муле (21), где r4 =

√
7a. Таким образом, в случае

учета взаимодействия с атомами из четырех коорди-
национных сфер условием смены линейного закона
дисперсии на квадратичный становится соотноше-
ние

Ω2
1 + 3Ω2

2 + 4Ω2
3 + 14Ω2

4 = 0. (41)

Дальнейшее увеличение числа учитываемых сфер,
как и в случае квадратной решетки, может быть
осуществлено аналогичным образом.

3. ДИНАМИЧЕСКАЯ МАТРИЦА
ИЗГИБНЫХ МОД

В этом разделе рассмотрим альтернативный под-
ход к определению колебательных спектров систе-
мы взаимодействующих частиц, основанный на ис-
пользовании динамической матрицы силовых конс-
тант (она же гессиан потенциальной поверхности).
Для простоты рассмотрим систему, содержащую N

взаимодействующих частиц с единичными массами.
Смещения ui(t) атома с индексом i такой системы
вблизи ее положения равновесия в общем виде опи-
сывается уравнением движения

d2ui(t)

dt2
= −M̂ui(t), (42)

в котором M̂ — динамическая матрица размером
N × N . Собственные числа динамической матри-
цы M̂ соответствуют квадратам собственных коле-
бательных частот ω2

i . При рассмотрении большой

4 ЖЭТФ, вып. 1
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конечной системы N = const � 1 матрица M̂ по
своей сути является ее дискретным лапласианом. В
скалярной модели смещений динамическая матрица
M̂ выражается через энергию взаимодействия час-
тиц U следующим образом:

Mij =
∂2U

∂ui∂uj
. (43)

В такой записи видно, что квадратная динамичес-
кая матрица M̂ является симметричной матрицей:
Mij = Mji. Важным симметрийным свойством си-
стемы является ее трансляционная инвариантность
относительно сдвига u→ u+const. Это свойство на-
кладывает ограничения на вид динамической мат-
рицы в виде правила сумм:∑

i

Mij =
∑
j

Mij = 0. (44)

Пусть динамическая матрица M̂ (1) описывает
взаимодействие только между ближайшими соседя-
ми, расположенными в узлах некоторой кристалли-
ческой решетки. Тогда она может быть представле-
на в следующем виде:

M̂ (1) = D̂ − B̂. (45)

Здесь матрица весов D̂ — диагональная матрица,
элемент которой Dii равен числу ближайших ато-
мов, с которым взаимодействует атом i, т. е. числу
атомов из первой координационной сферы. Симмет-
ричная матрица смежности B̂ устроена так, что ее
элемент Bij равен 1 и отличен от нуля, только если
есть взаимодействие между атомами с номерами i и
j. Из такого представления следует, что

Dii =
∑
j

Bij ,

и, таким образом, обеспечивает выполнение условия
(44) для динамической матрицы:∑

j

M
(1)
ij = 0.

Пусть динамическая матрица M̂ (n) описывает
взаимодействие с атомами из n-й координационной
сферы. Тогда полная динамическая матрица, кото-
рая описывает взаимодействие атома со всей решет-
кой, представима в следующем виде:

M̂ =
∑
n�1

κnM̂
(n). (46)

Константы κn представляют собой константы взаи-
модействия в соответствующих координационных
сферах. При некотором соотношении между эти-
ми упругими константами κn полная динамическая

матрица может быть представима в следующем ви-
де:

M̂ = αM̂ (1)(M̂ (1))T . (47)

где α > 0 — некоторый масштабный множитель. В
таком представлении динамическая матрица M̂ (1)

играет роль матрицы инцидентности (с точностью
до ортогонального преобразования), строки которой
нумеруют атомы, а столбцы нумеруют связи между
атомами. При этом матрица M̂ (1) является квадрат-
ной, и число связей системы равно ее числу степеней
свободы N . В результате система, описываемая ди-
намической матрицей M̂ (1)(M̂ (1))T , согласно прави-
лу Максвелла [18] обладает нулевой макроскопиче-
ской жесткостью. Таким образом, среда становится
предельно мягкой, и в ней не могут распространять-
ся колебания с большой длиной свободного пробега.

Для нахождения «магического» соотношения
между константами упругости κn, при котором вы-
полняется условие (47), воспользуемся представле-
нием (45):

M̂ = α(D̂ − B̂)(D̂ − B̂)T . (48)

Будем считать, что каждый атом в решетке связан
с одинаковым числом соседей D. В случае простой
квадратной решетки D = 4, в случае простой тре-
угольной решетки D = 6. Учитывая, что матрицы
D̂ и B̂ являются симметричными, из сравнения (46)
и (48) можно найти соотношение для определения
упругих констант kn:∑

n�1

κnM̂
(n) = 2αDM̂ (1) − αM̂ (1)Q̂(1), (49)

где Q̂(1) = D̂+B̂. Матрица M̂ (1)Q̂(1) описывает взаи-
модействие не соседних атомов i и j, а атомов, имею-
щих хотя бы одного общего соседа, т. е. соседей вто-
рого порядка. Действительно, вклад в сумму∑

k

BikBjk

будет отличен от нуля, только если атом с номером
k взаимодействует с атомами с номером i и с номе-
ром j. При этом матрица M̂ (1)Q̂(1) может описывать
взаимодействие атомов из нескольких координаци-
онных сфер. В общем случае для описания взаимо-
действия с соседями порядкаm выбирается матрица
D̂m − B̂m.

В случае простой квадратной решетки M̂ (1)Q̂(1)

описывает взаимодействие с атомами, лежащими во
второй и третьей координационных сферах. При
этом каждый атом имеет двух соседей второго по-
рядка из второй сферы и одного из третьей. В этом
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случае, как следует из (49), κ1 = 2αD = 8α, κ2 =

= −2α и κ3 = −α, что в точности воспроизводит
«магический» набор силовых констант, удовлетво-
ряющий соотношению (14). Наличие отрицательных
связей в более дальнем взаимодействии и делает
среду достаточно мягкой для распространения в ней
упругих колебаний. Для получения такой предельно
мягкой среды можно пренебречь взаимодействием с
другими координационными сферами с n � 4.

Для простой треугольной решетки матрица
M̂ (1)Q̂(1) включает в себя взаимодействие с ато-
мами, лежащими в первой, во второй и в третьей
координационных сферах. Как и в случае простой
квадратной решетки, каждый атом имеет двух со-
седей второго порядка из второй сферы и одного из
третьей, но также и двух соседей второго порядка
из первой координационной сферы. В результате
получаем «магическое» соотношение

κ1 = 2α(D − 1) = 10α, κ2 = −2α, κ3 = −α,

удовлетворяющее условию (35).

Таким образом, условие (47), которое обеспечи-
вает воспроизведение квадрата закона дисперсии
первой координационной сферы во всем диапазоне
значений волнового вектора, выполняется при един-
ственном наборе упругих констант, значения кото-
рых определяются геометрией решетки. При этом
суммирование (46) осуществляется по всем коорди-
национным сферам, в которых присутствуют соседи
второго порядка. Интересно проверить полученные
результаты на примере сотовидной гексагональной
решетки графена, элементарная ячейка которого, в
отличие от рассмотренных выше простых квадрат-
ной и треугольной решеток, содержит два атома [4].
Каждый атом графена имеет D = 3 ближайших
соседей и один соседний узел второго порядка во
второй координационной сфере. В этом случае мат-
рица M̂ (1)Q̂(1) описывает взаимодействие с атомами
только из второй координационной сферы, что при-
водит к «магическим» соотношениям κ1 = 2αD =

= 6α, κ2 = −α. Этот результат в точности совпа-
дает со значениями силовых констант, при которых,
согласно [19, 20], происходит смена линейного зако-
на дисперсии на квадратичный для изгибных волн в
кристаллической решетке графена. Таким образом,
предлагаемый подход к анализу дисперсии изгиб-
ных мод в двумерных решетках может быть при-
менен к системам любой геометрической конфигу-
рации, обладающим определенной симметрией.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Мы предлагаем простую модель для изгибных
мод в двумерной кристаллической решетке, позво-
ляющую получить наглядные аналитические фор-
мулы для дисперсионных соотношений без прове-
дения численных расчетов. В результате проведен-
ного теоретического анализа фононных спектров в
простых двумерных кристаллических решетках был
выявлен ряд особенностей, которые позволили сде-
лать выводы об условиях, при которых возможно
распространение изгибных волн, для которых ха-
рактерен квадратичный закон дисперсии ω ∼ k2.
Показано, что независимо от геометрии элементар-
ной ячейки двумерной решетки, для смены ли-
нейной дисперсионной зависимости на квадратич-
ную необходимо учитывать взаимодействие каждо-
го атома не только с ближайшими соседями, но
и с атомами из более удаленных координацион-
ных сфер. При этом оказалось, что при описа-
нии динамики решетки в рамках модели силовых
констант Борна –фон Кармана для возникновения
квадратичной дисперсионной зависимости необхо-
димо, чтобы эффективные упругие константы, со-
ответствующие разным координационным сферам,
имели разные знаки и были связаны между собой
соотношением вида (18). Другими словами, физи-
ческой причиной смены закона дисперсии с линей-
ного на квадратичный является полная компенса-
ция положительных упругих констант отрицатель-
ными. В результате изгибный модуль упругости и
скорость звука в длинноволновом пределе обраща-
ются в нуль. При этом в пределе малых k диспер-
сионная зависимость не только приобретает квад-
ратичный характер, но и становится практически
изотропной по отношению к направлению волно-
вого вектора, в результате чего для описания про-
цесса распространения изгибных волн в двумерной
кристаллической решетке может быть использовано
волновое уравнение для тонких однородных макро-
скопических пластинок.

Нами также показано, что для трех взаимодейст-
вующих координационных сфер существует един-
ственный «магический» набор силовых констант,
при котором выражение, описывающее закон дис-
персии, с точностью до численного множителя вос-
производит квадрат дисперсионной зависимости,
полученной для первой сферы, во всем диапазоне
изменения волновых векторов. При этом угловая за-
висимость ω(k) близкая к изотропной также сохра-
няется практически для всех k. Таким образом, по-
является возможность путем подбора силовых конс-
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тант придать двумерной кристаллической решетке
свойства подобные упругим свойствам тонкой мак-
роскопической пластинки. Напротив, по мере удале-
ния констант взаимодействия от «магических» зна-
чений даже при сохранении условия (18), обеспе-
чивающего квадратичный закон дисперсии, харак-
терный для изгибных мод, угловая зависимость ста-
новится все более анизотропной, причем для неко-
торых направлений распространение упругих волн
становится невозможным.

Таким образом, можно сделать вывод, что дис-
персионные характеристики двумерных кристалли-
ческих решеток, от которых, в частности, зависит их
теплопроводность, в значительной мере определя-
ются соотношением между силовыми константами,
причем учет взаимодействия с атомами из несколь-
ких координационных сфер может коренным обра-
зом менять свойства решетки по сравнению с при-
ближением, учитывающим вклад только от ближай-
ших соседей.
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Приводятся результаты исследований механизмов диффузии ионов Na+ в соединениях
Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 (X = Mo, W), принадлежащих к структурному типу NASICON (про-
странственная группа R3̄c, Z = 6). Твердые растворы в области гомогенности 0.1 ≤ x ≤ 0.5 для
X = Mo и 0.4 ≤ x ≤ 0.6 для X = W были получены методами твердофазного синтеза. Измерения
электропроводности и данные ЯМР-спектрометрии указывают на наличие довольно быстрой диффузии
натрия в исследуемых образцах: ионная проводимость достигает значений 10−3 См · см−1 при T > 800 K,
частота элементарных ионных скачков имеет порядок величины 104 c−1 при T ≈ 500 K, а величина
энергии активации 0.8–0.9 эВ. Сравнительный анализ показывает, что ионная проводимость в молибда-
тах выше, чем в аналогичных вольфраматах. Рост концентрации магния приводит к росту концентрации
локальных координаций типа Mg2+–Na+–Mg2+, которые играют роль ловушек при движении натрия.
Эти выводы подтверждены ab initio расчетами, согласно которым барьер диффузии натрия из позиции
типа Mg2+–Na+–Mg2+ должен быть выше, чем в случаях Mg2+–Na+–Al3+ и Al3+–Na+–Al3+.

DOI: 10.31857/S0044451022010059

1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время разработка новых технологий
хранения электроэнергии (аккумуляторных техно-
логий) является одной из наиболее актуальных за-
дач в области мировой энергетики. Это обусловле-
но широким распространением портативных элек-
тронных устройств, возрастанием интереса к созда-
нию электрических и гибридных автомобилей, к
возобновляемым источникам энергии и т. д. На дан-
ный момент технология литий-ионных аккумулято-

* E-mail: buzlukov@imp.uran.ru

ров является наиболее выигрышной с точки зрения
рабочих характеристик (высокие напряжения раз-
ряда и значения удельной энергоемкости, компакт-
ность и малый вес устройств). Однако следует от-
метить, что из-за высокой цены не прекращаются
исследования по замене лития на другой элемент,
в частности натрий, который по химической при-
роде близок к литию, но гораздо дешевле и менее
токсичен. Хотя натрий-ионные аккумуляторы име-
ют существенно меньшие показатели удельной энер-
гии по сравнению с литий-ионными аналогами, они
перспективны для стационарных установок с высо-
ким энергопотреблением [1–5].
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Тенденцией последнего десятилетия является
увеличение числа работ, посвященных получе-
нию и исследованию твердых электролитов для
натрий-ионных батарей [6]. Соединения на осно-
ве структуры NASICON (sodium (Na) superionic
conductor) рассматриваются как один из наибо-
лее перспективных классов среднетемпературных
Na-ионных проводников, поскольку в них реа-
лизуется трехмерный механизм диффузии ионов
натрия, а величины проводимости достигают значе-
ний σ ∼ 10−3–10−4 См · см−1 [7–11]. Особенностью
структурного типа NASICON является разнооб-
разие доступных сочетаний элементов в рамках
общей формулы MxA2(XO4)3, в которой x может
варьироваться от 0 до 4, а A может быть двух-,
трех-, четырех- и пятивалентным катионом (M —
щелочной металл, A = Ti, Fe, V, Co, Ni и X = P, As,
Mo, W, S) [12]. Поиск новых соединений со структу-
рой типа NASICON ведется в течение длительного
времени в фосфатных, сульфатных, силикатных,
арсенатных и других [2, 7, 8, 10–15], в том числе
молибдатных, системах [16–20]. В последнем случае
NASICON-подобные структуры (ромбоэдрические
и моноклинно искаженные) реализуются в тройных
молибдатах одно-, двух- и трехвалентных элементов
М1−xA1−xR1+x(MoO4)3 (А = Mg, Co, Ni; R = Al, Sc,
Cr, Fe). Они обнаружены в натриевых, серебряных,
калиевых и рубидиевых системах [21, 22]. Все из-
вестные к настоящему времени NASICON-подобные
тройные молибдаты М1−xA1−xR1+x(MoO4)3 пла-
вятся инконгруэнтно, причем фазы, содержащие
алюминий, обладают наименьшей температурой
плавления [21, 23–25].

Строение NASICON-подобных молибдатных фаз
определено в результате рентгеноструктурного ана-
лиза монокристалла Na0.625Zn0.625Sc1.375(MoO4)3
(ромбоэдрическая симметрия, пр. гр. R3̄c, Z = 6)
[26]. Установлено, что основой структуры является
каркасная композиция из MO6-октаэдров, поделив-
ших свои вершины с тетраэдрами MoO4. При этом
катионы Zn2+ и Sc3+, статистически заселяющие
одни и те же кристаллографические позиции,
размещаются на тройных осях, а MoO4-группы —
на двойных осях. Ионы натрия размещаются в
пустотах каркаса, которые связаны между со-
бой в систему сообщающихся каналов большого
сечения. Полученные результаты объясняют ши-
рокие области гомогенности этих фаз, позволяют
приписать им неоднократно приводимую ранее
формулу M1−xA1−xR1+x(MoO4)3 и рассматри-
вать как твердые растворы вычитания на основе
MAR(MoO4)3 [21].

Установлено, что среди исследованных тройных
молибдатов, принадлежащих к данному структур-
ному типу, наибольшей проводимостью обладают
натрий- и серебросодержащие фазы. В частно-
сти, исследование электрофизических свойств
Na1−xMg1−xR1+x(MoO4)3 (R = Sc, Cr, Fe) показа-
ло, что с повышением температуры проводимость
изменяется в пределах 10−8–10−2 См · см−1 и рас-
тет с возрастанием x и с увеличением радиуса
трехзарядного катиона [16,25–28]. Наибольшей про-
водимостью обладают скандиевые фазы. Так, при
870 K электропроводность Na1−xA1−xSc1+x(MoO4)3
(A = Mg, Co, Ni, 0 ≤ x ≤ 0.5) находится в интервале
от 1.13 ·10−2 до 6.24 ·10−2 См · см−1 [27,28], в то вре-
мя как для NaMgCr(MoO4)3 и NaMgFe(MoO4)3 она
равна соответственно 2.15·10−3 и 8.26·10−3 См · см−1

[23]. Таким образом, проводимость ряда составов
достигает значений 10−3–10−2 См · см−1 при
670–870 K [29–32], что позволяет рассматривать их
как перспективные материалы для использования
в качестве твердых электролитов.

В последние годы возрос интерес к фазам, суще-
ствующим в сложнооксидных вольфраматных сис-
темах. Надо отметить, что в отличие от много-
численных тройных молибдатов литературные све-
дения о тройных вольфраматах довольно скудны
и посвящены в основном сверхструктурным шее-
литным фазам, перспективным в качестве люми-
нофоров и лазерных материалов [33, 34]. Относи-
тельно высокие проводящие характеристики (σ =

= 1.8 · 10−3 См · см−1 при 690 K) обнаружены
в недавно синтезированном тройном вольфрама-
те Rb9Ag3Sc2(WO4)9 [35]. Первые тройные вольф-
раматы типа NASICON были получены методом
твердофазного синтеза; для ряда фаз были опре-
делены кристаллографические характеристики и
устойчивость фаз [22]. Отмечено, что в системах
Nа2WО4–АWО4–R2(WО4)3 (A = Ni, Mg, Co, Mn,
R = Sc; A = Mg, R = In) натрий-магний-скандиевая
фаза имеет наибольшую область твердых раство-
ров. Определение электропроводящих характерис-
тик вольфраматов до последнего времени не прово-
дилось.

Настоящая работа предпринята с целью уста-
новления особенностей диффузии ионов натрия в
тройных вольфраматахNa1−xMg1−xAl1+x(WO4)3 со
структурой NASICON в сопоставлении с аналогич-
ными молибдатными фазами с использованием им-
педансной спектрометрии, ЯМР-спектроскопии на
ядрах 23Na и ab initio расчетов на основе теории
функционала плотности.
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2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

Составы Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 (X = Mo,
W) синтезированы методом твердофазного син-
теза путем ступенчатого отжига на воздухе
через 20–30 градусов стехиометрических коли-
честв соединений Na2XO4, MgXO4 и Al2(XO4)3
(X = Mo, W), начиная с 820 K (для молиб-
датных фаз) и 970 K (для вольфраматных), с
промежуточной гомогенизацией через каждые
20–30 ч. Отжиг реакционных смесей осуществляли
в платиновых тиглях с крышками. Для опреде-
ления границ областей гомогенности проводили
рентгено-флуоресцентный анализ закаленных на
воздухе образцов. В однофазном состоянии со-
ставы Na1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3, 0.1 ≤ x ≤ 0.5

были получены при 820–920 K и времени про-
каливания 100–120 ч, Na1−xMg1−xAl1+x(WO4)3,
0.4 ≤ x ≤ 0.6 — при 970–1070 K и времени отжига
150–180 ч.

Необходимые для получения тройных солей мо-
либдаты и вольфраматы алюминия и магния син-
тезировали отжигом стехиометрических количеств
Al(NO3)3 · 9H2O и XO3 (620–870 K для Х = Мо и
620–1070 K для X = W в течение 60–80 ч) и MgO
и XO3 (720–1070 K для Х = Mo и 870–1120 K для
Х = W в течение 80–100 ч). Безводные составы
Na2ХO4 получали прокаливанием соответствующих
кристаллогидратов при 820–870K. Фазовую чистоту
полученных соединений осуществляли сравнением
рентгенограмм с материалами базы данных JCPDS
PDF-2 (ISDD, Release2016).

Порошковые рентгенограммы получены на авто-
матическом дифрактометре STADI-P (STOE), обо-
рудованном линейным позиционно-чувствительным
детектором с использованием излучения CuKα1 в
диапазоне 5◦ ≤ 2θ ≤ 120◦ с шагом 0.02◦. В ка-
честве внешнего стандарта использовали поликри-
сталлический кремний (постоянная решетки a =

= 5.43075(5) Å). Уточнение кристаллической струк-
туры соединений выполнено с помощью пакета про-
грамм GSAS [36,37].

Для электрохимических измерений порошки
Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 предварительно отжигали
в течение 5 ч при температурах 770 K (X = Mo)
и 1070 K (X = W), далее прессовали в таблетки
и отжигали при температурах 920 K и 1120 K
соответственно для молибдатов и вольфраматов.
После спекания наносили порошок платины (Pt) на
основания таблетированных образцов с последую-
щим отжигом при температурах 970 K (X = Mo) и
1070 K (X = W). Определение электропроводности

проводили в интервале температур от 520 K до 970–
1070 K в атмосфере воздуха в режиме охлаждения
со скоростью 0.5 град./мин. Экспериментальные
значения сопротивления для расчета проводи-
мости измеряли двухконтактным методом при
помощи измерителя параметров импеданса ИПИ-1
(Институт проблем управления им. В. А. Трапез-
никова, Москва) или импедансметра Z-1000Р (ЗАО
«Элинс», Черноголовка) в частотном интервале
от 1 Гц до 1 МГц. Величину энергии активации
рассчитывали по наклону прямых, соответству-
ющих аррениусовской зависимости логарифма
проводимости от обратной температуры.

Расчеты электронной структуры выполнены в
рамках теории функционала плотности (density
functional theory, DFT) с использованием метода
проекционных присоединенных волн (projector-aug-
mented wave, PAW) [38, 39] в программном па-
кете VASP (Vienna ab-initio Simulation Package)
[40, 41]. Для обменно-корреляционного функциона-
ла использовалось приближение GGA (generalized
gradient approximation) в схеме PBE (Perdew–Bur-
ke–Ernzerhof) [42]. В базис включены плоские вол-
ны с энергией до 300 эВ. Интегрирование в обрат-
ном пространстве по зоне Бриллюэна проводилось
по схеме Монкхорста –Пака [43] с использованием
сетки k-точек 4× 4× 2.

Для упрощения расчетов были рассмотрены сос-
тавы с x = 0, которые соответствуют одинаковому
числу атомов Mg и Al в элементарной ячейке, содер-
жащей 108 атомов. Релаксация атомных координат
проводилась минимизацией атомных сил градиент-
ным методом [44] до достижения сил на всех атомах
в ячейке менее 0.02 эВ/Å. Компоненты тензора гра-
диента электрического поля (ГЭП) на ядрах нат-
рия рассчитывались непосредственно через элект-
ронную плотность с использованием метода работы
[45]. На основе рассчитанного значения главной ком-
поненты тензора ГЭП (Vzz) вычислены квадруполь-
ные частоты,

νQ = 3eQVzz/[2I(2I − 1)h],

и параметр асимметрии тензора ГЭП,

ηQ = (Vxx − Vyy)/Vzz ,

где Q — квадрупольный момент ядра, равный
0.108 бн для 23Na, а I — спин ядра (I = 3/2

для 23Na). Для нахождения переходного состоя-
ния и энергетических барьеров миграции ионов на-
трия из регулярной позиции в позицию вакансии
использовался метод упругой ленты (nudged elastic

55



А. Л. Бузлуков, Д. С. Федоров, А. В. Сердцев и др. ЖЭТФ, том 161, вып. 1, 2022

Рис. 1. (В цвете онлайн) а) Рентгенограммы и б) кристаллическая структура соединений Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3
(X = Mo, W); октаэдры NaO6 отмечены желтым цветом, октаэдры Al/MgO6 — синим, тетраэдры XO4 — серым

Таблица. Параметры кристаллических решеток Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 (X = Mo, W)

Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 Na0.7Mg0.7Al1.3(MoO4)3 Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3

a, Å 9.21973(4) 9.18743(14) 9.15510(12)

c, Å 22.60184(12) 22.63970(27) 22.75838(31)

V , Å3 1663.836(13) 1654.97(4) 1651.96(4)

band, NEB) [46]. На пути диффузии моделирова-
лось несколько промежуточных состояний между
начальной и конечной точками, величина барьера
вычислялась как разница энергий в точке с макси-
мальной энергией и в конечных точках пути.

Эксперименты по ядерному магнитно-
му резонансу были проведены для предва-
рительно отожженных при 470 K образцов
Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 и Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3.
ЯМР-спектры на ядрах 23Na были получены на
спектрометре AVANCE III 500WB (BRUKER) в
температурном диапазоне 300–900 K во внешнем
магнитном поле H0 = 11.7 Тл (ларморовская час-
тота ω0/2π = 132.29 МГц). Для нагрева образца в
статической воздушной атмосфере использовался
коммерческий высокотемпературный широкопо-
лосный зонд (Bruker Biospin GmbH), включающий
РЧ-катушку с платиновым проводом, немагнитный
нагреватель и термопару E-типа. Образец был
плотно упакован внутрь незапаянной кварцевой
ампулы. ЯМР-спектры были получены путем фу-
рье-преобразования сигнала свободной прецессии:

pτ − acq. Длительность возбуждающего импульса
составляла pτ = 2 мкс, что соответствует углу по-
ворота вектора ядерной намагниченности θ ≈ 60◦.
Для обработки спектров использовалась программа
DMFit [47].

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Рентгеноструктурный анализ

Полученные дифрактограммы соединений
Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 (X = Mo, W) имеют
профиль, характерный для тройного молибдата
натрия-цинка-скандия Na0.625Zn0.625Sc1.375(MoO4)3,
принадлежащего к структурному типу NASICON
[26] (рис. 1а). Области гомогенности для данных
рядов соединений ограничены составами с 0.1 ≤
≤ x ≤ 0.5 для X = Mo и 0.4 ≤ x ≤ 0.6 для X = W.
Рентгенограммы соединений проиндицированы
в ромбоэдрической сингонии, пространственная
группа R3̄c, Z = 6 (см. таблицу). С увеличением
значения x наблюдается уменьшение параметра
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Полные (TDOS) и парциальные (PDOS) плотности состояний а) NaMgAl(MoO4)3 и
б) NaMgAl(WO4)3

a и объема элементарной ячейки V и увеличение
параметра c. В структуре Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3
(X = Mo, W) октаэдры Al/MgO6, соединенные
вершинами с тетраэдрами Mo/WO4 и общими
гранями с октаэдрами NaO6, образуют трехмерный
каркас. Структурные цепочки, состоящие из двух
октаэдров Al/MgO6 и заключенного между ними
октаэдра NaO6, располагаются вдоль оси c и сме-
щены на треть периода решетки. Соответственно,
между этими цепочками формируются широкие
каналы для трехмерной диффузии натрия (рис. 1б).

3.2. Электронная структура и ab initio

моделирование диффузии натрия

Рассчитанные плотности состояний для
NaMgAl(MoO4)3 и NaMgAl(WO4)3, представлены
на рис. 2. Эти соединения являются широкозонными
диэлектриками с шириной запрещенной щели соот-
ветственно Eg = 4.5 эВ и Eg = 5.5 эВ. Плотности
состояний показывают, что потолок валентной зоны
сформирован в основном 2p-уровнями кислорода,
а дно зоны проводимости — d-уровнями молибде-
на или вольфрама. Парциальный вклад магния
и алюминия в плотность состояний небольшой.
Гибридизация состояний кислорода и молибдена
(вольфрама) наблюдается в широком диапазоне,
наибольшая плотность приходится на интервал от
−5 до −3 эВ.

Рассчитан тензор градиента электрического по-
ля на ядрах натрия: соответствующие квадруполь-
ные частоты νQ в соединениях NaMgAl(MoO4)3 и
NaMgAl(WO4)3 равны соответственно 1.6 и 1.7 МГц.

В силу точечной симметрии позиций 6b, параметры
ηQ в обоих случаях нулевые.

C использованием метода NEB проведено моде-
лирование диффузии в NaMgAl(ХO4)3 (Х = Mо, W)
(рис. 3). Ионы Na в структуре соединений занима-
ют одну позицию 6b и окружены катионами Al и Mg,
которые статистически расположены в позиции 12c.
Следовательно, для ионов натрия вдоль оси c воз-
можны три варианта ближайшего окружения, когда
вблизи натрия находятся только ионы Mg (NaMg),
только ионы Al (NaAl) либо оба катиона (NaMgAl).
В расчетах рассмотрен путь диффузии ионов нат-
рия NaAl ↔ NaMg, который проходит через проме-
жуточную позицию 18e (Nai).

В молибдате рассчитанный барьер диффузии
натрия в направлении NaAl → Nai → NaMg равен
0.56 эВ, а в обратном направлении — 0.85 эВ. Раз-
ница в величине барьера объясняется различием в
энергиях образования вакансий натрия в позициях
NaMg и NaAl, которые показывают, что натрий в по-
зиции NaAl слабее связан с ближайшим окружени-
ем, чем в позиции NaMg. Энергетический барьер для
мигрирующего иона натрия обусловлен как ближай-
шими атомами кислорода, так и катионами тетраэд-
рической группы ХO4. Барьеры диффузии в вольф-
рамате равны 0.77 и 1.15 эВ соответственно для
NaAl → NaMg и NaMg → NaAl, т. е. заметно выше,
чем в молибдате (рис. 3б). Анализ локальной струк-
туры показал, что расстояния Na–O в вольфраматах
возрастают, однако уменьшаются расстояния Na–Х,
что и приводит к росту барьера диффузии.

Таким образом, барьер диффузии в
NaMgAl(XO4)3 (X = Mo, W) для пути NaМg → NaAl
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Рис. 3. (В цвете онлайн) а) Фрагмент структуры типа NASICON и б) энергия миграции натрия в NaMgAl(MoO4)3 и
NaMgAl(WO4)3

больше, чем в обратном направлении. Так как
атомы Мg и Al занимают одну позицию в структуре
NASICON, можно предположить, что снижение
доли магния уменьшит барьеры диффузии натрия.

3.3. Электропроводность

На рис. 4 показаны зависимости электропро-
водности от температуры для натриевых молиб-
датов и вольфрамата алюминия-магния со струк-
турой NASICON. На вставке к рис. 4 в качест-
ве примера представлены годографы импеданса
для Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 при температурах 725
и 780 K. Вид годографов и температурных зави-
симостей lg σ(T−1) позволяют сделать заключение,
что все исследованные составы имеют ионный ха-
рактер проводимости, величины которой для мо-
либдатов натрия при 770 K имеют значения, близ-
кие к 5 · 10−4 См · см−1, характерные для большин-
ства твердых натриевых электролитов [16, 27, 48].
Повышение температуры до 920 K приводит к уве-
личению проводимости составов до величин σ ≈
≈ 4 · 10−3 См · см−1. Ниже температуры 730 K кри-
вые электропроводности позволяют проследить за
изменением проводимости для составов молибдатов
натрия: для составов с большим значением x прово-
димость выше. Похожие закономерности были обна-
ружены ранее в Na1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3 (x = 0,
0.2) [21] и в серебросодержащих аналогах состава
Ag1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3 (0 ≤ x ≤ 0.5) [49]. Бы-
ло высказано предположение, что фактор увеличе-

Рис. 4. (В цвете онлайн) Температурные зависимости
электропроводности образцов Na1−xM1−xAl1+x(XO4)3
(X = Mo, W). Вставка — годографы импеданса для сос-

тава Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3

ния числа вакансий в каналах проводимости ионов
натрия за счет роста количества атомов алюминия
превалирует над эффектом уменьшения числа но-
сителей заряда.

На кривых проводимости в интервалах темпе-
ратур 715–740 K и 815–845 K в исследованных мо-
либдатах магния-алюминия наблюдаются перегибы.
Поскольку температурные зависимости проводимо-
сти до и после перегибов практически линейны, кри-
вые могут быть описаны уравнениями Аррениуса с
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Рис. 5. Температурные изменения спектров ЯМР 23Na

разными значениями энергия активации Ea. Для об-
ласти ниже 730 K значения Ea составили 0.80, 0.86,
0.96 эВ соответственно для составов с x = 0.4, 0.3,
0.1. В диапазоне выше 730 K для вышеперечислен-
ных составов величины Ea изменяются в диапазоне
1.2–1.6 эВ, и для соединений с большим значением
x энергии активации имеют меньшие значения. При
температурах выше 830 K значения энергии акти-
вации близки для всех соединений этого семейства
и равны 0.7 эВ. Проводимость вольфрамата состава
Na0.6Mg0.6Al1.4(WO4)3 ниже его молибденового ана-
лога примерно на порядок величины, зависимость
lg σ(T−1) имеет линейный характер без каких-либо
изломов и скачков.

3.4. ЯМР-спектры 23Na NMR в
Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 и
Na0.9Mg0.1Al1.1(MoO4)3

Наилучшая аппроксимация спектров ЯМР 23Na
(рис. 5) достигается в рамках модели, предполага-
ющей доминирующую роль квадрупольных эффек-
тов второго порядка. Ядра со спином I > 1/2 имеют
несферическое распределение заряда. Это приводит
к появлению квадрупольного момента Q, который,
в свою очередь, взаимодействует с ГЭП, возникаю-
щим на ядре [50]. В случае сильных магнитных по-

лей влияние квадрупольного взаимодействия обыч-
но описывается как малые поправки к зеемановской
энергии в рамках теории возмущений. В первом по-
рядке теории возмущений наличие квадрупольного
взаимодействия приводит к характерному расщеп-
лению спектра ЯМР и появлению (в случае 23Na с
I = 3/2) трех линий: линии, соответствующей цен-
тральному переходу (mI = –1/2 ↔ +1/2), и двух са-
теллитных линий (mI = ±3/2 ↔ ±1/2). Для порош-
кового образца сателлиты смещены относительно
центральной линии на расстояние ± 1/2νQ(1 − ηQ),
где квадрупольная частота νQ и параметр асиммет-
рии ηQ определяются компонентами тензора ГЭП.
Квадрупольные эффекты второго порядка проявля-
ются в характерном расщеплении линии централь-
ного перехода, которое пропорционально квадрату
квадрупольной частоты и обратно пропорциональ-
но резонансной частоте. В рамках данной моде-
ли спектры в области температур 300–600 K мо-
гут быть описаны как одиночная линия, что со-
гласуется со структурными особенностями иссле-
дуемых соединений, где предполагается одна кри-
сталлографическая позиция ионов натрия. Значе-
ния νQ ≈ 1.75 МГц и ηQ ≈ 0.2, полученные при T <

< 500 K (рис. 5) хорошо согласуются с оценками со-
ответствующих величин, полученными из DFT-рас-
четов (см. разд. 3.2).
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Температурные зависимости па-
раметров ЯМР 23Na в образцах Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3
(заполненные символы) и Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 (пустые
символы) в диапазоне температур 300–900 K: дипольно-
го уширения (а); квадрупольной частоты (б) и параметра
асимметрии (в) для основной спектральной компоненты
(Линия-1 на рис. 5, синие символы), а также поведение
ширины линии (г) и интенсивности (д) ЯМР-сигнала, по-

меченного как Линия-2 на рис. 5 (красные символы)

Температурная эволюция спектров ЯМР 23Na
характеризуется резким уменьшением дипольного
уширения линии, Δν, при T > 500 K, которое сопро-
вождается также уменьшением величины ηQ. По-
добное поведение является типичным для систем с
быстрой атомной диффузией. Действительно, в на-
шем случае величина Δν определяется главным об-
разом межъядерным диполь-дипольным взаимодей-
ствием. Для пары взаимодействующих ядер оно за-
висит от расстояния между ядрами и ориентации
этой пары по отношению к внешнему магнитному
полю. Скачки атомов приводят к изменению как
расстояний, так и ориентаций. В результате с по-
вышением температуры и ростом частоты ионных
перескоков дипольное взаимодействие усредняется
и значение Δν резко уменьшается [50,51]. Как ожи-
дается, динамическое сужение ЯМР-спектра проис-

ходит при температуре, при которой характерная
частота ионных скачков τ−1

d становится сравнимой с
шириной линии ΔνRL «жесткой решетки» (т. е. в от-
сутствие атомного движения): τ−1

d ∼ 2πΔνRL. При-
нимая в расчет величину ΔνRL ≈ 2000 кГц (рис. 6),
мы можем оценить величину τ−1

d ∼ 104 c−1 при T ∼
∼ 500 K.

Помимо частоты ионных перескоков анализ
зависимости Δν(T ) позволяет оценить также и
величину энергии активации для движения, Ea.
Так, в частности, простейший подход, который был
предложен Уо и Фединым [52] предполагает, что
Ea [мэВ] = 1.617T0 [K], где T0 — температура начала
динамического сужения линии. Оценив величину
T0 ∼ 500 K (см. рис. 6), мы получим значение энер-
гии активации для ионных перескоков: Ea ≈ 0.8 эВ.
Интересно, что изменения, связанные с диффузией
натрия, для образца Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 обнару-
живаются при гораздо более низких температурах,
чем для соединения Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 (с
разницей порядка 50 К, см. рис. 6). Этот результат
указывает на более медленную ионную динамику в
последнем случае.

При температурах выше 550 и 650 K для
образцов соответственно Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3
и Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 помимо «основного»
ЯМР-сигнала (см. Линия-1 на рис. 5) появляется
дополнительная спектральная компонента. На
рис. 5 она представлена как одиночная линия
лоренцевой формы. Тем не менее следует отме-
тить, что полученные при такой аппроксимации
величины Δν > 5 кГц (см. рис. 6г) являются
несколько преувеличенными в случае ядер 23Na в
Na1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3. Действительно, второй
момент линии «жесткой решетки» определяется
как [53]

〈Δω2〉 = 〈Δω2
II〉+ 〈Δω2

IS〉 =
3

5
γ4I�

2I(I + 1)×

×
∑ 1

r6ij
+

4

15
γ2Iγ

2
S�

2S(S + 1)
∑ 1

r6ij
,

где первое слагаемое учитывает диполь-дипольное
взаимодействие между одинаковыми ядрами
(23Na–23Na в нашем случае), а второе — между
разными (в нашем случае 23Na–27Al). Величины
γI и γS определяют гиромагнитные отношения
соответствующих ядер, I и S — их спин (3/2 для
23Na и 5/2 для 27Al), а rij — расстояние между взаи-
модействующими ядрами. Ближайшее окружение
ионов Na+ в Na1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3 сформи-
ровано двумя ионами Al3+/Mg2+ на расстоянии
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rNa–Al/Mg ≈ 3.08 Å, шестью ионами Al3+/Mg2+ на
расстоянии rNa–Al/Mg ≈ 5.33 Å и шестью ионами
Na+ на расстоянии rNa–Na ≈ 6.50 Å. В этом случае
величина второго момента 〈Δω2〉 ∼ 107 с−2, что, в
свою очередь, дает значение Δν ≈ 1.5 кГц.

Таким образом, можно предполагать, что наб-
людаемая дополнительная спектральная компонен-
та, так же как и «основная» ЯМР-линия, являет-
ся квадрупольно расщепленной. Тем не менее, по-
скольку эта линия не регистрируется в явном ви-
де, точно оценить ее квадрупольные параметры не
представляется возможным. В то же время подоб-
ная аппроксимация (“Quad 2nd”) существенно уве-
личивает число подгоночных параметров и, соот-
ветственно, снижает достоверность аппроксимации
экспериментальных данных. С ростом температу-
ры «ширина» этой линии резко уменьшается, а от-
носительная интенсивность возрастает и достигает
при T > 850 K значений порядка 5 и 15% для
образцов соответственно Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 и
Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 (рис. 6).

Для построения непротиворечивой картины,
позволяющей описать как результаты ЯМР-экспе-
риментов, так и данные по электропроводности,
необходимо, с одной стороны, принять во внимание
результаты ab initio расчетов, свидетельствующие о
существенно более низком энергетическом барьере
для выхода иона Na+ из позиции NaAl (0.56 эВ) по
сравнению с соответствующей величиной для узлов
NaMg (0.85 эВ, см. разд. 3.2). С другой стороны,
необходимо привлечь результаты статистического
анализа. Ближайшими некислородными соседями
натрия в структуре типа NASICON являются два
катиона Mg2+/Al3+. Простейший комбинаторный
анализ показывает, что вероятность нахождения
ионов Na+ с координациями Mg2+–Na+–Mg2+,
Mg2+–Na+–Al3+ и Al3+–Na+–Al3+ составляет
0.06, 0.38, 0.56 и 0.2, 0.5, 0.3 соответствен-
но для соединений Na0.5Mg0.5Al1.5(WO4)3 и
Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3. Исходя из этого, ста-
новится понятной разница в ионной динамике в
образцах с разным содержанием алюминия (см.
рис. 4 и 6): в образце Na0.5Mg0.5Al1.5(Mo/WO4)3
большинство ионов натрия находится в локальных
координациях с двумя ионами Al3+, характеризую-
щихся наименьшей величиной Ea. В то же время
в Na0.9Mg0.9Al1.1(Mo/WO4)3 основной является
конфигурация NaMgAl, для которой значение Ea

должно быть несколько выше.
Данный анализ позволяет также объяснить при-

роду возникновения дополнительного ЯМР-сигна-
ла, наблюдаемого в спектрах при высоких темпера-

турах. С ростом температуры уширение этой линии
резко уменьшается (по-видимому, вследствие усред-
нения диполь-дипольного и квадрупольного взаимо-
действий). Кроме того, на температурной зависимо-
сти интенсивности этого сигнала, I(T ), обнаружи-
вается наличие некоторого плато. Подобная комби-
нация наблюдаемых эффектов позволяет предпола-
гать формирование в структуре исследуемых окси-
дов неких «особых» позиций ионов Na+, в которых
ионная динамика существенно отличается от «регу-
лярной» и которые выступают в роли «ловушек»
для движения натрия (похожие явления рассмат-
ривались в наших более ранних работах, см., на-
пример, [54,55]). Такими ловушками являются, наи-
более вероятно, позиции NaMg. Действительно, тео-
ретические оценки дают максимально высокое зна-
чение Ea для этих узлов. Кроме того, вероятности
формирования подобных конфигураций хорошо со-
гласуются с наблюдаемыми величинами относитель-
ной интенсивности соответствующей ЯМР-линии.

Таким образом, мы можем предложить следу-
ющий сценарий движения натрия в соединениях
Na1−xMg1−xAl1+x(Mo/WO4)3. С ростом температу-
ры в первую очередь «активируются» узлы NaAl и
NaMgAl. Атомные перескоки 6b ↔ 6b между таки-
ми позициями (через промежуточную позицию 18e)
приводят к возникновению диффузии натрия на да-
лекие расстояния. Частота данных перескоков до-
стигает значений порядка 104 c−1 при T ∼ 500 K,
а энергия активации по данным ЯМР и элект-
ропроводности составляет Ea ∼ 0.8–0.9 эВ. В то
же время перескоки натрия в позициях NaMg отсут-
ствуют (на шкале частот ЯМР) вплоть до темпе-
ратур 550 K. При T > 550 K эти ионы начина-
ют, по-видимому, совершать локальные перескоки
(например, типа 6b ↔ 18e), что приводит к усред-
нению квадрупольного и диполь-дипольного взаи-
модействий для соответствующих ядер 23Na и, как
следствие, к появлению дополнительной линии на
спектрах ЯМР. Дальнейшее повышение температу-
ры (до 700 K) приводит к тому, что энергия скачка
становится достаточной для выхода иона из ловуш-
ки Mg2+–Na+–Mg2+ и совершения полного переско-
ка 6b ↔ 18e ↔ 6b. Вовлечение этих атомов в диф-
фузионные процессы приводит к скачкообразному
росту электропроводности при T = 715–740 K в об-
разцах Na1−xMg1−xAl1+x(MoO4)3 (см. рис. 4). Энер-
гия активации позиций NaMg составляет по нашим
данным 1.4± 0.2 эВ.

Следует, однако, отметить, что разница в веро-
ятностях локального скачка 6b↔ 18e и полного пе-
рескока 6b ↔ 18e ↔ 6b сохраняется, по-видимому,
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вплоть до самых высоких температур. Другими сло-
вами, ион Na+, диффундируя по кристаллу и попа-
дая в позицию с координацией Mg2+–Na+–Mg2+, со-
вершает много локальных перескоков NaMg ↔ Nai
(18e), прежде чем покинуть эту «ловушку» (осуще-
ствив полный скачок в ближайшую свободную по-
зицию 6b). Об этом свидетельствует наличие допол-
нительной спектральной компоненты, наблюдаемой
на спектрах ЯМР 23Na вплоть до 900 K. Кроме то-
го, предположение о замедлении ионной динамики
вследствие роста концентрации «ловушек» подтвер-
ждается и данными по электропроводности. Дейст-
вительно, как видно на рис. 4, значения σ в облас-
ти самых высоких температур примерно равны для
всех образцов Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3, хотя общая
концентрация носителей тока различается практи-
чески в два раза.

Также на зависимости σ(T ) в образцах
Na0.9Mg0.9Al1.1(MoO4)3 и Na0.7Mg0.7Al1.3(MoO4)3
обнаруживается и второй излом при T ≈ 830 K (см.
рис. 4). На данный момент детальное объяснение
наблюдаемых эффектов является довольно затруд-
нительным. В качестве гипотезы можно высказать
предположение о том, что появление подобной
особенности обусловлено смещениями ионов Mg2+

из их равновесных положений. Действительно, в
ряде NASICON-подобных фосфатов наблюдалась
даже довольно быстрая диффузия ионов Mg2+ [56].
Таким образом, в случае наших Mo/W-содержащих
оксидов предположение о локальных смещениях
магния в области высоких температур кажется
вполне разумным. Смещения магния могут, в
свою очередь, приводить к локальным искажениям
структуры и, как следствие, к уменьшению вели-
чины Ea для скачков натрия, что и отражается на
зависимости σ(T ) (см. рис. 4).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Методами твердофазного синтеза получены
соединения Na1−xMg1−xAl1+x(XO4)3 (X = Mo, W),
принадлежащие к структурному типу NASICON
(пространственная группа R3̄c, Z = 6). Области
гомогенности для данных соединений ограничены
составами с 0.1 ≤ x ≤ 0.5 для X = Mo и 0.4 ≤
≤ x ≤ 0.6 для X = W. DFT-расчеты показывают,
что указанные оксиды являются широкозонными
диэлектриками с шириной запрещенной зоны Eg,
равной 4.5 и 5.2 эВ соответственно для X = Mo
и X = W. Измерения электропроводности и дан-

ные ЯМР-исследований указывают на наличие
довольно быстрой диффузии натрия в исследуемых
образцах: частота ионных перескоков достигает
значений 104 c−1 при T ∼ 500 K с энергией актива-
ции 0.8–0.9 эВ. Сравнительный анализ показывает,
что ионная проводимость в молибдатах выше, чем в
вольфраматах, что подтверждается рассчитанными
барьерами диффузии натрия. Моделирование диф-
фузии показало также, что перескоки иона натрия
вблизи магния характеризуются более высокими
энергетическими барьерами, чем вблизи алюминия
из-за разницы в энергиях связи. Рост концентрации
магния приводит к росту концентрации локальных
координаций типа Mg2+–Na+–Mg2+, которые игра-
ют роль ловушек при движении натрия: величина
энергетического барьера для выхода иона Na+

из этих позиций составляет 1.4 ± 0.2 эВ. Ионная
проводимость достигает значений 10−3 См · см−1

при T > 800 K, что позволяет рассматривать
исследуемые соединения как перспективные для
ряда практических приложений.
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45. H. M. Petrilli, P. E. Blöchl, P. Blaha, and K. Schwarz,
Phys. Rev. B 57, 14690 (1998).

46. H. Jonsson, G. Mills, and K. W. Jacobsen, in
Classical and Quantum Dynamics in Condensed
Phase Simulations, ed. by B. J. Berne, G. Ciccotti,
and D. F. Coker, World Sci. (1998), p. 385.

47. D. Massiot, F. Fayon, M. Capron et al., Magn. Reson.
Chem. 40, 70 (2002).

48. A. L. Buzlukov, N. I. Medvedeva, Y. V. Baklanova et
al., Sol. St. Ionics 351, 115328 (2020).

49. И. Ю. Котова, Д. А. Белов, С. Ю. Стефанович,
Ж. неорг. химии 56, 1259 (2011).

50. А. Абрагам, Ядерный магнетизм, Изд-во иностр.
лит., Москва (1963).

51. Ч. Сликтер, Основы теории магнитного резонан-
са, Мир, Москва (1981).

52. Дж. Уо, Э. И. Федин, ФТТ 4, 2233 (1962).

53. J. H. Van Vleck, Phys. Rev. 74, 1168 (1948).

54. A. L. Buzlukov, I. Yu. Arapova, S. V. Verkhovskii et
al., J. Sol. St. Electrochem. 20, 609 (2016).

55. A. L. Buzlukov, I. Yu. Arapova, Y. V. Baklanova et
al., J. Phys. Chem. C 120, 23911 (2016).

56. P. W. Jaschin, Y. Gao, Y. Li, and S. Bo, J. Mater.
Chem. A 8, 2875 (2020).

64



ЖЭТФ, 2022, том 161, вып. 1, стр. 65–74 c© 2022

ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ РЕЛАКСАЦИЯ УДЕЛЬНОГО ОБЪЕМА
И ОПТИЧЕСКИХ СВОЙСТВ УПЛОТНЕННОГО СТЕКЛА GeS2

О. Б. Циок a, В. В. Бражкин a*, А. С. Тверьянович b, Е. Бычков c

a Институт физики высоких давлений Российской академии наук
108840, Троицк, Москва, Россия

b Санкт-Петербургский государственный университет, Институт химии
198504, Санкт-Петербург, Россия

c LPCA, UMR 8101 CNRS, Universite du Littoral
59140, Dunkerque, France

Поступила в редакцию 2 августа 2021 г.,
после переработки 8 сентября 2021 г.

Принята к публикации 8 сентября 2021 г.

Исследована релаксация края оптического поглощения и линейных размеров уплотненного при высо-
ком гидростатическом давлении стехиометрического стекла GeS2. Получены прецизионные данные по
барической зависимости удельного объема и объемного модуля сжатия при увеличении и уменьшении
давления в диапазоне до 8 ГПа, включая длительную релаксацию объема при комнатной температуре
после снятия давления. Остаточное уплотнение стекла после воздействия давления 8.3 ГПа с выдержкой
20 часов составляло 9.5% сразу после снятия давления и 8% на момент начала оптических измерений
с соответствующим сдвигом края поглощения на 170 нм. Релаксация края оптического поглощения и
линейных размеров исследовалась как при комнатной температуре, так и в серии последующих отжигов
вплоть до возвращения стекла к исходному состоянию. Выделены два процесса, оба линейны по логариф-
му времени с близкими значениями наклона релаксационной зависимости, но с различием по скорости
более чем на два порядка величины. Энергия активации релаксации лежит в интервале 1.60–1.77 эВ,
увеличиваясь с ростом температуры. Обсуждается возможный механизм процессов логарифмической
релаксации свойств стекла.

DOI: 10.31857/S0044451022010060

1. ВВЕДЕНИЕ

Халькогенидное стекло GeS2 является классиче-
ским, хорошо изученным объектом [1]. Его струк-
тура, в целом, похожа на структуру соседей по пе-
риодической системе — GeO2, GeSe2 и отличает-
ся только особенностями упаковки базовых струк-
турных элементов сетки — тетраэдров Ge(X1/2)4
(X = O, S, Se). В частности, в стекле GeO2 тетра-
эдры Ge(O1/2)4 связаны вершинами, а в GeS2 и
GeSe2 значительная часть (30–50%) базовых струк-
турных единиц соединяются не только вершинами,
но и ребрами [2], наследуя черты своих кристалли-
ческих прототипов. Другой отличительной чертой
халькогенидных стекол является то, что в отличие

* E-mail: brazhkin@hppi.troitsk.ru

от оксидных они образуются в широкой области со-
ставов, и на всех составах в стеклах имеется значи-
тельное количество «неправильных» гомополярных
связей [3]. Стекло GeS2 исследовалось под давлени-
ем [4, 5], хотя и не так подробно, как GeSe2 [2, 3, 6].
Происходящие под давлением изменения структу-
ры стекла GeS2 (во многом — по аналогии с лучше
изученным GeSe2) можно описать следующим обра-
зом: при превышении порогового давления (порядка
2 ГПа [4]) начинается модификация аморфной сетки
исходного стекла, при котором изменяется вид связ-
ности структурных элементов от «общего ребра» к
«общей вершине». При этом наблюдаются измене-
ния углов между связями и рост доли «неправиль-
ных» гомополярных связей [2,5,6]. Наблюдающееся
под давлением увеличение координационного числа
с появлением пяти и шести координированных ато-
мов Ge при снятии давления обратимо [5,6], и оста-
точные изменения структуры и плотности стекла

5 ЖЭТФ, вып. 1
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связаны с перестройкой структуры промежуточно-
го порядка. В целом, мотивы структурных измене-
ний в стекле GeS2 под давлением соответствуют по-
лиморфным превращениям в кристаллических фа-
зах [7].

Значительный прогресс в понимании процессов
структурной перестройки стекла связан с работа-
ми по компьютерному моделированию [8]. Они в
целом подтверждают экспериментальные результа-
ты об обратимом росте координационного числа, хо-
тя хуже воспроизводят более тонкие эффекты, свя-
занные с изменениями вида связности тетраэдров
и степени химического порядка стекла. Заметим,
что для построения адекватных структурных моде-
лей стекла под давлением требуются прецизионные
данные по барической зависимости удельного объе-
ма при увеличении и уменьшении давления. Доста-
точно точные измерения сжимаемости стекол мог-
ли бы быть получены в аппаратуре типа пьезомет-
ра Бриджмена [9], однако в настоящее время такие
работы почти отсутствуют по причине чрезвычай-
ной сложности аппаратуры и трудоемкости экспе-
римента. Другие известные методы имеют точность
на порядок ниже, что приводит иногда к серьезным
ошибкам (см., например, работу [10] и ссылки в ней).
Хорошей альтернативой пьезометру является тен-
зометрический метод измерения сжимаемости [11],
примененный в настоящей работе.

Заметим, что все исследованные нами ранее как
оксидные, так и халькогенидные стекла (см. [12,13] и
ссылки в них на более ранние работы), несмотря на
значительные различия структуры, демонстрирова-
ли во многом одинаковое поведение под давлением.
После начального участка «упругого» обратимого
сжатия стекла плавно начинается область неупру-
гого, релаксирующего поведения, что выражается
в аномалиях барической зависимости плотности и
объемного модуля сжатия. При снижении давления
происходит частичный обратный переход, т. е. оста-
точное уплотнение и релаксирующее поведение объ-
ема сохраняются и после полного снятия давления.
Выбор конкретного объекта исследований в настоя-
щей работе определялся ожидаемой величиной оста-
точных изменений плотности (и структуры, соот-
ветственно) и предполагаемой устойчивостью это-
го состояния. Согласно [1], стеклу GeS2 стехиомет-
рического состава соответствует максимум моляр-
ного объема (плотность 2.717 г/см3), что подразу-
мевает большую величину остаточного уплотнения
и рекордно высокую среди халькогенидных стекол
температуру стеклования, равную 768 K [1]. Кро-
ме того, в нашей работе [14], посвященной иссле-

дованию стекол в системе Ge–Se, были получены
предварительные результаты и для стекла GeS2, но
только в одном эксперименте и на очень маленьком
образце плохого качества. Согласно этим данным,
остаточное уплотнение стекла GeS2 составляет око-
ло 9%, что заметно превышает остаточные эффекты
во всех исследованных нами ранее халькогенидных
стеклах.

Настоящая работа посвящена исследованию ре-
лаксации края оптического поглощения и линейных
размеров (объема) стехиометрического стекла GeS2,
уплотненного при высоком давлении. Представлены
также прецизионные данные по сжимаемости этого
стекла, полученные на отожженном образце стан-
дартных размеров с заявленной точностью тензо-
метрического метода.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МЕТОДИКА

Стекло состава GeS2 синтезировалось из элемен-
тарных веществ высокой степени чистоты (Aldrich,
99.999%). Ge и S в стехиометрическом соотноше-
нии помещались в кварцевую ампулу с внутренним
диаметром 10 мм, вакуумировались до остаточно-
го давления 1 · 10−4 Торр и запаивались. Синтез
проводился в электрической, постоянно качающей-
ся печи, что повышало скорость гомогенизации рас-
плава. Ампула с реагентами медленно нагревалась
с изотермическими остановками при температурах
500 ◦C и 700 ◦C для предотвращения разрыва ам-
пулы из-за давления паров непрореагировавшей се-
ры. Максимальная температура синтеза составляла
950 ◦C. При этой температуре расплав выдерживал-
ся в течение 5 часов, после чего ампула с образцом
закаливалась в воду. После синтеза слитки стекла
отжигались в откачанной ампуле с плавным увели-
чением температуры до 350 ◦C (2 часа), выдержкой
при этой температуре в течение 16 часов и медлен-
ным охлаждением.

Из отожженных слитков были подготовлены два
образца для оптических исследований: «рабочий» —
с квадратным основанием со стороной 2.7 мм, и «ис-
ходный» — чуть большего размера. Толщина образ-
цов — около 1.5 мм. «Рабочий» образец был уплот-
нен под действием высокого гидростатического дав-
ления с выдержкой около 20 часов при максималь-
ном значении давления 8.3 ГПа (рис. 1).

Образец для измерения сжимаемости представ-
лял собой параллелепипед со сглаженными ребрами
размером 3×2×1.5 мм3. Эксперименты при высоком
давлении проводились в аппарате Тороид [15] с диа-
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Рис. 1. «Исходный» и «рабочий» образцы стекла GeS2

через несколько минут после снятия высокого давления с
«рабочего» образца

метром центральной лунки 15 мм. Для измерения
объема стекла GeS2 in situ применялся тензометри-
ческий метод [11]. Его абсолютная точность на об-
разцах стандартных размеров составляет 0.2%, при
этом чувствительность к малым изменениям луч-
ше, чем 10−3 %. Метод дает подробную информа-
цию о поведении объема образца под давлением и,
кроме того, позволяет исследовать процессы релак-
сации объема как под давлением, так и при нор-
мальных условиях после снятия давления в широ-
ком диапазоне времен 10–107 с. Тензометрический
метод успешно применялся ранее для исследования
оксидных и халькогенидных стекол (см. [12–14] и
ссылки в них).

В качестве передающей давление среды исполь-
зовалась смесь метанол–этанол 4 : 1, имеющая пре-
дел гидростатичности около 10 ГПа. Давление из-
мерялось манганиновым датчиком, калиброванным
по переходам в висмуте (2.54 ГПа и 7.7 ГПа). Бла-
годаря использованию гидростатического давления,
«рабочий» образец для оптических исследований
(рис. 1) при значительном остаточном уплотнении
и изменении оптических свойств полностью сохра-
нил форму, соотношения размеров, плоскопарал-

лельность и качество обработки рабочих поверхно-
стей.

Измерения объема проводились при не-
прерывном изменении давления со скорос-
тью 0.07–0.10 ГПа/мин при увеличении и
0.03–0.05 ГПа/мин при уменьшении давления с
небольшой выдержкой при максимальном давле-
нии. Для приготовления уплотненного образца
использовались те же режимы, а выдержка при
максимальном давлении была увеличена до 20 ча-
сов.

Спектры поглощения измерялись на спектрофо-
тометре UV-3600 Shimadzu в спектральном диапа-
зоне 400–1000 нм с разрешением 0.1 нм. Все оптичес-
кие исследования проводились при комнатной тем-
пературе, в том числе и в серии отжигов, когда сдвиг
края поглощения измерялся после каждого из от-
жигов серии. Поскольку образцы имели очень ма-
ленькие геометрические размеры, для их адаптации
к апертуре спектрометра были изготовлены специ-
альные держатели-диафрагмы образцов с диамет-
ром отверстия диафрагмы 2 мм. Два одинаковых
держателя-диафрагмы устанавливались и в канал
образца, и в канал сравнения спектрофотометра.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Барические зависимости удельного объема стек-
ла GeS2 при увеличении и уменьшении давления
приведены на рис. 2. Хорошо заметно аномальное
поведение объема при сжатии при давлениях вы-
ше 2 ГПа, соответствующее началу структурного
превращения в стекле. Также наблюдается значи-
тельный гистерезис в поведении V (P ) при сжатии и
разгрузке. Остаточное уплотнение стекла составля-
ет 9.5%.

Результаты настоящей работы хорошо согласу-
ются с предварительными данными [14], поэтому до-
полнительных проверочных экспериментов не про-
водилось. Заметное отличие от данных [14] (см.
рис. 2) наблюдается при увеличении давления в диа-
пазоне 1.5–5 ГПа. В настоящей работе переход от
упругого поведения стекла при сжатии к релакси-
рующему выражен более резко. Скорее всего, это
связано с тем, что, в отличие от работы [14], исход-
ное стекло после синтеза отжигалось, что снижало
величину остаточных упругих микронапряжений и
повышало «прочность» аморфной сетки.

На рис. 3 приведены «кажущиеся» объемные мо-
дули стекла GeS2 при увеличении и уменьшении
давления, полученные численным дифференциро-
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Рис. 2. Зависимость объема стекла GeS2 при увеличении
и уменьшении давления (соответственно темные и свет-
лые символы). Сплошной красной линией показаны ста-
рые предварительные данные [14], полученные на малень-
ком неотожженном образце. Штриховые линии, получен-
ные подгонкой регулярных участков V (P ), подчеркивают
аномалию сжимаемости. На вставке дана релаксация объ-
ема стекла в процессе выдержки при максимальном дав-
лении. Данные приведены к среднему давлению выдерж-
ки −8.15 ГПа путем проектирования исходных данных с
дрейфующим значением давления на вертикаль P = const
вдоль релаксированного наклона V (P ), полученного при

снижении давления

Рис. 3. Зависимость релаксирующего объемного модуля
стекла GeS2 при увеличении и уменьшении давления (со-
ответственно темные и светлые символы). Данные получе-
ны численным дифференцированием исходных V (P ) гра-

фиков (рис. 2) как B(P ) = −V (P )∗(dP/dV )

ванием исходных V (P ) данных без какой-либо до-
полнительной обработки.

На графиках барической зависимости объемно-
го модуля отчетливо видно, как прямое (при сжа-
тии) превращение, плавно начинающееся в районе
1.5 ГПа и приводящее к аномалии с минимумом объ-
емного модуля в районе 3.5 ГПа, так и обратное,
менее выраженное, с началом около 3.0–2.5 ГПа.
Релаксирующее поведение объема в области струк-
турных превращений проявляется на графиках как
«нестабильное» поведение B(P ), особенно хорошо
заметное при увеличении давления в диапазоне вы-
ше 3 ГПа. Заметим, однако, что эти вариации B(P )

соответствуют изменениям скорости роста давления
dP/dt, более подробно этот эффект обсуждался ра-
нее, например, в работах [14,16]. Следы релаксирую-
щего уплотнения, накладывающегося на регулярное
поведение B(P ), заметны и в начале обратного хода
по давлению (7.7–8 ГПа).

Начальное значение объемного модуля B0 =

= 12.1 ГПа. Наблюдается небольшая нелинейность
поведения модуля в области малых давлений: на
участке 0–0.5 ГПа производная dB/dP = 5.4, а на
участке 0.5–1.5 ГПа она составляет dB/dP = 4.9.
Производная модуля, усредненная в диапазоне 0.5–
1.5 ГПа, хорошо согласуется с результатами [14]
(dB/dP = 5), при этом величина B0 немного превы-
шает как ранее полученное значение 11.7 ГПа [14],
так и величину начального адиабатического моду-
ля из ультразвуковых измерений 11.76 ГПа [17]. Мы
связываем эти различия с влиянием отжига исход-
ного образца стекла, который в работах [14, 17] не
проводился. Как показано на рис. 3 тонкой прямой
линией, участок линейной зависимости объемного
модуля при снижении давления экстраполируется к
значениям 18.7–18.8 ГПа при P = 0 с производной
dB/dP = 5.2, эти значения относятся к некоторому
промежуточному состоянию стекла, так как при па-
раметрах эксперимента структурное превращение в
стекле при сжатии не полное.

На рис. 4 представлены тензометрические дан-
ные по релаксации удельного объема стекла GeS2

после снятия давления. Реальные эксперименталь-
ные данные даны светлыми символами. Видно, что
релаксационная зависимость близка к линейной по
логарифму времени с существенным отклонением
при больших временах выдержки. Похожие откло-
нения наблюдались и ранее [12, 13] и объяснялись
непостоянством температуры, поскольку в экспери-
ментах с небольшими вариациями комнатной темпе-
ратуры релаксационные зависимости сохраняли ли-
нейность вплоть до времен 107 с и более.
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Рис. 4. Релаксация удельного объема стеклаGeS2 при ком-
натной температуре. Светлые символы соответствуют ре-
альным экспериментальным числам с физическим време-
нем t при дрейфующем значении комнатной температуры.
Синие символы показывают результат приведения экспе-
риментальных данных к исходному значению температуры
24.5 ◦C при Ea = 1.6 эВ. Процедура сводится к введению
«эффективного времени» t∗. Числа около точек обозна-
чают среднесуточную температуру, они даны для оценки
масштаба влияния температуры, для пересчета данных ис-
пользовалась более детальная информация. Стрелка по-
казывает точку начала оптических измерений (на другом
образце). На вставке показан участок графика в линейном

масштабе времени

Отклонения от логарифмического закона в нача-
ле выдержки (многократно обсуждавшееся в наших
работах) связаны с предысторией («не-мгновеннос-
тью» возбуждения системы). Момент t = 0 соот-
ветствует переходу от установившегося релаксиру-
ющего изменения объема при снижении давления к
выдержке при постоянном давлении (в данном слу-
чае при атмосферном). При этом уже при t = 0

наиболее быстрые процессы уже частично или пол-
ностью завершились. Этот вопрос исследовался и
экспериментально на примере логарифмической ре-
лаксации плотности в нанодисперсных порошковых
системах [16].

В настоящей работе сделана попытка учесть вли-
яние температуры на процесс релаксации. Результат
приведения экспериментальных данных к началь-
ной температуре эксперимента показан на рис. 4
темными символами. «Выпрямление» релаксацион-
ной зависимости соответствует энергии активации
Ea = 1.60 эВ (с точностью около 3%). Суть процеду-
ры заключается во введении некоторой «эффектив-
ной скорости хода времени», соответствующей кон-

кретной температуре, отличной от начальной. Пояс-
ним процедуру подробнее:

Пусть у нас есть некоторый релаксационный
процесс, происходящий со скоростью U(t), опреде-
ляемой некой энергией активации Ea.

Его скорость при температуре T1 будет

U1 = U0 exp

(
− e

k

Ea

T1

)
, (1)

где введен множитель e/k (заряд электрона, де-
ленный на постоянную Больцмана), так как тем-
пература измеряется в градусах, а Ea — в элект-
рон-вольтах. Предэкспоненциальный множитель U0

определяется физикой процесса логарифмической
релаксации, мы рассмотрим его позднее. Если в про-
цессе такой релаксации быстро изменить температу-
ру от T1 до T2, то для температуры T2 имеем

U2 = U0 exp

(
− e

k

Ea

T2

)
. (2)

Тождественное преобразование дает

U2 = U0 exp

(
− e

k

Ea

T1

)(
1− T2 − T1

T2

)
. (3)

Из (3) выделяем U1, остальное — множитель Kt =

= t/t∗, который и есть масштабирование шкалы вре-
мени:

U2 = U1 exp

{
T2 − T1
T2

e

k

Ea

T1

}
, (4)

или

Kt = exp

{
T2 − T1
T2

e

k

Ea

T1

}
. (5)

При приведении данных настоящего эксперимен-
та к исходной температуре T1 = 24.5 ◦C использова-
лась подробная «температурная история» образца
T2(t), где «комнатная температура» T2 (в реальнос-
ти — температура камеры высокого давления, в ко-
торой располагался образец) измерялась 3–4 раза в
сутки вне зависимости от проведения тензометриче-
ских измерений. «Эффективное время» t∗ на рис. 4
вычислялось как сумма интервалов времени Δti, с
коэффициентами Ki

t , соответствующими среднему
за интервал значению температуры. Заметим, что
полученное значение энергии активации — 1.6 эВ
(примерно в полтора раза меньше энергии химичес-
кой связи) выглядит вполне разумным.

На этом этапе полезно сделать некоторые чис-
ленные оценки, важные для понимания механиз-
ма логарифмической релаксации. Образец объемом
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10 мм3 содержит N0 ∼ 1020 структурных единиц
Ge(S1/2)4. Скорость термически активируемых про-
цессов

dNa

dt
∼ N0

τ0
exp

(
− e

k

Ea

T

)
,

что составляет порядка 106 событий в секунду.
Здесь τ0 ∼ 10−13 c — характерное время атомных
колебаний, Ea = 1.6 эВ, T = 295–300 K. Это, конеч-
но, завышенная оценка. Количество «слабых мест»
в аморфной сетке стекла, где из-за сильной дефор-
мации связей снижены потенциальные барьеры для
перескока атомов, как минимум, на порядок меньше
числа структурных элементов сетки. Кроме того, не
каждое атомное колебание соответствует направле-
нию перескока атома. Более реалистичной выглядит
оценка порядка 103–104 событий в секунду. Считая,
что каждое такое событие способно изменить объем
образца на несколько процентов от объема струк-
турной единицы, получим

d(V/V0)

dt
∼ 10−18 c−1.

В эксперименте наблюдается существенно более
высокая скорость релаксации: начальная скорость
(t = 10 c) ∼ 10−5 c−1, выход на установившийся на-
клон (t = 103 c) ∼ 2 · 10−6 c−1, в конце релаксации
(t = 106 с) ∼ 2.6 · 10−9 c−1. Таким образом, мы при-
ходим к важному выводу, что каждое термически
активируемое событие перескока атома порождает
огромное, порядка 1013–109, число событий с доста-
точно малыми энергиями активации, чтобы в лабо-
раторном масштабе времени выглядеть как некая
атермическая лавина атомных перескоков. Можно
условно записать, что

U(t) =
d(V/V0)

dt
=
C1C2

τ0
exp

(
− e

k

Ea

T

)
, (6)

где C1 — «коэффициент усиления» лавины, поряд-
ка 1013–109, C2 ∼ 10−3–10−4 — коэффициент, неяв-
но введенный выше для более реалистичного уче-
та вклада от термически активируемых элементар-
ных событий. Заметим, что экспериментально опре-
деленную скорость релаксации невозможно связать
с установленным значением ее энергии активации,
не прибегая к представлениям об «атермической»
лавине атомных перескоков. КоэффициентыC1 и C2

были введены раздельно лишь для оценки порядка
величины C1: с позиции описания эксперимента, они
представляют собой некий составной коэффициент:
C = C1C2, определяющий механизм процесса лога-
рифмической релаксации. Величина C зависит от

«истории релаксации» стекла и уменьшается по ме-
ре протекания релаксационных процессов.

Предполагаемый механизм такого процесса на
качественном уровне может быть описан следую-
щим образом. Предположим, что некоторый атом
А перескакивает в новое локально устойчивое по-
ложение либо из-за термической активации, либо
из-за внезапного изменения потенциального релье-
фа в его окрестности. Такой перескок, в свою оче-
редь, вызовет изменение локальных напряжений и
деформаций в его окрестности, быстро затухающее
с расстоянием, но, тем не менее, способное значи-
тельно деформировать потенциальный рельеф для
атомов, находящихся в соседних координационных
сферах. Среди них найдется несколько атомов, ска-
жем В и С, для которых изменение рельефа окажет-
ся достаточно сильным, чтобы «мгновенно» (в лабо-
раторном масштабе времени) перескочить в новые,
более устойчивые позиции. В результате, изменится
потенциальный рельеф в окрестностях атомов В и
С, включая и местоположение исходного атома А.
Применяя эту цепочку рассуждений к любому пе-
рескочившему атому, мы получим лавину событий,
порождаемых единственным термически активиро-
ванным перескоком, которая начнет затухать, толь-
ко когда коэффициент размножения на каждом ша-
ге лавины станет меньше единицы. По мере релакса-
ции стекла будет снижаться уровень локальных на-
пряжений и деформаций и повышаться уровень по-
тенциальных барьеров для перескоков атомов. Со-
ответственно будет снижаться и количество собы-
тий лавины, порождаемых начальным, термически
активированным перескоком атома.

Описание процесса может быть дано на более
упрощенном уровне в терминах разрыва-образова-
ния химических связей между атомами стекла. Для
удержания стекла в уплотненном состоянии, кото-
рое достигается в основном за счет искажения углов
между связями, требуются силы, способные ском-
пенсировать действие сил угловойжесткости связей.
При отсутствии внешнего давления эту роль могут
выполнять только внутренние силы в стекле — но-
вые (образовавшиеся при сжатии) межатомные свя-
зи, находящиеся после снятия давления в сильно
растянутом состоянии. Энергия разрыва такой свя-
зи будет несколько меньше равновесного значения
энергии связи химического соединения. Таким об-
разом, полученное значение Ea = 1.6 эВ вполне со-
ответствует предложенному описанию процесса.

То, что релаксация в стеклах и переохлажден-
ных жидкостях происходит не экспоненциально по
времени, достаточно хорошо известно [18–20]. Для
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описания временных зависимостей многих харак-
теристик неупорядоченных сред, как правило, ис-
пользуется «растянутая экспонента» Кольрауша,
exp(−t/τ)β , где β < 1 (см. [18, 19, 21] и ссылки в
них). В ряде работ, как и в нашем случае, в широ-
ком интервале времен наблюдается логарифмичес-
кая релаксация [20, 22, 23]. Заметим, что при ма-
лых значениях β эти зависимости близки. Для объ-
яснения неэкспоненциальной кинетики релаксации
в большинстве существующих моделей предполага-
ется существование очень широкого спектра акти-
вационных барьеров, хотя в ряде подходов подчер-
кивается важность кооперативности актов релакса-
ции [18–23]. В нашем описании изначальное наличие
очень широкого спектра барьеров не требуется— по-
ниженные энергии активации возникают в процессе
самой релаксации. Аналогичный подход использует-
ся для описания поведения порошковых систем (на-
пример, осыпание кучи песка) [24].

На вставке на рис. 4 показан участок релакса-
ционной зависимости в линейном масштабе време-
ни. Как легко заметить, его можно аппроксимиро-
вать «растянутой экспонентой», особенно при огра-
ниченной точности измерений. Если получить набор
таких кривых при разных температурах, то соответ-
ствующие кажущиеся энергии активации будут ле-
жать в широком диапазоне величин. Выбор между
традиционным и предложенным описанием релак-
сации в стеклах возможен только на основании пря-
мых экспериментов, подтверждающих наличие вы-
шеописанных лавинообразных процессов. Тем не ме-
нее в пользу предложенного механизма могут быть
приведены косвенные аргументы. В области времен
(3–8) · 105 с на рис. 4, где температура изменялась
не сильно, но уже заметно отличалась от начальной,
исходные экспериментальные данные и данные, при-
веденные к начальной температуре, лежат на парал-
лельных линиях с небольшим сдвигом, а изменение
наклона графика наблюдается лишь в области изме-
нения температуры. В рамках общепринятого под-
хода в этой области должно было бы наблюдаться
заметное изменение наклона релаксационной зави-
симости, так как скорости более быстрых процессов
с меньшими значениями энергии активации менее
чувствительны к температуре, чем скорости мед-
ленных процессов с более высокими значениями Ea.
Кроме того, наличие изначального очень широкого
распределения активационных барьеров для кова-
лентного стекла с хорошо определенными энергия-
ми межатомных связей довольно сомнительно.

Подчеркнем еще раз, что определение величины
энергии активации в настоящей работе проводилось

путем такого масштабирования скорости релакса-
ции, чтобы релаксационный процесс при изменении
температуры протекал бы так же, как это было бы
на изотерме. Полученное значение скорости релак-
сации никак не связано с обычными представлени-
ями о том, что собственно логарифмический харак-
тер релаксации определяется распределением вели-
чин Ea. Заметим, что при рассмотрении процесса
в общепринятом подходе (сохраняя, однако, введен-
ный выше коэффициент C2) для соблюдения ло-
гарифмического закона релаксации в интервале от
единиц секунд до нескольких лет с наблюдаемым в
эксперименте наклоном энергии активации должны
быть плавно распределены в диапазоне между 0.7
и 1.2 эВ. Область заметного отклонения исходных
данных от логарифмического закона на рис. 4 со-
ответствовала бы энергиям активации в диапазоне
1.01–1.05 эВ, однако формальное применение таких
значений Ea к исходным экспериментальным дан-
ным лишь незначительно «поднимало» бы эту об-
ласть графика и немного увеличивало бы ее наклон.
Для получения единой логарифмической зависимо-
сти требуется постоянная во всем диапазоне величи-
на Ea = 1.6 эВ вне зависимости от того, корректиру-
ем ли мы скорость процесса или (как в предложен-
ной выше модели) меняем масштаб по оси времени.

На рис. 5 приведены результаты измерения ре-
лаксации края оптического поглощения Eg при ком-
натной температуре и при последующих отжигах в
широком диапазоне температур, вплоть до восста-
новления исходного состояния стекла. Также пока-
заны масштабированные (×10) результаты измере-
ния толщины образца для оптических исследований
и тензометрические данные (рис. 4) при комнатной
температуре, пересчитанные на ΔL/L0.

Релаксационные зависимости для края оптичес-
кого поглощения и для толщины образца хорошо со-
гласуются на всех этапах процесса, что свидетель-
ствует о том, что положение края поглощения одно-
значно определяется плотностью стекла. Значение
масштабного коэффициента для наложения тензо-
метрических и оптических данных близко к 10 (точ-
ное значение 10.15).

Все данные на рисунке приведены к началь-
ной комнатной температуре оптических измерений
(22 ◦C), где шкала t∗ совпадает с физическим време-
нем t. Процедура обработки данных в точности со-
ответствовала описанной выше процедуре для тен-
зометрических данных рис. 4 с единственным отли-
чием, что на последнем этапе обработки варьирова-
лась также и величина Ea. На первом этапе восста-
навливалась полная «температурная история» об-
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Рис. 5. Релаксация края оптического поглощения стек-
ла GeS2 (красные и светлые точки) и линейных разме-
ров образцов (с множителем 10) при комнатной и высо-
ких температурах. Крестики — толщина образца для опти-
ческих исследований, звездочки — тензометрические дан-
ные (рис. 2). Светлые точки соответствуют «мгновенно-
му» прогреву образцов при отжигах, красные точки и си-
ние крестики — время прогрева 1 мин. Все данные пересчи-
таны к начальной температуре 22 ◦C, т. е. шкала абсцисс
в области релаксации при комнатной температуре соот-
ветствует реальному физическому времени. Цифры около

точек соответствуют температурам отжига

разца с момента его извлечения из камеры высоко-
го давления. Температурная история образца в про-
цессе серии отжигов включала в себя все нагревы,
охлаждения, паузы между отжигами и т. д., причем
она была написана в двух версиях, которым соот-
ветствуют разные символы на рис. 5. Светлые точ-
ки соответствуют «мгновенному» прогреву образца,
когда время пребывания образца при температуре
отжига совпадает с временем пребывания образца
в печи. Красные точки соответствуют более реали-
стичному случаю постепенного прогрева образца с
характерным временем температурной релаксации
τ = 1 мин. Для этого в температурную историю в
начальной части каждого отжига вносился допол-
нительный ряд точек, подробно описывающий про-
цесс прогрева образца до температуры печи. Такая
коррекция существенна для коротких (5–10 мин) от-
жигов. Оба набора данных показаны на рисунке для
оценки масштабов вносимой поправки.

Температурная история включала длительную
(97 суток) релаксацию при комнатной температу-
ре, низкотемпературные отжиги 59 ◦C 2 часа и 95 ◦C
30 мин, серию отжигов при температуре 121 ◦C про-

должительностью от 5 мин до 3-х суток, серию
при температурах 196 ◦C, 236 ◦C и 277 ◦C продол-
жительностью соответственно 30, 20, 15 мин серию
10-минутных отжигов при температурах от 318 ◦C
до 380 ◦C и последний 20-минутный отжиг при тем-
пературе 385 ◦C.

Ввиду необычного вида графика, следует доба-
вить некоторые пояснения: большие числа на шкале
t∗ связаны с приведением данных по отжигам к ком-
натной (22 ◦C) температуре. Совпадение с физичес-
кой шкалой времени можно сделать, конечно, для
любого значения температуры, скажем, если приве-
сти весь график к температуре T1 = 121 ◦C, то шка-
ла абсцисс сдвинется влево на 7 порядков величины,
так как множитель Kt(121 ◦C, 1.7 эВ) ∼ 2 · 107. Сам
релаксационный график при этом не изменится. На-
клоны графика релаксации на изотермах (22 ◦C и
121 ◦C) не зависят ни от выбора значения T1, ни
от выбора величины Ea и являются исключитель-
но свойствами релаксационного процесса. Нахожде-
ние величины Ea = 1.7 эВ при температуре 121 ◦C
и выше, как и для комнатной температуры (рис. 4),
сводится к подбору такого ее значения, при кото-
ром точки последующих отжигов лягут на продол-
жение линии, полученной на изотерме. Точное по-
ложение границы между областями с Ea = 1.6 эВ
и Ea = 1.7 эВ указать затруднительно, поскольку
как раз в этой области, в начале серии отжигов, на-
блюдается аномалия. Для серии высокотемператур-
ных отжигов при T = 318 ◦C и выше зависимость,
показанная на рис. 5, является гипотетической. При
T = 277 ◦C наклон релаксационного процесса немно-
го изменяется, что может быть скомпенсировано
небольшим (4%) увеличением значения Ea, но нет
веских оснований утверждать, что последняя ста-
дия релаксации выглядит именно так, поскольку се-
рию длительных изотермических отжигов в этой об-
ласти мы не проводили, опасаясь окисления поверх-
ности образца. Тот факт, что стекло возвращается
в исходное состояние при конечном времени отжи-
га не должен вызывать особого удивления, так как
само «исходное состояние» в изучаемом образце бы-
ло получено путем отжига закаленного стекла. Бо-
лее того, приведение параметров отжига исходного
образца (350 ◦C, 16 часов) к эффективному времени
при T = 22 ◦C дает величину t∗ = 4.7·1020 с, которая
не сильно отличается от абсциссы конца релаксации
на рис. 5.

На релаксационной зависимости рис. 5 при пере-
ходе от комнатной к более высоким температурам
наблюдается значительная аномалия — сдвиг на два
порядка величины по эффективному времени t∗. В
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области t∗ ∼ 107–109 c релаксация как бы «замира-
ет» и затем снова выходит на установившийся на-
клон, почти совпадающий с начальным. Наиболее
простое объяснение эффекта может состоять в сле-
дующем. Предположим, у нас есть два различных
процесса (X и Y ) с разными энергиями активации
и с различными предэкспоненциальными множите-
лями UX и UY , причем UY � UX . Оба процесса
идут параллельно, но пока в стекле есть «слабые
места», порождающие длинные лавины процесса X ,
слабый процесс Y в эксперименте не заметен. На
определенном этапе релаксации «слабые места», по-
рождающие процесс X , почти исчерпываются. Про-
цесс Y при этом продолжается с прежней скоро-
стью, но в логарифмическом масштабе времени тре-
буется значительная пауза, прежде чем он выйдет
на свой установившийся наклон. Картина здесь со-
вершенно аналогична начальным участкам релак-
сационных зависимостей объема (вставка на рис. 2,
рис. 4). Различие в величине предэкспоненциальных
множителей может быть обусловлено и разной плот-
ностью «слабых мест» для разных процессов (коэф-
фициент C2), и разной длиной порождаемой лави-
ны атомных перескоков (коэффициент C1), и обои-
ми факторами одновременно. Возможно и несколь-
ко другое объяснение. Смена механизма релаксации
связана именно с отжигами, причем «слабые места»
для обоих процессов одни и те же. В лавине пере-
скоков, порождаемых термически активированным
событием, есть широкий спектр (малых!) энергий
активации, причем среди них есть перескоки, вы-
полняющиеся со скоростями, близкими к предель-
но возможной. При нагревании скорости перескоков
изменяются не синхронно, что может приводить к
обрыву лавины на существенно меньших длинах це-
почки перескоков. Вопрос о связи смены механиз-
ма релаксации с отжигами, в принципе, может быть
проверен экспериментально, но требует серии очень
длительных экспериментов.

Вернемся к обсуждению скорости релаксацион-
ного процесса в нашей модели и численным оцен-
кам коэффициента C = C1C2 в формуле (6). Бла-
годаря отмеченной выше связи между релаксаци-
онными зависимостями для линейных размеров и
для края поглощения, последняя может быть лег-
ко пересчитана в соответствующие изменения объ-
ема, фигурирующие в формуле (6). При переходе
от релаксации при комнатной температуре к отжи-
гам скорость изменения объема d(V/V0)/dt скачком
уменьшается более чем на два порядка величины (от
3 ·10−10 до 1.6 ·10−12 c−1) и далее изменяется слабо,
составляя около 1.0·10−12 c−1 при t∗ = 109 с. Это со-

ответствует величине C ∼ 104 (например, C1 = 108,
C2 = 10−4). По ходу релаксационного процесса ве-
личина C продолжает уменьшаться по закону, близ-
кому к 1/t∗ с поправкой на небольшое изменение
Ea. При t∗ = 3 · 1013 c значение C = 1. В конце
релаксационного процесса (t∗ = 8.2 · 1019 c) ско-
рость изменения объема равна 3.7 · 10−23 c−1, при
отсутствии лавины (C1 = 1) она соответствует ве-
личине C2 = 6 · 10−6, что для хорошо отожжен-
ного стекла вполне разумно, так как в коэффици-
ент C2 входит и доля «слабых мест» (слабых свя-
зей), и доля изменения объема структурного элемен-
та, вызванная единичным перескоком атома. Таким
образом, предложенная модель релаксации уплот-
ненного стекла непротиворечиво объясняет процесс
в широком (18–19 порядков величины!) диапазоне
эффективного времени t∗ (или, что по сути анало-
гично, в широком диапазоне температур отжига).
Коэффициенты модели C1 и C2, управляющие ско-
ростью релаксационного процесса, изменяются при
этом соответственно на 13 порядков и на 2 порядка
величины, а величина энергии активации в процес-
се релаксации изменяется незначительно, в преде-
лах 10%.

4. ВЫВОДЫ

В работе были получены новые прецизионные
тензометрические данные по барической зави-
симости удельного объема и объемного модуля
сжатия стекла GeS2 при увеличении и уменьшении
гидростатического давления в диапазоне до 8 ГПа.
Получены модуль сжатия стекла при нормальном
давлении B0 = 12.1 ГПа и барическая производная
модуля B′P = 5.4. Упругое поведение стекла на-
блюдается при сжатии вплоть до давления 1.5 ГПа,
а при снижении давления — в диапазоне от 7.5 до
3 ГПа. Основное внимание было сконцентрировано
на изучении релаксационных процессов в стекле,
уплотненном под действием высокого давления. В
частности, тензометрическим методом исследова-
на релаксация объема стекла GeS2 после снятия
давления при комнатной температуре. Релаксация
края оптического поглощения и линейных размеров
уплотненного стекла GeS2 была исследована как
при комнатной температуре в широком диапазоне
времен, так и в серии последующих отжигов вплоть
до возвращения стекла к исходному состоянию. В
предположении о неизменности механизма релак-
сационного процесса при вариациях температуры
проведена оценка величины энергии активации
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процесса (1.60–1.77 эВ). Предложена модель, опи-
сывающая релаксацию уплотненного стекла на
базе представлений о «самоорганизованной критич-
ности», хорошо изученной на примере поведения
порошковых систем. Данная модель релаксации
стекла непротиворечиво объясняет все полученные
экспериментальные данные в широком диапазоне
времен релаксации и температур отжига.

Финансирование. Работа выполнена при
поддержке Российского научного фонда (грант
№19-12-00111).
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Методом молекулярной динамики с использованием цепной модели показано, что поперечное сжатие
многослойной упаковки одинаковых параллельных одностенных нанотрубок, находящихся на плоской
подложке, может происходить упруго только при их диаметре D < 2.5 нм. В этом случае снятие сжатия
всегда приводит к возвращению упаковки в основное несжатое состояние. При D > 2.5 нм многослойная
упаковка будет уже мультистабильной системой со множеством стационарных состояний, отличающихся
друг от друга долей нанотрубок, находящихся в коллапсированном состоянии (толщина упаковки мо-
нотонно уменьшается с увеличением доли таких нанотрубок). Для нанотрубок с индексом киральности
(60, 0) (D = 4.69 нм) в зависимости от доли коллапсированных нанотрубок толщина 11-слойной упа-
ковки может меняться от 12 до 36 нм. Поперечное сжатие такой упаковки приводит к пластическим
деформациям. Только за счет коллапса части нанотрубок такое сжатие переводит упаковку из одного
стационарного состояния в другое, имеющее меньшую толщину. Моделирование динамики показало, что
все стационарные состояния упаковки устойчивы к тепловым колебаниям.

DOI: 10.31857/S0044451022010072

1. ВВЕДЕНИЕ

Углеродные нанотрубки (УНТ) имеют форму
свернутого в цилиндр листа графена диаметром от
0.4 нанометра и длиной до нескольких сантимет-
ров. Впервые топологически похожие молекулярные
структуры были получены при термическом разло-
жении окиси углерода на железном контакте [1]. Са-
ми УНТ как идеальные цилиндрические макромоле-
кулы были получены значительно позже как побоч-
ные продукты синтеза фуллерена C60 [2,3]. В насто-
ящее время УНТ привлекают повышенное внима-
ние благодаря своим уникальным свойствам [4, 5].
Сейчас нанотрубки с требуемыми геометрическими
свойствами (т. е. с нужным диаметром, длиной и ки-
ральностью) могут быть легко синтезированы [6,7] и

* E-mail: asavin@center.chph.ras.ru

использованы для получения пучков параллельных
УНТ [8–11]. При синтезе одинаковые УНТ могут
самоорганизовываться в параллельные пучки, кото-
рые в поперечном сечении образуют двумерную тре-
угольную решетку [8], и даже могут образовывать
идеальные кристаллы микрометрового размера [9].
Структура поперечного сечения таких кристаллов
была предсказана еще в 1994 году [12]. Такие ма-
териалы, также называемые лесами или массивами
УНТ, обладают еще более превосходными механиче-
скими свойствами по сравнению с изолированными
нанотрубками из-за ван-дер-ваальсовых взаимодей-
ствий между ними [13].

Нанотрубки обладают высокой продольной (осе-
вой) и относительно слабой поперечной (радиаль-
ной) жесткостью. В силу этого при достаточно боль-
шом диаметре нанотрубка из-за невалентного вза-
имодействия атомов ее поверхности может перехо-
дить из пустотелой цилиндрической формы в схлоп-
нутое (коллапсированное) состояние [14–20], напо-
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минающее двухслойную наноленту графена со сши-
тыми краями. Заметим, что при схлопывании струк-
тура валентных связей нанотрубки не меняется,
происходит только деформация торсионных углов.
Невалентное взаимодействие с подложкой тоже мо-
жет приводить к изменению цилиндрической фор-
мы нанотрубки [21–23].

В отличие от плотных материалов кристалл
УНТ может демонстрировать очень высокую сжи-
маемость в упругой области. Это позволяет исполь-
зовать массивы УНТ для защиты от ударов и виб-
раций [24,25]. В настоящей работе мы покажем, что
сценарий, по которому может происходить попереч-
ное сжатие массива УНТ, зависит от значения диа-
метра нанотрубок. Сжатие массива при малых диа-
метрах всегда происходит упруго, а при больших
из-за схлопывания нанотрубок может происходить
неупруго, приводя к его пластическим деформаци-
ям.

Чаще всего УНТ используются в виде струк-
тур на подложках. Такие структуры нужны для
создания приборов электроники и оптоэлектрони-
ки, а также разнообразных сенсоров. Поэтому мы
рассмотрим многослойные упаковки (массивы) па-
раллельных одностенных УНТ, расположенные на
плоской подложке. В качестве подложки мы возь-
мем поверхность кристалла гексагонального нитри-
да бора (h-BN), так как она является идеальной
подложкой для углеродных нанолент и нанотрубок
[26, 27].

Прямое моделирование массивов УНТ является
трудной задачей из-за очень большого числа ато-
мов. Поэтому для моделирования систем УНТ до-
полнительно к стандартному методу молекулярной
динамики были предложены специальные вычисли-
тельные методы. В работах [28,29] деформация мас-
сива УНТ анализировалась с использованием ме-
зоскопического моделирования. Большие деформа-
ции УНТ описывались с помощью теории сплошной
тонкой оболочки [30]. Модули упругости кристал-
ла УНТ при поперечной нагрузке были оценены в
работе [31] в приближении абсолютной жесткости
нанотрубок. В [32] проводилось нелокальное моде-
лирование на основе континуальной модели пучка
УНТ. Подход сплошных пучков был использован в
работе [33]. Для моделирования разрушения пучков
УНТ использовались нелинейные крупнозернистые
потенциалы растяжения и изгиба [34].

В данной работе будет использована двумерная
цепная модель, предложенная ранее для моделиро-
вания динамики листов графена в [35] и затем моди-
фицированная для анализа структуры массива УНТ

в [36]. Будет проведено моделирование поперечного
сжатия многослойных упаковок УНТ для нанотру-
бок разного диаметра.

2. ЦЕПНАЯ МОДЕЛЬ ОДНОСТЕННОЙ
НАНОТРУБКИ

Пучок параллельных УНТ удобно описать с по-
мощью двумерной модели системы циклических мо-
лекулярных цепей [35,37]. Для одностенной УНТ со
структурой зигзаг (с индексом киральности (m, 0))
цепная модель описывает поперечное сечение нано-
трубки, образующее кольцевую цепочку из N = 2m

эффективных частиц, соответствующих продоль-
ным линиям атомов в нанотрубке (см. рис. 1).

При поперечном сжатии форма поперечного се-
чения нанотрубки полностью описывает ее дефор-
мацию. Поэтому сжатие пучка параллельных нано-
трубок может быть описано как деформация их по-
перечных сечений. Такой подход позволяет значи-
тельно снизить размерность моделируемой молеку-
лярной системы. Данная модель была ранее успеш-
но использована для моделирования рулонов нано-
лент графена [37], накручивания нанолент на нано-
трубки [35], поперечного сжатия пучка нанотрубок
[36] и для анализа механических свойств одностен-

Рис. 1. Схема построения 2D-модели системы параллель-
ных УНТ, лежащих на плоской подложке. Показаны одно-
стенные нанотрубки с индексом киральности (10, 0), лежа-
щие на плоской поверхности кристалла h-BN, и поперечное
сечение системы. Сжатие системы УНТ будет проводится
по оси y, по оси x используются периодические граничные

условия
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ных и многостенных нанотрубок, расположенных на
плоских подложках [38, 39].

Рассмотрим для определенности пучок прямых
одностенных УНТ с индексом киральности (m, 0),
ориентированных вдоль оси z (рис. 1). Поперечное
сечение такой нанотрубки состоит из N = 2m ато-
мов углерода, каждый из которых описывает смеще-
ния прямой линии атомов ортогональной плоскости
xy. Гамильтониан поперечного сечения УНТ (цик-
лической цепи из N атомов) будет иметь вид

H =

N∑
n=1

⎡
⎢⎢⎣1

2
M(u̇n, u̇n) + V (Rn) + U(θn) +

+ W0(yn) +
1

2

N∑
l=1

|l−n|>4

W1(rn,l)

⎤
⎥⎥⎦ , (1)

где двумерный вектор un = (xn, yn) задает коорди-
наты n-ого атома цепи, M = 12mp — масса атома
углерода (mp = 1.6603 · 10−27 кг — масса протона).

Потенциал

V (R) =
1

2
K(R−R0)

2 (2)

описывает продольную жесткость цепи, K — жест-
кость взаимодействия, R0 — равновесная длина свя-
зи (шаг цепи), Rn = |vn| — расстояние между сосед-
ними узлами n и n+ 1 (вектор vn = un+1 − un).

Потенциал

U(θ) = εθ[1 + cos(θ)] (3)

описывает изгибную жесткость цепи, θ — угол меж-
ду двумя соседними связями, косинус n-го «валент-
ного» угла

cos(θn) = −(vn−1,vn)/Rn−1Rn.

Параметры потенциалов (2) и (3) определены в
[35, 40] из анализа дисперсионных кривых нанолен-
ты графена: продольная жесткость K = 405 Н/м,
шаг цепи R0 = rc

√
3/2 (где rc = 1.418 Å — длина ва-

лентной связи C–C в листе графена, R0 = 1.228 Å),
энергия εθ = 3.5 эВ. Диаметр изолированной нано-
трубки (m, 0)

D = R0/ sin(π/2m) ≈ 2mR0/π.

В гамильтониане (1) потенциал W0(y) описыва-
ет взаимодействие узлов цепи с подложкой, обра-
зуемой плоской поверхностью молекулярного крис-
талла. Будем считать, что поверхность подложки

совпадает с плоскостью y = 0. Для определения это-
го потенциала была численно найдена зависимость
энергии взаимодействия атома углерода с подлож-
кой от его расстояния y до плоской поверхности кри-
сталла. Вычисления [38, 41] показали, что энергия
взаимодействия W0(y) с хорошей точностью может
быть описана потенциалом Леннарда –Джонса (k, l)

W0(h) = ε0[k(h0/h)
l − l(h0/h)

k]/(l− k), (4)

где степень l > k, ε0 — энергия связи атома с под-
ложкой, h0 — равновесное расстояние до плоско-
сти подложки. Для плоской поверхности кристалла
гексагонального нитрида бора (h-BN) энергия связи
ε0 = 0.0903 эВ, равновесное расстояние h0 = 3.46 Å,
степени l = 10 и k = 3.75.

Потенциал W1(rn,l) описывает слабые невалент-
ные взаимодействия удаленных узлов цепи n и l,
rn,l = |ul − un| — расстояние между узлами. Этот
потенциал также будет использован для описания
взаимодействия между узлами разных циклических
цепей (нанотрубок). Энергия невалентного взаимо-
действия узлов цепей с высокой точностью [41] мо-
жет быть описана потенциалом Леннарда –Джон-
са (5,11)

W1(r) = ε1[5(r0/r)
11 − 11(r0/r)

5]/6, (5)

с равновесной длиной r0 = 3.607 Å и энергией взаи-
модействия ε1 = 0.00832 эВ.

3. МОДЕЛЬ МНОГОСЛОЙНОЙ УПАКОВКИ
НАНОТРУБОК

Рассмотрим систему параллельных Nxy = NxNy

одностенных УНТ (m, 0), расположенную между
двумя плоскими подложками (Nx — число нанотру-
бок в одном слое, параллельном подложке, Ny —
число слоев), см. рис. 2a. По оси x будем исполь-
зовать периодические граничные условия с перио-
дом ax.

Пусть координаты k-й нанотрубки (k-й цепи) за-
даются 2N -мерным вектором xk = {(xk,n, yk,n)}Nn=1,
N = 2m, k = 1, . . . , Nxy. Тогда энергия деформации
нанотрубки

P1(xk) =
N∑

n=1

⎡
⎢⎢⎣V (Rk,n) + U(θk,n) +W0(yk,n) +

+ W0(h− yk,n) +
1

2

N∑
l=1

|l−n|>4

W1(rk,n,l)

⎤
⎥⎥⎦ , (6)
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Рис. 2. Вид стационарных состояний слоистой структуры
из Nx × Ny нанотрубок с индексом киральности (15, 0)

(число нанотрубок в одном слое Nx = 18, число сло-
ев Ny = 22, число звеньев в каждой циклической це-
пи N = 30) при расстоянии между сжимающими плос-
костями подложек: а — h = 27 нм (энергия состояния
Ea = 0.0498 эВ, давление на плоскости P = 0.0113 эВ/Å3);
б — h = 25 нм (Ea = 0.0687 эВ, P = 0.0225 эВ/Å3);
в — h = 20 нм (Ea = 0.1265 эВ, P = 0.0269 эВ/Å3);
г — h = 17 нм (Ea = 0.1770 эВ, P = 0.0578 эВ/Å3). Го-
ризонтальные прямые показывают сжимающие плоскости,
вертикальные — границы периодической ячейки (период

ax = 26.74 нм)

где h — расстояние между поверхностями плоских
подложек.

Энергия взаимодействия двух нанотрубок с ко-
ординатами xki = {uki,n}Nn=1, i = 1, 2,

P2(xk1 ,xk2) =
N∑

n1=1

N∑
n2=1

W1(rk1,n1;k2,n2), (7)

где расстояние между узлами цепей rk1,n1;k2,n2 =

= |uk2,n2 − uk1,n1 |.
Потенциальная энергия упаковки нанотрубок c

учетом периодического граничного условия по оси
x будет иметь вид

E =

Nxy∑
k=1

P1(xk) +

Nxy−1∑
k1=1

Nxy∑
k2=k1+1

[P2(xk1 ,xk2) +

+ P2(xk1 ,xk2 + axex)] , (8)

где вектор ex = {(1, 0)}Nn=1.
Для нахождения основного состояния много-

слойной упаковки нанотрубок при подвижных по-
верхностях подложек, т. е. при отсутствии попереч-
ного сжатия, нужно решить задачу на минимум
энергии системы

E → min : {xk}Nxy

k=1, h. (9)

Для нахождения стационарного состояния сжатой
упаковки нужно решить задачу на минимум энер-
гии

E → min : {xk}Nxy

k=1 (10)

при фиксированном значении расстояния между
сжимающими стенками h.

Задачи на минимум энергии (9), (10) решались
численно методом сопряженного градиента (исполь-
зовалась Fortran-программа CONMIN). Каждое ста-
ционарное состояние упаковки

{[(x0k,n, y0k,n)]Nn=1}
Nxy

k=1

будет характеризоваться удельной энергией Ea =

= E/Na, где Na = NxNyN — общее число атомов
в системе циклических цепей, и давлением на плос-
кости подложки

P =
1

3axrc

Nxy∑
k=1

[
W ′

0(h− y0k,n)−W ′
0(y

0
k,n)

]
.

4. СТАЦИОНАРНЫЕ СОСТОЯНИЯ СЖАТОЙ
МНОГОСЛОЙНОЙ УПАКОВКИ УНТ

Анализ возможных стационарных состояний
УНТ на плоской подложке [38] показывает, что
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одностенная УНТ с индексом киральности (m, 0)

имеет только одну устойчивую конфигурацию при
m < 32 и две устойчивые конфигурации (конфи-
гурацию с внутренней полостью и конфигурацию
без полости) при m ≥ 32. Поэтому следует ожи-
дать, что упаковка нанотрубок при m > 32 (при
диаметре D > 2.5 нм) может иметь много ста-
ционарных состояний, которые будут отличаться
друг от друга долей нанотрубок, находящихся в
коллапсированном состоянии.

Рассмотрим многослойные упаковки нанотрубок
с малым, средним и большим диаметром. Для это-
го возьмем три значения индекса m = 15, 30 и 60
(нанотрубки с этими индексами имеют диаметры
D = 1.17, 2.35 и 4.69 нм).

Вначале возьмем упаковку УНТ (15,0) с числом
слоев Ny = 22, числом нанотрубок в одном слое
Nx = 18 и периодом ax = 26.74 нм (см. рис. 2a).
Численное решение задачи на минимум энергии (9)
показало, что без сжатия данная 22-слойная упаков-
ка УНТ имеет толщину h0 = 28.056 нм и удельную
энергию (энергию на один атом) E0

a = 0.04717 эВ.
Возьмем это стационарное состояние в качестве на-
чальной точки при решении задачи на минимум (10)
c h = h0. Затем будем постепенно уменьшать рас-
стояние между слоями h и снова решать эту задачу.
В результате мы получим стационарные состояния
сжатой Ny-слойной упаковки с h < h0.

Зависимость энергии Ea 22-слойной упаковки
УНТ (15,0) и давления на стенки подложек P от тол-
щины упаковки h показана на рис. 3. Анализ измене-
ния структуры упаковки при уменьшении ее толщи-
ны показал, что существует два характерных значе-
ния расстояния между сжимающими плоскостями
h1 = 25.8 нм и h2 = 19.5 нм, при которых меняется
тип деформации нанотрубок. При h1 < h < h0 про-
исходит равномерное сжатие всех нанотрубок, при
котором все они сохраняют цилиндрическую фор-
му (см. рис. 2a). При h2 < h < h1 нанотрубки
сжимаются неоднородно, вначале образуются облас-
ти сильно- и слабосжатых (цилиндрических) нано-
трубок (см. рис. 2б). Дальнейшее сжатие приводит
к схлопыванию сильносжатых и уменьшению чис-
ла слабосжатых нанотрубок (см. рис. 2в). Умень-
шение h приводит к монотонному увеличению доли
коллапсированных УНТ. Энергия упаковки Ea при
этом линейно увеличивается, а давление на стенки
P остается почти постоянным. При h = h2 почти все
нанотрубки схлопываются (см. рис. 2г). Здесь даль-
нейшее сжатие упаковки (уменьшение h) приводит
уже к сильному росту энергии и давления.

Рис. 3. Зависимость удельной энергии Ea = E/Na (а) и
давления P (б) от расстояния между сжимающими плос-
костями h для слоистой структуры Nx × Ny нанотрубок
(15, 0) (Nx = 18, Ny = 22, N = 30, общее число ато-
мов Na = NxNyN , период ax = 26.74 нм). Характерные
значения h0 = 28.056 нм, h1 = 25.8 нм, h2 = 19.5 нм.
Сплошные (синие) кривые показывают зависимость для
состояний системы нанотрубок при температуре T = 0,

штриховые (красные) кривые — при T = 300 K

Сжатие многослойной упаковки УНТ (30,0) то-
же происходит по похожему сценарию. Рассмотрим
22-слойную упаковку с числом нанотрубок в од-
ном слое Nx = 18 и периодом ax = 47.82 нм (см.
рис. 4а). Численное решение задачи на минимум
энергии (9) показало, что без сжатия данная упаков-
ка имеет толщину h0 = 49.660 нм и удельную энер-
гию E0

a = −0.00323 эВ. Зависимость энергии упа-
ковки Ea и давления на стенки подложек P от тол-
щины упаковки показана на рис. 5. Здесь тоже име-
ются два характерных значения расстояния между
подложками h1 = 48.6 и h2 = 26.5 нм. При h1 < h <

< h0 происходит однородное сжатие всех нанотру-
бок, а при h2 < h < h1 — их неоднородное сжатие.
Вначале также образуются области сильно- и слабо-
сжатых нанотрубок (рис. 4б), затем сильносжатые
нанотрубки схлопываются (рис. 4в), а дальнейшее
сжатие приводит к монотонному росту доли коллап-
сированных нанотрубок. Энергия упаковки Ea при
этом линейно растет, а давление очень слабо уве-
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Рис. 4. Вид стационарных состояний слоистой структуры
из Nx × Ny нанотрубок с индексом киральности (30, 0)

(Nx = 18, Ny = 22, N = 60, период ax = 47.82 нм)
при расстоянии между сжимающими плоскостями: а —
h = 49.9 нм (Ea = −0.0032 эВ, P = −0.00056 эВ/Å3);
б — h = 45 нм (Ea = 0.0003 эВ, P = 0.00214 эВ/Å3);
в — h = 30 нм (Ea = 0.0184 эВ, P = 0.00385 эВ/Å3); г —

h = 21 нм (Ea = 0.0394 эВ, P = 0.0172 эВ/Å3)

личивается с уменьшением h. При h = h2 почти
все нанотрубки схлопываются (рис. 4г) и дальней-
шее уменьшение h уже приводит к резкому росту
энергии и давления.

Рис. 5. Зависимость удельной энергии Ea (а) и давления P

(б) от расстояния между сжимающими плоскостями h для
слоистой структуры Nx ×Ny нанотрубок (30, 0) (Nx = 18,
Ny = 22, N = 60, ax = 47.82 нм). Характерные значения
h0 = 49.660 нм, h1 = 48.6 нм, h2 = 26.5 нм. Сплошные
(синие) кривые показывают зависимость для состояний
системы нанотрубок при температуре T = 0, штриховые

(красные) кривые — при T = 300 K

Отметим, что рассмотренное сжатие упаковок
УНТ (15,0) и (30,0) (нанотрубок малого и средне-
го диаметра) происходит упруго. Если взять любое
сильносжатое стационарное состояние упаковки и
разрешить свободное движение сжимающих стенок,
то упаковка расширится и вернется в свое основное
несжатое состояние с энергией Ea = E0

a, толщиной
h = h0 и давлением на стенки P = 0.

Сжатие многослойной упаковки нанотрубок
большого диаметра происходит по другому сце-
нарию. Рассмотрим 11-слойную упаковку УНТ
(60,0) с числом нанотрубок в одном слое Nx = 18 и
периодом ax = 103.29 нм (см. рис. 6е). Моделирова-
ние показало, что здесь уже нет одного основного
состояния несжатой упаковки.

Возьмем вначале расстояние между сжимающи-
ми стенками h = 36.8 нм и, решив задачу на мини-
мум (10), получим стационарное состояние упаковки
открытых (неколлапсированных) нанотрубок. За-
тем будем постепенно уменьшать расстояние меж-
ду стенками h и снова решать задачу (10). Решение
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Рис. 6. Вид стационарных состояний слоистой структуры
из Nx × Ny нанотрубок с индексом киральности (60, 0)

(Nx = 18, Ny = 11, N = 120, ax = 103.29 нм) при рас-
стоянии между свободно двигающимися плоскостями: а —
h = 12.017 нм (энергия состояния Ea = −0.0184 эВ), б —
h = 14.956 нм (Ea = −0.0196 эВ), в — h = 19.547 нм
(Ea = −0.0199 эВ), г — h = 25.221 нм (Ea = −0.0194 эВ),
д — h = 30.301 нм (Ea = −0.0191 эВ), е — h = 35.969 нм

(E = −0.0189 эВ)

этой задачи показало, что сжатие (сближение сте-
нок) приводит к коллапсированию (схлопыванию)
части нанотрубок. Число коллапсированных нано-
трубок монотонно возрастает с уменьшением h. При
h = 11 нм практически все нанотрубки уже находят-
ся в схлопнутом состоянии.

Зависимость энергии Ea и давления на стенки
P от расстояния между сжимающими стенками h

представлены на рис. 7. Как видно на рисунке, об-
ласть значений h можно разделить на три зоны.
При h > h1 = 36 нм стенки растягивают много-
слойную упаковку открытых нанотрубок. Сжатие
упаковки начинает происходить только при рассто-
янии между слоями h < h1. В интервале значе-
ний h2 < h < h1, h2 = 12 нм сжатие происходит
за счет роста доли коллапсированных нанотрубок
(рис. 6д,г,в,б). Энергия упаковки при сжатии снача-
ла незначительно убывает, а затем растет (минимум

Рис. 7. Зависимость удельной энергии Ea (а) и давления P

(б) от расстояния между сжимающими плоскостями h для
слоистой структуры Nx ×Ny нанотрубок (60, 0) (Nx = 18,
Ny = 11, N = 120, ax = 103.29 нм). Характерные зна-
чения h0 = h1 = 36 нм, h2 = 12 нм. Сплошные (синие)
кривые показывают зависимость для состояний системы
нанотрубок при температуре T = 0, штриховые (красные)
кривые — при T = 300 K. Серым цветом показана область

пластических деформаций

достигается при h = 17 нм). Давление на сжимаю-
щие стенки при h2 < h < h1 всегда остается малым.
При h = h2 практически все нанотрубки оказыва-
ются в схлопнутом состоянии. Дальнейшее сжатие
упаковки уже приводит к быстрому росту энергии
и давления.

Сжатие упаковки нанотрубок большого диамет-
ра при h2 < h < h1 происходит неупруго. Если взять
сжатое стационарное состояние и разрешить свобод-
ное движение стенок (решить задачу на минимум
(9)), то толщина упаковки практически не изменит-
ся. Таким образом, при нулевом давлении на стен-
ки многослойная упаковка имеет много устойчивых
стационарных состояний (см. рис. 6).

Зависимость энергии этих состояний от толщи-
ны упаковки представлена на рис. 8. Как видно на
рисунке, стационарные состояния слабо различают-
ся по энергии, они отличаются друг от друга значе-
нием доли коллапсированных нанотрубок. При мак-
симальной толщине упаковки h = h1 все нанотруб-

6 ЖЭТФ, вып. 1
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Рис. 8. Зависимость удельной энергии Ea стационарных
состояний слоистых структур изNx×Ny нанотрубок (60, 0)

(Nx = 18, Ny = 11, N = 120) от расстояния h между по-
движными плоскими подложками

ки находятся в открытом (не схлопнутом) состоянии
(рис. 6е), a при минимальной толщине h = h2 все на-
нотрубки находятся в коллапсированном состоянии
(рис. 6a).

Отметим, что при моделировании многослойных
упаковок использовались периодические по оси x

структуры с Nx = 18 нанотрубками в слое. Вычис-
ления показали, что увеличение в два раза периода
ax и числа Nx не приводят к изменению вида за-
висимостей удельной энергии Ea и давления P от
толщины упаковки h. Поэтому используемые пери-
одические граничные условия не влияют на полу-
ченные результаты. Кроме упаковок с Ny = 22 сло-
ями были рассмотрены и упаковки с Ny = 11, 5 и 3
слоями. Вид зависимостей Ea(h), P (h) не меняется
качественно с изменением числа слоев упаковки, ме-
няются только характерные значения толщины упа-
ковок h0, h1 и h2.

Таким образом, многослойная упаковка одина-
ковых одностенных нанотрубок большого диаметра
является мультистабильной системой. Система име-
ет много стационарных состояний, которые харак-
теризуются долей нанотрубок, находящихся в кол-
лапсированном состоянии. Толщина упаковки моно-
тонно уменьшается с увеличением доли таких на-
нотрубок. Для УНТ (60,0) в зависимости от доли
коллапсированных нанотрубок толщина 11-слойной
упаковки может меняться от 12 до 36 нм. Попереч-
ное сжатие упаковки не является упругим, оно за
счет коллапса части нанотрубок только переводит
упаковку из одного стационарного состояния в дру-
гое, имеющее меньшую толщину. Сжатие становит-
ся упругим только при h < h2, когда все нанотрубки
оказываются в коллапсированном состоянии.

5. УЧЕТ ТЕПЛОВЫХ КОЛЕБАНИЙ

Для проверки устойчивости стационарных состо-
яний многослойных упаковок УНТ было проведено
молекулярно-динамическое моделирование при тем-
пературе T = 300 K. Для моделирования тепло-
вых колебаний упаковки нанотрубок нужно числен-
но проинтегрировать систему уравнений Ланжевена

M ẍk = − ∂E

∂xk
− ΓM ẋk − Ξk, k = 1, . . . , Nxy, (11)

где xk — 2N -мерный вектор, задающий координа-
ты k-й нанотрубки, E — потенциальная энергия мо-
лекулярной системы (8), Γ = 1/tr — коэффициент
трения (время релаксации термостата tr = 1 пс),

Ξk = {(ξk,n,1, ξk,n,2)}Nn=1

— 2N -мерный вектор нормально распределенных
случайных сил Ланжевена с функциями корреля-
ции

〈ξk1,n1,i(t1)ξk2,n2,j(t2)〉 =

= 2MkBTΓδk1k2δn1n2δijδ(t1 − t2)

(kB — постоянная Больцмана, T — температура тер-
мостата).

В качестве начального условия системы уравне-
ний (11) возьмем стационарное состояние сжатой
многослойной упаковки нанотрубок {x0

k}
Nxy

k=1 (поло-
жим {xk(0) = x0

k, ẋk(0) = 0}Nxy

k=1). Численное ин-
тегрирование системы уравнений движения (11) по-
казало, что все стационарные состояния многослой-
ных упаковок устойчивы к тепловым колебаниям.
Как видно на рис. 3, 5, 7, учет тепловых колебаний
не приводит к существенным изменениям вида за-
висимостей Ea(h) и P (h).

Найдем плотность частотного спектра колебаний
упаковки УНТ. Для этого сначала численно проин-
тегрируем систему уравнений Ланжевена (11) в те-
чение времени t = 20t0 для достижения теплового
равновесия с термостатом. Затем отключим взаи-
модействие молекулярной системы с термостатом и
рассмотрим далее динамику, задаваемую системой
уравнений движения

M ẍk = − ∂E

∂xk
, k = 1, . . . , Nxy. (12)

Система уравнений движения (12) интегрировалась
численно, находилась зависимость скоростей частиц
ẋk(t) от времени t. Затем с помощью быстрого пре-
образования Фурье находилась плотность частотно-
го спектра p(ω), нормированная условием
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Рис. 9. Зависимость плотности частотного спектра p(ω)

колебаний 22-слойной упаковки УНТ (15, 0) от ее толщи-
ны (от ее сжатия) h (Ny = 22, Nx = 18, ax = 26.74 нм,

температура T = 300 K)

∞∫
0

p(ω) dω = 1.

Численное моделирование показало, что при
отсутствии сжатия, когда многослойная упаковка
УНТ имеет структуру правильной решетки (рис. 2a,
4a, 6е), плотность частотного спектра упаковки p(ω)
имеет ярко выраженные пики, говорящие о нали-
чии в частотном спектре фононных зон (см. рис. 9).
Сжатие приводит к разрушению регулярной решет-
ки. В плотности частотного спектра это проявля-
ется как постепенное уменьшение пиков, переходя-
щее в их исчезновение. С уменьшением расстояния
между сжимающими стенками h все пики монотон-
но уменьшаются. Как видно на рис. 9, плотность ча-
стотного спектра сильносжатой упаковки, в которой
все нанотрубки коллапсированны и образуют слабо-
упорядоченные структуры (рис. 2г, 4г, 6a), уже не
имеет пиков.

Системы уравнение движения (11), (12) интегри-
ровались численно с помощью скоростной формы
разностной схемы Верле [42]. Все программы для
моделирования были написаны авторами с исполь-
зованием языка Fortran. Для визуализации получен-
ных результатов использовались программы RasMol
и RasTop. Основные вычисления проводились на су-
перкомпьютерах МСЦ РАН.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенное исследование показывает, что сжа-
тие многослойных упаковок одностенных УНТ про-
исходит упруго только для нанотрубок с диаметром

D < 2.5 нм. Моделирование сжатия такой упаковки,
находящейся между двумя плоскими сдавливающи-
ми подложками (стенками), показало, что сжатие
разделяется на три стадии. Всегда есть три харак-
терных расстояния между сдавливающими плоскос-
тями h0 > h1 > h2, где h0 — ширина основного со-
стояния несжатой упаковки. В первой стадии при
расстоянии между плоскостями h1 < h < h0 проис-
ходит однородное сжатие всех нанотрубок, во вто-
рой стадии, при h2 < h < h1, происходит уже неод-
нородное сжатие. Здесь вначале образуются облас-
ти сильно- и слабосжатых нанотрубок. Дальнейшее
сближение стенок приводит к схлопыванию силь-
носжатых и уменьшению числа слабосжатых нано-
трубок. Уменьшение расстояния между стенками
h приводит к монотонному увеличению доли кол-
лапсированных нанотрубок. Энергия упаковки при
этом растет пропорционально h, а давление на стен-
ки слабо увеличивается. При сильном сжатии h < h2
уже все нанотрубки схлопываются и уменьшение h
приводит к резкому росту энергии и давления. Сня-
тие давления на стенки приводит к возвращению
упаковки в основное несжатое состояние с толщи-
ной h0.

При D > 2.5 нм сжатие многослойных упако-
вок уже происходит неупруго и приводит к пласти-
ческим деформациям. Нанотрубки большого диа-
метра могут находиться в двух устойчивых состо-
яниях: в открытом состоянии с большой внутрен-
ней полостью и в закрытом (схлопнутом) состоянии.
Поэтому многослойная упаковка таких одинаковых
нанотрубок становится мультистабильной системой.
Упаковка имеет много стационарных состояний, ко-
торые характеризуются долей нанотрубок, находя-
щихся в коллапсированном (в схлопнутом) состоя-
нии. Толщина упаковки монотонно уменьшается с
увеличением доли таких нанотрубок. Для УНТ с ин-
дексом киральности (60,0) (диаметр D = 4.69 нм) в
зависимости от доли коллапсированных нанотрубок
толщина 11-слойной упаковки может меняться от 12
до 36 нм. Поперечное сжатие упаковки не являет-
ся упругим, оно за счет коллапса части нанотрубок
только переводит упаковку из одного стационарно-
го состояния в другое, имеющее меньшую толщину.
Сжатие становится упругим, только когда все на-
нотрубки оказываются в коллапсированном состоя-
нии.

Все стационарные состояния многослойной упа-
ковки УНТ при T = 300K устойчивы к тепловым
колебаниям. При отсутствии сжатия упаковка
имеет структуру правильной решетки, поэтому
плотность частотного спектра тепловых колебаний
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атомов упаковки имеет ярко выраженные пики,
говорящие о наличии в частотном спектре фонон-
ных зон. Сжатие упаковки приводит к разрушению
регулярной решетки. В плотности частотного спек-
тра это проявляется как постепенное уменьшение
пиков, переходящее в их исчезновение.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Российского научного фонда
(грант №19-58-45036 ИНД_a). Вычислительные ре-
сурсы предоставлены межведомственным суперком-
пьютерным центром РАН.
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Предложена модель взаимодействия атомов алюминия и углерода на границе Al/C60. В рамках теории
функционала плотности рассчитаны энергия связи и положение фуллерена на подложке Al(111). Полу-
ченные результаты использованы для определения параметров потенциала Леннарда-Джонса, который
затем применялся в исследованиях методом молекулярной динамики. Проведенное теоретическое иссле-
дование десорбции фуллеренов с алюминиевой подложки показало хорошее согласие результатов с из-
вестными из литературы экспериментальными данными. Изучены капиллярные эффекты, возникающие
на границе между расплавом алюминия и погруженными в него фуллеренами. Положительное значение
удельной свободной энергии, приходящейся на единицу поверхности Al/C60, указывает на слабую сма-
чиваемость молекул расплавом. Рассчитанное значение времени диффузионной релаксации оказалось
примерно на два порядка величины меньше характерного времени коагуляции фуллеренов, что указывает
на наличие сил отталкивания между ними. Обсуждается активационный характер процесса коагуляции
и капиллярная природа взаимодействия между фуллеренами.

DOI: 10.31857/S0044451022010084

1. ВВЕДЕНИЕ

Углеродные частицы различной структуры ши-
роко используются при разработке композиционных
материалов с требуемыми свойствами [1–4]. В част-
ности, значительный интерес представляют алюмо-
матричные композиты, наполненные фуллеренами
C60 [5–7].

Одним из ключевых вопросов при создании ком-
позиционных материалов является обеспечение вза-
имодействия матрицы и наполнителя. Взаимодей-
ствие фуллеренов C60 с различными кристалличе-
скими поверхностями алюминия ранее изучалось
экспериментально [8–13] и теоретически [14]. Из ра-
бот [8–11] известно, что при взаимодействии C60

с поверхностью алюминия между атомами Al и C

возникает ковалентная химическая связь. На осно-

* E-mail: viktor.reshetnyak84@gmail.com

ве данных сканирующей туннельной микроскопии,
фотоэлектронной спектроскопии и абсорбционной
рентгеновской спектроскопии в этих работах были
предложены две различные модели реконструкции
поверхности: 2

√
3 × 2

√
3 и 6 × 6. Установлено, что

энергии связи различны для этих типов реконструк-
ции. Структура слоя фуллеренов 2

√
3 × 2

√
3 ста-

бильна при более низких температурах, a при 490 K
покрытие приобретает структуру 6 × 6. Десорбция
оставшихся фуллеренов с поверхности происходит
при 730 К.

Согласно данным микроскопии [8] в реконструк-
ции 2

√
3 × 2

√
3 существуют два различных способа

расположения фуллеренов на поверхности Al(111).
Для них характерны различные энергии связи и рас-
стояния между молекулой и подложкой. Модель из
[14] объясняет этот эффект смещением молекулы
в сторону подложки с вакансией. Последующие ис-
следования, проведенные для поверхностей различ-
ных металлов с плотной упаковкой атомов, показа-
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ли, что фуллерены склонны располагаться на этих
поверхностях над вакансиями. При этом кристал-
лическая структура металла определяет тип рекон-
струкции [15].

Взаимодействие между фуллеренами и поверх-
ностями Al(100) и Al(110) менее изучены. В статье
[9] показано, что при взаимодействии C60 с Al(110)

атомы углерода и алюминия образуют ковалент-
ные связи, а десорбция фуллеренов происходит при
730 K. Авторы не наблюдали различных способов
расположения молекул на этих поверхностях и со-
ответствующих пиков десорбции.

В данной работе для описания взаимодействия
атомов Al и C для систем Al–C60 использовался по-
тенциал Леннарда-Джонса:

u(r) = 4ε

[(σ
r

)12

−
(σ
r

)6
]
, (1)

где ε — глубина потенциальной ямы, а значение па-
раметра σ определяет положение нуля потенциаль-
ной кривой. Параметры потенциала вычислялись с
использованием аналитической модели взаимодей-
ствия однородной сферы с подложкой и расчетов
ab initio. Подробное обсуждение предложенной мо-
дели приведено в разд. 3.1.

Для сравнения с экспериментом использовалась
аналитическая модель процесса температурно про-
граммируемой десорбции (ТПД), основанная на
приближениях теории переходного состояния. Неиз-
вестные параметры модели определялись по предва-
рительно рассчитанным ab initio значениям рассто-
яния и энергии связи молекулы C60 с поверхностью
Al(111).

В методе ТПД температура системы поднима-
ется по определенному закону (обычно линейному)
в заданном диапазоне значений. Во время нагрева
контролируется поток молекул с поверхности. Пре-
имуществом подхода является возможность деталь-
ного анализа десорбции, что позволяет с высокой
точностью определять энергии связи для различных
позиций молекул на подложке. Подробное описание
метода можно найти, например, в обзорной статье
[16]. В статье [13] метод ТПД был применен для
исследования взаимодействия между фуллеренами
C60 и кристаллическими алюминиевыми поверхно-
стями. Была определена зависимость плотности по-
крытия монослоя фуллеренов n от температуры T

при постоянной скорости нагрева 3 К/с.
В данной работе выполнено многомасштабное

исследование кинетики десорбции в различных тем-
пературных диапазонах. Для временных интерва-
лов длительностью порядка 1 нс зависимость n(T )

рассчитана как аналитически, так и численно, с
применением метода молекулярной динамики (МД).
Для ускорения процесса десорбции при этом бы-
ли использованы заниженные значения энергии свя-
зи. Для лабораторных временных интервалов, со-
поставимых с характерными временами из экспе-
риментов [13], применялась аналитическая модель
и значение энергии связи, полученное в настоя-
щей работе в рамках теории функционала плот-
ности (density functional theory, DFT). Сравнение
показывает, что предложенная аналитическая мо-
дель и потенциал межатомного взаимодействия вос-
производят известные экспериментальные данные с
высокой точностью. Результаты моделирования ме-
тодом МД достаточно хорошо согласуются с ана-
литическими. Полученные данные обсуждаются в
разд. 3.2.

В статьях [17–20] указывалось, что значения
энергии связи фуллеренов с подложкой, структу-
ры и температуры десорбции весьма близки для по-
верхностей некоторых различных металлов. В част-
ности, полученные нами результаты для алюмини-
евой подложки очень близки к данным для подло-
жек из благородных металлов. Это позволяет наде-
яться, что обобщение результатов настоящей работы
на случай систем Au–C60 и Ag–C60 не потребует су-
щественной доработки. Однако возможность такого
обобщения требует дополнительного исследования,
которое выходит за рамки данной статьи.

В настоящей работе также изучены капилляр-
ные явления на границах между расплавленным
алюминием и погруженными в него фуллеренами.
Выполнен расчет скорости коагуляции, результа-
ты которого указывают на наличие взаимодействия
между фуллеренами на больших расстояниях. Уста-
новлено, что процессы коагуляции и диффузии фул-
леренов имеют разные характерные времена релак-
сации и могут быть разделены на «медленные» и
«быстрые». Давление Лапласа p и поверхностное на-
тяжение γ были рассчитаны по данным МД. Затем,
учитывая изменение объема фуллеренов под дей-
ствием капиллярных сил, был вычислен объемный
модуль. Обсуждению результатов исследования ка-
пиллярных явлений посвящен разд. 3.3.

2. ОПИСАНИЕ МОДЕЛЕЙ И МЕТОДОВ
ЧИСЛЕННОГО ИССЛЕДОВАНИЯ

2.1. Расчет ab initio взаимодействия между
фуллереном и поверхностью Al(111)

Расчеты в рамках DFT проводились с использо-
ванием программы CP2K [21, 22]. Расчет энергии и
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Рис. 1. Схема расположения атомов при взаимодействии
фуллерена C60 с поверхностью Al(111). а — конфигурация
hollow-6, подложка без вакансии; б — фуллерен располо-

жен над вакансией на подложке

сил выполнялся с учетом всех электронов в рамках
метода гауссовых и присоединенных плоских волн
[23] с использованием базисного набора pob-TZVP
[24]. Обмен и корреляция электронов учитывались
в модели Пердью–Бурке –Эрнцерхофа [25].

Позиции атомов и параметры гранецентриро-
ванной кубической (ГЦК) кристаллической ячей-
ки алюминия были предварительно оптимизирова-
ны в рамках DFT. Расчетное значение параметра
решетки алюминия a = 4.0775 Å совпало с экспе-
риментальным 4.0469 Å [26] в пределах 1%. Полу-
ченные данные далее использовались для построе-
ния пленки Al(111) с орторомбической суперячей-
кой размером 5 × 6 и толщиной в четыре атомных
слоя. Пленка располагалась в плоскости xy, рассто-
яния между поверхностными атомами и граница-
ми расчетной ячейки в направлении z были зада-
ны равными 10 Å. Интегралы по зоне Бриллюэна
вычислялись с использованием сетки Монхорста –
Пака 3 × 3 × 1 [27]. Для предварительного тести-
рования модели были рассчитаны значения энер-
гии поверхности Es и энергии образования вакан-
сии Ev. Значение Es = 1.06 эВ хорошо согласуется
с результатами расчетов ab initio [28–30], где бы-
ли получены значения в диапазоне от 0.67 эВ до
1.46 эВ, и экспериментальными данными из статьи
[31], Es = 1.14–1.18 эВ. Рассчитанная энергия обра-
зования вакансии Ev = 0.65 эВ согласуется с данны-
ми [32], где было получено значение 0.61 эВ.

Рассматривались два варианта расположения
фуллерена на алюминиевой подложке. В первом
случае молекула C60 размещалась над одним из ато-
мов алюминия, согласно модели hollow-6 из статьи
[14]. Если на подложке нет вакансии, то это положе-
ние соответствует наиболее стабильному состоянию
системы. Во втором случае фуллерен располагался
над вакансией на поверхности алюминия. Относи-
тельное положение молекулы C60 и атомов алюми-
ния схематично показано на рис. 1.

2.2. Атомистическое моделирование с
использованием эмпирических силовых

полей

Все расчеты с эмпирическими межатомными по-
тенциалами были выполнены с использованием про-
граммы LAMMPS [33, 34]. Для учета взаимодей-
ствия между атомами углерода применялся потен-
циал Терсоффа [35,36]. Для атомов алюминия была
использована модель погруженного атома (EAM) с
параметризацией, предложенной в [37]. Потенциал
Леннарда-Джонса вида (1) использовался для опи-
сания взаимодействия между атомами углерода и
алюминия. Расчет параметров потенциала обсужда-
ется в разд. 3.1. Интегрирование уравнений движе-
ния осуществлялось численно с шагом dt = 0.2 фс.

При расчете десорбции фуллеренов с поверх-
ности алюминия были рассмотрены кристалличес-
кая Al(111) и расплавленная алюминиевые пленки.
Пленка толщиной в 10 атомных слоев была помеще-
на параллельно плоскости xy. Размеры пленки опре-
делялись суперячейкой 36×36 для кристаллической
подложки Al(111). На границах вычислительной об-
ласти вдоль осей x и y были использованы периоди-
ческие граничные условия (ГУ). На верхнем крае
z = zmax, расположенном на расстоянии 10 нм над
верхним атомным слоем, задавалось ГУ типа «от-
ражающая стенка». Взаимодействие атомов с ниж-
ней границей определялось потенциалом Леннар-
да-Джонса 9–3 вида

w =
2

3
πn1εσ

3

[
2

15

(σ
z

)9

−
(σ
z

)3
]
, (2)

где n1 — средняя плотность атомов алюминия в под-
ложке. В качестве параметров для алюминия бы-
ли взяты следующие значения: ε = 0.174 эВ, σ =

= 2.925 Å [38]. Радиус обрезки потенциала выбирал-
ся равным rc = 2.5σ ≈ 7.3 Å. Поскольку толщина
пленки в расчетах составляла около 25 Å, действие
потенциала ограничивалось несколькими ближай-
шими слоями атомов алюминия, а атомы углерода
не взаимодействовали с нижней границей ячейки.
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Рис. 2. Расчет взаимодействия в приближении однородно-
го вещества со средней плотностью. а — разбиение под-
ложки сферами радиуса L для интегрирования (3); б —
разбиение сферы параллельными окружностями для рас-
чета взаимодействия между атомом и однородной сферой;
в — разбиение подложки сферами для расчета взаимодей-

ствия между сферой и подложкой с вакансией

Можно получить потенциал в виде (2), рассчитав
энергию взаимодействия между атомом и полубес-
конечной однородной подложкой, предполагая при
этом, что потенциал межатомного взаимодействия
имеет вид (1) [39]. Для этого необходимо вычислить
следующий интеграл по объему подложки:

w = 2πn1

∞∫
H

u(L)L(L−H) dL. (3)

Здесь L — расстояние от атома до точек элемента
объема dV (L), полученного разбиением подложки
сферическими поверхностями радиусами L и L+dL,
как показано на рис. 2a.

Моделирование ТПД проводилось с поверхно-
стями алюминия в кристаллическом и жидком со-
стояниях. Пленка алюминия предварительно стаби-
лизировалась при заданной начальной температуре
400 K в первом случае и 1000 K — во втором. Затем
на поверхность помещались 108 фуллеренов в соот-
ветствии с моделью реконструкции 2

√
3 × 2

√
3, по-

сле чего система стабилизировалась в течение 20 пс.
После стабилизации система нагревалась до целе-
вой температуры 800 K для кристалла и 2200 K для
жидкости. Продолжительность нагрева составляла
1 нс. Контроль температуры осуществлялся с ис-
пользованием термостата Ланжевена с параметром
температурной релаксации 20 фс. Для обеспечения
десорбции в заданных временных масштабах и тем-
пературном диапазоне значение параметра связи ε

потенциала (1) для атомов углерода и алюминия бы-
ло занижено, моделирование десорбции с поверхно-
сти кристаллической подложки было выполнено для
значения ε1, уменьшенного в четыре раза относи-
тельно исходного ε, а для десорбции с поверхности
расплава было задано значение ε2 = 0.7ε. Всего бы-
ло выполнено пять статистически независимых рас-
четов, по результатам которых вычислялась усред-
ненная зависимость плотности покрытия от темпе-
ратуры n(T ).

Для расчета спектральной плотности колебаний
центров масс молекул была рассмотрена система из
174960 атомов алюминия и углерода. Система вклю-
чала пленку Al(111) из 108× 108× 10 атомов и 972
фуллерена. В этом случае была рассмотрена только
кристаллическая пленка Al(111), а в расчетах, кото-
рые проводились при T = 300 K, параметры потен-
циала взаимодействия не занижались. В ходе вычис-
лений были определены скорости центров масс мо-
лекул в различные моменты времени. Полученные
результаты использовались для расчета спектраль-
ной плотности колебаний S(ω) по формуле [40]
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S = 2

∞∫
0

〈vz(t) · vz(0)〉 cos(ωt) dt. (4)

Также было рассчитано поверхностное натяже-
ние на границе Al–C60 при температуре 1000 K для
расплава алюминия и погруженных в него фул-
леренов. Рассматривалась система из 61500 ато-
мов: 54000 атомов алюминия и 7500 атомов угле-
рода (125 фуллеренов). Это соотношение компонен-
тов примерно соответствует концентрации фуллере-
на 5.8 вес.%. В начальный момент времени атомы
алюминия располагались в узлах ГЦК-решетки, а
фуллерены — в узлах простой кубической решетки.
Затем система стабилизировалась при 1000 K и ну-
левом давлении в течение 100 пс с использованием
алгоритма, предложенного в работе [41]. После ста-
билизации термостат и баростат выключались и все
последующие расчеты проводились в микроканони-
ческом ансамбле. Временной интервал моделирова-
ния составлял 10 нс. Анализ проводился только для
данных, полученных в микроканоническом ансамб-
ле (NVE).

В ходе моделирования вычислялись температу-
ра, потенциальная энергия и локальное давление,
приходящееся на атом углерода. Для расчета ло-
кального давления был использован алгоритм из ра-
боты [42] и следующее выражение:

p =
nV

3
Tr(mva · vb +Wab), (5)

где m — масса атома, v — его скорость, индексы a и
b соответствуют компонентам векторов, W — вири-
ал, Tr — след матрицы. Для расчета объемной плот-
ности атомов углерода nV предполагалось, что гра-
ница фуллерена совпадает со сферической поверх-
ностью контакта Al/C60, радиус которой задавал-
ся приближенно как Rf ≈ R + 2−5/6σ. Значение R
вычислялось по данным МД как среднее расстоя-
ние между атомами углерода и центром масс фул-
лерена. Результаты усреднялись по ансамблю и по
времени в интервале 1 нс. Поверхностное натяжение
рассчитывалось по давлению Лапласа:

γ =
pRf

2
. (6)

Далее в работе изучалась температурная зависи-
мость радиуса фуллерена R(T ) для свободных мо-
лекул при нулевом давлении. При этом использова-
лось усреднение по ансамблю из 1000 фуллеренов
и времени на 10000 шагов (2 пс). Рассматривался
температурный диапазон от 100 до 2000 К. Затем
вычислялся коэффициент температурного расшире-
ния (КТР):

β =
1

Vf

(
∂Vf
∂T

)
p=0

. (7)

Индекс f в выражении (7) и ниже означает, что при
вычислении объема Vf использовано определенное
ранее значение радиуса контактной поверхности Rf .

При погружении фуллерена в расплав под дейст-
вием давления Лапласа p изменяется объем молеку-
лы на величинуΔVf . По этим значениям, известным
из МД, был рассчитан объемный модуль фуллерена:

KT = −Vf
(
∂p

∂Vf

)
T

≈ −Vf
p

ΔVf
. (8)

Необходимо подчеркнуть некоторую неопреде-
ленность при вычислении объема, плотности, опре-
делении механических свойств и других макроско-
пических характеристик фуллерена, обусловленную
малостью молекулы. Поскольку флуктуации мик-
роскопических величин для малых молекул зна-
чительны, параметры должны быть усреднены по
ансамблю. В композиционных материалах такое
усреднение легко выполнить из-за большого количе-
ства частиц в реальных образцах. Кроме того, зна-
чения связанных с объемом или плотностью термо-
динамических параметров β, γ илиKT чувствитель-
ны к способу вычисления радиуса частицы. Расчеты
можно проводить с учетом или без учета конечного
объема атома углерода. Без указания метода расче-
та радиуса фуллерена эти значения не имеют смыс-
ла.

Влияние на результат выбора способа вычисле-
ния объемного модуля углеродных наночастиц, в
том числе фуллеренов, подробно обсуждается в ста-
тье [43]. Показано, что применение модели, осно-
ванной на использовании для вычисления объемно-
го модуля жесткости химической связи C–C, устра-
няет неопределенность, связанную с выбором объе-
ма наночастицы. Сжатие наночастиц при этом осу-
ществлялось методом перенормировки координат.
Заметим, что при условии сжатия частицы под дей-
ствием внешней среды, которое обычно имеет ме-
сто в экспериментах, указанная проблема возника-
ет вновь и проявляется в неопределенности упру-
гих свойств сжимающего вещества. Данный эффект
обусловлен применением континуальных моделей к
микроскопическим объектам и может быть нагляд-
но проиллюстрирован при сравнении объемных мо-
дулей ГЦК-фуллерита [44], где межмолекулярное
взаимодействие фуллеренов осуществляется по дис-
персионному механизму и величина объемного мо-
дуля составляет 10.8 ГПа, и сверхтвердого фулле-
рита [45, 46], где фуллерены связаны ковалентно и
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расчетные значения объемного модуля находятся в
пределах от 236 ГПа до 304 ГПа. В первом слу-
чае упругое сжатие вещества сопровождается пре-
имущественным изменением расстояний между со-
седними молекулами, тогда как во втором случае
существенно также изменение внутримолекулярных
межатомных расстояний. Мы считаем возможным
исследование упругих свойств фуллеренов в ука-
занных системах при рассмотрении средних по ан-
самблю деформаций «отдельных» молекул под дей-
ствием внешней среды. При анализе зависимости от
давления радиусов молекул расчет объемных моду-
лей фуллеренов с различными сжимающими веще-
ствами дал бы существенно меньшие различия, чем
полученные для кристаллов. Однако неоднозначно
определенными окажутся плотность и упругие мо-
дули сжимающего вещества, которое в этом слу-
чае будет занимать дополнительный объем, прихо-
дящийся на пространство между отдельными фул-
леренами. Эту неопределенность можно устранить,
включив в модель зависимость объемов сжимаемо-
го и сжимающего веществ от потенциала взаимодей-
ствия между атомами, относящимися к различным
молекулам.

В настоящей работе предлагается приближен-
но учесть указанную неопределенность, рассчитав
радиус Rf тонкой сферической границы между
алюминием и фуллереном, причем Rf определяет-
ся параметрами потенциала взаимодействия атомов
Al–C. Считая величину Rf радиусом включения и
используя усреднение по ансамблю, можно полу-
чить хорошо определенные для системы Al–C60 зна-
чения термодинамических величин как для включе-
ния, так и для матрицы. Отметим, что в данной ра-
боте значение Rf было вычислено в нулевом прибли-
жении, учитывающем зависимостьRf от положения
минимума, но без учета жесткости потенциала (1).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ И
ОБСУЖДЕНИЕ

3.1. Взаимодействие фуллеренов с
подложкой

Для теоретического анализа численных резуль-
татов моделирования взаимодействия фуллеренов
с алюминиевой подложкой использовались следую-
щие упрощающие допущения. Считалось, что атомы
алюминия распределены в подложке-полупростран-
стве равномерно с заданной средней плотностью n1.
Значение n1 ≈ 0.0590 Å−3 было рассчитано после
оптимизации элементарной ячейки в рамках DFT.

Фуллерен также рассматривался как тонкая одно-
родная сфера со средней плотностью поверхностно-
го распределения атомов

n2 =
N

4πR2
≈ 0.3761 Å

−2
.

Радиус сферы был рассчитан как среднее расстоя-
ние между атомами углерода и центром масс фул-
лерена после релаксации атомных позиций. Длины
связи между атомами, расположенными в верши-
нах пятиугольных структурных элементов фуллере-
на, составляли 1.41 Å, а между атомами в вершинах
шестиугольников — 1.45 Å. Этот результат хорошо
согласуется с экспериментальными данными 1.40 Å
и 1.46 Å (см. [47] и цитированную там литературу).

Принятые допущения не позволяют учесть за-
висимость энергии связи от положения фуллерена
на поверхности алюминия, которая неявно пред-
полагается слабой. Справедливость данной гипо-
тезы неочевидна, но следующие эксперименталь-
но известные факты свидетельствуют в ее пользу.
Во-первых, согласно работам [9, 11] фуллерены ха-
рактеризуются высокой подвижностью на алюми-
ниевой подложке даже при комнатной температуре.
Во-вторых, температурная зависимость плотности
покрытия n(T ) из экспериментов по ТПД [13] хо-
рошо аппроксимируется аналитической функцией с
единственной точкой перегиба. Поэтому мы предпо-
лагаем, что изменения энергии связи при смещении
фуллеренов в плоскости не играют существенной ро-
ли в экспериментах.

Использование приближения однородной среды
вместе с потенциалом межатомного взаимодействия
(1) позволяет получить формулу (2) для взаимодей-
ствия между атомом и подложкой. Аналогично, ин-
тегрируя по поверхности сферы (см. рис. 2б), мы
получаем следующее выражение для энергии взаи-
модействия атома и фуллерена:

ε = 8πεσ2n2
R

H

[
1

10
(ζ−10 − ζ+10)−

1

4
(ζ−4 − ζ+4 )

]
, (9)

где для сокращения записи использовано обозначе-
ние

ζ±m = [σ/(H ±R)]m,

H — расстояние между атомом и центром сферы,
R — ее радиус, m — показатель степени.

Предположим, что вакансия имеет форму сфе-
рического сегмента, образованного пересечением
алюминиевой подложки и сферы, центр которой
совпадает с центром масс фуллерена (см. рис. 2в).
Параметр L0 определим из равенства объемов
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удаленного сегмента и атома алюминия. При этом
будем считать, что расположение фуллерена над
подложкой соответствует минимуму потенциальной
энергии H = H0:

n−1
1 = π

[
2

3
(L3

0 −H3
0 )−H0(L

2
0 −H2

0 )

]
. (10)

Интегрируя (9) по объему алюминия, получа-
ем зависимость потенциальной энергии от рассто-
яния H :

W (H,L0) =
2

3
π2εRn1n2σ

3 ×

×
[
1

30
(I−9 − I+9 )− (I−3 − I+3 )

]
, (11)

где введено обозначение

I±m = [mL0 − (m− 1)H ±R]ζ±m,

m принимает значения 3 или 9. В отсутствие вакан-
сии L0 = H и выражение (11) сводится к виду

W (H) =
2

3
π2εRn1n2σ

4 ×

×
[
1

30
(ζ−8 − ζ+8 )− (ζ−2 − ζ+2 )

]
. (12)

Вычисленные в рамках DFT значения H = H0 и
W (H0) =W0 соответствуют минимуму потенциаль-
ной энергии. Применив условие минимума потенци-
альной энергии к выражению (12) и приравнивая
полученные при этом значения H0 и W0 величи-
нам, предварительно вычисленным ab initio, запи-
шем систему уравнений для определения парамет-
ров потенциала (1):

σ = (H2
0−R2)

[
15

2

(H0 +R)3 − (H0 −R)3

(H0 +R)9 − (H0 −R)9

]1/6
, (13)

ε =
3W0

2π2n1n2Rσ4

[
1

30
(ζ−8 − ζ+8 )−(ζ−2 − ζ+2 )

]−1

. (14)

Энергия связи фуллерена с подложкой W0 рас-
считывалась с использованием данных DFT по сле-
дующей формуле:

W0 = EAl–C − (EAl + EC), (15)

где EC и EAl — потенциальные энергии свободной
молекулы и алюминиевой подложки соответственно,
а EAl–C — энергия фуллерена, взаимодействующего
с поверхностью подложки.

Расчеты в рамках DFT для фуллерена, распо-
ложенного на идеальной поверхности Al(111), дают
значение энергии связи W0 = −0.98 эВ и расстояние

H = 5.50 Å. При наличии вакансии на поверхности
параметры существенно отличаются:W0 = −2.04 эВ
и H = 4.99 Å. Этот эффект соответствует описан-
ному в работе [14]. В качестве одной из причин в
статье [14] был отмечен сильный стерический эф-
фект, наблюдаемый при релаксации атомных пози-
ций. В ходе оптимизации ближайший к фуллерену
атом алюминия смещался вглубь относительно по-
верхности подложки. Смещение атома было вызва-
но чрезмерным сближением атомов алюминия и уг-
лерода и сопровождалось увеличением расстояния
H и энергии EAl–C. Из геометрических соображений
очевидно, что удаление указанного атома алюми-
ния приводит к увеличению прочности связи меж-
ду фуллереном и подложкой и смещению молекулы
к поверхности. Кроме того, эффект усиления свя-
зи может быть вызван увеличением химической ак-
тивности атомов алюминия за счет уменьшения их
координационного числа.

Использование эмпирической модели межатом-
ного взаимодействия (1) позволяет разделить воз-
можные причины этого эффекта. С одной сторо-
ны, поскольку параметры потенциала не зависят от
относительного положения атомов алюминия, мо-
дель нечувствительна к возможному изменению хи-
мической активности атомов при возникновении ва-
кансии. С другой стороны, потенциал (1) учиты-
вает отталкивание атомов на малых расстояниях
и позволяет воспроизвести особенности взаимодей-
ствия, связанные со стерическим эффектом. Кроме
того, выражение (11) дает возможность учета из-
менения энергии взаимодействия и смещения фул-
лерена. Выражение (11) было получено в предпо-
ложении о специфической форме вакансии с цент-
ром кривизны, совпадающим с центром фуллерена
(см. рис. 2в). Это допущение существенно упрощает
процедуру интегрирования. Можно предположить,
что использование более реалистичной модели поз-
волит точнее воспроизвести результаты расчетов ab
initio. Из-за специфической формы вакансии, соот-
ветствующей форме поверхности фуллерена, анали-
тическая оценка с помощью формулы (11) может
завышать абсолютное значение энергии связи и за-
нижать равновесное расстояниеH0. Тем не менее мы
полагаем, что при условии дополнения результата-
ми более строгих численных расчетов предложенная
упрощенная модель может быть полезна для анали-
за обсуждаемых эффектов.

Энергия взаимодействия между фуллеренами и
подложкой была рассчитана при нулевой темпера-
туре с использованием как модели ab initio, так и
эмпирического потенциала вида (1) с параметра-
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Таблица. Взаимодействие фуллерена с поверхностью Al(111) при нулевой температуре. Расчет с использованием
DFT и потенциала (1)

W0, эВ H0, Å C–Al, Å W vac
0 , эВ Hvac

0 , Å C–Alvac, Å

DFT (эта работа) −0.98 5.50 2.24 −2.04 4.99 2.19
DFT [14] −1.37 − 2.24 −2.34 − 2.20

Эмпирический
потенциал (1)

−1.86 5.20 2.31 −1.96 4.88 2.25

ми, определенными согласно (13) и (14). Результа-
ты в сравнении с данными работы [14] представ-
лены в таблице. Для удобства сравнения с рабо-
той [14] в таблице добавлены усредненные значе-
ния длин связей C–Al. Оптимизация положения ато-
мов и расчет энергии с использованием потенци-
ала (1) в программе LAMMPS позволяет учиты-
вать фактическое расположение частиц без исполь-
зования каких-либо предположений об однородно-
сти вещества. Сравнение результатов эмпирических
и ab initio расчетов позволяет нам оценить приме-
нимость модели однородного вещества и выражений
(13), (14) для параметризации потенциала (1).

Результаты вычислений ab initio настоящей ра-
боты находятся в разумном соответствии с данны-
ми [14]. Некоторое расхождение в значениях энергий
связи W0 и W vac

0 может быть связано с различиями
в используемых расчетных моделях.

Расчет параметров потенциала по формулам (13)
и (14) для подложки без вакансии дает значения ε =
= 2.67 · 10−2 эВ, σ = 2.70 Å. Подставляя эти пара-
метры в выражение (11), получаем для подложки с
вакансиейW vac

0 = −1.46 эВ,Hvac
0 = 4.77 Å. Следова-

тельно, предложенная аналитическая модель лишь
частично воспроизводит эффекты, связанные с из-
менением энергии W0 и расстояния H0 из-за обра-
зования вакансии на поверхности подложки. Для
расстояния H0 аналитическая модель дает несколь-
ко заниженное значение по сравнению с DFT, что
может быть связано с использованием упрощенной
формы вакансии. Энергия связи по абсолютной ве-
личине сильно занижена (1.46 эВ против 2.04 эВ).

Расчет с использованием программы LAMMPS с
указанным эмпирическим силовым полем не пред-
сказывает существенного изменения W0 и H0 из-за
вакансии. Как с вакансией, так и без нее оптимиза-
ция дает значения W0 ≈ −0.9 эВ и H0 ≈ 5.4 Å. Сле-
довательно, модель дает правильные значения для
идеальной поверхности Al(111), но не предсказыва-
ет изменений, связанных с появлением вакансии.

Выражения (11) и (12) дают основание предпо-
лагать, что изменение параметра ε с постоянной
σ не должно влиять на значение H0, а W0 ли-
нейно зависит от ε. Однако оптимизация с помо-
щью программы LAMMPS свидетельствует об об-
ратном. Причина расхождения в том, что при вы-
воде уравнений (11) и (12) подразумевалась идеаль-
ная жесткость подложки и сферы, в численных же
расчетах использовались реалистичные потенциалы
для атомов углерода и алюминия [35, 37], учитыва-
ющие смещение атомов и деформацию поверхнос-
тей. Подставляя в выражения (13) и (14) значе-
ния W vac

0 = −2.04 эВ и H = 5.50 Å, рассчитанные
в настоящей работе, получаем ε = 5.27 · 10−2 эВ,
σ = 2.70 Å. Оптимизация в программе LAMMPS с
использованием указанных выше параметров дает
H0 = 5.3 Å для случая без вакансии и Hvac

0 = 4.9 Å
для случая с вакансией. Такое изменение положе-
ния фуллерена хорошо согласуется с результатами
расчетов в рамках DFT. Значение W0 при расчете
с использованием потенциала (1) изменяется намно-
го меньше, чем значение, вычисленное ab initio. Без
вакансии энергия связи, рассчитанная в программе
LAMMPS, составила W0 = −1.86 эВ, а с ваканси-
ей W vac

0 = −1.96 эВ. Следовательно, при исполь-
зовании потенциала (1) с предложенными парамет-
рами для расчета взаимодействия C60 с идеальной
подложкой Al(111) энергия связи оказывается силь-
но завышенной. Мы полагаем, что это несуществен-
но для исследования композиционных материалов
Al–C60, поскольку технологии производства объем-
ных композитов предполагают высокоэнергетиче-
скую обработку вещества, активирующую процес-
сы, связанные с реконструкцией поверхности алю-
миния.

Подстановка в формулы (13) и (14) при вычис-
лении параметров W vac

0 = −2.04 эВ и Hvac
0 = 4.99 Å

дает значения ε = 0.175 эВ и σ = 1.99 Å. Исполь-
зование таких параметров при оптимизации пози-
ций атомов в программе LAMMPS приводит к зна-
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чительному искажению структуры подложки и к
неправдоподобным значениям W0 и H0.

Проведенный анализ позволяет сделать вывод,
что наилучшее соответствие с результатами расче-
тов DFT дает потенциал (1) с параметрами ε =

= 5.27 · 10−2 эВ, σ = 2.70 Å. Поэтому далее в на-
стоящем исследовании были использованы эти зна-
чения. Сравнение теоретических расчетов с экспе-
риментальными данными [9,13] также указывает на
предпочтительное использование выбранных значе-
ний параметров (см. разд. 3.2). Данные, представ-
ленные в таблице, также были получены с использо-
ванием этих значений параметров. Из таблицы вид-
но, что результаты, полученные с использованием
потенциала (1) для поверхности алюминия с вакан-
сией, лучше согласуются с расчетами ab initio. От-
метим, что потенциал (1) с заданными параметрами
существенно завышает энергию связи для фуллере-
нов и идеальной подложки Al(111). Основной при-
чиной различий в энергиях связиW0 иW vac

0 являет-
ся зависимость химической активности атомов алю-
миния и углерода от их локального окружения, ко-
торая не учитывается потенциалом (1). Изменение
положения фуллерена относительно подложки свя-
зано с конечностью объемов атомов и при исполь-
зовании потенциала (1) воспроизводится с высокой
точностью.

Заметим, что использование парного потенциа-
ла (1) не позволяет учесть имеющее место перерас-
пределение заряда при формировании полярной ко-
валентной связи Al–C. Также не учитывается из-
менение параметров взаимодействия для пар ато-
мов Al–Al и C–C, обусловленное перераспределени-
ем электронной плотности при формировании свя-
зи Al–C и выступающее причиной изменения ло-
кальной структуры фуллерена [14]. Использование
же существующих моделей, приближенно учитыва-
ющих перенос заряда при образовании химической
связи и зависимость ее энергии от локального окру-
жения атомов (например, [48,49]), ограничено ввиду
отсутствия параметризации с включенными в тре-
нировочный набор системами Al–C60.

3.2. Кинетика десорбции фуллеренов с
подложки при линейном изменении

температуры во времени

Рассмотрим процесс десорбции фуллеренов с по-
верхности вещества при нагревании системы от тем-
пературы T0 до T1 с постоянной скоростью c:

T = T0(1 + ct). (16)

Для разработки аналитической модели были ис-
пользованы следующие упрощающие приближения.
Фуллерены рассматривались как точечные части-
цы в пренебрежении внутренними степенями сво-
боды и вращательной энергией. Движение частиц
в плоскости предполагалось свободным и неогра-
ниченным. Это предположение следует из экспери-
ментов [9,11], где высокая подвижность фуллеренов
в плоскости подложки наблюдалась даже при ком-
натной температуре. Кинетика десорбции исследо-
валась с помощью теории переходного состояния.
Свободная энергия активации вычислялась в гармо-
ническом приближении и принималась равной раз-
ности свободных энергий продуктов реакции и ре-
агентов. В пренебрежении адсорбцией предполага-
лось, что удаленные с поверхности фуллерены боль-
ше не могут взаимодействовать с подложкой.

Принятые упрощения позволяют рассчитать ско-
рость процесса десорбции, используя следующее
уравнение [16]:

k = −nω
2π

exp

(
− ΔF

kBT

)
, (17)

где k = dn/dt — скорость десорбции, n — плотность
покрытия (количество молекул на единице площа-
ди), в начальный момент времени равная n0, ΔF —
свободная энергия активации, ω — частота колеба-
ний молекулы в направлении нормали к поверхнос-
ти, kB — постоянная Больцмана.

Использование распределения Больцмана в вы-
ражении (17) накладывает определенные ограниче-
ния на условия задачи. Время релаксации десорб-
ции должно быть намного больше, чем время темпе-
ратурной релаксации системы, возмущенной актом
элементарной реакции. В настоящей модели это тре-
бование предполагается выполненным.

Решение уравнения (17) имеет следующий общий
вид:

n(t) = n0 exp

⎡
⎣− t∫

0

ω

2π
exp

(
− ΔF

kBT

)
dt

⎤
⎦ . (18)

Используя гармоническое приближение, можно
аналитически вычислить конфигурационный инте-
грал и получить выражение для свободной энергии
активации:

ΔF = −W0 +
1

2
kBT ln

(
2πkBT

ασ2

)
. (19)

Здесь жесткость α определяется значением второй
производной потенциальной энергии (12) и связана
с частотой колебаний и массой осциллятора:
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ω =

√
α

m
=

(
1

m

d2W

dH2

)1/2

. (20)

Подставляя W (H) из (12) в (20), получим

α = 4π2n1n2Rσ
2ε

[
2

5
(ζ−10 − ζ+10)− (ζ−4 − ζ+4 )

]
. (21)

В принятой постановке в подынтегральном вы-
ражении правой части (18) от времени зависит толь-
ко температура. В статьях [9, 11] отжиг проводился
при постоянной температуре. В этом случае инте-
грал под знаком экспоненты дает линейную функ-
цию времени, и эволюция плотности покрытия опре-
деляется выражением

n(t) = n0e
−t/τ , (22)

где время релаксации τ — константа,

τ = 2πω−1

(
ασ2

2πkBT

)−1/2

exp

(
− W0

kBT

)
. (23)

Рассмотрим случай линейного нагрева системы,
реализованный в работе [13]. Тогда после интегри-
рования получим следующие выражения для плот-
ности покрытия:

n ≈ n0 ×

× exp

{
− ω

2πc

√
− W0ασ2

2πk2BT
2
0

[ψ(T )− ψ(T0)]

}
, (24)

k =
nω

2π

√
ασ2

2πkBT
exp

(
W0

kBT

)
. (25)

В выражении (24) мы ограничились первыми дву-
мя членами асимптотического разложения дополни-
тельной функции ошибок erfc(x) для больших аргу-
ментов x = |W0|/(kBT ) � 1 и использовали следу-
ющее обозначение:

ψ(T ) =

(
− W0

kBT

)−3/2

exp

(
W0

kBT

)
. (26)

Используя разложение в ряд Тейлора, можно по-
казать, что в пределе c→ 0 уравнение (24) сводится
к выражению

n ≈ n0 exp

⎡
⎣ωt
2π

√
ασ2

2πkBT0

(
− W0

kBT0

)3/2

×

× ψ(T0)

(
1− 3kBT0

2W0

)⎤
⎦ , (27)

Рис. 3. Спектральная плотность колебаний центров масс
фуллеренов в направлении нормали к алюминиевой под-

ложке

которое, в свою очередь, совпадает с формулами
(22) и (23) с точностью до малой поправки ко вре-
мени релаксации δτ ∝ 3kBT0/(2W0).

С учетом данных из таблицы и рассчитанных
по ним значений параметров ε и σ были вычисле-
ны жесткость α и частота ω согласно (20) и (21):
α = 9.11 эВ · Å−2, ω = 10.8 пс−1. Для проверки ана-
литических расчетов и анализа применимости моде-
ли был проведен спектральный анализ траекторий
центров масс фуллеренов. Расчетная спектральная
плотность колебаний представлена на рис. 3.

Максимум функции S(ω) соответствует частоте
ω = 9.1 пс−1, что в пределах 20% совпадает с ана-
литическим значением. Принимая во внимание зна-
чимость принятых предположений, мы считаем та-
кое совпадение результатов допустимым. Использо-
вание слегка завышенной частоты колебаний в ана-
литических расчетах может привести к переоценке
скорости десорбции.

Расчет времени релаксации десорбции по фор-
муле (23) при температуре 730 К дает τ ≈ 5.3 с.
Используя значение из работы [14]W0 = 2.34 эВ, по-
лучим τ ≈ 544 с. Учитывая условия эксперимента в
[9,11], заметим, что полученные времена релаксации
вполне реалистичны. Можно предположить, что ре-
зультаты работы [14] несколько завышают абсолют-
ную величину энергии связи, а данные настоящей
работы — занижают. Использование значения энер-
гии связи W0 = −0.98 эВ, полученного для идеаль-
ной подложки Al(111), ведет к существенному зани-
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Рис. 4. Температурные зависимости плотности покрытия фуллеренами алюминиевых подложек. Сплошные линии — ана-
литический расчет согласно формуле (24), кружками обозначены результаты МД-моделирования. а — расчет выполнен
для жидкой пленки алюминия и W0 = −1.41 эВ; б — десорбция с кристаллической подложки Al(111) при W0 = −0.51 эВ

жению времени релаксации τ ≈ 5.3 · 10−7 с. Анализ
показывает, что при такой энергии связи десорбция
фуллеренов с поверхности алюминия будет наблю-
даться в результате отжига при температуре 350 K
со временем релаксации 8 с, что противоречит экс-
периментальным данным [9,11].

Расчет методомМД ограничен временами поряд-
ка 1 нс, а время десорбции с параметрами, опреде-
ленными выше, намного больше. Формально, умень-
шив значение энергии связи W0 и увеличив темпе-
ратуру, мы можем значительно ускорить десорбцию.
Несмотря на то, что условия модели при этом не со-
ответствуют экспериментальным, сравнение анали-
тических результатов с данными прямого МД-моде-
лирования необходимо для проверки как аналити-
ческой модели, так и применимости потенциала (1).

Моделирование десорбции методом МД проводи-
лось для различных температур и параметров по-
тенциала взаимодействия. В первом случае темпе-
ратура системы повышалась от 1000 K до 2200 K,
а значение энергии связи задавалось равным 70%
от рассчитанного в рамках DFT, W0 = −1.43 эВ.
Этот диапазон температур соответствует равнове-
сию алюминия в жидкой фазе. Во втором слу-
чае рассматривалась кристаллическая подложка
Al(111), а нагрев проводился в температурном диа-
пазоне от 400 K до 800 K. При этом энергия свя-
зи была уменьшена в четыре раза по сравнению с
расчетной, W0 = −0.51 эВ. В обоих случаях время
нагрева задавалось равным 1 нс. Согласно (13), зна-

чение параметра σ не зависит от W0, поэтому счи-
талось, что σ = 2.70 Å.

Температурные зависимости плотности покры-
тий, рассчитанные аналитически и методом МД в
указанных условиях, представлены на рис. 4. Хоро-
шее согласие численных и аналитических результа-
тов свидетельствует об адекватности модели. Ана-
литический расчет несколько занижает температу-
ру десорбции по сравнению с численным. Частично
этот эффект связан с рассмотренной ранее неточно-
стью при вычислении частот колебаний. Кроме то-
го, отметим, что расхождение более выражено для
расплава, чем для кристаллической подложки. Уси-
ление взаимодействия фуллеренов с поверхностью
жидкости может быть связано с капиллярными яв-
лениями.

Моделирование методом молекулярной динами-
ки не предсказывает образования карбида Al4C3

при высоких температурах, которое наблюдалось в
экспериментах с фуллеренами и углеродными нано-
трубками [50, 51]. Это объясняется малыми време-
нами МД-моделирования и активационным харак-
тером химической реакции.

В условиях исследований методом ТПД скорос-
ти нагрева могут варьироваться в широком диапа-
зоне значений [16]. Для анализа кинетики десорбции
в настоящей работе рассмотрены скорости нагрева
cT0 = 0.1, 3, 10 К/с (обозначения переменных со-
ответствуют (16)). Теоретические зависимости n(T )
сравнивались с экспериментальными данными [13],
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Рис. 5. Температурные зависимости плотностей покрытия поверхности (a) и скоростей десорбции (б), рассчитанные по
уравнениям (24) и (25). Сплошные линии соответствуют скорости нагрева 0.1 К/с, штрихпунктирные линии — 3 К/с,
штриховые линии — 10 К/с. Экспериментальные данные из [13], полученные при скорости нагрева 3 K/с, обозначе-
ны крестиками. Пунктирной линией показаны результаты аналитических расчетов, выполненных в настоящей работе по

уравнению (24) со значением W0 = −2.34 эВ из [14]

где скорость нагрева составляла 3 К/с. Результаты
представлены на рис. 5a. Кроме того, предложенная
модель была использована для расчета кинетики де-
сорбции при скорости нагрева 3 K/с, соответствую-
щей эксперименту [13], для значенияW0 = −2.34 эВ,
взятого из [14]. Полученный результат сравнивался
с данными настоящей работы и экспериментом [13]
(см. рис. 5a). Расчетные температурные зависимо-
сти скорости десорбции при различных скоростях
нагрева показаны на рис. 5б.

Из рис. 5 видно, что при использовании резуль-
татов расчетов ab initio из настоящей статьи предло-
женная аналитическая модель воспроизводит экспе-
риментальные данные [13] с высокой точностью. Ис-
пользование значения энергии связи из работы [14]
приводит к замедлению десорбции и ухудшению со-
гласия между теорией и экспериментом. С ускоре-
нием нагрева максимум скорости десорбции смеща-
ется в область более высоких температур. Максиму-
мы скорости десорбции при скоростях нагрева 0.1,
3 и 10 К/с соответствуют температурам 685, 757 и
785 К. Полученный диапазон от 685 K до 785 K пол-
ностью согласуется с данными [9,11], согласно кото-
рым температура десорбции составляет 730 K. Ре-
зультаты моделирования указывают на единствен-
ный пик функции k(T ), что является следствием ис-
пользованного предположения о постоянстве энер-
гии связи W0, независимо от расположения фулле-
ренов на подложке.

3.3. Капиллярные явления на границах
между расплавом алюминия и

погруженными в него фуллеренами C60

Анализ состояния расплава алюминия с погру-
женными в него фуллеренами указывает на нерав-
новесность системы. В этом случае можно выделить
несколько процессов с разными характерными вре-
менами. Релаксация функции распределения ато-
мов по скоростям в данном случае является наибо-
лее быстрым процессом, характерное время которо-
го составляет τat ∼ 1–10 пс, т. е. в 10–100 раз больше
периода колебаний атомов. Установление равновес-
ного поступательного движения фуллеренов зани-
мает немного больше времени, τC60 ∼ 5τat. Прибли-
женно время этого процесса можно оценить, учиты-
вая, что при лобовом упругом столкновении частиц
с массами m1 и m2 (m1 < m2) величина перераспре-
деленной энергии ΔE ∝

√
m1/m2. Релаксация про-

странственного распределения фуллеренов опреде-
ляется коэффициентом диффузии D наночастиц в
расплаве. ЗначениеD ∼ 10−5 см2/с может быть при-
нято в качестве разумной оценки. Время релаксации
процесса диффузии τD = 1/(4Dn

2/3
s0 ) ∼ 10−10 с, где

ns0 ≈ 1.15 · 10−4 Å−3 — концентрация фуллеренов
в единице объема. Кроме того, из теории коллоид-
ных растворов известно, что при слабой смачивае-
мости окружающей жидкостью частицы склонны к
коагуляции под действием капиллярных сил [52–54].

7 ЖЭТФ, вып. 1
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Процесс кластеризации фуллеренов в расплаве алю-
миния наблюдался и в наших расчетах. Для пред-
варительной оценки характерного времени процес-
са воспользуемся допущениями, принятыми в тео-
рии Смолуховского [53, 54]. Предположим, что ан-
самбль фуллеренов можно представить как идеаль-
ный газ броуновских частиц. Мы также предпола-
гаем, что элементарный акт коагуляции происходит
всегда при сближении двух фуллеренов на расстоя-
ние, меньшее или равное 2Rf ≈ 10.4 Å. Для описа-
ния процесса используем кинетическое уравнение:

dns

dt
= −kCn2

s, (28)

где ns — концентрация свободных фуллеренов,
которая рассчитывалась непосредственно в ходе
МД-моделирования. В начальный момент времени
ns = ns0 . Константа скорости коагуляции kC в тео-
рии Смолуховского определяется выражением

kC = 8πRfD. (29)

Из уравнения (28) следует линейная зависимость
обратной концентрации свободных фуллеренов от
времени:

ns0

ns
= 1 + ns0kCt. (30)

В качестве характерного времени коагуляции
обычно используется величина τ1/2 — время, за ко-
торое концентрация свободных частиц уменьшается
в два раза. Используя выражения (29) и (30), можно
оценить время коагуляции как

τ1/2 = (8πns0RfD)−1 ≈ 7 · 10−10 с.

Выполненные оценки масштабов времен релак-
сационных процессов предполагают разумный вы-
бор времени МД-моделирования 10 нс. Согласно
оценкам, использующим предположение об отсут-
ствии взаимодействия между фуллеренами в рас-
плаве, времена диффузии и коагуляции являются
величинами одного порядка малости, т. е. невозмож-
но разделить эти процессы на «быстрые» и «медлен-
ные». Однако результаты моделирования методом
МД свидетельствуют о различных скоростях диф-
фузии и коагуляции и позволяют сделать вывод о
сильном взаимодействии между фуллеренами.

В настоящей работе для более точного расчета
скорости коагуляции был выполнен анализ траек-
торий центров масс фуллеренов, вычисленных мето-
дом МД. Константа скорости коагуляции была опре-
делена путем аппроксимации временной зависимо-
сти концентрации свободных фуллеренов формулой

Рис. 6. Зависимость обратной концентрации свободных
фуллеренов от времени: кружками обозначены результа-
ты расчетов МД, сплошная линия — аппроксимация вы-
ражением (30), где kC ≈ 4.84 · 10−13 см3· с−1 — константа

скорости коагуляции

(30). Связанными при этом считались фуллерены,
расстояние между центрами масс которых не превы-
шает 2(R+Rc) ≈ 9.5 Å (Rc = 2.1 Å — радиус обрезки
потенциала Терсоффа [35]).

На рис. 6 представлена зависимость обратной
концентрации свободных молекул от времени.
Характерное время процесса коагуляции τ1/2 =

= (kCns0)
−1 ≈ 18.0 нс, что примерно в 25 раз

больше значения, полученного с использованием
теории Смолуховского. На временных интервалах
t0 � τ1/2 процессом коагуляции можно пренебречь.
В частности, за время t0 = 1 нс после начала
вычислений около 5% фуллеренов образовали свя-
занные кластеры. Следовательно, для временного
интервала t ≤ 1 нс можно рассчитать коэффициент
диффузии свободных фуллеренов в расплаве. На
рис. 7 показана зависимость среднеквадратично-
го смещения (MSD) фуллеренов от времени при
t ≤ 1 нс.

В простых жидкостях MSD имеет два характер-
ных режима, для разделения которых удобно ис-
пользовать график в логарифмическом масштабе.
В баллистическом режиме зависимость имеет вид
〈Δr2〉 = v2t2, а в диффузионном режиме — 〈Δr2〉 =
= 6Dt. Из рис. 7 видно, что диффузионный режим
соответствует времени t > 0.2 нс. Линейная аппрок-
симация численных результатов выполнялась для
этого временного интервала. Полученный в резуль-
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Рис. 7. Зависимости MSD от времени в линейном (а) и логарифмическом (б) масштабах. Кружками обозначены резуль-
таты вычислений МД, сплошные линии — линейная аппроксимация

тате вычислений методом МД коэффициент диффу-
зии D = 3.64 · 10−5 см2/с по порядку величины со-
ответствует использованному ранее в оценках зна-
чению D ∼ 10−5 см2/с. Результаты расчетов поз-
воляют уточнить время диффузионной релаксации,
tD = 0.29 нс. Пересчет константы скорости коагу-
ляции по формуле Смолуховского (29) дает kC ≈
≈ 4.77 · 10−11 см3· с−1, что соответствует характер-
ному времени τ1/2 ≈ 0.18 нс.

Сравнение времен релаксации подтверждает воз-
можность разделения неравновесных процессов коа-
гуляции и диффузии на «медленные» и «быстрые».
Подчеркнем, что оценка константы скорости коагу-
ляции согласно теории Смолуховского, предполага-
ющей отсутствие взаимодействия между фуллере-
нами, дает значение примерно в 100 раз превышаю-
щее результат, полученный из МД-моделирования.
Поэтому можно сделать вывод, что взаимодействие
между фуллеренами отлично от нуля на расстояни-
ях, превышающих 2(R + Rc), а процесс коагуляции
носит активационный характер.

На рис. 8 показаны функции радиального рас-
пределения (RDF) центров масс молекул C60. Функ-
ции усреднялись по разным временным интервалам:
t ∈ [0, 1] нс, t ∈ [5, 6] нс и t ∈ [9, 10] нс.

Эволюция RDF связана с ростом узкого пика в
окрестности точки rn1/3 = 0.45 (9.24 Å), который ха-
рактеризует количество связанных молекул. Функ-
ция g(r) имеет ярко выраженные максимумы в точ-
ках 0.71, 0.82 и 0.94 (14.6, 16.8 и 19.3 Å), что указы-
вает на неидеальность ансамбля фуллеренов. В ходе

Рис. 8. RDF центров масс фуллеренов, погруженных в
расплав алюминия. Сплошная линия соответствует RDF,
усредненной на временном интервале t ∈ [0, 1] нс, штрихо-
вая линия — t ∈ [5, 6] нс, пунктирная линия — t ∈ [9, 10] нс.
Вставка иллюстрирует расположение фуллеренов в рас-

плаве, соответствующее первым двум пикам

моделирования для взаимодействия между атомами
углерода был использован только короткодейству-
ющий потенциал: радиус обрезки потенциала Тер-
соффа [35] равен 2.1 Å. В случае, если расстояние
между центрами масс больше 9.5 Å, потенциал Тер-
соффа не вносит вклада в межмолекулярное взаи-
модействие. Можно предположить, что взаимодей-
ствие фуллеренов на больших расстояниях связано с
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упругой деформацией расплава алюминия под дей-
ствием капиллярных сил.

Подчеркнем, что в настоящей работе не учитыва-
лось имеющее место перераспределение заряда при
образовании полярных ковалентных связей Al–C, и
фуллерены считались электрически нейтральными.
Мы предполагаем, что учет кулоновского отталки-
вания между фуллеренами приведет к замедлению
процесса коагуляции, поэтому рассчитанное в насто-
ящей работе значение константы скорости можно
считать оценкой сверху. Исследование влияния ку-
лоновских поправок к потенциалу межмолекуляр-
ного взаимодействия на скорость коагуляции фул-
леренов в расплаве выходит за рамки настоящей ра-
боты.

Изменение параметров состояния в результа-
те релаксации системы при образовании класте-
ров связанных фуллеренов несущественно. Разница
между значениями температуры и давления, рас-
считанными и усредненными за первую и десятую
наносекунды, составляет 3 K и 300 бар, а сред-
неквадратические отклонения составляют 0.85 K и
80 бар. Таким образом, изменение параметров со-
стояния во время релаксации по порядку величины
совпадает со статистической ошибкой.

Расчет давления Лапласа, действующего на фул-
лерены со стороны расплава алюминия, дает значе-
ние p = 1.49 ГПа. Эта величина медленно изменяет-
ся при коагуляции фуллеренов: изменение за 10 нс
в ходе моделирования не превысило 0.5%. Положи-
тельное значение p указывает на слабую смачива-
емость фуллеренов расплавом. Поверхностное на-
тяжение, рассчитанное по формуле (6), составляет
γ = 0.39 Дж/м2. Согласно [55], коэффициент по-
верхностного натяжения алюминия, рассчитанный
с тем же потенциалом при 1000 К, составляет при-
мерно 0.71 Дж/м2, т. е. больше на 0.32 Дж/м2, а
для межфазной границы между расплавом алюми-
ния и графитовой подложкой — 0.18 Дж/м2, т. е.
меньше на 0.21 Дж/м2. Поскольку притяжение меж-
ду атомами углерода и алюминия в случае фулле-
ренов намного сильнее, чем для графита, несколь-
ко неожиданно, что свободная энергия единицы по-
верхности Al/C60 оказывается выше. По-видимому,
данный эффект связан со сферической геометрией
фуллерена и меньшим количеством участвующих во
взаимодействии атомов.

Для определения КТР фуллеренов анализиро-
вался ансамбль из 1000 невзаимодействующих мо-
лекул. Расчетная зависимость объема фуллерена от
температуры близка к линейной (см. рис. 9).

Рис. 9. Температурная зависимость объема фуллере-
на. Кружками обозначены результаты МД-моделирования,
сплошной линией — аппроксимация Vf/V0 = βT + 1.
V0 = 589.79 Å3 — объем фуллерена при 0 K, рассчитанный
путем экстраполяции результатов вычислений, β — КТР

Рассчитанный по формуле (7) с использованием
линейной аппроксимации результатов МД КТР со-
ставил β = 1.15 · 10−5 K−1. Представленные резуль-
таты отличаются от данных [56], где авторы получи-
ли нелинейную зависимость V (T ) в диапазоне тем-
ператур от 0 до 400 K, а КТР принимал значения
от −1 · 10−5 K−1 до 2.0 · 10−5 K−1. Отметим, что ав-
торами [56] получена сильная зависимость β(T ) при
низких температурах. При повышении температу-
ры выше 300 К КТР медленно возрастает, асимп-
тотически приближаясь к некоторому постоянному
значению β ≈ 2.0 · 10−5 K−1. Значение КТР, рас-
считанное в настоящей статье, заметно меньше, чем
рассчитанное в [56], что иллюстрирует уже обсуж-
давшийся ранее факт сильной зависимости парамет-
ров β, γ и K от метода расчета радиуса фуллерена.
Напомним, что в настоящей работе использован ра-
диус контактной поверхности Rf = R + 2−5/6σ, а в
[56] авторы использовали среднее расстояние от ато-
мов до центра масс фуллерена R. Пересчет КТР с
использованием R дает значение β = 1.63 ·10−5 K−1,
что неплохо согласуется с данными [56] при темпе-
ратурах выше 250 К.

Среди возможных причин расхождения резуль-
татов при более низких температурах можно выде-
лить использование потенциала Терсоффа для опи-
сания взаимодействия атомов углерода. Согласно
результатам [56], где расчет сил и энергии выпол-
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нялся в рамках DFT, потенциал Терсоффа неудо-
влетворительно описывает температурную зависи-
мость объема углеродных наночастиц при низких
температурах.

Под действием давления Лапласа p = 1.49 ГПа
фуллерены, погруженные в алюминий, уменьшают
свой объем. Изначально при 1000 K радиус фулле-
рена Rf составлял 5.223 Å (R = 3.705 Å), а после
погружения в расплав Rf = 5.207 Å (R = 3.689 Å).
Расчет по формуле (8) дает значение объемного мо-
дуля K = 162 ГПа, которое отличается от результа-
тов DFT-вычислений [43,57] (868 ГПа и 874 ГПа со-
ответственно). Кроме того, наблюдается существен-
ное расхождение результатов с данными работы [58],
где с использованием различных эмпирических по-
тенциалов для углерода были получены значения в
диапазоне от 370 ГПа до 694 ГПа. Указанные рас-
хождения лишь отчасти можно объяснить выбран-
ным в настоящей работе способом вычисления объ-
ема фуллерена. Использование в расчетах по фор-
мулам (5) и (8) в качестве радиуса фуллерена сред-
него расстояния от центра масс до ядер атомов дает
значение объемного модуля KT = 324 ГПа. Это зна-
чение намного меньше величины 674 ГПа, получен-
ной с использованием потенциала Терсоффа в рабо-
те [58]. Расхождение объясняется тем фактом, что в
представленном исследовании использовалась ори-
гинальная параметризация потенциала Терсоффа,
предложенная в работах [35, 36], в то время как ав-
торы [58] модифицировали параметры потенциала
с целью лучшего описания доступных эксперимен-
тальных данных. Несколько лучше рассчитанная в
настоящей работе величина KT = 324 ГПа согла-
суется со значением 370 ГПа из работы [58], полу-
ченным с использованием потенциала [59]. Заметим,
что в нашей работе объемный модуль был вычислен
при 1000 K, в то время как в [58] расчеты выполня-
лись при нулевой температуре. Предполагая моно-
тонное убывание величин упругих модулей с ростом
температуры, мы считаем указанное соответствие
разумным. Причины же расхождений полученных
результатов с данными DFT-моделирования могут
быть связаны как с приближенным описанием меж-
атомных взаимодействий при использовании потен-
циала [35], так и с приближенным учетом корреля-
ции электронов в DFT.

4. ВЫВОДЫ

Исследовано взаимодействие поверхностей алю-
миния в жидком и твердом состояниях с фуллерена-

ми C60. С использованием DFT рассчитана энергия
связи фуллеренов с подложкой Al(111). Определены
параметры потенциала Леннарда-Джонса для пар
атомовAl–C. Предложена аналитическая модель де-
сорбции фуллеренов с подложки. Все использован-
ные в модели эмпирические параметры были взяты
из расчетов ab initio. Модель обеспечивает хорошее
согласие с полученными в настоящей работе резуль-
татами расчетов методом МД и известными из ли-
тературы экспериментальными данными.

Потенциал (1) был применен для исследования
капиллярных явлений на границах между распла-
вом алюминия и фуллеренами. Рассчитанное при
температуре 1000 К значение давления Лапласа,
действующего на фуллерены, составило 1.49 ГПа,
а коэффициент поверхностного натяжения γ =

= 0.39 Дж/м2. Это значение больше полученного
нами ранее значения коэффициента поверхностного
натяжения межфазной границы между алюминием
и графитом [55].

Поскольку расплав алюминия слабо смачивает
поверхность фуллерена, молекулы, распределенные
в расплаве, склонны к образованию связанных клас-
теров. В настоящей работе коагуляция наблюдалась
в ходе прямого МД-моделирования, проводимого на
временном интервале 10 нс. Характерное время про-
цесса коагуляции на указанном временном интерва-
ле составляет τ1/2 ≈ 18.0 нс. Это намного больше
времени релаксации диффузионного распределения
фуллеренов по объему, tD ≈ 0.29 нс. Следователь-
но, можно разделить «быстрый» процесс диффузи-
онного распределения и «медленный» процесс коа-
гуляции для приближенного анализа метастабиль-
ной системы с использованием методов равновесной
статистической физики.

RDF центров масс фуллеренов имеет ярко вы-
раженные максимумы и минимумы, что указыва-
ет на сильное взаимодействие между молекулами.
Взаимодействие носит капиллярный характер и осу-
ществляется в результате перекрывания полей упру-
гих напряжений в расплаве алюминия.

Анализ кинетики коагуляции подтверждает на-
личие сильного капиллярного взаимодействия меж-
ду фуллеренами. Применение модели Смолуховско-
го ведет к завышению константы скорости коагу-
ляции примерно на два порядка величины по срав-
нению с рассчитанной при моделировании методом
МД. Следовательно, процесс коагуляции имеет ак-
тивационный барьер, возникновение которого мож-
но объяснить наличием дальнодействующего потен-
циала межмолекулярного взаимодействия.
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Рассчитаны значения КТР и объемного моду-
ля фуллеренов. В интервале температур от 100 до
2000 K полученное значение КТР постоянно и рав-
но 1.15 · 10−5 K−1. Этот результат расходится с дан-
ными [56], где отмечена сильная зависимость β(T )
при T ≤ 300 K, а при T ≥ 300 K — медленное из-
менение значения β от 1.8 · 10−5 до 2.0 · 10−5 K−1.
Расхождения, полученные при 100 ≤ T ≤ 300K, свя-
заны с использованием в настоящей работе потен-
циала Терсоффа, который не воспроизводит зави-
симость β(T ) при низких температурах. Причиной
расхождения при T ≥ 300 K является выбор мето-
да расчета объема фуллерена. В настоящей работе
объем вычислялся с использованием радиуса кон-
тактной поверхности Rf , учитывая конечные значе-
ния атомных размеров, в то время как в [56] было
использовано среднее расстояние R от центра масс
фуллерена до атомов углерода. Пересчет КТР с ис-
пользованием R в качестве радиуса фуллерена дает
значение β = 1.63 · 10−5 K−1, которое согласуется с
данными из [56].

Вычисленное значение объемного модуля фулле-
ренаKT = 162 ГПа. Это значение заметно отличает-
ся от имеющихся в литературе данных [43,57,58,60],
что лишь отчасти объясняется зависимостью объ-
емного модуля от выбора способа расчета объема
наночастицы. Пересчет с использованием в качестве
радиуса фуллерена среднего расстояния от атомов
углерода до центра масс молекулы дает величину
324 ГПа. Анализ литературных данных [58] свиде-
тельствует также о чувствительности результатов
вычислений упругих модулей к выбору модели вза-
имодействия для атомов углерода.

Финансирование. Работа выполнена при фи-
нансовой поддержке Министерства науки и высше-
го образования Российской Федерации (соглашение
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Выведены нелинейные уравнения, обобщающие модель случайных блужданий с непрерывным временем
на случай конечных концентраций. Уравнения учитывают два фактора, ответственных за возникновение
аномальной диффузии: нелинейность и нарушение локального равновесия. В локально-равновесных усло-
виях они сводятся к нелинейному уравнению Фоккера –Планка, которое может интерпретироваться как
транспортное уравнение для фермионов с множественными энергетическими уровнями. Как следствие
нелинейных уравнений, получены два линейных немарковских уравнения с функциями памяти, зави-
сящими от концентрации. Одно уравнение описывает диффузию малого отклонения от равновесного
состояния, а второе — диффузию меченых частиц в равновесной системе. Показано, что возникновению
аномальной диффузии благоприятствуют низкие концентрации.

DOI: 10.31857/S0044451022010096

1. ВВЕДЕНИЕ

Модель случайных блужданий с непрерывным
временем (СБНВ), разработанная Монтроллом и
Вейссом [1], является обобщением обычных случай-
ных блужданий и предназначена для описания ано-
мальной диффузии. На практике она впервые бы-
ла использована для описания дисперсионного пе-
реноса заряда в неупорядоченных полупроводни-
ках [2–4]. В дальнейшем эта модель успешно при-
менялась к описанию различных процессов в са-
мых разнообразных областях от физики до финан-
сов [5–7]. В настоящее время модель СБНВ является
одним из наиболее популярных и часто использу-
емых средств описания аномальных транспортных
процессов [8–10].

В оригинальной модели СБНВ предполагается,
что блуждающие частицы не взаимодействуют друг
с другом. Но на практике часто встречаются про-
цессы, которые протекают при конечных концен-
трациях, когда межчастичными взаимодействиями
пренебрегать нельзя. Проблема включения нели-
нейных эффектов, обусловленных взаимодействия-

* E-mail: shkilevv@ukr.net

ми частиц, в уравнения, описывающие аномальные
транспортные процессы, рассматривалась в работах
[11–14]. Однако для модели СБНВ правильные урав-
нения до настоящего времени найдены не были.

Физическая интерпретация модели СБНВ может
быть разной. Чаще всего ее рассматривают как при-
ближение среднего поля к модели случайных лову-
шек. В такой интерпретации эта модель адекватно
представляет многие процессы как в физике, так и
в других областях. Например, недавно авторы рабо-
ты [15] установили, что аномальная диффузия воды
на поверхности протеина обусловлена наличием на
этой поверхности ловушек с разными временами за-
держки.

Приближение среднего поля к модели случайных
ловушек может быть сформулировано как в виде
немарковской модели СБНВ, так и в виде марков-
ской системы дифференциальных уравнений с част-
ными производными [16–19]. В данной работе имен-
но марковские уравнения берутся в качестве исход-
ных при обобщении модели СБНВ на нелинейные
процессы. Включение нелинейных эффектов в эти
уравнения выполняется проще, чем непосредствен-
но в модель СБНВ.

Рассматриваемые в данной работе уравнения яв-
ляются частным случаем более общих уравнений,
ранее полученных в работах [16–19]. Из множе-
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ства факторов, учитываемых общими уравнениями,
здесь принимаются во внимание только коротко-
действующие силы отталкивания, не позволяющие
двум частицам одновременно находиться в одной
ловушке. Этот тип межчастичных взаимодействий
(именуемый эффектом исключения) во многих слу-
чаях является наиболее существенным. Он обычно
учитывается при моделировании переноса заряда в
неупорядоченных полупроводниках [20]. Эффектом
исключения авторы работы [15] объяснили резкий
переход от аномальной диффузии воды на поверх-
ности протеина к нормальной.

Используемый в данной работе вывод нелиней-
ных уравнений отличается от предложенного в [16–
19] тем, что выводимые уравнения рассматривают-
ся как обобщение модели СБНВ, а не как результат
непосредственного применения приближения сред-
него поля к модели случайных ловушек. Конкрет-
но это отличие выражается в том, что элементар-
ный физический объем представляется не множе-
ством узлов, а одним узлом. Предполагается, что все
ловушки, относящиеся к элементарному физическо-
му объему, сосредоточены в одном узле, и что при
разных посещениях этого узла частица может попа-
дать в разные ловушки (так называемый annealed
disorder). Формально различие двух подходов сво-
дится к тому, что в одном координаты разных ло-
вушек, находящихся в одном элементарном физи-
ческом объеме, считаются разными, а в другом —
одними и теми же. При переходе к континуальному
пределу это различие нивелируется, поэтому окон-
чательные уравнения в обоих подходах получаются
одинаковыми.

Статья построена следующим образом. В разд. 2
выводятся нелинейные уравнения для процессов,
проходящих в локально-неравновесных условиях. В
разд. 3 рассматриваются условия локального рав-
новесия. В этом случае общие уравнения сводятся
к нелинейному уравнению Фоккера –Планка. Для
этого уравнения доказывается H-теорема. В качест-
ве H-функции используется свободная энергия час-
тиц, подчиняющихся статистике Ферми –Дирака.
Показывается, что это уравнение способно описы-
вать аномальную диффузию. В разд. 4 из общих
нелинейных уравнений выводятся линейные немар-
ковские уравнения для диффузии малого откло-
нения от равновесного состояния и для диффузии
меченых частиц. Рассматриваются частные случаи
этих уравнений, соответствующие функции распре-
деления времени ожидания с тяжелым степенным
хвостом. Показывается, что проявление аномальной
диффузии более выражено при низких концентра-

циях. В разд. 5 обсуждаются полученные результа-
ты.

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ДЛЯ
ЛОКАЛЬНО-НЕРАВНОВЕСНЫХ УСЛОВИЙ

Если модель СБНВ интерпретируется как при-
ближение среднего поля к модели случайных лову-
шек, то функция распределения времени ожидания,
являющаяся ее основным параметром, представля-
ется в виде

ψ(t) =
N∑
i=1

αiνi exp(−νit), (1)

где N — число типов ловушек, αi — доля ловушек
i-го типа, νi = 1/τi, τi — среднее время пребыва-
ния частицы в ловушке i-го типа. Такое представ-
ление означает, что общая функция распределения
есть сумма функций распределения, соответствую-
щих разным случайным событиям. Случайное собы-
тие состоит в том, что, прибывая в некоторый узел,
частица попадает в ловушку i-го типа. Вероятность
этого события равна αi, а соответствующая этому
событию функция распределения есть νi exp(−νit).
Имея такое представление, можно, кроме обычного
немарковского уравнения модели СБНВ, записать
также детальные марковские уравнения, позволяю-
щие корректным образом включить в модель меж-
частичные взаимодействия.

Запишем систему линейных марковских уравне-
ний, эквивалентную немарковской модели СБНВ.
Для простоты будем рассматривать случайные
блуждания на регулярной одномерной решетке.
Уравнение для вероятности нахождения частицы в
ловушках i-го типа в узле k, ρki запишется как

∂ρki
∂t

= −νiρki + αiF
k. (2)

Это уравнение выражает баланс вероятности. Пер-
вый член в правой части представляет собой ско-
рость оттока вероятности из ловушек i-го типа, на-
ходящихся в узле k, а второй — скорость притока
вероятности в эти ловушки из соседних узлов. Сум-
марная скорость притока в этот узел F k разделяется
между ловушками разных типов в соответствии с их
долями αi. Уравнение для суммарной вероятности

ρk =
N∑
j=1

ρkj (3)

запишется как
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∂ρk

∂t
= −

N∑
j=1

νjρ
k
j +

N∑
j=1

νj
2

[
ρk−1
j + ρk+1

j

]
. (4)

Общий отток вероятности из узла k, представлен-
ный первым членом в правой части, равен сумме
оттоков из всех ловушек, находящихся в этом узле.
Общий приток вероятности, представленный вто-
рым членом, равен сумме притоков из узлов k − 1

и k + 1. Предполагается, что вероятности скачков
налево и направо одинаковы и равны 1/2. N урав-
нений (2) вместе с соотношением (3) и уравнением
(4) составляют замкнутую систему уравнений отно-
сительно ρki , ρk и F k. Нетрудно убедиться, что эта
система марковских уравнений эквивалентна немар-
ковскому уравнению модели СБНВ с функцией рас-
пределения времени ожидания (1) [21].

Обобщим полученную систему уравнений на слу-
чай взаимодействующих частиц, принимая во вни-
мание только эффект исключения. Теперь будем
рассматривать величину ρki не как вероятность, а
как концентрацию частиц в элементарном физиче-
ском объеме, соответствующем узлу k. Будем учи-
тывать не только диффузию, но и дрейф, обуслов-
ленный внешней силой.

В приближении среднего поля учет эффекта ис-
ключения заключается в добавлении к каждой ско-
рости перетока множителя равного вероятности то-
го, что целевая ловушка не занята. Этот множитель
записывается в виде (1−θki ). Здесь θki — вероятность
того, что ловушка i-го типа в узле k занята. Она вы-
ражается через концентрацию следующим образом:

θki = ρki /αiρm. (5)

В знаменателе здесь стоит концентрация ловушек
i-го типа, равная произведению общей концентра-
ции ловушек ρm на долю ловушек i-го типа. С уче-
том сказанного второй член в правой части уравне-
ния (2) преобразуется в

αi(1− θki )F
k. (6)

Первый член будет состоять из двух слагаемых, рав-
ных потокам из узла k в узлы k − 1 и k + 1:

q(1− θk−1)νiρ
k
i + (1− q)(1− θk+1)νiρ

k
i . (7)

Здесь θk−1 — вероятность того, что узел k занят:
θk−1 = ρk/ρm; θk+1 имеет аналогичный смысл. Па-
раметр q (0 < q < 1) равен вероятности того, что
скачок будет совершен налево. Таким образом, обоб-
щенное уравнение (2) запишется в виде

∂ρki
∂t

= −
[
1− qθk−1 − (1− q)θk+1

]
νiρ

k
i +

+ αi(1 − θki )F
k. (8)

В континуальном пределе отсюда получается

∂ρi/∂t = −(1− θ)νiρi + αi(1− θi)F. (9)

Ради большей наглядности здесь у функций ρi(t, x),
θ(t, x), θi(t, x), F (t, x) опущены аргументы.

Чтобы записать уравнение для суммарной кон-
центрации частиц, обобщающее уравнение (4), вос-
пользуемся результатом, полученным Каниадаки-
сом в работе [22] (см. также [23]). В этой работе
Каниадакис вывел нелинейное уравнение Фоккера –
Планка в рамках решеточной модели при довольно
общих предположениях относительно скоростей пе-
реходов. Он предположил, что скорость перехода из
узла k в узел k∓1 (знак «−» здесь соответствует пе-
реходам налево, а знак «+» — переходам направо)
имеет вид

Wk,k∓1 = ω∓a(ρk)b(ρk∓1), (10)

где ω∓ — частотные множители (в данной ра-
боте они будут считаться постоянными); a(ρk) и
b(ρk∓1) — положительные функции, зависящие от
концентрации соответственно в исходном и целевом
узлах. Это предположение после стандартных пре-
образований приводит к уравнениюФоккера –План-
ка следующего вида:

∂ρ

∂t
= D0

∂

∂x

[
a(ρ)b(ρ)

kBT

∂U(x)

∂x
+ b2(ρ)

∂

∂x

a(ρ)

b(ρ)

]
. (11)

Здесь

D0 =
ω+ + ω−

2
h2,

h — расстояние между узлами решетки, U(x) —
внешний потенциал, kB — постоянная Больцмана,
T — абсолютная температура.

В рассматриваемом нами случае общая (просум-
мированная по всем ловушкам) скорость перехода
из узла k в узел k − 1 имеет вид

Wk,k−1 = q(1− θk−1)

N∑
j=1

νjρ
k
j . (12)

Частоты νj обычно представляются в виде

νj = ν0 exp
εj
kBT

,

где ν0 — не зависящий от j множитель, εj — по-
тенциальная энергия частицы в ловушке j-го типа.
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Сумму
∑N

j=1 νjρ
k
j можно рассматривать как функ-

цию от суммарной концентрации, поскольку парци-
альные концентрации ρkj выражаются через нее с
помощью уравнений (8) и соотношения (3). Таким
образом, если ввести обозначения

ω− = qν0, a(ρk) =

N∑
j=1

κjρ
k
j ,

b(ρk−1) = 1− θk−1,

где κj = exp(εj/kBT ), то становится очевидным, что
скорость перехода (12) имеет требуемый вид (10).
То же относится и к скорости перехода из узла k в
узел k + 1. Следовательно, уравнение, обобщающее
(4), будет иметь вид (11) со следующими функция-
ми a(ρ) и b(ρ):

a(ρ) =

N∑
j=1

κjρj(x), (13)

b(ρ) = 1− θ(x). (14)

Но в данном случае уравнение (11) само по себе не
определяет общую концентрацию ρ(x), потому что
функция a(ρ) выражена через ρ не явно, а посред-
ством парциальных концентраций ρj(x). Это урав-
нение должно решаться совместно с уравнениями
(9) и соотношением

ρ =

N∑
j=1

ρj , (15)

которое является континуальным аналогом соотно-
шения (3).

3. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ
ФОККЕРА–ПЛАНКА

Уравнения (9) и (11), составляющие рассматри-
ваемую здесь нелинейную, локально-неравновесную
модель, отличаются друг от друга в двух отношени-
ях. Во-первых, они описывают разные физические
процессы. Уравнения (9) описывают процесс уста-
новления локального равновесия, а уравнение (11)
является уравнением диффузии-дрейфа, оно опи-
сывает распространение концентрации по простран-
ству. Во-вторых, правые части этих уравнений со-
стоят из членов разного порядка величины. Урав-
нения (9) содержат только безградиентные члены, а
уравнение (11) — только градиентные, которые ма-
лы по сравнению с безградиентными. Это позволя-
ет различать два этапа в развитии диффузионного

процесса. На первом этапе оба процесса идут парал-
лельно, а на втором этапе диффузия идет в услови-
ях установившегося локального равновесия. На этом
втором этапе левая часть уравнения (9) пренебре-
жимо мала по сравнению с двумя членами правой
части, поэтому парциальные концентрации выража-
ются через общую концентрацию и переменную F с
помощью соотношений

ρi = ρm
αiλ

κi + λ
, (16)

где λ — активность:

λ =
F

ν0ρm(1 − θ)
. (17)

Суммирование этих соотношений дает связь между
θ и λ:

θ = 1− φ(λ), (18)

где

φ(λ) =
N∑
j=1

αjκj
κj + λ

. (19)

С использованием соотношений (16)–(19) уравнение
(11) преобразуется в нелинейное уравнение Фокке-
ра –Планка

∂ρ

∂t
= ρmD0

∂

∂x

[
(1− θ)2

(
λ

kBT

∂U

∂x
+
∂λ

∂x

)]
, (20)

которое должно решаться совместно с соотношени-
ем (18). Отметим, что функция φ(λ), фигурирую-
щая в (18), практически совпадает с преобразовани-
ем Лапласа функции распределения времени ожи-
дания (1):

φ(λ) = ψ̂(ν0λ). (21)

Преобразование Лапласа функции времени ψ(t)

определяется как

ψ̂(s) =

∞∫
0

exp(−st)ψ(t) dt.

Вводя коэффициент диффузии

D = D0(1− θ)2
∂λ

∂θ
(22)

и подвижность

α = D0(1 − θ)2
λ

kBTθ
, (23)
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уравнение (20) можно записать в привычной форме:

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

[
αρ
∂U

∂x
+D

∂ρ

∂x

]
. (24)

Выражения для коэффициента диффузии (22) и по-
движности (23) являются частными случаями более
общих выражений, ранее полученных в [19, 24, 25].

Если имеется только один тип ловушек, т. е. если
N = 1, то активность явно выражается через θ по
формуле

λ =
κ1θ

1− θ

и уравнение (20) сводится к уравнению для ферми-
онов с одним энергетическим уровнем [26]:

∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

[
(1− θ)ρ

kBT

∂U

∂x
+
∂ρ

∂x

]
. (25)

Если N > 1, то уравнение (20) может интерпре-
тироваться как уравнение для фермионов с мно-
жественными энергетическими уровнями. Действи-
тельно, из этого уравнения следует, что в состоянии
равновесия при наличии внешнего потенциала ак-
тивность изменяется вдоль x по закону

λ(x) = exp

(
−U(x) + const

kBT

)
. (26)

Подстановка этого выражения в (16) показывает,
что вероятность заполнения i-го энергетического
уровня имеет вид распределения Ферми –Дирака:

θi(x) =

{
1 + exp

(
εi + U(x) + const

kBT

)}−1

. (27)

Это распределение является распределением не
только по энергетическим уровням, но и по про-
странственной координате. Покажем, что оно
доставляет минимум функционалу свободной
энергии частиц, подчиняющихся статистике Фер-
ми –Дирака.

Как известно, энтропия фермионов записывает-
ся как [27]

S = −kBρm
+∞∫

−∞
dx×

×
N∑
i=1

αi [θi ln(θi) + (1− θi) ln(1 − θi)] , (28)

а внутренняя энергия как

E = ρm

+∞∫
−∞

dx

[
Uθ +

N∑
i=1

αiεiθi

]
. (29)

Следовательно, производная по времени от свобод-
ной энергии (F = E − TS) запишется как

dF

dt
=

+∞∫
−∞

dx

[
U
∂ρ

∂t
+kBT

N∑
i=1

∂ρi
∂t

ln

(
κiθi
1−θi

)]
. (30)

(Здесь учтено, что εi = kBT ln(κi).) Поскольку вы-
ражение κiθi/(1− θi) равно λ, формулу (30) можно
переписать как

dF

dt
=

+∞∫
−∞

dx
∂ρ

∂t
[U + kBT lnλ]. (31)

Подставляя сюда ∂ρ/∂t из уравнения (20) и инте-
грируя по частям, находим, что при соответствую-
щих условиях на бесконечности (или на границах)
производная dF/dt будет отрицательной, если про-
изводная ∂ρ/∂t не равна нулю. Это означает, что
стационарное состояние (состояние, в котором про-
изводная ∂ρ/∂t равна нулю) доставляет минимум
функционалу свободной энергии.

Параметром уравнения (20) является (помимо
констант ρm иD0) функция φ(λ), которая практиче-
ски совпадает с преобразованием Лапласа функции
распределения времени ожидания (1). От вида этой
функции будет зависеть конкретный вид нелиней-
ного уравнения Фоккера –Планка. Приведем один
пример, показывающий, что при некоторых функ-
циях это уравнение может описывать аномальную
диффузию. Возьмем такую функцию распределе-
ния времени ожидания, которая используется в мо-
дели СБНВ при выводе уравнения с дробной произ-
водной:

ψ̂(s) =
1

1 + (s/ν0)
n , 0 < n < 1. (32)

Этой функции соответствует уравнение Фокке-
ра –Планка (24) с коэффициентом диффузии

D =
D0

n
θ1/n−1(1− θ)1−1/n (33)

и подвижностью

α =
D0

kBT
θ1/n−1(1− θ)2−1/n. (34)

При малых заполнениях ловушек (θ � 1) коэффи-
циент диффузии и подвижность будут зависеть от
концентрации по степенному закону: D,α ∝ ρ1/n−1.
Как известно, в отсутствие внешней силы диффузи-
онное уравнение с коэффициентом диффузии тако-
го вида описывает аномальную диффузию [28].
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4. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В данном разделе из общей системы уравнений,
полученной во втором разделе, выводятся два ли-
нейных немарковских уравнения. Одно из них опи-
сывает диффузию малого отклонения от равновес-
ного состояния. Оно может использоваться при мо-
делировании эксперимента, в котором измеряется
диффузионный импеданс. Второе уравнение описы-
вает диффузию меченых частиц в равновесной сис-
теме. Его можно использовать для моделирования
эксперимента по восстановлениюфлуоресценции по-
сле обесцвечивания. Анализ этих уравнений пока-
зывает, что если среда проявляет аномальные диф-
фузионные свойства, то это будет более ярко вы-
ражаться при малых концентрациях, чем при боль-
ших.

4.1. Диффузия малого возмущения

Рассмотрим состояние равновесия в отсутствие
внешней силы. Оно описывается уравнениями (9),
(15), а также уравнением (11) с функциями a(ρ) и
b(ρ), задаваемыми соотношениями (13) и (14). В от-
сутствие внешней силы последнее уравнение может
быть приведено к виду

∂ρ

∂t
=
h2

2
(1− θ)

∂2

∂x2

N∑
j=1

νjρj +

+
h2

2

N∑
j=1

νjρj
∂2

∂x2
θ. (35)

(В предыдущих разделах было удобнее вместо час-
тот νj оперировать безразмерными параметрами κj ,
поэтому множитель ν0 был объединен с h2/2 в их
произведение D0. В данном разделе удобнее опери-
ровать частотами.) Из этих уравнений следует, что

1) равновесное состояние однозначно определя-
ется заданием суммарной концентрации ρ̄ (равно-
весную величину будем обозначать соответствую-
щим символом с чертой над ним);

2) активность λ̄ выражается через ρ̄ с помощью
соотношения, аналогичного соотношению (18):

ρ̄ = ρm

[
1− ψ̂(σ)

]
, (36)

где σ = ν0λ̄;
3) парциальные концентрации ρ̄i выражаются

через λ̄ с помощью соотношений, аналогичных со-
отношению (16):

ρ̄i = ρm
αiσ

νi + σ
. (37)

Остальные равновесные характеристики (θ̄, θ̄i, F̄ )
обычным образом выражаются через равновесные
концентрации и активность.

Если в системе имеются малые отклонения от
равновесного состояния, то эволюция этих отклоне-
ний должна описываться линейными уравнениями.
Чтобы получить эти уравнения, представим каж-
дую величину в виде суммы ее равновесного зна-
чения и малого возмущения:

ρ(t, x) = ρ̄+ δρ(t, x), ρi(t, x) = ρ̄i + δρi(t, x)

и т. д. Подставляя эти представления в уравнения
(35), (9), (15) и пренебрегая произведениями малых
возмущений, получим следующую систему уравне-
ний относительно δρ, δρi, δF :

∂δρ

∂t
=
h2

2
(1− θ̄)

∂2

∂x2

N∑
j=1

νjδρj +

+
h2

2

N∑
j=1

νj ρ̄j
∂2

∂x2
δθ, (38)

∂δρi
∂t

= −(1− θ̄)(νi + σ)δρi +

+
αiνi
νi + σ

(δF + σδρ), (39)

δρ =
N∑
j=1

δρj . (40)

Эта система уравнений эквивалентна континуально-
му пределу модели СБНВ с функцией распределе-
ния времени ожидания

ψ1(t) =
N∑
j=1

αjνj exp
[
−(1− θ̄)(νj + σ)t

]
. (41)

Проще всего в этом можно убедиться, если перепи-
сать уравнения (38) и (39) в виде

∂δρ

∂t
=
h2

2

∂2

∂x2

N∑
j=1

γjδρj , (42)

∂δρi
∂t

= −γiδρi + βiδG. (43)

Здесь частоты γi, коэффициенты βi и функция
δG(t, x) выражаются формулами

γi = (1− θ̄)(νi + σ), (44)
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βi =
αiνi

(1− θ̄)(νi + σ)
, (45)

δG(t, x) = (1− θ̄) [δF (t, x) + σδρ(t, x)] . (46)

Как известно, система уравнений (42), (43), (40) эк-
вивалентна континуальному пределу модели СБНВ
с функцией распределения времени ожидания рав-
ной [21]

N∑
j=1

βjγj exp[−γjt].

Нетрудно видеть, что это выражение совпадает
с (41).

Изображение Лапласа функции памяти, фигури-
рующей в модели СБНВ (обозначим ее через Φ̂1(s)),
выражается через изображение Лапласа функции
распределения времени ожидания ψ̂1(s) следующим
образом:

Φ̂1(s) =
sψ̂1(s)

1− ψ̂1(s)
. (47)

Записывая ψ̂1(s), соответствующую функции (41),
как

ψ̂1(s) =
1

ψ̂(σ)
ψ̂(σ + g), (48)

приведем Φ̂1(s) к более удобному для анализа виду:

Φ̂1(s) =
gψ̂(σ)ψ̂(σ + g)

ψ̂(σ) − ψ̂(σ + g)
. (49)

Здесь g = s/ψ̂(σ), ψ̂(s) — изображение Лапласа
функции распределения времени ожидания (1).

Покажем, что функция памяти (49) дает значе-
ние локально-равновесного коэффициента диффу-
зии, совпадающее с (22). В рассматриваемой моде-
ли локальное равновесие устанавливается в пределе
больших времен. Соответствующий этому пределу
коэффициент диффузии равен произведению квад-
рата длины скачка (h2/2) на предельное значение
средней частоты скачков (lims→0 Φ̂1(s)):

D =
h2

2

ψ̂2(σ)

−dψ̂(σ)/dσ
. (50)

Используя соотношения ψ̂(σ) = 1 − θ̄ и σ = ν0λ̄,
находим, что (50) совпадает с (22).

Если в качестве функции распределения времени
ожидания ψ̂(s) взять функцию (32), которая тради-
ционно используется при моделировании аномаль-
ной диффузии, то функция памяти (49) принимает
вид

Φ̂1(s) = K1
s

(r + s)n − rn
, (51)

где

K1 =
νn0

(1− θ̄)1−n
, r =

νn0 θ̄
1/n

(1− θ̄)1/n−1
.

Такая функция памяти ранее использовалась для
описания переходной субдиффузии в работах [29–31]
в рамках феноменологического подхода. Отличие
рассматриваемой здесь модели состоит в том, что
параметры K1 и r выражены как функции концент-
рации.

Из формулы (51) следует, что параметр 1/r яв-
ляется характерным масштабом времени, разделя-
ющим два этапа в развитии диффузионного про-
цесса. Первый этап соответствует малым временам
(0 < t � 1/r) и большим частотам (s � r), а вто-
рой — большим временам (t� 1/r) и малым часто-
там (0 < s � r). На первом этапе диффузия имеет
аномальный характер, а на втором — нормальный.
Продолжительность первого этапа увеличивается с
увеличением параметра 1/r. Учитывая, что пара-
метр 1/r увеличивается с уменьшением концентра-
ции, можем сделать вывод, что аномальная диффу-
зия будет выражена тем сильнее, чем меньше будет
концентрация.

4.2. Диффузия меченых частиц

Пусть в равновесной системе присутствуют два
сорта частиц, имеющих одинаковые диффузионные
свойства, но различающихся каким-либо призна-
ком, например, способностью флуоресцировать. Ес-
ли частицы одного сорта (назовем их мечеными)
распределены в пространстве неравномерно, то с те-
чением времени их концентрация будет выравни-
ваться. Уравнения, описывающие процесс выравни-
вания, в рассматриваемой модели конструируются
аналогично тому, как это делается в модели много-
кратного захвата [32]. Они будут состоять из урав-
нений (35), (9), (15), в которых под ρ(t, x) и ρi(t, x)

нужно понимать концентрации меченых частиц, а
под θ(t, x) и θi(t, x) — степени заполнения, найден-
ные с учетом как меченых, так и немеченых частиц.
Поскольку рассматривается равновесное состояние,
степени заполнения будут равны их равновесным
значениям θ̄, θ̄i и, следовательно, уравнения (35),
(9), (15) могут быть записаны как

∂ρ

∂t
=
h2

2
(1− θ̄)

∂2

∂x2

N∑
j=1

νjρj , (52)

∂ρi
∂t

= −(1− θ̄)νiρi +
αiνi
νi + σ

F, (53)
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ρ =
N∑
j=1

ρj . (54)

Уравнения (52) и (53) имеют вид уравнений (42)
и (43), в которых частоты γi, коэффициенты βi и
функция δG(t, x) задаются формулами

γi = (1− θ̄)νi, (55)

βi =
αiνi

(1− θ̄)(νi + σ)
, (56)

δG(t, x) = (1− θ̄)F (t, x). (57)

Следовательно, система уравнений (52)–(54) экви-
валентна континуальному пределу модели СБНВ с
функцией распределения времени ожидания

ψ2(t) =
N∑
j=1

αjν
2
j

νj + σ
exp

[
−(1− θ̄)νjt

]
. (58)

Следует отметить, что аналогичное выражение бы-
ло получено в работе [15]. Отличие выражения, по-
лученного в [15], от (58) состоит в том, что авто-
ры работы [15] записали свое выражение не в тер-
минах частот νj , а в терминах времен пребывания
τj = 1/νj, причем они взяли не дискретное распре-
деление этих величин, а непрерывное. Но по суще-
ству их подход дает тот же самый результат, что и
подход, используемый в данной работе.

Для удобства дальнейшего анализа выразим
изображение Лапласа функции ψ2(t) через изобра-
жение Лапласа функции ψ(t):

ψ̂2(s) =
gψ̂(g)− σψ̂(σ)

ψ̂(σ)(g − σ)
. (59)

Соответствующая функция памяти Φ̂2(s) =

= sψ̂2(s)/(1− ψ̂2(s)) запишется как

Φ̂2(s) = ψ̂(σ)
gψ̂(g)− σψ̂(σ)

ψ̂(σ)− ψ̂(g)
. (60)

Эта функция памяти дает следующее выражение
для локально-равновесного коэффициента диффу-
зии DJ = (h2/2) lims→0 Φ̂2(s):

DJ =
h2

2

σψ̂2(σ)

1− ψ̂(σ)
= D0(1− θ)2

λ

θ
. (61)

Из формулы (23) следует, что этот коэффициент
диффузии связан с подвижностью соотношением
Эйнштейна

α = DJ/kBT . (62)

В литературе его обычно называют прыжковым ко-
эффициентом диффузии (jump diffusion coefficient)
[20], либо коэффициентом диффузии центра масс
(centre of mass diffusion coefficient) [33]. От хими-
ческого коэффициента диффузии D он отличается
множителем (θ/λ) ∂λ/∂θ, который именуется термо-
динамическим фактором (обычно этот множитель
выражают не через активность, а через химический
потенциал) [20, 33].

Если в качестве функции распределения време-
ни ожидания ψ̂(s) взять функцию (32), то функция
памяти (60) оказывается сложной. Чтобы получить
простое выражение, используем стандартный при-
ем: рассмотрим эту функцию при малых s. Пред-
ставим ψ̂(g) в виде

ψ̂(g) = 1−
(
g

ν0

)n

,

подставим это в (60) и выделим два главных члена
по s. В результате получим

Φ̂2(s) = K2 [1 + (s/r)
n
] , (63)

где

K2 = ν0(1− θ̄)2−1/nθ̄1/n−1, r =
νn0 θ̄

1/n

(1− θ̄)1/n−1
.

Такая двучленная функция памяти подробно ана-
лизировалась в работе [34].

Из формулы (63) следует, что так же, как и в
предыдущем подразделе, диффузия будет аномаль-
ной при t � 1/r и нормальной при t � 1/r. По-
скольку параметр 1/r увеличивается с уменьшени-
ем концентрации, можем, как и в предыдущем под-
разделе, сделать вывод, что аномальная диффузия
будет выражена тем сильнее, чем меньше будет кон-
центрация.

5. ОБСУЖДЕНИЕ

5.1. Нелинейные немарковские уравнения

Покажем, как нелинейные уравнения для ло-
кально-неравновесных условий должны интерпре-
тироваться в рамках модели СБНВ. Для этого фор-
мально проинтегрируем уравнения (9) и подставим
полученный результат в формулу (15), а также в
выражение для исходящего потока

I =

N∑
j=1

νjρj

111



В. П. Шкилев ЖЭТФ, том 161, вып. 1, 2022

(этот поток с точностью до множителя ν0 равен
функции a(ρ), определяемой формулой (13)). В ре-
зультате получим

ρ(t, x) = ρ0(x)Ω(t, x)P (t, x)+

+

t∫
0

dt′Ω(t− t′, x)P (t− t′, x)F (t′, x), (64)

I(t, x) = ρ0(x)ω(t, x)P (t, x)+

+

t∫
0

dt′ω(t− t′, x)P (t− t′, x)F (t′, x). (65)

Здесь

Ω(t, x) =

N∑
j=1

αj exp

⎡
⎣−νj

⎛
⎝t− t∫

0

dt′θ(t′, x)

⎞
⎠
⎤
⎦ , (66)

ω(t, x) =

N∑
j=1

αjνj ×

× exp

⎡
⎣−νj

⎛
⎝t− t∫

0

dt′θ(t′, x)

⎞
⎠
⎤
⎦ , (67)

P (t, x) = exp

⎡
⎣− t∫

0

dt′
F (t′, x)
ρm

⎤
⎦ . (68)

Соотношения (64), (65) являются обычными соотно-
шениями модели СБНВ, дающими выражения кон-
центрации и исходящего потока через падающий по-
ток F (t, x). При их записи мы для простоты пред-
положили, что в начальный момент времени части-
цы распределены по ловушкам разного типа случай-
ным образом: ρi(0, x) = αiρ

0(x). Функция Ω(t, x),
фигурирующая в этих соотношениях, есть функ-
ция выживания процесса случайных блужданий, а
ω(t, x) — соответствующая функция распределения
времени ожидания. Функция P (t, x) должна интер-
претироваться как функция выживания, соответ-
ствующая мономолекулярной реакции с константой
скорости F (t, x)/ρm [35–38]. Соотношение (64) пока-
зывает, что концентрация в точке x в момент вре-
мени t равна сумме двух членов. Первый член ра-
вен концентрации в этой точке в начальный момент
времени, умноженной на вероятность того, что к мо-
менту t частица не совершит скачка Ω(t, x) и на ве-
роятность того, что она не будет утрачена в резуль-
тате реакции P (t, x). Этот член дает вероятность

того, что частица, находящаяся в данной точке в
начальный момент, останется в ней до текущего мо-
мента. Второй член аналогичен, он дает вероятность
того, что частица, прибывшая в данную точку в мо-
мент t′, останется в этой точке до момента t. Соот-
ношение (65) отличается от соотношения (64) тем,
что вместо функции выживания в нем фигуриру-
ет функция распределения времени ожидания. Оно
дает величину потока, создаваемого в момент t час-
тицами, которые либо с самого начала находились
в данной точке, либо прибыли в эту точку в момент
t′ и не были утрачены к моменту t в результате ре-
акции. Появление множителя, связанного с реакци-
ей P (t, x) объясняется следующим образом. Вслед-
ствие эффекта исключения фактическое число час-
тиц, прибывающее в точку x в момент времени t,
равно не F (t, x), а (1− θ)F (t, x). Последнее выраже-
ние может интерпретироваться так, будто прибыва-
ет количество равное F (t, x), но часть частиц тут же
теряется в результате мономолекулярной реакции со
скоростью −F (t, x)ρ(t, x)/ρm. Поскольку в действи-
тельности частицы не теряются, реакционный член
в основном уравнении (11) отсутствует. Вместо это-
го потеря частиц компенсируется за счет модифици-
рования функций Ω и ω. Модифицирование заклю-
чается в замене аргумента t на

t−
t∫

0

dt′θ(t′).

Как следствие, функции Ω и ω оказываются связан-
ными соотношением

dΩ

dt
= −(1− θ)ω,

а не соотношением

dΩ

dt
= −ω,

которым они были бы связаны в отсутствие эффек-
та исключения. Такая связь означает, что за время
dt функция выживания уменьшается не на ωdt а на
(1 − θ)ωdt. Последнее выражение можно интерпре-
тировать так, будто за время dt частица совершает
скачок с вероятностью ωdt, но тут же возвращается
в исходную точку с вероятностью θωdt. Именно за
счет этого происходит компенсация потери частиц
вследствие реакции. Таким образом, с точки зрения
модели СБНВ эффект исключения состоит в том,
что скачок в занятую ловушку совершается, но од-
новременно с ним совершается и обратный скачок,
возвращающий частицу в исходное положение.
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5.2. Концепция обобщенной энтропии

Сравним нелинейное уравнение Фоккера –План-
ка, полученное в данной работе, с уравнениями,
основанными на предположении, что небольцма-
новские распределения, наблюдающиеся в сложных
системах, должны объясняться посредством вве-
дения обобщенных энтропий. Существует обшир-
ная литература, посвященная таким уравнениям
[22,23, 26, 39–43].

Будем отталкиваться от установленного в нерав-
новесной термодинамике положения, гласящего, что
термодинамической силой, сопряженной с потоком
массы, является градиент обобщенного химического
потенциала μ̄ = μ+U . Здесь μ — обычный химичес-
кий потенциал, а U — потенциал внешней силы.
Из этого положения следует, что в условиях при-
менимости линейной неравновесной термодинамики
уравнение переноса массы должно иметь следую-
щий вид:

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

[
χ
∂

∂x
(μ+ U)

]
, (69)

где χ — феноменологический коэффициент. Та-
кой вид должны иметь все конкретные нелинейные
уравнения Фоккера –Планка. Отличаться друг от
друга они могут только выражениями для химиче-
ского потенциала и коэффициента χ.

Полученное в данной работе уравнение (20) име-
ет требуемый вид. Это следует из того, что актив-
ность и химический потенциал связаны соотноше-
нием

λ = exp

[
μ

kBT

]
.

Коэффициент χ в этом случае равен

ρmD0(1− θ)2
λ

kBT
,

а химический потенциал выражается через концен-
трацию неявным образом с помощью соотношения
(18).

Уравнения, основанные на концепции обобщен-
ной энтропии, разными авторами записываются в
разной форме. Будем придерживаться формы, при-
нятой в работе [26]. В этой работе уравнение запи-
сывается как

∂ρ

∂t
=

∂

∂x

[
Dh

∂ρ

∂x
+ κg

∂U

∂x

]
. (70)

Здесь D и κ — постоянные коэффициенты, связан-
ные соотношением D = κT , T — абсолютная темпе-
ратура, h и g — некоторые функции концентрации.

Легко видеть, что это уравнение будет иметь требу-
емый вид (69), если функции h и g будут связаны
соотношением

Th/g = dμ/dρ. (71)

Однако в подходе, основанном на концепции обоб-
щенной энтропии, эти функции связываются другим
соотношением:

h

g
= −d

2s

dρ2
, (72)

где s — энтропия (ее пространственная плотность).
Сравнивая формулы (71) и (72), мы видим, что в
рассматриваемом подходе отождествляются dμ/dρ

и −Td2s/dρ2. В общем случае эти величины отли-
чаются на вторую производную от внутренней энер-
гии по концентрации, что следует из термодинами-
ческих тождеств

μ =
dF

dρ
=
dE

dρ
− T

dS

dρ
.

Следовательно, их равенство означает, что вторая
производная от внутренней энергии по концентра-
ции равна нулю, т. е. что внутренняя энергия про-
порциональна концентрации. Последнее выполняет-
ся в том случае, когда все положения частицы внут-
ри элементарного физического объема энергетиче-
ски эквивалентны. Это означает, что рассматрива-
емый подход справедлив только по отношению к
диффузии в энергетически однородных средах.

Таким образом, подход, основанный на концеп-
ции обобщенной энтропии, не учитывает возмож-
ную энергетическую неоднородность сложной сре-
ды. Он принимает во внимание только ее сложную
пространственную структуру. Подход, использован-
ный в данной работе, наоборот, учитывает энерге-
тическую неоднородность среды, но не принимает
во внимание ее возможную сложную пространствен-
ную структуру. Первый подход учитывает только
наличие пространственных ограничений, т. е. барье-
ров, а второй — только наличие энергетических ло-
вушек. Поскольку реальные неупорядоченные сре-
ды часто содержат одновременно как барьеры, так и
ловушки, соответствующая модель должна была бы
учитывать наличие и тех и других. В случае невза-
имодействующих частиц, когда уравнения являют-
ся линейными, такая модель существует [44–47].
В нелинейном случае построение подобной моде-
ли затрудняется отсутствием конструктивных моде-
лей, описывающих диффузию в средах с барьерами.
Подход, основанный на концепции обобщенной эн-
тропии, в этом смысле ничего не дает, поскольку он
является чисто феноменологическим.

8 ЖЭТФ, вып. 1
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5.3. Термодинамический фактор

Рассмотрим вопрос об отношении между хими-
ческим и прыжковым коэффициентами диффузии.
Как видно из их определений (22) и (61), они отли-
чаются множителем (θ/λ) dλ/dθ, который принято
называть термодинамическим фактором:

D = DJ
θ

λ

dλ

dθ
. (73)

В рассматриваемой здесь модели термодинамичес-
кий фактор всегда больше единицы. Это становит-
ся очевидным, если раскрыть выражения для θ/λ и
dλ/dθ:

θ

λ
=

N∑
i=1

αi

νi + λ
, (74)

dλ

dθ
=

[
N∑
i=1

αiνi
(νi + λ)2

]−1

. (75)

Из этих выражений следует, что термодинамиче-
ский фактор равен отношению двух сумм, причем
каждый член суммы, стоящей в числителе, больше
соответствующего члена суммы, стоящей в знаме-
нателе. Физически неравенство D > DJ объясня-
ется тем, что химический коэффициент диффузии
относится к процессам, в которых кроме градиента
исходящего потока

I =
∑
i

νiρi

имеется градиент блокирующего фактора (1 − θ) и
оба этих градиента действуют в одном и том же
направлении. Это видно из уравнения (35). В то
же время прыжковый коэффициент диффузии от-
носится к процессам, в которых имеется только гра-
диент исходящего потока. Это следует из уравнения
(52). При одном и том же градиенте исходящего по-
тока (т. е. градиенте диффундирующего вещества)
диффузионный поток в первом случае оказывается
больше, чем во втором.

Имеется подтверждение правильности получен-
ных здесь формул. В работе [48] рассматривалась
диффузия в среде с экспоненциальным распределе-
нием энергий ловушек. Известно, что для таких сред
изображение Лапласа функции распределения вре-
мени ожидания при малых значениях переменной
Лапласа s ведет себя как

1−
(
s

ν0

)n

,

т. е. так же, как в формуле (32). Путем численно-
го моделирования авторы показали, что при малых
концентрациях термодинамический фактор постоя-
нен и равен 1/n (в работе [48] показатель степени
n обозначен как α). Такое же поведение термоди-
намического фактора они обнаружили в реальном
эксперименте. Полученные в данной работе форму-
лы (33), (34) при малых концентрациях (θ � 1) да-
ют такой же результат.
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Проведены измерения магнитотранспорта в нанопроволоках InN в присутствии проводящего острия
атомно-силового микроскопа при температуре T = 4.2 K. В нанопроволоках высокого качества визу-
ализированы потенциальные барьеры на интерфейсах металл–нанопроволока. В нанопроволоке более
низкого качества применение техники измерения сопротивления в присутствии сканирующего затвора
позволило визуализировать неоднородности образца с пространственным разрешением порядка 200 нм.
Подробно исследовано влияние приложенного магнитного поля на результат визуализации потенциаль-
ных барьеров. В нанопроволоках InN высокого качества были обнаружены осцилляции магнитосопро-
тивления, исследована устойчивость данных осцилляций по отношению к локальному и нелокальному
изменениям концентрации носителей. Исследуется и обсуждается влияние внешнего магнитного поля и
концентрации носителей на результат визуализации резонансных рассеивателей.

DOI: 10.31857/S0044451022010102

1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее десятилетие на исследование магни-
тотранспорта в нанопроволоках InN было обраще-
но достаточно пристальное внимание [1–12]. Дан-
ные нанопроволоки вызывают повышенный инте-
рес из-за наличия в них сильного спин-орбитального
взаимодействия [2, 3, 5–8], а также по причине
необычной формы электронной системы в данных
нанопроволоках [13]. Электронная система имеет
форму практически пустого цилиндра, при этом
максимум концентрации носителей расположен на
расстоянии менее 10 нм под поверхностью нано-
проволоки [13–19]. Такая геометрия электронной
системы приводит к возникновению осцилляций
проводимости при прикладывании магнитного по-

* E-mail: azhukov@issp.ac.ru
** Ch. Volk, Th. Schäpers

ля вдоль нанопроволоки [4, 9]. Эти осцилляции
аналогичны обнаруженным ранее в металлических
цилиндрических пленках [20] и многостенных угле-
родных нанотрубках [21]. Кроме того, в данных на-
нопроволоках подробно исследовались как темпера-
турная зависимость длины сбоя фазы [2, 3, 5, 6], так
и отклик в магнитотранспорте на приложенное на-
клонное магнитное поле [3].

Измерение проводимости/сопротивления образ-
ца в присутствии проводящего острия атомно-си-
лового микроскопа (АСМ), выступающего в роли
сканирующего затвора (scanning gate microscopy,
SGM) — весьма эффективная методика для подроб-
ного исследования транспорта в системах с низкой
размерностью [22–27]. В настоящее время существу-
ет только одна работа по экспериментальному ис-
следованию транспорта в нанопроволоках InN при
комнатной температуре с применением данной ме-
тодики [28], а измерения при криогенных темпера-
турах отсутствуют.
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В настоящей работе представлены результаты
исследования магнитотранспорта в нанопроволоках
InN в присутствии проводящего острия АСМ, вы-
полненные при температуре T = 4.2 К. Проде-
монстрирована корреляция результатов измерения
сопротивления нанопроводов с результатами ска-
нирования, выполненного с применением методи-
ки АСМ. Визуализированы потенциальные барьеры
типа Шоттки на интерфейсах металл–нанопрово-
лока. Подробно исследовано влияние когерентного
транспорта на результаты визуализации данных ба-
рьеров, проведено сравнение результатов измерений
на нанопроволоке InN с аналогичными исследовани-
ями в короткой нанопроволоке InAs. Продемонстри-
ровано наличие осцилляций магнитосопротивления
в нанопроволоках InN высокого качества с перио-
дом осцилляций ΔB = 0.25 Тл. Исследована устой-
чивость данных осцилляций относительно как изме-
нения концентрации носителей всей системы, так и
локального изменения концентрации носителей, вы-
званного наличием проводящего острия АСМ. Пред-
ставлены критерии идентификации и определения
местоположения резонансных рассеивателей в нано-
проволоках.

2. ТЕХНИЧЕСКИЕ ДЕТАЛИ
ЭКСПЕРИМЕНТА

Были исследованы нанопроволоки InN различ-
ного диаметра, выращенные с применением плаз-
менной молекулярно-лучевой эпитаксии [29, 30].
Проволоки выращивались на кремниевой под-
ложке (111) при температуре 475 ◦C в атмосфере,
насыщенной азотом. Стандартная концентрация
носителей составляет 5 · 1018 см−3, данные были по-
лучены из экспериментов по фотолюминесценции.
Более подробную информацию о технологии роста
нанопроволок InN и их характеризации можно
найти в работах [29–31].

Для проведения транспортных измерений нано-
проволок в присутствии заряженного острия АСМ
на подложке из допированного кремния (100), по-
крытого оксидом кремния толщиной 100 нм, при
помощи электронной литографии и последующего
термического напыления золота были изготовлены
контактные площадки и маркеры. Далее на подго-
товленную подложку была помещена капля ацетона
со взвесью нанопроволок InN. После этого были из-
готовлены металлические (Ti/Au) контакты при по-
мощи электронной литографии и термического на-
пыления металлов в вакууме. Диаметр нанопрово-

Рис. 1. Изображения образцов I (а) и II (б), получен-
ные при помощи сканирующего электронного микроскопа.
Длина горизонтального прямоугольника на рис. а соответ-
ствует 1.5 мкм, а границы области, в которой присутству-
ют неоднородности, отмечены двумя стрелками. Масшта-

бы рис. а и б совпадают

локи образца I составляет примерно 50 нм, он не
постоянен и несколько меняется вдоль нанопроволо-
ки (рис. 1а). Неоднородный участок нанопроволоки,
на котором наблюдается вариация ее диаметра, от-
мечен на рис. 1а двумя стрелками. Некоторое изме-
нение диаметра нанопроволоки в процессе ее роста
на кремниевой подложке может происходить из-за
включений в нанопроволоку слоя аморфного SiN
[32]. Образец II представляет собой две параллельно
соединенные нанопроволоки InN. Диаметр каждой
наноповолоки составляет 40 нм. Какое-либо измене-
ние диаметра вдоль нанопроволок не обнаружено.
Расстояние между контактами L = 520 нм для об-
разца I и L = 540 нм для образца II.

Все измерения были проведены при температу-
ре T = 4.2 К. Проводящее вольфрамовое острие
АСМ использовалось в качестве подвижного затво-
ра [33]. Все измерения магнитотранспорта в присут-
ствии проводящего острия были проведены при за-
земленном острие (Vt = 0 В) и постоянном поданном
напряжении на нижний затвор (VBG). Острие АСМ
было заземлено с целью исключения какой-либо воз-
можности повреждения исследуемой нанострукту-
ры. Сопротивление нанопроволок во время скани-
рования измерялось по двухточечной схеме. Была
использована стандартная схема с синхронным уси-
лителем, частота измерения 231 Гц, измерительный
ток IAC = 50 нA. Падение напряжения на образ-
це измерялось дифференциальным предусилителем.
Расстояние от острия до поверхности оксида крем-
ния составило htip = 200 нм. Магнитное поле бы-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Зависимости сопротивления об-
разцов I и II от напряжения на нижнем затворе

ло приложено перпендикулярно поверхности оксида
кремния и оси нанопроволок.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

При нулевом напряжении на нижнем затворе
и температуре 4.2 К сопротивление образца I со-
ставляет RI = 2.3 кОм. Если из него исклю-
чить сопротивление контактов 250 Ом [2], то удель-
ное сопротивление образца на единицу длины бу-
дет составлять 4.4 кОм/мкм. Если предположить,
что электронная система нанопроволоки представ-
ляет собой двумерный электронный газ, то удель-
ное сопротивление системы на квадрат для образ-
ца I равно 0.70 кОм/�. Сопротивление образца II
при нулевом напряжении на нижнем затворе равно
RII = 0.84 кОм. Если мы предположим, что обе про-
волоки одинаковы, то удельное сопротивление на
единицу длины каждой из них равно 3.1 кОм/мкм,
а удельное сопротивление на квадрат 0.39 кОм/�.
Следует отметить, что сопротивление образца I при-
мерно в два раза больше сопротивления образца II.

На рис. 2 показаны зависимости сопротивления
образцов I (черная кривая) и II (красная кривая)
в зависимости от напряжения на нижнем затворе
(VBG). Достаточно слабая зависимость сопротивле-
ния образцов от VBG обусловлена высокой концент-
рацией носителей в нанопроволоках InN [13, 18].
Немонотонное поведение сопротивления от напря-
жения на нижнем затворе вызвано интерференцион-
ными эффектами в нанопроволоке (универсальные
флуктуации проводимости/сопротивления) [34–36],
поскольку длина сбоя фазы lϕ в нанопроволоках InN

Рис. 3. Результаты измерения сопротивления образца I
в присутствии проводящего острия АСМ при VBG =

= −9.5 В (а), 3.5 В (б), 9.5 В (в). Более светлый оттенок
соответствует большему сопротивлению. Масштаб для из-
меренного сопротивления расположен справа от каждого
рисунка. Черные прямые обозначают контуры металличе-
ских контактов, пунктирная линия соответствует оси на-
нопроволоки образца. Длина горизонтального белого пря-
моугольника на рис. а соответствует 1 мкм. Особенности
большого масштаба отмечены стрелками, более подробно
природа данных особенностей разобрана в тексте статьи

при температуре T = 4.2 К составляет 200–300 нм
[2, 3, 5–9], что сравнимо с расстоянием между кон-
тактами для обоих образцов (около половины мик-
рометра).

На рис. 3 изображены результаты измерения со-
противления образца I в присутствии проводящего
острия АСМ при напряжениях на нижнем затворе
VBG = −9.5, 3.5, 9.5 В. На результатах сканирования
представлены как крупномасштабные (порядка по-
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Рис. 4. (В цвете онлайн) Результаты измерения магнито-
сопротивления образца I при различных напряжениях на
нижнем затворе VBG от −11 до +7 В с шагом 1 В. Кривые

сопротивления для удобства смещены

ловины микрометра) изменения сопротивления об-
разца (вызванные частичным экранированием по-
тенциала нижнего затвора проводящим острием и
отмеченные стрелками), так и мелкая рябь, кото-
рая является невоспроизводимым шумом. Следует
отметить, что местоположение особенностей, отме-
ченных стрелками, не меняется при изменении на-
пряжении на нижнем затворе, хотя экранирование
потенциала нижнего затвора острием может приво-
дить как к некоторому увеличению, так и к умень-
шению сопротивления образца.

Зависимости сопротивления образца I от при-
ложенного магнитного поля в диапазоне от −0.25

до 1.0 Тл при различных приложенных напряже-
ниях VBG на нижнем затворе (от −11 до +7 В с
шагом 1 В) показаны на рис. 4. Наблюдаемые слу-
чайные изменения сопротивления являются универ-
сальными флуктуациями проводимости/сопротив-
ления, аналогичный результат был получен в рабо-
те [7].

На рис. 5 представлены результаты измерения
сопротивления образца II в присутствии проводяще-
го острия при двух различных напряжениях, прило-
женных к нижнему затвору, а именно, VBG = −11,
+7 В. Измерения были выполнены в нулевом внеш-
нем магнитном поле. Области сканирования и мас-
штабы рис. 5а и 5б совпадают. Рисунок 5в соответ-
ствует сегменту рис. 5б, отмеченному оранжевым
прямоугольником. Рисунки 5г–5е — результаты ска-
нирования, выполненные во внешним магнитном по-

Рис. 5. (В цвете онлайн) а,б) Результаты измерения со-
противления образца I в присутствии проводящего острия
АСМ соответственно при VBG = −11 В и VBG = 7.0 В и
нулевом внешнем магнитном поле. Более светлый оттенок
соответствует большему сопротивлению. Черные прямые
на рис. а обозначают контуры металлических контактов,
пунктирная линия соответствует оси нанопроволоки об-
разца. Длина горизонтального черного прямоугольника на
рис. а соответствует 0.5 мкм. в) Часть рис. б, отмеченная
прямоугольником. г–е) Результаты сканирования области

рис. в при различных значениях магнитного поля

Рис. 6. (В цвете онлайн) Результаты измерения магнито-
сопротивления образца II при различных напряжениях на
нижнем затворе (от 4 В до 5.7 В с шагом 0.1 В). Измерен-

ные кривые для удобства смещены

ле B = 0.25, 0.50, 0.75 Тл. Области сканирования
для рис. 5в–5е совпадают, приложенное на нижний
затвор напряжение поддерживалось постоянным и
составляло 7 В.

119



A. A. Жуков, К. Фольк, Т. Шеперс ЖЭТФ, том 161, вып. 1, 2022

Рис. 7. (В цвете онлайн) Верхний ряд — результаты измерения сопротивления образца II в присутствии проводящего
острия АСМ, измерения выполнены при различных напряжениях VBG в нулевом магнитном поле. Более светлый оттенок
соответствует большему сопротивлению. Оранжевые прямые на рис. а обозначают контуры металлических контактов,
пунктирная линия соответствует оси нанопроволоки образца. Длина горизонтального белого прямоугольника на рис. а
составляет 0.5 мкм. Положения острия непосредственно над интерфейсом металл–нанопроволока отмечены на рисунках
звездочкой. Нижний ряд — результаты измерения магнитосопротивления образца II, выполненные при VBG = 7, 6, 5, 4 В,
соответствуют результатам сканирования из верхнего ряда. Зависимости магнитотранспорта образца II измерены для
положений острия вдали от интерфейса (черные кривые) и для положений, отмеченных звездочкой, т. е. над интерфейсом

(красные кривые)

На рис. 6 представлена серия измерений сопро-
тивления образца II во внешнем магнитном поле,
плавно меняющемся от −0.5 до 1.0 Тл. Напряжение
на нижнем затворе было постоянным для каждой
кривой, измерения были проведены для затворных
напряжений от VBG = 4.0 В до VBG = 5.7 В с ша-
гом 0.1 В. Кроме флуктуаций сопротивления на всех
кривых отчетливо заметны осцилляции по магнит-
ному полю с периодом ΔB = 0.25 Тл.

Для того чтобы более подробно изучить влияние
проводящего острия АСМ на наблюдаемые осцил-
ляции магнитосопротивления в образце II, дополни-
тельные измерения магнитотранспорта были прове-
дены при напряжениях на нижнем затворе VBG = 7,
6, 5, 4 В. Полученные экспериментальные данные
показаны на рис. 7 (нижний ряд). Каждое изме-
рение было выполнено при двух различных поло-
жениях острия, а именно, непосредственно над ин-
терфейсом (это положение отмечено звездочкой на
рис. 7 (верхний ряд) и вдали от интерфейса, в пра-
вом нижнем углу области сканирования. Измерение
сопротивления образца в присутствии проводящего
остря АСМ было выполнено непосредственно перед
измерением магнитотранспорта в нулевом внешнем
магнитном поле. Красные кривые на рис. 7 соответ-
ствуют измерениям, выполненным с случае, когда

острие АСМ находилось над интерфейсом, а черные
кривые — когда оно было в углу области сканирова-
ния. Некоторое расхождение в результатах измере-
ния магнитотранспорта, представленных на рис. 6 и
7, возникло вследствие того, что кривые на рис. 7
были получены при повторном охлаждении образ-
ца. При этом местоположения флуктуаций сопро-
тивления изменились, в то время как осцилляции
в полевых зависимостях магнитосопротивления со-
хранились.

Для того чтобы лучше понять результаты из-
мерений, выполненных на нанопроволока InN, до-
полнительные измерения сопротивления были про-
ведены на короткой нанопроволоке InAs. Расстоя-
ние между металлическими контактами в данном
образце составляет 150 нм. Измерения сопротивле-
ния данного образца InAs в присутствии проводяще-
го острия АСМ представлены на рис. 8. Измерения
были выполнены при приложенных напряжениях на
нижнем затворе VBG = 3.7 В (рис. 8а) и VBG = 4.7 В
(рис. 8б). На рис. 8в показана зависимость сопротив-
ления нанопроволоки InAs от напряжения на ниж-
нем затворе. Важно отметить, что результат экрани-
рования острием положительного потенциала, при-
ложенного на нижний затвор, приводит к увеличе-
нию сопротивления образца при VBG = 3.7 В, а при
VBG = 4.7 В — к его уменьшению.
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Результаты измерения сопротив-
ления образца InAs в присутствии проводящего острия
АСМ при VBG = 3.7 В (а) и VBG = 4.7 В (б). Более
светлый оттенок соответствует большему сопротивлению.
Прямые на рис. а и б обозначают контуры металлических
контактов пунктирная линия соответствует оси нанопро-
волоки образца. Длина горизонтального черного прямо-
угольника на рис. а равна 0.3 мкм. Масштабы рис. а и
б совпадают. Также приведена зависимость сопротивле-
ния образца InAs от напряжения, приложенного на ниж-
ний затвор (в). Значения напряжения на нижнем затворе,
при которых были сделаны сканирования, отмечены двумя

стрелками, черная — рис. а и красная — рис. б

Величина универсальных флуктуаций сопротив-
ления, которые были измерены на образце InAs,
составляют примерно 10%. Такая малая величина
флуктуаций связана с тем, что длина термализации
электронов в области под металлическими контак-
тами составляет сотни нанометров [37]. Это приво-
дит к тому, что эффективная длина нанопроволоки
оказывается порядка микрометра.

4. ОБСУЖДЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ
РЕЗУЛЬТАТОВ

Для начала необходимо объяснить форму тем-
ных пятен на рис. 5а. Их форма не симметрична от-
носительно вертикальной плоскости симметрии дан-
ного образца, проходящей точно между двумя нано-
проволоками InN. Видно, что темное пятно наверху
на рис. 5а смещено несколько вправо, а пятно на
нижней части — влево. Такая характерная асиммет-
рия была обнаружена ранее в работе [38], в которой
исследовался транспорт в присутствии проводящего

острия АСМ в двух параллельно лежащих нанопро-
волоках InAs. Обнаруженная асимметрия связана с
тем, что рядом лежащая проволока частично экра-
нирует влияние проводящего острия. Это означает,
что верхнее темное пятно на результате сканирова-
ния в основном визуализирует потенциальный ба-
рьер на интерфейсе правой нанопроволоки, а ниж-
нее — левой. Таким образом, несмотря на то, что
в используемой конфигурации острие АСМ находи-
лось на высоте 200 нм над поверхностью оксида,
что определяет пространственное разрешение (т. е.
те же 200 нм), удалось определить отклик от от-
дельной нанопроволоки диаметром всего 40 нм.

В образце более высокого качества (образец II)
были обнаружены осцилляции магнитосопротивле-
ния с периодом 0.25 Тл, см. рис. 6. Рисунок 7 де-
монстрирует влияние проводящего острия АСМ на
устойчивость данных осцилляций к локальному из-
менению концентрации носителей в системе. Как
было отмечено ранее, измерение магнитосопротив-
ления были проведены при двух различных поло-
жениях острия АСМ, а именно, непосредственно
над интерфейсом металл–нанопроволока и вдали от
интерфейса. Помещение острия над интерфейсом
приводит к изменению формы и позиций флукту-
аций, при этом осцилляции магнитосопротивления
или дополнительно маскируются, или же проявля-
ются более ярко. Если острие не приводит к изме-
нению сопротивления нанопроволоки (см. рис. 7г,
верхний ряд), то измеренные зависимости магнито-
сопротивления практически совпадают с точностью
до шума (см. рис. 7г, нижний ряд). Эксперименталь-
ные данные, представленные на рис. 7, являются хо-
рошей иллюстрацией использования острия в каче-
стве дополнительного рассеивателя, приводящего к
перераспределению общей интерференционной кар-
тины носителей заряда, которая, в свою очередь,
приводит к перераспределению флуктуаций сопро-
тивления. Таким образом, перемещение проводяще-
го острия АСМ приводит к практически тем же ре-
зультатам, что и повторное охлаждение образца.

Перед тем как продолжить обсуждение экспери-
ментальных результатов, полученных на нанопрово-
локах InN, следует более подробно остановиться на
экспериментальных результатах, полученных на ко-
роткой (150 нм) нанопроволоке InAs, а именно, на
связи производной сопротивления по напряжению
на нижнем затворе (dR/dVBG) с влиянием острия
на сопротивление нанопроволоки при сканировании
(см. рис. 8а,б). Согласно рис. 3d–f из работы [39], ти-
пичный размер мелкой ряби, вызванной универсаль-
ными флуктуациями проводимости, составляет при-
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мерно 200 нм, что соответствует пространственному
разрешению установки и, соответственно, расстоя-
нию от острия АСМ до поверхности оксида крем-
ния. Это означает, что в случае исследуемой корот-
кой нанопроволоки InAs острие будет действовать
на всю нанопроволоку целиком, играя роль еще од-
ного, в данном случае верхнего, затвора. Таким об-
разом, образец представляет собой открытую кван-
товую точку с двумя контактами и двумя затвора-
ми, а именно, нижним затвором и острием АСМ в
качестве верхнего. Потенциал нанопроволоки в этом
случае равен

Vwire =

=
VBGcwire−BG + Vcontcwire−cont + Vtc(rt)wire−t

cwire−BG + cwire−cont + c(rt)wire−t
,

cwire−BG, cwire−cont и c(rt)wire−t — соответствен-
но емкости между нанопроволокой и нижним за-
твором, нанопроволокой и контактами и нанопро-
волокой и острием АСМ, при этом c(rt)wire−t �
� cwire−BG � cwire−cont. Величина c(rt)wire−t су-
щественным образом зависит от положения острия
(rt); если острие расположено далеко от нанопрово-
лолоки, то c(rt)wire−t = 0. Потенциал Vcont метал-
лических контактов с точностью до kBT , где kB —
постоянная Больцмана, можно считать равным ну-
лю. Потенциал острия также может быть прирав-
нен нулю, поскольку разность значений работ вы-
хода вольфрама и InAs много меньше потенциала,
приложенного к нижнему затвору, который состав-
ляет несколько вольт. Таким образом, потенциал на-
нопроволоки равен

Vwire =
VBGcwire−BG

cwire−BG + cwire−cont + c(rt)wire−t
.

Если VBG > 0, то потенциал нанопроволоки Vwire

несколько уменьшится (ΔVwire < 0) при при-
ближении острия АСМ к нанопроволоке. Величи-
на dR/dVwire имеет тот же знак, что и величина
dR/dVBG. Таким образом, сопротивление нанопро-
волоки увеличится при приближении острия, если
dR/dVBG > 0, и уменьшится, если dR/dVBG < 0.
Именно такое поведение и наблюдается в экспери-
менте, см. рис. 8. Заземленное проводящее острие
АСМ увеличивает сопротивление нанопроволоки,
когда dR/dVBG < 0 при VBG = 3.7 В, и уменьша-
ется, когда dR/dVBG > 0 при VBG = 4.7 В.

Следует отметить, что в одномерных и квазиод-
номерных системах есть два вида упругих рассеива-
телей. Первый вид рассеивает носители тока в одном
канале, тогда как второй вид — во всех каналах од-
новременно. Первый тип рассеивателей — точечные

короткодействующие дефекты, а второй тип — раз-
личные виды потенциальных барьеров, в том числе
созданные искусственно [40]. Если образец достаточ-
но однороден и роль резонансных рассеивателей ни-
чтожна, то образец находится в стандартном диф-
фузном режиме, если длина упругого рассеяния le
много меньше размера образца.

Если образец сильно неоднороден, а прозрач-
ность Γ барьеров сравнима или меньше kBT , то
влияние потенциальных барьеров на транспортные
свойства системы высоко. Если принять во внима-
ние размер изучаемых мезоскопических систем, то
кулоновская энергия помещения дополнительного
электрона в систему сравнима или даже превышает
упомянутые выше энергии и система демонстриру-
ет эффект кулоновской блокады [41]. Если потен-
циальные барьеры более прозрачны, то система бу-
дет находиться режиме резонансного рассеивания с
сильными проявлениями нелинейного электронного
транспорта [42, 43].

Между стандартным однородным диффузным
режимом и режимом с сильным резонансным рассе-
янием находится еще один режим — линейный резо-
нансный режим. В этом режиме резонансные рассе-
иватели не приводят к существенному проявлению
нелинейного транспорта, однако надбарьерное от-
ражение носителей нельзя не учитывать. Хорошим
примером такой системы является образец II.

Осцилляции магнитосопротивления в образце II
достаточно легко могут быть идентифицированы
как осцилляции Альтшулера –Аронова –Спивака
[20, 44, 45]. Данные осцилляции точно не являются
осцилляциями Ааронова –Бома [46], поскольку в
образце II транспорт диффузный. Периоду ос-
цилляций ΔB = 0.25 Тл соответствует площадь
половины кванта потока S = 8271 нм2. Эта площадь
находится в хорошем согласии с размером сечения
электронной системы нанопроволоки 440 нм×19 нм;
в данном случае мы учли размеры зон обеднения
(50 нм) для двух приконтактных интерфейсов.
Ясное и четкое проявление данных осцилляций по
магнитному полю обусловлено одновременным про-
явлением сразу нескольких факторов: во-первых,
высоким качеством нанопроволок; во-вторых,
цилиндрической формой электронной системы;
в-третьих, присутствием потенциальных барьеров
на интерфейсах; в-четвертых, наличием двух прак-
тически идентичных нанопроволок, соединенных
параллельно, что привело к уменьшению флуктуа-
ций в

√
2 раз [8]. Высокое качество и однородность

образца II, как и наличие потенциальных барьеров
на двух интерфейсах, прекрасно подтверждено
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экспериментально, см. рис. 5а. Таким образом,
наличие осцилляций можно рассматривать как
дополнительное доказательство цилиндрической
формы электронной системы в нанопроволоках
InN аналогично экспериментальным данным, пред-
ставленным в работе [9], в которой магнитное поле
прикладывалось параллельно оси нанопроволоки.

Очевидно, что в случае наличия осцилляций
магнитосопротивления (ΔB = 0.25 Тл) стандарт-
ные процедуры по экспериментальному определе-
нию длины сбоя фазы lϕ из автокорреляционной
функции [35]

F (ΔB) =
〈
δR−1(B +ΔB)δR−1(B)

〉
или из полевой зависимости квантовой слаболокали-
зационной поправки не применимы для образца II,
где δR−1(B) = R−1(B) −

〈
R−1(B)

〉
. Перечисленные

выше стандартные процедуры не применимы в слу-
чае, когда система находится в линейном резонанс-
ном режиме.

Таким образом, до применения стандартных
процедур по извлечению длины сбоя фазы в иссле-
дуемом образце критически важно определить, не
находится ли данный образец в линейном резонанс-
ном режиме, присутствуют ли резонансные рассеи-
ватели и насколько существенна их роль в транс-
порте.

Определить наличие и местоположение резо-
нансных рассеивателей в нанопроволоке [47] или на-
нотрубке [22] при комнатной температуре с про-
странственным разрешением 200 нм достаточно про-
сто. Такая процедура оказывается возможной по
причине малой величины длины сбоя фазы, т. е.
транспорт локален, и отдельные участки нанопро-
волоки или нанотрубки можно рассматривать как
независимые [47]. На первый взгляд, при низких
температурах мелкая рябь из-за флуктуаций сопро-
тивления [39] должна маскировать вклад от резо-
нансных рассеивателей, и задача определения нали-
чия и местоположения резонансных рассеивателей
при низких температурах выглядит неразрешимой.
Для решения поставленной задачи следует более
подробно рассмотреть экспериментальные результа-
ты, полученные на образце II. Следует отметить,
что универсальные флуктуации проводимости при
сканировании острием АСМ обнаружены не были
(см. рис. 5 и 7, мелкая рябь на данных рисунках —
невоспроизводимый шум). Такой результат связан
с высокой концентрацией носителей в нанопроволо-
ках InN и малым значением |dR/dVBG| для одно-
родного образца. Таким образом, только два резо-
нансных рассеивателя, а именно потенциальные ба-

рьеры на интерфейсах с высоким локальным значе-
нием |dR/dVBG| и были визуализированы. Внешнее
магнитное поле меняет знак производной dR/dVBG,
однако местоположение особенностей остается неиз-
менным, см. рис. 5.

Следует отметить, что не только механизм
электрон-электронного рассеяния в случае нели-
нейного транспорта [48, 49], но и помещение
рассеивателя (заземленное проводящее острие
АСМ), характерный размер которого порядка
длины сбоя фазы, вблизи потенциального барьера
может приводить к увеличению проводимости, см.
рис. 5е.

Аналогично, светлые (рис. 3а и 3в) и темные (см.
рис. 3б) пятна, отмеченные стрелками, показывают
местоположения резонансных рассеивателей в об-
разце I. Точно так же, как и в образце II, локаль-
ное значение величины dR/dVBG меняет знак при
изменении напряжения на нижнем затворе, однако
местоположение особенностей не меняется. Место-
положение особенностей не точно над осью нанопро-
волоки связано, видимо, с тем, что неоднородность
присутствует не только вдоль проволоки, но и в по-
перечном сечении. Таким образом, потенциальные
барьеры (которые являются резонансными рассеи-
вателями), визуализированные в образце I, указыва-
ют на причину большего удельного сопротивления
образца I (0.70 кОм/�) по сравнению с образцом II
(0.39 кОм/�).

Наличие резонансных рассеивателей в образце I
требует, строго говоря, доказательства применимос-
ти стандартных процедур извлечения длины сбоя
фазы, даже если отсутствуют какие-либо явно вы-
раженные осцилляции магнитосопротивления при
T = 4.2 K, см. рис. 4. С другой стороны, отсутствие
резонансных рассеивателей в исследуемом образце
может быть легко установлено при помощи скани-
рующей техники, используемой в данной работе.

5. ВЫВОДЫ

В работе представлены экспериментальные
данные по измерению магнитотранспорта в нано-
проволоках InN в присутствии проводящего острия
АСМ при температуре жидкого гелия. Оценки
качества нанопроволок InN, выполненные при
помощи сканирующей методики, хорошо корре-
лируют с результатами стандартного измерения
магнитотранспорта. Для образцов более высокого
качества удалось визуализировать потенциальные
барьеры на интерфейсах металл–нанопроволока.
Показано влияние внешнего приложенного магнит-
ного поля и концентрации носителей в системе на
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результаты визуализации данных потенциальных
барьеров. На образцах более высокого качества на
зависимости сопротивления от магнитного поля
были обнаружены осцилляции, которые являются
дополнительным подтверждением цилиндрической
формы электронной системы в нанопроволоках
InN. Кроме того, представлены критерии иденти-
фикации и определения положения резонансных
рассеивателей в одномерных и квазиодномерных
системах.
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J. Grandal, M. Sánchez-Garcia, E. Calleja, E. Luna,
and A. Trampert, Phys. Rev. B 76, 205319 (2007).

18. P. D. C. King, T. D. Veal, P. H. Jefferson, S. A. Hat-
field, L. F. J. Piper, C. F. McConville, F. Fuchs,
J. Furthmüller, F. Bechstedt, H. Lu, and W. J. Schaff,
Phys. Rev. B 77, 045316 (2008).

19. J. Segura-Ruiz, N. Garro, A. Cantarero, C. Denker,
J. Malindretos, and A. Rizzi, Phys. Rev. B 79, 115305
(2009).

20. Д. Ю. Шарвин, Ю. В. Шарвин, Письма В ЖЭТФ
34, 285 (1982) [JETP Lett. 34, 272 (1982)].

21. A. Bachtold, Ch. Strunk, J.-P. Salvetat, J.-M. Bo-
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ti, M. A. Sánchez-Garćıa, J. Grandal, A. Trampert,
U. Jahn, G. Sánchez, A. Griol, and B. Sánchez, Phys.
Stat. Sol. (b) 244, 2816 (2007).

33. А. А. Жуков, ПТЭ №1, 142 (2008) [Instrum. Exp.
Tech. 51, 130 (2008)].

34. Б. Л. Альтшулер, Письма в ЖЭТФ 41, 530 (1985)
[JETP Lett. 41, 648 (1985)].

35. P. A. Lee, A. D. Stone, and H. Fukuyama, Phys. Rev.
B 35, 1039 (1987).

36. Y. Imry, Introduction to Mesoscopic Physics, Oxford
Univ. Press, Oxford (1997).

37. A. A. Zhukov, Ch. Volk, A. Winden, H. Hardtdegen,
and Th. Schäpers, J. Phys.: Condens. Matter 31,
415302 (2019).

38. A. A. Zhukov, Ch. Volk, A. Winden, H. Hardtdegen,
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Методами фотоэлектронной спектроскопии с угловым разрешением показана возможность существенно-
го различия величин энергетической запрещенной зоны в точке Дирака в диапазоне от 15 до 55 мэВ для
различных образцов антиферромагнитного топологического изолятораMnBi2Te4. Методом теории функ-
ционала плотности проведен анализ взаимосвязи величины запрещенной зоны в точке Дирака со значе-
нием градиента поверхностного потенциала, изменение которого моделировалось приложением внешнего
электрического поля перпендикулярно поверхности (0001) MnBi2Te4. Показана возможность как умень-
шения, так и увеличения размеров запрещенной зоны в диапазоне от 5 до 89 мэВ при приложении поля
относительно исходного значения 81 мэВ. При приложении поля наблюдалось изменение локализации
топологических поверхностных состояний и магнитных моментов поверхностных атомов. Проведенный
анализ показывает возможность искусственной модуляции величины запрещенной зоны в точке Дирака
в широком энергетическом диапазоне, что может быть использовано для модуляции магнитоэлектричес-
ких свойств систем на основе MnBi2Te4 в прикладных исследованиях и задачах.

DOI: 10.31857/S0044451022010114

1. ВВЕДЕНИЕ

Поиск и изучение эффектов и систем с уни-
кальным сочетанием топологических и магнитных

* E-mail: ashikin@inbox.ru
** E-mail: daria.a.glazkova@gmail.com

свойств, а также основных факторов, ответственных
за свойства таких систем является одной из наибо-
лее важных и актуальных научных проблем совре-
менной физики конденсированных сред. Одними из
наиболее ярких представителей подобных эффектов
являются квантовый аномальный эффект Холла
(КАЭХ) и топологический квантовый магнитоэлек-
трический (МЭ) эффект, которые основаны на кван-
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товании холловской проводимости и МЭ-отклика со-
ответственно (см., например, статьи [1–5]). Интен-
сивное изучение данных эффектов началось с от-
крытия топологических изоляторов (ТИ), легиро-
ванных атомами магнитных металлов [1–17].

Комбинация симметрии обращения времени и
большого спин-орбитального взаимодействия в ТИ
приводит к изменению топологии системы и появ-
лению защищенных топологических поверхностных
состояний (ТПС) с дисперсионной зависимостью в
виде конуса Дирака. Для данных состояний харак-
терна геликоидальная спиновая структура, т. е. со-
стояния оказываются поляризованными по спину,
за исключением вершины конуса — точки Дирака.
При этом влияние магнитных примесей с ориента-
цией магнитного момента перпендикулярно поверх-
ности приводит к нарушению симметрии обращения
времени, снятию вырождения по спину и открытию
энергетической запрещенной зоны в точке Дирака.
В результате в данных системах может наблюдать-
ся формирование взаимосвязи между приложенным
и наведенным магнитным и электрическим полями
путем МЭ-отклика (с универсальным коэффициен-
том, зависящим от постоянной тонкой структуры),
который определяет реализацию отмеченных выше
квантовых топологических эффектов [1–10].

В настоящее время магнитные ТИ являются
наиболее интенсивно используемой платформой
для изучения КАЭХ [5]. При этом, если КАЭХ в
магнитных ТИ уже довольно хорошо исследован
[1, 2, 5, 6, 11–14], то МЭ-эффект и условия его реа-
лизации (МЭ-отклик) до сих пор практически не
изучены. Поэтому изучение и анализ МЭ-отклика в
магнитных ТИ является важной научной задачей.

Как было сказано выше, наличие эффективно-
го магнитного поля в ТИ с ориентацией перпен-
дикулярно поверхности приводит к открытию за-
прещенной зоны в структуре ТПС в точке Дира-
ка. Изменение магнитного поля соответственно бу-
дет приводить к изменению запрещенной зоны. Так,
для магнитно-легированных ТИ увеличение концен-
трации атомов магнитной примеси приводит к рос-
ту эффективного магнитного поля в области ло-
кализации ТПС, что сопровождается увеличени-
ем размеров запрещенной зоны [4, 15, 16, 18, 19].
Однако большим недостатком данных магнитных
ТИ является неоднородность распределения маг-
нитных примесей, что приводит к значительной ва-
риации величины запрещенной зоны по поверхно-
сти образца. Этот недостаток отсутствует в недав-
но представленном магнитном ТИ нового типа: соб-
ственный магнитно-упорядоченный антиферромаг-

нитный (AФM) ТИ со стехиометрией MnBi2Te4
[20–28]. Структура данного материала характеризу-
ется однородным и упорядоченным расположением
атомов магнитного металла (Mn), что способствует
открытию большой запрещенной зоны в точке Дира-
ка: до 85–88 мэВ согласно теоретическим расчетам
и 60–70 мэВ согласно экспериментальным исследо-
ваниям [20,22, 24, 29, 30].

Структура АФМ ТИ MnBi2Te4 вдоль направ-
ления (0001) формируется из семислойных блоков,
разделенных ван-дер-ваальсовыми промежутками.
Каждый блок состоит из последовательности атом-
ных слоев (Te–Bi–Te–Mn–Te–Bi–Te) (см. рис. 1).
Внутри каждого семислойного блока атомы Mn свя-
заны ферромагнитно (ФМ). При этом взаимодейст-
вие между соседними семислойными блоками и со-
ответствующими магнитными марганцевыми сло-
ями имеет АФМ-характер [20, 21]. Упорядоченная
структура магнитных атомов в данном материа-
ле также приводит к высокой температуре Нееля
TN = 24.5 К (температуре объемного перехода из
АФМ-состояния в парамагнитное). Таким образом,
наличие большой запрещенной зоны в точке Дира-
ка предполагает возможность более детального ана-
лиза магнитных и электрических взаимодействий,
формирующихся в магнитных ТИ, и того, как дан-
ные взаимодействия могут проявляться в модуля-
ции величины запрещенной зоны, открываемой в
точке Дирака. Комбинация большой запрещенной
зоны с высокой TN (в сравнении с магнитно-ле-
гированными ТИ) позволяет наблюдать переход в
состоянии КАЭХ при более высокой температуре.
Недавно была показана возможность реализации
КАЭХ в тонких слоях MnBi2Te4 при температуре
вплоть до 6.5 K [7].

Однако в последних работах было показано, что
величина запрещенной зоны в точке Дирака для
MnBi2Te4 может существенно отличатся от теоре-
тически предсказанной. В ряде работ была показа-
на возможность «бесщелевой» дисперсии ТПС, из-
меренной для MnBi2Te4 методом фотоэлектронной
спектроскопии с угловым разрешением (ФЭСУР)
[26–28]. Отсутствие запрещенной зоны в дисперси-
онных зависимостях ТПС связывалось с модифика-
цией магнитного порядка в верхнем слое. Также в
работе [30] было показано, что величина запрещен-
ной зоны в точке Дирака может быть изменена за
счет поверхностной релаксации ван-дер-ваальсовых
расстояний между первым и вторым семислойны-
ми блоками, сопровождающейся изменением лока-
лизации ТПС (при сохранении общего магнитного
порядка в верхнем слое [30]). Это, в свою очередь,
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Рис. 1. (В цвете онлайн) а) Схематическое изображение расположения атомов Mn (синий), Bi (фиолетовый) и Te (цвета
хаки) в расчетной ячейке для поверхности (0001) АФМ ТИ MnBi2Te4 (границы ячейки показаны сплошной линией).
Вдоль оси z, начинающейся с верхней границы ячейки, показаны первые два поверхностных семислойных блока. Здесь
же указаны направления и величины магнитных моментов атомов M. б и в) Спин-разрешенная зонная структура для
состояний со спиновой ориентацией соответственно вдоль (in-plane) и перпендикулярно (out-of-plane) поверхности. Си-
ние и красные линии отвечают противоположным направлениям спина, размер кружков соответствует проекции спина

на состояния верхнего блока. Серым цветом обозначены проекции объемных состояний

ведет к изменению эффективного магнитного поля,
действующего на ТПС, и соответствующей модуля-
ции величины запрещенной зоны в точке Дирака.
Таким образом, изменение запрещенной зоны в до-
статочно широком диапазоне в магнитных ТИ, в
частности в MnBi2Te4, может быть связано с рядом
дополнительных эффектов, которые не обязательно
определяются магнитным взаимодействием.

В настоящей работе представлены и проанали-
зированы экспериментальные изменения в величине
запрещенной зоны в точке Дирака, полученные ме-
тодом ФЭСУР для различных образцов АФМ ТИ
MnBi2Te4. Предложены основные факторы, кото-
рые могут обусловливать подобные изменения ве-
личины запрещенной зоны. Для выявления дан-
ных факторов будут использованы расчеты зон-
ных структур MnBi2Te4 методом теории функци-
онала плотности при приложении электрического
поля перпендикулярно поверхности, которое моде-
лирует изменение поверхностного градиента потен-
циала, или при изменении спин-орбитального (СО)
взаимодействия для поверхностных атомов Te и Bi.
На основе данных расчетов будут представлены тео-
ретические оценки влияния различного градиента
поверхностного потенциала на величину запрещен-

ной зоны в точке Дирака, на перераспределение в
локализации ТПС и изменение магнитных момен-
тов на поверхностных атомах. Также будет показана
корреляция между изменениями запрещенной зоны
в точке Дирака при изменении СО-взаимодействия,
а также градиента поверхностного потенциала.

2. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2 показаны дисперсионные зависимости
ТПС, измеренные методом ФЭСУР для различных
образцов MnBi2Te4 в области запрещенной зоны, от-
крываемой в точке Дирака. Представлены диспер-
сионные зависимости ТПС для случаев трех раз-
личных величин запрещенной зоны для различных
образцов MnBi2Te4. Спектры были измерены с ис-
пользованием лазерного излучения с энергией фо-
тонов 6.3 эВ для фотовозбуждения при температу-
рах ниже TN , т. е. когда измеряемые системы ха-
рактеризуются магнитным упорядочением. В левой
колонке (рис. 2а) представлены ФЭСУР-спектры,
показывающие изменения интенсивности измеряе-
мого фотосигнала для разных значений волнового
вектора k||. Данные спектры демонстрируют пове-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) a, б) Дисперсионные зависимости топологических поверхностных состояний (ТПС) в форме
соответственно N(E) и d2N/dE2, измеренные для разных образцов MnBi2Te4 и характеризующиеся различной вели-
чиной запрещенной зоны, открываемой в точке Дирака. в) Соответствующие профили электронных состояний (ПЭС),
представленные в области точки Дирака (при k|| = 0), с разложением на спектральные составляющие (черные сплошные
пики — состояния конуса Дирака, серые штриховые пики — состояния валентной зоны и зоны проводимости). Сплошная
черная кривая — сумма всех компонент разложения, синие и зеленые символы — ПЭС, измеренные при положительных и
отрицательных k|| (см. вертикальные линии соответствующего цвета на рис. 2а). г) Изменения величины энергетического

расщепления Δ между состояниями верхней и нижней частей дираковского конуса как функция от k||

дение дисперсионных зависимостей ТПС вдоль на-
правления, проходящего через Г-точку. На рис. 2б
данные дисперсионные зависимости представлены в
форме второй производной интенсивности по энер-
гии (d2N/dE2) для лучшей визуализации изменений
размеров запрещенной зоны. На рис. 2в красными
символами показаны соответствующие распределе-
ния плотности электронных состояний (ПЭС), из-
меренные непосредственно в Г-точке. Здесь же для

сравнения представлены ПЭС, измеренные по обе
стороны от Г-точки (при положительном и отрица-
тельном значениях k||), которые показаны синими и
зелеными символами (на рис. 2а данные значения k||
отмечены вертикальным линиям соответствующего
цвета). На рис. 2в представлено разложение изме-
ренных ПЭС на спектральные составляющие (ком-
поненты), черной кривой отмечена сумма всех пи-
ков разложения. Энергетические положения пиков,
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отмеченных черными линиями, соответствуют кра-
ям запрещенной зоны, открываемой в точке Дирака,
и показывают ее величину Δ(k|| = 0) для различ-
ных образцов. Рисунок 2г показывает зависимость
энергетического расщепления Δ(k||) между состоя-
ниями верхнего и нижнего конусов ТПС (получен-
ного из аналогичных разложений на спектральные
составляющие) при изменении величины и знака k||
относительно Г-точки. Точки соответствуют экспе-
риментальным значениям, полученным из разложе-
ний экспериментальных ПЭС. Экспериментальные
точки аппроксимируются модельной кривой вида

E(k) ∼
√
α2k2 +Δ2,

где Δ соответствует размеру запрещенной зоны в
точке Дирака, величина α пропорциональна hνF .
Такой подход позволяет уменьшить ошибку при
оценке величины запрещенной зоны в точке Дирака
(с погрешностью около 5 мэВ). Минимальное энер-
гетическое расщепление соответствует величине за-
прещенной зоны в точке Дирака.

В ходе измерений по серии образцов было выяв-
лено, что разные образцы характеризуются различ-
ными значениями запрещенной зоны в точке Дира-
ка, величины которых концентрировались в энер-
гетических диапазонах 50–55 мэВ, 28–33 мэВ и
15–20 мэВ. Каждая из дисперсионных зависимос-
тей, представленных на рис. 2, попадает в один из
трех энергетических диапазонов, формируемых за-
прещенной зоной.

3. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОЦЕНКИ И
ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Ниже, используя расчеты в рамках теории функ-
ционала плотности, проанализируем влияние ва-
рьируемого внешнего электрического поля, прило-
женного перпендикулярно поверхности АФМ ТИ
MnBi2Te4, на модуляцию величины запрещенной
зоны, открываемой в точке Дирака. Приложени-
ем электрического поля возможно изменять гради-
ент поверхностного потенциала, который будем рас-
сматривать в качестве обобщенного параметра, свя-
занного с влиянием различного типа заряженных
поверхностных дефектов. При этом будет сдела-
на попытка проанализировать факторы, определяю-
щие поверхностный МЭ-отклик системы, при вари-
ации знака и напряженности приложенного внешне-
го электрического поля. Кроме того, будет рассмот-
рено влияние изменения СО-взаимодействия припо-
верхностных атомов на структуру ТПС и запрещен-
ной зоны в точке Дирака.

Следует отметить, что в семислойном блоке
MnBi2Te4 можно выделить две подсистемы, об-
ладающие определенным магнитным порядком и
нечетные относительно обращения времени. Пер-
вой является система d-ионов Mn, заполняющих
центральный слой в семислойном блоке MnBi2Te4.
Магнитные моменты ионов Mn описываются до-
статочно локализованными волновыми функциями
d-оболочек и характеризуются сильным обменным
ФМ-взаимодействием внутри Mn-слоя и значитель-
но более слабым АФМ-взаимодействием между сло-
ями в соседних семислойных блоках. Вторая под-
система — это система атомов Bi, Te, которая ста-
новится магнитной при взаимодействии с соседни-
ми d-ионами Mn в структуре MnBi2Te4, а также
характеризуется наличием значительной плотности
топологических состояний (для поверхностных се-
мислойных блоков). Таким образом, именно намаг-
ниченность второй подсистемы, несмотря на мень-
ший магнитный момент (см. рис. 1а) в сравнении
с первой, обусловливает формирование и величину
запрещенной зоны в точке Дирака для ТПС. Поэто-
му можно ожидать, что именно изменения магнит-
ных моментов поверхностных атомов второй подси-
стемы (Bi, Te) будет оказывать заметное влияние на
модификацию запрещенной зоны. Структура распо-
ложения атомов Mn, Bi и Te в первых двух поверх-
ностных семислойных блоках с представлением ве-
личин и направлений магнитных моментов на дан-
ных атомах показаны схематично на рис. 1а.

Расчеты в рамках теории функционала плотнос-
ти, проведенные в данной работе для идеального
кристалла MnBi2Te4, показывают величину запре-
щенной зоны, открываемой в точке Дирака, рав-
ную 81 мэВ (при нулевом приложенном внешнем
электрическом поле). Данная оценка согласуется с
результатами оценки величины запрещенной зоны
для АФМ ТИ MnBi2Te4 в работе [20]. Рассчитанные
спин-зависимые дисперсионные зависимости ТПС
в области точки Дирака для состояний со спино-
вой проекцией вдоль (in-plane) и перпендикуляр-
но (out-of-plane) поверхности представлены соответ-
ственно на рис. 1б и 1в. Данные зависимости имеют
ярко выраженную геликоидальную спиновую струк-
туру вдоль поверхности и спиновую структуру, по-
добную «ежу» (hedgehog spin structure), перпенди-
кулярно поверхности, что является характерным
для магнитных ТИ [15].

Известно, что на поверхности кристалла вследст-
вие обрыва периодической решетки возникает по-
верхностный потенциал ΦS и соответствующее ему
электрическое поле ES(rS), проникающее в глубь
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Рассчитанная зонная структура поверхности (0001) MnBi2Te4 при приложении внешнего элек-
трического поля перпендикулярно поверхности напряженностью−0.4, −0.2, 0.2 и 0.4 В/Å (верхний ряд рисунков), а также
для различных величин СО-взаимодействия поверхностных атомов Te и Bi (нижний ряд). Исходная величина взаимо-
действия соответствует 1. Запрещенная зона Δ в точке Дирака ТПС отмечена серыми прямоугольниками. Размер синих
кружков показывает величину проекции на состояния первого блока. Приведены значения напряженности приложенного

электрического поля, результирующие величины Δ и коэффициенты СО-взаимодействия kSOC

кристалла. При этом величина градиента возник-
шего поверхностного потенциала может зависеть от
локальной работы выхода системы, определяемой,
в том числе, дефектностью поверхности и припо-
верхностной области, а также локальным поверх-
ностным зарядом. В связи с этим величина градиен-
та поверхностного потенциала может оказаться раз-
личной для разных экспериментально измеряемых
образцов или областей одного и того же образца. В
свою очередь, изменения градиента поверхностного
потенциала будут влиять на электронную структу-
ру кристалла вблизи поверхности. При этом можно
предположить, что это изменение будет оказывать
влияние на запрещенную зону в точке Дирака и при-
водить к тому, что ее величина будет существенно
различаться для различных образцов MnBi2Te4.

Для того чтобы проверить возможность данного
предположения в работе были проведены расчеты

влияния приложенного электрического поля (и со-
ответствующего градиента поверхностного потенци-
ала) на электронную структуру ТПС для MnBi2Te4
и соответствующее изменение величины запрещен-
ной зоны в точке Дирака. На рис. 3 (верхний
ряд) представлены результаты расчетов электрон-
ной структуры MnBi2Te4 для различных напряжен-
ностей электрического поля, приложенного вдоль и
противоположно нормали к поверхности в пределах
от −0.5 В/Å до +0.5 В/Å. Представленные диспер-
сионные зависимости ТПС демонстрируют измене-
ния величины запрещенной зоны в точке Дирака
при вариации напряженности и знака приложенного
электрического поля. Соответствующие изменения
в виде графика Δ(E) представлены на рис. 4а. При
приложении электрического поля «отрицательной»
направленности (соответствующей увеличению от-
рицательного заряда на поверхности) величина за-
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Рис. 4. а) Рассчитанное изменение величины запрещенной
зоны, открываемой в точке Дирака, в зависимости от ве-
личины и знака приложенного электрического поля (а) и
при изменении величины СО-взаимодействия (б) для по-
верхностных атомов Te1 и Bi2. Аппроксимирующие кри-

вые представлены для лучшей визуализации

прещенной зоны может уменьшаться практически
до нуля при напряженности электрического поля
−0.5 В/Å. Для «положительного» направления при-
ложенного электрического поля (соответствует уве-
личению положительного заряда на поверхности)
величина запрещенной зоны сначала растет от 81
до 89 мэВ, а затем начинает уменьшаться, хотя го-
раздо медленнее (рис. 4а). Аналогичные изменения
величины запрещенной зоны показывают расчеты
ее зависимости от величины поверхностного заря-
да [31], определяемого концентрацией заряженных
дефектов в приповерхностной области, что также
может соответствовать вариации результирующего
поверхностного градиента потенциала.

При этом важно понять, какими факторами мо-
гут быть обусловлены представленные изменения
величины запрещенной зоны в точке Дирака. С од-
ной стороны, вследствие АФМ-характера магнитной
связи между первым и вторым семислойными бло-
ками можно предположить, что отмеченные выше
изменения величины запрещенной зоны в точке Ди-
рака могут быть обусловлены изменением локали-
зации ТПС при приложении электрического поля.
Действительно, если плотность ТПС распределена
равномерно в первом и втором семислойных блоках,
то эффективное магнитное поле, действующее на
ТПС, по причине АФМ-характера магнитной свя-
зи между блоками будет взаимно компенсировать-
ся [30]. Для проверки данного предположения были
проведены расчеты перераспределения локализации
верхней и нижней частей дираковского конуса в за-
висимости от приложенного электрического поля.

Из анализа величин, представленных на
рис. 5а,б, видно, что состояния верхней части
дираковского конуса локализованы в основном
в поверхностном семислойном блоке, тогда как
локализация состояний нижней части конуса
распространяется значительно глубже, в область
второго, нижележащего блока. Это может быть
связано с их частичной гибридизацией с состояния-
ми валентной зоны, что может быть подтверждено
некоторым искажением дисперсионных зависимо-
стей для состояний нижней части дираковского
конуса по сравнению с идеальным конусом (см.
рис. 3). Внешнее электрическое поле существенно
влияет на перераспределение локализации ТПС
между первым и вторым блоками, причем по-раз-
ному для состояний верхней и нижней частей
дираковского конуса ТПС.

Как видно на рис. 5а,б, при приложении элек-
трического поля «отрицательной» направленности
локализация ТПС нижней части дираковского кону-
са сдвигается в сторону второго семислойного бло-
ка с противоположным направлением магнитных
моментов относительно поверхностного блока. Как
было сказано, это может приводить к уменьшению
эффективного поля, действующего на ТПС, и, как
следствие, к уменьшению величины запрещенной
зоны в точке Дирака. При этом для электрическо-
го поля «положительной» направленности тополо-
гические состояния обеих частей дираковского ко-
нуса локализованы в основном в области верхнего
блока. Компенсирующее влияние магнитных момен-
тов от второго блока в этом случае минимизируется,
что и обусловливает максимальную величину запре-
щенной зоны в точке Дирака. Однако изменения ло-
кализации ТПС происходят существенно резче, чем
изменения величины запрещенной зоны в точке Ди-
рака.

Кроме перераспределения ТПС, приложенное
электрическое поле приводит к изменению магнит-
ных моментов поверхностных атомов, что может мо-
дулировать МЭ-отклик системы. На рис. 6 представ-
лены соответствующие рассчитанные изменения ве-
личины магнитных моментов на атомах первых трех
поверхностных семислойных блоков. Представлен-
ные результаты расчетов показывают явное измене-
ние магнитных моментов в приповерхностных атом-
ных слоях Bi и Te. При этом изменения магнит-
ных моментов на каждом из атомов пропорциональ-
ны величине приложенного электрического поля,
что является характерным для МЭ-отклика систе-
мы [1, 2]. Однако изменения магнитных моментов
на противоположных концах поверхностного блока
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Рис. 5. (В цвете онлайн) Изменение локализации квадрата волновой функции |Ψ|2 для нижней (a,в) и верхней (б,г)
частей дираковского конуса в области первых трех семислойных блоков при изменении градиента поверхностного потен-
циала от −0.5 В/Å до +0.5 В/Å (а,б) и при изменении величины СО-взаимодействия (в,г) для поверхностных атомов
Te и Bi. Расстояния z вдоль нормали к поверхности (0001) начинаются от верхнего края ячейки и возрастают вглубь.

Величина квадрата волновой функции показана цветом, диапазон изменения отмечен на цветовых шкалах

Рис. 6. (В цвете онлайн) Индуцированные изменения магнитных моментов на каждом из атомов в первых трех блоках
относительно E = 0 в зависимости от приложенного электрического поля. Изменения величин магнитных моментов

показаны цветом в диапазоне, представленном на цветовой шкале

имеют противоположные знаки, что в сумме может
приводить к частичному нивелированию эффекта
от данного изменения магнитных моментов. Более
того, абсолютные величины изменений магнитных

моментов также оказываются достаточно малыми
по сравнению со значениями магнитных моментов
на данных атомах, см. рис. 1а. Таким образом, дан-
ный эффект не может быть определяющим при из-
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менении величины запрещенной зоны в точке Дира-
ка, хотя и может модулироватьМЭ-отклик системы.

С другой стороны, существенную роль в форми-
ровании зонной структуры ТИ (магнитных ТИ) иг-
рает СО-взаимодействие [32]. Его изменение может
приводить к модификации структуры ТПС и, как
следствие, к вариации величины запрещенной зоны
в точке Дирака в случае магнитных ТИ. Можно так-
же предположить, что существенное влияние будет
оказывать изменение величины СО-взаимодействия
в приповерхностном слое атомов (Te1 и Bi2 для
MnBi2Te4, см рис. 1а). В частности, подобное из-
менение может быть вызвано вариацией градиента
поверхностного потенциала (подобно зависимости
атомного СО-взаимодействия от величины атом-
ного градиента потенциала) и/или наличием при-
месей (дефектов, вакансий) с меньшей величиной
СО-взаимодействия в данных слоях [32].

Для проверки данного предположения бы-
ли проведены расчеты электронных структур
MnBi2Te4 при искусственном изменении величины
СО-взаимодействия для поверхностных атомов Те1
и Bi2 в большую и меньшую стороны относительно
исходного значения (СО-взаимодействие остальных
атомов оставалось неизмененным, внешнее поле
не прикладывалось). Полученные расчетные дис-
персионные зависимости представлены выше на
рис. 3 (нижний ряд). Показана вводимая модуляция
СО-взаимодействия относительно исходной вели-
чины, принятой за единицу. Эта величина имеет
смысл коэффициента СО-взаимодействия kSOC

(spin–orbit coupling factor, SOC factor). Расчеты
при обычном значении СО-взаимодействия для Te1
и Bi2 представлены, например, на рис. 1б,в. Как
видно на рис. 3, запрещенная зона, отмеченная се-
рыми прямоугольниками, может быть существенно
изменена за счет вводимой модуляции СО-взаи-
модействия. Более наглядно изменения величины
запрещенной зоны от величины СО-взаимодействия
представлены на рис. 4б. Видно, что максимальное
значение наблюдается при исходном (−1) значе-
нии СО-взаимодействия. При его увеличении или
уменьшении наблюдается уменьшение запрещенной
зоны, хотя оно имеет немного разную динамику
изменения относительно исходного значения. Видна
качественная корреляция с зависимостью запре-
щенной зоны от приложенного внешнего поля (или
градиента потенциала) на рис. 4а. Также на основе
расчетов были получены зависимости локализации
состояний верхней и нижней частей конуса Дирака
при изменении величины СО-взаимодействия —
соответственно рис. 5в и 5г. Здесь также видна

корреляция с поведением данных состояний от
приложенного поля.

Обнаруженные корреляции между зависимостя-
ми на рис. 4а и 4б, а также поведением локализа-
ции ТПС на рис. 5а,б и 5в,г показывают схожий ха-
рактер влияния изменения градиента поверхностно-
го потенциала и модуляции СО-взаимодействия по-
верхностных атомов на величину запрещенной зо-
ны в точке Дирака. В свою очередь, это может сви-
детельствовать о причинно-следственной связи дан-
ных эффектов.

4. ВЫВОДЫ

В рамках работы методом ФЭСУР эксперимен-
тально была показана возможность существования
различных величин запрещенной зоны в точке Ди-
рака для различных образцов АФМ ТИ MnBi2Te4.
Используя расчеты методом теории функционала
плотности при различных приложенных электриче-
ских полях мы показали, что данные изменения в
величинах запрещенной зоны могут быть связаны
с изменениями локального градиента поверхностно-
го потенциала для разных образцов. Проведенные
расчеты показали возможность уменьшения вели-
чины запрещенной зоны в точке Дирака от 81 мэВ
до 5 мэВ при приложении внешнего электрического
поля напряженностью E = −0.5 В/Å. Для элект-
рического поля противоположной направленности
величина запрещенной зоны первоначально увели-
чивается до 89 мэВ при E ≈ 0.15 В/Å, а затем начи-
нает уменьшаться до 76 мэВ при E = 0.5 В/Å. Кро-
ме того, наблюдались изменения локализации ТПС
и магнитных моментов поверхностных атомов при
приложении поля, которые могут играть роль в из-
менении величины запрещенной зоны и модуляции
магнитоэлектрического отклика. С другой стороны,
при помощи расчетов было показано, что вариация
СО-взаимодействия приповерхностных атомов Te1
и Bi2 также может приводить к подобным измене-
ниям запрещенной зоны и локализации ТПС. По-
добие результатов при вариации градиента поверх-
ностного потенциала и СО-взаимодействия может
говорить о взаимосвязи данных эффектов.

Проблема влияния приложенного электрическо-
го поля, изменения градиента поверхностного по-
тенциала или СО-взаимодействия на величину за-
прещенной зоны в точке Дирака является сложной
проблемой и требует дальнейшего более детального
анализа. Однако при этом представленные резуль-
таты теоретически предсказывают возможность ис-
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кусственной модуляции величины запрещенной зо-
ны в точке Дирака приложенным электрическим по-
лем, что может быть использовано для модуляции
магнитно-электрических свойств систем на основе
MnBi2Te4 в прикладных исследованиях и задачах.

5. МЕТОДЫ

Измерения дисперсионных зависимостей тополо-
гических состояний проводились методом ФЭСУР
на установке μ-Laser в ARPES-центре синхротрон-
ного излучения HiSOR (Хиросима, Япония) с улуч-
шенным угловым и энергетическим разрешением и
высоким пространственным разрешением лазерно-
го пучка (диаметр пятна около 5 мкм) при энергии
излучения hν = 6.3 эВ.

Эксперимент проводился с использованием ана-
лизатора Scienta R4000 при угле падения лазерного
излучения 50◦ относительно нормали к поверхности.

Монокристаллы MnBi2Te4 были синтезированы
вертикальным методом Бриджмена в Новосибирс-
ком государственном университете.

Чистые поверхности образцов получали сколом в
сверхвысоком вакууме. Базовое давление в процессе
эксперимента было на уровне (1–2) · 10−11 мбар.

Расчеты электронной структуры были выпол-
нены в рамках релятивистской теории функциона-
ла плотности, реализованной в коде OpenMX, где
базисные функции представлены локализованными
псевдоатомными орбиталями [33–35], а потенциал
заменен на сохраняющий норму псевдопотенциал
[36]. В расчетах была использована обменно-кор-
реляционная энергия в PBE-версии приближения
обобщенного градиента [37]. Точность численного
интегрирования в реальном пространстве определя-
лась энергией отсечки 200 Ry с критерием сходимос-
ти по полной энергии 3·10−5 эВ. Поверхностная зона
Бриллюэна представлялась сеткой 7× 7 k-точек.

Базисные функции задавались следующим обра-
зом:

Bi8.0− s3p3d2f2,Te7.0− s3p3d2f1,Mn6.0− s3p3d2.

Данная нотация на примере атома висмута озна-
чает, что волновые функции задавались посредст-
вом трех примитивных орбиталей для каждого s-
и p-каналов, двух орбиталей для d-каналов и одной
орбитали для f -каналов радиусом 8.0 ат. ед. Метод
DFT+U [38] в схеме Дударева [39] использовался
для d-состояний Mn с параметром U = 5 эВ [20].

Рассчитываемая система представляла собой
повторяющийся слэб (пластина образца), состоя-
щий из шести семислойных блоков MnBi2Te4.

Между слэбами помещался вакуумный слой тол-
щиной 12 Å, для предотвращения взаимодействия
между ними. Однородное внешнее электрическое
поле пилообразной формы прикладывалось вдоль
нормали к поверхности совместно с граничными
условиями «вакуум–слэб–вакуум» в рамках метода
эффективной экранирующей среды [40], чтобы
избежать искусственного взаимодействия между
слэбами. Спиновые магнитные моменты атомов
рассчитывались исходя из разности населенностей
по Малликену.

Финансирование. Работа выполнена в рам-
ках финансовой поддержки Министерства науки и
высшего образования РФ (грант №075-15-2020-797
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Проведено численное моделирование двумерных волновых электроконвективных течений и переходных
процессов в слабопроводящей неизотермической жидкости, заполняющей плоский горизонтальный кон-
денсатор, возникающих за счет действия постоянного электрического поля на инжектированный с катода
заряд. Получены зависимости характеристик волновых течений (амплитуды функции тока, частоты коле-
баний в фиксированной точке конвективной ячейки, фазовой скорости волны) от интенсивности нагрева
и величины электрического поля. Построены бифуркационные диаграммы и карта устойчивых волновых
решений. Для переходного процесса от режима стоячих волн к режиму бегущих волн проанализированы
поведение траекторий на характеристической плоскости и эволюция пространственных гармоник.

DOI: 10.31857/S0044451022010126

1. ВВЕДЕНИЕ

Изотропные слабопроводящие жидкости [1] и
жидкие кристаллы [2, 3] демонстрируют разнооб-
разие нелинейных электроконвективных структур,
возникающих в электрическом поле, что представ-
ляет значительный интерес как с фундаменталь-
ной, так и с практической точек зрения. В изот-
ропной слабопроводящей жидкости под действием
электрического поля может существовать электро-
конвекция вследствие действия различных механиз-
мов зарядообразования в ней: инжекционного, элек-
тротермического, диэлектрофоретического и дру-
гих [1, 4, 5]. Инжекционный механизм характери-
зуется образованием свободного заряда на границе
электрод–жидкость в результате окислительно-вос-
становительных электрохимических реакций [6, 7],
благодаря которым в приграничных зонах генериру-
ются заряды одного знака с зарядом электродов: от-
рицательные на катоде или положительные на ано-
де. Нейтральная примесь у металлического электро-
да, содержащего либо недостаток электронов (анод),
либо их избыток (катод), отдает электрон (на аноде)
или захватывает его (на катоде), становясь ионом

* E-mail: bsmorodin@yandex.ru

того же знака, что и электрод. Генерируемые ионы
отталкиваются от заряженной тем же зарядом по-
верхности — заряд инжектируется в жидкость. Про-
водимость жидкости, приобретаемая благодаря по-
добному механизму, называется инжекционной. На-
пример, возникновение заряда в области катода в
рассматриваемом в данной статье случае характе-
ризуется окислительно-восстановительной реакци-
ей [8]:

M + (X+Y −) →M(e) + (XY −) → Y −
free, (1)

где M — металлический электрод, отдающий ион-
ной паре (X+Y −) электрон e, Y −

free — инжектируе-
мая ионная компонента. Схема (1), в которой на ка-
тоде образуется отрицательный заряд, представляет
классический пример униполярной инжекции.

Возникновение конвективного течения слабопро-
водящей жидкости во внешнем электрическом поле
плоского конденсатора при инжекции заряда можно
пояснить следующим образом. В прикатодном слое
образуется отрицательный заряд, который благода-
ря подвижности в электрическом поле проникает в
жидкость. Сила Кулона, действуя на распределен-
ный в объеме заряд, генерирует электроконвектив-
ное течение.

Исследования поведения изотермической жид-
кости в постоянном электрическом поле показали,
что в результате обратной бифуркации возникает
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стационарная электроконвекция [9–11]. В некотором
интервале изменения электрического числа Рэлея,
зависящего от напряжения на электродах, имеется
гистерезисный переход между двумя устойчивыми
режимами: ионной проводимости (conductive state),
когда жидкость находится в покое, и электроконвек-
тивного течения.

Электроконвекция неизотермической жидкости
демонстрирует большее разнообразие и открывает
дополнительные возможности благодаря взаимодей-
ствию кулоновских сил и сил плавучести. Естествен-
ным образом здесь возникает усиление [12, 13] или
ослабление теплопередачи [14] при нагреве конвек-
тивных ячеек снизу за счет направления кулоновс-
кой силы при сильной инжекции заряда. Увеличе-
ние теплообмена в замкнутой области связывается
с увеличением числа конвективных ячеек с ростом
электрического числа Рэлея. В [15] рассмотрен на-
грев замкнутой полости сбоку (сила плавучести и
кулоновские силы направлены ортогонально друг к
другу) и обнаружено, что среди различных течений
жидкости возможны хаотические.

Исследование нелинейной стадии электроконвек-
ции при нагреве сверху, когда сила плавучести и си-
ла Кулона противоположны друг другу [8], показы-
вает, что нагрев слоя сверху препятствует возник-
новению стационарной конвекции (порог конвекции
повышается), а течение жидкости может возникать
и колебательным образом: в результате прямой би-
фуркации Хопфа. В результате численного модели-
рования в зависимости от параметров задачи об-
наружены различные периодические колебательные
режимы: стоячей волны (SW), бегущей волны (TW),
модулированной бегущей волны (MTW), модулиро-
ванной стоячей волны (MSW), которые могут быть
реализованы в горизонтальном слое или кольцевых
каналах.

Влияние интенсивности нагрева сверху (измене-
ние числа Рэлея) на эволюцию электроконвектив-
ных режимов исследовано в [16] при фиксирован-
ном значении электроконвективного параметра T =

= 6820. Однако представленная в [16] бифуркаци-
онная диаграмма содержит неполную информацию
и требует уточнения и ответов на важные вопросы.
Что происходит с режимом бегущих волн при умень-
шении модуля числа Рэлея? Согласно результатам
линейной теории [8] при малых нагревах сверху ко-
лебательная неустойчивость уступает место моно-
тонной, и режим бегущих волн не должен существо-
вать. Когда и как разрушается этот режим и проис-
ходит переход к стационарной конвекции?

В данной работе проанализированы двумерные
режимы электроконвекции в горизонтальном кон-
денсаторе, заполненном слабопроводящей жидкос-
тью, при инжекции заряда с катода и нагреве свер-
ху. Исследовано влияние внешнего электрического
поля и интенсивности нагрева на эволюцию элект-
роконвективных колебательных течений (стоячих и
бегущих волн) в межэлектродном промежутке и пе-
реходные процессы и даны ответы на поставлен-
ные выше вопросы. Получены бифуркационные диа-
граммы и построена карта существования устойчи-
вых решений. Проанализирована эволюция полей
функции тока, температуры и плотности заряда для
режима модулированных бегущих волн.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим находящийся в поле тяжести гори-
зонтальный конденсатор толщиной d и введем де-
картову систему координат, ось x которой направ-
лена вдоль катода, а ось z — перпендикулярно ему
вниз (рис. 1). К обкладкам конденсатора приложе-
ны разность потенциалов V0 и разность температур
Θ. Конденсатор заполнен слабопроводящей жидкос-
тью с плотностью ρ = ρ0(1 − βθ), линейно завися-
щей от температуры (θ — отклонение температуры
от некоторого среднего значения), коэффициентом
теплового расширения β, вязкостью ν, температуро-
проводностью χ, диэлектрической проницаемостью
ε. Предполагается, что все характеристики жидкос-
ти и коэффициент подвижности ионов K не зависят
от величины электрического поля и температуры.

Выбирая масштабы длины [x] = d, времени [t] =

= d2/χ, давления [p] = ρ0ν
2/d2, скорости [v] = ν/d,

температуры [θ] = Θ, потенциала [Φ] = V0, плотнос-
ти заряда [q] = ε0εV0/d

2 (ε0 — электрическая посто-
янная), запишем систему уравнений электроконвек-
ции в случае неизотермический несжимаемой жид-
кости — уравнения переноса импульса, заряда, теп-
ла, уравнения неразрывности и Пуассона [8, 10, 17]:

Рис. 1. Геометрия задачи
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∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇p+Δv +

Ra
Pr
θe− T2

M2 q∇Φ, (2)

∂θ

∂t
+ (v · ∇)θ =

1

Pr
Δθ, (3)

∂q

∂t
+ (v · ∇)q =

T
M2 (q

2 −∇Φ · ∇q), (4)

∇ · v = 0, (5)
ΔΦ = −q, (6)

где v — скорость, p — давление, q — плотность заря-
да слабопроводящей жидкости, e — направленный
вверх единичный вектор. На единичный объем жид-
кости действуют сила Кулона и сила плавучести (2).
Поток заряда в уравнении для его эволюции содер-
жит дрейф заряда в электрическом поле и конвек-
тивный перенос при движении жидкости (4). В слу-
чае отсутствия проскальзывания на идеально теп-
лопроводящих электродах граничные условия запи-
сываются в виде

z = 0 : v = 0, θ = 1, Φ = 0, q = −A∂Φ
∂z

,

z = 1 : v = 0, θ = 0, Φ = 1.
(7)

Рассматривается случай автономной инжекции с
катода, когда величина инжектируемого заряда про-
порциональна величине электрического поля [10,11],
при этом инжекция предполагается слабой (A� 1).

Система уравнений (2)–(6) и граничных условий
(7) содержит число Рэлея Ra = gβΘd3/νχ и чис-
ло Прандтля Pr = ν/χ, безразмерный электрокон-
вективный параметр T = ε0εV0ρ0/Kν, параметр по-
движности инжектируемых ионов M =

√
ε0ε/K2ρ0,

а также параметр A = ad/ε0ε, характеризующий
степень инжекции заряда (здесь a — размерный
коэффициент, определяющий инжекцию). Подвиж-
ность заряда M может изменяться в широких преде-
лах 4 < M < 120 [9] в зависимости от типа носителей
и вида среды.

В дальнейшем все расчеты проведены при ти-
пичных для слабопроводящих жидкостей значени-
ях параметров Pr = 10, M = 14.14 [7, 9, 11], A = 0.25

[8, 10].

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ И ХАРАКТЕРИСТИКИ
ВОЛНОВЫХ РЕЖИМОВ

Механическое равновесие жидкости (v = 0) ха-
рактеризуется линейным распределением темпера-
туры, θ0 = 1 − z, и следующими распределениями
электрического поля и заряда [10]:

Ez =
3A(1 + 2Az)1/2

(1 + 2A)3/2 − 1
,

Φ0 =
(1 + 2Az)3/2

(1 + 2A)3/2 − 1
,

q = −3A2(1 + 2Az)−1/2

(1 + 2A)3/2 − 1
.

(8)

При определенном наборе параметров задачи
(T, Ra, Pr, M, A, k), где k — волновое число,
малые возмущения начинают возрастать монотон-
ным или колебательным образом, и в результа-
те эволюции возникают конечно-амплитудные элек-
троконвективные течения. Например, при нагре-
ве сверху электроконвекция может возникать ко-
лебательным образом [8, 18], если электроконвек-
тивный параметр превышает некоторое критичес-
кое значение T>Tlin

osc. В нашем случае оно будет
зависеть от оставшихся управляющих параметров
Tlin

osc(Ra,M,Pr, A, k). При этом в горизонтальном
слое или в кольцевых каналах могут установиться
режимы стоячих или бегущих волн.

Численное моделирование двумерных волновых
режимов электроконвекции проводилось с помощью
двухполевого метода (при решении уравнения На-
вье –Стокса вместо переменных скорости v и дав-
ления p используются вихрь скорости ϕ и функция
тока ψ):

vx = −∂ψ
∂z

, vz =
∂ψ

∂x
, ϕ = (rotv)y . (9)

Благодаря малой инжекции (A � 1) задача мо-
жет быть решена в безындукционном приближении
[8, 10, 11]: считается, что электрическое поле в слое
не зависит от конвективного переноса зарядов. Ре-
зультаты решения задачи в безындукционном при-
ближении и в полной постановке отличаются не бо-
лее чем на 1%. В безындукционном приближении
система уравнений электроконвекции неизотерми-
ческой слабопроводящей жидкости записывается в
виде

∂ϕ

∂t
− ∂ϕ

∂x

∂ψ

∂z
+
∂ϕ

∂z

∂ψ

∂x
=

= Δϕ− T2

M2Ez
∂q

∂x
− Ra

Pr
∂θ

∂x
,

∂θ

∂t
− ∂θ

∂x

∂ψ

∂z
+
∂θ

∂z

∂ψ

∂x
=

1

Pr
Δθ,

∂q

∂t
− ∂q

∂x

∂ψ

∂z
+
∂q

∂z

∂ψ

∂x
=

T
M2

(
q2 + Ez

∂q

∂z

)
,

Δψ = −ϕ.

(10)

Граничные условия на горизонтальных границах (7)
примут вид
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z = 0 : ψ = 0,
∂ψ

∂z
= 0, θ = 1, q = −A∂Φ0

∂z
,

z = 1 : ψ = 0,
∂ψ

∂z
= 0, θ = 0.

(11)

Для численного моделирования режимов бегу-
щих волн необходимо использовать также условие
периодичности всех функций, описывающих состо-
яние системы, вдоль горизонтальной оси x c перио-
дом l = 2π/k:

F (x, z, t) = F (x+ l, z, t), (12)

где F = (ψ, ϕ, θ, q).
Сформулированная выше задача об электрокон-

векции неоднородно нагретой жидкости (10)–(12)
решалась с помощью метода конечных разностей
[19], реализация которого для изотермической зада-
чи была предложена ранее в [10,11]. Явная схема ис-
пользовалась для аппроксимации уравнения эволю-
ции вихря. Переключение расчетов со схемы диффе-
ренцирования центральными разностями на схему с
разностями «против потока» и обратно происходи-
ло в зависимости от выполнения критерия устойчи-
вости [10]. Уравнение Пуассона для функции тока
решалось методом последовательной верхней релак-
сации [19]. Для уравнений переноса тепла и заряда
применялась явная схема с разностями «против по-
тока».

Численное моделирование проведено для случая
периодических условий в ячейке длиной l = 2 (вол-
новое число k = π), на сетке из 41× 21 узлов. Даль-
нейшее увеличение числа узлов сетки не приводило
к заметному изменению результатов.

Отметим, что выбранное волновое число k = π

соответствует точке, лежащей левее минимума
нейтральной кривой устойчивости. Например,
при Ra = −1800 значения электроконвективного
параметра на нейтральной кривой, полученные из
решения линейной задачи: Tlin

osc(k = π) = 7007.3 и
Tlin

osc(k = 2π) = 6790.9, поэтому в нашем численном
моделировании могут реализовываться решения
в пространственным периодом l/2 даже вблизи
границы устойчивости.

Известно, что в плоском слое жидкости наряду
с решениями с периодом l могут также возникать
волны, имеющие другие периоды вдоль направле-
ния распространения волны (неустойчивость Экха-
уса). Кроме того, в слое благодаря нелинейной эво-
люции могут возрастать и различные трехмерные
возмущения [20]. Эти явления способны существен-
но изменить наблюдаемую картину.

Для возможной экспериментальной проверки на-
шего рассмотрения двумерных структур и с целью

избежать указанных выше осложнений можно пред-
ложить реализацию волнового движения в кольце-
вом канале длиной L = ml � 1, где m — целое
(размерная длина L = ml � d). Используя неболь-
шие надкритичности, например по параметру T, и
подбирая L, легко добиться выполнения условия,
когда волновые возмущения с пространственными
периодами l1, также удовлетворяющими условию
L = m1l1, находятся в области устойчивости (лежат
ниже нейтральной кривой T(k)) [8].

Геометрия кольцевых каналов часто использу-
ется для экспериментального исследования конвек-
тивных бегущих волн, наблюдаемых в бинарных
смесях спирт–вода [21,22], для которых можно про-
вести аналогию с электроконвекцией. Эти разные на
первый взгляд системы имеют общие черты: 1) кро-
ме конвективного переноса примеси (заряда) су-
ществуют дополнительные механизмы транспорта:
термодиффузия нейтральной примеси под действи-
ем градиента температуры (дрейф заряда в элек-
трическом поле); 2) при определенных условиях
конвекция возникает колебательным образом и в ре-
зультате эволюции формируется бегущая волна.

Несмотря на то, что геометрия кольцевых кана-
лов является существенно трехмерной, в случае экс-
периментального исследования конвекции бинар-
ных смесей в кольцевых каналах большого радиуса
R � d (длины L = 2πR ) и ширины b ≈ (1.3d–3d) [22]
реализуются квазидвумерные режимы в виде валов,
ось которых перпендикулярна боковым границам.
Полученные в ходе численного моделирования бе-
гущих волн в горизонтальном слое распределения
концентрации и связанные с ними теневые изобра-
жения, а также бифуркационные диаграммы кон-
вективных решений [22,23] находятся в хорошем со-
ответствии с экспериментальными данными в коль-
цевых [22] и прямоугольных каналах [24]. В более
широких каналах (b > 3d) квазидвумерные валы
разрушаются в результате трехмерных неустойчи-
востей [20,25], в более узких (b < 1.3d) влияние боко-
вых границ оказывается велико [26] и сильно отли-
чается от предсказаний численного моделирования.

Таким образом, в случае электроконвекции сла-
бопроводящей жидкости в геометрии кольцевых ка-
налов с большим отношением длины к высоте и ши-
риной (1.3d–3d) следует ожидать, что в эксперимен-
те в области небольших надкритичностей по элек-
троконвективному параметру T будут наблюдаться
моделируемые волновые движения.

Эволюция осциллирующих электроконвектив-
ных течений анализировалась на основе поведения
локальных и интегральных величин, подобно тому
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как было использовано в работе [27]: максимального
значения функции тока в конвективной ячейке

ψmax(t) = max
x,z

ψ(x, z, t); (13)

минимального значения функции тока в конвектив-
ной ячейке

ψmin(t) = min
x,z

ψ(x, z, t); (14)

функции тока в фиксированной точке слоя, напри-
мер в нашем случае при x = l/4, z = 1/2,

ψloc(t) = ψ(x0 = l/4, z0 = 1/2, t), (15)

а также вида спектров Фурье A(ω) осцилляции
функции тока в фиксированной точке.

Для характеристики установившихся и переход-
ных решений, у которых конвективные структуры
смещаются вдоль горизонтальной координаты, бу-
дем также использовать фазовую скорость волны,
определяемую как производная от горизонтальной
координаты максимума функции тока в конвектив-
ной ячейке:

vph(t) =
dx(ψ = ψmax)

dt
. (16)

Расчеты показали, что вертикальная координата
этого максимума в режиме стоячих и бегущих волн
располагается на середине высоты конвективной
ячейки z(ψ = ψmax) = 1/2.

Кроме мгновенной фазовой скорости используем
также ее среднее значение:

〈vph〉 =
1

τ

τ∫
0

vph dt =
x(τ) − x(0)

τ
, (17)

где τ — достаточно большой интервал времени, по
которому проводится усреднение (в нашем случае 30
и более периодов осцилляций бегущей волны TW).

Пространственно-временное распределение по-
лей функции тока ψ, заряда q и температуры θ

и разложение этих полей в ряды Фурье по про-
странственным гармоникам F̂n(t) позволяет деталь-
но охарактеризовать особенности различных тече-
ний жидкости. Ограничимся разложением искомых
функций в ряды в горизонтальном направлении,
в сечении, соответствующем середине высоты слоя
(z = 1/2):

F (x, z = 1/2, t) = F̂0(t) +

∞∑
n=1

F̂n(t)e
iknx. (18)

Для описания возникающих в жидкости струк-
тур нашем случае достаточно информации о первой
ψ̂1(t) и второй ψ̂2(t) модах разложения функции то-
ка, вклад третьей гармоники ψ̂3(t) в общее реше-
ние мал (не превышает 1%). Наш анализ показал,
что поведение гармоник температуры θ̂n(t) и заря-
да q̂n(t) качественно воспроизводит эволюцию про-
странственных гармоник функции тока.

Схема расчетов для численного моделирова-
ния протестирована на результатах изотермической
электроконвекции (Ra = 0) [10], которая возникает
в результате обратной бифуркации при T1 = 6200 и
сосуществует с режимом механического равновесия
при уменьшении электрического параметра до T2 =

= 1800. Полученные в нашем численном моделиро-
вании результаты T1 = 6280 и T2 = 1780 находятся
в хорошем соответствии с результатами работы [10].

Еще один элемент тестирования связан со срав-
нением результатов линейной теории данных расче-
тов в полной нелинейной постановке. При наличии
нагрева сверху (Ra < 0) критическое значение для
колебательной моды неустойчивости, полученное в
ходе наших расчетов Tosc, отличается от результа-
тов линейной теории Tlin

osc не более, чем на 3.5%:
например, Ra = −1800, Tosc = 6778, Tlin

osc = 7007.3.

4. НЕЛИНЕЙНЫЕ РЕЖИМЫ
ЭЛЕКТРОКОНВЕКЦИИ

Обсудим влияние нагрева сверху (изменение чис-
ла Рэлея) на эволюцию электроконвективных вол-
новых режимов. В отличие от результатов [8, 16] в
ходе численного моделирования обнаружено два ти-
па бегущих волн (TW, traveling wave), изображен-
ных для примера в случае T = 6820, Ra = –1900 на
рис. 2. Изолинии вращающихся по часовой стрел-
ке вихрей (положительная функция тока, штрихо-
вые линии), против часовой стрелки (отрицательная
функция тока, сплошные линии) совмещены с по-
лями температуры (верхний ряд) и плотности заря-
да (нижний ряд). Несмотря на то, что оба решения
трансляционно-симметричны с пространственным
периодом l, между ними имеется и различие, кото-
рое связано с тем, что интенсивности вращения со-
седних вихрей в бегущей волне разные. В одном ре-
жиме (TW1, бегущей слева направо волны) враща-
ющийся по часовой стрелке положительный вихрь
имеет большую интенсивность, но меньший гори-
зонтальный размер, чем его сосед, ψ1

max > |ψ1
min|

(рис. 2а), а в другом режиме (TW2, бегущей спра-
ва налево волны), наоборот, ψ2

max < |ψ2
min|, при-
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Рис. 2. (В цвете онлайн) Бегущие волны. Изолинии функции тока и температуры (верхний ряд), функции тока и за-
ряда (нижний ряд): a) режим TW1, б) режим TW2. Штриховые линии — изолинии вращающихся по часовой стрелке
вихрей (положительная функция тока), сплошные линии — изолинии вихрей, вращающихся против часовой стрелки

(отрицательная функция тока). T = 6820, Ra = −1900, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10

чем ψ1
max � −ψ2

min и ψ2
max � −ψ1

min. Различие в
пространственной структуре бегущих в противопо-
ложных направлениях волн наблюдалось ранее для
случая электрокондуктивного [28] или диэлектро-
форетического [29] механизмов зарядообразования
в жидкости.

Из рис. 2 видно, что конвективное движение
сильно искажает изолинии температуры, в то время
как отклонение заряда от равновесного значения (8)
мало и имеет наибольшее значение у анода (нижнего
электрода).

Бифуркационные диаграммы режимов при T =

= 6780 и T = 6820 представлены на рис. 3. Они со-
держат зависимости максимального значения функ-
ции тока ψ1

max (сплошная линия), ψ2
max (штриховая

линия) бегущих волн (рис. 3a) и циклической часто-
ты колебаний функции тока в фиксированной точке
ячейки ψloc(t) (рис. 3б) от модуля числа Рэлея. Точ-
ками на рис. 3a отмечены данные максимального
значения функции тока для бегущих TW1 и стоячих
волн, которые соответствуют значениям параметров
(T = 6820, 1000 < |Ra| < 2500 [16]). Отметим, что
ранее в [8,16] был обнаружен только один тип бегу-
щих волн — TW1.

Частоты (рис. 3б) определяются по спектрам Фу-
рье (рис. 4), которые могут содержать либо ха-
рактерную частоту электроконвективных колеба-

ний ωTW (рис. 4а, бегущая волна, ωTW ) и удвоенную
гармонику 2ωTW , либо дополнительно к ним часто-
ту ω1 (рис. 4б, MTW — модулированная бегущая
волна).

Из бифуркационной диаграммы (рис. 3) вид-
но, что уменьшение интенсивности нагрева (|Ra|)
приводит к уменьшению максимального значения
функции тока и согласно (9) (vz = ∂ψ/∂x � kψ)
максимального значения вертикальной скорости
электроконвекции, а следовательно, интенсивности
конвективного перемешивания жидкости в волне.
Основная частота колебаний ωTW в фиксированной
точке конвективной ячейки и фазовая скорость
волны vph = ωTW /k также убывают с уменьшением
интенсивности нагрева.

При уменьшении степени нагрева |Ra| <

< |RaMTW | = 925 на бифуркационной диаграмме
появляется новое решение (не обнаруженное в
[16]): бегущая волна приобретает модуляцию по
амплитуде ψ1 < ψmax(t) < ψ2. При этом новая
частота, связанная с модуляцией волны, возникает
скачком ω1 = 2.802 и характеризует квазипериоди-
ческие колебания решений в фиксированной точке
конвективной ячейки (отношение Q = ω1/ωTW не
является рациональным числом). Минимальное ψ1

и максимальное ψ2 значения амплитуды бегущей
волны также представлены на рис. 3a. C умень-
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Рис. 3. (В цвете онлайн) Бифуркационные диаграммы ре-
жимов электроконвекции: зависимости а) максимального
значения функции тока, б) частоты колебаний функции
тока в фиксированной точке; T = 6820 (черные линии),
6780 (красные линии); Ra = −1900, A = 0.25, M = 14.14,

Pr = 10

шением модуля числа Рэлея степень модуляции
амплитуды постепенно возрастет, δA = ψ2/ψ1, а час-
тота бегущей волны ωTW и частота ω1 уменьшаются
(рис. 2б). При некотором критическом значении
числа Рэлея |RaSOC | ≈ 784 модулированная бегу-
щая волна теряет устойчивость, и после переходного
процесса устанавливается режим интенсивной ста-
ционарной конвекции (SOC, ψSOC = 26). Этот
режим характеризуется зеркальной симметрией
между противоположно вращающимися валами
SOC [8,16].

В модулированной волне (MTW) при |Ra| <

< |RaMTW | (например, для T = 6820, |Ra| = 800,
рис. 5) периодически меняется не только амплиту-
да: значение ψmax(t) изменяется в интервале (ψ1, ψ2)

(рис. 5а), но и фаза v1ph < vph < v2ph (рис. 5б). При
этом средняя фазовая скорость MTW во всем ин-
тервале их существования удовлетворяет условию
〈vph〉 � ωTW /k (например, T = 6820, Ra = −800,
ωTW = 4.33, k = π, ω1 = 2.52, 〈vph〉 = 1.37), а
фазовая скорость на периоде модуляции меняется в

Рис. 4. Фурье-спектры колебаний функции тока в задан-
ной точке конвективной ячейки в режимах a) бегущей вол-
ны (Ra = −950) и б) модулированной бегущей волны
(Ra = −800); T = 6820, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10.

Рис. 5. Модулированная бегущая волна. Зависимости мак-
симального и минимального значений функции тока (a), а
также фазовой скорости волны (б) от времени: Ra = −800,

T = 6820, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10
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Рис. 6. (В цвете онлайн) Модулированная бегущая волна.
Изолинии a) функции тока и температуры, б) функции то-
ка и заряда в различные моменты времени. Штриховые и
сплошные линии соответствуют положительным и отрица-
тельным значениям функции тока. Числа 1–6 соответству-
ют моментам времени, отмеченным на рис. 5. Ra = −800,

T = 6820, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10

v2ph/v
1
ph ≈ 2.3 раза. Частота модуляции ωmod = 2π/T

(T — период модуляции) связана с частотами ко-
лебаний в спектре квазипериодических колебаний
(рис. 4) соотношением ωmod = 2ωTW − ω1 и одина-
кова для изменения фазовой скорости vph(t), мак-
симального ψmax(t) и минимального ψmin(t) значе-
ний функции тока. Колебания максимального ψmax

и минимального ψmin значений функции тока сдви-
нуты по фазе. Интенсивности вращения соседних
вихрей в конвективной ячейке в режиме модулиро-
ванной бегущей волны различны, но в отличие от
бегущей волны изменяются на периоде модуляции.

Изолинии функции тока, температуры и плотно-
сти заряда модулированной бегущей волны (MTW)
в моменты времени t1 = T /8, t2 = 3T /8, t3 = 4T /8,
t4 = 5T /8, t5 = 7T /8, t6 = T при (|Ra| = 800, ωmod =

= 6.123) представлены на рис. 6 (ряды, отмеченные
числами 1–6 соответствуют моментам времени t1–t6
на рис. 5).

Следует обратить внимание, что сверху находит-
ся более нагретая (легкая) жидкость и течение обес-
печивается силой Кулона, поднимающей более хо-
лодную (тяжелую) жидкость вверх (рис. 6а). Из ри-
сунков видно направление движения волны слева
направо. Общее свойство: конвективное движение
значительно искажает изолинии температуры (ве-
лико отклонение изолиний от горизонтального по-
ложения в равновесии), в то время как отклонение
плотности заряда от равновесного распределения
(8) мало. Конвективные валы, вращающиеся по и
против часовой стрелки и смещающиеся вдоль гори-
зонтали, меняют не только свою интенсивность, но и
размеры, что связано с генерацией второй простран-
ственной гармоники ψ̂2, θ̂2, q̂2 (18). Наличие высших
пространственных гармоник F̂2 хорошо видно на
эволюции поля температуры (рис. 5а).

В момент t1 = T /8 фазовая скорость волны
немного превышает минимальную, интенсивность
электроконвекции большая, горизонтальный размер
вихря, вращающегося против часовой стрелки, пре-
вышает размер соседнего. В ходе эволюции размеры
соседних противоположно вращающихся вихрей ос-
циллируют в противофазе и в моменты t = 3T /8 и

Рис. 7. Переход от стоячей волны к бегущей. Поведение
координаты максимума на характеристической плоскости.
Ra = −1888, T = 6820, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10

6T /8 практически совпадают. При t2 < t < t4 боль-
шую часть ячейки занимает вихрь, вращающийся
по часовой стрелке.

При t5, t6 снова преобладает вихрь, направлен-
ный против часовой стрелки. В эти моменты вре-
мени нулевая изолиния (соответствующая средней
температуре) имеет форму, близкую к трапеции.

На бифуркационной диаграмме (рис. 3) при T =

= 6280 присутствует область чисел Рэлея 1900 <

< |Ra| < 2400, в которой сосуществуют бегущие
(TW) и стоячие (SW) волны. Эта область раньше
[8, 16] не была обнаружена. Отметим, что частота
стоячей волны ωSW немного меньше частоты бегу-
щей ωTW и практически не зависит от числа Рэлея
(крестики на рис. 3б). В стоячей волне выполняется
условие ψmax(t) = |ψmin(t)|.

Обсудим переходный процесс от стоячей волны к
бегущей, отраженный для примера на рис. 7, 8 при
|Ra| = 1888. Изменение пространственного положе-
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Рис. 8. (В цвете онлайн) Переход от стоячей волны к бе-
гущей. Эволюция a) максимальной функции тока, б) пер-
вой и в) второй пространственных гармоник функции тока.
Ra = −1888, T = 6820, A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10

ния максимума функции тока на начальном интер-
вале перехода представлено на характеристической
плоскости (рис. 7, 0 < t < 26.5, красные круги).
На первом временном интервале t < 1.88 положе-
ние максимума функции тока осциллирует в интер-
валах координат 0.5 < x < 0.75 и 1.5 < x < 1.75,
оставляя на характеристической плоскости следы в
виде «подков». Нижние границы этих интервалов
(x = 0.5 и x = 1.5) соответствуют положениям экс-
тремумов первой пространственной гармоники, а са-
ми осцилляции связаны с изменениями амплитуды
второй гармоники. Через половину периода по вре-
мени происходит переключение: положение макси-
мума сдвигается на половину длины ячейки ±l/2.

В интервале 1.88 < t < 25 характер волны из-
меняется. Несмотря на то, что горизонтальное дви-
жение структуры существует по-прежнему только
в части конвективной ячейки, интервал координат
x, при котором существует возвратное движение,
уменьшается.

При t = 25.16 возникает сквозное движение кон-
вективных валов через слой. Из рис. 7 видно, что
формирующаяся бегущая волна движется справа
налево (решение TW2) и модулирована по фазе: фа-
зовая скорость волны равна обратному тангенсу на-
клона к графику t(x).

Полностью переход от стоячей волны к бегу-
щей при Ra = −1888 представлен на рис. 8 (0 <

< t < 87.5), где изображены эволюция максималь-
ной функции тока (рис. 8а), а также траектории
на плоскостях Re ψ̂1–Im ψ̂1 (рис. 8б) и Re ψ̂2–Im ψ̂2

(рис. 8в), отражающие эволюцию первой и вто-
рой пространственных гармоник функции тока. При
этом на всех частях рисунка использована одина-
ковая цветовая кодировка: красные линии соответ-
ствуют интервалам времени Δt1 (0 < t < 26.5),
черные — Δt2 (26.5 < t < 78.32), фиолетовые —
Δt3 (78.32 < t < 87.5). В результате представлен-
ного на рис. 8 процесса формируется бегущая волна
TW2 (рис. 3) с ψ2

max = 0.750. Вклад второй гар-
моники (рис. 8в) на порядок меньше вклада первой
(рис. 8б). Первый этап Δt1 соответствует переходу
от стоячей волны к модулированной бегущей, кото-
рый был обсужден выше (рис. 7). На втором этапе
Δt2 модуляция фазовой скорости значительно изме-
няется, уменьшаясь по амплитуде. При дальнейшей
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Рис. 9. (В цвете онлайн) Карта волновых режимов на плос-
кости (Ra,T). A = 0.25, M = 14.14, Pr = 10. TW — бегу-
щая волна, SW — стоячая волна, MTW — модулированная

бегущая волна, SOC — стационарная конвекция

эволюции волны Δt3 амплитуда модуляции фазовой
скорости убывает до нуля и при t = 78.32 возника-
ет бегущая с постоянными скоростью и амплитудой
волна.

На рис. 8 эту волну отображают фиолетовые
окружности, причем вклад второй гармоники |ψ̂2| =
= 0.059 составляет 13% от вклада первой гармони-
ки и |ψ̂1| = 0.792. Вклад третьей гармоники, как
отмечалось ранее, пренебрежимо мал, |ψ̂3| = 0.0016.
Аналогичное поведение демонстрируют гармоники
температуры и заряда.

При значении электрического параметра T =

= 6780 бифуркационная диаграмма меняется
(рис. 3), режим модулированных бегущих волн
отсутствует, а переход к стационарной конвекции
(SOC) происходит от режима бегущих волн (TW)
при |RaSOC | ≈ 337. Отметим, что различие между
двумя режимами бегущих волн TW1 и TW2 по-
прежнему существует, но в пределах графика этого
не заметно. Частота бегущей волны уменьшается с
уменьшением интенсивности нагрева (рис. 3б).

Итоговая карта различных волновых режимов
представлена на плоскости (Ra,T), см. рис. 9. В за-
висимости от расположения точки на этой плоско-

сти устойчивыми могут быть различные решения.
Нижняя (черная) граница отделяет область поко-
ящейся жидкости (conductive state) от установив-
шихся волновых режимов. При фиксированном чис-
ле Рэлея и увеличении электроконвективного пара-
метра T выше этой границы начинают возрастать
колебательные возмущения и формируется стоячая
электроконвективая волна (SW), которая с ростом
параметра T разрушается с формированием бегу-
щей волны (TW). Устойчивые стоячие волны отме-
чены зелеными крестиками. В стоячей волне энер-
гия перетекает между первой и второй простран-
ственными гармониками, как это было проанализи-
ровано выше. Дальнейший рост параметра T приво-
дит к появлению относительно узкой зоны модуля-
ции бегущей волны (MTW) по амплитуде и по фазе,
а затем к разрушению волнового режима и переходу
к режиму стационарной конвекции (SOC). С ростом
интенсивности нагрева сверху |Ra| порог устойчиво-
сти Tosc повышается, а область существования вол-
новых режимов расширяется.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучена эволюция двумерных волновых режи-
мов конвекции (бегущих и модулированных бегу-
щих волн), возникающих в конденсаторе, заполнен-
ном нагреваемой сверху слабопроводящей жидко-
стью при инжекции заряда с катода. Для различ-
ных значений электроконвективного параметра T,
характеризующего влияние электрического поля на
заряженную жидкость, построены бифуркационные
диаграммы. Показано, что уменьшение интенсивно-
сти нагрева приводит к уменьшению как максималь-
ного значения функции тока, а следовательно, ин-
тенсивности конвективного перемешивания жидкос-
ти в волне, так и основной частоты колебаний, а
следовательно, и фазовой скорости горизонтального
движения волны. При некотором критическом зна-
чении числа Рэлея RaMTW = f(T) происходит пе-
реход к модулированной бегущей волне, а затем при
|RaSOC | < |RaMTW | еще один переход к режиму ста-
ционарной конвекции (SOC). Обнаружена область
сосуществования режимов бегущих и стоячих волн.
На основе изучения положения координаты макси-
мальной функции тока на характеристической плос-
кости и поведения пространственных гармоник про-
анализирован режим разрушения стоячей волны и
переход к режиму бегущей волны. Получена карта
волновых режимов электроконвекции.
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