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20 июля 2020 г. скончался Николай Павлович
Трифонов – заслуженный работник высшей
школы РФ, профессор, один из основоположни-
ков отечественного программирования.

Н.П. Трифонов родился 2 декабря 1925 г. в де-
ревне Кулига Кирилловcкого района Вологодской
области в крепкой крестьянской семье. В возрасте
4 лет лишился матери, его отец остался один с че-
тырьмя детьми: Николаем и его тремя сестрами.
После раскулачивания семья фактически оста-
лась без средств к существованию.

Николай Павлович учился в средней школе
г. Кириллова. В 1943 г., когда Н.П. Трифонову
исполнилось 18 лет, со школьной скамьи он был
призван в ряды Красной Армии. С июня по сен-
тябрь 1943 г. в составе пехотного полка он сра-
жался на передовой в районе Курска, награжден
медалью “За отвагу”. В сентябре 1943 г. Н.П. Три-
фонов получил тяжелое ранение, до января 1944 г.
находился на лечении. Затем последовала учеба в
танковом училище, 7 апреля 1945 г. Н.П. Трифо-
нову было присвоено звание младшего лейтенан-
та. Воинскую службу он продолжил в Уральском
военном округе в качестве преподавателя учебно-
го танкового полка, расположенного в г. Верхний
Уфалей Челябинской области. Здесь Николай
Павлович и встретил День Победы. Вернувшись

домой, Николай Павлович закончил обучение в
Кирилловской средней школе.

В 1946 г. Н.П. Трифонов поступил на механи-
ко-математический факультет МГУ. В 1951 г. Ни-
колай Павлович окончил с отличием университет и
поступил в аспирантуру. Написанная под руковод-
ством акад. С.Л. Соболева диссертация была за-
щищена в 1954 г.

Трудовая биография Николая Павловича – жи-
вая история отечественного программирования.
Начало научной деятельности Н.П. Трифонова
совпало с периодом возникновения первых отече-
ственных вычислительных машин, и Николай Пав-
лович внес вклад в основные научные направления,
связанные с вычислительной техникой: примене-
ние ЭВМ для научных расчетов, создание матема-
тического обеспечения вычислительных машин и
методика обучения будущих ученых-программи-
стов.

С 1955 по 1962 год Н.П. Трифонов заведовал
математической лабораторией Вычислительного
Центра МГУ. В конце 50-х годов под руковод-
ством Николая Павловича там проводились кос-
мические расчеты на машине “Стрела”. Центра
управления полетами тогда еще не существовало.
В 1961 г. за успешное выполнение вычислитель-
ных работ по обеспечению запусков космических
аппаратов Николай Павлович был награжден ме-
далью “За трудовую доблесть”. Н.П. Трифонов
принимал участие в пионерских работах по автома-
тизации программирования для вычислительных
машин: он являлся руководителем работ по созда-
нию универсальной системы программирования
для машины “Стрела”, включающей транслятор,
систему отладки программ и библиотеку стан-
дартных подпрограмм – одной из первых систем
подобного рода. Позже модификация этой систе-
мы была установлена на машинах серии М-20.

В 1962 году Н.П. Трифонов перешел на препо-
давательскую работу на кафедру вычислительной
математики механико-математического факуль-
тета МГУ. В 1964 году вышел в свет учебник “Курс
программирования” Е.А. Жоголева и Н.П. Трифо-
нова – первый учебник, в котором обучение про-
граммированию построено на основе алгоритмиче-
ского языка высокого уровня. Учебник выдержал
несколько переизданий и стал основой вводных
курсов программирования в университетах.
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В 1970 г. был образован факультет вычислитель-
ной математики и кибернетики МГУ, Н.П. Трифо-
нов стал ученым секретарем учебно-методического
совета факультета. Николай Павлович оказал
огромное влияние на формирование принципов
обучения программированию на факультете ВМК
МГУ и в стране в целом. В 1980 году Н.П. Трифо-
нов (в соавторстве с Э.З. Любимским и В.В. Мар-
тынюком) создал учебник “Программирование”,
содержащий материал базового двухгодичного кур-
са начального обучения программированию. Обра-
зец систематического подхода, учебник не потерял
актуальности и сейчас. В 1975 году Н.П. Трифо-
новым был опубликован “Сборник упражнений
по Алголу”, определивший стиль многих после-
дующих задачников по программированию.

Н.П. Трифонов сыграл большую роль в органи-
зации научного семинара “Автоматизация про-
граммирования”, который начал работу в МГУ в
1956 г. и со временем обрел характер городского.
Длительное время Н.П. Трифонов входил в со-

став редколлегии журнала “Вестник МГУ. Серия
Вычислительная математика и кибернетика”.

Большое внимание Николай Павлович Три-
фонов уделял воспитанию преподавательских
кадров. С 1971 г. по 1993 г. Н.П. Трифонов заведо-
вал кафедрой алгоритмических языков факульте-
та ВМК МГУ. Именно в этот период произошло
становление педагогического коллектива кафед-
ры. Николая Павловича отличали строгое внима-
ние и забота о молодых преподавателях; он нахо-
дил время для посещения лекций и семинаров
своих сотрудников, скрупулезно и в то же время
деликатно, с глазу на глаз, обсуждал преподава-
тельские ошибки, давал советы. Сотрудники ка-
федры тепло и с благодарностью вспоминают это
время.

Память о Николае Павловиче Трифонове – за-
мечательном человеке, выдающемся ученом, пре-
подавателе, организаторе образования, останется в
сердцах коллег и учеников.

Редколлегия журнала "Программирование"
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В данной работе представлен алгоритм вычисления решения задачи Коши для двумерного разност-
ного уравнения с постоянными коэффициентами в точке по коэффициентам разностного уравне-
ния и начальным данным задачи Коши методами компьютерной алгебры. В одномерном случае ре-
шение задачи Коши для разностного уравнения не представляет сложности, однако уже в двумер-
ном случае число неизвестных растет на каждом шаге очень быстро. Для автоматизации процесса
вычисления решения задачи Коши для двумерного разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в заданной точке в среде MATLAB был разработан алгоритм, где входными данными яв-
ляются: матрица коэффициентов, полученная исходя из структуры двумерного полиномиального
разностного уравнения; координаты точки, регламентирующей структуру матрицы начальных дан-
ных; координаты точки, регламентирующей размерность матрицы начальных данных; матрица на-
чальных данных. Результатом работы алгоритма является решение задачи Коши для двумерного
разностного уравнения, представляющее собой значение функции в искомой точке.

DOI: 10.31857/S0132347421010039

1. ВВЕДЕНИЕ
Линейные разностные уравнения имеют мно-

гочисленные приложения в различных областях
науки и техники, а поиск их решений является
сложной математической задачей. Например,
разностные уравнения часто используются в моде-
лях динамики с дискретным временем ([1, 2]), для
приближенного (численного) решения дифферен-
циальных уравнений ([3]), а в комбинаторном ана-
лизе разностные уравнения в сочетании с методом
производящих функций (дискретным аналогом
преобразования Фурье) дают мощный аппарат ис-
следования перечислительных задач (см., напри-
мер, [4–6]). Для пространства решений много-
мерного разностного уравнения задаются допол-
нительные условия (“начальные”, “граничные”,
“данные Коши”), которые позволяют из беско-
нечного множества решений выделить един-

ственное, а возникающая при этом задача назы-
вается задачей Коши для многомерного разност-
ного уравнения.

Разработке алгоритмов решения многомерных
разностных уравнений с постоянными и полино-
миальными коэффициентами посвящено значи-
тельное число работ (см., например, [7–9]), а в
[10] рассмотрены разностные уравнения с коэф-
фициентами в виде рациональных функций. Ал-
горитм вычисления производящей функции ре-
шения задачи Коши для двумерного разностного
уравнения с постоянными коэффициентами по
коэффициентам разностного уравнения и на-
чальным данным задачи Коши представлен в ра-
ботах [11] и [12]. В данной работе представлен ал-
горитм вычисления решения задачи Коши для
двумерного разностного уравнения с постоянны-
ми коэффициентами в точке по коэффициентам

УДК 519.85

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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АПАНОВИЧ и др.

разностного уравнения и начальным данным за-
дачи Коши.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
И ИЗВЕСТНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Обозначим через  множество целых чисел,

 – n-мерную целочисленную ре-
шетку и  – подмножество этой решетки, состо-
ящее из точек с целыми неотрицательными коор-
динатами (в частности,  и  – двумерная ре-
шетка и ее подмножество). Пусть δ1 – оператор
сдвига по переменной x1, т.е.  = f(x1 + 1,
x2), а δ2 – оператор сдвига по переменной x2, т.е.

.
Рассмотрим полиномиальный разностный

оператор вида

где  – мультииндекс, , δα =

= , cα – постоянные коэффициенты, m –
порядок оператора P(δ).

Будем рассматривать разностные уравнения
вида

(1)

где  – неизвестная функция.

Для точек x и y решетки  неравенство 
означает, что  для , а запись 
означает, что найдется  такое, что

.

Фиксируем  такое, что ,
  и . Обозначим

и сформулируем задачу: найти функцию ,
которая для всех  совпадает с задан-
ной функцией , т.е. удовлетворяет условию

(2)

Задачу (1)–(2) будем называть задачей Коши для
полиномиального разностного оператора P(δ), ϕ(x) –
функцией начальных данных этой задачи, а  –
решением задачи Коши.

Z

= × ×
�����

Z Z Z

n
n …

+Z
n

Z
2

+Z
2

δ ,1 1 2( )f x x

δ , = , +2 1 2 1 2( ) ( 1)f x x f x x

( ) α
α

α ≤
δ = δ ,

m

P c

α = α ,α1 2( ) α = α + α1 2
α αδ ⋅ δ1 2
1 2

+δ δ , = , , ∈ ,Z
2

1 2 1 2 1 2( , ) ( ) 0 ( )P f x x x x

,1 2( )f x x

Z
n ≥x y

≥i ix y = , ,1i … n x y�
∈ , ,0 {1 }i … n

<
0 0i ix y

β = β ,β1 2( ) β ≠ ,(0 )m
β ≠ , ,( 0)m β =| | m β ≠ 0c

,β += ∈ βZ
2

0 1 2 1 2{( , ) : ( , ) }X x x x x �

,1 2( )f x x
,β, ∈1 2 0( )x x X

ϕ ,1 2( )x x

,β= ϕ , ∈ .0( ) ( )f x x x X

( )f x

Известно (см. [13, 14]), что задача (1)–(2) одно-
значно разрешима, если выполняется условие

(3)

Поставим задачу: вычислить значение функ-
ции  в точке с координатами .

3. ОПИСАНИЕ ВХОДНЫХ ДАННЫХ
Решение задачи Коши (1)–(2) для двумерного

разностного уравнения с постоянными коэффи-
циентами в точке  представляет собой
значение функции  в заданной точке. Ал-
горитм вычисления значения функции  в
заданной точке  имеет рекурсивный ха-
рактер и сводится к вычислению значений функ-
ции  на конечном подмножестве точек x из
множества точек X0, y = {(x1, ,
y2)} и удовлетворяющих условию .

Начальные данные (2) задаются квадратной
матрицей F, содержащей конечное подмножество
значений начальных данных задачи Коши. Мат-
рица начальных данных F будет иметь размер-
ность .

Коэффициенты двумерного разностного урав-
нения задаются квадратной матрицей C, имею-
щей нижнетреугольный вид.

Проиллюстрируем процедуру задания функ-
ции начальных данных на примере.

Для разностного уравнения

(4)

и β = (1, 1) матрица коэффициентов C имеет вид

а матрица начальных данных F размерности, на-
пример, 4 × 4 будет иметь вид

β α
|α|=|β|,

α≠β

> .| | | |c c

,1 2( )f x x ,1 2( )y y

= ,1 2( )y y y
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Здесь элементы, обозначенные , вычисляют-
ся при выполнении алгоритма. Например ϕ(1, 1)
вычисляется с помощью разностного уравнения
(4) и начальных данных , , ,

, .

Итак, входные данные конечны и имеют вид:

1. точка , определяющая размер-
ность матрицы коэффициентов C,  = m;

2. нижнетреугольная матрица , α1 =
= ,  размера  из
коэффициентов  двумерного разностного
уравнения;

∗

ϕ ,(0 2) ϕ ,(0 1) ϕ ,(0 0)
ϕ ,(1 0) ϕ ,(2 0)

β = β ,β1 2( )
β + β +1 2 1

α ,α=
1 2

( )C c
, ,0 … m α = , ,2 0 … m + × +( 1) ( 1)m m

α ,α1 2
c

3. точка f с координатами , определяющая
координаты искомого значения функции  и
размерность матрицы начальных данных F;

4. матрица начальных данных F = , раз-
мера , где ,
для всех остальных значений  значения

 = 0.

Поскольку координаты элементов матрицы
коэффициентов разностного оператора и матри-
цы начальных данных в декартовой системе коор-
динат (X, Y) не совпадают с их координатами в мат-
рице (строка × столбец), то для технической реали-
зации работы алгоритма целесообразно перейти из

,1 2( )y y
,1 2( )f x x

ϕ ,1 2( ( ))x x
+ + × + +1 2 1 2( 1) ( 1)y y y y ,β, ∈1 2 (0 )( )x x X

,1 2( )x x
ϕ ,1 2( )x x

Рис. 1. Расположение элементов матрицы C в декартовой системе координат.

x

y

β0
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f

Рис. 2. Расположение элементов матрицы F в декартовой системе координат.
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декартовой системы координат ( ) в “мат-
ричную” ( ) по правилу: D(d1, ,
m2), где , , p – размерность
матрицы коэффициентов или матрицы началь-
ных данных.

Например, элемент c00 матрицы коэффициен-
тов C, имеющий в декартовой системе координат
координаты  = (0, 0), в “матричной” систе-
ме координат будет иметь координаты  =
= (3, 1), а, например, элемент ϕ(1, 0) матрицы на-
чальных данных F в “матричной” системе коор-
динат будет иметь координаты (4, 2).

Далее необходимо будет проверить задачу Ко-
ши (1)–(2) на разрешимость, т.е. проверить, вы-
полняется ли условие (3) для коэффициентов раз-
ностного оператора P(δ).

4. ПРИМЕР

Алгоритм был реализован в среде Matlab 2014
32bit. Вычисления производились на машине In-
tel(R) Core(TM) i5-3330S CPU 2.70 GHz, 32bit,
ОЗУ 4.00 Гб под управлением Windows 7 Корпо-
ративная SP1. Время счета для приведенного при-
мера составило менее 1 секунды.

Пример 1. Фиксируем .

Будем рассматривать полиномиальный раз-
ностный оператор

Множество начальных данных будет иметь вид:

Зададим матрицу коэффициентов полиноми-
ального разностного оператора 

Расположение элементов матрицы C в декар-
товой системе координат представлено на рис. 1

Поставим задачу найти значения функции f в
точке с координатами (2, 3), т.е. .

Зададим матрицу начальных данных:

,1 2( )D d d
,1 2( )M m m →2 1) (d M m

= −1 2m p d = +2 1 1m d

,1 2( )d d
,1 2( )m m

β = β = ,0 (1 1)

δ ,δ = δ + δ + δ δ +
+ δ + δ + .

2
1 2 02 2 01 2 11 1 2

2
10 1 20 1 00

( )P c c c

c c c

, , += ∈ Z
2

0 (11) 1 2 1 2{( , ) : ( , ) (1,1)}X x x x x �

δ ,δ1 2( )P

 
 
 
 
 
 
 

 
 = = .
  
 

02

01 11

00 10 20

0 0 1 0 0
0 3 10 0

4 2 4

c
C c c

c c c

,(2 3)f

Расположение элементов матрицы F в декар-
товой системе координат представлено на рис. 2.

1. Переход из декартовой системы координат в
“матричную”:

 – размерность матрицы коэффициентов
 – размерность матрицы начальных дан-

ных
 – координаты точки β0 в “матрич-

ной” системе координат.
“Матричная” система координат для коэффи-

циентов разностного оператора P(δ):

Здесь  – коэффициенты cα.
 – координаты точки f в “матричной”

системе координат.
“Матричная” система координат начальных

данных:

Здесь  – начальные данные.
2. Проверка матрицы C на разрешимость зада-

чи Коши (1)–(2): |10| =  = 5, следо-
вательно выполняется условие (3) и задача Коши
разрешима.

3. Вектор диагонали матрицы коэффициентов
C: .

4. Получение общей теплицевой матрицы [15],
размер которой зависит от искомого значения

:

1 2 3

1

2

3

1 2 3 4 5 6

1

2

3 f

4

5

6

, ,

 
 
 
 = = . 
 
 
 
 

0 (11)

7 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0
5 6 7 8 9 10

X F

= 3p
= 6i

β = ,1 [2 2]

•
• •β0

• • •

•
= ,1 [3 3]F

×
×
×
×
×
× × × × × ×

×

, , ,> +11 0 2 2 0| | | | | |c c c

= (1 10 4)Ta

,1 2( )f y y

( )= ,10 1 0 0 T
ccolumn
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5. Решение системы линейных уравнений с це-
лью нахождения значений f, которые могут по-
требоваться для вычисления искомого значения.

На каждом шаге размер матрицы Теплица по-
стоянно увеличивается с ростом числа неизвест-
ных, а также происходит запись найденных зна-
чений функции F в матрицу начальных данных .

6. Переход к декартовой системе координат
.

Output: значение функции в искомой точке
.

Входными данными алгоритма в этом случае
будут:

1. 
2. матрица коэффициентов

3. ;
4. матрица начальных данных

>Plan((1,1), (1 3 4, 0 10 2, 0 0 4), (2,
3), (7 1 2 3 4 5, 0 0 0 0 0 6, 0 0 0 0 0
7, 0 0 0 0 0 8, 0 0 0 0 0 9, 0 0 0 0 0 10));

( )= ,10 4 0 0crow

 
 
 = .
 
 
 

1

10 4 0 0
1 10 4 0
0 1 10 4
0 0 1 10

T

F

 
 − .
 

− . − . =  . . .
 

− . − . − . − 
 
 

7 0 0 0 0 0
1 0 02 0 0 0 0
2 4 90 1 98 0 0 0
3 0 72 7 14 4 33 0 0
4 7 50 4 82 7 26 7 0
5 6 7 8 9 10

F

, = ,(2 3) (3 3)f F

, = − .(2 3) 1 98f

β = , ;0 (1 1)

 
 = ;
  
 

1 0 0
3 10 0
4 2 4

C

= ,0 (2 3)f

 
 
 
 = . 
 
 
 
 

7 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0
3 0 0 0 0 0
4 0 0 0 0 0
5 6 7 8 9 10

F

Алгоритм 1: Пример оформления алгоритма
Input: Точка β0, матрица коэффициентов C, точка f0, 
матрица начальных данных F.
Output: Значение функции  в точке с коор-
динатами .

Procedure Plan(Β0,C; f0:F)
begin
  размерность матрицы C
  размерность матрицы F
  координаты точки  в “матричной” системе 
координат
  координаты точки f0 в “матричной” системе 
координат
 if 
  then
  Ошибка ввода матрицы C
  вектор диагонали матрицы C
 
 
 
 while  do

 
 
 

 длина вектора a
 for m from  to l do

 
 for k from  to  do

 
 
 for s from 1 to k do

 
 for m from 1 to k do

 return 

,1 2( )f x x
,1 2( )y y

:=p
:=i

β :=1 β0

:=1f

β ,β ≤1 1| ( (1) (2))|C
− β ,β 1 1diag(| |) | ( (1) (2))|C C

:= ( )a diag C
:= β1(1)e

:= − ,( 2 1)ccolumn zeros i
:= 1col

≥ 1e
:=( ) ( )ccolumn col a e

:= + 1col col
:= − 1e e

:= , −( 2)crow zeros l i
:= β1(1)e
:= 1r
:=l

β1(1)
=( ) ( )crow r a e

:= + 1r r
:= + 1e e

:= ,1 ( )c cT toeplitz colomn row
1 − + 1i p

:= : , :1(1 1 )T T k k
:= ,( 1)b zeros k

:= − + − + :(( ( 1))P f end p s k
+ − , : + −( ( )) ( ( 1))))end s k s p s
:= �workP P C

(= − : , +( ) ( ((1 ) 1))workb s P end

), : ( ( (2 )))workP end end

−:= 1elements T b
■

+ − + − − β +1( ( 1) ( (1))F end m k p
, + β − :=11 (2) 1) ( )m elements m

,1 2( )f y y
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В работе исследуется задача символьного представления общего решения системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, заданными в символьном виде,
при условии, что некоторые символьные константы могут обращаться в ноль. Кроме того, символь-
ное представление собственных векторов матрицы коэффициентов системы не единственно.

В работе на примере исследуемой системы показано, что стандартные процедуры компьютерной
алгебры отыскивают конкретные символьные представления собственных векторов, игнорируя су-
ществование других символьных представлений собственных векторов. В свою очередь предлагае-
мые системой компьютерной алгебры собственные векторы могут быть непригодны для построе-
ния численных алгоритмов на их основе, что продемонстрировано в работе.

Авторами предложен алгоритм отыскания различных символьных представлений собственных век-
торов символьно заданных матриц. В работе рассматривается конкретная система дифференциаль-
ных уравнений, полученная при исследовании решений уравнений Максвелла, однако предложен-
ный алгоритм исследования применим к произвольной системе с нормальной матрицей коэффи-
циентов.

DOI: 10.31857/S0132347421010040

1. ВВЕДЕНИЕ
Существуют различные подходы к моделиро-

ванию оптических явлений, которые можно раз-
бить на две большие группы: символьный и чис-
ленный.

1.1. Символьный подход
Символьный подход состоит в ряде аналитиче-

ских упрощений уравнений, выделяющих важные
частные случаи, допускающие при этом исследо-
вание на символьном уровне [1, 2]. При таком под-
ходе стараются получать символьные либо сим-
вольно-численные выражения, позволяющие ка-
чественно исследовать упрощенную модель.

1.2. Численный подход
В рамках численного подхода за постановкой

задачи следует построение приближенного мето-
да ее решения – либо разностного [3–5], либо ка-

кого-то иного, вроде методов Галеркина [6–8],
Канторовича [9, 10] или метода конечных эле-
ментов [11, 12]. Численный подход требует от ис-
следователя внимательного построения матема-
тического метода решения задачи и почти всегда
исключает аналитическое упрощение представ-
ленной модели и угадывания вида решения. Одна-
ко в численном подходе можно строить методы,
подходящие для исследования широкого класса
задач с большим произволом параметров модели.

1.3. Цель исследования
Авторский подход относится к группе сим-

вольных методов решения уравнений Максвелла,
отвечающих волноводному распространению в
плавно-нерегулярных протяженных волновод-
ных структурах [1, 2].

Основа подхода – представление электромаг-
нитного поля в виде асимптотического ряда [13], в
котором явно разделены амплитудная и фазовая ча-

УДК 004.421.6

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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сти поля. Такое представление электромагнитного
поля позволяет в нулевом приближении редуциро-
вать уравнения Максвелла к двум алгебраическим
уравнениям и системе четырех обыкновенных диф-
ференциальных уравнений относительно ампли-
тудных частей электромагнитного поля, причем
матрица коэффициентов этой системы задана в
символьном виде. Общее решение такой системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
можно записать с помощью собственных векто-
ров и собственных значений матрицы коэффици-
ентов. Так как матрица коэффициентов задана в
символьном виде, собственные значения и соб-
ственные векторы нужно по этой причине отыс-
кивать в символьном виде.

Настоящая работа посвящена исследованию
различных возможных вариантов символьного
представления собственных векторов матрицы
коэффициентов системы, от которого зависит
представление общего решения и дальнейшие
численные расчеты. Особенность исследования
также состоит в том, что некоторые символьные
константы в матрице коэффициентов могут обра-
титься в ноль, что также нужно учитывать при
символьных манипуляциях с целью исключения
возникновения особенностей, которые подробно
описаны в следующем разделе.

2. МОТИВАЦИЯ

В рамках предлагаемого авторами подхода по-
лучается система обыкновенных дифференци-
альных уравнений следующего вида [2]

(2.1)

в которую входит производная искомой вектор-
функции  только по x, однако коэффициенты
системы есть кусочно-постоянные функции пе-
ременной x, а также функции от y, z, поэтому ис-
комая величина  зависит от x, y, z.

Если рассмотреть систему в какой-нибудь об-
ласти постоянства коэффициентов по x, то она
будет иметь вид

(2.2)

то есть это система обыкновенных дифференци-
альных уравнений с постоянными по x коэффи-
циентами, так как коэффициенты системы зави-
сят только от y, z. Также важно отметить, что среди
коэффициентов системы встречаются неизвест-
ные функции от y, z, которые определяются из
условия разрешимости системы граничных урав-
нений [2]. Система граничных уравнений форми-
руется из записи граничных условий [2], следую-
щих из условий сопряжения электромагнитных
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� 0u A x y z u
x
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( )∂
+ , = ,

∂
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� 0j
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u
A y z u

x

полей на всех поверхностях разрыва коэффици-
ентов системы (2.1).

Для каждой системы вида (2.2), отвечающей
каждой области постоянства коэффициентов по
x, можно записать ее общее решение с помощью
собственных векторов и собственных значений
матрицы коэффициентов, в которые будут входить
в виде символьных выражений неизвестные функ-
ции от y, z. Поэтому для записи общего решения не-
обходимо в символьном виде решать задачу на соб-
ственные значения и собственные векторы квад-
ратной матрицы, элементы которой заданы в
символьном виде. Подобные возможности заложе-
ны в различных системах компьютерной алгебры.

Практика символьного отыскания собствен-
ных векторов в системе Maple показывает, что
символьное представление собственного вектора
может быть не единственно. Другими словами,
для каждого собственного значения символьно
заданной матрицы может существовать некото-
рое множество различных символьных представ-
лений собственного вектора, поэтому важно
иметь алгоритм отыскания множеств различных
символьных представлений собственных векто-
ров. Он необходим для выбора наиболее подходя-
щих для последующих этапов исследования сим-
вольных представлений собственных векторов.

В символьное представление собственных
векторов могут входить неизвестные функции от
y, z, поэтому необходимо, чтобы:

1) символьное представление собственного
вектора имело смысл для всей области значений
неизвестных функций: например, если функция
находится в знаменателе выражения и может об-
ращаться в ноль, то это выражение может устре-
миться к бесконечности и использовать его в об-
щем случае некорректно;

2) линейно независимые собственные векторы
оставались таковыми для всей области значений
неизвестных функций, если это возможно: на-
пример, если функция может обращаться в ноль,
то она может обнулять компоненты собственных
векторов и, тем самым, линейно независимые
собственные векторы могут стать линейно неза-
висимыми.

Учитывая описанные особенности рассматри-
ваемой системы дифференциальных уравнений
вида (2.1), для построения эффективного числен-
ного алгоритма ее решения необходимо исследо-
вать символьное представление собственных век-
торов ее матрицы коэффициентов с учетом тре-
бований 1) и 2) выше. Исследованию этой задачи
и посвящена настоящая работа.

Результаты исследования ценны как промежу-
точный шаг, на базе которого строится последую-
щий численный алгоритм расчета электромаг-
нитного поля.
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3. МЕТОДЫ И АЛГОРИТМЫ

3.1. Асимптотическое разложение решения

3.1.1. Вид решения. Электромагнитное поле
представляем в виде асимптотического ряда [13],
в котором явно разделены амплитудная и фазовая
части поля [2]:

(3.1)

(3.2)

где k0 – волновое число,  определяет фазу, а

  определяют амплитуду s-го

порядка. В записи   отделение
x точкой с запятой означает следующее предполо-
жение:     являются
малыми величинами. Другими словами справедли-
вы следующие выражения для производных:

и аналогичные выражения:

в которых ϕy и ϕz – частные производные 
по y и z соответственно.

3.1.2. Редукция уравнений Максвелла – общий
случай. Уравнения Максвелла в нулевом прибли-
жении (s = 0) асимптотического разложения ре-
дуцируются к системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений первого порядка [2]:

(3.3)

и двум дополнительным соотношениям

(3.4)

где искомая вектор-функция  содержит величи-

ны , которые описыва-
ют распределение по x соответствующей компо-
ненты поля в каждой точке (y, z). Матрица A опре-
делена следующим образом [2]
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(3.5)

где  и  есть кусочно-по-
стоянные функции – диэлектрическая и магнит-
ная проницаемости соответственно. В каждом
слое волновода с постоянными диэлектрической
и магнитной проницаемостями  решение си-
стемы дифференциальных уравнений (3.3) мож-
но представить в следующем виде [2], который
получен с помощью функции Eigenvectors пакета
LinearAlgebra в Maple [14]:

(3.6)

где , , , γ =
= k0η, а  – неопределенные константы в
каждой точке (y, z).

Замечание. Собственному значению γ =

=  отвечают два собственных вектора

(3.7)

а собственному значению –γ отвечают два других
собственных вектора

(3.8)

При  они линейно независимы.
3.1.3. Редукция уравнений Максвелла – част-

ный случай. Уравнения Максвелла в нулевом при-
ближении (s = 0) асимптотического разложения
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при  редуцируются к системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого по-
рядка [2]:

(3.9)

и двум дополнительным соотношениям

(3.10)

где искомая вектор-функция  содержит величи-

ны , которые описы-
вают распределение по x соответствующей ком-
поненты поля в каждой точке (y, z). Матрица A0

определена следующим образом

(3.11)

В слое с постоянными диэлектрической и маг-
нитной проницаемостями  решение системы
дифференциальных уравнений (3.10) можно
представить в следующем виде [2], который полу-
чен с помощью функции Eigenvectors пакета
LinearAlgebra в Maple [14]:

(3.12)

где , , , а A, B, C,
D – неопределенные константы в каждой точке
(y, z).

Замечание. Собственному значению γ0 =

=  отвечают два собственных вектора

(3.13)

а собственному значению –γ0 отвечают два других
собственных вектора
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(3.14)

Причем, по сравнению с общим случаем

Главная мотивация исследования. Неудобство
использования приведенных выше символьных
представлений собственных векторов состоит в
том, что при  собственные векторы (3.7),
(3.8) не переходят в (3.13), (3.14) и становятся ли-
нейно зависимыми. С физической точки зрения
ϕy может равняться нулю, причем, так как ϕy ис-
комая величина, заранее мы не знаем при каких y,
z она обратится в ноль, и потому нам нужно уни-
версальное представление собственных векторов.
А именно такое, при котором собственные векто-
ры в общем случае переходят в (3.13), (3.14) при

 и, аналогично, при . С целью до-
биться такого соответствия проведем дополни-
тельное исследование возможных символьных
представлений собственных векторов, основан-
ное на преобразованиях перестановок.

3.2. Основа алгоритма исследования – 
преобразование перестановок

Рассмотрим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами

(3.15)

где  – вектор искомых величин,
A – квадратная невырожденная матрица коэффи-
циентов. Рассмотрим эту же систему, но при другом
порядке следования искомых величин , где
матрица перестановок P определяет новый поря-
док следования искомых величин. Система (3.15)
при новом порядке следования искомых величин

 преобразуется следующим образом:

(3.16)

При выводе (3.16) использовано свойство мат-
рицы перестановок .

Будем рассматривать случай диагонализируе-
мой матрицы A. В таком случае общее решение
однородной системы (3.15) можно записать в сле-
дующем виде

(3.17)

 
 
 
 − −
 
 
 
 
 
 

 μη
 
 = , = .
 − εη
 
 

v v

0

0

1 20

0

0
0

0
0

i
p

i
p

ϕ → ϕ →

ϕ →

= , η = η,

γ = γ.

0 0

0 0

0

0

lim lim

lim
y y

y

p p

ϕ → 0y

ϕ → 0y ϕ → 0z

− = ,
�

� �' 0y Ay

=�

1 2( )T
Ny y … yy

= ��z Py

�z

− = .
�

� �' 0Tz PAP z

− =1 TP P

( ) λ λ λ= + + +v v v

� � � �1 2
1 1 2 2

Nx x x
N Ny x A e A e … A e



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

СИМВОЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 15

где  – собственные векторы матрицы A, от-

вечающие ее собственным значениям . Не-
трудно проверить, что собственные значения мат-
рицы  совпадают с собственными значениями
матрицы A. Собственные векторы  матрицы

 связаны с собственными векторами матри-
цы A следующим образом

(3.18)

где нумерация векторов выбрана таким образом,
чтобы при фиксированном j векторы  и  отве-
чали одному и тому же собственному значению λj.
Отсюда же следует связь между матрицами соб-
ственных векторов

(3.19)
где столбцами матриц W и V выступают векторы

 и  соответственно.
Замечание. Существует множество различных

невырожденных преобразований, фактически лю-
бая невырожденная матрица P определяет некото-
рое преобразование искомых величин исследуе-
мой системы дифференциальных уравнений

. В настоящей работе мы рассматриваем
только преобразования перестановок.

Как показывает практика в случае, когда ко-
эффициенты системы (3.15) заданы в символьном
виде, в зависимости от преобразования порядка
следования искомых величин  символьное
представление собственных векторов различно.
Другими словами, в зависимости от порядка сле-
дования искомых величин системы (3.15) могут
получаться различные символьные представле-
ния собственных векторов.

Задача настоящего исследования состоит в
том, чтобы исследовать все возможные различные
символьные представления собственных векторов,
получаемые при различных перестановках иско-
мых величин, заданных различными матрицами
перестановок P.

Для изучения возможных символьных пред-
ставлений собственных векторов используем сле-
дующий алгоритм.

3.3. Алгоритм исследования
Ниже приведем формулировку метода, с по-

мощью которого в рамках работы мы изучаем
собственные векторы, определяющие решение
системы (3.15).

1. Для изучения различных вариантов символь-
ного представления собственных векторов сначала
сгенерируем все возможные матрицы перестано-
вок , где sj определяет текущую переста-
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новку из n элементов, причем  – тож-
дественная перестановка.

Генерацию всех возможных различных пере-
становок  в Maple осуществляем с помо-
щью функций firstperm и nextperm пакета
combinat [14].

Для каждой перестановки sj определяем мат-
рицу перестановок Pj, элементы которой состоят
из нулей и единиц: , а остальные рав-
ны нулю.

2. Далее формируем матрицу  и для
нее символьно определяем матрицу собственных
векторов Wj.

Символьное вычисление собственных векто-
ров осуществляем в Maple с помощью функции
Eigenvectors пакета LinearAlgebra [14].

Учитывая формулу (3.19) каждая матрица соб-
ственных векторов Wj определяет матрицу соб-
ственных векторов  исходной матрицы
A. Собственные значения исходной матрицы A и
любой матрицы  совпадают, однако
символьное представление собственных векторов
могут отличаться.

3. После вычисления всех матриц собственных
векторов , полученных всеми возмож-
ными различными перестановками sj, необходи-
мо избавиться от всех линейно зависимых соб-
ственных векторов, отвечающих каждому соб-
ственному значению.

Если векторы  и  линейно зависимы, то
 при  и из векторов  и 

достаточно оставить только один любой вектор.
4. В результате получим некоторое множество

различных символьных представлений собствен-
ных векторов, отвечающих каждому собственно-
му значению. В тривиальном случае каждому соб-
ственному значению отвечает множество из един-
ственного собственного вектора, в нетривиальном
случае одному собственному значению может со-
ответствовать несколько различных символьных
представлений собственных векторов.

Применим описанный алгоритм для исследо-
вания собственных векторов, определяющих ре-
шения системы (3.9) в частном случае  и си-
стемы (3.3) в общем случае.

3.4. Численный эксперимент
В качестве демонстрации применения полу-

ченных символьных результатов проведем числен-
ный эксперимент, в качестве структуры рассмат-
риваем структуру из [2]. В рамках предположения
линейной фазы из [2] , где β – коэффици-

=1 (1 2 )s … n
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ент фазового замедления. Вычислим коэффици-
енты фазового замедления и соответствующие им
направляемые волноводные моды для волновод-
ной структуры из [2].

Структура представляет собой трехслойный вол-
новод с двумя полубесконечными слоями – под-
ложкой с , занимающей область x < 0 и по-
кровным слоем с , занимающей область x > h.
Между двумя полубесконечными слоями 
расположен волноводный слой с . На грани-
цах между слоями x = 0 и x = h должны выпол-
няться условия непрерывности компонент Ey, Hz,

. Поля направляемых мод характеризуются
также убыванием при бесконечном удалении от вол-
новодного слоя, то есть для направляемых мод долж-
ны выполняться асимптотические условия вида

, .
Зная символьное представление общего реше-

ния системы (3.3) в каждом слое (причем в полу-
бесконечных слоях общее решение должно удо-
влетворять асимптотическим условиям) можно
записать условия непрерывности компонент по-
ля. В итоге получится однородная система линей-
ных алгебраических уравнений – система гра-
ничных уравнений. Из условия разрешимости
системы граничных уравнений определяется фа-
за, а решение системы граничных уравнений есть
набор коэффициентов разложения решения в
каждом слое по ФСР. Численные параметры рас-
чета следующие:

(3.20)

Проведем численный эксперимент: для рас-
сматриваемой структуры вычислим допустимые
коэффициенты фазового замедления и поля со-
ответствующих волноводных мод используя три
различных представления общего решения в сло-
ях волновода:

1. первое представление соответствует случаю
;

2. второе представление соответствует случаю
, собственные векторы для которого вы-

берем с помощью описанного в разделе 3 символь-
ного алгоритма;

3. третье представление соответствует случаю
, собственные векторы для которого

определены с помощью встроенной функции
Eigenvectors (без использования описанного
алгоритма).

Мы ожидаем, что при стремлении δ к нулю ко-
эффициенты фазового замедления и поля соот-
ветствующих волноводных мод, полученные на
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основе собственных векторов с помощью предло-
женного алгоритма (второе представление), схо-
дятся к аналогичным результатам для случая

 (первое представление). Исследуем также
сходимость коэффициентов фазового замедле-
ния и полей соответствующих волноводных мод,
построенных на основе собственных векторов,
определенных с помощью встроенной функции
Eigenvectors (третье представление) к анало-
гичным результатам для случая  (первое
представление).

Поля волноводных мод для каждого из трех
представлений задаются в каждой подобласти в
виде отдельного символьного выражения:

(3.21)

где m = 1, 2, 3. Для каждого из трех представлений
система граничных уравнений формулируется из
условий сопряжения при x = 0 и x = h:

(3.22)

(3.23)
где m = 1, 2, 3. В результате получаем для каждого
m = 1, 2, 3 однородную систему линейных алгеб-
раических уравнений относительно искомых ве-
личин  для m = 1,  для m = 2 и  для m = 3.
Коэффициенты каждой системы зависят от

 при фиксированном . Условие разре-
шимости однородной системы линейных алгебраи-
ческих уравнений – это равенство нулю определите-
ля матрицы коэффициентов системы  = 0,
m = 1, 2, 3.

Отыскиваем численно такие значения 
(индекс s определяет номер направляемой моды),
при которых  при m = 1, 2, 3, а также
для каждого из таких значений отыщем набор ис-
комых величин, которые определяют поле соот-
ветствующей волноводной моды:  для m = 1, 

для m = 2 и  для m = 3.
Для поиска нулей воспользуемся классиче-

ским методом деления отрезка пополам [15], для
поиска решений однородных систем уравнений
воспользуемся командой Eigenvectors и выберем
тот собственный вектор, который соответствует
минимальному по модулю собственному значе-
нию. Для почти вырожденной матрицы мини-
мальное по модулю собственное значение близко
к нулю, поэтому собственный вектор, отвечаю-
щий минимальному по модулю собственному
значению, будет приближенным решением соот-
ветствующей однородной системы.
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( )
( )
( )
( )

 ; , , >


; , = ; , , < <
 ; , , <

�

� �

�

0

0

c
m
f

m m
s
m

u x y z x h

u x y z u x y z x h

u x y z x

( ) ( ); , − ; , = ,
�

� � 0c f
m mu h y z u h y z

( ) ( ); , − ; , = ,
�

� �0 0 0f s
m mu y z u y z

α
jA α

jB α
jD

β = ϕz ϕ = δy

βdet ( )mM

,βs m

( )β =det 0mM

α
jA α

jB
α
jD



ПРОГРАММИРОВАНИЕ  № 1  2021

СИМВОЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 17

Определив искомые величины  для m = 1, 

для m = 2 и  для m = 3, можно построить поля
волноводных мод.

Замечание. Поля волноводных мод определя-
ются с помощью посчитанных численно компо-
нент собственного вектора, отвечающего почти
нулевому собственному значению матрицы. Соб-
ственный вектор известен с точностью до мульти-
пликативной константы, поэтому и соответствую-
щие поля также известны с точностью до мульти-
пликативной константы. Поэтому, для корректного
сравнения полей необходимо их нормировать в ка-
ком-либо функциональном пространстве. Учиты-
вая только непрерывность компонент поля на гра-
ницах раздела и их убывание на бесконечности,
каждую компоненту поля можно рассматривать
как элемент пространства  на всей веще-
ственной оси. Поэтому рассматриваемые нами
вектор-функции , m = 1, 2, 3, состоящие
из четырех компонент поля, могут рассматри-
ваться как элементы пространства ,
состоящего из таких вектор-функций , для кото-
рых справедливо  . Скалярное
произведение в пространстве H определено как

(3.24)

где черта сверху обозначает комплексное сопря-
жение. Норма элемента  определена следующим
образом .

Вычисленные для каждого  вектор-функ-
ции 

• во-первых нормируем, чтобы норма каждой
функции была единичной, то есть  = 
для m = 1, 2, 3;

• во-вторых подбираем такие комплексные
числа  и , что  = 1,  = 1, чтобы

 и  были мини-
мальны (для этого воспользуемся алгоритмом,
представленным ниже в разделе 3.5).

В рамках численных экспериментов оценим
для различных значений δ и для различных на-
правляемых мод (индекс s определяет номер на-
правляемой моды) следующие величины

(3.25)

(3.26)
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характеризующие близость вычисленных коэф-
фициентов фазового замедления при  с ис-
пользованием приведенного алгоритма (m = 2) и
без его использования (m = 3) к соответствующим
коэффициентам фазового замедления при 
(m = 1).

Также оценим для различных значений  и для
различных направляемых мод (индекс s определяет
номер направляемой моды) следующие величины

(3.27)

(3.28)

характеризующие близость вычисленных (нор-
мированных) полей направляемых волноводных
мод при  с использованием приведенного
алгоритма (m = 2) и без его использования (m = 3)
к соответствующим (нормированным) полям на-
правляемых мод при  (m = 1).

3.5. Алгоритм подбора констант
для сравнения полей

Рассмотрим абстрактное гильбертово про-
странство H [16, 17]. Пусть имеется два элемента

 такие, что . Ищем такую ком-
плексную константу , , чтобы элементы

 и u отличались минимально друг от друга в
метрике рассматриваемого пространства H. Други-
ми словами ищем такую комплексную константу

,  (при таком выборе норма элемента 
остается единичной, так как ) что-

бы . Для простоты рассмотрения

введем параметр : α =  и отыщем мини-
мум неотрицательной функции

(3.29)

на отрезке .
Правая часть f(t) в развернутом виде имеет сле-

дующий вид :

(3.30)

Для поиска точек экстремума функции f(t) поль-
зуемся необходимым условием экстремума [18]:
находим ее производную

(3.31)

и решаем уравнение . Уравнение  = 0

тождественно выполнено, если .
Обозначим , поэтому  и с учетом
этих обозначений:
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(3.32)

Замечание. В случае, когда элементы  ор-
тогональны друг другу, c = 0. В таком случае задача
не имеет смысла, так как f(t) не имеет ни миниму-
ма, ни максимума, потому что  при

. Поэтому рассматриваем случай .

Одно из двух значений  обеспечивает
минимум функции f(t), а второе – максимум на
отрезке . Для определения искомого зна-
чения константы α воспользуемся достаточным
условием минимума [18]: находим вторую произ-
водную функции 

(3.33)

и проверяем в какой из точек  значение второй
производной положительно.

Непосредственной подстановкой проверяется,
что  при . Поэтому искомое зна-
чение константы α определено следующим образом

(3.34)

Замечание. Для решения описанной задачи
требуется вычислить только одно скалярное про-
изведение для расчета константы c.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
Применим алгоритм, описанный в предыду-

щем разделе, сначала для исследования собствен-
ных векторов системы (3.9), описывающей важ-
ный частный случай .

4.1. Символьные результаты для частного случая
Исследуя этот частный случай при любых воз-

можных преобразованиях перестановок, мы полу-
чаем тривиальный случай – каждому собственному
значению ,  соответствует
единственное символьное представление соб-
ственного вектора, а именно:

(4.1)
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где .

Замечание. В действительности мы получили
по два ортогональных собственных вектора, отве-
чающих каждому из двух двукратных собственных

значений . Однако, если за первое и второе соб-

ственные значения принять  и усло-
виться за первый собственный вектор принять тот
из собственных векторов, у которого первые две
компоненты отличны от нуля, а за второй – тот, у
которого две последних компоненты отличны от
нуля, то в таком случае представление собственных
векторов, отвечающих первым двум собственным

значениям , единственно. Также един-
ственны представления третьего и четвертого соб-
ственных векторов, принимая аналогичную услов-
ность для них, отвечающих третьему и четвертому
собственным значениям –γ0.

4.2. Символьные результаты
для общего случая

В общем случае (  ) мы получаем
нетривиальный случай – каждому собственному
значению ,  соответствует
по два различных представления каждого соб-
ственного вектора, а именно:

(4.2)

(4.3)
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(4.4)

(4.5)

где .

Замечание 1. Нумерация собственных значений
выбрана по аналогии с частным случаем, причем

 . Нумерация собственных век-

торов выбрана исходя из условия 

 . Другими словами, нуме-

рация выбрана таким образом, чтобы каждый соб-
ственный вектор в общем случае переходил при

 в соответствующий собственный вектор
при .

Замечание 2. Фактически любая линейная
комбинация  – собственный век-
тор, отвечающий собственному значению λj.

Замечание 3. Используя какие-либо другие
преобразования, например, преобразования пово-
рота, возможно получится большее число различ-
ных символьных представлений собственных век-
торов.

На основе полученных символьных выраже-
ний запишем для каждого из трех представлений
вид решения в каждом из слоев.

Первое представление  характеризуется
следующим видом решения для каждого из слоев:

(4.6)
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где ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (4.1).

Второе представление  характеризует-
ся следующим видом решения для каждого из
слоев:

(4.9)

(4.10)

(4.11)

где ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (4.2)–(4.5).

Третье представление  характеризует-
ся следующим видом решения для каждого из
слоев:

(4.12)

(4.13)

(4.14)

где , ,  =

= ,  и  при

, причем  определены согласно фор-
мулам (3.7), (3.8).

Для каждого из трех представлений полей со-
гласно разделу 3.4 формируется система гранич-
ных уравнений (3.22), (3.23), после чего вычисля-
ются коэффициенты фазового замедления и коэф-
фициенты, определяющие поля волноводных мод.
Полученные численно величины коэффициентов
фазового замедления и полей соответствующих
волноводных мод анализируются в разделе ниже.
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4.3. Численные результаты

Ниже приведем вычисленные c точностью 10–14

коэффициенты фазового замедления для первого
случая , где :

(4.15)

Ниже приведены графики величин ,
определенных формулами (3.25), (3.26) для пер-
вой моды (s = 1).

Для старших мод  поведение величин
 полностью идентично их поведению при

s = 1, поэтому ограничимся только одним графи-
ком.

Далее приведем графики величин ,
определенных формулами (3.27), (3.28) для четы-
рех направляемых мод .

5. ОБСУЖДЕНИЕ
5.1. Символьные результаты

Задача отыскания собственных векторов явля-
ется одной из основных задач алгебры. Собствен-
ные значения и собственные векторы часто пред-
ставляют интерес отдельного исследования, ча-
сто также используются при решении системы
обыкновенных дифференциальных уравнений,
если собственные значения и собственные векто-
ры известны.

В рамках настоящей работы исследовались соб-
ственные векторы, определяющие решение систе-
мы дифференциальных уравнений для амплитуд-
ных частей электромагнитного поля в качестве ис-
комых величин. Особенность исследуемой системы
состоит в том, что коэффициенты системы заданы
в символьном виде и отыскивать собственные
векторы и собственные значения также необхо-
димо в символьном виде. Некоторые символьные
константы, входящие в коэффициенты системы
дифференциальных уравнений, могут обращать-
ся в ноль и потому для построения универсально-
го вида решения важно иметь набор линейно не-
зависимых собственных векторов, переходящий
также в линейно независимый набор собствен-
ных векторов при обнулении соответствующих
констант.

Благодаря предложенному алгоритму сим-
вольного отыскания различных собственных век-
торов, удалось исследовать множество различных
символьных представлений собственных векторов,
отвечающих каждому собственному значению, и
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выделить для каждого собственного значения под-
множество различных символьных представлений
собственных векторов. Кроме того, удалось также
сгруппировать собственные векторы таким обра-
зом, чтобы обеспечить корректный предельный
переход собственных векторов при стремлении к
нулю символьных констант, которые могут обра-
щаться в ноль.

Как показывают символьные расчеты, каждо-
му собственному значению матрицы коэффици-
ентов отвечают минимум два различных пред-
ставления собственного вектора, что дает иссле-
дователю больший выбор представления общего
решения системы дифференциальных уравнений
и использовать в каждом конкретном случае наи-
более удобную комбинацию из этих двух или бо-
лее собственных векторов.

Важно отметить, что стандартный функционал
системы компьютерной алгебры Maple при сим-
вольном отыскании собственных векторов выдает
некоторый конкретный набор собственных векто-
ров, который не обязательно обеспечивает коррект-
ный предельный переход при обнулении символь-
ных констант, и потому для дальнейших численных
расчетов такой набор собственных векторов может
не подходить.

Настоящее исследование не претендует на ис-
черпывающее множество всех различных сим-
вольных представлений собственных векторов, а
скорее дает минимальное множество, которое по-
лучается при преобразованиях перестановок. Это
минимальное множество тем не менее позволило
получить собственные векторы, которые обеспе-
чивают корректный предельный переход при об-
нулении символьных констант модели. Однако су-
ществует значительно больше преобразований –
например, преобразования поворота – которые
могут дать большее количество различных сим-
вольных представлений собственных векторов и
дать исследователю еще больше вариантов раз-
личных символьных представлений собственных
векторов для дальнейшего численного и каче-
ственного анализа.

5.2. Численные результаты

Замечение. Все приведенные выше графики
необходимо читать в направлении убывания δ –
то есть справа налево.

В рамках численных расчетов демонстрируется
практическая польза от разработанного символьно-
го алгоритма (см. раздел 3). В рамках расчетов пока-
зано, что при любом выборе собственных векторов –
как с ипользованием предложенного алгоритма, так
и с использованием встроенной функции Eigen-
vectors – коэффициенты фазового замедления
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Рис. 1. Графики величин , определенных формулами (3.25), (3.26) для первой моды (s = 1).
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Рис. 2. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для первой моды (s = 1).
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Рис. 3. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для второй моды (s = 2).
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сходятся при уменьшении δ к значениям при δ = 0
(см. рис. 1).

Практическая польза от применения алгорит-
ма видна при рассмотрении графиков сходимо-
стей полей направляемых волноводных мод – см.
рис. 2–5. Как видно из рисунка 2, погрешность
вычисленных полей первой волноводной моды без
использования предложенного алгоритма 
на несколько порядков меньше, чем при использо-
вании предложенного алгоритма , эти вели-
чины имеют порядок 10–5 и 10–12 соответственно.

Рисунок 3 демонстрирует эффективность ис-
пользования предложенного алгоритма: погреш-
ность вычисленного поля второй волноводной
моды без использования предложенного алгорит-
ма  растет с уменьшением параметра δ и

достигает значения порядка 1.1 при , при-
чем сравниваемые поля имеют единичную норму
(то есть относительная погрешность более 100%).
При этом погрешность вычисленного поля вто-
рой волноводной моды с использованием пред-

( )Δ δ3 1u

( )Δ δ2 1u

( )Δ δ3 2u
−δ = 1710

ложенного алгоритма  имеет порядок 10–5

при .
Рисунок 4 показывает, что обе величины

 и  достаточно малы для численных
расчетов и имеют порядок 10–12 и 10–5 соответ-
ственно.

Рисунок 5 демонстрирует эффективность ис-
пользования предложенного алгоритма: величина

 растет с уменьшением параметра δ и дости-
гает значения порядка 1.3, при том что сравнивае-
мые поля имеют единичную норму (то есть относи-
тельная погрешность более 100%) при .
При этом относительная погрешность вычислен-
ного поля четвертой волноводной моды с исполь-
зованием предложенного алгоритма  име-
ет порядок 10–5.

Другими словами, использование собствен-
ных векторов, полученных в символьном виде без
использования предложенного в разделе 3 алго-
ритма, позволяет корректно вычислять коэффи-
циенты фазового замедления направляемых вол-

( )Δ δ2 2u
−δ = 1710
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Рис. 5. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для четвертой моды (s = 4).
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Рис. 4. Графики величин , определенных формулами (3.27), (3.28) для третьей моды (s = 3).
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новодных мод при малых δ. Однако поля соответ-
ствующих волноводных мод могут вычисляться с
недопустимо большими погрешностями, дости-
гающими порядка 100% и более, и потому пред-
ложенный алгоритм необходим для проведения
корректных практических расчетов.

Расчеты с использованием разработанного
символьного алгоритма показывают невысокую
точность: относительная погрешность вычислен-
ных полей направляемых волноводных мод со-
ставляет 10–5. Однако, эта величина относитель-
ной погрешности сохраняется для всех вычислен-
ных полей направляемых волноводных мод, в то
время как вычисления без использования разра-
ботанного алгоритма могут характеризоваться от-
носительными погрешностями более единицы.

Отдельного внимания также заслуживает во-
прос неравномерной сходимости вычисленных
полей. По мнению авторов численные артефак-
ты, которые наблюдаются на рис. 2–5, связаны с
тем, что при расчетах были использованы сим-
вольные представления собственных векторов
без дополнительной численной нормировки. Од-
нако вопрос разработки устойчивого численного
алгоритма вычисления полей выходит за рамки
настоящего исследования и будет отдельно рас-
смотрен в рамках будущих исследований.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе построен символьный алгоритм
отыскания различных символьных представле-
ний собственных векторов символьно заданных
нормальных матриц, основанный на преобразо-
ваниях перестановок. С помощью представлен-
ного алгоритма можно строить различные сим-
вольные представления общего решения системы
обыкновенных дифференциальных уравнений с
постоянными коэффициентами в случае, когда
матрица коэффициентов задана в символьном
виде, что позволит исследователю использовать
наиболее универсальное представление (либо
наиболее компактное, либо универсальное с точ-
ки зрения существования при различных числен-
ных значениях символьных констант) для даль-
нейших численных расчетов.

Численные расчеты с применением предло-
женного алгоритма демонстрируют его эффектив-
ность на фоне аналогичных результатов, получен-
ных без его использования. На примере задачи вы-
числения полей направляемых волноводных мод
планарного трехслойного волновода показано, что
поля волноводных мод, вычисленные без приме-
нения предложенного алгоритма, могут вычис-
ляться с недопустимо большими погрешностями,
достигающими порядка 100% и более.

Приведенный алгоритм расширяет функцио-
нал системы компьютерной алгебры и позволяет
рассматривать различные символьные представ-
ления собственных векторов, а не одно фиксиро-
ванное.
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В исследовательских задачах, требующих применения численных методов решения систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений, часто возникает необходимость выбора наиболее эффек-
тивного и оптимального для конкретной задачи численного метода. В частности, для решения зада-
чи Коши, сформулированной для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, приме-
няются методы Рунге–Кутты (явные или неявные, с управлением шагом сетки или без и т.д.). При
этом приходится перебирать множество реализаций численного метода, подбирать коэффициенты
или другие параметры численной схемы. В данной статье предложено описание разработанной ав-
торами библиотеки и скриптов автоматизации генерации функций программного кода на языке Ju-
lia для набора численных схем методов Рунге–Кутты. При этом для символьных манипуляций ис-
пользовано программное средство подстановки по шаблону. Предлагаемый подход к автоматиза-
ции генерации программного кода позволяет вносить изменения не в каждую подлежащую
сравнению функцию по отдельности, а использовать для редактирования единый шаблон, что с од-
ной стороны дает универсальность в реализации численной схемы, а с другой позволяет свести к
минимуму число ошибок в процессе внесения изменений в сравниваемые реализации численного
метода. Рассмотрены методы Рунге–Кутты без управления шагом, вложенные методы с управлени-
ем шагом и методы Розенброка также с управлением шагом. Полученные автоматически с помо-
щью разработанной библиотеки программные коды численных схем протестированы при числен-
ном решении нескольких известных задач.

DOI: 10.31857/S0132347421010052

1. ВВЕДЕНИЕ
Методы Рунге–Кутты являются основными

численными методами для решения нежестких
систем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Известны численные схемы высоких по-
рядков (10 и выше) с управлением шагом и плот-
ной выдачей. Для многих языков программиро-
вания разработаны библиотеки, реализующие
наиболее эффективные из построенных числен-
ных схем. Наиболее отлаженные коды были со-
зданы для языка Fortran 77 Э. Хайрером (Ernst
Hairer) и его коллегами, они описаны в книгах [1,
2] и доступны для скачивания на сайте [3]. Эти
программы реализуют методы DOPRI5 [4] и DO-
PRI853 [5], которые обеспечивают управление
шагом и плотную выдачу. Второй из этих методов
также поддерживает переключение порядка ме-

тода между 8 и 5 для обеспечения большего быст-
родействия при решении гладких задач.

Подпрограммы DOPRI5 и DOPRI853 очень
хорошо оптимизированы и доступны для исполь-
зования во многих библиотеках и математиче-
ских пакетах, таких как Matlab [6], Octave [7],
SciPy [8], SciLab [9], Boost C++ [10] и т.д. Однако
часто для учебных и исследовательских целей
возникает необходимость перебора нескольких
методов Рунге–Кутты для выбора оптимального
для конкретной задачи [11–13]. Кроме того, эф-
фективность той или иной численной схемы так-
же существенно зависит от решаемой задачи.

Чтобы можно было достоверно сравнить раз-
ные численные схемы между собой, необходимо
иметь универсальный код, который реализует
вложенные методы для любого набора коэффи-

УДК 004.422.8

КОМПЬЮТЕРНАЯ
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циентов. При этом все реализации должны быть
унифицированы и отличаться лишь набором ко-
эффициентов.

С целью решения поставленной задачи нами
разработана библиотека для языка программиро-
вания Julia [14–16], описание которой и приводит-
ся в данной статье. Библиотека состоит из двух ча-
стей: вычислительной части, реализующей алго-
ритмы типа Рунге–Кутты, и конструирующей
части, создающей с помощью символьных вычис-
лений конкретный вариант алгоритма Рунге–
Кутты. Отличительной особенностью конструиру-
ющей части является автоматическая генерация ко-
да функций из нескольких готовых шаблонов. Пер-
воначально рассматривался вариант реализации
конструирующей части с помощью универсальной
системы компьютерной алгебры, например, с ис-
пользованием SymPy [17]. Однако в ходе реализа-
ции выяснилось, что нам нужно от системы ком-
пьютерной алгебры в основном операции сопо-
ставления по образцу. В результате было принято
решение использовать более легковесное сред-
ство символьных манипуляций. Фактически, для
символьных манипуляций мы используем не разви-
тую систему компьютерной алгебры, а программ-
ное средство подстановки по шаблону. Такой
подход хотя и несколько экзотичен, но оправдан
большей производительностью сгенерированных
функций. Для генерации кода использован язык
Python [18] и шаблонизатор Jinja2 [19].

1.1. Структура статьи

В разделе 2 работы дается краткое описание
вложенных методов Рунге–Кутты и стратегии
управления шагом. Раздел 3 посвящен описанию
разработанной библиотеки для языка програм-
мирования Julia. В разделе 4 приведены результа-
ты тестирования сгенерированных автоматиче-
ски с помощью разработанной библиотеке функ-
ций для численного решения задач для систем
обыкновенных дифференциальных уравнений.
В частности в этом разделе подробно рассмотре-
но решение ограниченной задачи трех тел (задачи
по вычислению орбит Аренсторфа).

2. МЕТОДЫ РУНГЕ–КУТТЫ

Методы Рунге–Кутты применяются к задаче
Коши, сформулированной для системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ).
Теория методов Рунге–Кутты хорошо известна и
обстоятельно изложена в книгах [1, 2, 20]. Поэто-
му в данном разделе мы приведем лишь основные
формулы и кратко остановимся на используемой
в разработанной программной библиотеке стра-
тегии управления шагом.

2.1. Постановка задачи

Пусть даны две гладкие функции: неизвестная
функция  и известная функция

, где , α = 1, ..., N.
Пусть также известно значение функции в началь-
ный момент времени . Тогда задача Ко-
ши для системы из  обыкновенных дифференци-
альных уравнений формулируется следующим об-
разом:

(1)

Систему (1) можно записать покомпонентно:

Зададим на отрезке  сетку из набора точек
 с шагом сетки

. Каждой точке сетки по некоторому
правилу, называемому численной схемой, ставится
в соответствие некоторая величина , которая
должна с необходимой точностью аппроксими-
ровать решение системы ОДУ в точках сетки, т.е.

. Для оценки погрешности аппрокси-
мации используют норму .

2.2. Явные вложенные методы Рунге–Кутты

Погрешность метода Рунге–Кутты может оце-
ниваться и другим образом. Идея состоит в том,
что кроме основного решения  в точке рассмат-
ривается также вспомогательное решение , вы-
полненное с помощью метода Рунге–Кутты смеж-
ного порядка. Разность этих решений может слу-
жить оценкой локальной погрешности метода
меньшего порядка. Полученная оценка локальной
погрешности помогает выбрать переменный шаг
интегрирования. Методы, использующие данный
способ оценки локальной погрешности, называ-
ются вложенными методами Рунге–Кутты [1].
При этом метод  называется основным, а метод

 – вложенным.

Явный вложенный численный метод Рунге–
Кутты для задачи Коши (2.1) задается следующи-
ми формулами:

α : , → R0( ) [ ] Ny t t T
α β, : × →R R R( ( )) N Nf t y t , ∈R0[ ]t T

α α=0 0( )y y t
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α α β
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где N – число уравнений в системе ОДУ, s – число
стадий численного метода. Латинские индексы

 относятся к численной схеме, грече-
ские α, β – к системе ОДУ, а индексом  обозна-
чен номер шага.

Порядок аппроксимации решения сеточными
функциям  и  различен, что позволяет на
каждом шаге вычислять погрешность аппрокси-
мации, поэтому при указании порядка вложенно-
го метода используют обозначение , где p и  –
порядки основного и вложенного метода Рунге–
Кутты соответственно.

Величины  полностью определяют
численную схему и называются коэффициентами
метода, их принято группировать в виде таблицы
Бутчера, названной так в честь Дж.Ч. Бутчера
(John C. Butcher):

Нахождение коэффициентов метода Рунге–
Кутты для порядков выше 4 является отдельной
сложной задачей, которой мы здесь не будем ка-
саться и которая подробно раскрыта в книге [1].
Заметим только, что на коэффициенты ci и  также
принято налагать дополнительные условия следую-
щего вида: .

Явный метод Рунге–Кутты наиболее прост для
реализации в программном виде, так как на каждом
шаге метода необходимо последовательно вычис-
лять элементы двухмерного массива k[1:s,1:N] в
цикле по первому измерению i=1:s. Элемент
k[1,1:N] требует только значений , вычис-
ленных на предыдущем шаге, элемент k[2,1:N]
требует k[1,1:N], элемент k[3,1:N] требует
k[1,1:N] и k[2,1:N] и т.д. Заметим, что ин-
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дексация элементов массива в языке Julia начина-
ется с 1, также как и в языке Fortran.

К настоящему времени найдены коэффициенты
для множества вложенных методов Рунге–Кутты
вплоть до 10-го порядка точности. Наиболее часто
используются методы, найденные Дж.Р. Дорманом
в соавторстве с П.Дж. Принцем (J.R. Dorman,
P.J. Prince) [4, 5, 21], Э. Фельбергом (E. Fehlberg)
[22, 23] и Дж.Р. Кэшом в соавторстве с А.Х. Кар-
пом (J.R. Cash, A.H. Karp) [24].

2.3. Стратегии управления длиной шага
Существуют различные стратегии управления

величиной шага h в зависимости от локальной
погрешности. Выбор той или иной стратегии ча-
ще всего диктуется характером решаемой задачи.
Здесь мы изложим классический алгоритм, пред-
ложенный в книге Э. Хайрера [2], который осно-
ван на идеях из теории управления и хорошо ра-
ботает для большинства нежестких задач.

Пусть  и  – два численных решения разного
порядка аппроксимации, вычисленные на шаге m
работы алгоритма. Потребуем, чтобы ,
где величина желаемой локальной погрешности
scα (scale) вычисляется по формуле

где  и  – желаемая величина абсолютной и
относительной погрешности соответственно. До-
пустимая ошибка на шаге m находится как сред-
нее квадратичное:

Новая величина шага вычисляется по формуле

где  – величина ошибки, вычисленная на преды-
дущем шаге. Фактор fs обычно равен 0.9 или 0.8 и
предназначен для предотвращения слишком рез-
кого увеличения величины шага. Показатели сте-
пени a и b подбираются исходя из задачи. В книге
[2] рекомендуются следующие универсальные
значения  и , где p – по-
рядок аппроксимации используемого метода.
Факторы fmin и fmax позволяют ограничить грани-
цы изменения размера шага и также зависят от
решаемой задачи. На практике хорошо зареко-
мендовали себя значения  и .

В случае  вычисленные значения  счи-
таются удовлетворительными и метод переходит
к следующему шагу вычислений. Если же ,
то вычисления считаются неудовлетворительны-
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ми и текущий шаг повторяется с новым значени-
ем величины hm

В качестве начального значения  на следую-
щем шаге m + 1 можно использовать как непосред-
ственно , так и значение вложенного метода .

3. ОПИСАНИЕ ПРОГРАММЫ
3.1. Мотивация использования генерации кода
Универсальная реализация явного вложенного

метода Рунге–Кутты подразумевает, что программе
в качестве параметров должны передаваться масси-
вы коэффициентов из таблиц Бутчера, которые она
будет использовать для проведения расчетов. Оче-
видным способом хранения данных коэффициен-
тов является использование массивов. Однако мат-
рица  является нижне-диагональной и хранение
ее в виде массива s × s приводит к тому, что более
чем половина выделенной для массива памяти
тратится на хранение нулей. Коэффициенты ci, bj

и  также часто имеют в своем составе нули, хра-
нение которых неразумно.

В связи с этим большинство кодов, реализую-
щих явные вложенные методы Рунге–Кутты, ис-
пользуют для хранения коэффициентов набор
именованных констант, а не массивы. Это вызва-
но также и тем, что операции со скалярными вели-
чинами в большинстве языков проводятся быст-
рее, чем операции с массивами.

В языке Julia стандартные массивы являются
динамическими, поэтому накладные расходы на
хранение двумерного массива s × s больше, чем на
расходы на хранение s × s именованных констант.

При сохранении требования универсальности
создаваемого кода и вместе с тем желание увели-
чить скорости вычислений и уменьшить расход
памяти, привели нас к решению использовать ав-
томатическую генерацию кода по одному шабло-
ну для каждого отдельного метода.

Кроме выигрыша в производительности, авто-
матическая генерации кода позволяет добавлять
или изменять не каждую функцию по отдельности,
а все функции совокупно путем редактирования
одного лишь шаблона. Это позволяет как умень-
шить количество ошибок, так и генерировать раз-
личные варианты функций для разных целей.

3.2. Описание реализации генератора
методов Рунге–Кутты

В качестве языка для генерации кода нами был
выбран язык Python, так как он поддерживает
разнообразные средства для работы с текстом.

← , .max/ min( / )a
m m m sh h f E f

α
my

α
my αˆmy

i
ja

ĵb

Также в стандартной библиотеке Python присут-
ствует тип данных Fraction, который позволяет
задать коэффициенты Рунге–Кутты в виде раци-
ональных дробей, а потом уже преобразовывать
их в вещественный вид с нужным порядком точ-
ности.

Кроме самого языка Python была использова-
на библиотека для обработки шаблонов Jinja2
[19]. Данный шаблонизатор (template engine) раз-
рабатывался изначально для генерации HTML-
страниц, однако он обладает очень гибким син-
таксисом и может использоваться как универ-
сальное средство для генерации текстовых фай-
лов любого вида, в том числе и исходных кодов на
любых языках программирования. Кроме Jinja2
мы использовали библиотеку numpy [8] для рабо-
ты с массивами коэффициентов.

Шаблоны для генерации функций хранятся в
файлах rk_method.jl и erk_method.jl, ко-
торые представляют собой исходный код на язы-
ке Julia с инструкциями Jinja2. Шаблонизатор поз-
воляет поместить всю логику генерации кода в
шаблон и передавать извне только данные о методе.

Информация о численных схемах хранится в
виде JSON-файла, где каждый метод представляет
собой JSON-объект примерно следующего вида:

{ “name”: “Название (одним словом)”,

“description”: “Краткое описаниие” ,

“stage”: ,

“order”: ,

“extrapolation_order”: ,

“a”: [[“0" , "0" , "0" ], ["1" , "0" ,

↪ “0" ], ["1/4" , "1/4" , "0" ]],
“b”: [“1/2" , "1/2" , "0" ],

“b_hat”: [“1/6" , "1/6" , "2/3" ],

“c”: [“0" , "1" , "1/2" ]}

Название JSON-объекта используется в каче-
стве имени сгенерированной в последствии функ-
ции. Массивы a, b, b_hat, c могут быть как
числового, так и строкового типа. Если коэффи-
циенты метода заданы в виде рациональных дро-
бей, то можно указать их в виде “m/n”, затем они
будут преобразованы в объект Fraction стандарт-
ной библиотеки Python, а в теле сгенерированной
функции будут представлены десятичной дробью
двойной точности с 17 значащими знаками.

Список объектов указанного выше вида по-
следовательно обрабатывается скриптами erk_-
generator.py и rk_generator.py. Скрипты,
используя переданную им информацию о мето-

s

p

p_hat
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дах, генерируют для каждого метода код несколь-
ких функций языка Julia.

Скрипты позволяют сгенерировать функции
для 16 вложенных методов Рунге–Кутты. Методы
низкого порядка взяты из книги Хайрера [1]. Из
методов пятого порядка и выше заданы коэффи-
циенты из работ [4, 5, 21] и [22, 23]. Метод из ра-
боты [24] реализован отдельно, так как преду-
сматривает переключение порядка точности и
сложный алгоритм управления шагом. Для добав-
ления своих методов следует задать JSON-объект
указанного выше формата и запустить скрипты
вновь. Для добавленных методов будут сгенери-
рованы соответствующие функции.

3.3. Описание сгенерированных функций
Разработанная нами библиотека имеет стан-

дартную для модулей языка Julia структуру. Весь
исходный код находится в каталоге src. В подка-
талоге src/generated располагаются файлы с
автоматически генерируемыми функциями, ко-
торые, в свою очередь, с помощью директивы
include включаются в главный файл модуля
src/RungeKutta.jl. Код, ответственный за
управление шагом, находится в файле StepCon-
trol.jl и является общим для всех методов.

Для каждого из вложенных методов Рунге–
Кутты генерируются три функции, две из кото-
рых имеют следующий вид:

ERK(func, A_tol, R_tol, x_0, t_start,

↪ t_stop) –> (T, X)
ERK(func, A_tol, R_tol, x_0, t_start,

↪ t_stop, last) –> (t, x)
Функции имеют одинаковое имя, а список их

аргументов различается лишь последним аргу-
ментом. Благодаря поддержке языком Julia мно-
жественной диспетчеризации (перегрузка функ-
ций), компилятор сам определяет в каком случае
какую из реализаций вызывать.

В указанных выше функциях:
• func::Function – правая часть системы ОДУ

: func(t, x), где t::Float64 –
время, x::Vector{Float64} – значение функ-
ции x(t); аргумент t должен всегда присутство-
вать в вызове функции, даже если система авто-
номная и явно от времени не зависит;

• аргументы A_tol и R_tol должны иметь
тип Float64 и обозначают абсолютную и отно-
сительную точности методы соответственно;

• x_0::Vector{Float64} – начальное зна-

чение функции ;

α α β= ,� ( ) ( )x t f t x

α α=0 0( )x x t

• t_start и t_stop имеют тип Float64 и
обозначают начальную и конечную точки проме-
жутка интегрирования;

• если указан аргумент last::Bool, то будут
возвращены последняя точка промежутка инте-
грирования tn и вектор , в противном
случае возвращаются массивы T::Vec-
tor(Float64} и Matrix{Float64}.

Для методов Рунге–Кутты без управления ша-
гом генерируются аналогичные функции, един-
ственное отличие которых заключается в отсут-
ствии аргументов A_tol и R_tol. Вместо них
следует передавать аргумент h, который задает
размер шага, используемого для вычислений.

Для реализации алгоритма управления шагом
генерируется еще одна функция:

ERK_info(func, A_tol, R_tol, x_0,

↪ t_start, t_stop) –> (accepted_t,
↪ accepted_h, rejected_t, rejected_h)
Эта функция возвращает следующие массивы:
• accepted_t: все точки сетки, в которых

погрешность вычислений была признана удовле-
творительной;

• accepted_h: все принятые размеры шагов;
• rejected_t: все точки сетки, в которых

погрешность вычислений была признана неудо-
влетворительной;

• rejected_h: все отбракованные размеры
шага;

• errors: значения локальной ошибки En.
Все возвращаемые значения имеют тип Vec-

tor{Float64}.

4. ТЕСТИРОВАНИЕ СГЕНЕРИРОВАННЫХ 
ПРОГРАММНЫХ КОДОВ

ЧИСЛЕННЫХ СХЕМ
Для тестирования созданных методов были ис-

пользованы три системы дифференциальных
уравнений, рассмотренные в [2]. Первая система –
уравнения ван дер Поля:

заданные со следующими начальными значениями:

α α≈ ( )n nx x t
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Рис. 1. Решение системы (2) и отброшенные и принятые шаги (рисунок из [1, с. 170, рис. 4.1]).

10−1

100

4

3

5 10 15

2

1

solutions

y1

y2

accepted step sizes

rejected step sizes

initial h (4.14)

Рис. 2. Решение системы (2).
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Рис. 3. Отброшенные и принятые шаги (2).
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Рис. 4. Орбита для первой группы начальных значений (3).
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Рис. 5. Орбита для второй группы начальных значений (4).
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Рис. 6. Орбита для третьей группы начальных значений (5).
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где коэффициент μ характеризует нелинейность
и силу затухания колебаний.

Вторая система – уравнения твердого тела без
внешних сил, или иначе, уравнения Эйлера твер-
дого тела:

Для проверки работы алгоритма управления
шагом применялась численная схема вложенного

метода Рунге–Кутты с p = 4 и  к системе
уравнений брюсселятора:

Для начальных условий , 
уравнение брюсселятора было численно проинте-

грировано методом ERK43b на отрезке  с
абсолютной и относительной погрешностями

 = 10–4. Были построены графики, иден-
тичные графикам из книги [1, с. 170, рис. 4.1]. При
сравнении результатов из книги [1] (см. рис. 1) с
полученными нами результатами (см. рис. 2 и 3)
видно, что реализованный нами метод работает
практически также, как и использованный в [1],
однако выбирает размер шага аккуратнее.

Еще одна часто применяющаяся для тестиро-
вания численных схем система уравнений – част-
ный случай ограниченной задачи трех тел, назы-
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ваемый задачей по вычислению орбит Аренстор-
фа. Свое название данная задача получила в честь
Ричарда Ф. Аренсторфа – американского физи-
ка, рассчитавшего стабильную орбиту малого те-
ла между Луной и Землей.

В ограниченной задаче трех тел рассматрива-
ется движение малого тела в поле тяготения сред-
него и большого тел (Луна и Земля). Масса малого
тела считается равной нулю, массы среднего и

большого тел –  и  соответственно. Предпола-
гается, что орбиты тел лежат в одной плоскости.

В задаче Аренсторфа в зависимости от началь-
ных значений можно получить разные стабиль-
ные орбиты [1]. В безразмерных синодических
координатах три группы начальных значений, да-
ющих три разные орбиты, имеют следующий вид:

(2)

(3)

(4)

Здесь px, py – обобщенные импульсы системы,

qx, qy – обобщенные координаты системы.

Важно отметить, что начальные значения специ-
ально указаны с большой точностью, так как малое
тело крайне близко подходит к среднему телу и даже
небольшая погрешность вычислений может приве-
сти к ошибке, что физически интерпретируется как
падение малого тела на среднее. Как раз из-за такой
особенности данная задача хорошо подходит для
проверки реализации численных схем.

Функция Гамильтона в синодических коорди-
натах записывается следующим образом:

где

μ1 μ2

= − . , = . ,
= . , = . ;

1 00758510637908238 0 0

0 994 0 0
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Таблица 1. Глобальные погрешности численных мето-
дов за один оборот по орбите для первой группы на-
чальных значений

Метод Погрешность

DPRK546S 1.84566 × 10–12

DPRK547S 2.93634 × 10–12

DPRK658M 4.22771 × 10–12

Fehlberg45 7.42775 × 10–12

DOPRI5 1.95463 × 10–13

DVERK65 1.67304 × 10–12

Fehlberg78B 5.45348 × 10–12

DOPRI8 1.06343 × 10–11
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Канонические уравнения, к которым и будет при-
меняться численная схема, имеют следующий вид:

Численное решение проводится для 0 ≤ t ≤
 с абсолютной и относи-

тельной погрешностями  и  и

средней массой . В результате
получаем орбиты Аренсторфа (рис. 4, 5 и 6) для
начальных значений (2), (3) и (4) соответственно.

Для оценки погрешности система решается
численно для временного промежутка, равного
одному периоду. В конечной точке промежутка
малое тело должно вернуться в начальную точку,

т.е. , поэтому погреш-

ность  даст глобальную погрешность ме-
тода. Значения погрешности для первой группы
начальных значений приведено в табл. 1.

5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, можно сформулировать ос-
новные результата нашей работы:

1. В качестве специализированной системы сим-
вольных вычислений применен язык шаблонизато-
ра Jinja2. Относительно использования универсаль-
ной системы символьных вычислений данное ре-
шение позволило сделать программный комплекс
более простым, компактным и увеличить его пере-
носимость.

2. Создан набор сценариев на языке Python с
использованием языка шаблонизатора Jinja2, ко-
торые генерируют код на языке Julia, реализую-
щий численные схемы методов Рунге–Кутты без
управления шагом, вложенных методов с управ-
лением шагом и методов Розенброка также с
управлением шагом (все программы находятся в
открытом доступе и расположены по адресу
https://bitbucket.org/mngev/rungekutta_generator).

3. Сгенерированные функции протестированы
с помощью решения нескольких типовых задач
(непосредственно в тексте статьи подробно разо-
брана задача Аренсторфа, как наиболее требова-
тельная к точности численной схемы); модуль для
языка Julia также доступен по адресу https://bit-
bucket.org/mngev/rungekutta-autogen.
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Компьютерная алгебра все шире применяется в научных и прикладных вычислениях. В качестве
примера приведем тензорные вычисления или в более широком смысле этого слова – упрощение
выражений с индексами. В настоящей статье развивается метод цветных графов для упрощения аб-
страктных выражений с индексами на случай, когда индексы могут быть отнесены к нескольким
различным типам. Примерами таких индексов могут быть верхние и нижние индексы в тензорных
выражениях. Предложенный подход позволяет значительно уменьшить число перебираемых вари-
антов при поиске канонической формы выражения, что резко ускоряет процесс вычислений.

DOI: 10.31857/S0132347421010118

1. ВВЕДЕНИЕ
Выражения с индексами являются одним из

самых распространенных математических объек-
тов, которые используются для вычислений в раз-
личных областях математики, физике, других об-
ластях науки, а также в прикладных областях, а в
первую очередь в инженерных науках. Наиболее
типичный пример таких вычислений – это тен-
зорные вычисления. Мы будем рассматривать аб-
страктные выражения с индексами, обладающие
определенными свойствами симметрии по отно-
шению к их перестановкам, и линейными соот-
ношениями между собой.

Представленная работа является логическим
продолжением работы [1], в которой были даны
основные определения для случая, когда индексы
одного типа. В настоящей работе мы даем обоб-
щение предложенного формализма на случай ин-
дексов нескольких типов. Примерами таких ин-
дексов могут быть верхние и нижние индексы у
тензоров.

Основная задача, которую мы решаем – это при-
ведение выражения с индексами к канонической
форме. Для этого будут использованы цветные гра-
фы, связанные с выражениями, и их автоморфизмы.

Само выражение с индексами является коммутатив-
ным произведением индексированных символов
(элементарных индексированных выражений), при-
чем каждый индекс имеет “цвет”, зависящий
только от места индекса, но не от его имени.

Заметим, что как и прежде нас не интересует
природа индексных выражений, а мы рассматри-
ваем их как некоторые абстрактные объекты,
имеющие определенный набор свойств по отно-
шению к перестановкам индексов.

В работе мы будем придерживаться правила
суммирования Эйнштейна, когда наличие пары
одинаковых индексов означает сумму по всем
значениям данной пары:

где n – это размерность пространства.
Такие индексы называются индексами сумми-

рования или немыми индексами.
В данной работе мы не будем останавливаться

на примерах использования выражений с индек-
сами и типах алгоритмов, используемых для их
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упрощения. Скажем только, что традиционно для
упрощения выражений с индексами используют-
ся следующие четыре подхода и их вариации:

• двойной класс смежности [7];
• групповая алгебра [8];
• базис Гребнера [5];
• изоморфизм графов [1].
Желающие могут обратиться к работам А.В. Ко-

рольковой, Д.С. Кулябова, Л.А. Севастьянова [2]
и Г. Шпиза и А. Крюкова [1], в которых данные
вопросы рассмотрены более подробно. Там же
можно найти большой список литературы, в ко-
тором описаны традиционно применяемые под-
ходы и алгоритмы.

Из работ, которые вышли в последнее время или
не были упомянуты в работе [1], в первую очередь
хочется указать на подробный обзор М. Маскалума
[3] по использованию компьютерной алгебры в
задачах теории гравитации, которые являются од-
ним из наиболее частых примеров тензорных вы-
числений. Упомянем работу, которая использует
алгебру графов, но для ограниченного случая по-
линомов из тензоров Римана, – это работа [4].
С точки зрения компьютерной алгебры, выраже-
ния с индексами могут быть разного типа. В част-
ности, задача приведения многопетлевых инте-
гралов в квантовой теории поля [6] может рас-
сматриваться как такой пример.

Структура статьи следующая. В разделе 2 да-
дим постановку задачи. В разделе 3 дадим строгое
определение выражений с абстрактными индек-
сами и их свойств. В этом же разделе дадим строгое
определение оператора приведения к каноническо-
му виду. В заключение перечислим полученные ре-
зультаты, а также направление дальнейшего разви-
тия предложенных методов.

2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Прежде чем перейти к основной теме работы

дадим несколько базовых определений объектов,
с которыми мы будем работать в дальнейшем.

Определение 1. Назовем цветным символом или
просто символом выражение вида ,
где  – множество типов символов,  –
множество индексов,  – множество цветов
индексов i.

Произведение символов t будем называть выра-
жением с индексами.

Символы t, могут обладать различными свой-
ствами симметрии по отношению к перестанов-
кам индексов, которые являются подгруппой
группы перестановок, а также линейными соотно-
шениями, которые включают три или более сим-
вола. Индексы в символьном выражении, встреча-
ющиеся дважды (возможно с разными цветами),
считаются индексами суммирования. Индексы

, ..., , , ...,1 1( )n nt i i c c
∈t T ∈i I

∈c C

суммирования и только они будут именоваться
натуральными числами.

Замечание. Если оба индекса суммирования
принадлежат одному символу, то преобразования
такого символа полностью факторизуются от
остального выражения и нами рассматриваться
не будут как тривиальные.

Будем считать, что на множестве символов опре-
делен лексикографический порядок, причем:

• любой тип символа меньше индекса;
• любой свободный индекс меньше любого

индекса суммирования;
• индексы суммирования и только они явля-

ются натуральными числами;
• цвета соответствуют номерам индексов, а не

их именам. Таким образом при переименовании
индексов их цвета не меняются.

Таким образом, мы определяем лексикогра-
фический порядок на символах 
следующим образом.

 <   (t, i1, ..., in,
 <  в лексикографиче-

ском смысле. Мы также считаем что на множе-
стве мономов (произведение символов) опреде-
лен естественный лексикографический порядок,
а множество всех мономов становится линейно
упорядоченным.

Важную роль в дальнейших построениях будет
играть понятие сигнатуры символа.

Определение 2. Сигнатурой k-го индекса ik сим-
вола  будем называть пару 
и обозначать эту сигнатуру σk.

Раскраска индексов может использоваться для
различения пространств с которыми эти индексы
связаны. Например, верхние индексы могут быть
связаны с некоторым (арифметическим) вектор-
ным пространством, а нижние с его сопряженным
( ). Индексы в различных типах символов, также
могут быть связаны с различными пространства-
ми. Так, индексы в символах частных производ-
ных связаны с пространством линейных диффе-
ренциальных операторов с постоянными коэф-
фициентами, а индексы в символах функций с
пространством аргументов. Например, если сим-
вол соответствует дифференциальному операто-
ру вида , то цвет может определять
принадлежность индекса коэффициенту или
дифференцированию.

Определение 3. Сигнатурой символа t(i1, ..., in,
 будем называть последовательность σ(t) =

= , где  – упорядоченная по воз-
растанию последовательность сигнатур индексов

.
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Будем считать, что любое множество символов
с попарно различными сигнатурами линейно не-
зависимо, а символы с одинаковыми сигнатура-
ми и только они могут быть связаны линейными
соотношениями. Множество всех таких соотно-
шений будем обозначать R и будем предполагать,
что любое переименование индексов переводит
линейное соотношение из R в R, то есть множе-
ство соотношений инвариантно относительно
переименований индексов.

Определение 4. Сверточным выражением будем
называть такое произведение символов, в котором
ни один индекс не встречается более 2-х раз. Индек-
сы, встречающиеся в сверточном выражении один
раз, будем называть свободными, а встречающиеся
2 раза – индексами суммирования.

Сверточные выражения будем называть слабо
эквивалентными, если они получаются друг из
друга перестановкой сомножителей и переимено-
ванием индексов суммирования. Класс слабой
эквивалентности сверточного выражения m бу-
дем называть мономом и обозначать [m].

3. СТРУКТУРНЫЙ ГРАФ МОНОМА

Пусть задано сверточное выражение ,
где  – символ.

Рассмотрим граф, вершины которого совпада-
ют с входящими в m символами. Вершины счита-
ются соединенными ребром тогда и только тогда,
когда они содержат хотя бы один общий индекс.

Цветом вершины будем называть ее сигнатуру, а
цветом ребра, соединяющего вершины  и  при-
чем  – последовательность ,
где c – последовательность цветов общих индек-
сов (суммирования) для  и , упорядоченная по
возрастанию.

Определение 5. Описанный выше раскрашенный
граф называется графом сверточного выражения m
и обозначается .

Заметим, что раскраска графа  зависит от
порядка сомножителей и от переименования ин-
дексов суммирования.

Определение 6. Упорядоченную по возрастанию
последовательность цветов всех ребер графа 
назовем цветом графа.

Очевидно, что граф однозначно определяется
своим цветом и лексикографический порядок
цветов графов определяет линейный порядок на
множестве графов вида  при .

Определение 7. Минимальный элемент этого
множества называется структурным графом мо-
нома [m] и обозначается .

Определение 8. Канонической формой  цвет-
ного графа G называется граф минимального цвета

= ...v v1 nm
vi

vi v j

≤i j , σ , , σ ,v v( ( ) ( ) )i ji j c

vi v j

( )G m
( )G m

( )G m

( )G u ∈ [ ]u m

0([ ])mG

Ĝ

среди всех графов, получающихся из G перенумера-
цией вершин.

Таким образом структурный граф монома [m]
является канонической формой графа  при

.
Сверточные выражения соответствующие струк-

турному графу получаются друг из друга автомор-
физмами структурного графа (естественно сохра-
няющими раскраску вершин и ребер), то есть пере-
становками сомножителей в исходном выражении,
и перестановками имен индексов суммирования с
одинаковыми сигнатурами. Таким образом группа
“автоморфизмов монома” является прямым про-
изведением группы автоморфизмов его структур-
ного графа и группы перестановок имен индексов
с одинаковой сигнатурой.

Нумерации, приводящие граф G к канонической
форме  определены с точностью до автоморфиз-
мов графа . Алгоритм вычисления перенумераций
вершин цветного графа легко получается из соот-
ветствующего алгоритма для не цветных графов,
приведенного в нашей предыдущей работе [1].
В нем меняется только определение сигнатур.

Каноническая форма выражения  явля-
ется средним арифметическим всех выражений
из [m], граф которых имеет каноническую форму.
То есть результатом усреднения любого выраже-
ния , граф которого имеет каноническую
форму по группе автоморфизмов монома [m]. Сум-
мирование естественно следует ввести с учетом ли-
нейных соотношений для символов, входящих в
выражение и законов операций сложения и умно-
жения. При суммировании каждый символ перед
перемножением следует приводить к канониче-
скому виду, а затем раскрывать скобки.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленная работа является развитием идеи

определения канонического представления выра-
жения с индексами с использованием автоморфиз-
мов цветного графа, строящегося по определенным
правилам в случае когда индексы выражения мо-
гут иметь различный тип.

В работе дано определение цветного графа и
способ его построения для произвольного выра-
жения с цветными индексами. Разобран способ
приведения выражения с индексами к канониче-
скому виду, сводящийся к вычислению нумера-
ций вершин соответствующего ему цветного гра-
фа, приводящих этот граф к каноническому виду.
Предложенный способ позволяет последователь-
но учесть все виды соотношений между элемен-
тарными выражениями с абстрактными индекса-
ми, включая линейные соотношения общего вида.
Причем объем перебора в рамках предложенного
подхода существенно сокращается, так как на

( )G m
∈ [ ]m m

Ĝ
Ĝ

∈ [ ]m m

∈v [ ]m
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каждом этапе необходимо делать перебор не по
всему групповому пространству форм индексно-
го выражения, а только по группе автоморфиз-
мов, связанных с цветным графом.

В настоящее время имеется эксперименталь-
ная программная реализация алгоритмов на язы-
ке Python, на которой отрабатываются предло-
женные методы. В дальнейшем предполагается
сделать реализацию этих методов для наиболее
популярных систем компьютерной алгебры таких
как MAPLE [9] и REDUCE [10].

Авторы выражают благодарность В.А. Ильину
за плодотворные обсуждения, С.А. Абрамову за
стимулирование исследований и возможность вы-
ступить на семинаре по компьютерной алгебре [11].

Работа была выполнена в рамках Государ-
ственного задания № 115041410196.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Shpiz G., Kryukov A. Canonical Representation of

Polynomial Expressions with Indices // Programming
and Computer Software. 2019. V. 45. P. 81–87. 
https://doi.org/10.1134/S0361768819020105

2. Korol’kova A.V., Kulyabov D.S., Sevast’yanov L.A. Ten-
sor Computations in Computer Algebra Systems //
Programming and Computer Software. 2012. V. 39.
P. 135–142.

3. Malcolm A.H. MacCallum. Computer algebra in gravity
research // Living Reviews in Relativity. 2018. V. 21.

P. 6. 
https://doi.org/10.1007/s41114-018-0015-6

4. Li H., Li Zh., Li Y. Riemann Tensor Polynomial Ca-
nonicalization by Graph Algebra Extension // Pro-
ceedings of the 2017 ACM on International Symposium
on Symbolic and Algebraic Computation. July, 2017.
P. 269–276. 
https://doi.org/10.1145/3087604.3087625

5. Portugal R. An algorithm to simplify tensor expressions //
Comput. Phys. Commun. 1998. V. 115. P. 215–230.

6. Steinwachs Ch.F. Combinatorial aspects in the one-
loop renormalization of higher derivative theories //
ArXiv: 1909:00810, 2019. 24 p. https://arx-
iv.org/abs/1909.00810

7. Rodionov A.Y., Taranov A.Y. Combinatorial aspects of
simplification of algebraic expressions // In Proc. Int.
Conf. EUROCAL’89, Lecture Notes in Computer Sci-
ence. 1989. V. 378. P. 192–201.

8. Ilyin V.A., Kryukov A.P. ATENSOR – REDUCE pro-
gram for tensor simplification // Computer Physics
Communications 1996. V. 96. P. 36–52.

9. Maplesoft. https://www.maplesoft.com/
10. Hearn A.C. and Schöpf R. REDUCE User’s Manual,

Free Version.
https://reduce-algebra.sourceforge.io/manual/manu-
al.html

11. Абрамов С.А., Боголюбская А.А. Семинар по ком-
пьютерной алгебре в 2016–2017 гг. // Программи-
рование. 2018. № 2. С. 3–4; http://www.ccas.ru/sa-
bramov/seminar/doku.php



ПРОГРАММИРОВАНИЕ, 2021, № 1, с. 39–44

39

АЛГОРИТМ ДЛЯ РЕШЕНИЯ СЕМЕЙСТВА ДИОФАНТОВЫХ УРАВНЕНИЙ 
ЧЕТВЕРТОЙ СТЕПЕНИ, УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ РУНГЕ

© 2021 г.   Н. Н. Осиповa,*, А. А. Кытмановa,**
a Институт космических и информационных технологий

Сибирского федерального университета
 660074 Красноярск, ул. Киренского, 26, Россия

*E-mail: nnosipov@gmail.com
**E-mail: aakytm@gmail.com

Поступила в редакцию 19.07.2020 г.
После доработки 01.09.2020 г.

Принята к публикации 12.09.2020 г.

В статье предлагается алгоритмическая реализация элементарной версии метода Рунге для семей-
ства диофантовых уравнений 4-й степени с двумя неизвестными. К уравнениям рассматриваемого
типа сводится любое диофантово уравнение 4-й степени, старшая однородная часть которого раз-
лагается в произведение линейного и кубического многочленов. Компьютерную реализацию алго-
ритма решения (в его оптимизированном виде) предполагается осуществить в системе компьютер-
ной алгебры PARI/GP.

DOI: 10.31857/S0132347421010076

1. ВВЕДЕНИЕ
В современных системах компьютерной алгеб-

ры (таких, как Mathematica, Maple, PARI/GP,
SageMath и др.) реализовано только небольшое
число известных алгоритмов для решения дио-
фантовых уравнений в целых числах. Как прави-
ло, речь идет о системах линейных уравнений с
произвольным числом неизвестных, квадратных
уравнениях с двумя неизвестными, а также куби-
ческих уравнений Туэ (но при некоторых допол-
нительных условиях, см. [1]). Между тем, имеется
довольно широкий класс диофантовых уравне-
ний с двумя неизвестными

(1)

для которого можно предложить эффективный
(предоставляющий явные верхние границы для
целочисленных решений) метод решения – так
называемый метод Рунге.

Краткое описание упрощенной версии метода
Рунге можно найти в хорошо известных моногра-
фиях [2–4]. Необходимо отметить, что ориги-
нальная версия метода Рунге является более об-
щей (см. старую статью Рунге [5] или, в современ-
ном изложении, статью [6]). Несмотря на то, что
метод Рунге известен уже более ста лет, его реали-
зация в системах компьютерной алгебры весьма

ограничена. Лишь в очень небольшом числе пуб-
ликаций (см. [7–9] и, особенно, [10]) обсуждают-
ся алгоритмические аспекты реализации этого
метода, которые в целом представляются нетри-
виальными. Последнее частично объясняется сле-
дующим обстоятельством.

Пусть многочлен  неприводим.
Положим

Можно доказать, что если  удовлетворяет
так называемому стандартному условию Рунге
(см. ниже), то справедлива оценка

(2)

для всех решений  уравнения (1) (см.
[6]). Здесь h – высота многочлена  (макси-
мум модулей его коэффициентов). В частности,
этот результат показывает, что тривиальная реа-
лизация – полный перебор в предписанных гра-
ницах – является практически бессмысленной
даже в случае довольно малого d0.

Метод Рунге основан на конструктивном спо-
собе доказательства теоремы Рунге о конечности

, = ,( ) 0f x y

, ∈ ,Z( ) [ ]f x y x y

= .0 max{deg ( , ),deg ( , )}x yd f x y f x y

,( )f x y

<
7 6
0 018 12

0max{| |, | |} (2 ) d dx y d h

, ∈ Z
2( )x y

,( )f x y

УДК 004.421.6

КОМПЬЮТЕРНАЯ
АЛГЕБРА
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множества решений уравнения (1) в целых чис-
лах. В литературе широко известна упрощенная
версия этой теоремы, которая и приводится ниже
(полную версию, помимо первоисточника, мож-
но найти, например, в [6]).

Пусть  и  – старшая одно-
родная часть многочлена .

Теорема Рунге. Предположим, что  раз-
ложима в произведение двух взаимно простых
многочленов из  положительных степеней.
Тогда уравнение (1) имеет конечное множество

решений .

Далее для краткости условие теоремы Рунге бу-
дем называть стандартным условием Рунге. В случае
кубических уравнений (d = 3) при выполнении
стандартного условия Рунге в работе [9] был
предложен практически работающий алгоритм
решения уравнения (1). Этот алгоритм основан
на так называемой элементарной версии метода
Рунге для диофантовых уравнений степени не
выше четвертой (см. [11]). Алгоритмическая реа-
лизация элементарной версии метода Рунге при
d = 4 пока получена только в некоторых частных
случаях (см. [12, 13]). Следует также упомянуть
хорошо известный элементарный алгоритм ре-
шения для наиболее простого типа уравнений 4-й
степени, к которым применим метод Рунге (этот
алгоритм подробно описан в [7]). Как отмечено в
[10], имеет смысл “избегать разложений в ряды
Пюизо и алгебраических коэффициентов”, по-
скольку это обычно приводит к плохим оценкам
типа (2). Собственно, данное обстоятельство и
составляет основную трудность в алгоритмиче-
ской реализации метода Рунге.

Элементарная версия метода Рунге для дио-
фантовых уравнений малой степени базируется
на специальных параметризациях, которые поз-
воляют перечислить возможные целочисленные
решения. Как результат, решение данного диофан-
това уравнения может быть сведено к решению ко-
нечного множества уравнений (как правило, квад-
ратных или кубических) с одним неизвестным в це-
лых числах. Эта идея была воплощена в работах
[9, 12, 13]. Особенно хорошо метод работает в слу-
чае кубических диофантовых уравнений, где не-
обходимо решать только квадратные уравнения
(и, следовательно, все сводится к алгоритмически
простой задаче извлечения квадратных корней).

Пример 1. а) Для решения диофантова уравне-
ния

= ,deg ( )d f x y ,( )df x y
,( )f x y

,( )df x y

,Z[ ]x y

, ∈ Z
2( )x y

− + + + =2 2( 2 ) 1 0x y x Hx y

(см. пример 9 из [9]) достаточно решить порядка

 квадратных уравнений с одним неизвест-
ным. В частности, это позволяет за приемлемое
время решить уравнение для каждого H в диапа-
зоне  < 0.

б) Аналогично, диофантово уравнение

сводится к решению порядка  квадратных
уравнений. Это не только теоретически проще,
но и гораздо быстрее, чем нахождение целых то-
чек на подходящей кривой Морделла (как пред-
лагалось в [14], см. раздел 6.1).

в) Диофантово уравнение

(см. [15]) заменой

приводится к виду (1), где

(см. в других обозначениях пример 1.1 из [13]). Оп-
тимизированный алгоритм из [9] сводит решение
уравнения (1) с такой левой частью к решению по-
рядка  квадратных уравнений. Но и этот резуль-
тат можно улучшить, понизив порядок числа реша-
емых квадратных уравнений до . Для сравне-
ния отметим, что стандартный алгоритм решения
(см. [7]) потребовал бы решения порядка  квад-
ратных уравнений.

В настоящей статье рассматривается новое се-
мейство диофантовых уравнений (1) 4-й степени
с левой частью вида

(3)

где, в свою очередь,

Коэффициент d предполагается ненулевым, что и
гарантирует применимость метода Рунге. Как по-

/1 4| |H

− ≤1010 H

= +2 22xy Hx y

/1 3| |H

= + − +4 3 28 12 4z y Hy y

= + + − −2 24 8 6z x y Hy H

, = +2( ) 2f x y xy …

2| |H

/3 2| |H

3| |H

, = + + + +
+ , + ,

3 2 2 3( ) ( )
( ) ( )

f x y x ax bx y cxy dy
xg x y h y

, = + + + + + ,
= + + .
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казано в [11], произвольное уравнение со старшей
однородной частью

сводится к уравнению с левой частью (3).
Статья организована следующим образом.
В разделе 2 предлагается алгоритм решения

уравнения (1) с левой частью (3). Корректность
его работы гарантируется теоремой 1. Технически
данный алгоритм несколько отличается от подоб-
ных алгоритмов (см. [9, 12]), так как требует ре-
шения некоторого количества уравнений 4-й сте-
пени с одним неизвестным в целых числах. Это
необходимо принимать во внимание, если мы хо-
тим корректно оценить сложность алгоритма.
Как и в работе [13], с этой целью вводится допол-
нительный параметр – весовой коэффициент, ко-
торый зависит от той системы компьютерной ал-
гебры, в которой мы планируем реализовывать
алгоритм (PARI/GP, см. [1]). Далее можно опти-
мизировать алгоритм уже известным способом
(см. [9, 13]). К сожалению, многочисленные тех-
нические детали на этом пути пока не преодоле-
ны, поэтому мы приводим только один пример
такой оптимизации.

В разделе 3 делаются некоторые замечания от-
носительно полученных результатов. Кроме того,
обсуждаются дальнейшие перспективы примене-
ния элементарной версии метода Рунге для реше-
ния оставшихся типов диофантовых уравнений
4-й степени.

2. АЛГОРИТМ

Будем считать  (в случае A = 0 предлагае-
мый метод можно упростить, см. раздел 3). На-
помним, что .

Предполагая , рассмотрим число

Очевидно, что l должно быть целым для каждого

решения  с . Поделив на x обе ча-
сти уравнения, получим

Это равенство влечет сравнение

в кольце . Далее имеем

, =
= + + + +

4
3 2 2 3

1 1 2 2 2 2

( )

( )( )

f x y

a x b y a x b x y c xy d y

≠ 0A

≠ 0d
≠ 0x

= .( )h yl
x

, ∈ Z
2( )x y ≠ 0x

+ + + + , + = .3 2 2 3 ( ) 0ax bx y cxy dy g x y l

( )+ + + + ≡3 2
3 4 5 0 moddy p y p y p l x

Z

для некоторых целых чисел B1 и C1 (это сравнение
в кольце ). А именно:

(4)

Ввиду того, что  , получим еще од-

но сравнение   (оба срав-
нения в кольце ). Наконец, положим

Ясно, что k также должно быть целым числом. Та-
ким образом, приходим к следующему результа-
ту.

Теорема 1. Пусть  – произвольное ре-
шение уравнения с . Тогда число

(5)

является целым. Здесь  и  определяются ра-
венствами (4).

Отметим, что формальное доказательство тео-
ремы 1 легко получить, опираясь на символьные
вычисления в какой-нибудь системе компьютер-
ной алгебры. Выразим из уравнения коэффици-
ент C:

Далее подставим это выражение вместо C в пра-
вую часть (5). После сокращения на x2 мы полу-
чим явное (но довольно громоздкое) выражение
для k в виде многочлена из . Теперь очевид-
но, что значение k должно быть целым, поскольку

. Отметим, что подобные “механические”
рассуждения очень просты логически и актуальны
всякий раз, когда мы хотим верифицировать слож-
ное “синтетическое” доказательство или быстро
удостовериться в справедливости гипотезы (см.,
например, [16]).

Пример 2. Для уравнения с левой частью

+ + + ≡ +2 3 2
3 4 5 1 1( )

(mod ( ))
A dy p y p y p B y C

h y

Z[ ]y

= − + + ,
= − + .

2 2
1 4 3

2
1 5 3

( )B p A p B dC A dB

C p A p AC dBC

≡( ) 0h y ( )mod x
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1 1 0A l B y C ( )mod x

Z
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2
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x
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описанная выше процедура приводит к следую-
щему результату:

Фактически речь идет о равенстве

в кольце классов вычетов .
Дальнейшие рассуждения базируются на сле-

дующей идее. Предположим, что многочлен

неприводим. Пусть α – любой вещественный ко-
рень φ(t). Для соответствующей ветви 
алгебраической функции, определяемой уравне-
нием, имеет место оценка

Как следствие, функция

при  имеет пределом число

Таким образом, для любого числа  найдется
такое число , что

для всех x с условием . Теперь можно
предложить следующий алгоритм для решения
уравнения (1) с левой частью (3).

Алгоритм решения. Для всех вещественных
корней α многочлена φ(t) сделать:

1. Выбрать  и найти .
2. Для всех целых чисел  с условием
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решить уравнение  как кубическое от-
носительно y в целых числах. Найденные пары

 добавить в множество решений.
3. Для всех целых чисел k с условием

найти все пары , удовлетворяющие си-
стеме уравнений

(6)

и добавить их в множество решений.
Первая проблема в реализации нашего алго-

ритма состоит в том, что необходимо задать 
как явную функцию управляющего параметра m.
Эта проблема технически довольно сложна и по-
ка полностью не решена (мы кратко обсудим это
в разделе 3).

Вторую проблему можно сформулировать сле-
дующим образом: как выбрать оптимальное зна-
чение m? Более формально, для каждого фикси-
рованного α мы хотим минимизировать функцию
затрат вида

(7)

где весовой коэффициент q предлагается опреде-
лять экспериментально – в зависимости от той
системы компьютерной алгебры, в которой пред-
полагается реализовывать алгоритм (PARI/GP).
Более точно, в качестве q следует взять отноше-
ние сложности решения систем уравнений вида
(6) к сложности решения кубических уравнений
(в обоих случаях – в целых числах).

Рассмотрим систему уравнений (6) более по-
дробно. Исключив y, мы получим уравнение 4-й
степени относительно x вида

(8)

где  – многочлены от  с целыми коэф-
фициентами (мы не приводим их явных и доволь-
но громоздких выражений, отметим лишь, что

 и  для остальных j). Та-
ким образом, необходимо определить, насколько
более сложной является проблема решения урав-
нений четвертой степени в целых числах по срав-
нению с аналогичной проблемой для кубических
уравнений. В PARI/GP мы намерены решать обе
проблемы с помощью функции nfroots, кото-
рая позволяет, в частности, находить все рацио-
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нальные корни многочлена от одной переменной
с целыми коэффициентами. Как итог, весовой
коэффициент q может быть выбран с помощью
компьютерных экспериментов и предваритель-
ного анализа возможной высоты многочлена в
левой части равенства (8).

К сожалению, ожидаемое аналитическое вы-
ражение для  (см. раздел 3) не позволяет ми-
нимизировать функцию затрат (7) символьными
методами. Обозначим через m* значение m, до-
ставляющее глобальный минимум  (m). Име-
ет смысл сосредоточиться на “разумных” оценках
для m* и  (m*) – тогда мы сможем оценить
теоретическую сложность так называемого опти-
мизированного алгоритма (алгоритма, в котором
m = m*). Практически мы можем найти m* с по-
мощью любого приближенного метода (при этом
желательно решить проблему локализации для m*
аналитически).

Приведем один пример с целью продемон-
стрировать все трудности, которые необходимо
преодолеть в общем случае.

Пример 3. Сконструируем “вручную” оптими-
зированный алгоритм для семейства уравнений

(9)

где H > 0. Единственный вещественный корень

 есть . Тогда

Кроме того, мы имеем

Коэффициенты уравнения (8) таковы:

Для  можно доказать следующее: если

, то справедлива оценка

(10)
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С помощью (10) нетрудно получить требуемую
оценку для . А именно,

для тех x, для которых . Поэтому, поло-

жив , получим

Поскольку при  имеем

оценка для  имеет такой же порядок по H.
Тем самым оптимизированный алгоритм для се-
мейства уравнений (9) построен.

3. ЗАМЕЧАНИЯ
При A = 0 предложенный алгоритм будет рабо-

тать быстрее, чем в общем случае. Действительно,
тогда второе уравнение в (6) сводится к линейно-
му, так что уравнение (8) становится кубическим
по x (но по-прежнему остается кубическим по k).

Конечно, узкое место нашего алгоритма – это
получение явного символьного выражения для

. Очевидный подход (успешно примененный
в [9]) состоит в том, чтобы решить уравнение (8)
как кубическое относительно k по формуле Карда-
но. Однако из-за громоздких выражений для ко-
эффициентов такой подход представляется непро-
дуктивным. Более реалистичный путь – решить
исходное уравнение (1) как кубическое по  и да-
лее явно оценить разность  при .
Иными словами, мы можем конкретизировать
теоретическую оценку

подобно тому, как это было сделано в примере 3
(т. е. получить оценку типа (10) для всех достаточ-
но больших x, причем с указанием явной границы
для этих ). С этой целью можно рассмотреть не-
сколько первых членов степенного разложения для
функции  при . В общем случае, по-
мимо (очень осторожного) обращения к рядам Пю-
изо, можно воспользоваться алгоритмами степен-
ной геометрии, хорошо себя зарекомендовавшими
при разрешении алгебраических особенностей (см.
[17, 18]).
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Чтобы проиллюстрировать возможные труд-
ности, вновь обратимся к примеру 3. Имеем

Здесь может показаться, что существует такая аб-
солютная константа M, что для всякого  вер-
на оценка

(11)

Однако это не так – из-за того, что коэффициен-
ты разложения зависят от параметра H, который
может быть сколь угодно большим. В самом деле,
если x = 1, то, как можно убедиться,  при

. Таким образом, в общем случае нам следу-
ет указать явную нижнюю границу для , которая
гарантировала бы оценку типа (11) для .
В конкретной ситуации (пример 3) такую границу
указать легко.

В заключение скажем несколько слов о даль-
нейших перспективах элементарной версии ме-
тода Рунге, предложенной в [11].

По-видимому, самым нетривиальным в плане
алгоритмической реализации является послед-
ний неисследованный случай, когда старшая од-
нородная часть уравнения (1) допускает разложе-
ние вида

Обнадеживающим моментом можно считать то,
что принципиально новых проблем в реализации
здесь не предвидится, а те проблемы, что описа-
ны выше, могут быть решены.

Работа поддержана Красноярским математи-
ческим центром, финансируемым Минобрнауки
РФ в рамках мероприятий по созданию и разви-
тию региональных НОМЦ (Соглашение 075-02-
2020-1534/1).
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Рассматривается задача построения начальных членов формальных лорановых рядов, являющихся
решениями для заданной компоненты yk ( ) вектора неизвестных y дифференциальной си-

стемы , где , A – m × m-матрица, элементами которой являются d-усечения
формальных лорановых рядов, т.е. их начальные члены до степени  включительно. Предлага-
ется алгоритм решения задачи с использованием алгоритма TSLS (Truncated Series Laurent Solution).
Строящиеся предлагаемым алгоритмом первые члены формальных лорановых решений для yk яв-
ляются инвариантными относительно возможных продолжений элементов матрицы исходной си-
стемы.

DOI: 10.31857/S0132347421010088

1. ВВЕДЕНИЕ
Дифференциальные системы вида

(1)

где A – матрица размера m × m, а  –
вектор неизвестных, которые часто называют
нормальными дифференциальными системами,
находят широкое применение в различных обла-
стях математики. Под решением системы (1) по-
нимается вектор y из m компонент. К настоящему
времени известно много алгоритмов построения
решений дифференциальных систем разного ви-
да, многие из которых реализованы и доступны в
современных системах компьютерной алгебры.
В некоторых прикладных задачах интерес могут
представлять не все компоненты вектора неиз-
вестных, а только их часть. В этом случае целесо-
образна постановка задачи частичного решения
системы, т.е. построение некоторых заранее вы-
бранных компонент вектора решений. Методы
построения частичных решений также известны
(см., например, [1]).

Отдельный интерес представляют системы,
коэффициентами которых являются формальные
ряды (степенные или лорановы). Поскольку ряды
являются потенциально бесконечными объекта-
ми, их использование вызывает ряд трудностей
при реализации в компьютерных системах сим-
вольных вычислений. При этом некоторые зада-
чи оказываются алгоритмически неразрешимы-
ми (см. [2, 3]). Тем не менее, методы для построения
решений дифференциальных систем, коэффици-
ентами которых являются ряды, существуют ([4]).

Ряды, использующиеся в качестве коэффици-
ентов систем, могут быть заданы в приближенном
виде, а именно в виде так называемых усечений –
начальных отрезков рядов. Задачи, связанные с
дифференциальными уравнениями, коэффици-
енты которых являются усеченными рядами, рас-
сматриваются в некоторых работах ([3, 5]).

В настоящей работе также будут рассматри-
ваться дифференциальные системы вида (1), ко-
эффициентами которых являются усечения фор-
мальных лорановых рядов. Нас будет интересо-
вать задача построения частичного решения, т.е.

≤ ≤1 k m

='y Ay = , ,1( )T
my y … y

≥ 0d

= ,'y Ay
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построение некоторой заранее заданной компо-
ненты решения yk ( ), в виде такого усече-
ния лоранового ряда, которое не зависит от воз-
можных продолжений коэффициентов системы.

В разделе 2 приводятся обозначения и опреде-
ления основных понятий, используемых в работе.
В разделе 3 приводится постановка задачи и об-
щая схема решения. Описание предлагаемого ал-
горитма решения поставленной задачи приведе-
но в подразделе 4.4, некоторые детали его реали-
зации в системе Maple – в подразделе 4.5.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ
Пусть K – поле характеристики 0, под которым

будет пониматься некоторое числовое поле, на-
пример, поле рациональных чисел . Также бу-
дем использовать стандартное обозначение K[x] для
кольца многочленов переменной  с коэффициен-
тами из K: если p – ненулевой многочлен из K[x], то

, где  (i =

= 0, 1, ..., n), ,  – степень многочле-
на p; при этом .

Наряду с обычными многочленами из K[x], бу-
дем также рассматривать многочлены Лорана (ло-

рановы многочлены) из кольца : если p –

ненулевой многочлен Лорана, то ,

где , ,  ( ), ,
, .

Кольца K[x] и  будем рассматривать
как дифференциальные кольца с обычным диф-

ференцированием , для которых K будет яв-

ляться полем констант.
Для кольца квадратных матриц размера m × m

над кольцом R будем использовать стандартное
обозначение . Пусть A = ,
x–1]), тогда .

Для кольца формальных степенных рядов и
для кольца формальных лорановых рядов с коэф-
фициентами из K будем использовать стандарт-
ные обозначения  и  соответственно.

Для ненулевого элемента  его
валюация valα определяется как , при
этом . Пусть , то-
гда .

Пусть , , тогда d-усече-

ние  получается отбрасыванием всех членов a

≤ ≤1 k m
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∈ (( ))a K x ∈ ∪ −∞Z { }d
 da

степени большей, чем d; если , то .
Пусть , тогда d-усечением
матрицы B назовем такую матрицу A =
= , x–1]), элементы которой явля-
ются d-усечениями соответствующих элементов

матрицы : ; d-усечение матрицы B будем

обозначать .

Пусть  для некоторой матрицы
. Матрицу 

будем называть продолжением матрицы A, если

для всех   выполняется ,
т.е. .

Дифференциальным модулем M называется m-
мерное линейное пространство над K, на котором
определено аддитивное отображение ,
удовлетворяющее следующему свойству (см. [6]):

 для всех  и . Отоб-
ражение  будем называть дифференцированием в M.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Будем рассматривать систему (1), ненулевая мат-
рица A которой является d-усечением некоторой

неизвестной матрицы : .
Нас будут интересовать частичные лорановы ре-
шения системы (1), т.е. решения в виде лорано-
вых рядов для некоторых заранее фиксированных
компонент вектора неизвестных. При этом нас не
будет интересовать вопрос построения всех коэф-
фициентов таких решений (если они есть), а воз-
можность определения максимального количе-
ства начальных членов лорановых рядов, которые
являются инвариантными относительно возмож-
ных продолжений A, а также вычисление коэф-
фициентов этих членов.

Для простоты задачу частичного решения бу-
дем рассматривать в постановке определения од-
ной компоненты решений yk ( ). Таким
образом задача сводится к определению, суще-
ствуют ли решения исходной системы (1), k-я
компонента которых может быть представлена в
виде лоранового ряда вне зависимости от продол-
жения коэффициентов системы, и если ответ по-
ложительный, то требуется определить макси-
мальное число первых членов такого ряда, не за-
висящих от возможных продолжений элементов
матрицы A.

Для решения поставленной задачи сведем ее к
задаче построения лорановых решений скалярных
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линейных дифференциальных уравнений с коэф-
фициентами в виде усеченных степенных рядов,
которая подробно рассмотрена в работе [5]. Там
же предложен алгоритм, который для краткости
будем называть TSLS (Truncated Series Laurent
Solution). Для решения задачи с использованием
TSLS алгоритма потребуется:

1. для заданной компоненты yk исходной си-
стемы (1) построить скалярное дифференциаль-
ное уравнение, позволяющее строить решения
k-й компоненты исходной усеченной системы;

2. представить коэффициенты построенного
скалярного уравнения в виде усеченных степен-
ных рядов, приняв во внимание усеченность ко-
эффициентов исходной системы;

3. применить алгоритм TSLS для построения
начальных элементов лорановых решений для
компоненты yk исходной системы.

3.1. Алгоритм TSLS

В работе [5] авторами подробно рассмотрена
задача построения лорановых решений скаляр-
ных дифференциальных уравнений вида

(2)

где , неотрицательные целые ,

. Числа ti являются степенями усечения ко-

эффициентов:  для некоторого .
Алгоритм TSLS (подробности см. [5]) по урав-

нению (2) строит индуцированное рекуррентное
уравнение

(3)

такое, что уравнение (2) имеет лораново решение

 тогда и только тогда, ко-
гда двусторонняя последовательность

удовлетворяет уравнению (3), т.е.

где каждый из многочленов  (k = 0, 1,
...) строится по коэффициентам при степенях xk в
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равную r; коэффициент  играет роль опреде-
ляющего многочлена – множество его целых кор-
ней содержит все возможные валюации лорано-
вых решений. Для каждой возможной валюации
выполняется попытка вычислить начальные ко-
эффициенты лоранового решения. Анализ полу-
чающихся значений коэффициентов лорановых
решений позволяет отфильтровать только те ва-
люации, решения с которыми существуют и не
зависят от возможных продолжений коэффици-
ентов исходного уравнения (2), а также построить
максимальное число начальных членов лорано-
вых решений, инвариантных относительно про-
должения коэффициентов исходного уравнения.

4. ЧАСТИЧНЫЕ ЛОРАНОВЫ РЕШЕНИЯ

Для применения алгоритма TSLS необходимо
по исходной системе (1) построить скалярное
уравнение вида (2), позволяющее строить реше-
ния для компоненты yk. Также потребуется опре-
делить степени усечения коэффициентов постро-
енного скалярного уравнения, чтобы учесть степе-
ни усечения коэффициентов исходной системы.

4.1. Построение скалярного уравнения

Задача решения нормальных дифференциаль-
ных систем относительно части неизвестных по-
дробно рассмотрена в [1], где приводится алгоритм
(AB-алгоритм), который в частности позволяет по-
строить по заданной системе для фиксированной
неизвестной yk ( ) скалярное дифферен-
циальное уравнение, все решения которого и толь-
ко они являются первыми компонентами всех ре-
шений исходной системы (см. [1, предл. 2]). Будем
использовать метод, основанный на AB-алгоритме.

Чтобы скалярное дифференциальное уравне-
ние, строящееся AB-алгоритмом, использовало в
качестве дифференцирования θ, будет удобно пе-
рейти от системы (1) к системе

где матрица системы . Рассмотрим диффе-

ренциальный модуль  с дифференцирова-

нием ΔxA : . Определим матрицу
, x–1]), столбцы которой  =

= , , считая .

0( )u n

≤ ≤1 k m

θ = ,ˆy Ay

=Â xA

[ ]mK x

→ θ +v v v
TxA

Δ ∈v[ ] Mat ( [xA m K x ,Δ v[ ]*xA i
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1i
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Возьмем вектор , в
котором “1” стоит в k-й позиции. Пусть  ≠
≠ 0, тогда коэффициенты скалярного уравнения

(4)

строящегося AB-алгоритмом, могут быть вычис-
лены по формулам:

(5)

Здесь [ΔxAek](i) – матрица, получающаяся из [ΔxAek]

заменой i-го столбца вектором ek.
Корректность формул (5) следует непосред-

ственно из корректности AB-алгоритма (см. [1]).
Решениями уравнения (4) являются k-е компо-
ненты решений системы (1) в произвольном диф-
ференциальном расширении основного поля.

Поскольку элементами матрицы A являются
многочлены Лорана, в случае  коэффи-
циенты ai ( ), вычисляемые по форму-
лам (5), в общем случае являются многочленами
Лорана. Чтобы гарантировано получить скалярное
уравнение, коэффициенты которого являются мно-
гочленами, в случае  домножим каждый из

коэффициентов на , где :

(6)

Замечание 1. При вычислении коэффициентов
скалярного уравнения по формулам (5) или (6)
возможно появление общих множителей. Для
дальнейшего будет важно, что сокращение на об-
щие множители не производится.

4.2. Оценки коэффициентов
скалярного уравнения

Поскольку коэффициенты системы (1) явля-
ются усечениями лорановых рядов, мы не облада-
ем всей полнотой информации о системе. Раз-
личные продолжения коэффициентов системы
могут влиять на строящиеся решения. Строящиеся
коэффициенты скалярного уравнения для ком-
поненты yk, являющиеся многочленами, также
нужно рассматривать как усечения рядов. На сле-
дующем этапе необходимо установить соответ-
ствие степеней усечения коэффициентов скаляр-
ного уравнения со степенями усечения коэффи-
циентов исходной системы.
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Определим  – как матрицу, полученную
продолжением -го элемента A, тогда ее (i, j)-й
элемент будет выражаться следующим образом:

где d = degA, α – символьный коэффициент (кон-

станта). Матрицу  будем называть одноэле-
ментным -продолжением .

Поскольку формулы вычисления коэффициен-
тов скалярного дифференциального уравнения для
неизвестной yk различаются в зависимости от зна-
чения , рассмотрим случаи

 и  отдельно.

Предложение 1. Пусть , ,
x–1]), такая, что , d = degA, q =
= ,  ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вы-

численные по формулам (5). Пусть ,
где  – произвольная матрица такая,
что , и  ( ) – коэффициен-
ты скалярного дифференциального уравнения, вы-
численные по формулам (5) для матрицы .

Тогда:

1) для : , где  –
– q(m – 2);

2) , где .

Доказательство. Достаточно рассмотреть од-

ноэлементное продолжение . Обозначим pj

( ) – минимальную степень x среди эле-

ментов вектора , в коэффициенте при ко-
торой появляется символьный коэффициент α;
если α вообще не появляется ни в одном из эле-

ментов вектора , то положим . Че-

рез  ( ) обозначим минимальную ва-

люацию элементов вектора . Для pj и 
верны следующие оценки, непосредственно следу-
ющие из определения : ; для

(7)
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Символьный коэффициент α будет присутство-
вать в определителях, участвующих в формулах
(5), в качестве коэффициента при минимальной
степени x, если оценки (7) обратятся в равенства.

1) Поскольку  состоит из векторов

 ( ), то минимальная сте-
пень x, в коэффициенте при которой возможно
появление символьного коэффициента α в

, определяется как

Для  в коэффициентах an участвуют мат-
рицы , отличающиеся от 
одним (n + 1)-м столбцом, вместо которого под-

ставляется вектор . Минимальная сте-
пень x, в коэффициенте при которой возможно
появление символьного коэффициента α в

, определяется как

2)  отличается от  первым
столбцом, в качестве которого используется век-

тор . Поэтому минимальная степень x, в
коэффициенте при которой возможно появление
символьного коэффициента α в ,
определяется как

Предложение 2. Пусть , ,
x–1]), такая, что , d = degA, q =
=  > 0, ai ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вы-

численные по формулам (6). Пусть ,
где  – произвольная матрица такая,
что , и  ( ) – коэффициенты
скалярного дифференциального уравнения, вычис-
ленные по формулам (6) для матрицы .
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Тогда:

1) , где ;

2) для : , где  + 2q;

3) , где .
Доказательство отличается от доказательства

предложения 1 оценками величин pj, . В случае
q > 0 для  будут справедливы следующие не-
равенства:

1) Поскольку  состоит из векторов

 ( ), то минимальная степень
x, в коэффициенте при которой возможно появле-
ние символьного коэффициента α в ,
определяется как

Учитывая множитель  в (6), получаем

 + 

2) Для  в коэффициентах an участвуют
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символьного коэффициента α в ,
определяется как

Учитывая множитель  в (6), получаем

 + . h

Пример 1. Рассмотрим усеченную систему ,
где

 и степень усечения коэффициентов
d = 1. Построим начальный отрезок лоранового
решения для компоненты y1, не зависящий от
продолжений коэффициентов системы. Коэф-
фициенты скалярного дифференциального урав-
нения для y1 вычисляются по формулам (5), само
уравнение будет иметь вид:

(8)

Не все слагаемые в коэффициентах уравнения (8)
являются инвариантными относительно возмож-
ных продолжений коэффициентов исходной си-
стемы. Применяя оценки из предложения 1, урав-
нение (8) можно переписать в виде

после сокращения на x2, окончательно получаем

(9)

Алгоритм TSLS, примененный к уравнению (9), по-

строит определяющий многочлен ,
откуда получаем множество возможных валюа-
ции решений {0, 2}. Далее будет построено реше-

ние с валюацией 2: , где c2 – про-
извольная постоянная. При этом решение с ва-
люацией 0 построено не будет, поскольку не при
всех продолжениях коэффициентов уравнения (9)
оно будет иметь лораново решение с валюацией 0.
В то же время valA = 0 и, согласно [7, Theorem 13.1],
эта система должна иметь два линейно независи-
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мых решения в виде степенных рядов. Поскольку
, два линейно независимых решения

в виде степенных рядов должна иметь компо-
нентна y1.

Продолжения коэффициентов построенного ска-
лярного дифференциального уравнения (9) не явля-
ются произвольными и зависят от продолжений ко-
эффициентов исходной системы. Чтобы учесть это,
применим метод наращивания коэффициентов, заклю-
чающийся в следующем: добавим к коэффициентам
исходной системы символьные коэффициенты до xn

(n > d) включительно, построив матрицу A[n], элемен-

ты которой , где  – сим-
вольные коэффициенты. Добавленные коэффици-
енты считаются известными, поэтому они будут ис-
пользованы алгоритмом TSLS в строящихся
решениях. Будем последовательно наращивать ко-
эффициенты, пока в каждое из решений, строящих-
ся алгоритмом TSLS, не попадут добавленные
символьные коэффициенты. После этого усечем
полученные решения так, чтобы в них не оста-
лось символьных коэффициентов. Так построен-
ные решения будут содержать максимальное чис-
ло начальных членов лорановых рядов, не завися-
щих от возможных продолжений коэффициентов
исходной усеченной системы.

Для рассматриваемого примера матрица A[2]

будет иметь вид:

Скалярное уравнение для неизвестной y1 системы
с матрицей A [2], коэффициенты которого вычис-
лены по формулам (5) и усечены, используя оцен-
ки предложения 1, будет иметь вид (x2 + x3α122 +

+  +  +

+  = 0, применение ал-
горитма TSLS к этому уравнению даст два линей-

но независимых решения  и

 + O(x4) с валюациями 0 и 2

соответственно. Поскольку в первое решение не
вошли элементы с добавленными символьными
коэффициентами α, нет гарантии, что первое ре-
шение содержит максимальное число слагаемых,
не зависящих от возможных продолжений коэф-
фициентов исходной системы, и нужно добавить
символьные коэффициенты с x3, т.е. рассмотреть
систему с матрицей
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Применение TSLS алгоритма к скалярному диф-
ференциальному уравнению с усеченными коэффи-
циентами, строящемуся по системе с матрицей A [3]

относительно y1, дает два линейно независимых ре-

шения  –  +  –

–  + O(x4) и c2x2 +  +

+  + O(x5). Отбрасывая

элементы, начиная с которых в коэффициенты
входят добавленные символьные коэффициенты
α, окончательно получаем два линейно независимых
решения с максимальным числом элементов, инва-
риантных относительно возможных продолжений

коэффициентов исходной системы:  +

+ O(x3) и . Заметим, что второе реше-
ние является частным случаем первого решения
при c1 = 0.

4.3. Вполне определенные системы

Не всегда наращивание коэффициентов поз-
воляет решить поставленную задачу. Рассмотрим
следующий пример.

Пример 2. Пусть матрица усеченной диффе-
ренциальной системы (1) с вектором неизвестных

 имеет вид

(10)

Будем интересоваться лорановыми решениями
для компоненты y1. Скалярное уравнение для y1

после усечения коэффициентов будет иметь вид

Алгоритм TSLS не применим к уравнениям тако-
го вида, поскольку в коэффициентах содержится
слишком мало информации, из-за чего не воз-
можно построить определяющий многочлен 
для определения возможных валюаций решений.
Добавление символьных коэффициентов к эле-
ментам A до степени x4 дает A [4] с элементами
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Скалярное уравнение для , построенное по A[4],
после усечения коэффициентов будет иметь вид

 + ((24α134 – 6)x6 +

+  +  =
= 0. Определяющий многочлен, строящийся ал-
горитмом TSLS, будет иметь вид u0(n) =

=  +  +  =
= , т.е. будет зависеть от
значения добавленного символьного коэффици-
ента α134. Добавление символьных коэффициен-
тов с большими степенями не изменит определяю-
щий многочлен. И в этом случае без дополнитель-
ных исследований алгоритм TSLS оказывается
неприменим.

Определение 1. Пусть  –
матрица системы (1), ,  = –
valA – 1, . Пусть  ( ), ai

( ) – коэффициенты, вычисленные по фор-
мулам (5) (по формулам (6)), ,

 ( ). Систему (1)
будем называть вполне определенной относительно
неизвестной yk, если .

Алгоритм TSLS для построения частичных ре-
шений для неизвестной yk может быть гарантиро-
ванно применен только к вполне определенным от-
носительно yk системам. В этом случае определяю-
щий многочлен, строящийся алгоритмом TSLS,
гарантированно не зависит от возможных про-
должений коэффициентов исходной системы.
Возможность использования алгоритма TSLS для
систем, не являющихся вполне определенными
относительно yk, требует дополнительного иссле-
дования, которое в настоящей работе не прово-
дится.

Система с матрицей (10) из предыдущего при-
мера не является вполне определенной относи-
тельно y1: в этом случае d = 3, , R = 6,  и
условие  не выполняется. Также система из
примера 3 не является вполне определенной отно-
сительно y2, но в то же время она является вполне
определенной относительно неизвестной y3.
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4.4. Алгоритм

Предлагаемый алгоритм построения частич-
ных решений усеченной дифференциальной си-
стемы (1) принимает на вход матрицу A системы,
являющейся d-усечением некоторой неизвестной
матрицы  и номер  не-
известной, для которой необходимо построить
лораново решение.

Алгоритм состоит из следующих шагов:
1. ; ;
2. ;

3. построить матрицу , добавив к элементам
A члены до степени xp с символьными коэффици-

ентами:  ( );

4. построить скалярное дифференциальное
уравнение для компоненты yk, используя для ко-
эффициентов формулы (5), если , или фор-
мулы (6), если ;

5. усечь коэффициенты скалярного дифферен-
циального уравнения, используя оценки предложе-
ния 1 (при ) или предложения 2 (при q > 0);

6. применить к полученному скалярному диф-
ференциальному уравнению с усеченными коэф-
фициентами алгоритм TSLS;

7. если результатом алгоритма TSLS является
пустое множество, то закончить выполнение ал-
горитма, лорановых решений нет;

8. если хотя бы в одно из решений, выданных
алгоритмом TSLS, не входят добавленные сим-
вольные коэффициенты α, то вернуться к шагу 2;

9. усечь полученные решения так, чтобы в них
остались только члены, в коэффициенты которых
не входят α, и выдать их в качестве результата ра-
боты.

Предложение 3. Пусть усеченная дифференци-
альная система (1) является вполне определенной
относительно неизвестной yk ( ). Тогда
предложенный алгоритм построит максимальное
число начальных членов лоранового решения k-й
компоненты решений системы (1), независящих
от продолжений коэффициентов системы, либо
установит, что таких решений не существует.

Доказательство. Поскольку заданная усеченная
система (1) является вполне определенной относи-
тельно неизвестной yk, определяющий многочлен,
строящийся алгоритмом TSLS по скалярному диф-
ференциальному уравнению для yk, не зависит от
возможных продолжений коэффициентов систе-
мы и позволяет определить все возможные валю-
ации лорановых решений для компоненты yk или

∈ Mat ( (( )))mB K x ≤ ≤1 k m
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[ ]pA
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≤ 0q
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установить, что лорановых решений нет. Дока-
жем, что алгоритм всегда завершает свою работу,
т.е. что процесс наращивания коэффициентов
системы (шаги 2 и 3) обязательно приводит к то-
му, что все полученные алгоритмом TSLS реше-
ния будут зависеть от символьных коэффициен-
тов α. Для этого покажем, что для достаточно
больших значений p условие шага 8 не выполня-
ется и возврата к шагу 2 не происходит.

Пусть . Рассмотрим отдельно слу-
чаи  и .

1) Пусть , тогда коэффициенты скалярно-
го уравнения для yk вычисляются по формулам (5)
и усекаются, используя оценки предложения 1.
Поскольку степень усечения коэффициента am не
больше степени усечения других коэффициентов
скалярного уравнения, достаточно, чтобы сим-
вольные коэффициенты α остались после усече-
ния в коэффициенте am. Пусть , обо-

значим  – старший коэффициент
скалярного уравнения, построенного для неиз-
вестной  дифференциальной системы (1) с мат-
рицей A[p]. Не трудно видеть, что  = m(m –
– 1)(p + 1)/2, причем старший коэффициент, т.е.

коэффициент при  в , вычисляется толь-
ко через  ( ). После наращивания ко-

эффициентов получаем , при-

чем коэффициент при  в  отличается от

коэффициента при той же степени x в  слагае-
мыми, в каждое из которых множителем входят
добавленные коэффициенты , подстановка
нулей вместо которых необходимо приводит к ко-

эффициенту при  в . Таким образом, ко-

эффициент при  обязательно будет содер-
жать символьные коэффициенты α при .

Чтобы член с  остался после усечения в ко-
эффициенте , должно выполняться условие
p + 2 –  > . Чтобы коэффициент

при  участвовал в построении решений (см.
[3, Prop. 1]), дополнительно требуется выполнение
условия  – ,
где ai ( ) – коэффициенты скалярного
дифференциального уравнения для yk, вычислен-
ные по формулам (5),  – соответственно наи-
больший и наименьший целые корни определяю-
щего многочлена, строящегося алгоритмом TSLS.
Окончательно получаем, что для
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в коэффициенты решений, строящихся алгорит-
мом TSLS, попадут добавленные символьные ко-
эффициенты α, поэтому рост p на шаге 2 алгорит-
ма ограничен сверху значением pmax, для которого
справедлива оценка

(11)

2) Пусть q > 0, коэффициенты скалярного урав-
нения для yk вычисляются по формулам (6) и усека-
ются, используя оценки предложения 2. Поскольку
наименьшая из оценок усечения соответствует ко-
эффициенту a0, рассуждения аналогичны п. 1, но
относительно коэффициента a0. Пусть  = de-

gA, обозначим  =  – млад-
ший коэффициент скалярного уравнения, по-
строенного для неизвестной yk дифференциаль-

ной системы (1) с матрицей A[p]. Тогда  =
=  = m(m – 1)(p + q + 1)/2,
поскольку, как нетрудно показать,  =

= . Чтобы член с  остался

после усечения в коэффициенте , должно вы-

полняться условие , и чтобы ко-

эффициент при  участвовал в построении
решений (см. [3, Prop. 1]), дополнительно требуется
выполнение условия  >
> , где ai ( ) – коэффициенты ска-
лярного дифференциального уравнения для yk,
вычисленные по формулам (6),  – соответ-
ственно наибольший и наименьший целые корни
определяющего многочлена, строящегося алго-
ритмом TSLS. Окончательно получаем, что для

в коэффициенты решений, строящихся алгорит-
мом TSLS, попадут добавленные символьные ко-
эффициенты α, поэтому рост p на шаге 2 алгорит-
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ма ограничен сверху значением pmax, для которого
справедлива оценка

(12)

□
Пример 3. Рассмотрим работу алгоритма на при-

мере усеченной системы , где ,

Данная система является вполне определенной от-
носительно y1. Найдем лорановы решения для ком-
поненты y1, используя предложенный алгоритм.

Для заданной системы степень усечения d = 0.
На шаге 1 устанавливаем , .
На шаге 2, являющимся началом цикла, увеличи-
ваем p до 1. На шаге 3 строим матрицу

На шаге 4 получаем скалярное дифференциаль-
ное уравнение для неизвестной y1, которое, после
усечения коэффициентов на шаге 5, примет вид

 +  +

+ O(x5))θy1 +  = 0. Лораново ре-
шение, строящееся для этого скалярного уравне-
ния с помощью алгоритма TSLS на шаге 6, имеет

вид . Поскольку построен-
ное решение не содержит добавленных символь-
ных коэффициентов α, возвращаемся к шагу 2 и
увеличиваем p до 2. На шаге 3 строим матрицу A [2],
которая примет вид

Скалярное дифференциальное уравнение, строящее-

ся по , после усечения коэффициентов на шаге 5,

будет иметь вид:  + O(x7))θ2y1 +

+  +  – α122 –

‒ α221)x5 + O(x6))θ2y1 +  +

+  = 0. Применение к нему алгоритма
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TSLS дает в результате решение  +

+ . Отбрасывая чле-

ны, начиная со степени x3, поскольку в коэффи-
циент перед ней вошли добавленные ,

окончательно получаем .
Замечание 2. Оценки (11) и (12) степени наращи-

вания коэффициентов системы зачастую оказыва-
ются завышенными. Для системы из примера 2, ис-
пользуя оценку (12), можно получить условие

 хотя алгоритм завершил
работу уже при p = 2. Последовательное наращи-
вание коэффициентов зачастую позволяет избе-
жать лишних вычислений.

4.5. Реализация

Предложенный алгоритм реализован в систе-
ме компьютерной алгебры Maple в виде процеду-
ры LaurentPartialSolution(A,k,d), при-
нимающей в качестве параметров матрицу A систе-
мы (1), элементами которой являются многочлены
или многочлены Лорана, порядковый номер k ком-
поненты вектора неизвестных, для которой будут
строиться частичные решения, и необязательный
параметр d, задающий степень усечения коэффи-
циентов системы. Если параметр d не указан, в ка-
честве степени усечения берется максимальная
степень элементов матрицы A.

Процедура LaurentPartialSolution ис-
пользует для работы ряд вспомогательных проце-
дур: MinimalEquationTheta, MinimalTrun-
catedEquationTheta, ReduceSolutions.

Процедура MinimalEquationTheta(A,k)
предназначена для построения скалярного диф-
ференциального уравнения, записанного с помо-

щью оператора , для компоненты реше-

ний yk дифференциальной системы (1) с матри-
цей A. Для этого используются формулы (5) или
(6) в зависимости от вычисляемого значения q =
= –valA – 1.

Процедура MinimalTruncatedEquation-
Theta(A,k) строит скалярное дифференциаль-
ное уравнение с помощью процедуры Minima-
lEquationTheta и усекает его коэффициенты с
помощью оценок предложений 1 или 2 в зависи-
мости от значения q = –valA – 1.

Процедура ReduceSolutions(L), которой
передается список L лорановых решений, строя-
щихся алгоритмом TSLS, сокращает его, убирая
решения с большими валюациями, являющиеся

частными случаями решений с меньшими валюа-
циями при занулении свободных постоянных.

Результатом работы процедуры LaurentPar-
tialSolution является список найденных ло-
рановых решений (начальные члены, инвариант-
ные относительно продолжения коэффициентов
системы) для компоненты yk дифференциальной
системы (1), либо сообщение об ошибке, если си-
стема не является вполне определенной относи-
тельно неизвестной yk. Строящийся список реше-
ний в частности может быть пустым, если для k-й
компоненты нетривиальных лорановых решений
не существует.

В своей работе процедура LaurentPartialSo-
lution обращается к реализации алгоритма TSLS,
разработанной авторами [5] и доступной по адресу
http://www.ccas.ru/ca/truncatedseries.
Исходный код процедуры LaurentPartialSo-
lution и всех вспомогательных процедур доступен
по адресу http://www.ccas.ru/ca/_media/
tslps.mpl.

Пример 4. Продемонстрируем работу процедур
на примере дифференциальной системы (1) с
матрицей

> A:=Matrix([[1, x], [-x, 1]])

> MinimalEquationTheta(A,1)

> MinimalTruncatedEquationTheta(A,1)

> LaurentPartialSolution(A,1)
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Обсуждается проблема поиска равновесных состояний машины Атвуда, в которой шкив конечного
радиуса заменяется двумя отдельными малыми шкивами и оба груза могут колебаться в вертикаль-
ной плоскости. Получены дифференциальные уравнения движения системы и вычислены их реше-
ния в виде степенных рядов по малому параметру. Показано, что в случае грузов одинаковой массы
равновесное положение  системы существует только при одинаковых амплитудах и часто-
тах колебаний грузов и сдвиге фаз α = 0 или α = π. Кроме того, возможно состояние динамического
равновесия, когда оба груза совершают колебания с одинаковыми амплитудами и частотами, а
сдвиг фаз составляет . При этом длины маятников также совершают колебания около не-
которого равновесного значения. Сравнение полученных результатов с соответствующими числен-
ными решениями уравнений движения подтверждает их корректность. Все необходимые вычисле-
ния выполняются с помощью системы компьютерной алгебры Wolfram Mathematica.

DOI: 10.31857/S013234742101009X

1. ВВЕДЕНИЕ
Классическая машина Атвуда (см. [1]), в кото-

рой один из грузов может колебаться в вертикаль-
ной плоскости под действием силы тяжести,
представляет собой консервативную механиче-
скую систему с двумя степенями свободы, кото-
рая была предметом исследования многих работ
(см. [2–7]). Следует отметить, что учет колебаний
груза приводит к значительному усложнению
уравнений движения системы и их общее реше-
ние не может быть записано в символьной форме.
Численное исследование уравнений движения
показывает, что машина Атвуда с одним колеб-
лющимся грузом демонстрирует весьма интерес-
ное поведение и может совершать различные ви-
ды движения, например, квазипериодическое и
хаотическое движение (см. [3, 5, 7]).

Заметим, что колебания груза приводят к воз-
растанию средней силы натяжения нити, причем
ее величина оределяется амплитудой колебаний
(см. [8]). Поэтому при небольшой разнице масс и
соответствующей амплитуде колеблющийся груз
меньшей массы может тянуть более тяжелый груз
вверх, что невозможно в отсутствие колебаний.
С другой стороны, при заданной разнице масс

можно выбрать такие начальные условия, при ко-
торых система будет находиться в состоянии ди-
намического равновесия, когда груз большей
массы уравновешивается колеблющимся грузом
меньшей массы. В таком случае более тяжелый
груз совершает поступательное движение и также
колеблется около некоторого равновесного поло-
жения, а груз меньшей массы ведет себя как маят-
ник, длина которого совершает малые колебания.
При этом наблюдается резонанс частот вида 2 : 1,
т.е. частота колебаний длины маятника в два раза
превышает частоту колебаний угловой переменной.
Соответствующее равновесное состояние системы
описывается периодическим решением уравнений
движения, построенным в [9].

Если оба груза имеют одинаковые массы (m1 = m2),
то в отсутствие колебаний система может нахо-
диться в равновесии при любом положении гру-
зов. Если же один из грузов совершает колебания,
то равновесное состояние машины Атвуда не су-
ществует, поскольку колеблющийся груз будет
двигаться вниз и тянуть второй груз вверх даже
при малой амплитуде колебаний. Однако можно
ожидать, что рассматриваемая система может на-
ходиться в состоянии динамического равновесия,

= constr

α = ±π/2

УДК 517.9+004.4
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когда второй груз также совершает колебания.
Численное решение уравнений движения маши-
ны Атвуда с двумя колеблющимися грузами пока-
зало, что такое состояние системы существует,
если оба груза совершают синфазные колебания
или колеблются в противофазе с одинаковыми
амплитудами и частотами (см. [10]).

Целью данной работы является поиск реше-
ний уравнений движения машины Атвуда с двумя
колеблющимися грузами одинаковой массы,
определяющих состояния динамического равно-
весия системы, когда длина маятника r совершает
малые колебания около некоторого равновесного
значения, а также определение условий, при ко-
торых такие решения существуют. Поскольку
уравнения движения системы существенно нели-
нейны и записать их точное решение не представ-
ляется возможным, будем искать приближенные
решения в виде степенных рядов. Отметим, что по-
строение и исследование таких решений обычно
связано с выполнением весьма громоздких сим-
вольных вычислений, которые удобно выполнять с
помощью систем компьютерной алгебры (см.,
напр., [11–15]). В данной работе для выполнения
всех расчетов и визуализации полученных результа-
тов используется система компьютерной алгебры
Wolfram Mathematica [16].

2. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассматривается машина Атвуда, в которой
шкив конечного радиуса заменяется двумя от-
дельными малыми шкивами и оба груза могут ко-
лебаться в вертикальной плоскости (рис. 1). Та-
кая модификация классической машины Атвуда
(см. [1]) не изменяет ее физической природы, но
позволяет исключить влияние размеров шкива и
сосредоточиться на исследовании влияния коле-
баний на движение системы.

Рассматриваемая система имеет три степени
свободы, а ее функция Лагранжа имеет вид

 (2.1)

где точка над символом означает полную произ-
водную соответствующей функции по времени, g –
ускорение свободного падения, r и  – рас-
стояния между шкивами и грузами  и  соот-
ветственно, а углы  и  определяют отклонения
грузов от вертикали (см. рис. 1). Выражение (2.1)
записано в предположении, что радиусы шкивов
пренебрежимо малы и изменением длины нити r
и  при колебаниях грузов за счет наматыва-
нии нити на шкив можно пренебречь.

Используя функцию Лагранжа (2.1) и выпол-
няя дифференцирование с помощью встроенной
функции D системы Mathematica (см. [16]), полу-
чаем уравнения движения в виде

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Для удобства дальнейших вычислений введем
безразмерные переменные

(2.5)

где R0 – длина нити  в положении равновесия
  в отсутствие колебаний при .

Далее безразмерные переменные  будем обо-
значать обычным образом через r, t. Тогда уравне-
ния движения (2.2)–(2.4) принимают вид
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Рис. 1. Машина Атвуда с двумя колеблющимися грузами.
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где учтено равенство масс тел и введен параметр
.

Легко видеть, что при  уравнения
(2.6), (2.7) сводятся к двум независимым уравне-
ниям колебаний математических маятников дли-
ной r и  соответственно:

(2.9)

Уравнения (2.9) имеют равновесные решения
 , подстановка которых в уравнение

(2.8) обращает его в тождество при . Это
ожидаемый результат, поскольку в отсутствие ко-
лебаний система может находиться в равновесии
при любом значении . Кроме того, урав-
нение (2.8) имеет решение  и в случае не-
нулевых решений уравнений (2.9), которые выра-
жаются через эллиптические функции (см., напри-
мер, [17]), если выполняется условие .
Это возможно при k = 2r, когда оба маятника совер-
шают нелинейные колебания одинаковой частоты
и амплитуды (см. [10]), а их фазы совпадают

 или противоположны .
Однако система (2.6)–(2.8) может иметь и дру-

гие решения, которые описывают связанные ко-
лебания двух математических маятников пере-
менной длины. Целью данной работы является
поиск решений системы (2.6)–(2.8), описываю-
щих состояния динамического равновесия, когда
оба маятника совершают нелинейные колебания,
а функция r(t) совершает малые квазипериодиче-
ские колебания около некоторого равновесного
значения.

Отметим, что уравнения (2.6)–(2.8) являются
нелинейными и существование квазипериодиче-
ских движений грузов в окрестности состояний
динамического равновесия, которыми мы инте-
ресуемся в данной работе, возможно только
вследствие нелинейного взаимодействия между
степенями свободы системы.

3. РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ
ДВИЖЕНИЯ

Напомним, что колебания математического
маятника приводят к увеличению средней силы
натяжения нити, причем ее величина определяет-
ся амплитудой колебаний (см. [8]). Поскольку мы
рассматриваем машину Атвуда с двумя колеблю-
щимися грузами одинаковой массы, можно ожи-
дать, что при одинаковых амплитудах колебаний
система будет находиться в состоянии динамиче-
ского равновесия, при котором переменные ,

,  совершают малые колебания около не-
которых равновесных значений и являются ква-

= >0/ 1k L R
= constr

−k r
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−

��
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ϕ = ψ( ( ) ( ))t t ϕ = −ψ( ( ) ( ))t t

( )r t
ϕ( )t ψ( )t

зипериодическими функциями времени. По-
скольку уравнения движения (2.6)–(2.8) являют-
ся нелинейными, частоты колебаний маятников
будут зависеть от амплитуд (см., например, [18]).
Далее будем считать, что амплитуды колебаний
грузов определяются параметром ε, который
предполагается малым, но конечным. При ,
функции , ,  должны сводиться к рав-
новесному решению , , .

Для удобства вычислений произведем замену
переменных

(3.1)

и будем предполагать, что , ,  являются
ограниченными осциллирующими функциями.
Подставляя (3.1) в (2.6)–(2.8) и заменяя тригоно-
метрические функции их разложениями в степен-
ные ряды с точностью до пятого порядка включи-
тельно, перепишем уравнения движения в виде,
удобном для применения теории возмущений
(см. [18, 19]):

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Решение системы (3.2)–(3.4) будем искать в
виде степенных рядов по малому параметру ε:

(3.5)

(3.6)

(3.7)

Функции ,  в разложениях (3.5), (3.6)
представляют собой решения уравнений (3.2),
(3.3) при  и без ограничения общности рас-
суждений могут быть представлены в виде

(3.8)

где начальная фаза переменной  равна нулю,
а постоянная α определяет разность фаз колеба-
ний маятников в момент времени . Амплиту-
ды колебаний в (3.8) одинаковы, что обеспечива-
ет равенство нулю постоянной составляющей
функции в правой части уравнения (3.4) и не при-
водит к появлению линейной или квадратичной за-
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висимости от времени функции  в (3.7), которая
является решением уравнения (3.4) при ε = 0. На-
помним, что интересующее нас решение (3.7)
описывает малые колебания длины  около
равновесного значения r = 1, а амплитуды колеба-
ний переменных  и  определяются пара-
метром ε (см. (3.1)).

Частоты колебаний ,  также можем пред-
ставить в виде степенных рядов по ε:

(3.9)

где частоты гармонических колебаний , ω20 =
=  определяются уравнениями (3.2), (3.3)
при ε = 0. Коэффициенты  в раз-
ложениях (3.9) будут определяться из условия,
что в правой части уравнений (3.2) и (3.3) отсут-
ствуют резонансные члены, пропорциональные

,  и ,  соответствен-
но, которые приводят к неограниченному возрас-
танию амплитуды колебаний (см. [17, 18]). По-
скольку левые стороны уравнений (3.2), (3.3)
должны обращаться строго в нуль при подстанов-
ке в них функций вида (3.8) с точными значения-
ми частот (3.9), эти уравнения перепишем в экви-
валентном виде

(3.10)

(3.11)

Полученная в результате система уравнений (3.4),
(3.10), (3.11) записана в форме, удобной для вычисле-
ния неизвестных функций  в разло-
жениях (3.5)–(3.7). Соответствующий алгоритм
символьных вычислений в данной работе реали-
зуется с помощью системы компьютерной алгеб-
ры Wolfram Mathematica [16]. Сначала определяем
правила замены вида

и выполняем подстановку выражений (3.5)–(3.7)
в уравнения (3.4), (3.10), (3.11). Отметим, что ис-
пользование анонимных функций (pure functions)
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в правилах замены приводит к автоматическому
вычислению всех производных в уравнениях дви-
жения. Кроме того, в правой части каждого урав-
нения выполняем подстановку

Далее в каждом из полученных уравнений раз-
лагаем левую и правую части в степенные ряды по
параметру ε с помощью функции . Для вы-
полнения разложений с точностью до второго по-
рядка, например, достаточно к каждому уравне-
нию применить функцию

Встроенная функция  позволяет
выделить в выражении eq коэффициент при εk,

Выполняя описанные выше символьные вычис-
ления и приравнивая коэффициенты при одинако-
вых степенях параметра ε в левой и правой части
каждого уравнения (3.4), (3.10), (3.11), получаем
следующую систему дифференциальных уравне-
ний:
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(3.19)

(3.20)

Далее предполагаем, что функции , k = 1,
2, ... удовлетворяют нулевым начальным услови-
ям  , и будем искать такие реше-
ния уравнений (3.14)–(3.20), которые описывают
малые колебания функций .

Очевидно, функции (3.8) являются решения-
ми уравнений (3.12), (3.13), а их подстановка в
(3.14) и замена произведений тригонометрических
функций на сумму тригонометрических функций
от кратных аргументов с помощью встроенной
функции  системы  приво-
дит к дифференциальному уравнению

(3.21)

Отметим, что выбор одинаковых амплитуд пере-
менных ,  в (3.8) обеспечивает обнуле-
ние постоянной составляющей функции в правой
части (3.21) и позволяет найти частное решение
дифференциального уравнения (3.21) в виде ос-
циллирующих функций. Для получения такого
решения достаточно дважды проинтегрировать
правую часть уравнения (3.21) с помощью встро-
енной функции . В результате на-
ходим

(3.22)

Далее подставляем решение (3.22) в уравнение
(3.15) и, преобразуя его правую часть в линейную
комбинацию тригонометрических функций с по-
мощью функции , получаем

(3.23)
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Аналогичным образом приводим уравнение
(3.16) к виду

(3.24)

Дифференциальные уравнения (3.23), (3.24)
описывают вынужденные колебания переменных

,  и их решения будут ограниченными ос-
циллирующими функциями только при условии,
что правые части этих уравнений не содержат ре-
зонансных членов (см. [17–19]).

Далее рассмотрим специальный случай одина-
ковых частот , что возможно при условии

 или k = 2, и выделим резонансные члены
в правой части (3.23):

Легко видеть, что существуют только четыре зна-
чения начальной фазы α, при которых сумма двух
колебаний одинаковой частоты обращается в
нуль. Если α = 0 или , то резонансные члены

исчезают при . В этом случае уравнение
(3.23) принимает вид

(3.25)

а его решение, удовлетворяющее начальным усло-
виям , легко вычисляется с помо-
щью встроенной функции 

(3.26)

Если же , то условие обнуления резо-

нансных членов в (3.23) дает , а соответ-

ствующее решение уравнения (3.23) имеет вид

(3.27)
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Условие обнуления резонансных членов в
уравнении (3.24) приводит к таким же результа-

там  или , что есте-
ственно ожидать, так как частоты колебаний
предполагаются одинаковыми ( ). При α = 0
решения уравнений (3.23) и (3.24) совпадают и
имеют вид (3.26), а при  знак функции 
изменяется на противоположный ( ).
Заметим, что при  функции  и  в
(3.8) также совпадают при α = 0 и имеют противо-
положные знаки при . В обоих случаях под-
становка найденных функций  и  в (3.17)
с учетом (3.8) приводит к обнулению правой ча-
сти, что дает решение . Поскольку 
при  (см. (3.22)), то можно утверждать, что
с точностью до членов порядка  включитель-
но длина обоих маятников остается постоянной

, а сами маятники совершают колебания с
одинаковыми частотами и амплитудами синфаз-
но  или в противофазе .

При  решение уравнения (3.23)

имеет вид (3.27) при обоих значениях начальной
фазы , а решения уравнения (3.24), удо-
влетворяющие начальному условию , за-
пишем в виде

(3.28)

Поскольку при решении уравнения (3.24) началь-
ное значение производной  не задано, реше-
ние (3.28) содержит постоянную C1, которая далее
будет найдена при решении уравнения (3.17).

Действительно, при подстановке функций
(3.27), (3.28) в уравнение (3.17) получаем

(3.29)

При условии  постоянная составля-
ющая функции в правой части (3.29) обнуляется,
что приводит к осциллирующему частому реше-
нию

(3.30)

Вычисления в более высоких порядках по ε
выполняются аналоничным образом с примене-
ним встроенных функций системы ,
таких как , , , ,
D, , , , . Так, подста-
новка найденных выше функций в (3.18) при α = 0
приводит к уравнению
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(3.31)

Условие отсутствия резонансных членов, пропор-
циональных , дает , а решение
уравнения (3.31), удовлетворяющее начальным
условиям , получается в виде

(3.32)

Анализ уравнения (3.19) дает  = ω12,
а вычисление функции  приводит к результа-
ту  при  и  при α = π.
Далее из уравнения (3.20) находим .

Описанный процесс последовательного реше-
ния дифференциальных уравнений, которые по-
лучаются путем приравнивания коэффициентов
при одинаковых степенях параметра ε в левой и
правой части каждого из уравнений (3.4), (3.10),
(3.11), можно продолжить и вычислить решения
(3.5)–(3.7) и частоты (3.9) с требуемой точностью,
хотя в более высоких порядках такие вычисления
становятся все более громоздкими. Например, с
точностью до третьего порядка по  находим

(3.33)

(3.34)

При этом длины маятников одинаковы и не из-
меняются , а колебания маятни-
ков происходят синфазно  или в про-
тивофазе .

Следует отметить, что при  или ψ(t) =
=  правая часть точного уравнения движения
(2.8) обращается в нуль и при начальных условиях

,  его точным решением есть посто-
янная функция . При этом уравнения (2.6),
(2.7) являются независимыми и сводятся к (2.9).
Таким образом, выражение (3.33) определяет
приближенное решение нелинейного дифферен-
циального уравнения колебаний математическо-
го маятника (2.9). Соответственно, разложение
(3.34) дает приближенное выражение для частоты
нелинейных колебаний маятника, которая явля-
ется функцией амплитуды колебаний, и совпада-
ет с соответствующим разложением точного выра-
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жения, выраженного через эллиптические функ-
ции Якоби (см. [17]).

Выбор начальной фазы  приводит к по-
явлению зависимости функции  от времени,
хотя вычисления функций  во вто-
ром и более высоких порядках по ε производятся
подобно случаю α = 0. Так, подстановка выраже-
ний (3.8), (3.22), (3.27), (3.28), (3.30) в уравнения
(3.18), (3.19) дает

(3.35)

(3.36)

Из условия обнуления резонансных членов в
правых частях уравнений (3.35), (3.36) получаем

(3.37)
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Решения уравнений (3.35), (3.36), удовлетво-
ряющие начальным условиям ,

 = 0, легко вычисляются с помощью встро-
енной функции :

(3.38)

(3.39)

Неизвестная постоянная C2 в выражении (3.39)
может быть найдена из уравнения (3.20). Дей-
ствительно, подставляя полученные выше реше-
ния в уравнение (3.20), получаем

(3.40)
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Рис. 2. Сравнение аналитического и численного решений  ( ).
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Рис. 3. Сравнение аналитического и численного решений  и  ( ).
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Условие обнуления постоянной составляющей
функции в правой части уравнения (3.40) дает

(3.41)

Интегрируя дважды правую часть уравнения (3.40) с
учетом (3.41), получаем

(3.42)

Описанные вычисления можно продолжить и
получить функции (3.5)–(3.7) с необходимой точ-
ностью, хотя вычисления становятся все более
громозкими и для их выполнения требуется при-
менение систем компьютерной алгебры. Исполь-
зуя найденные решения, можно вычислить на-
чальные значения функций , ,  и их
производных , ,  при выбранном зна-
чении параметра ε, а затем найти соответствую-
щие численные решения уравнений движения
(3.2)–(3.4) с помощью встроенной функции

. Визуализация найденных аналитиче-
ских решений при  (штриховые линии на
рис. 2 и 3) демонстрирует хорошее совпадение с
численными решениями (сплошные тонкие ли-
нии на рис. 2 и 3).

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе обсуждается проблема по-

строения решений уравнений движения машины
Атвуда с двумя колеблющимися грузами одина-
ковой массы, которые описывают состояние ди-
намического равновесия системы. Показано, что
при одинаковых амплитудах и частотах колеба-
ний система может находиться в равновесии, ес-
ли оба маятника имеют одинаковую длину 
и совершают синфазные колебания или колеб-
лются в противофазе. Существование такого рав-
новесного состояния соответствует нашим ожи-
даниям, так как система обладает симметрией и
оба груза в каждый момент времени действуют на
нить с одинаковыми силами. Эта симметрия на-
рушается при сдвиге фаз  и, хотя в сред-
нем действия обоих грузов на нить уравновеши-
ваются, в каждый момент времени действие на
нить одного из грузов оказывается большим.
В результате длина каждого из маятников соверша-
ет малые колебания около равновесного значения
r = 1, причем частота этих колебаний равняется
удвоенной частоте колебаний угловых переменных

 и  и зависит от амплитуды. Соответствую-
щие решения уравнений движения найдены в виде

степенных рядов по малому параметру ε, который
определяет амплитуды колебаний. Последова-
тельно описаны символьные вычисления, необхо-
димые для определения коэффициентов этих ря-
дов, а сами функции найдены с точностью до вто-
рого порядка по ε включительно. Сравнение
найденного аналитического решения с числен-
ным решением уравнений движения показало
справедливость полученных теоретических ре-
зультатов.

Отметим также, что в данной работе все вы-
числения и визуализация результатов выполнены
с использованием системы компьютерной алгеб-
ры Wolfram Mathematica.
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Предложены эвристические вероятностные алгоритмы полиномиального времени с односторон-
ней ошибкой для распознавания кубических гиперповерхностей, чьи сингулярные локусы не со-
держат никакого линейного подпространства достаточно большой размерности. Эти алгоритмы
легко реализовать в системах компьютерной алгебры. Алгоритмы основаны на проверке условий,
что гессиан кубической формы не обращается в нуль тождественно или не определяет конус в про-
ективном пространстве. Проверка свойств гессиана, в свою очередь, выполнима вероятностными
алгоритмами с односторонней ошибкой, основанными на лемме Шварца–Зиппеля.

DOI: 10.31857/S0132347421010106

1. ВВЕДЕНИЕ

Гиперповерхностью называется проективное
многообразие, определяемое одной формой (од-
нородным многочленом). Кривая на плоскости и
поверхность в трехмерном пространстве – это ги-
перповерхности. Предполагается, что гиперпо-
верхность задана свободной от квадратов формой
над полем характеристики нуль, в котором ариф-
метические операции вычислимы за полиноми-
альное число битовых операций, например, над
полем рациональных чисел [1]. Точка называется
особой, если все первые частные производные
этой формы обращаются в нуль. Поиск особой
точки сводится к поиску нетривиального реше-
ния системы однородных алгебраических уравне-
ний. В малых размерностях эта задача легко ре-
шается посредством символьных вычислений,
например, в Maple или MathPartner [2]. Однако в
больших размерностях задачи распознавания
гладкости и поиска особой точки на кубической
гиперповерхности алгоритмически трудные.

Обсуждая вычислительную сложность, мы
рассматриваем символьные вычисления, где не
происходит ни округления числовых значений,
ни приближения мероморфных функций рацио-
нальными. Работая над расширением поля раци-

ональных чисел, методы компьютерной алгебры
нельзя заменить численными методами. Если не
оговорено противное, временем работы алгорит-
ма называется число арифметических операций
над полем, операций сравнения и копирования
чисел, а также операций над индексами. Более
формально, мы рассматриваем вычисления на
обобщенных регистровых машинах над некото-
рым полем [3]. Если каждая арифметическая опе-
рация над полем вычислима за полиномиальное
число битовых операций, вычислимость за поли-
номиальное время на обобщенной регистровой
машине над этим полем, вообще говоря, не вле-
чет вычислимость за полиномиальное число би-
товых операций, поскольку запись ответа может
иметь экспоненциальную длину. Например, этот
эффект возникает при многократном возведении

в степень .
Если в худшем случае задача трудна, то в ти-

пичном случае решить ее может быть легче [4].
Поэтому интересны так называемые генериче-
ские алгоритмы, когда для почти всех входов – на
большой доле входов данной длины – быстро вы-
числяется правильный ответ, но для небольшой
доли входов результатом служит лишь предупре-
ждение о невозможности вычисления [5, 6]. Гене-

2 2 2( ( ) )… x …
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рический алгоритм не ошибается в отличие от эв-
ристического алгоритма, который для почти всех
входов дает правильный ответ, но для некоторых
входов ответ может быть ложным. Алгоритм с од-
носторонней ошибкой может допускать ошибку
только одного рода. Тривиальный алгоритм, при-
нимающий все входы, служит примером эвристи-
ческого алгоритма с односторонней ошибкой для
задачи распознавания гладкости кубической ги-
перповерхности, поскольку общая форма опреде-
ляет гладкую гиперповерхность. Трудно предло-
жить для этой задачи эвристический алгоритм с
односторонней ошибкой другого рода, безоши-
бочно распознающий особые кубические гипер-
поверхности.

Вероятностные алгоритмы используют в ходе
работы случайные биты [4]. Примером служит ве-
роятностное сведение задачи о поиске двоичного
решения системы алгебраических уравнений к
поиску двоичного решения одного уравнения [7].
Замена случайных битов псевдослучайной после-
довательностью превращает вероятностный алго-
ритм в эвристический (но, вообще говоря, не в ге-
нерический) алгоритм.

Существует несколько методов поиска особых
точек. Поиск решения системы алгебраических
уравнений посредством вычисления базиса Гребне-
ра реализован во многих системах компьютерной
алгебры, но требует больших затрат времени и па-
мяти [8, 9]. Исследование свойств особой точки во-
влекает многогранник Ньютона [10]. Впервые этот
многогранник был применен А.Д. Брюно для по-
иска асимптотики решений систем дифференци-
альных уравнений [11], а его обобщение – много-
гранник Адамара – для параметризации [12, 13].
Для общей гиперповерхности с единственной
особой точкой, которая служит обыкновенной
двойной точкой, координаты этой особой точки
выражаются рациональными функциями от ко-
эффициентов некоторой формы, определяющей
эту гиперповерхность [14].

Гиперповерхность степени d в  соответству-
ет гиперплоскому сечению многообразия Веро-
незе. Гиперповерхность особая, если секущая ги-
перплоскость касается многообразия Веронезе,
то есть служит точкой двойственного многообра-
зия. Степень этого двойственного многообразия

равна . Это степень дискриминанта
формы степени d от n + 1 переменной [15]. На-
пример, дискриминант квадратичной формы

P
n

+ −( 1)( 1)nn d

пропорционален определителю матрицы Гессе, а
его степень равна числу переменных n + 1. Если
бинарная форма служит гомогенизацией неодно-
родного многочлена от одной переменной, то
дискриминант формы обращается в нуль, когда
этот многочлен имеет кратный корень.

Гладкость плоских кривых может быть прове-
рена специальными методами [16]. Кубическая
кривая проективно эквивалентна кривой в форме
Вейерштрасса. Ее аффинная часть задана уравне-

нием . Эта кривая особая, когда
дискриминант многочлена в правой части, рав-

ный , обращается в нуль. Приведение
к форме Вейерштрасса сводится к поиску точки
перегиба, которая существует на каждой непри-
водимой плоской кубической кривой [17]. Алго-
ритм приведения к форме Вейерштрасса реализо-
ван в системе Maple в пакете algcurves [18].

Проверка гладкости или вычисление сингуляр-
ного локуса кубической поверхности может при-
меняться для моделирования и визуализации
сложных поверхностей [19]. Кубическая поверх-

ность в , заданная над некоторым полем K и со-
держащая некоторую K-точку, унирациональна
над K, то есть некоторое всюду плотное в тополо-
гии Зарисского множество K-точек на этой поверх-
ности допускает рациональную параметризацию
[20, 21]. Поэтому кубические поверхности удобнее
для моделирования, чем поверхности больших сте-
пеней [22, 23]. С другой стороны, гладкие веще-
ственные кубические поверхности с двумя ком-
понентами связности унирациональны, но ирра-
циональны над полем вещественных чисел.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Мы предполагаем, что в каждой размерности

фиксировано проективное пространство  с од-
нородными координатами . Значения
однородных координат не обращаются в нуль одно-
временно, а два набора координат, отличающиеся
общим ненулевым множителем, определяют одну и

ту же точку в . Свободная от квадратов форма
 определяет гиперповерхность, в точ-

ках которой форма f обращается в нуль. Если по-
сле некоторой линейной замены координат фор-
ма зависит от меньшего числа переменных, то она

определяет конус в .
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Матрица Гессе многочлена – это симметрич-
ная матрица вторых частных производных. Эле-
ментами матрицы Гессе многочлена третьей сте-
пени служат линейные функции. Определитель
матрицы Гессе называется гессианом. Гессиан
определяется гиперповерхностью с точностью до
ненулевого множителя, что позволяет говорить о
гессиане гиперповерхности. След матрицы Гессе
называется лапласианом. В системе Maple матри-
ца Гессе, гессиан и лапласиан вычисляются в па-
кете VectorCalculus. Команды называются Hessian
с опцией determinant для вычисления гессиана и
Laplacian, соответственно.

Вычислительная сложность определителя мат-
рицы имеет тот же порядок роста, что и для матрич-
ного умножения. Известны алгоритмы, асимптоти-
чески более эффективные, чем метод Гаусса [24,
25]. Определитель легко вычислить, например,
над полем рациональных чисел или полем рацио-
нальных функций от одной переменной с рацио-
нальными коэффициентами. Но для матриц над
кольцом многочленов от многих переменных, во-
обще говоря, определитель нельзя вычислить за
время, ограниченное многочленом от числа пере-
менных. В этом случае для проверки отличия
определителя от тождественно нулевого обычно
используют лемму Шварца–Зиппеля [26].

Лемма 1 (Шварц–Зиппель). Дан многочлен
 положительной степени  над не-

которым полем. Для любого конечного множества S
элементов этого поля и для независимых случайных
величин , …, , равномерно распределенных на
множестве S, вероятность обращения многочлена в

нуль  не превосходит отношения .

Для конуса в  гессиан обращается в нуль, по-
скольку строки матрицы Гессе линейно зависи-
мы над полем коэффициентов. Однако гессиан
может обращаться в нуль и в случаях, когда стро-
ки матрицы Гессе линейно зависимы лишь над
полем рациональных функций [27]. Как показали
в 1876 г. П. Гордан и М. Нётер (P. Gordan, M. No-
ether), это выполнено для кубической формы

, которая определяет отлич-

ную от конуса гиперповерхность в .
Тернарные формы с тождественно нулевым

гессианом рассмотрены П.В. Бибиковым [28].
Мы рассмотрим лишь кубические формы, но от
многих переменных.

, ,0( )nf x … x > 0d

ξ0 ξn

ξ , , ξ =0( ) 0nf …
| |
d
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P
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+ +2 2
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P
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Если гиперповерхность X особая, то множе-
ство особых точек на X образует подмногообразие,
называемое сингулярным локусом. Мы рассмот-
рим гиперповерхности, у которых сингулярный ло-
кус содержит достаточно большие линейные под-
пространства.

Обозначим через , …,  точки в , где од-
нородные координаты точки  равны нулю за
исключением -й координаты.

Теорема 1. Дана кубическая форма ,
которая определяет особую проективную гиперпо-

верхность . Если линейное координатное
подпространство, заданное уравнениями ,
…, , вложено в сингулярный локус на X, то

где  – некоторые квадратичные формы, а  – ку-
бическая форма.

Доказательство. Предположим, что форма f

содержит моном  для индексов  и неко-
торого j, возможно, равного k. Тогда частная про-

изводная  отлична от нуля в точке Ek, что про-

тиворечит условию, что точка  особая. Следо-
вательно, для каждого индекса  форма f не

содержит мономов  и, в частности, мономов .
Предположим, что для некоторых индексов,

удовлетворяющих условиям ,  и
, форма f содержит моном . Тогда част-

ная производная  отлична от нуля в точке, где

только k-я и -я однородные координаты отличны
от нуля. Но по условию эта точка особая. Противо-
речие доказывает, что такого монома нет. □

Существование сингулярного локуса малой
размерности не влечет обращение в нуль гессиа-
на. Например, зонтик Уитни, заданный формой

, служит примером поверхности, чей
сингулярный локус содержит прямую. Эта пря-
мая определяется двумя уравнениями  и

. Но гессиан этой формы равен . Дру-

гая форма  определяет гиперпо-

верхность в , сингулярный локус которой со-
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держит плоскость. Гессиан этой формы равен

.
Как обычно [29], для данного множества форм,

коэффициенты которых зависят от параметров ,
…, , некоторое свойство  выполнено
для почти каждой формы этого множества, если су-
ществует такой многочлен , не обраща-
ющийся в нуль тождественно, что для каждого
допустимого набора значений параметров , …,

 если свойство  не выполнено, то
многочлен обращается в нуль .
Свойство, которое выполнено для почти каждого
набора значений параметров, не выполняется
лишь на нигде не плотном множестве меры нуль.
Но в общем случае множество наборов значений,
на которых свойство  не выполняется, может
быть собственным подмножеством множества
нулей многочлена p.

Для некоторой матрицы A обозначим через 
транспонированную матрицу.

Теорема 2. Дано нечетное число . Для
почти каждой кубической формы , опреде-

ляющей проективную гиперповерхность в , чей син-
гулярный локус содержит линейное подпространство,
заданное уравнениями , …,  = 0, гессиан
формы f – многочлен степени n + 1, который не за-
висит от переменных , …, .

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что мат-
рица Гессе формы f – это блочная матрица вида

где A и  – квадратные матрицы порядка m + 1,
причем элементами матрицы A служат линейные
формы, которые не зависят от переменных , …,

. Гессиан формы f, равный detH, не зависит от
блока B, но только от A.

Форма  удовлетворяет усло-

виям теоремы и ее гессиан равен .
Согласно теореме 1, все рассматриваемые куби-
ческие формы параметризуются наборами коэф-
фициентов квадратичных форм  и кубической
формы c. Следовательно, существует многочлен p
от этих коэффициентов, значение которого равно

коэффициенту при мономе  гессиана со-
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ответствующей формы f. И степень многочлена p
положительная. Следовательно, для почти каж-
дой рассматриваемой формы f гессиан содержит

моном  степени n + 1. Но мономов боль-
шей степени в этом гессиане нет. □

Напомним достаточное условие обращения в
нуль гессиана кубической формы [27].

Теорема 3 ([27]). Дана кубическая форма
, которая определяет проективную гипер-

поверхность . Если для некоторого 

линейное подпространство, заданное уравнениями
, …, , вложено в сингулярный локус на

X, то гессиан формы f тождественно обращается в
нуль.

Доказательство. Согласно теореме 1, матрица
Гессе формы f содержит в первых строках и
столбцах нулевую подматрицу порядка m + 1. По-
рядок матрицы Гессе равен n + 1. При условии

 определитель матрицы Гессе тож-

дественно обращается в нуль. □

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 4. Существует вероятностный алго-
ритм полиномиального времени, который получает
на вход рациональное число , целое число  и за-
данную списком коэффициентов кубическую форму

. Если форма f определяет гиперповерх-

ность в , чей сингулярный локус содержит неко-
торое линейное подпространство размерности

больше , то вход всегда отвергается. Однако для

почти каждой кубической формы f вход принимает-
ся с вероятностью больше 1 – ε.

Доказательство. На первом шаге вычисляется
матрица Гессе формы f. На втором шаге посред-
ством вероятностного алгоритма, основанного на
лемме Шварца–Зиппеля [26], проверяется отли-
чие гессиана формы f от тожественно нулевого.
Если сингулярный локус гиперповерхности до-
статочно большой, то в силу теоремы 3 гессиан
обращается в нуль при любой оценке перемен-
ных. Алгоритм вычисляет значение гессиана на
случайно и независимо выбранных из отрезка от
нуля до  целочисленных оценок для пе-
ременных , …, . Если вычисленное значение
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нулевое, то вход отвергается, иначе вход прини-
мается. □

Замечание. Матрица порядка n + 1, элементами
которой служат линейные формы от переменных

, …, , содержит не более  числовых коэф-
фициентов. Используя симметричность матрицы
Гессе, достаточно хранить в памяти меньшее коли-
чество чисел. Поэтому алгоритм из теоремы 4 вы-

полняет  операций над полем коэффициен-
тов. Алгоритм основан на вычислении определи-
теля матрицы над этим полем. Если кубическая
форма f определена над полем рациональных чи-
сел или над конечным расширением этого поля,
этот вероятностный алгоритм имеет полиноми-
альную битовую сложность.

Теорема 5. Существует вероятностный алго-
ритм полиномиального времени, который получает
на вход рациональное число , нечетное целое
число  и заданную списком коэффициен-
тов кубическую форму . Если форма f

определяет гиперповерхность в , чей сингулярный
локус содержит некоторое m-мерное линейное под-
пространство, то вход всегда отвергается. Однако
для почти каждой кубической формы f вход прини-
мается с вероятностью больше .

Доказательство. Сначала вычисляется матри-
ца Гессе формы f. Затем посредством вероятност-
ного алгоритма, основанного на лемме Шварца–
Зиппеля [26], проверяется линейная независи-
мость градиента гессиана формы f в случайно вы-
бранных точках.

Пусть . Алгоритм выбирает случайные
оценки , …,  для переменных , …, , которые
равномерно и независимо выбираются из набора
целых чисел из отрезка от нуля до . По-
скольку , это однородные координаты неко-

торой точки в . Для вычисления в выбранной
точке частной производной по переменной 
сделаем подстановку

и вычислим значение гессиана над полем рацио-
нальных функций от одной переменной . Пер-
вая частная производная гессиана по переменной

 равна коэффициенту при линейном члене по
переменной y. Так вычисляется градиент в вы-
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бранной точке. Все вычисления повторяются для
n + 1 независимо от выбранной точки. Вычисле-
ния частных производных по разным перемен-
ным и в разных точках могут быть выполнены па-
раллельно.

После этого вычисляется определитель матрицы
порядка n + 1, составленной из первых частных
производных гессиана в n + 1 точке. Если гессиан не
зависит от некоторой переменной, то этот опреде-
литель обращается в нуль тождественно. Поэтому
если он обращается в нуль в ходе вычислений, то
вход отвергается, иначе вход принимается.

Гессиан формы f – это многочлен степени не
выше n + 1 от переменных , …, . Первая част-
ная производная гессиана – однородный много-
член степени не выше . Определитель, состав-
ленный из таких производных в n + 1 точке, имеет
степень не выше . Согласно лемме Швар-
ца–Зиппеля, вероятность обращения в нуль этого
многочлена, если он не обращается в нуль тожде-
ственно, меньше . □

Если ограничиться ортогональными преобра-
зованиями координат, можно использовать не
только гессиан, но и лапласиан. Рассмотрим ги-

перповерхность в , чей сингулярный локус мо-
жет быть нульмерным, но содержит точки , …,

, где однородные координаты точки  равны
нулю за исключением -й координаты. Приме-
ром служит поверхность Кэли, заданная формой

.
Теорема 6. Существует алгоритм полиномиаль-

ного времени, который получает на вход целое число
 и заданную списком коэффициентов кубическую

форму . Если форма f определяет особую

гиперповерхность в , чей сингулярный локус со-
держит образ точек , …,  при некотором ор-
тогональном преобразовании, то вход всегда отвер-
гается. Однако для почти каждой кубической фор-
мы f вход принимается.

Доказательство. Лапласиан (след матрицы
Гессе) инвариантен относительно ортогональных
преобразований координат. Поэтому без ограни-
чения общности можно считать, что форма f
определяет гиперповерхность с особыми точками

, …, . Повторяя рассуждения из доказатель-
ства теоремы 1, получаем, что форма f мультили-
нейная, то есть никакая переменная не входит ни
во второй ни в третьей степени. Следовательно,
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лапласиан тождественно обращается в нуль. На-
против, для почти каждой кубической формы ла-
пласиан равен линейной форме.

Алгоритм отвергает вход, если лапласиан об-
ращается в нуль тождественно, иначе принимает
вход. □

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрено проверяемое за полиномиальное
время вероятностным алгоритмом достаточное
условие отсутствия достаточно большого сингу-
лярного локуса на кубической гиперповерхности.
В общем случае это не позволяет судить о гладко-
сти этой гиперповерхности. Более того, посколь-
ку гладкость эквивалентна отличию от нуля дис-
криминанта – неприводимого многочлена степе-

ни  от коэффициентов кубической формы
от n + 1 переменной, это свойство в типичном
случае не может быть выражено многочленом
меньшей степени. Тогда как степень гессиана та-
кой кубической формы не превышает n + 1. Поэто-
му рассмотренный метод не позволяет распозна-
вать сингулярные локусы малых размерностей.
Также не известен детерминированный алгоритм
проверки обращения гессиана в нуль.

В вероятностных алгоритмах из теорем 4 и 5
границы отрезка, из которого выбираются оцен-
ки для переменных, можно расширить так, чтобы
случайные числа взаимно однозначно соответ-
ствовали наборам случайных битов. При этом ве-
роятность ошибки не увеличится.

Алгоритмы из теорем 4–6 легко преобразовать в
генерические алгоритмы, которые либо принимают
вход, либо выдают предупреждение о невозможно-
сти дать точный ответ, но никогда не отвергают вход
и не делают ошибок. Действительно, общая гипер-
поверхность гладкая, а гиперповерхности с особы-
ми точками определяются формами с обращаю-
щимся в нуль дискриминантом. С другой стороны,
при использовании псевдослучайной последова-
тельности вместо случайных битов долю входов,
которые не допускаются, но вызывают сообще-
ние об отказе от вычисления ответа генерическим
алгоритмом, можно сделать достаточно низкой,
увеличивая длину отрезка, из которого выбира-
ются случайные числа, или посредством повторе-
ния теста.

Автор благодарен М. Спиваковскому (Mark
Spivakovsky) за обсуждение темы работы, а также
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чания.
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