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Axions, first proposed by Peccei and Quinn in 1977
[1] as a solution to strong CP-violation in QCD, are
widely discussed as a plausible candidate for the dark
matter. One of manifestations of the cold galactic halo
axions will be a NMR-like resonant rotation of the spin
in the oscillationg axion field [2–6]. Here the spin serves
as an axion antenna and the experimental search by the
JEDI collaboration of the axion signal with polarized
deuterons in the storage ring COSY is in progress [7].
Inherent to the JEDI technique of a buildup of the ver-
tical polarization from the in-plane one is a need for a
long coherence time of the in-plane precessing spin and
it is not applicable to protons with arguably short spin
coherence time [8].

In this communication we suggest the alternative
scheme which is free of these limitations and looks pre-
ferred one for searches for axions at the Nuclotron,
NICA [9] and PTR [10] storage rings. We also com-
ment on exclusive features of the spin frequency scan
in hybrid rings with concurrent electric and magnetic
bending, the PRT storage ring proposed by the CPEDM
collaboration being a good example.

A detailed introduction into axions is found in re-
views [4, 11–13], here we only mention the principal
points. The amplitude of the classical axion field a(x) =
= a0 cos (ωat− ka · x) can be inferred from the local
density of the dark matter [2, 14]. Weinberg’s gradient
interaction of axions with fermions [15],

Laψ̄ψ = − 1

2fa
gf ψγ

µγ5ψ ∂µa(x) , (1)

can be reinterpreted as an interaction of fermion’s
spin with the pseudomagnetic field [16]. Still another
manifestation of axions is the oscillating contribu-
tion to the electric dipole moment (EDM) of nucle-
ons [2, 17], daxN (x) = (a(x)/fa) · (µN/c) · κa, where µN
is the nuclear magneton and the small factor κa ∼
(mdmu/(ΛQCD(md +mu)) ≈ 10−2 describes the chiral
suppression of the EDM by small masses of light quarks
[18, 19].

We start with all magnetic storage rings, E = 0,
when the spin tune νs = Gγ. The effect of the axion

1)e-mail: nikolaev@itp.ac.ru

field induced EDM is tantamount to that of the ra-
diofrequency Wien filter [20]. Secondly, spin interacts
with the oscillating pseudomagnetic field, proportional
to the particle velocity and the time derivative ∂ta(x)
[16, 20], which is tangential to the particle orbit and
acts as a radiofreqency solenoid. Note that the velocity
of particles in a storage ring, v, is of the order of the
velocity of light and v ≈ 103va, where va ∼ 250 km/s is
the velocity of Earth’s motion in Galaxy. At the axion
resonance, ωa = νsΩc, the instantaneous angular veloc-
ity of the axion-driven resonant spin rotation takes the
form [21]

Ωres =
a0
fa

(

gfωa sin(ωat)
v

c
− κaγ cos(ωat)

[v

c
×Ωc

])

.

(2)
Upon solving the BMT equations by the Bogoliubov–
Krylov averaging [22, 23], one finds the angular velocity
of the resonant up-down rotation of the spin envelope

Ωres =
a0
2fa

γv

c
| gfG− κa |Ωc. (3)

A strong enhancement of the contribution from the
pseudomagnetic field by the factor gfG/κa ≫ 1 was
missed in the early discussion [7], and the actual sen-
sitivity of the JEDI experiment was greatly underesti-
mated.

As the axion mass is unknown, one is bound to scan-
ning the spin angular velocity as Ωs(t) = ωa + 2Ω2

t t,
where 2Ω2

t = dΩs/dt. In our convention a scan starts
at large negative time t = −t0 and the exact resonance
takes place at t = 0. The spin phase during the scan
varies as θs(t) = ωat+Ω2

t t
2. A derivation of the axion-

driven small in-plane polarization envelope Pxz gives

Pxz(t) = PyΩres

∫ t

−t0

dτ exp [−Γ(t− τ)] cos(Ω2
t τ

2). (4)

In the usually discussed scheme with the in-plane initial
polarization [6, 7, 24, 25], the axion signal will be propor-
tional to sin∆ [22, 26], where ∆ is an entirely unknown
difference of the spin presession and axion oscillation
phases. In contrast to that, a buildup of the in-plane
polarization from the initial vertical one is free of this
phase ambiguity.

In the limit of large spin coherence time, Γ ≪ Ωt,
the envelope Pxz will exhibit a jump of temporal width
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t1 ∼ 1/Ωt and the amplitude Pmax
xz ∼ PyΩres/Ωt. The

opposite limiting case of Γ ≫ Ωt, is of special interest
for protons with short spin coherence time [8], and here
emerges a new time scale t2 ∼ Γ/(Ω2

t ). At −t2 < t < t2
the envelope Pxz will oscillate as

Px,z ≈
Ωres
Γ

Py cos(Ω
2
t τ

2), (5)

and fits to the well specified function (5) will facilitate
identification of the axion signal.

We note that in all magnetic fields the resonance
condition entails ωa = p/(Rγm), where R is the ring
radius and p is the particle momentum. Consequently,
in all magnetic rings the attainable axion masses are
bounded from below by the minimal momentum the
storage ring can run at.

The hybrid ring with concurrent magnetic and elec-
tric bendings are much more versatile compared to all
magnetic rings. An example is provided by the proto-
type test ring PTR proposed by the CPEDM collabora-
tion [9]. With the radial electric field E0 = 7× 106 V/m
complemented by the vertical magnetic field B0 =
= 0.0327T, PTR will provide the frozen spin of protons,
Ωmdm
s = 0, i.e., νs = 0. Beyond this point, the elec-

tric and magnetic fields must be varied synchronously
to preserve the injection energy, the orbit radius and
the cyclotron frequency, and the spin tune will vary as
νs = −Gpγ∆E/E0. The axion resonance will take place
at ωa = −GpγΩc∆E/E0, and the resulting angular ve-
locity of the axion-driven spin rotation will be given by

Ωres =
a0

2f(a)

γv

c
| gfG

∆E

E0
+ κ(a) |Ωc. (6)

To summarize, we demonstrated how the spin of po-
larized protons can be used as an axion antenna in spite
of the short spin coherence time of the in-plane polar-
ization of protons. The key point is to look for a buildup
of the idly precessing in-plane polarization starting from
the stable verical one. Hybrid prototype rings emerge as
a promising proton spin antenna sensitive to axions with
small masses up to few neV/c2. These observations sug-
gest new options for the experimental searches for ax-
ions at NICA in Dubna, COSY in Juelich, planned PTR
and elsewhere.

A support of thus study by the Russian Science
Foundation grant # 22-42-04419 is acknolwledged.
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Сверхизлучательный фазовый переход в микроструктурах
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В настоящей работе предложена новая концепция топологической организации микроструктур, под-

держивающих сверхсильное взаимодействие двухуровневых систем с фотонным полем и обладающих

топологией сети (графа) со степенным распределением степени узлов. В рамках теории среднего поля

изучен фазовый переход к состоянию сверхизлучения, который приводит к образованию двух диспер-

сионных ветвей поляритонов и сопровождается появлением ненулевой макроскопической поляризацией

двухуровневых систем. Выявлено, что специфика поведения такой системы зависит от статистических

характеристик сетевой структуры, а именно, от нормированного второго момента ζ ≡ 〈k2〉/〈k〉 распре-

деления степеней узлов. Показано, что частота Раби может быть существенно увеличена в аномальном

режиме сетевой структуры, где ζ значительно возрастает. Многомодовая (волноводная) структура вза-

имодействия вещества и поля в этом режиме может приводить к установлению сверхсильной связи,

которая в основном и обеспечивает возникновение высокотемпературного фазового перехода.

DOI: 10.31857/S1234567822110027, EDN: ikzyof

Повышение эффективности взаимодействия све-

тового излучения с веществом является одной из

принципиальных проблем современных квантовых

технологий, см., например, [1]. Доступные в настоя-

щее время материалы позволяют осуществлять силь-

ную, а также сверхсильную связь при таком вза-

имодействии [2]. Сильная связь вещества и поля

предполагает периодический обмен энергией между

двухуровневыми системами (ДУС), которыми слу-

жат атомы, квантовые точки, экситоны и т.д., и кван-

тованным полем резонатора [3–5].

Режим сильной связи возникает, если однофотон-

ная частота Раби 2g0 преобладает над спонтанным

распадом, скоростями дефазировки и потерями в ре-

зонаторе; современные эксперименты с холодными

атомами позволяют наблюдать вакуумное расщепле-

ние Раби, достигаемое с помощью одного атома (см.,

например, [3]). Однако на практике улучшение пара-

метра коллективной связи материи и поля представ-

ляет собой более важную насущную задачу для кван-

товой информации, которая использует различные

физические системы обработки и передачи кванто-

вой информации, см. [6, 7]. Частота расщепления Ра-

би в этом случае зависит от параметра коллективной

связи ДУС и поля g =
√
Ng0, который демонстри-

1)e-mail: b.a.y@mail.ru

рует увеличение параметра взаимодействия поля с

веществом в
√
N раз; N – это количество ДУС, взаи-

модействующих с одномодовым полем резонатора. В

этом случае эффективный спин Дике, который мож-

но приписать ансамблю ДУС, ведет себя как гигант-

ский квантовый осциллятор, эффективно связанный

с одной квантованной модой, что описывается пара-

метром g, см. [8].

С недавних пор усилия исследователей направле-

ны на получение (коллективного) режима сверхсиль-

ной связи ДУС с полем резонатора, ср. с [2, 9, 10]. В

частности, сверхсильная связь образуется в результа-

те одного обхода традиционного резонатора Фабри–

Перо при коллективном взаимодействии ансамбля

ДУС с квантованным (многомодовым) полем, см.

[2, 9, 11, 12].

С другой стороны, малый объем резонатора, а

также большой дипольный момент ДУС позволяют

получать достаточно большие значения коллектив-

ного параметра связи g, или даже g0, которые мо-

гут быть сопоставимыми с частотой ωph поля резо-

натора, т.е. g0/ωph ≃ 0.01 ÷ 0.1 [1]. Сверхсильный

режим со значением g0/ωph ≡ 0.12 был эксперимен-

тально реализован с потоковыми сверхпроводящими

кубитами, взаимодействующими с модой резонато-

ра, образованного линией передачи (transmission line

resonator) в микроволновом диапазоне частот [10].
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Образцы сетевых структур, обладающих степенным законом распределения степени узлов

для: (a) – γ = 1.5, (b) – γ = 2.5 и (c) – γ = 5, которые соответствуют p(k) ∝ k−γ для распределения степеней

узлов (фотонных каналов) представленных на (d) в двойном логарифмическом масштабе соответственно. Вставка в

(d) показывает зависимость 〈k〉 и ζ от γ (в логарифмическом масштабе по оси ординат) для сетевой архитектуры с

количеством узлов N = 100 и kmin = 2

Получение сверхсильной связи поля с атомными, или

полупроводниковыми ДУС является важной и очень

сложной задачей, поскольку величина g0/ωph весьма

мала и составляет 10−6 и 10−3 в имеющихся экспе-

риментах, соответственно ср. с [3, 13].

В данной работе для решения проблемы реа-

лизации сверхсильной связи квантованного поля

и вещества впервые предлагается использовать

вполне определенные топологические свойства

сетевых структур. А именно, мы предлагаем ор-

ганизовать искусственную структуру (материал)

в виде графа (сети), позволяющего осуществить

сверхсильную связь между коллективным спином

ДУС, расположенных в узлах, и модами волноводов,

являющихся ребрами графа, ср. с [14]. При этом

полагаем, что топология такого графа (сети) под-

чиняется степенному закону распределения степени

узлов (СРСУ), который хорошо известен в инфор-

мационных науках при исследованиях различных

информационных процессов в реальных сетях [15].

В частности, хабы, которые могут возникать в

таких сетях, обеспечивают гораздо более быстрое и

надежное распространение информации [16].

Основной задачей работы является определение

степени влияния архитектуры сети на величину рас-

щепления Раби и возникновения высокотемператур-

ного фазового перехода в сверхизлучающее (СИ) со-

стояние.

В литературе явление сверхизлучения, как пра-

вило, обсуждается в двух предельных случаях. А

именно, СИ рассматривают в существенно неравно-

весных системах ДУС и поля при реализации опреде-

ленных условий на характерные времена релаксаци-

онных, а также коллективных процессов в среде, см.,

например, [17–20]. Во-вторых, рассматривается свер-

хизлучение как результат фазового перехода второ-

го рода, происходящего в термодинамически равно-

весной системе ДУС и квантованного поля, см. на-

пример, [21, 22]. Разумеется, в общефизическом кон-

тексте такое деление весьма условно, поскольку до-

стижения полного термодинамического равновесия

в среде ДУС и квантованного поля невозможно до-

биться практически. Однако в ряде случаев все же

удается получить связанные состояния атомных или

экситонных систем и квантованного поля, близкие

по своим свойствам к термодинамически равновес-

ным, способные демонстрировать коллективные эф-

фекты сверхизлучения и/или Бозе-Эйнштейновской

конденсации (БЭК), ср. с [13, 23, 24]. В этом случае

необходимо сперва приготовить среду и поле для на-

блюдения фазового перехода, в котором уже неболь-

шие релаксационные процессы существенного влия-

ния на саму суть эффекта не оказывают. Такая про-

цедура физически основана на термализации связан-

ных состояний вещества и поля, при которой учет

релаксационных процессов играет важную роль, см.,

например, [25, 26]. В эксперименте рассматриваемый

фазовый переход хорошо различим от существенно

неравновесных фазовых переходов (например, лазер-

ной генерации), которые могут иметь место в той же

системе, но при других параметрах накачки, разно-

сти населенностей ДУС и т.д., см., например, [13, 27].

В данной работе речь пойдет именно о термодина-

мически равновесном фазовом переходе к СИ в то-

пологической модели взаимодействия ДУС с кван-

тованным излучением, которая может быть реализо-

вана с помощью различных физических систем, об-

ладающих определенной спецификой в достижении
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термализации. Исследование такой специфики пред-

ставляет самостоятельную как теоретическую, так и

экспериментальную задачу, и именно в силу своей

масштабности выходит за рамки этой работы.

Предлагаемая здесь модель состоит из N локали-

зованных ДУС, занимающих узлы графа, как пока-

зано на рис. 1, и находящихся в термодинамически

равновесном состоянии при температуре T . Любой

j-й узел обладает некоторым количеством ребер, ко-

торые связывают его с другими узлами. Количество

ребер, которые принадлежат любому j-му узлу мо-

жет быть охарактеризовано степенью этого узла kj .

Физически материал с архитектурой графа на

рис. 1 может быть воссоздан разными путями. На-

пример, в качестве ДУС можно взять двухуровне-

вые нейтральные атомы, которые можно удержи-

вать на поверхности двумерной (фотонокристалли-

ческой) структуры с помощью эффекта Казимира–

Полдера [28]. В этом случае соответствующие потен-

циалы удержания отдельных атомов, образованные

Ван-дер-Ваальсовыми силами притяжения, факти-

чески формируют сеть микрорезонаторов, ср. с [29].

Связь между атомами можно организовать с помо-

щью той же (фотонокристаллической) системы вол-

новодов [30], или, например, использовать техноло-

гию прямой лазерной записи волноводных структур,

которая в настоящее время широко используется для

создания квантовых (фотонных) чипов, см., напри-

мер, [31]. В этом случае ребрами графа являются

волноводы, которые на практике допускают сверх-

низкие потери на уровне 0.1 дБ/см. Еще один ме-

тод приготовления рассматриваемых не периодиче-

ских структур основан на использовании индуциру-

емых лазерным излучением микроловушек для ан-

самбля холодных нейтральных атомов, см. напри-

мер, [32–34].

Другой способ разработки микроструктуры с се-

тевым интерфейсом может быть основан на суще-

ствующих (технологических) возможностях управ-

ления топологией экситон-поляритонов в полупро-

водниковых микрорезонаторах Фабри–Перо с боль-

шой добротностью [35]. Эти возможности весьма раз-

нообразны физически и направлены на модифика-

цию общего микрорезонатора с получением требуе-

мых топологических характеристик. Альтернативно,

можно создать сеть микростолбиков (micropillars),

которые представляют из себя микрорезонаторы с

квантовыми точками и могут быть размещены в уз-

лах графа, как это показано на рис. 1. Рассматрива-

емые здесь искусственные материалы представляют

большой интерес с точки зрения исследований раз-

личных фазовых переходов, а также БЭК экситон-

поляритонов, которая может происходить при высо-

ких температурах.

Наконец, еще один многообещающий способ ре-

ализации графов, изображенных на рис. 1, связан

с технологиями волоконной оптики, которые позво-

ляют проектировать метасети для целей квантовой

коммуникации и квантового Интернета, см. [36, 37].

Гамильтониан H , описывающий взаимодействие

фотонного поля с системой ДУС в рамках графо-

вой структуры волноводов на рис. 1 имеет следую-

щий вид:

H = ~

N
∑

i

ω0,iσ
z
i

2
+ ~ωph

1

N

N
∑

i

ki
∑

v

a†vav +

+
~g√
N

N
∑

i

ki
∑

v

(

avσ
+
i + a†vσ

−
i

)

, (1)

где av(a
†
v) – оператор уничтожения (рождения) фо-

тона моды v-го волновода, σzi – оператор инверсии

населенности для i-й ДУС, ω0,i – резонансная часто-

та перехода ДУС с основного в возбужденное состо-

яние, g – это константа связи ДУС с фотонным по-

лем, имеющим частоту ωph (далее для удобства запи-

си формально полагаем ~ = kB = 1, для постоянных

Планка и Больцмана, соответственно). Гамильтони-

ан (1) коммутирует с оператором, характеризующим

число возбуждений Nex,i i-го узла, который опреде-

ляется как

Nex,i =

N
∑

i

σzi
2

+

ki
∑

v

a†vav. (2)

В работе мы используем приближение среднего

поля в рамках термодинамического подхода большо-

го канонического ансамбля, который подразумева-

ет наличие отличного от нуля химического потен-

циала µ; его можно учесть, проведя в (1) замены

Ω0,i = ω0,i − µ и Ωph = ωph − µ, см. [38]. Кроме

того, предполагаем, что все фотонные моды нахо-

дятся в когерентных состояниях |αv〉, определяемых

соотношением av|αv〉 = αv|αv〉, где αv принимаются

действительными и равными для всех узлов. Такое

приближение оправдано, если моды сильно перекры-

ваются и обладают схожими физическими характе-

ристиками, ср. с [22]. Усреднив (1) по когерентным

состояниям |αv〉, получим:

H =
N
∑

i

Ω0,iσ
z
i

2
+ Ωph〈k〉Λ2 +

gΛ√
N

N
∑

i

(

σ+
i + σ−

i

)

, (3)

где Λ ≡ αv =
√

Nph есть параметр порядка для (3),

Nph – среднее число фотонов в сетевой структуре.
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Далее, определим плотность возбуждений ρ ≡
≡ 1

N 〈
N
∑

i

Nex,i〉, которая представляет собой норми-

рованное среднее общее число возбуждений и может

быть получена из (2) в виде

ρ =
〈k〉Λ2

N
+

1

2
Sz, (4)

где Sz =
1
N

N
∑

i=1

〈σzi 〉 – средняя коллективная инверсия

населенности. В рамках теории среднего поля стати-

стическая сумма Z(N, T ) = Tr(e−βH) с Гамильтони-

аном (3) имеет следующий вид:

Z(N, T ) = e−βΩph〈k〉Λ
2

N
∏

i

2 cosh

[

β

2

√

Ω2
0,i + 4

g2k2i
N

Λ2

]

,
(5)

где β ≡ 1/T – обратная температура. Далее, полага-

ем, что количество узлов достаточно велико, N ≫ 1,

и структура сети допускает переход к непрерывно-

му распределению p(k). Этот переход требует заме-

ны 1
N

∑

i

...→
kmax
∫

kmin

...p(k)dk, где kmin и kmax являются

минимальным и максимальным значениями степени

узла k, см. [14]. В этом случае с помощью (5) полу-

чаем

Ωph =
g2

〈k〉

kmax
∫

kmin

k2

Γ
tanh

[

βΓ

2

]

p(k)dk; (6a)

ρ = 〈k〉Λ
2

N
− 1

2

kmax
∫

kmin

Ω0

Γ
tanh

[

βΓ

2

]

p(k)dk, (6b)

где Γ ≡
√

Ω2
0 + 4k

2

N g
2Λ2 =

√

Ω2
0 + 4k2g20Λ

2 и пред-

полагается, что все ДУС идентичны друг другу, так

что Ω0,i = Ω0 в (6).

Система (6) описывает основные свойства пара-

метра порядка Λ (6a) и плотности возбуждений ρ

(6b) в термодинамически равновесном состоянии. Ре-

шение (6) включает также нахождение химического

потенциала µ для различной топологии сети. В этой

связи мы рассматриваем СРСУ-сети, которые опре-

деляются функцией распределения p(k), [16]:

p(k) =
(γ − 1)kγ−1

min

kγ
, (7)

где γ – показатель степени. Сеть с распределением

(7) подчиняется условию нормировки
+∞
∫

kmax

p(k)dk =

= 1
N , согласно которому подразумевается, что сеть

с N узлами обладает более чем одним узлом с k >

kmax. Из (7) также следует, что kmax = kminN
1

γ−1 .

Статистические свойства сети описываются с по-

мощью первого (〈k〉) и второго (〈k2〉) моментов для

распределения степеней узлов, которые определяют-

ся как (ср. c [14]):

〈km〉 =
kmax
∫

kmin

kmp(k)dk, m = 1, 2. (8)

В работе нас интересует параметр ζ = 〈k2〉
〈k〉 , ко-

торый определяет основные статистические свойства

выбранной сети. Показатель степени γ описывает

три различных области, которые определяют основ-

ные характеристики для 〈k〉 и ζ в аномальном (1 <

< γ < 2), безмасштабном (2 < γ < 3), и случайном

(γ > 3) режимах, соответственно. Свойства сетей,

обладающих распределением (7) при γ = 2 и γ = 3,

рассчитываются отдельно.

На рисунке 1a–c приведены примеры сетевых

структур, смоделированных численно, которые от-

носятся к аномальному (рис. 1a), безмасштабному

(рис. 1b), и случайному (рис. 1c) режимам соответ-

ственно. В настоящее время существуют различные

алгоритмы генерации таких сетей c распределением,

близким к (7), см., например, [16]. Так как число уз-

лов на практике всегда ограниченно (N = 100 для

рис. 1), то конечное (получаемое численно) распре-

деление степени узлов будет дискретным; оно харак-

теризуется точками на рис. 1d, которые описывают

вероятности того, что узлы сетей на рис. 1a–c будут

иметь степени вершин, соответствующих данной ве-

роятности. На рисунке 1d совокупность этих точек

аппроксимирована соответствующими пунктирными

линиями, которые определяются из (7) при заданном

γ (эти линии соответствуют логарифмическим зави-

симостям для (7), приведенным по осям абсцисс и

ординат соответственно).

Ключевым фактором поведения сетей на рис. 1a–

c является наличие хабов, которые четко видны в

виде нескольких точек, расположенных в правом уг-

лу рис. 1d. Самый большой узел описывается степе-

нью kmax. Cеть в аномальном режиме, как прави-

ло, демонстрирует максимальное количество хабов,

см. рис. 1a. Напротив, в случайном режиме свойства

СРСУ-сети близки по своим характеристикам к сети,

которая описывается распределением Пуассона для

p(k); с ростом γ количество хабов уменьшается, см.

синюю линию на рис. 1d.

На рисунке 2 представлены самосогласованные

численные решения (6) для параметра порядка Λ
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость (a) – параметра

порядка Λ, и (b) – нормированного химического потен-

циала µ/g от плотности возбуждений ρ при нормиро-

ванной отстройке ∆/g = 9 для γ = 1.5 (коричневый),

γ = 1.7 (фиолетовый), γ = 2 (красный), γ = 2.5 (зе-

леный) и γ = 4.5 (синий). На вставках приведены за-

висимости для резонансного случая с ∆ = 0. Другие

параметры: ω0/g = 3.52 · 105, N = 100, kmin = 2, T = 0

(рис. 2a) и нормированного на g химического потен-

циала µ (рис. 2b) как функции плотности возбужде-

ний ρ для двух различных значений нормированной

также на g отстройки ∆ ≡ ωph − ω0 частоты поля в

пределе нулевой температуры, T → 0. Для числен-

ных оценок на рис. 2 в качестве ДУС взяты атомы це-

зия с переходом, соответствующем D2 линии на час-

тоте ω0/2π ≃ 352ТГц [7, 20, 30]. В настоящее время

удается экспериментально обеспечить сильную связь

с квантованным излучением для таких атомов, ло-

кализованных на поверхности твердых сред, ср. с

[29, 30]. Для расчетов нами использовалось значение

g/2π = 1ГГц, соответствующее микроструктуре на

рис. 1, содержащей N = 100 атомов.

Как видно из рис. 2а, Λ-параметр растет с ρ в

условиях резонанса ∆ = 0.

Выражение для химического потенциала доста-

точно просто получить аналитически в пределе вы-

соких температур β → 0. В этом случае из (6) имеем

µ1,2 =
ωph + ω0

2
± 1

2

√

∆2 − 8g2ζ

(

ρ− 〈k〉
N

Λ2

)

. (9)

Выражение (9) определяет один из основных ре-

зультатов данной работы. Оно устанавливает верх-

нюю (µ1) и нижнюю (µ2) ветви возбуждений систе-

мы связанных состояний квантованного поля и ве-

щества, ср. с [39]. Выражение (9) позволяет также

определить условие сильной связи.

В пределе малой плотности возбуждений мож-

но положить Λ → 0, Sz ≃ −1, что подразумева-

ет ρ ≃ −0.5, т.е. ансамбль ДУС безинверсионный.

При этом (9) описывает две поляритонные ветви, ко-

торые могут быть получены, например, с экситон-

поляритонами в полупроводниковых микрорезонато-

рах, ср. с [13].

При ρ = 0 ДУС достигает насыщения, когда чис-

ло частиц на нижнем и верхнем уровнях равно друг

другу, Sz ≃ 0.

В пределе ρ > 0 имеем инверсию населенностей

в ДУС, которая максимальна при ρ = 0.5 (Sz = 1).

Примечательно, что при наличии большой отстрой-

ки ∆ ансамбль ДУС претерпевает структурный пе-

реход к другому (параметрическому) типу возбуж-

дений, которые присущи сильному усилению излу-

чения, происходящему при ρ > 0.5, см. рис. 2 и [38].

Условие достижения такого перехода может быть

найдено из (9) и представлено в виде |∆| > 2g
√
ζ. На

рис. 2 это неравенство не выполняется для коричне-

вой кривой, что соответствует возрастающему значе-

нию ζ при γ = 1.5.

Из (9) следует, что частота расщепления Раби

(последний член в (9)) существенно возрастает в за-

висимости от ζ в аномальном режиме изменения по-

казателя степени γ, см. вставку на рис. 1d. Таким

образом, можно усилить коллективное взаимодей-

ствие ДУС с квантованным полем, выбрав соответ-

ствующую γ, которая определяет топологию систе-

мы, представленную на рис. 1.

Фазовый переход в состояние СИ может быть

определен из (6), полагая Λ = 0. Критическая тем-

пература фазового перехода Tc относительно просто

выглядит для поляритонов нижней дисперсионной

ветви при ∆ = 0 и имеет вид
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Tc =

√

−8g2ζρ

4 tanh−1(2ρ)
. (10)

Выражение (10) демонстрирует другой важный ре-

зультат работы. Из (10) видно, что критическая

температура СИ фазового перехода Tc пропорцио-

нальна
√
ζ, т.е. определяется топологией структуры

на рис. 1. Примечательно, что в модели Изинга со

спин-спиновым взаимодействием, характеризуемым

функцией распределения (7), температура фазового

перехода конечна и пропорциональна ζ-параметру,

см. [14].

Как видно из (10), при ρ ≃ 0 критическая темпе-

ратура Tc → ∞. Этот предел соответствует насыще-

нию ДУС. Из (10) следует, что температура СИ фа-

зового перехода Tc может быть очень высокой даже

в пределе малой плотности возбуждений из-за стати-

стических свойств самой сети, которые учитывают-

ся в (10) с помощью параметра ζ, и который, в свою

очередь, может быть весьма большим в аномальном

режиме – см. вставку на рис. 1d.

Для заданной температуры T в диапазоне изме-

нения плотности возбуждений −0.5 < ρ < 0, т.е. для

безинверсной ДУС соотношение (10) определяет кри-

тическое значение параметра ζc

ζc =
2T 2[tanh−1(2ρ)]2

|ρ|g2 , (11)

устанавливающего статистические свойства сети, ко-

гда происходит СИ фазовый переход. В частности,

сверхизлучательная фаза существует при ζ ≥ ζc.

Поведение параметра порядка в области достаточно

больших ζ и высоких температур может быть полу-

чено из (6b) в виде

Λ ≃
√

Ncxc
〈kc〉

(

x

xc
− 1

)

, (12)

где x ≡ βg
4

√

2ζ|ρ| представляет собой комбинацию

ключевых параметров связанной системы поля и

ДУС; xc характеризует эту же комбинацию в точ-

ке фазового перехода при ζ = ζc. Выражение (12)

демонстрирует характерную для фазовых переходов

второго рода зависимость исчезновения числа фото-

нов СИ вблизи точки фазового перехода.

Проведем оценки достижимости условий как

сильной, так и сверхсильной связи ДУС с кван-

тованным полем для микроструктур с сетевой

архитектурой на рис. 1. В пределе возбуждений

малой плотности (при выполнении неравенства

〈k〉Λ2/N ≪ 1) с помощью (9) такое условие можно

представить в виде:

Γ, κ≪ g
√

ζ . ωph, (13)

где κ и Γ характеризуют возможные потери фотонов

и скорость деполяризации соответственно, ср. с [1]. В

(13) левая часть неравенства характеризует условие

сильной связи, а правая – сверхсильной.

Выполнение условий (13) для микроструктур с

сетевой архитектурой на рис. 1 не представляется

сложным, учитывая свойства распределения узлов

(7), а также поведение параметра ζ, см. вкладку на

рис. 1d. В частности, из (13) следует, что для дости-

жения сверхсильной связи достаточно иметь пара-

метры сети, удовлетворяющие, например, оценочно-

му критерию ζ ≃ 0.01ω2
ph/g

2, ср. с [10]. В аномаль-

ном режиме СРСУ-сети обладают большим числом

различных каналов взаимодействия ДУС и поля, а

также хабов, что может и обеспечить выполнение

этого критерия. В этом случае для оценки достижи-

мости сверхсильной связи можно использовать вы-

ражение ζ = kmin
2−γ
3−γ

N
3−γ
γ−1 −1

N
2−γ
γ−1 −1

, получаемое из (7), (8).

Для атомных структур, анализируемых на рис. 2, по-

казатель степени равен γ = 1.219 при kmin = 2 и

N = 100. Если же взять за основу микрострукту-

ру с экситон-поляритонами, полученными на основе

полупроводниковых квантовых ям GaAs, то величи-

на параметра связи c квантованным полем резона-

тора будет составлять g/2π = 1ТГц на резонансной

длине волны λ = 767.3 нм, что приводит к значению

γ = 1.588 для тех же величин kmin, N .

В Заключении предложена новая концепция мик-

роструктур с топологией сети (графа) со степенным

распределением степени узлов, который основан на

кооперативном когерентном взаимодействии ДУС,

занимающих узлы данной сети с квантованным оп-

тическим полем. Показано, что сверхсильный режим

взаимодействия может быть реализован благодаря

особенностям сетевой архитектуры, обеспечивающей

связь ДУС по средством многочисленных волновод-

ных каналов (ребер графа) структуры квантован-

ным полем. Предсказана возможность гигантского

усиления коллективного взаимодействия материи и

поля в
√
ζ раз, который обеспечивается преимуще-

ственно в аномальной области распределения степе-

ни узлов сетевой структуры. Рассмотрена проблема

сверхизлучательного фазового перехода, происходя-

щего в рассматриваемых структурах. Предсказано,

что температура фазового перехода существенно за-

висит от параметра ζ, который определяет статисти-

ческие свойства (первый и второй моменты распре-

деления степени связанности) сетевой структуры, и

может быть очень высокой в пределе малой плотно-

сти возбуждений для аномальной области сети. По-
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лученные результаты открывают качественно новые

перспективы для обработки квантовой информации

сетевыми или сетеподобными системами, а также на-

блюдение и изучение фазовых переходов с участием

поляритонов в микроструктурах с сетевой топологи-

ей взаимодействия при достаточно высоких темпера-

турах, ср. с [36, 37].
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A. Browaeys, Nature 561, 79 (2018).
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В настоящей работе исследуется температурная эволюция Фано-резонанса, недавно обнаруженного в

инфракрасных спектрах наноалмазов, синтезированных из хлороадамантана при высоком статическом

давлении. Нами впервые была обнаружена перестройка в широких пределах Фано-резонанса в нано-

алмазах, вызванная изменением температуры. Форма Фано-резонанса существенно меняется с ростом

температуры, при температурах выше 350 ◦C эффект полностью пропадает, но восстанавливается при

охлаждении до комнатной температуры. Для изученных образцов подобное поведение позволяет счи-

тать маловероятным эффект влияния поверхностного заряда (surface transfer doping) как движущего

фактора, приводящего к возникновению Фано-резонанса. Установлено, что изменение формы Фано ре-

зонанса с повышением температуры обусловлено сильной температурной зависимостью разницы частот

между яркой (ИК-активной) и темной (рамановской) модами наноалмаза. При этом частота темной

рамановской моды слабо зависит от температуры.

DOI: 10.31857/S1234567822110039, EDN: ilefys

1. Введение. Фано-эффект, предсказанный Уго

Фано в работах, опубликованных в 1930-х гг. [1, 2], в

настоящее время является предметом активного экс-

периментального исследования [3–5]. Быстрое пере-

ключение от поглощения к пропусканию вследствие

Фано-эффекта представляет значительный фунда-

ментальный и прикладной интерес. Фано-резонансы

обнаруживаются в метаматериалах, метаповерхно-

стях, нанооболочках (nanoshells) и других нанодис-

персных материалах [3–9].

Недавно двумя группами исследователей был об-

наружен Фано-эффект в ИК-поглощении наноалма-

зов (размером больше 2 нм), синтезированных из

адамантана и его производных при высоком стати-

ческом давлении [10, 11]. Заметим, что синтез из га-

логенированных углеводородов является бурно раз-

вивающимся направлением синтеза [12–16], которое

позволяет получать наноалмазы контролируемого в

широком диапазоне размера, начиная с 1 нм. Такие

наноалмазы являются перспективным материалом

для приложений в области биомедицины, квантовой

оптики и криптографии [17]. Фано-резонанс для об-

суждаемых наноалмазов проявляется в виде “окна

1)e-mail: mkondrin@hppi.troitsk.ru

пропускания” в районе 1330 см−1, т.е. в окрестности

рамановской моды алмаза. Напомним, что в чистом

алмазе рамановская мода является неактивной в ИК-

диапазоне. Природа Фано резонанса в наноалмазах

остается невыясненной. Было высказано предполо-

жение, что ИК поглощение рамановской модой в ал-

мазе связано с проводящими состояниями на поверх-

ности алмазных зерен. Появление этих состояний

остается до конца непонятым: предположительно,

эти состояния образуются из-за адсорбированной во-

ды/кислорода и др. (так называемый surface transfer

doping mechanism – легирование поверхностным за-

рядом [18–20]) на наводороженной поверхности на-

ноалмазов [10] или из-за реконструкции поверхности

наноалмазов [11]. В последнем случае, реконструк-

ция приводит к появлению на поверхности своего

рода трансполиацетилен-подобных фрагментов. Ра-

нее была установлена корреляция между электриче-

ской проводимостью образцов наноалмазов и Фано-

эффектом в ИК-поглощении. Было показано, что в

образцах наноалмазов размером 8 нм одновременно

присутствует как Фано-эффект, так и существенная

электрическая проводимость (ρ = 105−106 Омсм), в

то время как в наноалмазах размером менее 2 нм ни

Фано-эффект, ни проводимость не наблюдаются [11].
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Чтобы выяснить природу проводящих состояний, на-

ми были проведены in situ измерения ИК-спектров

отражения наноалмазов, на которых при комнатной

температуре наблюдался Фано-эффект, при нагре-

ве в инертной атмосфере (в потоке сухого N2) и на

воздухе. Результаты этих исследований приведены в

данном сообщении.

Фано-эффект заключается в когерентном взаимо-

действии оптически-активной (яркой) широкополос-

ной моды с узкой оптически-неактивной (темной) мо-

дой. За счет взаимодействия между модами темная

мода проявляется в оптических экспериментах в ка-

честве пика специфической несимметричной формы.

Хотя природа Фано-резонанса исключительно кван-

товая, возникающие эффекты могут быть смодели-

рованы с помощью двух классических связанных ос-

цилляторов, которые можно описать с помощью мат-

ричного уравнения [5, 9, 21, 22]:

(

ω − ω1 − iγ g

g ω − ω2

)

·
(

x1

x2

)

= i

(

f1

0

)

.

Здесь ω1 и ω2 – характерные частоты яркой и тем-

ной моды соответственно, γ – ширина яркой моды,

g – константа взаимодействия между яркой и тем-

ной модами. Размерность этих констант, как и ам-

плитуды движущей силы f1 и ее частоты ω даны в

энергетических единицах. Отклик системы xi – без-

размерный. Заметим, что движущая сила состоит из

одной компоненты f1, что указывает, что с внешним

полем непосредственно взаимодействует только один

осциллятор.

Решение этой системы выражается функцией:

‖x1‖2 =
‖f1‖2A(ω − ω0 + ΓF )2

(ω − ω0)2 + Γ2
, (1)

где A, Γ, F , ω0 – это функции зависящие, от частоты

ω:

F =
ω − ω1

γ
, (2)

Γ =
g2

γ(1 + F 2)
, (3)

ω0 = ω2 + ΓF, (4)

A =
1

γ2(1 + F 2)
. (5)

В то же время, вблизи частоты темной моды (бес-

конечно узкой в модели связанных осцилляторов)

эти функции можно приравнять константам, сделав

подстановку ω → ω2 в уравнении (2). Тогда уравне-

ние (1) приобретает характерный несимметричный

вид, описывающий Фано-профиль поглощения. Та-

ким образом получим, что параметр A – это ампли-

туда поглощения, Γ и ω0 – ширина и характерная час-

тота линии поглощения, а F (параметр Фано) – ко-

эффициент асимметрии этой линии. Типичный при-

мер такого профиля поглощения приведен на рис. 1.

В данном случае, с помощью этого профиля подгоня-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Подгонка экспериментальных

значений Фано-резонанса, наблюдаемого в наноалма-

зах размером 8 нм (ромб), теоретической зависимо-

стью, описываемой уравнением (1) с линейным некоге-

рентным фоном (красная сплошная кривая). Значения

нелинейных параметров подгонки показаны на рисун-

ке. Вставка: изображение наноалмазов исследованно-

го образца, полученное методом просвечивающей элек-

тронной микроскопии

ются экспериментальные данные поглощения в нано-

алмазах размером 8 нм, синтезированных из хлоро-

адамантана при высоком давлении. Необходимо от-

метить, что асимметрия профиля приводит к появ-

лению окна пропускания на частотах, выше харак-

терной частоты Фано-резонанса.

Следует сделать одно замечание по процедуре

подгонки, показанной на рис. 1. Нами была исполь-

зована формула (1) вместе с дополнительным неко-

герентным фоном, аппроксимируемым прямой лини-

ей. Как следует из формулы (1), коэффициент про-

порциональности A для линии поглощения должен

быть положительным. В процессе неконтролируемой

подгонки экспериментальных данных этот коэффи-

циент пропорциональности может оказаться отрица-

тельным. В этом случае следует “позаимствовать”
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дополнительную спектральную плотность из некоге-

рентного фона согласно формуле:

− (F +Ω)2

(1 + Ω2)
+ (1 + F 2) = F 2 (1/F − Ω)2

(1 + Ω2)
, (6)

где Ω = (ω−ω0)/Γ. Это означает, что амплитуда Фа-

но резонанса (равная −1) может быть конвертиро-

вана в положительное число (F 2) с одновременной

заменой Фано-параметра F → −1/F . Нужно отме-

тить, что в предыдущей нашей работе [11] эти сооб-

ражения не были учтены (амплитуда резонанса была

отрицательной), что привело к неправильному зна-

чению параметра Фано. Необходимые исправления

внесены на рис. 1 в параметр F .

2. Методика. ИК-исследования проводились в

лаборатории геохимии ИГЕМ РАН. В эксперимен-

тах использован образец наноалмаза с размером зе-

рен 8 нм (см. также [11]). Порошок наноалмаза нано-

сился на алюминиевое зеркало, помещенное в термо-

камеру Linkam THMSG600 [23], управляемую темпе-

ратурным контроллером T95 [24]. Сборка, состоящая

из фольги с насыпанным на нее образцом, сверху на-

крывалась прозрачным в ИК-диапазоне окном, сде-

ланным из BaF2, находящимся в тепловом контак-

те с нагревателем. Следовательно, нагрев образовав-

шейся полости был всесторонним и установившаяся

температура внутри нее была постоянной. Чтобы от-

калибровать значения этой температуры, был пред-

принят эксперимент по известному фазовому пере-

ходу с температурой 289 ◦С, который при условиях

нашего эксперимента был зарегистрирован в точке

288 ◦С. Таким образом, точность определения темпе-

ратуры была в пределах ±1 градуса. Это значение

находится в хорошем согласии с опубликованными

ранее [25] данными, полученными при измерениях

стандартных геологических образцов. ИК спектры

регистрировались в геометрии “на отражение” с по-

мощью ИК-микроскопа Lumos II; спектральное раз-

решение 2 см−1; количество сканов от 600 до 1000 (5–

10 мин). Эксперименты проводились как на воздухе

в диапазоне от 22 до 400 ◦С, так и в инертной атмо-

сфере при непрерывной продувке сухим N2 в диапа-

зоне от −80 до 380 ◦С; шаг по температуре от 20 до

50 ◦С. Спектры также регистрировались после цикла

нагрева. Заметной зависимости результатов от кон-

кретного режима нагрева не отмечено.

Для пошагового нагрева мы выбрали 8-нано-

метровые наноалмазы с наиболее простым и ярко

выраженным Фано-резонансом. Как было отмече-

но выше, на наноалмазах диаметром меньше 2 нм

Фано-эффект отсутствует, вместо него в этом диа-

пазоне длин волн наблюдается несколько пиков ИК-

поглощения [11]. В промежуточной области разме-

ров картина смешанная – присутствует сильно моду-

лированный пиками ИК-поглощения Фано-резонанс

[11]. Таким образом, оптимальными оказались наи-

более крупные из синтезированных наноалмазов.

3. Результаты. Экспериментальные спектры

ИК отражения, полученные в результате ступенча-

того нагрева, приведены на рис. 2, 3 в диапазоне тем-

ператур −80–400 ◦C. В высокотемпературной части

Рис. 2. (Цветной онлайн) ИК-спектры отражения об-

разца наноалмаза размером 8 нм, полученные при на-

греве в азотной атмосфере. Температура в ◦C приведе-

на рядом с соответствующей кривой. Подгонка Фано-

резонанса теоретической зависимостью описываемой

уравнением (1) с линейным некогерентным фоном по-

казана сплошными черными кривыми

этого диапазона наблюдалось полное исчезновение

Фано-резонанса. Помимо Фано-резонанса в районе

1300 см−1, при всех температурах наблюдается ИК-

поглощение на частотах ≈ 3000 см−1, обусловленное

валентными колебаниями C-H связей; других ярко

выраженных полос в наших образцах не наблюда-

лось. Наличие поверхностных С-Н групп обычно для
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Рис. 3. (Цветной онлайн) ИК-спектры отражения об-

разца наноалмаза размером 8нм, полученные при

нагреве на воздухе. Температура в ◦C приведена

рядом с соответствующей кривой. Подгонка Фано-

резонанса теоретической зависимостью, описываемой

уравнением (1) с линейным некогерентным фоном, по-

казана сплошными черными кривыми

наноалмазов. Отметим, что для наводороженных ал-

мазных пленок отмечалось необратимое разрушение

поверхности и исчезновение сопутствующего влия-

ния поверхностного заряда на электропроводность

при отжиге на воздухе до 230 ◦C [18]. Данный эф-

фект очевидным образом связан с разрушением фи-

зисорбированных молекул воды/кислорода, так как

при столь низких температурах отжига практически

не наблюдается потерь Н-содержащих поверхност-

ных групп [26]. В наших же экспериментах сброс тем-

пературы после отжига с 380–400 ◦C до комнатной

температуры как в инертной, так и воздушной атмо-

сферах приводил к полному восстановлению Фано-

эффекта. То, что Фано-эффект в наноалмазах “вы-

живает” после их продолжительного отжига на воз-

духе при 250 ◦C, было ранее установлено в результате

ex situ эксперимента [11].

Прежде чем перейти к обсуждению Фано-

эффекта на отожженных образцах, следует сделать

несколько замечаний по амплитуде спектров отра-

жения. Можно было бы предположить постоянство

коэффициента пропускания с точностью до неза-

висящей от температуры мультипликативной

константы. Однако в эксперименте было обнаруже-

но, что амплитуда C-H мод растет с температурой

(см. также [27]). Данное поведение может объяс-

няться вкладом излучательной способности образца

(emissivity), но также может частично объяснять-

ся изменением поверхности насыпанного образца

(перераспределение зерен и т.п.). Поэтому в нашей

работе экспериментальные данные отнормированы

на амплитуду C-H мод. Именно в таком масштабе и

приведены экспериментальные данные на рис. 2, 3.

В любом случае, изменение поправочного коэффи-

циент невелико и в исследуемой области температур

не превышает 2–3. Таким образом, для дальнейших

рассуждений с точностью до порядка величины этот

коэффициент существенной роли не играет.

Подгонка окна пропускания в левой части

рис. 2, 3 показана сплошными черными линиями.

Несмотря на значительное изменение формы и

амплитуды линии в области температур −80–300 ◦C

удается получить достаточно гладкое изменение

параметров подгонки согласно уравнению (1).

Некоторые из полученных параметров подгонки

приведены в табл. 1 и на рис. 4. При температуре

350 ◦C подгонка все еще возможна, но значения

параметров подгонки становятся нереалистичными;

при более высоких температурах аппроксимация

уже невозможна. На наш взгляд, это свидетельству-

ет об (обратимом) разрушении Фано-резонанса при

температурах выше 350◦.

Как следует из полученных данных, наиболее

сильно меняются значения Фано-параметра F (почти

на порядок) и A, Acorr (на полтора порядка). Харак-

терная частота ω0 и ширина линии Γ меняются срав-

нительно слабо. Возникает интересный вопрос – чему

в модели двух связанных осцилляторов соответству-

ет такое изменение экспериментальных параметров?

Заметим в этой связи, что хотя модель связанных

осцилляторов активно обсуждается в литературе, но

насколько нам известно, она ранее не применялась

для количественной интерпретации эксперименталь-

ных данных (что во многом связано с опечатками,

встречающихся в конечных формулах этой модели).

Как следует из уравнений (2)–(5), непосредствен-

но из нелинейных параметров подгонки (ω0, F , Γ),

полученных в абсолютных единицах, можно вычис-

лить только значение характеристической частоты
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Температурная зависимость

параметров наблюдаемого в эксперименте Фано-

резонанса (см. рис. 2, 3), полученных в результате под-

гонки уравнением (1). Сплошные красные линии схема-

тически указывают тенденцию изменения параметров.

Черные символы соответствуют данным, полученным

на воздухе, белые – в азотной атмосфере

темной моды ω2 (она приведена на верхнем графи-

ке рис. 5). Как видно из рис. 5, в диапазоне темпе-

ратур −80–200 ◦C эта частота с хорошей точностью

(± 10 см−1) совпадает с частотой рамановской моды

алмаза, что свидетельствует об участии рамановской

моды в появлении Фано-эффекта в наноалмазах.

В то же время, определение остальных парамет-

ров модели связано с получением температурной за-

висимости параметра γ (ширины яркой моды) из за-

висимости величины амплитуды Фано-резонанса A

(уравнение (5)). Как отмечалось ранее, эта зависи-

мость известна из экспериментальных данных с точ-

ностью до мультипликативной константы, и в каче-

стве амплитуды мы берем откорректированное с уче-

том амплитуды C-H колебаний значение Acorr. Тем

не менее, таким образом можно установить наиболее

сильное относительное изменение любого из пара-

метров модели. Эти параметры в условных единицах

приведены на рис. 5.

Как следует из рис. 5, наиболее сильно (почти в

25 раз) меняется значение разности частоты яркой

Таблица 1. Значения параметров Фано-резонанса, получен-
ных из подгонки экспериментальных данных, зарегистриро-
ванных при различных температурах T . A – амплитуда про-
пускания, Γ и ω0 – ширина и характерная частота линии по-
глощения, а F – Фано-параметр, Acorr – амплитуда пропуска-
ния, нормированная на амплитуду C-H мод (см. текст). Верх-
няя часть таблицы соответствует данным, полученным в азот-
ной атмосфере, нижняя – на воздухе

T ω0 F Γ A Acorr

◦C см−1 см−1

−80 1301.1 −0.457 28.4 0.006085 0.50716

−60 1298.9 −0.418 31.4 0.004372 0.54660

−25 1296.6 −0.419 29.4 0.004077 0.48777

22 1303.8 −0.344 36.6 0.010737 1.65199

150 1291.6 −0.911 46.4 0.002407 0.17193

200 1275.6 −1.545 38.4 0.001177 0.07362

250 1268.8 −2.310 47.0 0.000271 0.01170

300 1260.0 −4.666 45.4 0.000145 0.00608

25 1292.1 −0.393 21.7 0.005289 0.66112

50 1291.8 −0.355 29.6 0.003902 0.48778

100 1290.9 −0.658 27.3 0.005710 0.30054

150 1270.4 −1.767 32.2 0.001379 0.06571

200 1250.5 −7.124 36.4 0.000108 0.00387

300 1255.7 −5.982 46.3 0.000142 0.00475

и темной моды ω2 − ω1. Следующим по величине

изменения является константа взаимодействия меж-

ду яркой и темной модами g, меняющаяся почти в

8 раз. Таким образом, напрашивается вывод, что ос-

новным фактором приводящем к изменению формы

Фано-резонанса с ростом температуры является из-

менение частоты яркой моды. Из-за большой шири-

ны этой моды установить ее местоположение в экс-

перименте не представляется возможным. В то же

время изменение параметра расстройки частот яр-

кой и темной моды ω2 − ω1 влияет на их параметр

взаимодействия g.

Несколько слов следует сказать об абсолютном

значении частоты яркой моды. По всей видимости,

она незначительно отличается от частоты темной мо-

ды (которая, как было установлено выше, близка к

частоте рамановской моды). Это вывод можно сде-

лать из малого значения Фано-параметра, наблюда-

емого в эксперименте. Следует также заметить, что

на наноалмазах большего размера (порядка 30 нм)

параметр расстройки ω2 − ω1 практически нулевой

[10], что приводит к значению параметра Фано F ,

близкому к нулю и практически симметричному ок-

ну пропускания, наблюдаемому в эксперименте.

4. Выводы. В первую очередь, мы должны от-

метить впервые обнаруженную перестройку в широ-

ких пределах Фано-резонанса в наноалмазах (Фано-

параметр меняется почти на порядок), вызванному
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Температурная зависимость

параметров модели двух связанных осцилляторов. ω2 –

абсолютное значение частоты темной моды (прерыви-

стая прямая на графике обозначает частоту раманов-

ской моды алмаза); ω1 −ω2 частота расстройки между

яркой и темной модами; γ – ширина яркой моды; g –

константа взаимодействия между яркой и темной мо-

дами. Сплошные красные линии схематически указы-

вают тенденцию изменения параметров. Черные сим-

волы соответствуют данным, полученным на воздухе,

белые – в азотной атмосфере

изменением температуры. При этом отжиг наноал-

мазов, полученных из хлороадамантана при высоком

давлении, приводит к подавлению Фано-эффекта

при температурах выше 350 ◦C. В то же время по-

нижение температуры до комнатной в азотной атмо-

сфере приводит к обратимому восстановлению это-

го эффекта. Для изученных образцов подобное по-

ведение позволяет считать маловероятным эффект

легирования поверхностным зарядом как движуще-

го фактора, приводящего к возникновению Фано-

резонанса. Исследование параметров Фано-эффекта

приводит к заключению, что наиболее сильное вли-

яние на изменение формы Фано-резонанса оказыва-

ет параметр расстройки (разница частот между тем-

ной и ИК-активной модами), который меняется более

чем на порядок в исследованной области темпера-

тур. При этом по абсолютной величине частота тем-

ной моды в области температур до 200 ◦C с хорошей

точностью совпадает с частотой рамановской моды

алмаза.

Мы благодарим Российский фонд фундаменталь-

ных исследований за финансовую поддержку (грант

# 20-52-26017) и Степана Стехлика (Dr. Stepan

Stehlik) за содержательную дискуссию.
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Измерены двумерные диаграммы направленности терагерцового излучения, генерируемого в плазме

лазерного филамента, в различных диапазонах терагерцового спектра. Показано, что в низкочастотной

области 0.1–0.5 ТГц излучение распространяется в конус с минимумом на оси. На бо́льших частотах

∼1ТГц диаграмма направленности терагерцового излучения существенно зависит от поляризации ла-

зерного импульса. Так, при линейной поляризации осевая симметрия картины нарушается: излучение

распространяется в два максимума, расположенных на оси, перпендикулярной направлению поляриза-

ции лазерного излучения, а в случае циркулярной поляризации осесимметричный характер распределе-

ния терагерцового излучения сохраняется.

DOI: 10.31857/S1234567822110040, EDN: ilgeiv

Терагерцовое излучение плазменных каналов [1],

формирующихся при филаментации фемтосекунд-

ных лазерных импульсов [2, 3] в воздухе, изучает-

ся с середины 1990-х гг. Во многих работах сообща-

лось, что терагерцовое излучение плазменных ка-

налов одноцветного филамента распространяется в

конус с минимумом на оси [4, 5]. В указанных экс-

периментальных исследованиях применялись суще-

ственно разные методики измерения: узкополосный

гетеродинный детектор, чувствительный к частоте

около 0.1 ТГц [4] и болометр с рабочим диапазоном

частот от 0.1 до 3 ТГц [5]. Совершенно иначе выгля-

дит угловое распределение терагерцового излучения,

полученное в работах [6, 7], – оно представляет собой

два максимума, расположенных на вертикальной оси

при горизонтальной поляризации импульса накачки.

Во многих работах по отдельности рассматривались

и спектр терагерцового излучения [8], или его диа-

грамма направленности [4]. Однако угловое распре-

деление отдельных спектральных компонент изучено

сравнительно мало [9]. Поэтому целью нашей работы

стало измерение разрешенных по спектру двумерных

распределений терагерцового излучения.

Эксперименты проводились на титан-сапфировой

лазерной системе с центральной длиной волны

740 нм (Авеста). Длительность импульсов составля-

1)e-mail: rizaev@lebedev.ru

ла 90 фс, диаметр лазерного пучка – 8 мм FWe−1M.

На выходе лазерной системы излучение имело

горизонтальную поляризацию. Поворот плоскости

поляризации осуществлялся с помощью полувол-

новой пластинки, преобразование поляризации

в круговую (эллиптичную) – с использованием

четвертьволновой пластинки. Для симметриза-

ции пучок проходил через диафрагму диаметром

6 мм, затем направлялся на сферическое зеркало с

фокусным расстоянием 50 см, что соответствует чис-

ловой апертуре NA= 0.006. Энергия импульса после

диафрагмы составляла 1.5 мДж. В области филамен-

тации в воздухе формировался плазменный канал,

являвшийся источником терагерцового излучения,

которое регистрировалось сверхпроводниковым

NbN болометром (Сконтел) с рабочим диапазоном

от 0.1 до 6 ТГц. Перед входным окном болометра

размещалась тефлоновая пластина толщиной 3 мм,

отсекающая оптическое излучение, и узкополосные

терагерцовые фильтры для регистрации сигнала в

определенных спектральных диапазонах [9, 10].

Для регистрации двумерных угловых распреде-

лений терагерцового излучения THz независимо из-

менялись два угла (см. рис. 1). Горизонтальный угол

HA варьировался вращением поворотного столика,

на котором был установлен болометр B, в плоско-

сти оптического стола вокруг оси, проходящей че-

рез фокус. Изменение вертикального угла VA до-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема эксперимента. Крас-

ным показано распространение лазерного пучка, оран-

жевым – область филаментации. MP и MS – плоское

поворотное и сферическое фокусирующее зеркала; HA

и VA – горизонтальный и вертикальный углы; B – бо-

лометр; THz – терагерцовое излучение; f – положение

геометрического фокуса. Белыми прямыми показаны

оптическая ось лазерного пучка при нулевых углах HA

и VA, ее проекция на оптический стол, а также проек-

ция на оптический стол прямой, соединяющей фокус f

и входное окно болометра

стигалось вращением оптической оси лазерного пуч-

ка вокруг фокуса: фокусирующее зеркало перемеща-

лось по вертикальной оси, поворотное плоское зер-

кало MP и фокусирующее сферическое зеркало MS

переюстировались, чтобы вернуть фокус f лазерно-

го пучка в прежнее положение. Оптическая схема

обеспечивала минимальный угол падения на сфери-

ческое зеркало в целях уменьшения наведенного им

астигматизма.

До начала экспериментов по регистрации тера-

герцового излучения мы убедились, что в наших

условиях при энергии импульса 1.5 мДж образуется

одиночный плазменный канал. Для этого в области

филаментации помещался кварцевый клин, изобра-

жение распределения плотности энергии лазерного

пучка на котором с помощью линзы переносилось

на ПЗС-матрицу. Поперечные профили снимались

с шагом 1 см вдоль оси распространения пучка. На

протяжении около 3 см перед геометрическим фоку-

сом в поперечном сечении наблюдался яркий фила-

мент, окруженный низкоинтенсивным резервуаром,

что свидетельствовало о существовании одиночного

плазменного канала.

В ходе экспериментов были получены угловые

распределения терагерцового излучения на частотах

0.1, 0.3, 0.5, 1 ТГц. Так, на рис. 2 показано распре-

деление терагерцового излучения на 0.3 ТГц. Изме-

ренное распределение на частотах 0.1–0.5 ТГц име-

ло кольцевую структуру, т.е. терагерцовое излуче-

ние распространялось в конус с минимумом на оси,

Рис. 2. (Цветной онлайн) Нормированное угловое

распределение терагерцового излучения на частоте

0.3ТГц

что полностью соответствует ранее наблюдавшейся

картине [4, 5]. Несмотря на существование одиночно-

го плазменного канала, распределение терагерцового

излучения было неоднородно и обладало локальны-

ми минимумами и максимумами.

В отличие от низкочастотных компонент терагер-

цового излучения, в области 1 ТГц излучение име-

ло два ярко выраженных максимума (рис. 3а), рас-

полагающихся на вертикальной оси, что согласуется

с результатами работ [6, 7]. Как и в этих работах,

представленные на рис. 2 и 3a результаты получены

при горизонтальной поляризации лазерного пучка.

При повороте поляризации лазерного пучка на 90◦

распределение терагерцового излучения на частоте

1 ТГц поворачивается вслед за ней (ср. рис. 3a, b), а

при эллиптической поляризации накачки (соотноше-

ние осей эллипса 0.6) приобретает кольцевую струк-

туру (рис. 3c).

К настоящему времени разработан ряд моделей

терагерцовой генерации одноцветным филаментом.

Работы [11, 12], в которых нелинейным механизмом

терагерцовой генерации полагались световое давле-

ние [11] либо пондеромоторная сила [12], предсказы-

вают осесимметричное угловое распределение тера-

герцового излучения на всех частотах независимо от

поляризации оптического импульса накачки. В моде-

лировании [13], проведенном в условиях эксперимен-

та [6, 7], удалось получить модулированную кольце-

вую структуру в двумерном распределении плотно-

сти энергии терагерцового излучения одноцветного

филамента. Максимумы плотности энергии в [13] бы-

ли расположены на прямой, перпендикулярной поля-

ризации фемтосекундной накачки. Однако в числен-

ном моделировании [13] модуляция кольцевой струк-

туры составляла всего ∼ 20 %, тогда как провал меж-

ду лепестками в работах [6, 7] и наших эксперимен-

тах на частотах ∼ 1 ТГц существенно глубже. Тем са-

мым, современные модели генерации терагерцового
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Нормированное угловое распределение излучения на частоте 1ТГц, полученное для гори-

зонтальной (а), вертикальной (b) и эллиптической (с) поляризации лазерного пучка. Белым показана поляризация

лазерного импульса

излучения одноцветным филаментом не воспроизво-

дят зарегистрированные нами его двумерные угло-

вые распределения.

Таким образом, в нашей работе были впервые

экспериментально исследованы двумерные угловые

распределения излучения в различных диапазонах

терагерцового спектра. Показано, что характер рас-

пределений качественным образом меняется при пе-

реходе от низкочастотной части терагерцового спек-

тра к высокочастотной. Если излучение с частотой

0.1–0.5 ТГц имеет коническую диаграмму направлен-

ности с минимумом на оси независимо от поляри-

зации фемтосекундного импульса, то при переходе

к частотам ∼1 ТГц в диаграмме направленности на-

блюдаются два ярко выраженных максимума на пря-

мой, перпендикулярной плоскости поляризации ли-

нейно поляризованного лазерного излучения. При

переходе к циркулярной поляризации излучение в

дальней зоне распространяется в виде полого конуса,

подобно наблюдавшемуся на более низких частотах.

Полученные нами результаты могут прояснить

видимое несоответствие диаграмм направленности

терагерцового излучения одноцветного филамента,

зарегистрированных в работах [4] и [6]. В экспери-

ментах [4] измерялись угловые распределения низ-

кочастотной (∼ 0.1 ТГц) компоненты электромагнит-

ного излучения, и терагерцовое излучения имело ко-

ническую диаграмму направленности. В работе [6]

регистрация осуществлялась без какой-либо спек-

тральной селекции, однако независимые измерения

спектра терагерцового излучения, приведенные в

этой работе, показали, что он достигает максимума

на частоте около 1 ТГц. Тем самым, диаграммы на-

правленности (имеющие вид двух максимумов, рас-

положенных на прямой, перпендикулярной поляри-

зации оптической накачки) измерены в [6] для из-

лучения, спектр которого лежит в окрестности этой

частоты. Рассмотренные выше два типа угловых рас-

пределений терагерцового излучения одноцветного

филамента разумно соответствуют зарегистрирован-

ным в данной работе на низких и высоких частотах.
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На основе спектроскопических данных о молекулах 235UF6 и 238UF6, о частотах генерации CF4- и

пара-H2-лазеров, а также результатов недавних исследований предложен метод увеличения эффектив-

ности изотопно-селективной лазерной ИК диссоциации молекул 235UF6 в неравновесных термодинами-

ческих условиях скачка уплотнения. Метод основан на использовании двух процессов: 1) резонансного

многофотонного возбуждения молекул 235UF6 в колебательные состояния 3ν3 или 2ν3 бихроматическим

ИК излучением двух CF4- или пара-H2-лазеров и 2) облучения молекул с резонансно поглощающим

излучение указанных лазеров сенсибилизатором – молекулами SF6. Описана суть метода, приведены

схемы и параметры для изотопно-селективной диссоциации молекул 235UF6 предложенным способом.
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1. Введение. В последнее время проводится

много исследований, посвященных молекулярному

лазерному разделению изотопов (МЛРИ, MLIS –

molecular laser isotope separation) [1–23]. Основная

цель многих исследований – разработка методов раз-

деления изотопов урана с использованием молекул

UF6 [1–7, 10–22]. Большинство выполнявшихся в ря-

де стран (в США, Германии, Англии, Франции, Япо-

нии, Австралии) в конце прошлого века проектов

по лазерному разделению изотопов урана было за-

крыто. Вместе с тем исследования по МЛРИ урана

проводятся во многих странах и в настоящее время

[1–7, 20–22]. Ожидается, что с использованием лазе-

ров можно разработать более экономичную и эффек-

тивную, чем центрифугирование, технологию обога-

щения урана – лазерную технологию. Сегодня иссле-

дования направлены главным образом на разработ-

ку низкоэнергетических методов МЛРИ [1–3, 10–22],

а также альтернативных им методов [2, 3, 13, 24, 25].

Важными проблемами при лазерном разделении

изотопов урана с использованием молекул UF6 яв-

ляются: 1) малая величина изотопического сдвига в

спектрах ИК поглощения возбуждаемых лазером ко-

лебаний ν3 молекул 235UF6 и 238UF6 и 2) отсутствие

мощных и эффективных лазерных источников для

изотопно-селективного колебательного возбуждения

и диссоциации молекул UF6. Изотопический сдвиг в

1)e-mail: gmakarov@isan.troitsk.ru

колебании ν3 (≈ 627.7 см−1 [26]) для молекул 235UF6

и 238UF6 составляет ∆νis ≈ 0.604 см−1 [26]. Из-за ма-

лой величины изотопического сдвига и сравнитель-

но большой ширины (около 20 см−1) полосы ИК по-

глощения молекул при комнатной температуре [2, 27]

реализовать изотопно-селективную ИК диссоциацию

молекул UF6 возможно лишь при низкой температу-

ре газа, когда полосы ИК поглощения молекул UF6

с разной изотопической модификацией значительно

уже [1, 2, 27].

Для выполнения проектов по МЛРИ урана мето-

дом изотопно-селективной ИК многофотонной дис-

социации (МФД) молекул UF6 были разработаны

два источника перестраиваемого по частоте излуче-

ния в области 16 мкм. Это – оптически накачива-

емый мощным излучением СО2-лазера молекуляр-

ный CF4-лазер [28, 29] и источник излучения, осно-

ванный на смещении частоты излучения СО2-лазера

в область 16 мкм за счет стимулированного комбина-

ционного (рамановского) рассеяния света на враща-

тельных переходах молекул пара-водорода, – пара-

H2-лазер [30, 31]. По многим параметрам эти лазеры

удовлетворяют требованиям, которые предъявляют-

ся к работе на крупномасштабных установках [2]. Од-

нако существенными недостатками как CF4-лазера,

так и пара-H2-лазера применительно к разделению

изотопов урана являются дискретность перестройки

частоты излучения указанных лазеров и отсутствие

сильных и перестраиваемых линий генерации в обла-
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сти Q-ветви колебания ν3 молекул 235UF6 (в области

628.32 см−1 [26]).

В качестве возможного подхода к МЛРИ урана

рассматривается метод изотопно-селективного

возбуждения состояния 3ν3 молекул 235UF6

(≈ 1877.5 см−1 [32]), в котором изотопический

сдвиг составляет около 1.81 см−1 [26], излучением

CO-лазера [33–36]. В этом подходе использовалась

химическая реакция колебательно-возбужденных

молекул UF6 с молекулами HCl [33, 34]. Разделение

изотопов урана происходит за счет различия в

скоростях реакции колебательно-возбужденных и

невозбужденных молекул UF6 с молекулами HCl.

Для этого подхода создаются мощные СО-лазеры

[35, 36], генерирующие в области 5.3 мкм, кото-

рые планируется использовать для возбуждения

молекул 235UF6. Однако эффективное возбужде-

ние состояний 3ν3 молекул UF6 ИК излучением

c длиной волны ≈ 5.3 мкм проблематично из-за

слабого поглощения молекул UF6 на колебательном

переходе 0ν3 → 3ν3. Интегральное поглощение

обертонной полосы 0ν3 → 3ν3 молекул UF6 более

чем на четыре порядка (примерно в 1.8 × 104 раз)

меньше интегрального поглощения основной полосы

0ν3 → 1ν3 UF6 [32]. Поэтому поиск альтернативных

схем изотопно-селективного возбуждения и дис-

социации молекул 235UF6 представляется весьма

важным и актуальным. В данной работе предла-

гается новый метод для реализации эффективной

изотопно-селективной лазерной ИК диссоциации

молекул 235UF6.

2. Основы метода. Предлагаемый метод осно-

ван на использовании процесса резонансного трех-

или двухфотонного возбуждения молекул 235UF6 в

колебательные состояния 3ν3 или 2ν3 бихроматиче-

ским ИК излучением двух импульсных CF4- или

пара-H2-лазеров [18, 19] и облучения возбужденных

молекул 235UF6 с резонансно поглощающим излу-

чение этих лазеров сенсибилизатором – молекула-

ми SF6 [16, 17, 23]. Кроме того, возбуждение моле-

кул предлагается проводить в неравновесных термо-

динамических условиях скачка уплотнения, форми-

рующегося перед твердой поверхностью при падении

на нее интенсивного сверхзвукового газодинамиче-

ски охлажденного молекулярного потока [1, 2, 24, 25].

В работах [37, 38] было показано, что за счет ре-

зонансного двух- [37] и трехчастотного [38] возбуж-

дения молекул SF6, охлажденных в газодинамиче-

ской струе, импульсами излучения СО2-лазера мож-

но эффективно заселять высокие колебательные со-

стояния 2ν3 и 3ν3 молекул SF6. А в недавних работах

[16, 23] продемонстрирована возможность сильного

увеличения выхода диссоциации молекул CF2HCl

при их облучении в скачке уплотнения с резонансно

поглощающим излучение лазера сенсибилизатором –

молекулами CF3Br. Установлено, что указанные вы-

ше процессы применимы также к другим молекулам

[16, 23, 37], включая молекулы UF6. Именно эти про-

цессы и положены в основу предлагаемого нами ме-

тода, реализуемого в неравновесных термодинамиче-

ских условиях скачка уплотнения.

Для формирования молекулярного потока

предполагается использовать смесь молекул

UF6/SF6/CH4 при соотношении давлений при-

мерно 1/3/10 [39]. Молекулы SF6 используются как

сенсибилизаторы, а молекулы CH4 – как акцепторы

атомов фтора, образующихся при диссоциации

молекул UF6 и SF6. При указанном соотношении

давлений используемых газов колебательная тем-

пература молекул UF6 (а также молекул SF6) в

падающем на поверхность потоке, а также в скачке

уплотнения будет составлять Tvib ≤ 100K [27, 39].

При такой колебательной температуре заселенность

основного колебательного состояния молекул UF6

составляет около 50 % [2, 27], и молекулы UF6 имеют

сравнительно узкие (≈ 7–8 см−1 на полувысоте)

полосы ИК поглощения [39].

Используемые в качестве сенсибилизатора моле-

кулы SF6 резонансно возбуждаются теми же лазер-

ными импульсами, что и молекулы 235UF6. Частота

колебания моды ν4 молекул SF6 (≈ 615 см−1 [40, 41])

находится в очень хорошем резонансе с высоко-

лежащими переходами колебательно-возбужденных

молекул 235UF6. Это обеспечивает эффективную пе-

редачу энергии от возбужденных CF4- или пара-

H2-лазерами молекул SF6 к колебательно возбуж-

денным молекулам 235UF6. В результате реализует-

ся эффективная изотопно-селективная диссоциация

молекул 235UF6 за счет радиационных и столкнови-

тельных процессов возбуждения [16, 17, 23].

Отметим, что молекулы SF6 в качестве сенсиби-

лизаторов для возбуждения и диссоциации молекул

UF6 использовались во многих работах (см., напри-

мер, работы [2, 42] и приведенные там ссылки). Од-

нако в них молекулы SF6 использовались для пред-

варительного накопления колебательной энергии в

результате их возбуждения импульсным излучением

СО2-лазера. Молекулы SF6 имеют интенсивную по-

лосу поглощения в области 10.6 мкм (колебание ν3,

частота ≈ 948 см−1 [43]). В последующем запасенная

молекулами SF6 энергия через моду ν4, резонанс-

ную с модой ν3 молекул UF6, передавалась послед-

ним, что приводило к их возбуждению и диссоциации

[2, 42].
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В отличие от этого, в предлагаемом нами методе

молекулы сенсибилизатора и молекулы 235UF6 долж-

ны возбуждаться резонансным излучением CF4- или

пара-H2-лазеров одновременно, что приводит к су-

щественному увеличению эффективности диссоци-

ации молекул 235UF6 [16, 17, 23]. Поскольку энер-

гия диссоциации молекул UF6 (≈ 68 ккал/моль [44])

намного меньше энергии диссоциации молекул SF6

(≈ 92 ккал/моль [45]), в процессе облучения смеси

диссоциация молекул UF6 будет происходить при

значительно меньшей колебательной температуре,

чем диссоциация молекул SF6. В результате, при

небольшой плотности энергии возбуждающего ла-

зерного излучения (Φ ≤ 1.5−2Дж/см2) могут реа-

лизоваться условия, когда молекулы UF6 будут дис-

социировать, в то время как молекулы SF6 не будут

подвергаться диссоциации [16, 17, 23].

В газодинамически охлажденном молекулярном

потоке для поступательной, вращательной и колеба-

тельной температур многоатомных молекул реали-

зуются [46] условия: T1,tr ≤ T1,rot ≤ T1,vib. В скачке

уплотнения [47], из-за разницы в скоростях посту-

пательной, вращательной и колебательной релакса-

ций [48], реализуются обратные неравновесные усло-

вия, а именно: T2,tr ≥ T2,rot ≥ T2,vib [1, 2, 24]. Чис-

лами 1 и 2 в нижних индексах обозначены темпера-

туры молекул соответственно в падающем потоке и

в скачке уплотнения. При этом из-за большого вре-

мени колебательно-поступательной релаксации мо-

лекул (например, для SF6 pτV-T ≈ 150мкс · торр [49],

для UF6 pτV-T ≈ 32мкс · торр [50]), колебательная

температура молекул в скачке уплотнения в слу-

чае использования импульсного потока разреженно-

го газа может практически не отличаться от коле-

бательной температуры молекул в падающем потоке

(T2,vib ≈ T1,vib), в то время как поступательная и

вращательная температуры молекул в скачке уплот-

нения значительно выше, чем в невозмущенном по-

токе: T2,tr > T1,tr и T2,rot > T1,rot. Таким образом, в

скачке уплотнения создаются новые неравновесные

условия, которые характеризуются тем, что колеба-

тельная температура молекул существенно меньше

поступательной и вращательной температур.

Для резонансного возбуждения колебательных

состояний 2ν3 и 3ν3 молекул 235UF6 излучением двух

импульсных ИК лазеров необходимо [51], чтобы вы-

полнялись соответственно следующие соотношения

между частотами ν1L и ν2L излучения используемых

лазеров и частотой ν3 возбуждаемого колебания мо-

лекул 235UF6:
ν1L + ν2L = 2ν3, (1)

2ν1L + ν2L = 3ν3. (2)

С использованием двух или трех лазеров, имею-

щих разные частоты излучения, сравнительно лег-

ко обеспечить резонансные условия для возбужде-

ния высоких колебательных уровней молекул. Осо-

бенно просто это реализовать в условиях, когда ис-

пользуются лазеры высокого давления с плавной пе-

рестройкой частоты излучения. Необходимым усло-

вием для реализации таких экспериментов является

точное знание частот (энергий) высоких колебатель-

ных уровней исследуемых молекул. Для молекул SF6

[52] и UF6 [53] такие данные были получены иссле-

дователями Лос-Аламосской научной лаборатории в

ходе выполнения проектов по молекулярному лазер-

ному разделению изотопов урана.

Преимущества процесса облучения молекул
235UF6 с резонансно поглощающим излучение

лазера сенсибилизатором SF6 для увеличения эф-

фективности их диссоциации поясняются рис. 1. На

Рис. 1. (Цветной онлайн) Полоса ИК поглощения коле-

бания ν4 молекул SF6 при температуре T = 213K [54]

и полоса ИК поглощения колебания ν3 молекул UF6,

охлажденных в сверхзвуковой газодинамической струе

в смеси с аргоном при температуре T ≤ 130K [39]. Вер-

тикальными стрелками показаны частотные положе-

ния линий генерации CF4-лазера, на которых предпо-

лагается возбуждать молекулы 235UF6 в состояние 3ν3
F1 (1877.41 см−1). Горизонтальными стрелками показа-

но направление смещения полос поглощения молекул

UF6 и SF6 в низкочастотную область при их колеба-

тельном возбуждении

нем показаны полоса ИК поглощения колебания ν4
(частота 615 см−1 [41, 54]) резонансно поглощающих

излучение CF4-лазера молекул SF6 при температуре

T = 213K [54] и полоса ИК поглощения колебания

ν3 (≈ 627.72 см−1 [26]) молекул UF6, охлажденных

в сверхзвуковой газодинамической струе в смеси с

аргоном при температуре T ≤ 130K [39]. На ри-

сунке 1 вертикальными стрелками показаны также
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частотные положения линий генерации CF4-лазера

(частоты – 618.2 см−1 и 640.9 см−1), на которых

предполагается возбуждать молекулы 235UF6 в

состояние 3ν3 F1 (1877.41 см−1) (см. ниже). Го-

ризонтальными стрелками показано направление

смещения полос поглощения молекул UF6 и SF6

в низкочастотную область при их колебательном

возбуждении.

Резонансное возбуждение молекул 235UF6 в

колебательные состояния 2ν3 и 3ν3 бихроматиче-

ским лазерным ИК излучением приводит из-за

ангармонизма колебаний к смещению их полос

ИК поглощения в низкочастотную область, совпа-

дающую с полосой ИК поглощения колебания ν4
молекул SF6. В результате этого для колебательно-

возбужденных молекул 235UF6 и молекул SF6

реализуется процесс эффективного резонансного

радиационно-столкновительного возбуждения моле-

кул [16, 17, 23, 42]. Возбужденные лазером молекулы

SF6 за счет процесса колебательно-колебательного

V−V обмена энергией передают поглощенную

энергию молекулам 235UF6, приводя к увеличению

их выхода диссоциации. Поскольку процесс V−V
обмена энергией между молекулами происходит в

условиях малых частотных отстроек между колеба-

тельными переходами молекул SF6 и UF6, передача

энергии между молекулами очень эффективна

[42, 55]. Этому способствуют также сравнительно

большая плотность частиц в скачке уплотнения

[≈ (5−7) × 1016 [23, 24]] и высокая колебательная

и вращательная температуры молекул (≥ 550 K

[23, 24]).

3. Схемы и параметры резонансного воз-

буждения состояний 2ν3 и 3ν3 молекул 235UF6.

Состояния 2ν3 и 3ν3 молекул 235UF6 нами вычисля-

лись с учетом изотопического сдвига в полосе погло-

щения колебания ν3 для 235UF6 и 238UF6 (∆νis =

= 0.604 см−1 [26]). В состоянии 2ν3 изотопическое

смещение считалось равным 1.21 см−1, а в состоянии

3ν3 – 1.81 см−1. Уровни энергии 2ν3 и 3ν3 молекул
235UF6 смещались в сторону более высоких энергий

на указанные величины. С использованием двух ИК

лазеров можно осуществить эффективное изотопно-

селективное возбуждение колебательных состояний

как 2ν3, так и 3ν3
235UF6 и 238UF6 [18, 19]. Мы рас-

смотрим возбуждение только тех состояний 2ν3 и

3ν3
235UF6, через которые возможно резонансное воз-

буждение молекул теми же лазерными импульсами

в более высокие колебательные состояния 4ν3 и 6ν3
235UF6.

На рисунке 2а приведена схема возбужде-

ния колебательного состояния 3ν3 F1 молекул

Рис. 2. (а) – Схема резонансного трехфотонного би-

хроматического возбуждения колебательного состоя-

ния 3ν3 F1 молекул 235UF6 (1877.41 см−1 [53]) излучени-

ем двух CF4-лазеров. (b) – Частотное положение линий

генерации CF4-лазеров для возбуждения состояния 3ν3
F1

235UF6 (сплошные стрелки) относительно Q-ветвей

колебания ν3 молекул 238UF6 и 235UF6 в газодинамиче-

ски охлажденном молекулярном потоке при темпера-

туре T ≤ 50−70K [27]. Частотное положение линий ге-

нерации пара-H2-лазеров для возбуждения состояния

3ν3 F1
235UF6 показано пунктирными стрелками

235UF6 (1877.41 см−1 [53]) излучением двух CF4-

лазеров, работающих соответственно на частотах

νL1 ≈ 618.2 см−1 и νL2 ≈ 640.9 см−1. Трехфотонное

бихроматическое возбуждение указанного уровня
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Таблица 1. Схемы резонансного двух-фотонного бихроматического возбуждения колебательных состояний 2ν3 молекул 235UF6

ИК излучением двух CF4-лазеров (схемы 1 и 2) и двух пара-H2-лазеров (схемы 3 и 4). При стимулированном комбинационном
рассеянии на вращательных уровнях пара-водорода частота генерации CO2-лазера уменьшается на величину 354.33 см−1 [30]

Частота Линия и Частота Линия и Частотная Частотные

Возбуждаемое CF4- частота CF4- частота отстройка в отстройка в

Схема состояние и его /пара-Н2- CO2- /пара-Н2- CO2- конечном ближайшие

частота, лазера лазера-1 лазера лазера-2 состоянии 2ν3, резонансные

см−1 νL1 накачки, νL2, накачки, ∆νfin = 2ν3− состояния

см−1 см−1 см−1 см−1 (νL1 + νL2), 4ν3,

см−1 см−1

1 2ν3 A1 (1254.30) 612.2 9R (14), 642.4 9P (4), −0.30 +0.09 – A1

1074.65 1060.57 −0.18 – E

2 2ν3 F2 (1256.87) 615.1 9R (12), 641.9 9R (18), −0.13 −0.16 – F2

1073.28 1077.30

3 2ν3 E (1254.05) 621.63 10R (20), 632.27 10R (38), +0.15 −0.51 – A1

975.93 986.57

4 2ν3 E (1254.05) 622.91 10R (22), 631.19 10R (36), −0.05 −0.12 – A1

977.21 985.49

Таблица 2. Схемы резонансного бихроматического возбуждения колебательных состояний 3ν3 молекул 235UF6 ИК излучением
двух CF4-лазеров (схемы 1 и 2) и двух пара-H2-лазеров (схемы 3 и 4)

Частота Линия и Частота Линия и Частотная Частотные

Возбуждаемое CF4- частота CF4- частота отстройка в отстройка в

Схема состояние и его /пара-Н2- CO2- /пара-Н2- CO2- конечном ближайшие

частота, лазера лазера-1 лазера лазера-2 состоянии 3ν3, резонансные

см−1 νL1 накачки, νL2, накачки, ∆νfin = 3ν3− состояния

см−1 см−1 см−1 см−1 (2νL1 + νL2), 6ν3,

см−1 см−1

1 3ν3 F1 (1877.41) 618.2× 2 9R (10), 640.9 9R (16), +0.11 −0.06 – A1

1071.90 1075.99 −0.16 – E

2 3ν3 F2 (1882.78) 615.1× 2 9R (12), 652.2 9P (10), +0.38 +0.12 – A1

1073.28 1055.63

3 3ν3 F1 (1877.41) 621.60 × 2 10R (20), 634.32 10R (42), −0.11 −0.5 – A1

975.93 988.65

4 3ν3 F2 (1882.79) 631.16 × 2 10R (36), 620.29 10R (18), +0.18 −0.3 – A1

985.49 974.62

3ν3 F1 реализуется с отстройкой по конечному со-

стоянию ∆νfin ≈ 0.11 см−1 (2νL1+ νL2 = 1877.3 см−1).

На рисунке 2b показано (сплошными стрелками)

для данного конкретного примера частотное поло-

жение линий генерации CF4-лазеров относительно

Q-ветвей колебания ν3 молекул 238UF6 и 235UF6

в газодинамически охлажденном молекулярном

потоке при температуре T ≤ 50−70K [27]. Частот-

ное положение линий генерации пара-H2-лазеров

для возбуждения состояния 3ν3 F1
235UF6 по-

казано пунктирными стрелками. Отметим, что

при выборе схем для резонансного возбуждения

молекул нами учитывались только наиболее интен-

сивные линии излучения CF4-лазеров [56], а также

пара-H2-лазеров. Частоты генерации лазеров ни в

отдельности, ни попарно не находятся в резонансе с

низколежащими переходами молекул UF6.

В таблице 1 приведены предлагаемые нами воз-

можные схемы резонансного двухфотонного бихро-

матического возбуждения колебательных состояний

2ν3
235UF6 ИК излучением двух CF4-лазеров и двух

пара-H2-лазеров, а в табл. 2 – схемы резонансного

трехфотонного бихроматического возбуждения ко-

лебательных состояний 3ν3
235UF6 ИК излучением

двух CF4-лазеров и двух пара-H2-лазеров. Как вид-

но из табл. 1 и 2, при использовании обоих типов

лазеров можно осуществить резонансное возбужде-

ние состояний 2ν3 и 3ν3
235UF6 с небольшой частот-

ной отстройкой по конечному состоянию, что способ-

ствует достижению высокой селективности процесса

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022



708 Г. Н. Макаров

возбуждения молекул 235UF6. Для всех приведенных

в табл. 1 и 2 схем возбуждения состояний 2ν3 и 3ν3
235UF6 реализуется возможность резонансного засе-

ления теми же лазерными импульсами состояний 4ν3
и 6ν3

235UF6. Реализация такой возможности являет-

ся полезным фактором, поскольку при этом происхо-

дит [57] более эффективное возбуждение молекул в

высокие колебательные состояния и последующая их

диссоциация. Условия для оптимального изотопно-

селективного заселения состояний 2ν3 и 3ν3 молекул
235UF6 и 238UF6 обсуждаются в работе [19].

4. Заключение. Предложен метод увеличения

эффективности изотопно-селективной лазерной ИК

диссоциации молекул 235UF6 в неравновесных усло-

виях скачка уплотнения, основанный на селектив-

ном возбуждении колебательных состояний 2ν3 и 3ν3
235UF6 бихроматическим излучением двух CF4- или

пара-H2-лазеров и использовании резонансно погло-

щающего излучение этих лазеров сенсибилизатора –

молекул SF6. Приведены схемы и параметры для ре-

зонансного двух- и трех-фотонного бихроматическо-

го возбуждения состояний 2ν3 и 3ν3 молекул 235UF6,

охлажденных в газодинамическом потоке до темпе-

ратуры T ≤ 100K излучением указанных лазеров.

Результаты работы могут найти практическое при-

менение при использовании лазерной ИК диссоциа-

ции молекул для разделения изотопов.
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О механизме генерации импульсов Тричела в воздухе

атмосферного давления
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Для коронного разряда с острия отрицательной полярности, функционирующего в режиме импуль-

сов Тричела, зарегистрированы с субнаносекундным временным разрешением профили импульсов то-

ка разряда, с высоким пространственным разрешением измерены оптические характеристики свечения

плазмы, и в рамках двумерной теоретической модели с учетом плазмохимической кинетики проведено

численное моделирование этого же коронного разряда. Показано, что в воздухе атмосферного давле-

ния инициирование импульсов Тричела происходит при накоплении положительных ионов у острия до

уровня критической концентрации лавинно-стримерного перехода, в том числе при стационарном напря-

жении на промежутке (единицы – десятки секунд). Установлено, что наносекундный фронт импульса

определяется временем лавинного размножения электронов в области локально усиленного поля. Пока-

зано, что короткая длительность импульса Тричела обусловлена быстрым вытеснением электрического

поля из области плотной плазмы и уходом свободных электронов из нее с последующим исчезновением за

счет рекомбинации и прилипания. Установлено, что в паузе между импульсами Тричела концентрация

ион-ионной воздушной плазмы в локальной области перед острием удерживается на уровне 1011 см−3,

что обеспечивает последующую генерацию новых импульсов Тричела.

DOI: 10.31857/S1234567822110064, EDN: iljebh

Введение. Коронный разряд относится к одно-

му из наиболее распространенных режимов само-

стоятельного разряда [1, 2]. Для его возникновения

необходима область высокого электрического поля у

одного из электродов (или у обеих), которое доста-

точного для инициирования интенсивной ионизации

газа. Кроме того, у второго электрода или в про-

межутке должна быть область с низким электриче-

ским полем, в котором ионизация газа отсутствует,

а долгоживущие заряженные частицы (отрицатель-

ные и положительные ионы) дрейфуют под действи-

ем слабого электрического поля. Зажигание корон-

ного разряда, как правило, является вредным явле-

нием, приводящим к потерям энергии и(или) к по-

вреждению различных устройств во время искрового

пробоя, инициируемого коронным разрядом. С дру-

гой стороны, в ряде областей, например, для получе-

ния озона и в электрических фильтрах, широко ис-

пользуется стационарные режимы коронного разря-

да. Различные применения коронного разряда требу-

ет проведения исследований физических процессов,

1)e-mail: VFT@loi.hcei.tsc.ru; BEH@loi.hcei.tsc.ru;
vinikitavin@mail.ru; kozyrev@to.hcei.tsc.ru;
kokovin.alexandr@mail.ru; vasily.y.kozhevnikov@ieee.org

которые определяют механизм его зажигания и пе-

рехода в другие формы разряда. Такие исследования

широко проводились ранее и продолжаются в насто-

ящее время [1–22].

Одним из вопросов, который вызывает большой

интерес – это физическая природа импульсов Три-

чела, см., например, [1–10]. Они возникают при за-

жигании коронного разряда с отрицательной поляр-

ностью напряжения на острие и продолжаются с

увеличивающейся частотой с ростом напряжения на

промежутке. Амплитуда импульсов Тричела относи-

тельно стационарной стадии тока короны с увели-

чением напряжения уменьшается, а величина тока

короны между импульсами нарастает [11]. При вели-

чине напряжении выше определенного уровня фор-

мирование импульсов Тричела прекращается. Эти

тенденции описаны во многих работах.

Особенностью импульсов Тричела в электроот-

рицательном газе является быстрое нарастание то-

ка через промежуток и наличие ступенек на фронте

тока [7, 9, 12]. Первые физические модели, объясня-

ющие быстрое нарастание тока в тричеловских им-

пульсах были предложены в работах [3–5]. Согласно

[4], первый электрон инициировался с катода за счет

автоэлектронной эмиссии или бомбардировки поло-
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жительным ионом, далее, за счет Таунсендовской

ионизации формировал первичную лавину. Вторич-

ные лавины инициировались с катода за счет фото-

ионизации. Однако, как показано в [5, 9], этот меха-

низм не мог обеспечить фронт тока импульсов Три-

чела ∼ 1 нс, зарегистрированный, в [7, 9, 12].

Модель Леба [1, 4] была развита в работе Алек-

сандрова [5]. На основе анализа было показано,

что за счет фотоионизации параллельно формиру-

ется большое число электронных лавин. Также бы-

ло предложено наличие начальной стадии разряда

длительностью (∼ 500 нс) с медленным нарастанием

тока до амплитуды, с которой стартует импульс Три-

чела. Это позволяло объяснить длительность фронта

импульса тока ∼ 10 нс. Однако модель не объясняла

формирования последовательность импульсов Три-

чела и их исчезновение с ростом напряжения.

В работах Морроу [13, 14] было предложено, что

ступенька на переднем фронте импульса Тричела

обусловлена процессами эмиссии электронов с като-

да. Вначале эмиссию определяют фотоны из разряд-

ной плазмы, а затем основной вклад в эмиссию элек-

тронов с той же части катода дают положительные

ионы. Сложно предположить, что тяжелые ионы бу-

дут иметь для этого достаточную скорость.

Изучение роли фотоэмиссии электронов с като-

да выявило их влияние на ступеньку на фронте им-

пульса тока в чистом кислороде атмосферного давле-

ния [9]. В этой работе делается предположение, что

тричеловские импульсы при отрицательной короне

связаны с развитием катодонаправленного стримера

в непосредственной близости от острия и формиро-

ванием после прихода стримера к катоду тлеющего

разряда. В обзоре [15] на основе анализа и моделиро-

вания была поддержана гипотеза [9], согласно кото-

рой импульсы Тричела обусловлены формированием

положительных стримеров в непосредственной бли-

зости от катода. Формирование последовательности

импульсов и их исчезновение с ростом напряжения

эта модель не объясняла.

Последовательность формирования импульсов

Тричела была получена в модели, развитой в [16],

предыдущие результаты этих авторов опубликованы

в [8, 10]. Из расчетов следовало, что за время импуль-

са происходит существенное изменение поперечной

структуры разряда, а рост тока обеспечивается за

счет заполнения плазмой поверхности катода.

Как следует из анализа наиболее цитируемых ра-

бот, предлагаемые физические модели формирова-

ния тричеловских импульсов существенно отлича-

ются. Также отличаются параметры и режимы ге-

нерации импульсов Тричела, получаемые в различ-

ных экспериментальных работах. Поэтому требуют-

ся более глубокие и всесторонние исследования это-

го режима коронного разряда. Причем, для адекват-

ного теоретического моделирования многофактор-

ных газоразрядных процессов, протекающих в ма-

лых объемах и за короткие времена, необходимо ис-

пользовать современные вычислительные алгорит-

мы, требующие большой памяти и времени счета.

Цель настоящей работы – выяснить механизм

формирования импульсов Тричела при коронном

разряде в воздухе атмосферного давления с острия,

имеющего малый радиус кривизны r ≈ 20мкм.

Для реализации поставленной цели была разработа-

на теоретическая модель коронного разряда с уче-

том плазмохимических реакций, специально привя-

занная к экспериментальным исследованиям, в кото-

рых с высоким пространственным и временным раз-

решением фиксировалась динамика свечения плаз-

мы и электрические характеристики разряда.

Установка, методики и экспериментальные

результаты. При проведении исследований исполь-

зовалась две схемы с различным расположением

игольчатого электрода. В традиционной схеме, пока-

занной на рис. 1а, применялся промежуток острие-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схемы установок для изуче-

ния коронного разряда в промежутке d между острием

1 и плоским электродом 2 (a), а также с уединенного

острия 1 (b). 3 – область свечения коронного разряда;

U – подвод высокого напряжения; R = 3MΩ – сопро-

тивление, ограничивающее ток источника питания; R1,

R2 – сопротивления омического делителя; R3 = 1 kΩ –

сопротивление шунта; C1 – емкость между острием 1 с

подводами к нему и плоским электродом 2; C2 – допол-

нительный конденсатор, устанавливаемый параллель-

но d; C3 – конденсатор, позволяющий регистрировать

импульсы Тричела при уединенном острие

плоскость, а вторая схема, рис. 1b, использовала

уединенное острие, связанное с удаленными зазем-
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Рис. 2. Изображения коронного разряда в режиме с импульсами Тричела, полученные с помощью ICCD камеры в

атмосферном воздухе у одиночного острия (1–3) и в промежутке острие–плоскость с d = 2 см (4–6) при длительности

экспозиции одного кадра 10 мс (1, 2, 3) и 500 мкс (4, 5, 6). Высота изображения 5мм. Стрелкой показано положение

острия

ленными металлическими объектами “паразитной”

емкостью (на рис. 1b не показана).

Импульсная и стационарная составляющие то-

ка коронного разряда регистрировались с помощью

шунтов R3. Сигналы с шунтов и омических делите-

лей напряжения подавались на осциллограф MDO

3104 (1 ГГц, частота дискретизации 5 ГС/с). Величи-

на емкости C1 между острием с подводами к нему

и плоским электродом составляла ≈ 3.7 пФ. В ря-

де экспериментов между заземленным выводом шун-

та и острием параллельно d подключался дополни-

тельный конденсатор C2 = 4.7 нФ с дополнительным

шунтом.

При использовании второй установки (рис. 1b)

острие устанавливалось на керамическом конденса-

торе К15-10 емкостью 4.7 нФ. Это позволяло реги-

стрировать импульсную составляющую тока корон-

ного разряда. В данной схеме величина напряженно-

сти электрического поля E вблизи острия существен-

но не изменялась. Однако при удалении от острия

спад E был более быстрым, и стационарный ток ко-

ронного разряда уменьшался.

Острийный электрод был изготовлен из кус-

ка “бисерной” иглы диаметром 0.32 мм с радиу-

сом скругления острия ≈ 20 мкм, который при про-

ведении экспериментов существенно не изменялся.

Это достигалось за счет большого балластного со-

противления и сравнительно низкого напряжения

на острие, что ограничивало импульсные и сред-

ние токи разряда, а, следовательно, сильно снижа-

ло эрозию электрода. Постоянство геометрических

параметров острия можно было оперативно контро-

лировать по уровню напряжения, обеспечивающего

появление первого импульса тока коронного разря-

да. Известно, что при увеличении радиуса скругле-

ния острия и сохранении внешних условий (давле-

ния, влажности и температуры воздуха) напряжение

зажигания короны будет увеличиваться (см., напри-

мер, [11]).

Фотографирование разряда осуществлялось с по-

мощью ICCD камеры HSFC PRO и фотоаппарата

SONY A100. Поскольку энергии, вкладываемые в

разряд за один импульс Тричела, были очень малы-

ми (∼ 1 мкДж и менее), то получить данные о дина-

мике излучения плазмы при формировании единич-

ного импульса не удалось. Однако, при использова-

нии ICCD камеры были зарегистрированы размеры

светящейся области плазмы у острия, которая для

второй схемы была практически сферой (рис. 2, кад-

ры 1, 2, 3), а для первой имела вытянутую вдоль оси

разряда форму (рис. 2, кадры 4, 5, 6).

Это можно объяснить другой конфигурацией

электрического поля из-за близости плоского элек-

трода. Съемка показывает, что увеличение напряже-

ния, подаваемого на острие, приводит к увеличению

диаметра светящейся области. При напряжении 5 и

10 кВ свечение коронного разряда при короткой экс-

позиции (50 мкс и менее) вообще не регистрировалось

ICCD камерой. И лишь при напряжении 15 кВ реги-

стрировалось весьма слабое свечение у одиночного

острия, которое при длительности кадра 50 мкс со-

ответствовало суммарному излучению 5 импульсов

Тричела. Регистрация тока разряда показала, что за

время экспозиции кадра 10 мс (кадры 1, 2, 3 на рис. 2)

при напряжении U = 15 кВ с одиночного острия фор-

мируется ≈ 1000 импульсов Тричела.

Использование промежутка острие–плоскость с

d = 2 см (рис. 2, кадры 4, 5, 6) усиливало интенсив-

ность свечения коронного разряда при равных на-

пряжениях на электроде с малым радиусом кривиз-

ны и длительностях экспозиции, а также частоту сле-

дования импульсов Тричела. Изображения свечения

коронного разряда при длительности кадра 500 мкс

приведены на кадрах 4, 5, 6 рис. 2. За 500 мкс при

U = 15 кВ в промежутке острие–плоскость формиро-

валось ≈ 1500 импульсов Тричела. При напряжении

15 кВ слабое излучение коронного разряда также бы-

ло зарегистрировано за три импульса. Отметим, что

при первой схеме установки с уменьшением длитель-

ности одного кадра свечение плазмы во время им-

пульса Тричела давало основной вклад в регистри-

руемое излучение. Однако при увеличении напряже-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Осциллограммы тока импульсов Тричела: (a) – в промежутке острие–плоскость (1 – первый

импульс при зажигании разряда, 2 – импульс в стационарном импульсно-периодическом режиме при U = 5кВ) и

напряжение для соответствующих импульсов тока 1-1, 2-2; (b) – в условиях уединенного острия (3 – первый импульс

при зажигании разряда, 4 – импульс в стационарном импульсно-периодическом режиме при U = 10.2 кВ, 5 – третий

импульс после зажигания разряда при постоянном напряжении 4.4 кВ) и напряжение для соответствующих импульсов

тока 3-3, 4-4, 5-5

ния и/или сокращении межэлектродного зазора ос-

новной вклад в регистрируемое излучение начинала

вносить квазистационарная стадия коронного разря-

да, светящаяся между импульсами Тричела.

Фотографирование коронного разряда с помо-

щью ICCD камеры в условиях последовательного

стабильного формирования импульсов Тричела по-

казало, что область свечения при уединенном острие

имеет сферическую форму и малые размеры, ко-

торые хорошо соответствуют расчетным размерам

области интенсивной ионизации газа. Как будет по-

казано ниже, при численном моделировании экспери-

мента концентрация электронов в этой области пре-

вышает 1013 см−3. Сферическая форма свечения со-

хранялась с увеличением напряжения на острие до

15 кВ и не изменялась при вариации времени экспо-

зиции (включая излучение квазистационарных ста-

дий между импульсами).

Характерные осциллограммы коронного разряда

приведены на рис. 3.

На рисунке 3a видно, что ток импульсов Тричела

состоит из первого короткого пика с длительностью

фронта τ0.2−0.9 ≈ 2 нс и спада тока за время ∼ 100 нс

и более. Подобная форма импульса тока регистри-

ровалась как для первых импульсов при зажигании

разряда, так и переходе в режим формирования по-

следовательности импульсов Тричела. Частота им-

пульсов увеличивается с ростом напряжения на про-

межутке. Применение одиночного острия несколько

сократило длительность фронта импульса Тричела

τ0.2−0.9 ≈ 1.5 нс. Частота следования импульсов при

одиночном острие существенно меньше, чем в проме-

жутке острие–плоскость (при одинаковых напряже-

ниях). Так, при напряжении 15 кВ эти частоты со-

ставили 100 кГц и 3 МГц, соответственно.

В данных экспериментах использовались только

низкие скорости нарастания напряжения на проме-

жутке, или оно было постоянным. Поэтому графи-

ки напряжений на рис. 3 имеют вид горизонтальных

линий. Изменение напряжения во время импульсов

определяется величиной сопротивления R и нали-

чием “паразитной” емкости C1 ≈ 3.7 пФ, а также

применением конденсаторов C2 и C3. Оценка вели-

чины заряда в первом импульсе Тричела, который

при медленном нарастании напряжения на острие

и заданном напряжении имеет наибольшую ампли-

туду, показала, что за импульс переносится не бо-

лее 0.04 нК. Это дает снижение напряжения на C1

за один импульс ≈ 4В. Такое уменьшение напряже-

ния в приведенном для напряжения масштабе не за-

метно. Мы могли инициировать одиночные импуль-

сы Тричела (в отличие от работы [16]) при низком

постоянном напряжении на острие, т.е. паузы меж-

ду импульсами достигали единиц и десятков секунд.

Амплитуда и форма последующих импульсов Три-

чела в этих режимах практически не изменялась.

На рисунке 3b показан 3-й импульс Тричела, кото-

рый мало отличается от первого и генерируется при

том же напряжении. Такие же амплитуды и формы

импульсов при пороговых напряжениях имеют ос-

циллограммы тока и напряжения всех последующих

импульсов.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Пространственные распределения напряженности электрического поля (a) и концентраций

заряженных частиц (b)–(d) вдоль оси (графики) и в промежутке (вставки) разряда на разных стадиях его развития

(отображенные моменты времени отмечены на профиле импульса тока на вставке (а)). Масштаб оси абсцисс логариф-

мический

Результаты теоретического моделирования

коронного разряда, обсуждение и сравнение

с экспериментальными данными. Для описания

коронного разряда в искусственном воздухе

(N2 :O2 = 4 : 1) была разработана теоретическая

модель [21], которая включала учет 19 основных

плазмохимических реакций (реакции ионизации,

электрон- и ион-ионной рекомбинации, диссоциации

молекул, электронного прилипания и отлипания,

ион-ионной конверсии и перезарядки), систему

уравнений для диффузионно-дрейфовой кинети-

ки семи преобладающих сортов нейтральных и

заряженных частиц (е, O, N, N+
2 , O+

2 , O+
4 , O−

2 ),

уравнение Пуассона для расчета электрического

поля и уравнение Кирхгофа для электрической

цепи разряда. Физико-математическая модель

явления и ее результаты применительно к длитель-

ному коронному разряду на отрицательном острие

(радиус кривизны 100 мкм) подробно описаны в

работе [21], но детального анализа процессов в

течение единичного импульса Тричела не прово-

дилось.

Вычислительная программа, специально адапти-

рованная к условиям вышеописанного эксперимен-

та (воздух атмосферного давления, радиус кривиз-

ны острия 20 мкм, межэлектродный зазор 20 мм, та

же электрическая цепь), позволила детально просле-

дить пространственно-временную динамику концен-

траций частиц и электрического поля в ходе первого

и последующих импульсов Тричела. Полученные за-

висимости приведены на рис. 4.

На рисунке 4а (на вставке) видно, что при ско-

рости линейного роста напряжения на промежутке

160 В/мкс формирование первого импульса Тричела

произошло через 7.2 мкс, когда напряжение достиг-

ло 1150 B. Как и в эксперименте, импульс тока имеет

крутой передний фронт и пологий спад.

Расчеты напряженности электрического поля

(рис. 4а), динамики концентраций ионов и элек-

тронов (рис. 4b–d) в промежутке показывают, что

толщина слоя объемного заряда (слоя прикатодного

падения потенциала) меняется от ∼ 100 мкм в сла-

боточной фазе (6.8 и 7.8 мкс) до ∼ 30 мкм в стадии

максимального тока (7.239 мкс). Основной ансамбль
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свободных электронов, обеспечивающих скорость

ионизационных процессов на стадии импульса тока,

сосредоточен на расстоянии 15–60 мкм от поверх-

ности острия (рис. 4с). Область свечения плазмы

около уединенного острия (рис. 2) имеет примерно

те же размеры.

Расчет показывает, что быстрый рост тока начи-

нается с достижения концентрацией плазмы в обла-

сти отрицательного свечения уровня ∼ 1011 см−3. По-

сле чего идет быстрая ионизация газа перед остри-

ем, концентрация плазмы здесь за десяток наносе-

кунд достигает ∼ 1013 см−3, и напряженность поля

в протяженной области от 30 до 400 мкм резко сни-

жается до уровня ∼ 5 кВ/см. Постепенно (∼ 150 нс),

концентрация свободных электронов в этой области

снижается за счет их рекомбинации и/или прилипа-

ния, скорость ионизации падает почти до нуля, а ток

разряда уменьшается до единиц мкА.

Спад тока в импульсе Тричела связан с ис-

чезновением свободных электронов и накоплени-

ем отрицательных ионов (рис. 4d) в пониженном

электрическом поле. Далее, в паузе между им-

пульсами концентрация отрицательных ионов по-

степенно уменьшается за счет расходимости пото-

ка, происходит термическое отлипание электронов в

области слабого поля и их быстрый уход к аноду.

После распада/ухода отрицательных ионов, электри-

ческое поле в окрестности острия снова нарастает

до ∼ 10 кВ/см, здесь сильно увеличивается скорость

генерации свободных электронов и положительных

ионов, и начинает формироваться следующий им-

пульс Тричела. Интересно, что если мы исключа-

ли из плазмохимической схемы реакцию отлипания

электронов от молекулы кислорода, то после перво-

го импульса последующие импульсы до конца расче-

та не появлялись! Косвенным подтверждением изло-

женной точки зрения на импульсно-периодический

режим отрицательной короны может служить ярко

выраженный эффект электро-отрицательности га-

за – в электроположительных смесях (N2 : Ar) им-

пульсов Тричела не наблюдалось [2].

Отметим, что уровень концентрации электро-

нов 1013 см−3 примерно соответствует концентрации

в лавине на стадии лавинно-стримерного перехо-

да [1, 2], когда также происходит вытеснение поля

из плазменной области на головку стримера. Но у

острия при малых размерах области с высоким элек-

трическим полем и сравнительно низких напряже-

ниях переход от лавинного разряда к стримерному

не может реализоваться из-за отсутствия эффекта

усиления напряженности поля перед наработанным

плазменным сгустком (на рис. 4а видно, что поле

здесь не превышает 3 кВ/см). Именно поэтому при

сравнительно невысоком напряжении (единицы кВ)

реализуется импульсно-периодический режим Три-

чела. Если же напряжение увеличивать свыше 8 кВ,

то импульсно-периодический режим может перейти

в стационарный тлеющий разряд [21].

Выводы. На базе сопоставления результатов экс-

периментальных исследований коронного разряда с

отрицательно заряженного острия и результатов тео-

ретического моделирования разряда в этой же кон-

фигурации электродов удается выявить основные

физические механизмы, ответственные за наблюда-

емые закономерности.

Показано, что при зажигании коронного разря-

да в воздухе атмосферного давления с отрицатель-

но заряженного острия инициирование режима им-

пульсов Тричела обусловлено накоплением положи-

тельных ионов у острийного катода и быстрым рос-

том скорости ионизационных процессов при дости-

жении концентрацией свободных электронов уровня

∼ 1011 см−3. Расчеты показали, что максимальный

ток первых импульсов Тричела реализуется при кон-

центрации электронов ∼ 1013 см−3, характерной для

электронных лавин в стадии лавинно-стримерного

перехода. Однако высокая неоднородность электри-

ческого поля за счет быстрого ухода свободных элек-

тронов из области сильного поля и последующей их

рекомбинации и/или прилипания не позволяет за-

рождающемуся стримеру продвигаться к аноду. С

другой стороны, при использовании импульсов на-

пряжения с коротким фронтом, и соответственно,

при более высоких напряженностях поля у верши-

ны острия, стример при коронном разряде успевает

сформироваться [19, 22].
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Монокристалл моносилицида марганца, MnSi, исследован методом высокочастотного (60ГГц) элек-

тронного парамагнитного резонанса (ЭПР). В температурном диапазоне 2–40 К получены наиболее по-

дробные из известных на сегодняшний день температурные зависимости ширины линии и g-фактора,

позволившие установить, что в спин-поляризованной фазе МnSi, образованной магнитными поляронами,

в поле B ∼ 2Тл при TL ∼ 15К возникает спин-флуктуационный переход, отвечающий изменению режи-

ма магнитных флуктуаций при температуре, существенно меньшей температуры перехода Tc ∼ 30K из

парамагнитной (T > Tc) в магнитоупорядоченную фазу (T < Tc). Данный результат расширяет область

применимости представления о спин-флуктуационных переходах, которые ранее рассматривались лишь

для случая магнитных состояний, не обладающих дальним магнитным порядком. Обсуждается модель

для описания параметров ЭПР в системе магнитных поляронов.

DOI: 10.31857/S1234567822110076, EDN: ilvbdu

1. Исследования монсилицида марганца, MnSi,

методом электронного парамагнитного резонанса

(ЭПР) позволили значительно уточнить физическую

картину магнитных свойств этого металла со спи-

ральным магнитным упорядочением. Традиционно

для описания статической магнитной восприимчи-

вости MnSi применялась теория зонного магнетизма

Мории [1], однако исследование спиновой динамики

методом ЭПР показало, что магнитный момент не

распределен по элементарной ячейке кристалла, а

локализован на ионах марганца [2–4] и, согласно

LDA расчетам [5] и экспериментальным данным [6],

оказывается µMn ∼ (1.2−1.3)µB. При этом редук-

цию магнитного момента насыщения до значений

µS ∼ 0.3−0.4µB/Mn как в парамагнитной, так и

в магнитоупорядоченной фазе можно связать с

образованием состояний спин-поляронного типа,

в которых локализованные магнитные моменты

(ЛММ) марганца и зонных электронов направле-

ны противоположно и компенсируют друг друга.

При этом спин-поляронная модель позволяет ко-

личественно описать данные по температурным

и полевым зависимостям намагниченности и дать

1)e-mail: demis@lt.gpi.ru

качественную интерпретацию наблюдаемой моды

магнитного резонанса [6].

Однако возможности метода ЭПР не ограничены

лишь информацией о величине ЛММ, участвующих

в магнитных колебаниях. В сильно коррелированных

электронных системах ширина резонансной линии

несет информацию об амплитуде спиновых флуктуа-

ций [4, 7–9] и, следовательно, электронный парамаг-

нитный резонанс открывает возможности для пря-

мого экспериментального исследования различных

спин-флуктуационных явлений, в том числе спин-

флуктуационных переходов (СФП) [4]. В общем слу-

чае под СФП понимается изменение характеристик

спиновых флуктуаций под влиянием управляюще-

го параметра (например, температуры), не связан-

ное с установлением в системе магнитного порядка

в результате спинового упорядочения. Наиболее из-

вестным СФП является переход в фазу спинового

нематика [10], когда нарушается равенство амплиту-

ды спиновых флуктуаций вдоль различных направ-

лений без установления дальнего магнитного поряд-

ка. СФП типа спинового нематика был предсказан

теоретически [10] и обнаружен экспериментально в

антиферроквадрупольной фазе гексаборида церия,

CeB6, в том числе с помощью ЭПР [11, 12]. Инте-
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ресно, что СФП не сводятся к рассмотренному част-

ному случаю спинового нематика. Например, в [12]

был обнаружен СФП нового типа, связанный с изме-

нением симметрии спиновых флуктуаций, который

можно рассматривать как аналог ориентационного

перехода в магнетиках [4, 12]. Существование СФП в

модели Изинга на случайных центрах было установ-

лено в недавней теоретической работе [13].

Спиральные магнетики типа MnSi являются пер-

спективными объектами для поиска и исследования

СФП. Известно, что спиральные флуктуации у MnSi

существуют в достаточно протяженной области в

парамагнитной фазе, в которой температура может

превышать температуру перехода в спиральную фа-

зу на несколько градусов [14]. В спиральных магне-

тиках – твердых растворах замещения Mn1−xFexSi

на B−T [15, 16] и T−x [15, 17, 18] магнитных фазо-

вых диаграммах экспериментально обнаружены так

называемые промежуточные магнитные фазы. Исто-

рически эти фазы рассматривались как области со

специфическими спиновыми флуктуациями [19] или

как неупорядоченные магнитные фазы с промежу-

точным (ближним) магнитным порядком, соответ-

ствующим упорядоченным областям размером 10–

50 нм [20]. С точки зрения современной проблемати-

ки СФП “альтернативные” подходы к описанию про-

межуточных фаз [19, 20] представляют собой не бо-

лее чем терминологическое различие. Действитель-

но, уже в [20] было указано на тождество картины

нейтронной дифракции в промежуточных фазах у

Mn1−xFexSi с дифракционными данными для клас-

сических жидких кристаллов. Это наблюдение пол-

ностью соответствует модели спинового нематика

[10] и, следовательно, возникновение рассматривае-

мых промежуточных фаз следует связать со спин-

флуктуационным переходом.

Отметим, что спин-флуктуационный подход был

успешно применен для описания T−x магнитной фа-

зовой диаграммы Mn1−xFexSi [18]. Модель [18] осно-

вана на идее о сосуществовании в системе двух ти-

пов спиновых флуктуаций: классических (СF), ра-

диус которых расходится в точке перехода TS(x) в

спиральную фазу S с дальним магнитным порядком

RCF ∼ (T − TS)
δ, и квантовых (QF), радиус кото-

рых зависит от температуры по закону RQF ∼ 1/T

[21]. Предполагается, что промежуточные фазы воз-

никают в результате СФП, когда RCF и RQF до-

стигают критического значения Rc при понижении

температуры, причем величина Rc(x) определяется

беспорядком в системе. Результаты моделирования

T−x магнитной фазовой диаграммы приведены на

рис. 1a. Хорошее согласие модели с эксперименталь-

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Магнитная фазовая диа-

грамма твердых растворов замещения Mn1−xFexSi по

данным [18, 23]. Точки – эксперимент, линии – теоре-

тическая модель [18]. Обозначены спиральная фаза S

и парамагнитная фаза P. Пунктирная линия в пара-

магнитной фазе соответствует спин-флуктуационному

переходу между классическими (CF) и квантовыми

(QF) флуктуациями. Линии 1 и 2 обозначают гра-

ницы промежуточных фаз, возникающих из-за спин-

флуктуационных переходов, связанных с классически-

ми (линия 1) и квантовыми (линия 2) флуктуациями.

(b) – Температурные зависимости магнитосопротивле-

ния у MnSi в фиксированных магнитных полях 2 и

8Тл. Основной минимум магнитосопротивления соот-

ветствует границе между парамагнитной фазой (Р) и

спин-поляризованной фазой (SP) (по работе [3])

ными данными было достигнуто с помощью един-

ственного подгоночного параметра, задающего энер-

гетическую шкалу для квантовых флуктуаций [18].

В модели [18] возникает еще один СФП в парамаг-

нитной фазе (P), разделяющий области, где выпол-

няются условия RCF > RQF (CF) и RCF > RQF (QF).

Существование такого СФП, отвечающего кроссове-

ру между спиновыми флуктуациями различной при-

роды (пунктирная линия на рис. 1а), было экспери-

ментально подтверждено данными по температур-

ным зависимостям удельного сопротивления ρ(T, x)

[22] и результатами исследования аномального эф-

фекта Холла [23]. В частности, в [23] было показа-

но, что вследствие изменения характера магнитного

рассеяния в выражении для пропорционального на-

магниченности M аномального вклада в холловское

сопротивление ρaH = S1ρM коэффициент S1 меняет

знак при пересечении CF-QF границы (рис. 1а).

Все рассмотренные выше СФП отвечают изме-

нению характера спиновых флуктуаций в фазах, в

которых дальний магнитный порядок отсутствует

(антиферроквадрупольная и парамагнитная фаза в
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случае CeB6, и парамагнитная фаза у Mn1−xFexSi),

что полностью укладывается в теоретическую па-

радигму [10, 13]. Однако данные работы [3] позво-

ляют предположить наличие СФП у MnSi внутри

магнитоупорядоченной фазы. Согласно [3] минимум

на температурной зависимости магнитосопротивле-

ния в фиксированном магнитном поле ρ(B)/ρ(0) при

Tc ∼ 30K точно соответствует переходу между пара-

магнитной фазой и спин-поляризованной фазой (об-

ласти P и SP на рис. 1b, в SP фазе редуцированные

магнитные моменты спиновых поляронов выстраи-

ваются параллельно, образуя квазиферромагнитный

порядок).

Интересно, что, помимо основного минимума на

кривых ρ(B)/ρ(0) = f(T ), наблюдается дополни-

тельный минимум при TL ∼ 15K (рис. 1b). При-

рода этой аномалии до сих пор не получила объ-

яснения, однако из данных рис. 1b видно, что дан-

ная температура удивительно хорошо соответству-

ет характерному энергетическому масштабу кванто-

вых флуктуаций, экстраполированному к значению

x = 0 (чистый MnSi, зеленая пунктирная линия

на рис. 1a). Таким образом, низкотемпературная осо-

бенность магнитосопротивления у MnSi может отра-

жать изменение характера спиновых флуктуаций в

спин-поляризованной фазе MnSi в результате неко-

торого СФП. Настоящая работа посвящена экспери-

ментальному исследованию этого вопроса.

2. Для количественного анализа спиновых флук-

туаций у MnSi была использована оригинальная

методика количественного анализа спектров ЭПР,

успешно применявшаяся нами ранее в случае твер-

дых растворов замещения Mn1−xFexSi и чистого мо-

носилицида марганца [2–4]. Эксперименты были вы-

полнены на частоте ∼ 60 ГГц в температурном диа-

пазоне 2–40 К в магнитном поле B до 8 Тл. Акцент

был сделан на получение максимально подробных

данных, для чего в указанном интервале было за-

писано порядка 200 спектров и получено соответ-

ствующее количество экспериментальных точек для

температурных зависимостей ширины линии W (T )

и g-фактора g(T ). Насколько нам известно, эти

данные являются наиболее подробными из извест-

ных в литературе, в том числе по сравнению с ре-

зультатами, сообщавшимися в более ранних работах

[2–4]. Для исследования были выбраны монокристал-

лы MnSi c правосторонней кристаллографической

киральностью, идентичные исследованным ранее в

[24]. Контроль качества монокристаллов осуществ-

лялся рентгенографически и по данным нейтронно-

го рассеяния [24]. Отсутствие нарушения стехиомет-

рии проверялось с помощью рентгенофазового ана-

лиза. В ЭПР-экспериментах магнитное поле было

направлено вдоль кристаллографического направле-

ния [100].

3. Типичные спектры ЭПР, полученные в насто-

ящей работе, аналогичны опубликованным ранее в

[2–4]. На частоте ∼ 60 ГГц резонансное поле состав-

ляет ∼ 2 Тл (вставка на рис. 2a). Для такого поля

спиральный магнитный порядок подавлен и един-

ственный магнитный переход, известный из литера-

туры, – это переход P-SP между парамагнитной и

спин-поляризованной фазами [3].

Рассмотрим вначале температурную зависимость

ширины линии. При понижении температуры шири-

на линии вначале убывает, а затем в области T <

< 25K наблюдается значительный низкотемператур-

ный рост W (T ): при уменьшении температуры от

T = 25K до T = 2K ширина линии увеличива-

ется более чем в два раза (рис. 2a). Обращает на

себя внимание наличие двух дополнительных осо-

бенностей на кривой W (T ). При 29.6 K наблюдается

резкое изменение ширины линии (особенность A на

рис. 2a). Ранее аналогичное резкое изменение пара-

метра W наблюдалось в магнитном полупроводни-

ке Hg0.865Mn0.135Te при температурах, отвечающих

различным магнитным переходам в системе спино-

вых поляронов [25]. Поэтому, с учетом данных по

магнитной фазовой диаграмме MnSi, полученным

ранее, скачок ширины линии ЭПР естественно свя-

зать с P-SP фазовой границей Tc = 29.6K, посколь-

ку данный магнитный переход отвечает образованию

спиновых поляронов в SP фазе. Интересно, что в

окрестности особенности A производная ∂W/∂T де-

монстрирует λ-аномалию (рис. 2b).

Помимо рассмотренного выше скачка ширины

линии, на кривой W (T ) можно выделить аномаль-

ную точку B при T ∼ TL ≈ 15K. При этой тем-

пературе достоверно регистрируется излом кривой

∂W/∂T = f(T ) (рис. 2b). Кроме того, особенности

B соответствует локальный максимум производной

ширины линии по температуре, однако его ампли-

туда сопоставима с величиной ошибки вычисления

∂W/∂T из экспериментальных данных и существен-

но меньше амплитуды аномалии в точке A (рис. 2b).

Таким образом, данные ЭПР свидетельствуют о том,

что в области температур, где у MnSi ожидается

спин-флуктуационный переход внутри SP фазы, дей-

ствительно происходит изменение характера спино-

вых флуктуаций.

Наблюдаемая немонотонная зависимость W (T )

(рис. 2a) также является весьма нетривиальной. Дей-

ствительно, для сильно коррелированного металла,

такого как MnSi, в парамагнитной фазе ожидает-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурные зависимости

ширины линии ЭПР W (a) и производной ∂W/∂T (b).

Буквами обозначены особенности W (T ): скачок (A) и

излом (B). На панели (a): точки – эксперимент, 1–

3 – теоретические зависимости (см. текст). Стрелки

обозначают различные характерные температуры (см.

текст). На панели (b): точки – производная, вычислен-

ная по экспериментальным данным, пунктирные линии

на панели отображают качественное изменение произ-

водной ∂W/∂T в различных температурных интерва-

лах. На вставке к панели приведен пример спектра

ЭПР при T = 10K. Точки – эксперимент, сплошная ли-

ния – описание данных в рамках модели [4], из которой

были получены данные по ширине линии и g-фактору

ся корринговский тип спиновой релаксации, когда

W (T ) ∼ 1/χ(T ), где χ – магнитная восприимчивость

[9]. Так как магнитная восприимчивость растет по

мере приближения к точке перехода в квазиферро-

магнитную спин-поляризованную фазу, то ширина

линии должна убывать, что и наблюдается экспе-

риментально (рис. 2a). При этом χ(T ) задается за-

коном Кюри–Вейсса и, следовательно, должна на-

блюдаться зависимость ширины линии вида W (T ) ∼

∼ 1/χ(T ) ∼ T − Tc. Однако вычисление производной

∂W/∂T показывает, что эта величина в парамагнит-

ной области T > Tc не является константой, а ли-

нейна по температуре (рис. 2b). В результате шири-

на линии W (T ) в парамагнитной фазе MnSi квадра-

тично зависит от температуры, и стандартный кор-

ринговский механизм спиновой релаксации в обла-

сти T > Tc может рассматриваться для описания

экспериментальных данных лишь на качественном

уровне. Следует отметить, что убывание ширины ли-

нии при понижении температуры продолжается и в

области T < Tc вплоть до точки минимума W (T )

при Tsf ≈ 26K (рис. 2a). Если оставаться в рамках

“корринговской парадигмы”, то необходимо предпо-

ложить, что у MnSi корреляции в магнитной подси-

стеме ослаблены во всей области T > Tsf , а не только

при T > Tc в парамагнитной фазе.

Такое предположение, очевидно, несправедливо

для магнитной подсистемы, образованной обычны-

ми ЛММ, однако может иметь смысл для системы

спиновых поляронов. Известно, что процесс форми-

рования спин-поляронной фазы (SP фаза у MnSi) мо-

жет иметь сложный многостадийный характер и со-

провождаться изменением характеристик спиновых

поляронов [26]. Поэтому температура образования

спиновых поляронов Tc и температура, при которой

магнитные корреляции усиливаются Tsf , могут от-

личаться.

В рамках спин-поляронной модели [2, 3] пред-

ставляет интерес возможное количественное описа-

ние ширины линии ЭПР, для чего необходимо учесть

вклад спиновых флуктуаций. Для спин-поляронных

состояний флуктуации магнитного момента обуслов-

лены переходами электронов из квазисвязанных со-

стояний в окрестности ЛММ Mn в зонные состояния.

Электронная природа спиновых флуктуаций позво-

ляет предположить [2], что перспективным для ре-

шения поставленной задачи может оказаться теория

Мории [1], в которой получено следующее модель-

ное выражение для амплитуды спиновых флуктуа-

ций SL(T ) в системе с ферромагнитными корреляци-

ями:

SL(T )
2 = SL(Tsf )

2 · T/Tsf при T ≥ Tsf , (1)

SL(T )
2 = SL(Tsf )

2 · [1 + 2(1− (T/Tsf)
4/3)/3]

при T < Tsf . (2)

Легко видеть, что SL(T ), задающаяся форму-

лами (1)–(2), имеет минимум при характерной

температуре Tsf , которую мы интерпретиро-

вали как температуру упорядочения спиновых

флуктуаций в спин-поляронном состоянии. При
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этом спин-флуктуационный вклад в магнитную

восприимчивость, согласно [1] обратно пропорцио-

нален квадрату амплитуды спиновых флуктуаций

χ(T ) ∼ 1/SL(T )
2. Отметим, что немонотонная теоре-

тическая зависимость SL(T ) качественно согласуется

с экспериментальными данными W (T ).

Поэтому для стандартного корринговского

механизма при T > Tsf согласно формуле (1)

по-прежнему будет иметь место линейная зави-

симость ширины линии ЭПР от температуры

W (T ) ∼ 1/χ(T ) ∼ SL(T )
2 ∼ T , которая плохо

согласуется с экспериментом (кривая 1 на рис. 2a).

Исправить ситуацию может стандартная пере-

нормировка ширины линии некоторым быстрым

процессом с характерным временем τ , изменяющим

характер фазовой когерентности при резонансе

[27]: W̃ (T ) = W (T )2τ . Тогда при определенных

условиях можно ожидать модифицированного кор-

ринговского закона W (T ) ∼ 1/χ(T )2 ∼ SL(T )
4 ∼ T 2.

Данная оценка для экспериментальных значений

Tsf и W (Tsf ), отвечающих минимуму зависимости

W (T ), демонстрирует удовлетворительное согласие

с экспериментом при T < Tc (рис. 2a, кривая 2).

Отметим, что альтернативный вариант интерпре-

тации квадратичной зависимости был предложен

в [8], где этот эффект связывается с релаксацией

квазичастиц в системах с тяжелыми фермионами,

к которым можно отнести и моносилицид марганца

(согласно [28] эффективная масса электронов у MnSi

в рассматриваемой области температур оказывается

порядка 10 масс свободного электрона).

В области T < Tsf система спиновых поляро-

нов упорядочена и формулы корринговского типа

W (T ) ∼ 1/χ(T ) или W (T ) ∼ 1/χ(T )2 непримени-

мы. Если ∆M – амплитуда флуктуаций намагничен-

ности вдоль внешнего поля, то в отсутствие корре-

ляций между флуктуациями частоты спиновой пре-

цессии и намагниченности можно использовать со-

отношение W (T ) = ∆M/(∂M/∂B) ∼ SL(T ) [7]. Вид-

но, что данная аппроксимация хорошо согласует-

ся с экспериментом вплоть до TL ∼ 15K (рис. 2b,

кривая 3). При этом в низкотемпературной области

T < TL возникает дополнительное уширение линии,

которое нельзя описать с помощью модельной функ-

ции SL(T ) при T < Tsf (формула (2)). В этой же

области температур наблюдается изменение зависи-

мости ∂W/∂T = f(T ) (рис. 2b). Таким образом, и

экспериментальные данные, и их теоретический ана-

лиз согласуются с представлением об изменении ха-

рактера спиновых флуктуаций в окрестности темпе-

ратуры предполагаемого низкотемпературного спин-

флуктуационного перехода у MnSi.

Перейдем теперь к анализу температурной за-

висимости g-фактора. В случае сильно коррелиро-

ванных металлов, обладающих широкими линиями

ЭПР, точность определения данного параметра ни-

же по сравнению с точностью определения ширины

линии. Причина этого заключается в том, что в рас-

сматриваемом случае для описания формы линии по-

глощения необходимо использовать сложную функ-

цию комплексных компонент тензора магнитной про-

ницаемости, и, в результате, нельзя корректно найти

g-фактор по положению максимума поглощения при

резонансе [4]. В настоящей работе для нахождения

характеристик ЭПР использовалась методика [2–4],

которая, в общем случае, предполагает использова-

ние трех подгоночных параметров: осциллирующей

намагниченности, ширины линии (параметра спино-

вой релаксации) и g-фактора (гиромагнитного отно-

шения). Отметим, что экспериментальная форма ли-

нии, которая при анализе аппроксимируется теоре-

тической функцией эффективной магнитной прони-

цаемости, зависит от процедуры абсолютной калиб-

ровки данных ЭПР [4]. При этом существенным ока-

зывается корректный учет базовой линии, методика

безмодельного учета которой приведена в [4]. Отме-

тим, что в случае MnSi наиболее точно определяется

именно ширина линии, а для g-фактора может возни-

кать дополнительная погрешность, связанная с вы-

бором базовой линии.

Анализ ЭПР у МnSi и Mn1−xFexSi, выполненный

нами ранее, позволил установить, что осциллирую-

щая часть намагниченности, определяющая форму

линии ЭПР, совпадает со статической намагничен-

ностью образца [3, 4]. Поскольку этот параметр мо-

жет быть определен независимо, то для нахождения

W (T ) и g(T ), в отличие от [2–4], в настоящей работе

мы использовали двухпараметрические аппроксима-

ции, что позволило существенно уменьшить погреш-

ность нахождения этих величин. Кроме того, при

расчетах особое внимание было уделено более точно-

му по сравнению с [2, 3] учету базовой линии и устра-

нению связанных с этим систематических ошибок,

повлиявших на данные g(T ), приведенные в предше-

ствующих публикациях [2–4].

Полученные “исправленные” температурные за-

висимости g(T ) и производной ∂g/∂T = f(T ) (рис. 3)

согласуются с представлением об определяющей ро-

ли спиновых флуктуаций в генезисе низкотемпера-

турных динамических магнитных свойств MnSi. Из

рис. 3a видно, что g-фактор при понижении темпе-

ратуры вначале возрастает, проходит через макси-

мум при T ∼ 5K, а затем в области T < 5K

начинает уменьшаться. При этом особенность A
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Экспериментальные темпе-

ратурные зависимости g-фактора (a) и производной

∂g/∂T (b). Отмечены особенности и характерные тем-

пературы, следующие из температурной зависимости

ширины линии ЭПР (обозначения те же, что и на

рис. 2)

(переход P-SP) проявляется в виде излома кривой

∂g/∂T = f(T ) (рис. 3b), в то время как в преде-

лах погрешности особенность B (ожидаемый при

TL спин-флуктуационный переход) никак не выде-

лена на температурных зависимостях g(T ) и ∂g/∂T

(рис. 3). Отметим, что с характерной температурой

минимума ширины линии ЭПР Tsf также нельзя свя-

зать какие-либо явно выраженные изменения на тем-

пературной зависимости g-фактора или его произ-

водной.

Начальный участок роста g-фактора при пони-

жении температуры в области T > Tc естественно

связать с изменением локального поля в окрестности

иона марганца в парамагнитной фазе вследствие из-

менения экранировки ЛММ зонными электронами,

которое предшествует образованию спиновых по-

ляронов. Для оценки эффективного значения g-

фактора спинового полярона gS в переделе T → 0

можно использовать результаты для двухподреше-

точного ферримагнетика [29] с учетом конфигура-

ции противоположно направленных магнитных мо-

ментов электронов µe и ЛММ марганца µMn в спин-

поляронном состоянии [6]:

gS =
geµene − gMnnMn

µene − µMnnMn
≈ gMn

geµMn/gMnµe − 1

µMn/µe − 1
. (3)

Здесь ne и nMn – число электронов и ЛММ в спи-

новом поляроне соответственно. В формуле (3) мы

использовали соотношение ne/nMn ≈ (µMn/µe)
2 по-

лученное в [6] как условие стабильности спинового

полярона. Для оценки примем, что g-фактор элек-

тронов ge ≈ 2, а для g-фактора Mn используем вы-

сокотемпературное значение в парамагнитной фазе

gMn ≈ 1.9 (рис. 3a). Тогда для µe = µB и µMn = 1.3µB
[6] с помощью формулы (3) находим gS(T → 0) ≈
≈ 1.23gMn ∼ 2.3. Таким образом, в SP фазе, в кото-

рой образуются спин-поляронные состояния при T <

Tc, естественно ожидать возрастания g-фактора при

понижении температуры в соответствии с наблюдае-

мым поведением (рис. 3a). При этом наша численная

оценка gSP (T → 0) ∼ 2.3 также разумно согласуется

с экспериментом.

Наблюдаемое при T < 5K уменьшение g-фактора

(рис. 3a), во-первых, указывает на наличие дополни-

тельного специфического вклада в g(T ). Во-вторых,

уменьшение g(T ) возникает в области, в которой из-

меняется зависимость W (T ), что также можно свя-

зать с дополнительным вкладом в ширину линии.

Такое поведение согласуется с предсказаниями ра-

боты [7], в которой было показано, что учет кван-

товых флуктуаций магнитного момента приводит к

перенормировке параметров в уравнении Ландау–

Лифшица, в результате чего изменяется и ширина

линии ЭПР, и поле резонанса. При этом квантовые

спиновые флуктуации одновременно увеличиваютW

и уменьшают g, что находится в качественном согла-

сии с результатами эксперимента (рис. 2, 3).

4. Таким образом, совокупность ЭПР-данных

W (T ) и g(T ) согласуется с представлением о СФП

при TL ∼ 15K, связанном с квантовыми флуктуа-

циями, как это и предполагалось по результатам ра-

бот [3, 18, 23] (рис. 1). Результаты исследования ЭПР,

полученные в настоящей работе, подтверждают воз-

можность существования СФП в магнитоупорядо-

ченной (спин-поляризованной) фазе у MnSi, что су-

щественно расширяет область применимости концеп-

ции спин-флуктуационных переходов, которые ранее

рассматривались лишь для случая магнитных состо-

яний, не обладающих дальним магнитным поряд-

ком. По-видимому, теоретические и эксперименталь-

ные исследования различных спин-флуктуационных
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переходов могут оказаться одной из точек роста в

современной физике магнитных явлений.
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Основное состояние четырехподрешеточного ферромагнетика PbMnBO4 исследовано с учетом сим-

метрии кристалла и пространственного распределения орбитальных состояний ионов Mn3+. Численной

минимизацией энергии основного состояния классической модели с тремя видами анизотропии – одно-

ионной, диполь-дипольной и взаимодействия Дзялошинского–Мория – получены значения параметров

анизотропных взаимодействий для магнитных фаз с различной ориентацией полной намагниченности в

кристалле. Показано, что экспериментально наблюдаемое состояние с намагниченностью, направленной

вдоль орторомбической оси a становится основным только при наличии антисимметричного анизотроп-

ного обмена.

DOI: 10.31857/S1234567822110088, EDN: imdlbz

Связь магнитного и орбитального упорядочений

в кристаллической решетке активно изучается в те-

чение долгого времени [1–5]. Наиболее явно она про-

является в кристаллах с 3d-ионами Mn3+ и Cu2+, в

которых на двух верхних eg состояниях находится

один электрон (дырка). Понижение симметрии кри-

сталлического поля и снятие орбитального вырожде-

ния этих уровней сопровождаются искажением ок-

таэдрического окружения магнитных ионов, при ко-

тором локальные оси орбитальных состояний рас-

пределяются по решетке с альтернированием. Спин-

орбитальное взаимодействие связывает спиновые и

орбитальные степени свободы, приводя к чередова-

нию локальных главных осей магнитной анизотро-

пии ионов, что, в конечном итоге, отражается на ви-

де магнитного упорядочения кристалла. В настоящее

время рассматриваются два основных механизма ор-

битального упорядочения (ОУ): электрон-фононное

взаимодействие [2, 6–8] и cуперобменный механизм

Кугеля–Хомского [4, 7, 9, 10]. Независимо от того, ка-

кой из механизмов дает основной вклад в ОУ, по-

нижение симметрии кристаллического поля приво-

дит к смешиванию исходных функций eg-состояний

[2, 3, 9–13]. Это отражается как на магнитной одно-

ионной анизотропии (ОА), так и на анизотропии об-

менного взаимодействия.

PbMnBO4 является редким случаем ферромагне-

тика-изолятора, в котором вид магнитного упорядо-

1)e-mail: unonav@iph.krasn.ru

чения определяется цепочечной структурой из ис-

каженных октаэдров MnO6 с чередованием направ-

ления их локальных осей [14]. Четыре кристалло-

графические позиции ионов Mn3+ формируют при

T < Tc = 30.3K четырехподрешеточную ферромаг-

нитную структуру [14, 15]. Пространственная груп-

па кристалла Pnma допускает три вида основного

магнитного состояния Pnm′a′, Pn′ma′ и Pn′m′a с

ориентацией суммарного ферромагнитного момента

M = S1 + S2 + S3 + S4 вдоль орторомбических осей

a, b и c (фазы А, В и С) соответственно. Отсутствие

центра инверсии между обменно-связанными ионами

и сильное искажение локального окружения требуют

при определении вида основного состояния учета как

ОА, так и антисимметричного обмена (взаимодей-

ствия Дзялошинского–Мория (ДМ)). Целью работы

является определение параметров одноионной ани-

зотропии и взаимодействия Дзялошинского–Мория,

при которых происходит экспериментально наблю-

даемое упорядочение с M‖a с учетом орбитального

упорядочения ионов Mn3+.

Главными фрагментами кристаллической

структуры, определяющими магнитные свой-

ства PbMnBO4, являются соединенные ребрами

линейные цепочки октаэдров MnO6 с доминирую-

щим ферромагнитным обменом, ориентированные

вдоль орторомбической оси b (рис. 1). Более слабый

ферромагнитный обмен между спинами соседних

цепочек реализуется через группы ионов BO3 и

PbO4 [15, 16]. Кислородные октаэдры, окружающие
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Фрагмент кристаллической

структуры PbMnBO4. Ионы B3+ и Pb2+ не показаны

ионы Mn3+ (L = 2, S = 2), сильно искажены – рас-

стояния между ионами Mn3+ и O2−, занимающими

три неэквивалентные позиции O1, O2 и O3 равны

s = 1.885 Å, m = 1.99 Å и l = 2.225 Å, соответственно

[14]. Основная электронная конфигурация иона

марганца в сильном кристаллическом поле имеет

вид t32ge
1
g. Тетрагональное искажение (l > m, s)

снимает вырождение, существующее в чисто октаэд-

рическом поле (статический эффект Яна–Теллера),

расщепляя верхние уровни энергии электронных

состояний eg с функциями |0〉 ∝ |3z2 − r2〉/
√
6 и

|2s〉 = (|2〉 + |−2〉)/
√
2 ∝ |x2 − y2〉/

√
2. Угловые

части функций приведены в системе координат с

осью z вдоль направления тетрагонального искаже-

ния – локальная ось zi направлена вдоль длинной

диагонали октаэдра zi‖l [2, 9, 11, 17]. Ромбическое

искажение (m 6= s) смещает уровни энергии и сме-

шивает eg-функции. Нижним по энергии становится

состояние с функцией

Ψe = cos δ|0〉 − sin δ|2s〉, (1)

а верхним –

Ψh = sin δ|0〉+ cos δ|2s〉. (2)

Знаки при коэффициентах выбраны для сохране-

ния обозначений, использованных Абрагамом и Бли-

ни для функции Ψh [11]. В основном орбитальном

состоянии электрон занимает уровень с функцией

Ψe, оставляя состояние с Ψh пустым. Коэффициенты

смешивания волновых функций (1) и (2) определя-

ются нормальными модами орторомбического Q2 и

тетрагонального Q3 искажений октаэдра [2]

Q2 =
√
2(m− s), Q3 =

√

2

3
(2l −m− s), (3)

tan 2δ =
Q2

Q3
. (4)

Используя структурные данные для PbMnBO4 [14],

получаем

cos δ = 0.988, sin δ = 0.153. (5)

Угловые части волновых функций принимают вид

Ψe ∝
1√
2
|1.155z2 − 0.73x2 − 0.424y2〉, (6)

Ψh ∝ 1√
2
|0.177z2 + 0.9x2 − 1.077y2〉. (7)

В дальнейшем проведем сравнение полученных зна-

чений с аналогичными параметрами в наиболее

изученном орбитально упорядоченном перовските

LaMnO3 с такой же пространственной группой сим-

метрии кристалла и близкими значениями локаль-

ных искажений кислородного октаэдра [17, 18]. Соот-

ветствующие коэффициенты функций (1), (2) cos δ =

= 0.996, sin δ = 0.092 показывают, что большее ром-

бическое искажение в PbMnBO4 приводит к больше-

му перемешиванию орбитальных eg-функций. На ри-

сунке 2 показано схематическое представление ори-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Cхематическое представление

ориентации орбиталей Ψe, участвующих в образовании

σ-связи, для цепочек с доминирующим обменом в кри-

сталлической решетке PbMnBO4. Показаны зеркаль-

ные плоскости симметрии m и диагональная плоскость

скольжения n

ентации орбиталей Ψe, участвующих в образовании

σ-связи, для цепочек с доминирующим обменом в

кристаллической решетке PbMnBO4. Максимальное

перекрывание функций основного состояния проис-

ходит через ионы кислорода O3, что и обеспечива-

ет доминирующий ферромагнитный обмен через эти

ионы [19].
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Энергия ОА ионов Mn3+ в октаэдре с тетраго-

нальным и ромбическим искажением имеет вид

Hai = DS2
zi + E(S2

xi − S2
yi), (8)

где локальные оси анизотропии zi, xi и yi направ-

лены вдоль длинных, средних и коротких осей окта-

эдров соответственно. Такой выбор системы коорди-

нат позволяет зафиксировать знаки и соотношение

между тетрагональной и ромбической компонентами

D < E < 0 и связать эти величины с соответствую-

щими искажениями октаэдра [2, 7, 11, 12]

E

D
=

tan 2δ√
3

= 0.183. (9)

ОУ сопровождается соответствующим распределе-

нием по решетке локальных осей ОА. Как было по-

казано в рамках двухподрешеточной модели ферро-

магнетика [20], при угле между легкими осями ани-

зотропии zi и орторомбической осью b β = 47.90

в основном состоянии полная намагниченность фер-

ромагнетика M направлена вдоль оси a (фаза А),

а нелинейная полевая зависимость намагниченности

заканчивается скачком при завершении переориен-

тации (фазовым переходом первого рода), что на-

блюдается экспериментально в PbMnBO4 [15]. Для

объяснения сильной магнитной анизотропии и ос-

новного состояния в этой работе также рассматри-

валась ОА с легкой осью вдоль длинной диагонали

октаэдра. Однако в четырехподрешеточном ферро-

магнетике PbMnBO4 плоскости длинных осей окта-

эдра соседних цепочек развернуты относительно ор-

торомбической оси a на угол ±300 (рис. 1). В ре-

зультате угол между длинными осями l и осью a

α = 500 становится больше угла β. В предельном слу-

чае сильного ферромагнитного обмена, когда подре-

шетки можно рассматривать коллинеарными, энер-

гия анизотропии в фазе B будет меньше, чем в фазе

A. В другом предельном случае, когда величина ОА

больше межцепочечного обмена, магнитные момен-

ты в каждой цепочке отклоняются от плоскости ab,

угол между ними и легкими осями уменьшается, и

энергия ОА фазы A становится ниже, чем энергия

фазы B. Следовательно, существует пороговое соот-

ношение между этими величинами, с которого основ-

ным состоянием становится фаза A, как это проис-

ходит в двухподрешеточной модели [20].

Вторая константа ОА E сильнее понижает энер-

гию фазы A, чем фазы B, так как угол между осью

xi и осью a меньше угла c осью b. Отношение ор-

торомбического и тетрагонального искажений окта-

эдра (4) позволяет определить только отношение па-

раметров ОА (9). Во втором порядке теории возму-

щений по спин-орбитальному взаимодействию абсо-

лютные значения параметров ОА D и E зависят от

отношения λ2/∆, где λ – константа взаимодействия,

а ∆ – энергетическая щель между основной t32ge
1
g-

конфигурацией и возбужденным состоянием [3, 11].

Последняя величина зависит от кристаллического

поля и в разных кристаллах имеет разное значение.

В настоящее время в литературе отсутствует какая-

либо информация о ее величине в PbMnBO4. Дан-

ные о константе спин-орбитального взаимодействия

в ионе Mn3+ варьируются в широком диапазоне да-

же для одного кристалла. Таким образом, абсолют-

ное значение параметра D остается неопределенным

и может быть найдено из экспериментальных поле-

вых зависимостей намагниченности [15].

Необходимость учета антисимметричного обмена

(взаимодействия ДМ) [21, 22] следует из отсутствия в

кристаллической структуре центра инверсии между

взаимодействующими спинами. Центр инверсии на

магнитном ионе определяет пространственное рас-

пределение взаимодействия – альтернирование на-

правления вектора Dj при смещении координат спи-

нов вдоль цепочки i → i + 1. Такой тип взаимо-

действия, как и неколлинеарность осей анизотропии,

приводит к неколлинеарности магнитных моментов

ферромагнитных подрешеток [23]. В зависимости от

направления вектора Dj антисимметричный обмен

может либо увеличивать неколлинеарногсть подре-

шеток, либо ее уменьшать. При этом уменьшается

или увеличивается энергия фаз – в одной из фаз вза-

имодействие ДМ становится фрустрированным от-

носительно одноионной анизотропии. При расчете

энергии основного состояния доминирующий внут-

рицепочечный обмен позволяет в первом приближе-

нии ограничиться учетом антисимметричного обме-

на между ближайшими спинами внутри цепочек

HDM = D12[S1 × S2] +D34[S3 × S4]. (10)

Вектора D12 и D34 лежат в зеркальной плоскости

m (ac), расположенной между взаимодействующи-

ми спинами [22] (рис. 2) и их ориентация зависит от

геометрии обменных связей. Если обмен реализует-

ся через один лиганд (одномостиковый обмен), век-

тор направлен ортогонально плоскости, содержащей

магнитные ионы и лиганд [24–27]. Это правило спра-

ведливо и при обмене через два лиганда, лежащие в

одной плоскости со спинами [28]. Однако при неко-

планарном обмене через два лиганда какой-либо рас-

чет направления вектора взаимодействия ДМ в на-

стоящее время отсутствует. Помимо двух независи-

мых вкладов от отдельных обменных путей, будет

существовать и “кольцевой” обменный путь антисим-
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метричного обмена [29], который может существенно

изменить общую величину и направление вектора.

Следовательно, при дальнейшем учете влияния это-

го обмена необходимо учитывать возможность при-

сутствия двух компонент вектора в плоскости сим-

метрии. С учетом аксиальной и диагональной плос-

костей симметрии структуры, расположенных меж-

ду цепочками (рис. 2), для спинов подрешеток S1−S4

получаем D12(Da, 0, Dc) и D34(−Da, 0, Dc).

Диполь-дипольное взаимодействие при простран-

ственно анизотропном распределении магнитных мо-

ментов дает существенный вклад в общую анизо-

тропию магнетика [11]. Малое расстояние между

ближайшими спинами в цепочках, ориентированных

вдоль орторомбической оси b (2.97 Å) по сравне-

нию с межцепочечным расстоянием (5.45 Å) приво-

дит при ферромагнитном упорядочении к допол-

нительной легкоосной диполь-дипольной анизотро-

пии вдоль этой оси и перенормировке изотропного

обмена.

Hdd =
g2µ2

b3
(

Si,jSi+1,j − 3b−2(Si,jb)(Si+1,jb)
)

=

= d · Si,jSi+1,j − 3d · Sbi,jSbi+1,j . (11)

Для точечных магнитных диполей в цепочках Mn3+

получаем 3d = 0.28K.

Для определения соотношений между параметра-

ми анизотропных взаимодействий, при которых ре-

ализуется экспериментально наблюдаемая фаза A,

проведем численную минимизацию энергии фаз A и

B в приближении классических моментов подреше-

ток.

E =
N

2

(

(J1 + d)(S1S2 + S3S4) + 2J2(S1S3 + S2S4) +

+
1

2

4
∑

i=1

(

DS2
zi + E(S2

xi − S2
yi)
)

+D12[S1 × S2] +

+D34[S3 × S4]− 3d · (Sb1Sb2 + Sb3S
b
4)
)

, (12)

где J1 – внутри- и J2 – межцепочечный изотроп-

ные обмены. Межцепочечный обмен рассматривает-

ся только между ближайшими спинами в соседних

цепочках. При минимизации энергии используются

значения обменов, полученные с использованием по-

левой теории Гинзбурга–Ландау при описании ква-

зиодномерного поведения PbMnBO4 со значениями

температуры упорядочения Tc = 30.3K и парамаг-

нитной температуры Кюри Θ = 49K [30],

J1 + d = −20.2K, J2 = −2.2K.

Близкие значения обменов были получены при рас-

четах с использованием функционала плотности

[16, 19].

При минимизации энергии основного состояния

четырехподрешеточного ферромагнетика в общем

случае требуется варьировать 8 углов ориентации

моментов подрешеток Θi, φi в полярной системе ко-

ординат. Для PbMnBO4 симметрия магнитных фаз

A и B накладывает на углы ограничения, уменьша-

ющие число независимых переменных до двух

Фаза A (Pnm′a′) : S1(Θ, φ), S2(π −Θ, φ),

S3(Θ,−φ), S4(π −Θ,−φ);
Фаза B (Pn′ma′) : S1(Θ, φ), S2(Θ, φ+ π),

S3(Θ,−φ), S4(Θ, π − φ), (13)

где полярные углы отсчитываются от ромбической

оси b, а азимутальные – от оси a. Минимизируя энер-

гии фаз (12) и сравнивая их для различных зна-

чений одноионной анизотропии D, получаем в фа-

зовом пространстве компонент вектора антисиммет-

ричного обмена, нормированных на внутрицепочеч-

ный обмен (Da/J1, Dc/J1), области существования

двух основных состояний А и В с близкими энер-

гиями (рис. 3). Для значений |D| < |D0| = 4.7K в от-

Рис. 3. Граница между фазами А и В при различных

значениях параметра одноионной анизотропии D на

плоскости нормированных компонент антисимметрич-

ного обмена с учетом диполь-дипольной анизотропии

сутствии взаимодействия ДМ основным состоянием

является фаза B. При величине тетрагональной ком-

поненты одноионной анизотропии, близкой к меж-

цепочечному обмену D ≈ zJ2/2 = −4.04K, где z –

число соседних цепочек, магнитные моменты в фазе

A отклоняются от оси a, угол между ними и легкой

осью анизотропии уменьшается и при D = D0 энер-

гии фаз сравниваются. При дальнейшем увеличении

абсолютной величины анизотропии основным состо-

янием становится фаза A. Положительное значение

компоненты вектора антисимметричного обмена Dc
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увеличивает неколлинеарность спинов в фазе A и по-

нижает ее энергию – граница между фазами смеща-

ется в область меньших значений D.

Сравнение полученного отношения параметров

ОА с имеющимися данными требует сопоставле-

ния используемых систем координат. В используе-

мой системе малое ромбическое искажение, как и в

других кристаллах с ионами Mn3+, приводит к ма-

лому примешиванию функции |2s〉 к функции |0〉
[11, 17]. При описании ОУ в перовскитах часто ис-

пользуются орбитальные функции с осью z, направ-

ленной вдоль средней диагонали искаженного окта-

эдра z‖m [3, 7, 10, 12, 13]. Такой выбор системы ко-

ординат приводит к формальной замене l ↔ m

в выражениях для тетрагональной и ромбической

мод (3) искажений октаэдра и сильному перемеши-

ванию исходных орбитальных функций |0〉 и |2s〉 в

собственных функциях электронного (1) и дырочно-

го (2) состояний. При этом параметры одноионной

анизотропии D′ ≈ −E′ > 0 перестают отражать

тетрагональные и ромбические искажения отдель-

но, становясь смешанными характеристиками иска-

жения октаэдрического кристаллического поля. Это

усложняет сопоставление рассчитанной ОА с кри-

сталлографическими данными о лигандном окру-

жении и сравнение с параметрами, используемыми

при анализе резонансных исследований. При анали-

зе спектров ЭПР изолированных ионов параметр D

соответствует тетрагональному, а E – ромбическому

искажениям [11, 31]. Выбор оси z вдоль направления

максимального искажения (длинной диагонали l) не

только имеет простой физический смысл направле-

ния преимущественной ориентации электронной ор-

битали с меньшей энергией к более удаленным ли-

гандам [11], но и очевидную асимптотику нормаль-

ных мод (3) и волновых функций при предельных

значениях диагоналей октаэдра l, m и s. Чисто тет-

рагональному искажению m = s c δ = 0 и E = 0

соответствует в системе координат с z‖m тетраго-

нальное искажение с легкой осью x и δ = 1200

[32]. В используемой в работе системе координат

при m → l tan 2δ →
√
3 и опять получаем слу-

чай тетрагонального искажения, но с короткой осью

y. При этом нижняя по энергии орбитальная функ-

ция Ψe → |z2 − x2〉 имеет электронную плотность,

распределенную от оси y. Одноионная анизотропия

D = E < 0 становится одноосной с трудной осью y

DS2
zi + E(S2

xi − S2
yi) = −2ES2

yi + const.

Единственные прямые измерения ОА из данных

ЭПР спектра Mn3+ в TiO2 [31] дают значения D =

= −4.9K, |E| = 0.167K. Таким образом, отношение

E/D = 0.034 значительно меньше отношения, следу-

ющего из искажений октаэдров в LaMnO3 [17, 18] и

PbMnBO4 [14] 0.11 и 0.183, соответственно. Прове-

сти аналогичные расчеты для изолированных ионов

в какой-либо матрице не представляется возможным,

поскольку неизвестны локальные искажения при та-

ком замещении. Можно только предположить зна-

чительно большее тетрагональное искажение в дан-

ном случае. Для LaMnO3 в системе координат с ло-

кальной осью z вдоль длинной диагонали октаэдра

D = −3.4K, E = −0.46K, E/D = 0.134 [13].

Так же, как и в PbMnBO4, в LaMnO3 отсутствие

центра инверсии между спинами и значительные ис-

кажения октаэдров приводят к взаимодействию ДМ

с вектором, имеющим соответствующее распределе-

ние в кристалле [33]. Но и без учета такого распреде-

ления эффективное взаимодействие ДМ, одинаковое

для всех обменных связей между ферромагнитными

плоскостями в LaMnO3, используемое для объясне-

ния слабого ферромагнитного момента и результатов

резонансных исследований, дает порядок величины

взаимодействия, сравнимый с ОА [34–37]. Анализ вы-

сокотемпературного спектра ЭПР в La0.95Sr0.05MnO3

[38] также дал близкие по величине абсолютные зна-

чения ОА и антисимметричного обмена.

Приведенные выше значения ОА в LaMnO3 ис-

пользовались в работе [13] для объяснения полевой

зависимости спектра антиферромагнитного резонан-

са (АФМР) без учета возможного влияния антисим-

метричного обмена. Учет влияния полученной в [38]

величины взаимодействия ДМ на спектр АФМР по-

казал отсутствие качественного изменения как маг-

нитной структуры, так и спектра [39], что имеет

простое объяснение. Ориентация намагниченности в

ферромагнитных слоях LaMnO3 вдоль орторомбиче-

ской оси b определяется ОА, легкая ось которой, на-

правленная вдоль длинной диагонали октаэдра, име-

ет с этой осью наименьший угол. В этом отношении

PbMnBO4 принципиально отличается от LaMnO3 –

его энергия ОА ниже в фазе B, а эксперименталь-

но наблюдаемое основное состояние с симметрией

Pnm′a′ реализуется только при учете влияния анти-

симметричного обмена. Такая ситуация наблюдается

в ортоферритах, где анизотропия определяется кон-

куренцией взаимодействия ДМ с относительно сла-

быми вкладами, такими как магнитодипольный и од-

ноионный [27].

Совместное влияние ОА и взаимодействия ДМ на

основное состояние и полевые зависимости намагни-

ченности в рамках двухподрешеточной модели фер-

ромагнетика было исследовано в работе [40]. Было

показано, что наблюдаемая в PbMnBO4 нелинейная

зависимость намагниченности со скачком при завер-
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шении переориентации может быть объяснена при

близких по абсолютной величине значениях пара-

метров анизотропных взаимодействий D ≈ −3K и

Dc ≈ 3.3K.

Результатом анализа основного состояния явля-

ется также определение знака компоненты Dc векто-

ра ДМ. Наблюдаемое экспериментально состояние с

намагниченностью вдоль орторомбической оси a ре-

ализуется при Dc > 0 (рис. 3). Обратное неравенство

приводило бы к намагниченности вдоль оси b.
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Обнаружены и исследованы ферромагннитные свойства Si:P в области концентрационного фазового

перехода изолятор–металл при гелиевых температурах. Для определения спиновой составляющей намаг-

ниченности из измеренных СКВИДом значений полной намагниченности образцов вычитался линейный

по полю диамагнитный вклад. Спиновая намагниченность обладает характерными для ферромагнетика

сильной нелинейностью с насыщением в полях порядка нескольких кЭ, а также петлей гистерезиса.

Способность к намагничиванию резко убывает при смещении вглубь изоляторной стороны фазового

перехода. Она, однако, сильно возрастает при близкой к половинной степени компенсации Si:P акцеп-

торными примесями. Результаты свидетельствуют о том, что в Si:P в области перехода изолятор-металл

при низких температурах триплетное состояние для части пар обменно-связанных спинов (ферромаг-

нитная фаза) оказывается энергетически более выгодным чем синглетное (антиферромагнитная фаза),

чему, в значительной степени, способствует умеренная компенсация.

DOI: 10.31857/S123456782211009X, EDN: imdqth

Введение. Основной вклад в магнитную вос-

приимчивость легированного немагнитными мелки-

ми (водородоподобными) примесями полупроводни-

ка обычно вносит диамагнитная восприимчивость

решетки [1]. Однако, при значительных уровнях ле-

гирования на ее фоне начинает проявляться маг-

нитная восприимчивость примесей с парамагнит-

ной (спиновой) χs и диамагнитной составляющими.

(Диамагнитную примесную восприимчивость уда-

лось измерить сравнительно недавно при доста-

точно высоких степенях поляризуемости локализо-

ванных на примесях электронных волновых функ-

ций вблизи концентрационного фазового перехода

изолятор-металл (ИМ) [2].) В настоящей работе нас

будет интересовать первая из них, которая, напри-

мер, проявляется в электронном спиновом резонансе

(ЭСР), парамагнетизме Кюри и Паули, а также в за-

коне Кюри–Вейсса при переходе от парамагнетизма

к ферро- или антиферромагнетизму.

Уже на ранней стадии изучения магнитных

свойств такого классического полупроводника, как

n-Si, было экспериментально установлено, что при

достаточно высоких уровнях легирования – вблизи

концентрационного фазового перехода ИМ, наблю-

1)E. Lahderanta.
2)e-mail: psemenikhin@mail.ioffe.ru

даются отклонения от закона Кюри [1, 3]. Как было

показано теоретически, эти отклонения определя-

ются обменным взаимодействием локализованных

спинов [4]. В результате, при низких температурах

спины носителей заряда (электронов или дырок)

на близких нейтральных примесях ориентируются

антипараллельно, подобно тому, как это происходит

при образовании молекулы водорода. Возникает ан-

тиферромагнитная (АФМ) фаза спинового стекла,

в которой концентрация спинов, определяющая ам-

плитуду сигнала ЭСР, оказывается заметно меньше

концентрации электронов (нейтральных примесей),

измеренной, например, из эффекта Холла, а спино-

вая восприимчивость следует закону Кюри–Вейсса

с отрицательной температурой Вейсса. Подобное

поведение наблюдалось в различных легированных

водородоподобными примесями полупроводниках

n-типа, где работает техника ЭСР: n-Si:P [5], n-Ge:As

[6] и даже n-SiC:N [7–9], в котором примеси азота

уже заметно отличаются от водородоподобных.

Однако, в отличие от молекулы водорода, спинам

ближайших нейтральных доноров не запрещено при

определенных условиях объединяться также и в па-

ры с параллельно ориентированными спинами, об-

разуя ферромагнитную (ФМ) фазу спинового стекла

[10, 11]. Другими словами, для обменно-связанных в

пары спинов, наряду с синглетным состоянием АФМ
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фазы, в принципе, возможно и триплетное состоя-

ние ФМ фазы. Косвенное подтверждение этого впер-

вые было получено при изучении особенностей низ-

котемпературной теплоемкости Si [12], которые бы-

ли объяснены на основе локального ФМ упорядо-

чения примесных спинов [13, 14]. Позднее, из обна-

ружения явления низкотемпературного гистерезиса

прыжкового магнетосопротивления умеренно ком-

пенсированного дырочного Ge:Ga был сделан вывод

о проявлении в нем ФМ свойств вблизи перехода ИМ

при температурах ниже 1 К [15]. Предпринятая по-

пытка измерить кривую намагничивания этого мате-

риала с помощью СКВИД-магнитометра не увенча-

лась успехом [2], по-видимому, из-за недостатка чув-

ствительности прибора, поскольку критическая для

перехода ИМ в Ge:Ga концентрация Ga невелика и

составляет ∼ 1017 см−3.

Изучение с помощью ЭСР парамагнитной

восприимчивости электронного Ge:As, компенсиро-

ванного введением с помощью нейтронной транс-

мутации акцепторных примесей Ga [16], показало

изменение знака температуры Вейсса с отрицатель-

ного на положительный при гелиевых температурах,

что позволило предположить изменение характера

упорядочения части спаренных примесных спинов

с антипараллельного на параллельный и важную

роль в этом компенсирующих примесей. Эти предпо-

ложения были подкреплены качественной моделью

[17], предсказывающей увеличение вероятности

образования обменно-связанных в пары спинов в

триплетном состоянии вследствие эффекта кулонов-

ской блокады донорных состояний, ближайших к

компенсирующим (заряженным) акцепторам. Это

свойство компенсации было подтверждено расчетом

кюри-вейссовского поведения спиновой воспри-

имчивости на основе модели Гайтлера–Лондона

[18], который продемонстрировал трансформацию

локального АФМ упорядочения в ФМ, а затем

переход к парамагнетизму Кюри в Ge:As с ростом

степени компенсации. Однако, как показано в [16],

на опыте сложно отделить кюри-вейссовское пове-

дение от проявления парамагнетизма Паули вблизи

перехода ИМ.

Таким образом, нужны более веские эксперимен-

тальные основания, чтобы утверждать, что легиро-

ванный до близости к фазовому переходу ИМ немаг-

нитными водородоподобными примесями полупро-

водник, действительно, является одним из объектов

для развернувшегося в мире поиска так называемого

“d0”-магнетизма (см., например, [19, 20]). Электрон-

ный кремний, в котором из-за заметно меньшего бо-

ровского радиуса электрона на мелком доноре крити-

ческая для перехода ИМ концентрация доноров при-

мерно в 10 раз больше, чем в Ge, представлялся более

перспективным материалом для прямых измерений

намагниченности с помощью СКВИД-магнитометра.

Исходя из опыта предшествующих исследований Ge,

следовало также позаботиться о решении задачи вы-

ращивания умеренно компенсированного Si с необхо-

димым уровнем легирования.

Целью работы являлось обнаружение и иссле-

дование характерного для ферромагнетизма поведе-

ния низкотемпературной спиновой намагниченности

в близких к концентрационному фазовому переходу

ИМ объемных образцах Si:P, а также выяснение вли-

яния на это поведение близости к точке перехода ИМ

и степени компенсации материала. (Об обнаружении

ФМ включений 2D электронном газе в кремниевых

структурах см., например, [21].)

Образцы и измерения. Напомним, что крити-

ческая для перехода ИМ в некомпенсированном Si:P

электронная концентрация nc = 3.7 · 1018 см−3 [22].

Как было установлено на Ge [23], а потом и на Si [24],

при умеренных компенсациях ее величина практиче-

ски не меняется. Это дает представление об уровнях

легирования Si:P основной (фосфор) и компенсирую-

щей примеcями, которые бы соответствовали нахож-

дению на изоляторной стороне перехода ИМ недале-

ко от критической точки.

Эксперименты проводились на образцах, выре-

занных из трех разных слитков n-Si:Р, которые отли-

чались концентрациями доноров фосфора NP , ком-

пенсирующих акцепторных примесей бора NB и, со-

ответственно, степенью компенсации K = NB/NP :

1) NP = 3.0 · 1018 см−3, K = 0.5; 2) NP = 3.3 ×
×1018 см−3,K = 0; 3) NP = 1.3·1018 см−3, K = 0. Ос-

новные параметры образцов сведены в табл. 1. Сли-

ток 1 Si:Р, компенсированный на 50 % бором, был

специально выращен для целей настоящего исследо-

вания в Leibniz Institute for Crystal Growth (Berlin,

Germany). Измерения намагниченности М (магнит-

ного момента) проводились в области гелиевых тем-

ператур с использованием СКВИД магнитометра

MPMS XL.

Результаты измерений и их анализ. На ри-

сунке 1а показана зависимость измеренного магнит-

ного момента M(H) от приложенного внешнего по-

ля для образца 1 с концентрацией фосфора NP =

3.0 · 1018 см−3 и степенью компенсации K = 0.5 при

температуре T = 5К. Зависимость M(H) является

суперпозицией линейной от поля (решеточной и при-

месной) диамагнитной составляющей намагниченно-

сти Mdia(H) и нелинейной намагниченности примес-

ных спинов Ms(H). Из рисунка 1а видно, что при до-
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Таблица 1. Параметры образцов

Параметр Номер образца

1 2 3

Концентрация электронов n, 1018 см−3
∼ 1.5 3.3 1.3

Концентрация фосфора NP , 1018 см−3 3.0 3.3 1.3

Степень компенсации K ∼ 0.5 ∼ 0 ∼ 0

Сопротивление R, мОм · см при 300 К 30 12.5 25

Близость к точке перехода ИМ nc: (nc − n)/nc 0.59 0,11 0.65

Намагниченность насыщения, Msat, 10−4 emu/см3 14 6, 5 0.75

Парамагнитная восприимчивость χs(0) = dM/dH, 10−7 10 5 0.3–0.5

Остаточная намагниченность Mr , 10−4 emu/см3 2.8 < 1 –

Коэрцитивная сила, Hc кЭ 0.3 < 0.2 –

Рис. 1. (Цветной онлайн) Полевая зависимость полной

(a) и спиновой (b) намагниченности образца 1 Si:P с

концентрацией NP = 3.0 ·1018 см−3 и степенью компен-

сации K = 0.5 при T = 5К. Пунктир на рис. 1а изобра-

жает линейный ход диамагнитной составляющей Mdia.

На рис. 1b штрихами показаны кривые намагничива-

ния, стрелками – направление изменения поля

статочно сильных полях |H | > 6 кЭ результирующая

зависимость M(H) является практически линейной,

угловой коэффициент которой равен его значению

для Mdia(H). Для восстановления хода Mdia(H) сле-

дует провети через начало координат на рис. 1а пря-

мую, параллельную высокополевым ветвям M(H).

Искомое поведение примесной спиновой составляю-

щей магнитного момента Ms(H), определяемое раз-

ностью M(H) и Mdia(H), показано на рис. 1b.

Зависимость Ms(H) представляет собой типич-

ную кривую намагничивания слабо ФМ материала

[1] с сильно нелинейной магнитной восприимчиво-

стью χs(H) = dM/dH и петлей гистерезиса, наблю-

даемой при перемагничивании образца (направление

изменения поля на рис. 1 показано стрелками). Мак-

симальная величина магнитной восприимчивости в

пределе слабого поля составляет χs(0) = 10−6. В по-

лях |H | & 1 кЭ начинает проявляться эффект насы-

щения намагниченности Ms, которому соответствует

быстрое уменьшение величины χs(H) с полем. При

|H | ≥ 6 кЭ практически достигается спиновая намаг-

ниченность насыщения Ms,sat = 1.4 · 10−3 emu/см3.

Величины χs(0) и Ms,sat являются характеристика-

ми намагничивания и представлены в табл. 1. Петля

гистерезиса характеризуется величиной остаточной

намагниченности Mr = 2.8 · 10−4 emu/см3 и значени-

ем коэрцитивной силы Hc = 300Э.

Обратимся к результатам исследования образ-

ца 2, близкого по уровню легирования к образцу 1,

но, в отличие от него, некомпенсированного. Поле-

вые зависимости его полной M и спиновой Ms на-

магниченности при T = 3К показаны на рис. 2a и b.

Качественно полевые зависимости намагниченно-

сти для образца 2 похожи на соответствующие за-

висимости для образца 1. Однако, несмотря на то,

что спиновая плотность в образце 2 вдвое выше, чем

в образце 1, проявление его намагниченности (по

величинам χs(0) и Ms,sat) примерно вдвое слабее,

чем у компенсированного образца 1. На фоне раз-

броса экспериментальных точек у образца 2 можно
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Полевая зависимость полной

(a) и спиновой (b) намагниченности некомпенсирован-

ного образца 2 Si:P с концентрацией NP = 3.3·1018 см−3

при T = 3К. Пунктир на рис. 2,а изображает линейный

ход Mdia. На рисунке 2b штрихами показан возможный

ход кривых намагничивания, стрелками – направление

изменения поля

лишь оценить параметры петли гистрезиса сверху:

Mr < 10−4 emu/см3 и Hc < 200Э.

Для ответа на вопрос о влиянии на эффекты на-

магничивания близости к критической точке фазо-

вого перехода ИМ были выполнены измерения на

некомпенсированном образце 3 с уровнем легирова-

ния фосфором в 2.5 раза ниже, чем у образца 2. По-

левые зависимости полной и спиновой намагниченно-

сти для образца 3 показаны на рис. 3а и b. Величина

его спиновой намагниченности Ms оказалась весьма

малой и практически неразличимой на фоне полной

намагниченностиM образца на рис. 3а даже при пре-

дельном для наших измерений уровне разрешения.

Чтобы попытаться все же выявить ход кривой на-

магничивания, по аналогии с образцами 1 и 2, из

полной намагниченности M вычтем диамагнитный

Рис. 3. (Цветной онлайн) Полевая зависимость полной

(a) и спиновой (b) намагниченности некомпенсирован-

ного образца 3 Si:P с концентрацией фосфора NP =

1.3 × 1018 см−3 при T = 3К. Пунктиром на рис. 3а по-

казан линейный ход Mdia. Штрихи на рис. 3b – кривая

намагничивания

вкладMdia и перейдем к анализу поведения спиновой

намагниченностиMs. Эта дифференциальная проце-

дура позволяет на фоне большой погрешности изме-

рений на рис. 3b, тем не менее, достаточно отчетли-

во проследить общий ход кривой намагничивания и

грубо оценить ее характеристики (см. табл. 1). Значе-

ния χs(0) и Msat у образца 3 оказываются примерно

в 7 раз меньше, чем у образца 2. Таким образом, име-

ет место резкое ослабление спиновой намагниченно-

сти некомпенсированного Si:P при уменьшении уров-

ня легирования фосфором и удалении от точки пе-

рехода ИМ в сторону изолятора.

Обсуждение результатов. При работе со сла-

быми сигналами на пределе разрешения СКВИД-

магнитометра есть опасность того, что источником
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эффекта является микроскопическое количество по-

павшей в него ФМ “грязи” [25–27]. В этой связи за-

метим, что в то время, как с образцом 3 мы работа-

ли на пределе разрешения СКВИД – магнитометра,

для образца 2 и, тем более, для образца 1 сигналы

были многократно сильнее. Динамический диапазон

изменения магнитной восприимчивости в слабых по-

лях и намагниченности насыщения для образцов 1–3

составил более порядка величины, что не позволяет

списать наблюдаемые проявления ферромагнетизма

на “грязь”.

Оценим концентрацию спинов мелких приме-

сей nfm, обеспечивающую наблюдаемую намагничен-

ность насыщения Msat. Для близкого к переходу ИМ

компенсированного образца 1 с наиболее сильным

проявлением ФМ свойств в предположении, что все

спины сориентированы по полю, получаем: nfm =

=Msat/β = 2 · 1017 см−3, где β = 9.27 · 10−21 эрг/Гс –

магнетон Бора. Полученная величина nfm составля-

ет примерно 14 % от концентрации электронов (ней-

тральных доноров), что представляется вполне реа-

листичным. В близком к переходу ИМ, но некомпен-

сированном образце 2, она составляет 2 %, а в сдви-

нутом от перехода ИМ в глубь изоляторной стороны

некомпенсированном образце 2 – порядка 1 %

Итак, пример Si:P показывает способность по-

лупроводника, легированного мелкими водородопо-

добными примесями до близости к концентрацион-

ному фазовому переходу ИМ, к сильно нелиней-

ному намагничиванию, характерному для слабого

ферромагнетизма. Это означает, что в спиновом

стекле, наряду с синглетным (АФМ) состоянием ча-

сти обменно-связанных в пары спинов, другая их

часть находится в триплетном (ФМ) состоянии. Кро-

ме этого, оказавшиеся статистически уединенными

(не связанными в пары) спины представляют собой

изолированные парамагнитные центры. Таким обра-

зом, изучаемая спиновая система Si:P вблизи пере-

хода ИМ оказывается трехфазной. Для отождеств-

ления сильно нелинейного поведения намагниченно-

сти именно с триплетными состояниями обменно-

связанных пар, важно, что две других фазы (АФМ

и парамагнитная) обладают существенно более сла-

бой полевой зависимостью намагниченности, кото-

рой можно с хорошей точностью пренебречь.

Налицо также способность умеренных концентра-

ций компенсирующих примесей в Si:P (отрицатель-

но заряженных в материале n-типа) служить “ката-

лизатором” образования ФМ фазы, усиливая в разы

эффекты намагничивания. Этот экспериментальный

факт согласуется с качественной моделью изменения

характера спинового обмена для части пар нейтраль-

ных доноров D0 от АФМ к ФМ под влиянием уме-

ренной компенсации [17]. Он соответствует также ре-

зультатам прямого расчета поведения уровней энер-

гий триплетного и синглетного состояний для Ge:As

в функции компенсации на основе модели Гайтлера–

Лондона [18]. Имеет место пересечение этих уровней

в области умеренных компенсаций и, таким образом,

переход от АФМ к ФМ фазе, затем – переход к па-

рамагнитной фазе при высоких компенсациях.

Заключение. Поведение низкотемпературной

спиновой намагниченности легированного мелки-

ми водородоподобными донорами фосфора Si:P

вблизи концентрационного фазового перехода ИМ

на его изоляторной стороне представляет собой

характерную для слабо ФМ материала кривую на-

магничивания, которая обусловлена находящимися

в триплетном состоянии парами обменно-связанных

спинов.

В отсутствие компенсирующих примесей относи-

тельная доля триплетной фазы (ФМ образом обмен-

но связанных спинов) невелика, проявления намаг-

ниченности достаточно слабы и быстро исчезают при

уменьшении уровня легирования и удалении от точ-

ки перехода ИМ в глубину изоляторного состояния.

Умеренная (близкая к половинной) компенсация

Si:Р в разы увеличивает относительную долю ФМ

фазы и макроскопические проявления спиновой на-

магниченности, в частности, позволяет регистриро-

вать эффект гистерезиса.
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В рассматриваемой статье, на мой взгляд, содер-

жатся утверждения, не подкрепленные эксперимен-

тальными данными, а также некорректные форму-

лировки.

Перед тем, как рассматривать результаты

статьи по существу, хочу напомнить, что Бозе-

Эйнштейновская конденсация (БЭК) описывает

спонтанное формирование когерентного состояния в

системе (квази-)частиц, находящейся в термодина-

мическом равновесии [1]. Однако, так как в реальных

системах, где наблюдается БЭК, полностью рав-

новесное состояние достигнуть невозможно, – в

атомных конденсатах это связано с конечным време-

нем жизни атомов при ультранизких температурах,

в системах квазичастиц с их конечным временем

жизни из-за релаксации в решетку – это определе-

ние было расширено на квазиравновесные системы.

Тем не менее, даже при расширенном определении,

например, лазерное излучение, сформированное

за счет создания сильно неравновесной системы с

инверсным заполнением, не относится к БЭК.

Таким образом, для подтверждения экспери-

ментального наблюдения БЭК необходимо под-

твердить а) когерентность полученного состояния,

б) спонтанность обнаруженной когерентности и в)

квазиравновесность рассматриваемой системы [2].

Замечу, что вместо того, чтобы демонстрировать вы-

полнение перечисленных критериев, авторы вводят

свои критерии, на которых остановимся позже.

В эксперименте на пленку железо-иттриевого

граната (ЖИГа), помещенную в перпендикулярное

магнитное поле с помощью полосковой линии ши-

риной 0.2 мм подавалось когерентное микроволновое

1)S.O.Demokritov.
2)e-mail: demokrit@uni-muenster.de

излучение (накачка) и измерялось поглощение как

функция внешнего поля для разных мощностей на-

качки. Во второй серии экспериментов к однородно-

му внешнему полю добавлялся градиент поля. При

этом вторая полосковая линия, расположенная от

первой на расстоянии 2 мм, измеряла сигнал, наве-

денный прецессией намагниченности. В определен-

ных интервалах полей в первом случае наблюдалось

поглощение микроволнового излучения, во втором

случае детектировался наведенный сигнал. Эти ре-

зультаты рассматриваются как доказательство фор-

мирования магнонного БЭК. Показано ли экспери-

ментально, что критерии БЭК выполнены?

а) Когерентность: в статье нет данных по степе-

ни когерентности полученного состояния. Более то-

го, первая серия экспериментов, где измерялась по-

глощенная мощность, не может дать информацию

о степени когерентности состояния. Спектральный

анализ сигнала наведенной прецессии намагниченно-

сти в принципе мог бы дать необходимую информа-

цию. Однако эти данные в статье отсутствуют. Таким

образом, можем заключить, что когерентность полу-

ченного состояния в статье не продемонстрирована.

б) Спонтанность: в случае атомного конденсата

вопрос спонтанности не стоит, так как конденсат со-

здается за счет охлаждения облака “некогерентных”

атомов. В случае квазичастиц (особенно магнонов)

ситуация более сложная, так как в систему инжек-

тируются первичные магноны. Нужно быть уверен-

ным, что первичные магноны не привнесут в систе-

му внешнюю когерентность, связанную, например, с

когерентной накачкой. В классических эксперимен-

тах по магнонной БЭК [3–5] эта проблема реша-

лась за счет того, что первичные магноны накачи-

вались на одной частоте, а формирование конденса-

та наблюдалось на другой частоте, сильно отличаю-
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щейся от частоты первичных магнонов. Более того,

изучался процесс термализации первичных магнонов

[5] и было показано, что термализация происходит

путем многократных неупругих столкновений, кото-

рые заведомо нарушают любую внешнюю когерент-

ность. И, чтобы отмести последние сомнения, пер-

вичные магноны инжектировались не посредством

FMR, который создает когерентные первичные маг-

ноны с фазой, определяемой фазой накачки, а с по-

мощью параметрической накачки, так как хорошо

известно [6], что в результате этого процесса инжек-

тируются пары магнонов с произвольными фазами

каждого магнона в паре. В рассматриваемой статье

магноны инжектировались с помощью FMR. Что-

бы лучше проанализировать данные, приведенные

на рис. 2 рассматриваемой статьи, рассмотрим дис-

персионный спектр, f(k) спиновых волн в использу-

емой геометрии, показанный на рис. 1 сплошной ли-

Рис. 1. Сплошная линия: дисперсионный спектр мало-

амплитудных спиновых волн в пленке ЖИГ (намагни-

ченность 4πM = 1.75 кГс) толщиной 6мкм во внешнем

поле 3.05 кЭ. Частота FMR 3.65 ГГц. Пунктирная ли-

ния: то же самое при большой амплитуде прецессии,

приводящей к уменьшению статической намагниченно-

сти до 4πM = 1.71 кГс. Частота FMR 3.75 ГГц. Штри-

ховая линия: то же самое, что и сплошная линия, но

в поле 3.00 кЭ. Горизонтальная полочка иллюстрирует

частоту накачки 3.70 ГГц. Видно, что увеличение ам-

плитуды прецессии сдвигает спектр в большие часто-

ты, а уменьшение поля в меньшие частоты

нией. Спектр посчитан для условий (толщина плен-

ки, величина намагниченности, внешнее поле), близ-

ких к условиям описанных экспериментов с часто-

той накачки 3.7 ГГц. Очевидно, что микроволновое

поле полосковой линии возбуждает магноны, соот-

ветствующие волновому числу k = 0 (или малым k

Рис. 2. Из [4]. Изменение химического потенциала газа

магнонов в пленке ЖИГ толщиной 6 мкм со временем

после включения накачки с разной мощностью

в непосредственной близости от нуля из-за конечной

ширины полосковой линии). При сканировании поля

вниз при малых мощностях поглощение наблюдает-

ся в узком интервале полей, определяемом естествен-

ной шириной линии FMR и шириной области доступ-

ных для возбуждения волновых чисел. Однако при

большей мощности накачки прецессия с большой ам-

плитудой приводит к уменьшению статической на-

магниченности и, как правильно объяснено в рас-

сматриваемой статье, нелинейному увеличению час-

тоты (пунктирная линия на рис. 1), что обеспечивает

выполнение резонансных условий при уменьшении

внешнего поля. Таким образом резонансная кривая

“затягивается” в сторону малых полей. И чем больше

амплитуда прецессии, тем больше это затягивание.

Отметим, однако, что независимо от мощности на-

качки и приложенного поля частота инжектирован-

ных магнонов определяется частотой накачки, кото-

рая близка к частоте FMR. Поскольку в рассматри-

ваемой геометрии эта частота соответствует мини-

муму спектра (f(k) есть монотонная функция), она

и должна являться точкой конденсации. Таким обра-

зом, в этих экспериментах накачка инжектирует ко-

герентные первичные магноны с частотой, совпада-

ющей или очень близкой к частоте возможного кон-

денсата. Поэтому говорить о спонтанности получен-

ного когерентного состояния не приходится. В статье

этот вопрос даже не рассматривается.

в) Квазиравновесность: так как первичные маг-

ноны инжектируются с частотой, совпадающей или

очень близкой к частоте минимума спектра, их тер-

мализация, т.е. перераспределение по существенной

части магнонного спектра сильно затруднена. Дей-
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ствительно, все остальные магноны имеют боль-

шую частоту, поэтому такой эффективный меха-

низм магнон-магнонного взаимодействия, как обмен-

ное четырех-магнонное рассеяние, запрещен законом

сохранения энергии. Более того, слабое релятивист-

ское трех-магнонное слияние двух магнонов в один

магнон большей частоты запрещено законом сохра-

нения импульса. Приходится отмечать, что авторы

статьи даже не обсуждают эту проблему.

Таким образом, выполнение общепризнанных

критериев БЭК экспериментально не подтверждено.

Вместо этого авторы вводят собственные крите-

рии БЭК и делаются некорректные утверждения.

Например, читаем на с. 315: “Важное наблюдение

заключается в том, что мощность, поглощаемая

образцом, не зависит от мощности, подаваемой на

полосок. Это ...полностью соответствует свойствам

магнонного БЭК” и далее на с. 315–316: “состояние

мБЭК полностью определяется его химическим

потенциалом, который зависит от частоты накачки,

но не от ее амплитуды”. Эти утверждения проти-

воречат физической картине формирования БЭК

в системе квазичастиц. Химический потенциал и

температура определяют свойства неконденсирован-

ных магнонов: при нулевой мощности накачки, в

равновесном состоянии химический потенциал газа

магнонов равен нулю. Для повышения химического

потенциала и нужна накачка: чем мощнее накачка,

тем больше дополнительных магнонов внесено в си-

стему, тем больше химический потенциал. Рисунок

2, взятый из [4], иллюстрирует этот факт: показан

химический потенциал газа магнонов в ЖИГе как

функция времени после включения накачки для

разных мощностей накачки. Очевидно, что при ма-

лой мощности (2.8 Bт) рост химического потенциала

медленный, в то время как при большой мощности

(4.0 Bт) химический потенциал быстро достигает

своего критического значения, при котором начина-

ется БЭК. Хотя при этом, как правильно отмечено

в рассматриваемой статье, достигается критическая

плотность дополнительно инжектированных магно-

нов, утверждение, что “состояние мБЭК полностью

определяется его химическим потенциалом” ошибоч-

но. Действительно, после достижения критической

величины химический потенциал не меняется. Одна-

ко, это только означает, что не меняется плотность

неконденсированных магнонов, в то время как при

дальнейшем увеличении числа инжектированных

магнонов все эти магноны (или их большая часть,

если учитывать конечное время жизни магнонов)

добавляются к кондeнсату [1]. Поэтому наблюда-

емый эффект насыщения поглощаемой мощности

при увеличении мощности накачки никоим образом

не может быть критерием конденсации.

Также утверждается, что “... свойством мБЭК яв-

ляется то, что он должен заполнять все простран-

ство, в котором эффективное магнитное поле мень-

ше, чем соответствующая частота накачки” (с. 316).

Действительно, если эффективное магнитное поле,

определяющее частоту конденсата, меньше часто-

ты накачки (отмеченной на рис. 1 горизонтальной

полочкой), то спектр спиновых волн соответствует

штриховой линии на рис. 1. При этом, как видно из

этого рисунка, инжектируются магноны с ненулевым

волновым числом и, соответственно, ненулевой груп-

повой скоростью. Такие магноны, независимо от то-

го, формируют они конденсат или нет, распростра-

няются за пределы области накачки.

Особое внимание хочется уделить утверждению

об обнаружении сверхтекучего движения магнонов.

В статье не дается подтверждения сверхтекучести

движения и даже не указаны использованные крите-

рии сверхтекучести. Вместо этого вывод основыва-

ется на аналогии со сверхтекучим He3. Эта аналогия

представляется весьма сомнительной. Действитель-

но, причиной сверхтекучего спинового тока в He3 яв-

ляется сверхтекучий перенос массы, который, есте-

ственно, запрещен в твердом ЖИГе.

В целом, ситуация со сверхтекучестью в магнон-

ном БЭКе в ЖИГе остается довольно противоречи-

вой. Очевидно, что сверхтекучести в понимании без-

диссипативного движения наблюдаться не должно,

так как даже покоящийся конденсат с постоянной

плотностью требует для своего поддержания внеш-

ний поток энергии и углового момента из-за конечно-

го времени жизни магнонов. Надо отметить, однако,

что в [7] при описании затекания БЭК в потенциаль-

ную яму с помощью простой модели, основанной на

модифицированном уравнении Гросса–Питаевского,

было обнаружено, что характерное время, описы-

вающее релаксацию линейного импульса конденсата

почти на два порядка больше, чем собственное вре-

мя жизни магнона. Это обстоятельство можно рас-

сматривать как косвенный индикатор сверхтекуче-

сти. Однако нельзя исключить, что полученный ре-

зультат связан с несовершенством теоретической мо-

дели. И наконец, попытки определить сверхтекучий

ток без привязки к диссипации, а как поток магно-

нов, не вызванный градиентом магнонной плотности,

а вызванный градиентом фазы спиновой волны, не

приводят к интересным последствиям, так как такие

потоки наблюдаются в магнонных пучках и без БЭК.

Суммируя все вышесказанное, считаю, что пред-

ложенные в статье критерии образования конденса-

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022



Комментарий к статье “Бозе конденсация и спиновая сверхтекучесть магнонов в перпендикулярно. . . ” 739

та таковыми не являются, а признанные критерии

конденсации не проверены, а, значит, что утвержде-

ние об обнаружении магнонного БЭК и магнонной

сверхтекучести, сделанные в статье, не подтвержде-

ны экспериментальными данными.
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Единство законов физики позволяет применять единый подход к различным физическим системам.

Бозе-конденсация магнонов (мБЭК) и связанное с этим явление магнонной сверхтекучести было открыто

почти 40 лет тому назад в антиферромагнитном сверхтекучем 3Не. Затем явление БЭК было обнаружено

в ряде других систем – в газе ультрахолодных атомов, в газе экситон-поляритонов и т.д. Магнонный БЭК

был в дальнейшем обнаружен в антиферромагнетиках со связанной ядерно-электронной прецессией и

в пленках железо-иттриевого граната (ЖИГ). Причем в пленках свойства магнонного БЭК принципи-

ально различны при ориентации магнитного поля, вдоль или поперек плоскости пленки. В этой краткой

стате мы осветим основные свойства мБЭК, и в частности, различие между “классическим” мБЭК для

магнонов с k = 0 и “экзотическим” мБЭК для магнонов с ненулевым импульсом.

DOI: 10.31857/S1234567822110118, EDN: imenhq

Эта статья является ответом на критические за-
мечания [1] по поводу результатов эксперимента в
пленке железо-иттриевого граната (ЖИГ), намагни-
ченной перпендикулярно [2], в котором было про-
демонстрировано пространственное распространение
когерентных магнонов за пределы области их воз-
буждения. В статье [2] речь идет об одном конкрет-
ном эксперименте. Для понимания результатов этого
эксперимента, является императивом изучение всего
комплекса проведенных ранее исследований магнон-
ного БЭК, ссылки на которые даны в статье.

Бозе-конденсация магнонов и связанное с этим
явление магнонной сверхтекучести было открыто по-
чти 40 лет тому назад в антиферромагнитном сверх-
текучем 3Не [3]. Именно они и проливают свет на
данное явление. Сверхтекучий антиферромагнитный
3He является уникальной системой, в которой мож-
но изучать многие закономерности квантовой теории
поля и квантовых возбуждений. В ней удается ис-
следовать и моделировать различные другие физи-
ческие системы. Ее можно рассматривать как кван-
товый вакуум основного состояния и набор различ-
ных квазичастиц – фермионов (квазичастицы), бозо-
нов (магнонов и фононов, а также частиц майорано)
и т. д. [4, 5]. Кроме того, в нем можно наблюдать

1)e-mail: y.bunkov@rqc.ru

точечные, одномерные и двумерные топологические
дефекты, а также различные квантовые поля [6]. В
частности, в 3He были проведены уникальные экс-
перименты, подтверждающие образование космиче-
ских струн после Большого взрыва [7].

При переходе 3He в сверхтекучее состояние, по-
мимо нарушения калибровочной симметрии, проис-
ходит независимое нарушение спиновой и орбиталь-
ной симметрии с образованием антиферромагнитно-
го жидкого кристалла. Именно комбинация сразу
трех нарушений симметрии и делает 3He уникаль-
ной системой для фундаментальных исследований. С
точки зрения магнитных свойств уникальность 3He
заключается в том, что время жизни магнонов явля-
ется рекордно большим. Величина затухания Гиль-
берта может составлять 10−8. Благодаря столь ма-
лому затуханию и удалось наблюдать эксперимен-
тально Бозе-конденсацию магнонов, при которой ши-
рина резонансной линии сужалась в 1000 раз [8–10].
В этих экспериментах радиочастотный импульс воз-
буждал магноны с волновым вектором k, близким
к нулю и энергетическому минимумы спектра маг-
нонов. Однако, несмотря на когерентность возбуж-
дения, образующиеся магноны имели разброс частот
за счет неоднородности магнитного поля. В демон-
страционном эксперименте, проведенном в градиен-
те магнитного поля, ширина линии ядерного маг-
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нитного резонанса (ЯМР) составляла 500 Гц и сиг-
нал индукции спадал за время около 2 мс [11]. По-
сле возбуждающего импульса сигнал индукции пол-
ностью пропадал за счет расфазировки магнонов.
Однако через 10 мс когерентность магнонов спонтан-
но восстанавливалась и спектральная ширина линии
уменьшалась до 0.5 Гц! Именно спонтанное восста-
новление когерентности прямо демонстрирует Бозе-
конденсацию магнонов.

В экспериментах с антиферромагнитным 3Не-В
были обнаружены все сверхтекучие свойства магнон-
ного Бозе-конденсата, такие как эффект Джозефсо-
на и переход в режим сброса фазы, измерена кри-
тическая скорость Ландау, обнаружено образование
квантовых вихрей, получены Голдстоуновские моды
колебаний (второй звук) и т. д. Описание этих эф-
фектов можно найти в книге [12] и в статьях авто-
ра. Следует отметить, что комплексное исследование
магнонного БЭК и магнонной сверхтекучести в 3He
получило широкое международное признание.

Некоторые исследователи задаются вопросом,
применимы ли результаты экспериментов по мБЭК в
антиферромагнитном 3He к другим магнитоупорядо-
ченным веществам. На этот вопрос следует ответить
весьма положительно. Конечно, при этом следует
исходить из модели Хольштейна–Примакова, а не
квазиклассической теории прицессии макроспинов,
которая, конечно, не применима для описания
квантовых явлений. В одной из интерпретаций
магнонной сверхтекучести в 3He была применена
модель противотока сверхтекучих жидкостей с
противоположной намагниченностью. Однако для
явления магнонной сверхтекучести достаточно суще-
ствование пространственной подвижности магнонов.
При этом возникает как нормальный поток магно-
нов при градиенте химического потенциала, так и
сверхтекучий поток при градиенте фазы волновой
функции Бозе-конденсата. При этом релаксация
плотности магнонов не имеет значения для данной
классификации.

Фундаментальным вопросом для образования
Бозе-конденсата является знак взаимодействия
между квазичастицами. В случае магнонов в 3He-В
магноны отталкиваются. Это приводит к увеличе-
нию частоты прецесии при увеличении плотности
магнонов и устойчивости магнонного БЭК. Напро-
тив, в 3He-А магноны притягиваются, что приводит
к неустойчивости однородной прецессии [13].

В настоящее время большой интерес прикован
к экспериментам по магнонной Бозе-конденсации в
пленках ЖИГ, в которых это явление можно наблю-
дать даже при комнатной температуре. В зависимо-
сти от направления магнитного поля вдоль или попе-

рек поверхности пленки знак взаимодействия магно-
нов меняется. Так, в случае намагничивания по нор-
мали магноны отталкиваются, как и в 3Не-В. При
этом минимум энергии соответствует стоячим магно-
нам с k = 0. Поэтому образуется устойчивое состоя-
ние магнонного Бозе-конденсата [14]. Напротив, при
тангенциальной намагниченности пленки ЖИГ маг-
ноны притягиваются, что делает неустойчивой одно-
родную прецессию с k = 0. Однако в этих услови-
ях возникает нетривиальный спектр магнонов, мини-
мум энергии которых соответствует магнонам, бегу-
щим вдоль поля и имеющим волновой вектор k око-
ло 105 см−1. Другими словами, в этой системе маг-
ноны имеют импульс, что кардинально отличает ее
от классических систем с атомарным БЭК и с БЭК
магнонов в 3He-В. Именно в этих условиях были об-
наружены эффекты, которые можно трактовать как
образование магнонного БЭК для магнонов с нену-
левым волновым вектором, начиная с работы [15].
Наиболее доказательной демонстрацией образования
БЭК бегущих магнонов являются результаты экс-
перимента, опубликованные в [16]. Можно назвать
такой мБЭК экзотическим. Часть замечаний авто-
ра комментария [1] обусловлена именно тем, что его
работы связаны с этим экзотическим мБЭК, а не с
классическим, о котором идет речь в [2].

Рассмотрим основные различия между этими
двумя типами мБЭК а также между мБЭК, в 3He
и в ЖИГ. Во-первых, возникает вопрос о концентра-
ции магнонов, необходимой для образования клас-
сического мБЭК. В антиферромагнитном 3He маг-
нонная Бозе-конденсация наступает при достаточно
малой концентрации магнонов [3], в то время, как
в ЖИГ, при комнатной температуре, их концентра-
ция должна быть доведена до уровня, соответствую-
щего отклонению прецессирующей намагниченности
(в классической интерпретации) на угол порядка 2.5
градусов [17]. Другое различие заключается в том,
что наиболее совершенные образцы ЖИГ характе-
ризуются константой затухания Гильберта не лучше,
чем 10−5, что на три порядка хуже, чем в 3He. Одна-
ко и при этих условиях удается наблюдать эффекты,
связанные с мБЭК и магнонной сверхтекучестью. В
частности, в [2] опубликованы результаты по пере-
носу мБЭК из области возбуждения магнонов. Этот
эксперимент аналогичен эксперименту в 3He-В, опуб-
ликованному в [18].

Одно из замечаний автора комментария [1] за-
ключается в том, что спиновые волны также могут
переносить магноны из области возбуждения в об-
ласть расположения антенны. Однако в нашем слу-
чае антенной служит полосковая линия шириной
0.2 мм, которая чувствительна только к прецессии с
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малым волновым вектором. При этом следует учи-
тывать, что частота однородной прецессии увеличи-
вается с увеличением плотности магнонов. В усло-
виях прохождения магнонов в область антенны этот
динамический сдвиг частоты за счет взаимодействия
магнонов в точности равен изменению частоты пре-
цессии из-за градиента магнитного поля между по-
лосковыми линиями.

Другое замечание связано с рассмотрением пере-
грева магнонной системы в процессе накачки магно-
нов. Действительно, в случае экзотического мБЭК
магноны возбуждаются параметрической накачкой
на частоте, существенно выше энергии конденсата.
Поэтому наблюдение мБЭК возможно только через
некоторое время после выключения накачки и терма-
лизации облака магнонов [16]. В случае классической
Бозе-конденсации в эксперименте [2] энергия маг-
нонов равна частоте возбуждающих фотонов. При
этом возникает гибридное состояние магнонов и ра-
диочастотных фотонов в резонаторе. В непрерывном
режиме радиочастотные фотоны резонатора возбуж-
дают магноны именно c той фазой и на той час-
тоте, которые соответствуют образовавшемуся маг-
нонному Бозе-конденсату [19]. Этот процесс являет-
ся квазиравновесным, в силу квантового принципа
когерентного рождения новых магнонов в состоянии
существующего Бозе-конденсата. В результате маг-
нонный конденсат не перегревается, что было проде-
монстрировано в экспериментах с 3He, теплоемкость
которого при сверхнизких температурах черезвычай-
но мала. МБЭК не перегревался даже при отклоне-
нии намагниченности на угол более 120◦.

Ну и наконец последнее замечание: “при дальней-
шем увеличении (мощности) все магноны добавля-
ются к кондeнсату” относится к параметрическому
возбуждению, с которым автор комментария обычно
работает, но не к резонансному возбуждению мБЭК
фотонами. Как было показано в классических рабо-
тах по магнонному БЭК, фазы магнонного БЭК и
фотонов в резонаторе отличаются на величину, ко-
торая определяется равновесием между возбужде-
нием магнонов и их испарением. Поэтому разность
фаз автоматически устанавливается так, что число
возбуждаемых магнонов равно числу испаривших-
ся (см. [20], рис. 6, а также [14]). Поэтому даже при
увеличении мощности накачки плотность магнонов
в мБЭК не меняется.

В заключение хочу согласиться, что ситуация
с образованием и свойствами экзотического мБЭК
действительно весьма противоречива. В частности,
возникает законный вопрос об образовании мБЭК
в условиях притяжения магнонов. Однако свойства
классического мБЭК для магнонов с k = 0, резуль-

таты исследования которого опубликованы в статье
[2], лишены этих проблем. Суммируя все вышеска-
занное, считаю, что замечания в комментарии [1] сде-
ланы без учета отличий классического мБЭК от эк-
зотического.

Эта работа выполнена в рамках гранта Россий-
ского научного фонда (проект # 22-12-00322).
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Модификация регуляризационного SVD-метода обратной свертки
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Обратная свертка (unfolding) сегодня является важным этапом обработки экспериментальных дан-

ных, позволяя снижать влияние погрешностей и восстанавливать приближенные к истинным распре-

деления измеряемых физических величин. В настоящее время для решения этой задачи разработано

много подходов, в том числе широко используемых в современной физике атомного ядра и элемен-

тарных частиц, космофизике и других смежных научных направлениях. Однако многие применяемые

алгоритмы не предназначены или плохо адаптированы для восстановления многомерных распределе-

ний, когда, например, измеряются сразу несколько характеристик частиц. В работе предложен способ

адаптации SVD-алгоритма обратной свертки на многомерный случай. Для проверки построенный мо-

дифицированный метод применен к данным моделирования спектра космических лучей, измеряемого

в космофизическом эксперименте PAMELA. Метод не только позволил решить задачу восстановления

оценки истинного распределения многомерной величины (импульс и два угла, определяющих направле-

ние входа частицы в прибор), но и показал лучший результат в сравнении с классическим SVD-подходом

в одномерном случае (только импульс частицы).

DOI: 10.31857/S1234567822120011, EDN: imfewl

1. Введение. Экспериментальные возможности

определения любой физической величины ограниче-

ны характеристиками используемой научной аппара-

туры, и по этой причине получаемые непосредствен-

но при измерениях рапределения принято называть

приборными. Однако интерес для анализа и физи-

ческих выводов представляют истинные распределе-

ния физических величин или, по крайней мере, их

оценки. Отличия приборных и истинных спектров

могут быть связаны с конечными энергетическим,

угловым или пространственным разрешениями при-

боров, наличием шумов и других источников лож-

ных или искаженных сигналов в научной аппарату-

ре. Знание подобных инструментальных эффектов

и возможность их воспроизведения в математиче-

ской модели прибора позволяют строить качествен-

ные оценки истинных распределений с использова-

нием специального математического подхода, в кото-

ром формулируется так называемая задача обратной

свертки или анфолдинга (от англоязычного терми-

на “unfolding”) [1–3]. Подробные обзоры методов ре-

шения этой задачи приведены, например, в работах

[4–8].

Для построения статистических оценок, получен-

ных в измерениях распределений изучаемых вели-

1)e-mail: yuribogomolov@gmail.com

чин, используются разные способы, которые можно

условно разделить на две большие группы:

• гистограммные, где диапазон изменения физи-

ческой величины разделяется на дискретные

интервалы (бины);

• безбиновые, не требующие такого разбиения.

В статье будут рассматриваться методы обрат-

ной свертки, применяемые к гистограммным спосо-

бам представления измерений, поскольку именно они

широко применяются в различных областях совре-

менной экспериментальной физики, в том числе в

экспериментах по физике частиц и космофизике, на-

пример, в [9–12].

В гистограммном подходе при восстановлении

распределений множество значений непрерывной

физической величины (или окрестность около иско-

мого значения дискретной величины) разбивается

на интервалы. При этом описание измерительных

искажений сводится к определению вероятностей

регистрации случайной величины в различных

бинах при условии, что истинное значение величины

попадает в свой бин. Эти вероятности образуют так

называемую матрицу миграций [1, 2]. Искажение

распределения, возникающее при измерении, пред-

полагает свертку истинного распределения с этой
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матрицей. Тогда оценка истинного распределения

определяется путем свертки измеренного распреде-

ления с обратной матрицей миграции. Однако такая

оценка оказывается неустойчивой [3, 13, 14], что

приводит к необходимости выбора других подходов.

Некоторые методы обратной свертки позволяют

не только учитывать информацию о характере ис-

кажений, но также использовать априорные пред-

положения об особенностях восстанавливаемого рас-

пределения физической величины (например, непре-

рывность или гладкость) [15]. На этой идее основа-

ны так называемые регуляризационные алгоритмы

[3, 5, 16], широко применяемые для корректировки

одномерных распределений в современных экспери-

ментах [4, 17–20].

Однако рассматриваемая физическая величина в

общем виде может являться многомерной, например,

ее компонентами может быть набор характеристик

элементарной частицы (энергия, масса, направление

движения и др.). В этом случае адаптация методов

обратной свертки затруднительна, и такая задача се-

годня остается открытой, а для некоторых алгорит-

мов не решенной. В представленной статье предлага-

ется подход, позволяющий перенести хорошо зареко-

мендовавшие себя алгоритмы обратной свертки, при-

меняемые в одномерном анализе, на случай много-

мерного распределения. Также приводится его про-

верка с использованием данных моделирования ре-

гистрации космических лучей космофизической ап-

паратурой PAMELA [21], рассматривая три характе-

ристики частицы – магнитную жесткость, полярный

и азимутальный углы входа в прибор.

2. Постановка задачи и обзор методов ее ре-

шения в одномерном случае. Пусть в ходе экс-

перимента наблюдаются N частиц, характеристики

которых измеряются с помощью соответствующей

аппаратуры (факт детектирования частицы прибо-

ром будем называть событием). Разобьем множество

истинных значений величины на n ячеек (много-

мерных бинов) (∆1,∆2, . . . ,∆n), где ∆i ⊂ Rk. Дис-

кретизацией истинного распределения физической

величины является набор вероятностей попадания

характеристик частицы в соответствующие бины:

p = (p1, p2, . . . , pn). Также истинным распределени-

ем будем называть математические ожидания коли-

чества частиц в этих бинах: τ = (τ1, τ2, . . . , τn), где

τi = Npi. Множество измеренных значений величи-

ны также разбиваем на интервалы (∆′
1,∆

′
2, . . . ,∆

′
n′),

где ∆′
i ⊂ Rk (зачастую для истинных и измеренных

значений используется одно и то же разбиение на

бины, однако в общем виде такие разбиения могут

различаться). Количество частиц, по итогам экспе-

римента, детектированных аппаратурой в выделен-

ных ячейках, обозначим как m = (m1,m2, . . . ,mn′)

и будем называть измеренным многомерным спек-

тром.

Искажения, обусловленные конечным разрешени-

ем аппаратуры, шумами или другими приборными

эффектами, описываются матрицей миграций R, где

элемент Rij — вероятность того, что истинное значе-

ние величины из j-й ячейки будет детектировано как

попавшее в i-ю ячейку. Тогда математические ожи-

дания ν = (ν1, ν2, . . . , νn′) количества событий, де-

тектированных в рассматриваемых ячейках, вычис-

ляются следующим образом: ν = Rτ .

Основной задачей является разработка методов

состоятельной статистической оценки неизвестных p

или пропорциональных им математических ожида-

ний τ по известному измеренному спектру m. Та-

кая задача носит название обратной свертки (также

используются термины деконволюция и unfolding).

Важный прикладной интерес представляют задачи

сравнительного анализа методов обратной свертки:

как сопоставления методов между собой, так и срав-

нения оценок истинного распределения, полученные

для разных реализаций одного метода (для различ-

ных параметров алгоритма, способов выделения би-

нов и особенностей матрицы миграций) [16, 22].

Естественные допущения позволяют считать

последовательность зарегистрированных событий

в каждом из бинов пуассоновским потоком [2], что

дает возможность построить статистическую оценку

истинного количества событий в рассматриваемых

бинах с помощью метода максимального правдопо-

добия. Решением соответствующей задачи является

оценка τ̂ = R−1m [3, 23], что также соответствует

“наивному” оцениванию истинного распределения

(считать, что ν = m, и решать систему уравнений

Rτ = m, инвертируя матрицу миграций). Такая

оценка истинного распределения является состо-

ятельной, несмещенной и имеющей наименьшую

дисперсию среди всех несмещенных оценок [3, 24].

Тем не менее, ее дисперсия зачастую является

достаточно высокой, а оценка оказывается неустой-

чивой (чувствительной к возмущениям измеренного

распределения), что делает затруднительным ее

использование на практике [3, 13, 14, 23].

Это требует искать другие пути построения оцен-

ки, в том числе основанные на искусственном введе-

нии смещения. На практике особо выделяются такие

два подхода [25].

1. Итеративные методы, в которых последо-

вательно производится уточнение статисти-

ческой оценки истинного распределения, с
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ранней остановкой итеративного процесса.

На этой идее основаны байесовский алгоритм

д’Агостини [26] и некоторые его модификации,

а также ряд других итеративных процедур [27].

2. Минимизация функции правдоподобия с вве-

денным “штрафным” слагаемым (идея регуля-

ризации). Такой подход применяется в SVD-

методе [28], использующем регуляризацию Ти-

хонова, алгоритме TUnfold [16, 29] и некоторых

других методах [30].

Программные реализации метода д’Агостини,

SVD-метода и алгоритма TUnfold включены в биб-

лиотеки пакета программ ROOT [31], применяемого

в экспериментальных задачах физики высоких энер-

гий, а также связанного с ним пакета RooUnfold [32],

предназначенного для решения задачи обратной

свертки. Также авторы методов восстановления

спектра используют собственные программные

разработки, содержащие реализации конкретных

алгоритмов решения задачи [33–37].

Регуляризационный подход привлекателен воз-

можностью использовать для построения оценок

функции, отражающие предполагаемые особенности

восстанавливаемого спектра. Например, регуляриза-

ция Тихонова, используемая в SVD-методе, отража-

ет гладкость распределения, однако существующие

реализации этого алгоритма применимы только для

восстановления одномерных спектров, так как соот-

ветствующая регуляризационная функция построе-

на на основе разности значений в соседних линей-

но занумерованных бинах. В то же время в мно-

гомерном случае не существует нумерации бинов,

при которой пространственно близкие бины имели

бы близкие номера, поэтому применение упомянутых

алгоритмов для восстановления многомерных рас-

пределений в существующем виде невозможно. Тем

не менее, можно поставить задачу модификации ре-

гуляризационной функции, основанной на степени

близости одномерных или многомерных бинов, что

позволило бы адаптировать существующие алгорит-

мы на более широкий класс задач, а также повысить

точность статистических оценок спектров и для од-

номерного случая. Возможный вариант такой моди-

фикации, разработанный авторами, предлагается в

следующем разделе.

3. Многомерный регуляризационный ме-

тод. Перед описанием предлагаемого метода отме-

тим некоторые основные положения, которые ис-

пользовались при адаптации описанных ранее под-

ходов.

1. Метод должен позволять использование в мно-

гомерном случае и учитывать миграцию между

ячейками (бинами), заданную матрицей R.

2. Алгоритм должен учитывать непрерывность

или гладкость истинного многомерного распре-

деления. Для этого естественным является под-

ход, основанный на регуляризации.

3. Соответствующее этим особенностям спектра

регуляризационное слагаемое основывается на

рассмотрении разностей значений величин в

пространственно близких ячейках (необходимо

учитывать, какие ячейки являются близкими

или соседними, а какие не являются).

4. В предельном случае для одномерных измеря-

емых величин метод должен сводиться к ра-

нее рассмотренным подходам (например, SVD-

алгоритму), особенности применения которых

для восстановления спектра изучены.

Оценку истинного распределения τ будем искать

как решение задачи минимизации:

Φ(τ ) = (Rτ −m)T (Rτ −m) + αS(τ ) → min
τ
,

где первое слагаемое соответствует функции прав-

доподобия без дополнительного смещения (минимум

этого слагаемого достигается при τ = R−1m), а ре-

гуляризационная функция S(τ ) описывает заданные

особенности искомого распределения [38]. При этом

числовой параметр α отражает вклад регуляризаци-

онного слагаемого в функцию, используемую при по-

строении оценки спектра.

В одномерном случае отношение близости бинов

вводилось естественным путем: бины нумеровались в

порядке возрастания значения характеристики и со-

седними бинами считались те, номера которых отли-

чаются на 1. В частности, это отношение позволяло

использовать при построении оценки спектра регу-

ляризационную функцию

S(τ ) =

n−1
∑

i=2

(τi−1 − 2τi + τi+1)
2,

отражающую гладкость искомого распределе-

ния [28]. Она также может быть записана в виде

S(τ ) = (Cτ )T (Cτ ),

где матрица C отражает близость соседних бинов и

имеет следующий вид:
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Предлагаемая модификация общего подхода ос-

нована на использовании при построении регуляри-

зационной функции такой матрицы, которая позво-

ляет отразить сложные виды отношения соседства

или близости бинов. Для бинарного отношения (два

бина либо являются соседними, либо нет) в одномер-

ном или многомерном случае в таком качестве будем

использовать матрицу Кирхгофа K = (kij), где

kij =











deg(∆i), при i = j;

−1, если i 6= j, а ∆i и ∆j соседние;

0, в остальных случаях.

Здесь через deg(∆i) обозначено количество бинов, со-

седних с бином ∆i. Например, соседними можно счи-

тать пространственные бины, имеющие общий уча-

сток границы. Несложно убедиться, что в одномер-

ном случае со стандартным бинарным отношением

соседства такая матрица K совпадает с описанной

выше матрицей C, а построенная оценка истинного

спектра будет соответствовать результатам упомяну-

тых ранее регуляризационных алгоритмов [28, 29].

Для многомерных ячеек становится все более

заметной ограниченность бинарного подхода: во-

первых, можно считать соседними (близкими) не

обязательно ячейки с общим участком границы, а

во-вторых, степень близости даже для граничащих

ячеек может быть различной (и зависеть от разме-

ра области касания, от размера самих ячеек и дру-

гих характеристик). Развивая предложенную идею,

можно перейти к небинарным отношениям близости

бинов. Для этого введем показатель w(∆i,∆j) > 0—

весовой коэффициент соседства ячеек ∆i и ∆j (при

i 6= j). Бинарный случай соответствует значениям

w(∆i,∆j) = 1 для соседних ячеек и w(∆i,∆j) = 0

для ячеек, не являющихся соседними; однако мож-

но гибко настроить весовые коэффициенты, считая

их пропорциональными степени связи, определяемой

заранее выбранным способом (по области соприкос-

новения, размеру ячеек, расстоянию между центра-

ми масс ячеек и другим характеристикам). Общих

жестких рекомендаций по выбору элементов матри-

цы K нет, выбор весов w(∆i,∆j) может варьировать-

ся в зависимости от особенностей текущей задачи.

С учетом этих обозначений для построения ре-

гуляризационной функции будем использовать обоб-

щенную матрицу Кирхгофа (K), элементы kij кото-

рой вводятся так:

kij =







∑

v 6=i

w(∆i,∆v), при i = j;

−w(∆i,∆j), при i 6= j.

Соответственно, оценка истинного распределения

будет получена как минимум функции

Φ(τ ) = (Rτ −m)T (Rτ −m) + α(Kτ )T (Kτ ).

Для многомерного случая рассматривается по-

следовательная (линейная) нумерация бинов. Поэто-

му структура функции не меняется, но связи меж-

ду бинами определяются не их нумерацией, а видом

матрицыK. И поскольку отношение близости теперь

вводится не только для соседних бинов, то появляет-

ся возможность строить оценки распределения для

случая, когда параметры сильно коррелируют.

Точка минимума получается как решение пере-

определенной расширенной системы уравнений:
[

RK−1

√
α · I

]

Kτ =

[

m

0

]

,

где I — единичная матрица.

Отметим, что матрица K является вырожденной,

поэтому для вычисления обратной матрицы и кор-

ректного решения задачи ее нужно возмутить. Для

этого прибавим константу ξ к диагональным элемен-

там, т.е. рассмотрим вместоK матрицуK+ξI. Далее

при вычисленииK−1 будем предполагать, что эта по-

правка уже сделана.

Для решения системы воспользуемся подходом,

применяемым в исходном SVD-алгоритме обратной

свертки [28]. Пусть система линейных уравнений

имеет вид Aτ = m. Сингулярным разложением мат-

рицы A размера l × k называется ее представление

в форме A = USV T , где U и V — ортогональные

матрицы размером l × l и k × k соответственно, S

— диагональная матрица l× k (диагональные значе-

ния si неотрицательны и называются сингулярными

значениями), сама матрица S называется сингуляр-

ной матрицей. Выбором U и V можно добиться того,

чтобы сингулярные значения шли по убыванию. Для

l = k все матрицы будут квадратными.

Точное решение системы линейных уравнений

Aτ = m с помощью сингулярного разложения вы-

полняется по следующему алгоритму [28]:

1. Составляется система USV T τ = m.

2. Выполняется замена z = V Tτ . Система приоб-

ретает вид USz = m.
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3. Домножается слева на обратную матрицу

U−1 = UT , получается система Sz = UTm.

4. Выполняется замена: d = UTm. Система при-

обретает вид Sz = d.

5. Матрица S является диагональной, поэтому

компоненты решения строятся как zi = di/si.

6. Записывается решение системы: τ = V z.

Для плохо обусловленных матриц A значения di
и соответствующие si малы, поэтому малые возму-

щения этих значений приводят к сильным погреш-

ностям решений zi и решений исходной системы τ .

Решение описанной выше расширенной системы

уравнений производится приведенным способом на

основе сингулярного разложения, однако промежу-

точные решения zi теперь выглядят так [28]:

zi =
di
si

· s2i
s2i + α

.

При s2i ≫ α решения практически совпадают с

рассмотренным прямым решением задачи. При ма-

лых сингулярных значениях si уже становится более

заметным поправочный коэффициент. В качестве ко-

эффициента регуляризации авторы SVD-алгоритма

рекомендуют выбирать квадрат “последнего большо-

го” сингулярного значения [28]: расположить диаго-

нальные элементы si матрицы S в порядке убывания

и взять α = s2k, где sk ≫ sk+1.

Перед решением системы для уменьшения по-

грешностей также производится перенормировка

уравнений исходной линейной системы (чтобы

каждое уравнение вносило одинаковый “вклад”) [28].

4. Результаты. В качестве исходных данных для

анализа алгоритма использовано моделирование по-

тока протонов с характеристиками, соответствую-

щими галактической компоненте космических лучей,

который измеряется в космофизическом эксперимен-

те PAMELA [21]. Для каждого события измеряет-

ся магнитная жесткость частицы, а также направ-

ление прилета, характеризуемое зенитным и азиму-

тальным углами. В результате моделирования по-

лучен набор пар истинных и измеренных значений

жесткости, зенитного угла и азимута. Область ис-

тинных значений величин (жесткость от 0.1 до 200

ГВ, зенитный угол от 0 до 45 градусов, азимуталь-

ный угол произвольный) разбивалась на трехмерные

ячейки (бины): по направлению прилета рассматри-

ваемый участок небесной сферы разбивался на близ-

кие по размеру области, в каждой такой области

рассматривалось неравномерное разбиение диапазо-

на значений жесткости. Полученный набор данных

был разбит на две выборки: по одной из них стро-

илась матрица миграций, а другая использовалась

для тестирования. Для выделенных трехмерных би-

нов строились трехмерные истинный и измеренный

спектры рассматриваемых величин, а также матри-

ца миграций.

Восстановление спектра в трехмерном случае

производилось предложенным модифицированным

SVD-алгоритмом. Матрица Кирхгофа строилась на

основе бинарного отношения соседства трехмерных

бинов: w(∆i,∆j) = 1, если бины ∆i и ∆j имеют

ненулевую площадь касания, и w(∆i,∆j) = 0 в про-

тивном случае. Величина параметра регуляризации

α выбиралась как квадрат наибольшего сингулярно-

го значения при разложении матрицы системы после

перенормировки (процедура выбора параметров опи-

сана в разделе 3).

Рассмотрим одномерные проекции трехмерного

спектра, например, на область значений магнитной

жесткости для некоторого сегмента апертуры. На

верхнем графике рис. 1 представлен пример вос-

становленного предложенным методом спектра (по-

лужирная сплошная линия) в диапазоне азимута

φ = 42◦ и зенитного угла z = 17◦. Для сравнения

приведены истинный и приборный спектры, пока-

занные соответственно пунктирной и тонкой сплош-

ной линиями. В качестве показателя точности (по-

грешности) метода принимаем относительное откло-

нение измеренного и восстановленного спектров от

истинного. Значения показателя точности для изме-

ренного и восстановленного спектров приведены на

нижнем графике рис. 1 контурными и закрашенны-

ми маркерами соответственно.

Из графика рис. 1 следует, что предложенный ал-

горитм обратной свертки восстановил заниженный

спектр в области малых значений магнитной жест-

кости (до 1ГВ) и завышенный спектр в диапазоне

жесткостей от 1.5 до 3ГВ. Среднее значение погреш-

ности в рассматриваемом диапазоне от 0.35 до 40ГВ

снизилось с δmeas = 0.076 до δunf = 0.040. Для срав-

нения, использование прямого алгоритма восстанов-

ления спектра (применение обратной матрицы ми-

граций к измеренному спектру) приводит к средней

погрешности восстановленного спектра δinv = 0.088,

что выше не только средних погрешностей обратной

свертки для предложенного алгоритма, но и погреш-

ностей при измерении (отклонении приборного спек-

тра от истинного).

Приведенная погрешность вычислялась для

результата работы алгоритма при однократном

разбиении выборки на две подвыборки: для по-

строения матрицы миграций и тестирования. Более
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Рис. 1. Восстановление спектра в выбранном диапазоне

зенитного и азимутального углов. На верхнем рисун-

ке показаны истинный (пунктирная линия), прибор-

ный (тонкая сплошная линия) и восстановленный (по-

лужирная сплошная линия) спектры. На нижнем ри-

сунке показано относительное отклонение измеренного

(контурные маркеры) и восстановленного (закрашен-

ные маркеры) спектров от истинного

глубокий анализ систематических и статистических

погрешностей может быть проведен в ходе серии

вычислительных экспериментов, в каждом из ко-

торых проводится разбиение исходной выборки с

дальнейшим построением оценок отклонений восста-

новленного спектра от истинного. Это исследование

предполагается вынести в отдельную работу.

Предложенный алгоритм позволяет решать за-

дачу восстановления спектра и в одномерном слу-

чае, более гибко учитывая отношение соседства меж-

ду бинами. Для каждой частицы в качестве изучае-

мой физической характеристики рассмотрена толь-

ко магнитная жесткость. Как и для многомерного

случая, выполнено численное моделирование, в ре-

зультате которого получен набор пар истинных и из-

меренных значений жесткости. Далее построены ис-

тинный и измеренный спектр в аналогично заданном

диапазоне значений жесткости, неравномерно раз-

битом на интервалы. Для этого разбиения и дан-

ных моделирования построена матрица миграций.

Алгоритм применяется к измеренному распределе-

нию жесткости в тестовой выборке, результат вос-

становления спектра сопоставляется с соответствую-

щим истинным спектром (для тестовой выборки).

Восстановление спектра проводилось предложен-

ным алгоритмом, в котором весовой коэффициент

связи между бинами экспоненциально уменьшает-

ся в зависимости от их удаленности (по номерам):

w(∆i,∆j) = cq−|i−j| (рассмотрен случай c = 2,

q = 2). Для сравнения результатов рассмотрена

оценка, полученная исходным SVD- методом [28].

На рисунке 2 показаны относительные ошибки вос-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Погрешность восстановле-

ния спектра для классического SVD-метода (штрих-

пунктирная линия) и предложенного модифицирован-

ного SVD-метода (сплошная линия) в зависимости от

номера бина (приборный спектр не представлен)

становленного спектра по отношению к истинно-

му спектру (в каждом бине): сплошной линией —

ошибки предложенного в статье алгоритма, штрих-

пунктирной линией — ошибки SVD-алгоритма, ис-

тинный спектр показан горизонтальной пунктирной

линией на уровне 0. Для корректного отображения

исключен первый бин, в котором для обоих алго-

ритмов характерна высокая относительная погреш-

ность.

В области высоких значений магнитной жестко-

сти (правая часть спектра) для предложенного алго-

ритма отметим подавление больших колебаний оцен-

ки спектра. Среднее относительное отклонение так-

же снижено (по отношению к ошибке классического

SVD-алгоритма). Таким образом, предложенный ал-

горитм показал более качественные результаты вос-

становления спектра и в одномерном случае.

Стоит отметить, что разработанный алгоритм ба-

зируется на использовании регуляризационного сла-

гаемого, отражающего в том числе непрерывность

и гладкость по каждому из параметров многомер-

ного распределения. Поэтому он может быть при-

меним для подобных распределений, что подтвер-

ждается проведенным анализом. К распределениям,

удовлетворяющим перечисленным свойствам, напри-

мер, относятся и спектры космических лучей, в кото-

рых наблюдаются изменения показателя при разных

энергиях. Разработанный алгоритм при восстановле-

нии оценки истинного распределения сохраняет эту

особенность (“излом” спектра).
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5. Заключение. В работе изложен подход, поз-

воляющий адаптировать регуляризационные алго-

ритмы обратной свертки (в том числе распростра-

ненный в физике частиц SVD-алгоритм) для приме-

нения в более широком классе случаев. В частности,

можно отметить описание и применение алгоритма

обратной свертки, позволяющего восстанавливать

гладкие многомерные спектры, сохраняя возмож-

ность применения и в одномерном случае. Возмож-

ность применения предложенного алгоритма к рас-

пределениям, для которых, например, характерны

заметные немонотонные изменения по одной или

нескольким переменным, требует отдельного изуче-

ния.

На данном этапе отмечается, что для рассмотрен-

ных в работе исходных данных представленный мо-

дифицированный алгоритм не уступает и даже пре-

восходит исходные версии алгоритмов по точности

восстановления спектра (например, по средней от-

носительной погрешности в бинах). Также для мно-

гомерного случая он позволяет строить достаточ-

но точные оценки спектров для матрицы миграций,

не удовлетворяющих жестким требованиям диаго-

нальности. Это дает возможность предполагать пер-

спективность предложенного подхода и возможность

его дальнейшей адаптации для решения актуальных

прикладных задач.

Исследование выполнено за счет гранта Россий-
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Приводится аналитическое представление однопетлевой электрослабой поправки к соотношению

между полюсными и бегущими в MS-схеме массами топ-кварка в виде разложения по массам частиц

Стандартной Модели в схеме Флейшера–Егерлейнера, где вакуумное среднее хиггсовского поля пере-
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соотношение. Отмечается, что в данной схеме пренебрежение электрослабыми поправками приводит к

сдвигу на 10 ГэВ в разнице между полюсной и бегущей массами t-кварка. Эта величина существенно пре-

вышает современные погрешности значения рассматриваемого соотношения, следующие из обработки

данных Тэватрона и БАК.
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1. Введение. Масса топ-кварка является важ-

ным теоретическим параметром, который извлекает-

ся из экспериментальных данных Тэватрона и БАК

(см., например, [1] и обзоры [2–4]). Среди различ-

ных определений перенормируемых масс топ-кварка

наиболее часто используются полюсные и бегущие

массы. Полюсная масса Mt определяется в схеме

перенормировок на массовой поверхности (on-shell

(OS)) из условия наличия полюса перенормирован-

ного пропагатора t-кварка в минковской времени-

подобной области при p2 = M2
t . Бегущая масса

топ-кварка mt(µ
2), зависящая от масштаба перенор-

мировки µ, определяется в модифицированной MS-

схеме минимальных вычитаний, связанной с проце-

дурой размерной регуляризации.

Полюсная масса – конечная величина, которая,

однако, подвержена влиянию больших пертурбатив-

ных поправок КХД [5]. Этот эффект связан с про-

явлением инфракрасных (ИК) ренормалонов [5–7].

Они приводят к тому, что пертурбативные коэффи-

циенты соотношения между полюсной Mt и бегущей

массой mt(µ
2) факториально растут с увеличением

порядка теории возмущений (ТВ) в КХД [5–12]. Дан-

ная особенность обуславливает асимптотическое по-

ведение ряда ТВ для рассматриваемого соотношения

1)e-mail: kataev@ms2.inr.ac.ru; viktor_molokoedov@mail.ru

в КХД. В связи с этим, в конкретных физических

исследованиях важно знать, когда эта асимптотиче-

ская структура начнет проявляться. Оценки вкла-

дов высших порядков ТВ к Mt/mt(m
2
t )-отношению

в КХД, выполненные в [12] при помощи результатов

работы [13], указывают на то, что первые проявления

его асимптотической природы наблюдаются только с

седьмого порядка ТВ. Однако, в Стандартной Моде-

ли (СМ) также необходимо учитывать электросла-

бые (ЭС) поправки. В OS-схеме они функциональ-

но зависят от полюсных масс частиц СМ, таких как

топ-кварк,W и Z-бозоны и бозон Хиггса. Эта зависи-

мость от масс особенно важна на масштабе µ2 ∼M2
t ,

где массы MW , MZ , MH несколько меньше Mt. По-

этому, изучение возможной асимптотической струк-

туры Mt/mt(M
2
t )-соотношения в ЭС секторе пред-

ставляется более сложной задачей, чем в случае чи-

стой КХД. Далее мы увидим, что учет этих эффек-

тов может превышать вклады КХД поправок.

В СМ отношение Mt/mt(µ
2) содержит три типа

поправок:

Mt

mt(µ2)
= 1+δQCD(µ2)+δEW(µ2)+δQCD×EW(µ2), (1)

где δQCD, δEW, δQCD×EW – КХД, ЭС и смешанные

КХД-ЭС вклады ТВ соответственно. Они имеют сле-

дующий вид:
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δQCD(µ2) =
∑

n≥1

δQCD
n (µ2)

(

αs(µ
2)

4π

)n

,

δEW(µ2) =
∑

n≥1

δEW
n (µ2)

(

α(µ2)

4π sin2 θW (µ2)

)n

, (2)

δQCD×EW(µ2) =
∑

n≥2

n−1
∑

k=1

δQCD×EW
k,n−k (µ2)×

×
(

αs(µ
2)

4π

)k(
α(µ2)

4π sin2 θW (µ2)

)n−k

. (3)

Здесь αs(µ
2) = g2s(µ

2)/4π, α(µ2) = e2(µ2)/4π; gs и

e – константы связи калибровочных групп SU(3)c и

U(1)em соответственно, sin θW (µ2) – синус угла Вайн-

берга. Все эти параметры определены в MS-схеме.

В этом случае зависящие от масштаба коэффициен-

ты δEW
n (µ2), δQCD×EW

k,n−k (µ2) являются функциями бе-

гущих масс топ-кварка, заряженных W и нейтраль-

ных бозонов Z и H .

В настоящее время КХД поправки δQCD
1 , δQCD

2 ,

δQCD
3 и δQCD

4 известны благодаря вычислениям, вы-

полненным в [14–19] соответственно. Чистые ЭС

вклады δEW
1 [20] и δEW

2 [21, 22] были получены в

аналитическом и полуаналитическом виде соответ-

ственно. Смешанная двухпетлевая КХД-ЭС поправ-

ка δQCD×EW
1,1 известна благодаря аналитическим вы-

числениям, выполненным в [23, 24].

Как уже упоминалось в работах [22–24], электро-

слабые эффекты не являются пренебрежимо малы-

ми для соотношения между полюсными и бегущи-

ми массами топ-кварка в теоретически выделенной

схеме Флейшера–Егерлейнера (ФЕ) [25]. В этой схе-

ме вакуумное среднее v(µ2) хиггсовского поля пе-

ренормируется и входит в определение бегущей MS

массы следующим образом: mt(µ
2) = yt(µ

2)v(µ2)/
√
2

(здесь yt(µ
2) – бегущая юкавская константа связи

топ-кварка). При этом, в однопетлевом приближе-

нии ЭС поправка к Mt/mt(M
2
t ) превышает O(αs)

КХД вклад, который имеет противоположный знак:

|δEW
1 (M2

t )| & |δQCD
1 (M2

t )|. Утверждение о важности

учета электрослабых эффектов в различные физиче-

ские величины ранее было сделано в ряде работ (см.

[26–29] и ссылки в них). Похожая ситуация, когда

ЭС вклад доминирует над первой ненулевой поправ-

кой КХД, была обнаружена в [26] для ρ-параметра

СМ (отношение амплитуд нейтральных и заряжен-

ных слабых токов при низких энергиях), а точнее для

величины ∆ρ = 1−1/ρ, в широкой области значений

неизвестной тогда массы бозона Хиггса от 60 ГэВ до

1 ТэВ.

Несмотря на важность ЭС эффектов, мы проде-

монстрируем, что по факту они все еще либо недо-

оцениваются, либо вообще не учитываются при пе-

реходе от полюсной к бегущей массе топ-кварка

в современной феноменологически ориентированной

литературе. На это указывают приведенные ниже яв-

ные оценки и ссылки на работы по этой тематике,

включая результаты различных коллабораций Тэва-

трона и БАК, суммируемые в регулярно переиздава-

емом сборнике свойств элементарных частиц PDG.

В случаях, когда рассматривается переход от Mt к

mt(µ
2), учитываются только эффекты КХД (см., на-

пример, экспериментальные работы [30–32]), а ЭС

вклады опускаются. Данная работа посвящена об-

суждению и разъяснению этой проблемы.

2. Роль электрослабых эффектов.

2.1. Однопетлевой анализ. На однопетлевом

уровне пертурбативное соотношение между полюс-

ной и бегущей массами t-кварка в СМ выглядит

следующим образом:

Mt

mt(µ2)
= 1 + δQCD

1 (M2
t /µ

2)
αs(µ

2)

4π
+

+ δEW
1 (M2

t /µ
2)

α(µ2)

4π sin2 θW (µ2)
, (4)

где αs(µ
2), α(µ2), sin2 θW (µ2) определены в MS-схеме.

Отметим, что мы не будем различать полюсные и бе-

гущие массы частиц в выражениях для δQCD
1 (M2

t /µ
2)

и δEW
1 (M2

t /µ
2), поскольку это приводит к превы-

шению рассматриваемой нами однопетлевой точно-

сти. То же самое касается и масштабов µ2 = M2
t и

µ2 = m2
t (m

2
t ). Данные утверждения можно наглядно

проиллюстрировать на примере решения однопетле-

вого ренормгруппового (РГ) уравнения, определяю-

щего эффект бега константы связи сильного взаимо-

действия в случае шести активных ароматов кварков

(nf = 6): αs(M
2
t ) ≈ αs(m

2
t )

1− 7αs(m
2
t )/(4π) ln(m

2
t/M

2
t )

≈

≈ αs(m
2
t )

1− 7 · 0.1/(4π) ln(162.52/172.42) ≈ αs(m
2
t )

1 + 0.0066
≈

≈ αs(m
2
t ). Пренебрежимо малое число в знаменате-

ле соответствует O(αs)-поправке к константе связи в

однопетлевом приближении.

В данной работе мы будем использовать следу-

ющие значения полюсных масс частиц СМ: Mt ≈
≈ 172.4 ГэВ, MH ≈ 125.10 ГэВ, MW ≈ 80.38 ГэВ,

MZ ≈ 91.19 ГэВ [1].

Однопетлевая O(αs) поправка КХД к отношению

Mt/mt(µ
2) была вычислена много лет назад в [14] и

равна:

δQCD
1 = CF

(

4− 3 ln
M2
t

µ2

)

. (5)

В фундаментальном представлении алгебры Ли

калибровочной группы SU(Nc) с количеством цветов
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Nc квадратичный оператор Казимира равен CF =

= (N2
c − 1)/(2Nc). Для частного случая цветовой

группы SU(3), реализуемой в природе, CF = 4/3.

Однопетлевая O(α) ЭС поправка к отношению

Mt/mt(µ
2) была посчитана в [20] почти три десяти-

летия назад. В этой работе она была представлена в

общей форме, справедливой для произвольного тя-

желого кварка. Поскольку в то время масса бозона

Хиггса не была известна, эта поправка была вычис-

лена для различных возможных соотношений меж-

ду массами частиц, дающими вклад в δEW
1 . Также

она выражалась через синус и косинус угла слабого

смешивания, электрические заряды кварков и тре-

тьи компоненты слабого изоспина. Мы используем

это представление для случая t-кварка в реальной

области масс, где Mt > MH/2, Mt > MZ/2, и вы-

ражаем δEW
1 через полюсные массы топ-кварка, ка-

либровочных бозонов и бозона Хиггса. Это приводит

нас к следующему результату2):

δEW
1 = δ

EW, (0)
1 + δ

EW, (L)
1 ln

M2
t

µ2
, (6)

δ
EW, (0)
1 = −23

72
− M2

t

M2
W

+
25

36

M2
W

M2
t

+

+
1

2

M2
W

M2
H

+
1

2

M2
H

M2
W

− 5

9

M2
Z

M2
t

+
4

9

M2
Z

M2
W

+

+
17

72

M4
Z

M2
WM

2
t

+
1

4

M4
Z

M2
WM

2
H

− Nc
M4
t

M2
WM

2
H

+

+
3

2

M2
W

M2
H

ln
M2
t

M2
W

+
1

16

M4
H

M2
WM

2
t

ln
M2
t

M2
H

−

− 1

8

M2
t

M2
W

ln
M2
t

M2
t −M2

W

− 1

4

M2
W

M2
t

(

M2
W

M2
t

− 3

2

)

×

× ln
M2
W

M2
t −M2

W

+

(

3

4

M4
Z

M2
WM

2
H

+
2

9

M2
WM

2
Z

M4
t

−

− 5

18

M4
Z

M4
t

− 3

16

M4
Z

M2
WM

2
t

+
17

144

M6
Z

M2
WM

4
t

)

×

× ln
M2
t

M2
Z

+
M2
Z

M2
t

(

10

9
+

5

9

M2
Z

M2
t

− 8

9

M2
W

M2
Z

−

− 7

72

M2
Z

M2
W

− 4

9

M2
W

M2
t

− 17

72

M4
Z

M2
WM

2
t

)

×

×
(

4M2
t

M2
Z

− 1

)1/2

arccos

(

MZ

2Mt

)

+

+
1

8

M4
H

M2
WM

2
t

(

4M2
t

M2
H

− 1

)3/2

arccos

(

MH

2Mt

)

, (7)

2)В пределе M2
B/M2

t ≪ 1 (здесь B = W,Z,H) он согласуется
с результатами [33].

δ
EW, (L)
1 =

1

3
+

3

8

M2
t

M2
W

− 1

3

M2
Z

M2
W

− 3

8

M2
H

M2
W

−

− 3

2

M2
W

M2
H

− 3

4

M4
Z

M2
WM

2
H

+ Nc
M4
t

M2
WM

2
H

. (8)

Выражения (7)–(8) приведены в приближении,

когда действительно малыми вкладами, связанными

с массовыми эффектами [20] лептонов (e, µ, τ) и дру-

гих более легких кварков (u, d, s, c, b), пренебрегают.

Используя вышеприведенные значения полюсных

масс Mt, MW , MZ , MH , мы приходим к следующему

численному виду поправки δEW
1

3):

δEW
1 = −24.26 + 25.80 ln

M2
t

µ2
. (9)

Обратим внимание на один интересный факт.

Наибольшие вклады в выражениях (7)–(8) обуслов-

лены диаграммами, имеющими вид “головастиков”,

а самые значительные из этих вкладов обведены

в рамку. Последние возникают благодаря диаграм-

ме, изображенной на рис. 1, и равны слагаемому

Рис. 1. Однопетлевая вакуумная диаграмма, вносящая

наибольший вклад в коэффициент δEW
1

NcM
4
t /(M

2
WM

2
H) ≈ 26.21, которое практически пол-

ностью определяет итоговые значения коэффициен-

тов δ
EW, (0)
1 и δ

EW, (L)
1 (см. (9)). Оно содержит три

усиливающих множителя: число цветов Nc = 3, дро-

би M2
t /M

2
W ≈ 4.6 и M2

t /M
2
H ≈ 1.9. Включение “го-

ловастиков” в схеме ФЕ в множество собственно-

энергетических диаграмм Фейнмана в теории с нару-

шенной калибровочной симметрией необходимо для

сохранения калибровочной инвариантности соотно-

шения между Mt и mt(µ
2) [20, 22–26, 34]. Вариант

MS-схемы перенормировки, в которой суммарный

вклад всех “головастиков” равен нулю, был изучен

3)Данное выражение согласуется с численными результата-
ми работ [23, 24].
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в [27, 28]. Однако, как было показано в этих работах,

применение данной схемы приводит к существенной

зависимости от калибровки.

Рассмотрим теперь выражение (4) на масшта-

бе µ2 = M2
t . Для получения численных значений

αs(M
2
t ), α(M

2
t ), sin

2 θW (M2
t ), используем следующие

начальные данные αs(M
2
Z) ≈ 0.1179, α−1(M2

Z) ≈
≈ 127.952, sin2 θW (M2

Z) ≈ 0.231 [1], эволюциониру-

емые на масштаб массы топ-кварка.

Соответствующие РГ уравнения, определяющие

бег констант связи αs и α в СМ в однопетлевом при-

ближении (см., например, работы [35, 22, 34] и ссыл-

ки в них), выглядят следующим образом:

µ2 ∂as
∂µ2

= −
(

11− 2

3
nf

)

a2s,

µ2 ∂a

∂µ2
=

(

− 7 +
4

3
nG +

20

27
nGNc

)

a2, (10)

где as = αs/4π, a = α/4π, nf – число ароматов квар-

ков, nG – количество поколений фермионов, Nc –

число цветов. В СМ зависимость a = e2/16π2 от мас-

штаба может быть определена исходя из бега кон-

станты g группы SU(2)L, константы g′ группы U(1)Y
и соотношения 1/e2 = 1/g2 + 1/g′ 2. Вклад 4nG/3

в (10) соответствует β-функции КЭД в однопетле-

вом приближении; член 20nGNc/27 – вклад верхних

и нижних типов кварков в поколениях с числом nG;

слагаемое −7 – эффект взаимодействия фотона с W -

бозоном.

При переходе с масштаба µ2 = M2
Z на µ2 = M2

t

фиксируем nf = 5, nG = 3, Nc = 3. В таком случае,

решения уравнений (10) принимают вид:

αs(µ
2) ≈ αs(M

2
Z)

1− 23

3

αs(M
2
Z)

4π
ln
M2
Z

µ2

,

α(µ2) ≈ α(M2
Z)

1 +
11

3

α(M2
Z)

4π
ln
M2
Z

µ2

. (11)

Используя вышеприведенные значения для

αs(M
2
Z), α

−1(M2
Z) и подставляя их в (11), получаем

αs(M
2
t ) ≈ 0.108, α−1(M2

t ) ≈ 127.58.

Сдвижка значения синуса угла слабого смешива-

ния, определенного в MS-схеме, с начальной точки

нормировки µ2 =M2
Z в конечную µ2 =M2

t осуществ-

ляется нами при помощи следующей формулы, полу-

ченной в [36]:

sin2 θW (M2
t ) ≈

≈ α(M2
t )

α(M2
Z)

sin2 θW (M2
Z) +

21

44

(

1− α(M2
t )

α(M2
Z)

)

+

+
α(M2

t )

4π

(

625

132
ln
M2
t

M2
Z

+
18

11
ln
α(M2

t )

α(M2
Z)

)

. (12)

Применение формулы (12) дает приближенное

значение sin2 θW (M2
t ) ≈ 0.234 (по сравнению с на-

чальным значением sin2 θW (M2
Z) ≈ 0.231 на масшта-

бе массы Z-бозона).

Используя теперь выражения (5), (9) совместно

с найденными выше значениями αs(M
2
t ), α

−1(M2
t ),

sin2 θW (M2
t ), приходим к численной форме записи со-

отношения между полюсными и бегущими массами

топ-кварка, полученного в рамках ФЕ-схемы в пер-

вом порядке ТВ:

Mt

mt(M2
t )

≈ 1+
O(αs)

0.046 −
O(α)

0.065 = 0.981 < 1 (!?). (13)

Видно, что однопетлевая ЭС поправка превыша-

ет КХД поправку, и ее учет изменяет знак суммарно-

го вклада в отношение (13), вычисленного в первом

порядке ТВ. Данный эффект также следует из ре-

зультатов [24] и [22] при MH = 125 ГэВ.

Похожая ситуация выявляется и для ширины рас-

пада бозона Хиггса в два фотона из результатов ра-

боты [37], где впервые была вычислена четырехпет-

левая поправка КХД и приведено численное значе-

ние двухпетлевого ЭС вклада (см. также оригиналь-

ные статьи [38, 39], где этот ЭС вклад был явно вы-

числен). Из этих работ следует, что эта ЭС поправка

по величине очень близка к двухпетлевому вкладу

КХД (а также значительно больше четырехпетлевых

эффектов КХД) и имеет противоположный по отно-

шению к нему знак.

Вернемся к обсуждению отношения Mt/mt(M
2
t )

(13). Его численный вид находится в полном согла-

сии с результатами [24, 22]. Отметим, что в разно-

сти между массами Mt и mt(M
2
t ) (или между Mt и

mt(m
2
t )

4)) величина O(α) ЭС вклада составляет по-

рядка 10 ГэВ. Ясно, что эта большая поправка зна-

чительно превышает все существующие погрешности

в определении параметров, входящих в (4) и (7)–(8),

таких как константы связи, sin2 θW , массы частиц.

В свою очередь, из результатов различных кол-

лабораций, например, D0 (см. [30]), CMS (см. [31]) и

ATLAS (см. [32]) следует, что представленные в дан-

ных работах соотношения между Mt и mt включают

4)Как уже было упомянуто ранее, в первом порядке ТВ
mt(M2

t ) ≈ mt(m2
t ) в ур. (4).
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в себя лишь КХД поправки без учета электросла-

бых эффектов5). Этот факт вызывает некоторую на-

стороженность и поднимает вопросы о величине бе-

гущих масс топ-кварка, полученных из эксперимен-

тальных данных БАК и Тэватрона, об их представ-

лении в текущем выпуске PDG, а также об учете ЭС

эффектов в отношении Mt/mt(µ
2).

Рассмотрим теперь зависимость КХД и ЭС по-

правок в ур. (4) от масштаба в области выше порога

рождения топ-кварка, а точнее в промежутке Mt ≤
≤ µ ≤ 2Mt. Чтобы избежать превышения точно-

сти рассматриваемого в данном разделе однопетле-

вого приближения, следует учитывать зависимость

от масштаба только в коэффициентах δQCD
1 (5) и

δEW
1 (9), пренебрегая при этом бегом других пара-

метров, входящих в ур. (4). Для наиболее правдопо-

добной оценки в дальнейшем мы будем фиксировать

значения αs, α и sin2 θW на масштабе массы топ-

кварка, полагая αs(µ
2) ≈ αs(M

2
t ), α(µ

2) ≈ α(M2
t ),

sin2 θW (µ2) ≈ sin2 θW (M2
t ) на всем интервале Mt ≤

≤ µ ≤ 2Mt при nf = 5.

Пренебрегая пороговыми эффектами, не учи-

тываемыми на однопетлевом уровне, и используя

вышеприведенные значения αs(M
2
t ), α

−1(M2
t ),

sin2 θW (M2
t ) и выражения (5), (9), получаем рис. 2,

демонстрирующий зависимость Mt/m
2
t (µ

2) от

масштаба в первом порядке ТВ в СМ.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Однопетлевые КХД и ЭС по-

правки к Mt/mt(µ
2)− 1 в интервале Mt ≤ µ ≤ 2Mt

Из этого рисунка видно, что изучаемая однопет-

левая ЭС поправка доминирует над поправкой КХД

во всей области Mt ≤ µ ≤ 2Mt. Более того, она про-

5)В самом деле, лишь трехпетлевые эффекты КХД рассмат-
риваются в соотношении между полюсными и бегущими мас-
сами топ-кварка в работе [30] (см. формулу (3)) и в [31] (см.
с. 23), где используется программа RunDec [40]. В работе [32]
принимаются во внимание лишь однопетлевые вклады КХД
(см. заключение этой статьи и сноску #9).

тивоположна ему по знаку. Таким образом, суммар-

ная поправка первого порядка ТВ оказывается отри-

цательной.

Следует также отметить, что однопетлевой ЭС

вклад δEW
1 (9) может быть формально обращен в

нуль на масштабе µ2
0 = M2

t exp(−0.94) ≈ (108 ГэВ)2.

В этом случае можно рассматривать только КХД по-

правку, которая на данном масштабе станет равной

δQCD
1 ≈ 1.6. Интересно, что если оставить в (7)–(8)

лишь лидирующий по величине вклад “головастика”,

изображенного на рис. 1, то µ2
0 перейдет в очень близ-

кий масштаб µ̃2
0 =M2

t exp(−1). Однако, и µ0, и µ̃0 ле-

жат ниже масштаба массы топ-кварка, где, как пра-

вило, не используется бегущая масса mt(µ
2), обычно

рассматриваемая в области малых расстояний.

В настоящее время среди низкомасштабных обоб-

щений бегущей MS массы тяжелого кварка поня-

тие MSR-схемной массы mMSR
q (R2) [41, 10] являет-

ся одним из наиболее популярных. MSR-масса мо-

жет быть продолжена до масштаба R, лежащего

ниже массы рассматриваемого тяжелого кварка (в

нашем случае – топ-кварка). На практике эта воз-

можность осуществляется в КХД благодаря линей-

ной зависимости разности полюсной и MSR-массы

Mq −mMSR
q (R2) = R

∑

n≥1

δMSR
n ans (R

2) от масштаба R.

В первом порядке ТВ мы предлагаем рассмотреть

следующее OS-MSR соотношение для топ-кварка,

имеющее ту же линейную зависимость от R и рас-

ширяющее его КХД версию [10] на случай СМ:

Mt −mMSR
t (R2) =

= R

(

16

3

αs(R
2)

4π
− 24.26

α(R2)

4π sin2 θW (R2)

)

. (14)

Здесь коэффициенты 16/3 и −24.26 есть независя-

щие от РГ логарифмов члены в выражениях (5) и (9)

соответственно. Заметим, что вклады “головастиков”

не исчезают. В уравнении (14) они все еще содержат-

ся в константном коэффициенте −24.26 первой ЭС

поправки.

Используя теперь выражение (14), формулы (11)

на масштабе µ2 = R2 = µ2
0, определенном выше, и

соотношение (12) с R2 = µ2
0 вместо M2

t , получаем:

Mt

mMSR
t (µ2

0)
≈ 1+

O(αs)

0.03 −
O(α)

0.04 . (15)

Таким образом, в рассматриваемом здесь подходе

даже при µ0 ≈ 108 ГэВ однопетлевая ЭС поправка,

входящая в OS-MSR отношение (15), сравнима с по-

правкой КХД первого порядка ТВ. Упомянем также,

что оба эти вклада немного меньше, чем те, которые

приведены в (13) для соотношения Mt/mt(M
2
t ).
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2.2. Оценки высших порядков теории возмуще-

ний. Напомним, что к настоящему моменту времени

в уравнении (1) вычислены не только однопетлевые

поправки, но также и двух- [15, 16], трех- [17, 18], че-

тырехпетлевые [19] КХД, смешанные двухпетлевые

O(ααs) КХД-ЭС [23, 24] и двухпетлевые O(α2) ЭС

[21, 22] поправки. Учитывая эти результаты, можно

получить следующее приближенное выражение для

Mt/mt(M
2
t ) в схеме ФЕ, нормированное на масштабе

полюсной массы t-кварка6):

Mt

mt(M2
t )

≈ 1+
O(αs)

0.046 +
O(α2

s)

0.013 +
O(α3

s)

0.004 +
O(α4

s)

0.002 −

−
O(α)

0.065 +
O(ααs)

0.002 +
O(α2)

0.005 = 1.007 (!?) (16)

Приближенные значения O(ααs) и O(α2) вкла-

дов непосредственно следуют из [23, 22]. Однако, по-

скольку используемое в этой работе значение полюс-

ной массы топ-кварка слегка отличается от тех, кото-

рые применялись в [23, 22], то и обсуждаемые двух-

петлевые поправки также немного отличаются от их

аналогов, представленных в указанных работах.

Выражение (16) демонстрирует, что сумма одно-

и двухпетлевых ЭС и смешанных КХД-ЭС поправок

почти полностью компенсируется первыми четырь-

мя вкладами КХД. Отметим, что в отличие от O(α)

слагаемого, члены O(ααs) и O(α2) положительны и

сопоставимы с величиной O(α3
s) вклада. Таким об-

разом, включение электрослабых эффектов в схеме

ФЕ сильно влияет на величину суммарной поправки

к соотношению между полюсной и бегущей массами

топ-кварка также и в более высоких порядках ТВ.

Следует также упомянуть, что упрощенный слу-

чай, когда величины MH ,Mt предполагаются значи-

тельно бо́льшими, чем MW ,MZ , рассматривался в

[21, 22]. В этом приближении величина двухпетлевой

ЭС поправки оказывается в 2 раза меньше истинного

значения и сравнима с величиной O(α4
s) вклада. Кро-

ме того, явный независимый расчет [33] позволяет

сделать вывод, что не только однопетлевой ЭС член,

представленный в уравнениях (7)–(8), полностью со-

гласуется с его формой записи в виде разложения по

6)На масштабе µ2 = m2
t (m

2
t ) КХД часть соотношения меж-

ду Mt и mt имеет вид: Mt/mt(m2
t ) ≈ 1+0.046+0.010+0.003+

+ 0.001, где значение бегущей MS массы взято из PDG(20)
и равно mt(m2

t ) = 162.5 ГэВ. Соответствующее значение
αs(m2

t ) = 0.1084 константы связи сильного взаимодействия
определяется при помощи представления в виде четырехпет-
левого разложения по обратным степеням логарифмов с уче-
том условий сшивки (см. [12]). КХД часть выражения (16)
с µ2 = M2

t незначительно отличается от аналогичного с
µ2 = m2

t (m
2
t ).

малому параметру M2
B/M

2
t ≪ 1 (здесь B =W,Z,H),

но также и двухпетлевой КХД-ЭС вклад, получен-

ный в [23, 24]. Этот факт является дополнительным

подтверждением надежности результатов сложных

двухпетлевых вычислений, выполненных в [23, 24].

Перейдем к сравнению значения отношения

Mt/mt(M
2
t ), приведенного в (16), с аналогичным

Mt/mt(m
2
t )-отношением, следующим из результатов

обработки экспериментальных данных Тэватрона

[30] и БАК [31, 32], где одновременно определялась

и полюсная, и бегущая в MS-схеме масса t-кварка

(как уже было отмечено в сноске # 6, различные

нормировки µ2 = M2
t и µ2 = m2

t (m
2
t ) не будут

существенно изменять результат). Для этой цели

опишем вкратце как фиксируются значения этих

масс и насколько они точны.

Как известно, полюсная масса t-кварка чаще все-

го отождествляется с ее Монте-Карло (MC) ана-

логом (см., например, работы [30–32] и ссылки в

них). Эта MC масса MMC
t извлекается из экспери-

ментальных данных по рождению топ-кварков в pp̄-

столкновениях на Тэватроне (коллаборации CDF и

D0) (см., например, [42, 43]) и в pp-столкновениях

на БАК (коллаборации ATLAS и CMS) (см., напри-

мер, [32, 31]). Она используется при сравнении из-

меренных сечений с предсказываемыми при помощи

генераторов событий MC, включающих симуляции

партонных ливней для моделирования эффектов ад-

ронизации (см. обзоры [2–4]). Масса MC определяет-

ся таким образом, чтобы быть наиболее согласован-

ной с экспериментальными данными об инвариант-

ной массе продуктов распада. Возникает концепту-

альный вопрос, как связать параметр MMC
t с полюс-

ной массой топ-кварка в рамках СМ. В настоящее

время этот вопрос чрезвычайно актуален, поскольку

текущая погрешность определения массы MMC
t ока-

зывается меньше, чем неопределенность ее теорети-

ческой интерпретации, которая по порядку величины

составляет около 0.5÷ 1 ГэВ [2–4, 44]7).

Например, анализ, выполненный коллаборацией

ATLAS БАК в [32] на основе сопоставления MC мас-

сы топ-кварка с ее полюсным аналогом в процессе

tt̄ + 1-струя, приводит к следующему значению Mt

с погрешностями различных типов: Mt = 171.1 ±
± 0.4(stat) ±0.9(syst)+0.7

−0.3(theor) ГэВ (по сравнению

со средним значением PDG(20) Mt = 172.4±0.7 ГэВ,

7)Отметим также другой интересный вопрос о возможной
связи между широко используемыми в настоящее время MC и
полюсной массами топ-кварка с их аналогом, который может
быть определен из инвариантных масс W+b, W−b̄ процесса
pp → W+W−bb̄ и ширины распада t-кварка (см. работу [45] и
ссылки в ней).
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которое мы использовали в нашей работе). Данная

теоретическая погрешность включает в себя выше-

упомянутые неопределенности в интерпретации MC

массы.

Наряду с полюсной, определяются также зна-

чения бегущей массы топ-кварка [30–32] путем пе-

реопределения Mt его аналогом в MS-схеме. На-

пример, современное значение бегущей массы топ-

кварка, полученное коллаборацией ATLAS [32], рав-

ноmt(m
2
t ) = 162.9±0.5(stat)±1.0(syst)+2.1

−1.2(theor) ГэВ

(по сравнению со средним значением mt(m
2
t ) =

= 162.5+2.1
−1.5 ГэВ, взятым из PDG(20)).

Изучение поведения сечения σ(tt̄) в pp-

столкновения позволяет напрямую определить

значение mt(m
2
t ) [46–49]. В этих работах данные се-

чения с учтенными поправками СМ, первоначально

параметризованные через полюсные массы частиц,

выражаются через массы в MS-схеме без учета ЭС

эффектов.

Найдем теперь значение отношения Mt/mt(m
2
t ),

которое следует из результатов, например, колла-

борации ATLAS [32] по одновременному определе-

нию полюсной и бегущей массы топ-кварка. Исполь-

зуя вышеприведенные значения этих масс, получа-

ем, что Mt/mt(m
2
t ) = 1.050+0.017

−0.012 (по сравнению с

Mt/mt(m
2
t ) = 1.061+0.014

−0.011, которое вытекает из усред-

ненных данных PDG(20)). Отсюда явно видно, что

в пределах полосы ошибок оба эти значения проти-

воречат тому, что представлено в (16). Эта пробле-

ма также наблюдается для отношения Mt/mt(m
2
t ),

значение которого следует из аналогичного анализа

коллабораций D0 и CMS (см., например, [30] и [31]).

Причина этого несоответствия связана с большой ве-

личиной ЭС поправок, включенных в (16) в рамках

схемы ФЕ, но не учитываемых в процессе определе-

ния бегущей массы топ-кварка, рассмотренном вы-

ше. Перейдем к более подробному обсуждению этого

вопроса и выясним, где именно теряются эти ЭС эф-

фекты.

3. Обсуждения. Из уравнения (16) следует, что

однопетлевой ЭС вклад в схеме ФЕ в среднем в 4–

6 раз превышает среднеквадратичные погрешности,

указанные выше для отношения Mt/mt(m
2
t ), значе-

ние которого определяется из результатов обработки

данных БАК (а также Тэватрона и PDG(20)). Тем

не менее, как уже было отмечено ранее, этот ЭС эф-

фект игнорируется членами различных коллабора-

ций, когда в исследованиях осуществляется переход

от полюсной к бегущей в MS-схеме массе топ-кварка

[1, 30–32].

В различных феноменологически ориентирован-

ных работах этот эффект не учитывается, когда се-

чение σ(tt̄), изначально параметризованное через по-

люсные массы частиц и содержащее поправки СМ,

переписывается в терминах массы в MS-схеме. В про-

цессе этого преобразования в соотношении между Mt

иmt учитываются только эффекты КХД8). С нашей

точки зрения, анализ, проведенный в разделе 2, ука-

зывает на то, что исследования, выполненные в этих

работах, также должны быть дополнены включени-

ем ЭС поправок к рассматриваемому соотношению

масс топ-кварка. Как следует из (16), они могут при-

вести к существенному сдвигу значений получаемых

там бегущих масс топ-кварка.

В заключение следует подчеркнуть, что, вообще

говоря, в ЭС секторе понятие бегущей массы квар-

ка в MS-схеме может быть определено несколькими

способами. Обсудим вкратце основные подходы, рас-

сматриваемые в литературе для его определения. В

этой работе мы использовали MS массу топ-кварка

в схеме ФЕ [25] согласно соотношению mt(µ
2) =

= yt(µ
2)v(µ2)/

√
2, которое возникает в спонтанно на-

рушенной фазе. Как уже упоминалось выше, эта схе-

ма позволяет сохранить явную калибровочную инва-

риантность в соотношении между полюсной и бегу-

щей массой топ-кварка. При этом необходимо учи-

тывать вклады “головастиков”, обеспечивающих вы-

полнение данного свойства (см. [20–24]).

Другой подход, где используется соотношение

mt(µ
2) = yt(µ

2)veff(µ
2)/

√
2, приводит к бегущей мас-

се, зависящей от калибровки [27, 28]. Здесь эффек-

тивное вакуумное среднее veff(µ
2) определяется из

условия минимизации эффективного потенциала по-

ля Хиггса. В случае применения данной схемы пе-

ренормировок соотношение между полюсной и бегу-

щей массой не содержит больших вкладов диаграмм-

головастиков, но существенно зависит от калибровки

[27, 28].

Еще одна возможность состоит в рассмотрении

соотношения mt(µ
2) = yt(µ

2)v0/
√
2 с фиксирован-

ным значением v0 = (
√
2GF )

−1/2 ≈ 246 ГэВ, где по-

стоянная Ферми GF является константой связи эф-

фективной низкоэнергетической теории с четырех-

фермионным взаимодействием. Ее значение обычно

находится из экспериментальных данных по распаду

µ → νµν̄ee [1]. В таком калибровочно-инвариантном

подходе масса t-кварка бежит как юкавская констан-

та связи yt(µ
2), умноженная на µ-независимый фак-

тор v0/
√
2, и также не зависит от вкладов “головасти-

ков” [20–22, 24]. Это приводит к значительно мень-

8)См. ур. (42)–(44) в [46]; обсуждения ниже ур. (5) в [47], где
был выполнен обновленный анализ работы [46]; ур. (9)–(11) в
[48]; ур. (8)–(12) в [49].
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шим ЭС поправкам, чем в схеме ФЕ [21]. Однако,

отсутствие бега вакуумного среднего постулируется

“руками”, и фиксированное значение v0 не изменя-

ется при переходе из низкоэнергетической области в

высокоэнергетическую, где определяется масса топ-

кварка.

Таким образом, в настоящее время в ЭС секторе

нет однозначного определения бегущей массы топ-

кварка. В данной работе мы использовали ее первое

определение, которое, однако, приводит к большим

ЭС поправкам к соотношению между Mt и mt(M
2
t ),

не учитываемым при анализе данных Тэватрона и

БАК. Изучение ЭС эффектов в других схемах про-

должается.

4. Заключение. Включение известных двухпет-

левых электрослабых поправок в анализ соотноше-

ния между полюсной и бегущей в MS-схеме массой

t-кварка существенно влияет на величину суммарной

поправки СМ между этими параметрами в рамках

схемы Флейшера–Егерлейнера, которая, с теорети-

ческой точки зрения, является наиболее естествен-

ной среди прочих в пертурбативных исследовани-

ях СМ. Оказывается, что суммарные четырехпетле-

вые КХД и двухпетлевые ЭС поправки практиче-

ски полностью компенсируют друг друга, приводя

к соотношению Mt ≈ mt(M
2
t ). Этот факт находится

в серьезном несоответствии с результатами одновре-

менного определения полюсных и бегущих масс топ-

кварка, следующими как из анализа данных БАК,

так и Тэватрона, где учитываются только эффек-

ты КХД в соотношении между Mt и mt. Если при-

нять во внимание все современные погрешности, вхо-

дящие в определение этих массовых параметров, то

этот вывод не изменится. Более того, ЭС эффек-

ты для рассматриваемого соотношения игнорируют-

ся в феноменологически ориентированных работах,

в которых сечение σ(tt̄), первоначально параметри-

зованное через полюсную массу t-кварка, затем пере-

писывается в терминах MS-массы, которая впослед-

ствии определяется численно. Это вызывает неко-

торую настороженность и поднимает определенные

вопросы о значениях зависящих от масштаба масс

топ-кварка, полученных из данных БАК и Тэватро-

на, и об их представлении в текущем выпуске груп-

пы PDG. Фактически, эти результаты должны быть

дополнены учетом ЭС поправок (в любой из схем,

в которой рассматривается перенормировка бегущей

массы), а извлеченная при этом масса должна быть

надлежащим образом определена в зависимости от

применения конкретной схемы в СМ.
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Общепринятый подход учета когерентности от сгустков заряженных частиц состоит в умножении

интенсивности излучения от одной частицы на форм-фактор сгустка, учитывающий его размеры, форму

и распределение частиц. В настоящей работе мы показываем, что в поляризационном излучении для ши-

рокого класса структур, таких как фотонные кристаллы и метаповерхности, этот подход, вообще говоря,

некорректен. Построена теория когерентного излучения Смита–Парселла от таких структур. Показано,

что общепринятый подход работает только при выполнении двух условий: 1) точка наблюдения лежит

в плоскости, содержащей траекторию движения сгустка и нормаль к поверхности мишени; 2) радиус

сгустка намного меньше эффективного радиуса действия собственного поля движущегося электрона.

DOI: 10.31857/S1234567822120035, EDN: imkkgv

1. Введение. Когерентность в излучении пучков

заряженных частиц – это основное отличие синхро-

тронов 3-го и особенно 4-го поколения от более ран-

них, и ключевое явление в физике самых ярких ис-

точников излучения, построенных на сегодня челове-

чеством – лазеров на свободных электронах. Кроме

того, именно когерентность излучения лежит в ос-

нове работы систем диагностики размеров электрон-

ных сгустков на современных ускорителях и коллай-

дерах. Действительно, при постановке любых экс-

периментов по регистрации переходного излучения

[1], дифракционного излучения и более известного

его частного случая – излучения Смита–Парселла

(ИСП), излучения Вавилова–Черенкова [2–4] исполь-

зуются сгустки заряженных частиц, и на этапе срав-

нения измеренных кривых с расчетными при обра-

ботке данных необходимо учитывать, как размеры и

форма сгустка влияют на распределение интенсив-

ности по углам и частотам. Кроме того, в существу-

ющих источниках электромагнитного излучения за-

действующих механизм генерации ИСП (например,

оротрон [5]) эффекты когерентности также важны.

Существует общепринятый подход в теории, как

учесть эффекты когерентности. Он заключается

в расчете распределения интенсивности по углам

1)e-mail: tishchenko@mephi.ru

и частотам для одного электрона и последующем

умножении одночастичной интенсивности на форм-

фактор сгустка. Последний есть сумма двух слагае-

мых – когерентного и некогерентного [6] – и содер-

жит всю информацию о форме и размерах сгуст-

ка. Обычно некогерентное слагаемое принимается

равным числу электронов сгустка, а когерентный –

квадрату числа электронов, умноженному на квад-

рат модуля фурье-образа функции распределения

электронов в сгустке. В работе [6] было показано,

что для краевых типов излучения, например, ИСП,

дифракционного черенковского и дифракционного

излучения когерентное и некогерентное слагаемые

форм-фактора другие. В частности, показано, что

некогерентный форм-фактор также содержит ин-

формацию о поперечных размерах сгустка, а коге-

рентное отличается от просто фурье-образа функции

распределения. Существенно, что, как мы указывали

в работе [6], эти выводы верны для мишеней, одно-

родных вдоль поверхности в направлении, попереч-

ном движению электронного сгустка.

В этой статье мы покажем, что если мишень име-

ет неоднородность в направлении, перпендикуляр-

ном движению электронного сгустка, то в ИСП и ди-

фракционном излучении идеология умножения одно-

частичной интенсивности на форм-фактор не всегда

неверна и укажем пределы ее применимости. Для
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этого проведем расчет поля ИСП от электронного

сгустка от мишени, периодической в двух направле-

ниях – вдоль и перпендикулярно движению сгустка.

Мишени такого рода – метаповерхности, фотонные

кристаллы – сегодня стали предметом активных ис-

следований ввиду возможности конструировать оп-

тические свойства поверхности, управляя спектром

плазмонных резонансов, ИСП, конструируя микро-

и наноантенны [7], разрабатывать новые типы оп-

тических модуляторов [8] и фильтров [9], и т.д. В

физике генерации излучения свободными электрона-

ми структуры такого типа также вызывают большое

внимание [10–12], как в плане диагностики реляти-

вистских электронных пучков, так и в плане кон-

струирования новых источников излучения.

2. Общепринятый подход. ИСП возбуждается

при пролете заряженных частиц вблизи мишени, ко-

торая имеет периодичность в направлении движения

заряда. ИСП было экспериментально зарегистриро-

вано в 1953 г. [13] и позже детально изучено тео-

ретически и экспериментально для дифракционных

решеток разных профилей и из разных материалов

[14–16]. Дифракционным излучение называют, если

неоднородность вдоль движения пучка произвольная

или непериодическая.

Часто, для учета эффектов когерентности, обу-

словленных наличием электронного сгустка, пользу-

ются следующим алгоритмом. Рассчитывается ин-

тенсивность излучения от одного электрона I1, а

затем она умножается на форм-фактор сгустка F .

Форм-фактор берут в виде [1]:

F = Ne +Ne(Ne − 1)Fcoh, (1)

где Ne – число электронов в сгустке, Fcoh – квадрат

модуля фурье-образа функции распределения элек-

тронов в сгустке f(re):

Fcoh =

∣

∣

∣

∣

∫

d3re exp(−ikre)f(re)
∣

∣

∣

∣

2

, (2)

k – волновой вектор излучения. Такой вид форм-

фактора годится для синхротронного излучения,

включая излучение на отдельных магнитах и в он-

дуляторах, или излучения от мишеней, размер ко-

торых можно считать бесконечными в направлении,

поперечном движению сгустка (вдоль оси OY ). Ин-

тегрирование ведется по радиус-векторам электрона

относительно центра сгустка re.

Для дифракционного излучения или ИСП форм-

фактор имеет вид [6]:

F = NeFinc +Ne(Ne − 1)Fcoh, (3)

где

Finc =

∫

d3re| exp(−iqre)|2f(re), (4)

Fcoh =

∣

∣

∣

∣

∫

d3re exp(−iqre)f(re)
∣

∣

∣

∣

2

, (5)

и q = (β−1, ny,−iγ−1β−1
√

1 + γ2β2n2
y)ω/c, где c –

скорость света в вакууме, ω – частота излучения,

β = v/c, v – скорость электронов сгустка, γ – Лоренц-

фактор электронов, ny – y-компонента единичного

волнового вектора излучения.

В работе [6] было показано, что такое отличие

формулы от формулы обусловлено разбросом рассто-

яний от электронов до мишени, см. рис. 1. Собствен-

ное поле электронов убывает с расстоянием, поэто-

му электроны, находящиеся на разном расстоянии от

мишени, по-разному поляризуют мишень. Коротко

можно сказать, что разница обусловлена наличием

разных импакт-параметров. Импакт-параметр – это

кротчайшее расстояние между траекторией электро-

на и мишенью, см. h1 и h2 на рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Генерация дифракционного

излучения или излучения Смита–Парселла. Сгусток

движется вдоль оси OX с постоянной скоростью v.

Электроны сгустка e1 и e2 находятся на разных рас-

стояниях от мишени h1 и h2, вносят разный вклад в

поляризацию мишени собственным полем

В качестве примера рассмотрим дву-периодичес-

кую мишень – двумерный фотонный кристалл. Час-

то такого рода мишени также называют метаповерх-

ностями. Строго говоря, приставка “мета” должна бы

означать, что длина волны значительно превышает

не только размеры отдельных элементов, но и рас-

стояние между ними [17], однако сегодня, особенно

в западной литературе, этим условием пренебрега-

ют, имея в виду под метаповерхностями искуственно

собираемые двумерные структуры с возможностью

конструирования нужных оптических свойств. Мы,

для некоторой строгости, здесь все же будем придер-

живаться термина двумерный фотонный кристалл
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(2D photonic crystal, или photonic crystal slab). Кри-

сталл будем рассматривать именно двумерным, что-

бы не вдаваться в вопрос о влиянии запрещенных зон

внутри кристалла на характеристики ИСП (этот во-

прос был с помощью численного анализа рассмотрен

в серии работ Ohtaka с соавторами, см. [18–22]).

На рисунке 2 изображена схема возбуждения

ИСП при пролете электронного сгустка (синяя

Рис. 2. (Цветной онлайн) Система координат и схе-

ма возбуждения излучения Смита–Парселла электрон-

ным пучком от метаповерхности

стрелка) над поверхностью двумерного фотонного

кристалла. Поверхность представляет собой упоря-

доченный набор субволновых частиц, т.е. частиц,

характерный размер которых L много меньше

длины волны излучения λ: L ≪ λ. Частицы рас-

положены в плоскости, параллельной траектории

электронов. Выберем систему координат таким об-

разом, чтобы эта плоскость совпадала с плоскостью

XY , начало координат лежало в центре мишени, а

сгусток двигался вдоль оси OX с постоянной ско-

ростью. Частицы расположены периодично в двух

направлениях: вдоль траектории движения сгустка

с периодом dx и перпендикулярно траектории с

периодом dy. Суммарное число частиц конечно и

равно N .

Радиус-векторы частиц мишени, изображенной

на рис. 2, можно представить в виде:

Rm = dxmxex + dymyey ≡ Xmex + Ymey, (6)

где индексы mx и my – целые числа, отсчитывающие

частицы мишени вдоль осей OX и OY , соответствен-

но. Например, можно задать частицы таки образом,

чтобы mx и my принимали значения от −(Nx,y−1)/2

до (Nx,y − 1)/2. Тогда общее число элементов вдоль

осей OX и OY равно Nx и Ny, а полное число эле-

ментов решетки есть N = NxNy.

В выбранной системе координат скорость задает-

ся величиной v = (v, 0, 0). Для сгустков ультрареля-

тивистских электронов в первом приближении мож-

но не учитывать дисперсию по скоростям и энергиям.

Это значит, все электроны будут описываться таким

же вектором скорости. Центр сгустка при движении

находится на постоянном расстоянии h от плоскости

мишени.

Для рассматриваемой геометрии выражение

для спектрально-углового распределения излучения

от одного электрона I1 было получено в работе

[23]. Умножим это выражение на форм-фактор

и для удобства выпишем полную формулу для

спектрально-углового распределения излучения от

сгустка:

I = Iinc + Icoh, (7)

где

Iinc =
e2ω2|α(ω)|2
π2c3β4γ2

Sk4Ne

∫∫

dyedze ×

× e−2ωze
γv

√
1+γ2β2n2

yftr ×

×











∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

my

e−idymykyPm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

my

e−idymyky
kPm

k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2










,

(8)

Icoh =
e2ω2|α(ω)|2
π2c3β4γ2

k4 ×

×
∣

∣

∣

∣

∫∫

dyedz
−ikyye−ze

ω
γv

√
1+γ2β2n2

y
e ftr

∣

∣

∣

∣

2

×

×Ne(Ne − 1)SFl ×

×











∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

my

e−idymykyPm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∑

my

e−idymyky
kPm

k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2










,

(9)

Для получения этих выражений мы пренебрег-

ли корреляциями между электронами и разделили

функцию распределения электронов в сгустке f(re)

на две функции распределения в продольном направ-

лении (вдоль оси OX) fl ≡ f(xe) и в поперечном на-

правлении ftr ≡ f(ye, ze):

f(re) = fl(xe)ftr(ye, ze). (10)

Это позволило выделить продольный форм-фактор

в виде отдельного множителя

Fl =

∣

∣

∣

∣

∫

dxefl exp
(

−iω xe
v

)

∣

∣

∣

∣

2

. (11)

Функции f(re), fl(xe) и ftr(ye, ze) нормированы

на единицу. Продольный форм-фактор (11) входит

только в слагаемое, описывающее когерентное излу-

чение.
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В выражениях (8)–(9) e – заряд электрона, α(ω) –

функция поляризуемости частиц, составляющих ми-

шень, k – модуль волнового вектора излучения,

Pm =
v

vγ
K0

(

ω

vγ
ρm

)

+ i
ρm

ρm
K1

(

ω

vγ
ρm

)

, (12)

ρm = Ymey − hez. (13)

Здесь K0,1 – модифицированные функции Бесселя

(функции Макдональда) нулевого и первого поряд-

ков. Отметим, что векторы Pm и ρm не зависят от пе-

ременной интегрирования re, т.е. от положения элек-

трона в сгустке. Суммирование по индексу mx в ре-

зультате математических преобразований привело к

возникновению множителя S:

S =
sin2(dxNx(kx − ω/v)/2)

sin2(dx(kx − ω/v)/2)
. (14)

Фактор S – характерный множитель для ИСП, в ос-

новном определяющий вид спектрального и углового

распределения излучения. Условие максимальности

фактора S дает дисперсионное соотношение:

λs = dx(β
−1 − nx), (15)

где s – целое число (s > 0). Выражение (15) совпа-

дает с классическим дисперсионным соотношением

ИСП от обычной дифракционной решетки [13].

3. Последовательный подход. Найдем

спектрально-угловую плотность излучения последо-

вательным подходом: рассчитаем поле излучения от

каждого электрона и усредним по положениям всех

электронов сгустка. Схема возбуждения излучения

и мишень такие, как и выше, см. рис. 2.

Одночастичная теория ИСП от рассматриваемых

структур была подробно описана нами в недавних

работах [23, 24]. Для расчета характеристик излуче-

ния от сгустка необходимо аналогично вычислить по-

ля излучения для каждого электрона, а затем усред-

нить их суперпозицию по положениям электронов.

Несмотря на сходство выражений с одночастичной

теорией, для целостности изложения кратко приве-

дем здесь схему вычисления поля излучения для Ne
электронов.

Плотность токов, соответствующая одному элек-

трону, который в начальный момент времени нахо-

дится в точке с координатами re + hez = (xe, ye, ze +

+ h), может быть записана в виде:

j0e(r, t) = evδ(r− vt − re − hez), (16)

где e – заряд электрона, δ – дельта-функция. Соб-

ственное поле движущегося электрона определяется

плотностью тока (16) и его фурье-образ выражается

формулой:

E0
e(r, ω) = − ieω

πv2γ
exp

[

iω
x− xe
v

]

×

×
{

v

vγ
K0

(

ωρe
vγ

)

+ i
ρe

ρe
K1

(

ωρe
vγ

)}

, (17)

где ω – частота, γ = 1/
√

1− β2 – Лоренц-фактор

электронов, β = v/c, c – скорость света в вакууме,

K0 и K1 – модифицированные функции Бесселя ну-

левого и первого порядков, и введен вектор

ρe = (y − ye)ey + (z − ze − h)ez. (18)

Под действием внешнего поля типа (17) в части-

цах мишени наводится динамическая поляризация, и

как следствие происходит излучение. В условиях ма-

лости размера частиц по сравнению с длиной волны

излучения и пренебрежимо малого взаимодействия

между частицами наведенную плотность тока в час-

тицах мишени можно описывать выражением

j(r, t) =
∑

m

∂

∂t
d(Rm, t)δ(r−Rm). (19)

Здесь суммирование ведется по всем частицам ми-

шени, Rm – координата m-й частицы мишени, а

d(Rm, t) – дипольный момент в точке Rm, фурье-

образ которого определяется выражением:

d(r, ω) = α(ω)
∑

e

E0
e(r, ω), (20)

где суммирование ведется по всем Ne электронам

сгустка, а функция α(ω) является поляризуемостью

частиц и характеризует отклик частицы на внеш-

нее воздействие (все частицы мишени для упрощения

предполагаются идентичными, что не ограничивает

общности рассмотрения).

Фурье-образ поля излучения является решени-

ем системы уравнений Максвелла и определяется

фурье-образом плотности тока (19):

Erad(q, ω) = −4πi

ω

(

j(q, ω) +
[q, [q, j(q, ω)]]

q2 − k2

)

, (21)

где k = ω/c. На далеких расстояниях, т.е. когда

kr ≫ 1, фурье-образ поля излучения примет вид:

Erad(r, ω) = −i (2π)
3

ω

eikr

r
[k, [k, j(k, ω)]]. (22)

Собирая окончательно все приведенные выше

формулы, получим явный вид выражения для по-

ля излучения электронного сгустка от двупериоди-

ческой мишени:

Erad(r, ω) =
ieω

πv2γ
α(ω)

eikr

r
×
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×
∑

e

e−iω
xe
v

∑

m

ei(ω
v

v2
−k)Rm [k, [k,Pme]], (23)

где введены обозначения:

Pme =
v

vγ
K0

(

ωρme
vγ

)

+ i
ρme

ρme
K1

(

ωρme
vγ

)

, (24)

ρme = (Ym − ye)ey − (h+ ze)ez. (25)

Такие образом, поле излучения, генерируемое

сгустком, зависит от всех возможных разностей ко-

ординат электронов и частиц мишени ρme. Эти

векторы ρme имеют смысл эффективного импакт-

параметра: кратчайшее расстояние от траектории e-

го электрона до m-го элемента мишени, см. рис. 3.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Геометрический смысл векто-

ра ρme как эффективного импакт-параметра

Спектрально-угловое распределение энергии из-

лучения на далеких расстояниях определяется квад-

ратом модуля поля излучения (23) и принимает вид:

d2W (n, ω)

dωdΩ
=

e2ω2c

π2v4γ2
|α(ω)|2 ×

×
∣

∣

∣

∣

∣

∑

e

e−iω
xe
v

∑

m

ei(ω
v

v2
−k)Rm [k, [k,Pme]]

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (26)

Пользуясь известным свойством сумм, разделим

квадрат модуля суммы по всем электронам на два

слагаемых: первое, содержащее все диагональные

члены, и второе, содержащее все недиагональные

члены. Тогда спектрально- угловое распределение

энергии излучения также представится в виде суммы

некогерентного и когерентного слагаемых, где неко-

герентное слагаемое принимает вид:

d2Winc(n, ω)

dωdΩ
=

e2ω2c

π2v4γ2
|α(ω)|2 ×

×
∑

e

∣

∣

∣

∣

∣

∑

m

ei(ω
v

v2
−k)Rm [k, [k,Pme]]

∣

∣

∣

∣

∣

2

, (27)

а когерентное слагаемое запишется в виде:

d2Wcoh(n, ω)

dωdΩ
=

e2ω2c

π2v4γ2
|α(ω)|2 ×

×
(

∑

e

e−iω
xe
v

∑

m

ei(ω
v

v2
−k)Rm [k, [k,Pme]]

)

×

×





∑

e′ 6=e

eiω
xe
v

∑

m

e−i(ω
v

v2
−k)Rm [k, [k,P∗

me]]



 , (28)

где верхний индекс ∗ означает комплексное сопряже-

ние.

Далее необходимо провести усреднение выраже-

ний (27)–(28) по координатам всех электронов сгуст-

ка с некоторой весовой функцией – функцией рас-

пределения электронов в сгустке f(re). Усреднение

сведется к интегрированию выражений (27)–(28) по

d3re. Таким образом, спектрально-угловое распреде-

ление излучения от сгустка принимает вид:

〈

d2W (n, ω)

dωdΩ

〉

=

〈

d2Winc(n, ω)

dωdΩ

〉

+

〈

d2Wcoh(n, ω)

dωdΩ

〉

,

(29)

где угловые скобки означают усреднение, или в более

короткой форме:

I ′ = I ′inc + I ′coh. (30)

Здесь некогерентное слагаемое определяется выра-

жением:

I ′inc =
e2ω2c

π2v4γ2
k4|α(ω)|2SNe

∫∫

dyedzeftr × (31)

×
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,

а когерентное имеет вид:

I ′coh =
e2ω2c

π2v4γ2
k4|α(ω)|2SNe(Ne − 1)Fl ×

×
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. (32)

В формулах (31)–(32) Ne – число электронов в сгуст-

ке. Как и ожидалось, интенсивность когерентного

излучения пропорциональна N2
e , а некогерентного –
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Ne. Из анализа общих выражений (31)–(32), без кон-

кретизации формы сгустка и геометрии мишени,

можно заключить, что, вопреки общепринятому мне-

нию, некогерентное излучение содержит информа-

цию о размерах сгустка, причем только о попереч-

ных. В свою очередь когерентное излучение опреде-

ляется как поперечными, так и продольными разме-

рами сгустка. Отметим, что в отличие от рассмотрен-

ного выше подхода, здесь векторы Pme и ρme зависят

от положения электронов в сгустке, т.е. от перемен-

ной интегрирования.

4. Сравнение двух подходов. Найдем условия,

при которых совпадают интенсивности, полученные

с помощью двух описанных выше подходов. Отбра-

сывая одинаковые множители, видим, что выраже-

ние (8) совпадает с (31), а (9) с (32), если

P(ρm)e−ikyyee−ze
ω
γv

√
1+γ2β2n2

y ≈ P(ρm − re⊥), (33)

где re⊥ = yeey + zeez. Заметим, что левая часть за-

висит от углов наблюдения, а правая нет.

Убывающая экспонента в левой части выражения

(33) максимальна при ny = 0. Положив ny = 0, по-

лучим, что условие (33) можно разбить на два:

K0

(

ω

vγ
ρm

)

e−ze
ω
γv ≈ K0

(

ω

vγ
|ρm − re⊥

)

, (34)

ρm

ρm
K1

(

ω

vγ
ρm

)

e−ze
ω
γv ≈ ρm − re⊥

|ρm − re⊥|
K1

(

ω

vγ
|ρm − re⊥|

)

.

(35)

Эти условия выполнены, если

ze
ω

γv
≪ 1, re⊥ ≪ ρm. (36)

Данные неравенства должны быть выполнены

для любого my. Можно заменить второе из нера-

венств (36) на более жесткое, содержащее макси-

мальное значение ρm. Тогда для сгустка с радиусом

вместо r0 получим:

ze ≪
γβλ

2π
, r0 ≪

√

(

Ly
2

)2

+ h2. (37)

Здесь Ly = dyNy – ширина мишени. Для эффектив-

ной генерации ИСП импакт-параметр должен быть

меньше, чем эффективный радиус действия соб-

ственного поля электронов: h < γβλ/(2π). Тогда два

условия (37) дают одно:

r0 ≪ γβλ

2π
. (38)

Таким образом, общий подход справедлив только

при регистрации излучения в плоскости, содержащей

траекторию электрона и нормаль к мишени ny = 0

и для пучков, поперечные размеры которых мно-

го меньше, чем эффективный радиус действия соб-

ственного поля электронов γβλ/(2π). Первое усло-

вие не существенно ограничивает общность, так как

в плоскости ny = 0 интенсивность излучения мак-

симальна или сравнима с другими направлениями.

Второе условие, довольно строгое, физически озна-

чает, что размеры сгустка должны быть настолько

малы, что вклад в поляризацию мишени всех элек-

тронов одинаков. Это означает, что на эксперимен-

те вклад поперечных размеров сгустка в распреде-

ление излучения по углам и частотам пренебрежи-

мо мал. При выполнении условия (38) поперечные

форм-факторы

Fcoh, tr =

∣

∣

∣

∣

∫∫

dyedze exp(−iqre)ftr
∣

∣

∣

∣

2

, (39)

Finc, tr =

∫∫

dyedze |exp(−iqre)|2 ftr, (40)

практически неотличимы от единицы: Fcoh, tr ≈
≈ Finc, tr ≈ 1 [6]. Заметим, что сравнение теории с

экспериментом показало хорошее совпадение теоре-

тических и экспериментальных кривых [25] именно в

этих условиях.

Если такая мишень используется для диагности-

ки поперечных размеров сгустка или условия тако-

вы, что поперечные размеры вносят вклад в пол-

ные распределения интенсивности, то подход с умно-

жением одночастичного распределения на форм-

фактор некорректен.

Заключение. Исследован вопрос об учете эф-

фектов когерентности в излучении Смита–Парселла

от электронных ультрарелятивистских сгустков.

Проведен расчет поля излучения, возбуждаемого

сгустком от двумерного фотонного кристалла. На

этом примере показано, что общепринятый подход

учета эффектов когерентности, основанный на

умножении интенсивности излучения от одного

электрона на форм-фактор сгустка, работает для

неоднородных в поперечном направлении мишеней

только при выполнении двух условий: 1) точка

наблюдения лежит в плоскости, содержащей траек-

торию движения сгустка и нормаль к поверхности

мишени; 2) радиус сгустка намного меньше эф-

фективного радиуса действия собственного поля

движущегося электрона γβλ/(2π).

Первое из этих условий не является критичным,

поскольку в этой плоскости интенсивность излуче-

ния наибольшая, и оно выполняется в большинстве

экспериментов. Второе условие сильно ограничива-

ет область применимости общепринятого подхода: он
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остается верным только в том случае, когда размеры

сгустка не влияют на распределение интенсивности

по углам и частотам. Если эти два условия не вы-

полнены, то необходимо последовательно рассчиты-

вать поля излучения от каждого электрона, а потом

усреднять его по положениям электронов в сгустке.

Расчет изложен в части 3 данной статьи.

Такая разница в двух подходах объясняется воз-

никновением целого набора импакт-параметров да-

же для одного электрона – каждый электрон сгуст-

ка находится на разных расстояниях от разных эле-

ментов мишени, по- разному их поляризует, что дает

разный вклад в распределение интенсивности по уг-

лам и частотам.

Сделанные выводы справедливы для дифракци-

онного излучения или излучения Смита–Парселла

от мишеней, которые имеют неоднородности в пер-

пендикулярном направлении к траектории сгустка;

именно такого рода мишенями являются широко

исследуемые сегодня метаповерхности и фотонные

кристаллы.
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Экспериментально реализован протокол квантовой памяти на основе восстановления сигнала подав-

ленного эха (ROSE) в кристалле 167Er3+ : Y2SiO5 на телекоммуникационной длине волны для входных

световых полей с малым числом фотонов. Достигнута эффективность хранения 44 % при времени хра-

нения 40мкс. Входной импульс содержал в среднем ∼ 340 фотонов, а восстановленный эхо-сигнал ∼ 150

фотонов, при отношении сигнал/шум = 4. Показано, что основной источник шума – спонтанное излуче-

ние атомов, оставшихся в возбужденном состоянии из-за неидеальности параметров двух рефазирующих

импульсов. Обсуждаются способы увеличения отношения сигнал/шум для реализации эффективной

квантовой памяти для однофотонных световых полей.

DOI: 10.31857/S1234567822120047, EDN: imkkqt

Разработка эффективной многокубитовой кван-

товой памяти (КП) является одной из ключевых за-

дач в оптических квантовых технологиях [1]. КП вы-

зывает особый интерес для создания на ее основе

квантового повторителя, необходимого для увеличе-

ния дальности работы квантовых коммуникаций [2].

КП также полезна для использования в качестве ис-

точников или детекторов однофотонных состояний,

в создании универсального квантового компьютера

и в квантовой метрологии [3]. За последние два де-

сятилетия были предложены разные протоколы для

эффективной записи и считывания фотонных ку-

битов из ячейки КП [4, 5]. Схема КП, основанная

на использовании высокоэффективного обращенно-

го фотонного эха в оптически плотной среде [6], на-

шла активное применение в разработке ряда прото-

колов ее реализации в твердотельных системах [7],

где были продемонстрированы перспективные воз-

можности для сохранения многоимпульсных свето-

вых полей. Один из таких протоколов КП основан

на восстановлении сигнала подавленного эха (revival

of silenced echo – ROSE протокол) [8].

Протокол ROSE наиболее близок к классической

схеме двухимпульсного фотонного эха, где к сигналь-

ному и рефазирующему импульсу добавляется вто-

рой рефазирующий импульс, благодаря чему сигнал

фотонного эха излучается в неинвертированной си-

стеме [9]. При этом излучение первичного фотонно-

1)e-mail: mansur@kazanqc.org

го эха подавляется, например, путем подбора спе-

циальных условий фазового синхронизма, геометрии

распространения волновых векторов сигнального и

контролирующего полей, как было показано в рабо-

тах [8, 10], а высокоэффективное восстановление сиг-

нального импульса происходит в сигнале эха, излу-

чаемом в обратном к сигнальному импульсу направ-

лении в соответствии со схемой оригинального про-

токола [6]. Такая схема КП позволяет работать с ма-

лофотонными сигнальными полями [11, 12], реализо-

вывать адресную запись и считывание входных им-

пульсов [12], позволила достичь на практике высокой

эффективности восстановления сигнала в свободном

пространстве [13], а также в резонаторе [12, 14] и в

интегральных структурах [15]. Схема ROSE относи-

тельно проста в реализации, поскольку не требует

сложной процедуры подготовки начального кванто-

вого состояния атомов, но достижение высокой эф-

фективности восстановления входного сигнала тре-

бует достаточно большого поглощения и времени ко-

герентности на оптическом переходе атомов.

Перспективными материалами для создания оп-

тической КП являются кристаллы, активированные

редкоземельными ионами, оптические переходы ко-

торых могут обладать большими временами коге-

рентности (до единиц миллисекунд) при криогенных

температурах [16, 17]. Оптический переход ионов эр-

бия 4I15/2–
4I13/2 интересен тем, что его длина волны

перехода (λ = 1536 нм в кристалле 167Er3+ : Y2SiO5)

лежит в окне прозрачности стандартного телеком-
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муникационного оптоволокна. Время когерентности

этого оптического перехода достигает 1.4 мс во внеш-

нем магнитном поле при времени жизни возбужден-

ного оптического состояния T1 ∼ 14мс и величине

неоднородного уширения перехода 500 МГц [18]. На-

личие сверхтонких подуровней 167Er3+ также дает

возможность реализации долгоживущей КП на спи-

новых состояниях ионов, где время когерентности

между спиновыми состояниями может достигать 1 с,

как было показано в работе [19].

Фотонно-кристаллические резонаторы в кристал-

ле Er3+ : Y2SiO5 [20–22] открывают возможности не

только для усиления взаимодействия фотонов с

ионами эрбия, но и для изготовления интегральных

оптических структур, что важно для практических

приложений КП и других квантовых устройств, со-

здаваемых в таких кристаллах. В частности, при по-

мощи такого резонатора в кристалле Er3+ : Y2SiO5,

был реализован источник одиночных фотонов [22].

Кроме того, применяя резонансное микроволновое

излучение, удалось инициализировать различные на-

чальные спиновые состояние четырех ионов эрбия

[23], что расширяет возможности создания оптиче-

ского чипа КП [24] и реализации многорезонаторной

схемы КП [25] на таком кристалле, открывает пути

проведения квантового процессинга на долгоживу-

щих спиновых кубитах. Недавно в этом кристалле

была реализована оптическая КП на фотонном эхе

с неоднородным уширением в виде периодической

частотной гребенки (AFC-протокол) [26], где была

продемонстрирована эффективность ∼ 22 % восста-

новления однофотонных световых сигнальных им-

пульсов для времени хранения 0.8 мкс. В работе [13]

экспериментально был реализован ROSE-протокол в

подобном кристалле с бо́льшим временем хранения

16 мкс и бо́льшей эффективностью восстановления

входного сигнала 40 %, но лишь для ярких световых

импульсов. Поскольку устройства КП предполагают

эффективную работу с однофотонными световыми

полями, то представляет большой интерес реализа-

ция ROSE-протокола для световых импульсов с ма-

лым числом фотонов, а также дальнейшее улучше-

ние его базовых параметров – эффективности и вре-

мени хранения, что и является предметом исследо-

вания настоящей работы.

В данной работе мы экспериментально реализова-

ли ROSE протокол КП в кристалле 167Er3+ : Y2SiO5

с эффективностью восстановления сигнального им-

пульса ∼ 44 % при времени хранения 40 мкс, который

содержал в себе ∼ 340 фотонов, при этом сигнал све-

тового эха содержал около 150 фотонов при отноше-

нии сигнала эха к шуму ∼ 4. В начале были прове-

дены эксперименты с яркими световыми импульса-

ми, содержащими ∼ 108 фотонов, при этом эффек-

тивность восстановления сигнального импульса со-

ставила ∼ 54 % для того же времени хранения 40 мкс.

Далее мы исследовали эффективность восстановле-

ния входного сигнала в зависимости от интенсивно-

сти двух контролирующих лазерных импульсов, осу-

ществляющих рефазировку оптической когерентно-

сти ионов эрбия, возбуждаемой сигнальным свето-

вым импульсом и поведение оптических квантовых

шумов при переходе к сигнальным импульсам с ма-

лым числом фотонов. На основе анализа полученных

данных, мы предлагаем практически реализуемые

способы уменьшения квантовых шумов, возникаю-

щих во время излучения эхо-сигнала, которые позво-

лят перейти к работе с однофотонными сигнальными

световыми полями.

Источником лазерного излучения в эксперимен-

тальной установке служил перестраиваемый одно-

частотный диодный лазер (Toptica CTL-1500), на-

строенный на длину волны λ = 1536.46 нм, соответ-

ствующую квантовому переходу 4I15/2(0)–
4I13/2(0)

ионов эрбия. Импульсы лазерного излучения взаимо-

действовали с образцом кристалла 167Er3+ : Y2SiO5

(c = 0.005%), находящегося при температуре 1.3 К

в камере криостата замкнутого цикла со встроен-

ным сверхпроводящим магнитом. Сигнальный и кон-

тролирующие (рефазирующие) лазерные импульсы

распространялись в противоположных направлени-

ях вдоль оси b кристалла длиной 5 мм. При этом

входной сигнал (показан красным на рис. 1) был по-

ляризован вдоль оси D2 кристалла. Учитывая анизо-

тропию кристалла, была выбрана поляризация сиг-

нального импульса вдоль оси D2 кристалла, что уве-

личило поглощение сигнального излучения пример-

но в два раза и позволило добиться большей эф-

фективности восстановления входного сигнала. Кон-

тролирующее лазерное излучение (показано зеленым

на рис. 1) было поляризовано вдоль оси D1 кристал-

ла, ортогонально сигнальному излучению. В этом

случае контролирующий импульс испытывает мень-

шее поглощение при распространении в среде, вза-

имодействуя с теми же атомами, что и сигналь-

ный импульс. В пучке контролирующего импуль-

са была дополнительно применена линза (Eksma

Optics GTH-3.6-1.75FA-IR), которая трансформиро-

вала профиль пучка из гауссовой формы в супергаус-

совую (так называемую “top-hat”) форму, где вариа-

ция интенсивности в поперечном сечении профиля

пучка была минимальна, что позволило достигнуть

более равномерного распределения интенсивности, а

значит и частоты Раби контролирующего импуль-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной установки. P – поляризатор; GTH – преобразователь профиля пуч-

ка; PBS – поляризационный светоделитель; WDM – волоконный спектральный фильтр; IM – амплитудный модулятор;

Det – лавинный фотодиод или сверхпроводниковый детектор одиночных фотонов в криостате; λ/2 – полуволновая

пластинка, f – фокусное расстояние линзы

са во всем поперечном профиле контролирующего

пучка.

Эксперимент проводился во внешнем магнитном

поле (H = 2 кГс), направленном под углом 140◦

к оси D1 кристалла, благодаря чему удалось уве-

личить время когерентности оптического перехода.

Для увеличения интенсивности, задаваемое диодным

лазером, контролирующее излучение дополнительно

пропускалось через эрбиевый волоконный усилитель

(Keopsys CEFA-C-PB-LP-SM), что позволило увели-

чить максимальную мощность контролирующего из-

лучения в непрерывном режиме до 90 мВт непосред-

ственно перед самим криостатом. Импульсы сигналь-

ного и контролирующего излучения формировались

при прохождении непрерывного излучения диодного

лазера через акустооптические модуляторы (АОМ).

Для измерения входного сигнального импульса и

излучаемого сигнала эха был использован фотоде-

тектор на основе лавинного фотодиода (Thorlabs

APD110С/M), сигнал с которого поступал на осцил-

лограф (Tektronix DPO 7104C). В экспериментах по

сохранению малофотонных сигнальных импульсов,

лавинный фотодиод был заменен на сверхпроводни-

ковый детектор одиночных фотонов (Scontel SSPD).

В последнем случае в детектирующий канал был так-

же добавлен волоконный фильтр. Этот фильтр не

пропускал излучение с длинами волн, которые соот-

ветствовали люминесценции с оптического возбуж-

денного уровня 4I13/2(0) на возбужденные уровни

основного мультиплета 4I15/2(n > 0). Таким обра-

зом, на детектор попадало только излучение с час-

тотой, соответствующей бесфононной линии люми-

несценции, совпадающей с рабочим оптическим пе-

реходом. Схема экспериментальной установки после

прохождения акустооптических модуляторов приве-

дена на рис. 1.

На рисунке 2 представлены экспериментальные

данные по сохранению в ROSE протоколе сигналь-

ного импульса, содержащего ∼ 108 фотонов. Времен-

ная форма сигнального импульса задавалась в ви-

де Гаусса с длительностью 2 мкс и представлена в

виде черной кривой при t = 0 на рис. 2. Отклоне-

ние от симметричного гауссового профиля обуслов-

лено свойствами используемого детектора (см. так-

же рис. 5). Непоглощенная часть входного импульса

показана синей кривой. Контролирующие импульсы

подаются в моменты времени t = 10мкс и t = 30мкс.

В качестве таких рефазирующих импульсов мы ис-

пользовали лазерные импульсы с амплитудной и ча-

стотной модуляцией [12, 27], электрическое поле ε(t)

и несущая частота ω(t) которых имели следующий

вид:

ε(t) = ε0sech(β(t − t0)), (1)

ω(t) = ω0 + µβ tanh(β(t− t0)), (2)

где параметры β и µ определяют длительность им-

пульса (β−1) и его спектральную ширину (2µβ). Та-

кие импульсы позволяют эффективно инвертировать
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Сигнал восстановления по-

давленного эха (оранжевая и синяя кривые при t =

= 40мкс), полученный в кристалле 167Er3+ : Y2SiO5

(c = 0.005%). Синяя кривая соответствует случаю

идентичных рефазирующих импульсов (показаны фи-

олетовой кривой), оранжевая – случаю разных по ин-

тенсивности рефазирующих импульсов (показаны ко-

ричневой штриховой кривой). Эффективность восста-

новления эха составила 40 % в случае симметричных

рефазирующих импульсов и 58% в случае разных ин-

тенсивностей. Время хранения составило 40мкс, а по-

глощение αL = 2.4. При t = 0 показан входной импульс

(черная сплошная кривая) и его непоглощенная часть

(синяя сплошная кривая)

ансамбль атомов, резонансные частоты которых ле-

жат в спектральном интервале 2µβ. Такое возбуж-

дение происходит при выполнении условия адиаба-

тичности эволюции вектора Блоха µβ2 ≪ Ω2
0, и до-

статочно слабого затухания атомной когерентности:

T2β ≫ 1, где Ω0 – частота Раби, T2 – время когерент-

ности оптического перехода. В наших эксперимен-

тах параметры лазерных импульсов варьировались

в диапазоне β = 2π × (100÷ 400 кГц) и µ = 0.5÷ 1.5

так, чтобы спектральный интервал протяжки часто-

ты контролирующих импульсов перекрывал спектр

сигнального импульса.

Эффективность восстановления сигнала подав-

ленного эха η определяется как отношение энергии

в сигнале эха к энергии входного импульса. В на-

ших экспериментах она составила 40 % для времени

хранения 40 мкс в случае идентичных контролиру-

ющих импульсов (синяя кривая на рис. 2), при ве-

личине оптической плотности образца αL = 2.4 и

времени когерентности оптического перехода TM =

280мкс (x = 1.35), где TM – время фазовой памяти

Мимса [28]. Максимальную теоретически достижи-

мую эффективность в используемой геометрии рас-

пространения лазерных пучков, при идеальных ре-

фазирующих импульсах, можно оценить по формуле

ηmax(αL) = (αL)2e−αLe
−2

(

2τ
TM

)x

, которая не превы-

шает 54 % из-за перепоглощения сигнала эха в оп-

тически плотной среде, где 2τ – время хранения и

TM ≫ 2τ . Отметим, что при использовании раз-

личных по интенсивности контролирующих импуль-

сов, когда интенсивность первого рефазирующего

импульса больше, чем второго, эффективность вос-

становления входного сигнала увеличилась до 58 %

(оранжевая кривая на рис. 2). Такое поведение объ-

ясняется в соответствии с уравнением (12) (см. ни-

же), а именно, уменьшение поглощения сигнала эха

в просветленной среде превалирует над уменьшени-

ем амплитуды фазирующейся поляризации при от-

клонении импульсной площади контролирующих им-

пульсов.

Далее было исследовано поведение эффективно-

сти восстановления входного сигнала в зависимости

от интенсивности контролирующих импульсов. Ре-

зультаты измерения эффективности восстановления

входного импульса представлены на рис. 3а в виде

карты. Как видно на рис. 3а, существует область па-

раметров, где эффективность восстановления боль-

ше 45 %, причем это происходит, когда интенсив-

ность первого рефазирующего импульса больше, чем

второго. На рисунке 3b черными квадратами пока-

заны результаты измерения эффективности восста-

новления входного сигнала в схеме ROSE для слу-

чая равных интенсивностей рефазирующих импуль-

сов I = I2 = I3, т.е. диагональных элементов ре-

зультатов, приведенных на рис. 3а. В этом случае,

с увеличением интенсивности импульсная площадь

рефазирующих импульсов приближается к π в более

широком спектральном диапазоне, приводя к увели-

чению эффективности восстановления входного сиг-

нального импульса и к его насыщению [29].

Анализ полученной экспериментальной зависи-

мости эффективности восстановления сигнала фо-

тонного эха от интенсивности рефазирующих им-

пульсов проводилось нами на основе подхода теоре-

мы площадей для фотонного эха [30, 31]. Ранее этот

подход уже был успешно применен нами для анализа

протокола восстановления сигнала подавленного эха

в резонаторе [12]. Этот подход привлекателен тем,

что позволяет получить аналитические зависимости

для площадей импульса фотонного эха и импульсов,

участвующих в генерации фотонного эха. Стоит от-

метить, что этот подход применим для малых пло-

щадей входного импульса θ1(z) и импульса восста-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Результаты измерения эффективности восстановления входного импульса в оптической

памяти в зависимости от интенсивности первого (I2) и второго (I3) рефазирующих импульсов; (b) – Эксперименталь-

ная (черные квадраты) зависимость эффективности ROSE-эха от интенсивности двух идентичных рефазирующих

лазерных импульсов и ее теоретическая оценка (синяя сплошная кривая). Синяя штриховая кривая соответствует

теоретической кривой, умноженной на фактор 0.8, а серая штрих-пунктирная линяя максимальной эффективности

для оптической плотности образца αL = 2.4, времени когерентности оптического перехода TM = 280мкс (x = 1.35) и

используемой геометрии. Значения на оси x соответствуют интенсивности идентичных рефазирующих импульсов

новленного эха θre(z), когда спектр импульса мно-

го меньше неоднородного уширения, а форма эхо-

сигнала повторяет форму входного импульса и вели-

чина θre(z) описывает также интенсивность импульса

эха, пропорциональную θ2re(z). Для первых трех све-

товых импульсов имеют место известные уравнения

для импульсных площадей входного (θ1) и рефази-

рующих (θ2, θ3) импульсов [32]

∂zθ1(z) = −α
2
sin θ1(z), (3)

∂zθ2(z) =
α̃

2
cos θ1(z) sin θ2(z), (4)

∂zθ3(z) =
α̃

2
cos θ1(z) cos θ2(z) sin θ3(z), (5)

где α и α̃ – коэффициенты резонансного поглоще-

ния для сигнального и контролирующего световых

импульсов, θn(z) =
∞
∫

−∞

Ωn(t, z)dt – площадь рассмат-

риваемого импульса n = 1, 2, 3.

Уравнение (4) получается аналогично (3), учиты-

вая изменение разности населенностей атомного пе-

рехода уже после воздействия двух импульсов и на-

правления распространения второго и третьего им-

пульсов света. В случае сигнальных импульсов с ма-

лым числом фотонов (θ1(0) ≪ 1), полученная систе-

ма уравнений позволяет нам записать решение для

площади входного и рефазирующих импульсов как:

θ1(z) = θ1(0)e
−α

2
z, (6)

θ2(z) = 2arctg

[

tg
θ2(L)

2
e−

α̃
2
(L−z)

]

, (7)

θ3(z) = 2arctg



tg
θ3(L)

2
exp



− α̃
2

L
∫

z

cos θ2(z)dz







 .

(8)

Импульсную площадь сигнала эха находим, решая

уравнение для импульсной площади эха [31, 33]:

∂zθ(z) =
α

2

(

2v0(z) cos
2 θ(z)

2
+ w0(z) sin θ(z)

)

, (9)

где v0(z), w0(z) – фазирующиеся компоненты

резонансной поляризации и инверсии [31, 33]. В

момент восстановления сигнала подавленного эха

v0(z) = −Γτ sin θ1(z) sin
2 θ2(z)

2 sin2 θ3(z)2 , w0(z) =

= − cos θ1(z) cos θ2(z) cos θ3(z), где Γτ = e
−
(

2τ
TM

)x

.

Подставляя эти значения в уравнение для площади

сигнала фотонного эха, получаем уравнение для

импульсной площади сигнала восстановленного эха

(θre):

∂zθre(z) =

=
α

2

(

−2Γτ sin θ1(z) sin
2 θ2(z)

2
sin2

θ3(z)

2
cos2

θre(z)

2
−

− cos θ1(z) cos θ2(z) cos θ3(z) sin θre(z)

)

. (10)
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Используя решения (6)–(8) в (10), получим уравне-

ние для площади восстановленного сигнала подав-

ленного фотонного эха в следующем виде:

∂zθre(z) = −α{A(z)θre(z) +B(z)θ1(0)}, (11)

где

A(z) =
1

2
cos θ2(z) cos θ3(z),

B(z) = Γτe
−α

2
z sin2

θ2(z)

2
sin2

θ3(z)

2
.

Решение уравнения (11) имеет вид θre(z) = θ1(0)T (z),

где

T (z) = −α
z
∫

0

dz′B(z′) exp



−α
z
∫

z′

A(z′′)dz′′



 . (12)

Уравнение для рефазирующих импульсов и их ре-

шения (7), (8) справедливы для световых импульсов

с единственной несущей частотой. Тем не менее, мы

использовали решения (7), (8) для приближенного

описания поведения импульсной площади контроли-

рующих импульсов с фазовой модуляцией, принимая

во внимание не очень большую величину оптической

плотности среды (α̃L = 1). Ранее в работе [34] было

получено аналитическое решение уравнений Блоха

при взаимодействии одиночного двухуровневого ато-

ма с используемым нами контролирующим импуль-

сом с протяжкой частоты. Используя это решение,

можно найти инверсию атома после взаимодействия

с таким импульсом и оценить импульсную площадь

θ0 = arccos[−w(t = −∞)], соответствующую импуль-

су с этим значением амплитуды ε0 и диапазоном про-

тяжки 2µβ. Величину θ0 мы принимаем за началь-

ную площадь рефазирующих импульсов θ2(0), θ3(0)

в полученных решениях (7), (8), (12). При использо-

вании контролирующих импульсов с протяжкой час-

тоты возникла необходимость учесть особенности и

неидеальность в их создании. При проведении экс-

периментов мы подавали на AOM желаемую фор-

му импульса, чтобы его интенсивность зависела от

времени как I(t) ∼ ε2(t) = ε20 sech2(β(t − t0)). Од-

нако из-за нелинейности передаточной функции мо-

дулятора реальная форма импульса отличалась от

секанса. При малых интенсивностях огибающая им-

пульса имела форму sech3(β(t − t0)), в то время как

при больших интенсивностях эта форма сохранялась

только для переднего и заднего фронта импульса, а

его середина становилась менее острой и была ближе

к sech1.7(β(t − t0)). Для того, чтобы учесть это об-

стоятельство при расчете теоретической кривой на

рис. 3b зависимости интенсивности сигнала эха от

интенсивности контролирующих импульсов, по оси

абсцисс мы откладывали величину ∼ ε2.5.

При помощи описанной процедуры расчета и ис-

пользуя (12), нам удалось получить теоретическую

оценку эффективности T 2(L) (синяя сплошная кри-

вая на рис. 3b) в зависимости от интенсивности сим-

метричных рефазирующих импульсов. С ростом ин-

тенсивности рефазирующих импульсов эта кривая

насыщается и совпадает с уровнем максимальной эф-

фективности ηmax = 47% (серая штрих-пунктирная

кривая), которая достигается для оптической плот-

ности образца αL = 2.4, времени когерентности оп-

тического перехода TM = 280мкс (x = 1.35) и

используемой геометрии. Стоит отметить, что экс-

периментальные результаты (черные квадраты на

рис. 3b) качественно описываются кривой 0.8 · T 2(L)

(синяя штриховая кривая). Фактор 0.8 может быть

вызван неидеальной экспериментальной реализаци-

ей рефазирующих импульсов, который был описан

выше. Для дальнейшего исследования потребуется

более детальное изучение возможностей применения

метода теоремы площадей для анализа распростра-

нения контролирующих импульсов с амплитудной и

частотной модуляцией. Также представляет интерес

изучить влияние коллективных эффектов во время

возбуждения системы атомов рефазирующими им-

пульсами, которые в оптически плотной среде мо-

гут существенно повлиять на эффективность реали-

зации протокола [35].

Для реализованной схемы было измерено вос-

становление спектра поглощения после воздействия

первого и второго рефазирующих лазерных импуль-

сов, используя зондирование поглощения атомов в

спектральном диапазоне формирования сигнала эха.

Зондирование осуществлялось подачей дополнитель-

ного импульса излучения в сигнальном пучке, име-

ющего длительность 100 мкс, частота которого ска-

нировалась в диапазоне 3 МГц в окрестности рабо-

чей спектральной области рефазирующих импуль-

сов. Результаты измерений представлены на рис. 4.

Черная линия соответствует поглощению αL ≈ 2.4

до действия контролирующих импульсов. После при-

менения первого рефазирующего импульса в спек-

тре поглощения (синяя сплошная кривая на рис. 4)

наблюдается инверсия состояния атомов в интерва-

ле частотных отстроек от −0.4МГц до 0.5 МГц. Как

видно на рис. 4 (желтая сплошная линия), после при-

менения обоих рефазирующих импульсов наблюда-

ется значительное восстановление поглощения, при-

мерно равному αL ≈ 1.5 внутри рабочей спектраль-

ной области рефазирующих импульсов (∼ 600 кГц),

что позволило оценить их эффективность ∼ 80 %.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Экспериментальные спектры

областей остаточного возбуждения (просветления) в

кристалле 167Er3+ : Y2SiO5 (c = 0.005%, T = 1.3К) по-

сле применения одного (синяя сплошная кривая, I2 =

= 14) и двух (желтая сплошная кривые, I2 = I3 = 14)

рефазирующих импульсов с амплитудной и частотной

модуляцией. Пунктирными и точечными линиями (си-

ний и желтый цвет соответственно) приведены резуль-

таты численных расчетов уравнения Блоха для рефа-

зирующих импульсов, интенсивность которых совпа-

дает со значениями приведенных на рис. 3b. Черная

кривая соответствует поглощению в этой спектраль-

ной области на оптическом переходе 4I15/2(0)−
4I13/2(0)

(λ = 1536.46 нм) ионов эрбия

Этот уровень поглощения соответствует лишь про-

светлению оптического перехода, при котором воз-

можно использование данного протокола КП для со-

хранения световых импульсов, так как не происхо-

дит усиления сигнала фотонного эха при распро-

странении в такой среде. Пунктирными и точечны-

ми линиями (синий и желтый цвет соответственно)

приведены результаты численных расчетов уравне-

ния Блоха для рефазирующих импульсов, интенсив-

ность которых совпадает со значениями, приведен-

ных на рис. 3b. Стоит также отметить, что внут-

ри спектральной области сигнальных импульсов, ве-

личина поглощения остается почти постоянной при

использовании лазерных импульсов с амплитудной

и частотной модуляцией, что обеспечивает сохране-

ние временной формы эхо-сигнала. На пригранич-

ных областях спектра присутствуют довольно широ-

кие области остаточного просветления, которые вно-

сят наиболее существенный вклад в квантовый шум,

вызываемый спонтанным излучением возбужденных

атомов, находящихся в этом диапазоне спектра. Та-

кой квантовый шум можно значительно подавить,

используя дополнительный оптический фильтр, ко-

торый будет пропускать сигнал эха внутри рабочей

спектральной области рефазирующих импульсов. В

качестве такого фильтра может выступить дополни-

тельный внешний резонатор или такой же кристалл,

с инициализированным спектральным провалом.

Далее мы реализовали протокол оптической

квантовой памяти в схеме ROSE для входного

сигнального импульса, который в среднем содержал

∼ 340 фотонов. Результаты представлены на рис. 5.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Сигнал восстановленного эха

(синяя кривая при t = 40мкс) содержал в среднем 150

фотонов при подаче входного импульса (черная сплош-

ная кривая при t = 0), содержащего в среднем 340

фотонов. Непоглощенная часть входного сигнала (си-

няя сплошная кривая) содержала около 40 фотонов.

Эффективность восстановления сигнала эха составила

40%. Шум от спонтанного излучения за время излу-

чения эхо сигнала эха (4мкс) содержал в среднем 40

фотонов. При использовании одного рефазирующего

импульса в шуме содержалось ∼ 100 фотонов за 4мкс

Черная кривая при t = 0мкс на рис. 5 соответствует

входному импульсу. После применения двух рефа-

зирующих импульсов в моменты времени t = 10мкс

и t = 30мкс, мы наблюдали сигнал фотонного

эха (синяя кривая в момент времени t = 40мкс),

который содержал около 150 фотонов. Эффектив-

ность восстановления сигнала эха составила 44 %.

Квантовый шум за время длительности сигнала эха

(за 4 мкс) содержал в среднем 40 фотонов. Шум

в основном был вызван спонтанным излучением

атомов, находящихся в возбужденном состоянии из-

за неидеальности рефазировки контролирующими

импульсами.
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Отметим несколько возможных способов улуч-

шить полученные результаты. Во-первых, можно ис-

пользовать оптической резонатор в режиме высоко-

точного согласования связи [12, 36]. Благодаря это-

му возможно увеличение эффективности восстанов-

ления входного сигнала до 70 % при таких же пара-

метрах времени когерентности оптического перехода

и рефазирующих импульсов, что и в настоящей рабо-

те. В таком резонаторе можно также уменьшить ве-

личину поглощения оптического перехода более чем

в 10 раз, что дает возможность уменьшить уровень

квантовых шумов, вызванных спонтанным излучени-

ем, так как будет задействовано меньшее число рабо-

чих атомов. Увеличение добротности резонатора, со-

гласование его спектральной ширины со спектраль-

ной шириной сигнального излучения [36, 37] и быст-

рый контроль его резонансной частоты позволит су-

щественно подавить шумы спонтанного излучения от

атомов, находящихся в приграничной области час-

тот. Фильтрация остаточного просветления на краях

спектра поглощения, вызванного воздействием рефа-

зирующих импульсов, может быть также усилена,

использованием внешнего оптического резонатора,

или выжиганием спектрального провала в дополни-

тельном фильтрующем кристалле Er3+ : Y2SiO5. Еще

один способ заключается в том, чтобы из области

остаточного просветления заранее удалить атомы до-

полнительным лазерным излучением, инициализи-

рующим начальный спектр поглощения атомов. Это

позволит снизить квантовые шумы, вызванные спон-

танным излучением, более чем в 4 раза [38]. Стоит от-

метить, что в этом кристалле подобная инициализа-

ция спектра поглощения была продемонстрирована в

работе [26] для AFC протокола КП. В-третьих, уве-

личение магнитного поля и интенсивности рефазиру-

ющих импульсов должно позволить достичь лучшего

качества рефазирующих импульсов, следовательно,

и меньшего уровня квантовых шумов в рабочей спек-

тральной ширине КП. Перечисленные способы моди-

фикации изучаемой схемы КП могут быть практиче-

ски реализованы и позволят существенно подавить

квантовые шумы и добиться высокой эффективности

оптической квантовой памяти. Предложенные моди-

фикации экспериментальной реализации позволяют

в будущем ожидать реализацию КП в схеме восста-

новления сигнала подавленного эха для однофотон-

ных световых импульсов высокой эффективности и

отношения сигнал/шум.
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В работе при помощи модели кристаллического фазового поля исследована кристаллизация пере-

охлажденной метастабильной однородной фазы в сотовидную (шестиугольную) периодическую решетку.

Численно полученные скорости фронта кристаллизации сотовидной решетки сравниваются с аналитиче-

ским решением в форме бегущей волны. Рост сотовидной решетки при кристаллизации переохлажден-

ной жидкой фазы описывается с помощью модели второго порядка точности (двухмодовой), в которой

раздельно учитываются амплитуды первой и второй подрешеток. Формированию сотовидной решет-

ки предшествует образование метастабильной треугольной, при этом кинетика фронта кристаллизации

определяется симметрией растущей фазы и величиной движущей силы.

DOI: 10.31857/S1234567822120059, EDN: immzni

Модель кристаллического фазового поля (КФП-

модель [1]) была сформулирована для описания

континуальных переходов между однородными и

периодическими фазами на диффузионных време-

нах аналогично переходу Ландау–Бразовского [2].

КФП-модель является первым приближением тео-

рии функционала плотности [3], а по математиче-

ской форме имеет непосредственную общность с тео-

рией слабой кристаллизации [2, 4, 5]. Модель на-

ходит применение в широком спектре задач: ис-

следовании упорядочения структур на микронных

масштабах, описании движения фронтов кристал-

лизации и формирования дендритов, расчете фор-

мы и энергии границ зерен, описании коллоидно-

го затвердевания, перемещения дислокаций, пласти-

ческого течения, стеклообразования, эпитаксиально-

го роста [6, 7]. Также с помощью КФП исследует-

ся формирование метастабильных периодических со-

стояний [8], где возможно образование фаз с особыми

свойствами [9].

Развитие модели позволило описать периодиче-

ские графеноподобные структуры и решетки ка-

гомэ [10], обнаруженные при исследовании упорядо-

чения коллоидных систем и плазмы [11, 12]. Анализ

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru.

2)e-mail: vladimir@ankudinov.org

таких двумерных систем основан на описании фор-

мирования гексагональных решеток [13, 14, 15], что

для графеноподобных структур формально сводит-

ся к искусственно сконструированной парной кор-

реляционной функции с анизотропными компонен-

тами. Такое представление значительно усложняет

анализ и ставит вопрос о применимости структур-

ной КФП-модели [15, 13] к процессу кристаллиза-

ции (даже если упругие свойства периодической фа-

зы количественно воспроизводят экспериментальные

значения). Сама возможность построения сотовид-

ной решетки в семействе уравнений типа Свифта–

Хоэнберга для двухмодовой формы оператора (4)

была показана численно в [16], также она была по-

лучена в трехмодовой формулировке [10]. В упру-

гом приближении использование двухмодовой фор-

мы для описания графена обусловлено определяю-

щей ролью взаимодействия с атомами второй коор-

динационной сферы при описании спектра колеба-

тельных мод [17].

В настоящей работе проанализирован рост кри-

сталлов гексагональной сингонии в переохлажден-

ную жидкую фазу. Вводится общая двухмодовая

форма модели КФП, описывающая кристаллизацию

в гексагональную структуру при минимальном на-

боре векторов сотовидной (шестиугольной) решетки.

Найденная форма амплитудной записи КФП-модели

позволяет получить аналитическое решение в виде
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бегущей волны. Амплитудное уравнение записано в

общей форме [18, 19], это позволяет исследовать ки-

нетику формирования различных решеток (в общем

случае гексагональных и кубических) из переохла-

жденной жидкости. Метод расширен для описания

решеток с дополнительным базисом и может быть

применен в трехмерном случае.

Свободная энергия и уравнение динамики

КФП. В модели КФП параметром порядка являет-

ся безразмерное поле атомной плотности (концентра-

ции) n(r, t) = ρ(r, t)/ρ0−1. Свободная энергия в слу-

чае изолированной системы состоит из двух вкла-

дов F (n) = Fid(n) + Fex(n), где Fid соответствует

идеальной компоненте, описывающей фазовый пере-

ход, Fex – избыточной свободной энергии, связанной

с обменным вкладом. В качестве Fid принимается

разложение в форме Ландау для Больцмановского

газа вблизи n(r) = 0, имеющее форму двухъямно-

го n2 − n3 − n4 потенциала [1]. Разложим функцио-

нальную производную Fex вокруг малого изменения

ρ(r, t) до второго слагаемого включительно, которое

является парной корреляционной функцией C2. То-

гда получим свертку, позволяющую описывать про-

цесс плавления и кристаллизации в виде [20, 21]:

Fex(n) = −1

2

∫

dr

∫

dr′ n(r)C2(|r− r′|)n(r′). (1)

В континуальном пределе разработано приближение,

позволяющее обосновать применение статистической

теории к процессу плавления и кристаллизации с ис-

пользованием микроскопических характеристик си-

стемы [20, 21]. Аналогичная запись C2 в обратном

пространстве была выполнена для описания кри-

сталлизации твердых сфер [22]. Полная свободная

энергия в модели КФП имеет вид [23]:

F (n) =

∫

[n

2
LRn− a

3
n3 +

v

4
n4
]

dr, (2)

где L – дифференциальный оператор, полученный

с помощью градиентного разложения ур. (1). Этот

оператор может быть представлен в одномодовом

приближении при R = 1 (одна подрешетка) как:

L1 ≡ ∆B0 +Bx0 (∇2 + q20)
2. (3)

Для описания более сложных структур, таких как

ГЦК или сотовидная решетка, требуется двухмодо-

вое R = 2 разложение (две подрешетки) более высо-

кого порядка [16]:

L2 ≡ ∆B0 +Bx0 (r0 +(∇2 + q20)
2)(r1 +(∇2 + q21)

2). (4)

Коэффициенты r0, r1, q0, q1 позволяют подогнать

форму пика парной корреляционной функции к экс-

периментальной или полученной с помощью молеку-

лярной динамики, как это, например, сделано в ра-

боте [19]. Коэффициенты q0 и q1 соответствуют рав-

новесным значениям параметров подрешеток пер-

вой и второй координационных сфер, а r0 и r1 на-

прямую влияют на стабильность кристаллических

структур [19, 24, 16]. Градиентное разложение поз-

воляет описывать кристаллизацию и плавление как

в двумерных, так и в трехмерных системах [20–22].

При этом форма свободной энергии КФП (2) в од-

номодовом приближении с оператором (3) схожа с

энергией периодической фазы в теории слабой кри-

сталлизации [2, 4]. Движущая сила ∆B0 = Bℓ0 −
Bx0 в КФП определена как разница между модулем

объемной упругости жидкости Bℓ0 и модулем упру-

гости кристалла Bx0 . С помощью подхода, предло-

женного в моделях фазового поля [19, 18], управля-

ющий параметр ∆B0 можно рассматривать как пере-

охлаждение. Введем безразмерное переохлаждение

ε = ∆T/Tm, где ∆T = Tm − T , а Tm – температура

плавления, при которой достигается равенство энер-

гий жидкой и кристаллической фазы. Таким обра-

зом:

∆T=Tm(∆B0 −∆B∗
0)/∆B

∗
0 ; ε=(∆B0 −∆B∗

0 )/∆B
∗
0 ,

(5)

здесь ∆B∗
0 – движущая сила, соответствующая Tm,

которая может быть получена с помощью коэффи-

циентов ур. (2) как ∆B∗
0 = 2a2/(9v) [23].

Модифицированная модель кристаллического по-

ля (МКФП) [6, 8] применяется, когда необходи-

мо описывать высокоскоростные границы раздела

фаз [25] при значительных по величине движущих

силах перехода. В частности, МКФП учитывает ре-

лаксацию потока J атомной плотности n как незави-

симой кинетической переменной с релаксационным

временем τ [26, 27]. Такой вид уравнения, отличаю-

щийся от традиционного уравнения КФП [1] нали-

чием второй производной по времени в левой части,

был альтернативно предложен для одновременного

учета упругой релаксации и атомной диффузии [28].

В итоге динамическое уравнение МКФП-модели за-

пишем в виде

τ
∂2n

∂t2
+
∂n

∂t
=M∇2

[

δF

δn

]

, (6)

где M – мобильность параметра порядка, устанавли-

вающая масштабы времени t. Уравнение (6) вклю-

чает функциональную производную свободной энер-

гии (2), равную химическому потенциалу системы

µ(n) = δF (n)/δn, и подразумевает условие невозрас-

тания F (n) во времени.
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Введение флуктуаций в уравнение движения

КФП позволяет описывать зарождение новой фазы

и моделировать динамику фазового превраще-

ния [29]. Ввод стохастического источника, который

инициирует затвердевание переохлажденной жидко-

сти аналогично теории слабой кристаллизации [2, 4],

в общем случае является весьма нетривиальной

задачей [30]. В дальнейшем предположим малый

вклад тепловых флуктуаций в общую энергию

системы и сконцентрируемся на основополагающей

роли переохлаждения как движущей силы, посколь-

ку высота межфазного барьера в рассматриваемой

системе высока, a/3 & 1 [см. ур. (2)].

Амплитудное разложение кристаллическо-

го фазового поля. Для описания динамики пе-

риодической фазы представим периодическое поле

n(r, t) в виде отдельных гармоник, соответствующих

определенной кристаллической симметрии [18, 31]:

n = n0 +
∑

j

ηj(r, t)e
iGj·r +

∑

j

η∗j (r, t)e
−iGj·r, (7)

здесь n0 – среднее значение параметра порядка n,

ηj – амплитуды КФП, η∗j – комплексно сопряжен-

ные амплитуды. Симметрия конкретной кристалли-

ческой решетки задается набором векторов Gj в об-

ратном пространстве, которые в случае трехмерной

решетки можно записать следующим образом:

Gj = hq1 + kq2 + lq3, (8)

здесь (q1,q2,q3) – вектора обратной решетки, а

(h, k, l) – индексы Миллера. Подставляя (7) в ур.

движения (6) получим набор уравнений:

(

τ
∂2

∂t2
+
∂

∂t

)

ηj =MΛj

[

δF

δη∗j

]

, (9)

здесь оператор Λj в длинноволновом приближении

можно аппроксимировать как

Λj = ∇2 + 2iGj · ∇ −G2
j ≈ −G2

j . (10)

Данная аппроксимация приведет к огрублению и

пренебрежению высокочастотными гармониками,

при этом положение и скорость межфазной границы

по-прежнему могут быть весьма точно определены

[18, 31, 32]. В данном приближении предполагается,

что при интегрировании по элементарной ячейке ам-

плитуды ηj принимаются одинаковыми по величине

в каждой из подрешеток. Двухмодовый оператор (4)

примет следующий вид:

L2 = ∆B0+B
x
0 (r0+(∇2+2iGj · ∇ −G2

j + q20)
2)×

× (r1 + (∇2 + 2iGj · ∇ −G2
j + q21)

2). (11)

В дальнейшем для удобства введем два новых обо-

значения: оператор Gj ≡ ∇2 + 2iGj · ∇, а также раз-

ницу в величине равновесных параметров первой и

второй подрешеток β = q21 − q20 . В случае r0 = r1 = 0

в длинноволновом приближении двухмодовый опе-

ратор L2 для уравнений (6), соответствующих всему

набору возможных Gj , ур. (8) примет форму:

L2 ≈ ∆B0 +Bx0β
2G2
j . (12)

Гексагональные решетки. Амплитудное пред-

ставление динамических уравнений треугольной ре-

шетки было получено в [18], в дальнейшем аналогич-

но были рассмотрены трехмерные кубические кри-

сталлы [31, 19]. Одномодовый оператор L1 в первом

приближении при равных по модулю векторах поз-

воляет описать только простейшие структуры: в дву-

мерном случае – треугольную, полосчатую [1, 21]; в

трехмерном случае – ОЦК, стержневую и полосча-

тую [23, 33]. Рассмотрим гексагональную сотовид-

ную (шестиугольную) решетку, состоящую из двух

вложенных треугольных подрешеток с базисами b1 и

b2:

a1 = a0〈1, 0〉; a2 = a0

〈

1/2,
√
3/2
〉

; (13)

b1 = 〈0, 0〉; b2 = a0

〈

1/2,−1/2
√
3
〉

. (14)

Обратная решетка имеет также треугольную струк-

туру с волновыми векторами:

q1 = qeq

〈

1,−1/
√
3
〉

; q2 = qeq

〈

0, 2/
√
3
〉

. (15)

Воспользуемся набором индексов Миллера: (h, k) =

= (1, 0), (0, 1), (−1, 1), модуль |G1..3|=1. Помимо ба-

зового набора, соответствующего одномодовому при-

ближению, для воспроизведения сотовидной (шести-

угольной) решетки потребуется дополнительный на-

бор векторов, соответствующий двухмодовому при-

ближению (см. рис. 1), |G4..6| = 2/
√
3:

G4 = 2qeq/
√
3 〈0, 1〉 ; G5 = 2qeq/

√
3
〈√

3/2, 1/2
〉

;

G6 = G5 −G4. (16)

Для треугольной решетки в двухмодовом прибли-

жении потребуется дополнительный набор векторов:

G4 = G1 +G2; G5 = G3 −G1; G6 = G2 +G3.

(17)

Подставляя Gi в поле (7), а затем в амплитуд-

ные ур. (6), получим набор уравнений движения (9)

в длинноволновом приближении (10) и (12). Просум-

мировав и усреднив по амплитудам при qeq = 1, полу-

чим окончательные уравнения (см. дополнительный

материал).
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Рис. 1. Построенное в безразмерных координатах рас-

пределение плотности n, ур. (7) для: (a) – треуголь-

ной и (b) – сотовидной (шестиугольной) решеток по

ур. (15), (16)

В развитие настоящего формализма отметим, что

влияние флуктуаций в среднеполевых моделях опре-

деляется корреляционной длиной rc параметра по-

рядка, уменьшающейся с приближением к темпера-

туре Tm. В двухмодовой модели влияние флуктуаций

на отдельные моды возможно в случае приближения

масштаба устойчивости L к величине 1/G4..6. Для

значений 1/α ≫ 1 [см. ур. (18)–(21)] влияние может

оказаться значительным и требует дополнительного

рассмотрения. При этом некоррелированные тепло-

вые флуктуации в двухмодовой модели аналогично с

одномодовой приводят к переходу первого рода при

немалости параметра a [4, 23].

Усреднение амплитуд КФП и длинноволно-

вое приближение. Для того, чтобы сформулиро-

вать обобщенное уравнение движения границы кри-

сталла в жидкую фазу и записать уравнение в виде

бегущей волны, необходимо сделать еще одно допу-

щение. Так как в длинноволновом приближении ло-

кальной анизотропией растущей фазы пренебрегает-

ся, мы можем допустить равенство амплитуд фазо-

вого поля в различных направлениях. При этом, в

случае двухмодового приближения, амплитуды КФП

могут отличаться в зависимости от выбранного набо-

ра векторов для различных подрешеток. Таким об-

разом, для первой моды (первой подрешетки) при

Gj , j = 1...3 мы приравниваем амплитуды к φ; для

второй подрешетки при j = 4...6 амплитуды могут

отличаться и будут равны ξ:

|ηj | = {φ, для j = 1...3; ξ, j = 4...6} . (18)

Предположим линейную зависимость ξ ≃ αφ, кото-

рая верна в области амплитуд φ ∼ 1, но может вклю-

чать зависимость от параметров свободной энергии

и должна быть вычислена при помощи минимиза-

ции F (см. рис. 6 в работе [19]). Подставляя ξ ≃ αφ в

уравнения движения (6) и суммируя по всем ампли-

тудам, получим следующее уравнение движения для

сотовидной кристаллической решетки:

3 + 3α

M

(

τ
∂2

∂t2
+
∂

∂t

)

φ = Bx0

(

2 +
32

9
α

)

∇2φ−

−∆B0(3 + 4α)φ+ 2a(3 + 4α2)φ2 −
− 12v(5α3 + 6α2 + 8α+ 15/4)φ3. (19)

Соответствующая этому уравнению движения сво-

бодная энергия будет записана следующим образом:

Fhon =

∫

dr

[

Bx0
3





3
∑

j=1

|Gjφ|2 + α2
6
∑

j=4

|Gjφ|2


+

+ 3∆B0(1 + α2)φ2 − 4a(1 + α3)φ3 +

+ 45/2v
(

α4 + 16/5α2 + 1
)

φ4
]

. (20)

Усредненное уравнение движения (19) в длинно-

волновом приближении позволяет описывать дина-

мику распространения фронта кристаллической со-

товидной фазы в жидкую. Разложение свободной

энергии около равновесного значения параметра по-

рядка φ = φeq в первом приближении дает α ≃ q20/q
2
1 .

Тогда для α = 3/4 уравнение (19) сводится к

1

M

(

τ
∂2

∂t2
+
∂

∂t

)

φ =
8

9
Bx0∇2φ− 8

7
∆B0φ+

+ 2aφ2 − 975

28
vφ3. (21)

В одномодовом случае, при использовании набора

векторов G1..3, уравнение (21) упрощается до урав-

нения треугольной структуры, если учесть β = 1:

1

M

(

τ
∂2

∂t2
+
∂

∂t

)

φ = 2Bx0∇2φ−∆B0φ+ 2aφ2 − 15vφ3.

(22)

Это уравнение аналогично приведенному в [18, 19].

Используя дополнительный набор векторов (17),

можно получить уравнение роста треугольной струк-

туры в двухмодовом приближении (см. коэффи-

циенты в табл. 1).

Обобщенное уравнение движения и его

аналитическое решение. Для определения скоро-

сти фронтов кристаллизации использовалась мето-

дика, аналогичная той, что применялась при расче-

те роста кубических кристаллов [18, 19]. В этом слу-

чае предполагается, что кристаллическая фаза с за-

данной плотностью и симметрией растет в жидкую

переохлажденную фазу. Тогда обобщенное динами-

ческое уравнение модифицированной модели КФП в

длинноволновом приближении принимает вид диф-

ференциального уравнения:

1

M

(

τ
∂2

∂t2
+
∂

∂t

)

φ = B̃x0∇2φ−∆B̃0φ+ ãφ2−ṽφ3, (23)
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Таблица 1. Сравнение коэффициентов уравнений движения (23), полученных для различных решеток в результате усредне-
ния по амплитудам КФП. Отдельные вклады усредненных амплитудных уравнений движения приведены в дополнительных
материалах

Решетка \ Коэффициенты B̃x
0 ∆B̃0 ã ṽ

Сотовидная, ур. (21) 8Bx
0 /9 8∆B0/7 2a 975v/28

Треугольная, ур. (22) 2Bx
0 ∆B0 2a 15v

Треугольная (2-мод) 12Bx
0 3∆B0/2 15a/2 111v/2

где коэффициенты B̃x0 , ∆B̃0, ã, ṽ рассчитываются ис-

ходя из симметрии, заданной векторами Gj , описы-

вающими растущий кристалл, а затем – на основе

термодинамических свойств и структурного факто-

ра. Это уравнение показывает, что динамика кри-

сталлизации решеток различной симметрии разли-

чается из-за коэффициентов, вычисленных при по-

мощи различного вклада и наборов амплитуд для

каждой симметрии. Из уравнений (21) и (22) видно,

что они отличаются только коэффициентами и оба

соответствуют форме ур. (23), полученной для роста

трехмерных ОЦК и ГЦК решеток [19].

Уравнение (23) имеет решение в виде бегущей

волны в форме [34]: ψ(u) = A[1−tanh(u/Z)] для меж-

фазной границы, движущейся со скоростью V = Ṽ V0
в системе координат u = x − V t. Подобные решения

часто используются в моделях фазового поля [35].

Запишем решение этого уравнения [18, 19]:

Ṽ =
Ṽm

√

1 + Ṽ 2
m/Ṽ

2
φ

, Ṽm =

√
2

4

(

3

√

b̃2 − 4− b̃

)

, (24)

Ṽm – максимальная скорость движения фронта,

ограниченная временем релаксации τ потока:

Ṽφ =
√

Mt0/τ, b̃ = ã/

√

ṽ|∆B̃0|. (25)

Амплитуда межфазной границы A и ее ширина Z:

A =
1

4

(

b̃ +

√

b̃2 − 4

)

, Z =
4
√

2(1− Ṽ 2/Ṽ 2
φ )

b̃+
√

b̃2 − 4
. (26)

Масштабные преобразования ур. (23) заданы как

ζ =

√

B̃x0 /|∆B̃0|, t0 = |∆B̃0|−1, V0 = ζ/t0,

φ0 =

√

|∆B̃0|/ṽ, t̃ =Mt/t0, ~̃∇ = ζ−1~∇,
ψ = φ/φ0, x̃ = ζ−1x. (27)

Скорость роста. Рассмотрим безразмерные ско-

рости роста треугольной и сотовидной структур, для

этого учтем значения коэффициентов табл. 1. В рас-

четах использовались модельные параметры M = 1,

τ = 0.1, Bx0 = 1, a = 1, v = 0.1. Приведенные ско-

рости роста треугольного и сотовидного кристаллов

значительно отличаются при высоких движущих си-

лах |ε| и зависят от времени релаксации.

При движущих силах ε 6= 0 кинетика роста

и плавления треугольной решетки является наибо-

лее интенсивной по сравнению с гексагональной, см.

рис. 2. Этот факт объясняется влиянием разницы об-

Рис. 2. Безразмерная скорость роста сотовидной

(непрерывная линия для τ = 0.1, штриховая – для

τ = 1) и треугольной (штрих-пунктирная линия – в

одномодовом приближении, пунктирная – в двухмодо-

вом) решеток, найденная из решения в виде бегущей

волны (24) амплитудного уравнения КФП (23). Коэф-

фициенты, соответствующие различным структурам,

определены в табл. 1. ε < 0 соответствует кристаллиза-

ции, ур. (5). Результаты численных расчетов обозначе-

ны �

ратных векторов первой и второй подрешеток β =

= q21 − q20 . Бо́льшее значение β соответствует более

плотной упаковке первой и второй координационных

сфер. Суммирование вкладов амплитуд КФП при по-

лучении ур. (19) прямо указывает на зависимость

вкладов второй моды от β (β = 1/3 для сотовид-

ной и β = 2 для двухмодовой треугольной решетки).
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Таким образом, решетка с более плотным взаимным

расположением атомов первой и второй координа-

ционных сфер получает больший вклад от вторич-

ных мод и растет быстрее, если сравнивать треуголь-

ную и сотовидную структуры. Следует особо отме-

тить, что данная тенденция наблюдается так же и

для кубических решеток. В двухмодовом приближе-

нии ОЦК решетка, имеющая более плотную упаков-

ку первой и второй координационных сфер, растет и

плавится быстрее ГЦК решетки [19].

Расчеты по кинетике роста, рис. 2, согласуются

с выводами [33], где показано, что при описании

кристаллизации из изотропной жидкости с помо-

щью формализма Ландау наиболее выгодной и фор-

мирующейся в первую очередь структурой являет-

ся та, чьи вектора обратной решетки образуют за-

мкнутый цикл. Это связано с тем, что при ампли-

тудном разложении функционала свободной энергии

периодической фазы определяющим вкладом обла-

дает кубический член n3, принимающий максималь-

ные значения при наличии замкнутого цикла векто-

ров q1 + q2 + q3 = 0 [33, 10]. В двумерном случае

такой первично образующейся является треугольная

решетка, а в трехмерном – ОЦК, что, действитель-

но, констатируется в ряде работ [36, 37]. Как вид-

но из табл. 1, вклад параметра ã максимален имен-

но для двухмодовой треугольной решетки и, наряду

с B̃x0 , определяет первичное формирование метаста-

бильной треугольной фазы. Это значит, что геомет-

рически более “простая” треугольная фаза кристал-

лизуется и плавится быстрее, чем “сложная” сотовид-

ная структура. Важно отметить, что в моделях КФП,

помимо наличия членов третьего порядка в разложе-

нии F (n), явно не учитывается ориентационный по-

рядок, а жидкая фаза является изотропной, поэто-

му механизм плавления Березинского–Костерлица–

Таулеса не может быть учтен, система плавится по-

средством перехода первого рода [38].

Кроме прочего, на интенсивность роста любой

структуры влияет время релаксации τ потока атом-

ной плотности (см. рис. 2). Увеличение τ приводит к

понижению скорости роста, что связано с релаксаци-

ей дополнительной кинетической переменной. Такая

зависимость от τ наблюдается и при росте кубиче-

ских решеток [19, 25]. Предельная величина τm =

= 8ṽ/ã2, определяющая малость вклада второй про-

изводной в кинетику фронта, может быть получена

из разложения V при малых ε [19].

Для проверки верности аналитических решений

в виде бегущих волн КФП-уравнение (6) с двухмо-

довым оператором (4) решалось численно. Модели-

рование выполнялось методом конечных элементов

(КЭ) в пакете COMSOL Multiphysics [39] в двумер-

ной области размерами 450 × 380 с максимальным

размером КЭ ℓ = 1.3. В домене задавались изоли-

рованные граничные условия и точечное начальное

возмущение. Положение фронта определено по изме-

нению поля химического потенциала, при этом ско-

рость усреднялась по направлениям роста. Для рас-

четов использовались те же параметры, что и для по-

лучения рис. 2, а величины q0 = 1, q1 = 2/
√
3 соответ-

ствовали модулям векторов G1..6 из ур. (16). Струк-

тура стабилизировалась при r0 = 0.00, r1 = −0.25.

Результаты моделирования двухмодового уравнения

КФП (6) приведены на рис. 3. Скорость движения

Рис. 3. (Цветной онлайн) Результаты численных рас-

четов по двухмодовой модели КФП, демонстрирующие

кристаллизацию в гексагональную сотовидную решет-

ку через полосчатую и треугольную, ε = −0.2. (a) – На-

чальный этап кристаллизации t = 100. Рамками выде-

лены (сверху вниз) однородная жидкость, полосчатая,

треугольная и сотовидная структуры соответственно.

(b) – Границы фронта сотовидной решетки на проме-

жуточном этапе кристаллизации t = 1500

фронта сотовидной структуры ур. (24) соответству-

ет результатам численных расчетов, см. рис. 3. При

этом скорость роста первичной треугольной решетки

в численных расчетах совпадает с кривой роста двух-
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модовой треугольной, обозначенной “Triangle two-

mode”. Несмотря на значительно более высокую ско-

рость формирования первичной треугольной решет-

ки, для данных движущих сил равновесной являет-

ся именно сотовидная, что может быть определено

с помощью термодинамического подхода [23]. Сопо-

ставление решений в виде бегущей волны с числен-

ным решением уравнения КФП показывает приме-

нимость принятых приближений и аналитического

решения (24) для оценки кинетики формирования

сложных решеток с дополнительным базисом (реше-

ток не Браве).

Выводы. Исследовано формирование двумерной

сотовидной решетки в модели кристаллического фа-

зового поля (КФП). В приближении малой анизотро-

пии вклады амплитуд КФП приняты одинаковыми

и усреднены в пределах соответствующих подреше-

ток. Полученное с помощью численной минимизации

соотношение для амплитуд первой и второй подре-

шеток позволяет воспроизвести сотовидную струк-

туру. Динамика формирования сотовидной решетки

описывается амплитудными уравнениями движения

фронта кристаллизации в длинноволновом прибли-

жении. Аналитическое решение этих уравнений по-

лучено в виде бегущей волны. Прямыми численными

расчетами двухмодового уравнения КФП выполнена

проверка этих решений.

Получено соответствие между наблюдаемыми

скоростями роста промежуточной метастабильной

треугольной и конечной сотовидной структурами.

Кинетика формирования структур соответствует

предсказаниям теории кристаллизации изотроп-

ной жидкости. В трехмерном случае формальное

описание гексагональных не Браве решеток может

привести к проявлению существенной анизотропии

из-за значительного расстояния при укладке слоев

атомной плотности. Тогда коэффициент оператора

Bx0 , определяющего модуль упругости кристалла,

может оказаться значительно анизотропным, а

принятое допущение о равенстве величин ампли-

туд в каждой из подрешеток может оказаться не

применимым и потребует учета анизотропии.

Сформулированная методика, полученные реше-

ния и результаты настоящего исследования могут

быть применены для анализа формирования мета-

стабильных и равновесных фаз с гексагональной син-

гонией (нитрид бора), сотовидной структурой (гра-

фен), а также двумерного плавления.

Исследование выполнено при поддержке гран-

та Российского научного фонда # 21-73-00263,

https://rscf.ru/project/21-73-00263/.
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11. N. Osterman, D. Babič, I. Poberaj, J. Dobnikar, and

P. Ziherl, Phys. Rev. Lett. 99, 248301 (2007).

12. G.B. Jo, J. Guzman, C. K. Thomas, P. Hosur,

A. Vishwanath, and D.M. Stamper-Kurn, Phys. Rev.

Lett. 108, 045305 (2012).

13. K. L. Elder, M. Seymour, M. Lee, M. Hilke, and

N. Provatas, Phil Trans. A 376, 1 (2018).

14. R. Kondo, Phys. Rev. B 104, 014112 (2021).

15. M. Seymour and N. Provatas, Phys. Rev. B 93, 035447

(2016).

16. R. Lifshitz and D.M. Petrich, Phys. Rev. Lett. 79, 1261

(1997).

17. А.Н. Ипатов, Д.А. Паршин, Д.А. Конюх, ЖЭТФ 4,

534 (2021).

18. P.K. Galenko, F. Iunes Sanches, and K.R. Elder, Phys.

D 308, 1 (2015).

19. V. Ankudinov, K.R. Elder, and P.K. Galenko, Phys.

Rev. E 102, 062802 (2020).

20. V.N. Ryzhov and E.E. Tareyeva, Phys. Lett. A 75, 88

(1979).

21. В. Н. Рыжов, Е. Е. Тареева, ТМФ 92, 331 (1992).

22. T. V. Ramakrishnan and M. Yussouff, Phys. Rev. B 19,

2775 (1979).

23. В. Е. Анкудинов, П.К. Галенко, Н.В. Кропотин,

М. Д. Кривилев, ЖЭТФ 149, 343 (2016).

24. A. Emdadi, M. A. Zaeem, and E. Asadi, Comput. Mater.

Sci. 123, 139 (2016).

25. P.K. Galenko and D. Jou, Phys. Rep. 818, 1 (2019).

26. P. Galenko, D. Danilov, and V. Lebedev, Phys. Rev. E

79, 51110 (2009).

27. P.K. Galenko, H. Gomez, N.V. Kropotin, and

K.R. Elder, Phys. Rev. E 88, 13310 (2013).

28. P. Stefanovic, M. Haataja, and N. Provatas, Phys. Rev.

Lett. 96, 225504 (2006).

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022



Рост двумерных гексагональных решеток . . . 785
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Переход к джозефсоновским цифровым схемам с представлением информации в виде скачков фазы

сверхпроводящего параметра порядка на гетероструктурах обещает радикальный рост степени интегра-

ции при сохранении высокого быстродействия и энергоэффективности. Однако изготовить на практике

воспроизводимые бистабильные джозефсоновские контакты, необходимые для функционирования ранее

предложенных базовых блоков фазовой логики, пока не представляется возможным. Для решения этой

проблемы в статье предложена и проанализирована в рамках резистивной модели джозефсоновских гете-

роструктур концепция фазовой логики на основе π-контактов. Потенциальная энергия таких контактов

имеет единственный минимум, при разности параметров порядка электродов, равной π. Показано, что

использование π-контактов позволяет реализовать весь набор логических устройств, необходимых для

работы цифровых вычислительных устройств на основе фазовой логики.

DOI: 10.31857/S1234567822120060, EDN: imtefq

Введение. Цифровая сверхпроводниковая

электроника, использующая особенности эффек-

тов Джозефсона и макроскопической квантовой

интерференции в сверхпроводниковых цепях, поз-

воляет создавать перспективные аналого-цифровые

и цифро-аналоговые преобразователи, децимаци-

онные фильтры, времяизмерительные системы,

корреляторы, арифметико-логические устройства с

уникальными показателями быстродействия и энер-

гоэффективности [1–12]. При типичном значении

тактовой частоты 20 ГГц мощность динамической

диссипации в расчете на один джозефсоновский

контакт может быть доведена до 13 нВт [2]. Также

джозефсоновские устройства могут стать незамени-

мыми помощниками при работе со сверхпроводни-

ковыми квантовыми вычислительными системами

[13–18].

Для широкого применения цифровых схем на

основе быстрой одноквантовой (БОК) логики с пред-

ставлением информации в виде наличия/отсутствия

кванта магнитного потока Φ0 в сверхпроводящем

контуре логической ячейки, критически важно

уменьшить их характерные размеры. Существу-

ющие оценки [19] для максимальной плотности

элементов в схемах, использующих геометриче-

1)e-mail: nvklenov@gmail.com

скую индуктивность для хранения информации и

сверхпроводящие “полоски” для соединений, да-

ют порядка 107 джозефсоновских контактов на

квадратный сантиметр. Дальнейшее уменьшение

планарных размеров ячеек и расстояний между

ними является проблематичным из-за почти экс-

поненциального роста взаимных индуктивностей

и перекрестных помех. Особенно значима пробле-

ма миниатюризации в джозефсоновских схемах,

предназначенных для работы при сверхнизких

температурах в гибридных квантово-классических

вычислителях, где необходимо уменьшать критиче-

ский ток гетероструктур, чтобы избежать лишнего

нагрева криогенной системы.

Перспективным решением обозначенной пробле-

мы является переход к так называемой фазовой логи-

ке, в основе которой лежат два основных принципа:

– информация хранится в фазе бистабиль-

ного джозефсоновского элемента, а не в нали-

чии/отсутствии кванта магнитного потока в базовой

ячейке;

– в схемотехнических решениях отсутствуют со-

единительные индуктивности: электрические цепи

содержат только джозефсоновские контакты.

Пара логических состояний “0” и “1” может быть

получена даже с использованием одного бистабиль-

ного джозефсоновского контакта [20–24]. В этом
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случае хранящий информацию элемент логических

устройств сводится к этому одиночному контакту.

Его состояние определяется тем, в каком из двух

минимумов энергии, соответствующих скачку фазы

параметра порядка (фазе элемента) ϕ = ϕ0 или

ϕ = ϕ1, он в данный момент находится. Распро-

странению информации соответствует волна измене-

ния фазы сверхпроводящего параметра порядка, а не

распространения флаксона.

На основе предложенного подхода были разрабо-

таны компактные, энергоэффективные схемы, полез-

ные для практической реализации фазовой логики

и памяти [25, 26]. Было показано, что характерные

планарные размеры цифровых устройств могут быть

на порядок меньше традиционных БОК-реализаций

(площадь на чипе под 8-битный сумматор можно

уменьшить с более чем 200 мкм2 до 22 мкм2) [25]. К

сожалению, до настоящего времени вопросы изготов-

ления бистабильных джозефсоновских контактов с

заданными и воспроизводимыми параметрами нахо-

дятся лишь в стадии разработки.

В данной статье мы продемонстрируем, что рабо-

тоспособные цифровые схемы фазовой логики могут

быть сконструированы на основе комбинаций из 0- и

π-контактов (со сдвинутой на π ток-фазовой зависи-

мостью), обеспечивающих бистабильность базового

блока необходимую для работы этой логики. Необ-

ходимо отметить, что технология изготовления 0- и

π-контактов в настоящее время достаточно хорошо

отработана [27–31].

Общие принципы работы схем фазовой ло-

гики. На рисунке 1 представлена схема базового

блока фазовой логики, на которой в виде восьми-

конечных крестов представлены элементы с двумя

устойчивыми физически различимыми состояниями,

которым соответствуют фазы минимумов потенци-

альной энергии ϕ0 и ϕ1 (0 ≤ ϕ1 < π и π ≤ ϕ2 < 2π).

Особо подчеркнем отсутствие в базовом блоке индук-

тивностей, предназначенных для хранения квантов

магнитного потока. В подводящих джозефсоновских

передающих линиях (all-JJTL) также все соедини-

тельные геометрические индуктивности заменены на

джозефсоновские.

Информация в данном базовом блоке хранится в

фазе элемента Jm: его потенциальная энергия име-

ет два минимума при ϕ = ϕ1 и ε = ϕ2 соответ-

ственно. Джозефсоновские контакты Jin и Jout яв-

ляются входным и выходным портами схемы. Эле-

мент Jl соединяет хранящий информацию элемент

блока Jm с выходом схемы Jout. Его параметры в

первую очередь влияют на механизм считывания со-

стояния. Бистабильный элемент Jv соединяет вход

Рис. 1. (Цветной онлайн) Базовый блок схем фазовой

логики на бистабильных контактах, функционирую-

щий в следующих режимах: 1 – ограничитель; 2 – ли-

ния передачи; 3 – цифровой делитель частоты. Стрел-

ками на схемах показано распространение волн тока и

фазы

схемы с Jm, играя роль преобразователя фазы на

входе блока.

В зависимости от параметров преобразователя

фазы (в качестве которого может выступать как

один бистабильный контакт Jv, так и последователь-

ное соединение пары джозефсоновских гетерострук-

тур [32]) базовый блок может реализовать все ре-

жимы, необходимые для реализации наиболее рас-

пространенных цифровых устройств. Разберем далее

динамические процессы в базовом блоке для следую-

щих режимов работы: ограничитель, линия переда-

чи, цифровой делитель частоты.

В режиме ограничителя (рис. 1(1)) пришедший

скачок фазы сверхпроводящего параметра порядка

генерирует во входной ячейке (input) токи, кото-

рые приводят к изменению фазы на контакте Jin и

элементе-преобразователе Jv на ∼ 2π. Но соотноше-

ния между джозефсоновскими энергиями и харак-

терными временами процессов для Jv и Jm тако-

во, что преобразователь фазы переключается меж-

ду устойчивыми состояниями раньше элемента, хра-

нящего информацию. Элемент Jm и выходная ячей-

ка в целом (output) остаются в этом режиме в сво-

ем исходном равновесном состоянии. Скачок разно-

сти фаз на выходе блока не формируется. Последо-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Базовый блок схем фазовой логики на основе π-контактов, обозначенных на схеме шестико-

нечными крестами

вательные переключения джозефсоновских контак-

тов (Jin) и бистабильных элементов (Jv) показаны

на рис. 1(1) стрелками.

В режиме линии передачи (рис. 1(2)) преобразо-

ватель Jv переключается медленно, и поданная на

вход волна скачков фазы создает через него большой

ток, изменяя фазы контакта Jin, а также централь-

ного элемента Jm и выходной ячейки Jout на ∼ 2π.

Входной импульс, переносящий изменение фазы на

2π, проходит в этом случае через базовый блок, не

меняя его состояния. Последовательные переключе-

ния джозефсоновских контактов (Jin, Jout) и биста-

бильных элементов (Jm) также показаны на рис. 1(2)

стрелками.

Для промежуточных значений скорости переклю-

чения между устойчивыми состояниями (ϕ0v и ϕ1v)

преобразователя Jv под действием пришедшей на

вход информации и хранящий информацию элемент

Jm успевает изменить свою фазу с ϕ0 на ϕ1. В ре-

зультате состояние базового блока в целом изменя-

ется с “0” на “1”, т.е. происходит операция “запись”.

На рисунке 1(3) это символизирует половина стан-

дартной стрелки. Отметим, что амплитуды импуль-

са тока, возникающего в выходной ячейке (Jl−Jout),

после одной пришедшей на вход волны скачков фазы

не хватает для переключения контакта Jout. Однако

после переключения базового элемента Jm измени-

лось состояние выходной ячейки: в ней начал цирку-

лировать ток (что можно использовать для “считы-

вания” информации). И когда циркулирующий ток

суммируется с импульсом тока, вызванным следую-

щей волной изменения фазы, поданной на вход, Jout

переключается между своими устойчивыми состоя-

ниями (с фазами 0 и 2π) и генерирует волну изме-

нения фазы в выходную линию. При этом хранящий

информацию элемент Jm возвращается из состояния

“1” в состояние “0”. На рисунке 1(3) это символизиру-

ет вторая половина стандартной стрелки. Можно за-

ключить, что в данном случае базовый блок работает

в качестве цифрового делителя частоты пополам:

каждый второй импульс проходит на выход схемы.

Было показано [25], что на основе схем с описыва-

емым функционалом возможна реализация логиче-

ских элементов, памяти с разрушающим и неразру-

шающим считыванием, RS- и T-триггеров, полусум-

маторов и более сложных компонент вычислитель-

ных устройств.

Схемы фазовой логики на основе π-

контактов. В ряде работ [21, 33–36] было показано,

каким образом сосуществование 0- и π-контактов

позволяет получить бистабильный ϕ-контакт. Клю-

чевая идея данной статьи состоит в том, что требуе-

мые бистабильные элементы блока фазовой логики

можно создать, комбинируя относительно простые в

изготовление джозефсоновские 0- и π-контакты. На

рисунке 2 представлен вариант базового логического

блока, в котором преобразователь фазы Jv выполнен

в виде комбинации 0- и π-контактов (J0C , JπC). В

качестве центрального элемента блока Jm также

можно использовать π-структуру.

Суммарная джозефсоновская энергия входной

ячейки, состоящей из контактов Jin, J0C , JπC и Jm,

как функция разности фаз на переходах Jin, и Jm, об-

ладает двумя локальными минимумами (см. рис. 3).

Видно, что в устойчивых состояниях фаза на π-

контактах равна π+2πn, а на 0-контактах −2πn, где

n – целое.

В этом случае во входной ячейке у нас четное чис-

ло π-контактов, суммарный набег фазы параметра

порядка по контуру равен 2πn и отсутствует цир-

кулирующий ток. Это исключает нежелательное об-

ратное влияние на другие блоки, а также позволяет

удобно подключать схемы фазовой логики к стан-

дартным элементам БОК-логики. Отметим, что би-

стабильную входную ячейку можно было бы полу-

чить без использования π-контактов, вводя вместо

них большое количество последовательно соединен-

ных 0-структур, обеспечивающих требуемый набег

фазы параметра порядка.

В выходной ячейке имеется нечетное число π-

контактов, так что разность между фазой Jm и фа-

зой 0-контактов создает в ней циркулирующий ток,
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Джозефсоновская энергия

входной ячейки и центрального элемента базового бло-

ка фазовой логики на 0- и π-контактах (в режиме дели-

теля частоты) как функция фазы в гетероструктурах

Jm и Jin. Особо выделены устойчивые логические со-

стояния “0” и “1” для рассматриваемой системы. Кри-

тические токи контактов J0C и JπC составляют соот-

ветственно 1.2 и −0.35 от критического тока контакта

Jin. Нормированные токи питания: ib = 0.77, i = 0.4

который может протекать в двух направлениях, что

позволяет считывать состояние блока. Это навязы-

вает падение фазы параметра порядка π на элемен-

те Jl. Оказалось, что для устойчивой работы схемы

оптимальным является реализация такого элемента

в виде стека, состоящего из трех последовательно

включенных контактов Jl1−3.

Чтобы продемонстрировать работоспособность

всех перечисленных выше ключевых режимов об-

работки информации, рассмотрим динамические

процессы в базовом блоке, представленном на

рис. 2. При моделировании процессов управления

и считывания состояния базового блока мы будем

рассматривать передающие линии, состоящие толь-

ко из джозефсоновских контактов, all-JJTL [25].

Система дифференциальных уравнений с учетом

баланса токов для каждого узла была записана в

рамках обобщенной резистивной модели и решалась

с использованием методов Рунге–Кутта 4-го и 5-го

порядков, а также метода Гаусса для разрешения

систем линейных уравнении. Для j-го джозефсонов-

ского контакта в составе блока уравнение движения

имеет вид:

iΣj = iCj sin(ϕj) + αjϕ̇j + ϕ̈j , (1)

где iΣj – суммарный затекающий в контакт ток, iCj –

критический ток, αj – коэффициент демпфирования

(затухания). Все токи нормированы на критический

ток входного контакта; точка означает, что диффе-

ренцирование происходит по времени τ , нормирован-

ному на характерное время входного контакта τC .

На рисунке 4a–с представлены зависимости фазы

на контактах блока от времени для каждого из режи-

мов, возникающие после того, как на вход поступают

последовательно волны изменения фазы.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости фазы на контак-

тах блока от нормированного на τC времени для режи-

мов: (a) – 1 – ограничитель, iπC = −0.05, i0C = 0.1; (b) –

2 – линия передачи, iπC = −0.2, i0C = 1.2; (c) – 3 – циф-

ровой делитель частоты, iπC = −0.35, i0C = 1.2. Нор-

мированные токи питания указаны на рис. 3; α0C = 0.8,

απC = 0.9

Так, в режиме ограничителя (рис. 4а), когда кри-

тический ток контакта JπC чуть меньше, чем у J0C ,

именно π-структура является “слабым местом” во
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входной ячейке, на котором происходит скачок фа-

зы на ∼ 2π. В этом случае фазы контактов Jm и Jout

практически не меняются. В режиме линии переда-

чи (рис. 4b) каждая волна изменения фазы на вхо-

де меняет фазу контактов Jm и Jout на 2π, а затем

распространяется в выходную линию передачи. Им-

пульсы проходят через базовый блок, не меняя его

состояния: в конце приведенного для иллюстрации

расчета π+8π. В режиме деления частоты пополам

каждый импульс на входе меняет фазу контакта Jm
на ∼π (т.е. в данном случае ϕ1 ≈ π и ϕ2 ≈ 2π), но

лишь каждый второй – фазу контакта Jout на 2π.

Выбирать режим работы блока (ограничитель,

линия передачи, цифровой делитель частоты) мы

можем за счет выбора величин критических токов 0-

контакта, i0C , и π-контакта, iπC (рис. 5). Наглядно

Рис. 5. (Цветной онлайн) Режимы работы базового бло-

ка фазовой логики на 0- и π-контактах на плоскости

параметров контактов преобразователя фазы во вход-

ной ячейке: iπC , i0C . Синим цветом обозначен режим

ограничителя (“1”), желтым – линии передачи (“2”), го-

лубым цветом – режим деления частоты пополам (“3”).

Нормированные токи питания и коэффициенты демп-

фирования как на рис. 3 и 4

видно, что режим ограничителя реализуется, когда

переключения между соседними устойчивыми состо-

яниями в преобразователе фазы во входной ячейке

происходят раньше, чем в Jm. Из уравнения дви-

жения (1) видно, что скорость изменения фазы на

контакте определяется параметром αj . Однако ес-

ли у медленного контакта относительно маленький

критический ток, то он может начать переключаться

раньше. Для режима деления частоты пополам нуж-

ны промежуточные значения быстродействия этого

элемента в предлагаемом блоке фазовой логики.

Практическая реализация базового блока

фазовой логики на π-контактах. Джозефсо-

новские 0-контакты на практике – это, обычно,

туннельные гетероструктуры сверхпроводник–

изолятор–сверхпроводник (SIS) типа “сэндвич”.

Совместимые с БОК-схемами и квантовыми реги-

страми π-контакты создают в виде гетероструктур

сверхпроводник–ферромагнетик–сверхпроводник

(SFS) с достаточно большим критическим током

и малым сопротивлением в нормальном состоянии

[27, 28, 37, 38]. Как следствие, такие джозефсо-

новские π-контакты имеют малое характерное

напряжение и низкую характерную частоту [39–42].

Учет низкого быстродействия π-контактов в срав-

нении с 0-контактами показал замедление работы

ячейки. На рисунке 6 видно, что длительность

одного рабочего такта схемы увеличилась при-

мерно в полтора раза. Также мы зафиксировали

и сужение области деления частоты пополам на

плоскости параметров контактов в составе преоб-

разователя фазы (рис. 5). Решить эту проблему

можно за счет перехода к стекам, отталкиваясь

от концепции гетероструктуры сверхпроводник–

изолятор–сверхпроводник–ферромагнетик (SIsFS).

Для таких составных контактов характерные на-

пряжение и частота имеют тот же порядок, что

и для туннельных джозефсоновских контактов,

используемых в логических схемах БОК-логики

[39–42].

Также перспективной представляется использо-

вание наноразмерных (с площадью 18000–30000 нм2)

джозефсоновских контактов с областью слабой связи

из нормального металла, выполненной в виде мости-

ка переменной толщины [43, 44]. Поскольку в пред-

ложенном базовом блоке функциональная геометри-

ческая индуктивность всюду заменена на джозеф-

соновскую, такое решение даст особенно заметный

выигрыш в компактности разрабатываемых цифро-

вых устройств. π-контакты в рамках этого подхода

можно получить, если использовать в области слабой

связи дополнительные слои магнитного изолятора.

Заключение. Предложенная схема позволяет

реализовать весь функционал схем фазовой логики

без использования трудных в изготовлении биста-

бильных [45] джозефсоновских контактов. При этом

удается сохранить и одно из ключевых преимуществ

рассматриваемого подхода – малые планарные раз-

меры схем и, как следствие, возможность добивать-

ся высокой степени интеграции для джозефсонов-

ских цифровых устройств. Для уменьшения планар-

ных размеров предложенного блока джозефсонов-

ские контакты (например, контакты Jl1−3 в выход-

ной ячейке) могут быть выполнены в виде компакт-

ного стека [46].

Планарный размер предложенного базового бло-

ка можно оценить как сумму площадей всех джо-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Зависимости от времени нор-

мированного напряжения, dϕ/dτ , на входе и выходе ба-

зового π-блока для: (a) – одинаковых сопротивлений 0-

и π-контактов (α0C = 0.8, απC = 0.9, αm = 1); (b) – ма-

лого сопротивления π-контактов (α0C = 0.8, απC = 9,

αm = 10). Синим цветом обозначены импульсы на вхо-

де, красным цветом – на выходе блока

зефсоновских контактов схемы и сумму площадей

соединений между ними. Если допустить, что пло-

щади всех контактов равны S, и такую же пло-

щадь занимают соединения, то тогда площадь ба-

зового блока составит 14S. В случае технологии

MIT LL для туннельных структур сверхпроводник–

изолятор–сверхпроводник S ≈ 0.4мкм2 [47], а пло-

щадь базового блока составит примерно 5.6 мкм2. В

случае наноразмерного джозефсоновского контакта

с областью слабой связи из нормального металла,

выполненной в виде мостика переменной толщины

[43], искомая площадь составит S ≈ 0.018мкм2, а

площадь базового блока составит 0.252 мкм2. Обо-

значенные ориентиры делают весьма актуальной

перспективы практической реализации схемы джо-

зефсоновской фазовой логики на основе π-контактов.

Моделирование динамических процессов в блоках

фазовой логики выполнено при поддержке гранта

Российского научного фонда # 20-12-00130; доступ

к необходимой научно-технической литературе по-

лучен при поддержке Междисциплинарной научно-

образовательной школы МГУ “Фотонные и кванто-

вые технологии. Цифровая медицина”.
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В работе представлены результаты теоретического исследования особенностей распространения спи-

новых волн в слоистой периодической структуре в виде магнонных кристаллов с периодической систе-

мой канавок на поверхности, разделенных диэлектрическим слоем. Выявлен механизм формирования

запрещенных зон в спектре спиновых волн в исследуемой структуре. Показано, что в области первого

брэгговского резонанса возможно формирование одной, двух, трех либо четырех запрещенных зон. По-

ложение, ширина запрещенных зон и частотный интервал между зонами определяется соотношением

геометрических и магнитных параметров магнонных кристаллов.

DOI: 10.31857/S1234567822120072, EDN: imtlwq

Введение. Магнонные кристаллы (МК) – искус-

ственные периодические структуры на основе фер-

ромагнитных пленок [1–3]. Спектр спиновых волн,

распространяющихся в таких структурах, ввиду на-

личия пространственного периода содержит набор

запрещенных зон для волновых чисел, удовлетво-

ряющих условию брэгговского резонанса. К насто-

ящему времени предложен ряд способов управления

характеристиками запрещенных зон: за счет изме-

нения геометрических параметров структур [4], ис-

пользования двухкомпонентных МК [5], за счет на-

рушения периодичности [6] и создания дефектов [7],

посредством создания температурного градиента [8].

В частности, показаны способы создания динамиче-

ских магнонных кристаллов, в которых возможно

“включение” и “выключение” запрещенных зон по-

средством электрического тока в периодически со-

зданных металлических [9] и сегнетоэлектрических

структурах [10]. Наличие запрещенных зон (ЗЗ) поз-

воляет создавать на основе магнонных кристаллов

перестраиваемые магнитным полем устройства для

обработки информации и генерации сигналов в мик-

роволновом диапазоне [4, 11–13].

Связанные волноведущие системы широко ис-

пользуются в физике для расширения функциональ-

ных возможностей устройств [14], поскольку появ-

ляется дополнительный управляющий параметр –

связь между слоями. В частности, в случае двух

1)e-mail: nl_17@mail.ru

связанных ферромагнитных волноведущих структур

связь приводит к существованию двух нормальных

волн в структуре – симметричной и антисимметрич-

ной, распространяющихся с различными фазовыми и

групповыми скоростями [15, 16]. В связанных перио-

дических структурах ввиду расщепления дисперси-

онных характеристик увеличивается количество за-

прещенных зон в спектре, что показано в работах

[17–19]. Исследование свойств связанных структур

является актуальной задачей в связи с возможно-

стью их использования в устройствах направленного

ответвления [20, 21], деления мощности [22], а также

в качестве элементов магнонных сетей [23].

В настоящей работе приводятся результаты ис-

следования для слоистой периодической структуры

в виде магнонных кристаллов с периодической си-

стемой канавок на поверхности, разделенных диэлек-

трическим слоем. Особое внимание уделяется меха-

низму формирования запрещенных зон в зависимо-

сти от соотношения геометрических и магнитных па-

раметров магнонных кристаллов.

Модель и основные уравнения. Рассмотрим

периодическую структуру, схема которой приведена

на рис. 1, в виде двух связанных одномерных кри-

сталлов МК-2 и МК-1, разделенных диэлектриче-

ским слоем толщинойD. МК-1 и МК-2 представляют

собой ферромагнитную пленку с намагниченностью

насыщения M01,2 , толщиной a1,2, соответственно. На

поверхность МК-1 и МК-2 нанесена периодическая

структура с периодом L1,2 в виде канавок глубиной
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема ферромагнитной

структуры в виде одномерных МК-1 и МК-2, разде-

ленных диэлектрическим слоем

∆1,2 = a1,2−b1,2 и шириной c1,2 соответственно. МК-

1 и МК-2 сдвинуты относительно друг друга в на-

правлении оси y на величину Φ. Связь между МК-1

и МК-2 осуществляется через высокочастотные маг-

нитные поля. Система помещена во внешнее магнит-

ное поле H0, направленное вдоль оси x, при этом в

МК-1 и МК-2 вдоль оси y распространяются медлен-

ные спиновые волны – поверхностные магнитоста-

тические волны (ПМСВ). В отсутствии связи, рас-

сматриваемая система представляет собой одиноч-

ные МК-1 и МК-2. Предполагается, что в направ-

лении осей x и y, структура бесконечна.

Представим внутреннее магнитное поле для каж-

дого слоя H1,2 в следующем виде:

H1,2(t) = H0 + h1,2 +Kh2,1, (1)

где h1,2 – переменные ВЧ магнитные поля в каждом

из слоев, соответственно, K – коэффициент связи,

определяющий связь между ВЧ магнитными поля-

ми каждого слоя.

Рассмотрим две несвязанные ферромагнитные

пленки без модуляции толщины ФП-1 и ФП-2, ниж-

няя граница которых расположена при z = 0. Вве-

дем магнитостатические потенциалы внутри ФП-1 и

ФП-2 и вне ФП-1 и ФП-2 ψi1,2(h̄1,2 = gradψi1,2)ψ
e
1,2.

Так как рассматриваемая структура бесконечна в

направлении оси x (∂/∂x = 0), уравнения Макс-

велла в магнитостатическом приближении div(h̄1,2+

4πm̄1,2) = 0 будут иметь вид:

∂2ψi1,2
∂y2

+
∂2ψi1,2
∂z2

= −4π

(

∂my1,2

∂y
+
∂mz1,2

∂z

)

– внутри ФП-1 и ФП-2,

∂2ψe1,2
∂y2

+
∂2ψe1,2
∂z2

= 0

– вне ФП-1 и ФП-2.

Электродинамические граничные условия на

верхней и нижней поверхностях ФП-1 и ФП-2

определяют непрерывность тангенциальных ком-

понент магнитного поля и нормальных компонент

магнитной индукции. В линейном случае граничные

условия будут иметь вид:

ψi1,2 = ψe1,2,

∂ψi1,2
∂z

+ 4πmz1,2 =
∂ψe1,2
∂z

.

Воспользуемся уравнением Ландау–Лифшица с

учетом соотношения (1) и приведенных граничных

условий, в результате получим следующую систему

волновых уравнений для двух связанных однород-

ных ферромагнитных пленок без модуляции толщи-

ны:
∂m+1,2

∂t
− jωHm+1,2 +

+ jωM1,2

[

n−1,2 −m+1,2

2
+ jd1,2

∂m−1,2

∂y

]

+

+ jωM1,2K

[

m−2,1 −m+2,1

2
− jd1,2

∂m−2,1

∂y

]

= 0,

где m+1,2 = my1,2 + jmz1,2 и m−1,2 = my1,2 − jmz1,2 .

∂m−1,2

∂t
+ jωHm−1,2 − jωM1,2 ×

×
[

m+1,2 −m−1,2

2
+K

(

m+2,1 −m−1,2

2

)]

= 0,

где ωM1,2 = γ4πM01,02; ωH = γH0; γ – гиромагнит-

ное соотношение; K = exp[−kD], где k – постоянная

распространения ПМСВ в структуре.

Для переменных компонент намагниченности в

каждом слое m1,2 = my1,2/M01,2 система примет сле-

дующий вид:

∂2m1,2

∂t2
+ ωH(ωH + ωM1,2)m1,2 −

+ j
ωM1,2d1,2

2

∂

∂y

(

m1,2 +
d2,1
d1,2

Km2,1

)

= 0. (2)

Учтем, что толщины d1,2 каждой пленки являют-

ся периодической функцией, зависящей от продоль-

ной координаты y. В этом случае толщину пленки

можно представить в виде:

d1,2(y) = d01,02 + δ1,2(y), (3)

где d01,02 – эффективная толщина пленок,

δ1,2(y) = δ1,2(y + L) =

{

∆1,2, 0 ≤ y ≤ c1,2,

0, c1,2 ≤ y ≤ L1,2.
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Этой системой задается переменная составляющая

δ1,2(y) для МК-1, МК-2. Индексы 1, 2 в (3) относятся

к МК-1 и МК-2, соответственно.

Представим δ1,2(y) в (3) в виде ряда Фурье

δ1,2(y) =
∞
∑

n1,2=−∞
δn1,2e

2πn1,2
y

L1,2 и ограничимся тре-

мя первыми членами разложения (n1,2 = 0,±1). Та-

кое ограничение вполне допустимо, так как в даль-

нейшем будет учитываться только резонансное вза-

имодействие прямых и встречных волн в полосе

первого брэгговского резонанса, когда постоянные

распространения волн меняются в интервале 0 ≤
≤ k L1,2 ≤ 2π. Тогда периодическая функция d1,2(y)

будет иметь вид [24]:

d1,2 = d01,02

[

1 + δd1,2 cos

(

π

L1,2
y +Φ1,2

)]

, (4)

где δd1,2 =
2∆d1,2
πd01,02

sin

(

π(L1,2 − c1,2)

L1,2

)

, d01,02 = a1,2+

∆1,2(L1,2 − c1,2)

L1,2
– параметры, зависящие только от

геометрических размеров структуры. Далее будем

считать, что меняется положение МК-1 относитель-

но МК-2, т.е. Φ1 = 0, Φ2 = Φ.

После подстановки соотношения (4), система (2)

примет следующий вид:

∂2m1,2

∂t2
+ ωH(ωH + ωM1,2)m1,2 −

−
ω2
M1,2d01,02

2k

[

1 + δd1,2 cos

(

π

L1,2
y +Φ1,2

)]

×

× ∂

∂y

(

m1,2 +
d02,01
d01,02

km2,1

)

= 0. (5)

Система уравнений (5) представляет собой систе-

му связанных уравнений с периодически изменяю-

щимися коэффициентами. Для решения полученной

системы используется подход, основанный на мето-

де связанных волн, который заключается в том, что

волны, распространяющиеся в прямом и встречном

направлениях в периодической системе, рассматри-

ваются независимо, а периодическая структура обес-

печивает их связь [25]. Тогда решение уравнений (5)

можно представить в виде суммы пространственных

гармоник:

m1,2 =

∞
∑

n=−∞

A1n,2n exp[−jkny], (6)

где A1n, A2n – комплексные амплитуды гармоник,

а 0 ≤ knL ≤ 2π (n = 0, 1, 2, 3 . . .) – постоянные

распространения. В первой зоне Бриллюэна (0 ≤
≤ knL1,2 ≤ 2π) будем учитывать только нулевые

гармоники прямых волн (n = 0) и “−1” гармоники

встречных волн (n = −1). В этом случае решение

волновых уравнений (5), с учетом (6) для каждого

из кристаллов может быть представлено в виде сум-

мы прямых и встречных волн:

m1,2 = A1,2 exp[j(ωt− k0y)] +B1,2 exp[j(ωt+ k−1,2y)],

(7)

где A1,2 и B1,2 – амплитуды огибающих прямых и

встречных волн в МК-1 и МК-2; k0 – постоянная рас-

пространения нулевой гармоники; k−1,2 = −k0 + 2π
L –

относится к “−1” гармонике; ω – частота. Подстав-

ляя соотношения (7) в соответствующие волновые

уравнения для МК-1 и МК-2 (5), получим алгебраи-

ческую систему уравнений для амплитуд прямых и

встречных волн:



























j
(

∂A1

∂t + β1,2
∂A1,2

∂y

)

+D+
1,2A1,2 +

+ β1,2k0KA2,1 + θ−1,2B1,2 + θ−1,2KB2,1 = 0,

j
(

∂B1

∂t − β1,2
∂B1,2

∂y

)

+D−
1,2B1,2 +

+ β1,2k
−
1,2KB2,1 + θ+1,2A1,2 + θ+1,2KA2,1 = 0,

(8)

где

D−
1,2 = −ω2 + ω2

H + ωM1,2ωH + β1,2k
−
1,2,

D+
1,2 = −ω2 + ω2

H + ωM1,2ωH + β1,2k0,

β1,2 =
ω2
M1,2d01,02

2
, θ±1,2 = e±i(ψ1,2)δ±1,2;

δ+1,2 = β1,2k0
δd1,2
2

, δ−1,2 = β1,2k
−
1,2

δd1,2
2

,

ψ1 = 0, ψ2 = Ψ =
2π

L
Φ

– фазовые сдвиги в каждом МК.

Приравнивая детерминант полученной системы

к нулю, получим дисперсионное соотношение для

ПМСВ в исследуемой структуре в виде:













D+
1 β1k0K θ−1 θ−1 K

β2k0K D+
2 θ−2 K θ−2

θ+1 θ+1 K D−
1 β1k

−
1 K

θ+2 K θ+2 β2k
−
2 K D−

2













= 0. (9)

Диагональные компоненты определителей D±
1,2 в

(9), приравненные к нулю, представляют собой дис-

персионные соотношения для прямой и встречной

ПМСВ в однородных пленках без модуляции пара-

метров [26]. Недиагональные компоненты, пропорци-

ональные коэффициенту связи K, описывают связь

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022 8∗



796 М. А. Морозова, Н. Д. Лобанов, О. В. Матвеев, С. А. Никитов

между волнами в МК-1 и МК-2, θ±1,2 – параметры

связи между прямыми и встречными волнами в каж-

дом МК, θ±1,2 зависят от сдвига между МК-2 и МК-1.

Отметим, что при K 6= 0 и δ±1,2 = 0 уравнение (9)

описывает дисперсионное соотношение для ПМСВ в

структуре из двух связанных однородных пленок без

модуляции параметров [26]. При K = 0 и δ±1,2 6= 0 в

(9) приходим к дисперсионным уравнениям для ПМ-

СВ в МК-1 и МК-2 в отсутствии связи между ними

[24]. При δ±1,2 = 0, структура МК-1 представляет со-

бой однородную пленку [27–29].

Результаты численного моделирования.

Дисперсионное соотношение (9) использовалось

для исследования особенностей формирования

запрещенных зон в структуре МК-1/МК-2 при

распространении поверхностной МСВ.

Результаты расчета дисперсионных характери-

стик представлены на рис. 2, где по горизонталь-

ной оси отложена величина Re(k0) (сплошные ли-

нии) (при обозначении оси на рисунке введена замена

k0 → k). Огибающие внутри закрашенных областей

(пунктирные кривые на рис. 2b и c) соответствуют

значениям Im(k0), определяющим постоянные зату-

хания волн в структуре. Расчеты проводились при

следующих параметрах a1,2 = 10мкм, c1,2 = a1,2/2,

∆1,2 = 1мкм, D = 25мкм, M01,2 = 140Гс, H0 =

= 800Э, Ψ = 0 и разных отношениях L1/L2.

В случае связанных однородных пленок (δd1,2 = 0

и K 6= 0), как известно [25], дисперсионная кри-

вая для МСВ расщепляется на две нормальные мо-

ды – симметричную и антисимметричную. Диспер-

сионные характеристики для этих волн в отсутствие

связи между ними при δd1,2 = 0 показаны черными

линиями на рис. 2a: 1 – для симметричной прямой

волны; 2 – для антисимметричной прямой волны; 1′ –

для симметричной встречной волны; 2′ – для анти-

симметричной встречной волны.

При δd1,2 6= 0 на частотах фазового синхрониз-

ма взаимодействие четырех описанных типов волн

возможно формирование ЗЗ (закрашенные области

на рис. 2b, c). В случае, если L1/L2 6= 1, как вид-

но из рис. 2b, c имеет место формирование четырех

ЗЗ (s, as, s-as, as-s). Запрещенная зона s (синяя за-

крашенная область) формируется за счет взаимодей-

ствия прямой и отраженной симметричных МСВ; за-

прещенная зона as (зеленая закрашенная область)

формируется за счет взаимодействия прямой и отра-

женной антисимметричных МСВ; запрещенная зона

s-as (красная закрашенная область) формируется за

счет взаимодействия прямой симметричной и отра-

женной антисимметричной МСВ; запрещенная зона

as-s (оранжевая закрашенная область) формируется

Рис. 2. (Цветной онлайн) Дисперсионные характери-

стики ПМСВ: (а) – в структуре МК-1/МК-2 при

L1/L2 = 0.5 и δd1,2 = 0; (b) ? в структуре МК-1/МК-

2 при L1/L2 = 0.5 (синие кривые) и в одиночном

МК (черные кривые); (c) – в структуре МК-1/МК-

2 при L1/L2 = 1.5 (красные кривые) и в одиночном

МК (черные кривые) (L1 = 200мкм, a1,2 = 10мкм,

c1,2 = L1,2/2, ∆1,2 = 1мкм, D = 25мкм, M01,2 = 140Гс,

H0 = 800Э, Ψ = 0)

за счет взаимодействия прямой антисимметричной

и отраженной симметричной МСВ. На частотах, со-

ответствующих запрещенным зонам Im(k), мнимые

волновые числа Im(k) отличны от 0 (на рис. 2b, c

пунктирные полуэллипсы), что свидетельствует о за-

тухании волны. Черным кривыми на рис. 2b, c по-

казаны дисперсионные характеристики одиночного
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МК-1. В этом случае, за счет взаимодействия прямой

и отраженной волн формируется одна ЗЗ (mc, пока-

зана серой заливкой) при волновом числе, соответ-

ствующему первому брэгговскому резонансу kB1
=

= π
L1

.

Из рисунка 2b видно, что, в структуре МК-1/МК-

2 при L1/L2 < 1 одна ЗЗ (зона s, ширина зоны df1)

выше по частоте, чем ЗЗ одиночного МК-1 (mc), три

зоны (as-s, s-as и as, шириной df2, df3 и df4) – ниже

по частоте, чем ЗЗ одиночного МК-1. Из рисунка 2c

видно, что, при L1/L2 > 1 одна зона (as) ниже по

частоте, чем ЗЗ одиночного МК-1, три зоны (s, as-s

и s-as) – выше по частоте, чем ЗЗ одиночного МК-1.

Заметим, что если в структуре возбуждается

только одна симметричная нормальная волна (на-

пример, для структуры, состоящей из двух МК с оди-

наковыми эффективными толщинами и намагничен-

ностями, сигнал одинаковой амплитуды подается в

МК-1 и МК-2 в фазе [14]), то будет иметь место фор-

мирование только одной запрещенной зоны для сим-

метричных волн (зоны s). Если подавать сигнал оди-

наковой амплитуды в противофазе, то будет иметь

место формирование также одной запрещенной зо-

ны (зоны as). При возбуждении обеих нормальных

волн (при этом сигнал подается только либо в МК-1,

либо в МК-2) формируются все четыре запрещенные

зоны (зоны s, as-s, s-as и as).

Из рисунка 2b, c видно, что волновые числа,

при которых происходит формирование запрещен-

ных зон – k1,2,3,4, отличаются от величин kB1
= π

L1
=

= 157 см−1 и kB2
= π

L2

. На рисунке 3а приведена за-

висимость волновых чисел k1,2,3,4 от отношения пе-

риодов L1/L2. Видно, что k1 = k4 = kB только при

L1/L2 = 1, при L1/L2 6= 1 все четыре волновые числа

различны.

На рисунке 3b представлена зависимость ширины

и положения запрещенных зон от соотношения пери-

одов L1/L2 (при L1 = 200мкм и изменении L2). Вид-

но, что при L1/L2 = 1 имеет место формирования

только двух ЗЗ (s и as). При уменьшении L1/L2 < 1

характеристики as и s-as практически не меняются,

а зоны s и as-s резко смещаются в высокочастотную

область. При увеличении L1/L2 > 1, наоборот, ха-

рактеристики s и as-s практически не меняются, а

зоны as и s-as резко смещаются в низкочастотную

область.

Зависимости ширины запрещенных зон s (синие

кривые), as (зеленые кривые), s-as (красные кри-

вые), as-s (оранжевые кривые) от сдвига Ψ приведе-

ны на рис. 4a. Пунктирными кривыми показаны за-

висимости для случая L1/L2 = 1, сплошными для

L1/L2 < 1. Видно, что сдвиг Ψ = π приводит к

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость от отношения

периодов L1/L2: (а) – волновых чисел, при которых

происходит формирование запрещенных зон – k1 (си-

няя кривая), k2 (зеленая кривая), k3 (красная кривая),

k4 (оранжевая кривая); (b) – ширины и положения за-

прещенных зон s (синяя заливка), as (зеленая залив-

ка), s-as (красная заливка), as-s (оранжевая заливка).

Остальные параметры такие же, как на рис. 2

уменьшению ширины s и s-as (в случае L1/L2 = 1

до 0), ширины зон s-as и as-s при этом увеличива-

ются.

Зависимости ширины запрещенных зон s, as, s-

as, as-s (df1,2,3,4, соответственно) от отношения на-

магниченностей M01/M02 при L1/L2 < 1 и ψ = 0

приведены на рис. 4b. Пунктирными кривыми пока-

заны зависимости для случая L1/L2 = 1, сплошными

для L1/L2 = 0.5. Видно, что при L1/L2 = 1 измене-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость ширины ЗЗ s

(синие кривые), as (зеленые кривые), s-as (красные

кривые), as-s (оранжевые кривые) от: (а) – сдвига Ψ

при L1/L2 = 1 (пунктирные кривые), L1/L2 = 0.5

(сплошные кривые); (b) – соотношения намагниченно-

стей при Ψ = 0 и L1/L2 = 1 (пунктирные кривые),

L1/L2 = 0.5 (сплошные кривые). Остальные парамет-

ры такие же, как на рис. 2

ние M01/M02 влияет только на ширину s и as. При

L1/L2 6= 1 увеличение намагниченности M01/M02

приводит, кроме того, к исчезновению s-as и as-s (в

случае L1/L2 = 1 s-as и as-s не формируются). В

результате при M01/M02 < 1.07 имеет место фор-

мирование всех четыре ЗЗ (s, as, as-s, s-as), при

M01/M02 < 1.27 формируются только три ЗЗ (s, as-s,

s-as), при M01/M02 > 1.27 имеет место формирова-

ние двух ЗЗ (s, as).

Рис. 5. (Цветной онлайн) Зависимость ширины и по-

ложения ЗЗ от отношения намагниченностей M01/M02

при: (a) – ∆2 = 4мкм; (b) – ∆2 = 1мкм, (Ψ = π,

a1,2 = 10мкм, c1,2 = L1,2/2, ∆1 = 4мкм D = 25мкм,

L1/L2 = 0.7, H0 = 800Э)

На рисунке 5 проиллюстрирована зависимость

ширины и положения запрещенных зон от отноше-

ния намагниченностей (M01/M02) при L1/L2 < 1 и

Ψ = π. Видно, что добавление фазового сдвига поз-

воляет расширить возможности по управлению ко-

личеством формирующихся ЗЗ. Так, зоны s-as и as-s

формируются только при 0.7 < M01/M02 < 1.4. При

M01/M02 = 0.95 частотные диапазоны s-as и as-s

полностью перекрываются. При M01/M02 = 0.94 ши-

рина зоны s уменьшается до нуля, а при M01/M02 =
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= 0.96 ширина as уменьшается до нуля. Таким обра-

зом, в зависимости от соотношения намагниченно-

стей можно добиться формирования: четырех ЗЗ (s,

as, s-as и as-s), трех ЗЗ (s, s-as, as-s либо as, s-as, as-

s), двух ЗЗ (s и as). Как видно из рис. 5b увеличение

отношения глубин канавок (∆1/∆2 = 4) позволяет

добиться исчезновения зоны s и as в большем диа-

пазоне M01/M02 .

Заключение. В работе выяснены особенности

формирования запрещенных зон в периодических

слоистых ферромагнитных структурах на основе

магнонных кристаллов. Показано, что в структуре,

состоящей из двух связанных МК, разделенных сло-

ем диэлектрика, в полосе первого брэгговского ре-

зонанса возможно формирование нескольких запре-

щенных зон. Механизм формирования запрещенных

зон связан с взаимодействием на частотах фазового

синхронизма прямых и встречных нормальных волн

связанной структуры. Запрещенные зоны формиру-

ются при волновых числах и частотах, отличных от

брэгговских волновых чисел и частот для МК-1 и

МК-2 в отсутствии связи между ними.

Положение запрещенных зон, ширина запрещен-

ных зон, частотный интервал между зонами, а так-

же количество запрещенных зон определяются соот-

ношением периодов МК-1 и МК-2, величиной сдвига

между МК-1 и МК-2, отношением намагниченностей

МК-1 и МК-2. В частности, возможно формирование

одной, двух, трех либо четырех запрещенных зон в

зависимости от соотношения геометрических и маг-

нитных параметров МК-1 и МК-2. В случае, если

структура симметричная, формируются две запре-

щенные зоны для симметричных и антисимметрич-

ных волн.

Таким образом, связанная периодическая струк-

тура на основе магнонных кристаллов с периодиче-

ской системой канавок на поверхности значительно

расширяет функциональные возможности по управ-

лению частотно-селективными свойствами ферро-

магнитных структур, которые могут использовать-

ся в СВЧ-электронике в качестве перестраиваемых

СВЧ-фильтров, фазовращателей, линий задержки.
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Работа посвящена экспериментальному исследованию и симметрийному анализу колебательных

мод активных в рамановском рассеянии ван-дер-ваальсовских топологических изоляторов MnBi2Te4 ·

n(Bi2Te3), где n представляет количество пятислойных пакетов Te-Bi-Te-Bi-Te между двумя соседни-

ми семислойными пакетами Te-Bi-Te-Mn-Te-Bi-Te. Mетодом конфокальной рамановской спектроскопии

исследуются кристаллическиe структуры с n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 и ∞. Проводится сравнение эксперимен-

тальных частот колебательных мод одинаковой симметрии с изменением n. Параллельно, теоретически

рассматривается динамика решетки свободных пленок, состоящих из одного, трех и четырех пятислой-

ных пакетов, а также обьемных Bi2Те3 (n = ∞) и МnBi2Те4 (n = 0). Колебательные моды последних

двух систем имеют одинаковую симметрию, но разные поля смещений, которые, в случае активности

моды в рамановском рассеянии, не содержат смещений атомов марганца для любого конечного n. По-

казывается, что две колебательные моды, в низкочастотной области спектра (35–70 cм−1) структур с

n = 1, 2, 3, 4, 5 и 6 практически отвечают динамике решетки n-го количества свободных пятислойных

пакетов Bi2Те3. По этой причине остальные две колебательные моды, которые наблюдаются в высоко-

частотной области спектра (100–140 cм−1) и которые экспериментально неразличимы в смысле принад-

лежности к тому или иному пакету или к обоим пакетам одновременно, следует также предписывать

колебаниям в пятислойных пакетах при неподвижных атомах семислойных пакетов.

DOI: 10.31857/S1234567822120084, EDN: imxnfw

1. Ведение. До открытия первого собственно-

го антиферромагнитного топологического изолято-

ра MnBi2Te4 с температурой Нееля 25.4 K [1] рас-

сматривались разные возможности создания магнит-

ной щели в точке Дирака и реализации фазы кван-

тового аномального эффекта Холла (КАЭХ). Са-

мый простой способ решения такой задачи был ре-

ализован, как теоретически [2, 3], так и эксперимен-

тально [4], путем допирования магнитными атома-

1)e-mail: n.mamedov.physics@bsu.edu.az;
evguenivladimirovich.tchoulkov@ehu.eus

ми немагнитного топологического изолятора (ТИ).

Однако из-за неоднородного распределения магнит-

ных атомов в реальных ТИ магнитная щель нере-

гулярно менялась вдоль поверхности [5], что обу-

словливает низкую температуру реализации КАЭХ.

Другой способ, так называемый эффект магнитной

близости, формирующийся вблизи границы разде-

ла ТИ/ферромагнитный полупроводник, приводит в

общем случае к смещению топологического поверх-

ностного состояния в глубь ТИ и соответственно к

ослаблению магнитного эффекта [6, 7]. Этот недоста-
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Таблица 1. Пространственная группа симметрии, параметры решетки и последовательность чередования пятислойных и семи-
слойных пакетов для каждого члена серии MnBi2Te4 · n(Bi2Te3)

MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) n Пространственная Параметры Последовательность

группа решетки атомных пакетов

a (Å) c (Å)

Bi2Te3 ∞ R-3m 4.386 30.497 -5-

MnBi2Te4 0 R-3m 4.3304(1) 40.956(2) -7-

MnBi4Te7 1 P -3m1 4.3601(1) 23.798(2) -5-7-

MnBi6Te10 2 R-3m 4.3685(2) 101.870(7) -5-5-7-

MnBi8Te13 3 R-3m 4.3927(8) 132.336(24) -5-5-5-7-

MnBi10Te16 4 P -3m1 4.3701(7) 54.304(9) -5-5-5-5-7

MnBi12Te19 5 R-3m 4.377 199.410 -5-5-5-5-5-7-

MnBi14Te22 6 R-3m 4.379 223.908 -5-5-5-5-5-5-7-

ток удается преодолеть в значительной степени при

нанесении на поверхность немагнитного ТИ ультра-

тонкой пленки ферромагнитного изолятора, облада-

ющего кристаллической структурой и атомным со-

ставом, подобными таковым в исходном ТИ [6, 8–11].

Появление MnBi2Te4 во многом сняло проблему со-

здания магнитной щели в спектре поверхностных то-

пологических состояний и, одновременно, дало старт

началу исследований целой серии кристаллических

аналогов MnBi2Te4, известных сегодня как MnBi2Te4
n(Bi2Te3), где n представляет количество пятислой-

ных пакетов Te-Bi-Te-Bi-Te (ПСП) между двумя со-

седними семислойными пакетами Te-Bi-Te-Mn-Te-Bi-

Te (ССП) в структуре с данным n [12].

Важность исследований этой серии, как есте-

ственных гетероструктур была впервые подчеркнута

в работе, посвященной поверхностным топологиче-

ским состояниям, магнитным и транспортным свой-

ствам MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) [13] и, в дальнейшем, на-

шла отражение во многих работах [12, 14–24], вклю-

чая работы по рамановскому рассеянию [12, 19–24].

Однако динамика решетки, равно как и другие свой-

ства структур с n выше трех остаются до сих пор

неисследованными. Открытым пока остается и во-

прос о существенном несоответствии между количе-

ством мод, активных в рамановском рассеянии, ко-

торое должно наблюдаться в рамках симметрийного

анализа объемного кристалла, и таковым наблюдае-

мым для структур с n = 1, 2, и 3. Следует отметить,

что хотя структуры MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) при ком-

натной температуре являются парамагнитными, их

топология остается нетривиальной и в этом случае

[25, 26].

В настоящей работе представлены результаты

исследований рамановского рассеяния для тополо-

гических изоляторов MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) с n =

= 0, 1, . . . , 6,∞. Параллельно, теоретически рассмот-

рена динамика решетки одного, трех и четырех

ПСП Bi2Те3, а также объемных Bi2Те3 (n = ∞)

и МnBi2Те4 (n = 0). В совокупности, полученные

результаты позволили установить весьма необыч-

ную динамику решетки топологически нетривиаль-

ных систем MnBi2Te4 · n(Bi2Te3), которая позволяет

объяснить вышеупомянутое несоответствие.

2. Получение и рентгеновский анализ об-

разцов. Монофазныe образцы каждого члена серии

скалывались под оптическим микроскопом из кри-

сталлических слитков MnBi2Te4 · n(Bi2Te3), выра-

щенных методом Бриджмена–Стокбаргера из пред-

варительно синтезированных поликристаллических

фаз каждого состава. Процедура синтеза и условия

выращивания отличались от таковых для MnBi2Te4
[12] только процентным содержанием начальных

компонент и небольшим изменением температуры

выращивания, в соответствии с требуемым n. Ди-

фрактограммы от плоскостей (000l), подтверждаю-

щие соответствие структуры каждого из исследован-

ных образцов требуемому n были получены исполь-

зуя рентгеновский дифрактометр BRUKER XRD D2

Phaser (Cu, Kα1; 5 ≤ 2θ ≤ 100◦). Фазовый состав и

структурный анализ образцов проводился с исполь-

зованием программных пакетов EVA и TOPAS-4.2.

Структурные данные, полученные по каждому чле-

ну серии приведены в табл. 1.

3. Методика экспериментальных и тео-

ретических исследований рамановского рас-

сеяния. Рамановское рассеяние исследовалось с

помощью конфокальной установки Nanofinder 30

(Tokyo Instruments, Japan) с дифракционной решет-

кой 1800 штрих/мм и спектральным разрешением

0.5 см−1. Рассеяние возбуждалось на длине волны

532 нм излучением второй гармоники Nd : YAG

лазера с максимальной мощностью 10 мВт. Диаметр

лазерного пятна на образце не превышал 4 мкм.

Детектирование сигнала проводилось в режиме

счета фотонов CCD камерой, охлажденной до тем-
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Таблица 2. Полное колебательное представление для каждого члена n серии MnBi2Te4 · n(Bi2Te3). N – количество атомов в
элементарной ячейке. В скобках после спектроскопического обозначения дана теоретико-групповая симметрия каждого пред-
ставления в точке Γ (центр зоны Бриллюена). Колебания Eu и Eg дважды вырождены

Полное колебательное представление MnBi2Te4 · n(Bi2Te3)

n N Оптическая часть Акустическая

Инфракрасные Рамановские часть

моды моды

∞ 5
2A2u(Γ

−
2 )

+2Eu(Γ
−
3 )

2A1g(Γ
+
1 )

+2Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

0 7
3A2u(Γ

−
2 )

+3Eu(Γ
−
3 )

3A1g(Γ
+
1 )

+3Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

1 12
6A2u(Γ

−
2 )

+6Eu(Γ
−
3 )

6A1g(Γ
+
1 )

+6Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

2 17
8A2u(Γ

−
2 )

+8Eu(Γ
−
3 )

8A1g(Γ
+
1 )

+8Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

3 22
11A2u(Γ

−
2 )

+11Eu(Γ
−
3 )

11A1g(Γ
+
1 )

+11Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

4 27
13A2u(Γ

−
2 )

+13Eu(Γ
−
3 )

13A1g(Γ
+
1 )

+13Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

5 32
16A2u(Γ

−
2 )

+16Eu(Γ
−
3 )

16A1g(Γ
+
1 )

+16Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

6 37
18A2u(Γ

−
2 )

+18Eu(Γ
−
3 )

18A1g(Γ
+
1 )

+18Eg(Γ
+
3 )

A2u(Γ
−
2 )

+Eu(Γ
−
3 )

пературы −100 ◦C. Временной промежуток сбора

сигнала не превышал 1 мин, а сам сигнал отфиль-

тровывался с использованием краевых фильтров

LP03-532RU-50 (SemrockCompany). Расположение

фильтров (https://www.semrock.com/filter-spectra-

at-non-normal-angles-of-incidence.aspx) позволяло

регистрировать 100 % рамановского сигнала в обла-

сти 40–5000 см−1 и не менее 50 % сигнала в области

35–40 см−1. Измерения проводились в геометрии об-

ратного рассеяния. Полученные спектры приводятся

в работе в нормализованном виде.

Теоретические расчеты проводились в рамках

теории возмущений функционала плотности. В слу-

чае MnBi2Te4 использовался псевдопотенциальный

метод в рамках кода ABINIT [27] с базисом плоских

волн. Для Bi2Te3 мы использовали псевдопотенци-

альный подход и смешанный базис [28, 29], в кото-

ром валентные состояния представлены в виде ком-

бинации плоских волн и локальных орбиталей s- и

p-типа в узлах Bi и Te, что позволило уменьшить

энергию обрезания для плоских волн до 10 Ry без по-

тери точности. Для обменно-корреляционного функ-

ционала использовалось PBE приближение [30]. Все

рассчитанные величины получены с учетом спин-

орбитального взаимодействия [31]. При интегрирова-

нии по зоне Бриллюэна мы использовали неоднород-

ную сетку k-точек, очень плотную 96×96 вблизи цен-

тра зоны (для малых диапазонов импульса) и круп-

ную 12× 12 для остальной части зоны Бриллюэна.

Полное колебательное представление для каждо-

го члена n серии MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) приведено в

табл. 2.

4. Результаты и обсуждение. Соединения с

n = ∞ и n = 0 являются концевыми членами серии

MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) и их структуры содержат либо

только пятислойные, либо только семислойные атом-

ные пакеты, ПСП и ССП, соответственно (табл. 1, по-

следняя колонка). Спектры рамановского рассеяния

этих членов приведены на рис. 1.

Идентификация мод для MnBi2Te4 (рис. 1, розо-

вая кривая) основана на сравнении эксперименталь-

ныx спектрoв с расчетными частотами и симметрией

фононов в точке Γ (рис. 2) и согласуется c данными

недавней работы [24], где дополнительно проведены

измерения поляризации наблюдаемых фононов. Для

Bi2Te3 (рис. 1, голубая кривая) наблюдаемые моды

идентифицированы на основе сравнения с расчетны-

ми частотами и симметрией мод, представленыx на

рис. 3.

Как видно из рис. 2 и 3, при одинаковой симмет-

рии колебательных мод, поля смещений в MnBi2Te4
и Bi2Te3, равно как и во всех остальных членах серии

разные. На обоих рисунках горизонтальные смеще-

ния атомов происходят в плоскости слоев, а верти-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Частоты и симметрия фо-

нонных мод, наблюдаемых в Рамановском рассеянии

MnBi2Te4 (розовая кривая) и Bi2Te3 (голубая кривая)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Поля смещений раман-

активных колебательных мод MnBi2Te4. Наблюдаемые

частоты в см−1 приведены внизу каждой моды, вместе

с расчетными, указанными после наклонной (/)

Рис. 3. (Цветной онлайн) Поля смещений раман-

активных колебательных мод Bi2Te3. Наблюдаемые

частоты в см−1 приведены внизу каждой моды, вме-

сте с расчетными, указанными после наклонной (/)

кальные перпендикулярно этой плоскости. Для про-

стоты указаны только направления смещения каж-

дого атома. Aтомы Мn не участвуют в колебаниях,

активных в рамановском рассеянии.

Как видно из табл. 2, ожидаемое количество мод в

спектрах рамановского рассеяния членов MnBi2Te4 ·
n(Bi2Te3) с n = 0 (MnBi2Te4) и n = ∞ (Bi2Te3) со-

ставляет 6 и 4, соответственно. В спектрах же, при-

веденных на рис. 2, наблюдаются только 5 из 6 и 3 из

4 ожидаемых рамановских мод, соответственно. Как

следует из сопоставления данных на рис. 1 и табл. 2,

недостающей модой для каждого материала являет-

ся мода Eg симметрии.

Проявление этой низкочастотной моды в рама-

новском рассеянии объемного Bi2Те3 затрудняется

инструментальными ограничениями (см. предыду-

щий раздел) и при определенной интенсивности сиг-

нала ее регистрация оказывается невозможной. По

крайней мере, в целом ряде работ [32–37], эта мо-

да не наблюдалась. В то же время существуют ра-

боты [38–41], которые сообщают о наблюдении в

Bi2Те3 моды с Eg симметрией и частотой 36.5 cм−1. В

MnBi2Te4 низкочастотная Eg мода с расчетной час-

тотой 28.2 cм−1 (рис. 2, E1
g ) ни в одной из опублико-

ванных до сих пор работ не наблюдалась. Поэтому

в дальнейших рассуждениях мы будем пользоваться

расчетным значением частоты этой моды.

На рисунке 4 приведены спектры рамановского

рассеяния всех членов серии MnBi2Te4 · n(Bi2Te3).

Как следует из этого рисунка, наиболее значитель-

ные изменения в спектре происходят при переходе

от MnBi2Te4 (n = 0) к MnBi4Te7 (n = 1).

Cпектры MnBi4Te7 (n = 1) и MnBi2Te4 (n = 0)

представлены на рис. 5 (черные точки) вместе с ре-

зультатами разложения этих спектров на составляю-

щие (сплошные зеленые линии).

Обратимся к самым низкочастотным модам на

рис. 2 (E1
g , A

1
1g) для MnBi2Te4 и рис. 3 (E1

g , A
1
1g) для

Bi2Te3 с синфазными смещениями атомов Bi и Те

и сравним их с самыми низкочастотными модами

в спектрax MnBi4Te7 и MnBi2Te4 (рис. 5, верхний

и нижний спектры, соответственно), которые также

легко идентифицируются как E1
g и A1

1g моды.

В MnBi4Te7 эти моды оказываются сдвинутыми

(более чем на 20 %) в сторону больших частот по

сравнению с MnBi2Te4. Такое существенное увели-

чение частоты при заменe одного ССП в MnBi2Te4
на один ПСП Bi2Te3 явно связано с уменьшением

количества атомов, участвующих в синфазных сме-

щениях, что имеет место при переходе от MnBi2Te4
к Bi2Te3 (сравни E1

g и A1
1g моды нa рис. 2 и 3).
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Рис. 4. Эволюция рамановских спектров MnBi2Te4 ·

n(Bi2Te3) с изменением n. Пунктирные линии 1, 3, 5

и 6 соединяют моды одинаковой симметрии и пересе-

кают нижнюю и верхнюю горизонтальные оси следу-

ющим образом: 1 – 38 и 41 см−1; 3 – 57.4 и 61 см−1;

5 – 101 и 101 см−1; 6 – 139 и 133 см−1 соответственно.

Пунктирные линии 2 и 4 пересекают нижнюю горизон-

тальную ось при 45.8 и 65.4 см−1 соответственно. (Мода

с частотой 110 см−1 в MnBi2Te4 на рис. 4 не указана)

Как свидетельствуют результаты разложения

спектров на компоненты (рис. 5, сплошные зеле-

ные линии), вопреки ожидаемому количество мод,

наблюдаемых для MnBi4Te7 (n = 1) явно меньше,

чем для MnBi2Te4 (n = 0). При этом полностью

отсутствует какое-либо дополнительное уширение

основных мод, обусловленное ростом количества

атомов в элементарной ячейке и появлением с

ростом n большeго количества мод (табл. 2, вторая и

четвертая колонки, соответственно). Суперпозиция

таких близких по частоте мод должна была бы

привести к уширению основных линий. Как пока-

зывают результаты разложения и анализ уширения

Рис. 5. (Цветной онлайн) Сравнение данных настоящей

работы для структур с n = 1 (верхний спектр) и n = 0

(нижний спектр). Результаты разложения спектров на

составляющие показаны сплошными зелеными линия-

ми. Вертикальная прерывистая линия показывает рас-

четное положение самой низкочастотной моды E1
g в

MnBi2Te4 [12]

составляющих компонент, проведенный для всех

спектров на рис. 4, начиная с n = 1, с ростом n

количество мод в спектрах MnBi2Te4 · n(Bi2Te3)

не изменяется и составляет 4. Примечательно, что

количество мод для MnBi4Te7 (n = 1) могло бы

достигать 12-ти, а для MnBi14Te22 36-ти (табл. 2,

данные для n = 1 и n = 6 в четвертой колонке).

Таким образом, если количество мод в экспери-

ментальных спектрах MnBi2Te4 полностью согласу-

ется с данными симметрийного анализа для объем-

ного кристалла, то на первый взляд их количество в

MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3) с n > 0 противоречит этим дан-

ным. Это противоречие снимается, если предполо-

жить, что колебательные моды в MnBi2Te4·n(Bi2Te3)

с n > 0 полностью или почти полностью вырождены

по частоте.
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Таблица 3. Частоты Раман-активных колебательных мод, наблюдаемых для разного количества ПСП в MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3) –
первые пять колонок, и их расчетные частоты для разного количества ПСП Bi2Te3 – следующие пять колонок

ПСП Eg A1g Eg A1g ПСП Eg A1g Eg A1g

MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) см−1 Bi2Te3 см−1

1 38 57 100.5 134 1 36.0 50.5 102 136.5

2 38.5 60 101.5 134 2 – – – –

3 40 60.5 101.5 134 3 36.5 53.0 102.4 136.1

4 41 61 101 134 4 37.2 56.2 101.2 137.2

5 41∗) 61 101 133 5 – – – –

6 41∗) 61 102.5 135 6 – – – –

∞ 41∗) 61 100 133 ∞ 39.3 63.1 101.9 132.3

∗)Не наблюдается и принята равной частоте для n = 4.

Низкочастотные моды E1
g и A1

1g в MnBi2Te4 ·
n(Bi2Te3) с n > 0 соответствуют E1

g и A1
1g колеба-

ниям n-гo числа ПСП Bi2Te3, что согласуется с дан-

ными наших расчетов, проведенных выборочно для

одного, трех и четырех ПСП Bi2Te3 и приведеныx в

табл. 3.

Действительно, как видно из табл. 3, расчетные

значения частот этих мод для одного ПСП Bi2Te3
практически совпадают с наблюдаемыми частотами

мод с аналогичной симметрией в MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3)

с n = 1. Частоты этих мод с повышением количества

ПСП Bi2Te3 от 1 до 4 имеют тенденцию к повыше-

нию, аналогично наблюдаемой для низкочастотных

мод в MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) при изменении n от 1 до

4 (рис. 4).

Таким образом, совокупность полученных дан-

ных по колебательным модам, активным в раманов-

ском рассеянии свидетельствует о том, что часть ди-

намики решетки MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) с n > 0, свя-

занная, по крайней мере с низкочастотными мода-

ми, определяется динамикой решетки n-го количе-

ства ПСП Bi2Te3.

С этим хорошо согласуются и данные экспери-

ментальных исследований рамановского рассеяния

сверхтонких пленок Bi2Te3, выращенных газотранс-

портным методом на подложках Si/SiO2 или флу-

рофлогопитовой слюды [41]. Аналогично описанной

выше низкочастотной Eg моде в MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3)

с n > 0, низкочастотная Eg мода наблюдалась для

двух ПСП Bi2Te3 (минимальное количество ПСП, ис-

следованных в работе [41]) и ее интенсивность стре-

мительно падала с дальнейшим увеличением числа

ПСП. Разница в ∼ 2 см−1 между частотами этой мо-

ды для случая n = 2 в MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) (табл. 3,

38.5 см−1) и двух ПСП Bi2Te3 (36.5 см−1 [37]), види-

мо, обусловлена технологическим фактором. В пер-

вом случае подложка, необходимая для получения

одного (двух и т.д.) ПСП Bi2Te3 (второй случай)

отсутствует и полученная структура свободна от ее

влияния. Точно так же, как для MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3)

с n > 0, в случае одного и более слоев Bi2Te3, поло-

жение низкочастотнойA1g моды испытывает неболь-

шой сдвиг в сторону больших частот с увеличением

числа ПСП Bi2Te3. Полное сравнение наших данных

по MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3) с n, отличным от нуля и дан-

ных [41] по Bi2Te3 с разным количеством ПСП при-

ведено на рис. 6. Ясно видно, что влияние подложки,

заметное для случая n = 2, быстро убывает с ростом

n и для n > 3 практически не наблюдается.

Согласно расчетам (табл. 3, девятая колонка) вы-

сокочастотнaя модa Eg в Bi2Te3 не испытываeт дис-

персию частоты при изменении числа ПСП Bi2Te3,

аналогично подобным модам в MnBi2Te4 · n(Bi2Te3)

на рис. 4, частота которых (101 см−1) с ростом n

не изменяется. Хотя и имеется совпадение частоты

(101 см−1) мод с симметрией Eg, соединенных пре-

рывистой линией 5 на рис. 4, ставить знак равен-

ства между этими модами и относить их к колеба-

ниям, связанным с ССП MnBi2Te4 или ПСП Bi2Te3
в MnBi4Te7 нельзя. В рамках имеющихся экспери-

ментальных данных эти моды неразличимы.

Похожая ситуация наблюдается и для самой вы-

сокочастотной моды A1g как для Bi2Te3 (табл. 3, де-

сятая колонка), так и для подобных мод на рис. 4.

Высокочастотные моды, имеющие одинаковую сим-

метрию A1g, но разные частоты 139 (MnBi2Te4) и

136 см−1 (MnBi4Te7) и соединенные прерывистой ли-

нией 6 на рис. 4, строго говоря, также неразличимы с

точки зрения принадлежности к ССП MnBi2Te4 или

ПСП Bi2Te3 или к обоим одновременно. Небольшое

(2 %) уменьшение частоты этой высокочастотной мо-

ды при появлении одного ПСП Bi2Te3 в MnBi2Te4
(n = 0) и образовании MnBi4Te7 (n = 1) не мо-

жет быть решающим для выбора какого-то одного из

вышеприведенных вариантов принадлежности этой

моды. Тем не менее, факт наличия низкочастотных
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Рис. 6. Сравнение данных настоящей работы для

MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) с n = 2, 3, 4, 5, 6 и ∞ (сплошные

кривые) с данными [41] (кружки) для объемного Bi2Te3
и двух (2QL), трех (3QL)), четырех (4QL), пяти (5QL),

шести (6QL) ПСП Bi2Te3

мод, связанных с колебаниями именно в пятислой-

ных пакетах, диктует необходимость появления и вы-

сокочастотных мод этих пакетов. По этой причине,

высокочастотные моды также следует отнести к ко-

лебаниям атомов Bi и Те в пятислойных пакетах при

неподвижных атомах в семислойных пакетах. Этого

же требует предельный переход к спектру Bi2Te3, ко-

торый в противном случае окажется невозможным.

3. Заключение. Колебательные моды, актив-

ные в рамановском рассеянии системы MnBi2Te4 ·
n(Bi2Te3) с n > 0 в исследованной области спектра

оказываются практически вырожденными по часто-

те. Вследствие этого, количество наблюдаемых мод

ограничено и равно четырем, как в случае Bi2Te3.

Вырождение охватывает как низкочастотные моды

с синфазными смещениями атомов, так и высокоча-

стотные с антифазными смещениями атомов. В обо-

их случаях колебательные моды отвечают смещени-

ям атомов Bi и Те в ПСП при неподвижных или по-

чти неподвижных атомах в ССП. Отметим, что непо-

движность атомов Bi и Те в ССП никак не связана с

симметрией, в отличие от центрального Мn, который

в силу симметричности своего положения не участ-

вует в колебаниях, активных в рамановском рассея-

нии для любого n в MnBi2Te4 · n(Bi2Te3).

В целом, реализуется интересная ситуация, в ко-

торой ССП MnBi2Te4 практически “молчaт”, но это

молчание не связано с симметрией и не имеет ника-

кого отношения к “молчанию” так называемых “silent

modes”, неактивных как в pамановском рассеянии,

так и в ИК (инфракрасном) отражении (поглоще-

нии) и имеющих отличные от нуля смещения атомов.

Нам неизвестны примеры подобного поведения коле-

бательных мод в слоистых кристаллах.

Отсутствие вклада магнитных атомов Мn в ра-

мановские спектры решеточных колебаний указы-

ваeт на необходимость исследований ИК спектров

MnBi2Te4 ·n(Bi2Te3). Согласно нашим оценкам, верх-

няя граница частот дипольных колебаний с участием

Мn составляет приблизительно 200 см−1.

В контексте данной работы, которая основана на

данных, полученных при комнатной температуре,

связь между колебательными модами и магнитны-

ми фазовыми переходами отсутствует. Однако такая

связь может вскрыться при низкотемпературных ис-

следованиях всей серии MnBi2Te4 · n(Bi2Te3) и дан-

ные настоящей работы послужат отправной точкой

для анализа полученных результатов. Работа в этом

направлении нами уже начата.

Авторы выражают благодарность Р. Хейду за об-

суждение работы. Работа выполнена при финансо-

вой поддержке академии наук Азербайджана в рам-

ках проекта NovelMTI.

Е. В. Чулков благодарит за поддержку проект

# 90383050 Санкт-Петербургского Государственного

Университета.

1. M. M. Otrokov, I. I. Klimovskikh, H. Bentmann et al.

(Collaboration), Nature 576, 416 (2019).

2. V.N. Men’shov, V.V. Tugushev, and E.V. Chulkov,

JETP Lett. 94, 629 (2011).

3. J. Henk, M. Flieger, I. V. Maznichenko, I. Mertig,

A. Ernst, S.V. Eremeev, and E.V. Chulkov, Phys. Rev.

Lett. 109, 076801 (2012).

4. S.-Y. Xu, M. Neupane, Ch. Liu et al. (Collaboration),

Nat. Physics 8, 616 (2012).

5. I. Lee, Ch.K. Kima, J. Lee, S. J. L. Billinge, R. Zhong,

J. A. Schneeloch, T. Liu, T. Valla, J. M. Tranquada,

G. Gu, and J. C. S. Davis, PNAS 112, 1316 (2015).

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022



808 Н. А. Абдуллаев, И. Р. Амирасланов, З. С. Алиев и др.

6. S.V. Eremeev, V.N. Men’shov, V.V. Tugushev, and

E.V. Chulkov, Phys. Rev. B 88, 144430 (2013).

7. V.N. Men’shov, I. A. Shvets, and E. V. Chulkov, JETP

Lett. 110, 771 (2019).

8. W. Luo and X.-L. Qi, Phys. Rev. B 87, 085431 (2013).

9. М.М. Отроков, Т.В. Меньщикова, И.П. Русинов,

М. Г. Вергниори, В.М. Кузнецов, Е.В. Чулков,

Письма в ЖЭТФ 105, 275 (2017).

10. M.M. Otrokov, T.V. Menshchikova, M. G. Vergniory,

I. P. Rusinov, A.Yu. Vyazovskaya, Yu.M. Koroteev,

G. Bihlmayer, A. Ernst, P.M. Echenique, A. Arnau, and

E.V. Chulkov, 2D Mater. 4, 025082 (2017).

11. E.K. Petrov, I. V. Silkin, T.V. Menshchikova, and

E.V. Chulkov, JETP Lett. 109, 121 (2019).

12. Z. S. Aliev, I. R. Amiraslanov, D. I. Nasonova,

A.V. Shevelkov, N.A. Abdullayev, Z. A. Jahangirli,

E.N. Orujlu, M.M. Otrokov, N.T. Mamedov,

M.B. Babanly, and E.V. Chulkov, J. Alloys Compd.

789, 443 (2019).

13. I. I. Klimovskikh, M. M. Otrokov, D.Estyunin et al.

(Collaboration), npj Quantum Mater. 5, 54 (2020).

14. J. Wu, F. Liu, M. Sasase, K. Ienaga, Y. Obata,

R. Yukawa, K. Horiba, H. Kumigashira, S. Okuma,

T. Inoshita, and H. Hosono, Sci. Adv. 5, eaax9989

(2019).

15. C. Hu, X. Zhou, P. Liu, J. Liu, P. Hao,

E. Emmanouilidou, H. Sun, Y. Liu, H. Brawer,

A.P. Ramirez, H. Cao, Q. Liu, D. Dessau, and N. Ni,

Nat. Commun. 11, 97 (2020).

16. S. Tian, S. Gao, S. Nie et al. (Collaboration), Phys. Rev.

B 102, 035144 (2020).

17. J.-Q. Yan, Y.H. Liu, D. Parker, Y. Wu, A.A. Aczel,

M. Matsuda, M.A. McGuire, and B. C. Sales, Phys. Rev.

Materials 4, 054202 (2020).

18. C. Hu, L. Ding, K.N. Gordon et al. (Collaboration), Sci.

Adv. 6(30), eaba4275 (2020).

19. R. Lu, H. Sun, S. Kumar et al. (Collaboration), Phys.

Rev. X 11, 011039 (2021).

20. P. Rani, A. Saxena, R. Sultana, V. Nagpal,

S. Islam, S. Patnaik, and V.P. S. Awana, Journal

of Superconductivity and Novel Magnetism 32, 3705

(2019).

21. H. Li, Sh. Liu, Ch. Liu, J. Zhang, Y. Xu, R. Yu, Y. Wu,

Y. Zhang, and S. Fan, Phys. Chem. Chem. Phys. 22,

556 (2020).

22. M. Rodriguez-Vega, A. Leonardo, and G.A. Fiete, Phys.

Rev. B 102, 104102 (2020).

23. C. Pei, Y. Xia, J. Wu, Y. Zhao, L. Gao, T. Ying, B. Gao,

N. Li, W. Yang, D. Zhang, H. Gou, Y. Chen, H. Hosono,

G. Li, and Y. Qi, Chin. Phys. Lett. 37, 066401 (2020).

24. J. Choe, D. Lujan, M. Rodriguez-Vega, Z. Ye,

A. Leonardo, J. Quan, T.N. Nunley, L.-J. Chang, Sh.-

F. Lee, J. Yan, G. A. Fiete, R. He, and X. Li, Nano Lett.

21, 6139 (2021).

25. J. Li, Y. Li, S. Du, Z. Wang, B.-L. Gu, S.-C. Zhang,

K. He, W. Duan, and Y. Xu, Sci. Adv. 5, eaa5685 (2019).

26. Y.-J. Hao, P. Liu, Y. Feng et al. (Collaboration), Phys.

Rev. X 9, 041038 (2019).

27. X. Gonze, J. M. Beuken, R. Caracas et al.

(Collaboration), Mater. Sci. 25, 478 (2002).

28. S.G. Louie, K.-M. Ho, and M.L. Cohen, Phys. Rev. B

19, 1774 (1979).

29. R. Heid and K.P. Bohnen, Phys. Rev. B 60, R3709

(1999).

30. J. P. Perdew, K. Burke, and M. Ernzerhof, Phys. Rev.

Lett. 77, 3865 (1996).

31. R. Heid, K.-P. Bohnen, I. Y. Sklyadneva, and

E.V. Chulkov, Phys. Rev. B 81, 174527 (2010).

32. W. Richter, H. Kohler, and C. R. Becker, Phys. Stat.

Sol. (b) 84, 619 (1977).

33. L.M. Goncalves, C. Couto, P. Alpuim, A.G. Rolo,

F. Völklein, and J.H. Correia, Thin Solid Films 518,

2816 (2010).

34. N.A. Abdullaev, N.M. Abdullaev, A.M. Kerimova,

S. Sh. Kahramanov, A. I. Bayramov, H. Miyamoto,

K. Wakita, N.T. Mamedov, and S.A. Nemov,

Semiconductors 46, 1140 (2012).

35. Z. I. Badalova, N.A. Abdullayev, G.H. Azhdarov,

Kh.V. Aliguliyeva, S. Sh. Gahramanov, S.A. Nemov,

and N.T. Mamedov, Semiconductors 53, 291 (2019).

36. D. L. Mo, W.B. Wang, and Q. Cai, Nanoscale Res. Lett.

11, 354 (2016).

37. V. Chis, I. Yu. Sklyadneva, K.A. Kokh, V.A. Volodin,

O.E. Tereshchenko, and E.V. Chulkov, Phys. Rev. B

86, 174304 (2012).

38. W. Kullmann, J. Geurts, W. Richter, N. Lehner,

H. Rauh, U.G. Eichhorn, and R. Geick, Phys. Stat. Sol.

(b) 125, 131 (1984).

39. K.M.F. Shahil, M. Z. Hossain, D. Teweldebrhan, and

A.A. Balandin, Appl. Phys. Lett. 96, 153103 (2010).

40. Ch. Wang, X. Zhu, L. Nilson, J. Wen, G. Wang, X. Shan,

Q. Zhang, Sh. Zhang, J. Jia, and Q. Xue, Nano Res. 6,

688 (2013).

41. Y. Zhao, X. Luo, J. Zhang, J. Wu, X. Bai, M. Wang,

J. Jia, H. Peng, Z. Liu, S.Y. Quek, and Q. Xiong, Phys.

Rev. B 90, 245428 (2014).

Письма в ЖЭТФ том 115 вып. 11 – 12 2022



Pis’ma v ZhETF, vol. 115, iss. 12, pp. 809 – 810 c© 2022 June 25

Higher rank 1+ 1 integrable Landau–Lifshitz field theories from

associative Yang–Baxter equation

K. Atalikov+∗1), A. Zotov+× 1)

+Steklov Mathematical Institute of Russian Academy of Sciences, 119991 Moscow, Russia

∗ Institute for Theoretical and Experimental Physics of National Research Centre “Kurchatov Institute”, 117218 Moscow, Russia

×National Research University Higher School of Economics, 119048 Moscow, Russia

Submitted 27 April 2022
Resubmitted 30 April 2022

Accepted 30 April 2022

DOI: 10.31857/S1234567822120096, EDN: inhoyv

We suggest a generalization of the Landau–Lifshitz

equation

∂tS = c1[S, J(S)] + c2[S, ∂
2
xS],

S =

3
∑

k=1

Skσk, J(S) =

3
∑

k=1

SkJkσk,
(1)

where c̃1 , c̃2 and J1 , J2 , J3 are some constants. The pe-

riodic boundary conditions S(t, x) = S(t, x + 2π) are

assumed. The widely known Sklyanin’s result is that

this equation is represented in the Zakharov–Shabat (or

zero-curvature) form:

∂tU(z)− ∂xV (z) + [U(z), V (z)] = 0, (2)

U(z) =

3
∑

k=1

Skσkϕk(z),

V (z) =

3
∑

k=1

Skσk
ϕ1(z)ϕ2(z)ϕ3(z)

ϕk(z)
+

3
∑

k=1

Wkσkϕk(z),

(3)

where ϕk(z) is a certain set of elliptic functions.

In this paper we propose a construction of 1 + 1 in-

tegrable Heisenberg–Landau–Lifshitz type equations in

the glN case. The dynamical variables are matrix el-

ements of N × N matrix S with the property S2 =

= const · S. The Lax pair with spectral parameter is

constructed by means of a quantum R-matrix satisfy-

ing the associative Yang–Baxter equation. The family

of such R-matrices includes the elliptic GLN Baxter–

Belavin R-matrix and its trigonometric and rational de-

generations.

Consider expansion of a quantum R-matrix in the

classical limit and the expansion of the classical r-matrix

near the pole in spectral parameter:

1)e-mail: kantemir.atalikov@yandex.ru; zotov@mi-ras.ru

R~

12(z) =
1

~
1N ⊗ 1N + r12(z) + ~m12(z) +O(~2),

r12(z) =
1

z
NP12 + r

(0)
12 +O(z). (4)

Next, define the following linear maps (here
2

A= 1N ⊗A
for A ∈ Mat(N,C)):

A→ E(A) =
1

N
tr2

(

r
(0)
12

2

A
)

,

A→ J(A) =
1

N
tr2

(

m12(0)
2

A
)

.

(5)

Using R-matrix identities one can show that the Lax

pair

U(z) = L(S, z) =
1

N
tr2

(

r12(z)
2

S
)

,

V (z) = V1(z) + V2(z),
(6)

V1(z) = −c∂zL(S, z) + L(SE(S), z) + L(E(S)S, z),

V2(z) = −cL(T, z),
(7)

where T = −c−2[S, ∂xS], satisfies the Zakharov–Shabat

equations identically in spectral parameter and provides

the following equations of motion:

∂tS − 1

c
[S, ∂2xS]− ∂x

(

SE(S) + E(S)S
)

= (8)

= 2s0[S, J(S)]−
1

c
[S,E([S, ∂xS])]−

1

c
[E(S), [S, ∂xS]],

which is the glN generalization of the Landau–Lifshitz

equation. The derived equation is simplified when the

matrix S is of rank 1, i.e. S = ξ ⊗ ψ (Sij = ξiηj). Then

the equation takes the form

∂tS =
1

c
[S, ∂2xS] +

2c

N
[S, J(S)]− 2[S,E(∂xS)]. (9)

The latter one equation can be easily described in

the Hamiltonian formalism. Namely, it is the Hamil-

tonian equation coming from the Poisson brackets
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{Sij(x), Skl(y)} = (Skj(x)δil − Sil(x)δkj)δ(x − y) and

the Hamiltonian function

H =

∮

dy
( c

N
tr
(

S J(S)
)

− 1

2c
tr
(

∂yS ∂yS
)

+

+ tr
(

∂yS E(S)
))

, S = S(y). (10)
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Теоретически исследуется статистика тройных контактов между участками интефазной хромосомы

в присутствии механизма активного выпетливания. Моделируя хроматин как идеальную полимерную

цепь с вмороженным беспорядком случайных петель, мы находим в рамках однопетлевого приближения

выражение для условной вероятности контакта между двумя участками цепи при наличии дополнитель-

ного контакта с третьим участком. Анализ полученного выражения показывает нарушение механизмом

выпетливания масштабной инвариантности, марковости и гауссовости идеальной цепи, подсказывая пу-

ти извлечения характеристик процесса выпетливания из экспериментальных данных касательно частот

кратных контактов в интерфазных хромосомах. Кроме того, результаты работы свидетельствуют об

ограниченности широко распространенных гауссовых полимерных моделей в вопросе воспроизведения

некоторых особенностей конформационной статистики хромосом.

DOI: 10.31857/S1234567822120102, EDN: injkcs

1. Введение. Общая длина цепей ДНК, обра-

зующих полный набор хромосом человеческого ор-

ганизма, составляет около 2м. Все эти макромо-

лекулы упакованы в микрометровом пространстве

внутри ядра клетки. Давно известно, что характер

пространственной упаковки генетического материа-

ла иерархический [1] (см. также [2–5]). Прежде все-

го, двойная спираль ДНК наматывается на белки-

гистоны, образуя структуру типа “бусы на нити”.

Комплекс из ДНК, гистоновых белков, а также неко-

торых других белковых соединений, называется хро-

матином. Высокоуровневая укладка хроматина зави-

сит от степени транскрипционной активности соот-

ветствующего участка генома и от стадии клеточ-

ного цикла. В период деления клетки хромосомы

конденсируются в хорошо узнаваемые компактные

объекты, легко различимые в оптический микроскоп

[6]. Однако такое состояние хроматина нельзя на-

звать типичным, поскольку большую часть своего

жизненного цикла клетка проводит в так называе-

мой интерфазе. Грубо говоря, интерфаза – это про-

межуток времени, в течении которого клетка гото-

вится к последующему делению. На стадии интер-

фазы хромосомы относительно слабо конденсирова-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru.

2)e-mail: sergb27@yandex.ru

ны, и вопрос об их пространственной организации

очень долго оставался открытым. Между тем, по-

нимание принципов этой организации чрезвычайно

важно для биологии и медицины, так как наруше-

ния в пространственной структуре генома влекут за

собой сбои в его функционировании, влияя, в частно-

сти, на экспрессию генов, что, в свою очередь, может

приводить к тяжелым последствиям для организма

как целого [7–10].

Прогресс методов флуоресцентной визуализации

и семейства экспериментальных техник определе-

ния конформации хромосом позволил получить

большое количество характеризуемых высоким про-

странственным и временным разрешением данных

касательно структуры и динамики макромолекул

ДНК в ядрах живых клеток [11–26]. Анализ этих

данных привел к формированию продолжающего

обогащаться представления о пространственной

структуре генома и вскрытию одного из ключе-

вых определяющих ее механизмов – активного

выпетливания. Проведенные в последние несколько

лет эксперименты наглядно продемонстрировали,

что присутствующие в нуклеоплазме ядер клеток

кольцеобразные белковые SMC-белки (конденсин

и когезин), связываясь с ДНК, способны в при-

сутствии АТФ проявлять моторную активность,

которая приводит к образованию и росту петель

ДНК [27–31].
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Прямое численное моделирование динамики хро-

матина, рассматриваемого как длинная полимерная

цепь, на которой образуются, растут и исчезают пет-

ли, позволяет воспроизвести целый ряд характер-

ных особенностей контактных карт, генерируемых

для интерфазных клеток млекопитающих на основе

данных Hi-C метода (см., например, работы [32–35]).

Хорошо аргументированной является точка зрения,

что именно процесс выпетливания ответственен за

формирование топологически-ассоциированных до-

менов [36, 37], представляющих собой области кон-

тактных карт, в пределах которых участки гено-

ма контактируют друг с другом существенно чаще,

чем с участками из соседних доменов. Считается,

что топологически-ассоциированные домены играют

важную роль в регуляции генной активности, обеспе-

чивая преимущественную активацию энхансером тех

генов, что расположены внутри одного с ним домена

[10, 37, 38].

Вскрытие молекулярного механизма активного

выпетливания открывает перспективы построения

аналитической теории, способной систематизировать

существующие экспериментальные данные, касаю-

щиеся пространственной структуры и динамики хро-

мосом. Так, в недавней теоретической работе [39]

было показано, что простые полимерные модели,

явно учитывающие присутствие созданных когези-

новыми комплексами петель, способны объяснить

профиль экспериментально наблюдаемой зависимо-

сти вероятности парных контактов между участка-

ми интерфазного хроматина на масштабе генетиче-

ских расстояний вплоть до размеров топологически-

ассоциированных доменов. Данная работа нацелена

на дальнейшее развитие этого теоретического подхо-

да в направлении обобщения извлекаемых из него

предсказаний на более широкий круг эксперимен-

тальных данных. А именно, здесь мы исследуем вли-

яние механизма активного выпетливания на стати-

стику тройных контактов. В рамках модели идеаль-

ной полимерной цепи с беспорядком петель нами

получена вероятность контакта между двумя участ-

ками хроматина при условии наличия контакта с

третьим участком. Мотивацией исследования слу-

жит появление экспериментальных методов детекти-

рования кратных контактов между более чем двумя

участками хроматина [25, 40–48].

2. Математическая модель: идеальная цепь

с вмороженным беспорядком редких петель.

Как обсуждалось выше, с учетом установленного ме-

ханизма активного выпетливания, интерфазный хро-

матин можно промоделировать как длинную поли-

мерную цепь с динамическими петлями, см. рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Образование, рост и ис-

чезновение петли хроматина, созданной моторной ак-

тивностью когезина. (b) – Полимерная цепь с беспоряд-

ком случайных петель как модель интерфазной хромо-

сомы

Процесс роста каждой петли начинается после свя-

зывания когезинового комплекса с хроматином, а

прекращается либо в момент диссоциации, когда ко-

гезин возвращается в окружающую нуклеоплазму,

либо в результате блокирования (например, другим

SMC-комплексом или CTCF-белком). Важной харак-

теристикой процесса выпетливания является сред-

няя контурная длина петли λ, которая имела бы ме-

сто в отсутствии взаимодействия SMC-белка с лю-

быми соединениями, которые могут выступать в ка-

честве барьера, препятствующего процессу выпетли-

вания. На разных стадиях клеточного цикла λ по

разному сравнивается со средним контурным рассто-

янием d между сайтами связывания соседних коге-

зиновых комплексов, определенным как общая про-

тяженность полимерной цепи, деленная на среднее

количество SMC-белков, присутствующих на ней в

статистически стационарном режиме. Для условий

интерфазы справедливо λ . d [34, 49], поэтому для

типичной реализации конформации цепи, большин-

ство петель разделены довольно большими зазорами,

как показано на рис. 2, а доля вложенных и срощен-

ных петель мала. В силу стохастичности скорости

выпетливания и времени связывания SMC-белка с

хроматином результирующую контурную длину пет-

ли следует считать случайной величиной. Последнее,

а также нерегулярность расположения сайтов связы-

вания SMC-белков с молекулой ДНК, означает, что

и контурные длины сегментов полимерной цепи, за-

ключенные между соседними петлями, также долж-

ны рассматриваться как случайные величины. В на-

ших аналитических расчетах мы будем рассматри-

вать асимптотический предел λ/d ≪ 1. В этом слу-

чае контурные длины петель и зазоров можно счи-

тать независимыми случайными величинами, для ко-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Девять классов диаграмм, определяющих однопетлевой ответ для вероятности pjk|ij(s1, s2)

контакта участков j и k при условии, что в контакте находятся участки i и j (обозначены черными точками), для по-

лимерной цепи с беспорядком петель (обозначены красным), созданных моторной активностью SMC-белков (показаны

оранжевыми квадратами в базах петель)

торых мы примем экспоненциальные функции рас-

пределения

ploop(L) =
1

λ
exp

(

−L
λ

)

, pgap(h) =
1

d
exp

(

−h
d

)

.

(1)

Будем считать, что хроматин представляет собой

идеальную цепь с длиной сегмента Куна leff. Иде-

альность означает, что мы пренебрегаем любым вза-

имодействием несвязанных друг с другом сегментов.

Как известно, в силу центральной предельной теоре-

мы крупномасштабные статистические свойства кон-

формации любой идеальной цепи аналогичны стати-

стическим свойствам траектории процесса Винера,

для которого время измеряется в единицах контур-

ной длины полимера, а коэффициент диффузии ра-

вен D = leff/6 (см., например, [50, 51]). Мы будем

опираться на эту аналогию ниже.

Конформация полимерной цепи случайным обра-

зом меняется с течением времени за счет тепловых

флуктуаций и моторной активности SMC-белков.

Простые оценки показывают, что время, необходи-

мое SMC-комплексу для вытягивания петли хрома-

тина, соответствующей участку ДНК из 200 тысяч

пар оснований (харатерная длина петли в условиях

интерфазы согласно [33, 34]), велико по сравнению

со временем тепловой релаксации такой петли [39].

Это позволяет считать беспорядок петель вморожен-

ным, полагая, что случайные конформации полимер-

ной цепи принадлежат статистически-равновесному

ансамблю.

Напомним ключевые для целей нашего рассмот-

рения крупномасштабные статистические свойства

равновесных линейных и кольцевых сегментов иде-

альной цепи. Функция распределения вероятностей

случайного вектора R, соединяющего два разделен-

ных контурным расстоянием s ≫ leff участка равно-

весной цепи, принадлежащих области зазора между

петлями, определяется выражением (см. [50, 51])

Pfree(R|s) = 1

(2πσ2
free(s))

3/2
exp

(

− R2

2σ2
free(s)

)

, (2)

где σ2
free(s) =

l2
eff
s

3 . В свою очередь, вероятностное

распределение вектора R между двумя участками,

лежащими на петле контурной длины L и разделен-

ными контурным расстоянием s (leff ≪ s < L), опре-

деляется выражением (см. [51])

Pcoil(R|s, L) = 1

(2πσ2
coil(s, L))

3/2
exp

(

− R2

2σ2
coil(s, L)

)

,

(3)

где σ2
coil(s, L) =

l2
eff
s(L−s)
3L . Формулы (2) и (3) слу-

жат ключевыми строительными блоками диаграмм-
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ной техники вычислений, к краткому изложению ко-

торой мы переходим.

3. Диаграммное разложение для условной

вероятности контакта. Будем говорить, что участ-

ки цепи с контурными координатами i и j находят-

ся в контакте в рассматриваемый момент времени,

если физическое расстояние между ними не превы-

шает некоторого контактного радиуса a. Рассмотрим

условную вероятность Pr[R1 < a|R2 < a], где R1 ≡ ij

и R2 ≡ jk, того, что в произвольно выбранный мо-

мент времени участки цепи с контурными координа-

тами j и k находятся в контакте, при условии, что

в контакте находятся участки j и i. Здесь и далее

мы предполагаем, что i < j < k. Обозначим через

pjk|ij(s1, s2) значение Pr[R1 < a|R2 < a], усреднен-

ное по всем тройкам точек i, j, k при фиксированных

разностях s1 = j−i и s2 = k−j, которые предполага-

ются малыми в сравнении с полной контурной дли-

ной хромосомы. Вычисление условной вероятности

pjk|ij(s1, s2) является основной целью этой работы.

В общем случае имеет место бесконечно большой

набор сценариев взаимного расположения участков

i, j и k, контактами между которыми мы интересу-

емся, и баз петель, возникших за счет моторной ак-

тивности SMC-комплексов. Однако, если λ/d ≪ 1,

то при вычислении функции pjk|ij(s1, s2) в диапа-

зоне контурных расстояний s1, s2 ≪ d можно при-

нять однопетлевое приближение. Словом, разделе-

ние масштабов, обеспечиваемое малостью парамет-

ров λ/d, s1/d и s1/d, позволяет пренебречь вероят-

ностью встретить реализацию ансамбля петель, для

которой между участками i и k лежит более одно-

го SMC-комплекса. Таким образом, достаточно рас-

смотреть 9 вариантов, схематически представленных

в виде диаграмм на рис. 2.

С учетом сказанного, условная вероятность кон-

такта может быть записана в следующей форме:

pjk|ij(s1, s2) =
9
∑

α=1

〈p(α)jk|ij(s1, s2|{A}α)〉loops, (4)

где индекс α нумерует диаграммы согласно рис. 2,

p
(α)
jk|ij(s1, s2|{A}α) – это условная вероятность кон-

такта при фиксированной реализации ансамбля слу-

чайных петель, {A}α – набор случайных величин,

параметризующих соответствующую диаграмму, а

угловые скобки 〈...〉loops обозначают усреднение по

параметрам {A}α. Так как беспорядок предпола-

гается вмороженный, то усреднение по тепловым

флуктуациям предшествует усреднению по статисти-

ке случайных петель.

Вклады различных диаграмм в искомую услов-

ную вероятность имеют вид

p
(α)
jk|ij(s1, s2|{A}α) =

=

∫

R1≤a

∫

R2≤a

d3R1d
3R2P(α)

12 (R1,R2|{A}α, s1, s2)
∫

R1≤a

d3R1P(α)
1 (R1|{A}α, s1, s2)

≈

≈ 4

3
πa3

P(α)
12 (0,0|{A}α, s1, s2)
P(α)
1 (0|{A}α, s1, s2)

, (5)

где P(α)
12 (R1,R2|{A}α, s1, s2) – совместная функ-

ция распределения случайных векторов R1 и R2,

P(α)
1 (R1|{A}α, s1, s2) – частная функция распределе-

ния вектора R1. Данное выражение записано в пред-

положении, что a≪ 〈R1〉, 〈R2〉.
Таким образом, поставленная нами задача сво-

дится к поиску условных вероятностей согласно

ур. (5) и дальнейшему усреднению полученных выра-

жений по беспорядку случайных петель. Для идеаль-

ной цепи описанная программа вычислений может

быть реализована до конца. В файле с дополнитель-

ными материалами, опираясь на формулы (2) и (3), а

также на аналогию между конформацией длинного

идеального полимера и формой траектории броунов-

ского движения, мы вычисляем вклады диаграмм и

их статистические веса. Следующий раздел посвя-

щен изложению результатов.

4. Результаты. В отсутствии беспорядка слу-

чайных петель вероятность контакта между участ-

ками j и k при условии, что в контакте находятся

участки i и j, имеет вид

pfree
jk|ij(s1, s2) =

√

6

π

(

a

leff

)3
1

s
3/2
2

, (6)

и не зависит от s1, что является следствием марков-

ского свойства линейной гауссовой цепи со свободны-

ми концами. При наличии беспорядка петель услов-

ная вероятность контакта на масштабе s1, s2 ≪ d в

однопетлевом приближении оказывается равной

pjk|ij(s1, s2) =

√

6

π

(

a

leff

)3
1

s
3/2
2

(

1 +
λ

d
F
(s1
λ
,
s2
λ

)

)

,

(7)

где функция F (z1, z2) дана формулой (S85) в файле

с дополнительными материалами и требует числен-

ного анализа.

Сравнивая уравнения (6) и (7), мы видим, что бес-

порядок редких петель ведет к появлению линейной

по малому параметру λ/d поправки к “невозмущен-

ной” условной вероятности контакта. Эта поправка
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оказывается зависящей от отношения s2/λ, так как

петли нарушают масштабную инвариантность цепи,

вводя в задачу характерный масштаб λ. Кроме того,

поправка зависит от s1/λ, что отражает разрушение

петлями марковости исходной цепи. Отметим также,

что в рамках однопетлевого приближения среднее

расстояние между петлями d ≫ λ влияет только на

амплитуду поправки, но не на ее функциональный

вид.

Для наглядной демонстрации отсутствия мас-

штабной инвариантности и марковского свойства

идеальной цепи с беспорядком петель, удобно рас-

смотреть логарифмическую производную условной

вероятности контакта в зависимости от перемасшта-

бированного контурного расстояния s2/λ. Из урав-

нений (6) и (7) понятно, что идеальная цепь со сво-

бодными концами характеризуется фиксированным

значением логарифмической производной −3/2, в то

время как в присутствии редких случайных петель

данная характеристика дается выражением

∂[log10 pjk|ij(s1, s2)]

∂[log10
s2
λ ]

= −3

2
+
λ

d

s2
λ
F ′
z2

(s1
λ
,
s2
λ

)

. (8)

Соответствующий график представлен на рис. 3 и по-

казывает, что беспорядок петель проявляется в немо-

нотонности зависимости логарифмической производ-

ной условной вероятности парного контакта от кон-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Логарифмическая производ-

ная условной вероятности контакта как функции от

s2/λ для трех различных значений s1/λ при фикси-

рованном отношении λ/d = 0.1

турного расстояния s2. Наибольшее отклонение от

свойств “невозмущенной” цепи наблюдается на про-

межуточном масштабе контурных расстояний s2 ∼
λ, в то время как при s2 ≪ λ и s2 ≫ λ масштаб-

ная инвариантность сохраняется, что связано, соот-

ветственно, с нечувствительностью мелкомасштаб-

ной статистики конформации цепи к присутствию

петель и с самоусреднением эффекта петель на боль-

ших маштабах. Кроме того, профиль логарифмиче-

ской производной чувствителен к изменению значе-

ния переменной s1, что свидетельствует об откло-

нении от марковости. Отметим, однако, что в ши-

роком диапазоне значений s1 положение максиму-

ма логарифмической производной условной вероят-

ности парного контакта как функции от s2 остается

близким к среднему размеру петли λ. Указанное на-

блюдение справедливо независимо от значения d, по-

скольку, как уже было сказано выше, в силу структу-

ры формулы (7) изменение этой величины не влияет

на масштаб графика вдоль горизонтальной оси.

Для более детального исследования корреляций в

статистике контактов, отнормируем условную веро-

ятность контакта pjk|ij(s1, s2) на частную pjk(s2) =

=
√

6
π

(

a
leff

)3
1

s
3/2
2

(

1 + λ
d f
(

s2
λ

))

(см. работу [39] и

формулы (S86) и (S87) в файле с дополнительными

материалами), т.е. рассмотрим отношение

I(s1, s2) =
pjk|ij(s1, s2)

pjk(s2)
≈

≈ 1 +
λ

d

[

F
(s1
λ
,
s2
λ

)

− f
(s2
λ

)]

. (9)

На рисунках 4 и 5 представлены графики I(s1, s2)

как функции от s2/λ и s1/λ соответственно. Как

Рис. 4. (Цветной онлайн) Отношение условной вероят-

ности контакта к частной, I(s1, s2) (см. ур. (9)), как

функция от s2/λ

и в обсуждавшемся выше случае логарифмической

производной, данные зависимости немонотонны, а

их экстремумы приходятся на масштабы s2 ∼ λ и

s1 ∼ λ.

Интересно отметить, что условие наличия кон-

такта между участками i и j может приводить к

уменьшению вероятности контакта между участка-

ми j и k. Действительно, из представленных графи-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Отношение условной вероят-

ности контакта к частной, I(s1, s2) (см. ур. (9)), как

функция от s1/λ

ков видно, что I(s1, s2) < 1 при s2 ≫ s1, λ. Это на-

блюдение идет вразрез с результатами работы [53],

где предложенная для описания статистики кратных

контактов модель неоднородных петель предсказы-

вала, что I(s1, s2) ≥ 1 для любых значений s1 и s2.

Объяснение этого несоответствия состоит в том, что

доказательство неравенства I(s1, s2) ≥ 1, представ-

ленное в работе [53], опирается на модельную пред-

посылку о гауссовости статистики хроматина, а по-

тому не может быть распространено на рассматрива-

емую нами модель. В нашей модели гауссовым свой-

ством обладает только “невозмущенная” (т.е. свобод-

ная от петель) цепь, тогда как статистика конфор-

маций цепи со случайными петлями уже не является

гауссовой.

5. Заключение. Хорошее совпадение результа-

тов численного моделирования полимерных цепей,

подверженных механизму выпетливания, с экспери-

ментальными данными по частотам парных контак-

тов in vivo [32–35], а также наблюдение моторной ак-

тивности SMC-белков методами микроскопии в усло-

виях in vitro [27–31], позволяет считать присутствие

процесса активного выпетливания в ядрах живых

клеток твердо установленным. В то же время, пря-

мое наблюдение методами микроскопии петель, со-

зданных SMC-белками, в условиях живой клетки

остается сложной задачей, поскольку хроматин име-

ет довольно большую плотность, а обсуждаемые пет-

ли являются динамическими образованиями. Кроме

того, на контактных картах, предоставляемых ме-

тодиками определения конформации хромосом, кон-

такты, обусловленные петлями, невозможно отли-

чить от доминирующего множества прочих случай-

ных контактов. В этой связи актуальным является

развитие аналитических моделей, которые позволя-

ли бы получать количественные оценки для харак-

теристик процесса выпетливания из эксперименталь-

ных данных микробиологических экспериментов.

Опыт наших предыдущих работ по этой темати-

ке (см. [39, 52]), показывает, что модель идеально-

го гауссового полимера с беспорядком петель дает

качественно верное представление о характере влия-

ния процесса активного выпетливания на статисти-

ку парных контактов для хроматина в условиях ин-

терфазы. Здесь эта модель была использована на-

ми для анализа статистики тройных контактов, ко-

торая может быть собрана посредством ряда разви-

тых в последнее время экспериментальных методов

[25, 40–48].

Полученные результаты подсказывают способ из-

влечения оценки для средней длины петли на основе

экспериментальных данных. А именно, мы обнару-

жили, что логарифмическая производная условной

вероятности парного контакта и отношение условной

вероятности к частной, будучи рассмотренными как

функции от контурных расстояний, являются немо-

нотонными, причем положения экстремумов близки

к средней длине петли.

Помимо этого, наш анализ выявил, что при вы-

полнении определенных условий оказывается спра-

ведливым неравенство pjk|ij(s1, s2) < pjk(s2) меж-

ду условной и частной вероятностями контакта, ко-

торое, как было показано в публикации [53], невоз-

можно, если моделировать хроматин в рамках гаус-

совой модели неоднородных петель (Heterogeneous

Loop Model). Таким образом, полученные результа-

ты показывают, что часто используемые по сообра-

жениям вычислительной простоты гауссовы моде-

ли [54–56] могут быть неспособны уловить некото-

рые интересные особенности статистики контактов

участков хромосом.

Отметим в заключение, что, хотя модель идеаль-

ной цепи с беспорядком редких петель позволяет от-

носительно легко получить качественное представ-

ление касательно влияния активного выпетливания

на конформационную статистику хроматина, для до-

стижения количественного согласия с эксперимен-

тальными данными могут потребоваться более слож-

ные полимерные модели. В частности, было бы ин-

тересно попробовать обобщить представленные од-

нопетлевые вычисления на случай полимерной цепи

с произвольной фрактальной размерностью [57], по-

добно тому как это было сделано в работе [39] для

частной вероятности контакта. Кроме того, отдель-

ного исследования требует вопрос о том, способно ли

однопетлевое приближение уловить особенности ста-

тистики тройных контактов в режиме λ/d & 1.
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