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Рассмотрены повороты на 90° и 45° трехрядных EBG-волноводов на основе электромагнитного
кристалла (ЭМК) в виде двумерно-периодической решетки металлических цилиндров, размещен-
ных внутри плоского волновода (ПВ). Рассмотрены повороты волноводов, ориентированных вдоль
главных и диагональных оптических осей ЭМК. При помощи электродинамического моделирова-
ния в среде HFSS проведена оптимизация поворотов для EBG реконфигурируемых схем с двух- и
трехпозиционным управлением. Показано, что в диапазоне частот 1.5 : 1 элементы с двухпозицион-
ным управлением обеспечивают согласование на уровне не хуже –15 дБ, а элементы с трехпозици-
онным управлением согласованы на уровне –20 дБ. Проведено экспериментальное исследование
поворотов для реконфигурируемых схем с двухпозиционным управлением, результаты которого
подтвердили основные выводы электродинамического моделирования. Предложена рефлектомет-
рическая схема измерения малых коэффициентов отражения, позволяющая исключить влияние на
результаты измерений неидеальных элементов измерительного СВЧ-тракта.

DOI: 10.31857/S0033849421070019

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Создание реконфигурируемых устройств СВЧ-

диапазона, способных изменять под воздействием
управляющих факторов не только свои параметры,
но и структуру, а следовательно, и функциональ-
ное назначение, активно обсуждается в литерату-
ре в настоящее время [1–3]. В ряде работ [4, 5] в
качестве основы для построения реконфигурируе-
мых устройств были предложены электромагнит-
ные кристаллы (ЭМК) в виде решетки металличе-
ских цилиндров, расположенных внутри плоского
волновода (ПВ). Подобными структурами можно
управлять разными способами. Простейший из
них – механическое погружение металлического
цилиндра. Возможно также более сложное элек-
тронное управление, которое реализуется путем
включения в цилиндр сосредоточенного элемен-
та – полупроводникового диода, емкость которого
зависит от напряжения на диоде. Реконфигури-
руемые устройства с электронным управлением
изучены в существенно меньшей степени по срав-
нению со структурами из сплошных цилиндров.
Отметим работы [6, 7], в которых рассматриваются
собственные волны в волноводах такого типа.

Достаточно большое число работ [8–10] посвя-
щено исследованию однородных и неоднородных
ЭМК из так называемых емкостных цилиндров,

т.е. цилиндров, не полностью погруженных в ПВ.
Предполагалось, что глубина погружения может
использоваться в качестве управляющего факто-
ра, который позволит плавно изменять свойства
EBG-волноводов и за счет этого создавать на их
основе эффективные СВЧ-элементы и сложные
схемы. К сожалению, данное предположение
оправдалось не полностью. В упомянутых рабо-
тах было показано, что во многих случаях плавная
трансформация собственных волн EBG-волно-
вода при изменении глубины погружения не на-
блюдается. Появление емкостной составляющей
в импедансе цилиндра, связанной с зазором меж-
ду цилиндром и экраном ПВ, служит источником
появления дополнительных типов волн. Они пре-
пятствуют непрерывному преобразованию поля в
EBG-волноводе путем изменения глубины по-
гружения цилиндра. Данное обстоятельство су-
щественно уменьшает возможности применения
ЭМК из емкостных цилиндров для построения
реконфигурируемых СВЧ-устройств.

Альтернативой емкостным цилиндрам могут
служить сплошные металлические цилиндры без
зазоров. Они имеют индуктивный импеданс, ко-
торый определяется радиусом цилиндра. Недо-
статком этих структур является сложность управ-
ления их параметрами, что обусловлено измене-
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нием радиуса. Определенные перспективы имеет
обсуждаемая в данной работе идея дискретного
управления, в рамках которой данный параметр
может принимать ряд фиксированных значений.
При этом имеется возможность свести задачу ме-
ханического управления к изменению глубины
погружения цилиндра в ПВ.

Реализация дискретного управления поясня-
ется на рис. 1а. В рамках данного варианта все ци-
линдры, формирующие ЭМК, могут находиться в
двух состояниях:
– цилиндр полностью удален из ПВ;
– цилиндр полностью погружен в ПВ.

Предполагается, что все цилиндры в ЭМК
имеют одинаковые радиусы. Элемент регулярно-
го ЭМК – это полностью погруженный цилиндр.
Дефекты, формирующие волноведущие и другие
функциональные области, – это удаленные ци-
линдры. Такой вариант механического управления
уместно назвать двухпозиционным управлением
по числу состояний.

Возможно также и многопозиционное управ-
ление (рис. 1б). В этом случае в ПВ погружается
металлическая структура, состоящая из несколь-
ких цилиндров с разными радиусами. Достоин-
ством представленного на рис. 1а и 1б дискретно-
го управления является применение линейного
перемещения такого же, как в случае емкостных
цилиндров. Перемещение может осуществляться
в ручном режиме и электромеханически. В по-

следнем случае управление осуществляется при
помощи электрических сигналов.

Также мы можем отметить всегда имеющуюся
возможность управления структурой ЭМК путем
его перекомпоновки, которая сводится к погру-
жению в ПВ и удалению из него металлических
цилиндров. В этом случае число типов цилиндров
с разными радиусами может быть существенно
расширено по сравнению с многопозиционным
управлением. Создание СВЧ-схем на основе ЭМК
в режиме сборки аналогично созданию объемных
объектов при помощи конструктора лего, также
содержит набор типовых элементов, соединяю-
щихся разными способами. Поэтому данный ва-
риант реконфигурируемого ЭМК можно назвать
СВЧ-лего.

Целью данной, а также предполагаемых по-
следующих работ является оценка возможностей
устройств на основе ЭМК с двухпозиционным
(бинарным) и трехпозиционным управлением.
Предполагается провести электродинамическое
моделирование, оптимизацию и эксперимен-
тальное исследование ряда структур на основе
EBG-волноводов. Их совокупность может рас-
сматриваться как элементная база реконфигури-
руемых СВЧ-схем, с помощью которой можно
создавать сложные разветвленные устройства
разного функционального назначения.

При формировании указанной элементной ба-
зы мы ориентировались на результаты электроди-

Рис. 1. Двухпозиционное (а) и многопозиционное (б) управление.

Цилиндр

ПВ

ПВ

R1

R2

R3

(а)
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намического моделирования, представленные в
работах [11, 12]. В них были исследованы однород-
ные ЭМК из металлических цилиндров, а также
разные типы одиночных и связанных волноводов.
В указанных работах было показано, что EBG-
волноводы могут классифицироваться по числу
рядов элементов ЭМК, удалением которых обра-
зуется волновод, а также по признаку ориентации
волновода относительно оптических осей ЭМК.
Таким образом, мы имеем одно-, двух-, трехряд-
ные и т.д. волноводы. Кроме того, они могут быть
осевыми и диагональными, если речь идет об
ЭМК с квадратной сеткой. Особое место занима-
ют ЭМК с гексагональной сеткой, но на данном
этапе мы их не рассматриваем.

В данной работе будем рассматривать структу-
ры, в которых используются определенные типы
EBG-волноводов. Для осевых волноводов огра-
ничимся трехрядными структурами, имеющими
определенные преимущества по сравнению с ана-
логичными одно- и двухрядными волноводами.
Диагональные волноводы имеют более высокую
рядность, которая выбирается из условия соответ-
ствия ширины и положения рабочего диапазона
частот диагонального волновода и трехрядного
осевого волновода, выполненных в одном и том
же ЭМК. На основании этого условия мы исполь-
зовали пятирядные диагональные волноводы.

Исходя из этого мы можем сформировать сле-
дующий минимальный набор базовых элементов:
– осевой одиночный волновод;
– диагональный одиночный волновод;
– связанные осевые волноводы;
– поворот на 90° осевого волновода;
– поворот на 90° диагонального волновода;
– поворот волновода на 45°;
– Y-делитель мощности с входом на осевом вол-
новоде;

– Y-делитель мощности с входом на диагональном
волноводе;
– Т-образный делитель мощности на осевых вол-
новодах;
– Т-образный делитель мощности на диагональных
волноводах;
– направленный ответвитель на связанных вол-
новодах.

Данный перечень включает минимальный на-
бор базовых элементов, который может быть су-
щественно расширен. Мы рассмотрим различные
повороты EBG-волноводов в ЭМК с двух- и трех-
позиционным управлением.

На первом этапе проведена оптимизация по-
воротов и определена их структура. Для этого мы
используем систему электродинамического мо-
делирования HFSS. На втором этапе проведено
экспериментальное исследование элементов с
двухпозиционным управлением. Поскольку экс-
периментальное исследование предполагает из-
мерение достаточно малых коэффициентов отра-
жения, то для его выполнения была разработана
специальная рефлектометрическая методика,
позволившая исключить влияние на результаты
измерений неидеальных переходов с коаксиаль-
ной линии на металлический волновод и с метал-
лического волновода на EBG волновод.

2. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВОРОТОВ 

EBG-ВОЛНОВОДОВ 
С ДВУХПОЗИЦИОННЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Осевой трехрядный и диагональный пятиряд-
ный EBG-волноводы изображены на рис. 2. Вид-
но, что они получаются путем удаления из ЭМК
соответственно трех и пяти рядов цилиндров,
ориентированных вдоль главных и побочных
(диагональных) оптических осей кристалла. На

Рис. 2. Трехрядный осевой (а) и пятирядный диагональный (б) EBG-волноводы.

(а) (б)
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основе результатов работ [11, 12] были выбраны
параметры ЭМК: период Р = 5.75 и радиус цилин-
дра R = 1. Высота ЭМК h = 10. Все размеры здесь
и далее приводятся в миллиметрах. Данные пара-
метры соответствуют рабочему диапазону частот
7…13 ГГц стандартного металлического волново-
да сечением 23 × 10.

На практике волноводные элементы имеют
более узкий рабочий диапазон, так как на нижних
частотах их характеристики ухудшаются из-за
близости к критической частоте основной волны, а
на верхнем краю полосы из-за появления паразит-
ных резонансов, связанных с высшими типами
волн. Поэтому при оптимизации EBG-элементов
мы стремились к достижению приемлемых харак-
теристик в диапазоне частот 8…12 ГГц.

Повороты EBG-волноводов относятся к клас-
су Н-плоскостных волноводных поворотов, кото-
рые известны в теории и технике СВЧ-устройств
[13]. Для достижения хорошего согласования дан-
ного элемента используются два подхода: создание
изгиба волновода с постоянным радиусом и излом
волновода с согласующим зеркалом. Дискретная
структура EBG-волновода плохо подходит для фор-
мирования плавных нерегулярностей, таких как из-
гиб. Поэтому основным направлением было вы-
брано применение согласующего зеркала.

На примере поворота осевого волновода на 90°
мы поясним процесс поиска оптимального реше-
ния, который связан с изучением различных ва-
риантов устройства. В качестве отправной точки
используется исходный вариант 1 поворота осе-

вого волновода на 90° с согласующим зеркалом,
представленный на рис. 3. Далее в его конструк-
цию вносятся изменения, направленные на улуч-
шение технических характеристик. Были рас-
смотрены три конструкции – варианты 2–4. Из
них выбирается устройство с лучшими парамет-
рами – оптимальный вариант. Для поворотов
других типов мы не будем подробно рассматри-
вать их оптимизацию и ограничимся анализом
базового и оптимального вариантов.

Отметим, что модель, использованная для
электродинамического моделирования, содер-
жит выходы в виде отрезков стандартных метал-
лических волноводов указанного выше сечения.
По этой причине на расчетные характеристики
оказывают влияние также переходы со стандарт-
ного волновода на EBG-волновод. Однако, как от-
мечается в работах [11, 12], коэффициент отражения
от таких переходов весьма мал. Он находится в диа-
пазоне –(20…30) дБ. Поэтому далее мы не предпри-
нимали специальных мер для выделения вклада
собственно EBG-элемента в результирующий ко-
эффициент отражения, предполагая, что они от-
личаются незначительно.

На рис. 4 представлена частотная зависимость
модуля коэффициента отражения поворота (кри-
вая 1). Видно, что область его согласования сме-
щена в сторону высоких частот. По этой причине
в целевом диапазоне 8…12 ГГц согласование на-
ходится на неудовлетворительном уровне. Можно
предположить, что большой уровень отражения
обусловлен сужением волноведущего канала в об-
ласти размещения зеркала. Такое сужение экви-
валентно появлению участка запредельного вол-
новода, являющегося источником рассогласова-
ния устройства.

Для устранения этого недостатка были рас-
смотрены варианты 2–4 поворота, представлен-
ные на рис. 5а–5в. Этим структурам соответствуют
кривые 2–4 на рис. 4. Видно, что удаление элемента
ЭМК в вершине клиновидной области при x = 2P,
y = 2P (вариант 2, кривая 2) положительно сказа-
лось на согласовании поворота. Коэффициент
отражения в области частот 9.2…13 ГГц умень-
шился до уровня –15 дБ. Однако в нижней части
диапазона он по-прежнему достаточно высокий.

В варианте 3 цилиндр при x = 2P, y = 2P обрат-
но введен в ЭМК, но зеркало, расположенное под
углом 45° к осям волноводов, смещено на один
период по сравнению с вариантами 1 и 2 (см. рис. 4,
кривая 3). Видно, что коэффициент отражения
находится ниже уровня –15 дБ в весьма широком
диапазоне 7…12.3 ГГц.

Дальнейшее расширение переходной области
поворота, соединяющей EBG-волноводы (см.
рис. 5, вариант 4), не привело к улучшению его
характеристик. Данной структуре соответствует
кривая 4 на рис. 4. Видно, что расширение области

Рис. 3. Модель поворота на 90° осевого волновода
(здесь и далее цифрами 1, 2 в кружочках обозначены
выходы).
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Рис. 4. Частотная характеристика поворота на 90° осевого волновода с двухпозиционным управлением: кривая 1 для
поворота, представленного на рис. 3, кривые 2–4 – на рис. 5а–5в соответственно.
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Рис. 5. Варианты поворотов 2 (а), 3 (б) и 4 (в) осевого волновода на 90°.
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соединения волноводов приводит к появлению
резонанса на частотах выше 12.5 ГГц, который
проявляется в резких изломах частотной характе-
ристики. Согласование в нижней части диапазона
7…8 ГГц ухудшилось по сравнению с вариантом 3,
однако в области 8…10.2 ГГц коэффициент отраже-
ния существенно уменьшился до значений, мень-
ших –20 дБ.

Отметим, что дальнейшие манипуляции со
структурой поворота не привели к заметному
улучшению его характеристик. Оптимальными
структурами мы можем считать конкурирующие
варианты 3 и 4. Вариант 3 имеет более широкую
полосу согласования, а в варианте 4 она уже, но
уровень коэффициента отражения в ней ниже. В
целом можно сделать вывод, что поворот осевого
волновода на 90° может быть согласован в целевом

диапазоне 8…12 ГГц на уровне –15 дБ. Отметим,
что данный уровень коэффициента отражения
является типовым для элементов с двухпозици-
онным управлением. За редким исключением со-
гласовать их на более низком уровне отражения в
указанной полосе частот не удается.

Оптимизация поворотов осевого волновода на
45о и диагонального волновода на 90° проводи-
лась в рамках изложенных выше подходов. По-
этому не будем подробно описывать все этапы
поиска оптимальных конструкций элементов, а
приведем окончательные их варианты.

На рис. 6а показана конструкция поворота
диагонального волновода на 90°, а на рис. 6б рас-
считанная для него частотная характеристика ко-
эффициента отражения. Видно, что в диапазоне

Рис. 6. Оптимальный вариант поворота диагонального волновода на 90° (а) и частотная зависимость коэффициента
отражения этого поворота (б).
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7.2…12 ГГц коэффициент отражения ниже уровня
–15 дБ, а в диапазоне 7.2…11.2 ГГц он не превы-
шает значения –20 дБ. На частотах выше 12 ГГц
можем отметить резкие изломы частотной харак-
теристики, обусловленные уже отмеченными вы-
ше резонансами внутри полости поворота.

Следующим исследованным элементом явля-
ется поворот волновода на 45°. Особенностью
этого элемента является то, что один его вход вы-
полнен на осевом волноводе, а второй – на диаго-
нальном. Базовая конструкция поворота показана
на рис. 7а. Она представляет собой простое сочле-
нение осевого и диагонального волноводов.

Центрами рассеяния в такой структуре есте-
ственным образом являются точки соединения сте-
нок волноводов. В ходе оптимизации в этих местах
произошли изменения в положении цилиндров. В
результате получена оптимальная конструкция
двухпозиционного поворота на 45°, которая по-
казана на рис. 7б. На рис. 7в представлена ее ча-
стотная характеристика. Видно, что поворот дан-
ного типа согласован в полосе 7.7…11.2 ГГц по
уровню –20 дБ, а по уровню –15 дБ он имеет поло-
су согласования 7.3…12.8 ГГц. Данный результат
является наилучшим для поворотов, исследован-
ных в данной работе.

Рис. 7. Базовый (а) и оптимальный (б) варианты поворота на 45° и частотная характеристика оптимального варианта (в).
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3. ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКОЕ 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВОРОТОВ 

EBG-ВОЛНОВОДОВ 
С ТРЕХПОЗИЦИОННЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

Следующий этап электродинамического мо-
делирования состоит в исследовании и оптимиза-
ции параметров поворотов с трехпозиционным
управлением, которое подразумевает применение
цилиндров трех радиусов, равных 1, 0.5 и 0. Нуле-
вой радиус соответствует удаленному из ЭМК ци-
линдру.

На рис. 8а и 8б показаны конструкции двух не-
значительно отличающихся вариантов поворотов
осевых волноводов с трехпозиционным управле-

нием на 90°. Видно, что большинство цилиндров
имеют стандартный радиус, равный 1. Три эле-
мента ЭМК, расположенные в вершине поворота
и на его зеркале, имеют радиус меньше 0.5. Рас-
ширение набора размеров цилиндров позволило
улучшить частотную характеристику данного
волноводного элемента по сравнению с двухпо-
зиционным вариантом (см. рис. 4), который обес-
печивал согласование на уровне –15 дБ. Трехпо-
зиционный поворот, показанный на рис. 8б,
обеспечивает согласование на уровне –20 дБ в
полосе 7.7…12.5 ГГц. Частотные характеристики
обоих поворотов, представленных на рис. 8а,8б,
показаны на рис. 8в (кривые 1, 2 соответственно).

Рис. 8. Оптимальные повороты на 90° осевого волновода с трехпозиционным управлением (а, б) и их частотные харак-
теристики (в): 1 (для а) и 2 (для б).
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Поворот диагонального волновода на 90°,
изображенный на рис. 6 в двухпозиционном ва-
рианте, продемонстрировал достаточно хорошие
характеристики (см. рис. 7). Он согласован по
уровню –20 дБ в полосе 7.3…11.2 ГГц. Согласова-
нию на более высоких частотах мешает резонанс,
возникающий в полости перехода.

Переход к трехпозиционному управлению не
дал существенного улучшения параметров пово-
рота. На рис. 9а показан вариант трехпозицион-
ного поворота с лучшими характеристиками, ко-

торые показаны на рис. 9б для устройств с двух- и
трехпозиционным управлением. Видно, что трех-
позиционный вариант имеет полосу рабочих частот
7.5…11.5 ГГц, определенную по уровню –20 дБ, ко-
торая ближе к целевому диапазону 8…12 ГГц, чем
в случае двухпозиционного варианта. Однако
расширения полосы частот добиться не удалось.

Похожая ситуация имеет место в случае пово-
рота на 45°. Исходный двухпозиционный вари-
ант, показанный на рис. 7б, уже имел достаточно
хорошие параметры. Поэтому существенного их

Рис. 9. Поворот диагонального волновода с трехпозиционным управлением на 90° (а) и частотные характеристики по-
воротов (б) с двухпозиционным (1) и трехпозиционным (2) управлением.
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улучшения при переходе к трехпозиционному
управлению было трудно ожидать. Тем не менее
можем отметить некоторое заметное расширение
полосы согласования и уменьшение уровня отра-
жения в структуре, показанной на рис. 10а. Ее ча-
стотной характеристике соответствует кривая 2
на рис. 10б. Для сравнения приведена также кри-
вая 1, полученная для двухпозиционного поворота.
Можно отметить, что удается достигнуть уровня
согласования –20 дБ в полосе 7.5…11.5 ГГц.

4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЙ ОБРАЗЕЦ
Для проведения экспериментальных исследо-

ваний был изготовлен образец, представленный
на рис. 11а. Он состоит из двух металлических
пластин восьмиугольной формы, которые выпол-
няют функцию экранов ПВ. Толщина пластин
равна 3. В экранах ПВ имеется система круглых
отверстий с диаметром 2. В эти отверстия погру-
жаются металлические цилиндры длиной 16,
имеющие расширения (рис. 11б), которые ис-

Рис. 10. Поворот на 45° с трехпозиционным управлением (а) и частотные характеристики поворотов (б) с двухпозици-
онным (1) и трехпозиционным (2) управлением.
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пользуются для их фиксации в отверстиях. Рас-
стояние между экранами равно 10, что совпадает
с высотой стандартного металлического волново-
да сечением 23 × 10. Отверстия формируют квад-
ратную сетку ЭМК с периодом 5.75. Механически
экраны ПВ закрепляются при помощи цилин-
дрических стоек диаметром 6 и высотой 10. Стой-
ки крепятся к экранам при помощи винтов М3.

По краям металлических пластин имеется вы-
борка шириной 15 и глубиной 1. Она предназна-
чена для размещения между экранами металличе-
ского волновода, имеющего стенки толщиной 1.
Металлические волноводы используются для воз-
буждения EBG-структур. Восьмиугольная форма
образца позволяет исследовать элементы, имею-
щие выходы как в виде осевых, так и в виде диаго-
нальных волноводов.

5. РЕФЛЕКТОМЕТРИЧЕСКАЯ
МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Из результатов электродинамического моде-
лирования, представленных в разд. 2,3, видно, что

задача экспериментального исследования EBG-
структур сводится к измерению сравнительно малых
коэффициентов отражения в достаточно широкой
полосе частот. Решение этой задачи предъявляет
жесткие требования к измерительной аппаратуре.
В частности, следует отметить, что доступные из-
мерительные приборы МИКРАН имеют выходы
на коаксиальной линии и, таким образом, для их
использования необходимы коаксиально-волно-
водные переходы. К сожалению, их характери-
стики не позволяют выполнить с необходимой
точностью измерение коэффициента отражения
в требуемой полосе частот, так как собственный
коэффициент отражения перехода достигает
уровня ниже –20 дБ лишь в диапазоне 10…12 ГГц.

Для решения данной проблемы была исполь-
зована специальная рефлектометрическая мето-
дика измерений, которая позволяет практически
полностью исключить негативное влияние коакси-
ально-волноводных переходов. Структурная схема
измерительной установки показана на рис. 12. Она
включает коаксиально-волноводный переход
(КВП), диафрагму, размещенную между волно-

Рис. 11. Образец для экспериментального исследования (а) и элемент ЭМК (б).
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водными фланцами КВП и перестраиваемого
аттенюатора, волноводную секцию длиной L и
исследуемый объект, который присоединяется к
волноводу при помощи фланцев.

Известные соотношения теории цепей СВЧ
[14] позволяют записать суммарный коэффици-
ент отражения R на входе измерителя S-парамет-
ров следующим образом:

(1)

где  – коэффициент отражения исследуемого
объекта,  – матрица рассеяния КВП вместе с
диафрагмой,

(2)

– постоянная распространения волновода (k –
волновое число свободного пространства, а = 23),

 – ослабление сигнала в аттенюаторе. Вход 1
КВП соответствует коаксиальному входу, а
вход 2 – волноводному.

Допуская, что матрица  является матрицей
рассеяния унитарного четырехполюсника [14],
можем получить из формулы (1) выражение для
модуля коэффициента отражения:

(3)

где  – фаза параметра , а  – фаза коэф-
фициента отражения .
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Отметим, что при изменении в широкой полосе
частот функция  является быстро осциллирую-
щей функцией за счет выбора длины волноводной
секции L. При этом параметры a, b, c меняются зна-
чительно медленнее. Причем разница в скорости
изменения может регулироваться в достаточно
широких пределах выбором параметра L. Данный
фактор позволяет эффективно использовать пре-
образование Фурье и связанную с ним процедуру
фильтрации для выделения из функции  по-
лезной составляющей, пропорциональной инте-
ресующему нас параметру .

Нетрудно показать, что первая гармоника
функции  пропорциональна параметру b,
если он достаточно мал. Более точная оценка по-
казывает, что с относительной погрешностью
0.05 первая гармоника пропорциональна b при
b < 0.3. Данное условие нетрудно выполнить, вы-
бирая затухание аттенюатора .

Изложенные выводы справедливы, когда па-
раметр  изменяется в бесконечных пределах. На
практике он меняется в широких, но конечных
пределах. За счет этого происходит расширение
спектра функции  и возникают связанные с
этим погрешности. Однако их появление не меня-
ет в целом алгоритм обработки сигнала, который
поступает в ЭВМ от измерителя S-параметров.

Отметим, что приведенные выше выводы бы-
ли сделаны на основе анализа суммарного коэф-
фициента отражения как функции параметра . В
реальности измерительный прибор передает в
компьютер сигнал, являющийся функцией ча-
стоты f. При этом постоянная распространения
волновода (2) нелинейно зависит от частоты, и,
таким образом, функция  имеет паразитную
частотную модуляцию, обусловленную диспер-

cos θ

( )R θ

xR

2( )R θ

Δ

θ

2( )R θ

θ

2( )R f

Рис. 12. Рефлектометрическая схема измерений.
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сией волноводной волны. Наличие такой модуля-
ции безусловно является негативным эффектом,
который приводит к “размытию” спектра сигнала
и затрудняет его фильтрацию. Поэтому весьма
полезной процедурой, которая предшествует
фильтрации, оказалось преобразование частоты
следующего вида:

(4)

где  – критическая частота в гигагерцах
основной волны волновода, а = 23. После приме-
нения преобразования (4) функция  не
имеет паразитной частотной модуляции.

Для получения достоверной количественной
оценки коэффициента отражения измерительная
схема должна быть откалибрована. Калибровка
включает обязательное измерение, когда в каче-
стве нагрузки используется короткозамыкатель с
коэффициентом отражения, равным минус еди-
нице. Также может быть проведено измерение
сигнала с согласованной нагрузкой, у которой

. Данное измерение не является обязатель-
ным. Как следует из формул (3), из него можем най-
ти параметр а. Однако, как отмечалось выше, он яв-
ляется медленно меняющейся функцией частоты
fm. Ее вклад легко устраняется путем фильтрации.
Калибровка по короткозамыкателю позволяет най-
ти параметр uk как функцию переменной fm:

(5)
Измерение коэффициента отражения с неиз-

вестной нагрузкой и последующая фильтрация
дают сигнал

(6)
С учетом (5) получаем

(7)
Как видим, описанная выше процедура изме-

рения коэффициента отражения не зависит от ка-
чества КВП, так как элементы его матрицы рассе-
яния слабо зависят от частоты и их влияние
устраняется в ходе фильтрации измеренных сиг-
налов. Более того, мы специально вводим диа-
фрагму между КВП и волноводной секцией с целью
получить удобное для измерений значение коэф-
фициента отражения , которое регулируется
размерами окна диафрагмы.

Для тестирования измерительной методики,
описанной выше, была изготовлена емкостная
волноводная диафрагма, коэффициент отраже-
ния от которой предварительно рассчитывался с
помощью HFSS. Диафрагма имеет размер d = 6.9
и толщину t = 0.3.

Измеренный модуль коэффициента отраже-
ния как функция модифицированной частоты fm
при калибровке схемы на короткозамыкатель по-

2 2,m cf f f= −
150cf a=

2( )mR f

0xR =

1102 exp( 4 ).ku S= − Δ

1102 exp( 4 ).x xu S R= − Δ

.x x kR u u=

110S

казан на рис. 13а. Спектр данного сигнала, полу-
ченный путем быстрого преобразования Фурье,
представлен на рис. 13б. Видно, что он состоит из
ряда локализованных спектральных компонент,
соответствующих гармоникам функции (3). В
идеальном случае спектральные компоненты
имеют вид дельта-функций. В измеренном сигна-
ле они имеют конечную ширину. Видна низкоча-
стотная составляющая, соответствующая медлен-
но меняющимся функциям, а также первая, вторая
и т.д. гармоники сигнала. Появление гармоник
связано с многократными отражениями волн
между КВП и короткозамыкателем. Такая струк-
тура спектра позволяет легко определить границы
полосы пропускания фильтра, который должен
выделить первую гармонику. Отметим, что высо-
кая степень локализации спектральных составля-
ющих во многом обеспечена применением пре-
образования (4).

Задавая границы полосы пропускания филь-
тра от n = 80 до 150, можем обеспечить надежное
выделение первой гармоники. Калибровочный
сигнал после фильтрации показан на рис. 14.
Видно, что он имеет высокочастотное заполне-
ние и медленно меняющуюся амплитуду, которая
в данном исследовании представляет наиболь-
ший интерес. Для ее выделения необходимо осу-
ществить преобразование, эквивалентное детек-
тированию сигнала. Мы использовали операцию
взятия модуля сигнала, после чего вновь находили
спектр сигнала, из которого выделялась низкоча-
стотная компонента. Обратное преобразование Фу-
рье от выделенной части спектра дает искомую оги-
бающую сигнала, которая и есть сигнал uk (5).

Аналогично описанные выше операции филь-
трации и детектирования проводятся и с сигна-
лом, полученным от исследуемой нагрузки. Эти
операции позволяют получить функцию  и ко-
эффициент отражения (7). На рис. 15 приведена
частотная зависимость коэффициента отражения
от диафрагмы. Кривая 1 получена путем измере-
ний, а кривая 2 рассчитана с помощью HFSS.
Видно, что отличие измеренных данных от рас-
четных не превышает 0.6 дБ. При этом сам коэф-
фициент отражения находится на уровне –20 дБ в
нижней части частотного диапазона, возрастая до
–15 дБ в его верней части.

6. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЯ
EBG-СТРУКТУР

На первом этапе экспериментальных исследо-
ваний был исследован отрезок EBG-волновода с
двумя переходами на стандартный волновод. Длина
отрезка EBG-волновода составила 23 периода с
выбранным значением P = 5.75. Результаты изме-
рений приведены на рис. 16. Качественно экспе-
риментальная частотная характеристика совпадает

xu
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Рис. 13. Частотная зависимость модуля коэффициента отражения при калибровке на короткозамыкатель (а) и спектр
калибровочного сигнала (б).
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Рис. 14. Калибровочный сигнал после фильтрации.
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с расчетной. Наблюдаются характерные пульсации
коэффициента отражения, обусловленные ин-
терференцией волн, отраженных от двух перехо-
дов. Однако уровень коэффициента отражения
заметно превосходит расчетные значения. В центре
рабочего диапазона 8…12 ГГц амплитуда пульса-
ций достигает значений –(24…25) дБ, тогда как
по расчетам они должны находиться на уровне
‒30 дБ. На краях диапазона амплитуда пульсаций
находится на уровне –20 дБ.

Предполагая, что переходы имеют одинаковые
коэффициенты отражения, можем сделать вы-
вод, что каждый из них согласован на уровне не
лучше, чем –26 дБ. Этому уровню согласования
соответствует достаточно малое отражение. Одна-
ко в отличие от расчетной ситуации, даже такие от-

ражения от переходов могут вносить существен-
ные искажения в результирующий коэффициент
отражения измеряемого поворота EBG-волновода,
который, как показано в разд. 2, находится на
уровне –(15…20) дБ. Причина увеличения коэф-
фициента отражения в экспериментальном образце
может быть обусловлена особенностями кон-
струкции перехода, показанной на рис. 17. Данная
конструкция допускает зазоры между стандарт-
ными волноводами и экранами ПВ, поскольку в
ней стандартный волновод фиксируется только
по вертикали при помощи прижимного винта.

Дальнейшие исследования показали, что па-
разитный сигнал, порожденный переходами, как
правило, меняется в зависимости от частоты за-
метно быстрее полезного сигнала, создаваемого
волноводным элементом. Это свойство полезного
сигнала позволяет использовать для его выделения
процедуру фильтрации или усреднения, которая
подавляет быстро изменяющиеся компоненты.

Для пояснения данного подхода рассмотрим
частотные характеристики осевого поворота
EBG-волновода на 90°. Структура поворота пока-
зана на рис. 5в. На рис. 18а представлена фотогра-
фия образца для экспериментального исследова-
ния, а на рис. 18б показана его частотная характери-
стика до усреднения (кривая 1) и после усреднения
(кривая 2). На кривой 1 хорошо видны периоди-
ческие пульсации, порожденные переходами, кото-
рые накладываются на некоторый средний уровень,
определяемый кривой 2. В этом случае кривую 2
можем рассматривать как частотную характери-
стику собственно исследуемого поворота. Для
сравнения на рис. 19 показаны эксперименталь-
ная и расчетная частотные характеристики пово-
рота осевого волновода на 90°.

Структура исследованного поворота диагональ-
ного волновода на 90° показана на рис. 6. Получен-

Рис. 15. Измеренная (1) и расчетная (2) частотные за-
висимости коэффициента отражения от диафрагмы.
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Рис. 16. Частотная характеристика EBG-волновода с двумя переходами на стандартный волновод.
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Рис. 17. Узел возбуждения EBG-волновода.

Зазор

Стандартный
волновод Экран ПВ

Рис. 18. Образец экспериментально исследованного поворота осевого волновода на 90° (а) и его измеренная частотная
характеристика (б) до (1) и после усреднения (2).
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ные для него частотные характеристики представле-
ны на рис. 20а, на котором кривая 1 соответствует
измеренной, а кривая 2 расчетной характеристикам.
Аналогичные кривые для поворота на 45° представ-
лены на рис. 20б (структуру см. на рис. 7б).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты данной работы свидетельствуют о
том, что элементы с двухпозиционным управле-
нием обеспечивают согласование на уровне –15 дБ в
диапазоне 8…12 ГГц. Переход к трехпозиционному
управлению снижает коэффициент отражения до
уровня –20 дБ. Эти выводы следуют как из результа-
тов электродинамического моделирования, так и из
экспериментальных исследований, подтвержда-
ющих расчетные данные.
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90° (а) и на 45° (б).
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ВВЕДЕНИЕ

Как показывают последние исследования, мо-
нополярные импульсы электрического поля мо-
гут применяться во многих областях, в том числе
при взаимодействии мощных импульсов с объек-
тами как естественного, так и искусственного
происхождения (см., например, [1]). Следует от-
метить, что в большинстве из описанных в лите-
ратуре случаев речь идет о неизлучаемом поле:
объекты, подвергаемые воздействию, располага-
ются между обкладками конденсатора и т.д.

В ряде работ, опубликованных в последнее
время, говорится о возможности генерации и из-
лучения монополярных электромагнитных им-
пульсов (МЭМИ) в свободное пространство. Так,
в ряде вычислительных экспериментов [2, 3], свя-
занных с исследованием прохождения реляти-
вистского электронного зеркала через наклонно
расположенную тонкую металлическую фольгу, на-
блюдалось формирование МЭМИ. Здесь механизм
формирования, скорее всего, связан с образовани-
ем на поверхности фольги пространственно лока-
лизованного и перемещающегося с течением вре-
мени по поверхности металла электрического тока,
который и был источником МЭМИ.

Другой пример формирования МЭМИ инфра-
красного или терагерцевого диапазонов, осно-

ванный на синхронном ускорении электронов,
вытесняемых из наноразмерной мишени мощным
лазерным импульсом с крутым фронтом, числен-
но исследован в [4]. Показано, что при этом излу-
чается цилиндрическая волна, причем ее ампли-
туда может достигать релятивистских значений.

Пару МЭМИ противоположной полярности,
как показано в [5], может излучить локализованный
линейный однонаправленный электрический ток,
если на некотором временном интервале он имеет
постоянное значение. Тогда при нарастании тока
формируется МЭМИ одной полярности, а при
спаде – противоположной. Расстояние между
импульсами соответствует промежутку времени,
в течение которого ток постоянен.

Монополярные импульсы могут быть получены
и за счет эффекта фотопроводимости. Например,
экспериментально доказана возможность генера-
ции МЭМИ инфракрасного диапазона за счет
возбуждения фотоиндуцированных носителей за-
ряда лазерным излучением длительностью 120 фс в
тонкой пластинке GaAs при наличии на ней элек-
трического смещения от 4 до 11 кВ/см [6].

Одновременно с проблемой генерации МЭМИ
различных диапазонов частот возникает необходи-
мость проведения исследований распространения
таких импульсов в пространстве, которое содержит
области с различными электромагнитными свой-
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ствами. Стимулирование таких исследований
связано с необходимостью управлять простран-
ственными характеристиками МЭМИ, в том чис-
ле фокусировать излучение в определенной обла-
сти пространства. В частности, задача отражения
МЭМИ с плоским фронтом от идеально проводя-
щей поверхности была рассмотрена в [4]. В работе
[7] методами вычислительного эксперимента про-
ведено исследование дифракции монополярного
импульса на диэлектрическом цилиндре. Как из-
вестно, цилиндрическая поверхность является
стандартным объектом для исследования процес-
сов в теории дифракции. Кроме того, она может
рассматриваться как элемент различных оптиче-
ских систем.

Цель данной работы – исследование про-
странственно-временной структуры поля рассея-
ния МЭМИ заданной поляризации на бесконечном
идеально проводящем цилиндре.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть дана двумерная область G свободного

пространства. Область G имеет прямоугольную

форму. Ее левый нижний угол совпадает с нача-
лом декартовой системы координат xyz, сама же
область лежит в плоскости {x, y, 0}. Ось x соответ-
ствует продольному направлению, ось y – попе-
речному.

Область G содержит идеально проводящий ци-
линдр (неоднородность), ось которого парал-
лельна оси z, радиус равен rc.

В положительном направлении оси x распро-
страняется МЭМИ с плоским фронтом, - и -
компоненты которого отличны от нуля. Электри-
ческое поле импульса параллельно оси цилиндра.
Такой вид поляризации МЭМИ будем называть
TE-поляризацией, так как силовые линии элек-
трического поля оказываются перпендикулярными
всем возможным направлениям распространения
электромагнитных волн в рассматриваемой си-
стеме.

Не ограничивая общности, рассмотрим следу-
ющий пространственный профиль электриче-
ской компоненты импульса в начальный момент
времени:

(1)

здесь α0 – амплитуда МЭМИ, x0 – положение
фронта импульса при t = 0, β – коэффициент,
определяющий длительность импульса, c – ско-
рость света в вакууме.

Как следует из (1), передний фронт импульса
сначала нарастает по квадратичному закону и до-
стигает своего максимума при t = β/2. Далее поле
импульса монотонно стремится к нулю.

Зафиксировав параметры МЭМИ, найдем
пространственно-временное распределение рас-
сеянного поля при различных значениях радиуса
цилиндра.

Для вычисления поля в последовательные мо-
менты времени внутри области G воспользуемся
системой уравнений Максвелла в дифференци-
альной форме, задав для компонент поля Ez, Hx и
Hy соответствующие поставленной задаче гра-
ничные и начальные условия.

Для удобства нормируем время на длитель-
ность падающего импульса τ, которую определим
по уровню 0.5 амплитуды Ez. Пространственные
координаты нормируем соответственно на вели-
чину c τ.

Решение системы дифференциальных уравне-
ний в частных производных будем проводить, ис-
пользуя численный метод конечно-разностной
аппроксимации, который обеспечивает второй
порядок точности [8]. Для выполнения условий
излучения поля на границах области применим
метод идеально согласованного слоя [9].

Так как амплитуды падающего импульса и
рассеянного поля могут существенно отличаться,
используем следующий алгоритм выделения рас-
сеянного поля, который основан на принципе су-
перпозиции.

Представим электрическое и магнитное поля в
виде суммы полей падающего импульса и рассе-
янного поля:

(2)

где  – поле импульса,  – поле
рассеяния.

Найдем  в два этапа. На первом этапе
проведем вычисление электромагнитного поля в
G при отсутствии цилиндра (реперный расчет).
Это поле будет соответствовать полю падающего

zE yH
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МЭМИ . На втором этапе вычислим по-
ля с учетом неоднородности (полное поле), кото-
рое в (2) обозначено как . Тогда поле рассе-
яния будет равно

(3)

Предложенный алгоритм позволяет легко вы-
делить  на фоне  даже тогда,
когда соотношение амплитуд этих полей состав-
ляет несколько порядков.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

В проведенных вычислительных эксперимен-
тах размер области G по оси y был равен 75, а по
оси x – 250 (в нормированных единицах). Для по-
строения временных зависимостей компонент
электромагнитного поля была выбрана точка на-
блюдения Pt, координаты которой совпадали с
центром G (x = 125, y = 37.5). Продольная коорди-
ната центра круга xc, соответствующего попереч-
ному сечению идеально проводящего цилиндра,
зависела от его радиуса следующим образом:

Такая связь позволила сделать постоянным
расстояние от поверхности цилиндра до точки на-
блюдения вне зависимости от rc. В наших вычисли-
тельных экспериментах оно было равно 25 cτ.
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zE H

�

( , )zE H
�

( ) ( )

( ) ( )

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ) ( , , ).

s i
z z z

s i

E x y t E x y t E x y t

H x y t H x y t H x y t

= −
= −

� � �

( )( ) ( ),s sE H
� � ( )( ) ( ),i iE H

� �

150 .c cx r= +

Для исследования пространственного распре-
деления поля были выбраны точки наблюдения,
находящиеся на линии y = 37.5, которая парал-
лельна продольной оси и проходит через центр
идеально проводящего цилиндра.

На рис. 1 приведены временные зависимости
Ez

(s)-компоненты поля для значений радиуса ци-
линдра 0.125, 0.5, 2.5 и 7.4 в точке Pt. В рассмот-

ренных случаях  на всем временном ин-
тервале, т.е. рассеянное на цилиндре поле являет-
ся монополярным. Его амплитуда A(s) (модуль
экстремального значения зависимости )
монотонно убывает с уменьшением rc. Задний
фронт импульса рассеянного поля асимптотиче-
ски стремится к нулю, однако убывает он суще-
ственно медленнее, чем задний фронт падающего
МЭМИ. Можно показать, что его временная за-
висимость хорошо аппроксимируется функцией
вида

(3)

где C1, …, C6 – постоянные коэффициенты.
Структура электромагнитного поля, описывае-

мая выражением (3), соответствует полю, создавае-
мому коротким однонаправленным током, про-
текающим вдоль боковой поверхности цилиндра.
Причем первое слагаемое соответствует полю из-
лучения, а второе – ближнему полю этого тока.

Зависимости электрического поля отраженно-
го импульса от продольной координаты в различ-
ные моменты времени после отражения МЭМИ
от поверхности цилиндра для rc = 0.5 показаны на
рис. 2. Импульс рассеянного поля распространя-
ется в сторону отрицательных значений продоль-
ной координаты, при этом  (x, y = 37.5, t) < 0
для любого x, а амплитуда импульса уменьшается
по мере удаления от цилиндра.

Известно, что амплитуда цилиндрической
волны убывает обратно пропорционально квад-
ратному корню расстояния от источника. На рис. 3
приведены зависимости амплитуды рассеянного
импульса от расстояния до цилиндра для значений
rc = 0.125, 0.5, 2.5 и 7.4. Треугольниками обозначены
точки, поле в которых рассчитано численными ме-
тодами, кривыми показан результат аппроксима-
ции полученных значений функцией

При выборе надлежащих значений коэффициентов
С7…С9 наблюдается хорошее соответствие указан-
ных зависимостей от продольной координаты.
Это дает основание полагать, что рассеянное поле
представляет собой именно поле излучения.

( )( ) 0s
zE t <

( )( )s
zE t
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1 2 3 4 5 6( ) ,tF C C C C C C− −τ = τ − + τ −
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Рис. 1. Зависимость электрического поля отраженно-
го импульса от времени для rc = 0.125 (1), 0.5 (2),
2.5 (3) и 7.4 cτ (4).
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Рис. 2. Зависимость электрического поля от продольной координаты для rc = 0.5 в различные моменты времени: τ =
= 50 (1), 83 (2) и 114 (3).
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Рис. 3. Зависимость амплитуды импульса рассеянного поля от расстояния до поверхности цилиндра для rc = 0.125 (1),
0.5 (2), 2.5 (3) и 7.4 cτ (4), треугольники – поле рассчитано при помощи численных методов, кривые – результат ап-
проксимации.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, проведенное численное моде-

лирование процессов рассеяния монополярного
импульса излучения на идеально проводящем ци-
линдре в случае, когда силовые линии электриче-
ского поля падающего импульса параллельны оси
цилиндра, показало, что рассеянное поле сохра-
няет свойство монополярности. Также показано,
что отраженное поле сходно с полем цилиндриче-
ской волны.
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Предложен и исследован сверхширокополосный облучатель в виде трехслойного металлодиэлек-
трического конического рупора. Рупор имеет двухслойное диэлектрическое заполнение, третий
слой – воздух. Электродинамическое моделирование и оптимизация параметров излучателя прове-
дены с использованием методов конечных элементов и конечных разностей во временной области.
В результате численного моделирования показано, что оптимизированный облучатель в полосе ча-
стот 76% обеспечивает согласование на уровне ниже –15 дБ, уровень главного лепестка амплитуд-
ной диаграммы направленности на границах угла облучения (56°) лежит в пределах –10…–15 дБ,
при этом неравномерность фазовой диаграммы направленности – менее 7°.

DOI: 10.31857/S0033849421070056

ВВЕДЕНИЕ
Хорошо известно, что рабочая полоса частот

зеркальных и линзовых антенных систем определя-
ется прежде всего облучателем. В связи с необходи-
мостью реализации широкополосного и многодиа-
пазонного режима работы антенных систем в раз-
личных приложениях разработке соответствующих
облучателей посвящен ряд работ [1–7].

В статье [1] было проведено исследование ха-
рактеристик излучения открытого конца круглого
металлодиэлектрического волновода (экраниро-
ванного диэлектрического волновода). Теоретиче-
ское исследование показало возможность реализа-
ции в полосе частот 9…13 ГГц осесимметричных
диаграмм направленности (ДН) со стабильной
шириной главного лепестка на двух поляризаци-
ях при низком уровне кросс-поляризации и боко-
вых лепестков.

В работе [2] представлены результаты исследо-
вания рупора с диэлектрическим заполнением
для спутниковой связи. Рупор может работать в
двух диапазонах, в частности, в С- и Кu-диапазо-
нах частот.

В работе [3] предложен облучатель для работы
в декадной полосе частот. Экспериментальные
исследования макета такого облучателя [4] пока-
зали, что коэффициент отражения в полосе ча-
стот 2…14 ГГц в ряде частотных точек превышает

уровень –10 дБ. Амплитудная и фазовая ДН облу-
чателя в работе [4] не приведены.

Различные варианты четырехгребневого нере-
гулярного рупорного облучателя исследованы в
работах [5–7]. Моделирование и измерения экс-
периментальных образцов [5] показали стабили-
зацию ширины ДН в диапазоне 2…12 ГГц. Изме-
ренные коэффициенты отражения меньше –10 дБ
во всем указанном диапазоне и меньше –15 дБ в
диапазоне частот 2.5…11 ГГц. Фазовые ДН в этих
работах не исследовались.

Цель данной работы – исследование и опти-
мизация характеристик рупорного металлоди-
электрического облучателя с двухслойным ди-
электрическим заполнением для реализации ста-
бильной ширины главного лепестка и фазовой
ДН в сверхширокой полосе частот.

1. ИССЛЕДОВАНИЕ 
И ОПТИМИЗАЦИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 

РУПОРНОГО ОБЛУЧАТЕЛЯ
Рассмотрим трехслойный осесимметричный

металлодиэлектрический рупор (рис. 1), где a и
b-радиусы апертуры первого и второго диэлек-
трического конуса соответственно, с-радиус
апертуры металлического конуса, ε1 и ε2 – ди-
электрические проницаемости первого и второго

УДК 621.396.67

АНТЕННО-ФИДЕРНЫЕ
СИСТЕМЫ
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конусов. Рупор возбуждается заполненным ди-
электриком с диэлектрической проницаемостью
ε1 металлическим волноводом радиусом a1.

С использованием электродинамического мо-
делирования методом конечных элементов (МКЭ)
и методом конечных разностей во временной
области (МКРВО) были исследованы частотные
зависимости ширины главного лепестка ДН и
коэффициента отражения от входа рупорного
облучателя. В процессе моделирования проводи-
лась оптимизация по всем параметрам для заданной

длины рупора L = 250 мм с целью максимизации по-
лосы частот, в которой уровень главного лепест-
ка ДН на заданном угле находится в интервале –
10…–15 дБ. В результате для угла отклонения от
оси 28° были найдены оптимальные значения па-
раметров a1 = 11 мм, a = 15.25 мм, b = 28 мм, с =
= 60 мм, ε1 = 1.4, ε2 = 1.18.

Рассчитанная с использованием МКЭ и МКРВО
частотная зависимость коэффициента отражения
S11 от входа рупора представлена на рис. 2. На ри-
сунке видно, что коэффициент отражения в по-

Рис. 1. Металлодиэлектрический рупорный облучатель.

a 1

L x

y
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b

c

z
0

Рис. 2. Зависимость коэффициента отражения S11 облучателя от частоты, рассчитанная с использованием МКЭ (1) и
МКРВО (2).
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лосе частот 7.3…16.3 ГГц не превышает уровень
‒15 дБ.

Диаграммы направленности облучателя в Е- и
в Н-плоскостях на пяти частотах, рассчитанные с
использованием МКЭ и МКРВО, представлены
на рис. 3. На рисунке видно, что ширина ДН на
уровне –10 дБ почти не меняется при изменении
частоты.

На рис. 4 представлены частотные зависимости
полуширины главного лепестка ДН излучателя по
уровням –10 и –15 дБ, рассчитанные также с ис-
пользованием МКЭ и МКРВО. Из рисунка видно,
что для угла отклонения от оси 28° (штрих-пунктир-
ная линия) уровень главного лепестка ДН в полосе
частот 7…16.3 ГГц лежит в пределах –10…–15 дБ.

На рис. 5 показана зависимость положения
фазового центра облучателя от частоты, рассчи-
танная с использованием МКЭ, а также его опти-
мальное положение (внутри излучателя на рас-
стоянии 2 мм от апертуры).

На рис. 6 приведены фазовые ДН облучателя
на пяти частотах, рассчитанные с использовани-
ем МКЭ для оптимального положения фазового
центра. Как видно из рисунка, в Е- и в Н-плоско-
сти фазовые искажения ДН в угле 56° не превы-
шают 7°.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основание полученных результатов можно
сделать следующие выводы.

Рис. 3. Диаграммы направленности облучателя в Е- (а, в) и Н-плоскостях (б, г), рассчитанные с использованием МКЭ
(а, б) и МКРВО (в, г) на частотах 7 (1), 9 (2), 11.5 (3), 14 (4) и 16.3 ГГц (5).
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Рис. 4. Частотные зависимости полуширины главного лепестка ДН излучателя в Е- (а) и Н-плоскостях (б), рассчитан-
ные с использованием МКЭ (1, 2) и МКРВО (3, 4) по уровням 10 (1, 3) и 15 дБ (2, 4); штрих-пунктирной линией пока-
зан заданный угол (28°).
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Рис. 5. Зависимость положения фазового центра (1) от частоты и его оптимальное положение (2).
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Рис. 6. Фазовые диаграммы направленности в Е- (а) и Н-плоскости (б) на частотах 7 (1), 9 (2), 11.5 (3), 14 (4) и 16.3 ГГц (5).

–10

–5

0

5

10

–28 –14 0 14

град

град

1

4

3

2

5

–10

–5

0

5

10

–28 –14 0 14

град

град

14

3

2 5

(а) (б)



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 66  № 7  2021

СВЕРХШИРОПОЛОСНЫЙ МЕТАЛЛОДИЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ РУПОРНЫЙ ОБЛУЧАТЕЛЬ 653

1. Предложенный и исследованный рупорный
облучатель согласован со входом круглого волно-
вода по уровню отражения ниже –15 дБ в полосе
частот 7.3…16.3 ГГц.

2. Уровень для угла 28° диаграммы направлен-
ности рупорного облучателя в полосе частот 7–
16.3 ГГц меняется в пределах –10…–15 дБ, при
этом неравномерность фазовой диаграммы на-
правленности – не более 7°.

Таким образом, рабочая полоса частот рупор-
ного облучателя 7.3…16.3 ГГц (76%).
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Проведено моделирование уточнения вертикального профиля концентрации метана в атмосфере
Земли при отсутствии прямой видимости на трассе космический аппарат–поверхность Земли. Для
целей моделирования вертикальный профиль концентрации метана аппроксимирован многочле-
ном шестой степени, а уточнение профиля проводили варьированием его коэффициентов до сов-
падения с экспериментальными данными. Приведены экспериментальные данные зондирования
метана с поверхности Земли, когда применение метода ограничено или не совсем достоверно. Ре-
комендовано для повышения разрешающей способности лидара в выделенных областях на поверх-
ности Земли применять сканирование приемопередатчика, обеспечивающее фиксацию луча в за-
данной точке при пролете спутника по траектории орбиты.

DOI: 10.31857/S0033849421070044

ВВЕДЕНИЕ
Метан является одним из активных парнико-

вых газов в атмосфере Земли, влияя на формиро-
вание климата на планете и участвуя во многих
химических реакциях в тропосфере и стратосфере
[1]. После небольшого перерыва, с 1999 до 2005 г.,
концентрация метана снова начала увеличиваться
со скоростью ~6 частей на 1 млрд в год (6 ppb/год)
[2]. Это связано с возможным таянием вечной
мерзлоты, возросшей хозяйственной деятельно-
стью человека, некоторыми другими факторами.
Мониторинг метана из космоса может уточнить
прогнозы по динамике развития процесса накоп-
ления метана в атмосфере и, возможно, смягчить
последствия от глобального потепления климата.
Многие спутники, находящиеся в настоящий мо-
мент на орбитах, имеют на борту как активные,
так и пассивные датчики метана, работающие на
различных принципах, уточняющие распределе-
ние метана в пространстве [3]. Однако активных
лидаров, как наиболее точных, в настоящее время
мало. Проект Merlin по определению глобального
распределения метана со спутника, возглавляе-
мый двумя группами из французской LMD (Lab-
oratoire de Météorologie Dynamique) и Немецкого
института физики атмосферы при дополнительной
поддержке нескольких французских и немецких
исследовательских институтов на базе Герман-

ского центра космических и воздушных полетов
(DLR), планируют осуществить в 2021 г. [3]. В
данном проекте рассматривается возможность
измерения интегральной концентрации метана в
столбе атмосферы с точностью в единицы про-
центов. Активный метод измерений основан на
дифференциальном поглощении оптического из-
лучения в линии и вне линии поглощения метана.
В передатчике газоанализатора планируется ис-
пользовать параметрический генератор света с
мощностью в импульсе ~50…100 кВт, а в фото-
приемнике – высокочувствительный лавинный
фотодиод, работающий в диапазоне инфракрасных
длин волн ~1650 нм. В ходе исследований альтер-
нативного активного метода с квазинепрерыв-
ным лидаром на борту выявлена возможность
применения его на космическом аппарате (КА).
Как показывает расчет, мощность передатчика
такого лидара должна быть не менее 30 Вт [4]. В
данном методе лидар излучает лазерный луч с ли-
нейно-частотной модуляцией на длине волны
света, совпадающей с линией поглощения газа
(например, с линией R3 поглощения метана на
длине волны ~1653.7 нм), а затем принимает от-
раженное от Земли излучение и обрабатывает со-
ответствующим образом получаемые данные с
целью определения как интегральной концентра-
ции газа на трассе распространения, так и шири-

УДК 528.8.044.6
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ны линии поглощения. В процессе мониторинга
часто возникали ситуации, когда отсутствовала
прямая видимость между КА и Землей, причина-
ми этого являлись облачность на трассе измере-
ний, различные выбросы вулканической и иной
деятельности в атмосфере Земли: дымка, туманы,
снегопады и т.д. Возникает вопрос, можно ли
уточнить в этих условиях по получаемым данным
распределение концентрации газа в пространстве
на всей трассе измерений, несмотря на отсут-
ствие прямой видимости между КА и Землей, и с
какой достоверностью.

Цель работы – моделирование метода восста-
новления распределения концентрации метана в
пространстве на основе лидарных измерений с
космичекой орбиты и уточнение вертикального
профиля фоновой концентрации газа в условиях
замутненной атмосферы, а также поиск возмож-
ных методов повышения разрешающей способ-
ности лидарных измерений в таких условиях.

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ 
ВЕРТИКАЛЬНОГО ПРОФИЛЯ 

ФОНОВОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ МЕТАНА 
В УСЛОВИЯХ ПРЯМОЙ ВИДИМОСТИ 

И В СЛУЧАЕ НАЛИЧИЯ 
ПЛОТНОГО ОБЛАЧНОГО СЛОЯ

НА ТРАССЕ ИЗМЕРЕНИЙ
Известно, что в случае прямой видимости на

трассе измерений лидар принимает отраженное от
Земли излучение с уровнем мощности ~10–11…10–12 Вт
при применении квазинепрерывного лидара с
выходной мощностью передатчика ~30 Вт при ра-
диусе приемного объектива 0.5 м [4]. В данном
случае отношение сигнал/шум может составлять
величину ~100 при усреднении результатов изме-
рений за время 1…10 с при использовании высо-
кочувствительных лавинных фотодиодов с порогом
обнаружения ~3.2 × 10–14 Вт/Гц1/2, что дает разре-
шение по горизонтали ~40…80 км при скорости
движения КА по орбите ~7.8 км/с [5]. Основными
источниками шумов лидара являются шумы тем-
нового тока фотоприемника, солнечная засветка,
а также обратное молекулярное или аэрозольное
рассеяние атмосферы, составляющее величину
~10–11…10–13 Вт в зависимости от погодных усло-
вий. Однако в случае отсутствия прямой видимо-
сти принимаемое обратное рассеяние является
информативным сигналом (полезный эффект),
по которому можно судить о вертикальном про-
филе концентрации газа в атмосфере на всей
трассе вплоть до поверхности Земли. Квазине-
прерывный лидарный метод позволяет измерять
усредненные величины осажденного слоя метана
и ширины его линии поглощения на трассе до
точки отражения. В случае замутненной атмосфе-
ры этой точкой является облако, аэрозоль, туман
и т.д.

Предлагаемая методика экстраполяции дан-
ных под облачный слой основывается на стати-
стической функции (профиле) f(x) распределения
концентрации газа по высоте [6] в нормальных
условиях с хорошей видимостью на всей трассе.
Эта функция позволяет определить средний по
трассе измерения осажденный слой метана l(h)
как интеграл по высоте от произведения указан-
ной функции на барометрический экспоненци-
альный множитель падения атмосферного давле-
ния с высотой:

(1)

Здесь h – текущая высота, а за точку отсчета f(0)
принято расстояние над поверхностью Земли,
равное 75 км, где функция f(x) обращается в нуль.
Интегрирование ведется до высоты h по направ-
лению к Земле (в силу этого расстояние с h = 75 км –
это уровень поверхности Земли). Подынтегральная
функция  – это барометриче-
ский коэффициент падения давления с высотой,
который при x = 75 км (поверхность Земли) обра-
щается в единицу. Статистическая функция f(x)
хорошо аппроксимируется многочленом шестой
степени, при этом он выглядит следующим образом:

(2)

График многочлена (2) представлен на рис. 1. По
аналогии с барометрической эта зависимость
представлена для аргумента (75 – x) так, чтобы
при x = 75 км она обращалась в среднюю концен-
трации метана у поверхности Земли ~1.7 ppm (мо-
лекул на миллион). Такая аппроксимация сред-
нестатистического распределения метана по вы-
соте, не отличается от представленной в [6] более
чем на +/–0.01 ррm (~0.5%) и ее c хорошей точно-
стью можно использовать в моделировании и вы-
числениях. В свою очередь, усредненная по высо-
те ширина линии поглощения метана  записы-
вается в следующей форме:

(3)

где (75 – x) – нормированная на единицу стати-
стическая функция распределения концентрации
метана по высоте, а  0.0618 нм – ширина его
линии поглощения в приземном слое атмосферы.
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Для прозрачной атмосферы на основе полу-
ченных экспериментальных данных среднего
осажденного слоя метана и ширины линии по-
глощения можно уточнить стандартное распреде-
ление газа по высоте, решая обратную задачу. В
случае отклонения концентрации газа и ширины
линии поглощения от стандартных величин
ищем такое распределение, которое мало отлича-
ется от получаемых в эксперименте данных. При
наличии плотного облачного слоя между Землей
и КА возможно получить от этого слоя достаточ-
ный для регистрации отраженный сигнал. В дан-
ном случае рассматриваются измерения с косми-
ческой орбиты. Например, если облако располо-
жено на высоте ~10 км над Землей и имеет
показатель преломления n ~ 1.3 (вода), то коэф-
фициент отражения от него, рассчитанный по
формулам Френеля, составляет величину около
2%, что сопоставимо с альбедо черной Земли
(~2…5%), а принимаемый отраженный сигнал со-
ставит Ротр ~ 3 × 10–12 Вт для указанных выше па-
раметров лидарной системы. К этому сигналу на-
до добавить сигнал рассеяния в облачном слое
Pрасс. Например, если облако состоит из капель с
радиусом ~0.1 мкм (наиболее вероятный размер
капель, при котором частицы могут долго парить
и не оседать в воздухе [7]) с плотностью рассеи-
вающих частиц (плотность дисперсной фазы)
N0 ~ 2 × 1016 1/м3 у поверхности Земли, то на рас-
стоянии в ~0.05…0.1 м в этом облаке в телесном
угле 4π произойдет полное рассеяние света Pобщ.

Такая оценка получена на основании формулы
общей рассеянной мощности в облаке в телесном
угле 4π [8]:

(4)

где P0 = 30 Вт – излучаемая лидаром мощность,
N = 7.2 × 1015 – число рассеивающих частиц в 1 м3

на высоте 10 км, V – объем рассеивающей частицы
радиусом ~0.1 мкм,  – длина волны излуче-
ния, L – длина, на которой происходит основное
рассеяние света (~0.1 м), n1 и n2 – показатели пре-
ломления дисперсной фазы и дисперсной среды
соответственно равные 1.33 и 1.

В формуле (4) сделано следующее допущение:
индикатриса рассеяния одиночной частицы изо-
тропна и определяется произведением выражений
в круглых скобках формулы (4). Интерпретация
данной формулы заключается в суммировании
рассеянной мощности света от всех частиц, нахо-
дящихся на пути луча в рассматриваемом слое в
телесном угле 4π. При этом на приеме можно по-
лучить Pрасс ~ 4 × 10–12 Вт рассеянной мощности
для указанной плотности рассеивающих частиц и
расстояния от КА до отражающего облака ~440 км
(10 км над поверхностью Земли). Такой уровень
принимаемой лидаром рассеянной мощности Pрасс
получен из нижеследующей формулы (5), вытека-
ющей из формулы (4), для облачного слоя толщи-

общ

π
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Рис. 1. Аппроксимация статистической функции f(x) распределения метана по высоте.
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ной ~0.05…0.1 м в рассеивающем телесном угле,
стягиваемом приемным объективом лидара:

(5)

Здесь A = 0.5 м – радиус приемного объектива ли-
дара, R0 – расстояние от лидара до рассеивающе-
го слоя (~440 км), N0 = 2 × 1016 – число рассеиваю-
щих частиц в 1 м3 вблизи поверхности Земли,
остальные обозначения те же, что и для формулы (4).
Интерпретация формулы (5) заключается в сум-
мировании рассеяной мощности света, попадаю-
щей в приемный объектив лидара, от всех частиц,
находящихся на пути луча в слое толщиной
~0.05 м. Экспонента, стоящая под знаком инте-
грала, отражает барометрический коэффициент
падения концентрации с высотой. Таким обра-
зом, результат принимаемой лидаром мощности
от облачных образований  =  +  увели-
чивается, в частности, с количеством и размером
рассеивающих частиц.

В рассматриваемом примере расположения
плотного облака на высоте ~10 км над Землей
можно точно решить обратную задачу для опре-
деления функции распределения концентрации
метана при изменении высоты от облака до вы-
шележащих слоев атмосферы, а условие непре-
рывности функции распределения концентрации
метана и ее производных – для аппроксимации и
определения распределения концентрации газа
непосредственно под облаком, вплоть до поверх-
ности Земли.

Основными данными для такого определения
концентрации являются измеренные величины
средней ширины линии поглощения газа, сред-
него осажденного слоя на измеряемом участке
трассы и расстояние от КА до облачного слоя.
При дальнейших измерениях на данном участке
траектории КА в случае наличия прямой видимо-
сти на трассе, возможно уточнение полученных
результатов.

Упрощенный алгоритм обработки сигнала и
уточнения профиля статистической функции
распределения метана при изменении высоты на
всей трассе представлен на рис. 2. Уточнение про-
филя концентрации метана сводится в простейшем
случае к подбору постоянной составляющей и ко-
эффициента при линейном члене выражения (2).
Если, например, измеренное значение осажден-
ного слоя больше, а ширина линии меньше чем
теоретические значения, полученные для нор-
мального профиля концентрации, то профиль бу-
дет соответствовать кривой 2 на рис. 3, а не кри-
вой 3. Подтверждающие этот вывод цифры при-
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ведены ниже. Если облачный слой находится на
расстоянии, например, 10 км над Землей, то нор-
мальному профилю концентрации (кривая 1) со-
ответствует значение осажденного слоя метана
14.983 мм и ширина линии поглощения ~2.14 ×
× 10–3 нм. Предположим, что в эксперименте по-
лучены соответственно следующие значения:
15.93 мм и 2.077 × 10–3 нм. Видно, что средний
осажденный слой метана примерно на 1 мм (~7%)
больше, чем для стандартного профиля. Подбор
коэффициентов при линейном и постоянном
членах выражения (2) дает следующий вид функ-
ции f(x), удовлетворяющей экспериментальным
данным:

(6)

Профиль, соответствующий кривой 3 на рис. 3,
отличающийся от стандартного профиля только
постоянным членом (1.776 вместо 1.676), также
дает значение осажденного слоя метана ~15.98 мм,
однако ширина линии поглощения для такой
кривой, как показывает расчет по формуле (3),
равна 2.18 × 10–3 мм и примерно на 5% больше, чем
измеренное значение. Для кривой 2 ширина линии
поглощения составляет величину 2.08 × 10–3 нм, что
делает ее более вероятным профилем распределе-
ния. Величину изменения в 5% в ширине линии
поглощения можно зафиксировать при соответ-
ствующем соотношении сигнал/шум для исполь-
зуемой измерительной аппаратуры [5].

Однако не всегда можно определить профиль
метана за облачным слоем. Например, при изме-
рениях, когда зондирование производилось с по-
верхности Земли до сравнительно плотных облач-
ных слоев, находящихся на высотах 1.5 и 3.4 км [5],
нельзя уточнить профиль по всей высоте. Экспе-
риментально полученные в указанной работе
данные по концентрации метана оказались рав-
ными соответственно 2.125 и 4.59 мм осажденно-
го слоя метана. Если вычислить теоретические
значения соответствующих величин по форму-
лам (1)–(3) для стандартного распределения газа,
то значения получаются следующими: 2.33 и
4.81 мм, что больше, чем в эксперименте (ошибка
получения экспериментальных данных не превы-
шала 3%). Поэтому чтобы удовлетворялись экс-
периментальные данные, постоянный член (2) дол-
жен быть равен 1.576. В этом случае отклонение от
эксперимента не превышает значения 0.07 единиц
или менее 3%, а именно: 2.19 и 4.52 мм осажден-
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ного слоя метана. Но в данном случае распределе-
ние метана по высоте будет неопределенно и выгля-
деть или как кривая 1 (постоянный член равен
1.576), или как кривая 2 с коэффициентом при
линейном члене, равном 0.022504372, и постоян-
ным членом, равным 1.576, или как кривая 3 с ко-
эффициентом при линейном члене 0.015504372 и
постоянным членом 1.576 (рис. 4), поскольку во
всех трех случаях расчетная и полученная экспе-
риментально ширина линии поглощения совер-
шенно одинаковы: для низкого облачного слоя
1.5 км она равна 0.057 нм, а для высокого облач-
ного слоя 3.4 км – 0.051 нм. Такой вариант неод-
нозначности профиля при измерениях с Земли
закономерен, поскольку мала высота зондирова-
ния, а ширина линии поглощения и концентрация
газа на приземных высотах меняются достаточно
слабо.

Иначе обстоит дело при зондировании метана
со спутника. В этом случае часть трассы от высот
орбиты порядка 450 км до высот в ~10 км (это

Рис. 2. Упрощенный алгоритм определениия вертикального профиля распределения концентрации метана на разной высоте.
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Рис. 3. Профили концентрации метана: 1 – нормаль-
ный, 2 – с увеличенным осажденным слоем метана в
тропосфере и уменьшенным осажденным слоем в стра-
тосфере (ширина линии поглощения 2.08 × 10–3 нм),
3 – с увеличенным осажденным слоем метана в тро-
посфере и стратосфере (ширина линии поглощения
2.18 × 10–3 нм).
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примерно максимальная высота облачных слоев)
большую часть времени наблюдений имеет пря-
мую видимость, и поэтому измерения по изло-
женной методике становятся достоверными с
возможностью последующего уточнения данных
измерений при появлении прямой видимости на
трассе КА–Земля.

2. УТОЧНЕНИЕ 
ВЕРТИКАЛЬНОГО ПРОФИЛЯ 

ФОНОВОЙ КОНЦЕНТРАЦИИ МЕТАНА 
ПРИ НАЛИЧИИ “РЫХЛОГО” ТУМАНА 

НА ТРАССЕ ИЗМЕРЕНИЙ

Для случая облаков типа тумана, когда в возду-
хе находятся достаточно “рыхлые” образования,
например из мелких водяных капель, можно так-
же рассчитать принимаемый сигнал, основыва-
ясь на обратном рассеянии Рэлея для малых по
сравнению с длиной волны частиц или рассеянии
Ми (при длине волны излучения лидара сравни-
мой с размером рассеивающих частиц). Напри-
мер, если расстояние, на котором происходит
полное рассеяние света, составляет ~10 км над по-
верхностью Земли, то плотность частиц “рыхлого”
облака (или тумана) должна составлять величину в
~105 раз меньше, чем в приведенном выше случае
плотного облака N0 ~ 2 × 1016 1/м3 (10 км/0.1 м =
= 105), т.е. N0 ~ 2 × 1011 1/м3 частиц радиусом
~0.1 мкм. В этом случае рассеяние происходит во
всем 10-километровом слое тумана вплоть до по-
верхности Земли, в основном в нижнем слое про-
тяженностью ~5…10 км. Поскольку результат

принимаемой рассеянной мощности сильно за-
висит от плотности и размеров рассеивающих ча-
стиц, то в процессе зондирования желательно
иметь информацию о составе среды рассеяния, в
качестве которой можно использовать, напри-
мер, синхронную фотографию трассы измерения
и величину принимаемого сигнала. В случае
“рыхлого” тумана (концентрация частиц у по-
верхности Земли N0 ~ 2 × 1011 1/м3) мощность Pлид,
принимаемая лидаром и получаемая от слоя ат-
мосферы толщиной 5000 м, находящегося на рас-
стоянии R0 от лидара, можно определить по ана-
логичной (5) формуле:

(7)

Здесь суммируется рассеянная мощность света,
попадающая в приемный объектив лидара, от ча-
стиц, находящихся на пути луча в слое толщиной
5000 м.

Графически мощность, принимаемая лидаром
и рассчитанная по формуле (7), представлена на
рис. 5. Из рисунка видно, что основной источник
лидарного сигнала – это нижний слой атмосферы
высотой ~10 км. Определим наиболее вероятную
область отражения лазерного луча как центр тя-
жести фигуры, ограниченной графиком. Нетруд-
но подсчитать, используя (7), что эта точка нахо-
дится на расстоянии ~7 км от поверхности Земли.
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Рис. 4. Распределения концентрации метана по высоте, удовлетворяющие экспериментальным данным при зондиро-
вании с Земли: 1 – постоянный член равен 1.576; 2 – коэффициент при линейном члене равен 2.2504372 × 10–2, по-
стоянный член 1.576; 3 – коэффициент при линейном члене равен 1.5504372 × 10–2, постоянный член 1.576.
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Таким образом, считая, что лидар имеет датчик
расстояния, дающий в случае рыхлого тумана не-
определенное расстояние до области отражения
из-за значительного разброса времени прихода
отраженного импульса, можно считать достовер-
ной областью отражения, расстояние в ~7 км над
поверхностью Земли. Расстояние до точки отраже-
ния желательно оценивать с точностью до ~1000 м.
В этом случае результаты аппроксимации профи-
ля концентрации получаются точнее. В квазине-
прерывных лидарах с прямым фотодетектирова-
нием принимаемых сигналов есть возможность
определения расстояния до объекта отражения,
например, по заднему фронту спадающего при-
нятого квазиимпульса [9], но в случае рыхлого ту-
мана такой измеритель может давать большие по-
грешности, порядка нескольких километров. Ал-
горитм восстановления профиля концентрации в
данном случае такой же, как на рис. 2, однако рас-
стояние до точки отражения принимаем равным
7 км над уровнем Земли (443 км от орбиты КА).

При рассмотрении варианта облачности, про-
межуточной между рассмотренными выше край-
ними случаями, когда плотные облака находятся
в более низком слое тропосферы или наблюдает-
ся не “рыхлый” туман, а туман с более высокой
концентрацией капель, расстояние до области от-
ражения может быть измерено датчиком расстоя-
ния в пределах указанной точности ~1000 м, и
этого достаточно для уточнения профиля кон-
центрации метана на протяжении всей трассы
также с разрешением ~1000 м.

В заключение остановимся на методе повыше-
ния разрешающей способности космических ли-

даров, который, по нашему мнению, возможен в
технической реализации лидарного сканирования.
Как видно из представленных выше расчетов,
наиболее вероятные принимаемые лидаром уровни
мощности сигналов в заданном диапазоне длин
волн составляют величины ~10–11…10–12 Вт, и та-
кие мощности находятся на пределе чувствитель-
ности современных фотоприемников, например, на
основе лавинных фотодиодов. В силу этого разре-
шающая способность космических лидаров (как
квазинепрерывных, так и импульсных) составляет
величину ~50 км в горизонтальной плоскости при
достаточно длительном усреднении ~5…10 с. За это
время спутник пролетает расстояние ~ 40…80 км.

Однако для объектов повышенного интереса,
например магистральных газопроводов, газохра-
нилищ и т.д., есть возможность повысить область
локализации зондирования, немного усложнив
аппаратуру лидара на КА с целью возможности
удержания пятна лазера на интересующей обла-
сти отражения (рис. 6). В изображенном на ри-
сунке варианте, приемопередатчик лидара при
движении КА по орбите поворачивается на не-
большой угол с целью поддержания пятна лазера
в заданной области отражения. Нетрудно оценить
точность поворота приемопередатчика в таком
режиме сканирования. Если пятно у поверхности
Земли имеет размер ~100 × 100 м, а высота орбиты
~450000 м, то точность поворота приемопередат-
чика составит ~1/4500 рад = 0.8 угл. мин, что
вполне достижимо технически. В данном случае
пространственное разрешение лидарных измере-
ний в горизонтальной плоскости составит вели-

Рис. 5. Зависимость мощности, попадающей в приемный объектив лидара, от расстояния зондирования для слоя рас-
сеяния 5000 м.
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чину порядка размера пятна излучения, т.е.
~100…200 м.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено моделирование уточнения верти-
кального профиля концентрации метана в атмо-
сфере Земли при отсутствии прямой видимости
на трассе КА–поверхность Земли. Поскольку на
высоких широтах облачность значительное время
закрывает поверхность Земли, важно использо-
вать все возможности, чтобы не было значитель-
ных окон неопределенности в получаемых данных
на всей трассе, включая нижнюю тропосферу.
Предложенная методика использования отражен-
ного и рассеянного сигнала от облаков и облачных
(или аэрозольных) образований и экстраполиро-
вание данных по вертикальному профилю метана
на всю трассу при отсутствии прямой видимости
поверхности Земли может исключить отсутствие
информации и повысить точность и достовер-
ность статистических данных по определению
концентрации метана, а следовательно, и по вли-
янию его на динамику климата в целом. Для по-
вышения разрешающей способности лидара для
особо важных областей на поверхности Земли
возможно применение сканирования приемопе-
редатчика, обеспечивающее неподвижность луча
в заданной области отражения при пролете спут-
ника по траектории орбиты.
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Получены аналитические формулы для всех компонент высокочастотного поля, вектора Пойнтинга
 и вектора групповой скорости  электромагнитных волн, которые распространяются в произ-

вольном направлении в неограниченной бигиротропной среде, описываемой эрмитовыми тензорами
диэлектрической и магнитной проницаемостей. Доказано, что соответствующие компоненты век-
торов  и  пропорциональны друг другу (и, следовательно, эти векторы параллельны), причем от-
ношение этих компонент представляет собой объемную плотность энергии волны. Рассчитано измене-
ние модуля и ориентации вектора  и ориентации вектора  в зависимости от ориентации волнового
вектора для различных типов электромагнитных волн, распространяющихся в ферромагнитной
среде (частном случае бигиротропной среды). Найдено, что векторы  и  всегда ориентированы
одинаково для всех типов волн в ферромагнитной среде.
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ВВЕДЕНИЕ

Исторически понятия “вектор групповой ско-
рости” и “вектор Пойнтинга” возникли незави-
симо друг от друга, причем оба этих понятия были
введены в физику при описании волн в изотроп-
ных средах. Так, идея групповой скорости волны,
отличающейся от фазовой скорости, впервые бы-
ла предложена Гамильтоном в 1839 г., а позднее
(поскольку эта идея осталась незамеченной) по-
нятие о групповой скорости вновь было введено
Стоксом и Рэлеем. Общее представление о пото-
ке энергии в пространстве было введено в физику
Умовым в 1874 г., а затем Пойнтинг в 1885 г. полу-
чил формулу для расчета потока электромагнит-
ной энергии. В дальнейшем понятия вектора
групповой скорости  и вектора Пойнтинга1 
стали использовать и для характеристики волн в
анизотропных средах. Поскольку оба эти вектора
были введены в физику независимо друг от друга,
то при их использовании для характеристики
волн в анизотропных средах необходимо было
установить как их взаимную ориентацию, так и их
ориентацию по отношению к направлению пере-

носа энергии. В частности, для плоских волн в
безграничной анизотропной среде в [1] было по-
казано, что в отсутствие поглощения скорость пе-
реноса энергии равна групповой скорости, а в [2] –
что в прозрачной немагнитной среде с симметрич-
ным тензором диэлектрической проницаемости
векторы  и  нормальны поверхности волновых
векторов. В дальнейшем на основе использован-
ного в [2] подхода аналогичные результаты были
получены для магнитостатических волн в различ-
ных ферритовых структурах [3] и для электромаг-
нитных волн в безграничной бигиротропной среде,
описываемой эрмитовыми тензорами диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостей [4], а в ра-
ботах [5–7] была исследована скорость переноса
энергии волн в среде с положительной аномаль-
ной дисперсией и в среде с проводимостью.

Следует, однако, отметить, что поскольку в ра-
ботах [2–4] фактически было доказано, что век-
торы  и  нормальны одной и той же поверхности
(поверхности волновых векторов или изочастот-
ной поверхности), то возникает вопрос: всегда ли
эти векторы будут направлены одинаково или же
существуют среды (условия), когда эти векторы
могут быть направлены противоположно? Оче-
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видно, что кроме анализа уравнений в векторной
форме для сравнения ориентаций векторов  и 
у волн с неколлинеарной ориентацией групповой
и фазовой скоростей необходимо получить для
них аналитические выражения в какой-нибудь
анизотропной среде, причем при выводе данных
выражений не следует использовать различные
приближенные методы. Одной из наиболее под-
ходящих анизотропных сред для такого исследо-
вания является бигиротропная среда (частными
случаями которой являются плазма и ферромаг-
нитная среда), в которой ранее уже исследовалось
распространение электромагнитных волн на ос-
нове уравнений Максвелла (без магнитостатиче-
ского приближения) [8–12].

Ниже, развивая исследования, изложенные в
[8, 9, 12], получены аналитические выражения
для векторов  и  электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в произвольном направлении
в бигиротропной среде, найдено отношение про-
екций этих векторов, проанализирован физиче-
ский смысл этого отношения, а также рассчитаны
ориентации этих векторов для безграничной фер-
ромагнитной среды.

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЕ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 

БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Распространение электромагнитных волн в
неограниченном бигиротропной среде уже иссле-
довалось ранее (подробнее см. [8, гл. 5] и [9, гл. 5]).
Напомним кратко основные соотношения, необ-
ходимые для намеченного исследования.

Пусть имеется бигиротропная среда, намагни-
ченная до насыщения однородным постоянным
магнитным полем . Введем декартову систему
координат ΣD = {x; y; z} так, чтобы ось z была на-
правлена вдоль вектора . В общем случае та-
кую намагниченную бигиротропную среду можно
охарактеризовать диэлектрической и магнитной
проницаемостями, описываемыми эрмитовыми
тензорами второго ранга  и  :

(1)

Электромагнитное поле с частотой ω, распро-
страняющееся в данной среде и изменяющееся во
времени по гармоническому закону ~exp(iωt),
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должно удовлетворять системе уравнений Макс-
велла для комплексных амплитуд:

(2)

где c – скорость света в вакууме,  и  – ком-
плексные амплитуды векторов напряженностей
электрического и магнитного СВЧ-полей, а  и  –
комплексные амплитуды векторов напряженно-
стей электрической и магнитной СВЧ-индукций,
которые связаны с  и  соотношениями

(3)

С учетом выражений (1) и (3) систему (2) можно
записать в виде

(4)
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(11)

где k0 = ω/c.

Из системы (4)–(11) можно получить два урав-
нения, содержащие лишь компоненты Ez и Hz.
Действительно, продифференцируем уравнение (4)
по y, а уравнение (5) – по x и вычтем полученные
выражения:
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Продифференцируем также уравнение (8) по , а
уравнение (9) – по x и вычтем полученные выра-
жения:

(13)

Третье слагаемое в (12) преобразуем с учетом вы-
ражения (11), а затем с учетом (6); четвертое сла-
гаемое в (12) преобразуем с учетом выражения (7),
а затем сложим его с пятым слагаемым в (12) и
учтем (10). В итоге уравнение (12) примет вид

(14)

где .

Теперь третье слагаемое в (13) преобразуем с
учетом выражения (7), а затем с учетом (10). Чет-
вертое слагаемое в (13) преобразуем с учетом вы-
ражения (11), а затем сложим его с пятым слагае-
мым в (13) и учтем (6). В итоге уравнение (13) при-
мет вид

(15)

где .

Таким образом, мы получили систему из двух
уравнений, (14) и (15), содержащих лишь компо-
ненты Ez и Hz. Будем искать решения этой системы
в виде однородной плоской электромагнитной вол-
ны с волновым вектором , т.е. будем считать, что
компоненты полей  и  (Ex Ey, Ez, Hx, Hy и Hz)
изменяются в пространстве, как и во времени, по
гармоническому закону:

(16)

(17)

где наряду с декартовой системой координат вве-
дена также сферическая система координат ΣS =
= {r; ϕ; θ} в соответствии с соотношениями

y

2 2

2 2

0 0 0.

yz z x

y yx x

HH H H
z x yx y

E EE Ek g ik
x y x y

∂∂ ∂ ∂ ∂+ − + + ∂ ∂ ∂∂ ∂  
∂ ∂∂ ∂   + + − ε − =   ∂ ∂ ∂ ∂   

2 2 2

2 2 2

2
0 0 0,

z z zz z

z
zz z zz

E E E
x y z

Hgk E k
z⊥

∂ ∂ ε ∂+ + +
ε∂ ∂ ∂

∂ ν+ ε μ + μ + = ε μ ∂ 

2 2( )⊥μ = μ − ν μ

2 2 2

2 2 2

2
0 0 0,

z z zz z

z
zz z zz

H H H
x y z

Egk H k
z⊥

∂ ∂ μ ∂+ + +
μ∂ ∂ ∂

∂ ν+ μ ε − ε + = ε μ ∂ 

2 2( )g⊥ε = ε − ε

k
��

E
�

H
�

, , 0, 0, 0

0

exp( ) или
exp( ),

x y z x y z x y zE E ik x ik y ik z
E E ikr

= − − −
= −

�� �

�

= − − −
= −

�� �

�

, , 0, 0, 0

0

exp( ) или
exp( ),

x y z x y z x y zH H ik x ik y ik z
H H ikr

= θ ϕ = θ ϕ = θsin cos , sin sin , cos .x r y r z r

Очевидно, что модуль k волнового вектора  и его
компоненты kx, ky и kz также связаны соотноше-
ниями

причем , где kϕ – проек-

ция вектора  на плоскость xy, т.е. 

. Подставляя выражения
(16) и (17) в (14) и (15), получим систему уравнений

(18)

(19)

где безразмерные функции Fν, Fg и Fνg в системах
ΣD и ΣS имеют вид

(20)

(21)

(22)

причем обе недиагональные компоненты ν и g
тензоров  и  входят только в функцию Fνg, тогда
как в функцию Fν входит только компонента ν, а
в функцию Fg – только g.

Приравнивая отношения Hz0/Ez0, найденные
из (18) и (19), получим дисперсионное уравнение
для электромагнитных волн в бигиротропной
среде:

(23)

Перемножая Fν и Fg и находя  в (23) с учетом (20)–
(22), получим следующее биквадратное уравне-
ние2 относительно k/k0:

(24)

Выражения (23) и (24) представляют собой раз-
ные формы дисперсионного уравнения для элек-
тромагнитных волн в бигиротропной среде.

2 Уравнение (24) приведено ранее, см. [9, (4.31)].
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Дискриминант D уравнения (24) можно при-
вести к виду

(25)

из которого видно, что последнее слагаемое в (25)
может быть отрицательным, поэтому необходимо
проверять (исходя из конкретных зависимостей
компонент тензоров  и ), является ли величина
D всегда положительной для конкретной иссле-
дуемой среды. Следует отметить, что в таких сре-
дах как плазма и ферромагнетик, где либо ν = 0,
либо g = 0, выражение (25) существенно упроща-
ется. Например, при g = 0 и ν ≠ 0, а также при g ≠ 0
и ν = 0 получим соответственно:

(26)

(27)

Очевидно, что в (26) и (27) все слагаемые положи-
тельны и величина D не может принимать в этих
случаях отрицательные значения.

2. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОМПОНЕНТ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 

И КОМПОНЕНТ ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА
В БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Запишем выражения для электрических и маг-
нитных компонент ВЧ-поля через амплитуду од-
ной из компонент – например, через амплитуду
Ez0. Для компоненты Hz такое выражение можно
записать непосредственно из соотношения (17):

(28)

Выражения для остальных компонент ВЧ-поля
получим, подставляя соотношения (16) и (17) в
уравнения (4)–(11), производя дифференцирова-
ние и помножив полученные выражения на i:

(29)

(30)
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(36)

Помножим уравнение (36) на ky, а уравнение (31) –
на (εkx – igky) и вычтем полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Ex0), а затем из полученного уравне-
ния найдем величину Ey0. Подставляя Ey0 в (16) и
учитывая соотношения (18) и (28), получим

(37)

Аналогичным образом помножим уравнение (36)
на kx, а уравнение (31) – на (εky + igkx) и сложим
полученные выражения (чтобы избавиться от
слагаемых, содержащих компоненту Ey0). В итоге,
находя из полученного уравнения величину Ex0 и
подставляя ее в (16), с учетом (18) и (28) имеем

(38)

Помножим уравнение (32) на ky, а уравнение (35) –
на (μkx – iνky) и вычтем полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Hx0). В итоге, находя из полученного
уравнения величину Hy0 и подставляя ее в (17), с
учетом (18) и (28) получим

(39)

Помножим уравнение (31) на kx, а уравнение (34) –
на (μky + iνkx) и сложим полученные выражения
(чтобы избавиться от слагаемых, содержащих
компоненту Hy0). В итоге, находя из полученного
уравнения величину Hx0 и подставляя ее в (17), с
учетом (18) и (28) имеем

(40)
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ЛОКК и др.

Итак, в формулах (28), (37)–(40) все компоненты
электромагнитного ВЧ-поля выражены через ам-
плитуду Ez0.

Получим теперь выражения для компонент
вектора Пойнтинга , который, как известно,
определяется формулой

(41)

Используя формулы (28), (37)–(40) и учитывая,
что k0 = ω/c, для компонент вектора Пойнтинга
получим следующие выражения:

(42)

(43)

(44)

Выше при последнем преобразовании величины
Pz использованы соотношения между величинами
Fν, Fg и Fνg в соответствии с (23) и выражение (22).

3. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОМПОНЕНТ 
ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН
В БИГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ

Прежде чем получить выражения для вектора
групповой скорости и его компонент в бигиро-
тропной среде, оговорим условия применимости
этих выражений и самого термина групповая ско-
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рость. Как известно, групповая скорость – это
скорость перемещения полезного сигнала, моду-
лирующего синусоидальную волну (с более высо-
кой частотой), при условии, что форма этого сиг-
нала по мере распространения волны сохраняется.
Очевидно, что это условие безоговорочно выпол-
няется только в средах с линейной дисперсией. В
диспергирующих же средах, к которым относится
исследуемая бигиротропная среда и многие дру-
гие анизотропные (по отношению к распростра-
нению волн) среды, следует оговорить условия
применимости понятия групповой скорости.
Так, в работе [13] было предложено использовать
понятие “групповая скорость” в таких средах
лишь на некотором конечном расстоянии, на кото-
ром форма модулирующего сигнала практически не
искажается, причем величина этого расстояния,
очевидно, будет зависеть от дисперсионных харак-
теристик конкретной среды. В частности, разви-
вая представленный в [13] подход, в работе [14]
было предложено оценивать это расстояние по
формуле, включающей отношение первой произ-
водной и квадрата второй производной диспер-
сионной зависимости среды (см. [14, ур-ния (24)
и (25)]).

Таким образом, учитывая степень кривизны
дисперсионной зависимости, мы всегда можем
выбрать расстояние, на котором при данных кон-
кретных условиях (параметрах среды) можно ис-
пользовать понятие групповой скорости. Очевид-
но также, что если ограничиться рассмотрением
случаев, когда модулируемая волна распростра-
няется на очень маленькое (бесконечно малое)
расстояние, то тогда понятие групповой скорости
можно использовать практически в любой среде.
Поэтому можно считать, что приведенные ниже
выражения для вектора групповой скорости и его
компонент всегда справедливы при распростра-
нении электромагнитных волн в бигиротропной
среде на малые расстояния.

При сформулированных условиях выражение
для вектора групповой скорости волны , харак-
теризующего величину скорости и направление пе-
ремещения группы волн, определяется выражени-
ем (см., например, [13, 15])

(45)

причем соотношение (45) справедливо не только
для волны, являющейся суммой двух или не-
скольких синусоидальных волн, но и для волны,
представляющей собой узкий квазимонохрома-
тический волновой пакет с определенным набо-
ром частот и волновых чисел [13]. Как правило,
при исследовании реальных сред или структур за-
висимость  в явном виде можно получить
лишь в редких случаях, тогда как вывести диспер-
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сионное уравнение волны  удается го-
раздо чаще. Поэтому, используя правило диффе-
ренцирования неявной функции, выражение (45)
можно записать в виде

(46)

Выражение (46) удобно использовать при иссле-
довании волн в анизотропных средах, где групповая
скорость отличается от фазовой не только по вели-
чине, но и по направлению. Так, вектор 
определяет пространственную ориентацию век-
тора , а производная ∂F/∂ω – это число, которое
(вместе с модулем вектора ) определяет
модуль вектора .

При фиксированных параметрах среды и зна-
чении частоты дисперсионное уравнение прини-
мает вид

и описывает поверхность волновых векторов или
изочастотную поверхность. Семейство изочастот-
ных поверхностей (или – в двумерном случае –
изочастотных зависимостей), рассчитанных для
различных фиксированных значений частоты,
часто анализируется в работах по исследованию
волн в анизотропных средах, поскольку вектор

 (а значит, и вектор ) всегда направлен
по нормали к изочастотным поверхностям или
зависимостям (называемым в векторном анализе
поверхностями или зависимостями уровня). Это
свойство обычно используется для наглядного
изображения вектора  (см., например, [15, 16]).

Вычислим теперь вектор групповой скорости
 электромагнитных волн, распространяющихся

в бигиротропной среде. Подставляя в (46) частные
производные3 дисперсионного уравнения (23) по
волновым числам, получим

(47)

3 Во избежание ошибок при дифференцировании уравне-
ния (23) по волновым числам, как и при дифференциро-
вании по частоте ω, следует заменить используемые обо-

значения , Fν, Fg и Fνg соответствующими выражения-
ми (20)–(22), содержащими волновые числа kx, ky, и kz, а
величину k0 заменить на ω/c. После проведения диффе-
ренцирования перечисленные обозначения можно вновь
использовать для краткой записи выражений (47)–(50).
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Производную ∂F/∂ω, входящую в соотноше-
ния (46)–(49), можно найти из дисперсионного
уравнения (23). Предполагая, что компоненты εzz
и μzz не зависят от частоты, и оставляя произволь-
ными зависимости от частоты компонент ε, g,

,μ, ν и , получим следующее выражение:

(50)

4. ОБСУЖДЕНИЕ 
ПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ. 

ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ОТНОШЕНИЯ 
МОДУЛЕЙ ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА 

И ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ
Сравнивая выражения для компонент вектора

Пойнтинга  (42)–(44) и выражения для компо-
нент вектора  (47)–(49), видно, что соответству-
ющие компоненты Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz пропорци-
ональны друг другу, т.е.

(51)

где V = ω/k – модуль фазовой скорости волны.
Пропорциональность компонент Px, Py, Pz и

Ux, Uy, Uz означает, что вектор Пойнтинга  и век-
тор групповой скорости  всегда параллельны.
Однако параллельность векторов  и  в бигиро-
тропной среде не означает, что эти векторы все-
гда направлены одинаково, поскольку, как видно
из (51), коэффициент пропорциональности w в
принципе может быть как положительным, так и
отрицательным числом (величины ∂F/∂ω, Fν и Fg,
по-видимому, могут быть как положительными,
так и отрицательными). Очевидно, возникает во-
прос, возможна ли в принципе такая ситуация,
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когда величина w будет отрицательной, и что это
означает.

Для ответа на этот вопрос выясним физиче-
ский смысл величины w. Очевидно, что пропор-
циональность компонент Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz в со-
ответствии с (51) означает также, что

(52)

Поскольку модуль вектора Пойнтинга описывает
энергию, проходящую за 1 с через единицу пло-
щади, а модуль вектора групповой скорости опи-
сывает расстояние, которое проходит эта энергия
(в направлении, перпендикулярном единичной
площади) за эту же секунду (и, следовательно, эта
энергия равномерно распределена вдоль этого
расстояния), то очевидно, что модуль величины w
описывает объемную плотность энергии волны.

Возникает вопрос, как же следует интерпрети-
ровать знак, которым в соответствии с (51) обла-
дает величина w. Рассуждая логически, мы долж-
ны сделать вывод, что, если векторы  и  на-
правлены одинаково, то волна характеризуется
положительной объемной плотностью энергии, а
если эти векторы направлены противоположно, –
отрицательной объемной плотностью энергии.
Как видно, вопрос о взаимной ориентации векто-
ров  и  сводится к вопросу о существовании
волн с отрицательной объемной плотностью энер-
гии, что в отличие от классической физики допус-
кает квантовая физика [17, 18].

5. ОРИЕНТАЦИИ 
ВЕКТОРА ПОЙНТИНГА 

И ВЕКТОРА ГРУППОВОЙ СКОРОСТИ 
У ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 

В НЕОГРАНИЧЕННОЙ 
ФЕРРОМАГНИТНОЙ СРЕДЕ

Попробуем выяснить взаимную ориентацию
векторов  и  для электромагнитных волн, рас-
пространяющихся в неограниченной ферромаг-
нитной среде, у которой диэлектрическая прони-
цаемость – скаляр (εzz =  = ε, g = 0), μzz = const,
а компоненты μ и ν зависят от частоты следую-
щим образом:

(53)

(54)

где ωH = γHc0, ωM = 4γπMc0, , γ –
гиромагнитная постоянная, 4πMc0 – намагничен-
ность насыщения феррита.
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Дисперсионное уравнение, описывающее
электромагнитные волны в неограниченной фер-
ритовой среде, в соответствии с (23) примет вид

(55)

Полагая в (50) εzz =  = ε = const и g = 0, получим
выражение

(56)

Найдем производные величин μ,  и ν/μ по ча-
стоте, исходя из (53) и (54):

(57)

(58)

(59)

Из формул (57)–(59) видно, что производные ве-
личин μ,  и ν/μ по частоте всегда являются поло-
жительными числами.

Прежде чем проводить расчеты, напомним,
что недавно в работе [12] исследовались изоча-
стотные поверхности и их сечения (изочастотные
зависимости) для электромагнитных волн в неогра-
ниченной ферромагнитной среде. В частности, как
видно из [12], можно считать, что все изочастотные
поверхности этих волн образованы путем враще-
ния соответствующих изочастотных зависимо-
стей4 вокруг оси z (см. [12, рис. 1 и 2]). Таким обра-
зом, не обязательно исследовать характеристики
волны (например, ориентации и модули векторов 
и ) в каждой точке изочастотной поверхности –
достаточно рассмотреть эти характеристики
только для точек изочастотной зависимости, ко-
торая является сечением этой поверхности любой
плоскостью, проходящей через ось z. В частно-
сти, ниже при проведении расчетов в качестве та-
кой плоскости использована плоскость xz. Отме-
тим, что кроме изочастотной зависимости kx(kz) в
плоскости xz также лежат произвольный волно-

4 Используя терминологию стереометрии, можно сказать,
что изочастотная зависимость является образующей для со-
ответствующей фигуры вращения – изочастотной поверх-
ности.
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вой вектор , направленный в любую точку этой
зависимости, вектор групповой скорости , ис-
ходящий из этой точки, и вектор Пойнтинга ,
параллельный вектору  в соответствии с (51).
Таким образом, не теряя общности рассуждений,
вместо трехмерного анализа можно проводить
двумерный анализ характеристик волн в плоско-
сти xz, полагая при этом Py = Uy = 0.

Отметим, что при расчетах углы, определяю-
щие ориентации векторов ,  и , удобнее от-

k
��

U
��

P
��

U
��

k
��

U
��

P
��

считывать5 от оси x, а не от оси z. Поэтому введем
угол θ', определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x, причем угол θ' и введенный ра-
нее угол θ будут связаны простым соотношением

(60)

5 Это связано с тем, что в исследуемой среде векторы ,  и
 не всегда могут быть ориентированы вдоль оси z, а вдоль

оси x эти векторы могут быть направлены всегда и для всех
типов волн (что видно из приведённых далее рисунков).

k
��

U
��

P
��

k
��

θ = θ + °' 90 .

Рис. 1. Модуль U вектора групповой скорости (а), а
также ориентации ψU и ψP вектора групповой скоро-
сти и вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориен-
тации θ' волнового вектора для нерезонансных волн в
неограниченном ферромагнитном пространстве при
f = 0.3 (1), 0.8 (2), 1.8 (3), 6 (4), и 20 ГГц (5); на вставке –
изочастотные зависимости для kx > 0 при f = 0.3 (1),
0.8 (2), 1.8 (3).
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Рис. 2. Модуль U вектора групповой скорости (а), а
также ориентации ψU и ψP вектора групповой скоро-
сти и вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориен-
тации θ' волнового вектора для пострезонансных
волн в неограниченном ферромагнитном простран-
стве при f = 6 (1), 7 (2), 10 (3) и 20 ГГц (4); на вставке –
изочастотные зависимости для kx > 0 при f = 6 (1),
7 (2), 10 (3).
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Теперь, подставляя выражения (57)–(59) в (56), а
(56) в (47)–(49), можно найти модуль вектора
групповой скорости

(61)

и угол, определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x,

(62)

Точно также можно найти модуль вектора Пойн-
тинга

(63)

и угол, определяющий ориентацию вектора  от-
носительно оси x,

(64)

Изменение величины U и углов ψU и ψP в зависи-
мости от ориентации θ' волнового вектора  для
нерезонансной, пострезонансной и спиновой
волн, распространяющихся в ферромагнитной
среде, представлены6 соответственно на рис. 1–3,
а на вставках к рис. 1, 2 и на рис. 4 показаны соот-
ветствующие изочастотные зависимости для по-
ложительных значений kx. Отсчет углов ψP, ψU и θ'
на рис. 1–4 производился относительно оси x
(или kx). При расчетах использованы следующие
параметры среды: Hc0 = 300 Э, ε = 15 и 4πMc0 =
= 1750 Гс (что соответствует железо-иттриевому
гранату).

Как видно из рис. 1б, 2б и 3б, углы ψU и ψP сов-
падают для всех типов электромагнитных волн в
ферромагнитной среде.

Отметим, что использование для расчета углов
ψU и ψP формул (62) и (64), содержащим функцию
арксинус, обусловлено тем, что при вычислении

6 Изменение величин P и w в данной работе не представле-
но, поскольку они зависят от мощности источника воз-
буждения волн. Казалось бы, можно их нормировать на

множитель , однако такой расчет приведет к некор-
ректному представлению об изменении величин P и w в за-
висимости от различных параметров. Так, например, зави-

симости  и  не имеют смысла при рас-
пространении волн вдоль оси z, поскольку в этом случае
формулы (42)–(44) и (51) нельзя использовать (так как в их
знаменателе будет стоять sin2θ = 0) и, кроме того, в этом
случае Ez0 = Hz0 = 0 (о чём упоминалось в [9, 12]). Отметим
также, что при распространении волн вдоль осей x и y фор-
мулы (42)–(44) и (51) также нельзя использовать, посколь-
ку в знаменателе будет стоять Fg = 0 (если подставить в

формулу (21) kz = 0, а  положить равным  в соот-
ветствии с [9, (4.52)], то получим Fg = 0). Таким образом,
исследование изменения величин P и w представляет со-
бой отдельную задачу и выходит за рамки данной работы.
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этих углов по формулам  и
 для противоположно направ-

ленных векторов будут получены одинаковые зна-
чения углов (из-за одновременной смены знака
обеих проекций у противоположно направленно-
го условного вектора ), что поясняют построе-

arctg( )U z xU Uψ =
arctg( )P z xP Pψ =

R
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Рис. 3. Модуль U вектора групповой скорости (а) и
ориентации ψU и ψP вектора групповой скорости и
вектора Пойнтинга (б) в зависимости от ориентации
θ' волнового вектора для спиновых волн при f = 300,
550, 800, 1050, 1300, 1550, 1770, 1915 и 2050 МГц (кри-
вые 1–9 соответственно); значения ψU и ψP, лежащие
на прямых 10 и 11, соответствуют бесконечно боль-
шой величине волнового числа k (для тех частот, у ко-
торых изочастотные зависимости имеют асимптоты).
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ния на рис. 4. Более того, поскольку область зна-
чений функции арксинус также ограничена ин-
тервалом –90…+90°, то и при вычислении углов
ψU и ψP по формулам (62) и (64) для противопо-
ложно направленного условного вектора  будет
получена неверная ориентация (ψQ вместо ψR, так
как Qz = Rz (см. рис. 4)). Поэтому значения углов
ψU и ψP, полученные по формулам (62) и (64), до-
полнительно проверяли на основе сравнения зна-
ков одинаковых проекций векторов  и  (Ux и
Px, а также Uz и Pz), и в итоге можно утверждать,
что ориентации ψU и ψP векторов  и  для всех
типов электромагнитных волн в ферромагнитной
среде всегда совпадают.

Отметим, что одинаковая ориентация векторов
 и , характерная для всех типов электромаг-

нитных волн в ферромагнитной среде, по-види-
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U
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P
��
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��

мому, обусловлена определенными причинно-
следственными условиями, накладываемыми на
изменение компонент магнитной проницаемо-
сти в зависимости от частоты, в частности, поло-
жительными значениями производных (57)–(59)
(подробнее об этом см. [2, §80 и 84]). В то же вре-
мя вопрос о взаимной ориентации векторов  и

 в других, более сложных средах, в частности, в
средах с потерями, остается пока открытым.

Анализируя зависимости ψU(θ') и ψP(θ') на
рис. 1–3, отметим, что углы ψU и ψP изменяются в
диапазоне значений –90…+90° для спиновых
волн в интервале частот ω < ωH, а также для нере-
зонансных и пострезонансных волн, т.е. когда
изочастотная зависимость волны является за-
мкнутой кривой. Если же изочастотные кривые
являются незамкнутыми, что имеет место для
спиновой волны при  (см. рис. 4,
кривые 4–9), то распространение волн характе-
ризуется наличием углов отсечки волнового векто-
ра  и , определяемых в [12, выражения (17)], а
также наличием углов отсечки ψU1, ψU2 и ψP1, ψP2 у

векторов  и , причем зависимости ψU1( ),

ψP1( ) и ψU2( ), ψP2( ) описывают, соответ-
ственно, прямые 10 и 11 на рис. 4.

Характеризуя зависимости U(θ') на рис. 1–3,
отметим, что интервалы углов θ', где величина U
практически постоянна, соответствуют участкам
изочастотных зависимостей, которые достаточно
хорошо аппроксимирует окружность, при этом
неважно, где будет находиться центр этой окруж-
ности (ср., например, рис. 3а и 4, кривые 8).

Следует отметить, что полученные выше выра-
жения для вектора Пойнтинга, вектора группо-
вой скорости и компонент электромагнитного
поля, наряду с дисперсионным уравнением для
электромагнитных волн в бигиротропной среде
[9, 12] открывают хорошие перспективы для даль-
нейшего исследования поляризации этих волн,
влияния диссипации на их характеристики и т.п.,
что позволит получить более точное представле-
ние о волновых процессах, происходящих в ре-
альных анизотропных средах.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе системы уравнений Максвелла опи-

сано распространение электромагнитных волн с
произвольно ориентированным волновым векто-
ром в бигиротропной среде, характеризующейся
эрмитовыми тензорами диэлектрической и маг-
нитной проницаемостей второго ранга. Получе-
ны аналитические формулы для всех компонент
электромагнитного поля, вектора Пойнтинга  и
вектора групповой скорости  исследуемых волн.
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Рис. 4. Изочастотные зависимости спиновых волн
(для полуплоскости kx > 0) при f = 300, 550, 800, 1050,
1300, 1550, 1770, 1915 и 2050 МГц (кривые 1–9 соот-
ветственно); показаны произвольный волновой век-
тор , соответствующий вектор групповой скорости

, а также условные противоположно направленный
вектор  и симметричный ему вектор , такие, при
которых выполняются соотношения U = R = Q, Ux =
= Qx = –Rx, Uz = –Qz = –Rz; также показаны углы θ',
ψU, ψR и ψQ, определяющие, соответственно, ориен-

тации векторов , ,  и .
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ЛОКК и др.

Найдено, что соответствующие компоненты век-
торов  и  – Px, Py, Pz и Ux, Uy, Uz – пропорцио-
нальны друг другу, причем отношение этих ком-
понент представляет собой объемную плотность
энергии электромагнитной волны w. Рассчитаны
модуль и ориентация вектора , а также ориента-
ция вектора  в зависимости от ориентации вол-
нового вектора  для нерезонансных, пострезо-
нансных и спиновых волн, распространяющихся
в неограниченной ферромагнитной среде (част-
ном случае бигиротропной среды). Найдено, что
векторы  и  всегда ориентированы одинаково
для всех перечисленных типов волн. Обнаруже-
но, что участкам изочастотных зависимостей
волн, которые по форме близки к окружности,
соответствуют практически постоянные значе-
ния величины U.
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Исследованы электродинамические характеристики (ЭДХ) открытых резонаторов (ОР), образованных
многофокусным сферическим и плоским зеркалами с использованием на плоских зеркалах периодиче-
ских структур: однорядной – “четвертьволновой гребенки”, у которой высота ламели hs = λ/4, или
двухрядной (ДРПС) “полуволновой” при hs = λ/2 и “промежуточной” при λ/4 < hs < λ/2 (λ – длина
волны) – и проведено сравнение этих ЭДХ. Показано, что в ОР с “промежуточной” ДРПС имеет
место неизвестная ранее особенность распределения высокочастотного поля основного типа коле-
бания по оси симметрии ОР. Использование в оротроне ОР с “промежуточной” ДРПС при hs/λ <
< 0.3…0.32 обеспечивает возможность увеличения эффективности электронно-волнового взаимо-
действия и, как следствие, увеличение КПД и генерируемой мощности. Приведены результаты экс-
перимента и расчета, подтверждающего это.

DOI: 10.31857/S0033849421070093

ВВЕДЕНИЕ

Для продвижения оротрона с двухрядной пе-
риодической структурой (ДРПС) в субтерагерцо-
вый диапазон приходится увеличивать длину элек-
тронно-волнового взаимодействия, что влечет за
собой поиск конструкций открытых резонаторов,
способных обеспечить необходимое распределе-
ние высокочастотного (ВЧ) поля основного типа
колебаний в ОР. Исследование ВЧ-полей в одном
из вариантов такого резонатора [1] приведено в
данной работе.

1. КОНСТРУКЦИЯ ОРОТРОНА
С ДВУХРЯДНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ 

СТРУКТУРОЙ И УВЕЛИЧЕННОЙ ДЛИНОЙ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И ИСХОДНЫЕ 

ДАННЫЕ ДЛЯ РАСЧЕТА

Схема конструкции оротрона с фокусирую-
щим многофокусным сферическим зеркалом 1
(число фокусов Nф = 5) представлена на рис. 1.
Зеркало выполнено в виде пересекающихся сфе-
рических поверхностей с одинаковым радиусом
R0. Расстояние между осями симметрии этих по-
верхностей выбрано так, чтобы обеспечивать вдоль
движения электронного потока гауссово распреде-
ление ВЧ-поля в начале области взаимодействия,
затем сформировать распределение ВЧ-поля, близ-

кое к однородному распределению, и вновь –
гауссово распределение ВЧ-поля в конце области
взаимодействия. В конструкцию ОР входят также
электронная пушка 2, коллектор 3, электронный
поток 4 толщиной h, плоское зеркало 5, на кото-
ром расположена ДРПС с периодом l, щелью d
между выступами и с расстоянием между рядами
2H для пролета электронов. ДРПС занимает всю
поверхность плоского зеркала. Расстояние между
зеркалами HОР, фокусирующее магнитное поле Bz
направлено вдоль оси z.

Сначала была выбрана длина волны λ = 1 мм.
Радиус сферы фокусирующего зеркала R0 = 65 мм.
Высота открытого резонатора HОР = 5λ/2 = 2.5 мм.
Использовали многофокусное фокусирующее
зеркало, в котором при проведении расчетов чис-
ло фокусов Nф изменялось от 5 до 11 таким обра-
зом, что расстояние между крайними фокусами
Lc оставалось неизменным и составляло величину
20 мм. Вместе с изменением числа фокусов Nф из-
менялось и расстояние между фокусами Lф в со-
ответствии с выражением

Период ДРПС l = 0.18 мм, длина зазора d = 0.08 мм.
При использовании “полуволновой” ДРПС вы-
сота вдоль оси z ламелей hz = 0.5 мм. Для “проме-
жуточной гребенки” высота ламелей hz = 2b1 + 2H =

= −ф ф(  1 .)cL L N

УДК 621.385.69.077:621.385.19
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= 2 × 0.148 + 0.1 = 0.396 мм, где b1 – высота каждого
ряда, 2H – высота пролетного канала. В этих
структурах для прохождения ленточного электрон-
ного пучка в центре ламелей прорезан пролетный
канал высотой 2H = 0.1 мм и шириной 2С = 4rк. При
использовании “четвертьволновой гребенки”
высота ламели 0.25 мм и ленточный электронный
пучок проходит над ламелями, почти касаясь их
гребней. Как показывает расчет, поперечный размер
(радиус) каустики на плоском зеркале rк = 1.995 мм
(при HОР = 2.5 мм для длины волны λ = 1 мм).

2. РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕСКИХ 
ХАРАКТЕРИСТИК ОТКРЫТОГО 

РЕЗОНАТОРА С “ПРОМЕЖУТОЧНОЙ 
ГРЕБЕНКОЙ” И ФОКУСИРУЮЩИМ 

МНОГОФОКУСНЫМ СФЕРИЧЕСКИМ 
ЗАРКАЛОМ, У КОТОРОГО РАССТОЯНИЕ 

МЕЖДУ КРАЙНИМИ ФОКУСАМИ 10rк

Расчеты ЭДХ ОР проводились для основных
мод ТЕМ00q (q – число полуволн, укладывающих-
ся между зеркалами резонатора) на длине волны
примерно λ = 1 мм с использованием программного
комплекса CST Microwave Studio [2], который пред-
назначен для моделирования электромагнитных
полей в сложных СВЧ-устройствах.

Для открытого резонатора, образованного
многофокусным фокусирующим зеркалом и
плоским с “промежуточной гребенкой”, рассчита-
ны зависимости электродинамических характери-

стик (ЭДХ): резонансных частот – f0, добротностей
колебаний – Q0, нормы колебаний Nr, относи-
тельной мощности потерь Pп/W = 2πf0/Q0. Снача-
ла были проведены расчеты зависимости ЭДХ ОР
от числа фокусов Nф [3]. Результаты расчетов ЭДХ
здесь не приводятся, так как были сделаны для
ОР с “полуволновой”, “промежуточной” и “чет-
вертьволновой гребенкой” на плоском зеркале,
как в работе [4]. Кроме того, на печать выводи-
лись анимационные картины и распределения
ВЧ-поля по координатам X, Y, Z. Как следует из
расчетов, при использовании “промежуточной
гребенки” в ОР собственная добротность его при-
мерно в 1.4 раза больше, а относительная мощность
потерь в 1.45 раза меньше, чем при использовании в
ОР “полуволновой гребенки”. При сопоставлении
ЭДХ ОР с “четвертьволновой гребенкой” и ЭДХ
ОР с “промежуточной гребенкой” собственная
добротность последнего оказалась примерно в
2.4 раза больше, а относительная мощность по-
терь в 2.4 раза меньше. В этой связи были прове-
дены расчеты зависимости ЭДХ для ОР с Nф, = 11
от величины гребня периодической структуры от
hz = 0.25 мм, что соответствует “четвертьволновой
гребенке”, до 0.5 мм, что соответствует “полувол-
новой гребенке”. Сначала были проведены расчеты
ЭДХ для hz = 0.25 мм и 0.396 мм, а затем для hz от
0.4 до 0.5 мм с шагом 0.02 мм вблизи λ = 1 мм. Оп-
тимальные значения ЭДХ ОР зафиксированы для
высоты выступа hz = 0.396 мм при λ ≈ 1.0138 мм

Рис. 1. Схема конструкции оротрона с фокусирующим многофокусным зеркалом: 1 – пятифокусное сферическое фо-
кусирующее зеркало ОР с числом фокусов Nф = 5, 2 – электронная пушка, 3 – коллектор, 4 – электронный поток, тол-
щиной h, 5 – плоское зеркало, на котором расположена ДПРС с периодом l, щелью d между выступами, и с расстоя-
нием между рядами 2H для пролета электронов.
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(f = 295.905 ГГц), т.е. для “промежуточной гре-
бенки”.

Так как для этой высоты выступа (hz = 0.396 мм)
добротность ОР была максимальна при НОР = 2.5 мм,
были рассмотрены ЭДХ “промежуточной гребен-
ки” с этим hz в зависимости от высоты резонатора
НОР. Были проведены расчеты ЭДХ для разных
высот ОР, от 2.5 до 4 мм с шагом 0.2 мм для ОР с
11-фокусным фокусирующим зеркалом. Расчет
ЭДХ проводился, так же как и в предыдущих слу-
чаях, для каждой высоты. На печать выводились
анимационные картины и распределения ВЧ-поля
по трем координатам: продольной, вдоль про-
странства взаимодействия оротрона, – Z, попе-
рек нее – X и вдоль оси симметрии ОР – Y. Здесь
будут приведены только самые информативные
примеры анимационных картин и изменения
распределения ВЧ-поля по оcи симметрии ОР –
Y, которые представляют наибольший интерес.
Следует обратить внимание на распределение яр-
кости по высоте анимационных изображений
ВЧ-поля и вид распределений ВЧ-поля по оси Y.
На рис. 2а–2в представлены анимационные кар-
тины по трем координатам для HОР = 5λ/2 = 2.5 мм,
что соответствует расчетной частоте f0 = 295.897 ГГц
и длине волны λ ≈ 1.0138 мм, и так как hz = 0.396 мм,
то hz/λ = 0.39.

На рис. 2г представлено распределение ВЧ-
поля по координате Y. Такого же типа распреде-
ления ВЧ-поля по координате Y сохраняются
вплоть до высоты ОР 3 мм. При HОР = 3мм, f0 =
= 243.783 ГГц, λ ≈ 1.2306 мм, hz = 0.396 мм, hz/ λ =
= 0.32179, и анимационная картина ВЧ-поля Е005
по координате Y принимает вид, представленный
на рис. 3а.

Как видно на анимационной картине ВЧ-поля
по оси Y, максимум яркости возник в пределах
пролетного канала, хотя на распределении ВЧ-
поля по этой координате (см. рис. 3б) этот макси-
мум не ярко выражен.

При HОР = 3.2 мм, f0 = 228.212 ГГц, λ ≈ 1.31456 мм;
hz = 0.396 мм, hz/λ = 0.30124 анимационная карти-
на и распределение ВЧ-поля Е005 по координате Y
принимают вид, представленный на рис. 4а и 4б
соответственно.

Распределение ВЧ-поля Е005 по координате Y
(см. рис. 4б) имеет вид распределения ВЧ-поля
для “четвертьволновой гребенки” [4].

Этот вид распределения ВЧ-поля будет сохра-
няться и до высоты 4 мм включительно, когда для
ВЧ-поля Е005 длина волны λ = 1.6 мм и hz/λ =
= 0.396/1.6 = 0.2475.

Таким образом, впервые установлено, что в
распределении ВЧ-поля по оси симметрии ОР
(по координате Y) “промежуточная” ДРПС “может
вести себя” как полуволновая ДРПС с hz = λ/2 или

как “четвертьволновая гребенка” с hz = λ/4, т.е. в
последнем случае имеет место λ/4-резонанс. Ис-
пользование этого свойства ДРПС в оротроне
обеспечивает дополнительное увеличение эффек-
тивности электронно-волнового взаимодействия и,
как следствие, должно приводить к увеличению
КПД и выходной мощности. Происходит это, ко-
гда hz/λ становится меньше 0.3…0.32.

3. ОЦЕНКА ВОЗМОЖНОСТИ СОЗДАНИЯ 
ОРОТРОНА КОРОТКОВОЛНОВОЙ ЧАСТИ 

МИЛЛИМЕТРОВОГО ДИАПАЗОНА
С “ПРОМЕЖУТОЧНОЙ” ДРПС

Проведем оценку возможности реализации
параметров ДРПС, необходимых для использова-
ния этого ее свойства в нашем экспериментальном
макете оротрона коротковолновой части милли-
метрового диапазона, а именно в диапазоне
1.9…1 мм, для увеличения КПД и мощности гене-
рации.

Исходя из соотношения hz/λ < 0.3…0.32, оце-
ним высоту выступа hz для длин волн в диапазоне
λ = 1.5…1 мм. Тогда для λ = 1.5 мм (200 ГГц) полу-
чим hz = 0.32 × 1.5 = 0.48 мм, т.е. при высоте про-
летного канала 0.1 мм и одинаковой высоте рядов
ДРПС высота каждого ряда b1 = b2 = 0.19 мм. Однако
для оптимизации напряженности электрического
ВЧ-поля в пролетном канале (для выбранной
длины волны) высоты рядов ДРПС могут быть
разными. В данном случае, например, b1 = 0.25 мм,
а b2 = 0.13 мм.

Следует отметить, что высота второго ряда в
используемой конструкции ДРПС, не имеющего
контакта с поверхностью плоского зеркала, как
показал эксперимент, не может быть меньше чем
0.12 мм, если рабочий ток превышает 150 мА.

Теперь оценим высоту выступа hz для длины
волны λ = 1.0 мм (300 ГГц) получим hz = 0.32 × 1.0 =
= 0.32 мм, т.е. при высоте пролетного канала 0.1 мм
и одинаковой высоте рядов ДРПС высота каждо-
го ряда b1 = b2 = 0. 11 мм. При этом максимум ВЧ-
поля находится на высоте 0.25 мм, т.е. на высоте,
при которой находится второй ряд ДРПС. При
этом напряженность ВЧ-поля вблизи нижнего
ряда, расположенного на плоском зеркале, ока-
зывается существенно меньше, чем вблизи второ-
го ряда. Для того чтобы вблизи второго ряда в
пролетном канале напряженность ВЧ-поля была
максимальной, необходимо, чтобы высота второго
ряда была 0.07 мм. Тогда при высоте пролетного
канала 0.1мм высота первого ряда будет 0.15 мм.
Таким образом, в этом случае нельзя реализовать
оптимальную амплитуду ВЧ-поля в пролетном
канале за счет изменения высоты рядов, как в
предыдущем случае. Ситуацию можно было бы
улучшить за счет уменьшения высоты пролетного
канала, уменьшив ее, например, до 0.07 мм. Но,
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во-первых, в нашем оротроне это по техническим
причинам невозможно, а во-вторых, все равно
высота второго ряда b2 = 0.11мм < 0.12 мм. Поэто-
му необходимо использовать новую конструкцию
ДРПС, в которой это ограничение будет снято.

Как следует из расчетов, это замечательное
свойство “промежуточной” ДРПС проявляется у
нее на длинах волн существенно длиннее опти-
мальной, чем если бы эта ДРПС использовалась
как “полуволновая” (λ = b0/2), и, наоборот, суще-

Рис. 2. Анимационные картины ВЧ-поля Е005 по координатам Z (а), Х (б), Y (в) и распределение ВЧ-поля по Y при
X = 0, Z = 0 (г).
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ственно короче, чем если бы эта ДРПС использова-
лась как “четвертьволновая гребенка” (λ = b0/4). И в
связи с тем, что максимум распределения ВЧ-поля в
“полуволновой” ДРПС для длины волны λ = 1.0 мм
располагается на оси пролетного канала, в “про-
межуточной” ДРПС он располагается существен-
но выше оси пролетного канала.

Таким образом, в настоящее время для иллю-
страции этого свойства открытого резонатора с
“промежуточной” ДРПС в оротроне следует вы-
брать первый из рассмотренных вариантов воз-
можной технической реализации такого прибора.

4. КОНСТРУКЦИЯ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО 
МАКЕТА ОРОТРОНА

На основе результата проведенного анализа,
была разработана и создана конструкция оротро-
на с “промежуточной” ДРПС, имеющей соотно-
шение высоты рядов b1 = 0.25 мм, а b2 = 0.13 мм, и
проведены эксперименты по исследованию рабо-

ты такого оротрона [5]. В ОР использовалось се-
мифокусное сфероцилиндрическое зеркало с ра-
диусом кривизны 32 мм цилиндра и сферы, при
длине Lц = 4 мм каждого из семи цилиндров с обра-
зующей, перпендикулярной электронному потоку,
и общей длиной 34.2 мм. Расстояние между “фоку-
сами” соседних цилиндров составляло lц = 3.2 мм.
Цилиндрические участки фокусирующего зерка-
ла позволяли при ширине катода 5 мм, обеспечи-
вающего создание плоского электронного пото-
ка, создать практически по всей его ширине плос-
кое распределение ВЧ-поля для основного типа
колебания ОР вместо гауссова распределения при
использовании простого сфероцилиндрического
зеркала с образующей цилиндра вдоль простран-
ства взаимодействия. Это обеспечило возмож-
ность эффективного электронно-волнового вза-
имодействия по всей его ширине. Так как неод-
нородность ВЧ-поля по высоте пролетного
канала H = 0.1 мм при периоде ДРПСl = 0.29 мм
определяет отношение l/H ≈ 3, то ее также можно

Рис. 3. Анимационная картина ВЧ-поля Е005 по координате Y (а) и распределение ВЧ-поля по Y при X = 0, Z = 0 (б).
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не учитывать [6], т.е. эффективно работает весь
плоский электронный поток. При этом длина
плоского зеркала со структурой должна обеспе-
чивать отсутствие дифракционных потерь. Как
показано в работе [7], минимальный размер круг-
лых сферических зеркал определяется условием:

где a – радиус круглого зеркала, ∆g – относитель-
ные дифракционные потери волны при одном от-
ражении от зеркала.

Поэтому длина плоского зеркала Lз.пл = 3.2 × 6 +
+ 4rк = 19.2 + 4 × 2.68 = 29.92 мм, а длина взаимо-
действия L = 3.2 × 6 + 3rк = 19.2 + 3 × 2.68 = 27.24 мм;
L2 = 7.52 см2. Так как радиус каустики на фокуси-
рующем зеркале определяется по формуле rк =
= {(λ/π)[(R2H)/(R – H)]0.5}0.5 = 3.11 мм, то длина
фокусирующего зеркала, достаточная для отсут-
ствия дифракционных потерь, будет 19.2 + 4 ×

2 2
кlg 0.87 1 10( ,)g a r −Δ = − < − ×

× 3.11 = 31.645 мм. Результаты эксперименталь-
ного исследования приведены на рис. 5.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА

На рис. 5 представлены две зависимости вы-
ходной мощности оротрона от частоты генерации
для двух значений величины связи с нагрузкой D
3 мм и 2.5 мм. Они определяют расстояние отвер-
стия вывода энергии в плоском зеркале ОР во
внешний волноводный тракт от максимума ВЧ-поля
в последнем (от катодного края зеркала) “сфероци-
линдре” фокусирующего семифокусного сфероци-
линдрического зеркала. Чем это расстояние больше,
тем связь с нагрузкой меньше, и если оно меньше,
то связь с нагрузкой больше.

Как видно на рис. 5, ВЧ-мощность, генериру-
емая прибором, резко нарастает с уменьшением
частоты. Как показал проведенный выше анализ

Рис. 4. Анимационная картина ВЧ-поля Е005 по координате Y (а) и распределение ВЧ-поля по Y при X = 0, Z = 0 (б).
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ЭДХ ОР, причиной такой зависимости может яв-
ляться неизвестное ранее свойство ДРПС изме-
нять характер распределения ВЧ-поля вдоль оси
ОР. Тот факт, что резонансное увеличение ВЧ-
мощности на частоте ≈190 ГГц связано именно с
неизвестным ранее свойством ДРПС, был под-
твержден в работе [5] также расчетом КПД оро-
трона с этим семифокусным зеркалом по “Про-
грамме расчета” [8]. В расчете было показано, что
при нагруженной добротности Q = 2000, рабочем
токе 100 мА и напряжении 9 кВ, на длине волны
1.58 мм может быть получен эффективный режим
генерации с выходной мощностью до 20 Вт и
КПД в нагрузке до 2.2%.

Следует отметить, что для получения эффек-
тивных режимов работы оротрона с использова-
нием этого свойства “промежуточной” ДРПС не-
обходимо выполнить целый ряд условий при раз-
работке конструкции прибора. О некоторых из
них было сказано раньше. Так, необходимость
оптимизации связи ОР с нагрузкой иллюстрирует
рис. 5, а возможность использовать всю ширину
электронного потока позволяет конструкция фо-
кусирующего зеркала ОР. Однако чтобы реализо-
вать эффективный режим работы оротрона, нужно,
прежде всего, оценить параметры прибора, при
которых возможно его самовозбуждение, т.е. пус-
ковой ток генерации, который должен быть не
менее чем в два раза меньше рабочего тока этого
режима. Так как рассматриваемый режим работы

аналогичен режиму работы оротрона с “четверть-
волновой гребенкой”, то рассмотрение следует
провести так, как это сделано в работе [9]. Этот
вопрос рассмотрен подробно в Приложении. В
результате найдено расчетное значение пусково-
го тока генерации в приборе, которое составило
40.4 мА, что практически совпадает с измерен-
ным в эксперименте значением в 40 мА.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, представлены результаты ис-

следования электродинамических характеристик
открытых резонаторов (ОР), образованных мно-
гофокусным (от пяти до одиннадцати фокусов)
сферическим и плоским зеркалами с тремя типа-
ми периодических структур на плоском зеркале.
На основе сравнения ЭДХ периодических струк-
тур для ламелей разных высот hz (от λ/4 ≤ hz ≤ λ/2)
выбрана высота, оптимальная для “промежуточ-
ной” двухрядной структуры hz = 0.396 мм. Для вы-
бранной высоты λ/4 < hz < λ/2 для ОР с 11-фокус-
ным сферическим зеркалом и переменной высотой
ОР (HОР) от 2.5 до 4 мм при неизменном количе-
стве полуволн (равным пяти), т.е. увеличением
длины волны, исследованы распределения ВЧ-
поля по трем координатам. В результате анализа
впервые установлено, что в распределении ВЧ-по-
ля по оси симметрии ОР (по координате Y) “про-
межуточная” ДРПС “может вести себя” как полу-

Рис. 5. Зависимость выходной мощности Р1 (1), Р2 (2), тока пучка I1 (3), I2 (4), напряжения U1 (5), U2 (6) от частоты
при разной величине связи ОР (D1, D2) с нагрузкой в оротроне с семифокусным сфероцилиндрическим фокусирую-
щим зеркалом ОР: D1 = 3 мм, D2 = 2.5 мм.
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волновая ДРПС с hz = λ/2 или как “четвертьволно-
вая гребенка” с hz = λ/4, т.е. в последнем случае
имеет место λ/4-резонанс. Использование этого
свойства ОР с ДРПС в оротроне при hz/λ < 0.3…0.32
обеспечивает увеличение эффективности элек-
тронно-волнового взаимодействия и, как след-
ствие, должно приводить к увеличению КПД и
выходной мощности. Проведена оценка возмож-
ности создания оротрона с использованием ОР с
“промежуточной” ДРПС в коротковолновой ча-
сти миллиметрового диапазона. На основе ре-
зультатов этого анализа разработана конструкция
оротрона диапазона 1.3…1.6 мм и создан прибор с
фокусирующим семифокусным сфероцилиндри-
ческим зеркалом и “промежуточной” ДРПС на
плоском зеркале. Проведено его эксперимен-
тальное исследование, в котором зафиксирована
генерация на частоте ≈190 ГГц в 20 Вт при напря-
жении 9 кВ и токе 100 мА с КПД в нагрузке ≈2.2%.
Численное моделирование этого режима по Про-
грамме расчета [8] подтвердило возможность его
реализации при нагруженной добротности QОР =
= 2000. Был также проведен расчет пускового тока
генерации для этого режима, в результате которого
расчетное значение пускового тока практически
совпало с измеренным в эксперименте.

ПРИЛОЖЕНИЕ
В работе [9] получены две формулы для пуско-

вого тока с малым и большим пространственным
зарядом. Поэтому прежде всего нужно опреде-
лить, к какому из них следует отнести рассматри-
ваемый режим. Для этого необходимо вычислить
[9] параметр ϕp = hpL, где L – длина взаимодей-
ствия, hp = ωp/Ve, ωp – плазменная частота, Ve – ско-
рость электронов потока. Если ϕp  1, то простран-
ственным зарядом можно пренебречь и использо-
вать для пускового тока формулу (50) из работы
[9] для малого пространственного заряда, а если
ϕp  1, то следует использовать формулу (51) из
той же работы [9]. Таким образом, для того чтобы
сделать выбор между этими двумя формулами,
необходимо вычислить ϕp. Следуя и во всех даль-
нейших расчетах работе [9], получаем выражение
для вычисления ϕp для малого пространственного
заряда, используя [9, формула (49)]

(П.1)

а также [9, формула (50)]. В (П.1) Г – коэффициент
уменьшения плазменной частоты, Q – нагружен-
ная добротность ОР, ψ = W1/W – коэффициент
использования электрического поля в ОР (W1 –
энергия первой пространственной гармоники в
объеме плоского электронного потока, а W – энер-
гия ВЧ-поля, запасенная в ОР) [9, формула (43)]:

(П.2)

!

@

2 0.52 8 ) ,(p Qϕ = πΓπ ψ

2
1 0 8 ,W W B S L Wψ = = θ π

θ – коэффициент использования электронного
потока, в данном случае равный 1, так как неод-
нородность ВЧ-поля по ширине и толщине элек-
тронного потока можно не учитывать.

Для нашего прибора толщина плоского элек-
тронного потока 2H = 0.1 мм при периоде ДРПС
l = 0.29 мм определяет отношение l/2H ≈ 3, и так
как в соответствии с [9, формула (32)]

(П.3)
то

поэтому

(П.4)

Подставляя значения S0 = 0.01 × 0.5 см2 и L = L7ц +
+ 3rк = 3.2 × 6 + 3 × 2.68 = 27.24 мм = 2.7245 см в
формулу (П.2) для ψ имеем

(П.5)
Следует обратить внимание на то, что для

определения длины взаимодействия L к L7ц до-
бавляется не 4rк, а 3rк, т.е. не по 2rк на плоском
зеркале от сферической поверхности с каждой
стороны семифокусного сфероцилиндрического
фокусирующего зеркала. Необходимость такого
решения основывается на экспериментальных
результатах определения пускового тока в ОР с
различными многофокусными фокусирующими
зеркалами. Если бы длина взаимодействия была
L7ц + 4rк, то W1 = 0.171 × 10–3 следовало увеличить
в 29.92/27.24 раз и тогда получили бы

(П.6)
Таким образом, величина ψ0 увеличилась, и в ре-
зультате уменьшились величины ϕp и пускового
тока I0.

Теперь необходимо вычислить W. В работе [9,
формула (44)], приводится выражение

( П.7)
где V – объем ОР, A1 – амплитуда первой про-
странственной гармоники, ν1 = π2/8 для опти-
мальной “четвертьволновой гребенки”, у которой
отношение щели к периоду d/l = 0.5, и высота
гребня h = b0 = λ/4. Поэтому отношение A1/A0 =
= 0.637 (A0 – амплитуда ВЧ-поля в ОР).

Первое условие в ДРПС экспериментального
макета оротрона выполнено. Однако второе усло-
вие, конечно, не выполнено. Но поскольку оро-
трон с этой ДРПС ведет себя так, как будто оно
должно выполняться, то выражение (П.7) будем
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считать справедливым с ν1 = π2/8. Тот факт, что для
нашего прибора b0/λ = 0.3, а отношение A1/ A0 = 0.5,
будет учтен в расчете W1. Вычисляем

где S1 – площадь поверхности плоского зеркала,
HОР – высота ОР.

Площадь плоского зеркала

Итак,

(П.8)

Отсюда следует

(П.9)

Однако, как говорилось ранее, наша структура,
хотя и ведет себя как “четвертьволновая гребенка”,
но с параметрами, отличными от оптимальных.
Действительно, для оптимальной “четвертьвол-
новой гребенки” необходимо, чтобы b/λ = 0.25, и
тогда A1/A0= 0.637. Но в случае нашего экспери-
мента b/λ = 0.3 и A1/A0 = 0.5. Так как энергия, за-

пасенная в электронном потоке, W1 ~ , а в ОР

W ~ , то коэффициент ψ = W1/W ~ (A1/A0)2 и
должен быть соответственно уменьшен до ψ1, а ψ0
до ψ01 соответственно:

Подставляя значения ψ1 = 0.569 × 10–3 и Q = 2000
в формулу (П.1), получим ψ1Q ≈1.14, и полагая Г =
= 0.5 [6], для малого пространственного заряда
получим

Однако в работе [9] приводится выражение q2/q1 =
= 64Г/π3ψQ, где q2 и q1 – вычислены по [9, фор-
мулы (51) и (50)] для большого и малого простран-
ственного заряда соответственно. Также указыва-

ется, что в случае, если это отношение меньше 1,
пространственный заряд мало влияет на взаимо-
действие электронного потока с ВЧ-полем. В на-
шем случае q2/q1 = 64Г/ π3ψQ ≈ 0.91 для ψ1, или
0.978 для ψ01, и можно для вычисления пускового
тока пользоваться формулой из [9, (50)] для мало-
го пространственного заряда:

(П.10)

Подставляя в формулу значения S0 = 5 × 10–3 см2,
U0 = 9 × 103 В, L = 2.724 см, ψ1Q ≈ 1.14, получаем

Это значение пускового тока весьма близко к зна-
чению 40 мА, наблюдаемому в эксперименте. В
случае если бы в выражении для W1 длина взаи-
модействия была не 2.724 см, а 2.929 см, то рас-
четное значение пускового тока было бы меньше
измеренного в (2.929/2.724)3 = 1.243 раз и соста-
вило бы 32.5 мА.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ
Работа выполнена в рамках государственного задания

Института радиотехники и электроники им. В.А. Котель-
никова Российской академии наук.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Мясин Е.А., Евдокимов В.В., Ильин А.Ю., Соловьев А.Н.

Оротрон. Патент РФ на полезную модель № 87830.
Опубл. офиц. бюл. “Изобретения. Полезные моде-
ли” № 29 от 20.10.2009.

2. Курушин А.А., Пластиков А.Н. Проектирование
СВЧ устройств в среде CST Microwave Studio. М.:
МЭИ, 2010.

3. Мясин Е.А., Соловьёв А.Н. // Матер. 27-й Между-
нар. Крым. конф. “СВЧ-техника и телекоммуни-
кационные технологии”. Севастополь, 2017. С. 381.

4. Мясин Е.А., Соловьёв А.Н. // РЭ. 2018. Т. 63. № 7. С. 652.
5. Мясин Е.А., Евдокимов В.В., Ильин А.Ю., Соловьёв А.Н. //

Журн. радиоэлектроники 2020. № 2. http://jre.cpli-
re.ru/jre/feb20/9/text.pdf.

6. Белявский Б.А., Цейтлин М.Б. // РЭ. 1980. Т. 25.
№ 5. С. 1108.

7. Богомолов Г.Д. Исследование генерации оротрона
в миллиметровом и субмиллиметровом диапазо-
нах. Канд. дис. … физ.-мат. наук. М.: ИПФ АН
СССР, 1968. 123 с.

8. Андреев Ю.В., Мясин Е.А. Государственная реги-
страция программы для ЭВМ № 2016613929.
Опубл. офиц. бюл. “Программы для ЭВМ. Базы
данных. Топологии интегральных микросхем”
№ 5 от 20.05.216.

9. Русин Ф.С. Линейная теория оротрона. Электро-
ника больших мощностей. Сб. 5. М.: Наука, 1968.
С. 9.

( ) ( )2 2
1 1 1 ОР64 6[ ] 4,W A V A S H= π = π

( )1 ц к з.пл
2 2

4 4 мм 4 2.68 29.92

14.72 29.92 мм 440.422 мм 4.404 м

)

с ,

(S l r L= + = + × =
= × = ≈

×

ОР 8.583 мм 0.8583 см.H = =

( )
( ) ( )

= π =

= π ≈

2
1

2 2
1 1 ОР 1

64

64 0.185 .

W A V

A S H A
3 2

1 1
2 3 2

1 1

( )0.171 10

0.171 10 0.185 .( ) ( )

W W A W

A A

−

−

ψ = = × =
= × ×

3

2 2 3
0 1 1( )

0.924 10 ,

0.184 0.185 0.9935 10( ) .A A

−

−

ψ ≈ ×
ψ ≈ = ×

2
1A

2
0A

( )2
1 1

3
1

0.5 0.637

0.616 0.569 10 ,

W W

W W −×
ψ = =

= = ×
3

01
3 3

0.9935 0.616 10

0.61199 10 0.612 10 .

−

− −

ψ = × × =
= × ≈ ×

2 0.5 0.52 8 3.3946 1.829,
или 1  .9

(
66, т.е. 1.
)p Qϕ = πΓπ ψ = ≈

≈ >

3 25 2
0 0 08 10 .I S U L Q−= × ψ

5 3
0

3 9 0.5 2

3

8 10 5 10

9 10 2.7

(

24 1.14  

40.37 10 40.4 м

) )

.

(

А

I

А

А

− −

−

≈ × × × ×
× × × =

= × ≈



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА, 2021, том 66, № 7, с. 682–697

682

ОБ ИМПЕДАНСНЫХ УСЛОВИЯХ
В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ НАНОПРОВОДАХ

© 2021 г.   М. В. Давидович*
Саратовский национальный исследовательский государственный университет им. Н.Г. Чернышевского, 

ул. Астраханская, 83, Саратов, 410012 Российская Федерация
*E-mail: davidovichmv@info.sgu.ru
Поступила в редакцию 11.08.2020 г.

После доработки 22.11.2020 г.
Принята к публикации 29.11.2020 г.

В рамках модели Ландауэра–Датты–Лундстрома получены приближенные формулы для проводимости
металлических нанопроволок конечной ширины и толщины, а также пленок конечной толщины, пере-
ходящие в известные предельные случаи. Соотношения удобны для определения проводимости на-
норазмерных структур с учетом обоих поперечных размеров. Для оценки числа мод проводимости
квантовых проволок с конечными поперечными размерами предложены приближенные формы
распределения потенциала и функционалы для решения соответствующего уравнения Шредингера.
Проведена численная оценка числа энергетических уровней. Рассмотрено решение задачи о волне
Зоммерфельда–Ценнека в прямоугольном проводе, которая на высоких частотах переходит в поверх-
ностный плазмон. Решение существенно зависит от изменения плазменной частоты, связанной с
поперечными размерами.
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ВВЕДЕНИЕ

Тонкие металлические, полупроводниковые и
другие хорошо проводящие структуры в виде прово-
дов различной формы, включая углеродные нано-
трубки (УНТ), ленточные (полосковые) проводни-
ки шириной w и толщиной t, широко применяются
при создании различных проволочных метаматери-
алов [1‒12], гиперболических метаматериалов в ви-
де плоскослоистых металлодиэлектрических струк-
тур [13‒18], дифракционных решеток, двумерных и
трехмерных фотонных кристаллов [9‒12], линий
передачи, нанотранзисторов, терагерцевых уси-
лителей [19–21] и т.п. В этих структурах w и t мо-
гут иметь размеры от нескольких (или даже одно-
го-двух) нанометров до нескольких десятков или
сотен нанометров, а для моделирования необхо-
димо знать их импедансы как функции размеров
и частоты. Теория проводимости Друде, которая
хорошо работает для вырожденных металлов
( ) и в случае больших по сравнению с
длиной свободного пробега (ДСП) размеров про-
водников становится плохо применимой при
уменьшении размеров (включая и длину провод-
ников L) до ДСП  и менее [22‒30]. Тем более
она не применима к графену, графеновым нано-
лентам, УНТ, квантовым проволокам и подоб-
ным им структурам. Строгий анализ требует ре-
шения задач квантовой механики, электродинами-

ки и неравновесной статистической механики,
поэтому подобного рода задачи решаются прибли-
женными методами типа формализма Грина–Ку-
бо, модели Ландауэра–Датты–Лундстрома (ЛДЛ)
[22‒30], транспортного уравнения Больцмана в
приближениях времени релаксации, Бхатнагара–
Гросса–Крука [31] и ряда других. В сверхтонких
пленках (с толщиной 2…10 нм) существенны по-
верхностные эффекты, в том числе влияние кла-
стеров обусловленных коагуляцией металла при
получении сплошных пленок с металлической
проводимостью, отражение носителей заряда от
поверхностей. Минимальная достижимая толщи-
на  нм, соответствующая перколяцион-
ному барьеру, как раз определяет минимально
возможный слой из нескольких атомарных слоев,
при котором еще можно говорить о макросвой-
ствах вещества. Влияние поверхностного рассея-
ния наряду с объемным рассеянием учитывалось
в ряде моделей, в частности Фукса–Зондгеймера
[32, 33], Майадаса–Шацкеса [34], Телье–Тоссе–
Пишара [35], Варкуша [36] и др. Квазибаллисти-
ческий перенос заряда с размерными эффектами
шероховатости количественно описан с помо-
щью соотношений теории Намба [37, 38]. Кванто-
воразмерные эффекты рассмотрены в ряде работ, в
частности [39‒43], а также исследовались и получе-
ны экспериментально [44‒51]. В ряде работ получе-
ны различные экспериментальные зависимости
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удельной проводимости металлических пленок
 для толщин от 1 до 100 нм (см. [50, 51]). Обычно

проводимость наноструктур определяется на осно-
ве числа мод проводимости [25‒30], которое в свою
очередь оценивается по числу укладывающихся
на структуре волн де-Бройля.

Цель работы – рассмотрение импедансных
свойств металлических проволок малых попереч-
ных размеров w, t и тонких металлических пленок
в рамках транспортной модели ЛДЛ. При этом
акцент сделан на получении простых аналитиче-
ских соотношений и на точном определении чис-
ла мод проводимости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Удельная проводимость в концепции Друде

определяется как , где подвиж-
ность носителей ,  ‒ заряд,  ‒ эф-
фективная масса носителей заряда (например,
электронов),  ‒ время релаксации им-
пульса, связанное с ДСП  в бесконечном образце
и со средней скоростью носителей . Дрейфовое в
среднем направленное движение, подразумеваю-
щее ускорение между двумя наиболее вероятны-
ми ближайшими столкновениями, после которых
электрон полностью теряет направленный про-
тив электрического поля импульс (соответственно,
и энергию, передавая ее фононам), для малых длин
образцов становится баллистическим. В случае
идеальных квантоворазмерных структур имеют
место упругие рассеяния носителей относитель-
но границ, что требует, вообще говоря, решения
квантовомеханических задач. При  полу-
чаем двумерную структуру – двумерный элек-
тронный газ (ДЭГ). Для металлов при комнатной
температуре соответствующая пленка должна
иметь порядок толщин от нескольких наномет-
ров до двух-трех десятков нанометров, поскольку

 для используемых в наноплазмонике металлов
при комнатной температуре имеет порядок от не-
скольких десятков до сотни нанометров. При
снижении температуры  растет, поэтому ука-
занные границы сдвигаются в большую сторону.
Минимальная толщина обусловлена тем, что в
пленке может быть не менее нескольких атомар-
ных слоев. Однако имеются идеальные (атомарно
тонкие) структуры ДЭГ типа графена, силицена,
борофена.

Получаемые электрофизические параметры
следует усреднять по энергиям носителей, ис-
пользуя функцию распределения Ферми–Дирака

где  ‒ электрохимический потенциал. Будем так-
же обозначать . В вырожденном
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бесконечном проводнике усреднение по энергиям
носителей дает формулу Друде [52]. Строгое
определение электрофизических параметров тре-
бует решения кинетических уравнений при воз-
действии электромагнитных волн. Имеется ряд
приближенных подходов, основанных на методах
статистической механики и термодинамики не-
обратимых процессов (транспортном уравнении
Больцмана, формализме Кубо, или формулах
Грина–Кубо, неравновесных функций Грина–
Келдыша). В частности, эти модели позволяют
определять проводимости таких структур, как
графен [31, 53‒56]. Наиболее простым формализ-
мом является транспортная модель ЛДЛ [23‒30,
57‒60], которой здесь мы и придерживаемся. В
ней причиной тока носителей заряда является
различие в подготовке равновесных электродов

 и , а также наличие в проводящем ка-
нале свободных уровней для заполнения носите-
лями с электрода 1 с последующим их переходом
на свободные уровни электрода 2. Такой как бы
статический подход, тем не менее, позволяет
определить проводимость [22‒30], пригодную
для достаточно высоких частот, особенно если
длина канала мала. Проводники ведут себя по-
другому, когда их размеры становятся сравнимы
или меньше ДСП  в бесконечном материале.
Именно, возникает баллистический транспорт,
который приводит к тому, что и сама ДСП  из-
меняется и становится зависимой от размеров.
Далее будем рассматривать проводник с размера-
ми w, t, L, считая, что ток течет вдоль длины L.
При баллистическом транспорте существенны
размерное квантование (размерные квантовые
эффекты), т.е. рассмотрение носителей в квантовых
ямах (одномерных, двумерных и трехмерных), при-
чем при транспорте носителей имеет значение от-
ражение их от соответствующих стенок. Важно
квантово-механическое рассмотрение задачи,
определяющее число состояний и число мод про-
водимости [29, 30], что определяет проводимость
структуры. Переход от классического рассмотре-
ния к квантовому изложен в работах [61‒68].

Для численного анализа перечисленных структур
желательно иметь выражения в виде простых при-
ближенных формул для проводимости проволоки
поперечного размера w, t и длины L, а также по-
гонной проводимости, что и является целью ра-
боты. Пусть  означает размерность про-
водника. Указанные соотношения должны быть,
с одной стороны, простыми, а с другой – доста-
точно точными и переходить в известные форму-
лы в одномерном случае d = 1 (квантовая нить,

, ), двумерном случае d = 2 (квантовая
яма ) и трехмерном случае d = 3 неограни-
ченного образца ( , ). Случай кванто-
вой точки (искусственного атома) d = 0 для транс-

( )1f E ( )2f E

0λ

λ

1,  2,  3d =

0w → 0t →
0t →

w → ∞ t → ∞
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порта не интересен, но важен для анализа лока-
лизованных плазмонов.

2. АППРОКСИМАЦИИ ДЛЯ ПРОВОДНИКОВ 
КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ

Используя концепцию баллистического со-
противления/проводимости , для про-
водника любой размерности d и длины L можно
записать его сопротивление в виде

(1)

Величины в фигурных скобках соответствуют
размерностям 1, 2, 3. Это, в частности, означает
обычно принятые записи через удельные сопро-
тивления  и проводимости 

(2)

В (1) и (2) равенства для фигурных скобок опреде-
ляют соответствующие физические размерности
удельных величин для проводников размерностей

. При малых размерах соотношения типа
(1) нелинейно зависят от размеров (квантуются),
однако они весьма удобны для удельных и погон-
ных параметров и поверхностных импедансов при
электродинамическом анализе устройств в силу
простоты. Естественно размерности  и  в силу
(2) разные, при этом обычные удельные величи-
ны суть . Длина свободного про-
бега массивного проводника в теории Друде
определяется как , где  – средняя ско-
рость,  ‒ время свободного пробега (релаксации
импульса), т.е.  ‒ вероятность рассеяния в еди-
ницу времени с полной потерей направления, ко-
гда скорость направлена после столкновения слу-
чайным образом. Приобретаемая во внешнем по-
ле за время  дополнительная энергия полностью
релаксирует к равновесному состоянию в точке
столкновения, т.е. передается фононам. Очевид-
но, ДСП зависит от того, как определена средняя
скорость. При движении носителей вдоль оси z

 при усреднении по энергиям, вводя в
рамках теории случайных блужданий коэффици-
ент диффузии , можно определить про-
водимость трехмерного проводника как [52]

(3)

где  ‒ плотность состояний на поверхности
Ферми,  ‒ число энергетических состоя-
ний в интервале  (индекс d означает квантовую
размерность (one-dimensional), т.е. 1-d означает
структуру, не ограниченную по одной координа-
те). Формула (3) получена усреднением по энер-

B B1R G=

( ) ( ){ }B
1 11, , .dR R L L
w wt

= + λ λ = ρ + λ

dρ dσ

{ }
B

1 1 1, , .d
d

w wt
G

ρ = =
σ λ

1,  2,  3d =

dρ dσ

1 1
3 3

− −ρ = σ = ρ = σ

0λ = τv v

τ
1−τ

τ

z=v v

2
zD = τv

( ) ( )2 2
3 F F ,E dq Dd q DD E Lwtσ = σ = =

FEd
( )dD E dE

dE

гиям в случае вырождения. В общем случае надо
усреднять по энергиям с функцией , где
обозначена равновесная функция Ферми–Дира-
ка  . В случае малой длины
L неравновесного проводника, включенного между
двумя равновесными проводниками с электрохи-
мическими потенциалами  и  следует усреднять
с функцией . Формула (3) допускает
обобщение на любую размерность [30]

(4)

Вводя закон дисперсии , получаем, вообще
говоря, тензорную проводимость. Рассмотрим
изотропные зависимости . Усреднение 
по углам (направлениям с учетом баллистического
движения) дает [29, 30] , 

 для 1-d проводника, ,

 для 2-d проводника, 

,  для 3-d проводника,
что записываем как

(4)

(5)

Используя определение , получаем

(6)

Здесь ,  соответствует бесконечному образцу, а
индекс d в (5) и (6) опущен. Обобщим приведен-
ные соотношения на случай проводника прямо-
угольного сечения так, чтобы имело место совпа-
дение при его вырождении в двумерный и одно-
мерный проводники:

(7)

(8)

Здесь ,  ‒ баллисти-
ческое сопротивление одномерного проводника.
Из (7) для  следует  (если ),

 (если , ), что при-
ближенно соответствует , а также .
Соотношение (8) соответствует объемному огра-

0f E−∂ ∂

( )0 0, , ,f f E T= μ 0 FEμ =

1μ 2μ
( ) ( )1 2f E f E−

{ }
{ }

2
2 1 11; ; ,

1 11; ; .

d
d d

d
d
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L w wt
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( )E p�

( )E p ( )z Ev

( ) ( )z E E=v v ( )2
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( )2 E= v ( ) ( )2z E E= πv v
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ниченному проводнику. Для одномерного провод-
ника получаем , для двумерного
проводника , для трехмерного

, что хорошо согласуется с опре-
делением баллистической проводимости [30]:

(9)

В случае малых по сравнению с ДСП поперечных
размеров для квантовой проволоки имеем

(10)

Очевидно, при анализе длинных структур из кван-
товых проволок можно рассматривать их как осевые
токи с погонным сопротивлением (импедансом)

, при этом формула (10) дает значе-
ние погонного сопротивления с учетом конфигу-
рации проволоки. При моделировании структур
линейными токами вдоль оси проволоки гранич-
ные условия следует накладывать на ее поверхно-
сти в виде , где индексом S обозначена
поверхностная плотность тока, поверхностная про-
водимость и касательное к поверхности электриче-
ское поле. Считая, что ток в баллистической прово-
локе распределен равномерно (это приближение
можно оправдать пропорциональностью числа мод
проводимости поперечным размерам и малыми
размерами по сравнению с длиной волны), полу-
чаем удельное сопротивление :

(11)

Определение удельной двумерной (поверхност-
ной) проводимости берется как предел 
при стремлении толщины проводника к нулю.
Если  ‒ поверхностная, а  ‒ объ-
емная плотности тока, то осевой ток равен

, если считать эти распреде-
ления равномерными. Отсюда получаем

(12)

Очевидно, соотношения можно распространить
на круглые проволочки с радиусом r, считая что

. К сопротивлению (8), которое рас-
смотрено в условиях постоянного тока, следует,
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вообще говоря, добавить индуктивную часть, т.е.
взять , где

(13)

‒ геометрическая индуктивность,

(14)

– кинетическая индуктивность. В (14) добавлен
множитель, учитывающий то, что кинетическая ин-
дуктивность возникает при баллистическом транс-
порте. Если период колебаний поля  срав-
ним со временем свободного пробега, то приобрета-
емая в поле кинетическая энергия начинает резко
уменьшаться. Поскольку частоты столкновений

 для металлов лежат в инфракрасном диапа-
зоне, то в терагерцевом диапазоне использовать

 желательно, особенно для коротких провод-
ников. В общем случае можно ввести частотную
корректировку:

Естественно, что приведенные формулы прибли-
женные. Более строгие подходы к получению по-
верхностного или объемного импедансов должны
основываться на определении числа мод проводи-
мости из УШ и рассматривать решения уравнений
Максвелла с учетом поверхностного эффекта, при
этом весьма важно определение параметра , кото-
рый зависит от того, каков характер отражений
носителей от границ – зеркальный, смешанный
или диффузный. Соответственно важна и струк-
тура границ –атомарная или кластерная.

3. ПРОВОДИМОСТЬ, ЧИСЛО ЕЕ МОД
И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ УРОВНИ

Баллистическая проводимость пропорцио-
нальна числу мод  [25‒30]:

(15)

поэтому число мод определяется плотностью со-
стояний . Для широких и толстых проводников
естественно считать, что число мод пропорцио-
нально wt. Для числа мод с импульсом, меньше
некоторого значения p, известно выражение

(16)
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где квадратные скобки означают взятие целой ча-
сти. Здесь

(17)

‒ число состояний с импульсом меньше p. Вводя
закон дисперсии в виде , для числа со-
стояний и его плотности  имеем

(18)

Для получения формул типа (18) используются про-
стые законы дисперсии типа .

В случаях d = 1, 2, 3 имеем , ,

. Для графена обычно берут обла-
сти в зоне Бриллюэна вблизи двух точек Дирака,
где дисперсия имеет вид

Отсюда число мод проводимости графеновой ленты
ширины w есть ,  м/с.
Естественно, что приведенные соотношения при-
ближенные, но в силу их простоты они весьма удоб-
ны для моделирования. Определяя ток усредне-
нием по энергии [30] –

получаем линейный отклик на разность электриче-
ских потенциалов  в виде проводимости [29, 30]

Здесь  при опре-
делении проводимости . Аналогично по-
лучаем линейный отклик на изменение температу-
ры, а также и нелинейные отклики [30]. Удельную
погонную проводимость можно в первом при-
ближении определить так:

Аналогично получаем эффективную погонную
поверхностную проводимость в виде
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Указанные проводимости есть функции координа-
ты z, отсчитываемой от истока к стоку. У истока
проводимость  баллистическая и мак-
симальная. Пропорциональность удельных про-
водимостей длине L не должна смущать, так как
линейный отклик пропорционален напряжению
U, а компонента электрического поля .
Рассматривая указанные величины как статиче-
ские, в приближении времени релаксации полу-
чаем частотные зависимости, например σ(z) =

. Приближение справедливо для
длин волн, существенно больших L. Поверхност-
ный импеданс бесконечного графенового листа с
учетом температурной зависимости приведен в
ряде работ, например, [18, 31, 54, 56]. В работах
[20, 53, 69, 70] рассмотрен и импеданс графено-
вой наноленты, который зависит не только от ее
ширины, но и структуры, и окружения (подлож-
ки), и формы краев, а учет числа мод и плотности
состояний проведен в [71].

Рассмотрим простые модели для проводимо-
сти металлических структур. Для металлической
пленки толщиной t имеет место размерное кван-
тование, в результате которого дисперсия прини-
мает вид

Для ленты с размерами w, t имеем E(p) = En +

, где  ‒ уровни энергии в соответ-
ствующей двумерной потенциальной яме, кото-
рые можно описать мультииндексом .
В бесконечно глубокой двумерной яме имеется
бесконечное число состояний  = 

, отсчитываемых от дна.
Однако для конечной ямы это весьма прибли-
женная модель. На рис. 1 и 2 условно показано
распределение энергий электрона в одномерной
яме полубесконечного проводника и в яме для
пленки проводника толщиной t. В обоих случаях
ямы не прямоугольные. Их прямоугольные гра-
ницы  смещены во вне на некоторое рас-
стояние a по сравнению с областью , со-
ответствующей границам центров атомов (см.
рис. 1а). Для полубесконечной структуры макси-
мальное значение  определяет уровень
Ферми, а число уровней с учетом вырождения по
спину – число состояний. Любой реальный обра-
зец конечный, но при больших размерах энергия
Ферми  перестает от них зависеть, число состо-
яний конечно, но велико, а распределение можно
считать непрерывным. Отсчитываемая от дна
ямы (от энергии внутренних оболочек ядер) энер-
гия  вместе с работой выхода  образует яму с
минимумом потенциала . На са-

( )0 bG G=

zE U L= −

( ) ( )0 1z= σ + ωτ

( ) ( ) ( )2 2 2 .
xn z y eE p E p p m= + +

( )2 2z ep m+ nE

( ),x yn n n=

nE ( )2π ×�

( ) ( )( ) ( )2 2 2x y en t n w m× +

2x t≤
' 2x t≤

FnE E=

FE

FE 0W
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мом деле от  отсчитываются уровни , но в
широкой яме , где  ‒ по-
следний уровень. Нуль потенциала соответствует
свободному электрону. Конфигурация ямы зави-
сит от распределения потенциала , который
определяется как работа, необходимая для пере-
мещения электрона из ямы с уровня Ферми во
внешнюю точку x (см. рис. 1). Наиболее простая
конфигурация – прямоугольная яма 
при ,  при . Решение урав-
нения Шредингера (УШ) для нее хорошо извест-
но в виде трансцендентного соотношения [72]

где ,  Из данного со-
отношения следуют значения толщин

, при которых уровни увеличиваются
на единицу, где . При  про-
исходит дополнение одного уровня к уже имею-
щемуся при . Уменьшение  от макроскопи-
ческих значений к микроскопическим приводит
к увеличению расстояний между уровнями и к
уменьшению получаемой таким образом работы
выхода. Кроме того, уровни расположены нерав-
номерно, сгущаясь ко дну. Рассмотрим прибли-
женную к реальности модель. Считаем, что до
энергии Ферми конфигурация ямы прямоуголь-
ная, а далее имеется барьер (рис. 2а). Для его рас-
чета необходимо воспользоваться методом тео-
рии изображений [73, 74]. Теория достаточно
простая, но весьма хорошо описывает форму по-
тенциального барьера. Однако сила изображения

 обращается в бесконечность на

границе ямы ( , см. рис. 1). Эта сила переста-
ет работать на расстояниях порядка атомных, что
качественно можно объяснить так. Пусть атом
металла отдает один электрон в зону проводимо-
сти, при этом a – радиус иона. Такой ион будет
притягивать электрон только на расстояниях по-
рядка a и более. Часть электронных оболочек ато-
мов перекрывается, образуя кристалл. Удаление
из него электрона проявляется как недостаток
электронной плотности в окружении ближайше-
го атома (атомов), что и определяет зеркальную
силу. Величина a примерно равна радиусу атома
или иона, который обычно имеет порядок от по-
ловины постоянной решетки и менее. В работах
[73, 74] на основе метода изображений получены
выражения, которые для случая, представленного
на рис. 1, позволяют записать потенциал в виде

(19)

0V− nE
( )F 1n nE E E E= − − ≈ − nE

( )V x

( ) 0V x V= −
2x t≤ ( ) 0V x = 2x t>

( )0 0arcsin 2 ,ekt n k m V= π − �

( )02 ek m E V= − � 0 1,2,...n =

0 0n mt n k= π
= �02m ek m V 0 1n =

1t t< t
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' 0x =
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0

, 0;

, 0.
16

V W E x
V x e x

x a

− = − + ≤
=  − > πε +

Потенциал имеет скачок  и согласно (19) W0 =

. Экспериментально изме-
ренная работа выхода зависит от кристаллографи-
ческих направлений, а также от поверхностных
таммовских уровней. Следовательно, от них зависит
и а. В качестве такой константы можно использо-
вать радиус одиночного атома, радиус иона, кова-
лентный радиус, что обусловливает некоторый
произвол, слабо влияющий на форму потенци-
ального барьера. Желательно определять а через

FE

( ) ( )2
00 16V e a= − = πε

Рис. 1. Схематическое изображение поверхности
массивного (полубесконечного) проводника с плос-
костью зеркальных изображений 1 и атомами 2 в ре-
шетке (а) и схема энергетических зон и потенциаль-
ной ямы (б).
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работу выхода, учитывая, что она может зависеть
от состояния поверхности, при этом в силу опре-
деления работы выхода следует использовать ми-
нимальную величину. В качестве примера в табл. 1
приведены постоянные решетки ряда металлов,
радиусы атомов, ковалентные радиусы, радиусы
ионов решетки +1e, экспериментальные значе-
ния работ выхода и соответствующие значения,
полученные по приведенной формуле при этих
радиусах. Из табл. 1 видно, что наиболее хорошо
коррелирует значение a в качестве радиуса иона,
хотя есть и исключения, что, по-видимому, свя-
зано с количеством отдаваемых электронов в зону
проводимости, типом связи атомов в решетке и
необходимостью использования радиусов соот-
ветствующих ионов. Так, радиус иона серебра
+1e составляет 0.126 нм, но если взять радиус
иона +2e, равный 0.089 нм, то получаем

 эВ. Нахождение работы выхода стро-
гими квантово-механическими методами было
предпринято в ряде ранних работ, например [75],
но не увенчалось точными количественными ре-
зультатами из-за сложности задачи. Современные

0 4.045W =

публикации по применению метода сильной связи
позволяют вычислять энергетический спектр и,
соответственно, работу выхода для структур ко-
нечных размеров весьма точно [71, 76]. По-види-
мому, достаточно точно работу выхода можно
определить методами молекулярной динамики,
зная кристаллическую структуру и плотность свя-
занных электронных состояний в кристалле. По-
скольку потенциалы ионизации атомов примерно в
четыре раза выше, чем работы выхода для соответ-
ствующих им материалов, ясно, что используемый
простой метод изображений хорошо описывает
форму ямы и потенциального барьера. Послед-
ний возникает при приложении к проводнику
внешнего положительного электрического по-
тенциала [74]. Распределение потенциала для
ямы с плоским дном (см. рис. 2а) имеет вид

(20)( )
( )

( )

0 0 F 1
2

0

, 2;
,

, 2.
16 2

V W E E x t

V x t e
x t

x t a
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Рис. 2. Схематический вид энергетических уровней и потенциальной ямы с плоским дном для металлической пленки
толщиной t (а) и аналогичной ямы с энергетическими уровнями с учетом квазипериодической структуры атомов (б).
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Таблица 1. Сравнение экспериментальных и вычисленных по (19) значений работы выхода для радиуса а атома,
ковалентного радиуса и радиуса иона +1e

* а – соответственно радиус атома, ковалентный радиус и радиус иона.

Материал Постоянная
решетки, нм а, нм*

W0, эВ

эксперимент расчет для трех 
значений a*

Барий 0.5020 0.222; 0.198; 0.134 2.52–2.7 1.62; 1.82; 2.68
Золото 0.4704 0.144; 0.134; 0.137 5.1–5.47 2.5; 2.68; 2.62
Вольфрам 0.54 0.141; 0.170; 0.07 4.32–5.22 2.55; 2.11; 5.14
Медь 0.3615 0.128; 0.117; 0.077 4.36–5.10 2.81; 3.07; 4.67
Молибден 0.315 0.139; 0.130; 0.07 2.52–2.7 2.59; 2.78; 5.14
Серебро 0.4086 0.144; 0.134; 0.126 4.52–4.74 2.5; 2.69; 2.86
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Здесь ,  ‒ уровень, отсчитывае-
мый от дна ямы . Аналогичный результат для
диэлектрической пластины толщиной t с диэлек-
трической проницаемостью (ДП)  дается беско-
нечным рядом изображений [73, 74]. При этом
потенциал изменяется и внутри пластины, а ра-
бота выхода зависит от ее толщины. Измеряя ра-
боту выхода относительно центра пластины,
можно оценивать ДП тонких пластин. Результат
(20) получается заменой коэффициента отраже-
ния электрической индукции  на

 (что соответствует бесконечной ДП метал-
ла ). Наличие наноразмерной диэлектрической
пленки на поверхности металла значительно
уменьшает ширину и высоту потенциального ба-
рьера [73, 74].

Для определения  следует вспомнить, что ре-
ально необходимо решать трехмерное многоча-
стичное уравнение Шредингера (УШ) с учетом
спина в трехмерном квазипериодическом потен-
циале (см. рис. 2б). Но поскольку электроны
внутренних оболочек атомов сильно связаны и
почти не влияют на распределение электронов по
энергиям в зоне проводимости, за дно ямы можно
принять уровень, соответствующий потенциалу
ионизации иона кристаллической решетки (см.
рис. 2б) и решать одночастичное УШ. В принци-
пе, решить УШ с таким потенциалом не пред-
ставляет труда, но проще решать его для потенци-
альной ямы с плоским дном. Для определения
глубины  такой ямы следует учесть, что при ее
сужении уровни энергии повышаются, а потен-
циалу ионизации атома  соответ-
ствует радиус иона . Предположим, что кристал-
лическая решетка кубическая, а в зону проводи-
мости каждый атом отдает один электрон. Объем
иона , а объем в плоской яме, приходящийся

на один ион есть . Для получения сдвига
 можно связать приходящийся на

электрон объем с неопределенностью координат и

импульса. Тогда .

Будем использовать другой способ. В точке
 на одинаковом расстоянии от ближайших

атомов электрические силы на электрон не дей-
ствуют. Для того чтобы оторвать электрон от иона
из точки  в точку  (без учета сил от со-
седних ионов и электронного облака), следует за-
тратить энергию . Поэтому
можно определить дно так: . Реально
квазипериодическая структура также влияет на
сдвиг, который должен быть немного меньше. Для
проволоки потенциал двумерной ямы приближенно
записываем в виде .

F 1 0nE E E= − > 1E
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Для оценки числа мод проводимости в такой про-
волоке следует решать УШ

(21)

В одномерном случае решить УШ со сложной
конфигурацией потенциала весьма просто. На
рис. 3 приведено такое решение для изображен-
ной там же потенциальной ямы. Использованы
нормированная энергия  и потенциал

. В таких обозначениях согласно
(21) энергия и потенциал измеряются в обрат-
ных квадратах длины. Перевод значений в элек-
тронвольты осуществляется множителем 27.61.
Для решения УШ был использован метод мат-
риц передачи размерности 2. Матрица связывает
значения  и  на левой и правой грани-
цах ямы. Поскольку слева ,
а справа , где k0 =

, при этом в яме k =

, то характеристическое уравне-
ние сводится к нахождению корней определителя
системы двух однородных линейных уравнений,
что представляет собой весьма простую задачу
для ямы произвольной конфигурации. Послед-
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Рис. 3. Нормированные энергетические уровни (1–6)
и конфигурация потенциала для потенциальной ямы
с пятью периодами слева и справа от центральной об-
ласти с дислокацией 2d при  Å, ,

, .
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нюю можно аппроксимировать ступенчатым по-
тенциалом или же получить интегральное уравне-
ние (ИУ) для параметров рассеяния, если про-
филь ямы задан в виде аналитической функции.

В табл. 2 показано, как влияет вид дислокации
на уровни энергии для рис. 3, а на рис. 4 дана за-
висимость числа уровней от ширины одномерной
ямы рис. 2 с барьерами  и резкими стенками .n� 0n

Там же приведены результаты оценки числа уров-
ней на основе числа волн де-Бройля. Именно, в
яме глубиной  максимально возможный им-
пульс есть , поэтому .
Отметим, что  коррелирует с , а именно

. Можно считать их идентичными, если
число укладывающихся волн де-Бройля округ-
лять в большую сторону. Конечно, экстремально
малые модельные значения толщины не соответ-
ствуют реальной яме для металлической пленки,
для которой получение толщин порядка 1 нм есть
существенная проблема. Немонотонный харак-
тер зависимости  можно объяснить ступенча-
той аппроксимацией барьера. Барьер аппрокси-
мировался двенадцатью ступенями, при этом
точность аппроксимации составила 7%, а ширина
барьера равнялась 12a. Сравнение с расчетом для
шести ступеней не привело к существенным из-
менениям в числе и картине уровней. Дальней-
шее увеличение разбиений нецелесообразно в си-
лу ухудшения обусловленности алгоритма. Для ее
улучшения элементы матрицы каждой ступени
нормировались на максимальный экспоненци-
альный множитель в матричных элементах.

Результаты расчета показывают, что учет ба-
рьера приводит к существенному увеличению
уровней, часть которых можно трактовать как по-
верхностные состояния. Рассмотренные модели
ямы с плоским дном плохо соответствуют реаль-
ности, поскольку сильно поднимаются уровни, а
последний уровень плохо соответствует уровню
Ферми в реальном металле. Это особенно харак-
терно для широкой ямы с плоским дном, для кото-
рой уровень Ферми близок к нулю. Более предпо-
чтительна яма с квазипериодической структурой
на дне (см. рис. 3). Определяя ее уровни, т.е. и ра-
боту выхода, можно построить конфигурацию ба-
рьеров. Расчет с таким потенциалом изменит
уровни, что потребует пересчета барьеров. Более
точная оценка числа уровней здесь возможна на
основе последовательных приближений.

Двумерная яма и трехмерный ящик представ-
ляют собой несколько более сложные задачи, по
решению которых реальнее оценить число мод
проводимости. Выделим в проволоке некую длину
L, кратную периоду. Трехмерное решение урав-
нения (21) будем искать в следующем виде:

(22)

где  ‒ гауссов
форм-фактор, а число учтенных функций суще-
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Таблица 2. Нормированные уровни энергии для кон-
фигурации рис. 3 (  Å) в зависимости
от нормированного потенциала v

Уровни энергии
при разных значениях v

–1 –1.2 –0.8

ε6 –0.1521 –0.1523 –0.1518

ε5 –0.3267 –0.3433 –0.3131

ε4 –0.4763 –0.4782 –0.4761

ε3 –0.5981 –0.6150 –0.5810

ε2 –0.6850 –0.6857 –0.6843

ε1 –0.7375 –0.7595 –0.7231

1 1 1.0d d d= = =

iε

Рис. 4. Числа энергетических уровней ,  и  в дву-
мерной яме с плоским дном в зависимости от шири-
ны t; кривая 1 – расчет на основе числа волн де-Брой-
ля, 2 – яма с резкими стенками , 3 – определение 
из решения УШ для ямы с двумя барьерами (см.
рис. 2); глубина ямы  эВ, работа выхода

 эВ.
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ственно больше имеющихся уровней. Двумерное
решение получается учетом только члена c .
Параметры со штрихом означают увеличенные на
две ширины барьера размеры ямы. Это приближе-
ние означает, что волновая функция обрезается и
не выходит за эти пределы. Можно использовать и

прямоугольный форм-фактор, но для штрихован-
ных размеров. В этом случае базисные функции
ортогональны, однако система не полная, по-
скольку исключены функции непрерывного спек-
тра. Минимальная отрицательная энергия ищется
как минимум квадратичного функционала [72]

(23)

что приводит к нахождению корней равного нулю
определителя большой размерности. Усложнение
также связано с необходимостью численного ин-
тегрирования при вычислении матричных эле-
ментов. Отметим, что функционал (23) не требует
нормировки волновых функций. Функционал
показывает, что число уровней, следовательно, и
число мод зависят от глубины ямы , и эквива-
лентен уравнению , в котором
скобки означают скалярное произведение со-
гласно (23). Его минимум эквивалентен экстре-
муму функционала , когда  выступает в
роли множителя Лагранжа условия 
[72]. Определитель имеет  кор-
ней. При их нахождении следует брать только от-
рицательные значения. Более строгий подход
требует ортогонализации, при этом использовать
нормировку нецелесообразно из-за возникнове-
ния нелинейных уравнений. Если  ‒ собствен-
ная функция для , то  ищется с помощью
множителя Лагранжа как экстремум функционала

 , что приводит
к системе N + 1 уравнений с множителем Лагранжа

. Здесь определитель есть полином по  степени
N. В качестве значения  следует использовать ми-
нимальный отрицательный корень. Очевидно,

. Процесс можно продолжить, найдя все от-
рицательные значения энергии. Если использовать
функцию  , то трех-
мерное УШ сводится к определению дисперсии

 для квантовой проволоки с пе-
риодическим потенциалом, при этом достаточно
взять . Поскольку работа выхода и конфигура-
ция барьеров определяются атомной структурой
(трехмерными потенциалами атомов) и несуще-
ственно отличаются для массивных проводни-
ков и тонких пленок, имеющих, по крайней ме-
ре, несколько атомарных слоев, то для строгого
учета числа уровней и плотности состояний сле-

дует рассматривать решения трехмерных
УШ (21) и функционал (23) с потенциалами, со-
ответствующими реальным металлам и заменами

, . Такой подход с ис-
пользованием строгого трехмерного периодиче-
ского потенциала наиболее точный для определения
мод проводимости квантовой проволоки.

4. ЧИСЛО МОД ДЛЯ ПРОВОДНИКОВ 
КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ

Полагая яму прямоугольной и конечной, по-
лучаем для отрицательных энергий приближен-
ное условие ( ):

(24)

Рассмотрев потенциальную яму вида ,

получаем . Число ре-
шений этого неравенства приближенно дает
число уровней. Решений не будет, если V0 <

, что указывает на приближен-
ность подхода. Уравнение Шредингера для функ-
ционала (23) с конечным потенциалом формаль-
но соответствует теории возмущений, а функцио-
нал по крайней мере имеет один отрицательный
минимум. Переход от бесконечного потенциала к
конечному нельзя рассматривать как малое воз-
мущение. Поэтому максимальное значение  не
следует ассоциировать с . Однако оценивать
нижний уровень как 
можно. Теперь следует определить число мод в
модели ЛДЛ. Обычно используется простой изо-
тропный закон дисперсии , например квад-
ратичный или линейный. Энергия Ферми задает-
ся плотностью свободных носителей n в беско-
нечных структурах, а не определяется. Число мод
вдоль L вычисляется как число укладывающихся
де-бройлевских длин волн . Считается, что

0m =

( ) ( ) ( )

( )

' ' ' ' 2 2 2 2

' ' ' ' 2 2
' '

2

' '

', ', ' , , , , ' ' '
2

,

, ,

t w t w L L

et w t w L L

n t w

t w

x y z V x y z x y z dxdydzdx dy dz
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− − − − − −

− −

 ∇Ψ − + Ψ 
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уровни распределены равномерно с промежут-
ком . Поэтому , что ха-
рактерно для 1-d проводников. Для 2-d провод-
ников , и число мод получается
делением площади круга на площадь одной моды:

. Для 3-d проводника де-
лится объем в импульсном пространстве на объ-
ем, приходящийся на одну моду:

(25)

Поскольку до этого спин не учитывался, здесь
введен фактор вырождения по спину . Фор-
мула (25) не учитывает глубину потенциальной
ямы и хорошо работает только для достаточно
широких и глубоких ям, когда состояний много
(точнее говоря, для вырожденного газа невзаимо-
действующих фермионов). Из нее для макси-
мального импульса , как обычно, получаем

 Для нанопроводов равно-
мерность распределения уровней нарушается.
Нужно решать задачу (23) желательно со слож-
ным потенциалом с неплоским дном. Хотя функ-
ция (25) ступенчато зависит от размеров, при ма-
лых размерах она может плохо коррелировать с ре-
альным числом уровней (рис. 4). Энергия (24)
отсчитывается от дна бесконечно глубокой ямы и
плохо определяет уровни вблизи края ямы конеч-
ной глубины. Если  находится из (23), то функ-
цию  следует определять как число уровней

энергии, удовлетворяющих условию 

Рассмотрим медную нанопроволоку с разме-
рами , , d = 0.3615 нм. Берем

,  эВ. Потенциал ионизации
иона меди  эВ. Глубину ямы с учетом
смещения на  уровня  определяем
как  эВ. Согласно принципу равномер-
ного распределения состояний в фазовом про-
странстве получаем , тогда как мини-
мизация функционала (23) по девяти базисным
функциям (три по каждой из координат) дает

 эВ, а по 25 функциям  эВ.
Соответственно изменяются уровень Ферми и
число мод. Число уровней определяет эффектив-
ную плазменную частоту , которая использует-

ся в ДП металла  для
анализа волн в нанопроводах [1‒10] и колебаний
локализованных плазмонов. Здесь  соответ-
ствует вкладу в ДП от кристаллической решетки и
межзонных переходов. Для квантоворазмерных
структур эффективная  зависит от размеров и
может существенно снизится.

zp h LΔ = ( ) 2z zN p Lp h=

2 2 2 2
x zp p p p= = +�

( ) ( ) ( )2
N p p L h t h= π

( ) ( ) ( ) ( ) ( )34 3 .N p g p L h t h w h= π

2g =

Fp

( ) ( )2/32 2
F 2 3 .eE m n= π�

nE−
( )N p

( )2 2 .n eE p m≤

4t w d= = 20L d=
0 4.53W = F 7.04E =

20.29iW =
( ) ( )π� 2 22 em t 1E

0 11.83V =

1 11.57E = −

1 11.48E = − 1 11.51E = −

pω
( ) ( )2 2

L p ciε ω = ε − ω ω − ωω�

Lε

pω

Уравнение Шредингера (21) для мод в провод-
нике конечного поперечного сечения может быть
записано по аналогии с уравнением для мод соот-
ветствующего диэлектрического волновода (ДВ)
в следующем виде:

(26)

где , 
= . В ДВ  ‒ неоднородная по по-
перечному сечению ДП, где 

. Случаю  соответствует сво-
бодное движение частицы  ~

, . Потенциалу
 соответствует потенциальный барьер,

причем для энергий, меньших 0 < E < , бу-
дет . Если , то

. Электродинамический аналог для
барьера – туннелирование волн сквозь плазмен-
ную структуру с отрицательной ДП. При 
получаем потенциальную яму. Для энергий

 будет . Здесь электроди-
намический аналог – распространение собствен-
ных мод в ДВ. Отличие электродинамической за-
дачи в том, что она векторная, и в том, что она мо-
жет быть несамосопряженной (для вытекающих
мод, а также при наличии диссипации, т.е. для
комплексной ДП ). Соответственно, надо ис-
кать решения для  и  в случае разделения
мод, или более сложные задачи с тензорной ФГ
для гибридных мод [77, 78]. Решение задачи (26)
ищем в виде , что
приводит к УШ

(27)

где  ‒ искомое поперечное волновое
число. Решение (27) можно записать через функ-
цию Грина (ФГ)

(28)

Здесь ФГ выражается через функцию Ганкеля

а интегрирование ведется по области S поперечного
сечения, определяемой из условия V(x, y) < 0. На са-
мом деле это не решение задачи, а ИУ для ,
поскольку волновая функция входит в правую
часть под интеграл. Интегральное уравнение (28)
удобно тем, что может быть сведено к конечной
области, если взять яму конечных размеров. Ему
соответствует квадратичный функционал

( ) ∇ + Ψ = 
2 2 , , 0,k x y z

( ) ( )[ ]2 2 2
0 , 2 ,ek k x y m E V x y= ε = − � 0k p= =�

2 em E � ( ),x yε
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( )− ,V x y E 0V ≡
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zE zH
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(29)

а также и функционал

(30)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
τ

Ω Ω Ω

Λ Φ = Φ − Φ ε − ×

× Φ

  
2 2, , , ', ' ', ' 1

', ' ' ' ,

x y dxdy k x y G x y x y x y

x y dx dy dxdy

( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2

2
,

.
, , ', ' ', ' 1 ', ' ' '

x y dxdy

k
x y G x y x y x y x y dx dy dxdy

Ω
τ

Ω Ω

Φ
=

Φ ε − Φ



 

Последний позволяет итерационно определять
собственную энергию, но совместно с итераци-
онным решением ИУ (28) для собственных функ-
ций [77], поскольку параметр  входит в правую
часть (30) нелинейно. При этом можно вводить
множители Лагранжа с соответствующими усло-
виями ортогональности собственных функций.
Решение задачи о прямоугольном ДВ на основе
такого подхода было выполнено в работах
[77, 78]. По своей форме ИУ (28) сходно с уравне-
нием метода возмущений. Однако брать волно-
вые функции  для невозмущен-
ной задачи о свободной частице c  невыгод-
но. Удобно брать волновые функции типа (22),
определенные в конечной области. Тогда метод
последовательных приближений для ИУ (28)
определяет волновую функцию уже вне ямы, т.е.
позволяет определить вероятность обнаружения
частицы во всей области, хотя интегрирование
проводится только по области  (для трехмерной
задачи – в ). Такой подход более предпочтите-
лен, чем на основе (23). Для ДВ он позволяет
определять комплексные моды [77]. Для опреде-
ления действительных значений энергии удобнее
искать экстремум (29) .

5. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ПРОВОЛОЧНОГО ВОЛНОВОДА

На рис. 5 представлены результаты вычисле-
ния дисперсии моды H11 волновода в виде изоли-
рованного металлического бруса прямоугольной
формы ( ). Впервые возможность распро-
странения волны вдоль одиночного металличе-
ского провода рассмотрел А. Зоммерфельд [79,
80]. Это известная втекающая медленная поверх-
ностная волна Зоммерфельда–Ценнека. При
очень высоких оптических частотах, когда металл
по свойствам становится близок к диэлектрику,
она переходит в основную HE11-волну ДВ (см.
[77, 80]). Для круглого волновода и проволочного
фотонного кристалла волна рассчитана в [10]. Со-
ответствующая волна Ценнека над проводящей
полуплоскостью быстрая. Простейший метод
расчета в тонком проводнике состоит в возбуж-
дении пространства осевым током с помощью

kτ

( )exp x yik x ik y− −
0V =

S

Ω

( ) 0δΛ Φ =

w t=

ФГ и наложение импедансных условий на по-
верхности. Будем придерживаться более строгого
метrода объемного ИУ [10, 77], заключающегося в
том, что возбуждение происходит за счет тока по-
ляризации

В нашем случае в силу представления 
 получается двумерное объем-

ное ИУ, т.е. уравнение на поперечном сечении S:

(31)

Пусть  ‒ число уровней энергии в соответ-
ствующей потенциальной яме для двумерного
УШ. Оно соответствует случаю, когда длина про-
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Рис. 5. Замедление  (штрих означает реаль-
ную часть) для квадратного медного провода для

 (1), 100 (2) и 5 нм (3).
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водника бесконечно большая, и от соответствую-
щей ей координаты зависимости нет. Определе-
ние  требует решения задачи квантовой
механики, но приближенно можно взять

. В яме конечной длины ве-
личина  есть число состояний на дли-
не L в области импульсов . Уровень  рас-
щепляется на  подуровней в силу зависимости

. Здесь . По-
этому . В широкой яме
уровни близки, и поэтому можно считать

, поскольку .
Число электронов проводимости в единице объе-
ма проводника есть

(32)

Поэтому в  следует брать плазменную частоту

 со значением n из (32). Для кван-
товой точки с малым размером L следует рассмат-
ривать трехмерную яму с числом уровней 
и определять . В случае нескольких
атомов в структуре квантовой точки более точный
подход может быть основан на более точном
определении уровней, например методом силь-
ной связи [71, 76].

Уравнение (31) является гиперсингулярным
ИУ. Для его решения образуем билинейный функ-
ционал

(33)

Методы понижения порядка сингулярности для
ИУ типа (31) получены в ряде работ и приведены
в [77]. В качестве  возьмем разложение по
модам прямоугольного волновода, касательные
компоненты которых обращаются в нуль на кон-
туре поперечного сечения S. Перенесем действие
оператора  на , что уменьшает сингулярность
ядра, при этом контурные интегралы не возникают.
Поскольку внутри провода  =

 и 

= 0, , где  ‒ поперечное волно-
вое число в металле, то снижается число коэффи-
циентов в представлении поля. Функции, по ко-
торым будем разлагать поле, представим так [77]:
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где  , B1 =

, , ,

, , B4 =

, при этом .

Для собственных мод ДВ без диссипации  и
. Такая мода медленная: , а величины

 и  действительные. При понижении частоты мо-
да может стать несобственной быстрой вытекаю-
щей. Для металлического провода все поперечные
волновые числа, включая  и , комплексные. Для

квадратного провода . На са-
мом деле моды волновода гибридные, т.е. следует
учесть электрическое поле, возбуждаемое компо-
нентой . Ее запишем в двух видах:

Электрическое поле, соответствующее , пред-
ставляется так:

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

cos cos
, ,

sin sinz

C x y
E x y

C x y

α β =  α β 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

sin cos
, ,

cos sinx

A x y
E x y

A x y

α β =  α β 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

cos sin
, ,

sin cosy

B x y
E x y

B x y

α β =  α β 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3

4

cos sin
, ,

sin cosz

C x y
E x y

C x y

α β =  α β 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3

4

sin sin
, ,

cos cosx

A x y
E x y

A x y

α β =  α β 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

3

4

cos cos
, ,

sin siny

B x y
E x y

B x y

α β =  α β 

2
1 1 ,zA iC k kτε= α

�

2
2 2 zA iC k kτε= − α

�

2
1 ziC k kτε= β

�

2
2 2 zB iC k kτε= − β

�

2
3 3 zA iC k kτε= α

�

( )2
4 4 zA iC k kτ= − α ε� 2

3 3 zB iC k kτε= − β
�

2
4 ziC k kτε= β

�

2 2 2 2 2
0 zk k kτεα + β = = ε −

�

�

2 0kτε >
�

2 0kτ < 0zk k>
α β

α β

( )2 2
0 2zk kα = β = ε −�

zH

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

2

3

4

sin sin
, ,

cos cos
sin cos

, .
cos sin

z

z

D x y
H x y

D x y

D x y
H x y

D x y

α β =  α β 
α β =  α β 

zH

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
0 0 1

2
0 0 2

2
0 0 1

2
0 0 2

sin cos
, ,

cos sin

cos sin
, ,

sin sin

x

y

ik Z D x y k
E x y

ik Z D x y k

ik Z D x y k
E x y

ik Z D x y k

τε

τε

τε

τε

 − β α β =  
β α β  

 α α β =  
− α α β  

�

�

�

�

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
0 0 3

2
0 0 4

2
0 0 3

2
0 0 4

sin sin
, ,

cos cos

cos cos
, .

sin sin

x

y

ik Z D x y k
E x y

ik Z D x y k

ik Z D x y k
E x y

ik Z D x y k

τε

τε

τε

τε

 β α β =  
− β α β  

 α α β =  
− α α β  

�

�

�

�



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 66  № 7  2021

ОБ ИМПЕДАНСНЫХ УСЛОВИЯХ В МЕТАЛЛИЧЕСКИХ НАНОПРОВОДАХ 695

Здесь  Ом. В силу симметрии все моды
удобно классифицировать как четные-нечетные
относительно x и y порознь для компонент  или
Hz [77]. Однако традиционная классификация
рассматривает гибридные EH- и HE-моды. Ос-
новная мода ДВ без низкочастотной отсечки –
это HE11-мода, где индексы соответствуют числу
вариаций поля вдоль осей: , .
В ДВ  и  не целые и приближаются к таковым
значениям только при высоких частотах [77]. В
металлическом проводе эти параметры не только
не целые, а даже комплексные, поэтому волна
экспоненциально затухает к его центру. Это так,
если глубина проникновения δ значительно
меньше размеров, при этом существенен поверх-
ностный импеданс. Если δ намного больше попе-

речных размеров,  поле внутри провода почти
не изменяется. Этот случай соответствует тому,
что имеются только основные волны, различаю-
щиеся поляризацией. Пусть , тогда .
Такая HE-мода описывается коэффициентами

, . Для нее  и , т.е. мода в ос-
новном определяется через компоненту Hz(x, y) =

, а влиянием  можно прене-
бречь. При стремлении частоты к нулю все про-
дольные компоненты стремятся к нулю, и мода
становится близка по структуре к плоской волне,
идущей со скоростью света. Если , имеем
четырехкратное поляризационное вырождение.
Поперечное волновое число в вакууме удобно
определять из функционала совместно с реше-
нием ИУ (31):

(34)

Функционал (34) упрощается, если  ‒ попе-
речные функции H-мод полого прямоугольного
волновода. В этом случае . Тогда
для определения моды HE11 достаточно двух мод.
Для моды квадратного провода α = β =

, поэтому (34) становится
дисперсионным уравнением. Его решение при-
ведено на рис. 5. Для толстого провода берем
плазменную частоту меди . Для
медного провода с  нм 
× 1016 ГГц, что практически совпадает с . Для
провода с  нм оценка дает , n ≈

 

В обоих случаях взято , . На
сверхнизких частотах глубина проникновения 
много больше размеров проволоки, которая явля-
ется слабо направляющей структурой. Волна идет
практически со скоростью света, но чуть медлен-
нее и немного втекает (малая часть энергии идет в
проводе, а большая часть энергии распространя-
ется в вакууме). Медленность обусловлена конеч-
ностью поперечного сечения. Волна HE11 вырож-
дается в волну H11, для которой приближенно

можно написать дисперсионное уравнение 
, где обо-

значено

Для провода в низкочастотном пределе EH-вол-
ны также трансформируются в E-волны, которые
также переходят в плоскую волну. С ростом ча-
стоты уменьшается глубина проникновения  и
замедление растет, достигая максимума при 
(если размер не слишком мал). Далее существенен
импедансный характер структуры и уменьшение
скин-слоя, приводящие к уменьшению втекания и
снижению замедления с частотой. Но в области
плазмонного резонанса  замедле-
ние опять растет, возникает медленный поверх-
ностный плазмон, переходящий в области выше
плазменной частоты в моду ДВ. Отсутствие низ-
кочастотных отсечек по сравнению с идеальным
ДВ связано с комплексной ДП металла.
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ДАВИДОВИЧ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках модели ЛДЛ получены простые соот-

ношения для баллистического транспорта в про-
водниках малых, но конечных размеров, позволя-
ющие использовать импедансный подход на от-
носительно низких частотах с учетом поперечных
размеров. Для высокочастотного электродинами-
ческого моделирования наноразмерных прово-
лочных и пленочных металлических структур
следует учитывать зависимость числа мод прово-
димости, плотности состояний и плазменной ча-
стоты от размеров, при этом поверхностная про-
водимость становится зависимой от размеров
структуры.

Изменение плазменной частоты может суще-
ственно повлиять на анализ плазмонов в нанострук-
турах. Физически объяснить изменение плазменной
частоты и проводимости можно путем усиления
влияния связанных состояний на поверхности и
изменением условий связи в атомах в структуре
малых размеров. Строгая оценка указанных эф-
фектов должна быть основана на строгом реше-
нии задач квантовой механики. При размерах

 нм проводимость медного нанопровода
выше, чем многослойной структуры аналогичной
толщины из графеновых нанолент или углерод-
ных нанотрубок [53], поэтому использование ме-
таллических структур весьма перспективно.

Предложены простые виды конфигурации по-
тенциалов в проводниках и соответствующие
функционалы для УШ, позволяющие прибли-
женно и точно оценивать число энергетических
уровней и мод проводимости. Для квантовораз-
мерных наноструктур простые приближенные
оценки могут существенно расходится с точными
значениями.
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Экспериментально исследованы пленки CoPt, полученные методом электронно-лучевого испарения с
нанесением десяти бислоев Co и Pt общей толщиной 8 нм. Измерения эффекта Холла и продольного
магнетосопротивления выполнены при изменении температуры от 8 до 300 К. При комнатной темпе-
ратуре методами магнитно-силовой микроскопии получены изображения доменных структур, со-
ответствующих различным точкам кривой перемагничивания. Продемонстрирована возможность
исследования эффекта Холла на искусственно созданных доменных структурах, сформированных
локальным магнитным полем зонда атомно-силового микроскопа.
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ВВЕДЕНИЕ

Пленочные структуры, в состав которых входят
ферромагнетик и тяжелый металл, привлекают
внимание исследователей, поскольку являются
кандидатами для создания следующего поколения
элементов памяти. Наличие перпендикулярной
магнитной анизотропии и взаимодействия Дзяло-
шинского–Мория определяет возможность суще-
ствования в них таких нетривиальных магнитных
структур, как скирмионы [1]. Считается, что на ос-
нове скирмионов можно будет создать энергетиче-
ски выгодную память, передвигая их под действием
тока [2]. В то же время с практической точки зрения
важным является и вопрос об электрическом детек-
тировании скирмионов [3]. Одним из путей его ре-
шения является детектирование на основе эффекта
Холла. В этой связи появляются и фундаменталь-
ные вопросы о трактовке наблюдаемых явлений
[4, 5]. Так авторы [6, 7] отмечают существенный
вклад топологического эффекта Холла, а в работе
[8] делается вывод о том, что основным является
механизм на основе аномального эффекта Холла.

В подавляющем большинстве экспериментов,
выполненных на пленках ферромагнетик–тяжелый
металл, использовались структуры, полученные ме-
тодом магнетронного напыления. В данной работе
исследованы пленки, полученные альтернативным
методом электронно-лучевого испарения, который

имеет ряд особенностей, определяющих новые воз-
можности использования пленок. Метод электрон-
но-лучевого испарения является более низкоэнер-
гетическим, что позволяет наносить пленки, содер-
жащие такой диффузионно-активный материал
как Co, даже на поверхность светоизлучающих
гетеронаноструктур с активной областью, распо-
ложенной на небольшом (несколько нанометров)
удалении от ферромагнитного слоя [9]. Большой
угол Фарадея (порядка 1.5 × 106°/см) делает пленки,
полученные таким методом, привлекательными
для использования в приборах на основе магнито-
оптических эффектов. Пленки обладают одноос-
ной анизотропией и имеют поле коэрцитивности
порядка нескольких сот эрстед [10, 11]. Это, с од-
ной стороны, обеспечивает значительную оста-
точную намагниченность, а с другой – дает воз-
можность модифицировать доменную структуру
относительно небольшим полем магнитного зон-
да атомно-силового микроскопа, переводя плен-
ку в насыщенное состояние или создавая в ней
скирмионы, стабильные при отсутствии внешне-
го поля [12]. Магнитотранспортные свойства та-
ких пленок мало исследованы, поэтому представ-
ляется актуальной задача исследования эффекта
Холла, а возможность при этом контролировать
доменную структуру с помощью магнитно-сило-
вой микроскопии (МСМ) открывает новые пути
изучения физических процессов в таких системах.

УДК 537.6/.8,537.624
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1. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Исследуемые пленки были изготовлены в высо-
ком вакууме методом электронно-лучевого испаре-
ния попеременно двух мишеней из высокочистых
Co и Pt. Были получены структуры толщиной

8 нм, состоящие из десяти бислоев Co и Pt (толщина
0.3 и 0.5 нм соответственно). Для исследования маг-
нитотранспортных свойств в таких пленках мето-
дом плазменного травления была сформирована
проводящая полоска с четырьмя потенциальными
отводами, образующими два холловских креста
(рис. 1). Такая структура позволяет помимо изме-
рения эффекта Холла определять продольное со-
противление образца и сравнивать характеристики
материала в двух областях с различными домен-
ными структурами, например, исходной на од-
ном кресте и модифицированной зондом атомно-
силового микроскопа на другом.

Измерения проводили при температурах от 8 К
до комнатной по обычной схеме с синхронным
детектированием на переменном сигнале часто-
той 133 Гц. Через образец пропускали ток от 45 нА
до 2 мкА, что при ширине канала 5 мкм и толщи-
не пленки 8 нм соответствовало плотности тока
от 1.13 × 106 до 5 × 107 А/м2. Согласно измерениям
эффекта Холла в магнитном поле, направленном
перпендикулярно плоскости пленки, насыщение
образца происходило при значениях внешнего
поля 1…2 кЭ. При дальнейшем увеличении поля
(вплоть до 10 кЭ) величина эффекта Холла оста-
валась постоянной.

Из холловских измерений (рис. 2, пунктир)
видно, что данные пленки обладают высокой
остаточной намагниченностью, практически
совпадающей с намагниченностью насыщения, а
также сравнительно большой величиной эффекта

Рис. 1. Фотография экспериментальной структуры:
ток протекает через токовые контакты 1 и 4, а напря-
жение измеряется между двумя из потенциальных
контактов 2, 3, 5 и 6 (ширина канала 5 мкм, расстоя-
ние между холловскими крестами 15 мкм).

1 4

6 5

2 3

Рис. 2. Экспериментальные зависимости эффекта Холла ρxy (сплошная линия) и продольного сопротивления R (пунк-
тирная) от магнитного поля при температуре 200 К.
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Рис. 3. Зависимости эффекта Холла от магнитного поля при различных температурах: 8, 50, 100, 150 и 300 К; на
вставке – зависимость коэрцитивной силы от температуры.
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Рис. 4. Петли гистерезиса при последовательном увеличении максимального внешнего поля от 430 (1) до 540 (2),
650 (3) и 760 Э (4) (каждое следующее измерение начинали сразу после предыдущего с нулевого внешнего поля).
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Холла. Так, на рис. 2 в областях насыщения величи-
на сопротивления Холла R (отношение холловского
напряжения к току) составляла около 2 Ом, откуда
по формуле ρ = Rd (d – толщина образца) можно вы-
числить удельное сопротивление Холла ρ, равное
1600 нОм см. Отметим, что в работах [6–8] анало-
гичная величина лежала в пределах 140…360 нОм см.
Исследования на нескольких образцах показали
высокую воспроизводимость результатов, а уве-
личение тока через образец до 1.9 мкА (что соот-
ветствует плотности тока 5 × 107 А/м2) не приво-
дило к изменению характеристик.

В диапазоне температур 8…300 К были измере-
ны зависимости продольного сопротивления (см.
рис. 1, отношение напряжения между потенци-
альными отводами 2, 3 к току, протекающему че-
рез контакты 1, 4 структуры) от магнитного поля.
Одна из таких зависимостей, измеренная при
температуре 200 К, приведена на рис. 2 (сплошная
линия). Видно, что продольное магнетосопротивле-
ние меняется только при перемагничивании образца
и достигает максимума, когда пленка находится в

ненасыщенном (многодоменном) состоянии. В
состоянии насыщения его величина остается посто-
янной и не зависит от направления намагниченно-
сти. При этом само относительное изменение маг-
нетосопротивления при перемагничивании невели-
ко и составляет порядка 0.1% или 0.1 ± 0.05 Ом во
всей температурной области. При охлаждении с
300 до 10 К продольное сопротивление образца
снизилось от 136.9 до 121.9 Ом.

На рис. 3 представлены зависимости эффекта
Холла от магнитного поля при различных темпе-
ратурах. При снижении температуры от 300 до 8 К
коэрцитивная сила увеличивается почти в три раза,
с 250 до 700 Э, при этом величина эффекта Холла
меняется незначительно (от 2.05 до 1.75 Ом). По-
добная температурная зависимость коэрцитив-
ности может быть обусловлена уменьшением
энергии внешнего поля, необходимой для пере-
магничивания, при тепловом возбуждении [13].

Были проведены эксперименты по неполному
перемагничиванию образца – снятию частичных
петель гистерезиса (см. рис. 4). Они показали,

Рис. 5. Магнитная структура образца непосредственно в области холловского креста, полученная с помощью атомно-
силового микроскопа: а – магнитная структура частично намагниченного образца, б, в – примеры структур, сформи-
рованных при помощи атомно-силового микроскопа, г – холловское сопротивление на графике петли гистерезиса
для структур, представленных на рис. а–в (кривые 1, 2, 3 соответственно).
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что, остановив процесс перемагничивания при
определенном значении поля и сбросив поле до
нуля, мы можем зафиксировать теперь уже при
нулевом поле самые разные значения величины
эффекта Холла и, следовательно, состояния на-
магниченности. Это позволяет визуализировать
различные доменные структуры методами МСМ,
перенеся образец в атомно-силовой микроскоп
(АСМ). Использовался АСМ SmartSPM (AIST-NT),
в котором не имеется опции создания магнитного
поля, перпендикулярного плоскости образца.
Тем не менее, как было показано в предыдущих
работах [9, 12, 14], изменять доменную структуру
можно под воздействием магнитного поля зонда
АСМ. В зависимости от предыстории образца и
режима передвижения зонда можно как полно-
стью перемагнитить пленку на определенном
участке, так и сформировать скирмионы. Воз-
можность измерения эффекта Холла одновре-
менно с МСМ измерениями могла бы позволить
исследовать влияние доменных границ и скирми-
онов на транспортные свойства в таких структу-
рах. В качестве первого шага мы провели после-
довательные МСМ и холловские измерения, поз-
воляющие оценить, как изменение магнитного
состояния под воздействием магнитного поля
зонда влияет на значение величины эффекта Хол-
ла. Относительно высокая коэрцитивность иссле-
дуемых пленок позволяет проводить такие экспе-
рименты. На рис. 5 показаны три разных МСМ
изображения, снятых в одной и той же области из-
мерительной ячейки (площадь, представленная
на рис. 5в, несколько больше, чем на рис. 5а, 5б).
Величина эффекта Холла, для этих магнитных
структур составила соответственно –1.1, +1.6 и
‒1.2 Ом. Для наглядности эти значения представ-
лены горизонтальными линиями на фоне кривой
перемагничивания рис. 5г. Доменная структура,
представленная на рис. 5а, образовалась при ча-
стичном намагничивании пленки в установке для
измерений эффекта Холла. На рис. 5б показана
магнитная структура, которая сформировалась
после частичного перемагничивания зондом
пленки, в которой уже имелась доменная структу-
ра. На рис. 5в светлый квадратный домен – это об-
ласть перемагниченная зондом после того, как
под воздействием внешнего поля пленка была пе-
реведена в состояние, близкое к насыщению. Как
видно, совершенно разные магнитные состояния
могут быть сформированы магнитным зондом и
совершенно разные доменные структуры могут
иметь близкие значения величины эффекта Холла.
Это открывает широкие возможности для иссле-
дования влияния различных магнитных состоя-
ний на эффект Холла. В то же время видно, что в
дальнейшем для реализации этих возможностей
было бы целесообразно проводить эксперименты
на измерительной структуре меньшей площади,

где вклад от отдельных элементов доменной
структуры с характерными размерами порядка
100 нм можно определить с большей точностью.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Многослойные пленки CoPt, выращенные ме-

тодом электронно-лучевого испарения, обладают
большой величиной эффекта Холла, что упрощает
детектирование магнитных доменов электриче-
скими методами и делает данный материал пер-
спективным для изготовления приборов спинтро-
ники, магнитооптики и устройств хранения инфор-
мации. Возможность искусственно формировать в
таких пленках различные доменные структуры и
соотносить их с транспортными свойствами мо-
жет представлять интерес при исследовании осо-
бенностей протекания тока в структурах со слож-
ной конфигурацией магнитных доменов.
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ВВЕДЕНИЕ
Геометризованная теория интенсивных элек-

тронных пучков наиболее полно изложена в мо-
нографиях [1, 2] и более поздних работах [3–7]. В
отличие от традиционных подходов искомыми
являются не только конфигурация и параметры
потока, но и заранее не известная система коор-
динат  (i = 1, 2, 3), связанная с геометрией тече-
ния: траектории частиц совпадают с координат-
ными линиями  либо поверхности 
могут быть трубками тока. В общем случае произ-
вольной ориентации магнитного поля система 
является неортогональной, если пучок стартует с
термокатода при эмиссии в - или Т-режиме.
Метрический тензор  системы  удовлетворя-
ет тождествам Ляме, выражающим факт эвклидо-
вости пространства классической физики.

Для системы уравнений, объединяющей урав-
нения пучка и условия эвклидовости простран-
ства, в двумерном случае удалось выполнить де-
композицию: сформулировать соотношение на
трубке тока, имеющее вид обыкновенного диф-
ференциального уравнения второго порядка от-
носительно элемента  метрического тензора с
производными по , в которое поперечная коор-
дината  входит как параметр, и построить эво-
люционную систему уравнений первого порядка,
выражающих производные по  от геометриче-
ских и физических параметров потока через рас-
пределения необходимых функций на базовой
трубке тока. Это представление позволяет скон-

струировать алгоритмы расчета непараксиальных
пучков методом сшивания узких полос или по-
строением высших приближений теории, пред-
ставляющих собой фрагмент тэйлоровского раз-
ложения по поперечной координате .

При этом возможно рассмотрение задач с про-
извольной ориентацией магнитного поля на ка-
тоде, которые в принципе не поддаются анализу в
рамках параксиального формализма.

В работе [8] проведено тестирование двумер-
ных геометризованных моделей на полном набо-
ре известных точных решений уравнений пучка с
аддитивным и мультипликативным разделением
переменных, продемонстрировавшее преимуще-
ство уже первого приближения по сравнению с
классическим параксиальным подходом. Расхо-
дящийся плоский электростатический поток со
спирального катода и спиральными траектория-
ми использован для тестирования в работе [9].
Расчет траекторий [9] на основе первого прибли-
жения геометризованной теории иллюстрирует
рис. 1, где параметр q определяет ширину пучка.

Видно, что приемлемой точности можно до-
биться для потока с полушириной q = 0.3, для ко-
торого параксиальный подход является слишком
грубым приближением. Ошибка вычисления по-
тенциала составляет при этом 3.4%. Видимые на
рис. 1 дефекты решения (смещение траектории и
особенно координат катода – первая точка) могут
быть существенно уменьшены за счет использова-
ния второго приближения как во всем поле тече-
ния, так и в прикатодной области: корректировка
координат катода уменьшает ошибку их вычисле-
ния с 10% на рис. 1 до 0.8%. Использование второ-

ρ
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го приближения во всей области течения снижает
уровень ошибки вычисления траекторий вдвое. В
результате с ошибкой порядка 5% удается рассчи-
тать существенно непараксиальную область тече-
ния с перепадом плотности тока на катоде в 3.3 раза.

Относительная консервативность траекторий,
иллюстрируемая рисунком, по сравнению с про-
чими параметрами потока, послужила основани-
ем для построения комбинированных моделей, в
которых расчет траекторий в первом приближе-
нии сочетается с более подробным описанием
прикатодной зоны. В работе [10] подобная модель
построена для гиротрона при эмиссии в -режиме.

Цель работы – формулировка второго прибли-
жения теории в случае сплошных осесимметричных
и плоскосимметричных релятивистских электрон-
ных пучков без внешнего магнитного поля и, сле-
довательно, при отсутствии закрутки или сносовой
скорости. Модель включает получение уравнения
второго приближения и начальных данных к нему
с учетом сингулярности на катоде, присущей -
режиму эмиссии; построение выражений для вто-
рой и четвертой производных плотности тока
эмиссии на оси пучка и второй производной кри-
визны катода. Последняя соответствует четвертым
производным функций, определяющих его форму.

Перечисленные параметры позволяют построить
адекватную модель прикатодной области.

1. УРАВНЕНИЯ 
РЕЛЯТИВИСТСКОГО ПУЧКА

Невырожденная базовая трубка тока. Формули-
ровку задачи о сплошном осесимметричном или
плоскосимметричном потоке необходимо начинать
с уравнений трубчатого пучка при отсутствии
внешнего магнитного поля и при произвольной
продольной координате  на базовой поверхности

. Ось сплошного пучка  является
вырожденной трубкой тока, на которой система 
локально ортогональна:  при .

В двумерном случае метрический тензор 
системы  имеет следующие элементы:

(1)

где  – угол между осями , ;  в осесим-
метричном и  в плоском случаях.

Соотношение на трубке тока определено вы-
ражением

(2)
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Рис. 1. Траектории  расходящегося спирального потока со спирального катода [9]: сплошные линии – точное
решение, штриховая – параксиальная теория, штрих-пунктирные – первое приближение геометризованной теории.

–1

0

1

0 1 2 3

0.5

0.3

0.1q = 0

x

y

constq =



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 66  № 7  2021

ГЕОМЕТРИЗОВАННЫЕ МОДЕЛИ СПЛОШНОГО ОСЕСИММЕТРИЧНОГО… 705

Здесь , u – потенциал электрического поля и
скорость; N,  – азимутальная компонента на-
пряженности собственного магнитного поля и
нормальное электрическое поле на трубке тока;

,  – ее главные кривизны, причем  отвечает
за осесимметричность течения:

(3)

где  – угол между касательной к трубке тока и
осью z цилиндрической системы z, R; для плоских
потоков .

Главные кривизны поверхности 
обозначим символами , 

(4)

причем в отличие от  эта функция на оси z в осе-
симметричном случае имеет конечную величину,
равную . Частные производные по соответствую-
щей координате обозначаются нижним индексом
после запятой; нижний индекс 0 относит величину к

катоду . Соотношение (2) и все последующие
выражения записаны в релятивистской норми-
ровке, исключающей из уравнений все физиче-
ские константы используемой системы единиц;
тильдой отмечаются члены, исчезающие в нере-
лятивистском пределе.

Эволюционная система уравнений – вторая
часть декомпозиции исходной системы – имеет вид

(5)
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Обратим внимание на тот факт, что в правых частях
уравнений (5) стоят величины, известные на базовой
трубке тока. Комплексы типа ,  имеют
смысл физической составляющей градиента соот-
ветствующей величины в продольном направлении.

Уравнения пучка на оси, первое приближение.
Локальная ортогональность системы  на оси z
( , , ) при  в осесим-
метричном случае и  для плоскосимметрич-
ных течений приводит к следующим трансфор-
мациям уравнения (2):

(6)

где верхняя строка в выражениях для ,  соот-
ветствует осесимметричным потокам, а нижняя –
плоским.

Правые части уравнений эволюционной си-
стемы на оси z обращаются в нуль для четных
функций поперечной координаты

(7)

в то время как производные нечетных функций
определены выражениями1

(8)

Уравнения (8) были использованы при получе-
нии соотношения (6).

1 В плоскосимметричном случае символы z, R имеют смысл
декартовых координат z, y; х – циклическая координата,
аналогичная азимуту  для осесимметричных потоков.
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Уравнения пучка на оси, второе приближение.
Как соотношения на трубке тока, так и уравнения
эволюционной системы высших приближений
получаются по единому алгоритму, состоящему в
дифференцировании по , исключении при по-
мощи эволюционной системы предыдущего при-
ближения производных по этой переменной, воз-
никающих в результате дифференцирования, и
переходе к оси симметрии с раскрытием неопре-
деленностей, вызванных стремлением  к беско-
нечности в осесимметричном случае.
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ношения (2) приводит к уравнению для функции

, справедливому на оси z:

(9)

Эволюционные уравнения второго приближения
принимают вид

(10)

Для входящих в (9) комплексов имеем

2x

2k

2x

2,22h

( )
( ) ( ){

( ) ( ) }
( ) ( )

2 2
2,2211 2,11 1,22 2,1 1,221 2 12,21

2
12 12,211 ,22 ,22,2

2
1,22 12 2,11,22

,221 ,1 1,22 2,1 ,1 2,22 2 12 ,22 ,1

1 2

2 cos 2 1

1 sin

2 sin

φ

φ φ

φ

φ φ φ

u h h h h h h

g u uu

u h h

h h h h

+ − − − θ −

− θ + + + −

 − + + θ + 

 + − + + θ = 

�

� �

�

( )
( )

( )

( ) ( )

2,22 2 12 ,22
2

1 2 2 ,1 ,11

2 2 2
2 1,2 ,22 1 2

2
1 2 ,22

sin

1 tg

4 1

1

φ φ φ

φ φ

φ

h h

k k u k

h k u k k u

k k u

 = + θ × 

 × + + θ − + 

+ − + + +


+ + +

�

� �

�

( ) ( )
( )

( ) ( )

1 2 ,22 2 ,1,22

2 ,221 ,1 1,22 ,2211 ,11 1,22
2 2
,2 ,2 30

,1 1,221 1,2 ,2
3

,22 ,22 ,2220 20 30
2 2

3 ,22

2 1 tg
2

4 2
1

2 .
11 1

φ φ
φ φ φ φ

φ
φ

φ
φφ φ

k k uu k

h h

N E hh k uN
h

J uh J h J h
J u hu u

ν

+ + + θ +
+ κ − − + +

− + − − + ×+ 

  × − − +   ++   +  

�

�

�

�

�
� �

,22 2 2,1 12,2 ,22 2 ,2

1,22 2 2,11 12,21

,1 ,2 ,2
,22 2 2,11 12,2 3

, ,
,

.
1(1 )

z h h g h E
h h h g

N uE
u h h u

u
ν

= − + ϕ =
= − +

ϕ − = − θ + + ϕ+ ϕ 

�

�

�
�

( ) ( )

( )

2
12,2

12 12,2 12,2 ,22
2 2

212,2
12,2 1 2 2,1 2,111 2,11,22

2

2
2,1 2,11 2,2211 2,11 2,222

2 2 2

1cos , sin ,

1, 4
3

1 1 1

g
g

h h
g

k k h h h
h

h h h h h
h h h

 θ = θ = −  
 

θ = − = − + −


− + − +


(11)

Параметры потока. Функции , , являю-
щиеся решениями уравнений (6), (9), позволяют
рассчитать все характеристики потока. Парамет-
рические уравнения ,  грани-

цы пучка  и потенциала 
на ней определены соотношениями

(12)

Развернутые формулы для производных в (12)
приведены в [1, 2].

В дальнейшем нам потребуется эволюционное
уравнение четвертого порядка для , вычисляе-
мое по сформулированным выше правилам:

(13)

Выражение для  приведено в [1, 2].
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2. МОДЕЛЬ ПРИКАТОДНОЙ ОБЛАСТИ

Форма решения. Решение вблизи стартовой по-
верхности  при эмиссии в -режиме имеет

вид разложений по степеням параметра :

(14)

Для интегрирования уравнений (6), (9) необ-
ходимо задать начальные условия, в силу сингу-
лярности эмитирующей поверхности сводящиеся
к построению асимптотик для ,  и прочих
параметров течения. Вторые производные иско-
мых функций в уравнениях (6), (9) имеют беско-
нечные значения при  за счет членов с коэф-
фициентами , , поэтому асимптотики должны
включать эти параметры для первого уравнения и
производные , ,  для второго.

Из нескольких возможных способов решения
второй задачи выберем следующий. Учитывая,
что в силу (7) на оси все коэффициенты  имеют
нулевые производные

(15)

найдем из уравнения (2) выражения для коэффи-
циентов , связанных с , сохраняя члены, даю-
щие ненулевой вклад при двукратном дифферен-
цировании по . Это линейные по ,  сла-
гаемые и квадратичные произведения нечетных
функций , ; члены с  требуют специ-
ального рассмотрения, так как производная

 отлична от нуля.

Правые части уравнения

(16)

могут быть вычислены с использованием уравнения
(6), не содержащего функций . Однократное диф-
ференцирование полученных комплексов дает пра-
вильный результат в силу выполнения равенств (15)
на оси, в то время как левая часть допускает вы-
полнение двукратного дифференцирования ко-
эффициентов , структура которых выявлена
заблаговременно. Баланс членов в левой и правой
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частях уравнения (15) позволит получить требуе-
мые соотношения.

Предварительные рассмотрения. Баланс членов
порядка ,  в уравнении (2) приводит к сле-
дующим значениям первых коэффициентов раз-
ложения функций , u:

(17)

Выражение для кривизны  позволяет связать
разложение для этого параметра с разложениями
из (14):
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Разложение для потенциала  начинается со сте-
пени , поэтому в правой части уравнения (16)

коэффициенты при слагаемых порядка , 
должны быть обращены в нуль. Возникающие ра-
венства служат для определения функций , :
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Проведенное до конца рассмотрение показывает,
что в более полном описании элемента  нет не-
обходимости:
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На трубке тока при , ,  имеет ме-
сто соотношение

(23)
позволяющее определить первые траекторные
коэффициенты

(24)

Рассматривая в выражении для  из (18) члены
порядка , , получаем

(25)

Дальнейшие балансы в (23) с учетом (25) приво-
дят к следующим соотношениям:
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Уравнения трубки тока  в системе z, R на
основании эволюционной системы (5) имеют вид
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Координаты точки на катоде, с которой стартует
трубка , суть
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Уравнения базовой трубки тока  через
функции ,  с учетом (27) определены
соотношениями
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Пропорциональные  агрегаты в круглых скобках
из (37) задают скорость изменения траекторных
коэффициентов в -направлении. Вместе с тем
коэффициент  определен через магнитное поле
на катоде формулами (24), а ; производные
этих коэффициентов по  могут быть получены
дифференцированием выражений (24) с исполь-
зованием уравнения для  эволюционной си-
стемы (5):

(38)

Приравнивая производные траекторных коэф-
фициентов в (37), (38), получаем выражения для

, :

(39)

На оси сплошного пучка в осесимметричном и
плоском случаях имеем соответственно

(40)

Полученная выше информация позволяет перей-
ти к решению основной задачи.

3. ПЛОТНОСТЬ ТОКА ЭМИССИИ
И КРИВИЗНА КАТОДА

Плотность тока. Баланс членов порядка  в
уравнении (16) в случае произвольной продоль-
ной координаты приводит к выражению для гра-
диента плотности тока эмиссии

(41)

Повторное дифференцирование по  с перехо-
дом к оси z позволяет получить вторую и четвер-
тую производные, отличные от нуля:

(42)

Уравнение для  из (10) приводит к следующим
значениям вторых производных :
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(43)

Формулы (43) справедливы как для осесиммет-
ричных, так и для плоских течений.

Уравнение (13) позволяет вычислить произ-
водную :

(44)

Кривизна катода. В силу локальной ортого-
нальности системы ,  при  для вычисле-
ния вторых производных главных кривизн на оси
можно пользоваться выражениями, записанны-
ми в ортогональной системе [1, 2]:
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Таким образом, для решения поставленной за-
дачи при описании прикатодной области необхо-
димо найти функции , .

4. НАЧАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ

Коэффициенты  с возможностью двукратного
дифференцирования по . Выполняя намеченную в
разд. 2 программу, рассмотрим общий случай со-
отношения (2). Выпишем уравнения, связываю-
щие коэффициенты разложения потенциала и
скорости, следующие из интеграла энергии:

(48)

Начиная с  приведенные соотношения спра-
ведливы только на оси z.

Балансы членов в уравнении (2) (первый ба-
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(49)

Балансы уравнения . Формула (41)

выражала баланс членов порядка  в уравнении
(16). При рассмотрении членов более высокого
порядка используются формулы
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шениям:
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(51)

Члены с , присущие осесимметричной задаче,
раскрываются следующим образом:

(52)

Последнее выражение получено с учетом значе-
ния  в осесимметричном случае из (8).

Продолжая рассмотрение уравнения ,
для  имеем (  на оси):
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Члены с производными, обязанными осесиммет-
ричности, раскрываются так:

(54)

В соответствии с формулами (42)–(44) нам необ-
ходимо вычислить производную  и коэффи-
циент . Обозначим через  фрагмент функ-
ции , общий для осесимметричных и плоских
течений и через  слагаемые, присущие осе-
симметричным потокам. Баланс членов порядка

, позволяющий рассчитать четвертую произ-
водную плотности тока эмиссии, приводит к сле-
дующему результату:

(55)
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(56)

Функции  из (43) при получении асимптоти-
ки для уравнения второго приближения (9) отно-
сительно  и расчете четвертой производной
плотности тока эмиссии (уравнения (51), (53)–(56))
выражаются через коэффициенты , , связь
между которыми устанавливает справедливое на
оси z уравнение (6). Поскольку это уравнение имеет
различный вид для плоских и осесимметричных те-
чений, два варианта потоков приходится рассмат-
ривать раздельно.

Сопоставление уравнений для ,  из (43),
(51) позволяет вычислить значения функций ,

, в то время как определение прочих  – отдель-
ная задача:

(57)
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Выпишем балансы уравнения (6), начиная с чле-
нов порядка x4/3:

(59)
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(60)

Балансы в уравнении (6) в осесимметричном слу-
чае приводят к следующим соотношениям:

(61)
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Антипараксиальные разложения, определяю-
щие асимптотику решения вблизи сингулярной
стартовой поверхности при эмиссии в -режиме,
обладают тем свойством, что коэффициенты разло-
жения потенциала  могут быть заданы произ-
вольно, в то время как коэффициенты с промежу-
точными значениями индексов жестко определены
(регламентированы) значениями компонент маг-
нитного поля на катоде и коэффициентами .
Впервые этот факт был отмечен в работе [11]. В
применении к рассматриваемой задаче величины

,  задают плотность тока эмиссии J,
кривизну катода , вторую производную ,
вторую производную кривизны , четвертую
производную  и т.д., полностью определяя
тем самым физические и геометрические пара-
метры пучка.

Связь пар , ; , ; , ; ,  позволяет
рассчитать коэффициенты разложения потенциала
при известных значениях , которые удалось уста-
новить на основе регуляризации решения. Соответ-
ствующие коэффициенты разложения скорости 
следуют из интеграла энергии (48). Однако выпол-
ненная регуляризация не дает возможности ука-
зать значения коэффициентов  начиная с

.

6. РЕГЛАМЕНТИРОВАННЫЕ 
КОЭФФИЦИЕНТЫ , 

Необходимые в рамках рассматриваемой мо-
дели коэффициенты ,  связаны со значения-
ми , ; , . Эволюционное уравнение на
оси z

(62)

из (8) позволяет выразить величины  через про-
изводные траекторных коэффициентов  в фор-
муле (21):

(63)

Наиболее простой способ вычисления функций
 – построение антипараксиальных разложений

в ортогональной системе s, l,  (нормаль, длина
дуги вдоль катода, азимут), связанной со старто-
вой поверхностью  и имеющей следующие
коэффициенты Ляме:

(64)

Поверхность катода зададим параметрически

(65)
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Уравнения пучка в рассматриваемом случае
определены соотношениями

(66)

Здесь  – импульс,  – скалярная плотность за-
ряда. Структура решения соответствует эмиссии
в -режиме:

(67)

Дифференциальное уравнение траектории име-
ет вид

(68)

Для решения поставленной задачи необходи-
мо вычислить коэффициенты разложения ком-
понент импульса вплоть до  и . Функции

, , , ,  необходимо разло-
жить в окрестности точки старта , сохраняя
приведенные ниже члены:

(69)

Коэффициенты в правой части уравнения (68) с
учетом разложений (69) вычисляются в точке 
и следующим образом связаны с коэффициента-
ми из (67):
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Коэффициенты разложения компонент импуль-
са в результате построения локального решения
системы (66) определены формулами

(71)
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В результате интегрирования уравнения (68) с
правой частью (70) трубка тока в криволинейной
системе s, l описывается выражением

(72)

Воспользуемся связью [1, 2] произвольных ор-
тогональных координат с локальными декарто-
выми координатами X, Y, которая для системы s, l
принимает вид

(73)

Непоясняемые в (73) коэффициенты ,  не яв-
ляются существенными в рассматриваемом слу-
чае. Перейдем при помощи формул (73) к коорди-
натам X, Y:

(74)

Отметим, что в формуле (63) при вычислении
функций  использовались траекторные коэффи-
циенты из (21) для функции , а не для пред-
ставления . Длина дуги l для кривой (74)
определена формулой

(75)
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чтобы выразить Х через l. При этом различие ве-
личин Х, l описывается членами с нелинейными
комбинациями коэффициентов , которые при
дифференцировании по  и переходе к оси z, где
все , дадут нулевой вклад. По этой причине
при вычислении функций  можно дифферен-
цировать траекторные коэффициенты (74). В ре-
зультате получим
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(76)

Связи между функциями  и  в (61) позволяют
установить значения коэффициентов разложе-
ния потенциала, а соотношения (48), следующие
из интеграла энергии, дают возможность вычис-
лить соответствующие коэффициенты  разло-
жения скорости. В результате получена вся необ-
ходимая информация для построения асимптоти-
ки функции  в (9) и формулы для четвертой
производной плотности тока эмиссии  в (42).

Выражения для ,  в (76) представляют со-
бой форму записи, альтернативную по отноше-
нию к выражениям (57), полученным из сообра-
жений регуляризации решения; обе формы при-
водят к тождественным результатам.

В случае плоских и осесимметричных потоков
величины ,  принимают следующие значения:

(77)
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токов при отсутствии внешнего магнитного поля,
сводящаяся к двум обыкновенным дифференци-
альным уравнениям второго порядка, позволяет
синтезировать непараксиальный электронный
пучок с катода заданной формы и с заданным рас-
пределением плотности тока эмиссии J. Произ-
вольные значения плотности тока J, второй и чет-
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вертой производных J,22, J,2222 на оси, кривизны
 катода и второй производной  достигают-

ся за счет коэффициентов разложения потенциа-
ла , , , , . Соответствующие соотно-
шения определяют связь между функциями J, 
и .

Рассмотренные конфигурации электронных
потоков наиболее часто используются в прибо-
рах СВЧ и сильноточных ускорителях. Задача о
формировании подобных течений даже в случае
очень узких пучков не может быть решена мето-
дами классической параксиальной теории или
теории В.Т. Овчарова [12], распространенной на
релятивистские скорости, из-за невозможности
выполнить условия термоэмиссии на стартовой
поверхности при работе с ортогональной систе-
мой координат.

По сравнению с численными моделями, в том
числе коммерческими пакетами траекторного
анализа, предложенный в работе подход исклю-
чает ошибки, связанные с грубым описанием
сингулярной прикатодной зоны. Дополненный
известными алгоритмами расчета торцевой ла-
пласовской области [13], основанными на теории
антипараксиальных разложений, он служит осно-
вой для создания теплового зазора с теоретически
обоснованной конфигурацией. Произвольное его
исполнение для мощных пучков и пучков с высокой
компрессией, обычное при использовании пакетов
траекторного анализа, должно приводить к суще-

ственным ошибкам, которые впоследствии при-
ходится компенсировать за счет эксперименталь-
ной доводки прибора. Проблемы, связанные с
формированием теплового зазора и вариантами
его практической реализации, обсуждаются в ра-
боте [14].
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ВВЕДЕНИЕ
Вместе со сложностью проектируемых систем

на кристалле возрастает роль методов и средств их
ускоренного высокоуровневого моделирования.
Известны и широко используются различные
методы и средства такого рода. К ним относятся,
например, VHDL- и AHDL-модели цифровых и
смешанных устройств, IBIS-модели периферий-
ных узлов, поведенческие модели СВЧ-устройств
на основе s-параметров, а также специализиро-
ванные алгоритмы и пакеты моделирования от-
дельных классов устройств и систем (схемы на ком-
мутируемых конденсаторах, те же СВЧ-устройства,
аналоговые и цифровые фильтры и т.д.) [1–4]. До-
статочно узкая специализация этих методов и
средств – естественное следствие их повышенной
вычислительной эффективности.

Характерный для высокоуровневого модели-
рования оценочный характер получаемых ре-
зультатов создает проблему при проектировании
периферийных высокоскоростных приемопере-
датчиков (ПВП) последовательных каналов. Основ-
ной показатель качества ПВП – относительное чис-
ло ошибок при приеме – BER (Bit Error Rate), допу-
стимый уровень которого для современных
приемопередатчиков может составлять 10–12 или
даже 10–15 [5]. Поэтому при проектировании ПВП
необходим анализ длинных тестовых последова-
тельностей и особенно важно в процессе расчетов
исключить или снизить до допустимого уровня

влияние локальных ошибок и их накопление, ко-
торые могут привести к недостоверным результа-
там и, в частности, к значениям показателя BER,
отличающимся на несколько порядков от истинных
значений. Следует отметить, что в большинстве
работ, посвященных проектированию ПВП, ос-
новной упор делается не на контроле показателя
BER в процессе проектирования, а на проверке
значений этого показателя по результатам изме-
рений изготовленных образцов ПВП.

Цель данной работы – усовершенствовать су-
ществующие специализированные методы и
средства ускоренной характеризации высокоско-
ростных приемопередатчиков последовательных
каналов, а также определить возможные вариан-
ты их практического применения.

1. ИДЕИ УСКОРЕННОЙ ХАРАКТЕРИЗАЦИИ 
ВЫСОКОСКОРОСТНЫХ 

ПРИЕМОПЕРЕДАТЧИКОВ
Идеи и методы ускоренной характеризации,

развиваемые авторами в данной работе, связаны с
анализом особенностей устройства и функцио-
нирования ПВП, которые содержат цифровые и
аналоговые части (рис. 1).

Ключевой особенностью аналоговых частей,
взаимодействующих непосредственно с линией пе-
редачи, являются возможные существенные иска-
жения формы сигналов (нарушение целостности

УДК 621.3.049.774.2

НОВЫЕ РАДИОЭЛЕКТРОННЫЕ
СИСТЕМЫ И ЭЛЕМЕНТЫ
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сигналов) и, соответственно, необходимость кон-
троля изменений как амплитуды, так и времен-
ных параметров сигналов в линии передачи и во
внутренних каскадах передатчика и приемника до
нормализации этих сигналов по амплитуде, что
является необходимым условием преобразования
аналоговых сигналов в цифровые. В свою очередь
основными критичными блоками в цифровых ча-
стях является устройство фазовой автоподстрой-
ки частоты (ФАПЧ) в передатчике и, особенно,
устройство восстановления тактовых сигналов из
данных (ВТСД) в приемнике. От точности восста-
новления тактового сигнала во времени, характери-
зуемой его джиттером, зависит вероятность ошибки
при приеме, т.е. показатель BER, как интегральный
показатель качества ПВП в целом.

Один из существенных эффектов, приводя-
щих к нарушению целостности сигналов на выходе
передатчика и далее, на входе приемника – меж-
символьные интерференции (МСИ), являющиеся
следствием наложения друг на друга не полно-
стью законченных переходных процессов в сече-
ниях Б, В на рис. 1 при смене передаваемых данных
(1 → 0 или 0 → 1). Для снижения влияния эффекта
МСИ на качество работы приемопередающего
тракта важно обеспечить сужение по основанию
импульсной характеристики на входе приемника –
в сечении В, желательно в пределах длительности
передачи 1 бит (T1). С этой целью используется
опция предыскажений в передатчике, принцип
действия и конкретные реализации которой опи-
саны, например, в работах [6, 7]. В качестве при-
мера на рис. 2а приведен вид переходной и им-
пульсной характеристик, полученной дифферен-

цированием сигнала на входе приемника – в
сечении В на участке, соответствующем передаче
последовательности бит 01111.

Примененная нами идея ускоренного модели-
рования эффекта МСИ состоит в том, что ПВП
рассматривается как стационарная линейная си-
стема, включающая передатчик, линию передачи
и приемник, Исследуемый сигнал передаваемой
последовательности на выходе или в промежу-
точном выбранном сечении системы может быть
представлен по принципу суперпозиции переход-
ных процессов от серии положительных и отри-
цательных перепадов (рис. 2б). Для нахождения
реакции системы на эту последовательность мно-
гократно используется один раз рассчитанная пе-
реходная характеристика.

Сигналы, поступающие на вход решающей ча-
сти приемника (сечение Г на рис. 1), имеют шум
в амплитудной и временной областях. Основной
причиной возникновения битовых ошибок приема
в данной части тракта является джиттер моментов
перепадов принимаемых данных. Элементы после-
довательной логики приемника реализует опера-
цию развертки последовательного потока данных
в параллельный. Положение восстановленного
блоком ВТСД тактового сигнала внутри битового
интервала принимаемых данных существенно
влияет на вероятность возникновения битовых
ошибок. В связи с этим важной является задача
контроля фазовых соотношений тактовых сигна-
лов и принимаемых данных на входе цифровой
части приемника и задача финальной оценки
уровня BER при приеме данных.

Рис. 1. Структура приемопередающего тракта и примеры глазковых диаграмм в сечениях А–Г.

Mode REFCLKT Mode REFCLKR

Din Dout

А Б В Г

А Б В Г

ВТСДФАПЧ

Передатчик (ТХ) Приемник (RX)
Линия

передачи

ТХ+ RХ+

ТХ– RХ–
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2. АЛГОРИТМ И ПРОГРАММА 
УСКОРЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

В работе [8] с участием авторов подробно опи-
саны алгоритм и написанная в среде SciLab про-
грамма высокоуровневого поведенческого моде-
лирования ПВП, а также представлены результаты
расчетов, полученные с использованием этой
программы. Выбор данного пакета прикладных
математических программ был вызван, с одной
стороны, его доступностью (возможностью сво-
бодного применения) и небольшими используе-
мыми ресурсами на компьютере, а с другой сто-
роны – широкими функциональными возмож-
ностями, далеко перекрывающими потребности

решаемой задачи и составляющими в этом смысле
альтернативу пакету MatLab, который имеет схо-
жий язык программирования.

Алгоритм, реализующий описанный в работе
[8, п. 1] метод ускоренного моделирования ПВП,
предусматривает суммирование переходных про-
цессов от одиночных перепадов входного сигнала.
Кроме анализа влияния искажений передаваемых
сигналов из-за МСИ возможен учет влияния шу-
мов. Выигрыш во времени счета обусловлен тем,
что реакция на единичный перепад системы была
определена заранее (табл. 1). При этом нет ком-
промисса с точностью расчетов, поскольку реак-
ция на перепад может быть получена с использова-

Рис. 2. Нормированные переходная (1) и импульсная (2) характеристики с длительностью по основанию, превышаю-
щей интервал T1 (а), разбиение входной псевдослучайной последовательности на серию положительных и отрица-
тельных перепадов (б).

T1

A, B A, B

12

(а) (б)

t, c t, c

Таблица 1. Абсолютные и относительные времена расчетов и измерений

Способ получения 
результатов

Абсолютное время, 
затрачиваемое на расчет 

или измерение 1 бит 
(интервал времени T1)

Время расчетов
на интервале T1, 

отнесенное ко времени 
измерения 1 бит

Примечания

Измерения в реальном
времени

T1 = 1/V = 400 пс 1 –

Расчеты в САПР Cadence 
на транзисторном уровне

171 мс 0.43 × 109 При максимальном шаге 
расчетов maxstep = 10 пс 
и включенной опции
Transient Noise

165 мс 0.41 × 109 При отключенной опции
Transient Noise

23 мс 0.58 × 108 При автоматически
изменяющимся шаге расчетов
и отключенной опции
Transient Noise

Расчеты с использованием 
специализированной
программы в среде SciLab

30 мс 0.75 × 108 При dt = 1 пс
3.1 мс 0.78 × 107 При dt = 10 пс
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нием сколь угодно сложной модели исследуемой
системы на транзисторном уровне. Моделирова-
ние на транзисторном уровне производилось на
ограниченном интервале времени, который до-
статочен для практически полного установления
переходного процесса (за время в несколько по-
стоянных времени τ, характеризующих процесс
установления). Недостаток описанного алгоритма
состоит в его невысокой вычислительной эффек-
тивности: асимптотическая сложность находится
на уровне O(N2), где N – длина тестовой последо-
вательности, выраженная в числе переданных бит
или в равном ему числе единичных интервалов
T1. Это ограничивает комфортное время модели-
рования в процессе проектирования ПВП при
длине тестовых последовательностей в несколько
сотен бит, что абсолютно недостаточно для полу-
чения сколько-нибудь статистически значимых
результатов расчетов.

Авторами разработан и реализован алгоритм
ускоренного моделирования ПВП типа “скользя-
щего окна”, когда в каждый текущий момент вре-
мени суммируются по принципу суперпозиции
только те переходные процессы, которые попада-
ют в интервал (условно) 5τ, гарантирующий вы-
сокую степень затухания переходных процессов.
Нетрудно показать, что время счета как сочета-
ние времен выполнения операций суммирова-
ния/вычитания с использованием исходного ал-

горитма и алгоритма ускоренного моделирования
подчиняются соответственно соотношениям

(1)

Здесь N – общее число точек при расчетах во вре-
мени с заданным фиксированным шагом (по
умолчанию в программе принят шаг dt = 1 пс, до-
статочно малый, чтобы не пропустить деталей пере-
ходных процессов), N1 – число точек во времени,
затрачиваемое на передачу одного бита информа-
ции (соответствует единичному интервалу T1,
связанному со скоростью передачи ПВП V соот-
ношением ), Nτ – число точек во времени,
соответствующее затуханию с заданной точностью
переходных процессов в выбранном сечении ана-
лизируемой системы (5τ в частном случае).

На рис. 3 приведены в иллюстративном виде
(без детализации разметок по осям) исходные и
обработанные результаты моделирования для
сигнала на выходе передатчика (или в другом ин-
тересующем сечении в аналоговой части приемо-
передающего тракта), переходный процесс кото-
рого задается выражениями

(2)

2

сч.исх сч.уск
1 1

    ~  и   ~ .NNt t N
N N

τ

1 1T V =

( ) ( ) ( )01 exp cos , если   5
  ,
1, если   5
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t
− − τ ω ≤ τ= > τ

Рис. 3. Результаты моделирования для тестового примера: переходный процесс на интервале 5τ (а), фрагмент смоде-
лированной реакции системы на псевдослучайный входной тестовый сигнал на интервале 1000T1 (б), глазковая диа-
грамма (в), распределение джиттера на интервале T1 (г) и U-образные кривые для определения показателя BER (д).
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при τ = 531 пс и f0 = 73 МГц (ω0 = 2πf0). К сигналу
подмешан шум , где rand() – ге-
нератор случайных чисел в SciLab с равномерным
распределением от 0 до 1.

Излишняя идеализация анализируемых
устройств в специализированной программе может
привести к отличию результатов расчетов от ана-
логичных экспериментальных данных. Для при-
дания большей реалистичности и физического
смысла были добавлены к используемой модели
неопределенности (шумы) при формировании
моментов времени смены отсчетов сигналов. Пара-
метры таких шумов могут быть получены посред-
ством моделирования передатчика и приемника на
транзисторном уровне. Это позволяет получить
более адекватную форму глазковой диаграммы и
форму распределения джиттера (рис. 4), подоб-

0.02 (rand()  0.5)−
ную наблюдаемым при измерениях гауссовским
распределениям на экране осциллографа (ср. за-
висимости на рис. 3в и 3г).

На рис. 5 приведены зависимости времени
счета от нормированной длины тестовой после-
довательности N/N1, равной числу проанализи-
рованных единичных интервалов T1 (T1 = 1.25 нс
в данном случае). На рис. 5а эти зависимости
приведены в линейном масштабе по вертикаль-
ной оси. Расчеты произведены на ноутбуке с CPU
i5-5200U 2.2 ГГц, RAM 4 ГБ. Видно, что на интер-
вале 1000T1 при использовании алгоритма уско-
ренного моделирования время счета составляет
около 2 мин – достаточно комфортное время при
проектировании. Для исходного алгоритма вре-
менные затраты недопустимо большие. На
рис. 5б те же зависимоти приведены в логариф-

Рис. 4. Уточненные глазковая диаграмма (а) и распределение джиттера (б).
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t, c

Р

t, c

(а) (б)

Рис. 5. Зависимости времени счета от нормированной длины тестовой последовательности в линейном (а) и логариф-

мическом масштабе (б): 1 – время исходного расчета, 2 – время ускоренного расчета, 3 – идеальная кривая , 4 –
идеальная кривая .
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мическом масштабе по вертикальной оси, что
позволяет проверить и подтвердить корректность
приведенных выше зависимостей времени счета
от N. Слабые отклонения от монотонных зависимо-
стей связаны со случайным характером входного
тестового сигнала, влияющим на конкретный
численный результат.

3. АНАЛИЗ И СРАВНЕНИЕ 
ВРЕМЕННЫХ ЗАТРАТ 

ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ И РАСЧЕТАХ

Исходя из требований математической статисти-
ки для получения показателя BER с достоверностью
не хуже 95% необходим анализ приемопередающего
тракта при длине тестовой последовательности не
меньше 3/BER [9]. Тогда требуемое время измере-
ний tизм составит 3/(BER × V), так что tизм = 1400 с ≅
≅ 23 мин при BER = 10–12 и V = 2.5 Гбит/с. Из-за
сложных моделей проектируемых ПВП (особен-
но на транзисторном уровне их представления) и
необходимости анализа большого числа быстро
протекающих переходных процессов в процессе
тестирования получение значимых результатов
расчетов существенно замедляется. Данную про-
блему усугубляет ограниченная производитель-
ность обычных компьютеров – рабочих станций
(не многопроцессорных серверов или суперком-
пьютеров). Вопросы могут состоять только в том,
насколько время счета ограничивает длину теста
при проектировании ПВП, какой выигрыш дает
переход к высокоуровневому моделированию и
каковы целесообразные варианты применения
результатов расчетов на практике. Ответы на дан-
ные вопросы приведены ниже.

Выполнялось сравнение времен расчетов ис-
следуемых устройств с использованием САПР
сквозного моделирования Cadence (на транзи-
сторном уровне представления этих устройств) и
разработанной специализированной программы
высокоуровневого моделирования, написанной в
среде SciLab. Расчеты в среде Cadence выполнялись
для конкретного варианта реализации аналоговых
частей передатчика и приемника с интерфейсом
CML, выполненных по КМОП-технологии с про-
ектными нормами 180 нм и включенных в порядке
“приемник–передатчик”. Сигнальный тракт со-
держит 6 CML каскадов или 12 одновременно за-
действованных транзисторов. На его выходе
включены RLC модели выводов для отражения
реальных процессов, приводящих к линейным
искажениям сигналов (нарушению их целостности).
В табл. 1 представлено сравнение абсолютных и от-
носительных времен расчетов и измерений при ско-
рости V = 2.5 Гбит/с.

Анализ полученных результатов приводит к
следующим выводам. Расчеты исследуемого
тракта в САПР Cadence на транзисторном уровне

при повышенной точности, учете влияния физи-
ческих источников шумов во временной области
и длине теста 1000T1 занимают несколько минут.
Следует отметить, что такие расчеты выполняли
на удаленном высокопроизводительном сервере
(CPU i7-8700 3.2 ГГц, RAM 32 ГБ). Расчеты с ис-
пользованием специализированной программы в
среде SciLab и заведомо менее производительного
компьютера при шаге расчетов dt = 1 пс соизмеримы
по времени с расчетами на транзисторном уровне
при пониженной точности. Увеличение этого ша-
га до dt = 10 пс не приводит к видимым изменени-
ям переходных процессов и глазковых диаграмм
и позволяет практически пропорционально сни-
зить общее время расчетов, делая реальным по-
вышение длины тестовой последовательности
до 10000T1. В любом случае из-за отличий вре-
менных затрат при измерениях и расчетах на
семь–девять порядков очевидно, что решаемые
при расчетах задачи должны существенно отли-
чаться от задач при измерениях.

4. АЛГОРИТМ И РЕЗУЛЬТАТЫ 
РАСЧЕТОВ ПОКАЗАТЕЛЯ BER 

В ПРОЦЕССЕ ПРОЕКТИРОВАНИЯ
В работе [10] представлены метод и конкретная

методика расчета показателя BER на этапе проек-
тирования, основанная на полуаналитической
модели тракта передачи. Данная методика, так же
как рассмотренная выше специализированная
программа ускоренного моделирования, предпола-
гает трудоемкие предварительные расчеты ПВП на
транзисторном уровне только на ограниченных
временных интервалах. Точность результата та-
кого расчета подтверждена моделированием в
САПР сквозного проектирования тракта переда-
чи на выборках ограниченного объема со сниже-
нием отношения сигнал/шум.

Методика, основанная на полуаналитической
модели тракта передачи, и специализированная
программа, использующая табличные модели ис-
следуемых устройств, дополняют друг друга. В рам-
ках методики посредством моделирования ПВП в
САПР Cadence определяются характеристики слу-
чайного джиттера моментов перепадов передавае-
мых данных и тактовых сигналов. С помощью
специализированной программы определяется
детерминированная составляющая джиттера как
следствие межсимвольной интерференции. На
основании полученных результатов с учетом ар-
хитектуры исследуемого ПВП формируется по-
луаналитическая модель тракта. В тракт входят
блоки – участники процесса обработки и переда-
чи данных. Результатом расчетов с использовани-
ем полученной полуаналитической модели трак-
та являются U-образные кривые (рис. 6).

Сложность полуаналитической модели и вре-
мя расчетов ПВП с ее использованием не зависят
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от уровня представления тракта при его расчетах
с использованием САПР, будь это транзисторное
представление или представление с учетом паразит-
ных топологических структур. Возрастает только
время построения самой полуаналитической мо-
дели, которое несоизмеримо меньше времени
расчетов ПВП на транзисторном уровне с ис-
пользованием САПР на длинных тестовых по-
следовательностях. Таким образом, становится
возможной оперативная оценка на этапе проек-
тирования вклада отдельных блоков в составе
тракта в величину показателя BER. Возрастает
также точность определения этого показателя в
связи с учетом основных составляющих джиттера, а
не только его детерминированной составляющей,
полученной по результатам анализа табличных
моделей.

5. ВОЗМОЖНЫЕ ВАРИАНТЫ 
ПРИМЕНЕНИЯ ПРЕДЛАГАЕМЫХ

МЕТОДОВ И СРЕДСТВ НА ПРАКТИКЕ

Как универсальные, так и специализированные
средства расчетов являются инструментами, настра-
иваемыми пользователями, если исходить из необ-
ходимости достижения компромисса между точно-
стью и временными затратами. Особенностью
расчетов аналоговых частей ПВП, как отмечено
ранее, являются одновременно высокие требова-
ния к точности и к объему выборки – длине теста
(т.е. времени расчетов), если принять во внима-
ние необходимость обнаружения и корректного
моделирования маловероятных событий, способ-
ных ухудшить показатель BER. В этом смысле

предлагаемый алгоритм и специализированная
программа, использующая представление исследуе-
мых устройств в виде высокоуровневых табличных
моделей типа “вход–выход”, сама реализует ком-
промисс между точностью и временем расчетов, не-
достижимый при использовании САПР сквозного
моделирования устройств на транзисторном уровне.
Однако, как показано в разд. 3, даже при исполь-
зовании такой специализированной программы
возможная длина теста составляет 103…104 единич-
ных интервалов T1 из-за практических ограничений
на время расчетов. К тому же необходимо иметь в
виду дополнительные “накладные расходы”, свя-
занные с обменом данными между универсаль-
ной САПР и специализированной программой, а
также с обработкой результатов расчетов, которая
также может занять существенное время. Что ка-
сается связи между САПР и внешними математиче-
скими программами, то она может быть организова-
на имеющимися в САПР штатными средствами
(скрипты, прямая поддержка таких пакетов).

В целом рекомендации по использованию пред-
лагаемых методов и специализированных средств
ускоренной характеризации ПВП следующие.

– Специализированная программа не предна-
значена и не может быть применена для прямого
получения результатов расчетов в объеме, доста-
точном для определения статистически значимых
значений показателя BER, и в этом смысле не мо-
жет конкурировать с прямыми измерениями го-
товых образцов.

– Специализированная программа способна
снизить временные затраты при расчетах ПВП

Рис. 6. Уточненные U-образные кривые для определения показателя BER.
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ДОМОЖАКОВ, КОНДРАТЕНКО

как минимум на порядок в сравнении с универ-
сальной САПР при той же точности расчетов и
наилучшим образом подходит для расчетов на
наихудший случай при условии применения корот-
ких (длиной до 103…104 единичных интервалов T1,
бит) “тяжелых” тестовых последовательностей, ко-
торые провоцируют условия возникновения оши-
бок при приеме и ухудшение показателя BER.

– Преимущество использования специализиро-
ванной программы в сравнении с универсальной
САПР с точки зрения времени расчетов особенно
ярко проявляется на финальном этапе проекти-
рования, когда реализуется проверка влияния па-
разитных параметров топологии на параметры
проектируемых устройств. Из-за роста числа уз-
лов в схемах время счета с использованием САПР
при этом может увеличиться более чем на поря-
док. Как отмечено в п. 4, сложность высокоуров-
невых моделей с учетом паразитных параметров
топологии и время расчетов с использованием
специализированной программы практически не
меняются, даже с учетом затрат на время постро-
ения таких моделей.

– Предложенный подход на основе высоко-
уровневых табличных моделей в совокупности с
методикой расчета, описанной в разд. 4, позволя-
ют построить единую полуаналитическую модель
приемопередающего тракта и с ее помощью про-
извести статистически значимый расчет показа-
теля BER. При этом основной объем временных
затрат приходится на формирование модели. По-
луаналитическая модель состоит из независящих
друг от друга частей, повторяющих структурные
блоки ПВП. При данном подходе параметриче-
ский анализ не требует значительного времени
расчета, поскольку финальный этап оценки вели-
чины BER не требует повторного моделирования
тракта целиком, как это реализовано в стандарт-
ных САПР сквозного проектирования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Описанные специализированные методы и

средства в совокупности решают задачу ускорен-
ной характеризации проектируемых высокоско-
ростных приемопередатчиков последовательных

каналов. Выигрыш во времени счета в сравнении
с использованием САПР сквозного проектирова-
ния достигается не за счет снижения точности
расчетов, а за счет детального анализа исследуемых
устройств на коротких временных интервалах (до
103…104 бит) и последующего высокоуровневого
моделирования процессов в приемопередающем
тракте, вносящих определяющий вклад в инте-
гральный показатель качества BER. В сравнении
с САПР использование разработанной специали-
зированной программы обеспечивает выигрыш во
времени расчетов, по крайней мере, на порядок.
Предложенная методика построения и анализа
единой полуаналитической модели тракта обес-
печивает получение корректных оценок показателя
BER на этапе проектирования, не откладывая ре-
шение этой задачи на этап измерения готовых об-
разцов.
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ВВЕДЕНИЕ
Среди множества разработанных спортивных

электронных приборов представлены различные
модели электромиостимуляторов. Особенность
электромиостимуляции заключается в том, что
она воздействует с помощью электрических сиг-
налов на нервно-мышечный аппарат человека и ак-
тивизирует большее количество мышечных воло-
кон, чем при естественном мышечном сокращении.
Это позволяет развивать большие мышечные уси-
лия, а в случае невозможности осуществления са-
мопроизвольных сокращений осуществлять движе-
ние в неподвижной до этого мышце. В различных
литературных источниках отмечается положи-
тельное влияние на повышение физических ка-
честв атлетов. Наиболее существенные отличия
выявлены в показателях силы, гибкости и быстроты
[1, 2]. Важно, что электромиостимуляционый (ЭМС)
сигнал воздействует на нервномышечный аппарат
атлетов как в статическом положении тела (так на-
зываемая электромиостимуляционная трениров-
ка) [3], так и при воспроизведении упражнения в
определенной фазе движения (в зависимости от
тех двигательных задач, которые ставятся перед
спортсменом в данный момент времени) [1]. Кро-
ме того, режимы подачи ЭМС-сигналов на рабо-
тающие мышцы атлетов могут быть различными,
например, режим “двигательной подсказки” или
режим “мощностного наполнения” [4]. Данный
метод тренировочного воздействия применяется

в различных видах спорта: в тяжелой атлетике, ве-
лоспорте, силовом троеборье, легкой атлетике,
гимнастике и др.

Представленный в работе электромиостиму-
лятор имеет два выходных канала: первый канал
работает в автоматическом режиме, что позволяет
самостоятельно регулировать такие параметры,
как частота выходного сигнала, амплитуда, дли-
тельность пачки импульсов, скважность. Второй
выходной канал полуавтоматический, т.е. дли-
тельность самой пачки импульсов можно выбирать
любую, это необходимо для ЭМС-тренировки в
преодолевающей или уступающей фазе движения.

Для более эффективного воздействия ЭМС-
сигнал может иметь различную форму импульсов,
частоту, амплитуду, скважность. Перечисленные
параметры могут варьироваться в широком диа-
пазоне. В ходе экспериментальных исследований
были определены оптимальные величины часто-
ты и скважности [5]. Величина ЭМС-сигнала, как
правило, ограничивается индивидуальными осо-
бенностями организма спортсменов. Что касается
формы сигнала, то чаще применяется прямо-
угольная, реже – треугольная. Это связано с тем,
что сигнал прямоугольной формы оказывает более
масштабное воздействие на нервно-мышечный
аппарат человека и делает мышечное сокращение
гораздо мощнее, за счет вовлечение в работу
большего числа двигательных единиц.

УДК 796.015.59

НОВЫЕ РАДИОЭЛЕКТРОННЫЕ
СИСТЕМЫ И ЭЛЕМЕНТЫ
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МАРТЬЯНОВ

1. ОПИСАНИЕ УСТРОЙСТВА

Стандартная тренировка с использованием
ЭМС-воздействия осуществляется в виде активи-
зации нервно-мышечного аппарата атлета серией
последовательных пачек импульсов, с определен-
ной частотой, длительностью и скважностью.
Схематическое изображение выходного сигнала в
виде последовательности импульсов представле-
но на рис. 1.

Отличие разработанного макета электромио-
стимулятора от предыдущего, реализованного
нами устройства состоит в том, что воздействие
на мышцы атлета производится непосредственно
во время выполнения упражнения. При исполь-
зовании автоматического режима работы (перио-
дическая последовательность пачек импульсов)
сложно подстроиться в ритм движения атлета при
выполнении им упражнения. Для этого намного
удобней использовать полуавтоматический ре-
жим работы устройства, когда воздействие сигна-
ла на мышцы атлета осуществляется в нужный
момент времени с целью развития максимальных
усилий [6].

Мощность выходного ЭМС-сигнала зависит
от разных параметров. У стимуляторов Миовол-
на-4, Миомодель-10, SilverFoxF-905, NV-2000X
(а также их аналогов) интенсивность (мощность)
воздействия достигается за счет увеличения дли-
тельности каждого импульса в пачке. В этом слу-
чае испытуемый чувствует более сильное сокра-
щение мышц. В предлагаемом нами стимуляторе
интенсивность воздействия на нервно-мышеч-
ный аппарат увеличивается за счет роста ампли-
туды сигнала без увеличения длительности им-
пульсов. Результаты экспериментов показывают,
что этот метод более эффективен для увеличения
силовых показателей и больше подходит для
спортсменов высокой квалификации. Кроме того,
сокращение длительности импульсов в пачке дает

возможность осуществить ЭМС-воздействие не-
посредственно в движении, поскольку длитель-
ность определенных фаз в различных упражнениях
измеряется секундами и миллисекундами. Вто-
рой выходной канал устройства работает в полу-
автоматическом режиме, когда при включении
тумблера на корпусе формируются пачки импуль-
сов с теми же параметрами амплитуды и частоты,
что и на первом выходном канале. Это особенно не-
обходимо для более согласованного включения
мышц при использовании устройства во время
выполнения упражнения.

Фотография электромиостимулятора приве-
дена на рис. 2. Основные его характеристики: на-
пряжения питания 12 В, амплитуда выходного
сигнала 12…60 В, форма сигнала – однополярный
меандр, частота 50…110 Гц, длительность пачки
импульсов 0.5…6 с.

Для генерации высоковольтного сигнала в макете
использовался импульсный повышающий регу-
лятор напряжения LM2577, который преобразо-
вывает постоянное входное напряжение в напря-
жение на выходе в диапазоне 3.5…70 В. Данное ре-
шение позволило не использовать трансформаторы,
которые являются громоздкими, занимают доволь-
но большую площадь печатной платы и увеличи-
вают габариты устройства и вес конструкции.

Для проектирования ниже предложенного маке-
та электромиостимулятора использовалась струк-
турная схема, которая представленная на рис. 3.
Повышающий регулятор напряжения LM2577 пре-
образовывает входное напряжение питания 12 В в
регулируемое напряжение от 12 до 60 В, необходи-
мое для работы транзисторного ключа. Регулировка
напряжения от 12 до 60 В осуществляется за счет пе-
ременных резисторов 16K1 номиналом 25 кОм. Ста-
билизатор напряжения LM7805 преобразовывает
напряжение 12 в 5 В, что нужно для питания мик-
росхем таймеров NE555 и элемента И-Не. Пер-
вый таймер генерирует импульсы в диапазоне ча-

Рис. 1. Схематическое изображение сигнала в виде пачек импульсов.
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стот 50…110 Гц, второй таймер – в диапазоне ча-
стот 0.2…2 Гц. Регулировка частоты сигнала
осуществляется с использованием переменных
резисторов 16K1 номиналами 25 и 50 кОм. Далее
эти два сигнала умножаются с инверсией микро-
схемой логики И-НЕ, в результате чего получа-
ются уже пачки импульсов амплитудой около 5 В.
Эти пачки импульсов поступают на вход транзи-
сторного ключа на базе высоковольтных транзи-
сторов MJD44H11 и MJD45H11, которые усиливают
выходной сигнал в диапазоне значений амплитуд

12…60 В в зависимости от требований. Затем с вы-
хода первого канал сигнал поступает на электро-
ды из токопроводящей ткани, закрепленные на
теле испытуемого. Полуавтоматический режим
работы обеспечивает второй канал, формирую-
щий непрерывный импульсный сигнал с такими
же значениями амплитуды и частоты с тем отли-
чием, что сигнал подается на выход 2 при нажа-
тии тактовой кнопки, поэтому использование
второго таймера и умножителя не нужно. Если
кнопка не нажата, то на выходе 2 сигнала нет. В

Рис. 2. Макет электромиостимулятора.

Рис. 3. Структурная схема электромиостимулятора.
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цепях 1 и 2 канала стоят вольтметры, которые по-
казывают выходную амплитуду сигнала.

Фотография внешнего вида печатного узла ма-
кета устройства представлена на рис. 4.

На заключительном этапе был проведен проб-
ный эксперимент с разработанным макетом.
ЭМС-воздействие производилось на мышцы рук
предплечья с амплитудой сигнала в диапазоне
30…55 В с частотой в диапазоне 60…100 Гц в тече-
ние одного одного месяца два-три раза в неделю по
10–15 мин. Силовые показатели мышц предпле-
чья измеряли на ручном динамометре. В резуль-
тате эксперимента, сила сгибателей мышц кисти
увеличилась в среднем на 30%.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Разработан макет высоковольтного электро-

миостимулятора. Для реализации высоковольт-
ных цепей применялся преобразователь напря-
жения LM2577, что дало значительный выигрыш
по габаритам и массе устройства по сравнению с
использованием трансформатора.

2. Реализован полуавтоматический канал, да-
ющий возможность использовать устройство в
нужный момент при выполнении атлетом упраж-
нения.

3. Проведен пробный эксперимент, показыва-
ющий эффективность применения макета элек-
тромистимулятора для увеличения силовых пока-
зателей атлетов высокой квалификации.

4. По результатам работы был получен патент
на полезную модель [7].
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Рис. 4. Фотография внешнего вида печатного узла.


