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Вычислены кэлеровы потенциалы на пространстве модулей комплексных структур для двух много-
образий Калаби–Яу, заданных как гиперповерхности во взвешенных проективных пространствах. Най-
дены зеркальные образы этих многообразий в соответствии с конструкциями Батырева и Берглунда–
Хубша, показана их эквивалентность.
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Компактификация теории суперструн является
одним из возможных способов объединить Стандарт-
ную модель и квантовую гравитацию. Известно, что
в этом подходе из феноменологических соображений
требуется компактификация 6 дополнительных из-
мерений на многообразие Калаби–Яу; низкоэнерге-
тическая теория тогда определяется его специаль-
ной кэлеровой геометрией [1]. Важным инструмен-
том в задаче о ее вычислении является гипотеза
о существовании зеркальной симметрии: она позво-
ляет провести непрямое вычисление потенциала на
пространстве кэлеровых модулей, для которого не
существует явных формул. Зеркальным семейством
Калаби–Яу к данному называют такое, у которого
пространство модулей комплексных структур совпа-
дает с пространством кэлеровых модулей исходного
и наоборот.

Доступным для изучения классом многообразий
Калаби–Яу являются гиперповерхности во взвешен-
ных проективных пространствах; классификация та-
ких Калаби–Яу приведена в [2]. Для примеров из это-
го класса уже было получено много результатов (см.,
например, работы [3–5]). Наша работа имеет целью
продолжение исследований в этом направлении; мы
вычисляем специальную геометрию для двух приме-
ров из не рассматриваемого ранее типа “петля” (типа
16 согласно классификации [2]), а также строим для
этих примеров зеркальные семейства двумя способа-
ми и показываем их эквивалентность.

Приведем краткое описание метода вычисления
кэлерова потенциала на пространстве модулей ком-

1)e-mail: artemev.aa@phystech.edu; kochergin.iv@phystech.edu

плексных структур Калаби–Яу, заданного нулями
многочлена во взвешенном проективном простран-
стве, развитый в серии работ Алешкина, Белавина,
начиная с [6].

Рассматривается взвешенное проективное про-
странство Pk1,k2,k3,k4,k5 – фактор C

5/{0} по действию
C∗, определенному как

C5 ∋ (x1, x2, x3, x4, x5)
λ∈C

∗

−→
λ∈C

∗

−→ (λk1x1, λ
k2x2, λ

k3x3, λ
k4x4, λ

k5x5). (1)

Нас интересует гиперповерхность, заданная в нем
нулями некоторого невырожденного полинома

0 =W0(x) =

5
∑

a=1

5
∏

i=1

xMai

i (2)

c условиями
∑

i

kiMai = d =
∑

i

ki ∀a. Первое равен-

ство – условие квазиоднородности; второе условие
необходимо, чтобы заданная поверхность была мно-
гообразием Калаби–Яу. Известно, что деформациям
комплексной структуры этого многообразия отвеча-
ет добавление к W0 линейной комбинации мономов
той же степени квазиоднородности d:

W (x, φ) =W0(x) +

h
∑

i=1

φiei(x). (3)

Нужно исключить из множества всех таких мономов
те, которые могут быть сгенерированы заменой коор-
динат в исходном полиноме, т.е. мономы, пропорцио-
нальные элементам из 〈∂W0

∂xi
〉. В большинстве случаев

мономиальными деформациями пространство моду-
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лей комплексных структур (локально) исчерпывает-
ся (это всегда так для многообразий, заданных по-
линомом типа петля).

Определим группу “квантовых симметрий“ Q =

= Zd полинома W0. Ее действие на проективные ко-
ординаты совпадает с указанным в (1) действием C∗

для параметра λ : λd = 1. Тогда рассмотрим так
называемое “киральное кольцо” полиномов:

RQ =
C[x1, x2, x3, x4, x5]

Q

〈∂W0/∂xi〉
. (4)

Базис в нем задают мономы Eµ, инвариантные
под действием “квантовых симметрий” (т.е. степе-
ни, кратной d). Это кольцо – конечномерное линей-
ное пространство: после фактора по 〈∂W0/∂xi〉 сте-
пени квазиоднородности его базисных элементов не
больше 3d. По степеням естественно ввести граду-
ировку: RQ = R0 ⊕ Rd ⊕ R2d ⊕ R3d; тогда размер-
ности компонент фиксированной градуировки равны
dim R0,d,2d,3d = (1, h, h, 1). Введем также спаривание
η (билинейный функционал) на этом кольце, матри-
ца которого в базисе Eµ, µ = 1, . . . , 2h+ 2

η(eµ, eν) ≡ ηµν = Res
EµEν

5
∏

i=1

∂iW0

. (5)

В C5 можно определить Q-инвариантные когомоло-
гии (HD±)Q оператора D± = d ± dW0∧. Тогда груп-
па (H5

D±)Q изоморфна RQ как линейное простран-
ство; базис в ней – формы вида Eµ(x) d

5x. К ним
определяются дуальные гомологии H5(C

5,Re W0 →
→ ±∞)Q, такие, что невырождено спаривание с
помощью “осциллирующих интегралов”: для L±

a ∈
∈ H5(C

5,Re W0 → ±∞) оно задается формулой

〈Eµd
5x, L±

a 〉 =
∫

L±
a

Eµe
∓W0(x) d5x. (6)

Между H5(C
5,Re W0 → ±∞)Q и H3(X,R), где

X – многообразие Калаби–Яу, заданное нулями по-
линома W (x, φ), можно построить изоморфизм. Ис-
пользуя его свойства и заданные ранее определения,
интересующий нас кэлеров потенциал записывается
в удобном для вычислений виде

e−Kc(X) = σ+
µ ηµλMλνσ

−
ν ; (7)

σ±
µ =

∫

Γ±
µ

e∓W (x,φ), M = T−1T , T±
aµ =

∫

L±
a

eµe
∓W0 d5x;

(8)

Γ±
µ :

∫

Γ±
µ

e∓W0(x)eν d
5x = δµν . (9)

Важно, что циклы L±
a нужно брать вещественными;

матрица M не зависит от их выбора. Перейдем к рас-
смотрению исследуемых примеров. Рассмотрим взве-
шенное проективное пространство P9,26,11,23,20 и по-
лином

0 =W0 = x71x2 + x32x3 + x63x4 + x34x5 + x45x1,

M =

















7 1 0 0 0

0 3 1 0 0

0 0 6 1 0

0 0 0 3 1

1 0 0 0 4

















.
(10)

Его степень квазиоднородности d = 89. Простран-
ство модулей его комплексных структур определя-
ется мономиальными деформациями, удовлетворя-
ющими описанным ранее условиям. Таких мономов
всего h = 7 и их показатели степеней удобно записать
в матрицу S

el =

5
∏

j=1

x
Slj

j , S =



























1 1 1 1 1

0 1 0 1 2

2 0 1 0 3

2 1 2 1 0

3 0 2 0 2

4 0 3 0 1

5 0 4 0 0



























. (11)

В киральном кольце образуют базис E1 = 1, h моно-
мов El+1 ≡ el степени d, а также следующие мономы
степеней 2d и 3d (всего 2h+ 2 = 16 мономов Eα):

Eh+1+i = (e21, e1e2, e1e4, e1e5, e1e6, e1e7, e
2
4);

E16 = e1e2e7. (12)

Можно найти матрицу спаривания η, как в (5); в на-
шем базисе с точностью до перестановок базисных
элементов она единичная антидиагональная.

Рассмотрим в C5 относительные гомологии
H5(C5, Re (W0) → ∞)Q. Выберем в них базис Γµ,
дуальный к формам Eα(x) d

5x относительно осцил-
лирующих интегралов, согласно (9). Из (8) кэлеров
потенциал выражается через величины

σ+
β (φ) =

∫

Γβ

e−W (x,φ) =

∞
∑

m1,m2, ...,mh=0

(−1)
∑

ml ×

×
h
∏

l=1

φml

l

ml!

∫

Γβ

d5x
h
∏

l=1

eml

l e−W0(x) (13)
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и аналогичные ряды с другими знаками. Можно эф-
фективно понижать степень подынтегрального вы-
ражения, пользуясь тем, что для любой 4-формы Ω
∫

Γµ

e−W0 (dΩ− dW0 ∧Ω) =

∫

Γµ

d(Ωe−W0) = 0. (14)

Используя эти соотношения, можно получить пять
элементарных соотношений для понижения степе-
ней. Обозначая

fβ(b ≡ (b1, b2, b3, b4, b5)) =

∫

Γβ

d5x e−W0xb11 . . . xb55 ,

а также i строку матрицы M как Mi•, эти пять со-
отношений можно компактно записать в виде

fβ(b) = fβ(b −Mi•) · Bi(b), i = 1, . . . , 5 (15)

Bi = bj(M
−1)ji −

Ai

17
; B = b · (M−1)− A

17
,

A = (15, 12, 15, 12, 14).
(16)

Если мы имеем произведение мономов вида
h
∏

l=1

eml

l ,

то соответствующая ему строка показателей степе-
ней x

b[m ≡ (m1, . . . ,m7)] = m · S. (17)

Соответствующие такому b коэффициенты B

B(b[m]) = m · (SM−1)− A

17
. (18)

Для дальнейшего введем обозначения для элементов
строки B как функций от набора целых чисел m; в
данном случае она имеет вид

B(b[m]) ≡ 1

17

(

ν ρ ν ρ µ
)

(m). (19)

Теперь мы хотим переписать общие соотношения
(15) так, чтобы они позволили понижать числа m в
произведениях такого типа. Такие соотношения при-
ходится искать подбором; они приведены ниже:

fβ (b[m]) =
µ(m)

17
fβ(b[m + Fj•]) =

=

{

ν2(m)
172 fβ(b[m + F6•])

ρ2(m)
172 fβ(b[m + F7•])

, j = 1, . . . , 5, (20)

F =



























1 −1 −1 0 0 0 0

−1 0 −1 1 0 0 0

0 0 −2 0 1 0 0

0 0 0 0 −2 0 1

0 0 −1 0 0 −1 1

0 0 0 −1 0 0 −1

−1 −1 0 −1 1 0 0



























. (21)

Редукция по первым 5 формулам понижает µ на 17, а
другие два числа (ν и ρ) не меняет; аналогичное вер-
но для других двух способов понижения степени. Та-
ким образом, остаток по модулю 17 у всех трех чисел
не меняется в результате такого понижения. Любое
из чисел m = µ mod 17, n = ν mod 17, r = ρ mod 17

однозначно определяет моном из кирального кольца,
к которому мы придем в конце процедуры; можно
перенумеровать мономы, например, числом β = m ∈
[1, 16], тогда n[β] = 2m

3 ; r[β] = 5m
3 . Итак, мы прихо-

дим к выражению

σ+
β (φ) =

∞
∑

m1, ...,mh=0
m(m)=β

(−1)
∑

ml

(

∏

l

φml

l

ml!

)

×

× Γ(µ(m)
17 + 1)

Γ(m(m)
17 )

Γ2(ν(m)
17 + 1)

Γ2(n(m)
17 )

Γ2(ρ(m)
17 + 1)

Γ2( r(m)
17 )

. (22)

Как можно проверить, σ−
β отличаются фактором

(−1)|β|, где |β| – градуировка соответствующего мо-
нома в киральном кольце (|β| = 0, 1, 2, 3). Теперь мы
должны выбрать базис из вещественных циклов La

и вычислить матрицу перехода T от Γ к L; из дуаль-
ности Γ и E следует, что она дается выражением

Taβ =

∫

La

Eβ e
−W0d5x. (23)

Сделаем сперва замену переменных

xi =
5
∏

j=1

y
17(M−1)ij
j , (24)

при которой W0 перейдет в W0(x(y)) =
∑

y17i , а все
мономы Eα(x) – в мономы по y с целыми степенями.

Определим одномерный цикл в виде “уголка”
условиями (с произвольно заданной ориентацией)

C[y, ϕ] = {Arg y = ϕ or Arg y = ϕ+
2π

17
}. (25)

Тогда набор из 16 базисных циклов La можно вы-
брать в виде циклов Лефшеца

La = C[y1,
2πa

17
]×

5
∏

i=2

C[yi, 0], a = 1, . . . , 16. (26)

Очевидно, что они удовлетворяют условию Re W0 →
→ ∞, y → ∞. Теперь можно вычислить матрицу T

для таких циклов, матрицу M = T−1T и, наконец,
матрицу (ηM) – она оказывается диагональной:

(ηM)µν = δµν · γ(m[µ]/17)γ2(n[µ]/17)γ2(r[µ]/17),

Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 5 – 6 2020



294 А. А. Артемьев, И. В. Кочергин

γ(x) =
Γ(x)

Γ(1− x)
. (27)

Мы получаем итоговый ответ (здесь σβ заданы фор-
мулой (22))

e−Kc(φ) =

=

16
∑

µ=1

(−1)|µ|γ
( µ

17

)

γ2
(

n[µ]

17

)

γ2
(

r[µ]

17

)

· |σµ(φ)|2.(28)

Второй пример многообразия того же типа за-
дан взвешенным проективным пространством
P25,16,31,36,83 и уравнением

0 =W0(x) = x71x2 + x102 x3 + x53x4 + x34x5 + x25x1 = 0,

M =

















7 1 0 0 0

0 10 1 0 0

0 0 5 1 0

0 0 0 3 1

1 0 0 0 2

















. (29)

В тех же обозначениях, что для первого примера, со-
ответствующие ему данные: d = 191, h = 4,

el =

5
∏

j=1

x
Slj

j , S =













1 1 1 1 1

1 2 2 2 0

2 3 3 0 0

3 5 0 1 0













. (30)

Базис в киральном кольце

Eα =

(

1, e1, e2, e3, e1e3, e4, e1e4,
e1e3e4
e2

, e3e4, e1e3e4

)

.

(31)
Элементы вектор-строки появляющихся при пони-
жении коэффициентов мы обозначим как

B(b[m]) = m·(SM−1)−A

11
≡ 1

11

(

µ µ ν λ κ
)

(m),

m =
(

m1 m2 m3 m4

)

, A = (10, 10, 9, 8, 7). (32)

4 соотношения для понижения степеней в терминах
чисел m имеют вид

fα (b[m]) =
µ2(m)

112
fα(b[m + F1•]) =

=











ν(m)
11 fα(b[m + F2•])

λ(m)
11 fα(b[m + F3•])

κ(m)
11 fα(b[m + F4•])

(33)

F =













0 1 −1 −2

0 −1 −1 1

−1 −1 1 0

−2 1 0 0













. (34)

Мономы из кирального кольца теперь однозначно за-
даются любым из чисел

m(m) = µ(m) mod 11, n(m) = ν(m) mod 11,

l(m) = λ(m) mod 11, k(m) = κ(m) mod 11.
(35)

Занумеровав их, например, числом m = α, получаем
формулу для периодов

σ+
α =

∞
∑

m1,...,mh=0
m(m)=α

(−1)
∑

ma

(

∏

a

φma
a

ma!

)

Γ2
(

µ(m)
11 + 1

)

Γ2
(

m(m)
11

) ×

×
Γ
(

ν(m)
11 + 1

)

Γ
(

n(m)
11

)

Γ
(

λ(m)
11 + 1

)

Γ
(

l(m)
11

)

Γ
(

κ(m)
11 + 1

)

Γ
(

k(m)
11

) . (36)

Для нахождения матрицы M мы делаем аналогич-

ную (24) замену xi =
∏

y
11(M−1)ij
j ; она обладает теми

же свойствами, что раньше. Базис из циклов La вы-
бирается аналогичным (25) образом, только теперь
C – “угол” раствора 2π

11 . Вычислив матрицу M, по-
лучаем ответ для кэлерова потенциала

e−Kc(φ) =

10
∑

β=1

(−1)|β| γ2
(

β

11

)

×

× γ

(

n[β]

11

)

γ

(

l[β]

11

)

γ

(

k[β]

11

)

|σβ |2. (37)

Для дальнейшего опишем две конструкции постро-
ения зеркального многообразия для Калаби–Яу-
гиперповерхностей во взвешенном проективном про-
странстве.

Первая из них приведена в [2]. Она описывает зер-
кальное семейство как орбифолд в другом взвешен-
ном проективном пространстве. Имея 5× 5 матрицу
коэффициентовM , для построения зеркального мно-
гообразия нужно:

1. построить полином W ′ с матрицей показателей
M ′ =MT ;

2. найти набор весов k′i таких, что полином W ′

квазиоднороден по отношению к ним со степе-
нью d′ =

∑

k′i; они задают новое взвешенное
проективное пространство;

3. определить многообразие X ′, заданное как ги-
перповерхность в этом проективном простран-
стве нулями W ′;

4. найти полную группу фазовых симметрий A

полинома W ′ и группу его “геометрических
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симметрий” G′ как фактор A по группе Q′ =

= Zd′ “квантовых” симметрий полинома W ′:
G′ = A/Q′, аналогично определить группу гео-
метрических симметрий G полинома W ;

5. при несовпадении G′ и Q взять орбифолд мно-
гообразия X ′ по некоторой дискретной группе
H так, чтобы для фактор-многообразия выпол-
нялось Q′′ = Q′ ×H = G и G′′ = G′/H = Q.

Вторая – конструкция Батырева – описывает зер-
кальное многообразие как подмногообразие в тори-
ческом, заданное критическими точками некоторо-
го полинома. Она описана и использована, напри-
мер, в [4]. Торическим называют многообразие вида
(CN − Z)/(C∗)h, где действие (C∗)h на проективные
координаты ya, a = 1, . . . , N определяется “матрицей
зарядов” Q:

ya →
h
∏

l=1

λQla

l ya, λl ∈ C
∗, (38)

а Z является инвариантным относительно этого дей-
ствия множеством. Набор весов Qla в нашем случае
определяется следующим образом: показатели степе-
ней входящих в состав полинома мономов вместе с
его деформациями задают набор из h + 5 пятимер-
ных векторов va; их координаты задаются матрицей

via =
(

MT |ST
)

, i = 1, . . . , 5, a = 1, . . . , h+ 5. (39)

Тогда матрица Q определяется при поиске инте-
грального базиса из h целочисленных линейных со-

отношений на эти вектора вида
h+5
∑

a=1
Qlavia = 0. Со-

отношения задают интегральный базис, если любое
целочисленное соотношение на v может быть пред-
ставлено суммой с целыми коэффициентами соотно-
шений Ql•.

В следующей части мы покажем соответствие
этих двух конструкций явным построением для на-
ших примеров полиномов, задающих подмногообра-
зие в торическом. Сначала приведем ответ, дающий-
ся конструкцией Берглунда–Хубша; в обоих случа-
ях, как легко проверить, орбифолда брать не нужно
и зеркальное многообразие определяется как (для 1
и 2 примеров соответственно)

1 : P5,2,3,5,2, 0 = V0 = y31y2 +

+ y72y3 + y43y4 + y34y5 + y65y1, dM = 17; (40)

2 : P1,1,2,3,4, 0 = V0 = y5y
7
1 +

+ y1y
10
2 + y2y

5
3 + y3y

3
4 + y4y

2
5 , dM = 11. (41)

Выпишем интегральный базис целочисленных соот-
ношений Q для двух наших примеров:

1 : Q=





















0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 −2 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 −2 0 1

0 0 0 0 1 0 0 −1 0 0 −1 1

1 0 1 0 0 0 0 0 −1 0 0 −1

0 1 0 1 0 −1 −1 0 −1 1 0 0





















,

2 : Q =













1 1 0 0 0 0 1 −1 −2

0 0 1 0 0 0 −1 −1 1

0 0 0 1 0 −1 −1 1 0

0 0 0 0 1 −2 1 0 0













.

(42)
Полином, определяющий своими критическими точ-
ками подмногообразие в торическом, должен быть
инвариантным при действии (C∗)h, т.е. быть линей-
ной комбинацией мономов U(y) =

∑

fj(y) таких, что

fj =

h+5
∏

a=1

yPaj
a ,

h+5
∑

a=1

QlaPaj = 0 ∀j, l. (43)

Выберем 5 таких мономов так, чтобы Paj для a =

= 1, . . . , 5 совпадали с элементами матрицы Maj. То-
гда из условия (43) однозначно восстанавливается
Paj для a = 6, . . . , h + 5 из решения системы линей-
ных уравнений. Из построения матрицы Q следует,
что в обоих случаях Paj = Sa−5,j , a = 6, . . . , h + 5.
Рассмотрим теперь симметрии торического многооб-
разия с генераторами (для 1 и 2 примеров соответ-
ственно)

1 : Q = 5Q1 − 7Q2 +Q3 − 2Q4 − 2Q6 − 5Q7;

2 : Q = Q1 + 2Q2 + 3Q3 + 4Q4. (44)

Эта симметрия тривиально действует на проектив-
ные координаты ya для a > 6, а ее действие на пер-
вые 5 совпадает с действием C∗ на проективные ко-
ординаты в соответствующем взвешенном проектив-
ном пространстве; скажем, в 1 примере

Q :
(

y1 y2 y3 y4 y5 y6

)

→

→
(

y1λ
2 y2λ

5 y3λ
2 y4λ

5 y5λ
3 y6λ

−17
)

. (45)

Используя остальные h− 1 независимых симметрий,
можно тривиализовать зависимость от h− 1 пере-
менной ya, a > 6, обратив их в единицу. После этого
для обоих примеров полином U(y) приобретает вид

U(y) = y6V0(y1, . . . , y5). (46)
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Его критические точки определяются условиями
V0 = 0 и y6 = 0 (в силу невырожденности W0). Вто-
рое условие, с учетом действия Q-симметрии, опре-
деляет взвешенное проективное пространство, совпа-
дающее с полученным из конструкции Берглунда–
Хубша, а первое – нужную гиперповерхность в нем.
Мы показали, что конструкции согласованы только
в одной точке пространства модулей; но таким же
образом можно убедиться, что все семейство с раз-
личными комплексными структурами, заданное по-
линомом с деформациями V (ψ) = V0+

∑

ψkek, “вкла-
дывается” в торическое многообразие по Батыреву.

Таким образом, основным результатом данной
работы является вычисление кэлерова потенциала
на пространстве комплексных модулей для двух се-
мейств Калаби–Яу-гиперповерхностей во взвешен-
ном проективном пространстве из не рассматривае-
мого ранее типа; также построены и описаны двумя
способами зеркальные к ним семейства и показана
эквивалентность этих двух способов. Полученные на-
ми выражения имеют простую структуру, до опреде-
ленной степени унифицируемы и позволяют предпо-
ложить общий вид ответа. Более подробное исследо-
вание этого вопроса вместе с проверкой зеркальной
версии JKLMR-гипотезы (cм. [7]) с использованием
полученных результатов мы оставляем для дальней-
шей работы.

Мы благодарны А. Белавину и М. Белаковскому
за полезные обсуждения.

Работа была проведена при поддержке гранта
Российского научного фонда # 18-12-00439.
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Генерация оптико-терагерцовых бифотонов и особенности

детектирования терагерцовой части излучения
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Исследованы условия генерации и детектирования квантово-коррелированных пар фотонов оптиче-
ских и терагерцовых частот в процессе параметрического рассеяния света, сильно невырожденного по
частоте. Предложен подход, основанный на увеличении частоты оптической накачки, который позволяет
с помощью одного терагерцового детектора с ограниченным динамическим диапазоном регистрировать
мощность слабых потоков холостых фотонов терагерцовой частоты в широком диапазоне изменения
коэффициента параметрического усиления, вплоть до достижения режима спонтанного рассеяния. При
удвоении частоты импульсной лазерной накачки экспериментально продемонстрировано уменьшение в
5 раз минимального значения параметрического коэффициента усиления, при котором еще возможна
регистрация терагерцовых фотонов охлаждаемым болометром на горячих электронах.

DOI: 10.31857/S1234567820170024

В последнее время все больше внимания уде-
ляется исследованиям в терагерцовой области час-
тот [1–3]. Одним из самых актуальных и мало изу-
ченных направлений является генерация квантово-
коррелированных оптико-терагерцовых бифотонов.
Квантово-коррелированные пары фотонов, генери-
руемые при спонтанном параметрическом рассеянии
(ПР) лазерной накачки в нелинейных кристаллах,
в настоящее время активно используются в схемах
квантовой информации [4], фотометрии [5] и сен-
сорики [6–8]. Подавляющее большинство приложе-
ний используют бифотоны оптических частот, од-
нако в последнее время растет интерес и к генера-
ции квантово-коррелированных состояний в других
диапазонах, от рентгеновского [9] до терагерцового
[10]. В оптико-терагерцовой бифотонной паре опти-
ческий фотон, имеющий бoльшую частоту, приня-
то называть сигнальным, а терагерцовый фотон c
существенно меньшей частотой – холостым. Разви-
ваются спектроскопические приложения ПР в силь-
но невырожденном по частоте режиме – для опре-
деления дисперсионных характеристик в терагерцо-
вом диапазоне как нелинейных кристаллов [11, 12],
так и линейных сред [13]. Исследуются возможно-
сти применения оптической спектроскопии сигналь-
ного излучения ПР для квантовой калибровки спек-
тральной яркости источников терагерцового излу-

1)e-mail: aa.leontjev@physics.msu.ru

чения [14–16], проведены первые измерения пара-
метров “скрытых” объектов, расположенных вне об-
ласти оптической накачки [17]. При этом все при-
ложения оптико-терагерцовых бифотонов, которые
удалось реализовать к настоящему моменту, огра-
ничены схемами, в которых достаточно регистрации
только сигнальных фотонов в оптическом канале.
В недавно опубликованной работе [18] впервые бы-
ли проведены прямые измерения интенсивности хо-
лостого терагерцового излучения при рекордно низ-
ких значениях коэффициента параметрического уси-
ления. Однако ограничения, связанные с предельно
достижимыми параметрами современных терагерцо-
вых детекторов, не позволили полностью реализо-
вать условия спонтанного процесса. В настоящей ра-
боте мы предлагаем подход, позволяющий перейти к
спонтанному режиму ПР без модифицирования де-
тектора в терагерцовой части установки.

Во многих приложениях параметрического рас-
сеяния важна высокая степень коррелированности
сигнальных и холостых фотонов. Одной из опреде-
ляющих характеристик при этом является величи-
на нормированной корреляционной функции интен-
сивности второго порядка. Поскольку в настоящее
время отсутствуют терагерцовые детекторы, способ-
ные работать в режиме счета отдельных фотонов, эта
функция экспериментально должна определяться по
показаниям обычных приемников аналогового (токо-
вого) типа:
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g(2) =
〈isii〉
〈is〉〈ii〉

, (1)

где 〈is〉, 〈ii〉 – средние значения токов, возникаю-
щих в детекторах сигнального и холостого излуче-
ния. При этом корреляция токов 〈isii〉 эксперимен-
тально определяется в рамках процедуры числовой
обработки “почти мгновенных” (измеренных за ма-
лое время τ) значений токов is и ii, поступающих
на вычислительное устройство в течение длитель-
ного времени набора статистических данных детек-
торов сигнального и холостого каналов. В работе

[19] был проведено подробное теоретическое описа-
ние квантово-механических основ данной процедуры
и получено общее выражение, связывающее величи-
ну g(2) с параметрами нелинейного кристалла, гаус-
совского пучка накачки и узкополосных детекторов,
настроенных на регистрацию излучения на сопря-
женных оптических и терагерцовых частотах в пре-
делах соответствующих телесных углов ∆Ωs и ∆Ωi в
спонтанном режиме ПР. С достаточно высокой точ-
ностью его можно представить в виде

g(2) = 1 +
1

β2ML

∫

∆Ωs

dΩs

∫

∆Ωi

dΩi|fis|2



m⊥i

∫

∆Ωs

dΩs

∫

dΩi′κi′s|fi′s|2








∆Ωi

β2

〈NT 〉
1 + 〈NT 〉

+m⊥s

∫

∆Ωi

dΩi

∫

dΩs′ |fis′ |2




. (2)

В приведенном выражении 〈NT 〉 = 1
exp(~ωi/kBT )−1 –

планковский фактор, равный среднему числу фото-
нов в одной моде теплового флуктуационного поля
на заданной холостой частоте ωi. Тепловой вклад
может существенно уменьшать величину корреляци-
онной функции при температурах кристалла и его
окружения T от 10 K и выше [19]. Под интегра-
лами в (2) стоят функции fis, описывающие угло-
вое распределение холостых фотонов с учетом воз-
можного поглощения на терагерцовой частоте. Уг-
ловое распределение сигнальных фотонов при этом
считается с учетом фактора потерь κis ≥ 1 [20].
При отсутствии поглощения κis = 1, оба распреде-
ления одинаковы, а сама функция fis с точностью
до коэффициента совпадает с амплитудой бифото-

на [21]. Коэффициенты m⊥a ≡ πw2
p

(2π)2 k
2
a (wp – ра-

диус поперечного сечения пучка накачки, ka – вол-
новой вектор холостого или сигнального излучения,
a = i, s) учитывают угловые плотности плоских по-
перечных мод на частотах ωa. Штрихи над индекса-
ми означают, что интегрирование производится по
всем отмеченным углам в сигнальном и холостом
каналах, независимо от углов детектирования соот-
ветствующих приемников. ML – число продольных
мод, детектируемых в сигнальном и холостом кана-
лах, определяется соотношением спектральных по-
лос, быстродействием детекторов и схемы перемно-
жения их токов. β ≡ 2π

√
ωsωi

c
√
ns cos θs0ni cos θi0

A0χL – ко-
эффициент параметрического усиления, зависящий

от амплитуды поля накачки A0, действующей ком-
поненты тензора квадратичной восприимчивости χ

и длины нелинейного кристалла L, показателей пре-
ломления кристалла для сигнального и холостого из-
лучения ns, ni, а также углов θa0, под которыми
эти волны распространяются при точном фазовом
синхронизме.

В спонтанном режиме ПР должно выполняться
условие β ≪ 1. Как видно из выражения (2), для
достижения высокой степени корреляции необходи-
мы предельно низкие значения коэффициента пара-
метрического усиления. C целью снижения величи-
ны β при ПР в оптическом диапазоне используют
схемы с непрерывной накачкой низкой интенсивно-
сти. Однако при снижении коэффициента парамет-
рического усиления одновременно падают мощности
сигнальных и холостых волн, которые должны ре-
гистрироваться детекторами. Использование анало-
гичных по мощности источников накачки для детек-
тирования оптико-терагерцовых бифотонов в насто-
ящее время невозможно из-за ограничений, связан-
ных с предельной чувствительностью и уровнем шу-
мов современных терагерцовых приемников. В рабо-
те [18] для накачки применялся импульсный лазер,
путем снижения его пиковой мощности удалось за-
регистрировать терагерцовые сигналы, соответству-
ющие β ∼ 1. Дальнейшее снижение мощности накач-
ки приводило к падению показаний детектора ниже
уровня шумов.
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Тем не менее, уменьшить предельную величину
коэффициента β можно и другим способом. Из тео-
рии известно [20], что спектральная плотность мощ-
ности холостого излучения явным образом зависит
от частот сигнальных и холостых фотонов как Pi ∝
∝ (ωs)

3(ωi)
4. В сильно невырожденном по частоте

случае ωi ≪ ωs, частота сигнальных волн очень близ-
ка к частоте накачки и Pi ∝ (ωp)

3(ωi)
4. Как правило,

дополнительный вклад в эту зависимость, связан-
ный с дисперсией оптических параметров кристал-
ла, носит гораздо более слабый характер. Следова-
тельно, при увеличении частоты оптической накач-
ки ωp мощность холостого излучения на той же те-
рагерцовой частоте должна расти пропорционально
третьей степени ωp. Величина коэффициента β при
этом также будет увеличиваться, но гораздо медлен-
нее: β ∝ √

ωp. Таким образом, путем увеличения час-
тоты оптической накачки можно добиться условий,
при которых предельно обнаружимый уровень сиг-
нала одного и того же терагерцового детектора будет
соответствовать более низким значениям β, удовле-
творяющим условию спонтанного режима. В данной
работе этот новый подход был апробирован при пере-
ходе на частоту второй гармоники излучения одного
и того же лазера накачки.

На рисунке 1 приведена схема экспериментальной
установки для измерения мощности холостого излу-
чения ПР на терагерцовых частотах в диапазоне 0.1–
3 ТГц. В двух сериях экспериментов был задейство-
ван один и тот же твердотельный Nd3+ : YLF-лазер с
диодной накачкой и длиной волны генерации 1046.7
нм, работающий в одномодовом режиме (TEM00), с
длительностью импульсов 10 нс и частотой их сле-
дования 7 кГц. Основная разница между двумя мо-
дификациями установки состояла в том, что в пер-
вом случае излучение непосредственно направлялось
на нелинейный кристалл и служило накачкой ПР,
а во втором случае дополнительно устанавливал-
ся нелинейный кристалл-удвоитель частоты, и на-
качкой служила вторая гармоника излучения лазе-
ра на длине волны 523.35 нм. Преобразование часто-
ты осуществлялось в специально ориентированном
кристалле-удвоителе Mg : LiNbO3. В обоих случаях
радиус поперечного сечения накачки на кристалле-
источнике ПР составлял 50 мкм. Сам кристалл был
помещен в охлаждаемый гелиевый криостат вместе
с болометром на горячих электронах (HEB) произ-
водства SCONTEL [22, 23], регистрировавшим холо-
стое излучение ПР. Характерное время отклика бо-
лометра составляло 50 пс, эквивалентная мощность
шума NEP ≈ 2.5 · 10−13 Вт ·Гц−1/2. И кристалл, и
чувствительный элемент болометра поддерживались

при одинаковой температуре 4.8 К. Входное и выход-
ное окна криостата, предназначенные для ввода и
вывода накачки, были снабжены фильтрами ITO [24]
для предотвращения проникновения теплового излу-
чения извне. ИК-фильтр (ZitexrG-106) защищал бо-
лометр от рассеянного в кристалле оптического из-
лучения накачки. Параметрическое рассеяние воз-
буждалось в eee-геометрии в кристаллах Mg : LiNbO3

длиной L = 2.5 см в первой конфигурации и L =

= 1 см – во второй. В соответствии с условиями про-
странственного синхронизма, наиболее эффективно
терагерцовое излучение генерируется в кристалле в
черенковской геометрии рассеяния [25, 26] под угла-
ми к направлению накачки θi0 ∼ 60◦ и выше. Вы-
вод холостого излучения из кристалла осуществлял-
ся через боковую грань кристалла, расположенную
в непосредственной близости от луча накачки, и со-
прягающий элемент – призму из материала высоко-
омного кремния с углом 45◦ в основании. Этот способ
выведения позволяет снизить потери, связанные с
поглощением терагерцовых волн в кристалле. Далее
терагерцовое излучение после прохождения филь-
тра ZitexrG-106 фокусировалось кремниевой лин-
зой на логарифмическую спиральную антенну, напы-
ленную на сверхпроводящую пленку NbN толщиной
5 нм. Электрические импульсы с антенны после пре-
образования в широкополосном криогенном усили-
теле поступали на 50Ω вход осциллографа Tektronix,
синхронизованного с импульсами с pin-диода (PD)
в канале накачки. Регистрировалась амплитуда им-
пульсов в режиме сбора с усреднением, число усред-
нений на осциллографе выбиралось максимальным
и равным 128.

Одним из основных признаков перехода к спон-
танному режиму ПР является установление линей-
ной зависимости мощности холостого излучения от
мощности накачки. Чтобы экспериментально иссле-
довать характер данной зависимости мы варьирова-
ли ток лазерного диода в схеме накачки лазера в
диапазоне от 5.5 до 8 А. При этом мощность излуче-
ния основной гармоники изменялась в диапазоне от
130 до 460 мВт, а мощность второй гармоники – от
6 до 73 мВт. Полученные экспериментальные данные
представлены на рис. 2а и b. Видно, что в первом слу-
чае исследуемая зависимость носит ярко выражен-
ный нелинейный характер. Она хорошо аппроксими-
руется известным соотношением [27]

Pi ∝ sinh2(β), (3)

справедливым в случае пренебрежимо малых вкла-
дов от тепловых флуктуаций поля и малого поглоще-
ния. Эти условия выполнялись при низкой темпера-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной установки для генерации оптико-терагерцовых бифотонов и ре-
гистрации мощности холостого излучения терагерцовой частоты при ПР в двух режимах, на длинах волн накачки
λp = 1046.7 нм и λp = 523.35 нм. Используемые во втором случае кристалл – удвоитель частоты лазера и фильтр,
отрезающий излучение первой гармоники, показаны на пунктирной вставке

туре кристалла, поддерживаемой в нашем экспери-
менте. Из аппроксимации экспериментальных дан-
ных на рис. 2а с помощью соотношения (3) можно
определить численную связь безразмерной величины
β с мощностью накачки Ppump, измеренной в милли-
ваттах:

β = 0.14
√

Ppump[mW]. (4)

Это означает, что диапазон варьирования мощности
накачки в первом варианте установки соответство-
вал значениям коэффициента параметрического уси-
ления 1.6 < β < 3.0.

Во втором же случае, при переходе на удвоен-
ную частоту накачки, наблюдалась почти линейная
зависимость сигнала болометра от мощности накач-
ки, что позволяет сделать вывод о начале перехода
в режим спонтанного ПР. Однако при этом невоз-
можно уверенно определить значения коэффициен-
тов усиления непосредственно через аппроксимацию
полученной слабо нелинейной зависимости. Посколь-
ку сигнал HEB не был откалиброван в абсолютных
единицах мощности, этого нельзя было сделать и на-
прямую. Однако учитывая, что только два из пара-
метров, определяющих величину связи β с мощно-
стью накачки, были изменены в экспериментальной

установке – частота накачки и длина нелинейной сре-
ды, и используя выражение для коэффициента уси-
ления (4), определенное экспериментально для пер-
вой установки, можно ожидать, что в этом случае

β = 0.1
√

Ppump[mW]. (5)

Это означает, что коэффициент усиления во втором
варианте установки варьировался в интервале суще-
ственно более низких значений 0.3 < β < 1. Дей-
ствительно, кривая, проведенная на рис. 2b, исходя
из соотношений (3) и (5), хорошо аппроксимирует по-
лученную экспериментально зависимость, близкую
к линейной в диапазоне малых мощностей накачки.
Таким образом, увеличение частоты накачки вдвое
позволило провести измерения с кристаллом мень-
шей длины в режиме накачек меньшей мощности.
Все это дало возможность в итоге существенно – в 5
раз – снизить минимальное значение коэффициента
параметрического усиления β, при котором в уста-
новке возможна регистрация оптико-терагерцовых
бифотонов.

Суммируя, в работе предложен подход, позво-
ляющий с помощью одного и того же детектора
с ограниченным динамическим диапазоном реги-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости мощности хо-
лостого излучения от мощности оптической накачки.
Точки – экспериментальные значения, измеренные при
параметрах: (а) – λp = 1046.7 нм, L = 25мм; (b) –
λp = 523.35 нм, L = 10мм. Линии – результат аппрок-
симации с помощью соотношения (3) и соотношений
(4) (для рис. (а)) или (5) (для рис. (b))

стрировать терагерцовое излучение параметрическо-
го рассеяния света в различных интервалах измене-
ния коэффициента параметрического усиления. Этот
подход основан на изменении длины волны оптиче-
ской накачки и может применяться для достиже-
ния режима спонтанного ПР с целью приготовле-
ния оптико-терагерцовых бифотонов с высокой сте-
пенью корреляции. За счет удвоения частоты ла-
зерного источника импульсной накачки эксперимен-
тально продемонстрировано более чем пятикратное
уменьшение минимального значения коэффициента
усиления, при котором терагерцовое холостое излу-
чение ПР может регистрироваться на фоне шумов
детектора. Проведено детектирование терагерцово-
го излучения, генерируемого при ПР в условиях ре-
кордно низкого значения коэффициента параметри-
ческого усиления β ∼ 0.3.
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In this Letter, we calculate the steady-state and first-
order time varying atom-field correlation functions in
the weak-excitation limit of absorptive optical bistabil-
ity from a linearized theory of quantum fluctuations.
We formulate a Fokker–Planck equation in the positive
P representation following the phase-space analysis of
[1] which does not resort to adiabatic elimination. Spe-
cial emphasis is placed on the limit of collective strong
coupling as attained from a vanishing photon-loss rate.
We compare to the cavity-transmission spectrum with
reference to experimental results obtained for macro-
scopic dissipative systems, discussing the role of anoma-
lous correlations arising as distinct nonclassical features.
We follow the notation of Ch.15 in [2]. The steady-state
averages

〈 ˜̄J+˜̄a〉ss = 〈 ˜̄J+〉ss〈˜̄a〉ss +
1

N
C ν̃∗z̃

ss (0) ≈

≈ −X2

[

1−X2 ξ2C(2 + ξ + 2C)

N(1 + 2C)2(ξ + 1)2

]

(1)

and

〈 ˜̄J+˜̄a†〉ss = 〈 ˜̄J+〉ss〈˜̄a†〉ss +
1

N
C ν̃∗ z̃∗

ss (0) ≈

≈ −X2

[

1 +
ξ2C

N(1 + 2C)(ξ + 1)

]

, (2)

demonstrate explicit corrections of order N−1 ≪ 1. In
the above expressions, X is the scaled intracavity am-
plitude, N is the number of atoms inside the cavity, 2C
is the cooperativity parameter and ξ ≡ 2κ/γ is the ra-
tio of the photon loss rate to the spontaneous emission
rate. From Equation (15.103b) of [2] we read that in the
weak-excitation limit,

〈∆˜̄a†∆˜̄a〉ss ≈ N−1X4 2C
ξ2C(2 + ξ + 2C)

(1 + 2C)2(ξ + 1)2
. (3)

Hence, 〈∆˜̄a†∆˜̄a〉ss/〈∆ ˜̄J+∆˜̄a〉ss = 2C, which reveals the
role of atomic cooperativity along the lower branch of

1)e-mail: th.mavrogordatos@gmail.com

absorptive bistability. The largest deviation of the ratio
r(X, ξ) ≡ |〈˜̄a†˜̄a〉ss/〈 ˜̄J+˜̄a〉ss| from unity occurs for ξ = 1

as a consequence of impedance matching for the two
decoherence channels (see also Sec. V of [1]). The two
cross-correlation components of order X4 are

C ν̃∗z̃;1
ss (τ̄ ) = exp

[

− (ξ + 1)

2
τ̄

]

{

C ν̃∗ z̃
ss (0) cos(Ḡτ̄ ) +

+
ξ2C C ν̃∗ ν̃

ss (0)ss + [(1− ξ)/2]C ν̃∗z̃
ss (0)

Ḡ
sin(Ḡτ̄ )

}

, (4)

C ν̃∗z̃;2
ss (τ̄ ) =

ξ2CX4

(1 + 2C)(ξ + 1)

1

2Ḡ
exp

[

− (ξ + 1)

2
τ̄

]

×

×
{

(ξ + 1)(ξ − 1− 2C)

2̄G

[

sin(Ḡτ̄ )

Ḡ
− τ̄ cos(Ḡτ̄ )

]

+

+ (1 + ξ + 2C)τ̄ sin(Ḡτ̄)

}

. (5)

In the above expressions,

Ḡ ≡
√

ξ2C − 1

4
(ξ − 1)2

is the many-atom effective coupling strength in which
dissipation also plays a role, and τ̄ ≡ γτ/2. The
transmitted-light spectrum is C̄ z̃∗z̃

ss (s̄) = C̄ z̃∗z̃;1
ss (s̄) +

+ C̄ z̃∗z̃;2
ss (s̄) for s̄ = −i2(ω − ω0)/γ, where

C̄ z̃∗z̃;1
ss (s̄)

X4
=

4C2(2 + ξ + 2C)

(1 + 2C)2(ξ + 1)2
1 + ξ + s̄

(ξ + s̄)(1 + s̄) + ξ2C
(6)

and

C̄ z̃∗z̃;2
ss (s̄)

X4
=

4C2ξ

(1 + 2C)(ξ + 1)

ξ(ξ − 2C + s̄)

[(ξ + s̄)(1 + s̄) + ξ2C]2
.

(7)
The corresponding contribution to the correlation func-
tion for the cavity field is
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C z̃∗z̃;2
ss (τ̄ ) = X4 4C2ξ

(1 + 2C)(ξ + 1)

1

2Ḡ
exp

[

− (ξ + 1)

2
τ̄

]

×

×
{

ξ(ξ − 1− 4C)

2̄G

[

sin(Ḡτ̄ )

Ḡ
− τ̄ cos(Ḡτ̄)

]

+

+ ξτ̄ sin(Ḡτ̄ )

}

. (8)

The sum of two corresponding components of a light-
matter correlation and the cavity-field autocorrelation,
[C ν̃∗ z̃;2

ss (τ̄ ) + C z̃∗z̃;2
ss (τ̄ )]/X4 obtained from Eqs. (4) and

(8), is compared to the component C ν̃∗z̃;2
ss (τ̄ )/X4 alone

in Fig. 1 as we approach the many-atom strong-coupling

Fig. 1. (Color online) Correlations with a squared
Lorentzian distribution. The sum of the two components:
C ν̃∗z̃;2

ss (τ̄)/X4 and C z̃∗z̃;2
ss (τ̄)/X4 is plotted in a solid black

line, superimposed on C z̃∗z̃;2
ss (τ̄)/X4 alone plotted with a

dashed green line. Parameters: ξ = 0.05, C = 40. The in-
set depicts the same quantities, but for ξ ≈ 1.9, C ≈ 58

(see Fig. 4 of [3])

limit of absorptive bistability [ξ2C ≫ (ξ+1)2/4]. Upon
a further increase of the parameter ξ2C, the two curves
coincide. On the other hand, the correlation

C ν̃∗z̃∗
ss (τ̄ ) = −X2 ξ2C

(ξ + 1)(1 + 2C)
exp

[

− (ξ + 1)

2
τ̄

]

×

×
[

cos(Ḡτ̄) +
4C + ξ + 3

2Ḡ
sin(Ḡτ̄ )

]

, (9)

dominates at weak-excitation. In the limit ξ → 0,
C → ∞, with ξ2C ≫ 1 remaining constant, the sum

C z̃∗ν̃∗
ss (τ̄ ) + C ν̃∗ z̃∗

ss (τ̄ ) ≈ −2X2ξ exp
(

− τ̄
2

)

cos(
√

ξ2Cτ̄ ),

(10)
tends to zero as ξ → 0. Their difference, however, eval-
uating to

C z̃∗ν̃∗
ss (τ̄ )− C ν̃∗z̃∗

ss (τ̄ ) ≈
≈ 2X2

√

ξ2C exp
(

− τ̄
2

)

sin(
√

ξ2Cτ̄ ), (11)

does not vanish as long as atomic coherence is main-
tained; this is a sign of the competition between a re-
stricted bandwidth in the communication channel across
individual atoms, and the collective strong coupling of
the atomic ensemble to the intracavity field. Monitor-
ing a second channel, provided by an additional low-Q
cavity coupled to the same atomic ensemble, via homo-
dyne detection reveals a negative source-field spectrum
of squeezing S(ω) ∝ Re[C̄ ν̃∗ν̃∗

ss (−2iω/γ)] when the local
oscillator is in phase with the mean collective atomic po-
larization, while combining the fields transmitted from
the two cavities yields the cross-correlations of light-
matter interaction in absorptive optical bistability.

Full text of the paper is published in JETP Letters
journal. DOI: 10.1134/S0021364020170014
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Представлено теоретическое исследование нелинейной стадии влияния изгибной и модуляционной
неустойчивостей на динамику оптико-терагерцового солитона в квадратично-нелинейном градиентном
волноводе. Показано, что обе неустойчивости имеют принципиальное значение и неотделимы одна от
другой. Если несущая частота оптической компоненты лежит в области аномальной дисперсии группо-
вой скорости, то данные неустойчивости развиваются в режиме с обострением, приводя к самофокуси-
ровке солитона. В случае же нормальной дисперсии групповой скорости взаимное влияние волновода и
изгибно-модуляционной динамики приводят к формированию устойчивого пространственно-временного
солитона.

DOI: 10.31857/S1234567820170048

Введение. Вопросы о способах повышения
эффективности генерации терагерцового излучения
поднимаются последнее время неоднократно в связи
с актуальными приложениями данного излучения
в системах безопасности, восстановления изобра-
жений, широкополосной связи, медицине и т.д.
[1–3].

Особой популярностью в вопросах генерации те-
рагерцового излучения пользуются методы, основан-
ные на лазерных технологиях [4–6]. Один из наибо-
лее эффективных методов генерации опирается на
подход, связанный с явлением оптического выпрям-
ления в квадратично-нелинейной среде [7–13]. Гене-
рация происходит наиболее эффективно, если выпол-
няется условие синхронизма [14]

vg(ω) = vph, (1)

где vg(ω) – групповая скорость оптического импуль-
са, соответствующая его несущей частоте ω, vph –
фазовая скорость в области генерируемых терагер-
цовых частот.

В теории нелинейных волн равенство (1) называ-
ют условием синхронизма Захарова–Бенни [15–17].
Данное условие соответствует эффективному нели-
нейному взаимодействию длинных и коротких волн.
В нашем случае роль коротковолновой компоненты

1)e-mail: sazonov.sergey@gmail.com

играет оптический импульс. Роль длинноволновой
составляющей отводится терагерцовому сигналу.

В условиях реального эксперимента добиться вы-
полнения условия (1) весьма непросто. Ситуация
здесь усугубляется еще и тем, что генерируемый те-
рагерцовый сигнал является широкополосным. По-
этому для выполнения равенства (1) весьма жела-
тельно практическое отсутствие дисперсии в широ-
ком диапазоне частот генерируемого излучения. Та-
ким образом, данный диапазон должен лежать вдали
от линий поглощения.

При выполнении условия (1) происходит непре-
рывная подпитка оптическим импульсом генерируе-
мого терагерцового сигнала. Как результат, в одно-
мерном режиме генерации способен сформироваться
оптико-терагерцовый солитон [14].

При нарушении условия (1) эффективность гене-
рации резко снижается. В неколлинеарном режиме
генерации происходит отрыв терагерцового излуче-
ния от оптического сигнала, что также снижает эф-
фективность генерации.

Если возможность непосредственно удовлетво-
рить условию (1) отсутствует, применяют технику
наклонных фронтов оптического импульса [18–20].

Для повышения интенсивности генерируемого те-
рагерцового сигнала в солитонном режиме жела-
тельна его концентрация в малой области простран-
ства. Для этого можно использовать как нелиней-
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ные свойства среды, вызывающие самофокусировку,
так и линейную рефракцию, обусловленную неодно-
родностью среды. Речь может идти, например, о фо-
кусирующем градиентном волноводе, в котором по-
казатель преломления непрерывно уменьшается от
центра к периферийным областям.

При фокусировке импульса испытывают искрив-
ления как фазовые, так и групповые фронты. В пер-
вом случае говорят о модуляционной неустойчиво-
сти [21–23], а во втором – об изгибной [23–26]. Усло-
вие синхронизма (1) приводит к предположению, что
эти две неустойчивости должны быть тесно связаны
друг с другом. В фокусирующем волноводе данная
связь может проявляться наиболее рельефно из-за
высокой плотности энергии генерируемого излуче-
ния. В связи с возрастающей актуальностью поис-
ка эффективных способов генерации терагерцового
излучения решение поставленной проблемы приоб-
ретает особую важность.

Аналитическому исследованию влияния изгибной
и модуляционной неустойчивостей на солитонный ре-
жим генерации терагерцового излучения в нелиней-
ном волноводе посвящена настоящая работа.

2. Исходная система и уравнения для со-

литонных параметров. Процесс генерации тера-
герцового излучения оптическим импульсом в гра-
диентном нелинейном волноводе при использовании
параксиального приближения описывается системой
уравнений [27]

i
∂ψ

∂z
= −β

2

∂2ψ

∂τ2
+ αEψ − ωgω(r)ψ +

c

2nω0ω
∆⊥ψ, (2)

∂E

∂z
= −σ ∂

∂τ
(|ψ|2)+gT (r)

∂E

∂τ
+

c

2nT0
∆⊥

τ
∫

−∞

Edτ ′. (3)

Здесь ψ – комплексная огибающая электрического
поля оптического импульса, E – электрическое по-
ле терагерцового сигнала, τ = t − z/vg0, vg0 – ли-
нейная групповая скорость оптического импульса в
центре поперечного сечения волновода, соответству-
ющая его несущей частоте ω, z – ось волновода,
совпадающая с направлением распространения обе-
их компонент импульса, t – время, β = ∂v−1

g0 /∂ω –
параметр дисперсии групповой скорости (ДГС) оп-
тической компоненты, α = 4πωχ(2)(ω, 0)/cnω0, σ =

= 4πχ(2)(ω,−ω)/cnT0, χ(2)(ω, 0) и χ(2)(ω,−ω) – нели-
нейные восприимчивости второго порядка, c – ско-
рость света в вакууме, nω0 и nT0 – оптический и те-
рагерцовый показатели преломления соответственно
в центре поперечного сечения волновода; вторые сла-
гаемые в правых частях (3) и (4) описывают влия-
ние волновода, при этом gω = (n2

ω0 − n2
ω(r))/2cnω0,

gT = (n2
T0 − n2

T (r))/2cnT0, r – радиус-вектор, прове-
денный от оси волновода к точке наблюдения, nω(r)

и nT (r) – соответственно оптический и терагерцо-
вый показатели преломления в этой точке, ∆⊥ – по-
перечный лапласиан, учитывающий изгибную и мо-
дуляционную неустойчивости оптико-терагерцового
импульса.

При выводе уравнений (2) и (3) предполагалось,
что условие (1) выполняется в центре поперечного
сечения волновода: vg0 = c/nT0.

Волновое уравнение (2) для оптической компо-
ненты редуцировано от второго порядка к первому
относительно производной по переменной z благо-
даря использованию приближения медленно меня-
ющейся огибающей (ММО) для функции ψ(τ, z, r).
В то же время уравнение (3) для терагерцовой ком-
поненты является уравнением первого порядка от-
носительно производной по переменной z благода-
ря приближению однонаправленного распростране-
ния [14, 28, 29]. Поэтому терагерцовый сигнал может
состоять из сколь угодно малого числа колебаний.

В одномерном случае (∆⊥ = 0) и в отсутствие
волновода (gω = gT = 0) уравнения (2), (3) имеют
вид системы Ядзимы–Ойкавы [30]. Данная система
интегрируема методом обратной задачи рассеяния.
Двухкомпонентное солитонное решение этой систе-
мы имеет вид [14]

ψ =
|β|
τp

√

Ω

ασ
ei(qz−Ω(t−z/v))sech

(

t− z/v

τp

)

, (4)

E = − β

ατ2p
sech2

(

t− z/v

τp

)

, (5)

где нелинейная групповая скорость v и параметр q

определяются выражениями

1

v
=

1

vg0
− βΩ, q =

β

2

(

1

τ2p
+Ω2

)

, (6)

а положительные постоянные Ω и τp являются сво-
бодными параметрами решения. При этом τp имеет
смысл временной длительности солитона, а парамет-
ром Ω определяется сдвиг несущей частоты оптиче-
ской компоненты в красную область: ω → ω−Ω. Дан-
ный сдвиг возникает благодаря параметрическому
распаду оптических фотонов, в результате которо-
го генерируются терагерцовые фотоны [19, 31]. При
этом Ω ≪ ω. Это же неравенство вытекает из при-
ближения ММО. Из этого же приближения следует,
что 1/τp ≪ ω.

Для исследования изгибной и модуляционной
неустойчивостей воспользуемся методом усредненно-
го лагранжиана (УЛ) [32].
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Легко видеть, что системе (2), (3) соответствует
плотность лагранжиана

L = Lω +
α

2σ
LT + Lint, (7)

где

Lω =
i

2

(

ψ∗ ∂ψ

∂z
− ψ

∂ψ∗

∂z

)

− β

2

∣

∣

∣

∣

∂ψ

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

+

+ ωgω|ψ|2 +
c

2nω0ω
|∇⊥ψ|2, (8)

LT = −∂Q
∂z

∂Q

∂τ
+ gT

(

∂Q

∂τ

)2

+
c

2nT0
(∇⊥Q)2, (9)

Lint = −α∂Q
∂τ

|ψ|2, (10)

а динамическая переменная Q связана с электриче-
ским полем E терагрецовой компоненты соотноше-
нием

E =
∂Q

∂τ
. (11)

Пробные решения для ψ и Q выберем, отталкива-
ясь от солитонного решения (4)–(6) при учете (11).
Тогда, совершая замены 1/τp → µ, Ω → γ, qz → ωΦ2,
t− z/v = τ + (1/vg0 − 1/v)z → τ +Φ1, запишем

ψ = |β|
√

γ

ασ
µei(ωΦ2−γ(τ+Φ1))sech[µ(τ +Φ1)], (12)

Q = −β
α
µ tanh[µ(τ +Φ1)], (13)

где µ, γ, Φ2, Φ1 – неизвестные функции координат;
при этом µ/ω ≪ 1 и γ/ω ≪ 1.

Переменные Φ2 и Φ1 имеют смысл солитонных
фазового и группового эйконалов соответственно.

Так как в одномерном случае параметры µ и γ

являются постоянными, а Φ2 и Φ1 пропорциональны
z, то, следуя [32], будем считать µ и γ “медленны-
ми” функциями координат, а Φ2 и Φ1 – “быстрыми”.
По этой причине при подстановке (12) и (13) в (7)–
(10) будем пренебрегать производными от µ и γ. Это
соответствует приближению геометрической оптики
для солитонов [32]. В работе [33] данное приближе-
ние названо квазиклассическим пределом.

Тогда после интегрирования лагранжиана по τ ,
пренебрегая слагаемыми µ/ω и γ/ω при одинаковых
сомножителях, будем иметь

+∞
∫

−∞

Ldτ =
β2

ασ
Λ,

где Λ – усредненный лагранжиан, определяемый вы-
ражением

Λ = −2ωγµ
∂Φ2

∂z
+2

(

γ2µ− µ3

3

)

∂Φ1

∂z
+β(γµ3−γ3µ)+

+ 2ωgωγµ+
2

3
gTµ

3 +
c

3nT0
µ3(∇⊥Φ1)

2 +

+
c

nω0
ωγµ(∇⊥Φ2)

2 − 2
c

nω0
γ2µ(∇⊥Φ1)(∇⊥Φ2). (14)

Теперь, используя (14), запишем уравнения
Эйлера–Лагранжа для солитонных эйконалов, а
также для переменных µ и γ:

∂

∂z

∂Λ

∂(∂Φj/∂z)
−∇⊥

∂Λ

∂(∇⊥Φj)
= 0,

∂Λ

∂γ
=
∂Λ

∂µ
= 0.

Тогда получим

∂

∂z
(µ3− 3γ2µ)+∇⊥(µ

3∇⊥ϕ1− 3γ2µ∇⊥ϕ2) = 0, (15)

∂

∂z
(γµ) +∇⊥(γµ∇⊥ϕ2) = 0, (16)

∂ϕ1

∂z
+

µ2

γ2 + µ2

(∇⊥ϕ1)
2

2
+

γ2

γ2 + µ2
(∇⊥ϕ1)(∇⊥ϕ2) +

+
cβ

nT0
γ +

c

nT0
gT

µ2

γ2 + µ2
= 0, (17)

∂ϕ2

∂z
+

(∇⊥ϕ2)
2

2
+

cβ

2nω0ω
(γ2 +µ2) +

c

nω0
gω = 0, (18)

где

ϕ1 = − c

nT0
Φ1, ϕ2 = − c

nω0
Φ2. (19)

Система нелинейных уравнений (15)–(18) для со-
литонных динамических параметров, входящих в
пробные решения (12), (13), достаточно сложна для
анализа.

В одномерном случае (∇⊥ = 0) из (15) и (16)
находим µ = const, γ = const. Тогда, полагая µ =

= 1/τp, γ = Ω, из (17) и (19) для однородной сре-
ды (gT = gω = 0) будем иметь ϕ1 = −cβΩz/nT0,
ϕ2 = −cβ(Ω2+τ−2

p )z/(2nω0ω). Используя теперь (19),
(12), (13) и (11), приходим к одномерному солитон-
ному решению (4)–(6). Таким образом, в случае од-
нородной одномерной среды система (15)–(18) име-
ет решения, в точности соответствующие временно-
му солитону (4)–(6). Это обстоятельство является
важным аргументом в пользу метода применяемого
здесь метода УЛ.

3. Аналитические решения для стадии раз-

витой генерации. В целях упрощения сделаем
некоторые численные оценки. Из (11)–(13), а также
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из выражений для α и σ имеем следующее отноше-
ние интенсивностей терагерцовой IT = cE2/(4πnT0)

и оптической Iω = c|ψ|2/(2πnω0) компонент:

IT
Iω

∼ 2
µ2

ωγ

(

nω0

nT0

)2
χ(2)(ω,−ω)
χ(2)(ω, 0)

.

Принимая во внимание, что

nω0/nT0 ∼ χ(2)(ω,−ω)/χ(2)(ω, 0) ∼ 1,

запишем
IT
Iω

∼ µ

ω

µ

γ
.

Так как µ ∼ 1/τp, γ ∼ Ω, то

IT
Iω

∼ 1

(ωτp)(Ωτp)
.

Сдвиг несущей частоты оптического импульса
происходит в нелинейной среде по мере генерации
терагерцового излучения и формирования оптико-
терагерцового солитона. На входе же в среду дан-
ный сдвиг частоты отсутствует (Ω = γ = 0). В то
же время длительность импульса всегда имеет ко-
нечное значение (µ ∼ 1/τp 6= 0). Поэтому ниже будем
считать выполненным условие µ2 ≫ γ2. Пусть, на-
пример, ω ≈ 1015 c−1, τp ∼ 10−13 c, Ω ∼ 1012 c−1. То-
гда IT /Iω ∼ 10−1, что соответствует развитой стадии
солитонного режима генерации терагерцового излу-
чения. В этом случае система (15)–(18) примет вид

∂ρ1
∂z

+∇⊥(ρ1∇⊥ϕ1) = 0,

∂ρ2
∂z

+∇⊥(ρ2∇⊥ϕ2) = 0,

(20)

∂ϕ1

∂z
+

(∇⊥ϕ1)
2

2
+

cβ

nT0ω

ρ2

ρ
1/3
1

+
c

nT0
gT = 0, (21)

∂ϕ2

∂z
+

(∇⊥ϕ2)
2

2
+

cβ

2nω0ω
ρ
2/3
1 +

c

nω0
gω = 0, (22)

где ρ1 = µ3, ρ2 = ωγµ.
Отсюда имеем

µ = ρ
1/3
1 , γ =

ρ2

ωρ
1/3
1

. (23)

Система (20)–(22) формально похожа на урав-
нения, описывающие двумерную динамику вообра-
жаемой двухкомпонентной идеальной жидкости во
внешнем поле. Роль внешнего поля здесь играет гра-
диентный волновод, а роль времени – координата z.

Легко видеть, что при условии gT /nT0 = gω/nω0

система (20)–(22) является совместной, если поло-
жить

ρ1 = ρ, ρ2 =
nT0

2nω0
ρ, ϕ1,2(z, r) = ϕ(z, r). (24)

Отсюда и из (23) имеем

µ2 =
2nω0

nT0
ωγ. (25)

Полагая здесь ω ∼ 1015 c−1, γ ∼ 1011 c−1, будем
иметь µ ∼ 1013 c−1. Таким образом, условие µ2 ≫ γ2

выполняется с хорошим запасом.
Пусть поперечные профили оптической и тера-

герцовой линейных восприимчивостей χω и χT гра-
диентного волновода имеют параболический вид:
χω,T (r) = χω0,T0(1 − r2/a2ω,T ). При этом r ≤ a ≡
≡ min{aω, aT }, где параметр a имеет смысл попереч-
ного радиуса волновода. В этом случае соответству-
ющие показатели преломления обладают поперечны-
ми профилями вида

nT,ω(r) =

√

n2
T0,ω0 − (n2

T0,ω0 − 1)
r2

a2T,ω

.

Тогда вместо (20)–(22) имеем

∂ρ

∂z
+∇⊥(ρ∇⊥ϕ) = 0, (26)

∂ϕ

∂z
+

(∇⊥ϕ)2

2
+

cβ

2nω0ω
ρ2/3 +

κ2

2
r2 = 0, (27)

где

κ2 =
n2
T0 − 1

n2
T0a

2
T

=
n2
ω0 − 1

n2
ω0a

2
ω

. (28)

Уравнение (26) имеет точное аксиально-
симметричное автомодельное решение [34–36]

ρ =
1

τ30

R2
0

R2
F
( r

R

)

, ϕ = f(z) +
r2

2

R′

R
, (29)

где R = R(z) – функция координаты z, имеющая
смысл апертуры пространственно- временного соли-
тона, второе слагаемое во втором выражении (29)
описывает кривизну фазовых волновых фронтов оп-
тической компоненты, R0 – некоторая постоянная,
соответствующая апертуре солитона при плоском
фазовом волновом фронте оптической компоненты
(R′(z) = 0), τ0 – временная длительность солитона
на его центральной оси (r = 0) при R = R0, функции
f(z) и F (r/R) определяются после подстановки (29)
в (27). Совершая данную подстановку, приравняем в
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правой части выражения при r0 и r2 к нулю. Тогда,
полагая для локализованного решения

F =

(

1− r2

R2

)3/2

(30)

при r ≤ R и F = 0 при r ≥ R, получим уравнения

f ′ = −R
2
0

l2r

sgn(β)
q4/3

, (31)

q′′ = −∂U
∂q

. (32)

Здесь

U =
κ2

q
q2 +

3sgn(β)
2l2rq

4/3
, (33)

q = R/R0, lr – длина нелинейной рефракции оптиче-
ской компоненты, определяемая выражением [37]

lr =
√

ldlD, (34)

ld и lD – дисперсионная и дифракционная длины со-
ответственно:

ld =
2τ2p
|β| , lD =

nω0ω

c
R2

0. (35)

Уравнение (32) формально описывает динами-
ку ньютоновской частицы единичной массы в по-
ле с “потенциальной энергией” (33). Первое слагае-
мое в правой части (33) соответствует линейной ре-
фракции градиентного волновода. Второе слагаемое
в этом выражении описывает нелинейную рефрак-
цию оптико-терагерцового солитона.

Решив уравнение (32), мы с помощью (31) смо-
жем найти f(z). Используя затем (30) и (29), полу-
чим выражения для ρ и ϕ. Из (24) и (23) определим
параметры µ и γ. После подстановки данных пара-
метров в (12), (13) и (11) найдем компоненты полей
ψ и E оптико-терагерцового солитона для области
r ≤ R. Вне этой области обе компоненты поля равны
нулю.

Ниже рассмотрим две различные ситуации, соот-
ветствующие аномальной и нормальной ДГС опти-
ческой компоненты.

3.1. Самофокусировка при аномальной ДГС

(β < 0). В этом случае “потенциальная энергия”
U(q) монотонно убывает до −∞ при уменьшении
динамического параметра q. Понятно, что по мере
распространения импульса будем иметь q → 0,
что соответствует самофокусировке солитона. Ис-
следуем поведение солитона вблизи фокуса, где
q = R/R0 ≪ 1. При очень малых значениях q в (33)

можно пренебречь первым слагаемым. Таким обра-
зом влияние волновода в этом случае несущественно.
Тогда после интегрирования (32) получим

zf − z

lr
=

1√
3

R/R0
∫

0

q2/3dq
√

1− q4/3
, (36)

где дистанция самофокусировки

zf =
lr√
3

1
∫

0

q2/3dq
√

1− q4/3
≈ 0.76lr. (37)

Так как R/R0 ≪ 1, в подкоренном выражении (36)
можно пренебречь q4/3. Тогда имеем приближенно

zf−z
lr

≈ 1√
3

R/R0
∫

0

q2/3dq =
√
3
5

(

R
R0

)5/3

. Отсюда с уче-

том (37) найдем

R = 1.60R0(1 − z/zf)
3/5. (38)

Из (29), (30), (24) и (23) получим

µ =
1

τp

√

1− r2

R2
, (39)

где временная длительность на оси солитона

τp = τ0

(

R

R0

)2/3

. (40)

Отсюда, а также из (39) и (25) будем иметь

γ = Ω

(

1− r2

R2

)

, (41)

где “красный” сдвиг несущей частоты на оси солито-
на

Ω = Ω0

(

R0

R

)4/3

, (42)

Ω0 = nT0

2nω0ωτ2
0
.

Подставляя (38) в (31) с учетом (37), после инте-
грирования и использования (29), (24) и (19) полу-
чим

c

nT
Φ1 =

c

nω
Φ2 = 2.02

R2
0

lr

(

1− z

zf

)1/5

+
3

10

r2

zf − z
.

(43)

Подстановка (38)–(43) в (11)–(13) приводит нас
к искомому приближенному решению для оптико-
терагерцового солитона вблизи точки самофокуси-
ровки.

Из (11)–(13), а также из (38)–(42) видно, что пи-
ки интенсивностей обеих компонент солитона имеют
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следующее пространственное распределение в попе-
речных сечениях: Iω/Iω0 = IT /IT0 = (1 − r2/R2)2.
При этом интенсивности Iω0 и IT0 на оси солитона
вблизи точки самофокусировки испытывают сингу-
лярность: Iω0 ∼ IT0 ∼ (1− z/zf)

−8/5.
Из (38), (40) и (42) видно, что самофокусировка

солитона сопровождается уменьшением его длитель-
ности и сингулярным ростом “красного” сдвига несу-
щей частоты: τp ∼ (1 − z/zf)

2/5, Ω ∼ (1 − z/zf)
−4/5.

При этом, как видно из (43), кривизны группо-
вых и фазовых фронтов резко возрастают, что со-
провождается значительным уменьшением группо-
вой и фазовой скоростей на оси волновода. Обрат-
ная длительность оптико-терагерцового солитона и
красный сдвиг несущей частоты оптической компо-
ненты уменьшаются от центров поперечных сечений
к периферийным участкам по законам (39) и (41) со-
ответственно. Эти выводы качественно совпадают с
численными экспериментами, проведенными в [38].

Взяв в (35) для одноосного кристалла ниобата ли-
тия β ∼ 10−26 c2/см [39], τp ∼ 10−13 c, ω ∼ 1015 c−1,
R0 ∼ 10−1−10−2 мм, найдем ld ∼ lD ∼ 1 см. Отсюда,
а также из (34) и (37) находим lr ∼ zf ∼ 1 см.

3.2. Самоканалирование при нормальной ДГС

(β > 0). В этом случае “потенциальная энергия”
U(q) имеет локальный минимум. Это соответству-
ет возможности формирования устойчивой оптико-
терагерцовой “пули”. Так как в точке локального ми-
нимума R′ = 0, то волновые фронты являются плос-
кими (см. второе выражение (29)). Следовательно, в
этой точке R = R0 (или q = 1). Таким образом, при-
ходим к условию (∂U/∂q)q=1 = 0. Отсюда, а также
из (33)–(35) имеем для поперечного радиуса оптико-
терагерцовой пули

R0 = 0.56aω

√

nω0

n2
ω0 − 1

λ

ld
, (44)

где λ = 2πc/ω – длина волны, соответствующая несу-
щей частоте ω.

Полагая здесь λ ∼ 10−4 см, ld ∼ 1 см, будем иметь
R0 ∼ 10−2aω. Пусть aω ∼ 1мм. ТогдаR0 ∼ 10−2 мм ∼
∼ 10λ.

Таким образом, в случае нормальной ДГС в гра-
диентном волноводе возможно формирование устой-
чивого пространственно-временного солитона, состо-
ящего из оптической и терагерцовой компонент. При-
нимая во внимание общепринятую терминологию
[40], назовем данное связанное состояние оптико-
терагерцовой пулей.

Поперечные распределения обратной длительно-
сти солитона и красного сдвига несущей частоты оп-
тической компоненты определяются, как и в случае

аномальной ДГС, соотношениями (39) и (41) соответ-
ственно. Только теперь в них следует совершить за-
мены τp → τ0 и Ω → Ω0 (см. (40) и (42) при R = R0).

При приведенных выше параметрах найдем для
интенсивности оптической солитонной компоненты
на центральной оси волновода: Iω0 ∼

(

c
4π

)3 β2Ω0

χ(2)2ωτ2
0
∼

∼ 1010 Вт/см2. Для терагерцовой составляющей име-
ем IT0 ∼ 0.1Iω0 ∼ 109 Вт/см2.

Заметим, что для теоретического описания
оптико-терагерцовой пули в градиентном волноводе
достаточно ограничиться приближением геомет-
рической оптики, не вдаваясь в тонкости явлений
дифракции.

Заключение. Проведенное в настоящей работе
теоретической исследование показывает, что на ди-
намику оптико-терагерцового солитона существен-
ное влияние оказывают как изгибная, так и моду-
ляционная неустойчивости. Обе неустойчивости раз-
виваются в связанном нелинейном режиме, влияя
друг на друга. Динамику фазовых волновых фрон-
тов невозможно отделить от динамики групповых
фронтов.

Градиентный волновод оказывает принципиаль-
ное влияние на динамику оптико-терагерцового со-
литона в области нормальной ДГС для оптиче-
ской компоненты. Важно, что в этом случае волно-
вод препятствует развитию изгибно-модуляционной
неустойчивости, приводя к возможности формиро-
вания устойчивой оптико-терагерцовой пули. Если
же несущая частота оптической компоненты лежит
в области аномальной ДГС, то наличие волновода
не имеет принципиального значения. В этом случае
обе неустойчивости развиваются в режиме с обостре-
нием, приводя к самофокусировке солитона. Здесь,
скорее, можно говорить о тенденции к самофокуси-
ровке, так как неизвестно, к чему может привести
строгий учет дифракции за пределами приближения
геометрической оптики. Пока на пути соответствую-
щих аналитических расчетов встают трудности ма-
тематического характера.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований
(проект # 19-02-00234а).
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Экспериментально исследовано образование Бозе конденсата магнонов (мБЭК) в перпендикулярно
намагниченной пленке железо иттриевого граната при радиочастотной накачке в полосковой линии. Ис-
следованы характеристики нелинейного магнитного резонанса и пространственное распределение Бозе
конденсата магнонов в градиенте магнитного поля. В этих экспериментах Бозонная система магнонов
ведет себя аналогично Бозе конденсату магнонов в антиферромагнитном сверхтекучем 3He-B, детально
исследованному ранее. Магнонный БЭК образует когерентно прецессирующее состояние, обладающее
свойствами магнонной сверхтекучести. Его устойчивость определяется потенциалом отталкивания меж-
ду возбужденными магнонами, который компенсирует неоднородность магнитного поля.

DOI: 10.31857/S1234567820170061

В настоящее время большой интерес вызывают
макроскопические квантовые явления, которые мо-
гут быть использованы при создании платформ для
квантовых вычислений. Недавний успех в создании
фирмой Google квантового компьютера на основе
сверхпроводящих кубитов [1] стимулировал поиск и
других подобных систем. В частности, предполага-
ется использовать явление магнонной сверхтекуче-
сти в качестве основы для магнонного квантового
процессора [2]. В данной статье мы обращаем внима-
ние на систему когерентных магнонов, возникающую
при возбуждении нелинейного магнитного резонан-
са в пленке железо иттриевого граната (ЖИГ), на-
магниченной перпендикулярно плоскости. Динами-
ческие свойства этой системы во многом аналогичны
свойствам магнонов в сверхтекучем 3He-В, в кото-
ром и была обнаружена магнонная сверхтекучесть
и когерентная прецессия намагниченности [3, 4]. В
данной статье мы представляем вниманию читателей
эксперимент по образованию состояния когерентно
прецессирующих магнонов в ЖИГ в сильно неодно-
родном магнитном поле, результаты которого ана-
логичны пионерским наблюдениям этого эффекта в
3He-В [5, 6].

1)e-mail: y.bunkov@rqc.ru

Исследования пленок ЖИГ в условиях сильно-
го возбуждения привели к наблюдению эффекта
нелинейного резонанса, в котором частота прецес-
сии зависит от амплитуды его возбуждения (Foldover

resonance) [7]. Приблизительное аналитическое реше-
ние уравнений Ландау–Лифшица в условиях нели-
нейного резонанса удается получить только для про-
стейшего случая одиночного осциллятора в преде-
ле относительно небольшого сдвига частоты [8]. Ре-
альные макроскопические образцы обладают про-
странственной неоднородностью и должны описы-
ваться набором связанных осцилляторов. Теоретиче-
ский анализ осложняется тем, что возбуждение резо-
нанса также пространственно неоднородно, в особен-
ности при его возбуждении полосковой линией. Кро-
ме того, в дополнение к локальному затуханию Гиль-
берта следует учесть и процессы релаксации, свя-
занные со спиновой диффузией при пространствен-
ной неоднородности резонанса, а также и взаимодей-
ствие с окружающей средой. Все эти факторы при-
водят к невозможности построения теории, реаль-
но описывающей сигналы нелинейного резонанса в
пленках ЖИГ [9]. Использование программ микро-
моделирования также ограничено, так как необходи-
мое время моделирования должно превышать время
жизни магнона, которое для ЖИГа может достигать
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100000 периодов прецессии. Кроме того, это время
катастрофически растет с увеличением размеров об-
разца. Однако для описания резонанса в случае боль-
шого уровня возбуждения можно использовать кван-
товые свойства магнонов, а именно то, что магноны
являются Бозе частицами и конденсируются в маг-
нонный Бозе конденсат (мБЭК) при их достаточной
концентрации. Именно этот подход, предлагаемый в
данной статье, и позволяет описать основные свой-
ства нелинейного резонанса в магнетиках.

В отличие от атомов, число которых сохраняется,
плотность магнонов может изменяться вследствие
их рождения и уничтожения из физического ваку-
ума магнитоупорядоченного состояния, в соответ-
ствии с формализмом Хольштейна–Примакова [10].
При низкой концентрации газ магнона может рас-
сматриваться как спиновые волны – объект класси-
ческой физики, описываемый уравнениями Ландау–
Лифшица. При конечной температуре число термо
активированных магнонов определяется статистикой
Бозе и всегда ниже критической плотности обра-
зования мБЕК. Однако плотность магнонов можно
существенно повысить путем возбуждения дополни-
тельных магнонов из магнитоупорядоченного состо-
яния (физического вакуума) методами магнитного
резонанса. При этом отклонение намагниченности от
равновесного направления соответствует рождению
магнонов, число которых определяется изменением
продольной намагниченности системы, Nr = (M0 −
−Mz)r/~, где Nr – плотность магнонов, (M0−Mz) –
разница между полной намагниченностью и ее про-
екцией на ось стационарного магнитного поля. Плот-
ность магнонов, необходимую для образования Бозе
конденсата, легко рассчитать для различных магни-
тоупорядоченных веществ, как продемонстрировано
в [11]. В частности, критическая плотность магно-
нов в перпендикулярно намагниченной пленке ЖИГ
соответствует отклонению намагниченности на 2.5◦,
что в условиях экспериментов соответствует сдвигу
внешнего поля около 2 Э, т.е. все описываемые ре-
зультаты, полученные при мощности накачки более
1 дБм, соответствуют условиям сформировавшегося
мБЭК, согласно статистике.

Строго говоря, свойства мБЕК выходят за рам-
ки классической физики и традиционно описыва-
ются формализмом Гросс–Питаевского, разработан-
ным для описания атомарного бозе конденсата [12].
Магнонный БЕК является макроскопическим кван-
товым состоянием, описываемым волновой функци-
ей:

|Ψ|r = Nr
1/2eiµtr+iαr , (1)

где µ и α являются химическим потенциалом и фазой
волновой функции, а Nr – плотность возбужденных
магнонов. Химический потенциал магнонов опреде-
ляется их частотой прецессии и может быть про-
странственно неоднородным. Градиент фазы волно-
вой функции приводит к сверхтекучему потоку маг-
нонов, направленному в область меньшего магнитно-
го поля, т.е. меньшего химического потенциала:

J = N∇α. (2)

В перпендикулярно намагниченной пленке ЖИГ
частота прецессии зависит от плотности возбужден-
ных магнонов [13]:

ωN = ω0 + γ4πM0(cos β), (3)

где ω0 + γ4πM0 – частота прецессии при малом воз-
буждении, которая определяется внешним полем и
полем размагничивания. Мы здесь рассматриваем
образец достаточно больших размеров, на котором
величина обменного взаимодействия не может син-
хронизовать частоту прецессии на размерах образца.
Сверхтекучий поток магнонов в область с меньшим
эффективным магнитным полем приводит к увели-
чению их плотности и, соответственно, увеличению
частоты прецессии. Этот процесс происходит до тех
пор, пока не установится однородное состояние пре-
цессии. То есть состояние с когерентной прецессией
намагниченности, аналогичное тому, которое было
открыто в 3He-B [14, 15]. Если радиочастотное (РЧ)
поле возбуждает магноны локально, как в случае с
полосковой линией, то эти магноны сверхтекучим то-
ком переносятся в область с меньшим магнитным по-
лем до тех пор, пока в ней не установится частота
прецессии, равная частоте накачки, как и в экспери-
ментах со сверхтекучем 3He-В. Детально этот про-
цесс описан в [16]. Образование состояния с когерент-
ной прецессией намагниченности кардинально упро-
щает задачу теоретического описания нелинейного
резонанса. В этом случае мы имеем дело с макроско-
пическим конденсатом магнонов, заполняющим все
пространство образца, эффективное поле в котором
меньше, чем поле, соответствующее частоте накач-
ки. При этом намагниченность прецессирует коге-
рентно на частоте накачки. Это состояние не зави-
сит от мощности накачки, что является отличитель-
ной чертой формирования мБЭК. МБЭК автомати-
чески адсорбирует энергию из возбуждающего поля,
соответствующую его потерям [14], которые зависят
от величины отклонения намагниченности. Сигнал
нелинейного резонанса распадается, как только ве-
личина накачка не может компенсировать релакса-
цию. В данной статье мы впервый экспериментально
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема установки (a), плато с образцом, вид сверху (b) и с боку (c), распределение углов
отклонения когерентно прецессирующей намагниченности в градиенте магнитного поля (d) и область заполнения
образца магнонным БЭК (e)

показываем образование такого состояния в пленке
ЖИГ и, в частности, в условиях, когда приложен
достаточно большой градиент магнитного поля.

Общая схема установки показана на рис. 1a. Экс-
перименты проводились на двух образцах пленки
ЖИГ толщиной 6 и 0.6 мкм. Первый образец имел
форму круга диаметром 0.5 мм, а второй – форму
эллипса с диаметрами 5 и 0.5 мм. Пленки выраще-
ны в Крымском федеральном университете. Первый
образец располагался на одной полосковой линии, а
второй – на двух полосковых линиях, расположен-
ных симметрично от центра образца на растоянии
2 мм друг от друга, как показано на рис. 1b. Шири-
на полосковых линий составляла 0.2 мм. На образец
подавалось магнитное поле, перпендикулярное плос-
кости пленки. Если в первом эксперименте поле бы-
ло практически однородно, то во втором оно име-

ло градиент, направленный вдоль пленки, как пока-
зано на Рис. 1c. В первом случае резонанс возбуж-
дался на частоте 3.7 ГГц а во втором – 1.856 ГГц. В
эксперименте использовался векторный анализатор
цепей Р5023А фирмы Кейсайт. РЧ накачка подава-
лась на первый полосок. При возбуждении резонан-
са амплитуда РЧ поле в полоске уменьшалось. На
рисунке 2 показано уменьшение мощности РЧ при
сканировании поля вниз при разных мощностях воз-
буждения. Важное наблюдение заключается в том,
что мощность, поглощаемая образцом, не зависит от
мощности, подаваемой на полосок. Это кардинально
противоречит теории нелинейного резонанс [7, 8], од-
нако полностью соответствует свойствам магнонного
БЭК, исследованным ранее в 3He-B. Действительно,
состояние мБЭК полностью определяется его хими-
ческим потенциалом, который зависит от частоты
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Изменение поглощения РЧ
накачки в первом эксперименте при уменьшении внеш-
него магнитного поля при разных мощностях накачки,
указанных около соответствующих кривых

накачки, но не от ее амплитуды. Мощность накач-
ки определяет ту величину отклонения прецессиру-
ющей намагниченности и сдвига поля, при которой
ее амплитуды не хватит для компенсации релакса-
ции магнонов в мБЭК.

Другим свойством мБЭК является то, что он
должен заполнять все пространство, в котором эф-
фективное магнитное поле меньше, чем соответству-
ющая частота накачки. Для подтверждения этого
свойства мБЭК мы использовали второй образец и
две полосковые линии (рис. 1b, c). Образец был по-
мещен в градиент магнитного поля порядка 3.5 Э на
мм вдоль длинной оси образца (рис. 1d, e). МБЭК
возбуждался первым полоском. В случае однородно-
го поля второй полосок принимал сигнал с первого,
который повторял форму сигнала на первом полос-
ке, уменьшенную приблизительно в 5 раз. Отличить
этот наведенный сигнал от сигнала излучения мБЭК
не представлялось возможным. Однако при наложе-
нии градиента магнитного поля сигнал со второго по-
лоска кардинально изменился как показано на рис. 3.
При сканировании поля вниз, в точке B образовыва-
ется мБЭК в районе первого полоска. При дальней-
шем сканировании поля граница мБЭК, которая со-
ответствует условиюH = ω/γ (см. рис. 1e), двигается
ко второму полоску и в точке A достигает его. При
этом второй полосок начинает принимать сигнал из-
лучения от мБЭК. На рисунке 4 показана мощность
сигнала излучения мБЭК, принимаемого вторым по-
лозком. Область получения сигнала от мБЭК не за-
висит от мощности РЧ накачки, а только от разности
полей в области первого и второго полосков. Этот

Рис. 3. (Цветной онлайн) Изменение поглощения мощ-
ности накачки во втором эксперименте при разных
мощностях накачки. Линии 1 соответствуют сигналу
с первого полоска, а 2 – со второго. Амплитуда сигна-
ла со второго полоска увеличена в 5 раз для сравнения
с сигналом с первого. Показаны также сигналы и при
сканировании поля вверх. Обращает на себя внимание
то, что они совпадают с сигналами при сканировании
поля вниз. Таким образом, в случае с градиентом поля
гистерезис не наблюдается

эксперимент напрямую показывает пространствен-
ный перенос магнонов из области возбуждающего в
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Сигналы дополнительного из-
лучения от мБЭК во втором полоске, как функция по-
ля при мощности накачки 17, 14 и 11 дБм

область приемного полоска. Этот перенос невозмо-
жен в случае нормального газа магнонов, и объяс-
няется сверхтекучем потоком магнонов, вызванным
градиентом химического потенциала. Аналогичный
эксперимент был проведен и в сверхтекучем 3He-B,
в котором были исследованы свойства сверхтекуче-
го тока магнонов между двумя РЧ катушками [17].
Обращает на себя внимание также то, что при обрат-
ном ходе сканирования поля гистерезис не возникает,
как показано на рис. 3. Этот эффект нерезонансного
возбуждения был ранее отмечен в MnCO3 [18]. РЧ
поле возбуждает магноны в модах неоднородного ре-
зонанса в градиенте магнитного поля, которые затем
конденсируются в однородный мБЭК.

Полученные результаты однозначно подтвержда-
ют формирование мБЭК в пленке ЖИГ, намагни-
ченной перпендикулярно. Сигнал однородной пре-
цессии на втором полоске мог возникнуть только, ес-
ли все пространство с меньшим полем заполнено од-
нородно прецессирующим мБЭК. Результаты по ис-
следованию пленок ЖИГ в ЭПР-спектрометре так-
же подтверждают формирование мБЭК [19]. Так-
же недавно в ЖИГ было обнаружено формирова-
ние долгоживущего сигнала индукции [20], во мно-
гом аналогичного сигналам в 3He-B [21, 22]. Нако-
нец, в нескольких работах с антиферромагнитными
образцами MnCO3 и CsMnF3 были также обнаруже-
ны эффекты, показывающие существование мБЭК
и магнонной сверхтекучести [23–26]. Таким образом,
можно сделать вывод о том, что магнонная сверхте-
кучесть в твердотельных магнетиках имеет ту же са-
мую природу, что и в сверхтекучем 3He-B, несмотря

на принципиальную разницу их основного состояния
[27, 28].

Следует обратить внимание на то, что получен-
ное состояние является сверхтекучем в том смысле,
что отклонение от него вызывает образование гради-
ентов фазы прецессии, которые возбуждают сверхте-
кучий ток магнонов, протекающий до тех пор, пока
не исчезнут градиенты и не восстановится когерент-
ность. В большом цикле экспериментальных работ с
различными фазами сверхтекучего 3He были получе-
ны все магнонные аналоги известных сверхтекучих и
сверхпроводящих эффектов, таких как сверхтекучий
спиновый ток в канале и проскальзывание фазы при
достижении его критического значения [17, 29], спин-
токовый эффект Джозефсона [30, 31], образование
квантовых вихрей при круговом токе намагниченно-
сти [32], Голдстоуновские моды колебаний [33–35] и
т.д.

В настоящее время ведутся интенсивные иссле-
дования другого типа мБЭК, возникающего в про-
дольно намагниченной пленке ЖИГ [36–39]. В этой
конфигурации возбужденные магноны притягивают-
ся. Поэтому однородная прецессия неустойчива и
распадается на спиновые волны, как было показано
экспериментально на примере сверхтекучего 3He-A
[40, 41]. Соответственно, о сверхтекучем состоянии
говорить не приходится, так как критическая ско-
рость Ландау равна нулю. В случае продольной на-
магниченности пленки ЖИГ минимум энергии со-
ответствует бегущим магнонам, которые и образуют
нетривиальный мБЭК. Если мБЕК, рассмотренный
в первом случае, соответствует классическому ато-
марному БЭК покоящихся атомов, то для мБЭК вто-
рого типа нет аналогии в мире частиц. Однако он
также остается весьма интересным объектом для ис-
следований и применений.

Работа поддержана Министерством науки и выс-
шего образования Российской Федерации, Мегагрант
# 075-15-2019-1934.
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В работе проведено исследование проводящих свойств перфорированных двухслойных графеновых
нанолент методом динамики волнового пакета. С помощью теоретической модели проведена оценка
транспортных свойств примеров такой наноструктуры в зависимости от способа их присоединения к
электроду. Определено влияние нанопоры на прохождение волнового пакета через двухслойные нано-
ленты при их двух разных конфигурациях. Данные исследования могут стать первой предпосылкой для
потенциального применения таких объектов в качестве элементов электронных и оптоэлектронных схем.

DOI: 10.31857/S1234567820170085

Введение. Графеновые наноленты (ГНЛ) – од-
номерные полосы из графена, оптические, электрон-
ные и магнитные свойства которых определяются
их шириной и структурой краев. ГНЛ с краями ти-
па “зиг-заг” являются металлами [1], а наноленты с
краями типа “кресло” – полупроводники, величина
запрещенной зоны которых зависит от их ширины
[2]. Также возможно управление электронными свой-
ствами графеновых нанолент путем деформации [3]
или адсорбции атомов на их поверхность [4]. Зависи-
мость запрещенной зоны ГНЛ от их структуры де-
лает их идеальными для применения в качестве со-
единительных элементов. Благодаря этому устрой-
ства на основе ГНЛ способны стать эффективным за-
менителем кремниевых аналогов в наноустройствах
нового поколения. В настоящее время активно ис-
следуются возможности применения ГНЛ в качестве
различных элементов электроники [5]. Современные
технологии уже позволяют синтезировать ГНЛ ши-
риной от нескольких десятых нанометра различны-
ми способами, такими как электронная литография,
разрезание нанотрубок, самосборка молекул и др. [6].

Помимо монослойных структур, особый интерес
представляют наносистемы на основе двухслойного
графена, в котором закон дисперсии носителей за-
рядов имеет квадратичный вид, в отличие от одно-
слойного графена [7]. Стоит отметить, что электрон-

1)e-mail: chernol-43@mail.ru

ными свойствами двухслойного графена можно лег-
ко управлять, например, посредством приложения
внешнего электрического поля [8, 9] или молекуляр-
ной адсорбции [10, 11].

Перспективным направлением для возможности
управления электронными свойствами наноструктур
на основе графена является создание пор наномет-
рового размера [12]. В отличие от пор в монослой-
ном графене, нанопоры в двухслойном графене яв-
ляются замкнутыми, что приводит к специфично-
сти их электронных свойств, а также к их химиче-
ской стабильности в присутствии только топологи-
ческих дефектов на границе нанопоры [13–15]. Более
того, ранее было предсказано, что соединение кра-
ев в нанопоре двухслойного графена является спон-
танным процессом [14]. Образование структур та-
кого рода было недавно подтверждено эксперимен-
тально [16, 17]. Также в работе [18] был показан пе-
реход полуметалл–полупроводник на примере трех-
слойных графеновых систем с порами. Все это де-
лает пористые многослойные графеновые структу-
ры чрезвычайно интересным объектом для изучения
особенностей их свойств с перспективой применения
в наноэлектронике будущего.

Подобно двухслойному графену с периодически
расположенными нанопорами, двухслойные или бис-
лойные ГНЛ с нанопорами также представляют осо-
бый интерес научного сообщества, как новый класс
квазиодномерных углеродных материалов. Как и в

Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 5 – 6 2020 319



320 В. А. Демин, Д. Г. Квашнин, П. Ванчо, Г. Марк, Л. А. Чернозатонский

случае однослойных ГНЛ, носители заряда в бис-
лойных ГНЛ также ограничены в двух простран-
ственных направлениях. Электронными свойствами
таких структур также можно управлять посредством
изменения их ширины [19, 20]. Кроме того, было
показано, что электронные и транспортные свой-
ства бислойных ГНЛ сильно зависят от приложен-
ной разности потенциалов между слоями [19–21],
что было также продемонстрировано эксперимен-
тально [22]. Таким образом, наличие нанопор в бис-
лойных ГНЛ может значительно сказываться на их
физико-химических свойствах, что требует тщатель-
ного фундаментального изучения.

В данной работе проведено исследование прово-
дящих свойств бислойных графеновых нанолент с
нанопорами путем моделирования процесса распро-
странения электронного волнового пакета через нее.

Методы исследования. Метод динамики вол-
нового пакета (ВП) представляет собой компьютер-
ное моделирование распространения ВП через лока-
лизованный потенциал [23]. Распространение ВП в
зависимости от времени рассчитывается путем ре-
шения нестационарного уравнения Шредингера. Ре-
зультат вычисления динамики ВП дает детальную
информацию о процессе распространения ВП с тече-
нием времени.

Модельная система состоит из электрода – источ-
ника ВП, локализованного потенциала, который за-
дает рассматриваемую структуру, и абсорбирующе-
го потенциала. Металлический электрод описывает-
ся как электронный газ с энергией Ферми EF = 5 эВ
и работой выхода W = 4.81 эВ. Начальная кинетиче-
ская энергия ВП равна Ek = 5 эВ. Псевдопотенциал
связан с каждым sp2-атомом углерода и имеет вид
V (r) =

∑

Ai exp(−air2), значения коэффициентов
A1, A2 и A3 равны 10.607, 29.711 и 98.911 эВ, пара-
метров a1, a2 и a3 – 0.12126, 1.9148 и 0.60078 r−2

Bohr со-
ответственно [24]. Данный псевдопотенциал был раз-
работан для графена и графита, однако он может
успешно применяться и для дефектных sp2 гибри-
дизованных структур [25–28]. После выхода из элек-
трода ВП проходит через полученный локализован-
ный потенциал и далее исчезает на абсорбирующем
потенциале, не отражаясь. Решением нестационарно-
го уравнения Шредингера является набор волновых
функций ψ(r, t). Далее проводится преобразование
Фурье ψ(r, t) → ψ(r, E) для разделения энергий ВП.
Полученная функция ψ(r, E) не имеет зависимости
от времени, таким образом мы можем увидеть карти-
ну распространения составляющей ВП с определен-
ной энергией. Ранее данная методика применялась
для изучения особенности электронного транспор-

та через углеродные нанотрубки [29], границы зерен
графена [30], а также биграфеновые наносетки [14].

Атомная структура бислойной ГНЛ была рас-
считана с помощью метода молекулярной динами-
ки, реализованного в программном пакете LAMMPS
[31] с использованием эмпирического потенциала
AIREBO (Adaptive Intermolecular Reactive Empirical
Bond Order) [32]. Оптимизация геометрии проводи-
лась до тех пор, пока силы, действующие на каждый
атом, не становились менее 10−4 эВ/Å.

Результаты и их обсуждение. В качестве мо-
дельной системы была выбрана бислойная графено-
вая нанолента типа “кресло” 45AGNR шириной 55 Å
с гексагональной нанопорой диаметром 15.5 Å, края
которой соединены между собой ковалентно (рис. 1).
Наличие нанопоры влияет на величину межслоевого

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Общий вид бислойной
наноленты 45AGNR с отверстием диаметром 15.5 Å.
(b), (c) – Схемы подключения к электроду, через ко-
торый ВП попадает в наноленту

расстояния, которое после проведения оптимизации
стало равным 5.2 Å. Для исследования влияния на-
нопоры на проводящие свойства бислойной ГНЛ мы
рассмотрели два случая подключения электрода к
ленте: (i) электрод присоединен сразу к двум слоям
ленты (рис. 1b) и (ii) только к верхнему слою двух-
слойной ГНЛ (рис. 1c). Электрод расположен на рас-
стоянии L = 23 Å от центра нанопоры. Транспорт-
ные характеристики измерялись до достижения ВП
нанопоры и после ее прохождения. Сечения находи-
лись на расстояниях 4.35 Å до и после поры.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Плотность вероятности ВП в моменты времени t = 0.3 (a) и t = 4.2фс (b) и зависимости
величины тока через секущие плоскости 1 ((с), красная линия) и 2 ((с), синяя линия) от времени

Рис. 3. (Цветной онлайн) Временные зависимости величины тока, проходящего по верхнему присоединенному к элек-
троду слою бислойной наноленты (а) и по нижнему (d) через секущие плоскости 1 (красные линии) и 2 (синие линии).
Плотности вероятности волнового пакета в момент времени t = 4.2фс на верхнем слое, присоединенном к электроду
(b) и на нижнем, свободном (c)

Сначала рассмотрим случай (i), когда электрод
соединен с обоими слоями бислойной ГНЛ. Для по-
лучения картины распределения электронных вол-
новых функций после прохождения ВП численно
было получено решение нестационарного уравнения
Шредингера, в результате чего были найдены на-
боры волновых функций ψ(r, t), квадраты которых
в моменты времени t = 0.3 и t = 4.2фс показа-
ны на рис. 2a и b соответственно. В момент времени
t = 0.3фс ВП находится в электроде (рис. 2а), да-
лее пакет распространяется по ленте и через 1.5 фс
достигает сечения 1, находящегося перед нанопорой,
после происходит взаимодействие ВП с порой, в ре-
зультате чего часть ВП локализуется на искривлен-
ных областях нанопоры (яркие красные области на
рис. 2b). В момент времени t = 3фс ВП достигает се-
чения 2. С каждого из указанных сечений были сня-
ты зависимости тока, прошедшего через них, от вре-
мени (рис. 2c). Поскольку ГНЛ является двуслойной
с упаковкой слоев АА и электрод соединен с обоими

слоями, то ВП распространяется по слоям одинако-
во и дает одинаковый вклад в ток, проходящий че-
рез сечения. Из временных зависимостей (рис. 2c, d)
видно, что амплитуда тока значительно падает по-
сле прохождения нанопоры в связи с тем, что ВП
взаимодействует с отверстием, что приводит к суще-
ственному обратному току.

Далее рассмотрим второй случай, в котором элек-
трод присоединен только к верхнему слою бислой-
ной ГНЛ (рис. 1c). В этом случае наблюдается дру-
гая картина распространения ВП (рис. 3b, c). На ри-
сунке 3 представлены плотности вероятности ВП на
верхнем (b) и нижнем (c) слоях, а также времен-
ные зависимости тока, полученные с первого и вто-
рого сечений (a), (d). Получено, что ВП проходит по
верхнему слою и разделяется при прохождении на-
нопоры: часть распространяется дальше по верхнему
слою, другая часть проходит через межслоевые свя-
зи в поре и перетекает во второй слой. Из временных
зависимостей тока следует, что поведение ВП в слое,
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a)–(c) – Плотности вероятности ВП, соответствующие некоторым пикам и максимумам спек-
трального распределения (d). Плотности вероятности ВП показаны для одного слоя: (a) – в случае присоединения к
электроду обоими слоями; (b) и (c) – в случае присоединения одним слоем для присоединенного и неприсоединенного
слоев соответственно

присоединенном к электроду, аналогично поведению
ВП на рис. 2с. Второй слой можно рассмотреть как
отдельную систему, в которую ВП поступает через
атомы на границе нанопоры. ВП распространяется
во все стороны. Синяя кривая на рис. 3d показывает,
что часть пакета распространяется вдоль наноленты
от электрода. Также часть ВП проходит в сторону
электрода, что показывают отрицательные значения
тока через первое сечение (красная линия на рис. 3d).
Зависимость тока через первое сечение осциллиру-
ет, что связано с процессами отражения от свобод-
ного конца ленты, неприсоединенного к электроду,
а также от самой нанопоры. Осцилляции зависят от
формы свободного конца ленты, а также от его уда-
ленности от нанопоры. Отметим, что токи, идущие
по второму слою, отличаются по амплитуде на по-

рядок от токов, идущих через присоединенный слой
(рис. 3d). Таким образом, после прохождения ВП че-
рез нанопору, одна его часть проходит далее по при-
соединенной ленте, другая – локализуется на границе
поры и переходит на неприсоединенный к электроду
слой. Значительная часть интенсивности при этом
теряется.

Для более детального анализа процесса распро-
странения ВП через двухслойную ГНЛ с нанопо-
рой было проведено преобразование Фурье ψ(r, t) →
→ ψ(r, E) для разделения ВП по энергиям, что поз-
воляет построить независимое от времени спектраль-
ное распределение ВП. На рисунке 4 представлены
такие спектральные распределения ВП для случа-
ев присоединения электрода сразу к обоим слоям и
только к верхнему слою. Спектральные распреде-
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ления показывают, что двухслойная 45AGNR с на-
нопорой является металлической. Важно отметить,
что наличие нанопоры не приводит к изменению ха-
рактера проводимости, так как такая же двухслой-
ная ГНЛ с идеальной структурой также проявля-
ет металлические свойства. На рисунке 4 показа-
ны распределения плотности вероятности для задан-
ных значений энергий ВП, на основе которых можно
определить энергии локализованных и делокализо-
ванных электронных состояний. ВП ведет себя при-
мерно одинаково в слоях, присоединенных к элек-
троду. Однако в неприсоединенный к электроду слой
проходят составляющие пакета не со всеми энергия-
ми. Анализ пиков спектрального распределения по-
казывает, что при энергиях E = −1.2 и −0.6 эВ ВП
не проходит дальше нанопоры и его большая часть
локализуется на искаженных связях на границах на-
нопоры. При более высоких энергиях E = 0.2 и 2.3 эВ
ВП проникает через края нанопоры во второй слой
и распространяется далее по ленте. Таким образом
показано, что изменением электрического потенциа-
ла на электродах можно регулировать прохождение,
задержку или отражение ВП, а значит и подаваемо-
го на устройства (рис. 1b, c) электрического импульса
различной энергии. Это явление может быть исполь-
зовано в наноэлектронных импульсных устройствах.

На основе полученных данных можно сделать вы-
вод о том, что нанопоры в двухслойных структурах
играют важнейшую роль в формировании металли-
ческой проводимости и дополнительных стационар-
ных уровней, локализованных непосредственно в об-
ласти соединения слоев в нанопоре, что сказывает-
ся на различном характере прохождения электриче-
ских импульсов через перфорированную бислойную
ГНЛ.

Выводы. В данной работе были изучены про-
водящие свойства новых квазиодномерных матери-
алов на основе двухслойных ГНЛ с нанопорами. С
помощью метода динамики ВП показана металличе-
ская проводимость бислойной ГНЛ с нанопорой. На-
личие нанопоры приводит к образованию локализо-
ванных электронных состояний на ее границе. Кро-
ме того, показано, что важным параметром является
тип присоединения наноленты к электроду. Соедине-
ние только с одним слоем приводит к существенно-
му изменению транспортных характеристик – нано-
пора в такой системе играет роль разделителя сиг-
нала. Зависимости тока от времени, снимаемые по-
сле прохождения нанопоры, для каждого слоя су-
щественно различны. На них влияет как размер и
форма отверстия, так и геометрия неприсоединенно-
го к электроду конца наноленты. Это приводит к воз-

можности регулированного прохождения электриче-
ских импульсов через рассмотренные наноструктуры
и является важным для их потенциального примене-
ния в наноэлектронике.
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L.A. Chernozatonskii, A. Chaves, K.Yu. Rakhimov,
and P. Lambin, in Fundamental and Applied

Nano-Electromagnetics, ed. by A. Maffucci and
S.A. Maksimenko, Springer Netherlands, Dordrecht
(2016), p. 89.

26. G. I. Márk, P. Vancsó, P. Lambin, C. Hwang, and
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Существующие теории диффузии газонаполненных и пустых пузырей в твердых телах пока не об-
ладают достаточной предсказательной силой и требуют уточнений, которые могут быть сделаны с ис-
пользованием моделирования. В работе теоретически обосновывается метод ускоренного молекулярно-
динамического моделирования дрейфа пузыря в градиенте давления. С помощью этого метода рассчиты-
вается коэффициент диффузии пустых нанопузырей в алюминии. Теория диффузии путем образования
критических террас на гранях дополнена таким образом, чтобы не возникало противоречия с конти-
нуальной моделью для макроскопических размеров. Результаты моделирования показывают ключевую
роль механизма образования террас в нанопузырях и подтверждают дополненную теорию. Учет влия-
ния газа позволяет сравнить результаты моделирования с экспериментальными данными. В результате
сравнения также подтверждается механизм образования террас.

DOI: 10.31857/S1234567820170097

В данной работе речь пойдет о диффузии пу-
зырей (полостей) в объеме зерна металла. Суще-
ствует множество теоретических моделей процессов,
определяющих скорость диффузии в таких услови-
ях. Континуальная теория трех основных механиз-
мов переноса атомов подробно описана в [1, 2]. При
этом ключевой параметр одного из механизмов, ко-
эффициент поверхностной самодиффузии, может за-
висеть от радиуса пузыря [3]. В фасеточных пузырях
может играть роль частота образования критических
террас на гранях [4, 5]. Газ, находящийся в пузыре,
влияет на кинетику процессов на поверхности, при-
чем есть разные подходы к учету этого влияния [6, 7].
Давление газа в этих теориях традиционно опреде-
ляется как равновесное Лапласовское, однако учет
кинетики переходов вакансий и газа между пузырем
и объемом матрицы ведет к другому результату [8].

Наблюдение броуновского движения пузырей с
помощью электронного микроскопа является наибо-
лее прямым экспериментальным способом верифика-
ции описанных теорий. По зависимости коэффициен-
та диффузии от радиуса пузыря предполагают клю-
чевой механизм, однако это затруднено учетом влия-
ния газа. Для нанопузырей в диоксиде урана предпо-
лагались как механизм поверхностной самодиффу-
зии [9], так и механизм образования террас [10]; в
золоте – аналогично [5, 11]; в меди [12] и алюми-

1)e-mail: antropov@phystech.edu

нии [13] – механизм поверхностной самодиффузии;
в ванадии [14] – механизм образования террас.

Таким образом, проверенной количественной тео-
рии, способной предсказывать механизм и коэффи-
циент диффузии пузырей в широком диапазоне ра-
диусов и температур пока нет. Атомистическое моде-
лирование может помочь решить эту задачу, после-
довательно рассматривая все упомянутые факторы.
Квантовыми и классическими методами моделирует-
ся диффузия точечных дефектов (например [15, 16]).
Методами молекулярной динамики (МД) исследует-
ся равновесное состояние пузырей [17–19], а также
диффузия небольших кластеров вакансий [20, 21].
Диффузия пузырей моделировалась методами кине-
тического Монте-Карло [22, 23] и методами “phase-
field” [24, 25], которые, однако, не могут в полной
мере описывать поверхностные эффекты. Наконец
популяции пузырей и выход газа из зерна модели-
руются континуальными методами [26].

Ранее нами было проведено МД моделирование
диффузии полостей в модельной двумерной решет-
ке [27], результаты которого согласовались с кон-
тинуальной моделью диффузии. Однако в ОЦК
уране [28] моделирование показало ключевую роль
механизма образования террас. В данной работе
впервые результаты моделирования диффузии пузы-
рей сравниваются не только с теорией, но и с экс-
периментальными данными для типичного ГЦК ме-
талла – алюминия. Алюминий интересен и с прак-
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тической точки зрения, как элемент матрицы ядер-
ных топлив, так как диффузия пузырей влияет на
транспорт газовых продуктов деления в них [29, 30].
В работе моделируется диффузия пустых пузырей
(кластеров вакансий), однако впоследствии все пред-
ложенные методы могут быть распространены на пу-
зыри, содержащие газ. Рассматриваются пузыри на-
норазмеров (радиус от 9 до 18 Å). Они представляют
особый интерес по двум причинам. С одной стороны,
именно в них проявляются отклонения от контину-
альной теории, которые являются главным предме-
том рассмотрения в данной статье. С другой, нано-
пузыри являются наиболее подвижными, и их диф-
фузия вносит главный вклад в процессы коалесцен-
ции пузырей и выхода газа из зерна в радиационных
материалах. Эксперименты по наблюдению броунов-
ского движения пузырей в алюминии также прово-
дились для наноразмеров – от 10 до 30 Å.

Существует три механизма переноса атомов с од-
ной стороны пузыря на другую: объемная самодиф-
фузия, поверхностная самодиффузия и перенос че-
рез сам пузырь (испарение-конденсация). Механизм
переноса через пузырь в большинстве рассматрива-
емых материалов выражен очень слабо и им можно
пренебречь. Легко показать [1], что в случае пузырей
размером порядка 10−9–10−7 м поверхностный меха-
низм преобладает над объемным. Выражение для ко-
эффициента диффузии пузыря радиусом R за счет
поверхностной самодиффузии Ds

b было теоретиче-
ски выведено в рамках континуального рассмотре-
ния (атомные размеры пренебрежимо малы по срав-
нению с размерами пузыря) [1, 2]:

Ds
b = Ds

3Ω4/3

4πR4
, (1)

где Ds – коэффициент поверхностной самодиффу-
зии. По теории свободных блужданий коэффициент
поверхностной самодиффузии можно выразить так:

Ds =
1

4
ν0a

2
0 exp

(

−Gf +Gm

kT

)

, (2)

где Gf и Gm – свободные энергии формирования и
миграции наиболее подвижных поверхностных де-
фектов, ν0 – средняя частота тепловых колебаний
атомов, a0 – расстояние между ближайшими атома-
ми поверхностного слоя.

Экспериментально было обнаружено, что в фа-
сеточных пузырях (пузырях с явно выраженны-
ми устойчивыми гранями) скорость диффузии мо-
жет определяться частотой образования критиче-
ских террас [5]. Для того, чтобы грань переместилась
на одну атомную плоскость, на ней должна сначала

образоваться и вырасти терраса (кластер из поверх-
ностных вакансий). Образование террасы повышает
свободную энергию системы и из-за этого возникает
дополнительный энергетический барьер.

Теория этого механизма была подробно разобра-
на Биром в статьях [4, 31, 32]. В статье [28] приводит-
ся выражение для коэффициента диффузии в случае
такого механизма без дополнительных предположе-
ний о форме критической террасы и энергии пере-
ходного состояния:

Dt
b =

3Ων0a0NcrKcr

2πR2
exp

(

−Gf +Gm +Gcr

kT

)

, (3)

где Ncr(R) – количество вакансий в террасе крити-
ческого размера, Kcr(R) – количество атомов, окру-
жающих террасу (рис. 1, справа), Ω – атомный объ-
ем, Gcr(R) – свободная энергия образования крити-
ческой террасы.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Слева – расчетная ячейка для
ускоренного метода, синие атомы заморожены, зеле-
ные – термостат, белые – атомы поверхности пузыря.
Справа – только атомы поверхности. Показано возмож-
ное расположение террасы. Внутри шестиугольника –
атомы грани, красные – Ncr атомов террасы, серые –
Kcr атомов окружения, жирная линия – ступень

Бир предполагает [32], что Gcr(R) = ǫlcr, где ǫ –
энергия на единицу длины ступени, lcr – длина кри-
тической ступени. Проблема этой теории в том, что
в таком случае Dt

b экспоненциально падает с ростом
радиуса (так как lcr ∼ R) и не переходит в формулу
(1) при R → inf [6]. В этой статье предлагается способ
исправления теории Бира. Выражение для свободной
энергии, данное Биром, не учитывает конфигураци-
онную энтропию состояния с террасой. Множество
вариантов размещения террасы на грани увеличива-
ет эту энтропию Scr, уменьшая свободную энергию.
Поэтому

Gcr(R) = Ecr − TScr = ǫlcr − kT lnWcr, (4)

где Ecr – потенциальная энергия ступени, Wcr – ста-
тистический вес состояния с критической террасой.
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Учет энтропии террас устраняет вышеупомянутое
противоречие: в больших пузырях эта энтропия на-
столько велика, что, в силу флуктуаций, на гранях
всегда есть достаточно большие террасы, и переход
атома из террасы на одной грани в террасу на дру-
гой не отражается на энергии. В таком случае время
появления критической террасы становится меньше
характерного времени диффузионного перемещения
всех атомов грани на характерный размер пузыря.
В итоге коэффициент диффузии определяется как
min(Dt

b , D
s
b). Выражение (3) можно переписать в бо-

лее удобной форме с учетом (4) и (2):

Dt
b = Ds

6ΩNcrKcrWcr

πa0R2
exp

(

− ǫlcr
kT

)

. (5)

Основной способ численного расчета коэффици-
ента диффузии D некоторого объекта основан на мо-
делировании его броуновского движения:

∆r2 = 6Dt. (6)

В статьях [27, 28] для расчета коэффициента диф-
фузии пузыря мы предложили метод вынуждаю-
щей силы. Дополним теоретическое обоснование это-
го метода. В общей формулировке он опирается на
соотношение Эйнштейна: если на объект действует
сила F по оси x, то:

∆x =
D

kT
Ft. (7)

Соотношение Эйнштейна является следствием
флуктуационно-диссипативной теоремы, в которой
F обозначает силу в обобщенном смысле, т.е. наличие
в Гамильтониане члена типа −Fx [33]. Представим,
что в некоторой области неподвижного кристалла,
содержащей пузырь из Nb вакансий, на все атомы
действует сила f . При изотермическом перемещении
пузыря на ∆x, сила совершит работу Nbf∆x. Тогда
обобщенная сила F = fNb. Легко показать, что в Га-
мильтониане можно пренебречь энергией создавших-
ся упругих напряжений, так как она много меньше
работы силы по перемещению пузыря.

Для применения соотношения Эйнштейна в про-
цессе моделирования необходимо подобрать доста-
точно малую силу, чтобы скорость зависела от
нее линейно. С точки зрения элементарных кине-
тических процессов, наличие силы изменяет энер-
гетические барьеры для атомных прыжков в за-
висимости от направления. Вероятность прыжка
∼ exp(−Gm/kT ). Поэтому для того чтобы использо-
вать линейное приближение, необходимо fλ≪ kT <

< Gm, λ – межатомное расстояние.

Минимальное различимое перемещение пузыря
в дискретной решетке – λ. Характерное время та-
кого перемещения в процессе свободной диффузии,
согласно (6), ≈ λ2/6D. Характерное время тако-
го перемещения в процессе дрейфа, согласно (7),
≈ λkT/NbfD. С учетом указанных выше ограниче-
ний на силу f видно, что этот метод дает выигрыш
по времени в случае, когда Nb ≫ 1.

Также в [28] выведен нелинейный аналог этого
метода на случай, когда подвижность определяется
механизмом образования террас, и энергия актива-
ции процесса велика. В таком случае зависимость
скорости от силы дается следующей формулой, пе-
реходящей в (7) в линейном пределе:

V =
4πR2Dt

b

3ΩNcr cosφ
sh

(

R cosφNcrf

kT

)

, (8)

где φ – угол между нормалью к передним граням и
направлением силы. В данном случае даже при усло-
вии малости изменения барьера для атомных прыж-
ков (fλ≪ kT ) может быть значительным изменение
критической энергии террасы (RNcrf > kT ) и ли-
нейное разложение sh уже нельзя использовать. Та-
ким образом, линейность зависимости V (f) в этом
диапазоне сил может служить признаком механиз-
ма поверхностной самодиффузии, а нелинейность –
признаком механизма образования террас.

Расчеты проводились в пакете молекулярно-
динамического моделирования LAMMPS с ускоре-
нием на GPU [34, 35]. Для взаимодействия атомов
алюминия использовался EAM (Embedded atom

model) потенциал [36], который хорошо описывает
fcc и жидкую фазы алюминия. Существует множе-
ство работ по описанию поверхностных эффектов
в металлах с помощью модели EAM. Однако, так
как свойства поверхности не входят в число опти-
мизируемых параметров при создании потенциала,
необходимо проверить правильность их описания.
В качестве проверяемых свойств были выбраны
энергии образования дефектов на поверхности [111]
при нулевой температуре, которые сравнивались с
результатами квантово-механических расчетов [37].
Результаты сравнения приведены в табл. 1, выбран-
ный EAM потенциал достаточно хорошо описывает
поверхность. Все расчеты проводились для нулевой
изобары с периодическими граничными услови-
ями. Для создания пузыря из расчетной ячейки
удалялись атомы в сфере заданного радиуса с по-
следующей релаксацией формы пузыря. Линейные
размеры ячейки не менее чем в 3 раза превосходили
диаметр пузыря. Положение пузыря определялось
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как координаты центра масс группы вакансий,
образующих его.

Таблица 1. Энергии формирования вакансии и адатома на
поверхности [111] в алюминии

Ef (vac), эВ Ef (ad), эВ

EAM [36] 0.62 0.91

DFT [37] 0.67 1.05

Свободная диффузия пузыря моделировалась в
равновесном ансамбле с сохранением числа частиц,
объема и полной энергии. Для моделирования дрей-
фа под действием силы в расчетной ячейке с пузы-
рем замораживался нижний слой атомов, а ко всем
остальным прикладывалась сила f , перпендикуляр-
ная замороженному слою. Температура расчетной
ячейки поддерживалась постоянной с помощью тер-
мостата Нозе–Гувера, применяемого к атомам, на-
ходящимся вне цилиндрической области (см. рис. 1).
Моделирование направленной диффузии производи-
лось в диапазоне сил f ∈ [0.0005; 0.01] эВ/Å при тем-
пературах от 750 до 900 K (kT/λ ≈ 0.018 эВ/Å).

На рисунке 2 показана зависимость скорости пу-
зыря от действующей на него силы F = Nbf в двой-
ном логарифмическом масштабе для радиусов 12 и
18 Å (Nb = 416 и 1388 атомов соответственно). Точки

Рис. 2. Скорость пузыря в зависимости от суммарной
действующей силы F . Аппроксимация по формуле (8)

аппроксимированы зависимостью (8). Прямая с еди-
ничным наклоном соответствует линейному пределу,
а крутой нелинейный участок – экспоненциальному

пределу. При 900 K точки хорошо ложатся на линей-
ный участок. При понижении температуры начинает
проявляться нелинейность, что является признаком
механизма образования террас. По линейному преде-
лу были определены подвижности и коэффициенты
диффузии пузырей DMD

b , показанные на рис. 3.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Коэффициент диффузии пу-
зыря в зависимости от радиуса. a/b – моделирование
ускоренным методом DMD

b для 900/800 K; c/d – моде-
лирование свободной диффузии для 900/800 K; e/f –
предсказание Ds

b (1) для 900/800 K; g/h – предсказа-
ние Dt

b (5) для 900/800 K, i – нормированные на ну-
левую концентрацию газа экспериментальные данные
Dexp

b /e−ngq для 818 K [13] (см. текст)

На рисунке 3 также показаны коэффициенты,
полученные из моделирования свободной диффузии
пузырей радиусом 12 Å. Видно, что результаты уско-
ренного метода согласуются с результатами расчета
свободной диффузии в пределах погрешности, при
этом, как и было предсказано, они потребовали в 7–
15 раз меньше времени. Например, для достаточного
смещения при T = 900K и R = 12 Å и минимальной
силе f = 0.001 эВ/Å требуется около ста наносекунд,
в то время как при свободной диффузии без силы –
около двух микросекунд.

Коэффициент поверхностной самодиффузии был
рассчитан в пузырях радиусом 12 и 18 Å аналогич-
но работе [38]. Принадлежность атома к поверхност-
ному слою определялась по объему его ячейки Во-
роного, был выбран порог 20 Å3 при Ω ≈ 17.5 Å3.
Значения Ds

b , предсказанные формулой (1) на осно-
ве рассчитанных значений Ds, показаны на рис. 3.
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Можно предположить, что для 900 K Dt
b ≈ Ds

b и по-
тому зависимость от радиуса близка к предсказанию
формулы (1), а для 800 K Dt

b < Ds
b и зависимость

определяется механизмом нуклеации террас. По тем-
пературной зависимости Ds

b и DMD
b (рис. 4) можно

Рис. 4. (Цветной онлайн) Коэффициент диффузии пу-
зыря в зависимости от температуры: a/b – моделирова-
ние ускоренным методом DMD

b для 12/18 Å; c/d – пред-
сказания Ds

b (1) для 12/18 Å; e/f – предсказания Dt
b (5)

для 12/18 Å

определить энергию активации процессов поверх-
ностной самодиффузии Eact

s (0.77 эВ) и диффузии
пузыря Eact

b (1.4/2.0 эВ для 12/18 Å соответственно).
Энергия активации диффузии пузыря больше энер-
гии активации самодиффузии и зависит от радиу-
са, что соответствует механизму образования тер-
рас. Дополнительная энергия критической террасы
EMD

cr = Eact
b − Eact

s приведена в табл. 2.

Таблица 2. Значение Ecr из моделирования и теоретическая
оценка параметров в формуле (5)

R, Å EMD
cr , эВ ǫlcr, эВ Ncr, Å Kcr Wcr

12 0.6 0.9 6 8 6

18 1.2 1.3 18 20 20

Для проверки формулы (5), описывающей меха-
низм образования террас, оценим входящие в нее ве-
личины для R = 12 и 18 Å. Предположим (как и в
статье [32]), что критическая терраса состоит из по-
ловины атомов грани. Потенциальную энергию, при-
ходящуюся на единичную длину ступени ǫ, можно
оценить из статического моделирования при нулевой
температуре. Было получено значение ǫ = 0.07 эВ/Å.

Среднее количество атомов, окружающих террасу,
Kcr и среднюю длину ступени lcr можно оценить
из геометрических соображений (рис. 1). Количество
возможных расположений террасы на граниWcr оце-
нить сложнее всего, для этого приблизительно под-
считывалось количество возможных вариантов про-
вести ступень, отсекающую половину грани. Резуль-
таты оценки приведены в табл. 1.

Рассчитанная теоретически энергия ǫlcr совпада-
ет с энергией критической террасы из моделирова-
ния EMD

cr в пределах 8 % для R = 18 Å и 30 % для
R = 12 Å. Таким образом, формула (5) объясня-
ет температурную зависимость результата. Абсолют-
ные значения Dt

b, рассчитанные по (5), приведены на
рис. 3 и 4. По порядку они совпадают с результатами
моделирования и лучше, чем континуальная теория
(1), предсказывают зависимость от радиуса. Боль-
шая ошибка абсолютного значения связана, в первую
очередь, с приблизительной оценкой Wcr.

Для сравнения с экспериментальными данны-
ми [13] необходимо учесть влияние газа (гелия) на
коэффициент поверхностной самодиффузии Ds, ко-
торое было рассмотрено Михлиным [6], а также Ве-
щуновым и Шестаком [7]. Оба подхода предсказыва-
ют экспоненциальное падение Ds(ng) с ростом кон-
центрации газа ng. Воспользуемся оценкой Михлина,
в которой есть только один параметр q – свободный
от газа объем вокруг атома на поверхности, необхо-
димый для перескока:

Ds(ng) = Ds(0)e
−ngq. (9)

Так как для обоих механизмов (1) и (5) Db ∼ Ds,
то можно привести экспериментальный коэффици-
ент диффузии Dexp

b к нулевой концентрации гелия,
разделив его на e−ngq . Зависимость равновесной
концентрации гелия от радиуса пузырей для алюми-
ния приведена в работе [39] (ng = 0.05 и 0.041 Å−3

для R = 12 и 18 Å соответственно). Наилучшее согла-
сование результатов моделирования с экспериментом
достигается при q = 285 Å3. Экспериментальные дан-
ные для 818 K, приведенные к нулевой концентра-
ции газа, нанесены на рис. 3. Зависимость от радиуса
для нормированных результатов эксперимента боль-
ше соответствует механизму образования террас, чем
механизму поверхностной самодиффузии. Таким об-
разом, эксперимент подтверждает механизм образо-
вания террас, обнаруженный в расчетах. В дальней-
шей работе планируется определить коэффициент q
напрямую из моделирования.

В результате работы было проведено МД мо-
делирование диффузии пустых нанопузырей в ГЦК
алюминии для радиусов от 9 до 18 Å и температур
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от 750 до 900 K. Полученные коэффициенты диф-
фузии сравнивались с предсказаниями двух разных
теоретических моделей: континуальной, где скорость
определяет только поверхностная самодиффузия, и
механизма образования террас.

Энергия активации диффузии рассматриваемых
пузырей больше энергии активации поверхностной
самодиффузии, а разница соответствует теоретиче-
ской оценке потенциальной энергии ступени, деля-
щей грань [111] пополам. Это подтверждает ключе-
вую роль механизма образования террас для нано-
пузырей. Уточнена теория Бира о свободной энергии
образования террасы, в которую добавлена конфигу-
рационная энтропия состояния с критической терра-
сой. Оценка коэффициента диффузии по уточненной
теории предсказывает полученную в моделировании
зависимость от радиуса и температуры, а также аб-
солютные значения по порядку величины.

Для разных температур зависимость итогового
коэффициента диффузии от радиуса соответству-
ет разным механизмам. Так как энергия активации
механизмов разная, то наиболее медленным может
быть как один, так и другой в зависимости от тем-
пературы.

Учет влияния газа позволяет сравнить резуль-
таты моделирования с экспериментом. Нормирован-
ные для нулевой концентрации газа эксперименталь-
ные данные подтверждают зависимость от радиуса,
соответствующую механизму образования террас. В
настоящий момент ведется работа по моделирова-
нию пузырей с гелием для уточнения влияния газа и
непосредственного сравнения с экспериментом.

Работа проведена при поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований (грант
# 18-08-01495).
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Развита адиабатическая теория рэтчет-эффекта в различных системах, описываемых случайными
переходами между дискретными состояниями. В основе теории лежит построение дискретного анало-
га леммы Паррондо – одного из фундаментальных соотношений теории рэтчет-систем, позволяющего
рассчитывать интегральные потоки за промежутки времени от начальных к конечным (равновесным)
распределениям. Предложено соответствие между вероятностями переходов и параметрами потенциаль-
ного рельефа, прыжковое движение в котором описывается развитой теорией и является низкотемпера-
турным пределом непрерывного движения. Скорость рэтчет-эффекта, рассчитанная с помощью пред-
ложенной теории, хорошо подтверждается результатами численного моделирования. Развитый подход
позволяет исследовать закономерности функционирования броуновских моторов различной природы
простыми методами.

DOI: 10.31857/S1234567820170103

Под броуновским рэтчетом обычно понимают на-
ходящуюся в контакте с термостатом наносистему, в
которой направленное движение возникает в резуль-
тате несмещенных (unbiased) неравновесных возму-
щений различной природы при нарушении простран-
ственной и/или временной симметрии [1–5]. Сам фе-
номен возникновения направленного движения при
таких условиях называют рэтчет-эффектом. Глубо-
кое понимание механизма последнего возникает из
рассмотрения его элементарного акта, описываемого
известной леммой Паррондо [6]. В периодическом по-
тенциальном профиле при заданной начальной плот-
ности вероятности распределения частиц возникает
поток частиц, который приводит с течением времени
к установлению в системе термодинамического рав-
новесия, характеризуемого больцмановской функци-
ей распределения. Лемма Паррондо определяет ин-
тегральные потоки через заданные поперечные сече-
ния за промежутки времени от начальных к конеч-
ным (равновесным) распределениям, что позволяет
аналитически представлять решения сложных моде-
лей, сводящиеся при тех или иных предположениях,
к последовательности элементарных актов, описыва-

1)e-mail: vik-roz@mail.ru

емых леммой [7–10]. Один из механизмов функцио-
нирования рэтчета использует дихотомный процесс
переключения асимметричных пространственно пе-
риодических потенциальных профилей VA(x) и VB(x)

[VA(B)(x + L) = VA(B)(x), L – период]. Предполагая,
что потенциалы переключаются мгновенно, а време-
на жизни профилей, τA и τB, много больше характер-
ных времен релаксации (адиабатическое приближе-
ние), среднюю скорость рэтчета можно определить
через сумму двух интегральных потоков с начальны-
ми и конечными распределениями, соответствующи-
ми распределениям Больцмана ρ

A(B)
− (x) в профиле

VA(x) или VB(x)

〈ν〉 = L

τA + τB

L
∫

0

dx[ρA
+(x)−ρB

+(x)]

x
∫

0

dy[ρA
−(y)−ρB

−(y)],

(1)

ρ
A(B)
± (x) = exp[±βVA(B)(x)]

/

L
∫

0

dy exp[±βVA(B)(y)],

где β = (kBT )
−1, kB – постоянная Больцмана, T –

абсолютная температура (подробный вывод выраже-
ния (1), в том числе и при учете неадиабатических и
инерционных поправок, дан в [7–10]).
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При низких температурах (kBT много меньше ба-
рьеров потенциальных рельефов) движение частиц
приобретает прыжковый характер. Такой характер
движения присущ молекулярным (белковым) мото-
рам [11–13], в которых связывание на поверхности
броуновской частицы заряженного лиганда (АТФ –
аденозинтрифосфата) приводит к сильному измене-
нию потенциальной энергии этой частицы в асим-
метричном электростатическом поле полярной под-
ложки. При определенных условиях, накладывае-
мых теорией симметрии [14], прыжковый характер
движения может быть инициирован и сильным пере-
распределением заряда наночастицы под действием
внешнего электрического поля [15]. С более общей
точки зрения, необходима сильная связь внешнего
процесса, вызывающего флуктуации потенциально-
го профиля и, как следствие, флуктуации констант
скоростей преодоления потенциальных барьеров, с
внутренним процессом возникновения направленно-
го движения в рэтчет-сиситеме [16]. Электроконфор-
мационное сопряжение прикладываемого электриче-
ского поля и потока ионов через биологические мем-
браны служит ярким примером наличия такой связи
внешнего и внутреннего процессов [17]. Для описа-
ния случайных переходов системы между дискрет-
ными состояниями может использоваться периодиче-
ская одномерная прыжковая модель диффузии час-
тиц между узлами бесконечной цепочки с основной
областью из N узлов, развитая Дерридой [18]. Зада-
вая вероятности переходов, можно рассчитывать ха-
рактеристики поведения различных систем: от пото-
ков частиц через биологические мембраны [17, 19, 20]
до изменения величины капитала в парадоксальных
играх Паррондо [21–26]. При N = 2 количественные
связи между результатами для, казалось бы, раз-
личных моделей – флуктуирующего потенциала [27],
электроконформационного сопряжения [17] и “ката-
литического колеса” [20] – устанавливаются особенно
просто [16].

Анализируя непрерывные и дискретные прояв-
ления рэтчет-эффекта, следует отметить, что хо-
тя дискретное движение можно рассматривать как
предельный случай непрерывного движения, рэтчет-
эффект может носить и чисто дискретный харак-
тер, как, например, при кинетическом описании пе-
реходов между конечным набором состояний или в
теории игр, когда эффект состоит в определенной
смене стратегий игры, обеспечивающей средний вы-
игрыш. Очевидно, что должен существовать дис-
кретный аналог леммы Паррондо, описывающий эле-
ментарный акт, ответственный за рэтчет-эффект с
дискретным изменением переменных, который, од-

нако, до сих пор не был получен. В настоящей ра-
боте приводится простой вывод дискретного аналога
леммы Паррондо, а также развитая с его помощью
адиабатическая теория рэтчет-эффекта в системах
с дискретным изменением переменных. Рассчитан-
ные с использованием этой леммы величины сред-
ней скорости направленного движения хорошо под-
тверждаются результатами численного моделирова-
ния. Это позволяет эффективно использовать лемму
для исследования закономерностей функционирова-
ния броуновских моторов простыми методами.

Рассмотрим бесконечную цепочку узлов, нумеру-
емых целочисленной переменной n. Пусть из каж-
дого узла n частица может перейти в соседний узел
n + 1 направо с вероятностью prn, в соседний узел
n − 1 налево с вероятностью pln или остаться в узле
n с вероятностью pun = 1− prn − pln. Обозначим через
Pn(t) вероятность того, что частица находится в уз-
ле n в момент времени t. Считая моменты времени
целочисленными (происходящими через равные про-
межутки времени ∆t), запишем уравнение, опреде-
ляющее вероятность найти частицу в последующий
момент времени t+ 1 в том же узле n:

Pn(t+1) = prn−1Pn−1(t)+p
u
nPn(t)+p

l
n+1Pn+1(t). (2)

Если трактовать рэтчет-эффект в терминах теории
парадоксальных игр Паррондо, то величина Pn(t)

приобретает смысл вероятности иметь капитал n по-
сле t бросков игральной кости, а уравнение (2) задает
эволюцию Pn(t), т.е. позволяет рассчитать результа-
тивность ведения игры.

Естественно ограничить число разнородных уз-
лов n в общей прыжковой модели. Проще всего это
сделать введением элементарной ячейки из N узлов,
нумеруемых внутри нее целочисленной переменной
m = 1, 2, . . . , N , а все бесконечное множество узлов
n определять трансляциями элементарной ячейки,
т.е. полагать n = m + Nk, где k = 0,±1, . . . – цело-
численное число трансляций. Тогда вероятности pin
(i = r, l, u) можно считать периодическими функция-
ми с периодом N (pin+N = pin) и определять набором
pim с m = 1, 2, . . . , N . Кроме того, введем редуциро-

ванную вероятность Rm(t) =
∞
∑

k=−∞
Pm+Nk(t) запол-

нения состояния m в момент времени t c нормиров-

кой на элементарную ячейку,
N
∑

m=1
Rm(t) = 1, которая

является периодической функцией Rn(t) = Rn+N (t)

целочисленного аргумента n. В терминологии теории
игр величина Rm(t) задает вероятность иметь капи-
тал n по модулю N (остаток от целочисленного де-
ления n на N , m = n mod N).
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Замена индексов n в уравнении (2) на m + Nk

и суммирование по k с использованием периодично-
сти pin+N = pin (i = r, l, u) приводит к уравнению на
редуцированные вероятности Rm(t), имеющему вид
уравнения непрерывности:

Rm(t+ 1)−Rm(t) = −[Jm(t)− Jm−1(t)] (3)

с дискретными потоками

Jm(t) = prmRm(t)− plm+1Rm+1(t). (4)

Стационарное решение уравнения (3) Rm(t) =

= R
(st)
m предполагает независимость потока от но-

мера узла, J (st)
m = J

(st)
m−1 ≡ J , что дает разностное

уравнение рекуррентного типа prmR
(st)
m −plm+1R

(st)
m+1 =

= J , которое для новой неизвестной величины ξ̃m ≡
≡ prmR

(st)
m и функции целочисленного аргумента

sm ≡ plm/p
r
m можно переписать как:

ξ̃m = sm+1ξ̃m+1 + J. (5)

Проведя последовательные итерации и используя ра-
венство ξ̃m+N = ξ̃m, уравнение (5) легко преобразо-
вать к виду:

(

1−
N
∏

n=1

sn

)

ξ̃m = Jξm, (6)

где введено обозначение

ξm ≡ 1 +

N−1
∑

n=1

n
∏

j=1

sm+j . (7)

Дополним уравнение (6) с двумя неизвестными

величинами ξ̃m и J условием нормировки
N
∑

m=1
R

(st)
m =

=
N
∑

m=1
ξ̃m/p

r
m = 1. Тогда искомые величины опреде-

лятся выражениями:

J =

(

N
∑

n=1

ξn
prn

)−1(

1−
N
∏

n=1

sn

)

,

R(st)
m =

(

N
∑

n=1

ξn
prn

)−1

ξm
prm

,

(8)

впервые представленными в [18]. Из первого соотно-
шения (8) следует, что термодинамическое равнове-
сие может реализоваться только при определенном
условии, накладываемом на вероятности переходов:

N
∏

n=1

sn = 1, pr1p
r
2 . . . p

r
N = pl1p

l
2 . . . p

l
N , (9)

известном как условие детального баланса.

Соотношения (8) являются дискретными анало-
гами известного результата Стратоновича, описы-
вающего диффузию броуновской частицы в перио-
дическом потенциале под действием стационарной
однородной силы [28, 29]. Чтобы убедиться в этом,
используем подход работы [30] и представим, что
каждому узлу m соответствует потенциальная яма
со значением минимума um, окруженная барьерами
со значениями максимумов vm справа и vm−1 сле-
ва. Введем такой наклон потенциального рельефа,
что потенциальные барьеры слева и справа полу-
чают приращения f и −f соответственно (рис. 1a).
Если измерять введенные энергетические величины
в единицах kBT , то вероятности преодоления барье-
ров можно отождествить с аррениусовскими факто-
рами:

plm = e−vm−1+um−f , prm = e−vm+um+f . (10)

Подстановка (10) в (8) дает:

J =
1− e−2Nf

N
∑

n=1
e−un+(2n−1)f

n+N−1
∑

k=n

evk−2kf

,

R(st)
m =

e−um+(2m−1)f
m+N−1
∑

k=m

evk−2kf

N
∑

n=1
e−un+(2n−1)f

n+N−1
∑

k=n

evk−2kf

.

(11)

Полученные дискретные соотношения соответству-
ют интегральным представлениям результата Стра-
тоновича (см. формулы (2.36)–(2.38) обзора [1]), если
учесть, что внутренним интегралам соответствуют
внутренние суммы, содержащие значения максиму-
мов барьеров (барьерные факторы), а внешним инте-
гралам – внешние суммы, содержащие факторы, ко-
торые зависят от значений минимумов потенциаль-
ных ям. В отсутствие наклона потенциального релье-
фа (f = 0) поток исчезает (J = 0), барьерные фак-

торы в стационарном распределении R
(st)
m сокраща-

ются, и оно переходит в равновесное распределение

Больцмана R
(eq)
m = e−um

/

N
∑

n=1

e−un , как и должно

быть.
Соответствие между параметрами потенциально-

го рельефа и вероятностями переходов между узла-
ми цепочки, задаваемое соотношениями (10), обла-
дает глубоким физическим смыслом, поскольку поз-
воляет рассматривать прыжковое движение как низ-
котемпературный предел непрерывного [4, 16, 31, 32].
Этим оно отличается от формальных попыток опре-
делять дискретные точки рельефа по соответствию
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Рис. 1. (a) – Форма потенциального рельефа вблизи
узла m, обеспечивающая переходы частицы в сосед-
ние узлы с вероятностями prm и plm, зависящими от
параметров рельефа по закону Аррениуса. (b) – По-
тенциальный рельеф с экстремумами u1 = ln(5/2),
u2 = − ln(6/5), u3 = 0, v1 = ln(10), v2 = ln(10/3),
v3 = ln(10/9), рассчитанными по формулам (10) с па-
раметрами pr1 = pr2 = 3/4, pl1 = pl2 = 1/4, pr3 = 1/10,
pl3 = 9/10 парадоксальной игры Паррондо (сплошные
кривые), и кусочно-линейный рельеф, представленный
в [24] (пунктирные линии)

с коэффициентами уравнения Фоккера–Планка [24].
Следует иметь в виду, что система с N узлами в эле-
ментарной ячейке характеризуется набором из 2N

параметров, которые могут задаваться вероятностя-
ми перескоков налево plm и направо prm или значения-
ми минимумов um и максимумов vm (m = 1, 2, . . . , N)

потенциального рельефа. На рисунке 1b изображен
потенциальный профиль с положениями экстрему-
мов, рассчитанными по формулам (10) со значения-

ми вероятностей, выбранных в парадоксальной игре
Паррондо [21]. Подход работы [24], в котором нало-
жено N дополнительных условий pum = 0, не пред-
полагает отображения барьерных участков, поэтому
потенциальный профиль представляет собой лома-
ную линию, соединяющую минимумы потенциаль-
ных ям.

Перейдем к выводу дискретного аналога леммы
Паррондо. Введем обозначения Φm(τ) и ϕm(τ) для
искомого интегрального потока и вспомогательной
интегральной вероятности соответственно:

Φm(τ) ≡
τ−1
∑

t=0

Jm(t) = prmϕm(τ) − plm+1ϕm+1(τ),

ϕm(τ) =

τ−1
∑

t=0

Rm(t).

(12)

Лемма Паррондо позволяет выразить Φm(τ) через
Rm(0) и Rm(τ), минуя непосредственное вычисле-
ние ϕm(τ). При произвольных τ использование лем-
мы дает незначительное упрощение вычислений, по-
скольку нахождение редуцированной вероятности
Rm(τ) все равно потребуется. Однако при больших τ
упрощение вычислений существенно, вплоть до воз-
можности аналитического получения решений для
ряда ситуаций, поскольку Rm(τ) стремится к рав-
новесному распределению Больцмана R(eq)

m , вид ко-
торого известен. Покажем, как возникает такая оп-
тимизация преобразований.

Суммирование уравнения непрерывности (4) по
дискретной временной переменной t от 0 до τ − 1 да-
ет уравнение Rm(τ) − Rm(0) = −[Φm(τ) − Φm−1(τ)],
которое при последующем суммировании по m от 2
до n приводит к формуле

Φn(τ) = Φ1(τ) +
n
∑

m=2

[Rm(0)−Rm(τ)], (13)

позволяющей выразить интегральный поток в произ-
вольном узле n > 1 через интегральный поток в узле
n = 1. Для вычисления Φn(τ) используем явное вы-
ражение, задаваемое формулой (12), представив его
в удобном для дальнейших преобразований виде:

Φn(τ) = αn[βnϕn(τ) − βn+1ϕn+1(τ)], (14)

где αn = αn+N и βn = βn+N – функции целочис-
ленного аргумента, подлежащие определению. Фак-
тор в квадратных скобках является аналогом пол-
ного дифференциала от периодической функции и
обращается в нуль при суммировании по элементар-
ной ячейке из N узлов в силу условия периодичности
β1ϕ1(τ) = βN+1ϕN+1(τ). Функции αn и βn удовлетво-
ряют системе уравнений αnβn = prn, αnβn+1 = pln+1,
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которая сводится к уравнению αn = sn+1αn+1, сов-
падающему с уравнением (5) для ξ̃m при J = 0. По-
следнее означает, что в качестве решения αn с точно-
стью до произвольной постоянной C можно исполь-
зовать функцию ξn, задаваемую соотношением (7) с
дополнительным условием (9), αn = Cξn. Действи-
тельно, непосредственной подстановкой этого реше-
ния в выражение αn − sn+1αn+1 можно убедиться,
что оно равно C(1 − s1s2 . . . sN ), т.е. αn = sn+1αn+1

при s1s2 . . . sN = 1.
Подстановка выражения для интегрального по-

тока (14) в (13), домножение результата почленно на
α−1
n и последующее суммирование по всем узлам эле-

ментарной ячейки обращает в ноль левую часть по-
лученного уравнения, которая содержит интеграль-
ные вероятности ϕn(τ) и ϕn+1(τ). Тогда в правой ча-
сти получившегося уравнения коэффициент пропор-
циональности C между величинами αn и ξn сокраща-
ется, что и приводит к окончательному выражению
для Φ1(τ):

Φ1(τ) =

N
∑

n=2

Qn

n
∑

m=2

[Rm(τ) −Rm(0)],

Qn = ξ−1
n

/ N
∑

m=1

ξ−1
m .

(15)

Использование выражений (15) в составе формулы
(13) определяет Φn(τ) при произвольном n > 1. Со-
поставление выражения для Qn в (15) с параметра-
ми эквивалентного потенциального рельефа, задава-

емыми соотношением (10), дает Qn = evn
/

N
∑

m=1
evm ,

откуда следует, что величины Qn определяются ба-
рьерными факторами, т.е. выступают эквивалента-
ми функций ρ

A(B)
+ (x) в непрерывном описании лем-

мы Паррондо (1).
Соотношения (13), (15) являются точными и

представляют основной результат данной статьи.
Они позволяют рассчитывать интегральные потоки
за произвольный промежуток дискретного времени
τ , если известна редуцированная вероятность Rm(τ).
При больших временах τ , когда устанавливается тер-
модинамическое равновесие, Rm(τ) стремится к из-

вестному больцмановскому распределению R
(eq)
m , и

соотношения (13), (15) становятся дискретным экви-
валентом леммы Паррондо. Таким образом, на вре-
менной шкале результат (13), (15) имеет даже боль-
шую общность, нежели собственно лемма Паррондо.
Значение полученного результата состоит в возмож-
ности изучать динамику средних значений заполне-
ний узлов n и характеристики рэтчет-эффекта при
наличии флуктуаций вероятностей переходов меж-

ду узлами (флуктуаций потенциального профиля в
рэтчет-системах). При соблюдении условий деталь-
ного баланса (9) и в отсутствие флуктуаций прира-
щение средних значений n определяется суммой ин-
тегральных потоков:

〈n(τ)〉 =
∞
∑

n=−∞
nPn(τ) = 〈n(0)〉+

N
∑

m=1

(prm−plm)ϕm(τ) =

= 〈n(0)〉+
N
∑

m=1

Φm(τ). (16)

При достаточно больших τ , когда устанавливается
термодинамическое равновесие, величины Φm(τ) пе-
рестают зависеть от τ и возникает постоянное при-
ращение 〈n(∞)〉 − 〈n(0)〉.

Рассмотрим процесс чередования двух состояний
А и В с длительностями τA и τB, характеризуе-
мыми, соответственно, наборами вероятностей prn,A,
pln,A и prn,B, pln,B. Поскольку конечный момент време-
ни одного состояния является начальным для дру-
гого (〈nA(0)〉 = 〈nB(τB)〉), то, применяя (16) после-
довательно для 〈nA(τA)〉 и для 〈nB(τB)〉 и учитывая
далее (13), получаем среднюю скорость изменения
средних значений заполнений узлов n за один вре-
менной цикл τA + τB:

〈v〉 = 〈nA(τA)〉 − 〈nB(0)〉
τA + τB

=

= (τA + τB)
−1

N
∑

m=1

[Φm,A(τA) + Φm,B(τB)] =

=
N

τA + τB
[Φ1,A(τA) + Φ1,B(τB)] (17)

или, после подстановки выражения (15), эта скорость
есть

〈v〉 = N

τA + τB

N
∑

n=2

(Qn,A −Qn,B)×

×
n
∑

m=2

[Rm,A(τA)−Rm,B(τB)],

Qn,A(B) =
ξ−1
n,A(B)

N
∑

m=1
ξ−1
m,A(B)

. (18)

Здесь величина ξn для состояний А(В) определена в
(7). Отметим, что структура выражения (18) подоб-
на (1), как и должно быть, поскольку (18) есть дис-
кретный аналог выражения для скорости рэтчета в
непрерывной модели.

Простейший пример, допускающий аналитиче-
ское представление редуцированной вероятности
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Rm(t) с произвольным t, соответствует случаю
N = 2, при котором

R1(t) = 1−R2(t) =

= R̄
(eq)
1 + [R1(0)− R̄

(eq)
1 ](1− p1 − p2)

t,

R̄
(eq)
1 =

p2
p1 + p2

, pm = prm + plm, m = 1, 2.

(19)

Если вероятности оставаться в том же узле равны
нулю, pum = 0, pm = 1 (m = 1, 2), то четность
номера узла пребывания частицы будет изменять-
ся после каждого прыжка, приводя к осцилляциям
R1(t) = R̄

(eq)
1 + [R1(0)− R̄

(eq)
1 ](−1)t, не убывающим с

ростом t. Поскольку Φ1(τ) = (pr1/p1)[R1(0)−R1(τ)] и
2
∑

m=1
Φm(τ) = [(pr1 − pl1)/p1][R1(0)−R1(τ)], то

〈n(τ)〉 = 〈n(0)〉+
(20)

+ [(pr1 − pl1)/p1][R1(0)− R̄
(eq)
1 ][1− (1− p1 − p2)

τ ].

Тогда при чередовании двух состояний А и В ско-
рость рэтчет-эффекта равна:

〈v〉 =
2[(pr1,A/p1,A)− (pr1,B/p1,B)]

τA + τB
[R̄

(eq)
1,B − R̄

(eq)
1,A ]×

× [1− (1−p1,A−p2,A)τA ][1− (1−p1,B−p2,B)τB ]. (21)

На рисунке 2 теоретические зависимости (20),
(21) сопоставлены с результатами моделирования,
при котором случайные смещения частицы на каж-
дом шаге дискретного изменения времени отраба-
тывались с помощью генератора случайных чисел
в соответствии с исходным управляющим уравне-
нием (2), а полученные траектории движения за-
тем усреднялись. В качестве А выбрано симметрич-
ное состояние (аналог процесса свободной диффу-
зии в отсутствие потенциального профиля), в ко-
тором prA = plA = 1/2 вне зависимости от номе-
ра узла. Состояние В задано набором параметров
pr1,B = 0.2, pl1,B = 0.3, pr2,B = 0.54, pl2,B = 0.36,
а состояние С определено как антисимметричное к
В, что соответствует параметрам с инвертирован-
ными индексами 1 и 2. Начальное условие выбра-
но как 〈n(0)〉 = R1(0) = 0 . Симметричное состоя-
ние А не дает смещения среднего значения запол-
нения узла n, т.е. 〈nA(t)〉 = 〈nA(0)〉 = 0, соглас-
но (20) при prA = plA = 1/2. Смещения возможны
для несимметричных состояний В и С. Формула (20)
очень точно воспроизводит модельную зависимость
〈nB(C)(t)〉 (сравни положения маркеров относитель-
но пунктирных линий на рис. 2а). Установившиеся

Рис. 2. Зависимости средних значений заполнений уз-
лов n от дискретного времени t, рассчитанные при
N = 2 путем численного моделирования с усреднением
по 3 млн. траекторий (маркеры) и по формулам (20),
(21) (пунктирные линии). Результаты для состояний
А, В и С (описаны в тексте) представлены на рисунке
(a), а при чередовании этих состояний – на рисунке (b)
(символы в [...] описывают последовательность чере-
дования, например, [6B6C] соответствует чередованию
состояний B и C с длительностями τB = 6 и τC = 6)

значения 〈nB(∞)〉 = 9/70 и 〈nC(∞)〉 = −5/70 ре-
ализуются достаточно быстро: при τ > 5. Рэтчет-
эффект возникнет при чередовании состояний; ис-
ключение – реализация состояния А с четным зна-
чением его длительности τA (рис. 2b). Значения ско-
ростей рэтчет-эффекта, рассчитываемые по формуле
(21) (пунктирные линии на рис. 2b), правильно опи-
сывают наклон модельных зависимостей.

Соотношения (13), (15), (16), (18) можно приме-
нить и к парадоксальной игре Паррондо (обознача-
емой здесь как D с параметрами, представленными
в подписи к рис. 1), соответствующей N = 3 [21–25].
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Средний капитал при достаточно больших τ > 20

выходит на значение 〈nD(∞)〉 = −88/169, также хо-
рошо согласующееся с результатом моделирования
(рис. 3). Чередование игры D с симметричной иг-

Рис. 3. Зависимости среднего капитала 〈n〉 от числа
бросков игральной кости t в случае N = 3 для иг-
ры D и ее чередования с игрой А (парадоксальная иг-
ра Паррондо), при различных длительностях игр τA и
τD. Результаты моделирования с усреднением по 3 млн.
траекторий и расчетами по формулам (16) и (18) пред-
ставлены маркерами и пунктирными линиями

рой А приводит к рэтчет-эффекту, характеризующе-
муся скоростью изменения среднего капитала 〈v〉 =

= (16/169)/(τA+τD), которую демонстрирует и моде-
лирование при достаточно больших τD (сравни пунк-
тирные линии и маркеры на рис. 3).

Таким образом, представленный в данной статье
дискретный аналог леммы Паррондо, одного из фун-
даментальных соотношений теории рэтчетов, позво-
лил развить теоретический аппарат рэтчет-эффекта
в системах с дискретным изменением переменных, а
также установить количественные связи между раз-
личными моделями. Полученное представление для
дискретных систем является даже более общим, чем
интегральная лемма Паррондо, поскольку примени-
мо не только к адиабатическим системам. Основны-
ми параметрами предложенного описания являют-
ся вероятности переходов между узлами одномерной
решетки, которые ставятся в соответствие величи-
нам экстремумов потенциального рельефа, прыжко-
вое движение в котором описывается предлагаемой
теорией и является низкотемпературным пределом
непрерывного движения. Соотношения для скорости
дискретного рэтчет-эффекта в случаях двух и трех
неэквивалентных узлов элементарной ячейки одно-
мерной решетки приводят к результатам, находя-
щимся в хорошем согласии с результатами численно-
го моделирования. Представленные количественные
связи параметров дискретных и непрерывных моде-

лей позволяют учитывать влияние внешних процес-
сов (например, конформационных переходов и пере-
распределений заряда под действием гидролиза АТФ
или внешних электромагнитных полей) в терминах
флуктуаций потенциального рельефа, вдоль которо-
го движется броуновская частица, а значит иссле-
довать закономерности функционирования броунов-
ских моторов относительно простыми модельными
методами.

Работа выполнена в рамках Государствен-
ного задания 0082-2018-0003 (регистрационный
номер АААА-А18-118012390045-2) и поддержана
Российским фондом фундаментальных исследо-
ваний (проекты 20-57-00007 и 18-29-02012-мк),
Белорусским республиканским фондом фундамен-
тальных исследований (проект Ф20Р-032).
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В данной работе представлены результаты измерений угловых распределений осколков деления
240Pu и теоретического анализа полученных экспериментальных данных. Измерения в области выше
10 МэВ выполнены впервые. Предложено модельное описание энергетической зависимости угловой ани-
зотропии осколков во всём исследованном диапазоне энергий нейтронов.

DOI: 10.31857/S1234567820180019

Нейтронный комплекс ГНЕЙС на основе син-
хроциклотрона СЦ-1000 с энергией протонов 1 ГэВ,
действующий в НИЦ “Курчатовский институт” –
ПИЯФ, включает в себя интенсивный импульсный
источник нейтронов с длительностью вспышки 10 нс
и спектрометр по времени пролета с базами длиной
до 50 м [1, 2]. К настоящему времени на этом ней-
тронном комплексе в рамках программы исследова-
ний процесса деления нами получен большой объ-
ем новых уникальных экспериментальных данных
по угловым распределениям осколков при делении
ядер нейтронами промежуточных энергий 1–200 МэВ
[3–8]. Измерения выполнены для широкого набора
ядер мишеней: natPb, 209Bi, 232Th, 233U, 235U, 238U,
237Np и 239Pu; экспериментальные результаты раз-
мещены в базе данных EXFOR [9]. В аналогичных
исследованиях, которые ведутся за рубежом колла-
борациями n TOF [10, 11] и NIFFTE [12, 13], были
изучены угловые распределения осколков при деле-
нии ядер 232Th, 235U и 238U нейтронами примерно
в том же диапазоне энергий нейтронов. Результаты,
полученные разными группами, в целом согласуются
между собой; выявленные отличия, безусловно, ста-
нут предметом внимательного анализа.

Интерес к угловым распределениям осколков де-
ления ядер нейтронами, протонами и другими пада-
ющими частицами обусловлен тем, что анизотропия
угловых распределений чувствительна к характери-
стикам переходных состояний на барьерах деления –
см., например, [14]. Эта информация важна, посколь-

1)e-mail: vorobyev_as@pnpi.nrcki.ru

ку в механизме деления остается еще много неясного
в силу его сложности. Отметим также, что исследо-
вания угловых распределений осколков в реакциях с
нейтронами с энергиями выше 20–30 МэВ начались
сравнительно недавно. Результаты первых измере-
ний на нейтронах с энергиями до 100 МэВ для ядер
232Th и 238U были представлены в [15].

Теоретическое описание угловой анизотропии
осколков основывается на учете двух факторов (для
определенности рассмотрим деление, инициируе-
мое нейтронами). Во-первых, спины J первичных
компаунд-ядерных состояний, формирующихся при
захвате ядрами-мишенями нейтронов с отличными
от нуля орбитальными моментами (они перпен-
дикулярны импульсу нейтронов), выстраиваются
преимущественно поперек оси столкновения (оси
z) нейтрона и ядра-мишени. Другими словами,
если взять уровень компаунд-ядра со спином J , то
сечения заселения выше для подуровней с малы-
ми |M |, где M – проекция J на ось z. Во-вторых,
компаунд-ядро при делении проходит через пере-
ходные состояния на барьере (или на барьерах, если
их несколько), которые характеризуются определен-
ными проекциями K спина J на ось деформации
ядра или представляют собой определенные супер-
позиции состояний с проекциями K на основную
ось деформации, если ядро не обладает аксиальной
симметрией. Поэтому формируется некоторое, в
общем случае неравномерное, распределение ρJ(K)

вероятности деления через состояния с квантовы-
ми числами K (при этом ρJ (K) = ρJ(−K) при
сохранении пространственной четности). Важно,
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что аналогичные распределения сечений заселения
по M и вероятностей деления по K имеют место
не только для уровней первичных компаунд-ядер,
но и для всех уровней со спином J и четностью π,
нумеруемых индексом i, всех делящихся нуклидов
(остаточных ядер) с Z протонами и N нейтронами;
пусть σZN (JπiM) – сечение заселения соответству-
ющего подуровня.

Отметим, что при высоких энергиях столкнове-
ния остаточные ядра формируются не только пото-
му, что первичное компаунд-ядро равновесным об-
разом испускает одну частицу или несколько; пусть
σC
ZN (JπiM) – сечение заселения подуровня остаточ-

ного ядра в таком процессе. Ведь при столкнове-
нии нейтрона с ядром-мишенью не всегда образует-
ся компаунд-ядро. Остаточное ядро, вообще говоря,
возбужденное, может возникнуть вследствие некото-
рого прямого процесса или стать следствием захвата
нейтрона ядром-мишенью и последующего предрав-
новесного испускания некоторой частицы. За обра-
зованием этого возбужденного остаточного ядра мо-
жет, в свою очередь, последовать каскадное испус-
кание одной или нескольких частиц с образованием
других остаточных ядер. Пусть σDPE

ZN (JπiM) – это
сечение заселения подуровня остаточного ядра, если
процесс начинается с прямого (Direct) или предрав-
новесного (Pre-Equilibrium) процесса, так что

σZN (JπiM) = σDPE
ZN (JπiM) + σC

ZN (JπiM). (1)

Суммируя по M левую и правую части этого соотно-
шения, получим аналогичную формулу для сечений
заселения уровней,

σZN (Jπi) = σDPE
ZN (Jπi) + σC

ZN (Jπi). (2)

Поэтому полное сечение деления

σf =
∑

ZNJπi

σZN (Jπi)PZN
f (Jπi) = σDPE

f + σC
f , (3)

где PZN
f (Jπi) – вероятность деления (делимость)

уровня, распадается на составляющие σDPE
f и σC

f

(суммирование по i превращается в интегрирование,
если уровни лежат в непрерывном спектре).

Итак, любой делящийся (Jπi)-уровень любого об-
разующегося (ZN)-нуклида характеризуется распре-
делением ρJπiZN (K) вероятности деления по числу K,
связанным со свойствами переходных состояний. За-
метим, что это распределение не зависит от M в силу
изотропии пространства. При этом сечения заселе-
ния уровня и его подуровней определяются форму-
лами (2) и (1) соответственно. Удобно ввести распре-
деление вероятности заселения подуровней по про-
екции M : ηJπiZN (M) = σZN (JπiM)/σZN (Jπi). Тогда

угловое распределение осколков деления в системе
центра масс (с.ц.м.), нормированное на единицу, мо-
жет быть представлено в виде ряда по полиномам
Лежандра,

dwJπi
ZN (θ)

dΩ
=
∑

Q=0,2,...

2Q+ 1

4π
τZN
Q0 (Jπi)βZN

Q (Jπi)PQ(cos θ),

(4)
где θ – угол между направлением импульса осколка
и осью столкновения, спин-тензоры ориентации

τZN
Q0 (Jπi) =

∑

M

CJM
JMQ0 η

Jπi
ZN (M), τZN

00 (Jπi) = 1,

(5)
четного ранга Q характеризуют выстроенность спи-
нов делящихся состояний, а величины

βZN
Q (Jπi) =

∑

M

CJK
JKQ0 ρ

Jπi
ZN (K), βZN

0 (Jπi) = 1,

(6)
называют параметрами анизотропии, CAa

BbDd – коэф-
фициенты Клебша–Гордана, см. [8, 16].

При низких энергиях падающих нейтронов пол-
ное и дифференциальное сечения деления практи-
чески полностью (с точностью до вкладов от реак-
ции (n, γf) ) определяются вкладами состояний пер-
вичного компаунд-ядра (делениями 1-го шанса), но
с ростом энергии нейтронов появляется вклад от де-
лений 2-го шанса, т.е. от деления состояний остаточ-
ного ядра, возникающего после испускания первич-
ным компаунд-ядром одного нейтрона. При дальней-
шем увеличении энергии нейтронов картина все бо-
лее усложняется не только за счет открывающихся
3-го, 4-го и т.д. шансов, но и вследствие появления
вкладов от остаточных делящихся ядер, формирую-
щихся в прямых и предравновесных процессах. По-
нятно, что угловые распределения осколков могут
быть найдены, лишь если вычисляются как спин-
тензоры, определяющие выстроенности всех деля-
щихся состояний всех остаточных ядер, так и соот-
ветствующие параметры анизотропии.

Существующие в настоящее время программные
комплексы, такие как, например, TALYS [17], моде-
лирующие ядерные реакции при низких и промежу-
точных энергиях, вычисляют только сечения обра-
зования и делимости уровней остаточных ядер, что
достаточно для получения как полного, так и парци-
альных (связанных с отдельными нуклидами) сече-
ний деления – см. (2) и (3). Но ни один из таких ком-
плексов не содержит в себе опции вычисления угло-
вых распределений осколков деления. До недавнего
времени работа [15] оставалась единственной, в ко-
торой был выполнен расчет углового распределения
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осколков деления ядер 232Th и 238U нейтронами с
энергиями до 100 МэВ. К сожалению, не все детали
вычислений представлены в указанной статье. Кро-
ме того, публикаций, посвященных развитию мето-
дики или расчетам для других ядер, не последова-
ло. Следующее вычисление углового распределения
осколков деления ядер нейтронами промежуточных
энергий до 200 МэВ было выполнено нами [8, 16].
Предметом изучения стала реакция 237Np(n, f), для
которой нами же были получены соответствующие
экспериментальные данные. Мы поставили себе зада-
чу дополнить упомянутую выше программу TALYS,
код которой является открытым, возможностью рас-
счета угловых распределений осколков путем вклю-
чения в программу блоков, в которых вычисляются
спин-тензоры ориентации и параметры анизотропии.

В этой статье представлены результаты измере-
ний угловых распределений осколков, выполненных
для деления ядер 240Pu нейтронами промежуточных
энергий, а также расчетов этих угловых распреде-
лений в рамках разработанного нами подхода. Важ-
ность измерений заключается в том, что для 240Pu
в области энергии нейтронов ниже 10 МэВ имелись
только два набора данных [18, 19], а выше 10 МэВ
экспериментальные данные отсутствовали. Что же
касается расчетов, то цель состояла не только в про-
верке нашего метода, но и в его усовершенствовании.

Измерения были произведены на пролетной ба-
зе 36.5 м нейтронного пучка # 5 времяпролетного
спектрометра ГНЕЙС. Мишень 240Pu обогащением
99.13 %, толщиной 153 мкг/см2 и диаметром 80 мм,
в виде слоя двуокиси плутония PuO2 на подложке
из алюминия толщиной 100 мкм и диаметром 100 мм,
была изготовлена стандартным методом “намазыва-
ния”.

Регистрация осколков деления производилась
двумя позиционно-чувствительными многопрово-
лочными пропорциональными счетчиками (МППС)
размером 140 × 140мм2. Эффективность регистра-
ции осколков деления полностью определяется
геометрией МППС и проницаемостью проволочных
электродов. Система накопления данных была
организована на основе 8-ми битового 500 МГц
оцифровщика (Acqiris DC-270). Временной и
амплитудный анализ волновых форм сигналов
со счетчиков позволяет определить координаты
регистрируемых осколков и энергию нейтрона,
вызывающего деление, по методу времени пролета.
Существенным моментом является то, что сов-
местное использование МППС и методов цифровой
обработки сигналов позволило провести измере-
ния с практически нулевым порогом регистрации

Рис. 1. (Цветной онлайн) Двумерное представление за-
висимости между амплитудами катодных сигналов с
двух МППС в эксперименте с мишенью 240Pu: (a) –
область не связанных с делением продуктов реакций,
индуцированных нейтронам; (b) и (c) – события деле-
ния, соответствующие случаю, когда осколки деления
зарегистрированы только одним из МППС из-за огра-
ниченной прозрачности другого. На нижней части ри-
сунка показаны “полезные” события деления

осколков при отсутствии вклада сопутствующих
реакций. Наиболее наглядно это демонстрируют
двумерные распределения амплитуд катодных сиг-
налов с обоих МППС, представленные на рис. 1,
до и после выделения событий деления. Подробное
описание экспериментальной установки и процедуры
обработки данных представлено в наших работах
[4, 6].

Полученные в данной работе угловые распределе-
ния осколков деления ядер 240Pu (в с.ц.м. нейтрона и
ядра-мишени), т.е. выходы осколков W (θ) под углом
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θ между направлением импульса осколка и осью ней-
тронного пучка, описывались при помощи функции,
являющейся суммой четных полиномов Лежандра
до 4-й степени (вклад 6-й и более высоких степеней
пренебрежимо мал) включительно в диапазоне углов
0.24 < cos θ < 1.0 с шагом по cos θ, равным 0.01. На
рисунке 2 представлена анизотропия W (0◦)/W (90◦)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Угловая анизотропия оскол-
ков деления 240Pu в зависимости от энергии E падаю-
щих нейтронов. Экспериментальные данные представ-
лены точками; помимо наших данных приведены ре-
зультаты авторов [18, 19]. Указанные ошибки являют-
ся статистическими. Штриховая, сплошная и точеч-
ная кривые – результаты наших расчетов (см. текст
статьи), отличающиеся только значением параметра
~
2/Ieff, равным 9, 7 и 5 кэВ, соответственно

осколков деления ядер 240Pu, полученная для ин-
тервала энергий нейтронов 1–200 МэВ. Анизотропия
определялась через коэффициенты A2 и A4 при соот-
ветствующих полиномах Лежандра посредством сле-
дующего выражения:

W (0◦)

W (90◦)
=

1 +A2 +A4

1−A2/2 + 3A4/8
. (7)

Полная информация об угловом распределении за-
ключена в A2 и A4. На практике, однако, коэффици-
ент A4 заметно отличается от нуля лишь в неболь-
шом диапазоне низких энергий, и почти всегда мал
по сравнению с A2. В случаях, когда величиной A4

можно пренебречь, анизотропия W (0◦)/W (90◦) и ко-
эффициент A2 однозначно связаны друг с другом.

В области энергий нейтронов ниже ∼ 10МэВ ре-
зультаты нашей работы в пределах эксперименталь-
ных погрешностей согласуются с данными Симмон-
са и др. [18], а также Андросенко и Смиренкина [19].
Для энергий нейтронов выше 10 МэВ данные об энер-

гетической зависимости анизотропии угловых рас-
пределений осколков получены впервые. Средняя ве-
личина погрешности наших измерений во всем иссле-
дованном диапазоне энергии нейтронов 1—200 МэВ
составляет 2–3 %, за исключением области энергий
вблизи порога реакции (n, f) ниже 1 МэВ.

Угловую анизотропию естественно описывать
вместе с сечением деления. Ведь вид углового
распределения осколков, как выше было сказано,
связан со свойствами переходных состояний на
барьерах, но величина сечения деления определя-
ется этими же барьерами и плотностью этих же
переходных состояний. Ранее было отмечено, что в
программе TALYS вычисляются полные и парциаль-
ные сечения деления в реакциях с нейтронами при
низких и промежуточных энергиях столкновения
до 200 МэВ (и даже формально до 1000 МэВ, но
с нарастающими погрешностями, обусловленными,
в частности, тем, что механизмы взаимодействия,
специфичные для высоких энергий, не учитыва-
ются). Эти вычисления осуществляются в рамках
схемы, описанной, к примеру, в [20]. Более того,
в TALYS по умолчанию используются численные
значения параметров, определяющих конфигурацию
барьера деления, как правило, двугорбого, а также
переходные состояния на барьерах, взятые из этой
же публикации [20], которая посвящена описанию
3-й версии библиотеки входных параметров RIPL-3
(Reference Input Parameter Library), рекомендован-
ных для использования в расчетах наблюдаемых
величин в ядерных реакциях и при оценке ядерных
данных.

В действительности, эти параметры из RIPL-3
вместе с используемой в TALYS по умолчанию мо-
делью Гилберта–Камерона [21] для плотности уров-
ней, в том числе на барьерах, весьма приближенно
описывают многие сечения деления. Это, в частно-
сти, касается и реакции 237Np(n, f), обсуждавшей-
ся нами в [8, 16], и реакции 240Pu(n, f), которую мы
рассматриваем здесь; сравнение экспериментальных
данных [22, 23] по сечению деления ядер 240Pu ней-
тронами с энергиями от 0.1 до 200 МэВ и результатов
расчета в TALYS с параметрами по умолчанию пред-
ставлено на рис. 3. Для удобства представления, на
рис. 3 нанесены каждая 2-я точка данных работы [22]
и каждая десятая точка данных работы [23].

Невысокая точность описания многих сечений де-
ления является, по-видимому, следствием как недо-
статочной изученности механизма деления, так и
несовершенства используемых моделей. О первом
свидетельствует тот факт, что согласно RIPL-3 ро-
тационные полосы переходных состояний всех четно-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Сечение деления 240Pu в за-
висимости от энергии E падающих нейтронов: экспери-
ментальные данные взяты из работ [22, 23], точечная
линия – расчет с параметрами, заданными в TALYS
по умолчанию, штриховая линия – расчет с парамет-
рами “best”, сплошная линия – расчет с параметрами
из табл. 1, см. также текст статьи

четных делящихся ядер следует строить на одних и
те же рекомендованных уровнях с энергиями EKπ

в одних и тех же интервалах от нуля до некото-
рой энергии Ecj , за которой начинается непрерыв-
ный спектр переходных состояний, j – номер барьера
(и то же верно для всех четно-нечетных, нечетно-
четных и нечетно-нечетных ядер). Ясно, что это
упрощение. Таким образом, прежде чем технически
усложнять модели деления, естественно попытаться
согласовать расчет с экспериментом в рамках име-
ющихся моделей путем подбора более приемлемых
параметров, относящихся к делению (но не меняя
другие параметры и тем самым сохраняя качество
описания сечений в упругом канале и всех других
каналах реакции).

В качестве первого шага мы воспользовались оп-
цией “best” в TALYS, означающей, что вместо пара-
метров по умолчанию используются параметры из
специального набора, улучшающие описание наблю-
даемых величин в заданной реакции, в нашем слу-
чае – 240Pu(n, f). Сечение деления, вычисленное с
параметрами “best”, представлено на рис. 3, и оно
действительно лучше согласуется с эксперименталь-
ными данными, нежели вариант по умолчанию. Это
достигается тем, что 1) немного изменяются некото-
рые из высот и ширин барьеров 241Pu, 240Pu и 239Pu,
2) для каждого из ядер 240Pu и 239Pu понижается
параметр плотности уровней при энергии возбужде-
ния, равной энергии связи нейтрона, и повышаются
плотности переходных состояний над 1-м и 2-м ба-

рьерами, 3) подавляется влияние состояний во 2-й
яме ядра 241Pu на сечение деления (это важно лишь
при очень низких энергиях, соответствующих глубо-
ко подбарьерной области). Отметим сразу, что в наш
набор параметров, описанный ниже, из перечислен-
ного не измененным вошел лишь пункт 3).

Мы, однако, отказались от варианта “best”, по-
скольку в нем необходимое повышение плотности
уровней над барьерами ядер 240Pu и 239Pu обеспе-
чивается неудовлетворительным способом. А имен-
но, в модели Гилберта–Камерона отдельно задаются
функции, описывающие плотность уровней при низ-
ких и высоких энергиях, но при некоторой энергии
EM , разделяющей указанные области, приравнива-
ются и сами функции, и их первые производные.
Между тем, в варианте “best” (для рассматривае-
мой реакции) плотности уровней при низких и высо-
ких энергиях задаются совершенно независимо, так
что при энергии EM плотность уровней претерпевает
разрыв.

Таблица 1. Высоты B (МэВ), параметры ширин ~ω (МэВ),
факторы Rtm и Krc для 1-го и 2-го барьеров деления нукли-
дов 241−238Pu в зависимости от массового числа A, использо-
ванные нами для описания сечения деления и угловой анизо-
тропии осколков в реакции 240Pu(n, f)

1 2

A B ~ω Rtm Krc B ~ω Rtm Krc

241 6.05 0.78 0.7 1.5 5.4 0.5 1.0 1.5

240 6.07 0.9 8.0 2.0 5.05 0.6 8.0 4.0

239 6.1 0.8 0.7 1.5 5.6 0.5 1.0 1.5

238 5.6 0.9 4.0 1.0 5.0 0.6 4.0 2.0

В результате мы, во-первых, отказались от вме-
шательства в параметр плотности уровней для 240Pu
и 239Pu, подбираемый в TALYS для каждого яд-
ра таким образом, чтобы он согласовывался с из-
вестным средним расстоянием между s-волновыми
компаунд-резонансами, и, во-вторых, добились необ-
ходимого повышения плотности переходных состоя-
ний для указанных ядер, сохраняя непрерывность
и гладкость плотности уровней. Для этого мы вос-
пользовались подгоночными параметрами, имеющи-
мися в TALYS, Rtm и Krc. Первый из них определяет
момент инерции ядра на барьере I⊥ = RtmI

rb
⊥ от-

носительно оси, перпендикулярной оси деформации,
где Irb⊥ – соответствующий “твердотельный” момент
инерции. По умолчанию в TALYS принято, что па-
раметр Rtm равен 0.6 на 1-м барьере и 1.0 на 2-м ба-
рьере. Второй параметр, Krc, входит как множитель
в фактор коллективного усиления плотности уров-
ней на барьерах при энергиях возбуждения выше
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EM и по умолчанию принимается равным единице.
С помощью параметра Rtm можно увеличить момен-
ты инерции ядер на барьерах, что дает рост числа
уровней в ротационных полосах в области дискрет-
ных уровней от нуля до энергии Ecj < EM (подоб-
ная коррекция числа ротационных уровней была вы-
полнена также для 241Pu и 238Pu). Кроме того, мы
немного изменили некоторые из высот и ширин ба-
рьеров нуклидов 241−238Pu по сравнению со значени-
ями из RIPL-3. Все использованные параметры для
241−238Pu (в том числе все, отличающиеся от значе-
ний по умолчанию) приведены в табл. 1. Результат
расчета сечения деления представлен на рис. 3. На
наш взгляд, это описание не уступает по качеству
варианту “best”, а в некоторых интервалах, в частно-
сти, 5–8 МэВ, выглядит лучше.

На рисунке 4 представлено полное сечения деле-
ния σf вместе с составляющими, обусловленными де-
лениями 1-го, 2-го и 3-го шансов. Отметим, что пик
в сечении вблизи энергии 8 МэВ, хотя и связан с рос-
том вклада от деления 2-го шанса, но своей харак-
терной формой обязан скорее тому, что выше 8 МэВ
сечение деления 1-го шанса падает быстрее, нежели
растет вклад от 2-го. Кроме того, на этом же рисун-
ке представлена “компаунд-составляющая” полного
сечения деления, определенная формулами (2) и (3).

Рис. 4. (Цветной онлайн) Рассчитанные нами полное и
парциальные сечения деления 240Pu в зависимости от
энергии E падающих нейтронов. Сплошная линия –
сечение деления σf , штриховая линия – компаунд-
составляющая сечения деления σC

f , штрих-пунктирная
линия – вклад деления 1-го шанса, точечная линия –
вклад деления 2-го шанса, штрих-пунктирная линия с
двумя точками – вклад деления 3-го шанса

Изложим теперь вкратце суть нашего подхода к
вычислению углового распределения осколков, ра-

нее использованного для описания результатов, по-
лученных в реакции 237Np(n, f) [8, 16]. Посколь-
ку делимость PZN

f (Jπi) — это сумма по делимо-
стям PZN

f (JπiK) через состояния с определенны-
ми K, то распределение по K, входящее в выра-
жение (6), вычисляется как отношение: ρJπiZN (K) =

= PZN
f (JπiK)/PZN

f (Jπi). При этом дифференциаль-
ное сечение деления записывается в виде

dσf (θ)

dΩ
=

∑

ZNJπi

σZN (Jπi)PZN
f (Jπi)

dwJπi
ZN (θ)

dΩ
. (8)

При интегрировании по всем телесным углам это
дифференциальное сечение переходит в сечение де-
ления (3).

Далее, поскольку сечения σZN (JπiM) (1), опре-
деляющие распределения ηJπiZN (M), состоят из DPE-
и C-составляющих, то возникают две существенно
разные задачи по вычислению спин-тензоров ори-
ентации (5) уровней делящихся ядер. Одна связана
с прямыми и предравновесными процессами, тогда
как другая — с формированием исходного выстро-
енного компаунд-ядра и его последующего статисти-
ческого распада. Эта последняя задача решается с
той же точностью, с какой в рамках метода Хаузера–
Фешбаха, заложенного в TALYS, находятся сечения
заселения всех уровней компаунд-ядра и всех оста-
точных ядер. Что же касается первой задачи, то в
[8] мы привели следующий аргумент в пользу сла-
бой выстроенности состояний, заселяющихся через
прямые и предравновесные процессы. В этих про-
цессах входной и выходной каналы характеризуются
сравнимыми энергиями относительного движения и,
следовательно, сравнимыми относительными орби-
тальными моментами. Но направление оси разлета
частиц, относительно которой выстроены орбиталь-
ные моменты в выходном канале, меняется в про-
странстве от столкновения к столкновению, поэтому
в среднем направление углового момента остаточно-
го ядра должно быть слабо связано с осью столкнове-
ния, т.е. выстроенность остаточных ядер относитель-
но оси z должна быть незначительной. Иначе обсто-
ит дело в компаунд-ядерных процессах, где выход-
ные каналы характеризуются относительно малыми
энергиями относительного движения, масштаба тем-
пературы ядра, и, следовательно, малыми орбиталь-
ными моментами. Поэтому большая выстроенность
первичного компаунд-ядра должна эффективно пе-
редаваться остаточным ядрам (что и было подтвер-
ждено расчетами).

Таким образом, мы пренебрегаем выстроенностя-
ми остаточных ядер, образующихся после прямых и
предравновесных процессов. Соответственно, если в
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дифференциальном сечении деления выделить изо-
тропное DPE-слагаемое и добавить к нему изотроп-
ную часть C-слагаемого, то получим:

dσf (θ)

dΩ
=
σf
4π

+
∑

Q=2,4,...

σC
fQPQ(cos θ), (9)

σC
fQ = (2Q+ 1)

∑

ZNJπi

σC
ZN (Jπi)PZN

f (Jπi)×

× τCZN
Q0 (Jπi)βZN

Q (Jπi), (10)

где величины σC
ZN (Jπi), PZN

f (Jπi) исходно рассчи-
тываются в TALYS, тогда как вычисление τCZN

Q0 (Jπi)

добавлено нами в TALYS. Наблюдаемое угловое рас-
пределение осколков легко приводится к форме, из
которой было получено выражение (7),

W (θ) =
dσf (θ)/dΩ

σf
=

1

4π



1 +
∑

Q=2,4,...

AQPQ(cos θ)



 .

(11)
Есть и еще один аргумент в пользу изотропно-

сти DPE-составляющей сечения деления. Сравним
энергетическую зависимость наблюдаемой угловой
анизотропии W (0◦)/W (90◦) на рис. 2 и рассчитан-
ной компаунд-составляющей сечения деления σC

f на
рис. 4. Мы видим, что выше 20 МэВ эти величины,
разные по своей природе, уменьшаются с ростом
энергии схожим образом. Но так и должно быть, ес-
ли угловая анизотропия осколков обусловлена глав-
ным образом выстроенностью компаунд-ядра, пере-
дающейся на остаточные ядра в процессе его стати-
стического распада. Величина σC

f обращается в нуль
вблизи энергии 160 МэВ; при этой энергии и выше
отличие наблюдаемой угловой анизотропии от нуля
сравнимо со статистической погрешностью.

Что же касается параметров анизотропии, вхо-
дящих в (10), то при достаточно высоких энергиях
возбуждения для распределения по K, входящего в
(6), используется статистическая гипотеза (см., на-
пример, [14]), ρJπiZN (K) ∼ e−K2/2K2

0 , параметр K2
0 =

= IeffT/~
2 выражается через температуру ядра T и

эффективный момент инерции

Ieff =
I⊥I‖
I⊥ − I‖

, (12)

где I‖ и I⊥ (выше уже встречавшийся) – момен-
ты инерции относительно оси деформации ядра и
оси, поперечной к ней. В то же время при энергиях,
незначительно превышающих барьер деления (или
наивысший из барьеров, если их несколько) и при
подбарьерных энергиях мы ожидаем, что деление бу-
дет идти в основном через одно-два дискретных пе-
реходных состояний, лежащих в интервале от нуля

до Ecj над наивысшим j-м барьером. В [8] мы пред-
ложили следующее распределение,

ρJπiZN (K) ∼ e−α(|K|−K1), (13)

достаточно быстро убывающее при отклонении от
одного-двух выделенных значений K.

Следуя логике нашей предыдущей работы по ре-
акции 237Np(n, f), мы ограничились введением мини-
мального числа дополнительных параметров, не пре-
тендуя на высокую точность описания угловой ани-
зотропии, а скорее проверяя, воспроизводит ли наш
подход общий ход ее энергетической зависимости.
Более того, в этой работе мы воспользовались ранее
установленными численными значениями всех “уни-
версальных” параметров; например, приняли α = 1.5

для коэффициента в экспоненте в формуле (13). За-
метим, далее, что в TALYS различаются энергия воз-
буждения ядра E∗ и эффективная энергия возбуж-
дения U = E∗ − δ, где δ – поправка на спарива-
ние нуклонов, зависящая от Z и N . Например, для
первичного компаунд-ядра 241Pu энергия E∗ равна
сумме энергии связи нейтрона Bn = 5.242 МэВ в
этом ядре и энергии столкновении нейтрона с ядром
в с.ц.м. Ecm, тогда как δ = 0.773МэВ. На барьере
энергия возбуждения ядра уменьшается на величи-
ну, равную высоте барьера. В этих терминах нами
было принято, что при U > Uup = 0.4МэВ справед-
ливо статистическое распределение по K, тогда как
при U < Udown = −0.1МэВ – распределение (13);
в промежуточной области используется плавный пе-
реход от распределения одного типа к другому. Эф-
фективный момент инерции, как и ранее, мы счита-
ли одинаковым для всех делящихся нуклидов и рас-
сматривали его как подгоночный параметр. Темпе-
ратура вычисляется по стандартной формуле

T =

√

U

aj(U)
, (14)

где aj(U) — параметр плотности уровней на j-м, наи-
более высоком барьере, зависящий от энергии так,
как это задано в TALYS. И, наконец, если в преды-
дущей работе мы особым образом выбирали значе-
ния K1 для компаунд-ядра и ядра- мишени, а для
всех прочих ядер полагали K1 = 1.5, то в этой рабо-
те мы поступили также. Для ядра-мишени 240Pu, в
частности, приняли K1 = 1.9.

Но в двух пунктах мы отклонились от процеду-
ры, использованной ранее. Во-первых, раз плотно-
сти уровней над барьерами вычисляются с множи-
телями, описывающими усиление за счет коллектив-
ных эффектов, то в формулу (14), по-видимому, пра-
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вильно подставлять эффективный параметр плотно-
сти уровней, при котором при заданной энергии U

плотность уровней ферми-газа сравнивается с той
плотностью уровней, которая получается в резуль-
тате усиления. Во-вторых, параметр K1 может зави-
сеть от J и π, и в этой работе мы ввели такую зависи-
мость для состояний компаунд-ядра 241Pu, что, как и
следовало ожидать, значительно повысило гибкость
нашего подхода при описании угловой анизотропии
при энергиях падающих нейтронов ниже 1.5 МэВ.

В этой области существенные вклады в сечение
деления дают парциальные волны с орбитальными
моментами l ≤ 3, при этом анизотропия угловых рас-
пределений осколков возникает при делении выстро-
енных состояний 3/2−, заселяемых p-волнами, состо-
яний 3/2+ и 5/2+, заселяемых d-волнами, а также
состояний 5/2− и 7/2−, заселяемых f -волнами. Над
1-м, более высоким барьером ядра 241Pu, в интер-
вале от 0 до Ec1 = 80 кэВ располагаются ротацион-
ные переходные состояния, построенные на состоя-
ниях с энергиями EK=1/2+ = 0, EK=3/2− = 10 кэВ,
EK=1/2− = 50 кэВ, EK=5/2+ = 80 кэВ. Предполагая,
что состояния, заселяемые f -волнами, скорее делят-
ся через переходные состояния с K = 3/2, неже-
ли K = 1/2, мы приняли K1 = 1.4 для 5/2− и
7/2−. Далее, состояние 3/2+ может делиться толь-
ко через K = 1/2, так что K1 = 0.5, тогда как
для 5/2+ мы приняли K1 = 1.0, поскольку здесь
к вкладу от K = 1/2 может добавляться вклад от
K = 5/2. Наконец, для состояния 3/2− была ис-
пользована подобранная апроксимация K1 = 1.2 −
0.35 · e−9.5(Ecm−0.36)2 , имитирующая изменение вкла-
дов переходных состояний с K = 1/2 и K = 3/2.
Результат представлен на рис. 2; в подбарьерной об-
ласти ниже 0.7–0.8 МэВ получено разумное описание
угловой анизотропии.

Что же касается области выше 2 МэВ, где мы ис-
пользуем статистическое распределение по K, то на
рис. 2 представлены три варианта расчета, различа-
ющиеся только величиной ~2/Ieff, фактически, един-
ственным подгоночным параметром. Общему ходу
энергетической зависимости угловой анизотропии,
как представляется, лучше всего соответствует зна-
чение ~2/Ieff = 7 кэВ. В рамках данного подхода, в
котором принимается во внимание лишь спиновая
выстроенность компаунд-ядра, угловая анизотропия
обращается в нуль вблизи энергии 160 МэВ вместе
с сечением σC

f . Если анизотропия при этой и более
высоких энергиях в самом деле отлична от нуля, то
ее значение может рассматриваться как погрешность
нашего подхода, не учитывающего спиновое выстра-
ивание в прямых и предравновесных процессах.

Переход к использованию эффективного пара-
метра плотности уровней в формуле (14) позволил
снизить параметр ~2/Ieff с 17 кэВ в наших работах
[8, 16] по реакции 237Np(n, f) до 7 кэВ в данной ра-
боте. Это важно, потому что это ближе к тому, что
следует ожидать. В самом деле, при достаточно вы-
соких энергиях возбуждения, где справедлив стати-
стический подход, моменты инерции ядер должны
быть близки к твердотельным значениям. Пользуясь
выражениями

I⊥ = I0

(

1 +
β2
3

)

, I‖ = I0

(

1− 2β2
3

)

, (15)

используемыми в TALYS, где I0 = (2/5)mr20A
5/3, m –

масса нейтрона, r0 = 1.2фм, A – массовое число, β2 –
параметр деформации, получим

~2

Ieff
=

~2

I0

β2
(1 − 2β2/3)(1 + β2/3)

. (16)

Заметим, что в такой модели эффективный момент
инерции в самом деле (как мы принимаем в нашем
подходе) слабо меняется от ядра к ядру, так как мас-
сы и деформации (например, на 1-м барьере) деля-
щихся ядер близки. Если принять, как в TALYS, что
β2 = 0.6 на 1-м барьере, то ~2/Ieff = 6.5 кэВ при
A = 240. И это очень близко к тому, что получилось
в данной работе.

Подытоживая, в данной работе мы представили
новые экспериментальные данные по угловой анизо-
тропии осколков деления ядер 240Pu нейтронами с
энергиями от 1 до 200 МэВ, а также численную оцен-
ку этой анизотропии на основе ранее разработан-
ного подхода с использованием модифицированной
программы TALYS. Как при низких, так и высоких
энергиях воспроизводится общий ход энергетической
зависимости угловой анизотропии с использованием
небольшого числа параметров с разумными числен-
ными значениями. В ходе работы был также най-
ден способ описать с хорошей точностью энергетиче-
скую зависимость сечения деления 240Pu нейтрона-
ми с энергиями до 100 МэВ (расхождения при более
высоких энергиях могут быть связаны как с непра-
вильным учетом предравновесных процессов, так и
с некоторыми другими факторами).

Для получения по-настоящему надежной инфор-
мации о барьерах, переходных состояниях на барье-
рах, т.е., в сущности, о механизме деления, а так-
же о роли предравновесных процессов при достаточ-
но больших энергиях, нужно, во-первых, включать
в анализ как можно больше разнородных данных и,
во-вторых, совершенствовать модели, описывающие
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ядерные процессы. Мы рассматриваем данную рабо-
ту как подготовительный шаг в данном направлении.
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Обсуждаются эффекты несохранения четности при взаимодействии релятивистских поляризован-
ных протонов и дейтронов. В рамках подхода Глаубера получены оценки Р-нечетных асимметрий в пол-
ном и упругом сечениях рассеяния, сечении диссоциации и в неупругом сечении рассеяния с рождением
мезонов. Показано, что с точки зрения величины Р-нечетного эффекта, взаимодействие поляризованных
дейтронов с неполяризованными протонами имеет преимущество по сравнению со взаимодействием по-
ляризованных протонов с неполяризованными дейтронами. При этом найдена значительная Р-нечетная
асимметрия в канале диссоциации поляризованного дейтрона.

DOI: 10.31857/S1234567820180020

Введение. Интерференция амплитуд сильного и
слабого взаимодействий приводит к несохранению
четности в ядерных и адронных процессах [1, 2].
Наблюдаемые эффекты в ядерных процессах и в
процессах рассеяния протонов и нейтронов низких
энергий принято описывать феноменологическими
мезон-барионными взаимодействиями (см. обзор [3]).
Несмотря на обширную теоретическую [4–15] и экс-
периментальную [19–22] литературу, вопрос о несо-
хранении четности в адронных процессах при высо-
кой энергии остается открытым. Существенного про-
гресса в понимании этого эффекта можно ожидать
от поляризационных экспериментов на коллайдере
NICA [23, 24]. Возможные постановки экспериментов
на NICA по поиску нарушения четности при взаимо-
действии продольно поляризованных протонов или
дейтронов с неполяризованной мишенью обсужда-
лись в работе [25].

Оценки Р-нечетной асимметрии в нуклон-
нуклонном рассеянии в области энергий NICA даны
в нашей недавней работе [26]. Структура слабых
токов такова, что главный вклад в Р-нечетную
асимметрию в pp рассеянии дают радиационные
поправки за счет зарядово-обменного сильного
взаимодействия. Было показано также, что с точки
зрения величины наблюдаемого эффекта, выгодно
измерять P-нечетную асимметрию в упругом рас-

1)e-mail: nikolaev@itp.ac.ru

сеянии, так как в неупругих сечениях асимметрия
сильно подавлена.

В предлагаемой работе мы обобщили результаты
[26] на P-нечетные асимметрии в протон-дейтронном
рассеянии при энергиях коллайдера NICA. В отли-
чие от нуклон-нуклонного рассеяния, здесь возни-
кает канал квазиупругого рассеяния с диссоциаци-
ей дейтрона в протон-нейтронный континуум. Ана-
логично результату [26] об усилении асимметрии в
упругом рассеянии, подобное усиление найдено и для
диссоциации продольно поляризованного дейтрона
на неполяризованном протоне. Р-нечетная асиммет-
рия при взаимодействии поляризованного дейтрона
с неполяризованным протоном оказывается выше,
чем при взаимодействии поляризованного протона
с неполяризованным дейтроном. Это важно с точки
зрения экспериментальных возможностей, так как в
области энергий коллайдера NICA ускорение поля-
ризованных дейтронов свободно от спиновых резо-
нансов, многочисленных в случае поляризованных
протонов. Что касается выделения Р-нечетной асим-
метрии в процессах упругого рассеяния и диссоциа-
ции ускоренных дейтронов, выгодных с точки зрения
ожидаемой величины эффекта, мы обращаем вни-
мание на возможности работы с внутренней струй-
ной водородной мишенью с детектированием прото-
нов отдачи [27].

Нуклон-нуклонное рассеяние. Полная ам-
плитуда высокоэнергетического упругого протон-
нуклонного рассеяния T (q⊥), где q⊥ – поперечный

352 Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 5 – 6 2020



Несохранение четности в протон-дейтронном рассеянии 353

импульс рассеянного протона, может быть представ-
лена в виде [26]

T (q⊥) = Ts(q⊥) + TW (q⊥) + Tint(q⊥),

Tint(q⊥) = − i

2

∫

d2q′⊥
(2π)2

Ts(q
′
⊥)TW (q⊥ − q′

⊥). (1)

Здесь Ts(q⊥) – амплитуда сильного взаимодействия,
TW (q⊥) – амплитуда слабого взаимодействия с уче-
том радиационных поправок к Р-нечетному гамиль-
тониану за счет сильного взаимодействия, Tint(q⊥) –
так называемая абсорбционная поправка к слабой
амплитуде, ее нетрудно вывести в эйкональном под-
ходе. С учетом сохранения s-канальной спирально-
сти для амплитуд pN рассеяния (здесь и далее N =

= p, n) можно использовать стандартную парамет-
ризацию [28] (отличие от альтернативных парамет-
ризаций [29, 30] несущественно и не обсуждается):

T pN
s (q⊥) = δλ1λ3δλ2λ4t

pN
s (q⊥),

tpNs (q⊥) = −(ǫpN + i)σpN
s, tot exp(−BpNq

2
⊥/2), (2)

где λ1 и λ2 – спиральности начальных частиц, λ3 и
λ4 – соответствующие спиральности конечных час-
тиц (λi = ±1). При переданных импульсах внутри
дифракционного конуса отношение вещественной и
мнимой частей амплитуды ǫpN и наклон конуса BpN

можно считать константами. С удовлетворяющей нас
точностью, в области энергий NICA, можно поло-
жить tpps (q⊥) = tpns (q⊥) ≡ ts(q⊥) [28]. В численных
оценках мы используем

ǫpN = ǫ = −0.5, σpN
s, tot = σs, tot = 50мб,

BpN = B = 9ГэВ−2. (3)

При этом сечение упругого рассеяния равно

σpN
s, el =

∫

|T pN
s (q⊥)|2

d2q⊥
16π2

=
(1 + ǫ2)σ2

s,tot

16πB
= 17.8мб. (4)

Согласно [26], амплитуды за счет слабого взаи-
модействия, T pN

W (q⊥), имеют разные зависимости от
переданного импульса и спиральностей:

T pp
W (q⊥) = λ1δλ1λ2δλ1λ3δλ1λ4t

pp
W (q⊥),

T pn
W (q⊥) = λ1δλ1λ3δλ2λ4t

pn
W (q⊥),

tppW (q⊥) = cppR(q⊥), tpnW (q⊥) = cpn F
2(q⊥),

F (q⊥) =
Λ4

(Λ2 + q2⊥)
2
,

R(q⊥) =
4

π

∫

F 2(k⊥)d2k⊥
(k⊥ − q⊥)2 +m2

ρ

,

cpp = 5 нб, cpn = −7.8 нб,

Λ = 1ГэВ, mρ = 770МэВ. (5)

Обратим внимание на то, что cpp и cpn имеют проти-
воположный знак.

Используя оптическую теорему, σtot = −ImT (0),
находим поправки σpp

W,tot и σpn
W, tot к полному сечению

pp и pn рассеяния за счет слабого взаимодействия:

σpp
W, tot = λ1δλ1λ2δλ1λ3δλ1λ4S

pp
W ,

σpn
W, tot = λ1δλ1λ3δλ2λ4S

pn
W ,

Spp
W = 3.7 нб, Spn

W = −2.47 нб. (6)

Соотношение между Spp
W и Spn

W определяется не толь-
ко соотношением между cpp и cpn, но и разной за-
висимостью амплитуд tppW и tpnW от q⊥. При упро-
щенной параметризации (2) Р-нечетные поправки
σpN
W, el к упругим сечениям pN рассеяния совпадают

с Р-нечетными поправками к соответствующим пол-
ным сечениям. Подавление Р-нечетных поправок к
неупругим сечениям есть, по-существу, общее след-
ствие условия унитарности в линейном по слабому
взаимодействию приближении.

Эффекты слабого взаимодействия в

протон-дейтронном рассеянии. Здесь рабо-
чим аппаратом является подход Глаубера [31–33].
Отдельного рассмотрения требует новый канал
дифракционной диссоциации (квазиупругого рассе-
яния) в протон-нейтронный континуум без рождения
мезонов, pd → (pn)p, в котором, как мы покажем,
также возможна большая P-нечетная асимметрия.

Амплитуда T pd
s упругого рассеяния за счет силь-

ного взаимодействия равна

T pd
s (q⊥) = δλpλ′

p
δλdλ′

d
tpds (q⊥),

tpds (q⊥) =
[

tpps (q⊥) + tpns (q⊥)
]

FD

(q⊥
2

)

−

− i

2

∫

d2q′⊥
(2π)2

tpps

(q⊥
2

− q′
⊥

)

tpns

(q⊥
2

+ q′
⊥

)

FD (q′
⊥) .(7)

Здесь λp и λ′p – спиральности начального и конеч-
ного протонов, λd и λ′d – спиральности начального и
конечного дейтронов. Амплитуда однократного рас-
сеяния содержит формфактор дейтрона FD (q⊥/2), а
малая в области дифракционного конуса упругого pd
рассеяния амплитуда двухкратного рассеяния дает
глауберовское экранирование. Формфактор дейтро-
на можно оценить с достаточной точностью, исполь-
зуя чисто S-волновую функцию φ(r):

FD(q) =

∫

d3r |φ(r)|2 exp(−iq · r).

Полученная в модели прямоугольной ямы формула
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FD(q) =
2b

(b − 1)x

[

arctan
(x

2

)

− 1

2
Si
(x

b

)

−

− 1

4
Si
(

π +
x

b

)

+
1

4
Si
(

π − x

b

) ]

,

Si(x) =
∫ x

0

dy
sin y

y
, b = 2.5,

x = q/κ, κ = 45.7МэВ (8)

численно хорошо согласуется с полученными в дру-
гих моделях.

Выражение для полного сечения pd рассеяния
следует из оптической теоремы:

σpd
s, tot = 2σs, tot −∆σG = 96мб,

∆σG =
1

2
(1− ǫ2)σ2

s, tot ×

×
∫

d2q⊥
(2π)2

exp(−B q2⊥)FD (q⊥) = 4мб. (9)

Поправка ∆σG, соответствующая глауберовской
экранировке, мала в силу большого размера дейтро-
на, ∆σG ≪ σpd

s, tot. Ввиду очевидной доминантности
амплитуды однократного рассеяния, Р-нечетная
асимметрия в pd рассеянии будет подобна асиммет-
рии в упругом pN рассеянии. Интегральное сечение
упругого pd рассеяния будет заметно подавлено
формфактором дейтрона. В том же приближе-
нии рыхлого дейтрона дифференциальное сечение
квазиупругого pd рассеяния будет близко к сумме
дифференциальных сечений упругого pp и pn рас-
сеяния. Таким образом, мы ожидаем, что указанное
в [26] усиление Р-нечетной асимметрии в упругом
pN рассеянии будет присутствовать и в упругом, и
в квазиупругом pd рассеянии. Мы опускаем обсуж-
дение имеющего ничтожно малое сечение процесса
перезарядки дейтрона (d→ pp).

Полный вклад слабого взаимодействия в ампли-
туду упругого рассеяния поляризованного протона
на поляризованном дейтроне, T pd

W (q⊥), включающий
все абсорбционные поправки, имеет вид

T pd
W (q⊥) = δλpλ′

p
δλdλ′

d
tpdW (q⊥),

tpdW (q⊥) = Tλpλd
(q⊥)FD

(q⊥
2

)

−

− i

2

∫

d2q′⊥
(2π)2

ts (q
′
⊥) Tλpλd

(q⊥ − q′
⊥)FD

(q⊥
2

)

−

− i

2

∫

d2q′⊥
(2π)2

ts

(q⊥
2

− q′
⊥

)

Tλpλd

(q⊥
2

+ q′
⊥

)

FD(q′
⊥)−

− 1

4

∫∫

d2q′⊥
(2π)2

d2q′′⊥
(2π)2

ts

(q⊥
2

− q′
⊥

)

ts

(q⊥
2

− q′′
⊥

)

×

× Tλpλd
(q′

⊥ + q′′
⊥)FD (q′

⊥) ,

Tλpλd
(q⊥) =

1

2
(λp + λd)t

pp
W (q⊥) + λp t

pn
W (q⊥). (10)

Главный Р-нечетный вклад σpd
W, el в сечение упругого

рассеяния равен

σpd
W, el =

∫

d2q⊥
8π2

Re
[

tpd ∗
s (q⊥)t

pd
W (q⊥)

]

≃ − ǫσs, tot
4π2

×

×
∫

d2q⊥ exp(−B q2⊥/2)Tλpλd
(q⊥)F

2
D (q⊥/2) . (11)

В случае рассеяния поляризованного протона на
неполяризованном дейтроне следует использовать
Tλpλd

(q⊥) из (10) с λd = 0, а для рассеяния поля-
ризованного дейтрона на неполяризованном протоне
необходимо использовать Tλpλd

(q⊥) с λp = 0.
Следуя технике Франко—Глаубера [32, 33],

нетрудно получить Р-нечетную поправку к сече-
нию квазиупругого pd рассеяния. Опуская детали
вычислений, мы ограничимся утверждением, что
суммарное Р-нечетное сечение упругого (σpd

W, el)

и квазиупругого (σpd
W, qel) рассеяния совпадает с

поправкой σpd
W, tot к полному сечению pd рассеяния,

которое может быть определено по оптической
теореме из амплитуды (10):

σpd
W, tot = − ǫσs, tot

8π2
×

×
∫

d2q⊥ exp(−B q2⊥/2) Tλpλd
(q⊥) [1 + FD (q⊥)]. (12)

Как и в случае неупругого pN рассеяния, Р-нечетная
асимметрия в истинно неупругом сечении pd рассея-
ния, в котором рождаются мезоны, является подав-
ленной.

Перейдем от качественного обсуждения к числен-
ным оценкам сечений и соответствующих асиммет-
рий A = σW /σs при рассеянии поляризованного дей-
трона с λd = 1 на неполяризованном протоне. Ис-
пользуя приведенные формулы, находим:

σpd
s, tot = 96мб, σpd

W, tot = 2.1 нб, Apd
tot = 2 · 10−8,

σpd
s, el = 20мб, σpd

W, el = 0.7 нб, Apd
el = 3.5 · 10−8,

σpd
s, qel = 22.4мб, σpd

W, qel = 1.4 нб, Apd
qel = 6 · 10−8.

(13)

Для взаимодействия поляризованного протона с
λp = 1 с неполяризованным дейтроном имеем

σpd
W, tot = −0.8 нб, Apd

tot = −0.9 · 10−8,

σpd
W, el = −0.6 нб, Apd

el = −3 · 10−8,

σpd
W, qel = −0.2 нб, Apd

qel = −10−8. (14)

Разница в знаках и величине асимметрий связана с
существенным отличием зависимости Tλpλd

(q⊥) от q⊥
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Рис. 1. Зависимость T0 1 (сплошная линия) и T1 0 (пунк-
тирная линия) от q2 ≡ q2

⊥, (10)

для поляризованных протонов и для поляризован-
ных дейтронов, см. рис. 1.

Так как Р-нечетный гамильтониан слабого pp вза-
имодействия определяется радиационной поправкой
за счет сильного взаимодействия, точность расчета
которой невелика, то указанное на рис. 1 поведение
Tλpλd

(q⊥) носит скорее качественный характер. Из
приведенных оценок следуют два важных вывода.
Вo-первых, величина ожидаемой Р-нечетной асим-
метрии делает выгодным эксперимент по взаимодей-
ствию именно поляризованных дейтронов с неполя-
ризованными протонами. Это выгодно и с точки зре-
ния управления поляризацией накопленных в уско-
рителе частиц, так как в области энергий NICA у
дейтронов нет спиновых резонансов, в то время как
у протонов есть многочисленные спиновые резонан-
сы. Во-вторых, опять же ориентируясь на величи-
ну ожидаемой асимметрии, выгодно выделять упру-
гое и квазиупругое pd рассеяние. Здесь мы вкрат-
це прокомментируем проводимый участниками гран-
та Российского фонда фундаментальных исследова-
ний # 18-02-40092 МЕГА, которые являются автора-
ми [25], анализ привлекательных возможностей ра-
боты с внутренней струйной водородной мишенью.

При работе со струйной мишенью (см., например,
[27]) для выделения упругого рассеяния достаточно
измерить передачу импульса на протон отдачи, ко-
торый однозначно связан с углом вылета протона,
θ = qz/q⊥ = q⊥/(2mp). Диссоциация релятивистско-
го дейтрона c γ ≫ 1 в np пару с энергией возбуж-
дения ǫ∗ дает дополнительный вклад в продольный
импульс протонов отдачи, ∆qz = ǫ∗/γ, что увеличи-
вает угол вылета θ. При этом уширяется, по срав-
нению с чисто упругим рассеянием, и распределение
по поперечному импульсу протонов отдачи. Это да-
ет возможность регистрации квазиупругих событий

с одновременной дискриминацией событий рождения
пионов, когда ǫ∗ > mπ.

Заключение. Мы проанализировали эффекты
несохранения четности в процессе рассеяния прото-
нов на дейтронах при энергиях коллайдера NICA.
Используя подход Глаубера, мы получили оценки
для поправок за счет слабого взаимодействия к пол-
ному, упругому, неупругому сечениям и сечению дис-
социации в pd рассеянии, а также соответствую-
щие спиновые асимметрии, см. (13) и (14). Соглас-
но нашим результатам, предпочтительными явля-
ются эксперименты по рассеянию поляризованных
дейтронов на неполяризованных протонах. Это об-
стоятельство является особенно важным, поскольку
ускорение релятивистских поляризованных дейтро-
нов проще, чем ускорение поляризованных протонов.
Полученные результаты должны учитываться при
планировании экспериментов на коллайдере NICA.

Мы выражаем благодарность И. А. Коопу и
Ю. М. Шатунову за полезные обсуждения.

Работа выполнена при поддержке гранта Рос-
сийского фонда фундаментальных исследований
# 18-02-40092 МЕГА.
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В данной работе представлены Лоренц-инвариантные 2D уравнения, имеющие в случае двух ска-
лярных полей долгоживущие (t ∽ 1000) локализованные решения без потерь энергии на излучение. В
случае 3 скалярных полей показано существование долгоживущих локализованных решений с нетриви-
альной внутренней структурой. Эта структура представляет собой два пространственно разделенных и
связанных между собой максимума квадратов амплитуды этих полей. Подобные решения могут быть
интересны как солитонные модели структуры адронов.

DOI: 10.31857/S1234567820180032

Солитонные решения нелинейных уравнений час-
то рассматриваются как протяженные модели час-
тиц [1–9]. Например, модель Скирма [10–12], опи-
сывающая внутреннюю структуру барионов и лег-
ких ядер. Одним из недостатков солитонного под-
хода является достаточно малое количество мате-
матических моделей, имеющих 2D и 3D устойчи-
вые локализованные решения. В некоторых случа-
ях подобные решения невозможны. Например, суще-
ствование стационарных локализованных решений
лоренц-инвариантных полевых уравнений для про-
странственной размерности более 1 запрещено теоре-
мой Деррикса [13]. Однако это не исключает таких
локализованных, зависящих от времени осциллиру-
ющих решений. Ранее в [14] было рассмотрено урав-
нение (1), имеющее локализованные, не расплываю-
щиеся сферически симметричные численные реше-
ния в 3D случае. Также уравнение (2) имеет локали-
зованные, не расплывающиеся цилиндрически сим-
метричные численные решения в 2D случае.

uxx + uyy + uzz − utt = u
1

2k+1 , (1)

uxx + uyy − utt = u
1

2k+1 . (2)

Следующим естественным шагом исследования ре-
шений уравнений (1)–(2) было моделирование их ло-

1)e-mail: salemsrkk@yandex.ru

кализованных решений при отсутствии цилиндри-
ческой и сферической симметрии. Численное моде-
лирование в двумерном случае показывает, что без
условия цилиндрической симметрии локализованные
решения из одного поля u неустойчивы и достаточно
быстро (t ∽ 30) распадаются. Распад локализован-
ных решений (2) происходил при переходе амплиту-
ды решения через нулевые значения. Поэтому для
получения устойчивых локализованных решений бы-
ли рассмотрены уравнения вида (3)–(4) для двух ска-
лярных полей. Основным доводом в пользу возмож-
ного существования устойчивых локализованных ре-
шений в этом случае была возможность получения
решения, при котором оба осциллирующих поля не
равны одновременно нулю.

uxx + uyy − utt = α
u

(u2 + v2)
n

2n+1
+ βu + γu(u2 + v2),

(3)

vxx + vyy − vtt = α
v

(u2 + v2)
n

2n+1
+ βv + γv(u2 + v2).

(4)

Действительно, при ненулевых полях u, v слагаемое
при коэффициенте α представляет собой потенци-
альный барьер вида

α
1

(u2 + v2)
n

2n+1
, (5)
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который тем выше, чем меньше значение u2+v2. Сла-
гаемые при при коэффициентах β и γ ограничивают
решения большой амплитуды. Гамильтониан систе-
мы (3)–(4) имеет один минимум при u = 0, v = 0.
Численное моделирование показывает, что для су-
ществования локализованных решений, также как в
случае уравнений (1)–(2), нужна выпуклость вверх
выражения V ((u2+v2)1/2)/((u2+v2)1/2) как функции
от ((u2 + v2)1/2) вблизи нуля, где V – потенциальная
энергия.

При численном исследовании использовался мо-
дифицированный разностный метод Кристиансена
Ломдала [13] 4 порядка точности. Ограничение по
конечному времени счета проводилось из соображе-
ний контроля сохранения энергии. Численное моде-
лирование производилось в квадрате 20× 20.

Уравнения (3)–(4) интересны тем, что имеют дол-
гоживущие не расплывающиеся численные решения.
Локализованные решения в них сохраняются без за-
метных потерь энергии в течение всего времени чис-
ленного моделирования, например, для времени t =

= 1294, E = 13.51, а при t = 403, E = 13.79. Ин-
тересной особенностью решений при некоторых па-
раметрах является их нетривиальная структура. В
частности, при параметрах n = 8; α = 1; β = 12;
γ = 12 и начальных условиях вида

u(x, y, 0) = 0.85e(−2((x−10)2+(y−10)2/1.44))

ut(x, y, 0) = 0, (6)

vt(x, y, 0) = 4.24e(−2((x−10)2+(y−10)2/1.44))

v(x, y, 0) = 0 (7)

область перехода к нулевым значениям установив-
шегося решения представляет собой овал, периоди-
чески изменяющий свою ориентацию на плоскости
Oxy (рис. 1, 2).

В промежуточных состояниях решение прибли-
жается к “круглому” состоянию. Максимум амплиту-
ды квадрата величины u2+ v2 при этом значительно
не изменяется. Такое поведение решений говорит о
существовании некоего поверхностного натяжения.

В случае других начальных условий, при до-
статочно малых начальных энергиях E ≤ 14 сце-
нарий развития решения соответствует сценарию,
представленному на рис. 1 и 2. Таким образом, ло-
кализованное установившееся решение не излучает
энергию. При больших значениях энергии, напри-
мер, при E = 21.05, решение, изначально локализо-
ванное аналогично (6)–(7), распадается на несколько
локализованных объектов (см. рис. 3). Такое поведе-

Рис. 1. Пространственное распределение величины
(u2 + v2)1/2, E = 13.79

Рис. 2. Пространственное распределение величины
(u2 + v2)1/2

ние вызвано наличием слагаемых при коэффициен-
тах β и γ. Решения с начальными условиями между
этими значениями энергий в дальнейшем предпола-
гается исследовать более подробно.

Далее в уравнения были добавлены слагаемые ви-
да uv2, vu2 для получения двух максимумов величи-
ны u2+v2. Ожидалось, что поверхностное натяжение
будет компенсировать отталкивание полей. Но та-

Рис. 3. Пространственное распределение величины
(u2 + v2)1/2, E = 21.05
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кие решения оказались не стабильными. Для стаби-
лизации решений было добавлено 3 скалярное поле.
Наличие нескольких полей, одновременно не равных
нулю, приводит к более устойчивой локализации ре-
шений. Пример существования решений уравнений
(3)–(4) это подтверждает.

Были численно исследованы решения уравнений
(8)–(10) для трех скалярных полей:

uxx + uyy − utt = α
u

(u2 + v2 + w2)
n

2n+1
+ βu+

+ γu(u2 + v2 + w2) + λuv2 + ξw, (8)

vxx + vyy − vtt = α
v

(u2 + v2 + w2)
n

2n+1
βv +

+ γv(u2 + v2 + w2) + λvu2 − ξw, (9)

wxx + wyy − wtt = α
w

(u2 + v2 + w2)
n

2n+1
+ ηw +

+ γu(u2 + v2 + w2) + ξ(u− v) + µ
w

(w2)
n

2n+1
. (10)

Гамильтониан системы (8)–(10) имеет один ми-
нимум при u = 0, v = 0, w = 0. Здесь для ло-
кализации решений, также как в случае уравне-
ний (3)–(4), нужна выпуклость вверх выражения
V ((u2+v2+w2)1/2)/((u2+v2+w2)1/2) как функции от
(u2+v2+w2)1/2 вблизи нуля, где V – потенциальная
энергия. Уравнения построены таким образом, что
два скалярных поля u, v отталкиваются из-за слага-
емых uv2, vu2. Слагаемые при коэффициентах ξ при-
водят к тому, что при не нулевых значениях полей
u − v обязательно появляются не нулевые значения
поля w и при не нулевых значениях поля w обяза-
тельно появляются не нулевые значения полей u и v.
Или другими словами, эти слагаемые обеспечивают
некий “конфайенмент” для комбинации полей u − v,
w и w, u, v. Слагаемое при коэффициенте µ должно
обеспечивать локализацию поля w.

Численные решения уравнений (8)–(10) обладают
более интересной внутренней структурой. При неко-
торых начальных условиях и параметрах (n = 8;
α = 1; β = 12; γ = 18; λ = 360; ξ = 1.2; η = 8π;
µ = 1),

u(x, y, 0) = 0.15e(−2((x−11)2+(y−10)2))

ut(x, y, 0) = 0, (11)

v(x, y, 0) = −0.15e(−2((x−9)2+(y−10)2))

vt(x, y, 0) = 0, (12)

wt(x, y, 0) = 2.83e(−2((x−10)2+(y−10)2/1.44))

w(x, y, 0) = 0 (13)

решение представляет собой структуру из двух
периодически появляющихся максимумов значения
функции (u2+v2+w2)(1/2), см. рис. 4. Максимальное

Рис. 4. Энергия системы E = 14.10

по амплитуде решение сменяется решением мини-
мальной амплитуды величины (u2 + v2 + w2)(1/2),
см. рис. 5.

Рис. 5. Состояние малого значения амплитуды

Такое поведение решений сохраняется достаточно
длительное время (t ∽ 400) без заметного искажения
формы решения, см. рис. 6. Здесь нужно отметить,

Рис. 6. Энергия системы E = 10.37

что решение представляет собой связанное состояние
из максимумов полей, в каждом из которых одно из
полей u, v больше другого. Это состояние является
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связанным, в противном случае из-за отталкивания
полей u, v и начальных условий эти максимумы бы
удалились друг от друга. Решения уравнений (8)–
(10) исследовались в диапазоне значений начальной
энергии, при которой существенны коэффициенты
отталкивания и решение представляет собой связан-
ное состояние. Решения с другими начальными усло-
виями предполагается исследовать более подробно в
дальнейшем.

Как видно из численного решения уравнений (3)–
(4), уравнения скалярных полей с дробной степен-
ной нелинейностью интересны как уравнения, име-
ющие не расплывающиеся локализованные решения.
Существование колебаний пространственной ориен-
тации решений (3)–(4) позволяет говорить о некое
м аналоге поверхностного натяжения для локали-
зованных решений. При отталкивании для разных
полей поверхностное натяжение может его компен-
сировать. Это дает возможность получить долгожи-
вущие решения, имеющие несколько пространствен-
ных максимумов. Это подтверждают численные ре-
шения уравнений (8)–(10). Подобные решения могут
быть интересны как солитонные модели структуры
адронов. Кроме того, модель (8)–(10) интересна тем,
что в гамильтониане данной модели есть слагаемые,
обеспечивающие некий “конфайенмент” для комби-
наций полей. Подобные модели, по мнению авторов,
достойны изучения и имеют перспективы получения
стабильных решений с 3-мя пространственно разде-
ленными максимумами полей и обобщения на 3D
случай.
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С позиций волновой теории рассмотрена задача формирования оптического изображения, создавае-
мого виртуально сходящейся электромагнитной волной от источника света. Решена задача дифракции
точечного источника на диэлектрической сфере. Получены формулы, описывающие мнимое изображе-
ние точечного источника в диэлектрической сфере, в области параметров, где неприменимо приближение
геометрической оптики. Для щелей в непрозрачном экране мнимое изображение в диэлектрической сфе-
ре позволяет разрешать щели, отстоящие друг от друга на расстояниях, значительно меньших дифрак-
ционного предела λ/2. Это объясняет ранее полученные экспериментальные результаты по эффекту
супер разрешения в мнимом изображении (Nat. Commun. 2, 1 (2011)).

DOI: 10.31857/S1234567820180044

В 1609 году Галилей изобрел зрительную трубу из
двух линз, в котором вогнутая рассеивающая лин-
за образовывала мнимое, увеличенное изображение
объекта. В 1611 году Кеплер сформулировал прави-
ла построения оптического изображения в линзе на
базе закона преломления света и его прямолинейно-
го распространения. Применяя эти правила к про-
зрачной сфере, легко получить положение плоскости
мнимого изображения zvi = nR/(2−n) и соответству-
ющее увеличение M = n/(2 − n). В этих формулах
n – показатель преломления, а R – радиус сферы.
Об эффекте увеличения изображения такой сферой
еще две тысячи лет назад сообщал Сенека [1]. На-
писанные выше формулы имеют ограниченную об-
ласть применимости: они неприменимы при n → 2,
поскольку при этом M → ∞, а также при размере
частицы порядка нескольких длин волн света λ; фор-
мулы геометрической оптики работают, когдаR ≫ λ.

Современные технологии позволяют изготавли-
вать сферические частицы с размерами от десятков
нанометров до десятков микрометров, что широко
используется в исследованиях по нанофотонике [2].
Уже первые эксперименты [3] показали, что увели-
чение мнимого изображения с помощью малых сфе-
рических микролинз с размером порядка нескольких
микрометров позволяет преодолевать дифракцион-
ный предел и рассматривать в обычный микроскоп
структуры с размером в десятки нанометров. Это яв-
ление изучалось в десятках работ, см. литературу,
цитированную в [4], и получило хорошее эксперимен-

1)e-mail: arlen.bekirov@mail.ru

тальное подтверждение. Однако теоретическое опи-
сание этого явления требует описание мнимого изоб-
ражения в рамках волновой теории. Нам не известны
работы, посвященные исследованию данной пробле-
мы.

В теории Ми [5, 6] рассматривается точное реше-
ние уравнений Максвелла для случая рассеяния сфе-
рической частицей плоской электромагнитной вол-
ны, приходящей из бесконечности. Эту теорию мож-
но обобщить, рассматривая рассеяние сферической
частицей расходящейся сферической волны от то-
чечного источника, находящегося внутри сферы или
на некотором расстоянии от нее [7, 8]. В этих рабо-
тах принимается другая модель точечного источни-
ка, в которой не учитывается важный вклад про-
дольных мод. Кроме того, в [7, 8] не рассматривается
построение мнимого изображения, которое должно
находиться как построение виртуальной сходящейся
электромагнитной волны от рассеянного света.

Пусть Es – поле некоторого источника, а Γ –
поверхность апертуры оптического прибора. Введем
поле Ei, используя теорему Кирхгофа–Гельмгольца
[5]

Ei =
1

4π

∫∫

Γ

(G(n,∇)E∗
s −E∗

s(n,∇)G)k2dS, (1)

где G = exp[ik|r − r0|]/k|r − r0| – функция Грина

волнового уравнения, оператор ∇ = 1
k

(

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

)

и k = 2π/λ – волновое число, Γ – некоторая по-
верхность. Интеграл (1), как известно [5, 6], не зави-
сит от формы поверхности, и (в случае бесконечной
или замкнутой поверхности), также и от расстояния

Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 5 – 6 2020 361



362 А. Р. Бекиров, Б. С. Лукьянчук, А. А. Федянин

от поверхности до источника. Пусть, например, ис-
точник представляет собой излучение, исходящее из
щели непрозрачного экрана. Поле такого источника
можно определить как

Es =
(−2)

4π

∫∫

Σ

(E0(n,∇)G)k2dS. (2)

Здесь E0 – поле в плоскости отверстия. В случае гра-
ничных условий Кирхгофа [5], можно принять про-
стейшую модель: E0 = const. Поле Es представля-
ет собой суперпозицию точечных источников вида
(n,∇)G. Пусть Γ является бесконечной плоскостью,
представляя собой, по сути, апертуру оптического
прибора, если поле Es = Gex , то в плоскости источ-
ника, параллельной плоскости Γ, поле изображения,
Ei, можно аналитически представить в виде

Ei = −i sin(k|r− r0|)
k|r− r0|

ex. (3)

Это поле изображения от точечного дельта источ-
ника определяется функцией sin(k|r− r0|), имеющей
полуширину λ/2. Отсюда следует критерий Рэлея:
предел разрешения двух некогерентных точечных
источников равен λ/2. Данный критерий относится
к поперечному разрешению, продольное разрешение
при этом существенно меньше λ/2. Если в качестве
Γ выбрать замкнутую поверхность, окружающую ис-
точники, то дифракционный предел λ/2 сохраняет-
ся в любом направлении. В случае Es = (n,∇)G

аналитическое решение типа (3) найти не удается,
но уравнение (1) можно численно проинтегрировать.
Численное интегрирование приводит к результатам,
качественно сходным с (3), но первый нуль распре-
деления Ei находится в точке |x| = 1.22 · λ/2, см.
рис. 1.

Теперь мы можем усложнить задачу, поставив
между точечным источником и апертурой оптиче-
ского прибора диэлектрическую сферу радиуса R. В
этом случае по-прежнему можно использовать урав-
нение (1), в которое, однако, следует подставить вы-
ражение для поля Es, обусловленное дифракцией из-
лучения на сфере. Не ограничивая общности рас-
смотрения, представим источник в виде:

Ei = pkr0
∂G(r, r0)

k∂z0
ex. (4)

Для перехода к исходной нормировке достаточно по-
ложить p = 1/kr0, для простоты рассматривается
случай источника на оси z, т.е. r0 = (0, 0, −r0). По-
ля, относящиеся к пространству вне сферы, будем

Рис. 1. (Цветной онлайн) Сравнение функции absEi из
(3) (синяя линия) с численным расчетом для источни-
ка вида (n∇)G (красный пунктир). Точечный источник
расположен на оси z в точке z = −5λ/π, n = (0, 0, 1).
Размытое мнимое изображение этого источника пока-
зано на вставке

обозначать индексом “1”, а поля внутри сферы – ин-
дексом “2”. Оба поля удовлетворяют волновым урав-
нениям с показателями преломления n1 и n2, и маг-
нитными проницаемостями µ1 и µ2. Для нахождения
этих полей мы используем стандартное разложение
по собственным функциям M, N и L в сферической
системе координат {r, θ, ϕ}, аналогично тому, как это
делается в теории Ми [9]:

E(1) = Ei +

∞
∑

ℓ=1

(aℓNℓ + bℓMℓ + fℓLℓ), r > R, (5)

E(2) =

∞
∑

ℓ=1

(dℓNℓ + cℓMℓ + tℓLℓ), r < R. (6)

Функции Mℓ, Nℓ и Lℓ даются формулами [9]:

Mℓ = zℓ(ρ)[πℓ(θ) cosϕeθ − τℓ(θ) sinϕeϕ], (7)

Nℓ = ℓ(ℓ+ 1)
zℓ(ρ)

ρ
P

(1)
ℓ (cos θ) cosϕer +

+
1

ρ

d

dρ
[ρzℓ(ρ)][τℓ(θ) cosϕeθ − πℓ(θ) sinϕeϑ], (8)

Lℓ =
dzℓ(ρ)

dρ
P

(1)
ℓ (cos θ) cosϕer +

+
zℓ(ρ)

ρ
[τℓ(θ) cosϕeθ − πℓ(θ) sinϕeϕ]. (9)

Здесь zℓ(ρ) = jℓ(k2r) при r < R, zℓ(ρ) = hℓ(k1r) при
r > R, k1,2 = kn1,2, jℓ – сферическая функция Бессе-
ля, hℓ – сферическая функция Ганкеля первого рода,
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Сравнение результатов геометрической (синяя линия) и волновой (красная линия) оптики
для параметров q = q1 = p−1 = 100. В интеграле (1) область Γ представляла квадрат со стороной 2R и центром
по оси z, в точке z = 1.05R. По мере увеличения показателя преломления размеры области локализации мнимого
изображения также возрастают. Размытые мнимые изображения точечного источника, видимые с помощью сфер с
показателями преломления n = 1.3 и n = 1.5, показаны в правой части рисунка

πℓ = P
(1)
ℓ (cos θ)/ sin θ, τℓ = dP

(1)
ℓ (cos θ)/dθ. Величины

магнитных полей определяются из (5) и (6) по урав-
нениям Максвелла. Коэффициенты рассеяния a, b,
c, d, f и t находятся из шести граничных условий на
поверхности сферы:

E
(1)
θ = E

(2)
θ , E(1)

ϕ = E(2)
ϕ , H

(1)
θ = H

(2)
θ , H(1)

ϕ = H(2)
ϕ ,

n2
1

µ1
E(1)

r =
n2
2

µ2
E(2)

r , Q(1)
ϕ = Q(2)

ϕ . (10)

Здесь первые четыре условия отвечают обычным
условиям непрерывности тангенциальных компонент
электрического и магнитного полей на поверхности
сферы, пятое – описывает непрерывность нормаль-
ного вектора индукции εEr (вместо диэлектрической
проницаемости ε нам удобнее использовать показа-
тель преломления n =

√
εµ). Наконец, шестое урав-

нение описывает непрерывность продольных мод по-
ля (здесь Q – соленоидальная часть поля E). Нали-
чие продольных мод, пропорциональных L в разло-
жениях (5) и (6), ведет к тому, что все шесть урав-
нений (10) линейно независимы. В этом состоит от-

личие от стандартной процедуры в теории Ми [5, 9],
где продольные моды не играют никакой роли. Одна-
ко именно эти моды важны для построения мнимого
изображения. Опуская громоздкие вычисления ко-
эффициентов рассеяния из решения уравнений (10),
приведем конечные формулы:

cℓ = iq1p(−1)ℓ+1 2ℓ+ 1

ℓ(ℓ+ 1)
h′ℓ(q1)×

× µ (jℓ(q)[qhℓ(q)]
′ − hℓ(q)[qjℓ(q)]

′)

µjℓ(nq)[qhℓ(q)]′ − hℓ(q)[nqjℓ(nq)]′
(11)

bℓ = iq1p(−1)ℓ+1 2ℓ+ 1

ℓ(ℓ+ 1)
h′ℓ(q1)×

× jℓ(q)[nqjℓ(nq)]
′ − µjℓ(nq)[qjℓ(q)]

′

µjℓ(nq)[qhℓ(q)]′ − hℓ(q)[nqjℓ(nq)]′
, (12)

dℓ = iq1p(−1)ℓ
2ℓ+ 1

ℓ(l+ 1)

[

[

hℓ(q1)

q1

]′
(ℓ+ 1)− h′ℓ+1(q1)

]

×

× µn (jℓ(q)[qhℓ(q)]
′ − hℓ(q)[qjℓ(q)]

′)

n2jℓ(nq)[qhℓ(q)]′ − µhℓ(q)[nqjℓ(nq)]′
, (13)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Мнимое изображение двух щелей с шириной λ/6 и расстоянием между ними λ/4 (a) и λ/6

(b). Положение щелей показано пунктирными линиями. Значения параметров: (a) – n = 2, q = 12 и (b) – n = 1.5,
q = 38. Мнимые изображения находятся на расстояниях: (a) z = −2.1R и (b) – z = −3R. Поля щелей складываются
некогерентным образом. Изучение в щелях (a) поляризовано вдоль оси x. В щелях (b) E0(−1, 0, 0.5) для правой и
E0(1, 0, 0.5) для левой щелей, соответственно. При построении учитывалась только x поляризация поля Ei

aℓ = iq1p(−1)ℓ
2ℓ+ 1

ℓ(l + 1)

[

[

hℓ(q1)

q1

]′
(ℓ+ 1)− h′ℓ+1(q1)

]

×

× µjℓ(q)[nqjℓ(nq)]
′ − n2jℓ(nq)[qjℓ(q)]

′

n2jℓ(nq)[qhℓ(q)]′ − µhℓ(q)[nqjℓ(nq)]′
, (14)

tℓ = iq1p(−1)ℓ(2l+ 1)×

×
[

hℓ(q1)

q1

]′
µn(jℓ(q)h

′
ℓ(q)− hℓ(q)j

′
ℓ(q))

µjℓ(nq)h′ℓ(q)− n3hℓ(q)j′ℓ(nq)
, (15)

fℓ = iq1p(−1)ℓ(2l + 1)×

×
[

hℓ(q1)

q1

]′
n3jℓ(q)j

′
ℓ(nq)− µjℓ(nq)j

′
ℓ(q)

µjℓ(nq)h′ℓ(q)− n3hℓ(q)j′ℓ(nq)
. (16)

Здесь q = kR, q1 = kr0, n = n2/n1, µ = µ2/µ1, штрих
означает дифференцирование по аргументу. В преде-
ле, когда точечный источник удаляется на бесконеч-
ность, функции t и f стремятся к нулю, а коэффици-
енты a, b, c, d стремятся к своим выражениям в тео-
рии Ми, при этом следует положить p = exp(−iq1).
Множитель −i в этих предельных формулах возни-
кает из-за производной от дельта-функции выбран-
ного точечного источника (4). Положение мнимого
изображения определялось по формуле (1), как точ-
ка локального максимума поля Ei. Зависимость ко-
эффициента увеличения мнимого изображения M от
величины относительного показателя преломления

показана на рис. 2. На графике также показано уве-
личение в пределе геометрической оптики. Несмотря
на то, что в приведенном примере выполнены фор-
мальные требования геометрической оптики: q ≫ 1,
q1 ≫ 1, различие между двумя зависимостями, как
и ожидалось, возрастает по мере приближения пока-
зателя преломления к двойке.

Теперь перейдем к вопросу о преодолении
дифракционного предела для мнимого изобра-
жения. Возможность такого явления в волновой
теории прежде не исследовалась. Из экспериментов
[3, 4, 10, 11] следует, что дифракционный предел пре-
одолевается при определенных параметрах сферы.
Поскольку в экспериментах наиболее часто встреча-
ются данные по разрешению периодической системы
темных и светлых полос (обычно это полоски на-
нодециметрового размера, записанные на Blueray

диске), мы рассмотрим, для начала, разрешение
поля от щели согласно формуле (2). Для построения
решения мы используем вспомогательные решения
ζji для полей вида ∂G(r,r0)

k∂xj ei, где r0 описывает
произвольное положение источника в пространстве.
Решение (2) в этом случае в силу линейности имеет
вид:

X =
(−2)

4π

∫∫

Σ

E0
i n

jζji k
2dS, (17)
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Мнимое изображение источника, расположенного на оси z (z = −R), в виде темной
точки на светлом фоне. (b) – Мнимое изображение двух источников, расположенных симметрично по оси x на рас-
стоянии λ друг от друга, z = −R. Параметры задачи: q = 18, n = 2, положение мнимого изображения в плоскости
z = −2R

где X – один из компонентов рассеянного поля (в
программе на MATLAB вначале вычисляются коэф-
фициенты (11)–(16), а потом строятся сами поля).

Расчеты по приведенным выше формулам пока-
зывают, что дифракционный предел действительно
преодолевается в определенной области параметров
сферы. На рисунке 3 показаны два примера, когда
в мнимом изображении разрешаются две соседние
яркие полосы, расположенные на расстояниях λ/4

и λ/6 друг от друга. В приведенных примерах ще-
ли считаются некогерентными по отношению друг к
другу, но источники внутри каждой из щелей коге-
рентны. В приведенной теории не учитывается воз-
можное изменение поля E0 внутри самой щели, а
также самосогласованный расчет поля E0, обуслов-
ленный эффектом обратного рассеяния сферы. Эф-
фекты такого рода играют важную роль в задаче “ча-
стица на подложке” [12, 13]. Однако даже в рассмот-
ренном приближении волновая теория утвердитель-
но отвечает на вопрос о возможности преодоления
дифракционного предела в мнимом изображении.

Теоретический предел разрешения на базе приве-
денных формул возможен, но требует больших чис-
ленных расчетов, связанных с нахождением макси-
мума разрешения в пятимерном пространстве па-
раметров: размера сферы, показателя преломления
и {x0, y0, z0} координат, описывающих положение
источника (в общем случае следует также учиты-
вать поляризацию и форму щели). Эксперименталь-

но подтвержденное разрешение мнимого изображе-
ния в видимой области составляет λ/8 [3, 4]. Дан-
ная теория также объясняет экспериментально на-
блюдавшийся эффект, когда в некоторой области па-
раметров светлые щели в мнимом изображении вы-
глядят темными, а темные области между щелями –
светлыми. По существу, это реинкарнация известно-
го явления в теории дифракции – когда в центре
изображения непрозрачного диска наблюдается свет-
лое пятно, соответствующее половине действия пер-
вой открытой зоны Френеля [5]. Соответствующие
картины мнимого изображения показаны на рис. 4.

Заключение. Предложенный метод формирова-
ния оптического изображения с помощью построе-
ния виртуальной сходящейся волны позволяет нахо-
дить параметры мнимого изображения в области па-
раметров, где неприменима геометрическая оптика.
Метод позволяет определять параметры разрешения
изображения за дифракционным пределом.

Эта работа поддержана Министерством науки и
высшего образования Российской Федерации (грант
# 14.W03.31.0008). Эта работа также частично
поддержана Российским научным фондом (проект
# 20-12-00389) и Российским фондом фундаменталь-
ных исследований (проект # 20-02-00715).
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Вынужденная диффузия скоррелированных примесей

в пайерлсовском проводнике o-TaS3
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Показано, что в ромбическом TaS3 с дефектами закалки при изменении температуры в области ниже
температуры пайерлсовского перехода T < TP возникает вынужденная диффузия дефектов, обуслов-
ленная их сильным взаимодействием с волной зарядовой плотности (ВЗП). Определены взаимосвязи
между концентрацией дефектов закалки n и пороговым полем начала скольжения ВЗП ET , а также
сдвигом TP , вызванным внесением дефектов: ET ∝ n и ∆TP ∝ n. Такой набор законов соответству-
ет скоррелированному с ВЗП расположению дефектов по объему образца. Обнаружена обычная (без
термоциклирования) диффузия дефектов закалки при T ≈ 300К, оценены ее коэффициент диффузии
и высота энергетического барьера, что позволило прояснить наиболее вероятную природу дефектов.
Это – примеси серы, внедренные во время закалки в ван-дер-ваальсовскую щель между цепочками и
при T < TP частично упорядоченные благодаря взаимодействию с ВЗП. Это упорядочение существенно
понижает высоту энергетического барьера вынужденной диффузии по сравнению с обычной диффу-
зией при изменении пространственной конфигурации ВЗП в ходе термоциклирования, что приводит к
появлению аномально высокой низкотемпературной вынужденной мобильности скоррелированных при-
месей.

DOI: 10.31857/S1234567820180056

Введение. Существует целый ряд физических
систем, в которых при определенных условиях об-
разуются упорядоченные в пространстве электрон-
ные сверхструктуры. Это – волны зарядовой и спи-
новой плотности (ВЗП и ВСП), вигнеровские кри-
сталлы и решетки вихрей в сверхпроводниках II ро-
да в магнитном поле. Взаимодействие таких сверх-
структур с несовершенствами решетки (различными
дефектами, примесями и т.д.) лежит в основе цело-
го ряда эффектов. Среди них – пиннинг сверхструк-
туры, приводящий к появлению порогового значе-
ния усилия, необходимого для начала ее скольже-
ния, а также разрушение дальнего порядка, вызыва-
ющее размытие и подавление перехода образования
сверхструктуры по мере роста числа центров пин-
нинга.

Такой пиннинг в случае пайерлсовского провод-
ника приводит к тому, что его вольт-амперные ха-
рактеристики (ВАХ) линейны в малых электриче-
ских полях E < ET , где ET – пороговое значение,
соответствующее началу скольжения ВЗП [1–4]. ET

зависит от концентрации центров пиннинга n и уве-
личивается с ее ростом. Температура пайерлсовско-

1)e-mail: mina_cplire@mail.ru

го перехода TP , наоборот, уменьшается с ростом n.
В случае больших n пайерлсовский переход размы-
вается из-за потери когерентности ВЗП [5].

Это поведение хорошо изучено эксперименталь-
но для таких центров пиннинга, как примеси заме-
щения [6], ростовые [7] и радиационные [5, 8, 9] де-
фекты. В теории такой пиннинг также хорошо изу-
чен. Он делится на коллективный (слабый) и инди-
видуальный (сильный) [2–4, 10, 11], а в более слож-
ном случае содержит элементы обоих видов пиннин-
га [12–15]. При слабом пиннинге вызванный нали-
чием центров пиннинга сдвиг температуры перехо-
да ∆TP ∝ n и ET ∝ n2. При сильном пиннин-
ге ∆TP ∝ √

n и ET ∝ n. Значит, в обоих слу-
чаях верен закон ∆TP ∝ √

ET . Во всех описан-
ных случаях центры пиннинга не взаимодействуют и
разупорядочены. Ниже такой пиннинг, осуществляе-
мый нескоррелированными локальными несовершен-
ствами решетки, мы будем называть обычным пин-
нингом.

Структура квазиодномерных (q-1D) проводников
с ВЗП (o-TaS3, NbSe3 и др.) состоит из металли-
ческих цепочек, соединенных взаимодействием ван
дер Ваальса. В o-TaS3 пайерлсовская щель, затра-
гивающая всю поверхность Ферми, открывается при
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TP ≈ 220К, и вплоть до T ≈ 80К омическая прово-
димость (E < ET ) следует активационному закону с
энергией активации ∆ ≈ 850К [1].

Способ термической интеркаляции примесей In
из контактов в межцепочечные промежутки кри-
сталла NbSe3 предложил Гилл (Gill) [16]. Он обна-
ружил способность таких примесей передвигаться на
межатомные расстояния при взаимодействии с дви-
жущейся ВЗП. Он же первым обратил внимание на
проблемы описания взаимодействия ВЗП с примеся-
ми внедрения. Гилл считал созданный ими пиннинг
ВЗП обычным слабым пиннингом. Но для объяс-
нения полученных результатов ему пришлось пред-
положить, что взаимодействие осуществляется меж-
ду In и дислокациями ВЗП, а для снятия возник-
ших при этом противоречий с моделью упругой ВЗП,
описывающей слабый пиннинг [10, 11], внести в нее
поправки.

В недавней работе [17] было экспериментально
показано, что в кристаллах o-TaS3, подвергшихся
быстрому охлаждению (закалке) во время синтеза,
наблюдается новый, ранее неизвестный тип пиннин-
га. Оказалось, что свойства этого пиннинга принци-
пиально отличаются от свойств обычного пиннинга
в пайерлсовских проводниках. Во-первых, наруша-
ется соотношение ∆TP ∝ √

ET . Во-вторых, обнару-
женный пиннинг нестабилен – он может быть суще-
ственно ослаблен и даже полностью устранен в про-
цессе термоциклирований образца в области темпе-
ратур T < TP , в то время как выдержка при ком-
натной температуре на него не оказывает практи-
чески никакого действия. В-третьих, пайерлсовский
переход почти не размыт, несмотря на чрезвычайно
низкие начальные значения TP (и, соответственно,
большие ET ). Поэтому резкость перехода почти не
изменяется при существенном росте TP (и значитель-
ном ослаблении пиннинга) при термоциклированиях.
Была высказана гипотеза о том, что обнаруженный
пиннинг может осуществляться протяженными мак-
роскопическими объектами, которые устроенны та-
ким образом, чтобы не разрушать дальний порядок.
Также было предположено, что такими объектами
могли бы быть дислокации кристаллической решет-
ки, поскольку они часто возникают при закалке и
способны сравнительно легко перемещаться по кри-
сталлу [18, 19].

Цель данной работы – прояснить природу дефек-
тов закалки, особенности их взаимодействия с ВЗП, а
также механизм их вывода из кристалла при термо-
циклировании. Мы показываем, что стимулирован-
ное термоциклированиями уменьшение концентра-
ции дефектов вызвано их вынужденной диффузи-

ей. В свою очередь, причиной вынужденной диффу-
зии дефектов закалки является их сильное взаимо-
действие с ВЗП, заставляющее их частично упоря-
дочиваться в пространстве и коррелированно отсле-
живать изменения пространственной конфигурации
ВЗП при изменении T . И, наконец, сравнивая данные
по диффузии In в пайерлсовских проводниках [16, 20]
с результатами нашего исследования, мы делаем вы-
вод, что дефектами закалки, вероятнее всего, явля-
ются атомы серы, внедренные при закалке в межце-
почечное пространство кристалла и пространствен-
но скоррелированные благодаря взаимодействию с
ВЗП. А значит, пиннинг, осуществляемый примесями
внедрения, является слабым пиннингом скоррелиро-
ванных примесей и описывается законами ET ∝ n и
∆TP ∝ n.

Эксперимент. Для синтеза кристаллов o-TaS3 (8
ростовых партий) использовался стандартный метод
газофазного транспорта. Детали описаны в [17]. Из-
быток S (≈ 10 %) играл роль транспортного агента.
Дефекты создавались с помощью закалки – по окон-
чании синтеза ампула быстро вынималась из зоны
роста и опускалась горячим концом в воду. При этом
избыток S устранялся с поверхности кристаллов.

Для исключения влияния размерных эффектов
на TP и ET [21] выбирались кристаллы, соответ-
ствующие случаю трехмерного пиннинга: попереч-
ные размеры составляли, как правило, 1–10 мкм, а
длины L ≈ 1.8−3мм. Контакты с сопротивлением
. 10Ом изготавливались холодной пайкой индием.

Основные характеристики качества кристалла,
величины TP и ET , извлекались из температурной
зависимости омической проводимости G(T ) и ВАХ
соответственно. Зависимости G(T ) измерялись в ре-
жиме заданного напряжения при условии E ≪ ET .
В большей части экспериментов измерения G(T )

проводились по стандартной схеме термоциклиро-
вания – при охлаждении от 300 до 77 К со скоро-
стью 2 К/мин. Иногда использовались нестандарт-
ные режимы термоциклирования, в частности, охла-
ждения до 8 К. Величина TP определялась по мак-
симуму температурной зависимости −d lnG/d(1/T ).
ВАХ измерялись после приложения электрического
поля больше порогового для удаления метастабиль-
ности ВЗП [1]. Значение ET определялось по началу
слабой (∼ 1%) нелинейности зависимости G ≡ I/V

от E. Все измерения проводились в двухконтактной
конфигурации. Точность измерения и стабилизации
температуры была лучше 0.1 К.

Вынужденная диффузия дефектов закал-

ки и основные законы нового пиннинга. Очень
низкая начальная величина TP ≈ 189−200К была
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критерием при отборе кристаллов с большим коли-
чеством дефектов закалки из свежесинтезированных
партий. В таких кристаллах (≈ 10% от общего коли-
чества) с каждым новым измерением G(T ) наблю-
дался необычный и очень существенный рост TP , со-
провождающийся уменьшением ET . Остальные кри-
сталлы содержали малое количество дефектов и име-
ли стабильные свойства. TP и ET изменялись зна-
чительно, пока число термоциклирований N было
мало. С ростом N кривые TP (N) и ET (N) выходи-
ли на насыщение, а TP приближались к значениям,
характерным для лучших образцов со стабильны-
ми свойствами 212–214 К. Такое поведение означает
ослабление пиннинга из-за исчезновения дефектов в
процессе термоциклирований. Часть термоциклиро-
ваний (особенно при больших N) проводилась без
измерений, поскольку наличие малых полей на об-
разце E ≪ ET не влияло на величину изменений TP
и ET .

Наибольшему числу термоциклированийN = 178

подвергся образец # 1. Его зависимости G(T ) и G(E)

при первом и последнем термоциклировании, а так-
же сильно нелинейные зависимости TP (N) и ET (N)

приведены в [17]. В данной работе зависимости TP и
ET представлены как функции от

√
N на рис. 1c и d

соответственно (красные кружки). Обе зависимости
линейны при N . 50, а затем согласованно выходят
на насыщение.

Покажем, что механизмом, выводящим дефекты
из кристалла, является вынужденная диффузия, в
которой роль времени играет число термоциклирова-
ний. В анизотропных материалах процесс диффузии
идет преимущественно в направлении главной оси
кристалла [18]. Предположим, что в момент времени
t = 0 концентрация дефектов закалки n0 постоянна
на всей длине образца L, а на концах резко падает до
нуля. С течением времени t на длине LD от концов
образца возникнет неоднородное распределение де-
фектов (подтверждено экспериментально в [17]), вы-
званное их выходом из кристалла. Такое распределе-
ние схематически показано на рис. 1b, для простоты
будем считать, что n вблизи концов образца падает
по линейному закону. Тогда средняя по длине образ-
ца концентрация оставшихся дефектов

〈n〉 = L− LD

L
n0.

Процесс диффузии должен завершаться значи-
тельно быстрее в коротких образцах, поскольку дли-
на диффузии LD ∝

√
t. Оказалось, что не очень

длительное хранение образцов с дефектами закал-
ки при постоянной температуре (как комнатной, так

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Минимальная темпера-
тура в каждом термоцикле для длинного образца # 2,
6-й и 7-й термоциклы – нестандартные. (b) – Схема из-
менения концентрации дефектов вдоль образца. (с) –
Зависимости TP (

√
N) для образцов разной длины. (d) –

Зависимости ET (
√
N), нормированные на ET (1), для

тех же образцов. Стрелки на рис. (c) и (d) соединяют
реально измеренные точки с зависимостями, ожидае-
мыми при стандартных измерениях. На рисунках (a),
(c) и (d) – единая шкала абсцисс

и более низкой) слабо изменяет их характеристики
(см. ниже). Поэтому в большинстве случаев этим за-
висящим от времени процессом можно пренебречь.
Основные изменения TP и ET происходят во вре-
мя термоциклирований. Поскольку все термоцикли-
рования проводятся в одинаковых условиях, можно
грубо считать, что t ∝ N . То есть в случае диффу-
зии должен наблюдаться закон LD ∝

√
N . Тогда по-

лучим 〈n〉 − n0 ∝ −
√
N .

Мы обнаружили, что экспериментально наблю-
даемые изменения основных характеристик действи-
тельно следуют корневым зависимостям:

TP (N)− TP (1) ∝
√
N, ET (N)− ET (1) ∝ −

√
N.

Это позволило установить совокупность основных
законов, описывающих новый пиннинг в o-TaS3:

∆TP ∝ 〈n〉, ET ∝ 〈n〉.
Следовательно, экспериментально установленная
связь между обеими величинами описывается зако-
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ном ∆TP ∝ ET , отличным от закона ∆TP ∝ √
ET ,

характерного для обычного пиннинга (как сильного,
так и слабого). Именно линейный закон ∆TP ∝ ET

наблюдали для образцов с дефектами закалки при
разных температурах измерения ET (T ) в [17].

Закон ET ∝ n для пиннинга дефектами закалки
схож с законом для обычного сильного пиннинга, что
позволяет оценить изменение концентрации дефек-
тов ∆n в образце # 1. Используя экспериментально
полученную в работе [5] взаимосвязь ∆n ≈ ∆ET ×
× 10−5 ат. %/(В · см−1) для пиннинга сильными при-
месями в o-TaS3, получим ∆n = 3 · 10−5 ат. %.

Рисунки 1 c и d позволяют сравнить зависимости
TP (

√
N) и ET (

√
N) в случае длинных образцов # 1

и 2 и их укороченных вариантов # 1s и 2s (оставле-
на центральная часть длиной Ls . 0.25L). Линей-
ность зависимостей TP (

√
N) и ET (

√
N), а также их

больший наклон и более ранний и резкий выход на
насыщение доказывают диффузионную природу на-
блюдаемого эффекта.

Зависимости TP (
√
N) и ET (

√
N) линейны толь-

ко в том случае, когда все термоциклирования про-
водятся в одинаковых условиях. Масштаб измене-
ний TP и ET в каждом термоцикле зависит от его
параметров, в частности, от минимальной темпера-
туры Tmin, и увеличивается при охлаждении до бо-
лее низких T . Так, для длинного образца # 2 термо-
циклы с номерами N = 6 и 7 (заштрихованная об-
ласть на рис. 1) проводились по нестандартной схеме
с Tmin = 8К. Кривые TP (

√
N) и ET (

√
N) в этой обла-

сти имеют резкий изгиб. Скорость диффузии в этих
термоциклах больше, так как их эффект эквивален-
тен восьми термоциклированиям до Tmin = 77К.
Учет этой поправки дает линейные зависимости, ко-
торые были бы в случае стандартных измерений.

О необычном характере диффузии дефектов за-
калки при термоциклировании свидетельствуют сле-
дующие ее свойства. Эта диффузия практически от-
сутствует при T > TP . Область ее наблюдения – при
T < TP , когда уже сформирована трехмерно упоря-
доченная ВЗП, причем состояние ВЗП должно силь-
но изменяться, что и происходит при термоцикли-
ровании за счет изменения волнового вектора ВЗП
q(T ) [22, 23]. Так, наибольшая скорость диффузии
наблюдается в той области низких T , где q(T ) изме-
няется наиболее сильно. Процессы, в которых q не
изменяется, например, хранение образца при посто-
янной низкой температуре (даже при наличии элек-
трического поля E > ET ), практически не оказыва-
ют влияния на диффузию. Полученные результаты
позволяют сделать вывод: диффузия дефектов при
низкотемпературном термоциклировании возникает

вследствие их сильного взаимодействия с ВЗП, т.е.
является вынужденной.

Диффузия дефектов закалки при комнат-

ной температуре. Наблюдать обычную диффузию
дефектов при T ≈ 300К можно на начальной стадии
эволюции свойств образца, пока N мало. На рисун-
ке 2a для образца # 4 приведены значения Tmin во

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Tmin в каждом термоцик-
ле для образца # 4, 1-й и 2-й термоциклы – нестандарт-
ные. Между 4-м и 5-м термоциклами (заштрихованная
область) образец хранился 445 дней при T ≈ 300К.
(b) – Зависимость TP (

√
N). Синие кружки – реально

измеренные точки, желтые кружки – ожидаемая за-
висимость в случае стандартных измерений и без вре-
меннóй выдержки. Шкала абсцисс единая

всех проведенных термоциклах, из них 1-й и 2-й –
нестандартные, в каждом было несколько добавоч-
ных охлаждений в области 8 < Tmin < 77К. Осталь-
ные термоциклы были стандартными, но между 4-
м и 5-м (заштрихованная область) образец хранился
∆t = 445 дней при T ≈ 300К. Измеренная зависи-
мость TP (

√
N) имеет огромное (более 6 К) изменение

TP после двух нестандартных термоциклов и более
слабый скачок (≈ 2 К) после временнóй выдержки
(рис. 2b). Соответствующее этому скачку изменение
TP связано с обычной диффузией, вызванной гра-
диентом n. Оценка эффективности обоих процессов
показала, что многократные охлаждения в первых
двух термоциклах дали поправку ∆N = 53, а для по-
чти полуторагодовалой выдержки ∆N = 28. Значит,
эффект от хранения при T ≈ 300К (обычная диффу-
зия) слаб по сравнению с эффектом от термоцикли-
рований (вынужденная диффузия), и при обычных
измерениях им можно пренебречь.
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Оценим коэффициент обычной диффузии дефек-
тов закалкиDS300 при T ≈ 300К. Считаем (по анало-
гии с другими образцами), что зависимость TP (

√
N)

при N → ∞ будет стремится к T ≈ 212К, а выход
на насыщение начнется при T ≈ 210К. Тогда полу-
чим, что процесс диффузии, стартующий при N = 1,
будет следовать корневому закону до ND ≈ 170, т.е.
будет продолжаться в течение tD ≈ 2.7 · 103 дней
(более 7 лет!) или ∼ 2.3·108 с. Выход кривой TP (

√
N)

на насыщение происходит при LD ≈ L/2. Отсюда по-
лучаем, что DS300 ∼ 10−10 см2/с. Оцененная величи-
на DS300 близка к типичным значениям коэффици-
ента диффузии примесей в металлах при T ≈ 300К
и существенно больше, чем в кристаллических полу-
проводниках, таких как Si, Ge, GaAs и др.

Предположив, что дефекты закалки в o-TaS3 яв-
ляются обычными примесями, оценим высоту энер-
гетического барьера их диффузии θS . Используем
отношение законов диффузии для нашего случая и
предельного случая, когда T → ∞:

(

LD

l0

)2

≈ tD
τ0
e−θS/T ,

где τ0 ∼ 10−12 с – характерное время элементарно-
го акта диффузии на межатомное расстояние l0 ≈
≈ 3 · 10−8 см при T → ∞. Получим θS ≈ 4830К.

Проанализируем данные по диффузии In в o-TaS3

[20]. Для внедрения In образец o-TaS3 с контактами
нагревался при T ≈ 400К в течение 23 ч. С помощью
энергодисперсионной рентгеновской спектроскопии
наличие In наблюдалось на расстояниях 6 30мкм от
контактов. Отсюда получаем параметры диффузии
In в o-TaS3: высота энергетического барьера диффу-
зии θIn ≈ 6370К, а коэффициенты диффузии при
T ≈ 400К и T ≈ 300К, соответственно, DIn400 ∼
∼ 10−10 см2/с, DIn300 ∼ 10−12 см2/с.

Полученные величины энергетических барьеров
обычной диффузии в o-TaS3 как для дефектов за-
калки, так и для примесей индия (θS ≈ 4830К и
θIn ≈ 6370К) несколько больше, чем θ = 3200К
для In в NbSe3 [16]. При этом диффузию в случае
NbSe3 следует считать вынужденной, поскольку она
возникала в результате взаимодействия примесей In
с ВЗП. Оцененная на основе экспериментальных дан-
ных энергия взаимодействия ВЗП с примесями в o-
TaS3 составляет Wi ≈ 3000К [21]. На близкую ве-
личину отличаются высоты барьеров обычной диф-
фузии в o-TaS3 и вынужденной диффузии в NbSe3.
В пайерлсовском состоянии такое существенное по-
нижение барьера диффузии происходит при измене-
нии конфигурации ВЗП в ходе термоциклирования

и приводит к появлению вынужденной диффузии в
o-TaS3.

Возможная природа дефектов закалки. Об-
наруженная близость параметров диффузии In и де-
фектов закалки в o-TaS3 приводит нас к заключе-
нию, что дефекты закалки являются обычными при-
месями, а не дислокациями кристаллической решет-
ки. Наиболее вероятно, что в качестве таких приме-
сей выступает S. Избыток S используется для обес-
печения газового транспорта. В процессе синтеза
какое-то количество атомов свободной S может про-
никать в ван-дер-ваальсовскующель между цепочка-
ми и оставаться там, если плавное охлаждение заме-
няется закалкой. Поскольку из-за взаимодействия с
ВЗП атомы S будут стремиться скоррелировать свои
положения, то их частично упорядоченная структу-
ра будет стремиться быть соизмеримой с ВЗП, обес-
печивая тем самым гораздо более эффективный пин-
нинг по сравнению с их случайным распределением.
Таким образом, в этом случае слабого, но соизме-
римого с ВЗП пиннинга, как и в случае обычного
сильного пиннинга, ET ∝ n. С другой стороны, со-
измеримое с ВЗП расположение примесей приведет
лишь к понижению TP без существенного изменения
резкости пайерлсовского перехода, поскольку при со-
измеримости не разрушается когерентность ВЗП. В
этом случае зависимость ∆TP (n) будет ближе к слу-
чаю слабого, а не сильного пиннинга, т.е. ∆TP ∝ n. В
результате ожидаемая зависимость будет иметь вид
∆TP ∝ ET в соответствии с нашими наблюдениями
[17]. Таким образом, скоррелированное с ВЗП рас-
положение примесей должно создавать пиннинг, все
проявления которого совпадают с экспериментально
наблюдаемыми.

Предположение о таком скоррелированном с ВЗП
расположении атомов S достаточно реалистично. По-
добное упорядочение различных примесей внедрения
(ванадия, хрома и т.д.) наблюдается в NbSe3 [24, 25].
Оно приводит к появлению периодической модуля-
ции кристаллической структуры NbSe3, связанной
с упорядочением примесей и наблюдающейся при
комнатной температуре с помощью атомно-силовой
микроскопии. Теоретическая модель [26] удовлетво-
рительно объясняет эту модуляцию и ее изменение
при изменении n. Наблюдаемый эффект упорядоче-
ния примесей является следствием особенности вза-
имодействия электронной системы q-1D металлов с
примесями. А именно, каждая примесь генерирует
фриделевские осцилляции в плотности заряда с вол-
новым вектором 2kF . В q-1D случае эти колебания
затухают значительно медленнее, чем в материалах с
большей размерностью, обеспечивая тем самым вза-
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имодействие примесей на сравнительно больших рас-
стояниях.

В пайерлсовском состоянии взаимодействие даль-
него порядка усиливается благодаря образованию
ВЗП, имеющей тот же волновой вектор. В при-
сутствии ВЗП упорядочение происходит даже при
низких n, поскольку дальнодействующее взаимодей-
ствие распространяется на расстояния порядка дли-
ны когерентности фазы ВЗП (десятки микрон). При
изменении конфигурации ВЗП происходит согласо-
ванное с ВЗП перераспределение примесей в объе-
ме образца. Волновой вектор ВЗП q зависит от T

[22, 23], в результате чего период ВЗП увеличивает-
ся при охлаждении. Это и приводит к вынужденному
перемещению и выводу примесей из кристалла при
понижении T .

Поиск избыточной серы. С помощью энерго-
дисперсионного анализа мы попытались найти раз-
личие в концентрации серы в свежесинтезированных
кристаллах с дефектами закалки и без них, но это
различие оказалось ниже погрешности измерений2).
Других “чужеродных“ примесей не обнаружено.

Есть косвенное указание на диффузию S. Иссле-
дованные образцы с индиевыми контактами и мед-
ными монтажными проводами герметично храни-
лись вместе с основной массой выращенных в той же
партии кристаллов. Через год медные провода ”об-
растали” кристаллами сульфида меди в результате
реакции с избыточной S, выходящей из кристаллов
благодаря обычной диффузии.

Резюме. В образцах o-TaS3 с дефектами закал-
ки наблюдается диффузия двух типов – обычная и
вынужденная. При T > TP вынужденная диффу-
зия практически отсутствует, поскольку ВЗП при
T > TP представляет собой не коррелирующие друг
с другом флуктуации на отдельных цепочках. Поэто-
му при T ≈ 300К имеет место только обычная диф-
фузия, вклад которой с понижением T активационно
исчезает. Наоборот, роль вынужденной диффузии с
понижением температуры до T < TP усиливается,
так как при этом возникает трехмерно упорядочен-
ная ВЗП. С дальнейшим понижением T ВЗП стано-
вится более жесткой из-за изменений условий экра-
нировки [27]. Поскольку эффект взаимодействия яв-
ляется обоюдным, дефекты закалки, не встроенные в
кристаллическую решетку, вынуждены отслеживать
изменение зависящей от T пространственной конфи-
гурации ВЗП. Это и приводит к их перемещению и
выводу из кристалла при изменении температуры,
т.е. к вынужденной диффузии.

2)По приведенным выше оценкам ∆n ∼ 10−5 ат. %.

Оцененная величина высоты барьера обычной
диффузии дефектов закалки θS300 ≈ 0.5 эВ при-
близительно на порядок меньше, чем в кристалли-
ческих полупроводниках. Этот факт отражает спе-
цифику q-1D проводников. Их цепочечная струк-
тура имеет естественные каналы диффузии в ван-
дер-ваальсовской щели для примесей внедрения. Это
и позволяет дефектам закалки сравнительно легко
упорядочиваться, минимизируя энергию взаимодей-
ствия с ВЗП при T < TP , а также легко передви-
гаться на расстояния, сравнимые с длиной образца, и
покидать его. Такая особенность строения q-1D про-
водников делает возможным наблюдение эволюции
свойств кристалла, вызванной обычной диффузией,
при T ≈ 300К. Существование вынужденной диф-
фузии (высота барьера которой значительно умень-
шается из-за большой величины энергии взаимодей-
ствия ВЗП с примесями Wi ≈ 0.3 эВ) позволяет на-
блюдать изменение характеристик образца при го-
раздо более низких T .

Заключение. Пиннинг ВЗП в кристаллах
o-TaS3, подвергшихся закалке, описывается на-
бором законов ∆TP ∝ n и ET ∝ n и, вероятнее
всего, обусловлен не встроенными в решетку из-
быточными атомами S. Они скоррелированы и
частично упорядочены в пространстве благодаря
сильному взаимодействию с ВЗП, которое при
низких T приводит к их вынужденной диффузии.
Большая эффективность вынужденной диффузии
обусловлена цепочечной структурой q-1D провод-
ников и огромной энергией взаимодействия ВЗП
с примесями, существенно снижающей высоту ее
энергетического барьера по сравнению с барьером
для обычной диффузии в условиях, когда при из-
менении температуры изменяется пространственная
конфигурация ВЗП.

Обнаруженные эффекты могут быть присущи
широкому классу слоистых или цепочечных метал-
лических или полуметаллических соединений, в ко-
торых взаимодействие между электронной сверх-
структурой и примесями является сильным.

Авторы благодарны Е. Б. Якимову за проведение
энергодисперсионного анализа образцов.
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На специально созданной установке выполнен отжиг кристаллов бората железа FeBO3 в нейтраль-
ной, окислительной и восстановительной газовых средах. Установлено влияние химической среды и
режимов отжига на морфологию поверхности и фазовый состав образцов. Показано, что отжиг в ней-
тральной или окислительной среде ведет к перекристаллизации FeBO3 в фазу гематита α-Fe2O3, а отжиг
в восстановительной среде приводит к образованию фазы пиробората Fe2B2O5 и металлического железа
α-Fe. Различие в характере структурных трансформаций связано с изменением валентного состояния
ионов железа при отжиге в восстановительной атмосфере. Полученный результат представляет интерес
как способ трансформации кристаллических фаз.

DOI: 10.31857/S1234567820180068

1. Введение. Борат железа FeBO3 изострукту-
рен минералу кальциту CaCO3 и принадлежит к про-
странственной группе симметрии R3̄ c [1]. Несмотря
на то, что это соединение было впервые синтезиро-
вано еще в 1963 г., интерес исследователей к нему
возрастает из-за возможности применений кристал-
лов FeBO3 в различных областях, включая оптоэлек-
тронику и синхротронные технологии [1–16]. Толь-
ко в последнее время на кристаллах FeBO3 бы-
ли изучены электронный переход типа диэлектрик-
полупроводник при спиновом кроссовере [2–6], маг-
нитное двупреломление звука [7], а также магни-
тоакустические явления, индуцированные фемтосе-
кундными лазерными импульсами [8]. В ряде тео-
ретических работ показано, что наноразмерные час-
тицы FeBO3 могут быть использованы в качестве
эффективных оптических преобразователей [9, 10], а
введение бората железа в состав электролита литий-
ионных аккумуляторов приводит к существенному
улучшению их характеристик [11]. Кроме того, обо-
гащенные по изотопу 57Fe монокристаллы бората
железа применяются при проведении спектроско-
пических исследований для выделения резонансно-
го диапазона из “белого” синхротронного излучения
[12–14, 17, 18].

1)e-mail: niksnegir@yandex.ru

Известно, что без контакта с атмосферой соеди-
нение FeBO3 инконгруэнтно плавится при темпера-
туре выше 900 ◦C [19, 20]. В случае выхода за преде-
лы стабильности, в структуре бората железа насту-
пают необратимые изменения, связанные с образо-
ванием новых кристаллических фаз. Авторами на-
стоящей статьи [21, 22], а также другими научны-
ми группами [19, 20] ранее было исследовано влия-
ние высоких температур на фазовый состав моно-
и поликристаллов бората железа. Установлено, что
при отжиге FeBO3 трансформируется в гематит α-
Fe2O3, а при определенных температурных режимах
в отожженных образцах также обнаруживается фаза
Fe3BO6 [19, 21]. Кроме того, ранее нами было изуче-
но влияние изоморфной примеси галлия на струк-
турную стабильность кристаллов FeBO3. Обнаруже-
но, что воздействие высоких температур на кристал-
лы железо-галлиевого бората Fe0.27Ga0.73BO3 приво-
дит к структурным изменениям, связанным с обра-
зованием фаз β-Ga2O3 и (Fe,Ga)2O3 [22]. При этом
кристаллы смешанного состава демонстрируют боль-
шую устойчивость к воздействию высоких темпера-
тур по сравнению с “чистыми” фазами боратов гал-
лия (GaBO3) и железа (FeBO3) [22].

Следует отметить, что во всех ранее выполнен-
ных работах FeBO3 отжигался лишь в воздушной
среде [19–22]. Целью настоящей работы было прове-
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сти серию экспериментов по отжигу кристаллов бо-
рата железа в различных химических средах, а так-
же изучить морфологию и фазовый состав отожжен-
ных образцов.

2. Методика эксперимента. Для проведения
экспериментов по отжигу была разработана установ-
ка (см. рис. 1), основой которой служила трубчатая

Рис. 1. Схема разработанной экспериментальной уста-
новки: 1 – печь сопротивления; 2 – кварцевая трубка;
3 – фарфоровая лодочка с образцом; 4 – терморегуля-
тор Omron EC5WL; 5 – твердотельное реле SSR-40LA;
6 – понижающий трансформатор; 7 – S-термопара; 8 –
кран; 9 – манометр; 10 – склянка Дрекселя; 11 – лабо-
раторная вытяжка

печь сопротивления (1). На всю длину шахты печи
была введена кварцевая трубка (2) диаметром d =

= 20мм. Трубка была герметично соединена с одного
края с газовым затвором (склянкой Дрекселя 10), а с
другого края – со стеклянным соединительным трой-
ником. Два других конца тройника через краны (8) и
манометры (9) были подключены, соответственно, к
баллону с аргоном (ОСЧ, ГОСТ 10157-62) и к генера-
тору водорода Хроматек 10-400. Газ подавался от на-
чала нагрева и до полного остывания печи с постоян-
ной скоростью ∼ 0.2 л/мин. Перед отжигом в прото-
ке водорода система продувалась аргоном в течение
15 мин. Отработанный газ удалялся из помещения
за счет принудительного приточно-вытяжного вен-
тилирования (11).

Использованные в работе кристаллы FeBO3 бы-
ли синтезированы методом из раствора в расплаве
по методике, развитой в работе [13]. С целью дости-
жения наилучшего контакта со средой отжига кри-
сталлы перетирались в агатовой ступке до получе-
ния мелкодисперсного (50–100 мкм) состояния. Око-
ло 20 мг кристаллов распределялось слоем толщи-
ной 1.0–1.5 мм в сапфировой кювете, которая поме-
щалась в фарфоровую лодочку (3) и затем в печь.

Температура контролировалась с помощью циф-
рового регулятора Omron EC5WL, который обеспе-

чивал управление печью посредством твердотельно-
го реле SSR-40LA (5) и понижающего трансфор-
матора (6). Спай управляющей термопары типа
S (7) находился вблизи нагревательного элемента.
При программировании режимов отжига учитывал-
ся температурный градиент в шахте печи, вноси-
мый кварцевой трубкой. Скорость нагрева состав-
ляла 25 ◦C/мин, время изотермического выдержива-
ния – 4 ч.

Морфология поверхности образцов и их хими-
ческий состав исследовались путем сканирования
растровым электронным микроскопом (РЭМ) FEI
Quanta 200 3D с приставкой для энергодисперсион-
ной спектроскопии (ЭДС) EDAX Genesis (ускоряю-
щее напряжение 20 кВ). Для отведения заряда об-
разцы фиксировались на предметном столике мик-
роскопа с помощью проводящей клейкой ленты на
основе графита.

Рентгеновский фазовый анализ (РФА) выполнен
с помощью дифрактометра Rigaku MiniFlex 600. Ко-
личественное соотношение фаз вычислено методом
Ритвельда.

3. Результаты экспериментов и их обсуж-

дения. В результате отжига бората железа при 800
и 1000 ◦C на воздухе, в протоке аргона, а также водо-
рода (окислительная, нейтральная и восстановитель-
ная атмосфера соответственно [23]) получена серия
экспериментальных образцов. Как отмечалось выше,
эксперименты по отжигу кристаллов FeBO3 в воз-
душной среде уже выполнялись в предыдущих рабо-
тах [21, 22]. Однако для корректной оценки соотно-
шения фаз в образцах требовалось соблюсти иден-
тичные экспериментальные условия.

После отжига при 800 ◦C мелкодисперсные образ-
цы FeBO3 приобрели в атмосфере воздуха и аргона
бурый цвет, в атмосфере водорода – черный. Образ-
цы FeBO3, отожженные при 1000 ◦C, плотно “спека-
лись” между собой и имели “металлический” темный
цвет, независимо от среды отжига.

На рисунке 2 приведены результаты РЭМ-скани-
рования поверхности образцов. Изначально образцы
FeBO3 содержали зерна со сравнительно гладкой по-
верхностью (рис. 2а). После отжига на воздухе и в
протоке аргона при 800 ◦C зерна сохраняли види-
мую целостность, однако их поверхность была по-
крыта множественными кристаллитами произволь-
ной формы (рис. 2b, c). Зерна образцов, отожженных
при 800 ◦C в протоке водорода, представляли собой
оплавленную пористую структуру (рис. 2d), которая
состояла из отдельных включений с характерным
размером порядка 5 мкм. Можно сделать вывод, что
структурные изменения наиболее выражены при от-
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Рис. 2. Изображения растровой электронной микроско-
пии. Поверхность кристаллов FeBO3 до отжига (а), а
также отожженных при 800 ◦C в атмосфере воздуха
(b), аргона (c) и водорода (d)

жиге кристаллов в протоке водорода, значительно
менее выражены при отжиге на воздухе, и совсем
незначительны при отжиге в протоке аргона.

Рентгено-дифракционными исследованиями под-
тверждается, что исходные кристаллы бората же-
леза не содержали побочных кристаллических фаз
(см. рис. 3а). Методом РФА установлено, что в образ-
це FeBO3, отожженном на воздухе при температуре
800 ◦C, помимо фазы FeBO3, содержится также фа-
за гематита α-Fe2O3 (пр. гр. R3̄c [24, 25]), ее концен-
трация составляет 13.5(6) масс. % (см. рис. 3b). От-
жиг в воздушной среде при 1000 ◦C ведет к полной
перекристаллизации FeBO3 в гематит (см. рис. 3c).
Также появляются рефлексы с 2θ = 14.57◦ и 27.84◦,
которые, как мы полагаем, связаны с кубической мо-
дификацией оксида бора B2O3 [26]. Этот результат в
полной мере подтверждает ранее полученные данные
по отжигу на воздухе [19–22].

На рисунке 3d показана дифрактограмма об-
разцов FeBO3, отожженных в протоке аргона при
800 ◦C. Появление новых рефлексов свидетельствует
о присутствии фазы гематита α-Fe2O3, как это на-
блюдалось при отжиге на воздухе. Однако объем фа-
зы гематита в этом случае составляет 9.9(7) масс. %,
что заметно меньше, чем в образце, отожженном на
воздухе при аналогичной температуре. Это позволя-
ет заключить, что в случае отжига в протоке арго-
на структурные трансформации в кристаллах FeBO3

менее выражены, чем при отжиге на воздухе. Это хо-
рошо согласуется с данными РЭМ (см. рис. 2b, c).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Рентгеновские дифракто-
граммы (Cu-Kα, λ = 1.54056 Å) образцов FeBO3 до от-
жига (а), а также отожженных при 800 и 1000 ◦C в ат-
мосфере воздуха (b), (c), аргона (d), (e) и водорода (f),
(g). Темные линии – экспериментальные кривые, их ин-
тенсивности ограничены 30% от наиболее яркого отра-
жения на конкретной дифрактограмме. Светлыми ли-
ниями показана разность между экспериментальными
кривыми и профилем, рассчитанным по методу Рит-
вельда
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В образцах бората железа, отожженных в про-
токе аргона при 1000 ◦C преобладает фаза α-Fe2O3,
а также содержатся следовые концентрации фазы
B2O3 (см. рис. 3e).

После отжига при 800 ◦C в протоке водорода ис-
ходной фазы FeBO3 в исследованных образцах не
обнаружено (см. рис. 3f). Преобладающей являет-
ся фаза Fe2B2O5 (80.4(9) масс. %) [27, 28]. Пироборат
Fe2B2O5 является изоструктурным минералу суан-
титу (Mg2B2O5, пр. гр. P 1̄), в котором ионы железа
находятся в двухвалентном состоянии [27, 28] в отли-
чие от FeBO3, где железо трехвалентно. Кроме того,
в этом образце обнаружена фаза металлического же-
леза α-Fe (пр. гр. Im3m [29]), концентрация которой
составляет 19.6(4) масс. %.

На рентгеновской дифрактограмме образцов
FeBO3, отожженных в протоке водорода при 1000 ◦C
(см. рис. 3g), наиболее интенсивные отражения
связаны с фазой α-Fe. Кроме того, расчет индекса
кристалличности показал наличие в этом образце
неидентифицируемой РФА аморфной составляющей
в количестве около 42 масс. %. Отметим, что по ре-
зультатам ЭДС-исследования установлено наличие
примесей Al и Si (см. рис. 4) (появление в ЭДС-
спектре линии углерода (E = 0.28 кэВ) связано с
методикой крепления образца при исследовании). В
этой связи, рефлексы с 2Θ = 20.88◦, 26.66◦, 50.15◦ и
2Θ = 16.61◦, 33.53◦ на рентгеновской дифрактограм-
ме (см. рис. 3g) мы интерпретируем как связанные
с фазами SiO2 [30] и Al4B2O9 [31]. По-видимому,
эти фазы возникли в результате транспортных
процессов между исходными кристаллами FeBO3,
сапфировой кюветой и оснасткой печи, при высокой
температуре в восстановительной атмосфере.

Отметим, что пироборат Fe2B2O5 является сла-
бо изученным материалом, который, в то же вре-
мя, весьма перспективен с точки зрения его практи-
ческого применения [27, 28]. Синтез этого кристал-
ла до сих пор связан с определенными технологи-
ческими трудностями [27, 28]. В настоящей работе
показано, что фаза Fe2B2O5 в значительном коли-
честве появляется после отжига бората железа при
описанных выше условиях. В дальнейшем мы пла-
нируем оптимизировать режимы отжига кристаллов
FeBO3 для получения наиболее фазово-чистого об-
разца Fe2B2O5 и исследовать электронные и магнит-
ные свойства пиробората методами на основе ядер-
ных резонансов.

4. Заключение и выводы. Разработана и из-
готовлена установка для отжига кристаллических
образцов в различных газовых средах. Установле-
но, что наиболее выраженные изменения морфоло-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Рентгеновский ЭДС-спектр
экспериментальных образцов FeBO3, отожженных при
1000 ◦C в протоке водорода

гии поверхности и фазового состава образцов FeBO3

происходят при отжиге в атмосфере водорода, а наи-
менее выраженные – в атмосфере аргона.

Отжиг на воздухе или в протоке аргона при
800 ◦C ведет к частичной, а при 1000 ◦C – к полной
перекристаллизации бората железа в фазу α-Fe2O3.
Отжиг в протоке водорода ведет к полной трансфор-
мации FeBO3 при 800 ◦C – в фазы Fe2B2O5 и α-Fe,
а при 1000 ◦C – в фазу α-Fe и аморфную составляю-
щую.

Полученные результаты будут использованы для
отработки технологических режимов отжига кри-
сталлов бората железа.

Исследования выполнены при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований, проект # 19-29-12016-мк, в части разработ-
ки экспериментальной установки и получения кри-
сталлических образцов.

РФА- и РЭМ-измерения проведены при поддерж-
ке Министерства науки и высшего образования РФ в
рамках выполнения работ по Государственному зада-
нию Федерального научно-исследовательского цен-
тра “Кристаллография и фотоника” с использовани-
ем оборудования центра коллективного пользования
(проект RFMEFI62119X0035).
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Впервые обнаружены эффекты резистивного переключения второго порядка в мемристорах на ос-
нове поли-n-ксилилена. Показано, что данные мемристивные структуры представляют собой динамиче-
скую систему, поведение которой существенно зависит от кратковременных эффектов второго порядка.
А именно, при подаче парных импульсов (необязательно одной полярности) с определенной задержкой
наблюдается уменьшение времени переключения мемристивных структур. Эффекты второго порядка
объяснены увеличением локальной температуры металлического проводящего мостика вследствие джо-
улева нагрева. Разработана численная трехмерная динамическая модель, основанная на учете дрейфа-
диффузии ионов металла в полимерной матрице, экспериментально наблюдаемые эффекты подтвер-
ждены в рамках данной модели. Полученные результаты демонстрируют возможность использования
обнаруженных эффектов при построении нейроморфных вычислительных систем.

DOI: 10.31857/S123456782018007X

В последнее время проявляется повышенный
интерес к исследованию взаимосвязанных сильно
неравновесных процессов теплового, электронного
и ионного транспорта на нанометровых масштабах,
которые наблюдаются при резистивном переключе-
нии (РП) так называемых мемристивных структур,
изменяющих под действием электрических импуль-
сов свое сопротивление в некотором окне между
высокоомным (ROFF) и низкоомным (RON) состоя-
ниями [1]. Эти структуры (мемристоры) обладают
чрезвычайно низким энергопотреблением и весьма
привлекательны для использования при построении
нейроморфных вычислительных систем (НВС)
с целью решения различного рода когнитивных
задач (распознавание изображений, текста и речи,
принятие решений и т.д.), в которых мемристоры
способны эффективно эмулировать синапсы, т.е.
весовые коэффициенты связей между нейронами
[2–5].

1)e-mail: an.matcukatova@physics.msu.ru

Мемристор представляет собой слоистую струк-
туру типа “металл–диэлектрик–металл” (МДМ), в
которой РП происходит в объеме диэлектрика или на
его контакте с металлом [3]. РП в большинстве ок-
сидных МДМ устройств происходит вследствие элек-
тромиграции вакансий кислорода в оксидах с по-
следующим образованием (разрывом) проводящих
филаментов (механизм изменения валентности, или
VCM – valence change mechanism) или вследствие ро-
ста (разрушения) металлических мостиков, обуслов-
ленного миграцией катионов металла в диэлектри-
ческой матрице (механизм электрохимической ме-
таллизации, или ECM – electrochemical metallization)
[2, 6]. При этом РП по ECM механизму можно опи-
сать в рамках модели, основанной на изменении од-
ной переменной состояния w – размера (длины или
диаметра) проводящего металлического мостика [6].
Эта переменная называется переменной состояния 1-
го порядка, а мемристоры, функционирующие в рам-
ках описанной модели, – мемристорами 1-го поряд-
ка. Однако недавно были описаны и более сложные
устройства – так называемые мемристоры 2-го по-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – ВАХ мемристивной структуры Ag/PPX-Ag/ITO. На вставке: схематичное изображение
данной структуры. (b) – Пример зависимости напряжения (левая шкала) на первом входе осциллографа и силы тока
(правая шкала) через нагрузочное сопротивление от времени в эксперименте по изучению эффектов 2-го порядка при
РП из состояния ROFF в RON. На мемристор последовательно подаются разогревающий импульс длительностью th и
амплитудой Uh и переключающий импульс длительностью ts и амплитудой Us, с задержкой между ними длительно-
стью td. На вставке: схема эксперимента для изучения эффектов РП 2-го порядка, где G – генератор, М – мемристор,
R – нагрузочное сопротивление, In1 и In2 – входы осциллографа

рядка [7], в которых дополнительная переменная со-
стояния (2-го порядка), не определяя сопротивление
напрямую, влияет на динамику изменения w в про-
цессе электрической стимуляции и некоторое время
после нее. Так, для механизма ECM за переменную
2-го порядка можно принять температуру проводя-
щего мостика [8]. Тогда изменение резистивного со-
стояния мемристора при приложении некоторого им-
пульса напряжения может зависеть от степени разо-
грева мостика предыдущими импульсами, причем не
только от амплитуды и длительности поступающих
на систему импульсов, но и от их частоты. Такая мо-
дель лучше описывает свойства биологических си-
напсов, так как проницаемость межнейронных кон-
тактов (синаптическая эффективность) контролиру-
ется переменной 2-го порядка, а именно – постсинап-
тической концентрацией ионов кальция [7]. Поэтому
переменная 2-го порядка является важным факто-
ром в описании динамических процессов биоподоб-
ных нейронных сетей.

Одним из наиболее перспективных органи-
ческих материалов для создания мемристоров
является поли-п-ксилилен (парилен, или PPX –
poly-p-xylylene) – доступный и легкий в производстве
полимер, полностью безопасный для человека и
животных [9]. Мемристоры на основе PPX демон-
стрируют эффекты квантования проводимости
при РП по механизму ECM, т.е. диаметр образу-
ющегося филамента находится на нанометровых
масштабах [10]. Кроме этого, они обладают ха-
рактеристиками, приемлемыми для создания НВС

(многоуровневое РП (≥ 16 состояний) при отноше-
нии ROFF/RON > 103, время хранения резистивных
состояний более 104 с) [11]; способны изменять свое
состояние по механизму пластичности, зависящей от
времени прихода импульсов (spike-timing-dependent

plasticity, или STDP) [11, 12]. При этом вариабель-
ность РП мемристоров на основе PPX может быть
снижена путем внедрения в слой РРХ металли-
ческих наночастиц, например, серебра (PPX-Ag)
[13]. Однако в подобных структурах до сих пор не
были изучены мемристивные эффекты 2-го порядка,
исследование которых могло бы пролить свет на
особенности физико-химических процессов при РП
PPX-мемристоров, что необходимо для построения
динамической модели РП.

В работе изучались два типа мемристивных
МДМ структур – на основе слоев PPX-Ag (структу-
ры Ag/PPX-Ag/ITO) и чистого PPX (Cu/PPX/ITO)
толщиной 100 нм, которые осаждались на стек-
лянную подложку, покрытую проводящим слоем
оксида индия-олова (ITO), выступающего в роли
нижнего электрода (вставка к рис. 1a). Верхние
металлические электроды (500 нм) были получены
осаждением Ag или Cu через теневую маску с
размером отверстий 0.2 × 0.5мм2 (см. детали в
[10, 13]).

Мемристивные характеристики структур иссле-
довались с использованием аналитической зондовой
станции Cascade Microtech PM5. Импульсы напря-
жения подавались на верхний электрод структуры
(при заземленном нижнем электроде) от источника-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости напряжения на верхнем электроде мемристивной структуры Cu/PPX/ITO (ле-
вая шкала) и тока через нее (правая шкала) от времени в эксперименте по изучению эффектов 2-го порядка. (a), (b) –
РП из состояния ROFF в RON, Uh = −0.6В, Us = 1.2В; (c), (d) – РП из состояния RON в ROFF, Uh = 0.5В, Us = −1.3В;
длительности импульсов указаны на графиках

измерителя National Instruments PXIe-4140. При
измерениях вольт-амперных характеристик (ВАХ)
устанавливалось ограничение по току на уровне
+1мА и −50мА для предотвращения теплового
разрушения мемристоров. Для изучения эффектов
РП 2-го порядка на верхний электрод мемристоров
подавались импульсы напряжения от генератора
Keysight 81150A (вставка к рис. 1b). Контроль
изменения сопротивления структуры осуществлял-
ся по падению напряжения на последовательно
подключенном к ней нагрузочном сопротивлении
R = 50Ом. Сигналы от генератора и нагрузочного
сопротивления регистрировались 2-х канальным
осциллографом Agilent Technologies DSO8104A с
входным сопротивлением 50 Ом. Эксперименты
проводились при комнатной температуре с исполь-
зованием программной среды LabView.

На рисунке 1a в полулогарифмическом масшта-
бе представлены ВАХ четырех образцов Ag/PPX-
Ag/ITO (10 последовательных переключений для
каждого) и их медианная кривая. Данная зависи-

мость характерна для мемристоров с биполярным
РП: мемристор, первоначально находящийся в состо-
янии ROFF, переходит в состояние RON при прило-
жении напряжения Uset, а затем обратно в состоя-
ние ROFF при приложении отрицательного напряже-
ния Ureset. Стоит отметить, что в силу стохастиче-
ской природы РП напряжения переключения Uset и
Ureset варьируются от цикла к циклу и от образца к
образцу. Ранее нами было установлено, что РП обе-
их структур, Ag/PPX-Ag/ITO и Cu/PPX/ITO, про-
исходит по механизму ECM [10, 13]. При приложе-
нии положительного напряжения к верхнему элек-
троду катионы металлов из него мигрируют через
слой PPX к нижнему электроду, что приводит к об-
разованию проводящего мостика между двумя элек-
тродами и к переключению структуры в состояние
RON. При приложении отрицательного напряжения
U ≤ Ureset к верхнему электроду мостик разрушается
из-за эффектов термоэлектромиграции [14], и струк-
тура переключается в состояние ROFF. Отличитель-
ная особенность механизма переключения структу-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости напряжения на верхнем электроде мемристивной структуры Cu/PPX/ITO (ле-
вая шкала) и тока через нее (правая шкала) от времени в эксперименте по изучению эффектов 2-го порядка РП из
состояния ROFF в RON. Используемые параметры: td = 1мс, ts = 5мс, Us = −1.3В; остальные параметры импульсов
указаны на графиках

ры Ag/PPX-Ag/ITO заключается в том, что перко-
ляционные цепочки, формируемые металлическими
наночастицами Ag в слое PPX, концентрируют элек-
трическое поле и задают направление образования
проводящего мостика. Поэтому данные структуры
демонстрируют бoльшую стабильность РП и мень-
шие значения Uset (Ureset) в сравнении со структура-
ми Ag/PPX/ITO и Cu/PPX/ITO [11]. Для исследо-
вания эффектов второго порядка критически важ-
ной становится стабильность мемристивных струк-
тур и малый разброс значений Uset и Ureset, поэтому
для данной работы были выбраны мемристоры на
основе PPX с медными верхними электродами [11].

Для изучения эффектов 2-го порядка при РП
мемристоров на них подавались парные импульсы:
разогревающий импульс большой длительности th
амплитудой Uh и переключающий импульс малой
длительности ts, но с большей по величине амплиту-
дой Us, задержка между импульсами td варьирова-
лась. Полярности разогревающего и переключающе-
го импульсов были противоположными для исклю-

чения возможных эффектов 1-го порядка при воз-
действии разогревающих импульсов. Амплитуда Us и
длительность ts переключающего импульса были по-
добраны таким образом, чтобы сам по себе переклю-
чающий импульс не переводил мемристор из одно-
го состояния в другое. На рисунке 1b представлены
парные импульсы, использованные для переключе-
ния мемристора из состояния ROFF в состояние RON,
для обратного переключения использовались подоб-
ные импульсы обратных полярностей.

Эффекты РП 2-го порядка были обнаружены как
в структуре Cu/PPX/ITO (рис. 2), так и в Ag/PPX-
Ag/ITO (пример полученной зависимости представ-
лен на рис. 1b). Схема эксперимента была следую-
щей: изначально мемристивная структура переводи-
лась в определенное состояние (ROFF или RON), и из-
мерялось ее сопротивление при напряжении чтения
(0.1 В), далее следовали разогревающий и переклю-
чающий импульсы с определенной задержкой td, по-
сле чего измерялось конечное сопротивление струк-
туры. При достаточно больших временах задержки
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td ≥ 5мс мемристор остается в состоянии ROFF по-
сле переключающего импульса (рис. 2a), однако при
td ≤ 1мс переключающий импульс переводит мемри-
стор в состояние RON (рис. 2b). Полученные резуль-
таты можно объяснить достаточно быстрым спадом
локальной температуры проводящего мостика Tl по-
сле приложения к структуре разогревающего им-
пульса: при td ≥ 5мс температура успевает вернуть-
ся практически к первоначальному значению и вто-
рой импульс не переключает мемристор. С другой
стороны, при td ≤ 1мс температура Tl не успевает
опуститься до первоначального состояния, что спо-
собствует диффузии атомов металла и образованию
проводящего мостика переключающим импульсом.
Аналогичное поведение наблюдается при переключе-
нии мемристора из состояния RON в ROFF парными
импульсами обратных полярностей (рис. 2c, d). Та-
ким образом, можно сделать вывод о влиянии разо-
грева током на последующее РП изучаемых струк-
тур при достаточно малых td вне зависимости от по-
лярности разогревающего импульса.

Кроме того, для более детального изучения эф-
фектов 2-го порядка было проведено исследование
влияния параметров разогревающего импульса на
последующее РП структуры Cu/PPX/ITO из состо-
яния RON в ROFF при постоянной задержке td =

= 1мс (рис. 3). При длительности разогревающего
импульса th < 20мс парные импульсы не изменя-
ют состояние мемристора (рис. 3a). Однако при th ≥
≥ 20мс переключающий импульс переводит мемри-
стор в состояние ROFF (рис. 2d и 3b), т.е. разогрева-
ющий импульс должен быть достаточной длительно-
сти для влияния на последующее РП. Далее исследо-
валось влияние амплитуды разогревающего импуль-
са Uh при его постоянной длительности th = 20мс.
При Uh = 0.4−0.6В (рис. 2d) переключающий им-
пульс изменял состояние мемристора, в то время
как при Uh < 0.4В и Uh > 0.6В РП не наблю-
дались (рис. 3c, d). Это может быть связано с тем,
что для фиксированной длительности th и при Uh <

< 0.4В разогрев мемристивной структуры оказыва-
ется недостаточным, а импульс амплитудой Uh >

0.6В закрепляет мемристор в проводящем состоя-
нии. Таким образом, для проявления эффектов 2-го
порядка необходимо тщательно подбирать парамет-
ры разогревающего импульса.

Также были проведены эксперименты по об-
наружению эффектов 2-го порядка при подаче
пакета переключающих импульсов на структуру
Cu/PPX/ITO: после одного длительного разогре-
вающего импульса подавалась последовательность
из 10 коротких переключающих импульсов с по-

стоянной задержкой между ними (схематичное
изображение подаваемых импульсов представлено
на вставке к рис. 4, параметры подаваемых импуль-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость отношения из-
менения сопротивления мемристора Cu/PPX/ITO к
его первоначальному сопротивлению от номера пере-
ключающего импульса при переключении из состояния
RON в ROFF для различных td, их значения указаны
на графиках. На вставке: схематичное изображение по-
даваемых на структуру импульсов. После разогреваю-
щего импульса длительностью th = 20мс и амплиту-
дой Uh = 0.4В с задержкой td на структуру подава-
лось N = 10 переключающих импульсов длительно-
стью ts = 1мс и амплитудой Us = −1.2В с задержкой
между ними длительностью td

сов приведены в описании к рисунку). Изменение
сопротивления мемристивной структуры при по-
даче такой последовательности импульсов зависит
от задержки между импульсами td (рис. 4): для
td ≥ 1мс переключение происходит постепенно, а
для td ≤ 0.5мс РП происходит тем резче и быстрее,
чем меньше td, что также является проявлением
эффектов 2-го порядка.

Описанное выше увеличение скорости РП при
уменьшении задержек между импульсами в экспери-
ментах с парными импульсами и с пакетом импуль-
сов можно объяснить временным увеличением тем-
пературы Tl при достаточно малых длительностях
задержек между импульсами, что приводит к экспо-
ненциально сильному росту коэффициента диффу-
зии ионов Ag и Cu (по закону Аррениуса) и ускоря-
ет образование или разрыв проводящего мостика в
мемристивных структурах [15].

Для описания подобного поведения была постро-
ена численная электротермическая модель, основан-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Смоделированный образец. Синим цветом обозначен слой PPX, красным – проводящий
мостик с ионами меди. (b) – Подаваемые на образец импульсы напряжения. (c) – Температура образца в начале дей-
ствия переключающего импульса. (d) – Концентрация ионов меди через некоторое время после окончания действия
переключающего импульса

ная на учете дрейфа-диффузии ионов меди в матри-
це PPX. На рисунке 5a представлена смоделирован-
ная мемристивная структура в аксиально симмет-
ричной геометрии. Образец состоял из 100 нм слоя
PPX и двух бесконечно тонких идеальных электро-
дов по обе его стороны. Кроме того, изначально в
центре образца помещался тонкий мостик радиуса

30 нм, обогащенный ионами Cu, который соединял
два электрода, т.е. образец находился в состоянии
RON. В части мостика, ближайшей к верхнему элек-
троду, толщиной 20 нм концентрация меди задава-
лась постоянной [16]. На данную структуру подава-
лись импульсы напряжения (рис. 5b): одиночный им-
пульс (−1.4В) и парные импульсы (разогревающий
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0.5 В и переключающий −1.4В). Состояние мемри-
стора рассчитывалось решением уравнения непре-
рывности для расчета электронной проводимости об-
разца, уравнения Фурье для расчета джоулева на-
грева и уравнения дрейфа-диффузии ионов меди
для расчета распределения их концентрации и соот-
ветствующего распределения потенциала. Подробнее
модель описана в работе [16]. В связи с малой теп-
лоемкостью исследуемого образца в связи с выбран-
ными малыми размерами в рамках данной модели
установление теплового равновесия происходило на-
много быстрее дрейфа-диффузии ионов, поэтому для
решения нестационарного уравнения теплопровод-
ности потребовались меньшие характерные времена
импульсов в сравнении с экспериментальными дан-
ными [17]. Все длительности импульсов были умень-
шены без нарушения соотношения между ними. Та-
ким образом, удалось пронаблюдать изменение тока,
температуры и концентрации ионов в процессе пе-
реключения мемристора из состояния RON в состо-
яние ROFF. На рисунке 5 видно, что предваритель-
ный нагрев образца приводит к увеличению темпера-
туры в начале действия переключающего импульса
(рис. 5c) и разрыву проводящего мостика (рис. 5d).
При этом изменение сопротивления в результате по-
дачи двух импульсов оказалось на порядок больше,
чем в случае отсутствия предварительного нагрева
структуры.

В заключение, в данной работе изучены эф-
фекты РП 2-го порядка мемристивных структур
Cu/PPX/ITO и Ag/PPX-Ag/ITO, причем как при
их переключении парными импульсами, так и паке-
том импульсов. Выявлено увеличение скорости РП
мемристоров при достаточно малом времени задерж-
ки между импульсами (∼ 1 мс) в обоих типах экспе-
риментов. Для эксперимента с парными импульсами
показано, что для проявления эффектов 2-го поряд-
ка существуют оптимальные амплитуда и длитель-
ность разогревающего импульса. Эффекты 2-го по-
рядка объясняются увеличением локальной темпера-
туры вследствие джоулева нагрева, что качественно
подтверждено численным моделированием, основан-
ным на учете дрейфа-диффузии ионов меди в мат-
рице PPX.

Из приведенных данных пока трудно сделать од-
нозначный вывод о том, какие мемристоры с на-
ночастицами или без наночастиц Ag более предпо-
чтительны для наблюдения эффектов 2-го порядка
(ср. данные рис. 1b и рис. 2а, b). Для этого необходи-
мы дополнительные эксперименты по исследованию
данных эффектов в зависимости от содержания Ag,
которые планируется сделать в дальнейшем.

Наконец отметим, что мемристоры 2-го порядка
демонстрируют более биоподобный тип РП и, сле-
довательно, более предпочтительны при построении
НВС, чем мемристоры 1-го порядка, поскольку для
изменения их синаптического веса (проводимости)
важна не только амплитуда, но и частота импульсов.
Продемонстрированный диапазон задержек между
импульсами, оказывающий влияние на сопротивле-
ние PPX-мемристоров (порядка нескольких милли-
секунд), гораздо лучше подходит для обучения НВС
в реальном времени динамическим корреляциям в
практически значимых сценах с макроскопическими
объектами, которые тоже лежат в этом временном
интервале (в противовес ранее продемонстрирован-
ным мемристорам 2-го порядка с наносекундными
задержками между импульсами [7]).
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In this study, using the first-principles calculations, we have applied the full potential linearized augmented
plane wave (FP-LAPW) method based on density functional theory (DFT) implemented in the code wien2k to
study structural, electronic and optical properties of two halide double perovskites: K2GeSnBr6 and K2GeSnI6.
The approximations used are generalized gradient approximation (GGA) and for exchange and correlation poten-
tial, we have applied a modified version of the potential proposed by Becke–Johnson (mBJ) to our compounds in
order to improve the bandgaps and approach them to the experimental results.

Structural properties show that these two compounds are cubic and that they crystallize in the space group
(Fm-3m, # 225), they also present a NM phase (non magnetic phase) which has the lowest energy compared to
ferromagnetic and antiferromagnetic phases. The study of electronic properties is divided in two parts: the first one
is for the band structure. The results show that these two compounds present a semiconductor behavior with direct
band gap. The second one is for total and partial density of States. Results presented here confirm the semiconduc-
tor behavior observed in the band structure with a high impact of s-orbital of Sn and p-orbital of Br for valence
band, while for conduction band there is a predominance of hybridization between p-orbital of Sn and p-orbital of
metalloids used.

The most important parameter for optical properties is the dielectric function which has real and imaginary
parts. The results obtained show that these compounds are suitable for storing sun light due to high values of
absorption coefficient and that they are also reflective in optical devices.

Full text of the paper is published in JETP Letters journal. DOI: 10.1134/S0021364020180010
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В этой работе мы сравниваем две конструкции построения зеркальных пар многообразий Калаби–
Яу на примере орбифолдов Квинтики Q. Первая – конструкция Берглунда–Хубша–Кравитца (БХК)
состоит в следующем. Мы рассматриваем фактор X гиперповерхности Q по некоторой подгруппе H ′

максимально допустимой группы SL. Тогда зеркальное многообразие Y определяется как фактор по
дополнительной подгруппе H ′T . Вторая – конструкция Батырева определяет по данным полинома WX ,
задающего Калаби–Яу X, торическое многообразие T , содержащее зеркало Y как гиперповерхность, за-
даваемую нулями полинома WY . Сам полином WY мы находим в явном виде. По виду WY мы находим
его группу симметрии и проверяем, что она совпадает с предсказанной конструкцией БХК.

DOI: 10.31857/S1234567820180111

Многообразия Калаби–Яу возникают при ком-
пактификации 6 из 10 измерений в теории су-
перструн [1], которая является способом объеди-
нить Cтандартную модель и Квантовую гравита-
цию. Эффективная теория определяется в терми-
нах так называемой Специальной геометрии, кото-
рая возникает на пространстве модулей [2] многооб-
разий Калаби–Яу и их зеркал. Мы проводим изуче-
ние зеркальных пар на примере трех случаев орби-
фолдов квинтики. Мы рассматриваем многообразия
Калаби–Яу, определяемые как гиперповерхности во
взвешенном проективном пространстве

P
4
(k1,k2,k3,k4,k5)

=
{

(x1, . . . , x5) ∈ C
5\{0}

∣

∣

∣ xi ∼ λkixi

}

.

(1)
Пусть M – матрица степеней квазиоднородного по-
линома WM (x) :=

∑5
i=1

∏5
j=1 x

Mij

j , т.е.

WM (λkix) = λdWM (x), (2)

который задает гиперповерхность уравнением
WM (x) = 0. Матрица M – обратима и имеет тип
Ферма, цепь, или петля [3], что вместе с равенством

d =

5
∑

i

ki (3)

1)e-mail: sashabelavin@gmail.com

является условием того, что гиперповерхность явля-
ется многообразием Калаби–Яу.

Полное семейство Калаби–Яу XM получается
при деформации исходного полинома WM допусти-
мыми мономами

W (x, ϕ) =WM (x) +

h
∑

l=1

ϕl

5
∏

i=1

xSli

i . (4)

Параметры ϕl являются модулями комплексной
структуры многообразия XM .

Заметим, что из (1) и (3) следует, что если взять

λ = ω, ωd = 1, (5)

то полином WM (x) инвариантен относительно груп-
пы преобразований QM , которая действует как

xi 7→ ωkixi. (6)

Группа QM называется группой квантовой сим-
метрии. У полинома WM может быть большая груп-
па симетрии, назовем ее Aut(M), QM ⊂ Aut(M), а ее
порядок равен [3]

|Aut(M)| = detM. (7)

Группа Aut(M) порождена генераторами q(M)i, i =

= 1, . . . , 5, которые действуют на каждой координате
xj как

qi(M) : xj 7→ e2πiBjixj , (8)
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где матрица B является обратной к M .
Генератором квантовой группыQM является про-

изведение
∏5

i=1 qi(M), которое действует на xi как
в (6). В группе Aut(M) есть подгруппы, которые
сохраняют голоморфную, неизчезающую на XM 3-
форму Ω или, что эквавалентно, сохраняет

∏5
i=1 xi.

Такие подгруппы называются допустимыми. Пусть
SL(M) обозначает максимальную допустимую под-
группу.

Имеет место цепочка вложений QM ⊆ SL(M) ⊆
⊆ Aut(M).

Теперь мы можем определить орбифолд в XM

следующим образом. Выберем в SL(M) некоторую
подгруппу H(M), которая включает (или равна)
QM . Затем образуем из нее факторгруппу по QM

H ′(M) := H(M)/QM . (9)

Тогда по определению орбифолд:

Z(M,H) := XM/H
′(M). (10)

Аналогичное построение мы можем сделать для
матрицы MT и получить четыре группы QMT ⊆
⊆ H(MT ) ⊆ SL(MT ) ⊆ Aut(MT ), где H(MT ) –
некоторая подгруппа SL(MT ), а также орбифолд
Z(MT , HT ).

Теперь встает вопрос: можно ли выбрать эти
группы, и если можно, то как, чтобы Z(M,H) и
Z(MT , HT ) были зеркалами друг друга.

Конструкция Берглунда–Хубша–Кравитца
(БХК) [4, 5] состоит в следующем. Пусть группа
H(M) оставляет инвариантными мономы

el(x) =

5
∏

i=1

xSli

i (11)

для определенного подбора Sli. Такие мономы в сум-
ме с WM (x) задают орбифолд Z(M,H). Тогда по
определению генераторами группы H(MT ) являют-
ся

q(l) :=
5
∏

i=1

qi(M
T )Sli , (12)

где Sli как в (11), а генераторы группы SL(MT ) опре-
делены действием на xj

qi(H
T ) : xj 7→ e2πiBijxj . (13)

Из (13) следует, что генераторы группы H(MT ) дей-
ствуют на координатах как

q(l) : xj 7→ e2πiBijSlixj . (14)

Определим теперь мономы как eTm :=
∏5

i=1 z
Rmi

i из
требования их инвариантности относительно этого
действия группы H(MT ).

Это требование удобно записать как

〈l,m〉 := BijSliRmj ∈ Z. (15)

Отметим, что ниже в этой статье речь будет идти
об орбифолдах Квинтики, для которой Bij = δij/5.
В этом случае (15) переходит в условия

∑

i

SliRmi = 0 (mod 5). (16)

Гипотеза БХК предполагает,что полином WMT в
сумме с суперпозицией eTm определяет зеркальный
орбифолд Z(MT , HT ).

А теорема Киодо–Руана [6] утверждает зеркаль-
ную симметрию орбифолдов Z(M,H) и Z(MT , HT )

на уровне когомологий.
В простейшем случае мы можем взять H(M) =

= QM . Тогда орбифолд является исходным Калаби–
Яу XM , т.е. Z(M,QM ) = XM . Тогда зеркальным
многообразием Калаби–Яу, обозначим его YM , явля-
ется орбифолд по группе SL′(MT ) := SL(MT )/QMT .

YM ≡ Z(MT , SLT ) = XMT /SL′(MT ). (17)

Вторым подходом построения зеркальных пар
Калаби–Яу является конструкция Батырева [7, 8].
Согласно этой конструкции, зеркало Y к исходному
орбифолду X задается как гиперповерхность в тори-
ческом многообразии. Для начала опишем построе-
ние самого торического многообразия поX . Запишем
полином, задающий семейство XM в виде

WX(x, ϕ) =

5
∑

i=1

5
∏

j=1

x
Mij

j +

hX
∑

l=1

ϕl

5
∏

j=1

x
Sjl

j =

=

5+hX
∑

a=1

Ca(ϕ)

5
∏

j=1

x
Vaj

j . (18)

Показатели степеней мономов исходного полинома
(18), задающего орбифолд X , являются векторами
в решетке Z5, а именно (Va)j = Vaj . Их также мож-
но представить в виде матрицы V T = (MT | ST ).
В силу квазиоднородности, имеет место соотноше-
ние

∑5
j=1 Vajkj = d. Поэтому вектора (Va)j лежат

в четырехмерной решетке Z4 и образуют многогран-
ник Батырева [8]. С другой стороны, те же вектора
Va являются ребрами веера [7], который определяет
торическое многообразие T . Поскольку hX + 5 век-
торов Va лежат в четырехмерном пространстве, они
должны удовлетворять hX линейным соотношениям

hX+5
∑

a=1

QlaVa = 0, l = 1, . . . , hX . (19)
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Эти соотношения определяют веса действия абеле-
вой группы (C∗)hX в C

hX+4

ya → λQlaya, a = 1, . . . , hX + 4, l = 1, . . . , hX , (20)

задающее торическое многообразие

T :=

(

ChX+4 − Z
)

(C∗)hX
, (21)

где множество Z является инвариантным относи-
тельно этого действия [7].

Следующим шагом будет построение гиперпо-
верхности в T .

Зеркальное Калаби–Яу Y задается как нули
некоторого квази-однородного полинома [9–11]
WY (y1, . . . , yhX+4), т.е.

Y :=
{

(y1, . . . , yhX+4) ∈ T
∣

∣ WY (y) = 0
}

. (22)

Мы находим явный вид полинома WY из условий
однородности:

WY (λ
Ql1y1, . . . , λ

Ql,hX+4yhX+4) =

= λdWY (y1, . . . , yhX+4), i = 1, . . . , hX . (23)

Запишем многочленWY в виде суммы некоторых мо-
номов Li(y), которые мы найдем позднее

WY (y) =

hY +5
∑

i=1

C̃i(ψ)Li(y), Li(y) =

hX+4
∏

a=1

y
ni
a

a . (24)

Из (23) и (24) получим системы уравнений на пока-
затели степеней na (здесь мы опустили индекс i для
краткости)

hX+4
∑

a=1

Qlana = d, l = 1, . . . , hX . (25)

Заметим, что всегда мы знаем шесть решений систе-
мы (25). Поскольку

5
∑

i=1

Vaiki = d,

hX+5
∑

a=1

QlaVai = 0, QhX ,hX+5 = −d,

(26)
то эти 5 + 1 решения (25) имеют вид

ni
a = Vai, i = 1, . . . , 5, (27)

n6
a = 1, (28)

где a = 1, . . . , hX + 4.
Полином WY состоит всего из hY + 5 инвариант-

ных мономов, и их степени находятся из решений

(25) наложением дополнительных условий неотрица-
тельности степеней ni

a > 0. Здесь hY := hY21 – число
Ходжа многообразия Калаби–Яу Y . Таким образом,
нужно решать систему

hX+4
∑

a=1

Qlana = d, na > 0,

l = 1, . . . , hX , a = 1, . . . , hX + 4.

(29)

Используя симметрию действия тора, можно сде-
лать замену на инвариантные относительно (C∗)hX

(проективные) координаты

zj =

hX+4
∏

a=1

yVaj/5
a . (30)

Тем самым мы сводим торическое многообразие
к проективному пространству P4. В координатах zj
полином WY имеет вид

WY (z) =
5
∑

i=1

5
∏

j=1

x
Mji

j +

hY
∑

m=1

ψme
T
m(z). (31)

Мы видим, что зеркало Y определяется транспони-
рованной матрицей MT .

По виду деформаций eTm(z) пространства ком-
плексных модулей многообразия Y мы находим груп-
пу симметрии полинома WY и можем проверить, сов-
падает ли она с группой HT , получаемой процедурой
Кравитца.

Ниже мы рассмотрим применение этих двух кон-
струкций к орбифолдам Квинтики. Полное семей-
ство в этом случае задается уравнением в проектив-
ном пространствe

Q =

{

(x1, . . . , x5) ∈

∈ P
4

∣

∣

∣

∣

WQ(x, ϕ) :=W0(x) +

101
∑

s=1

ϕlel(x) = 0

}

, (32)

где

W0(x) := x51+x
5
2+x

5
3+x

5
4+x

5
5, el =

5
∏

i=1

xSli

i , 0 ≤ Sli ≤ 3,

(33)
а ϕl – модули комплексной структуры многообразия
Q.

В случае Квинтики матрица степеней диагональ-
на и равна M = 5I, где I – единичная. А также
WM = WMT ≡ W0. Исходный полином W0(x) име-
ет группу квантовой симметрии Q5I = Z5[1, 1, 1, 1, 1].
Полная группа симметрии молинома есть Aut(5I) =
= Z5

5 с генераторами, действующими как qi(5I) :
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xi 7→ e2πi/dxi. А группа, сохраняющая произведение
∏5

i=1 xi, есть

SL(5I) = Z4
5 = Z5[1, 0, 0, 0, 4]⊕ Z5[0, 1, 0, 0, 4]⊕

⊕ Z5[0, 0, 1, 0, 4]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (34)

Группу SL(5I) иногда называют макисмально допу-
стимой группой полинома W0. Она содержит диаго-
наль Q5I = Z5[1, 1, 1, 1, 1], а факторгруппа равна

SL′(5I) := SL(5I)/Q5I = Z5[0, 1, 0, 0, 4]⊕
⊕ Z5[0, 0, 1, 0, 4]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (35)

Мы будем работать с орбифолдами Квинтики
X = Q/H ′, которые задаются уравнением в P4

WX(x, ϕ) := x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

hX
∑

l=1

ϕlel(x) = 0.

(36)
Здесь hX := hX21 – число Ходжа. Мономы el являются
инвариантными относительно группы H . Согласно
процедуре, описанной выше, мы будем строить зер-
кальный орбифолд Калаби–Яу

Y := Q/H ′T , (37)

или в терминах исходного полинома

WY (z, ϕ) := z51 + z52 + z53 + z54 + z55 +

hY
∑

m=1

ψme
T
m(z) = 0.

(38)
Мономы eTm(z), в свою очередь, инвариантны отно-
сительно группы HT .

Перейдем непосредственно к вычислению на при-
мере трех орбифолдов.

Пример 1. В качестве первого примера рассмот-
рим орбифолд [12]

X =
Q

Z5[0, 1, 1, 4, 4]
, hX = 17, (39)

который задается нулями полинома

WX(x) = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

17
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

22
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (40)

где el(x) :=
∏5

i=1 x
Sli

i инвариантны относительно
действия H = Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕Z5[0, 1, 1, 4, 4]. Они рав-
ны:

e1 = x32x
2
3, e2 = x22x

3
3, e3 = x24x

3
5,

e4 = x34x
2
5, e5 = x31x2x4, e6 = x31x3x4,

e7 = x31x3x5, e8 = x31x2x5, e9 = x1x
2
2x

2
4,

e10 = x1x
2
3x

2
5, e11 = x1x

2
3x

2
4, e12 = x1x

2
2x

2
5,

e13 = x1x2x3x
2
4, e14 = x1x2x3x

2
5,

e15 = x1x
2
2x4x5, e16 = x1x

2
3x4x5,

e17 = x1x2x3x4x5.

(41)

Согласно конструкции БХК зеркальное Калаби–
Яу строится как орбифолд Y = Q/H ′T . Группа HT

определяется генераторами q(l) =
∏5

i=1 qi(5I)
Sli , где

Sli – суть степени мономов el(x) в (41), а qi(5I)

порождают группы Z5[1, 0, 0, 0, 0], . . . ,Z5[0, 0, 0, 0, 1].
Иначе говоря, группа H ′T порождена аддитивными
группами Z5[Sl1, Sl2, Sl3, Sl4, Sl5] по модулю действия
Z5[1, 1, 1, 1, 1]. Оказывается, что в данном случае у
группы H ′T два генератора, и она равна

H ′T = Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]. (42)

Альтернативно получить явный вид мономов
em(z) =

∏5
i=1 z

Rmi

i в (44) можно, решая уравнения
(16), т.е.

∑

i

SliRmi = 0 (mod 5). (43)

Решения уравнений (43) дают нам степени мономов.
Они равны

eT1 (z) = z1z
2
2z

2
3 , e

T
2 (z) = z1z

2
4z

2
5 ,

eT3 (z) = z31z4z5, e
T
4 (z) = z31z2z3,

eT5 (z) = z1z2z3z4z5.

(44)

Тогда семейство зеркального орбифолда

Y =
Q

Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]
, hY = 5 (45)

определяется как решения

WY (z) = z51+z
5
2+z

5
3+z

5
4+z

5
5+

5
∑

m=1

ψme
T
m(z) = 0. (46)

Применим теперь подход Батырева. Перепишем
полином WX в виде

WX(x, ϕ) =

22
∑

a=1

Ca(ϕ)

5
∏

j=1

x
Vaj

j . (47)
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По векторам Va мы находим веса действия тора. За-
пишем их в виде матриц

(V )aj := V =

(

5I5×5

S

)

,

(Q)la := Q =
(

S | − 5I17×17

)

,

(48)

где S ∈ Mat(Z)17×5 определяется из (40). Используя
данные Qla, определим торическое многообразие

T =
C

21 − Z

C∗17 , (49)

а также определим полином, задающий зеркальный
орбифолд Y

WY (y) =

hY +5
∑

i=1

C̃i

21
∏

a=1

y
ni
a

a . (50)

Накладывая необходимые условия (23), получим си-
стему уравнений:

21
∑

a=1

Qlana = 5, nb > 0, b = 1, . . . , 21. (51)

Решая уравнения (51), получаем наборы na и дела-
ем замену координат в T , сводя его к P4. Получим
полином, задающий орбифолд Y

WY (z) = z51 + z52 + z53 + z54 + z55 +

5
∑

m=1

ψme
T
m(z), (52)

где мономы eTm(z) как в (44).
Таким образом результаты вычисления по двум

конструкциям совпадают.
Пример 2. Следующий пример орбифолда

X =
Q

Z5[0, 1, 2, 3, 4]
, hX = 21. (53)

Калаби–Яу X определяются нулями полинома

WX(x) = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

21
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

26
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (54)

деформации полинома el(x) инвариaнтны относи-
тельно группы H = Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕ Z5[0, 1, 2, 3, 4]:

e1 = x31x3x4, e2 = x31x2x5, e3 = x21x2x
2
3,

e4 = x21x
2
2x4, e5 = x21x3x

2
5, e6 = x21x

2
4x5,

e7 = x1x2x
3
4, e8 = x1x

2
2x

2
5, e9 = x1x4x

3
5,

e10 = x1x
3
3x5, e11 = x1x

3
2x3, e12 = x1x

2
3x

2
4,

e13 = x23x4x
2
5, e14 = x2x

3
3x4, e15 = x2x3x

3
5,

e16 = x2x
2
4x

2
5, e17 = x22x3x

2
4, e18 = x22x

2
3x5,

e19 = x32x4x5, e20 = x3x
3
4x5,

e21 = x1x2x3x4x5.

(55)

Аналогично, как и в прошлом случае, конструк-
ция БХК дает нам зеркальный орбифолд Y =

= Q/H ′T , где

H ′T = Z5[0, 1, 3, 1, 0]⊕ Z5[0, 1, 1, 0, 3]. (56)

А единственный моном, инвариантный относительно
HT есть

∏

i zi. Тогда зеркальный орбифолд Калаби–
Яу

Y =
Q

Z5[0, 1, 3, 1, 0]⊕ Z5[0, 1, 1, 0, 3]
, hY = 1 (57)

задается нулями полинома

WY (z) = z51 + z52 + z53 + z54 + z55 + ψz1z2z3z4z5. (58)

Перейдем к конструкции Батырева. Аналогично
определяются набор векторов Va, a = 1, . . . , 26, и
целые числа Qla, l = 1, . . . , 21. Зеркало Y задается
нулями полинома WY в торическом многообразии

T =
C25 − Z

C∗21 . (59)

Накладывая аналогичные ограничения на степени
мономов полиномаWY , а также делая замену на про-
ективные координаты, получаем его явный вид, ко-
торый совпадает с (58).

Пример 3. Рассмотрим теперь орбифолд

X =
Q

Z5[0, 0, 0, 1, 4]
, hX = 25. (60)

Полное семейство орбифолда Калаби–ЯуX задается
уравнением

WX = x51 + x52 + x53 + x54 + x55 +

25
∑

l=1

ϕlel(x) =

=

30
∑

a=1

Ca

5
∏

j=1

x
Vaj

j , (61)
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где мономы el инвариантны относительно H =

= Z5[1, 1, 1, 1, 1]⊕ Z5[0, 0, 0, 1, 4]:

e1 = x31x
2
2, e2 = x31x

2
3, e3 = x32x

2
3,

e4 = x21x
3
2, e5 = x21x

3
3, e6 = x22x

3
3,

e7 = x31x2x3, e8 = x1x
3
2x3, e9 = x1x2x

3
3,

e10 = x21x
2
2x3, e11 = x21x2x

3
3, e12 = x1x

2
2x

2
3,

e13 = x31x4x5, e14 = x32x4x5, e15 = x33x4x5,

e16 = x21x2x4x5, e17 = x21x3x4x5,

e18 = x22x3x4x5, e19 = x1x
2
2x4x5,

e20 = x1x
2
3x4x5, e21 = x2x

2
3x4x5,

e22 = x1x
2
4x

2
5, e23 = x2x

2
4x

2
5,

e24 = x3x
2
4x

2
5, e25 = x1x2x3x4x5.

(62)

Отметим, что в оригинальной статье Грина и Плес-
сера [12] полное число Ходжа

hFull
X = hX + hLaurent

X = 49. (63)

Таким образом, есть еще 24 лорановских мономов
среди деформаций исходного полинома W0:

g1 = x−1
1 x2x

3
3x4x5, g2 = x1x

−1
2 x33x4x5,

g3 = x31x2x
−1
3 x4x5, g4 = x−1

1 x22x
2
3x4x5,

g5 = x21x
−1
2 x23x4x5, g6 = x21x

2
2x

−1
3 x4x5,

g7 = x−1
1 x32x3x4x5, g8 = x1x

3
2x

−1
3 x4x5,

g9 = x31x
−1
2 x3x4x5, g10 = x−1

1 x23x
2
4x

2
5,

g11 = x−1
2 x23x

2
4x

2
5, g12 = x21x

−1
3 x24x

2
5,

g13 = x−1
1 x2x3x

2
4x

2
5, g14 = x1x

−1
2 x3x

2
4x

2
5,

g15 = x1x2x
−1
3 x24x

2
5, g16 = x−1

1 x22x
2
4x

2
5,

g17 = x22x
−1
3 x24x

2
5, g18 = x21x

−1
2 x24x

2
5,

g19 = x−1
1 x34x

3
5, g20 = x−1

2 x34x
3
5,

g21 = x−1
3 x34x

3
5, g22 = x−1

1 x32x
3
3,

g23 = x31x
−1
2 x33, g24 = x31x

3
2x

−1
3 .

(64)

По конструкции БХК зеркальное Калаби–Яу есть

Y =
Q

Z5[0, 1, 4, 0, 0]⊕ Z5[0, 3, 0, 1, 1]
, hY = 5, (65)

и задается нулями полинома

WY =
5
∑

j=1

z5j + ψ1z
2
4z

3
5 + ψ2z

3
4z

2
5 + ψ3z1z2z3z

2
5 +

+ ψ4z1z2z3z
2
4 + ψ5z1z2z3z4z5. (66)

При конструкции Батырева зеркальный орбифолд
реализуется как гиперповерхность в торическом мно-
гообразии

T =
C29 − Z

C∗25 . (67)

Аналогичные приведенным выше вычисления дают
явный вид полинома в проективных координатах, ко-
торый совпадает с (66).

Также вычисления дают два дополнительных мо-
нома z4z45 и z44z5, но они лежат в ядре кольца Милно-
ра C[z1, . . . , z5]/

∂W0

∂zi
. Результаты построения по двум

конструкциям совпадают.
Таким образом, мы показали совпадение резуль-

татов двух конструкций построения зеркальных пар
для случая орбифолдов Квинтики. Интересно по-
нять связь этих конструкций в общем случае.

Авторы выражают благодарность А. Литвинову
за полезные обсуждения.
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Мы рассматриваем статистические свойства непадающей траектории в задаче Уитни о перевернутом
маятнике, возбуждаемом внешней силой. В случае, когда внешняя сила является белым шумом, мгно-
венная функция распределения угла маятника и его скорости на бесконечном временном интервале была
найдена в нашей недавней работе с помощью трансфер-матричного анализа суперсимметричной теории
поля. В настоящей публикации мы обобщаем наш подход на случай конечных временных интервалов и
многоточечных корреляционных функций. С помощью развитого формализма вычислена ляпуновская
экспонента, определяющая скорость затухания корреляций на непадающей траектории.

DOI: 10.31857/S1234567820180093

1. Балансирование перевернутого маятника, на-
ходящегося под действием заданной зависящей от
времени горизонтальной силы f(t), – это знамени-
тая математическая задача, сформулированная Ку-
рантом и Роббинсом в книге “Что такое математи-
ка?” (первое издание в 1941 г.) [1], где ее авторство
было приписано Уитни. Используя довольно общие
математические аргументы, основанные на теореме
о среднем значении, они показали, что для любой
силы f(t), действующей на конечном временном ин-
тервале [0, T ], можно так выбрать начальное положе-
ние маятника в верхней полуплосткости, что он бу-
дет оставаться в верхней полуплоскости на протяже-
нии дальнейшей эволюции при всех t ∈ [0, T ]. Суще-
ствование непадающей траектории (НПТ) в задаче
Уитни было предметом непрекращающихся дебатов
в математической литературе [2, 3], в результате ко-
торых исходные аргументы Куранта и Роббинса бы-
ли критически проанализированы и уточнены. Све-
жий интерес к задаче о перевернутом маятнике свя-
зан с именем Арнольда, с точки зрения которого в
2002 г. эта задача еще ждала строгого решения [4].
В 2014 г. Полехин представил доказательство суще-
ствования НПТ, используя топологический принцип
Важевского [5]. Эта работа вызвала ряд публикаций,
обобщивших его подход и предложивших новые то-
пологические методы [6–8]. Хорошие обзоры истории
задачи Уитни можно найти в статьях [8, 9].

1)e-mail: stepanov@itp.ac.ru; skvor@itp.ac.ru

В недавней работе нами была разработана тео-
рия статистического описания никогда не падающей

траектории (ННПТ) перевернутого маятника под
действием случайной силы [10]. Никогда не падаю-
щая траектория может быть рассмотрена как предел
непадающих траекторий в задаче Уитни при стрем-
лении длины T временного интервала к бесконечно-
сти. Концепция ННПТ проиллюстрирована на рис. 1,
где построены численные решения краевой задачи
для уравнения маятника (угол θ отсчитывается от
вертикали)

θ̈ = ω2 sin θ + f(t) cos θ (1)

с различными начальными θ(0) = θ1 и конечными
θ(T ) = θ2 значениями и достаточно быстро меняю-
щейся силой f(t). Для любых θ1,2 в полосе −π/2 <
< θ1,2 < π/2 непадающее решение (−π/2 < θ(T ) <

< π/2) этой краевой задачи существует и единствен-
но [10]. По мере того, как θ1 и θ2 пробегают все воз-
можные значения в полосе, множество соответству-
ющих НПТ образуют пучок, показанный цветом на
рис. 1. Этот пучок сужается при отходе от края, ста-
новясь экспоненциально тонким в середине интер-
вала при больших T . В пределе T → ∞, когда ма-
ятник нужно балансировать на всей действительной
оси, пучок НПТ для задачи Уитни, определенной на
конечном интервале, становится бесконечно тонким
и определяет единственную никогда не падающую

траекторию, являющуюся функционалом заданной
силы f(t).
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Примеры непадающих тра-
екторий для уравнения движения маятника (1), рас-
сматриваемого на двух временных интервалах: (а) –
T = 2/ω и (b) – T = 3/ω. Для любого выбора θ1
и θ2 в верхней полуплоскости (|θ| < π/2) существу-
ет единственное непадающее решение, удовлетворяю-
щее граничным условиям θ(0) = θ1 и θ(T ) = θ2. На
графиках потроено по 25 таких траекторий с θ1,2 =

= (−1,−0.5, 0, 0.5, 1)×π/2. В обоих случаях возбужда-
ющая сила выбрана в виде f(t) = 4

∑40
n=1 cos(kωt+ k4).

(c) – Перевернутый маятник под действием горизон-
тальной силы

Статистические свойства НПТ в случае, когда
возбуждающая сила представляет собой гауссов бе-
лый шум с коррелятором

〈f(t)f(t′)〉 = 2αδ(t− t′), (2)

были изучены нами в работе [10], где мы вычислили
одновременную фукнцию распределения P (θ, p) уг-
ла θ и его скорости p = θ̇. Наш подход основан на
суперсимметричной теоретико-полевой формулиров-
ке стохастической динамики, предложенной в рабо-
тах Паризи и Сурла [11–13], которая позволяет про-
вести усреднение по случайной силе в самом начале
вычислений. Существенно, что для рассматриваемой
задачи метод Паризи–Сурла свободен от проблемы
знака фермионного детерминанта в силу единствен-
ности НПТ. Используя идею сведения одномерного
функционального интеграла к эффективной кванто-
вой механике [14], нам удалось выразить функцию
распределения P (θ, p) через нулевую моду трансфер-

матричного гамильтониана, который сводится к опе-
ратору Фоккера–Планка с особым видом граничных
условий, обеспечивающих невыход траекторий из по-
лосы.

В настоящей публикации мы развиваем идеи, за-
ложенные в работе [10], и рассматриваем круг во-
просов, связанных с ляпуновской экспонентой для
НПТ. Ляпуновская экспонента определяет как закон
сходимости НПТ на конечном временном интервале
к ННПТ на бесконечном временном интервале (см.
рис. 1), так и затухание разновременных коррелято-
ров на ННПТ. С технической точки зрения, наш ре-
зультат состоит в описании всего спектра трансфер-
матричного гамильтониана, в то время как в рабо-
те [10] была исследована только его нулевая мода.
На этом языке ляпуновская экспонента определяет-
ся энергией первого возбужденного состояния. Раз-
витая теория позволяет вычислять любые корреля-
ционные функции на НПТ на бесконечном, полубес-
конечном и конечных интервалах.

Мы показываем, что ляпуновская экспонента в
задаче Уитни с накачкой в виде белого шума (2) мо-
жет быть записана в виде

λ = ωg(α/ω3), (3)

где функция g(x) имеет следующие асимпотики:

g(x) =











1 +
3

8
x− 525

1024
x2 + . . . , x≪ 1;

0.66 x1/3 + 0.26 + 0.30 x−1/3 . . . , x≫ 1.

(4)
В отсутствие накачки (α = 0) ляпуновская экспонен-
та λ = ω определяется экспоненциальной неустойчи-
востью траекторий вблизи верхнего положения маят-
ника. При слабой накачке (α/ω3 ≪ 1) типичный угол
НПТ имеет порядок θ ∼ (α/ω3)1/2 [10], и нелиней-
ность уравнения (1) приводит к увеличению ляпу-
новской экспоненты, которая может быть разложена
в асимптотический ряд по степеням малого парамет-
ра α/ω3. Наконец, при сильной накачке (α/ω3 ≫ 1)
ляпуновская экспонента выходит на предельное зна-
чение λ ≈ 0.66α1/3. Найденная численно зависи-
мость ляпуновской экспоненты от параметра α/ω3

показана на рис. 2.
2. Согласно подходу, развитому в работе [10],

статистические свойства НПТ выражаются через
двухкомпонентную “волновую функцию” Ψ̂(θ, p) =

= (Ψ,Φ)T , чья эволюция дается уравнением Шре-
дингера во мнимом времени с соответствующим
трансфер-матричным гамильтонианом:

∂

∂t

(

Ψ

Φ

)

= −H
(

Ψ

Φ

)

, H =

(

L −1

V2 L

)

, (5)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость ляпуновской
экспоненты для НПТ от силы накачки, измеряемой па-
раметром α/ω3. Пунктиром показана линейная часть
асимптотики при малых α, а штриховой линией – пер-
вые три члена разложения (4) на больших x

где L – оператор Фоккера–Планка для задачи Кра-
мерса [15]:

L = p∂θ + ω2 sin θ ∂p − α cos2 θ ∂2p , (6)

а потенциал V2 имеет вид:

V2 = −ω2 cos θ − α sin 2θ ∂p. (7)

В работе [10] мы исследовали одноточечную кор-
реляционную функцию ННПТ на бесконечном вре-
менном интервале, которая определяется нулевой
модой Ψ̂0 гамильтониана H. Нахождение нулевой мо-
ды значительно упрощается благодаря наличию сим-
метрии Бекки–Руэ–Стора–Тютина (БРСТ) действия
стохастической динамики в представлении Паризи и
Сурла [13], что позволяет выразить обе компоненты
Ψ̂(θ, p) через скалярный суперпотенциал ψ(θ, p) по-
средством

Ψ = ∂pψ, Φ = −∂θψ. (8)

При этом временна́я эволюция суперпотенциала ψ

определяется оператором Фоккера–Планка L:

∂ψ

∂t
= −Lψ. (9)

Однако редукция (8) не работает ни для вычисления
разновременных корреляционных функций ННПТ,
ни для описания статистики НПТ на интервалах с
краем. В первом случае БРСТ симметрия наруша-
ется операторами физически наблюдаемых величин,
действующих одинаково на Ψ и Φ компоненты волно-
вой функции, а во втором – БРСТ-несимметричным
начальным условием на краю интервала (см. уравне-
ние (10) ниже). В обоих случаях для описания ста-

тистики НПТ необходимо работать с двухкомпонент-
ной волновой функцией (Ψ,Φ) и понимать свойства
гамильтониана H.

Обсудим, как выглядит начальное условие для
волновой функции на краю интервала. Для обеспе-
чения единственности НПТ необходимо зафиксиро-
вать значение θ на краю. (Вообще говоря, можно за-
давать значение θ̇ или даже линейную комбинацию
θ и θ̇, но для простоты будем считать, что фиксиро-
ван угол.) По построению, волновая функция Ψ̂ тес-
но связана со статистической суммой суперсиммет-
ричного функционального интеграла [10]. На краю
интервала она не может содержать грассмановых пе-
ременных, что приводит к занулению компоненты Φ.
Таким образом, волновая функция на краю интерва-
ла, где зафиксировано значение θ = θ0, имеет вид

Ψ̂
(b)
θ0

=

(

ω−1 δ(θ − θ0)

0

)

. (10)

Рассмотрим краевую задачу на интервале
[TL, TR] с граничными условиями θ(tL) = θL и
θ(tR) = θR. Суть сведения функционального ин-
теграла Паризи–Сурла к квантовой механике (5)
заключается в том, что корреляционная функция
〈O1(t1)O2(t2) . . . 〉 физических величин Oi в моменты
времени ti (t1 < t2 < . . .) может быть представлена
как матричный элемент

〈Ψ̂(b)
θR

| . . . O2(t2)e
−H(t2−t1)O1(t1)e

−H(t1−tL)|Ψ̂(b)
θL

〉,
(11)

где скалярное произведение двух волновых функций
определено как [10]

〈Ψ̂|Ψ̂′〉 =
∫

dθ dp [Ψ(θ, p)Φ′(θ,−p) + Φ(θ, p)Ψ′(θ,−p)].
(12)

В работе [10] мы изучали одновременную совмест-
ную функцию распределения P (θ, p) угла и скорости
для ННПТ, которая соответствует оператору O =

= δ(θ − θ0)δ(p− p0). Заменяя Ψ̂L,R на нулевую моду
и используя уравнение (8), можно выразить P (θ, p)
через скобку Пуассона от суперпотенциала ψ:

P (θ, p) =
{

ψ(θ, p), ψ(θ,−p)
}

θ,p
. (13)

Гамильтониан H в уравнении (5), равно как и опе-
ратор Фоккера–Планка (6), является неэрмитовым.
Такие операторы, вообще говоря, могут не иметь
полной системы собственных функций. Известно, од-
нако, что в присутствии вязкости оператор Фоккера–
Планка может быть приведен к диагональному виду
[15], что позволяет построить систему биортогональ-
ных собственных функций и работать с ними прак-
тически как с собственными функциями эрмитового
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оператора [16]. В нашем случае вязкость отсутству-
ет, поэтому следует ожидать, что операторы H и L

приводятся к нормальной жордановой форме. След-
ствием этого является не простое экспоненциальное
затухание корреляторов при t→ ∞, а появление до-
полнительных степеней времени (как это видно, на-
пример, в выражении (30)).

3. Для иллюстрации развитого подхода остано-
вимся подробно на случае слабого шума (α/ω3 ≪ 1),
когда жорданова структура операторов H и L мо-
жет быть исследована аналитически. Начнем с опе-
ратора Фоккера–Планка. В рассматриваемом преде-
ле отклонение маятника от вертикали мало (θ ≪ 1),
и оператор (6) может быть заменен на

L = p∂θ + ω2θ∂p − α∂2p . (14)

Нулевая мода этого оператора, отвечающая ННПТ,
имеет вид [10]

ψ0(θ, p) = erf(z)/2, (15)

где мы ввели “голоморфную” и “антиголоморфную”
координаты, отличающиеся знаком импульса:

z = κ (p− ωθ), z = −κ (p+ ωθ), (16)

где κ =
√

ω/2α. Спектр оператора (14) может быть
найден с помощью тождества [L, ∂z] = ω∂z, что поз-
воляет получать собственные функции, последова-
тельно дифференцируя нулевую моду по z. Таким
образом находим собственную функцию n-го воз-
бужденного состояния (n = 1, 2, 3, . . . ) с энергией
ǫn = nω:

ψn =
1√
π
Hn−1(z)e

−z2

, (17)

где Hn(z) = (−1)nez
2

dne−z2

/dzn – полиномы Эрми-
та (в физическом определении). Однако построенные
таким образом функции ψn(θ, p) зависят только от
разности p − ωθ (не содержат z) и, следовательно,
не образуют полного базиса. Данное обстоятельство
связано с тем, что неэрмитов оператор (6) приводит-
ся к жордановой нормальной форме, и помимо соб-
ственных имеет ряд присоединенных функций, от-
вечающих тому же самому собственному числу εn.
Легко убедиться, что собственная функция ψn имеет
n−1 присоединенных функций, которых мы выберем
в виде

ψn,k =
(−1)k

2kk!
√
π
Hk(z)Hn−k−1(z)e

−z2

, (18)

где индекс k пробегает значения от 1 до n−1. Вместе
с ψn,0 = ψn они образуют базис жордановой клетки
размерности n, отвечающей энергии ǫn = nω:

Lψn,k = ǫnψn,k + ωψn,k−1 (19)

(чтобы оборвать цепочку на собственной функции
ψn,0, положим ψn,−1 = 0).

Построенная система функций является полной.
Произвольная функция может быть разложена по
базису ψn,k, используя соотношения ортогонально-
сти

〈ψn,k|ψn′,k′〉z = (−1)n−1δn,n′δk+k′+1,n, (20)

где скалярное произведение 〈·|·〉z определено как

〈ψ|ψ′〉z =

∫

dz dz ψ(z, z)ψ′(z, z), (21)

так что перестановка аргументов в одной из функций
согласована со сменой знака p в уравнении (12). От-
метим, что меры интегрирования в уравнениях (12)
и (21) связаны посредством dz dz = 2ωκ2dθ dp.

При эволюции волновой функции ψn,k под дей-
ствием оператора L к ней подмешиваются другие
состояния жордановой клетки, отвечающие той же
энергии, что приводит к появлению степеней t на
фоне экспоненциального затухания:

e−Ltψn,k = e−nωt
k
∑

m=0

(−ωt)m
m!

ψn,k−m. (22)

Перейдем теперь к изучению спектральных
свойств гамильтониана H в уравнении (5). В рас-
сматриваемом случае слабого шума уравнение (7)
дает V2 = −ω2, что разбивает пространство состоя-
ний H на четный и нечетный сектора с волновыми
функциями Ψ̂e,o = (Ψ,±ωΨ)T , которые эволюциони-
руют независимо с гамильтонианами He,o = L ∓ ω.
Таким образом, построенная выше система соб-
ственных и присоединенных функций оператора L

позволяет полностью описать эволюцию дублета Ψ̂

под действием гамильтониана H.
Найдем, как в пределе α/ω3 ≪ 1 происходит эво-

люция волновой функции (10) при удалении от гра-
ницы. Раскладывая ее на четную и нечетную компо-
ненту, получаем

e−HtΨ̂
(b)
θ0

=

(

ω−1 coshωt

sinhωt

)

e−Ltδ(θ − θ0). (23)

Для вычисления эволюции дельта функции, разло-
жим ее по базису ψn,k:

δ(θ − θ0) =

∞
∑

n=1

n−1
∑

k=0

cn,kψn,k. (24)

Коэффициенты cn,k находятся с помощью соотноше-
ний ортогональности (20) и свойства полиномов Эр-
мита

Hn(x+ y) =
n
∑

k=0

(

n

k

)

(2y)n−kHk(x), (25)
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следующего из разложения в ряд Тейлора, и даются
формулой

cn,k = (−1)n−12κω
(2κωθ0)

n−2k−1

(n− 2k − 1)!
. (26)

Эволюции дельта функции в уравнении (23) находит-
ся из разложения (24) и соотношений (22). Память о
границе забывается за характерное время ω−1 (об-
ратная ляпуновская экспонента). За это время теря-
ется различие между двумя компонентами волновой
функции Ψ̂, и обе они выходят на значение, опреде-
ляемое состоянием ψ1,0, отвечающим минимальной
энергии ǫ1 = ω:

lim
t→∞

e−HtΨ̂
(b)
θ0

= Ψ̂0 =

(

1

ω

)

κψ1,0, (27)

что и есть нулевая мода уравнения (5) в пределе
α/ω3 ≪ 1.

4. Покажем, как построенная спектральная тео-
рия операторов H и L позволяет систематически вы-
числять различные корреляционные функции НПТ
в случае слабого шума. Результаты данного разде-
ла могут быть получены и напрямую, используя яв-
ное выражение для НТП через f(t) с последующим
усреднением по гауссовому белому шуму (2) [10],
однако их вывод с помощью трансфер-матричного
формализма представляется методически важным,
так как иллюстрирует общую схему и позволяет убе-
диться в ее работоспособности.

Начнем рассмотрение с вычисления парного кор-
релятора углов для ННПТ на всей действительной
оси. Подставляя в общую формулу (11) нулевую мо-
ду в виде (27) и учитывая, что в результате остается
только четный сектор теории, искомый коррелятор
можно выразить через скалярное произведение (21)
в z-представлении следующим образом:

〈θ(0)θ(t)〉 = 〈ψ1,0|θe−(L−ω)tθ|ψ1,0〉z. (28)

С помощью уравнений (16) и (18) можно выразить
θψ1,0 через функции ψ2,0 и ψ2,1. Используя закон эво-
люции (22), находим

e−(L−ω)tθψ1,0 = e−ωtψ2,1 − (1/2 + ωt)ψ2,0

2κω
. (29)

Считая матричный элемент (28) как перекрытие
между состояниями e−(L−ω)tθψ1,0 и θψ1,0 с помощью
соотношений (20), находим искомый парный корре-
лятор:

〈θ(0)θ(t)〉 = 〈θ2〉(1 + ωt)e−ωt, (30)

где, как получено в работе [10],

〈θ2〉 = α/2ω3. (31)

Появление на фоне e−ωt линейно растущего со вре-
менем вклада связано с возбуждением состояний ψ2,0

и ψ2,1, отвечающих жорданову блоку размерности 2.
Аналогичным образом можно вычислить и более

сложные корреляторы ННПТ. Например,

〈θ2(0)θ2(t)〉 = 〈θ2〉2
[

1 + 2(1 + ωt)2e−2ωt
]

. (32)

Формально, здесь оператор θ2, примененный к ψ1,0,
возбуждает жорданов триплет ψ3,0, ψ3,1, ψ3,2, что
приводит к появлению членов вплоть до t2 на фоне
экспоненциального убывания. Структура же корре-
лятора (32) связана с гауссовой статистикой θ на
ННПТ [10], позволяющей выразить его через парный
коррелятор (30) с помощью теоремы Вика. Обобще-
ние развитого формализма на многоточечные корре-
ляторы также не представляет труда.

В качестве следующего примера рассмотрим вы-
числение среднего значения угла 〈θ(t)〉θ0 для НПТ
на полубесконечном временном интервале t > 0 с
граничным условием θ(0) = θ0. Согласно уравне-
нию (11), средний угол дается матричным элемен-
том 〈θ(t)〉θ0 = 〈Ψ̂0|θe−Ht|Ψ̂(b)

θ0
〉. Проще всего его вы-

числить, свернув найденное выше выражение (29) с
волновой функцией на границе (10). Интегрируя по
импульсу, видим, что вклад от ψ2,0 = 2ze−z2

/
√
π ис-

чезает в силу нечетности по z, и получаем простое
экспоненциальное убывание

〈θ(t)〉θ0 = θ0e
−ωt. (33)

Этот же ответ можно получить и другим способом,
посчитав матричный элемент θ между нулевой модой
ψ1,0 и проэволюционированной граничной волновой
функцией (23). Такие матричные элементы отличны
от нуля только с жордановым дублетом ψ2,0 и ψ2,1.
Однако, согласно (26), ψ2,1 не входит в разложение
дельта функции, а ψ2,0 является собственной и не ге-
нерирует при эволюции линейного члена. В резуль-
тате, мы снова приходим к выражению (33).

Сравнение выражений (30) и (33) показывает,
что, несмотря на наличие дополнительного множи-
теля ωt в уравнении (30), ляпуновская экспонен-
та может быть стандартным образом определена из
асимптотического поведения как одного, так и дру-
гого коррелятора на больших временах:

λ = − lim
t→∞

∂ ln〈θ(0)θ(t)〉
∂t

= − lim
t→∞

∂ ln〈θ(t)〉θ0
∂t

. (34)

5. Остановимся теперь на вопросе о вычислении
ляпуновской экспоненты для НПТ при произвольных

значениях параметра α/ω3. Ляпуновская экспонен-
та, определяющая затухание корреляций на больших
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Первое возбужденное состояние ψ1(θ, p) оператора (6) при трех значениях параметра
α/ω3 = 0.1, 1, 10. Волновая функция нормирована на максимальное значение

временах, определяется энергией первого возбужден-
ного состояния. Как мы показали выше, в случае
слабой накачки λ = ω. При увеличении параметра
α/ω3 ангармонизм маятника приводит к отклонению
λ от ω.

При малом значении параметра α/ω3 ≪ 1 нели-
нейные члены в уравнении (6) могут быть учтены
по теории возмущений, что позволяет получить как
поправку к собственной функции ψn, которая ста-
новится зависящей и от “антиголоморфной” коорди-
наты z, так и поправку к собственному значению
ǫn. Особенно просто данная процедура выглядит для
первого возбужденного состояния, которое не вы-
рождено и не имеет присоединенных собственный
функций. Для этого представим собственную функ-
цию и соответствующую энергию как ряды по степе-
ням малого параметра x = α/ω3:

ψ1 = [1 + h1(z, z)x + h2(z, z)x
2 + . . . ]e−z2

,

ǫ1 = ω(1 + γ1x+ γ2x
2 + . . . ),

где hm(z, z) – полином степени не выше 4m. Подстав-
ляя эти выражения в уравнение Lψ1 = ǫ1ψ1 и после-
довательно разрешая в каждом порядке по x, мож-
но вычислить несколько первых полиномов hm(z, z)

и коэффициентов γm. Результат для ǫ1, определяю-
щий ляпуновскую экспоненту, приведен в уравнении
(4).

Отметим, что аналогичный подход позволяет
найти поправки и к нулевой моде (15) суперпотен-
циала ψ0 по степеням α/ω3. Как и следовало ожи-
дать, ее энергия остается нулевой в силу суперсим-
метрии теории. Найденные поправки позволяют по-
лучить аналитическое разложение для одноточечной
статистики ННПТ, численно изученной в работе [10].

В частности, они позволяют уточнить формулу (31)
для 〈θ2〉:

〈θ2〉 = x

2
− 13

16
x2 +

26989

12288
x3 + . . . , (35)

а также описать негауссовость функции распределе-
ния P (θ), характеризующейся четвертым кумулян-
том 〈〈θ4〉〉 = 〈θ4〉 − 3〈θ2〉2:

〈〈θ4〉〉 = −241

256
x3 +

64725

8192
x4 + . . . (36)

Отметим, что отличие от нормального распределе-
ния, измеряемое куртозисом 〈〈θ4〉〉/〈θ2〉2, возникает
лишь в первом порядке по x = α/ω3. Отрицательное
значение 〈〈θ4〉〉 отвечает подавлению хвостов P (θ) за
счет конечности интервала (−π/2, π/2).

В случае произвольной силы шума возбужденные
состояния оператора (6) могут быть построены толь-
ко численно. Для определения ляпуновской экспо-
ненты λ = ǫ1 необходимо найти первое возбужденное
состояние, решив уравнение Lψ = ǫ1ψ с граничными
условиями

ψ(π/2, p < 0) = ψ(θ,−∞) = 0, (37a)

ψ(−π/2, p > 0) = ψ(θ,∞) = 0. (37b)

Данные граничные условия схожи с граничными
условиями для нулевой моды суперпотенциала, выве-
денными в работе [10]. Единственное отличие заклю-
чается в том, что в той части границы, где волновая
функция задана, ее значение равно нулю, а не ±1/2.

Результаты численного определения первого воз-
бужденного состояния для различных значений па-
раметра α/ω3 представлены на рис. 3. При малом
α/ω3 функция ψ1(θ, p) близка к гауссиане ψ1,0(z),
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слегка увеличиваясь вблизи θ = ±π/2. По мере уве-
личения α/ω3 максимумы ψ1(θ, p) вблизи краев ин-
тервала становятся более выраженными, так что при
α/ω3 → ∞ первая мода имеет два горба, локализо-
ванных вблизи краев. Энергия первой моды, опреде-
ляющая ляпуновскую экспоненту, как функция па-
раметра α/ω3 построена на рис. 2. При малых α/ω3

численный счет согласуется с выражением (4), полу-
ченным с помощью теории возмущений, вплоть до
значений α/ω3 ≈ 0.25. При бо́льших α/ω3 ляпунов-
ская экспонента в единицах ω раскладывается по сте-
пеням (α/ω3)−1/3 с ведущим членом λ ≈ 0.66α1/3.

В заключение отметим, что развитая нами теория
является обобщением суперсимметричного подхода,
предложенного в работе [10], на случай непадаю-
щих траекторий, рассматриваемых на конечных вре-
менных интервалах, и многоточечных корреляцион-
ных функций. Построенная классификация возбуж-
денных состояний трансфер-матричного гамильто-
ниана завершает построение теории статистических
свойств непадающих траекторий в задаче Уитни со
случайной короткопериодной накачкой. Предложен-
ный формализм позволяет находить произвольные
корреляционные функции на непадающей траекто-
рии путем решения уравнений в частных производ-
ных типа Фоккера–Планка со специфическими гра-
ничными условиями.

Авторы благодарны А. В. Хвалюку, И. В. Побойко
за помощь с численном счетом.
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Предложена новая атака на квантовое распределение ключей, основанная на совместных квантовых
измерениях с определенным исходом отраженных зондирующих состояний от модулятора интенсивности
и PNS измерениях (Photon Number Splitting – неразрушающие измерения числа фотонов) информаци-
онных состояний в квантовом канале связи. Данная атака не изменяет относительной статистики фото-
отсчетов состояний с разным числом фотонов, не производит ошибок на приемной стороне, поэтому не
детектируется ни одним из известных методов, включая модифицированный Decoy State метод. Атака
приводит только к дополнительным потерям в линии связи, за которыми не “следит” Decoy State метод.
Дана оценка привносимых потерь в зависимости от интенсивности отраженных зондирующих состояний.
Критический уровень потерь зависит от конкретной физической реализации системы квантовой крип-
тографии, которая определяет верхнюю границу интенсивности отраженных зондирующих состояний.
Знание данной границы принципиально необходимо для обеспечения секретности ключей. Тот факт, что
атака не приводит к ошибкам на приемной стороне и не изменяет относительной статистики фотоотсче-
тов, а приводит только к дополнительным потерям, которые зависят от интенсивности, соответственно
различимости отраженных зондирующих состояний, не означает, что данная атака переводит системы
квантовой криптографии из разряда криптографических систем, где секретность ключей гарантирует-
ся фундаментальными законами квантовой механики, в разряд систем, где секретность гарантируется
техническими ограничениями. Даже при наличии побочных каналов утечки информации секретность
ключей по-прежнему гарантируется фундаментальными ограничениями квантовой механики на разли-
чимость состояний. Низкий уровень различимости (“интенсивности”) квантовых состояний в побочных
каналах, естественно, достигается техническими средствами.

DOI: 10.31857/S123456782018010X

1. Введение. Методы несакционированного съе-
ма информации развиваются по мере развития спо-
собов передачи и защиты информации. В класси-
ческой области носителями информации являются
электромагнитные сигналы, которые передаются ли-
бо через открытое пространство, по кабельным или
волоконным линиям связи. Несанкционированный
съем информации для классических сигналов возмо-
жен как с кабельных линий связи, так и с волоконно-
оптических линий.

Для получения информации не обязательно
иметь непосредственный доступ к самой линии

1)e-mail: sergei.molotkov@gmail.com

связи, поскольку работа передающей и приемной
аппаратуры приводит к побочному электромагнит-
ному излучению, которое может детектироваться.
Детектирование побочного электромагнитного излу-
чения может приводить к компроментации работы
электронного криптографического оборудования.
Различные типы интерфейсов между отдельными
модулями аппаратуры также приводят к компро-
ментирующему побочному излучению.

Существуют и другие побочные каналы утечки
информации: электромагнитное излучение, оптиче-
ское излучение (электромагнитное в оптическом диа-
пазоне), акустические каналы, ультразвуковые, ме-
ханические и пр., которые могут приводить к утеч-
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ке информации без непосредственного доступа к ис-
точнику информации. Большой набор методов и экс-
периментальных устройств, существующих в данной
области, обычно широко не освещается. Некоторые
аспекты детектирования побочных сигналов в клас-
сических криптографических системах, а также ис-
торические примеры см., например, в [1–7].

Понижение уровня оптического сигнала до одно-
фотонного уровня приводит к тому, что сигнал ста-
новится квантовым, и это приводит к принципиаль-
но качественно новой ситуации. В отличии от ин-
тенсивного классического оптического сигнала, пе-
редаваемого по волоконной линии связи, попытки
подслушать – измерить неизвестное состояние в ли-
нии связи приводят к возмущению квантового состо-
яния и ошибкам на приемной стороне [8]. По этой
причине любое вторжение в квантовый канал связи
детектируется, что гарантируется фундаментальны-
ми законами квантового мира. Более того, фунда-
ментальные ограничения квантовой механики поз-
воляют связать наблюдаемый уровень возмущения
квантовых состояний (уровень ошибок) на прием-
ной стороне с верхней границей утечки информа-
ции [9–11]. Собственно, на этом и строится квантовая
криптография – квантовое распределение секретных
ключей.

В этом смысле, системы квантовой криптогра-

фии защищены от атак непосредственно на ли-

нию связи. Более того, считается, что линия свя-

зи непосредственно доступна для активного прослу-

шивания – вторжения.

На сегодняшний день касательно атак на кванто-
вые состояния в квантовой линии связи – попыток
съема передаваемой ключевой информации достиг-
нуто достаточно глубокое понимание. Существуют
методы учета не строгой однофотонности источни-
ка квантовых состояний, потерь в линии связи, не
единичной квантовой эффективности однофотонных
детекторов и пр. Относительно атак на квантовый
канал связи можно говорить, что квантовая крипто-
графия обеспечивает безусловную секретность клю-
чей, которая базируется только на фундаментальных
законах квантовой механики.

Системы квантовой криптографии представ-
ляют собой достаточно сложные и насыщенные
активными волоконными компонентами устрой-
ства – фазовыми модуляторами, модуляторами
интенсивности, контроллерами поляризации, управ-
ляющей электроникой с различными внешними и
внутренними интерфейсами. Работа электроники
и электронно-управляемых активных волоконных
элементов приводит к побочному излучению, ко-

торое несет на себе информацию о передаваемых
ключах.

В квантовой криптографии ситуация еще более
деликатная, чем в классических криптографических
системах. Системы квантовой криптографии явля-
ются открытыми системами, в том смысле, что кро-
ме детектирования побочного излучения, подслуши-
ватель может активно зондировать через волокон-
ную линию связи состояние волоконных элементов
(фазовых модуляторов, модуляторов интенсивности,
контроллеров поляризации и пр.), которые дают ин-
формацию о передаваемых ключах.

Без понимания и учета утечки информации по

побочным каналам невозможно всерьез говорить о

секретности ключей в реальных системах кванто-

вой криптографии.

Еще одно принципиальное отличие побочных ка-
налов в квантовой криптографии от побочных ка-
налов в классических системах состоит в том, что
невозможно рассматривать состояния в побочных
каналах классическим образом. Подслушиватель мо-
жет совместно измерять информационные кванто-
вые состояния и состояния в побочных каналах, что
требует полного квантового рассмотрения.

На сегодняшний день полный набор методов уче-
та атак на аппаратуру и учет побочных каналов утеч-
ки находится в стадии активного исследования. В от-
личии от классических криптографических систем
исследование утечки информации по побочных ка-
налам началось совсем недавно [12–20].

В реальных системах источник информацион-
ных состояний представляет собой ослабленные ко-
герентные состояния с пуассоновской статистикой
по числу фотонов, и не является строго однофотон-
ным. Секретный ключ набирается только из одно-
фотонной компоненты когерентных состояний. Ин-
формация, заключенная в многофотонных компо-
нентах состояний с числом фотонов k > 1, кон-
сервативно в пользу Евы, считается ей извест-
ной. Доля однофотонной компоненты на прием-
ной стороне оценивается модифицированным Decoy
State методом (см. детали в [21–23]). Без побоч-
ных каналов утечки информации самой общей ата-
кой на однофотонную компоненту состояний яв-
ляется унитарная атака. Для протокола BB84 та-
кую оптимальную атаку можно построить явно
[24, 25].

Поскольку многофотонные компоненты состоя-
ний “отдаются” (считаются известными) подслуши-
вателю, то дальнейшая задача сводится к построе-
нию атаки на однофотонную компоненту с учетом
побочных каналов утечки.
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Принципиально важно для Decoy State метода,
что не имея дополнительной информации, подслу-
шиватель не знает, из какого состояния и с каким
средним числом фотонов произошла компонента с
данным числом фотонов k. Искажение однофотон-
ной компоненты в посылках, относящихся к коге-
рентным состояниям с разной интенсивностью, при-
водит к искажению относительного наблюдаемого
полного темпа отсчетов – статистики на приемной
стороне для посылок, в которых посылались состо-
яния с разной интенсивностью. Изменение относи-
тельного полного темпа отсчетов позволяет оценить
долю однофотонной компоненты и ошибку в ней на
приемной стороне.

Все сказанное справедливо до тех пор, пока у
подслушивателя нет дополнительной информации
о том, какое состояние и с какой интенсивностью
(средним числом фотонов) посылалось в квантовый
канал связи в каждой посылке.

При наличии побочных сигналов, предположе-

ния, на которых базируется Decoy State метод, на-

рушаются. При активном зондировании состояния

модулятора интенсивности, подслушиватель полу-

чает дополнительную информацию об интенсивно-

сти передаваемого состояния.

Измерения над отраженными от модулятора ин-
тенсивности зондирующими состояниями дают до-
полнительную информацию об интенсивности пере-
даваемого состояния в каждой посылке. Возможны
измерения двух типов.

1) Измерение, минимизирующее ошибку различе-
ния отраженных состояний.

2) Измерения с определенным исходом –
Unambiguous Measurements (UM).

Измерения первого типа позволяют различить кван-
товые состояния, но с некоторой вероятностью ошиб-
ки. Измерения второго типа различают состояния
с определенностью, если получен conclusive исход.
При неопределенном исходе, обычно обозначаемым
“?”, ничего о состоянии сказать нельзя. При различе-
нии N состояний, измерение первого типа имеет N

исходов. Измерение второго типа имеет N +1 исход,
N определенных, и один “?” – неопределенный. Отме-
тим, что для существования UM измерений необхо-
димым и достаточным условием является линейная
независимость набора N состояний [26–33], что вы-
полнено для отраженных состояний (см. ниже).

Атака на распределяемые ключи в случае изме-
рений первого типа детектируется Decoy State ме-
тодом, поскольку изменяет пуассоновскую статисти-
ку отсчетов. Однако стандартный Decoy State метод

[21–23] требует радикального изменения, что было
сделано в работах [17, 18].

В данной работе будет предъявлена новая ата-

ка, которая сводится к активному зондированию

модулятора интенсивности, UM измерений отра-

женных состояний и PNS атака с неразрушающим

измерением числа фотонов в информационных со-

стояниях в квантовом канале, которая до сих пор,

насколько нам известно, не рассматривалась.

При такой атаке подслушиватель знает весь

ключ, не производит ошибок на приемной стороне, не
изменяет пуассоновской статистики фотоотсчетов на
приемной стороне в посылках, отвечающих когерент-
ным состояниям с разной интенсивностью (средним
числом фотонов).

Данная атака принципиально не детектирует-

ся Decoy State методом, поскольку не меняет на-

блюдаемой относительной статистики отсчетов

на приемной стороне состояний с разной интенсив-

ностью. Атака приводит лишь к снижению общего

темпа фотоотсчетов, т.е. приводит лишь к увели-

чению наблюдаемых потерь без изменения стати-

стики отсчетов в фоковских компонентах состоя-

ний с разным числом фотонов.

Важно отметить, что полные потери в ли-

нии связи в Decoy State методе явно не фигуриру-

ют [17, 21–23], т.е. за общими потерями не нужно

следить в стандартном [21–23] и модифицирован-

ном Decoy State методе [17, 18].

Поскольку предлагаемая атака приводит лишь к
дополнительным потерям – снижению темпа отсче-
тов на приемной стороне и не производит ошибок, и
не нарушает статистики отсчетов, то важно знать, к
какому уровню потерь приводит такая атака.

Точнее говоря, атака не детектируется извест-

ными методами, но является эффективной – не де-

тектируемой, если уровень потерь, производимый

атакой будет не менее некоторой величины.

Цель работы – оценить критический наблюда-

емый уровень потерь – снижение темпа фотоот-

счетов, при котором такая атака становится воз-

можной.

2. Описание атаки. Идея атаки достаточно про-
ста. В системах квантовой криптографии с фазовым
кодированием на передающей стороне используются
активные элементы – фазовый модулятор и модуля-
тор интенсивности. Если известно состояние фазово-
го модулятора, то известен передаваемый бит ключа.
Если известно состояние модулятора интенсивности,
то известна интенсивность когерентного состояния
(и среднего числа фотонов) в нем. Если подслушива-
телю достоверно известно состояние обоих активных
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элементов, то подслушиватель знает весь передавае-
мый ключ.

Поскольку системы квантовой криптографии яв-
ляются открытыми системами, то подслушиватель,
кроме доступа к квантовому каналу связи, может
активно зондировать через волоконную линию связи
состояние активных элементов, посылая зондирую-
щее излучение, и затем измеряя отраженное состоя-
ние.

Степень различимости отраженных состояний от
активных элементов передающей станции зависит
от интенсивности отраженных состояний. Интенсив-
ные – классические состояния достоверно различи-
мы. Если интенсивность информационных состоя-
ний, выходящих из передающей станции, контроли-
руется передатчиком, то интенсивность отраженных
состояний контролируется подслушивателем. Чем
более интенсивные зондирующие состояния посыла-
ет подслушиватель, тем более интенсивными будут
отраженные зондирующие состояния.

Для того, чтобы знать верхнюю границу интен-
сивности отраженных состояний, нужно знать верх-
нюю границу по интенсивности входных зондиру-
ющих состояний. Такая граница по интенсивности
диктуется плавлением оптического волокна [34–36].
Иначе говоря, интенсивность входных состояний не
может быть больше предела, при котором волокно
плавится [34–36].

Верхняя граница интенсивности отраженных
состояний при известной верхней границе интен-
сивности входных состояний может регулироваться
использованием оптических изоляторов, которые
ослабляют выходные отраженные состояния до
нужного уровня. Данный уровень будем считать
известным. Данный уровень будет определять ве-
роятность различимости выходных зондирующих
состояний.

Ниже будем иметь в виду применение к прото-
колу BB84, как наиболее распространенному. Фазо-
вый модулятор может быть в 4-х состояниях, отве-
чающих значениям x = 0 и x = 1 в прямом базисе
b = + и сопряженном b = ×. Обозначим отраженные
от фазового модулятора состояния, отвечающие 4-м
значениям |ψxb

〉PM .

В Decoy State методе [17, 23] обычно использу-
ются состояния с тремя разными интенсивностями
(средним числом фотонов) µ, ν1, ν2, которые отвеча-
ют трем разным состояниям модулятора интенсивно-
сти. Отраженные от модулятора интенсивности со-
стояния для трех значений интенсивности (средне-
го числа фотонов) ξ = µ, ν1, ν2, |ψξ〉MI обозначим

|ψxb
〉PM . Всего имеется 12 отраженных состояний в

побочном канале активного зондирования

|ψxbξ〉PMMI = |ψxb
〉PM ⊗ |ψξ〉MI . (1)

Если в качестве входных зондирующих состояний на
практике используется когерентное состояние, то по-
сле отражения от активного оптического элемента на
выходе в линию связи будет когерентное состояние со
сдвинутой фазой, зависящей от состояния активного
элемента, и другой интенсивностью. В пользу Евы
считаем отраженные состояния чистыми, поскольку
они имеют большую различимость. В этих предполо-
жениях можно представить отраженные состояния
как

|αxbξ〉PMMI = |αxb
〉PM ⊗ |αξ〉MI ,

xb = {0+, 1+, 0×, 1×}, ξ = {µ, ν1, ν2}.
(2)

2.1. Непосредственное различение состояний в

побочном канале. Первая стратегия сводится к раз-
личению непосредственно 12-ти отраженных (1), (2)

зондирующих состояний при помощи UM измерений.
Однако такая стратегия не является наилучшей из-
за малой вероятности определенного исхода при UM
измерениях, поскольку требует различения 12-ти со-
стояний.

Такая стратегия приводит к вероятности опреде-
ленного исхода порядка PrOK ≈ µ11

max, где µmax =

= maxxb,ξ{|αxb,ξ|2} – максимальное среднее число
фотонов в отраженных состояниях.

Считаем, что использование оптических изолято-
ров, среднее число фотонов в отраженных состояни-
ях не превышает среднего числа фотонов µ ≈ 0.2−0.5

в информационных состояниях, µmax < maxξ{ξ} = µ.
При такой атаке вероятность успешного различения
интенсивности передаваемых информационных со-
стояний и значений бита ключа оказывается ничтож-
ной, соответственно в таком виде атака приводит к
слишком большим потерям. Более эффективной бу-
дет следующая стратегия.

2.2. Измерение интенсивности отраженных от

модулятора интенсивности состояний и PNS ата-

ка на информационные состояния в квантовом ка-

нале. Напомним, что цель Евы узнать передаваемый
бит, не произвести ошибок, и не быть обнаруженной
Decoy State методом. Для последнего Ева должна
знать интенсивность состояния в каждой посылке,
что передается µ, ν1, ν2.

Атака:

Ева при помощи UM измерений различает состоя-
ния |αµ〉MI , |αν1〉MI и |αν2〉MI . Если исход измерения
неопределенный, посылка блокируется.
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Если исход определенный, то известно состояние:
или |αµ〉MI , или |αν1〉MI , или |αν2〉MI . Затем произ-
водятся неразрушающие измерения числа фотонов в
информационных состояниях – PNS атака. Если об-
наружены посылки с числом фотонов k < 3, то по-
сылка блокируется. Если в информационных состоя-
ниях обнаружено число фотонов k ≥ 3, то проводят-
ся UM измерения над информационным состоянием.

Необходимым и достаточным условием для суще-
ствования UM измерений является линейная незави-
симость состояний [31]. В протоколе BB84 при фа-
зовом кодировании, если базис неизвестен, то необ-

ходимо различать 4-е состояния. В посылках с 3-мя
фотонами 4-е состояния имеют вид:

|Φx
k〉 =

√

3!

23

3
∑

m=0

eiϕxm
|m〉1 ⊗ |k −m〉2
√

m!(k −m)!
, (3)

т.е. 4-е состояния (3) становятся линейно независи-
мыми, начиная с 3-х фотонных посылок.

Действительно, базисные векторы в фоковском
подпространстве с 3-мя фотонами (k = 3) в двух вре-
менных окнах есть

|3〉1|0〉2, |2〉1|1〉2, |1〉1|2〉2, |0〉1|3〉2.

Информационных состояний при k = 3 в двух бази-
сах также имеется 3 вектора (см. ф-лу (3))

basis +















0+ → 1√
3!
|3〉1|0〉2 + 1√

2!
|2〉1|1〉2 + 1√

2!
|1〉1|2〉2 + 1√

3!
|0〉1|3〉2

1+ → 1√
3!
|3〉1|0〉2 + 1√

2!
|2〉1|1〉2 − 1√

2!
|1〉1|2〉2 − 1√

3!
|0〉1|3〉2

,

basis ×















0× → 1√
3!
|3〉1|0〉2 + i√

2!
|2〉1|1〉2 − 1√

2!
|1〉1|2〉2 − i√

3!
|0〉1|3〉2

1× → 1√
3!
|3〉1|0〉2 − i√

2!
|2〉1|1〉2 − 1√

2!
|1〉1|2〉2 + i√

3!
|0〉1|3〉2

.

Для однофотонной компоненты состояний фоковское
подпространство является двумерным, информаци-
онных состояний по-прежнему 4-е, поэтому они ли-
нейно зависимы. Размерность подпространства с 2-
мя фотонами равна 3, состояний 4-е, и они линей-
но зависимы. По этой причине измерения с опреде-
ленным исходом над информационными состояния-
ми возможны только, начиная с трехфотонной ком-
поненты состояний.

Вероятность Prξ(k ≥ 3), ξ = µ, ν1, ν2 присутствия
в квантовом канале посылок с тремя и более фотона-
ми зависит от интенсивности информационного коге-
рентного состояния – среднего числа фотонов в нем
µ, ν1, ν2, имеем

Prξ(k ≥ 3) = e−2ξ
∞
∑

k=3

(2ξ)k

k!
≤ (ξ)3. (4)

Для того, чтобы знать передваемый бит ключа, Ева
должна иметь посылки с числом фотонов k ≥ 3 для
посылок с любой интенсивностью, поэтому вероят-
ность успеха определяется минимальной вероятно-
стью обнаружить три и более фотонов в посылках
с разным средним числом фотонов ξ = µ, ν1, ν2. Для

минимальной вероятности, учитывая иерархию ин-
тенсивностей µ > ν1 > ν2, находим

Prmin(k ≥ 3) = min
ξ=(µ,ν1,ν2)

{

e−2ξ
∞
∑

k=3

(2ξ)k

k!

}

≤ (ν2)
3.

(5)
После проведения UM измерений над 3-х фотонны-
ми состояниями Ева знает передаваемый бит. Если
исход UM измерений над информационными состоя-
ниями неопределенный, то посылка блокируется.

PNS атака с последующими UM измерениями ин-
формационных состояний и отбрасыванием неопре-
деленных исходов, без знания к какой посылке и с
каким средним числом фотонов относится трехфо-
тонное состояние, приведет к искажению статистики
фотоотсчетов в посылках с разным средним числом
фотонов µ, ν1, ν2, что будет обнаружено Decoy State
методом.

Однако у Евы в распоряжении имеются отражен-
ные от модулятора интенсивности состояния. UM из-
мерение данных состояний, при определенном исходе
после PNS атаки и UM измерений над информаци-
онными состояниями, позволяют Еве, при определен-
ном исходе над отраженными состояниями, знать как
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Рис. 1. Схематическое изображение атаки с UM измерениями отраженных состояний и PNS измерениями информа-
ционных состояний

Рис. 2. Схематическое изображение второго каскада измерений с определенным исходом

информационный бит, так и значение интенсивности
в данной посылке – µ, ν1, ν2.

В итоге, при двух последовательных определен-
ных исходах Ева знает все о передаваемых состояни-
ях – значение бита ключа и значение µ, ν1, ν2. Все
остальные посылки, где был неопределенный исход,
либо при PNS и UM измерениях над информацион-
ными состояниями, либо над отраженными от моду-
лятора интенсивности, блокируются.

Сделаем теперь оценку минимальной вероятно-
сти определенного исхода при различении состоя-
ний, отраженных от модулятора интенсивности. Оп-
тимальные UM измерения для двух чистых состоя-
ний известны [29–31]. Имеется ряд результатов для
различения более чем двух чистых и смешанных со-
стояний. Для получения конкретных числовых зна-
чений требуется знать точную структуру квантовых
состояний и использовать численную минимизацию.

Для оценки порядка величины вероятности опре-

деленных исходов, соответственно, потерь, к ко-

торым приводит данная атака, удобнее воспользо-

ваться точными аналитическими результатами

для различения двух состояний, а для различения

трех состояний воспользоваться каскадными изме-

рениями с определенным исходом, где на каждом

шаге различается пара состояний (см. рис. 1). При

этом не придется прибегать к численной миними-

зации.

2.3. Каскадные измерения зондирующих состоя-

ний. При различении трех состояний, отраженных
от модулятора интенсивности, которые для кратко-
сти обозначим |µ∗〉, |ν∗1 〉, |ν∗2 〉, каскадные UM измере-
ния содержат два шага. На первом шаге различается
пара состояний |ν∗1 〉, |ν∗2 〉, точнее при одном из двух
определенных исходов, исключается третье состоя-
ние. Например, исключение на первом шаге состоя-
ния |ν∗1 〉 приводит к тому, что после такого исхода
измерения остаются неразличенными состояния |µ∗〉
и |ν∗1 〉. При исключении на первом шаге состояния
|ν∗2 〉, определенными остаются состояния |µ∗〉, и |ν∗2 〉,
которые различаются на втором шаге UM измерений
(см. рис. 2). На втором шаге UM измерений различа-
ются две данные пары состояний (рис. 2) |µ∗〉 и |ν∗1 〉,
либо |µ∗〉 и |ν∗2 〉.

На первом шаге выполняется измерение UMν1∗,ν∗
2

(рис. 2), которое дается разложением единицы

I = P⊥
ν∗
1
+ P⊥

ν∗
2
+ P?

ν∗
1 ,ν

∗
2
, (6)
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где

P⊥
ν∗
1
=

I − |ν∗1 〉〈ν∗1 |
1 + |〈ν∗1 |ν∗2 〉|

, P⊥
ν∗
2
=
I − |ν∗2 〉〈ν∗2 |
1 + |〈ν∗1 |ν∗2 〉|

,

P?
ν∗
1 ,ν

∗
2
= I − P⊥

ν∗
1
− P⊥

ν∗
2
,

(7)

где I – единичный оператор. Операторно-значные
меры в (6), (7) P⊥

ν∗
1

и P⊥
ν∗
2

с точностью до норми-
ровки являются проекторами, в том смысле, что
(P⊥

ν∗
1 ,ν

∗
1
)2 ∝ P⊥

ν∗
2 ,ν

∗
2
, это потребуется далее.

Вероятности определенного исхода и состояния
на выходе на первом каскаде имеют вид

UMν∗
1 ,ν

∗
2



































not |ν∗1 〉 →
{

Pr(|ν∗2 〉|not |ν∗1 〉) = 1− |〈ν∗2 |ν∗1 〉|, output state |ν∗2 〉〈ν2|
Pr(|µ∗〉|not |ν∗1 〉) = 1−|〈µ∗|ν∗

1 〉|
1+|〈ν∗

2 |ν∗
1 〉|
, output state |µ∗〉〈µ∗|

}

→ UMµ∗,ν∗
2

not |ν∗2 〉 →
{

Pr(|ν∗1 〉|not |ν∗2 〉) = 1− |〈ν∗2 |ν∗1 〉|, output state |ν∗1 〉〈ν∗1 |
Pr(|µ∗〉|not |ν∗2 〉) = 1−|〈µ∗|ν∗

2 〉|
1+|〈ν∗

2 |ν∗
1 〉|
, output state |µ∗〉〈µ∗|

}

→ UMµ∗,ν∗
1

. (8)

Вероятность определенного исхода на первом шаге, с учетом (8), не более

Pr(1)OK ≤ min {Pr(|µ∗〉|not |ν∗1 〉),Pr(|ν∗1 〉|not |ν∗2 〉),Pr(|ν∗2 〉|not |ν∗1 〉)} . (9)

Второй каскад измерений с определенным исходом (рис. 2) выбирается в зависимости от исхода на первом
шаге. Выбирается одно из двух измерений, каждое из которых дается своим разложением единицы. При
исходе на первом шаге (not |ν∗1 〉) на втором каскаде выбирается измерение UMµ∗,ν∗

2
(рис. 2)

I = P⊥
µ∗ + P⊥

ν∗
2
+ P?

µ∗,ν∗
2
, (10)

где

P⊥
µ∗ =

I − |µ∗〉〈µ∗|
1 + |〈µ∗|ν∗2 〉|

, P⊥
ν∗
2
=

I − |ν∗2 〉〈ν∗2 |
1 + |〈µ∗|ν∗2 〉|

, P?
µ∗,ν∗

2
= I − P⊥

µ∗ − P⊥
ν∗
2
, (11)

UMµ∗,ν∗
2

{

not |µ∗〉 → Pr(|ν∗2 〉|not |µ∗〉) = 1− |〈µ∗|ν∗2 〉|, output state |ν∗2 〉〈ν∗2 |
not |ν∗2 〉 → Pr(|µ∗〉|not |ν∗2 〉) = 1− |〈µ∗|ν∗2 〉|, output state |µ∗〉〈µ∗|

. (12)

При исходе на первом шаге (not |ν∗2 〉) на втором каскаде выбирается измерение UMµ∗,ν∗
1

(рис. 2)

I = P⊥
µ∗ + P⊥

ν∗
1
+ P?

µ∗,ν∗
1
, (13)

где

P⊥
µ∗ =

I − |µ∗〉〈µ∗|
1 + |〈µ∗|ν∗1 〉|

, P⊥
ν∗
1
=

I − |ν∗1 〉〈ν∗1 |
1 + |〈µ∗|ν∗1 〉|

, P?
µ∗,ν∗

1
= I − P⊥

µ∗ − P⊥
ν∗
1
, (14)

UMµ∗,ν∗
1

{

not |µ∗〉 → Pr(|ν∗1 〉|not |µ∗〉) = 1− |〈ν∗1 |µ∗〉|, output state |ν∗1 〉〈ν∗1 |
not |ν∗1 〉 → Pr(|µ∗〉|not |ν∗1 〉) = 1− |〈ν∗1 |µ∗〉|, output state |µ∗〉〈µ∗|

. (15)

Вероятность определенного исхода на втором шаге, с учетом (10)–(15), не более

Pr(2)OK ≤ min {Pr(|µ∗〉|not |ν∗1 〉),Pr(|ν∗1 〉|not |µ∗〉),Pr(|µ∗〉|not |ν∗2 〉),Pr(|ν∗2 〉|not |µ∗〉)} . (16)

В итоге вероятность определенного исхода в двух
каскадах при измерении отраженных состояний от
модулятора интенсивности не более

PrOK(min) = Pr(1)OK · Pr(2)OK . (17)

Считая отраженные состояния когерентными раз-
личными фазами и средним числом фотонов ξ, ξ′ ≪
≪ 1, для скалярных произведений в (8), (12),
(15) получаем 1−|〈ξ|ξ′〉|2 = 1−e−|ξ−ξ′|2 ≤ |ξ−ξ′|, где
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ξ, ξ′ принимают значения µ∗, ν∗1 , ν
∗
2 .2) Учитывая есте-

ственную иерархию интенсивностей отраженных со-
стояний, т.е. считая, что µ∗ > ν∗1 > ν∗2 , для оценки
получаем

PrOK(min) ≤ µ∗ν∗1 (ν
∗
2 )

2. (18)

2.4. Финальная стадия атаки – перепосыл состо-

яний на приемную станцию. В посылках, где полу-
чены определенные исходы над отраженными состо-
яниями и информационными состояниями в кванто-
вом канале связи, Ева знает как информационный
бит, так и с каким средним числом фотонов было
состояние в данной посылке.

Все посылки с совместным определенным исхо-
дом разбиваются на три множества. Одно множество
посылок, где посылались состояния со средним чис-
лом фотонов µ, второе множество посылок с ν1 и тре-
тье с ν2. Во всех этих посылках Еве также известен
передаваемый бит ключа.

Как Ева может использовать данную атаку,

чтобы не произвести ошибок на приемной стороне

и не изменить относительную статистику фото-

отсчетов в посылках с разным средним числом фо-

тонов?

Нужно напомнить следующий факт, если коге-
рентное состояние со средним числом фотонов ξ про-
ходит через канал связи с коэффициентом прохожде-
ния T , соответственно с потерями 1−T , то непосред-
ственно на входе приемной стороны будут состояния

ρx(ξ) → ρx(ξT ) = e−2ξT
∞
∑

k=0

(2ξT )k

k!
|Φx

k〉〈Φx
k|, (19)

здесь T – коэффициент прохождения через канал
связи (T = 10−

δL
10 , L – длина линии связи, δ – коэф-

фициент удельных потерь). Соответственно, вероят-
ность компонент состояний с ненулевым числом фо-
тонов на входе станции Боба есть

Q(ξT ) = e−2ξT
∞
∑

k=1

(2ξT )k

k!
= 1− e−2ξT . (20)

Иначе говоря, формула (20) дает вероятность дости-
жения входа приемной стороны Боба каждой компо-
нентой |Φx

k〉〈Φx
k | с числом фотонов k без искажений

после прохождения канала с потерями. Вероятность
достижения приемной стороны компоненты состоя-
ния |Φx

k〉〈Φx
k| с k = 0, 1 . . . фотонами есть

e−2ξT (2ξT )k

k!
. (21)

2)Не путать обозначения когерентных состояний |ξ〉 со сред-
ним значением числа фотонов ξ.

Пусть Tµ, Tν1 , Tν2 – прозрачности канала, при кото-
рых выполнены равенства

PrOK(min) · Pµ(k ≥ 3) = Q(µTµ) ≈ 2µT, (22)

PrOK(min) · Pν1(k ≥ 3) = Q(ν1Tν1) ≈ 2ν1T, (23)

PrOK(min) · Pν2(k ≥ 3) = Q(ν2Tν2) ≈ 2ν2T. (24)

Фомулы дают вероятность совместного определенно-
го исхода для различения состояния и с каким сред-
ним числом фотонов произошла данная посылка и
вероятности определения передаваемого бита ключа.
Неформально, это доля посылок со средним числом
фотонов при разных ξ = µ, ν1, ν2, в которых Ева зна-
ет все про данные посылки.

Далее выберем минимальный коэффициент про-
хождения из Tξ в (22)–(24)

Tmin = minξ∈{µ,ν1,ν2}{Tξ} =

= minξ∈{µ,ν1,ν2}
{

1
ξQ

−1 (PrOK(min) · Pξ(k ≥ 3))
}

, (25)

здесь Q−1(...) – обратная функция к Q(...).
Пусть для определенности это будет ξ = ν2, тогда

PrOK(min) · Pµ(k ≥ 3) ≥ Q(µTmin), (26)

PrOK(min) · Pν1(k ≥ 3) ≥ Q(ν1Tmin),

PrOK(min) · Pν2(k ≥ 3) = Q(ν2Tmin).

Неформально (26) определяет размеры множеств по-
сылок с µ, ν1 и ν2, в которых Ева знает все – среднее
число фотонов и передаваемый бит ключа.

Если ξ = µ, то в доле посылок

Q(µTmin)

PrOK(min) · Pµ(k ≥ 3)
, (27)

с совместным определенным исходом Ева подает

непосредственно на вход станции Боба (см. рис. 1),
состояния

|Φx
k〉BB〈Φx

k| (28)

с нужными вероятностями

e−2µTmin
(2µTmin)

k

k!
, k ≥ 1. (29)

А в доле посылок

1− Q(µTmin)

PrOK(min) · Pµ(k ≥ 3)
(30)

ничего не передает Бобу (см. рис. 1), даже если по-
лучен совместный определенный исход. Говоря дру-
гими словами, часть посылок с совместным опреде-
ленным исходом в (22) и (23) является избыточной.
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Размер множества посылок с совместным определен-
ным исходом для посылок с µ больше, чем требуется
для удовлетворения неравенств (26).

Аналогично Ева поступает для посылок с ν1, где
получен совместный определенный исход. В посыл-
ках с ν2 на вход приемной станции Ева доставляет
все посылки с совместным определенным исходом.

В итоге, на входе станции Боба при любом ξ =

= µ, ν1, ν2 возникают состояния, которые даются
матрицами плотности

ρx(ξTmin) = e−2ξTmin

∞
∑

k=0

(2ξTmin)
k

k!
|Φx

k〉BB〈Φx
k|,

ξ = µ, ν1, ν2. (31)

Состояния на входе приемной станции выглядят

так, как, если бы неискаженные состояния прошли

через канал с прозрачностью Tmin. При этом отно-

сительная и внутренняя пуассоновская статисти-

ка состояний по числу фотонов и сами фоковские

состояния остаются неискаженными, и все состо-

яния выглядят как, если бы они прошли через один

и тот же идеальный канал с потерями 1− Tmin. В

итоге на входе приемной станции Боб видит неис-

каженные состояния с неискаженной внутренней

и относительной пуассоновской статистикой для

состояний с разными ξ. Напомним, что Decoy State

метод не следит за потерями, поэтому такая ата-

ка не детектируется Decoy State методом.

2.5. Некоторые численные оценки. Сделаем чис-
ленные оценки потерь, к которым приводит данная
атака. Наблюдаемые потери зависят от среднего чис-
ла фотонов в отраженных зондирующих состояниях
от модулятора интенсивности. Пусть среднее число
фотонов в отраженных состояниях, когда состояние
модулятора интенсивности отвечает посылкам ин-
формационных состояний со средним числом фото-
нов µ равно µ∗ = 0.1. Соответственно для информа-
ционных посылок с ν1 и ν2 есть ν∗1 = 0.01, ν∗2 = 0.01.
С учетом полученных выше формул (24), (27), для
коэффициента прохождения TEve (коэффициент по-
терь 1− TEve) при такой атаке, получаем

PrOK(min) · Prmin(k ≥ 3) ≤ ν2TEve,

TEve ≤ µ∗ν∗1ν
∗
2 ≈ 10−5.

(32)

Напомним, что при стандартных потерях в одно-
модовом волокне δ = 0.2Дб/км, при длине линии
L = 100 км, вероятность прохождения линии связи
составляет T100 = 10−

δL
10 = 10−2, что на три порядка

больше, чем при такой атаке и используемой для оце-
нок интенсивности отраженных зондирующих состо-

яний. Чем меньше интенсивность отраженных состо-
яний, тем больше будут вносимые потери при такой
атаке. Обеспечить низкую интенсивность отражен-
ных зондирующих состояний можно использованием
односторонних оптических изоляторов на выходе из
передающей станции. Коэффициент ослабления оп-
тических изоляторов будет определяться конкретной
технической реализацией системы квантовой крип-
тографии.

3. Заключение. Системы квантовой криптогра-
фии были предложены для квантового распреде-
ления ключей, секретность которых гарантируется
фундаментальными запретами квантовой механики
на различимость квантовых состояний. Более точ-
но, запрет на копирование неизвестного квантово-
го состояния (no cloning теорема [37]) запрещает
создать копию неизвестного квантового состояния
с вероятностью единица, что является элегантной
переформулировкой фундаментальных соотношений
неопределенностей Гайзенберга–Робертсона [38, 39].
Применительно к квантовой криптографии, этот за-
прет означает, что подслушиватель не может сделать
копию информационного состояния (соответственно,
любое число копий, если можно было бы сделать
хоть одну) для своих измерений при подслушива-
нии. Соотношения неопределенностей Гайзенберга–
Робертсона есть выражение математического фак-
та, что пара некоммутирующих наблюдаемых (эрми-
товых операторов) не может иметь общей системы
собственных векторов, поэтому любые вторжения в
квантовый канал связи неизбежно будут приводить
к ошибкам на приемной стороне.

Следующий фундаментальный факт состоит в
том, что квантовая теория позволяет получить верх-
нюю фундаментальную границу утечки информации
к подслушивателю при данной наблюдаемой ошиб-
ке на приемной стороне. Данную фундаментальную
границу позволяют получить энтропийные соотно-
шения неопределенностей [11], которые также явля-
ются следствием некоммутируемости наблюдаемых.

Все сказанное касалось однофотонных состояний.
В реальных системах, ввиду отсутствия на данный
момент строго однофотонного источника информа-
ционных состояний, используются квазиоднофотон-
ные состояния лазерного излучения – сильно ослаб-
ленное когерентное состояние, которое является су-
перпозицией состояний с разным фоковским числом
фотонов. Секретный ключ формируется только из
однофотонной компоненты состояний, достигающей
приемной стороны. Вся информация, содержащаяся
в многофотонных компонентах состояний, считается
известной подслушивателю (“отдается” подслушива-
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телю). Decoy State метод [21–23] позволяет оценить
долю однофотонной компоненты, достигающей при-
емной стороны.

Таким образом, относительно атак на информа-
ционные состояния в квантовом канале связи на се-
годняшний день достигнуто глубокое понимание. Од-
нако системы квантовой криптографии являются от-
крытыми системами, в том смысле, что подслушива-
тель имеет в своем распоряжении, кроме квантово-
го канала, побочные каналы утечки информации, а
также может активно зондировать оптические ком-
поненты системы – фазовые модуляторы, модулято-
ры интенсивности, состояние которых несет на себе
информацию о передаваемом ключе. Измерение под-
слушивателем зондирующих состояний не приводит
к ошибкам на приемной стороне, поскольку не воз-
мущает информационных состояний, и является до-
полнительным информационным “бонусом” для под-
слушивателя.

Без учета утечки информации по побочным ка-
налам невозможно всерьез говорить о секретности
ключей в квантовой криптографии.

В данной работе предложена новая атака на си-
стемы квантовой криптографии с использованием
совместной атаки на информационные квантовые со-
стояния (PNS атака) и атаки с измерениями с опреде-
ленным исходом (UM измерения) отраженных состо-
яний от модулятора интенсивности в побочном кана-
ле. Данная атака не детектируется известными ме-
тодами, поскольку не изменяет относительной ста-
тистики фотоотсчетов в Decoy State методе, но при-
водит только к дополнительным потерям в кванто-
вом канале связи, которые Decoy State метод не ре-
гистрирует. Более того, считалось до сегодняшнего
дня, что за потерями в линии связи следить не нуж-
но, поскольку напрямую они не влияют на секрет-
ность, если используется Decoy State метод.

Приведенное выше рассмотрение показывает, что
учет утечки информации по побочным каналам тре-
бует учета потерь в квантовом канале связи при по-
лучении оценок для длины секретного ключа. Наши
оценки дают уровень потерь при известной макси-
мальной интенсивности отраженных зондирующих
состояний, при которых подслушиватель знает весь
ключ и не производит ошибок на приемной стороне,
и не детектируется, если не следить за общими поте-
рями в линии. При уровне потерь меньше критиче-
ского, подслушиватель неизбежно будет производить
либо ошибки, либо изменение относительной стати-
стики фотоотсчетов на приемной стороне.

Еще раз подчеркнем, что критический уровень
потерь зависит от конкретной физической реали-

зации системы квантовой криптографии, которая
определяет верхнюю границу интенсивности отра-
женных зондирующих состояний. Знание данной
границы принципиально необходимо для обеспече-
ния секретности ключей. Например, если систе-
ма должна гарантировать секретность ключей при
длине линии 100 км (коэффициент прохождения T =

= 10−2), а ее физическая реализация такова, что ин-
тенсивность отраженных состояний приводит к кри-
тическим потерям при описанной выше атаке, того
же порядка (коэффициент прохождения линии того
порядка TEve = 10−2) или больше, то система будет
неспособна гарантировать секретность распределяе-
мых ключей – подслушиватель не будет детектиро-
ваться.

Детектирование атаки обеспечивается не сред-
ствами протокола квантового распределения клю-
чей, а физической реализацией системы, которая
должна “приводить” к тому, что подслушиватель при
данной атаке будет производить уровень потерь, за-
метно превышающий уровень потерь при длине ли-
нии, при которой должна работать система.

В заключение, во избежание недоразумений от-

метим. Не нужно думать, что учет побочных

каналов утечки информации переводит системы

квантовой криптографии из разряда криптогра-

фических систем, где секретность ключей гаран-

тируется фундаментальными законами квантовой

механики, в разряд систем, где секретность га-

рантируется техническими ограничениями. Даже

при наличии побочных каналов утечки информации

секретность ключей по-прежнему гарантируется

фундаментальными ограничениями квантовой ме-

ханики на различимость состояний.

Интенсивность (среднее число фотонов) в ин-

формационных состояниях – квазиоднофотонных,

в идеале однофотонных, выходящих из передающей

станции, также достигается техническими сред-

ствами – ослаблением до нужного уровня исходно-

го сигнала. При заданном уровне сигналов их мак-

симально допустимая – наилучшая возможная раз-

личимость диктуется квантовой механикой. Точно

также и для состояний в побочных каналах. Верх-

няя граница интенсивности состояний в побочных

каналах достигается техническими средствами –

реализацией системы, которая дает верхний пре-

дел различимости состояний, который также дик-

туется фундаментальными запретами квантовой

механики.
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т.п.), текст аннотации должен быть самодостаточным: без ссылок на список литературы, с понятными обо-
значениями, без аббревиатур. Сокращения словосочетаний должны даваться заглавными буквами (без точек)
и поясняться при первом их употреблении. В тексте подстрочные примечания должны иметь сплошную ну-
мерацию по всей статье.

Цитируемая литература должна даваться общим списком в конце статьи с указанием в тексте статьи
ссылки порядковой цифрой, например, [1]. Литература дается в порядке упоминания в статье. Для журналь-
ных статей указываются сначала инициалы, затем фамилии всех авторов, название журнала, номер тома
(полужирным шрифтом), первая страница и год в круглых скобках.

Для книг надо указывать инициалы и фамилии всех авторов, полное название книги, издатель, год, том,
номер издания, часть, глава, страница (если ссылка на переводное издание, то обязательно в скобках нужно
указать данные оригинала).

Цитирование двух или более произведений под одним номером, одного и того же произведения под разны-
ми номерами не допускается. В обозначениях и индексах не должно быть русских букв. Например, следует
писать Popt, а не Pопт.

В десятичных дробях вместо запятой нужно использовать точку. Векторы должны выделяться в тексте
статьи полужирным шрифтом (без стрелки над ними).

Поскольку рисунки переносятся без изменений из “Писем в ЖЭТФ” в “JETP Letters” все надписи на
рисунках должны быть только на английском языке. Авторов, использующих при подготовке рисунков ком-
пьютерную графику, просим придерживаться следующих рекомендаций: графики делать в рамке; штрихи на
осях направлять внутрь; по возможности использовать шрифт Times; высота цифр и строчных букв должна
быть в пределах (3÷ 4)% от максимального размера (высоты или ширины) рисунков, это относится и к циф-
рам на осях вставки; единицы измерения на осях графиков приводить в скобках. При подготовке рисунка
имейте в виду, что, как правило, ширина рисунка при печати не превышает 82 мм; в исключительных случаях
рисунок размещается на всей ширине листа (до 160 мм).

Рисунки публикуются “on-line” в цвете. На авторов возлагается обязанность проверить, что цветные ри-
сунки читаемы в черно-белом печатном варианте.

Образцы оформления статьи и рисунков, а также стилевой файл можно списать с WWW- страницы “Пи-
сем в ЖЭТФ” (http://www.jetpletters.ac.ru/).
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Козлов Д. А. 109, 835 (799);
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111, 682 ()
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Колмычек И. А. 111, 370 (333)
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Комаров Е. Н. 110, 118 (133)

Комиссарова М. В. 111, 355 (320)

Комков О. С. 109, 381 (377)

Компанец В. О. 111, 27 (31)

Кондрин М. В. 110, 602 (603)

Кон И. А. 111, 45 (50);

112, 93 ()

Консежо К. 109, 91 (96)

Константинова Е. И. 109, 245 (252);

109, 552 (541)

Константинов А. М. 109, 828 (790)

Константинов Д. 112, 101 ()

Кончаков Р. А. 109, 473 (460);

111, 806 ()

Коплак О. В. 109, 753 (722)
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Корнева А. 110, 622 (624)

Корнилов В. М. 110, 437 (447)
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Костров А. В. 110, 237 (262)
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Котов А. Ю. 110, 3 (1);

112, 9 ()
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Крайнов И. В. 111, 820 ()
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Крахалев М. Н. 109, 487 (478)

Крейнес Н. М. 112, 88 ()
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Кузнецов С. В. 111, 625 (525)
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Кукушкин И. В. 110, 268 (296);

Кукушкин И. В. 110, 597 (599);
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Кутузов А. С. 111, 154 (139)
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Кучугов П. А. 111, 149 (135)
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Латышев А. В. 110, 337 (354)

Лачинов А. Н. 110, 437 (447)

Лебедев В. В. 111, 509 (442)

Левин A. 109, 131 (136)

Левченко А. А. 110, 545 (551);

111, 653 ()
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111, 464 (392)

Лежнев С. К. 110, 437 (447)

Лезова И. Е. 110, 521 (529)

Лемзяков С. А. 111, 641 ()

Леонидов И. А. 109, 245 (252);

109, 552 (541)
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Лерер А. М. 112, 152 ()

Лерман Л. М. 110, 474 (481)

Лимонов М. Ф. 109, 347 (340)

Линьков П. 109, 108 (112)

Литасов К. Д. 111, 160 (145);

111, 230 (218)

Литвинов А. В. 110, 723 (707)

Ловцов С. В. 110, 291 (307)

Лозин О. И. 112, 114 ()

Ломаченко К. А. 109, 615 (594)

Луговской А. А. 109, 595 (575)

Лузанов В. А. 109, 170 (171)

Лукичев В. Ф. 111, 646 ()

Лукьянов А. Е. 109, 48 (45);

110, 23 (31)

Любимов В. Н. 112, 127 ()

Любутин И. С. 109, 547 (536);

110, 557 (562)

Лютостанский Ю. С. 111, 723 ()

Ляпин С. Г. 110, 687 (687)

Лященко С. А. 110, 155 (166)

Мавринский В. В. 109, 634 (615)

Магарилл Л. И. 110, 534 (540)

Мажорин Г. С. 110, 569 (574)
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112, 45 ()

Мазилкин И. А. 110, 622 (624);

Мазилкин И. А. 111, 514 (447);

112, 275 ()

Мазур Е. А. 109, 413 (410)
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Маишеев В. А. 112, 3 ()
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111, 691 ()

Макаров В. А. 109, 666 (642)
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112, 226 ()

Макаровский О. 109, 496 (482)

Максимов А. А. 110, 806 (799)
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Мартемьянов В. П. 109, 209 (213)

Мартовицкий В. П. 111, 166 (151)
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Мартьянов О. Н. 110, 614 (613)

Марченко И. Г. 109, 694 (671)

Марченко И. И. 109, 694 (671)

Марчишин И. В. 109, 401 (400);
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Маслова Е. Э. 109, 347 (340)
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Матюшкин Л. Б. 109, 30 (28)
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Махмудиан М. М. 109, 337 (331);

Махмудиан М. М. 109, 842 (806);

112, 246 ()
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Медведев Д. Д. 111, 305 (273)

Медведев С. А. 109, 547 (536)

Медриш И. В. 111, 160 (145)

Межов-Деглин Л. П. 110, 545 (551);

111, 653 ()
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Мельник Н. Н. 110, 759 (755)

Менушенков А. П. 109, 540 (529);

110, 23 (31)
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110, 777 (771)

Меньщикова Т. В. 109, 118 (121)

Милованович Д. 110, 90 (107)
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Михайлов Н. Н. 109, 184 (191);

Михайлов Н. Н. 109, 679 (657);

Михайлов Н. Н. 109, 835 (799);

Михайлов Н. Н. 110, 274 (301);

Михайлов Н. Н. 111, 107 (121);

Михайлов Н. Н. 111, 682 ();

Михайлов Н. Н. 111, 750 ();

Михайлов Н. Н. 112, 174 ();

112, 263 ()

Михалев К. Н. 109, 245 (252);

109, 552 (541)

Михеев Г. М. 109, 739 (704)

Михеев К. Г. 109, 739 (704)

Михеенков А. В. 109, 557 (546)

Мицкан В. А. 110, 126 (140)

Мищенко А. 109, 496 (482)

Могилева Т. Н. 109, 739 (704)

Моисеев С. А. 111, 602 (500)

Мокшин А. В. 110, 498 (511);

110, 551 (557)

Молодец А. М. 109, 460 (449);

111, 838 ()

Молотков С. Н. 111, 608 (506);

111, 778 ()

Монсо П. 109, 196 (203)

Морозов А. 111, 591 (494)

Морозова Е. Н. 112, 38 ()

Морозов Ан. 111, 591 (494)

Морозов И. В. 111, 388 (350)

Морозов К. М. 111, 763 ()

Морозов С. В. 109, 91 (96);

Морозов С. В. 109, 496 (482);

Морозов С. В. 109, 679 (657);

Морозов С. В. 110, 297 (313);

111, 682 ()

Москалев Д. О. 110, 569 (574)

Москаленко И. Н. 110, 569 (574)

Мочалов К. Е. 109, 12 (12)

Музыченко Д. А. 111, 396 (357)

Муравьев В. М. 109, 685 (663);

111, 316 (282)

Муратов А. Р. 110, 354 (370)

Мурзина Т. В. 111, 370 (333)

Муртазаев А. К. 109, 610 (589)

Мусич Д. О. 110, 99 (115)

Муслимов А. Э. 109, 629 (610);

112, 240 ()

Мусорин А. И. 111, 40 (46)

Мяконьких А. В. 111, 531 (467)

Набиев И. 109, 108 (112)

Набиев И. Р. 109, 12 (12)

Навроски В. 109, 36 (33)

Надолинский А. М. 109, 662 (638);

Надолинский А. М. 110, 95 (111);

111, 61 (72)

Надточенко В. А. 109, 294 (292);

110, 456 (464)

Назаров В. В. 110, 237 (262)

Назаров В. Н. 109, 84 (87);

110, 607 (607)

Найденов М. Н. 112, 147 ()

Науменко Г. А. 109, 584 (564);

Науменко Г. А. 109, 809 (771);

111, 295 (255)

Наумов П. Г. 109, 547 (536)

Наумов С. В. 111, 186 (172)

Нашаат М. 110, 149 (160)

Неверов В. Д. 109, 48 (45);

Письма в ЖЭТФ том 112 вып. 5 – 6 2020



424 Текущий aвторский указатель томов 109–112

110, 23 (31)

Некрасов А. Н. 111, 674 ()

Несвижевский В. В. 110, 579 (581)

Нестеров А. И. 112, 268 ()

Неустроев П. В. 109, 209 (213)

Нефедев К. В. 110, 700 (702)

Нефёдов Ю. А. 110, 597 (599)

Никитина А. М. 110, 56 (62)

Никитин М. В. 109, 54 (51)

Никитин С. И. 110, 197 (217)

Никитов С. А. 110, 526 (533)

Никифоров А. И. 109, 371 (368)

Никифорова П. М. 111, 443 (371)

Николаев А. А. 110, 3 (1)

Николаева И. А. 111, 27 (31)

Николаева М. Н. 109, 162 (163)

Николаев И. Д. 111, 682 ()

Николаев Н. Н. 111, 215 (197)

Николаев С. В. 112, 268 ()
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112, 160 ()

Никонорова Н. А. 110, 521 (529)

Новиков В. А. 110, 633 (635)

Новоселов К. С. 109, 496 (482)

Номоконов Д. В. 109, 401 (400);

Номоконов Д. В. 110, 337 (354);

110, 671 (672)

Норман Г. Э. 109, 689 (667);

Норман Г. Э. 110, 343 (359);

Норман Г. Э. 111, 175 (162);

111, 251 (245)

Нуждин А. Д. 109, 340 (334)

Образцова Е. А. 109, 452 (441)

Овчинникова Е. Н. 110, 563 (568)

Овчинникова Т. М. 112, 258 ()

Овчинников С. Г. 109, 265 (276);

Овчинников С. Г. 110, 155 (166);

Овчинников С. Г. 112, 258 ();

112, 268 ()

Огаркова Ю. Л. 109, 547 (536)

Одинцов С. А. 110, 414 (430);

110, 526 (533)

Ольшанецкий M. 109, 131 (136)

Ольшанецкий Е. Б. 112, 174 ()

Опенов Л. А. 109, 746 (710)

Орешкин А. И. 111, 396 (357)

Орешкин С. И. 111, 396 (357)

Орлинский С. Б. 111, 52 (62)

Орлита М. 109, 184 (191)

Орлов А. О. 111, 311 (278)

Орлов А. П. 109, 196 (203);

Орлов А. П. 110, 400 (417);

112, 93 ()
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112, 268 ()

Осипенко А. П. 111, 723 ()

Осипов А. А. 110, 368 (387)
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Павлов Т. Н. 110, 248 (273)
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Панкрац А. И. 111, 197 (183)

Панов А. Д. 111, 435 (363)

Панов В. И. 111, 396 (357)

Панов Н. А. 111, 27 (31)

Паршин П. П. 110, 30 (37)

Патрин Г. С. 109, 325 (320)

Патрин К. Г. 109, 325 (320)

Пахаруков Ю. В. 109, 634 (615)

Пахомов А. В. 110, 9 (15)

Пацаева С. В. 111, 625 (525)

Пашенькин И. Ю. 111, 815 ()

Пеленович В. О. 111, 531 (467)

Пельменев А. А. 110, 545 (551)

Перваков К. С. 111, 475 (403)

Первишко А. А. 111, 328 (293)

Перевалов Т. В. 109, 112 (116)

Пержу А. В. 110, 700 (702)

Перминов Н. C. 111, 602 (500)

Перно Ф. 110, 666 (667)

Першин С. М. 109, 447 (437);

Першин С. М. 109, 598 (578);

111, 464 (392)

Пестовский Н. В. 110, 652 (654)

Петелин А. Л. 109, 209 (213)

Петин А. Н. 111, 361 (325);

112, 226 ()

Петров А. А. 110, 652 (654)

Петров А. В. 110, 197 (217)

Петров А. Г. 109, 821 (781);

112, 165 ()

Петров В. Ю. 109, 797 (762)

Петров Е. К. 109, 118 (121)

Петров И. Д. 111, 61 (72)

Петров Н. И. 109, 19 (18)

Петросян А. С. 110, 314 (329);

111, 65 (76)

Петруша С. В. 111, 88 (104)

Петрушевич Ю. В. 110, 387 (405)

Петухов М. Н. 111, 396 (357)

Пех П. Л. 111, 80 (90)

Пивоваров А. А. 109, 219 (222);

Пивоваров А. А. 110, 217 (237);

110, 376 (394)

Пинто-Нето Н. 110, 515 (523)

Пио Б. А. 109, 184 (191)

Писарев В. В. 109, 689 (667);

110, 343 (359)

Пластовец В. Д. 109, 761 (729)
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Подливаев А. И. 109, 746 (710);

Подливаев А. И. 110, 692 (691);
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