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Исследовано влияние электромагнитного поля беспроводных средств связи на человека, находяще-
гося внутри автомобиля, в диапазонах частот 450, 900 и 1800 МГц, соответствующих рабочему диа-
пазону полицейских раций и современных мобильных телефонов. Приведен сравнительный анализ
влияния поверхности земли под автомобилем. Результаты численных расчетов, проведенных с ис-
пользованием метода вспомогательных источников, показывают наличие резонансных явлений и
высокого реактивного поля внутри автомобиля, что ведет к нежелательному повышению уровня
поглощаемой энергии в тканях человека.
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ВВЕДЕНИЕ

Изучение воздействия электромагнитных по-
лей от мобильных телефонов или от других
средств беспроводной связи на человека является
на сегодняшний день весьма актуальной задачей.
Характер такого воздействия зависит от свойств
источников поля, от способности тела поглощать
и накапливать энергию, от расположения окружа-
ющих предметов, а также от ряда других факторов
[1–6]. В работах [7–10] рассматривался характер
воздействия поля в зависимости от положения
руки и пальцев при удерживании мобильного те-
лефона. Также важно учитывать, где находится
пользователь – в закрытом или полузакрытом
пространстве.

В работах [11, 12] были изучены ситуации, ко-
гда человек находился внутри комнаты с окном, а
источником поля служил мобильный телефон
или внешняя антенна от базовой станции. При-
менение метода вспомогательных источников
(МВИ) при моделировании позволило имитиро-
вать различную прозрачность стен комнаты. Ре-
зультаты показали наличие резонансных реак-
тивных полей высокой амплитуды для комнаты с
меньшей прозрачностью.

В данной работе рассмотрены ситуации, когда
человек находится внутри автомобиля, а источ-
ник электромагнитного поля – мобильный теле-

фон, находящийся в непосредственной близости
от головы. Как известно, автомобили изготавли-
ваются из металлических и других проводящих
материалов, которые менее прозрачны для элек-
тромагнитных волн. На некоторых частотах такая
закрытая металлическая структура ведет себя как
резонатор, что приводит к формированию резо-
нансного поля высокой амплитуды. Такое поле
может негативно влиять на человека, поэтому
изучение рассматриваемой задачи для разных си-
туаций и различных значениях параметров систе-
мы весьма актуально. В работе исследованы свой-
ства таких резонансных полей, а также влияние
отражающей поверхности земли под автомоби-
лем на их формирование.

Так же как и в предыдущих работах [11–14], зада-
ча решается с применением МВИ, а модель челове-
ка представляет собой однородный диэлектрик с
усредненными значениями электродинамических
параметров. В рассматриваемой модели автомоби-
ля пренебрегается наличием колес, так как их влия-
ние на формирование внутреннего поля несуще-
ственно.

Вопрос о формировании резонансного поля
внутри автомобиля и о характере возбуждаемых
поверхностных токов частично затрагивался в ра-
боте [14]. В ней не учитывались модель человека и
влияние поверхности земли, однако был подроб-
но описан алгоритм применения МВИ к неза-
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мкнутым поверхностям, который находит свое
применение и в данной работе. Следует отметить,
что существует ряд других работ по рассматрива-
емой тематике, с использованием различных чис-
ленных методов (см., например, [15, 16]). Однако
вопрос о влиянии резонансного реактивного по-
ля на человека полностью пока не изучен.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ

Рассмотрим модель системы, состоящей из ав-
томобиля и находящегося внутри него человека
(рис. 1). Падающее электромагнитное поле про-
никает во всю систему, и задача заключается в
определении полей, формирующихся внутри и
вне автомобиля, а также внутри человека. В дан-
ной модели (рис. 2) автомобиль представляет со-
бой идеально проводящую поверхность . На ней
имеются открытые части ,  в виде
окон. Модель человека представляет собой одно-
родный диэлектрик с потерями, ограниченный
замкнутой поверхностью . Поле  от
внутреннего источника считается заданным. Нам
следует определить поля в трех областях: вне ав-
томобиля (I), внутри автомобиля (II) и внутри мо-
дели человека (III). Более детальное описание
применения МВИ к аналогичной задаче, приве-
дено в работе [14].

Построим две пары вспомогательных поверх-
ностей:   – вне и внутри человека, и ,  –
вне и внутри автомобиля, с распределенными на
них вспомогательными источниками. В качестве
вспомогательных источников используются два
взаимно перпендикулярно ориентированных ком-
бинированных диполя с неизвестными амплиту-
дами, ориентированных вдоль касательных к со-
ответствующей поверхности и создающих поля

 и  [12, 17, 18]. Такие источ-
ники, как известно, обеспечивают направленное
излучение. Количество вспомогательных источ-
ников на поверхностях  и  равно  числу то-
чек коллокаций на поверхности . Аналогично,
количество вспомогательных источников на по-
верхностях  и  равно  числу точек коллока-
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ций на поверхности . Числа  и , являющие-
ся вспомогательными параметрами, должны быть
подобраны заранее, с учетом желаемой точности
решения задачи. Другими вспомогательными па-
раметрами являются удаления ,  и ,  вспо-
могательных поверхностей от основных (см. рис. 2).
Поскольку рассматриваемая структура имеет
сложную, выпукло-вогнутую форму, то значения

,  и ,  должны быть подобраны весьма тща-
тельно, с учетом сингулярностей аналитических
продолжений рассеянных и собственных полей.

Подробные исследования природы сингуляр-
ностей аналитических продолжений внутренних
(включая и собственных) полей показали, что они
формируются исключительно поверхностью тела
и расположены во внешней области или вдоль
края открытой части этой поверхности. Сингу-
лярности аналитического продолжения внешне-
го рассеянного поля расположены внутри тела на
каустической поверхности. Исследования также
показали, что вспомогательные поверхности
должны охватывать эти сингулярности, что ми-
нимизирует время и погрешность численных рас-
четов. При этом минимальный радиус кривизны
поверхности тела определяет максимальное допу-
стимое удаление вспомогательных поверхностей,
оно находится в пределах 0.2λ…0.3λ [14, 18, 19].

Поле  в первой области определяется
вспомогательными источниками на поверхно-
сти :
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Так как источник падающего поля  на-
ходится во второй области, то поле  в ней
складывается из  и поля, определяемого

источниками на поверхностях  и :

В третьей области поле  определяется

источниками на поверхности  (рис. 2).

Неизвестные комплексные амплитуды , , ,
, , , ,  вспомогательных источников, об-

щее количество которых составляет ,
определяются из граничных условий для иско-
мых полей. На поверхности , как на проводни-
ке, должны выполняться равенства нулю каса-
тельных составляющих полей  и :

На поверхностях окон , как на границе раздела
двух диэлектрических сред (с одинаковыми парамет-
рами), должны выполняться условия сшивания ка-
сательных составляющих полей  и :

На поверхности  должны выполняться условия
сшивания касательных составляющих полей

 и :

Выполнение приведенных выше граничных усло-
вий требуется вдоль двух независимых касатель-
ных векторов  и  к соответствующим поверх-
ностям. В результате относительно неизвестных
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амплитуд получаем систему линейных алгебраи-
ческих уравнений. После численного решения
этой системы на компьютере (с использованием
стандартной подпрограммы Math Kernel Library)
определяются неизвестные поля во всех указан-
ных областях.

Как отмечалось выше, особый интерес пред-
ставляет изучение степени влияния поверхности
земли на формирование резонансных полей. Бу-
дем считать, что поверхность земли является иде-
альным плоским проводником. Это дает право
применить метод зеркальных отображений для
описания отраженного поля. Согласно МВИ от-
носительно земли строится зеркальное изображе-
ние  вспомогательной поверхности  (см.
рис. 2). Амплитуды вспомогательных источников
на поверхности  отличаются от соответствую-
щих амплитуд источников на  лишь знаком.
Другими словами, учет поверхности земли не
приводит к изменению общего числа неизвест-
ных амплитуд вспомогательных источников,
определяемых из граничных условий.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

На основе описанного алгоритма применения
МВИ создан пакет программ, позволяющий ме-
нять параметры изучаемой системы и моделиро-
вать различные ситуации облучения. В числен-
ных экспериментах антенна от мобильного теле-
фона, мощностью 1 Вт, находилась внутри
автомобиля, на расстоянии 2.5 см слева от головы
человека. Расчеты проводились в окрестностях
частот 450, 900 и 1800 МГц. Были выбраны следу-
ющие размеры однородной модели человека: вы-
сота 1.67 м, ширина плеч 46 см, диаметр головы
17.5 см. Средние значения вещественной и мни-
мой части комплексной диэлектрической прони-
цаемости модели составляли соответственно 44 и
0.9. Размеры кузова автомобиля составляли

 м; дорожный просвет – 21 см.
Исследования проводили как с учетом, так и без
учета отражения от поверхности земли. Результа-
ты показали, что без учета отражения амплитуда
внутреннего поля оказывается меньше, что мож-
но объяснить способностью излучаемой энергии
распределяться по всем направлениям, включая и
область под автомобилем. В приведенных ниже
результатах отражение от поверхности земли
учтено, что ближе к реальной ситуации.

Были исследованы поля внутри и снаружи ав-
томобиля, характер возбужденных поверхност-
ных токов на автомобиле, а также распределение
точечного коэффициента уровня поглощаемой
мощности SAR (specific absorption rate) внутри
модели человека. Большая величина диэлектри-
ческой проницаемости человеческого тела спо-

'''S "S

'''S
"S

4.10 1.76 1.57× ×
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собствует интенсивному замыканию силовых ли-
ний и формированию внутреннего поля высокой
амплитуды, что приводит к нагреву тканей вслед-
ствие высокой проводимости тела.

Были построены зависимости от частоты сум-
мы квадратов токов, определяющих поле внутри
автомобиля. Эти частотные характеристики де-
монстрируют в окрестности изучаемых частот на-
личие ярко выраженных максимумов, что соответ-
ствует явлению резонанса. Очевидно, что малые
изменения параметров системы (например, фор-
мы кузова автомобиля) приведут к некоторому
смещению найденных резонансных частот. Од-
нако значения SAR и амплитуд поля при резонан-
се, будут того же порядка.

Отдельно изучали ситуации, когда источни-
ком падающего поля служит внешняя антенна от
базовой станции, мощностью 80 Вт, которая рас-
положена на расстоянии 20 м от автомобиля и на

высоте 15 м от земли. В этом случае амплитуда
внутреннего поля оказалась на два порядка мень-
ше, что можно объяснить низкими значениями
поля антенны даже на таком расстоянии.

Точность проводимых расчетов определяется
среднеквадратическим отклонением от выполне-
ния граничных условий между точками коллока-
ций. Хотя в самих точках коллокаций эти условия
выполняются с достаточно высокой точностью
(порядка 10–16), в промежутках между ними на-
блюдается отклонение, достигающее максимума,
как правило, в срединных точках. Изменением
значений вспомогательных параметров (числа
точек коллокаций и удаления вспомогательных
поверхностей) эту погрешность удается регули-
ровать [14, 18]. Погрешность приведенных ниже
численных результатов не превосходит 10%.

1.1. Результаты расчетов 
в окрестности частоты 450 МГц

На рис. 3 приведена частотная характеристика
нормированной на максимум суммы квадратов
токов, возбужденных на внутренней поверхности
автомобиля вблизи частоты 450 МГц, соответ-
ствующей рабочему диапазону полицейских ра-
ций. При указанных выше параметрах системы
резонанс наблюдается на частоте 449.8 МГц. Оче-
видно, в более широком диапазоне существуют и
другие резонансы. На рис. 4а и 4б приведены рас-
пределения поля в продольном сечении и соот-
ветствующее распределение точечного SAR на
указанной резонансной частоте. По сравнению с
аналогичными распределениями, представлен-
ными на рис. 5а и 5б для нерезонансной частоты
(451 МГц, см. рис. 3), значения амплитуды поля
возрастают на порядок, а значения SAR увеличи-
вается в пять раз.

Рис. 3. Нормированная частотная характеристика
суммы квадратов поверхностных токов в окрестности
частоты 450 МГц.
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Рис. 4. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) на резонансной частоте.
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1.2. Результаты расчетов 
в окрестности частоты 900 МГц

На рис. 6а и 6б приведены распределения
внутреннего поля и SAR для частоты 900 МГц.
Как видно, поле проникает в тело человека на
меньшую глубину и увеличению SAR подвергает-
ся лишь поверхностный слой. В окрестности ча-
стоты 900 МГц также построена частотная харак-
теристика нормированной на максимум суммы
квадратов токов (рис. 7), демонстрирующая на-
личие резонанса на частоте 899.9 МГц. Исследо-
вания показали, что на резонансной частоте зна-
чения амплитуд поля и SAR возрастают на поря-
док по сравнению с частотой, равной 900 МГц
(рис. 8а и 8б).

Рис. 5. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) вне резонанса.
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Рис. 6. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) на частоте 900 МГц.
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Рис. 7. Нормированная частотная характеристика
суммы квадратов поверхностных токов в окрестности
частоты 900 МГц.
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1.3. Результаты расчетов 
в окрестности частоты 1800 МГц

На рис. 9а и 9б приведены распределения
ближнего поля и SAR на частоте 1800 МГц. В свя-
зи с высокими потерями глубина проникновения
поля в тело человека оказывается меньше, чем в
предыдущих случаях. На такой частоте поглоще-
ние электромагнитной энергии в основном будет
происходить в коже. Частотная характеристика
нормированной суммы квадратов токов, постро-
енная в узком диапазоне вблизи рассматриваемой
частоты, также демонстрирует наличие резонанса
(рис. 10). Построенные распределения внутрен-
него поля и SAR (рис. 11а и 11б) показывают, что
на резонансной частоте их значения возрастают
соответственно в восемь и в четыре раза.

Рис. 8. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) на резонансной частоте.

–7.22 × 103

–3.61 × 103

0

3.61 × 103

7.22 × 103
E, отн. ед.

0

0.74 × 102

1.48 × 102

2.22 × 102

2.96 × 102
SAR, Вт/кг

(а) (б)

Рис. 9. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) на частоте 1800 МГц.
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Рис. 10. Нормированная частотная характеристика
суммы квадратов поверхностных токов в окрестности
частоты 1800 МГц.

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1799.2 1799.6 1800.0 1800.4

ΣI2

1800.8 1801.0
f, МГц

1800.35 МГц



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 5  2020

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ НА ЧЕЛОВЕКА 425

Для более наглядного представления влияния
поверхности автомобиля как резонатора, было
проведено сравнение значений точечного SAR для
двух случаев: человек находится внутри автомоби-
ля или в свободном пространстве. На рис. 12 при-
ведена диаграмма сравнений значений SAR в
окрестности трех изучаемых частот. Наивысшие
значения соответствуют случаю, когда человек
внутри автомобиля подвергается облучению при
найденных резонансных частотах, средние значе-
ния соответствуют аналогичному случаю вне резо-
нансных частот, наименьшие значения соответ-
ствуют случаю свободного пространства. Отсюда
можно заключить, какое негативное влияние
способна оказать резонансная поверхность авто-
мобиля на находящегося внутри человека. Было
проведено сравнение полученных результатов с
аналогичными результатами работы [12], в кото-
рой изучалось влияние резонансных полей на че-
ловека, находящегося внутри помещения. Резуль-
таты такого сравнения представлены на рис. 13 в
виде диаграммы значений SAR. Как видим, для
частот 450 и 900 МГц значения SAR в случае авто-
мобиля выше. Это можно объяснить тем, что по-
верхность автомобиля менее прозрачна, чем сте-
ны помещения (прозрачность которых в данном
случае составляла 0.22), а длина волны соответ-
ствует размерам окон. В результате оказывается,
что значения амплитуд резонансного поля и, со-
ответственно, SAR внутри автомобиля выше. На
частоте 1800 МГц значения SAR внутри автомо-
биля оказываются меньше, чем внутри комнаты.
Это можно объяснить тем, что окна автомобиля
на этой частоте оказываются более прозрачными
(длина волны меньше их размеров), что препят-
ствует формированию внутреннего поля высокой
амплитуды.

Некоторые из приведенных в данной работе
результатов (например, найденные точные значе-
ния резонансных частот) могут меняться в зави-

Рис. 11. Распределение ближнего поля (а) и распределение точечного SAR внутри человека (б) на резонансной частоте.
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Рис. 12. Диаграмма сравнения значений SAR для чело-
века внутри автомобиля и в свободном пространстве.
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Рис. 13. Диаграмма сравнения значений SAR для че-
ловека внутри автомобиля и внутри помещения.
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симости от формы, размеров автомобиля и других
его характеристик. Очевидно, что при более вы-
сокой добротности автомобиля как резонатора
значения амплитуд поля и SAR также увеличатся
[12]. Поэтому необходимо сокращать до миниму-
ма продолжительность разговоров по мобильно-
му телефону внутри автомобиля, поскольку это
уменьшит риск возможного негативного влияния
внутреннего резонансного поля на человека.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Метод вспомогательных источников был при-

менен для исследования влияния электромагнит-
ного поля антенны мобильного телефона на чело-
века внутри автомобиля. В расчетах было учтено
влияние отражающих поверхности земли под ав-
томобилем. Результаты показали, что наличие
внутри автомобиля реактивных полей высокой
амплитуды способно привести к многократному
увеличению значений коэффициента SAR в тка-
нях человека по сравнению со значениями, полу-
ченными в свободном пространстве. Рекоменду-
ется сокращать продолжительность разговоров
по мобильному телефону внутри автомобиля.
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Решена задача определения комплексной диэлектрической проницаемости материалов в сантимет-
ровом и миллиметровом диапазонах длин волн на основе волноводного метода с применением
Н-волновода. За счет использования отрезка Н-волновода в качестве измерительной ячейки расши-
рен рабочий диапазон частот, а также повышена точность измерений благодаря локализации энергии
электромагнитного поля в пространстве между металлическими гребнями. Осуществлен расчет элек-
тромагнитных полей гибридных типов волн в Н-волноводе методом частичных областей с учетом осо-
бенности электромагнитного поля на металлических и диэлектрических ребрах. Представлены ре-
зультаты измерения комплексной диэлектрической проницаемости для образцов, выполненных из
эбонита, тефлона и стеклотекстолита.
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ВВЕДЕНИЕ
Стремительное развитие нанотехнологий и

материаловедения открывает перспективы созда-
ния новых СВЧ-материалов, включая композитные
и интеллектуальные [1]. Их применение существен-
но изменяет электродинамические характеристики
элементов и устройств, позволяя создавать, в том
числе, устройства с управляемыми характеристи-
ками. Однако успешное применение новых мате-
риалов на СВЧ сталкивается на практике с рядом
сложностей, одной из которых является необхо-
димость высокоточного определения комплекс-
ной диэлектрической проницаемости, в том чис-
ле и ее частотной зависимости в максимально
широком диапазоне.

В зависимости от топологии СВЧ-устройства
диэлектрические материалы изготавливаются как
в виде тонких пленок, так и в виде объемных об-
разцов. Так, например, известно, что размещение
объемного диэлектрика в волноводе позволяет
изменить его критические частоты, постоянные
распространения и структуры электромагнитных
полей [2].

Диэлектрическую проницаемость материалов на
частотах до 1 ГГц чаще всего определяют, используя
диэлектрический резонатор в микрополосковой
линии [3]. Однако открытость микрополосковой

линии приводит к значительным потерям элек-
тромагнитной энергии на более высоких частотах
и, как следствие, не обеспечивают достаточную
точность измерений. Для проведения измерений
в диапазоне сантиметровых и миллиметровых
волн чаще всего используют волноводные методы
измерения [4]. В этом случае образец исследуемо-
го материала помещают внутрь волноведущей
структуры, в основном прямоугольного попереч-
ного сечения, и он, как правило, полностью за-
полняет ее поперечное сечение.

Недостатками применения прямоугольного
волновода для измерения диэлектрической про-
ницаемости являются узкий рабочий диапазон
частот, а также существенные технологические
трудности и заметная потеря точности измерений
при работе с тонкими образцами и пленками.

Цель данной работы – создать новый метод
волноводных измерений с использованием в каче-
стве измерительной ячейки Н-волновода, который
обладает рядом преимуществ по сравнению с про-
стым прямоугольным, в частности, позволяет рас-
ширить частотный диапазон измерений. Так, на-
пример, ширина полосы одномодового режима
Н-волновода WRD750 составляет 7.5…18 ГГц, а
ширина полосы аналогичного прямоугольного
волновода WR90 только 8.2…12.4 ГГц [5].
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1. Н-ВОЛНОВОД 
КАК ИЗМЕРИТЕЛЬНАЯ ЯЧЕЙКА

Поскольку электромагнитная энергия основ-
ной волны Н-волновода сосредоточена в зазоре
между металлическими гребнями [6], то исследуе-
мые образцы диэлектрика помещали в эту область.
Для проведения исследований были изготовлены
два образца. Один образец заполнял зазор полно-
стью (далее – образец 1) (рис. 1а), а второй обра-
зец зажимали с двух сторон подложками с малой
диэлектрической проницаемостью и затем поме-
щали в зазор (далее – образец 2) (рис. 1б). Разме-
щение диэлектрического образца между гребнями
позволяет существенно повысить чувствитель-
ность измерительного прибора и, как следствие,
точность проводимых измерений по сравнению с
точностью измерений в прямоугольном волноводе.
Кроме того, благодаря возможности относительно
свободно изменять размеры гребней Н-волновода
удается легко адаптировать измерительную ячейку
для образцов материалов различной толщины,
включая диэлектрические пленки.

Основная сложность использования Н-волно-
водов в качестве измерительных ячеек – необхо-
димость высокоточного расчета его электродина-
мических характеристик, как для волновода с
воздушным заполнением, так и для волновода,
частично заполненного диэлектриком (рис. 1).

Решение данной задачи обеспечивает метод
частичных областей с учетом особенностей пове-
дения электромагнитного поля вблизи диэлек-
трического и металлического ребер волновода
[6]. Подробный ход проведенного электродина-
мического расчета для Г-образной структуры,
изображенной на рис. 2, и анализ корректности
получаемых результатов, в том числе при сравне-
нии с известными численными методами, описан
в работе [7]. На основе алгоритма работы [7] была
создана программа для расчета критических ча-
стот, постоянных распространения и визуализа-
ции структур электромагнитных полей гибридных
типов волн, распространяющихся в волноводах со
слоистым и кусочно-слоистым диэлектрическим
заполнением.

В качестве измерительной ячейки для прове-
дения измерения комплексной диэлектрической
проницаемости был выбран Н-волновод WRD750
[8] c рабочей полосой частот 7.5…18 ГГц и разме-
рами:  мм,  мм,  мм,

 мм.
Проведен расчет первых двух критических частот

 НЕ-волн, распространяющихся в волноводе
WRD750 с воздушным заполнением, с применени-
ем образца 1 и образца 2 (а = 1.32 мм, b = 0.88 мм).
Последний вариант является гипотетическим и на-
правлен на лучшее понимание влияния кусочно-
слоистого диэлектрического заполнения на поведе-
ние электромагнитного поля внутри волновода
сложного сечения. Результаты расчетов приведе-
ны в табл. 1.

Представленные в табл. 1 данные показывают,
что диэлектрическая проницаемость образца
влияет на критические частоты гибридных волн в
волноводе: чем больше величина диэлектриче-

8.775l = 2.195g = 1.725h =
4.075c =

cf

Рис. 1. Поперечное сечение Н-волновода: а – с образцом, заполняющим пространство между гребнями; б – с диэлек-
трическим образцом, зажатым между двумя диэлектрическими подложками.

(а) (б)

Рис. 2. Г-образная область с кусочно-слоистым ди-
электриком.
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ской проницаемости и чем больше геометриче-
ский размер образца, тем сильнее уменьшаются
критические частоты НЕ-волн. Так, для образца 1
с  уменьшение критической частоты основ-
ной НЕ-волны составляет 20.84% от ее значения
для случая воздушного заполнения, а если вели-
чина повышается до ε = 2.4, то критическая ча-
стота уменьшится на 26.19%. Но для образца 2 с

 (а = 1.32 мм, b = 0.88 мм) критическая ча-
стота уменьшится только на 7.18%.

Для расчета комплексной постоянной распро-
странения  (  – коэффициент затуха-
ния,  – фазовая постоянная) использовали ме-
тод, изложенный в работе [9] для диэлектриков с
малыми потерями. В этом случае γ представляет-
ся как функция от  и раскладывается в
ряд Тейлора:

(1)

Поскольку функция  аналитическая, про-
изводные не зависят от направления и могут быть
заменены конечными разностями:

(2)

Были рассчитаны постоянные распростране-
ния  первой и второй НЕ-волн на рабочей часто-
те  ГГц при отсутствии потерь ( ) и по-
стоянные распространения γпот для материалов с
потерями ( , тангенс угла диэлектрических
потерь принят ). Результаты расче-
тов приведены в табл. 2. Эти данные показывают,
что чем больше геометрические размеры образца
и чем выше диэлектрическая проницаемость, тем
больше величина постоянной распространения
основной волны на рабочей частоте.

Для Н-волновода с диэлектрическими образца-
ми  (см. рис. 1) была визуализирована струк-

ε 2=

ε 2.4=

γ β αi= − α
β

ε ε' ε''i= −

2 2

2

γ(ε') (ε'') γ(ε')
γ(ε' ε'') γ(ε') ε'' .

ε 2 ε
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d d
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2
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γ
10f = α 0=

α 0≠
3tgδ 5 10−= ×

ε 2.4=

тура электромагнитного поля основной НЕ-волны
на рабочей частоте f =10 ГГц (рис. 3 и 4) при β =
= 225.2 и 185.06 м–1 соответственно.

Как видим из рис. 3 и 4, электрическое поле
основной волны не только сосредоточено под
гребнем волновода, но также испытывает искаже-
ние и “втягивается” в пространство диэлектрика
(см. рис. 4). Эта особенность позволяет сделать
вывод, что если использовать в качестве измери-
тельной ячейки Н-волновод и разместить образец
между гребнями волновода – в максимуме элек-
трической энергии основной волны, то можно
существенно повысить чувствительность исполь-
зуемой для измерений первичной измерительной
ячейки и, как следствие, точность всей измери-
тельной установки.

С помощью разработанной программы были
построены графики зависимостей (рис. 5) фазо-
вой постоянной волны β от диэлектрической
проницаемости материла для исследуемых образ-
цов 1 (кривая 1) и 2 (а = 1.32 мм, b = 0.88 мм) (кри-
вая 2). Расчеты проводились на рабочей частоте
f = 10 ГГц.

Графики показывают, что фазовая постоянная
существенно зависит не только от величины ди-
электрической проницаемости, но также от раз-
меров самого образца. Поэтому при проведении
измерений, если материал не является тонкой
пластиной или пленкой, для повышения точно-
сти необходимо стремиться заполнить образцом
все пространство между гребнями Н-волновода
(см. рис. 1а).

2. ОПИСАНИЕ МЕТОДА ИЗМЕРЕНИЙ

Предлагаемая измерительная установка состо-
ит из векторного СВЧ-анализатора цепей, двух
коаксиальных линий, двух коаксиально волно-

Таблица 1. Результаты расчета критических частот НЕ-волн (ГГц)

Тип волны

Основная 6.1943 4.9035 4.5723 5.8338 5.7495
Вторая 18.4487 17.2269 16.7174 18.3470 18.3133

1 2 3 4ε ε ε ε 1= = = = 2 3 4ε ε ε 2= = = 2 3 4ε ε ε 2.4= = = 4ε 2= 4ε 2.4=

Таблица 2. Результаты расчета постоянных распро-
странения НЕ-волн

Образец ε γ, м–1

( )
, м–1

( )

Образец 1 2 232.24 232.24 + 0.593i

2.4 255.20 255.23 + 0.672i

Образец 2
(а = 1.32 мм, b = 0.88 мм)

2 180.95 180.95 + 0.114i

2.4 185.06 185.08 + 0.114i

0α =
потγ

0α ≠
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Рис. 3. Трехмерная структура электромагнитного поля (а) и проекции на координатные плоскости (б)–(г) для основ-
ной НЕ-волны в Н-волноводе с диэлектрическим образцом 1 при  м–1 (D и B соответственно векторы элек-
трической и магнитной индукции поля).

D

B
(а) (б)

(в) (г)

β 255.2=

Рис. 4. Трехмерная структура электромагнитного поля (а) и проекции на координатные плоскости (б)–(г) для основ-
ной НЕ-волны в Н-волноводе с диэлектрическим образцом 2 при  м–1 (D и B соответственно векторы элек-
трической и магнитной индукции поля).
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водных переходов и измерительной ячейки, пред-
ставляющей собой Н-волновод (рис. 6а).

Для повышения точности измерений, чтобы
убрать ошибку измерений, связанную с отраже-
нием электромагнитной волны от границы разде-
ла воздух–диэлектрик, были использованы об-
разцы различной длины.

Измерения проводили в следующей последо-
вательности. Вначале измеряли набег фазы ос-
новной волны  в Н-волноводе с диэлек-
триком малой длины  в широком диапазоне
частот. Диэлектрик размещали в волноводе, как
показано на рис. 1. Затем в Н-волновод помещали
более протяженный образец диэлектрика с дли-
ной . Измеряли набег фазы основной волны в
волноводе с протяженным диэлектриком 
и находили разность фаз по формуле

Учитывая, что

где  – фазовая постоянная в Н-волноводе с
воздушным заполнением,  – фазовая постоян-
ная в Н-волноводе с образцом, 
приходим к формуле определения постоянной

min( )fϕ
minz

maxz
max( )fϕ

max min( ) ( ) ( ).d f f fϕ = ϕ − ϕ

( ) ( )[ ]возд ,d f f dzεϕ = β − β

( )возд fβ
( )fεβ

max min( ),dz z z= −

распространения волны в волноводе с образцом
диэлектрика:

(3)

Ошибку косвенных измерений  для форму-
лы (3) находили по формуле

(4)

где  – абсолютная ошибка измерения набега
фазы.

Анализируя формулу (4), приходим к выводу,
что увеличить точность измерений можно, увели-
чив протяженность длинного образца . Если
найдена , то с использованием разработан-
ной программы находим величину ε(f).

Для измерения мнимой части диэлектриче-
ской проницаемости применяли следующую тех-
нику измерений. Сначала измеряли модули S-па-
раметров  и  волны в измерительной
линии с диэлектриком малой протяженности в
широком диапазоне частот, затем измеряли мо-
дули S-параметров  и  волны в том же
диапазоне частот в волноводе с диэлектриком
большей протяженности. Затем была решена сле-
дующая система уравнений:

(5)

где Λ(f) – прочие потери в измерительной линии.
Из системы (5) получили систему определения
коэффициента затухания волны :

(6)
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Рис. 5. Графики зависимостей фазовой постоянной
волны от диэлектрической проницаемости материла
для образов 1 (1) и 2 (2).
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Рис. 6. Структурная схема измерительной установки (а): 1 – векторный анализатор, 2 – коаксиальные кабели, 3 –
Н-волновод, 4 – образец диэлектрика, 5 – коаксиально-волноводный переход; фото установки на векторном анали-
заторе цепей Agilent Technologies E8363B (б) и Н-волновода с помещенным внутрь образцом диэлектрика (в).
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Ошибку косвенных измерений при измерении α
определяли по формуле:

(7)

где ΔS – абсолютная ошибка измерения S-пара-
метров.

Так же как и для формулы (4), повысить точ-
ность измерения коэффициента затухания мож-
но, увеличив длину образца .

Если найдена  и , то с использованием
формулы (2) при помощи разработанной про-
граммы находится мнимая часть диэлектриче-
ской проницаемости ε''(f).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗМЕРЕНИЙ

Для проведения измерений по описанной ме-
тодике использовался векторный анализатор цепей
Agilent Technologies E8363B (см. фото на рис. 6б). Аб-
солютная ошибка измерений набега фазы в диапа-
зоне частот 1…20 ГГц для представленного вектор-
ного анализатора составляет  рад. Для
измерений были изготовлены образцы протяжен-
ностями  и 64.6 мм. Подставив эти вели-

11 12 11 12

2 2 2 2
11 12 11 12

α( )

' '(2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )) ,
''2 (1 ( ) ( ) ( ) ( ) )

f

S S f S f S f S f

dz S f S f S f S f

Δ =

Δ + + +=
+ + − −

maxz

α( )f β(ε')

0.035Δϕ = ±

min 15z =

чины в формулу (4), получили величину ошибки
косвенных измерений  = ±1.41 м–1.

С помощью векторного анализатора была
определена разность фаз  на частоте 10 ГГц для
образцов из эбонита и тефлона с известной диэлек-
трической проницаемостью [10, 11]  и

 соответственно. Образцы полностью
заполняли зазор Н-волновода (см. рис. 1а). Под-
ставив величину полученной разности фаз в фор-
мулу (3), рассчитали фазовую постоянную в волно-
воде для обоих образцов . По разработанной
программе был проведен также теоретический
расчет фазовых постоянных  для крайних
значений диапазона известной диэлектрической
проницаемости (  и 2.1 для тефлона и 
и 2.5 для эбонита), что является диапазоном допу-
стимых значений для образцов, изготовленных из
рассматриваемых материалов. Полученные ре-
зультаты приведены в табл. 3. Как видим, теоре-
тические и экспериментальные данные хорошо
согласуются. Значения измеренной постоянной
распространения  для обоих образцов попа-
ли в диапазон допустимых значений , полу-
ченных теоретическим методом.

По представленной методике в рабочем диапа-
зоне частот  ГГц волновода WRD750
были проведены измерения действительной  и

экспΔβ

dϕ

ε 2.4 0.1= ±
ε 2.0 0.1= ±

экспΔβ

теорΔβ

ε 1.9= ε 2.3=

экспΔβ
теорΔβ

7.5...18f =
ε'

Таблица 3. Результаты расчета фазовой постоянной  образцов из тефлона и эбонита

Материал ε βэксп, м–1 Диапазон βтеор, м–1

Тефлон 226.22…238.14
Эбонит 244.61…260.71

εβ

2.0 0.1± 228.34 1.41±
2.4 0.1± 259.35 1.41±

Таблица 4. Сравнение экспериментальных εэксп и теоретических εтеор данных комплексной диэлектрической
проницаемости материалов на частоте 10 ГГц

Материал εтеор εэксп

Тефлон 2 – 0.0006i 1.96 – 0.0005i
Эбонит 2.4 – 0.0012i 2.475 – 0.0013i
Стеклотекстолит 3.9 – 0.039i 3.715 – 0.036i

Рис. 7. Зависимости действительной  (а) и мнимой  (б) частей диэлектрической проницаемости тефлона от часто-
ты: точки – результаты измерений, сплошные линии – линейная интерполяция.
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мнимой  части диэлектрической проницаемо-
сти образцов из эбонита, тефлона и стеклотексто-
лита. Полученные зависимости диэлектрической
проницаемости от частоты для этих материалов
приведены на рис. 7–9. В табл. 4 представлены
полученные экспериментальные результаты и
теоретические данные [10–12], которые хорошо
согласуются между собой.

Анализ представленных на рис. 7–9 зависимо-
стей позволяет утверждать, что действительная
часть диэлектрической проницаемости всех трех
образцов обладает относительной частотной ста-
бильностью, ее изменение в приведенном диапа-
зоне частот составляет менее 1%. Отметим, что с
ростом частоты мнимая часть диэлектрической
проницаемости для всех образцов также умень-
шается. Результаты приведенных измерений
комплексной диэлектрической проницаемости
хорошо согласуются с известными табличными
значениями и с данными, полученными другими
авторами [10–12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изложена методика определения комплекс-

ной диэлектрической проницаемости материалов
в СВЧ- и КВЧ-диапазонах, когда в качестве изме-
рительной ячейки использовался Н-волновод.
Показано, что применение гребневого волновода
позволяет не только расширить частотный диапа-
зон измерений, но и заметно повысить точность,
особенно для тонких диэлектрических образцов,
благодаря их размещению между гребней – в мак-
симуме электрического поля основной волны.
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Рис. 9. Зависимости действительной  (а) и мнимой  (б) частей диэлектрической проницаемости стеклотекстолита
от частоты: точки – результаты измерений, сплошные линии – линейная интерполяция.

3.68
3.70
3.72
3.74
3.76

7.5 9.5 11.5 13.5 15.5 f, ГГц

(а)
ε′

0.025

0.040
0.045

0.035
0.030

7.5 9.5 11.5 13.5 15.5 f, ГГц

(б)
ε′′

'ε ''ε

Рис. 8. Зависимости действительной  (а) и мнимой  (б) частей диэлектрической проницаемости эбонита от часто-
ты: точки – результаты измерений, сплошные линии – линейная интерполяция.
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Приведено описание алгоритма вычисления характеристик прохождения низкочастотных электро-
магнитных волн через магнитоактивную плоскослоистую нижнюю ионосферу. Алгоритм основан
на процедуре численного интегрирования волновых уравнений для случая падения плоской волны
на ионосферу снизу с учетом ионного состава плазмы. В качестве иллюстрации вычислены основ-
ные характеристики прохождения волн в интервале частот 0.05…1 кГц. Показано, что коэффициент
прохождения по мощности указанных волн достаточно велик и находится в интервале 0.2…0.4 для
большей части используемых частот. Показано, что в дневное время вблизи частоты ~300 Гц коэф-
фициент прохождения в дневное время имеет максимум и превышает ночные значения примерно в
два раза.

DOI: 10.31857/S0033849420050101

ВВЕДЕНИЕ
Численному моделированию удаленной реги-

страции в магнитосфере и на земной поверхности
низкочастотных волн от искусственных возмуще-
ний в ионосфере уделяется большое внимание
(см., например, [1–3]). Это связано с вводом в
строй ряда мощных наземных коротковолновых
(КВ) передатчиков, излучение которых модули-
ровано на низкой частоте (НЧ). Излучение таких
передатчиков (“нагревных стендов”) интенсивно
поглощается в нижней ионосфере, приводя к воз-
никновению эффекта нелинейной демодуляции
и излучению НЧ-волн в ионосферу и волновод
“Земля-ионосфера” [4]. Во всем мире функциони-
рует более десятка нагревных стендов, наиболее
мощными и оснащенными научной аппаратурой из
которых являются стенды EISCAT (Норвегия) и
HAARP (Аляска) [5, 6].

К настоящему времени можно считать, что
теория распространения волн очень и сверхниз-
ких частот (ОНЧ и СНЧ) в околоземном про-
странстве, в частности в волноводе (резонаторе)
“Земля–ионосфера”, в основном построена [7–10].
Соответствующие алгоритмы часто физически не-
достаточно наглядны и требуют значительных уси-
лий для интерпретации результатов. По этой причи-
не задачу можно разбить на связанные части, для
каждой из которых строятся относительно простые

численные алгоритмы. Это относится, прежде
всего, к алгоритмам построения лучевых траекто-
рий в ионосфере, магнитосфере [11–14]. Даже в
волноводе “Земля–ионосфера”, где на низких
частотах приближение геометрической оптики
формально не выполнимо вблизи верхней “стен-
ки”, возможно построение эффективных числен-
ных алгоритмов в рамках “метода скачков” [15–17].
При этом коэффициенты отражения от нижней
неоднородной анизотропной ионосферы необхо-
димо вычислять независимо.

Вычисление подобных коэффициентов являет-
ся частью общего решения задачи о прохождении
электромагнитных волн через локально плоскосло-
истую анизотропную плазму нижней ионосферы.

Цель данной работы – представить описание
одного из возможных алгоритмов решения такой
задачи. В качестве иллюстрации проведены рас-
четы в случае СНЧ (50…1000 Гц), которым в по-
следнее время уделяется повышенное внимание
для диагностики состояния земной коры дистан-
ционными методами и в задачах связи.

1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ
Математически задача о прохождении элек-

тромагнитных (ЭМ) волн через локально плоско-
слоистую анизотропную плазму (ионосферу) бы-
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ла сформулирована относительно давно [18]. Од-
нако при попытках провести численные расчеты
величины напряженности ЭМ-поля на трассе и
соответствующих коэффициентов отражения и
прохождения возникли некоторые трудности
принципиального характера, связанные с инте-
грированием системы однородных дифференци-
альных уравнений при наличии экспоненциаль-
ной численной неустойчивости решения [18, 19].
Приведем здесь краткое описание эффективного
алгоритма для решения данной задачи с учетом
ионного состава плазмы.

Для расчетов напряженности поля используем
уравнения Максвелла совместно с моделью среды
в виде неоднородной холодной многокомпонент-
ной магнитоактивной плазмы. Такая среда опи-
сывается тензором диэлектрической проницае-
мости  (магнитная проницаемость ионосферной
плазмы равна магнитной проницаемости вакуума
μ0). Тензор  в системе координат, в которой ось z
направлена вдоль внешнего геомагнитного поля,
имеет вид [20]

(1а)

где

(1б)

(1в)

νk – эффективная частота соударений частиц сор-
та k; f – частота волны, ω = 2πf, i – мнимая едини-
ца. Суммирование ведется по сорту k заряженных
частиц, составляющих плазму, с учетом знака за-
ряда в величинах Yk:

(2)

где fHk и fpk – гиро- и плазменная частота частицы
сорта k: k = 1 (электроны), 2, … (ионы). Для элек-
тронов имеем

(3)

где Ne измеряется в см–3; e, me – заряд и масса
электрона; ε0 – диэлектрическая проницаемость
вакуума. В максимуме слоя F2 ионосферы имеем
днем fpe ≈ 10 МГц, ночью – fpe ≈ 2…5 МГц в зави-
симости от условий (времени суток, сезона, гео-
графического положения и активности Солнца):

(4)
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В пределах ионосферы пространственная струк-
тура вектора геомагнитного поля  хорошо опи-
сывается моделью точечного магнитного диполя,
расположенного вблизи центра Земли с осью, на-
клоненной под некоторым углом к оси вращения
Земли [21]. По аналогии с географическими ко-
ординатами вводятся понятия геомагнитной ши-
роты Φ и долготы Λ. На высоте h и широте Φ зна-
чение гирочастоты можно оценить так:

(5)
где R0 – средний радиус Земли (~6370 км). Для
ионов сорта k в формулах (3), (4) следует исполь-
зовать соответствующие значения концентрации
Nk и массы mk.

Пусть начало правой декартовой прямоуголь-
ной системы координат расположено в точке O на
поверхности земли, а ось z направлена вертикально
вверх. Плоская ЭМ-волна с волновым вектором 
падает снизу на горизонтальный неоднородный по
оси z слой плазмы под углом θ с вертикалью. Верх-
няя и нижняя границы слоя соответствуют высо-
там z1 и z2. Направим ось х так, чтобы вектор  на-
ходился в плоскости XZ. Направление локального
геомагнитного поля определяется углом ψ векто-
ра ( ) с вертикалью и задаваемым углом азиму-
та A, который отсчитывается от оси х до направ-
ления проекции  на земную поверхность. От-
счет идет против часовой стрелки, если смотреть
на поверхность сверху вниз. Величина угла ψ
определяется из соотношения ctgψ = 2tgΦ [21].
Мы будем использовать для описания направле-
ния  его направляющие косинусы {l, m, n}, где

Такой выбор системы отсчета позволяет записать
любую переменную волновую величину 
в виде

где k0 = ω/c – волновое число в вакууме; Γ = sinθ.
Опуская везде данный экспоненциальный мно-
житель, мы можем превратить систему уравне-
ний в частных производных в систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений первого
порядка [18]:

(6)

где  – вектор-столбец вида {Ex, –Ey, Z0Hx, Z0Hy},
искусственно образованный из компонент Ex, Ey
электрического, и компонент Hx, Hy магнитного
поля волны, причем компоненты магнитного по-
ля для уравнивания размерностей умножены на
импеданс вакуума Z0 = (μ0/ε0)1/2 = 120π. Компо-
ненты 4 × 4 матрицы  выражаются через компо-
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ненты 3 × 3 матрицы электрической восприимчи-
вости  (  – единичная матрица):

(7)

где C = cosθ.
В выбранной выше системе координат легко

показать, что элементы матрицы  имеют вид

(8)

где параметры S, P, D определены в уравнениях (1)
с учетом ионного состава ионосферного слоя и эф-
фективной частоты соударений частиц в слое.
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Недостающие в уравнении (6) компоненты Ez
и Hz находятся явно из уравнений Максвелла:

(9а)

(9б)

Для выделения падающих и отраженных волн
в волноводе при z < z2 запишем соотношения
между компонентами полей в этой области:

(10)

где верхний знак соответствует восходящей вол-
не, а нижний – нисходящей.

Система (6) состоит из четырех обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений первого
порядка. Система однородна, т.е. имеет четыре ли-
нейно независимых решения  (j = 1…4), причем
любое другое решение (6) есть линейная комбина-
ция этих решений. Легко показать, что решения 
в однородной среде соответствуют классическим
магнитоионным модам, условно называемым
обыкновенной и необыкновенной волнами, ко-
торые распространяются вверх и вниз [18].

Предположим, что при z > z1 параметры ионо-
сферы мало меняются на длине волны. В этом
случае при падении волны на слой снизу на верх-
ней границе слоя возникают только обыкновенная
и необыкновенная волны, направленные вверх.
Пусть это будут волны j = 1, 2. При z = z1 решение (6)
может быть представлено в виде  = a1  + a2 , где
a1,2 – комплексные коэффициенты. В силу ли-
нейности и однородности системы (6) подобное
представление решения справедливо для любой
высоты z < z1, т.е. коэффициенты a1, 2 не зависят
от z. Следовательно, необходимо найти только
два линейно независимых решения (6), соответ-
ствующих восходящим обыкновенной и необык-
новенной волнам. Для этого необходимо вычис-
лить начальные значения (z1) в однородной
среде выше неоднородного слоя. Для существо-
вания таких решений требуется выполнение из-
вестного условия det(  – q ) = 0, где коэффици-
ент q описывает изменение плоской волны вдоль
оси z как exp(–ik0qz). Зная значения q1,2 на высоте
z1, можем проинтегрировать (6) вниз для соответ-
ствующих собственных векторов (z) матрицы .

Раскрывая определитель с учетом значений
элементов матрицы  (7), получим известное
комплексное алгебраическое уравнение четвер-
той степени относительно q (“квадрик Букера”)
[18]. На рис. 1 схематически представлено распо-
ложение корней квадрика qj (j = 1…4) на ком-
плексной плоскости в случае низких частот, ко-

( ) ( )0 31 32 331 ,z y x yE Z H M E M E M= − Γ + + +

0 .z yH E Z= Γ

0

0 ; ;
);(;x y y x

z x y z y

H CE H E CZ
H H C E Z E CE

= = ±
= Γ = Γ =

∓

∓ ∓

je�

je�

e� 1e� 2e�

1,2e�

T̂ 1̂

1,2e� T̂

T̂

Рис. 1. Схема расположение корней qj ( j = 1…4) на
комплексной плоскости.

Re

Im

q4

q3

q2

q1



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 5  2020

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОХОЖДЕНИЯ ВОЛН 437

гда различие корней для четырех магнитоионных
мод наиболее наглядно. Для восходящих волн
Re(q) > 0. Из рисунка видно, что для “обыкновен-
ной” волны |Im(q1)|  Re(q1), и эта волна относи-
тельно быстро затухает в неоднородной среде. Для
“необыкновенной” волны, наоборот, |Im(q2)| 

Re(q2), затухание волны относительно невели-
ко. По этой причине свистящие атмосферики
распространяются на большие расстояния из по-
лушария в полушарие в ионосфере и магнитосфе-
ре. Поэтому эту НЧ-моду часто называют “сви-
стовой”.

Определение корней квадрика кажется не-
сложной задачей, поскольку хорошо известно,
что алгебраическое уравнение степени 4 с одним
неизвестным имеет решение в аналитическом ви-
де. Однако соответствующие формулы содержат
вложенные квадратные и кубические корни, а
также разности близких по значению величин.
Кроме того, мнимые и вещественные части кор-
ней могут чрезвычайно сильно различаться по аб-
солютной величине, а сами корни могут прибли-
жаться к осям координат на расстояния, сравни-
мые с точностью вычислений, что на практике
может привести к грубым вычислительным ошиб-
кам. Нами предложен эффективный численный
алгоритм вычисления корней квадрика, осно-
ванный на упрощенном варианте симплекс-ме-
тода, хорошо известного в линейном програм-
мировании.

1. На поверхности q в комплексном простран-
стве строим около начала координат правильный
треугольник с характерным размером много
меньше показателя преломления волны  на вы-
соте z1. В качестве характерного размера выбира-

ем, например, величину радиуса описанной
окружности.

2. Проверяем значения q в вершинах треуголь-
ника и находим наименьшее из них.

3. Переносим центр треугольника в эту верши-
ну и уменьшаем его характерный размер.

При циклическом повторении процедуры 2, 3
треугольник неизбежно “падает” в один из кор-
ней, останавливаясь при достижении требуемой
точности.

4. Степень полинома понижается на единицу,
и процедуры 1–4 повторяются до вычисления
всех четырех корней.

Этот простой алгоритм использовался нами в
данной задаче продолжительное время и ни разу
не выдал ошибочный результат.

Для численного интегрирования (6) использу-
ем стабильный метод численного интегрирова-
ния с переменным шагом и контролем ошибки
интегрирования Рунге–Кутта–Мерсона [22], хо-
тя возможно эффективное применение и других
методов [23].

Начальные значения (z1) для интегрирова-
ния системы уравнений (6) находим как соб-
ственные векторы матрицы  на высоте z1 при из-
вестных собственных значениях qj:

(11)
Линейная система уравнений (11) легко решается
с точностью до постоянного множителя, напри-
мер, Ey:

(12)
где индекс j не приводится,

На низких частотах обыкновенная волна силь-
но затухает вдоль оси z, следовательно, при инте-
грировании сверху вниз обыкновенная волна (z)
быстро нарастает в сравнении с необыкновенной
волной (z) (рис. 1). Из-за конечного числа разря-
дов в мантиссе вещественных чисел на ЭВМ этот
эффект сильного нарастания одного из решений
может привести к потере их линейной независимо-
сти, поэтому ее необходимо периодически восста-
навливать в процессе интегрирования уравнений
(6), пользуясь тем фактом, что ортогональные век-
торы всегда линейно независимы [24]. При дости-
жении амплитуды решения (z) некоторого задан-
ного порога, образуем вектор =  +  и потре-

буем, чтобы скалярное произведение ( , )
было равно 0. Отсюда находим множитель

где звездочка означает комплексное сопряжение.
Поскольку вектор  есть линейная комбинация
решений (6), то он тоже является решением, ли-
нейно независимым с . Отметим, что в сильно
неоднородной среде понятие магнитоионной мо-
ды теряет свой изначальный физический смысл.
В результате процедуры численного интегрирова-
ния, описанной выше, получаем при z = z2 два
формально правильных линейно независимых
решения (6). Однако в результате применения
процедуры ортогонализации эти решения в сово-
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купности не имеют какого-либо физического
смысла. С их помощью можно сконструировать
все характеристики волнового поля в пустом про-
странстве при z ≤ z2 [23].

Во-первых, можно разделить волны ниже слоя
на восходящие и нисходящие части. Из выраже-
ний (7) и (8) легко получить значения q = ±C,
причем, верхний знак соответствует волнам вверх
( ), а нижний – вниз ( ), т.е.

Возьмем электрическое поле , тогда  =  + 
и /dz = –ik0C  + ik0C . Выражение для произ-
водной можно также получить из уравнения (6).
Получаем с учетом соотношений (10):

где C = cosθ.

Во-вторых, можно показать, что линейная ком-
бинация  =  + , где ζ = –( )/( )
представляет собой “проникающую” волну, ко-
торая порождает наименее затухающую необыкно-
венную волну выше уровня z1. У линейно независи-
мых решений  и  уравнения (6) ниже высоты z2
есть простой физический смысл: они имеют соот-
ветственно наименьший и наибольший коэффици-
енты прохождения по мощности через неоднород-
ный плазменный слой z2 – z1, причем  =  + .

В-третьих, векторы  и  можно использовать
как базис для получения характеристик извест-
ной плоской волны, падающей на слой снизу (ко-
эффициенты отражения, прохождения, в том
числе по мощности). Традиционно рассматрива-
ются падающие плоские волны двух независимых
поляризаций. Вертикальная поляризация означа-
ет, что вектор  напряженности электрического
поля волны лежит в плоскости (x, z), в которой
лежит и вектор . В случае горизонтальной поля-
ризации вектор  перпендикулярен этой плоско-
сти, т.е. параллелен оси y. Обозначим эти векторы
как  и  соответственно. Поскольку волны
этих условно выбранных поляризаций должны
быть линейными комбинациями базисных реше-
ний ( , ), то из простейших геометрических со-
ображений легко получить коэффициенты разло-
жений  и  для волн вверх (↑) и вниз (↓), кото-
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рые будут, очевидно, одинаковы для этих
направлений:  = A∥  + B∥ ,

(13а)

(13б)

Если задана амплитуда E∥ падающей волны вер-
тикальной поляризации, то структуру поля ниже
слоя можно определить из соотношений (13).
Аналогично, если задана амплитуда поля E⊥ пада-
ющей волны горизонтальной поляризации, то

(14а)

(14б)

Если на анизотропный слой падает волна, на-
пример, горизонтальной поляризации, то отра-
зятся волны и горизонтальной, и вертикальной
поляризаций. Поэтому принято представлять ко-
эффициент отражения в виде 2 × 2 матрицы 
[18]. Приведем определения элементов матрицы:

(15а)

(15б)

Из соотношений (10), (13), (14) и (15) получим

(16а)

(16б)

(16в)

(16г)
Определим поляризации ρ базовых решений:

(17)

поскольку ,  ортогональны, то |ρп||ρ1| = 1 и
argρ1 = argρп + π. Из разложений (13) и (14) получим

(18)
Коэффициенты прохождения по напряженно-

сти электрического поля волны легко получить,
учитывая тот факт, что на уровень z1 проходит
только одна проникающая волна. Получаем два
коэффициента:

(19)

Эти выражения можно переписать в более про-
стом виде:
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В заключение описательной части приведем
выражения для коэффициентов прохождения по
мощности. Мощность падающей на слой прони-
кающей волновой моды вдоль оси z составляет

Выше слоя при z = z1 вертикальная часть мощно-
сти формируется начальным полем свистовой
моды :

Вертикальный коэффициент прохождения по
мощности Dпz определяем так:

(21)

Определим полный коэффициент прохождения
по мощности Dп:

(22)
где относительные “боковые” потоки мощности sx, y
на высоте z1 вычисляются как отношения соответ-
ствующих компонент вектора Умова–Пойнтинга к
его z-компоненте:

причем, компоненты напряженности поля волны
Ez и Hz определяются из соотношений (9а) и (9б).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Далее везде будем использовать численные

значения параметров плазмы, которые соответ-
ствуют приполярной ионосфере на широте 60° в
равноденственный период при умеренной сол-
нечной активности [25]. Процент ионных состав-
ляющих в слое [z1, z2] приведен в табл. 1.

Профили Ne(z) и νe(z) аппроксимировались ку-
бическими сплайнами. Такой метод гарантирует
отсутствие “паразитных” частичных отражений в
сильно неоднородном слое нижней ионосферы.
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Для дневной ионосферы выбирали слой 50…100 км;
для ночной ионосферы – 75…150 км. На верхней
границе слоя плазменная частота для электронов
днем равна 1268.2 кГц, ночью – 1750.6 кГц, гиро-
частоты электронов составляют днем 1507.1 кГц,
ночью – 1472.7 кГц. Для ионов соответствующие
частоты приведены в табл. 1. Частоты нижнего
гибридного резонанса fLHR равны соответственно
4.95 и 5.15 кГц.

Расчеты проводились для значений θ = 10°, A =
= 180° (направление на магнитный юг) и частот в
интервале 50…1000 Гц. Выбор этих величин опре-
делялся условиями работы станции HAARP. Од-
нако следует учесть, что длина волны на частоте
50 Гц составляет в атмосфере 6000 км. При длине
окружности экватора 40000 км на ней укладыва-
ется шесть целых длин волн. Такой волновой
процесс можно лишь условно считать “локаль-
ным”, а дальнейшее понижение частоты требует
рассмотрения сферической полости “Земля–
ионосфера” в виде резонатора, а не волновода.
Если учесть, однако, что в нижней ионосфере на
высоте z1 показатель преломления волн относи-
тельно велик, то получим величину длины волны
в среде ~30…40 км. Такую величину вполне мож-
но считать “локальной”.

На рис. 2 приведены расчетные зависимости
показателя преломления n свистовой моды от ча-

Таблица 1. Параметры дневной и ночной ионосферы

Ионы газа Атомная 
масса

Дневная ионосфера Ночная ионосфера
состав, % fpi, кГц fHi, кГц состав, % fpi, кГц fHi, кГц

N+ 14 0.3 0.433 0.059 – – –
O+ 16 50.8 5.272 0.051 37.6 6.261 0.050

28 1.7 0.729 0.029 – – –
NO+ 30 31.5 3.032 0.027 10.0 2.358 0.027

32 15.1 2.033 0.026 37.0 4.392 0.025

2N+

2O+

Рис. 2. Зависимости показателя преломления n сви-
стовой моды от частоты при z = z1 для дневной (кри-
вая 1) и ночной (кривая 2) моделей ионосферы.
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стоты при z = z1 для дневной и ночной моделей
ионосферы. Величина n для ночи выше дневных
значений, поскольку ночная высота z1 значитель-
но больше дневной.

На рис. 3 представлена частотная зависимость
полного коэффициента прохождения по мощно-
сти D (фактически соответствует величине Dп в
тексте) для дневной и ночной моделей ионосферы.
Для диапазона сверхдлинных дневные значения D,
как правило, заметно меньше ночных из-за
столкновительного поглощения волн на высотах
50…70 км в дневное время. Из рис. 3 видно, что
подобная закономерность начинает развиваться
только на частотах f > 500 Гц. На меньших частотах
ионные резонансы в дневное время формируют
характерный максимум прохождения на частотах
f ~ 30 Гц, что соответствует примерно половине
гиро-частоты наилегчайшего иона N+. Отметим,
что величина D на частотах 0.2…1 кГц не мала ни
днем, ни ночью, и почти достигает значения 0.4.
Без учета влияния геомагнитного поля величина
D равнялась бы нулю.

На рис. 4а приведены зависимости от частоты
модулей компонентов матрицы  коэффициента
отражения (см. (15), (16)) для дня (сплошные кри-
вые) и ночи (пунктир). Приведены зависимости
от f величин R11 (кривые 1 и 4), R12 (кривые 2 и 5)
и R22 для дня (кривая 3). Для выбранного значе-
ния азимута из рисунка видно (кривые 1, 3), что
значения R11 и R22 очень близки, или практически
совпадают (как и значения не диагональных эле-
ментов R12 и R21, из которых кривая приведена
только для величины R12). По этой причине на
рис. 4б изображены только зависимости аргумен-
тов R11(f) – кривые 1, 4; и аргументов R12(f) – кри-
вые 2 и 5.

R̂

Из рис. 4 видно, что в выбранном интервале
частот преобладают диагональные элементы ,
причем в ночное время аргумент элементов мат-
рицы относительно стабилен. В дневное время с
ростом частоты при переходе из области ионных
колебаний в область электронных волн аргумент
диагональных элементов заметно меняется (кри-
вая 1 на рис. 4б). Кривая 3 для аргумента R22 на
рис. 4б отсутствует, поскольку практически сов-
падает с кривой 1. Мы не приводим аналогичные
зависимости поляризации отраженной волны в
целом, поскольку в используемом интервале ча-
стот ионосфера играет роль почти идеального по-
ляризационного фильтра, поэтому поляризация
отраженной волны является круговой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Приведено описание алгоритма вычисления
характеристик прохождения низкочастотных
электромагнитных волн через магнитоактивную
плоскослоистую нижнюю ионосферу с парамет-
рами, аналогичными параметрам ионосферы над

R̂

Рис. 3. Зависимость коэффициента прохождения по
мощности D от частоты f для дневной (кривая 1) и
ночной (кривая 2) моделей ионосферы.
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Рис. 4. Зависимости модулей (а) и аргументов (б)
компонентов матрицы  коэффициента отражения
от частоты f для дня (сплошные кривые) и ночи
(пунктир) для величин R11 (1, 4), R12 (2, 5), R22 (3).
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станцией HAARP, Аляска. Алгоритм основан на
процедуре численного интегрирования волновых
уравнений для случая падения плоской волны на
ионосферу снизу с учетом ионного состава плаз-
мы. В качестве иллюстрации работы алгоритма
вычислены основные характеристики прохожде-
ния волны через нижнюю ионосферу в интервале
частот 0.05…1 кГц.

Коэффициент прохождения по мощности ука-
занных НЧ-волн достаточно велик и находится в
интервале 0.2…0.4 для большей части используемых
частот. В дневное время вблизи частоты ~300 Гц ко-
эффициент прохождения в дневное время имеет
максимум и превышает ночные значения примерно
в два раза. Во всем исследованном интервале частот
поляризация отраженной волны является круговой
с хорошей степенью точности.
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Исследован синтез электромагнитных импульсов с расширенным спектром сложением в свободном
пространстве импульсов излучения с различным частотным диапазоном. Выполнена аналитическая
оценка спектра излучения с максимальной шириной для решетки из комбинированных антенн, воз-
буждаемых биполярными импульсами длительностью 0.5, 1, 2 и 3 нс. Разработана комбинирован-
ная антенна с расширенной полосой согласования. Экспериментально показана возможность по-
лучения сверхширокополосного излучения с шириной спектра более четырех октав для решетки из
комбинированных антенн, возбуждаемых биполярными импульсами длительностью 0.5, 1, 2 и 3 нс.

DOI: 10.31857/S0033849420050046

ВВЕДЕНИЕ
Для исследований в таких областях [1], как ра-

диолокация с распознаванием объектов, связь с
высокой пропускной способностью, воздействие
электромагнитных полей на объекты, включая
биологические, необходимы источники сверх-
широкополосного (СШП) излучения с изменяе-
мым спектром. Можно отметить несколько под-
ходов к решению данной задачи [2–5].

Рассмотрим здесь только первый подход [2],
который заключается в сложении СШП-импуль-
сов с разным спектральным диапазоном в свобод-
ном пространстве при возбуждении элементов
решетки биполярными импульсами разной дли-
тельности. Этот подход был развит в последующих
работах [6–9]. Исследовали синтез электромаг-
нитных импульсов в двух режимах: максимальная
напряженность поля и максимальная ширина
спектра излучения.

В экспериментах использовали решетки ком-
бинированных антенн (КА) [10, 11]. Были созданы
мощные источники синтезированного излучения
на основе четырехэлементных решеток КА, воз-
буждаемых биполярными импульсами напряже-
ния длительностью 2 и 3 нс [8], а также 0.5 и 1 нс
[9]. Для получения симметричной диаграммы на-
правленности (ДН) с максимумом поля на оси,
антенны с одинаковой длительностью импульса
располагали в решетке 2 × 2 по диагонали.

Цель данной работы – исследование синтеза
излучения при возбуждении четырехэлементной

решетки КА биполярными импульсами длитель-
ностью 0.5, 1, 2 и 3 нс, а также разработка мощного
источника синтезированного СШП-излучения.
Для этого требовалось разработать четырехка-
нальный формирователь биполярных импульсов
(ФБИ) с высокой амплитудой напряжения и ста-
бильностью.

1. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИНТЕЗА 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ИМПУЛЬСОВ

Для того чтобы оценить характеристики син-
тезированных импульсов, были проведены чис-
ленные расчеты. СШП-импульс, излученный КА,
моделировался производной суммы двух гауссо-
вых функций [6]:

(1)

где τ – длительность биполярного импульса на-
пряжения, возбуждающего антенну, по уровню
0.1 амплитуды. Рассчитанные значения напря-
женности поля нормировались к единице. Выра-
жение (1) хорошо моделирует реальные импульсы
E(t), излученные КА и их спектры S(f). Импуль-
сы, рассчитанные по формуле (1), приведены на
рис. 1а, а их спектры показаны на рис. 1б.

( ) ( )
( ) ( )
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t t
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 − − − − τ τ λ 
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Результат сложения импульсов излучения за-
висит как от характеристик импульсов, так и от
временных задержек между ними. Таким обра-
зом, изменяя задержку между импульсами излу-
чения с разной длительностью (шириной спек-
тра), можем получать импульсы с разными харак-
теристиками: длительностью, амплитудой и
шириной спектра. Спектр импульса характеризу-
ется следующими параметрами [12]:

1) ширина спектра Δf = fв – fн, где fн – нижняя, а
fв – верхняя граничные частоты спектра излуче-
ния, оцененные по уровню –10 дБ;

2) относительная ширина спектра Δf/f0, где f0 =
= (fв + fн)/2 – центральная частота спектра излу-
чения;

3) отношение верхней и нижней граничных частот
b = fв/fн.

В данной работе мы синтезировали импульсы
излучения с максимальной амплитудой поля и
максимальной шириной спектра. Ширину спек-
тра импульса будем определять, в основном, по
отношению верхней и нижней граничных частот
b = fв/fн.

Максимальная пиковая напряженность поля
соответствует синхронизации положительных
максимумов импульсов (рис. 2) и реализуется при
временных задержках τ1 = 1.882 нс, τ2 = 1.505 нс и
τ3 = 0.752 нс для биполярных импульсов длитель-
ностью 0.5, 1 и 2 нс соответственно, относительно
импульса длительностью 3 нс. При этом амплиту-
ды импульсов излучения складываются, а отно-
шение верхней и нижней граничных частот сум-
марного импульса по сравнению с одиночными
импульсами увеличивается примерно на 33%.

В опубликованных ранее исследованиях [8, 9]
для анализа характеристик импульса излучения,

Рис. 1. Импульсы излучения (а), рассчитанные по формуле при возбуждении антенн биполярными импульсами на-
пряжения длительностью 0.5 (1), 1 (2), 2 (3) и 3 нс (4), и их соответствующие спектры (б).

–0.5

0

0.5

1.0

0

1 2 3 4

E
(t

),
 о

тн
. е

д.

2

(а)

4 t, нс

10

20

30

0

1

2

3

4

S(
f)

, о
тн

. е
д.

21 3

(б)

4 f, ГГц

Рис. 2. Синхронизация импульсов по максимуму амплитуды: а) импульсы излучения от одиночных антенн длитель-
ностью 0.5 (1), 1 (2), 2 (3) и 3 нс (4) и суммарный импульс (5); б) спектр суммарного импульса излучения (fв/fн = 6.18).
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ЕФРЕМОВ и др.

синтезированного сложением двух импульсов с
разной длительностью, мы строили зависимости
пиковой напряженности поля и ширины спектра
по уровню –10 дБ от задержки между импульса-
ми. В случае четырех импульсов с разной дли-
тельностью мы имеем дело с тремя задержками,
поэтому визуальное отображение и анализ ре-
зультатов становятся затруднительными. В этой
связи была написана программа для расчета и
отображения зависимости ширины спектра от за-
держек (рис. 3), которая позволяет в трехмерном
массиве значений b(τ1, τ2, τ3) = fв/fн выбирать се-
чения по одной из задержек.

Анализ данного массива значений показал,
что он имеет сложную структуру с множеством

локальных экстремумов. Использование методов
оптимизации basin–hopping [13], дифференциаль-
ной эволюции [14], симплициальной гомологиче-
ской глобальной оптимизации [15] не позволило
гарантированно находить глобальный максимум.
Максимум ширины спектра находили методом
перебора (равномерного поиска). Шаг перебора
задержек был выбран равным 0.05 нс, так как это
соответствует временнóй нестабильности источ-
ника высоковольтных импульсов. На рис. 4 пока-
зан результат сложения импульсов с задержками,
найденными методом basin–hopping, а на рис. 5 –
результат сложения импульсов с задержками,
найденными методом перебора с шагом 0.05 нс.
Уже с таким шагом метод перебора показал ре-

Рис. 3. Скриншот окна программы для визуализации зависимости отношения верхней и нижней граничных частот
b(τ1, τ2, τ3) = fв/fн от временных задержек.
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Рис. 4. Импульсы излучения от одиночных антенн (а) длительностью 0.5 (1), 1 (2), 2 нс (3) с соответствующими за-
держками 1.193, 0.817, –0.835 нс относительно импульса длительностью 3 нс (4), рассчитанными методом basin–hop-
ping, и суммарный импульс (кривая 5); а также спектр (б) суммарного импульса излучения (fв/fн = 20.47).
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Рис. 5. Импульсы излучения от одиночных антенн (а) длительностью 0.5 (1), 1 (2), 2 нс (3) с соответствующими за-
держками 4.45, 4.1, –2.25 нс относительно импульса длительностью 3 нс (4), рассчитанными методом перебора с ша-
гом 0.05 нс, и суммарный импульс (кривая 5); а также спектр (б) суммарного импульса излучения (fв/fн = 22).
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зультат лучше, чем basin–hopping. По сравнению
с одиночным импульсом отношение верхней и
нижней граничных частот суммарного импульса
увеличилось в 4.7 раза. В табл. 1 приведены ча-
стотные характеристики для одиночных импуль-
сов (см. рис. 1) и суммарных импульсов для раз-
личных задержек.

2. ХАРАКТЕРИСТИКИ РЕШЕТКИ 
КОМБИНИРОВАННЫХ АНТЕНН

В качестве излучающей системы использова-
лась четырехэлементная решетка комбинирован-
ных антенн (КА) (рис. 6), оптимизированных для
излучения биполярных импульсов длительно-
стью 3 нс [16–18] и 2 нс [19]. Для излучения им-
пульсов длительностью 1 и 0.5 нс была разработа-
на новая КА (рис. 7), оптимизированная числен-
ным моделированием [20] для расширения
полосы согласования в ВЧ-область. Эту антенну
использовали для излучения биполярных им-
пульсов длительностью как 1 нс, так и 0.5 нс. Ана- Рис. 6. Четырехэлементная антенная решетка.
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логично [21] расширение полосы согласования
удалось достичь уменьшением емкости в области
коаксиально-полоскового перехода и изменением
геометрии электродов антенны. На рис. 8 приведе-
ны рассчитанные и измеренные КСВН разрабо-
танной ранее КА [22] (далее – КА1), оптимизиро-
ванной для излучения биполярных импульсов
длительностью 1 нс, и новой антенны КА2 с рас-
ширенной полосой согласования.

Для исследования пространственно-времен-
ных характеристик антенн были использованы
низковольтные биполярные импульсы напряже-
ния. Для этих и последующих измерений излу-
ченных импульсов использовалась приемная
TEM-антенна, представляющая собой половину
TEM-рупора с высотой апертуры 8 см [23]. Сиг-
нал с выхода приемной TEM-антенны регистри-
ровали осциллографом LeCroy WaveMaster 830Zi
с полосой пропускания 16 ГГц.

На рис. 9 показаны осциллограммы импуль-
сов, излученных антеннами КА2 и КА1, возбуж-
даемыми биполярным импульсом длительностью

0.5 нс. Видно, что амплитуда импульса, излучен-
ного антенной КА2, увеличилась на 14%.

Для оценки энергетической эффективности
антенны КА2 измерили отраженную от антенны
энергию Wотр и рассчитали коэффициент по
энергии Kэ = 1 – Wотр/Wг, где Wг – энергия им-
пульса, подводимая к антенне от генератора. На
вход антенны через согласованный ответвитель
подавали биполярный импульс напряжения дли-
тельностью 1 или 0.5 нс и получили Kэ = 0.9 и 0.94
соответственно. Отраженную энергию вычисля-
ли также через КСВН и спектр возбуждающего
импульса напряжения по соотношению

(2)

(Uг(f) – спектр импульса напряжения генератора,
Kн – КСВН) и получили Kэ = 0.9 и 0.91 для 1 и
0.5 нс соответственно, что близко к результатам
измерений.

( ) ( )
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2 н
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отр н
э 2

г г
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Таблица 1. Параметры расчетных импульсов СШП-излучения

Импульс, нс
fн fв f0 Δf

Δf/f0 b = fв/fн
ГГц

0.5 0.664 3.074 1.869 2.41 1.289 4.632
1 0.332 1.537 0.934 1.205 1.29 4.632
2 0.166 0.769 0.467 0.603 1.290 4.636
3 0.11 0.512 0.312 0.402 1.291 4.643

Суммарный, макс. амплитуда 0.124 0.766 0.445 0.612 1.37 6.18
Суммарный, макс. спектр (basin–hopping) 0.084 1.728 0.906 1.64 1.81 20.47
Суммарный, макс. спектр (перебор) 0.081 1.78 0.93 1.7 1.83 22

Рис. 7. Комбинированная антенна для излучения би-
полярных импульсов длительностью 1 и 0.5 нс: 1– ак-
тивный магнитный диполь, 2 – пассивные магнит-
ные диполи, 3 – ТЕМ-рупор.
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Рис. 8. Измеренные (1, 2) и рассчитанные (3) КСВН
комбинированных антенн КА1 (1) и КА2 (2, 3).
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Диаграмму направленности антенн в E- и
H-плоскостях измеряли по пиковой мощности
( ) при возбуждении антенны биполярными им-
пульсами длительностью 1 и 0.5 нс. При этом ан-
тенну КА2 вращали относительно ее геометриче-
ского центра, а неподвижная приемная ТЕМ-ан-
тенна находилась на расстоянии 4 м от нее. При
возбуждении биполярным импульсом длительно-
стью 1 нс ширина ДН на полувысоте у антенны
КА2 была примерно такой же, как и у КА1: 98° в
H-плоскости и 108° в E-плоскости (рис. 10а), а
при возбуждении антенны КА2 импульсом дли-

2
пE

тельностью 0.5 нс – составила 83° в H-плоскости
и 69° в E-плоскости (рис. 10б).

Было проведено моделирование ДН по пико-
вой мощности  для различных конфигураций
решетки. ДН элементов полагали кардиоидными.
Геометрический центр решетки совпадал с нача-
лом координат. Лучший результат получен для
конфигурации решетки, показанной на рис. 11.
Для режима синтеза с максимальной пиковой на-
пряженностью поля получили практически сим-
метричную ДН с максимумом в главном направ-
лении (ϕ = δ = 0) (рис. 12а). Для режима синтеза с
максимальной шириной спектра получили не-
симметричные ДН в H- и E-плоскостях (рис. 12б,
кривые 1 и 2) с отклонением максимума диаграм-
мы от главного направления решетки. Зависи-
мость отношения крайних частот спектра излучен-
ного импульса от угла для H-плоскости показана
на рис. 12б (кривая 3). Среднеквадратичное откло-
нение формы импульсов относительно формы им-
пульса в главном направлении в H-плоскости, не
превышает 20% в пределах ±5.5° для режима с
максимальной амплитудой и ±2.7° для режима с
максимальным спектром. Расчеты проводились
аналогично [21]. Изменение отношения крайних
частот в спектре излученного импульса не превы-
шает 20% в диапазоне углов ±25° и от –4.7° до +3.3°
для режимов с максимальной амплитудой и макси-
мальным спектром соответственно. Для E-плоско-
сти получены близкие результаты. Среднеквадра-
тичное отклонение формы импульсов относитель-
но формы импульса в главном направлении не
превышает 20% в пределах ±4.8° и ±2.6° для режи-

2
пE

Рис. 9. Осциллограммы импульсов, излученных ком-
бинированными антеннами КА2 (1) и КА1 (2) при
возбуждении биполярным импульсом длительностью
0.5 нс.
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Рис. 10. Диаграммы направленности антенны КА2 в H- (кривые 1) и E-плоскостях (кривые 2) при возбуждении бипо-
лярным импульсом напряжения длительностью 1 (а) и 0.5 нс (б); ϕ – азимутальный угол, δ – угол места, отсчитывае-
мый от горизонтальной плоскости (δ = 90° – θ).
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мов с максимальной амплитудой и максимальным
спектром соответственно. Изменение отношения
крайних частот в спектре излученного импульса не
превышает 20% в диапазоне углов ±22° и от –6° до
+3.2° для тех же режимов соответственно.

Моделирование показало, что для решетки 2 × 2,
элементы которой возбуждаются биполярными
импульсами разной длительности (0.5, 1, 2 и 3 нс),
в режиме синтеза с максимальной шириной спек-
тра невозможно получить ДН с максимумом в
главном направлении решетки. Численные ис-
следования показали, что разрешить эту проблему
можно, используя большее количество элементов
в решетке. Например, на рис. 13а показана конфи-
гурация семиэлементной решетки КА и ее ДН
(рис. 13б, кривая 1) для режима синтеза с макси-

мальной шириной спектра. Амплитуды импульсов
излучения при возбуждении антенн биполярными
импульсами длительностью 0.5, 1 и 2 нс составляли
половину амплитуды импульса излучения при
возбуждении антенны биполярным импульсом
длительностью 3 нс. Так как решетка симметрич-
ная, то ДН в E- и H-плоскостях совпадают. Зави-
симость отношения крайних частот спектра излу-
ченного импульса от угла для обеих плоскостей
показана на рис. 13б (кривая 2). Для семиэле-
ментной решетки (см. рис. 13а) среднеквадратич-
ное отклонение формы импульсов относительно
формы импульса в главном направлении не пре-
вышает 20% в пределах ±4.5° для режима с макси-
мальной амплитудой и ±3° для режима с макси-
мальным спектром. Изменение отношения край-
них частот в спектре излученного импульса не
превышает 20% в диапазоне углов ±13° и ±5° для
тех же режимов соответственно.

3. СИНТЕЗ ИМПУЛЬСОВ ИЗЛУЧЕНИЯ

Для исследования синтеза импульсов излуче-
ния на низком напряжении использовались гене-
раторы и модуль запуска производства фирмы
“Трим” (http://trimcom.ru). Модуль запуска поз-
воляет управлять задержками запуска генерато-
ров с временным шагом 10 пс. Были рассчитаны
задержки запуска импульсов напряжения для по-
лучения синтезированных импульсов излучения
с максимальной амплитудой и максимальным
спектром.

Осциллограммы импульсов, излученных КА,
возбуждаемыми низковольтными генераторами
биполярных импульсов длительностью 0.5, 1, 2 и
3 нс, показаны на рис. 14а, а их спектры – на

Рис. 11. Конфигурация решетки 2 × 2: стрелками по-
казана плоскость поляризации вектора напряженно-
сти электрического поля, цифрами – длительность
(в нс) биполярного импульса, возбуждающего эле-
мент решетки.
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Рис. 12. Диаграмма направленности для режима синтеза с максимальной пиковой напряженностью поля (а) и шири-
ной спектра (б) в H- (кривые 1) и E-плоскостях (кривые 2), а также зависимость отношения граничных частот спектра
от угла для H-плоскости (кривая 3).
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рис. 14б. Измерения проводили в главном на-
правлении на расстоянии от решетки r = 4.4 м.

На рис. 15 показана осциллограмма синтези-
рованного импульса излучения c задержками, оп-
тимизированными для получения максимальной
амплитуды, и его спектр. Ширина спектра Δf та-
кого импульса отличается от ширины спектра ис-
ходных импульсов в среднем в 1.8 раза. На рис. 16
представлена осциллограмма синтезированного
импульса излучения с временными задержками,
оптимизированными для получения максималь-
ной ширины спектра, и его спектр. В этом случае
ширина спектра Δf синтезированного импульса
увеличена в 1.3–2 раза, а по отношению крайних
частот в 4 раза. Частотные характеристики им-
пульсов излучения низкой мощности приведены
в табл. 2.

4. ИЗЛУЧЕНИЕ МОЩНЫХ 
СИНТЕЗИРОВАННЫХ ИМПУЛЬСОВ

Ранее нами были созданы четырехканальные
ФБИ с длительностью биполярных импульсов 3 и
2 нс [8] и 1 и 0.5 нс [9]. Эти формирователи, со-
бранные по схеме с разомкнутой линией [24],
способны работать при частоте повторения им-
пульсов до 100 Гц с амплитудами до 80 кВ. Сред-
неквадратичные разбросы задержек моментов пе-
рехода биполярных импульсов через ноль между
каналами не превышали 100 пс.

В данной работе для формирования биполяр-
ных импульсов длительностью 3, 2, 1 и 0.5 нс мы
объединили в новом ФБИ обе схемы [8, 9].

Данный ФБИ (рис. 17) состоит из генератора
высоковольтных монополярных импульсов

Рис. 13. Семиэлементная решетка: а – конфигурация, б – ДН в E- и H-плоскостях (кривая 1) и зависимость отноше-
ния граничных частот спектра излучения от угла (кривая 2) для режима синтеза с максимальной шириной спектра.
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СИНУС-160 (1), промежуточной ступени обостре-
ния (2) и четырех каналов ФБИ (3). На принци-
пиальной схеме генератора биполярных импуль-
сов напряжения (рис. 18) генератор СИНУС-160
представлен выходной формирующей линией FL

и разрядником S. Эта линия заряжалась от вто-
ричной обмотки трансформатора Тесла до напря-
жения –360 кВ с частотой следования импульсов
100 Гц и коммутировалась разрядником S через
разделительную линию FL1 и ограничительное

Рис. 15. Осциллограмма импульса, излученного решеткой c задержками, оптимизированными для получения макси-
мальной амплитуды поля (а), и его спектр (б).
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Рис. 16. Осциллограмма импульса, излученного решеткой c задержками, оптимизированными для получения макси-
мальной ширины спектра (а), и его спектр (б).
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Таблица 2. Параметры импульсов СШП-излучения низкой мощности

Импульс, нс
fн fв f0 Δf

Δf/f0 b = fв/fн
ГГц

0.5 0.569 2.32 1.444 1.751 1.21 4.08
1 0.31 1.77 1.04 1.46 1.4 5.71
2 0.17 0.86 0.515 0.69 1.34 5.06
3 0.117 0.9 0.508 0.783 1.54 7.69

Суммарный, макс. амплитуда 0.119 1.18 0.65 1.06 1.63 9.91
Суммарный, макс. спектр 0.074 2.34 1.133 2.266 2 31.6



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 5  2020

СИНТЕЗ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ИМПУЛЬСОВ С РАЗНОЙ ЧАСТОТНОЙ ПОЛОСОЙ 451

сопротивление R на линию FL2 промежуточной
ступени обострения.

Формирователи собраны по схеме с разомкну-
той линией. Каналы F0…F3 формируют биполяр-
ные импульсы напряжения c длительностями 0.5,
1, 2 и 3 нс на нагрузках R10–R13 соответственно по
50 Ом каждая. Линия FL2 одновременно выпол-
няет функцию формирующей линии для каналов
F2 и F3 и как промежуточный накопитель для ка-
налов F0 и F1. При срабатывании разрядника S1
при напряжении, близком к максимальному по
линии FL3 распространяется падающая волна на-
пряжения, которая через четырехканальный дели-
тель поступает в каналы F0…F3. При срабатывании
срезающих разрядников S22 и S23 с задержками,
равными двойным пробегам в линиях FL62 и FL63,
формируются биполярные импульсы длительно-
стью 2 и 3 нс в нагрузках R12 и R13 соответственно.
Фронты падающих волн в линиях FL40, FL41, FL50
и FL51 недостаточны для формирования биполяр-
ных импульсов длительностью 0.5 и 1 нс, поэтому
в каналах F0 и F1 установлены обостряющие раз-
рядники S10 и S11. При срабатывании этих разрядни-
ков в нагрузках R10 и R11 формируются отрицатель-
ные полуволны биполярных импульсов длительно-
стью 0.5 и 1 нс соответственно. Положительные
полуволны этих импульсов формируются при
коммутации срезающих разрядников S20 и S21 с
относительными задержками времени, равными
двойным пробегам по линиям FL60 и FL61 соот-
ветственно. Чтобы исключить взаимное влияние
разрядников на формирование импульсов в со-
седних каналах, введены разделительные линии

FL40 и FL41. Волновые сопротивления и длитель-
ности разделительных линий подобраны таким
образом, чтобы иметь более высокое зарядное на-
пряжение линий FL50 и FL51 с расчетным факто-
ром K = 1.3…1.5 [25].

Конструкция промежуточной ступени обостре-
ния и каналов ФБИ F0 и F3 представлена на рис. 19.
Оси четырех каналов F0…F3 расположены в диа-
метрально противоположных точках на окружности
с диаметром 53 мм. Конструкция каналов формиро-
вания F1 и F2 аналогична конструкции каналов F0 и
F3 соответственно, однако величины электрических
длин линий различаются (см. рис. 18).

Конструкция состоит из шести газовых объемов.
В первом объеме с внутренним диаметром 78 мм в
среде азота под давлением 40 атм размещены линии
FL1…FL3, разрядник S1 и емкостный делитель за-
рядного напряжения D1. В четырех идентичных не-
зависимых объемах с внутренними диаметрами
25 мм, ограниченных изоляторами 1 и 2, в среде азо-
та под давлениями 23…45 атм расположены линии
FL40, FL41, FL50…FL53, FL60…FL63, FL70…FL73, раз-
рядники S10, S11 и S20…S23. Линии FL70…FL73 име-
ют изоляцию из капролона. Электродами кольце-
вого разрядника S1 являются концы внутренних
проводников линий FL2 и FL3. Межэлектродный
зазор в разряднике S1 равен 1.4 мм. Электроды
обостряющих разрядников S10 и S11 встроены в
концы линий FL50, FL51, FL60, FL61, межэлектрод-
ные расстояния равны 1…1.4 мм.

В отличие от четырехканального ФБИ дли-
тельностью 0.5 и 1 нс [9] кольцевые электроды
разрядников S10 и S11 заменены здесь на полусфе-

Рис. 17. Четырехканальный генератор биполярных импульсов напряжения: 1 – генератор высоковольтных монопо-
лярных импульсов СИНУС-160, 2 – промежуточная ступень обострения, 3 – четыре канала формирователя биполяр-
ных импульсов.
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Рис. 18. Принципиальная комбинированная схема четырехканального генератора биполярных импульсов: FL – коак-
сиальные линии; S – разрядники; R – сопротивления.
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рические, что позволило уменьшить проходные
емкости этих разрядников и, как следствие,
уменьшить амплитуды предымпульсов на выходе
этих каналов. Электродами срезающих разрядни-
ков S20…S23 служат диски 3 толщиной 2 мм и ци-
линдрические вставки, установленные на наружных
проводниках линий FL60…FL63 с зазорами 0.7 мм.
Материал электродов разрядников S1, S10, S11 и
S20…S23 – медь. Идентичные по конструкции пе-
редающие линии FL80…FL83 с встроенными дели-
телями напряжения на связанных линиях
D20…D23 имеют элегазовую изоляцию под давле-

нием 5 атм. Система на основе программируемых
датчиков давлений модели PSD-30 и десяти клапа-
нов напуска и сброса осуществляла автоматиче-
ский контроль и регулировку давлений азота в
объеме промежуточной ступени обострения и объ-
емах каналов F0…F3.

Импульс зарядного напряжения на линию FL2
поступал от генератора СИНУС-160 по линии
FL1, а выходные биполярные импульсы после
срабатывания разрядников S1, S10, S11 и S20…S23
передавались по четырем передающим линиям
FL80…FL83 с волновым сопротивлением 50 Ом
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Рис. 19. Схема промежуточной ступени обострения и четырехканального формирования биполярных импульсов:
1, 2 – изоляторы, 3 – диск, FL – коаксиальные линии, S – разрядники, D – делители напряжения.
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Рис. 20. Биполярные импульсы напряжения, полученные с делителей D30 (а), D31 (б), D32 (в), D33 (г).
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каждая в согласованные резистивные нагрузки,
либо в передающие антенны. Для регистрации
выходных биполярных импульсов с делителей
напряжения D30…D33 и импульсов зарядных на-
пряжений D1, D20, D21 на линиях FL2, FL50, FL51
соответственно использовался осциллограф TDS

6604 с частотной полосой до 6 ГГц. Делители
D30…D33 калибровались с помощью подачи бипо-
лярных импульсов напряжения с длительностями
0.5, 1, 2 и 3 нс на входы линий FL80…FL83 от низко-
вольтных генераторов. Эксперимент показал хо-
рошее согласие форм импульсов на выходах линий
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Рис. 21. Осциллограммы импульсов излучения (а) и их спектры (б) при возбуждении антенн биполярными импульса-
ми напряжения длительностью 0.5 (1), 1 (2), 2 (3) и 3 нс (4).
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Рис. 22. Осциллограмма синтезированного импульса (а) при синхронизации по максимуму амплитуды поля и его
спектр (б).
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и восстановленных с коэффициентом ослабления
65 импульсов с делителей напряжения D30…D33.
Емкостные делители D20 и D21 не калиброваны и
служат для оценки времени зарядки напряжения
на линиях FL50 и FL51 соответственно.

Разрядник S1 пробивался с задержкой 4.3 нс
при зарядном напряжении 170 кВ. Регулировкой
давлений и зазоров в разрядниках S10, S11 и S20…S23
добивались симметричных форм биполярных
импульсов напряжения с делителей D30…D33. При
этом времена зарядки линий FL50, FL51 до момен-
тов коммутации разрядников S10, S11 составили
800…950 пс. Выходные биполярные импульсы,
полученные с делителей D30…D33, показаны на
рис. 20. Импульсы имеют амплитуды до ±80 кВ и
длительности 0.5, 1, 2 и 3 нс при частоте следова-
ния 100 Гц. Длительность импульсов определя-
лась путем аппроксимации передних и задних
фронтов до пересечений с нулевыми линиями.
Среднеквадратичные разбросы задержек момен-

тов перехода через ноль биполярных импульсов
между каналами не превышает 50 пс. При cредне-
квадратичном разбросе амплитуды зарядного на-
пряжения генератора СИНУС-160 относительно
средней около 1% cреднеквадратичный разброс
амплитуд биполярных импульсов относительно
средней для всех каналов F0…F3 составляет не бо-
лее 4…5%.

На рис. 21 показаны осциллограммы импульсов
(rE), излученных КА при возбуждении высоко-
вольтными биполярными импульсами напряже-
ния длительностью 0.5, 1, 2 и 3 нс, и их спектры.
Измерения проводили в главном направлении на
расстоянии от решетки r = 4 м.

Получив осциллограммы импульсов излуче-
ния (см. рис. 21), мы рассчитали временные за-
держки, необходимые для получения синтезиро-
ванных импульсов с максимальной амплитудой по-
ля и максимальной шириной спектра излучения. На
рис. 22 приведена осциллограмма синтезированно-
го импульса с задержками, оптимизированными для
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получения максимальной амплитуды поля, и его
спектр. Получены импульсы излучения с произ-
ведением пиковой напряженности электрическо-
го поля Eп на расстояние r, равным rEп = 290 кВ.
Отношение верхней и нижней граничных частот
при этом составило 8.9. На рис. 23 приведена ос-
циллограмма синтезированного импульса с за-
держками, оптимизированными для получения
максимальной ширины спектра излучения, и его
спектр. Величина rEп для синтезированного излу-
чения с расширенной полосой частот составляет
185 кВ, а нестабильность по максимуму амплиту-
ды равна σ = 9%. Отношение крайних частот по
уровню –10 дБ составило 16.9. Измеренные ча-
стотные характеристики импульсов приведены в
табл. 3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построена численная модель синтеза импуль-
сов излучения с помощью сложения в свободном
пространстве импульсов с различной шириной
спектра. По результатам расчетов выбрана опти-
мальная конфигурация четырехэлементной ре-
шетки, возбуждаемой биполярными импульсами
длительностью 0.5, 1, 2 и 3 нс. Показана возмож-
ность увеличения отношения крайних частот в
спектре импульса синтезированного излучения
до 22.

В экспериментальных исследованиях синтеза
излучения малой мощности получены импульсы с
отношением крайних частот до 10 в режиме макси-
мальной амплитуды поля. В режиме максималь-

Таблица 3. Параметры мощных импульсов СШП-излучения

Импульс, нс
fн fв f0 Δf

Δf/f0 b = fв/fн

ГГц

0.5 0.31 2.17 1.24 1.86 1.5 7

1 0.28 1.73 1 1.45 1.45 6.2

2 0.126 1.02 0.573 0.89 1.55 8.1

3 0.115 0.574 0.34 0.46 1.33 5

Суммарный, макс. амплитуда 0.102 0.907 0.5 0.805 1.6 8.9

Суммарный, макс. спектр 0.086 1.45 0.76 1.36 1.78 16.9

Рис. 23. Осциллограмма синтезированного импульса (а), излученного решеткой c задержками, оптимизированными
для получения максимальной ширины спектра, и его спектр (б).
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ЕФРЕМОВ и др.

ной ширины спектра это отношение достигает 32.
Различие между расчетными и эксперименталь-
ными значениями ширины спектра обусловлено
отличием формы экспериментальных импульсов
излучения от модельных.

Предложена и реализована комбинированная
схема четырехканального формирователя биполяр-
ных импульсов напряжения амплитудой до ±80 кВ
и длительностью 0.5, 1, 2 и 3 нс с высокой ста-
бильностью параметров при частоте повторения
импульсов до 100 Гц.

Создан источник мощных импульсов синтези-
рованного излучения на основе решетки 2 × 2
комбинированных антенн, возбуждаемых бипо-
лярными импульсами напряжения длительностью
0.5, 1, 2 и 3 нс. Реализовано два режима синтеза из-
лучения: максимальная напряженность поля и
максимальная ширина спектра. В первом режиме
получены импульсы излучения с эффективным
потенциалом 290 кВ, а во втором – 185 кВ. Смену
режимов осуществляли с помощью изменения
времени задержки между импульсами. Отноше-
ние крайних частот спектра синтезированного
импульса во втором режиме было увеличено в
среднем в 2.6 раза по сравнению с импульсами,
излученными комбинированными антеннами,
возбуждаемыми биполярными импульсами оди-
наковой длительности.

Из полученных результатов численного моде-
лирования следует, что перспективы развития
данного метода синтеза импульсов излучения с
расширенной полосой частот связаны с исполь-
зованием многоэлементных антенных решеток.
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Рассмотрена задача рассеяния плоской электромагнитной волны на идеально-проводящем цилин-
дре, поперечное сечение которого образовано прямыми и дугами окружностей. Для решения задачи
использован гибридный метод, сочетающий метод собственных функций, последовательных ди-
фракций и принцип эквивалентности. Проведено сравнение результатов расчета гибридным мето-
дом, методом моментов и методом Гюйгенса–Френеля–Кирхгофа.

DOI: 10.31857/S0033849420050071

ВВЕДЕНИЕ
При решении задач рассеяния акустических и

электромагнитных волн на телах с кусочно-ана-
литической формой границы применяются как
строгие численные методы: моментов, конечных
элементов, Т-матриц, так и асимптотические: ме-
тод Гюйгенса–Френеля–Кирхгофа (ГФК), гео-
метрическая теория дифракции, метод параболи-
ческого уравнения [1–5].

В случае когда все характерные электрические
размеры задачи относительно небольшие эффек-
тивно применение численных методов. Однако
если хотя бы один из характерных электрических
размеров задачи велик, то использование числен-
ных методов требует больших размеров оператив-
ной памяти компьютера.

В случае когда все характерные электрические
размеры задачи, большие по сравнению с длиной
волны, для ее решения можно эффективно ис-
пользовать асимптотические методы, в частности
метод ГФК. Если поверхность тела можно раз-
бить на участки, являющиеся координатными
поверхностями в одной из ортогональных систем
координат, в которых волновое уравнение можно
решить методом разделения переменных, то для
вычисления интеграла Кирхгофа целесообразно
применять метод функций Грина [5]. При этом
поля на каждом таком участке, как и в приближе-
нии ГФК, полагаются равными падающему по-
лю, а затем эти поля и функция Грина представ-
ляются в виде рядов по собственным функциям,

что облегчает процесс вычисления интеграла
Кирхгофа. Однако, если хотя бы один из харак-
терных электрических размеров задачи мал, та-
кой подход приводит к серьезным погрешностям.

В данной работе для решения задачи рассея-
ния плоской электромагнитной волны на беско-
нечном цилиндре, поперечное сечение которого
образовано прямыми и дугами окружностей, ис-
пользован новый гибридный метод решения по-
добных задач, предложенный в работе [6]. Он ос-
нован на сочетании метода собственных функ-
ций, последовательных дифракций и принципа
эквивалентности (строгой формулировки метода
ГФК). Проведено сравнение результатов расчета
диаграмм рассеяния гибридным методом, ги-
бридным методом без учета взаимодействия, ме-
тодом моментов и методом ГФК для различных
углов падения и двух типов поляризации падаю-
щей плоской волны.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим рассеяние плоской электромагнит-
ной волны, падающей под углом ϕ0 на идеально-
проводящий бесконечный цилиндр, поперечное
сечение которого образовано прямыми и дугами
окружностей (рис. 1), где a1, a2 – радиусы окруж-
ностей, h – расстояние между центрами окружно-
стей, l – длина прямых (l = hsin(–β + π/2), β = π/2 –
– arccos[(a1 – a2)/h]).

УДК 621.396.67

АНТЕННО-ФИДЕРНЫЕ
СИСТЕМЫ
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КАЛОШИН, ЛУУ

В силу цилиндрической симметрии пластины
задача рассеяния в общем случае сводится к двум
двумерным задачам: для Е-поляризации (электри-
ческое поле параллельно образующей цилиндра) и
Н-поляризации (электрическое поле ортогональ-
но образующей цилиндра). Будем искать решение
этих задач в форме диаграммы рассеяния.

В силу наличия плоскости симметрии y = 0 без
ограничения общности будем рассматривать об-
ласть углов падения 0 ≤ ϕ0 ≤ π.

2. ГИБРИДНЫЙ МЕТОД 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ 
БЕЗ УЧЕТА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Разобьем границу поперечного сечения ци-
линдра S на четыре участка: S1 и S3 – дуги окруж-
ности, S2 и S4 – отрезки прямых (см. рис. 1).

Решение задачи рассеяния плоской волны на
идеально-проводящем цилиндре можно предста-
вить в виде ряда Рэлея [1]. Компоненты полного
поля для случая Е-поляризации в цилиндриче-
ских координатах (r1, ϕ1) с центром в точке O име-
ют вид

(1)

где E0 – амплитуда падающего электрического
поля, ε0 = 1 и ε0 = 2 при m ≥1.

1
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Компоненты полного поля для случая H-поля-
ризации имеют вид

(2)

где H0 – амплитуда падающего магнитного поля.
Ток на дуге S1 определяется по формуле j = [H, n].

Отсюда при r1 = a1 получаем для случая Е- и Н-по-
ляризации соответственно:

(3)
При падении плоской волны под углом ϕ0, ле-

жащем в пределах β < ϕ0 ≤ π – β, как будет показано
далее, можно пренебречь взаимодействием токов
на разных участках образующей пластины в рам-
ках гибридного метода. В этом случае токи на
обеих дугах S1 и S3 полагаются равными токам на
полных окружностях при рассеянии плоской вол-
ны, ток на освещенной прямой S2 находится по
формуле j = 2[Нпад, n], а ток на прямой S4 полага-
ется равным нулю. В результате компоненты тока
на прямой S2 в повернутой на угол β системе де-
картовых координат  с центром в точке O (см.
рис. 1) имеют вид:

(4)

Компоненты тока на дуге S3 в цилиндрической
системе координат (r2, ϕ2) с центром в точке O1
имеют вид
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Рис. 1. Геометрия задачи.
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Далее находим диаграмму рассеяния по из-
вестным формулам [1]:

(6)

где   соответствен-
но, электрический и магнитный потенциалы,

– функция Грина свободного пространства, P –
точка наблюдения в полярных координатах (r, ϕ)
с центром в точке O.

При интегрировании по дугам S1 и S3 исполь-
зуем полярные координаты (r1, ϕ1) и (r2, ϕ2) соот-
ветственно, а при интегрировании по прямой S2 –
декартовую систему координат 

В результате для диаграммы рассеяния в слу-
чае Е- и Н-поляризации получаем

(7)

При падении плоской волны под малыми уг-
лами ϕ0 ≤ β компоненты тока на поверхности S2,
S3, S4 полагаются равными нулю. В результате для
диаграммы рассеяния в случае Е- и Н-поляриза-
ции получаем
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При падении плоской волны под углами (π – β <
< ϕ0) компоненты тока на прямой S4 в повернутой
на угол β декартовой системе координат 
(рис. 1) имеют вид

(9)

При интегрировании по прямой S4 используем
систему декартовых координат  центром в
точке O.

В результате для диаграммы рассеяния в слу-
чае Е- и Н-поляризации получаем

(10)

3. ГИБРИДНЫЙ МЕТОД 
РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ РАССЕЯНИЯ 
С УЧЕТОМ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ

Рассмотрим случай падения плоской волны под
углом ϕ0 < π/2. Будем искать распределение токов на
S1, S2, S3, S4 последовательно. Сначала найдем поля
на линиях  = 0,  > a1 и  = 0,  < –a1. Для этого
воспользуемся решением задачи рассеяния плос-
кой волны на идеально-проводящем цилиндре по
формулам (1) и (2).
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Токи на дуге S1 определяется по формуле j =
= [H, n]. Отсюда при r1 = a1 получаем для случая
Е- и Н-поляризации соответственно:

(11)

Запишем компоненты полного поля, выра-
женные формулами (1) и (2), в повернутых на
угол β прямоугольных системах координат  и

 (см. рис. 1). В результате получаем

(12)

Далее определим векторные потенциалы в об-
ласти между прямыми  = 0,  > a1 и  = –l,  <
< –a1 , а также между прямыми  = 0,  < –a1 и

 = –l,  > a1. В результате получаем

(13)

где

Здесь GE и GH – функции Грина для плоскости в
случае Е- и Н-поляризации соответственно.
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Компоненты полного поля выражаются через
векторные потенциалы по формулам

(14)

Подставляя в формулу (14) значения  = a1

при –hsin(–β + π/2) ≤  ≤ 0 и  = –a1 при
‒hsin(–β + π/2) ≤  ≤ 0, находим компоненты
магнитного поля и тока на прямых S2 и S4:

(15)

Подставляя в формулу (14) значения  =
= ‒hsin(–β + π/2) и  = –hsin(–β + π/2), нахо-
дим компоненты полного поля на прямых  = 0,

 > a2 и  = 0,  < –a2.

Далее находим токи на дуге S3. Векторные по-
тенциалы при этом по-прежнему определены в
формуле (6), где функции Грина окружности в
полярной системе координат (r2, ϕ2) с центром в
точке O1 имеют вид [2]
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В результате для компонент тока на дуге S3 по-
лучаем

(17)

где

Таким образом, мы нашли токи на S. В резуль-
тате для диаграммы рассеяния в случае Е- и Н-по-
ляризации получаем

(18)
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Построение решения при падении плоской
волны под углами ϕ0 > π/2 производится по ана-
логичной схеме.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 2–9 приведены результаты расчета
диаграмм рассеяния на цилиндре с параметрами
kh = 5, ka1 = 3, ka2 = 1 и 0.1 для Е- и Н-поляриза-
ции при четырех значениях угла падения плоской
волны: ϕ0 = 0, 20°, 45°, 180°. На всех рисунках
кривая 1 показывает результаты расчета методом
моментов, 2 – гибридным методом с учетом взаи-
модействия, 3 – гибридным методом без учета
взаимодействия, 4 – методом Гюйгенса–Френе-
ля–Кирхгофа.

На рис. 2–9 видно, что результаты расчета диа-
грамм рассеяния методом моментов (кривая 1) и
гибридным методом с учетом взаимодействия
(кривая 2) хорошо совпадают для всех углов паде-
ния и обеих значениях параметра ka2. Результаты
расчета гибридным методом без учета взаимодей-
ствия (кривая 3) совпадают с ними только при зна-
чениях угла ϕ0, лежащих в пределах β < ϕ0 ≤ π – β.
Результаты точного расчета и методом ГФК (кри-
вая 4) совпали только для одного угла падения
ϕ0= π/4 для Е-поляризации и только в области
главного лепестка диаграммы рассеяния.

Рис. 2. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 0, ka1= 3, ka2 = 1.
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Рис. 3. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 20°, ka1 = 3, ka2 = 1.

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

0 90

(б)

4

123

180 270 ϕ, град

0.5
1.0
1.5
2.0
2.5

3.5
3.0

0 90

(а)

4

1 23

180 270 ϕ, град

Рис. 4. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 45°, ka1 = 3, ka2 = 1.
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Рис. 5. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 180°, ka1= 3, ka2 = 1.
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Рис. 6. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 0, ka1 = 3, ka2 = 0.1.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в результате сравнения ре-
зультатов расчета четырьмя методами можно сде-
лать следующие выводы:

1. Предложенный гибридный метод с учетом
взаимодействия позволяет решать задачи рассеяния

плоской электромагнитной волны на цилиндриче-
ских телах с кусочно-аналитической формой обра-
зующей и произвольными характерными электри-
ческими размерами при любых углах падения.

2. Гибридный метод без учета взаимодействия
позволяет решать задачи рассеяния плоской элек-
тромагнитной волны на цилиндрических телах с
кусочно-аналитической формой образующей с
произвольными характерными электрическими
размерами для углов падения, не близких к сколь-
зящим.

3. Метод Гюйгенса–Френеля–Кирхгофа даже
качественно не описывает диаграмму рассеяния
плоской волны на цилиндре при радиусах кри-
визны границы поперечного сечения цилиндра
менее половины длины волны.
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Рис. 7. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 20°, ka1 = 3, ka2 = 0.1.
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Рис. 8. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 45°, ka1 = 3, ka2 = 0.1.
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Рис. 9. Диаграммы рассеяния для Е-поляризации (а)
и H-поляризации (б) при ϕ0 = 180°, ka1= 3, ka2 = 0.1.
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Решена задача синтеза весовых функций малого порядка со скоростью спада лепестков спектра
12n дБ/окт (n – целое) оптимальных по критерию минимума максимального бокового лепестка на
заданном отрезке частотной оси вне главного лепестка. Для получения указанной скорости спада
лепестков предложено синтезировать функции в виде суммы отрезка ряда Фурье по системе коси-
нусоидальных функций с нечетным числом полуволн на интервале наблюдения. Разработан метод
синтеза оптимальных функций с верификацией найденного решения. Синтезированы весовые
функции порядков 3…6 со скоростью спада лепестков 12, 24 и 36 дБ/окт и табулированы их параметры.
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ВВЕДЕНИЕ

Цифровой спектральный анализ сигналов, вы-
полняемый, как правило, с помощью алгоритмов
дискретного преобразования Фурье, широко ис-
пользуется в различных областях науки и техни-
ки. Перед вычислением спектра анализируемый
сигнал умножают на действительную положитель-
ную функцию , называемую весовой, или
оконной, для повышения качества выделения по-
лезной информации. Весовая функция сглаживает
разрывы сигнала на границах интервала наблюде-
ния и снижает эффект размывания спектральных
линий.

Обзор известных весовых функций можно
найти в [1, 2]. Требования к весовым функциям
зависят от конкретной решаемой задачи. В раз-
личных приложениях могут доминировать требо-
вания обеспечения малого среднеквадратичного
уровня боковых лепестков спектра, высокой ско-
рости спада лепестков, максимально плоской
вершины главного лепестка и другие.

В данной работе предложены новые семейства
весовых функций, оптимальных по минимаксно-
му критерию качества, при котором минимизи-
руется уровень максимального бокового лепестка
в заданной области частот вне главного лепестка.
Работа направлена на приложения, в которых не-
обходимы высокий уровень подавления боковых
лепестков при малом расширении главного ле-

пестка и возможность вычисления функции в ре-
альном масштабе времени.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Пусть анализируемый сигнал представлен N

временными отсчетами, взятыми с шагом δ. Для
упрощения формул удобно вместо размерных ве-
личин времени tразм и частоты fразм использовать
безразмерные t и f: t и f: t = tразм/δ, f = fразм δ . Нача-
ло временной оси расположим в центре между
крайними отсчетами. Тогда моменты выборок
равны tp = –0.5(N – 1) + p (p = 0, 1, …, N – 1). Спектр
такого сигнала периодичен с периодом 1, и его до-
статочно анализировать на периоде f ∈[–0.5, 0.5].
Для расчета спектра взвешенного дискретного
сигнала необходимы только отсчеты весовой
функции в точках tp, однако при теоретическом
анализе и практическом применении весовую
функцию w(t) удобно рассматривать как непре-
рывную, а необходимые дискретные отсчеты – как
значения этой непрерывной функции в точках tp .

К весовым функциям w(t), рассматриваемым в
данной работе, предъявляются два требования.
Во-первых, для подавления эффекта размывания
спектральной линии уровень боковых лепестков
их спектра в заданной области частот должен
быть минимально возможным по рассматривае-
мому ниже критерию. Во-вторых, они должны
просто вычисляться для использования в реаль-

( )w t
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ном масштабе времени. Рассмотрим эти требова-
ния подробнее.

Большинство весовых функций с простым вы-
числением имеют вид начального отрезка тради-
ционного ряда Фурье по косинусоидальным
функциям с четным числом полуволн на интерва-
ле наблюдения [1, 2]:

(1)

где a = (a0, a1,…, am) – вектор коэффициентов, а
число m называется порядком весовой функции.

Замечательно, что весовые функции с высоки-
ми характеристиками можно получить при малом
числе m коэффициентов [1], что обеспечивает
простоту вычисления функции. Уже для функций
порядков 3…7 можно получить уровень боковых ле-
пестков, достаточно низкий для большинства при-
ложений. Многие классические весовые функции
имеют указанное представление [1, 2], и именно та-
кие функции наиболее востребованы на практике.

Требование максимального подавления боко-
вых лепестков трактуется в данной работе в чебы-
шевском смысле и состоит в следующем. Спектр
W(f) функции w(t), используемой при гармониче-
ском анализе дискретного сигнала, определяется
формулой дискретного по времени преобразова-
ния Фурье [3]:

(2)

Пусть Wmax – максимальное значение модуля
спектра (2). Определим функцию качества ϕ(a)
как максимальное значение нормированного мо-
дуля спектра |W(a, f)/Wmax| вне области [–β, β], где
β – задаваемая максимально допустимая полу-
ширина главного лепестка по уровню максималь-
ного бокового лепестка:

(3)

Построение оптимальной весовой функции
заключается в отыскании вектора коэффициен-
тов , минимизирующего функцию ϕ(a), т.е. в ре-
шении задачи

(4)

Поставленная задача относится к задачам че-
бышевского приближения [4]. Известны отдель-
ные функции вида (1), являющиеся ее решениями:
функции Хэмминга [1], Наталла [5], Альбрехта [6].
В статьях [7–9] был разработан регулярный метод
синтеза, позволяющий получить для функций
вида (1) континуальное семейство оптимальных
функций с заданной скоростью спада боковых
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лепестков и приведены сводки оптимальных
функций.

Заметим, однако, что свойства функций, пред-
ставленных конечным отрезком ряда Фурье (1),
ограничены. Для иллюстрации этого положения
рассмотрим один из основных параметров весо-
вых функций – асимптотическую при увеличении
частоты скорость спада боковых лепестков спек-
тра, определяемую как величина  снижения
модуля лепестков при увеличении частоты вдвое
и измеряемую в децибелах на октаву (сокращен-
но – дБ/окт). Этот параметр характеризует не-
прерывную функцию , однако используется и
для дискретных весовых функций в предположе-
нии, что число выборок N велико. (Далее для
краткости “асимптотическая” опускаем.)

Из теории преобразования Фурье известно,
что этот параметр определяется порядком разрыва
весовой функции на границах отрезка наблюде-
ния. Если на границах этого отрезка n-я производ-
ная функции  имеет разрыв первого рода (n = 1,
2, …), а производные меньшего порядка непре-
рывны, то скорость спада лепестков составляет
6(n + 1) дБ/окт. Нулевую производную будем счи-
тать совпадающей с самой функцией.

Для функций традиционного представления (1)
нечетные производные равны нулю на концах
отрезка наблюдения, поэтому эти функции мо-
гут иметь скорость спада лепестков вида 6(2k +
+ 1) дБ/окт (k = 0, 1, ….), однако промежуточные
скорости спада спектра получить невозможно.

Для восполнения этого пробела в данной ра-
боте синтезируются весовые функции в виде на-
чального отрезка обобщенного ряда Фурье по си-
стеме косинусоидальных функций с нечетным
числом полуволн на интервале наблюдения:

(5)

Система функций, использованная в (5), полна в
классе непрерывных действительных четных функ-
ций на отрезке [–N/2, N/2] [10]. При малом по-
рядке m вычисление функции (5) столь же про-
сто, как и вычисление функции (1).

Функции вида (5) в отличие от функций вида (1)
имеют на концах отрезка наблюдения нулевые
четные производные. Поэтому они могут иметь
скорости спада лепестков спектра вида 12k дБ/окт
(k = 1, 2 …), т.е. величины, промежуточные по от-
ношению к функциям (1). Ниже синтезируются
весовые функции вида (5), оптимальные по кри-
терию (3), (4).

Отметим, что весовые функции (5) допускают
альтернативное представление. Действительно,
функцию cos[(2k + 1) x] в (5) можно преобразо-
вать в линейную комбинацию функций cos2n + 1x
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(n = 0, 1,…, k), воспользовавшись известной фор-
мулой [11]:

(6)

где  – биномиальные коэффициенты. Тогда
формулу (5) можно переписать в эквивалентной
альтернативной форме:

(7)

где коэффициенты b0, b1,…, bm , являются линей-
ными комбинациями коэффициентов a0, a1,…, am.

Представление (7) имеет следующие достоин-
ства. Во-первых, количество алгебраических опе-
раций при расчете весовой функции по формуле (7)
меньше, чем по формуле (5). Во-вторых, на краях
интервала наблюдения каждая базисная функция
cos2k + 1x имеет нулевые производные порядков от
0 до 2k, и, следовательно, лепестки ее спектра
асимптотически спадают со своей индивидуаль-
ной скоростью V = 12(k + 1) дБ/окт (k = 0, 1,…, m).
Поэтому при синтезе функции со скоростью
спада лепестков 12n дБ/окт необходимо и доста-
точно обнулить коэффициенты bk при k < n – 1 в
формуле (7), что упрощает решение задачи опти-
мизации (3), (4).

При разработке алгоритма синтеза в основном
будем использовать более традиционное пред-
ставление (5), отмечая особенности решения при
представлении (7).

2. ФУНКЦИЯ КАЧЕСТВА
Спектр функции (5) с точностью до несуще-

ственной константы имеет вид

(8)

где функция Δk (f) определяется выражениями

(9)

Синтез функции (5), оптимальной по описан-
ному выше чебышевскому критерию (3)–(4), со-
стоит в нахождении оптимальных коэффициен-
тов ak (k = 0, 1,…, m), образующих вектор a.

Рассмотрим свойства оптимальной функции,
являющейся решением задачи (3), (4). Во-пер-
вых, максимум спектра весовой функции дости-
гается при f = 0. В самом деле, спектр (2) весовой
функции (5) в силу ее положительности и сим-
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метричности относительно оси ординат не имеет
мнимой части и поэтому равен

В этом выражении суммируются неотрицатель-
ные числа w(a, tp) с весом cos(2πtp f) ≤ 1. Очевидно,
максимум достигается, если все веса равны еди-
нице, что реализуется только при f = 0.

Далее, умножение всех коэффициентов a0, a1, …,
am на фиксированный множитель не изменяет
функцию качества (3). Для обеспечения един-
ственности решения задачи зафиксируем мас-
штаб функции путем фиксации максимального
значения спектра Wmax = W(a, 0) = 1, т.е. примем

(10)

где dk = Δk (0) – постоянные коэффициенты.
Тогда функция качества (3), нелинейная отно-

сительно коэффициентов ak (k = 0, 1,…, m), может
быть переписана в линейном виде с линейным
условием (10):

(11)

Рассмотрим условия, которым должна удовле-
творять весовая функция (5), чтобы скорость спа-
да лепестков была равна 12n (n = 1, 2,…). Для это-
го, как сказано выше, необходимо и достаточно,
чтобы в граничных точках интервала наблюдения
f = ±0.5 производные функции были равны нулю,
вплоть до производной порядка 2(n – 1).

Нетрудно проверить, что для функции вида (5)
четные производные при f = ±0.5 равны нулю; не-
четные производные порядка 2i + 1 (i = 0, 1, …)
имеют выражение

(12)

поэтому скорость спада лепестков 12 дБ/окт обес-
печивается при любых коэффициентах, а для ско-
рости спада лепестков 12n дБ/окт (n = 2, 3, …) тре-
буется выполнение n – 1 соотношений:

(13)

При выполнении условий (10), (13) из m + 1 коэф-
фициентов a0, a1, …, am только M = m – n + 1 явля-
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ются независимыми, а остальные n могут быть вы-
ражены через независимые коэффициенты путем
решения системы линейных уравнений (10), (13).

Выберем в качестве независимых переменных
коэффициенты с младшими индексами ak, k = 0,
1, …, M – 1. Можно показать, что система линей-
ных уравнений (10), (13) относительно зависимых
коэффициентов имеет единственное решение,
выражающее их в виде линейной комбинации не-
зависимых:

(14)

где hki − числовые множители.
Подставляя (14) в (8), получим выражение,

описывающее спектр весовой функции через неза-
висимые коэффициенты. Для наглядного описа-
ния получаемого выражения введем следующие
обозначения: α = (a0, a1, …, aM – 1) – усеченный век-
тор из независимых коэффициентов; W0(α, f) –
спектр W(a, f) для случая, в котором вектор a удо-
влетворяет соотношениям (10) и (13), а коэффи-
циенты, aM, …, am выражены формулой (14). В
этих обозначениях описываемое выражение име-
ет вид

(15)

где ui (f) – следующие функции:

(16)

Теперь задача минимизации (3),(4) может
быть переписана с уменьшением размерности
вектора коэффициентов до M = m – n + 1:

(17)

где функция W0(α, f) определяется формулой (15).
В такой формулировке задача приведена к стан-
дартному виду, и можно воспользоваться общей
теорией линейных чебышевских приближений
[4], где, в частности, показано, что решение по-
ставленной задачи существует и единственно.

Используемый в данной работе подход к реше-
нию поставленной минимаксной задачи состоит в
непосредственной минимизации функции ϕ(α) (17)
с помощью численных методов. Для выбора эф-
фективного алгоритма поиска экстремума необхо-
димо исследовать прежде всего характер поведения
оптимизируемой функции. Изучение функции ка-
чества подобного вида проведено в [7]. Аналогич-
ный анализ функции (17) приводит к следующим
выводам о свойствах функции качества:

– функция качества ϕ(α) является выпуклой
функцией в пространстве коэффициентов и в си-
лу единственности решения имеет единственный
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минимум, который является ее глобальным ми-
нимумом;

– функция ϕ(α) в любой точке α является непре-
рывной и имеет производные по всем направлени-
ям, однако имеются точки, в которых функция не-
дифференцируема.

Анализ функции ϕ(α) показал, что, во-первых,
она имеет регулярные области, в которых прева-
лирует один из лепестков. В таких областях функ-
ция ϕ(α) определяется величиной этого лепестка
и является дифференцируемой. Во-вторых, там,
где происходит перескок превалирования с одно-
го лепестка на другой, эти области соприкасаются
по линиям (областям), в которых функция имеет
излом и является недифференцируемой. В резуль-
тате рельеф функции качества имеет вид системы
оврагов, на пологом дне которых она недифферен-
цируема, причем размерность овражной области
может достигать M – 1. Это делает неэффектив-
ным непосредственное применение традицион-
ных численных методов минимизации для поис-
ка экстремума рассматриваемой функции.

Ранее [7, 8] для минимизации функционала,
сходного с (17), был разработан численный метод
нахождения экстремума на основе алгоритмов
случайного поиска. Однако число операций в таких
алгоритмах с ростом размерности задачи становится
чрезмерно большим. Для того чтобы алгоритм опти-
мизации был эффективным, он должен в макси-
мальной степени использовать свойства функции
качества. Поэтому был разработан следующий чис-
ленный алгоритм, который учитывает ее много-
мерную овражную структуру и недифференциру-
емость.

3. АЛГОРИТМ СИНТЕЗА
Численный алгоритм минимизации функции

качества (17) содержит следующие этапы.
Шаг 1. Задать начальное приближение α =

= (a0, a1, …, aM – 1). Например, ai = 1/M.
Шаг 2. Выполнить поиск минимума функции с

помощью любого традиционного алгоритма, на-
пример, можно использовать многомерную версию
поиска с равномерным шагом с последующим деле-
нием отрезка пополам. При этом алгоритм остано-
вится в некоторой точке с координатами ξ0 на дне
оврага.

Шаг 3. Выполнить оценку базиса овражной об-
ласти. Поскольку размерность области может до-
стигать M – 1, сделать M – 1 малых случайных
приращений δk для вектора ξ0, k = 1, …, M – 1 . Ве-
личины приращений выбрать такими, чтобы
приращение целевой функции было соизмеримо
с заданной относительной погрешностью. Взяв
точки ξk = ξ0 + δk в качестве начальных прибли-
жений, осуществить из них, как из начальных
приближений, поиск минимумов аналогично ша-
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гу 2. При этом будет найдено M – 1 точек с коорди-
натами vk на дне овражной области. Векторы vk – ξ0
считать базисом овражной области.

Шаг 4. В пространстве, натянутом на M – 1
векторов vk – ξ0, найти минимум с помощью одно-
го из традиционных методов аналогично шагу 2.
Принять найденную точку αc в качестве очеред-
ного приближения для оптимального вектора .

Шаг 5. Определить, насколько близко полу-
ченное приближение ϕ(αc) к минимуму  с по-
мощью описанного далее алгоритма. Если отклоне-
ние от оптимума  меньше, чем заданная
точность приближения, прекратить вычисления,
считая αc полученным решением. Иначе перейти
к шагу 2.

Оценка близости полученного решения к оп-
тимальному на шаге 5 производится с использо-
ванием общей теории линейных чебышевских
приближений [4]. Согласно этой теории точка 
является точкой глобального минимума функции
ϕ(α) (17) тогда и только тогда, когда существует l ≤
≤ M + 1 точек f1, f2, …, fl, ∈ [β, 0.5] и ненулевые числа
c1, c2, …, cl, для которых выполняются соотношения

(18)

(19)

Из условия (19) следует, что в указанных точках
функция  имеет максимальные и равные
по модулю экстремумы. Отметим также, что слу-
чай l < M + 1 является довольно редким: для всех
синтезированных функций, описанных ниже, l =
= M + 1.

Из условий (18), (19) следует нижняя граница
для величины минимума  при l = M + 1 [4]:

(20)

где ck (k = 1, 2,…, l) – решение системы линейных
уравнений (18) для l = M + 1 различных произ-
вольных точек f1, f2, …, fl .

Методика оценки близости полученного уров-
ня бокового лепестка к оптимальному значению
сводится к следующему. После нахождения век-
тора коэффициентов  на шаге 5 алгоритма син-
теза вычисляются экстремумы функции |W(αc, f)|
по f ∈ [β, 0.5] и выбираются μ ≥ M + 1 экстремумов
с максимальным уровнем. Далее проводится
оценка  по формуле (20) для каждого сочета-
ния из μ по M + 1 этих экстремумов. Выбирая
наибольшую из этих оценок ρ, имеем
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Если верхняя и нижняя границы в этой формуле
отличаются не более, чем на заданную величину
ε, то достигнутый уровень лепестков отличается
от оптимального не более чем на ε, и задача счи-
тается решенной, в противном случае повторяет-
ся поиск из точки αc.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ СИНТЕЗА
ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ

С помощью разработанной методики могут
быть синтезированы оптимальные весовые функ-
ции по заданным параметрам m, N, V и β. Далее
приводим полученные функции со скоростями
спада лепестков 12, 24 и 36 дБ/окт.

Для компактного и наглядного представления
результатов приняты во внимание следующие со-
ображения.

1. Главный лепесток функции W(a, f) (8) занимает
область не менее [0, 1.5/N]. При β > (m + 1.5)/N в от-
резок [0, β] всегда попадает неконтролируемый
боковой лепесток, так как при f = (m + 1.5)/N все
слагаемые функции W(a, f) (8) имеют нуль. Поэто-
му параметры m и β следует задавать так, чтобы вы-
полнялось соотношение β ∈ [1.5/N, (m + 1.5)/N].
Следовательно, при фиксированном β величина
m, минимально необходимая для того, чтобы в
области [0, β] не было боковых лепестков, должна
удовлетворять соотношению m ≥ βN – 1.5. Увели-
чение m сверх минимально необходимого весьма
слабо улучшает характеристики весовой функ-
ции, поэтому далее они приводятся в основном
лишь для m = ⌈βN – 1.5⌉, где ⌈x⌉ = p − наимень-
шее целое, такое, что p ≥ x. Функции, удовлетво-
ряющие этому условию, будем называть регуляр-
ными, не удовлетворяющие – нерегулярными.
Не при всяком значении β возможно построение
регулярной оптимальной функции. Это связано с
тем, что количество независимых переменных
M = m – n + 1 должно быть положительным, иными
словами, m ≥ n. Поэтому минимальная величина m
выбирается из соотношения m = max{ ⌈βN – 1.5⌉, n}.
Для малых значений β (β < (n + 1.5)/N) возможно
построение только нерегулярных функций.

Отметим также, что ширина главного лепестка
обратно пропорциональна N, поэтому параметры
ширины главного лепестка, включая β, удобно
выражать в относительном масштабе, умножая их
на N. Ширина полосы 1/N называется бином [1].
Таким образом, приводимые ниже ширины по-
лос выражаются в бинах.

2. Характеристики оптимальных весовых
функций слабо зависят от величины N. При изме-
нении N в диапазоне 24…214 разница в уровне мак-
симального лепестка, как правило, не превышает
долей децибела и тем меньше, чем больше срав-
ниваемые значения N. Поэтому ниже приводятся
характеристики оптимальных функций только
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для одного значения N = 1024, часто используе-
мого в приложениях. При таком значении N как
коэффициенты, так и характеристики весовых
функций практически совпадают с соответствую-
щими значениями для непрерывных функций.

При синтезе функций со скоростью спада V =
= 12 дБ/окт имеется всего один зависимый коэффи-
циент, вычисляемый через независимые с помощью
соотношения (10). Коэффициенты представлений
(5) и (7) и параметры рассчитанных весовых функ-
ций со скоростью спада лепестков V = 12 дБ/окт
приведены в табл. 1 для N = 1024, минимально не-
обходимых m и шага 0.25 бин по параметру β. Ве-
личина β изменяется в диапазоне 1.5…7.5 бин, пе-
рекрывающем диапазон уровней максимального
лепестка примерно до –200 дБ.

Нормировка коэффициентов в табл. 1–3 вы-
полнена таким образом, чтобы максимальный
коэффициент был равен единице. Для представ-
ления (5) это эквивалентно соотношению a0 = 1,
поэтому для краткости этот коэффициент в таб-
лицах не приводится.

В табл. 1 приведены следующие стандартные
параметры весовых функций [1]: уровень P мак-
симального бокового лепестка по отношению к
главному лепестку; потери Πw в отношении сиг-
нал/шум за счет использования весовой функ-
ции; потери Πs за счет рельефа; эквивалентная
шумовая полоса Ln, ширины главного лепестка
по уровням –3 и –6 дБ, обозначаемые L3 и L6 со-
ответственно. Все полосы приведены в бинах.
Потери за счет рельефа определяются как макси-
мальный относительный спад огибающей ампли-
тудно-частотных характеристик (АЧХ) гребенки по-
лосовых фильтров, расставленных через интервал
1/N, АЧХ каждого из которых определяется функ-
цией |W(f)|. Эквивалентная шумовая полоса — это
ширина АЧХ идеального прямоугольного фильтра,
который пропускает такую же мощность шума,
что и фильтр с АЧХ |W(f)| при равных максималь-
ных амплитудах АЧХ этих фильтров.

Для функции табл. 1 с m = 0 в (5) содержится
только один коэффициент a0, и получаемый при
синтезе результат соответствует известной весо-
вой функции cos (πt/N). Остальные функции, на-
сколько известно авторам, в литературе не опи-
сывались.

Особый интерес в табл. 1 представляют те
строки, в которых β принимает наибольшее значе-
ние для каждого m, так как они дают ответ на вопрос
о наименьшем значении уровня бокового лепестка,
достижимом для весовой функции заданного по-
рядка со скоростью спада лепестков 12 дБ/окт.

Разрядность коэффициентов ai и bi (i = 0, 1, …, m)
выбрана следующим образом. Сначала определя-
лась необходимая разрядность для того, чтобы ве-
личины максимальных лепестков, приведенные в

таблице, и точного решения совпадали во всех
приводимых цифрах. Затем разрядность увеличи-
валась на 1 для снижения ошибок округления в
случае пересчета коэффициентов при изменении
нормировки.

При синтезе функции со скоростью спада ле-
пестков V = 24 дБ необходимо обеспечить выпол-
нение соотношений (10) и (13) при n = 2, i = 0.

Числовые параметры синтезированных опти-
мальных весовых функций со скоростью спада
24 дБ/окт для N = 1024, минимально необходимо-
го m и шага 0.25 бин по параметру β в диапазоне
1.5…7.5 бин приведены в табл. 2. Округление ко-
эффициентов ai (i = 1, 2, …, m) выполнено с точ-
ным соблюдением соотношений (10) и (13), что
позволяет сохранить скорость спада лепестков.

Для коэффициентов bi (i = 1, 2, …, m) представ-
ления (7) проблемы сохранения скорости спада
при округлении не возникает, так как этот пара-
метр не изменяется при любом способе округле-
ния. По этой причине необходимая разрядность
коэффициентов  несколько меньше, чем коэф-
фициентов ai . Поэтому при использовании весо-
вых функций во временной области представле-
ние (7) предпочтительнее представления (5).

Значение m = 1 в табл. 2 описывает вырожден-
ный случай, m = 1, для которого коэффициенты
определены аналитически. Полученная функция
является известной весовой функцией cos3(πt/N ).
Остальные функции являются новыми.

Звездочкой в табл. 2 отмечены нерегулярные
функции. Их свойства несколько необычны: коэф-
фициент a2 является отрицательным, а во времен-
ной области некоторые из них имеют раздвоенный
максимум.

При скорости спада лепестков V = 36 дБ/окт
система уравнений для зависимых коэффициен-
тов содержит соотношение (10) и два соотношения
(13). В табл. 3 приведены параметры оптимальных
весовых функций со скоростью спада 36 дБ/окт
для m = 3…6 и β в диапазоне 3.5…7.5 бин с шагом
0.25 бин при N = 1024.

В этом случае округление коэффициентов ak (k =
= 1, 2,…, m) с сохранением соотношений (10), (13)
затруднительно. При этом возникает ошибка
округления εk коэффициента ak (k = 1, 2, …, m),
что дает в спектре (8) аддитивный паразитный
член вида εkΔk(f), имеющий медленно спадающие
лепестки со скоростью V = 6 дБ/окт. Для сниже-
ния степени влияния этого члена на уровень ле-
пестков разрядность коэффициентов ak (k = 1, 2,
…, m) в табл. 3 выбрана достаточно большой, рав-
ной 12, что позволяет пренебречь влиянием
ошибки до уровня лепестков порядка –300 дБ.

Также в табл. 3 включен вырожденный случай
m = 2, при котором коэффициенты определяются
аналитически. Эта функция соответствует из-
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вестной весовой функции cos5(πt/N). Функции с
параметром m = 3* являются нерегулярными.

5. ОБСУЖДЕНИЕ 
РЕЗУЛЬТАТОВ СИНТЕЗА

Проанализируем характеристики синтезиро-
ванных оптимальных весовых функций. На рис. 1
приведена зависимость уровня Р максимального
бокового лепестка от параметра β для функций с
разными скоростями спада лепестков. Как и сле-
довало ожидать, при прочих равных условиях уве-
личение скорости спада лепестков приводит к
увеличению уровня максимального бокового ле-
пестка. Области кривых с сильной нелинейно-
стью соответствуют нерегулярным функциям.

При увеличении β происходит сближение рас-
сматриваемых зависимостей. В области регуляр-
ных функций все три кривые могут быть хорошо
аппроксимированы прямыми линями, отклоне-
ния от которых имеют случайный вид. Средний
наклон аппроксимирующих прямых для пред-
ставленных зависимостей составляет для функ-
ций со спадом 12, 24 и 36 дБ/окт соответственно
26.7, 28.4 и 30.4 дБ на 1 бин параметра β. Различный
наклон приводит к тому, что линии сближаются по
мере увеличения β. Например, для функций со ско-
ростью спада лепестков 12 и 36 дБ/окт разница в
уровнях максимального лепестка при β = 3.0 бин
составляет 27 дБ, а при β = 7.0 бин – всего 11 дБ.

Сближение кривых по мере увеличения β на-
блюдается и для других параметров анализируе-
мых функций. На рис. 2 для рассматриваемых се-

мейств приведена зависимость ширины главного
лепестка по уровню –3 дБ от параметра β. Здесь
также участки кривых с сильной нелинейностью
соответствуют нерегулярным функциям, а кри-
вые сближаются по мере увеличения β, поэтому
при низких уровнях боковых лепестков “плата”
за увеличение скорости спада довольно мала.

В данной статье разработаны оптимальные
функции, имеющие в представлении (7) вид от-
резка ряда по нечетным степеням функции
cos(πt/N) со скоростями спада лепестков спектра
V = 12n дБ/окт (n = 1, 2, …). Ранее [7–9] были раз-
работаны оптимальные по рассматриваемому че-
бышевскому критерию весовые функции вида
(1), имеющие в альтернативной записи вид отрез-
ка ряда по четным степеням той же функции
cos(πt/N) со скоростями спада лепестков спектра
V = (12n – 6) дБ/окт (n = 1, 2, …). На рис. 3 приве-
дены зависимости уровня максимального лепест-
ка от параметра β для функций, полученных в
данной работе (сплошные линии) и в работах
[7‒9] (пунктир). На рисунке представлен ограни-
ченный диапазон изменения параметров с целью
увеличения масштаба во избежание слияния ли-
ний. Кривые для одной системы функций распо-
ложены посередине между кривыми для другой
системы. Таким образом, указанные семейства
оптимальных функций дополняют друг друга и мо-
гут рассматриваться как одна система, дающая воз-
можность выбрать наиболее подходящее для кон-
кретной задачи сочетание параметров и V, P и β.

Для определения места синтезированных
функций среди известных аналогичных функций

Рис. 1. Зависимости уровня P максимального боково-
го лепестка от параметра β для оптимальных функций
со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3).
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Рис. 2. Зависимость ширины главного лепестка по
уровню –3 дБ от параметра β для оптимальных функ-
ций со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3) .
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необходимо сравнить их характеристики. Однако
рассматриваемые скорости спада лепестков явля-
ются довольно редкими. Тем не менее на рис. 4
приводятся зависимости ширины главного ле-
пестка от уровня максимального бокового для
функций данной работы (сплошные линии 1–3)
и для функций из работ [1, 2] (отдельные точки 1–
3) со скоростями спада лепестков 12 (1), 24 (2) и
36 дБ/окт (3). Более тонкие части непрерывных
линий соответствуют нерегулярным функциям.
Как видим, точки 1–3 известных функций нахо-
дятся выше соответствующих кривых для новых
функций и, следовательно, их характеристики
ниже. Там же приведены соответствующие зави-
симости для функций Дольфа–Чебышева (кри-
вая 4) и Кайзера–Бесселя (5) [1, 2]. Эти функции не
принадлежат к рассматриваемому классу функ-
ций с высокой скоростью спада лепестков и при-
ведены лишь для ориентировки. Их асимптотиче-
ская скорость спада составляет 0 дБ/окт для кри-
вой 4 и 6 дБ/окт для кривой 5, поэтому эти
функции должны обладать более высокими ха-
рактеристиками по сравнению с функциями дан-
ной работы. Однако это превосходство невелико,
а для кривой 5 при малом уровне лепестков харак-
теристики даже ниже, чем для синтезированных
функций со скоростями спада 12 и 24 дБ/окт.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Необходимо сделать несколько замечаний по

использованию рассматриваемых весовых функ-
ций. Введение весовой функции может осуществ-
ляться как во временной, так и в частотной обла-
стях. При введении во временной области перед
вычислением спектра с помощью дискретного
преобразования Фурье (ДПФ) [3] выборки анали-
зируемого сигнала умножаются на выборки весо-
вой функции. При этом в ряде приложений необ-
ходимо произвести вычисление выборок весовой
функции в реальном масштабе времени. Такими
приложениями обусловлена необходимость просто-
го представления весовой функции, реализованная
в данной работе. В этих случаях представление (7)
имеет преимущество перед представлением (5), так
как требует меньшего числа арифметических
операций. Количественно это преимущество за-
висит от используемой аппаратной платформы.
Например, если тригонометрические функции
необходимо вычислять, то выигрыш значитель-
ный. Если же в устройстве хранится таблица гар-
монических функций большого объема, то выиг-
рыш невелик.

Так как перемножение во временной области
перед ДПФ эквивалентно круговой свертке их
спектров [3], то введение весовой функции мож-
но осуществить в частотной области. Рассмотрим
сначала ДПФ с количеством точек вычисления
спектра, увеличенным до sN, где s – четное целое

Рис. 3. Зависимости уровня P максимального боково-
го лепестка от параметра β для оптимальных функ-
ций, представленных суммой четных (пунктир) и не-
четных (сплошные линии) степеней функции cos
(πt/N) и имеющих скорость спада лепестков 6 (1),
12 (2), 18 (3), 24 (4), 30 (5) и 36 дБ/окт (6).
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Рис. 4. Сравнение зависимостей ширины главного
лепестка по уровню –3 дБ от уровня P максимального
бокового лепестка для синтезированных (сплошные
кривые 1–3) и известных весовых функций [1, 2]
(точки 1–3) со скоростями спада лепестков 12 (1),
24 (2) и 36 дБ/окт (3), а также для функций Дольфа–
Чебышева, 0 дБ/окт, (4) и Кайзера–Бесселя, 6 дБ/окт (5).
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число. Увеличение числа точек является стан-
дартном методом для более точной обрисовки
спектра. При этом N выборок сигнала дополня-
ются необходимым количеством нулевых отсче-
тов. Количество отсчетов весовой функции также
увеличим до sN путем ее продолжения по форму-
ле (5). Тогда частоты базовых функций в (5) сов-
падут с частотами ортогональных дискретных
гармонических функций, по которым ведется
разложение при ДПФ. Поэтому каждая базисная
функция из (5) с номером k будет иметь в дис-
кретном спектре всего два ненулевых отсчета с
номерами s(k + 0.5), k = 0, 1,…, m, а полное число
ненулевых отсчетов составит 2(m + 1). При малом
порядке весовой функции m  N вычисление
свертки оказывается весьма эффективным.

Отметим теперь, что группы отсчетов с одина-
ковыми номерами по модулю s обрабатываются
при вычислении свертки независимо. Группа с
нулевым номером представляет отсчеты ДПФ по-
рядка N. Поэтому описанная операция реализуе-
ма и без увеличения порядка ДПФ.

Таким образом, разработанный в данной ста-
тье метод синтеза оптимальных весовых функций
с достаточно редкими скоростями спада лепестков
позволяет не только существенно расширить диа-
пазон параметров V, P и β для выбора наиболее
подходящей функции для конкретного примене-

ния, но и обеспечить эффективное вычисление
предложенных весовых функций как во времен-
ной, так и в частотной областях в реальном мас-
штабе времени.
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ВВЕДЕНИЕ
При синтезе различных алгоритмов цифровой

обработки сигналов, разработчикам часто прихо-
дится сталкиваться с проблемой определения па-
раметров смеси узкополосного (УП) и широко-
полосного (ШП) сигналов [1, 2]. В радиолокации,
в частности, к таким алгоритмам можно отнести
спектральные алгоритмы селекции движущихся
целей (СДЦ) на фоне пассивных широкополос-
ных помех [3–9]. Среди многообразия таких алго-
ритмов СДЦ существует класс адаптивных [6–9],
составляющей частью которых в том или ином
виде является оценка параметров сигнала со
спектром Доплера от точечной цели (спектр Допле-
ра которой – узкополосный сигнал на частоте, соот-
ветствующей скорости цели) и широкополосной
помехи. В зависимости от типа радиолокационных
систем (РЛС) (обзора, обнаружения, целеуказания)
и их назначения в вектор оцениваемых информа-
тивных параметров включаются разные составляю-
щие и предъявляются различные требования к точ-
ности его оценки [10–13].

С развитием информационных технологий
для решения перечисленных типов задач продол-
жают разрабатываться новые, более совершен-

ные алгоритмы оценки. Однако для выдвижения
корректных требований к синтезируемым алго-
ритмам необходимо знать потенциальную точ-
ность оценки параметров сигналов рассматривае-
мого типа. Одним из методов установления пре-
дела достижимой точности оценок является
нахождение границ Рао–Крамера (ГРК) [14].

В отечественной и зарубежной литературе вы-
ражения нижней границы Рао–Крамера для рас-
сматриваемых типов сигналов приводятся для
различных комбинаций составляющих вектора
оцениваемых параметров, однако, как правило,
ГРК вычисляется либо для узкополосных, либо
для широкополосных сигналов в отдельности
[15–18]. Также в приведенных статьях часто в каче-
стве модели сигналов используются вещественные
сигналы, вычисление же ГРК для комплексных сиг-
налов приводится редко в виду более сложной про-
цедуры вывода итоговых выражений. В связи с
этим целью данной работы являлось установле-
ние нижней границы Рао–Крамера совместных
оценок смеси узкополосного и широкополосного
сигналов, представленных в комплексном виде. В
качестве информационных параметров были вы-
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браны: центральная частота и ширина спектра
ШП сигнала и частота УП сигнала.

1. МОДЕЛЬ СИГНАЛА
Модель рассматриваемого сигнала представ-

ляет собой широкополосный сигнал:

где  – номер дискретного отcчета сигнала,

(1)

– модель ШП-сигнала (  – спектральная плот-
ность ШП-сигнала,  – центральная частота
спектра ШП-сигнала, Гц,  – ширина спектра
сигнала, Гц,  – период дискретизации, c),

– модель УП-сигнала (  – амплитуда УП-сиг-
нала,  – частота УП-сигнала, Гц).

Модель наблюдения имеет вид

где  – наблюдаемый комплексный сигнал,
 – комплексный белый гауссовый шум. Пред-

ставим модель наблюдения в векторном виде

(2)

где   
 – длина выборки.

2. ВЫВОД НИЖНЕЙ ГРАНИЦЫ
РАО–КРАМЕРА

Для определения потенциальной точности
совместной оценки центральной частоты и ши-
рины спектра ШП-сигнала и частоты УП-сигна-
ла (2) воспользуемся многомерным неравенством
Рао–Крамера, устанавливающим нижнюю гра-
ницу для матрицы ковариаций несмещенной
оценки [15]:

где  – вектор оцениваемых параметров,  – не-
смещенная оценка вектора параметров ,  –

информационная матрица Фишера,  –
матрица, обратная к матрице Фишера.

Для случая совместной оценки центральной
частоты широкополосного сигнала ( ), ширины
его спектра ( ) и частоты УП-сигнала ( ) ниж-
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няя граница ковариационной матрицы рассчиты-
вается следующим образом:

(3)

где

(4)

Соответственно, минимальные дисперсии
оценок являются элементами главной диагонали
матрицы, определяемой выражением (3):

(5)

где  (  – размерность вектора пара-
метров).

Найдем информационную матрицу Фишера
 Элементы матрицы Фишера для комплекс-

ного сигнала , представленного моделью (2), и
для вектора оцениваемых параметров  (4) рас-
считываются следующим образом [15]:

(6)

где  – знак вещественной части,  – сопря-
женное к  выражение.

Найдем частные производные от  по со-
ставляющим вектора параметров .

Перепишем (1) в виде

где 

Частные производные от  имеют вид
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где

Далее находим частные производные от :

Таким образом, можем найти произведения
соответствующих производных, использующихся
для расчета элементов матрицы Фишера (6):

1) для элементов главной диагонали матрицы
Фишера –

2) для остальных элементов матрицы Фишера –

Тогда элементы главной диагонали матрицы Фи-
шера (6) соответственно будут равны:

остальные элементы матрицы Фишера:
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Используя полученное выражение, а также (4),
(5), можем рассчитать минимальные среднеквадра-
тические отклонения (СКО) оценок параметров:

Для проверки правильности выведенных фор-
мул были сделаны аналогичные описанным выше
преобразования в среде MATLAB с использованием
пакета символьных вычислений [19]. Однако ско-
рость вычислений в символьном виде значительно
ниже. Поэтому путем численного моделирования
было проведено сравнение результатов двух спо-
собов вычисления и была подтверждена коррект-
ность полученных аналитически формул.
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3. АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТИ ГРК 
ОТ ПАРАМЕТРОВ ВХОДНОГО СИГНАЛА

Для упрощения понимания влияния различ-
ных параметров входного сигнала на значения
минимальных СКО оценок сначала рассмотрим
ГРК ШП-составляющей отдельно, а затем сов-
местную ГРК с учетом наличия УП-составляю-
щей в смеси.

Рассмотрим ГРК оценки параметров помехи.
Минимальные СКО оценок ширины и централь-
ной частоты помехи для этого случая определя-
ются следующими выражениями [20]:
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Рис. 1. Зависимость ГРК оценки ширины помехи (а, б) и центральной частоты (в, г) от объема выборки и отношения
ширины помехи к частоте дискретизации выборки при К = 2 (1), 6 (2), 20 (3) и 100 (4).

10–1

100

101

0 0.5

4

3

2

1

(г)

σ m
in

(F
B
),

 Г
ц

WB/fd

1.020N

N

10

0

(в)

σ m
in

(F
B
),

 Г
ц

0
0.5

1.0

100

10–3

10–2

10–1

0.2 0.4

4

3

2

1

(б)

σ m
in

(W
B
),

 Г
ц

WB/fd

0.80.620
10

0

(а)
σ m

in
(W

B
),

 Г
ц

WB/fd

WB/fd

00.51.0

0.2

0.4

0.6

0.8
1.0



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 65  № 5  2020

НИЖНЯЯ ГРАНИЦА РАО–КРАМЕРА ДИСПЕРСИЙ 483

Рис. 2. Зависимость ГРК параметров помехи от W/fd при малых объемах выборки в случае совместной оценки как
только параметров помехи (сплошные кривые), так и параметров суммарного сигнала (пунктирные) при q = 1, FN =
= 100 Гц, FB = 700 Гц. На правом рисунке – увеличенный масштаб оси ординат.
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Таким образом, можем рассмотреть зависимости
от трех параметров исходного сигнала:  – отноше-
ния сигнал/шум,  – объема выборки, – от-
ношения ширины сигнала к частоте дискретизации.

На рис. 1а–1г приведены полученные в среде
MATLAB зависимости минимальных СКО оцен-

q
K B dW f

ки параметров помехи (σmin(FB) и σmin(WB) от K и
 при .

Как видно из рисунков, влияние отношения
ширины помехи к частоте дискретизации
( ) на величину минимального значения
СКО оценки параметров помехи незначительно

B dW f 1q =

B dW f

Рис. 3. Зависимость ГРК оценки от WB/fd при малых объемах выборки в случае совместной оценки только параметров
помехи (а), и параметров суммарного сигнала (б) при q = 1, K = 6, FB/fd = 0.5, (в) – совместный график зависимостей,
изображенных на рис. (а) – черный фон и рис. (б) – серый фон.
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Рис. 4. Зависимость ГРК оценки от WB/fd и FN/fd при N = 6 (а) и 100 (б) в случае совместной оценки как только пара-
метров помехи (темный фон), так и параметров суммарного сигнала (светлый фон).
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Рис. 5. Зависимость ГРК оценки вектора параметров  от FB/fd при WB = 100 Гц и  = 6 (пунктирная кри-
вая) и 100 (сплошная); FN = 700 Гц, AN = 1, AB = 1, fd = 1400 Гц, q = 10. На вставках – зависимость ГРК оценки пара-
метров от длины выборки K.
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при больших объемах выборок (20 и более отсче-
тов), и им можно пренебречь при составлении
требований к алгоритмам оценки параметров по-
мехи и при сравнении разработанных алгоритмов
с ГРК. Однако в случае маленьких выборок (от
двух до десяти отсчетов) влияние величины

 на минимальные СКО оценок необходимо
учитывать.

Теперь рассмотрим изменение вида данных
зависимостей при добавлении к широкополос-
ной помехе узкополосного сигнала от цели. Рас-
смотрим случай равенства амплитуд сигналов от
цели и помехи. При следующих параметрах сиг-
нала: q = 1, FN = 100 Гц, FB = 700 Гц, fd = 1400 Гц
были получены зависимости ГРК оценок помехи
при малых объемах выборок (  = 2 и  = 10 от-
счетов) для случаев совместной оценки только
параметров помехи (два параметра – FB, WB) и па-
раметров суммарного сигнала от цели и помехи
(три параметра – FB, WB, FN) (рис. 2). Из графи-
ков, представленных на рис. 2, можно сделать вы-
вод о том, насколько сильно зависит минимум

B dW f

K K

СКО оценки выбранного параметра от значения
.

Проанализируем зависимость ГРК оценок от
 при различных значениях FN/fd и при фик-

сированных q = 1,  = 6, FB/fd = 0.5 (рис. 3).
Приведены зависимости ГРК оценки WB от-

дельно для случая оценки только параметров по-
мехи (рис. 3а), параметров смеси помехи с целью
(рис. 3б), и совместный график, отражающий из-
менение характера зависимости ГРК оценки ши-
рины помехи при добавлении к широкополосной
помехе сигнала от цели (рис. 3в). Видно, что в це-
лом зависимости на рис. 3а и 3б одинаковы, за ис-
ключением областей, расположенных возле пря-
мых, которые можно описать уравнением

(7)

Вблизи значений, удовлетворяющих решению
данного уравнения минимальные СКО оценок
начинают бесконечно возрастать. Ширина дан-
ных областей определяется в свою очередь объе-
мом выборки (рис. 4).

B dW f

B dW f
K

= 2 – .B d N d B dW f F f F f

Рис. 6. Зависимость ГРК оценки вектора параметров от FB/fd при WB = 1 Гц и  = 6 (пунктирная кри-
вая) и 100 (сплошная); FN = 700 Гц, AN = 1, AB = 1, fd = 1400 Гц, q = 10. На вставках – зависимость ГРК оценки пара-
метров от длины выборки K.
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Из рис. 4 видно, что по мере увеличения объе-
ма выборки зависимости ГРК оценки ширины
помехи для двух и трех параметров все больше
совпадают, за исключением узких областей вбли-
зи решений уравнения (7). Зависимости ГРК
оценки центральной частоты ШП составляющей
и частоты УП составляющей от WB/fd и FN/fd по
характеру аналогичны, поэтому в статье не при-
водятся.

Далее рассмотрим зависимость ГРК оценки
всех трех составляющих вектора параметров от
центральной частоты помехи для случая малень-
кой (  = 6) и большой выборки (  = 100)
при фиксированных значениях WB/fd, FB/fd и 
(рис. 5 и 6).

На рис. 5 и 6, , 
 (в) – усредненные по FB/fd, а

 (а),  (б), 
(в) – соответственно нормированные значения

, , . Из рис. 5 и 6 видим,
что с увеличением объема выборки влияние FB/fd
на ГРК параметров проявляется лишь в узких об-
ластях относительно всего диапазона значений.
Также можно видеть, как ширина помехи WB вли-
яет на характер данных зависимостей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получено выражение для расчета элементов
матрицы Фишера, необходимой для установле-
ния минимальных значений СКО совместных
оценок параметров смеси узкополосного и широ-
кополосного сигналов и белого гауссовского шума,
представленных в виде комплексного суммарного
сигнала, с помощью многомерного неравенства
Крамера–Рао. Приведены графики зависимости
СКО оценок от отношения сигнал/шум, длины
выборки и от исходных параметров сигнала – цен-
тральных частот составляющих сигнала, ширины
широкополосной составляющей. Проведено срав-
нение с минимальными СКО, полученными для
модели сигнала, включающей только широкопо-
лосную составляющую. Проведен анализ полу-
ченных результатов, позволяющий оценить тре-
бования, которые могут быть предъявлены к раз-
рабатываемым алгоритмам совместной оценки
параметров смеси сигналов рассматриваемого ти-
па, в зависимости от установленных значений ча-
стоты дискретизации и объема выборки.
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ВВЕДЕНИЕ
Несмотря на достигнутые успехи при разра-

ботке систем обработки изображений, в настоящее
время остается ряд значимых нерешенных проблем,
препятствующих дальнейшему развитию методов
машинного зрения. Среди этих проблем можно вы-
делить вопросы описания многомерных массивов
неоднородных коррелированных данных и их опти-
мальной и квазиоптимальной обработки.

Математические модели многомерных сигна-
лов можно разделить на два класса [1]. К случай-
ным полям (СП), заданным в непрерывном про-
странстве–времени, можно отнести гауссовские
и марковские СП, полученные либо с помощью
спектральных преобразований, либо с использо-
ванием методов формирующего фильтра [1–5].
Второй класс представляют СП на многомерных
пространственно-временных сетках [2–9]. Наи-
более общего описания при этом можно добить-
ся, если использовать тензорные разностные сто-
хастические уравнения [7, 8]. Частным случаем
тензорных моделей случайных полей являются
каузальные авторегрессионные (АР) [2, 5, 7, 8] и
некаузальные гиббсовские модели [2, 5, 10]. Су-
щественным недостатком таких моделей являют-
ся сложности описания пространственно неод-
нородного материала, например, спутниковых
изображений поверхности Земли.

В связи с этим представляет особый интерес
поиск механизмов, позволяющих выполнять
имитацию изображений с изменяющимися ста-
тистическими и корреляционными характери-

стиками. Примером может служить аппликатив-
но-сплайновая модель [11]. Однако на основе та-
ких моделей затруднительно выполнять синтез
алгоритмов обработки изображений. Еще одним
вариантом имитации неоднородных СП является
моделирование изображений с заданным энерге-
тическим спектром, в том числе и фрактальным
[7, 12–14]. Недостатком данной модели является
ограниченное число реальных изображений, ко-
торые могут быть рассмотрены как фрактальные.
В работе [13] моделирование многоспектральных
пространственно неоднородных динамических
полей яркости осуществляется на основании ис-
пользования методов синтеза случайных текстур.
Недостатком этого подхода являются сложности
идентификации параметров модели по реальным
изображениям и временным последовательно-
стям таких изображений.

Приведенный краткий анализ показывает, что
в настоящее время удовлетворительного описа-
ния неоднородных изображений не получено. В
связи с этим целью данной работы является синтез
математических моделей, адекватных реальному
материалу и позволяющих формировать на своей
основе эффективные алгоритмы обработки.

1. ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКАЯ
МОДЕЛЬ ИЗОБРАЖЕНИЯ

Для решения поставленной задачи будем счи-
тать многомерное изображение реализацией СП

 , , заданного на пря-( ), , ,i j i ix F x= α ξ Ωi ∈ j D∈

УДК 519.254

ТЕОРИЯ И МЕТОДЫ
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ
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моугольной сетке Ω, где D – окрестность точки
;  – вспомогательное гауссовское СП;  –

некоторое преобразование;  – параметры модели,
представляющие собой реализации независимого от

 СП. Математические модели, параметрами кото-
рых являются реализации вспомогательных СП, на-
зывают смешанными или дважды стохастическими
(ДС) [5, 16]. Их важное преимущество заключает-
ся в том, что совокупность СП параметров 
позволяет формировать разнообразные, в том
числе и близкие по свойствам к неоднородным,
реализации СП , оказывающиеся адекватны-
ми реальным многомерным наблюдениям [17].

В качестве важного примера рассмотрим сле-
дующую авторегрессионную ДС-модель СП, за-
данного на прямоугольной N-мерной сетке

  k = 1, 2, ..., N}:

(1)

где  – моделируемое СП, определенное
на ,  – коэффициен-
ты модели;  – порождающее белое
СП;  – каузальная область локальных состоя-
ний [8] для точки .

Предположим, что коэффициенты  и , 
являются СП, определяемыми следующими со-
отношениями:

(2)

где  –
постоянные коэффициенты;   – обла-
сти локальных состояний СП ,  и 

   –
вспомогательные белые СП.

Недостатком модели (1), определяемым ее АР-
природой, является анизотропность порождае-
мых СП. Кроме того, специфическим для пред-
ложенной модели является наличие большого ко-
личества параметров, определяющих поведение
имитируемых СП. Однако анализ показал, что из
всего многообразия порождающих многомерных
АР-моделей возможно выделить группу, позволя-
ющую формировать СП, близкие к изотропным.
Такой группой являются АР-модели с кратными
корнями характеристических уравнений (АРКК-
модели). Для многомерной сетки  в оператор-
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ной форме такие модели будут иметь следующий
вид [8, 18]:

(3)

где   – коэффициенты модели;  – кратность
корней характеристических уравнений по k-му из-
мерению;  – оператор сдвига:  =
=

Ковариационная функция (КФ) для рассмат-
риваемой модели является разделимой, т.е.

где  – КФ соответствующих одномерных АР:

Например, для важного случая -мерной АРКК
модели кратности 2 получим

(4)

Можно показать [18], что при  такая
КФ может быть описана уравнениями, близкими
к эллиптическим. При этом ее сечения высоких
уровней  имеют вид

где  

Очевидно, сечения  близкого к
 уровня асимптотически, при

 и больших значениях кратности  и ,
являются гиперэллипсоидами. Практика показы-
вает, что близости к изотропности можно достичь
уже при . Также обратим вни-
мание, что любая АРКК-модель определяется
всего -параметрами, где  – размерность опи-
сываемого СП. Для сравнения отметим, чтобы
описать стандартную многомерную АР-модель

требуется -параметр, где  – размер
каузального окна по каждому измерению. При
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использовании АРКК-модели (3) в качестве основы
для ДС-модели (1) в случае, если  =
=  для всех  число параметров
ДС-модели составит всего  и не будет за-
висеть от количества элементов в .

Следует отметить еще одно достоинство моде-
лей с кратными корнями характеристических
уравнений – простоту идентификации парамет-
ров СП любой размерности. Действительно, для
идентификации можно использовать двухэтап-
ную процедуру, проводимую независимо по каж-
дой из осей. На первом этапе необходимо опреде-
лить значения кратности характеристических
корней АР-уравнений. Эта задача может быть ре-
шена на основе методики определения порядка
одномерной АР-последовательности. На втором
этапе определяются значения параметра , на-
пример, на основе выборочных значений КФ [8].

2. ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКАЯ 
ФИЛЬТРАЦИЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Использование ДС-модели на базе АРКК-моде-
ли позволяет формировать эффективные алгоритмы
фильтрации реальных изображений. Действитель-
но, пусть двумерное изображение может быть
описано с помощью ДС-модели (1), так что и ос-
новное, и вспомогательное СП может быть опи-

сано двумерными АРКК-моделями (3) кратности 2.
Такая модель может быть записана в виде

(5)

где    – некоторые числа, характеризую-
щие среднее математическое ожидание, корре-
ляционные свойства и дисперсию изображения;

 – преобразование, соответ-
ствующее двумерной АРКК-модели (3); 

 – коэффициенты, определяющие крат-
ность модели;  – нормирующий коэффициент;

 =   =
 – случайные величины,

определяемые АРКК-моделью;    –
гауссовские белые СП;  .

Пусть производятся наблюдения смеси
 информационного СП и аддитив-

ного белого гауссовского СП  с дисперсией

 Решим задачу восстановления отчетов  по
наблюдениям . Для этого составим следую-
щий вектор элементов длиной :

где

Тогда модель (5) можно записать в компактном
векторном виде

где  – матричное нелинейное преобразо-
вание [17]; 

Обратим внимание, что к такой форме можно
привести любую модель (1). Варьируя сложность
ДС-модели, можно получить необходимую точ-
ность оценивания.

Используя эти соотношения и методы рекур-
рентной нелинейной фильтрации [9], можно по-
лучить следующий двумерный ДС-фильтр:

(6)

где  – первый элемент вектора , соответству-
ющий прогнозу в точку  по всем предшествую-

щим элементам;  

  ×

Ошибки фильтрации на каждом шаге опреде-
ляются матрицей  размером

 Состоятельность и сходи-
мость подобных нелинейных фильтров исследо-
вана в работах [9, 17]. Полученный алгоритм об-
ладает важными особенностями. Во-первых, не-
смотря на внешнюю громоздкость, он не требует
обращения матриц большого размера, как при
построчном калмановском оценивании [17]. Во-
вторых, при формировании оценки в точке 
используются все элементы слева и сверху от этой
точки, а входящие в вектор  элементы, пред-
шествующие  переоцениваются. Таким обра-
зом, это нивелирует недостаток каузальности ав-
торегрессионной конструкции, используемой в
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ДС-модели (2). В-третьих, результатом фильтра-
ции является не только совокупность оценок ,
но и оценки корреляционных связей  и 
Такая особенность позволяет использовать ДС-
фильтр и для компенсации шума и как элемент
алгоритмов текстурно-корреляционного анали-
за, например, при сегментации изображений.
Кроме этого, использование полученных значе-
ний  и  для расчета и уточнения последую-
щих оценок  наделяет ДС-фильтр ярко выра-
женными адаптивными свойствами, схожими со
свойствами фильтров, предложенных в работах
[19, 20]. На рис. 1 представлены примеры филь-
трации искусственно зашумленного спутниково-
го изображения.

На рис. 2 представлены зависимости диспер-
сии ошибки фильтрации изображения De от дис-
персии шума Dn, полученные с использованием
векторного фильтра Калмана без интерполяции
[5] и с интерполяцией [9], дискретного фильтра
Винера [8] и ДС-фильтра.

Анализ кривых показывает эффективность
предложенного метода фильтрации, выигрыш

,î jx

1 ,ˆ i jρ 2 ,ˆ .i jρ

1 ,ˆ i jρ 2 ,ˆ i jρ
,î jx

которого по сравнению с остальными фильтрами
составляет до 120% по уровню дисперсии ошибки
оценивания. Более того, имеет место еще более
сильный результат. ДС-фильтр в среднем выиг-
рывает до 15…20% по уровню дисперсии ошибки
оценивания у фильтров A1-A3 даже в том случае,
если последние применяются уже к сегментиро-
ванному человеком изображению. Это объясня-
ется возможностью адаптивной подстройки па-
раметров ДС-фильтра под изменяющиеся веро-
ятностные и корреляционные параметры
изображения.

3. КВАЗИОПТИМАЛЬНЫЕ 
ДВАЖДЫ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ФИЛЬТРЫ

Предложенное выше решение задачи филь-
трации пространственно неоднородных изобра-
жений на фоне белого шума представляется неза-
конченным, поскольку предполагает полукау-
зальный характер фильтрации и значительное
количество операций, необходимых для реализа-
ции фильтра. В связи с этим рассмотрим возмож-
ности построения ДС-моделей и алгоритмов
фильтрации поля  на фоне аддитивной поме-
хи в скользящих по сетке  окнах. Для опреде-
ленности будем считать вначале, что сетка  яв-
ляется двумерной размером  элементов, а
используемые окна прямоугольными одинаковы-
ми размерами . Окно, геометрический
центр которого располагается в точке  будем
обозначать через  Также будем считать, что в
результате перемещения этого окна на одну пози-
цию по вертикали и по горизонтали область

 построенная для точки  состоит
из элементов  для любых пар

. Очевидно, всегда можно выбрать  и  та-
ким образом, что указанные условия будут вы-
полняться.

{ }  ix
Ω 

Ω
1 2M M×

1 2W W×
( ), ,i j

, .i jX

1 1,i jD + + ( )1, 1 ,i j+ +
1 1ij i j ijX X X− −∪ ∪

( ),i j 1W 2W

Рис. 1. Фильтрация спутниковых изображений: а – исходное изображение; б – искаженное изображение; в – резуль-
тат фильтрации.

(а) (в)(б)

Рис. 2. Эффективность фильтрации спутникового
изображения: A1 – векторный фильтр Калмана без
интерполяции [5]; A2 – дискретный фильтр Винера
[8], A3 – фильтр Калмана с интерполяцией [9], A4 –
ДС-фильтр.
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Предположим, что определены W1 × W2 эле-

ментов вектора  =  входя-
щие в окно на позиции . Будем также счи-
тать, что порядок заполнения элементов вектора

 определяется линейной разверткой (по-
строчно) в пределах текущего расположения окна.
Сдвинем окно на одну позицию и сформируем век-
тор   Обратим внимание,
что в силу особенностей ДС-модели, элементами

 являются векторы, вообще говоря, разной
длины. Также отметим, что позиции, на которые
сдвигается окно по каждому измерению, не обя-
зательно соответствуют отсчетам самого СП.
Так можно описать перемещение окна на любое
целое количество отсчетов вдоль каждого из из-
мерений.

Используя предлагаемую выше методику, не-
трудно записать следующее выражение, опреде-
ляющее поведение произвольного :

(7)

Обратим особое внимание, что в выражении (7)
вектор  составлен только из случайных вели-

чин, принадлежащих точке ,

поcкольку

Среди различных вариантов обработки дву-
мерного изображения на основе соотношения (7)
особое место занимает фильтрация в параллельно
скользящих окнах. При этом начальные парамет-
ры фильтрации каждой последующей строки
определяются результатами фильтрации предыду-
щей строки. Подобная фильтрация представляется
весьма перспективной, поскольку она может быть
очень просто распараллелена на процедуры по-
строчной оконной рекуррентной фильтрации.
Так как каждая такая процедура включает в себя
значительный объем повторяющихся тензорных
вычислений, ее удобно реализовывать на графи-
ческих процессорах с параллельной архитектурой
(дискретных графических ускорителях, поддер-
живающих архитектуру Compute Unified Device
Architecture (CUDA) и последующих).

Для иллюстрации указанного способа обра-
ботки предположим, что изображение может
быть описано моделью (5). Для определенности
будем считать, что фильтрация осуществляется в
скользящих окнах размером 3 × 3 элемента. Тогда
не сложно показать, что четырехмерный тензор

 в формуле (7) можно представить в виде мат-
рицы размером 9 × 9, элементами которой в свою
очередь являются матрицы размером 3 × 3. При
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этом почти все эти вложенные матрицы являются
нулевыми, за исключением

Тензор  можно представить аналогичным об-
разом. При этом
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Указанные соотношения позволяют реализовать
построчную процедуру фильтрации. При этом

(8)

Здесь  

 

  где 

   – -тензоры; 
 – -тензор, первый слой которого

а второй и третий слои тензора  являются нуле-
выми. Выражение (8) предполагает переоценку
всех элементов вектора  за исключением по-
следнего, на каждой итерации по результатам об-
работки одного-единственного наблюдения

 При этом важно, что выражение (8) дает
возможность простого распараллеливания про-
цессов обработки. Действительно, для оценки

 требуется только оценка, сделанная на

предыдущем шаге  и в предыдущей строке

 Соответственно, возможно организовать
параллельную обработку “строк” изображения с
задержкой на условной такт каждой последую-
щей строки.

Основные сложности применения рассмот-
ренных фильтров, связаны с необходимостью
осуществления тензорных операций. Рассмотрим
возможности упрощения процедур. Для этого бу-
дем считать, что корреляционные характеристи-
ки одинаковы во всех направлениях, в том числе по
условным вертикали и горизонтали изображения.
Будем также полагать, что скорость изменения кор-
реляционных характеристик незначительна и в
пределах окна фильтрации эти корреляционные ха-
рактеристики можно считать одинаковыми. Тогда
рассмотрим следующие векторы:

и построим для них соотношение вида

где  и  – двумерные матрицы размером
10 × 10, элементы которых равны нулю почти
всюду, за исключением
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Использование такого подхода позволяет реа-
лизовать построчную процедуру фильтрации.
При этом

(9)

где  

  

  Здесь  
  – матрицы размером ;

Найденные процедуры несложно обобщить на
произвольный размер окна фильтрации. Напри-
мер, для размера окна 5 × 5 длина вектора  уве-
личится с 10 элементов до 26. Соответственно,
размер матриц , ,   составит 26 × 26,
матрица  будет иметь размер 5 × 26, однако
структура всех этих матриц останется без каких-
либо изменений.

Обратим внимание, что все перечисленные
фильтры позволяют на каждом шаге получать в
том числе локальную оценку корреляционных ха-
рактеристик изображения. Например, для послед-
него фильтра такой характеристикой является эле-
мент  для каждой точки . Это дает воз-
можность адаптировать размер окна фильтрации
под оцененные локальные корреляционные ха-
рактеристики в процессе самой фильтрации. Та-
кую адаптацию можно интерпретировать как
определение для каждой точки  некаузальной
области, определяющей значение СП в данной
точке.

На рис. 3 представлены фрагменты отдельных
кадров трех тестовых спутниковых изображений,
полученных с космического аппарата Landsat-8.
С целью анализа эффективности найденных ал-
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горитмов изображения были смешаны с белым
шумом разной интенсивности так, что отноше-
ние сигнал/шум  изменялось в диапазо-
не от 2 до 10, и была выполнена фильтрация.

В табл. 1 представлены результаты анализа эф-
фективности описанных процедур в сравнении c
LPA/ICI-алгоритмом (Local Polynomial Approxima-
tion/Intersection Confidence Interval) [21], вейвлет-
фильтром с SURE (Stein’s Unbiased Risk Estimation)

2 2σ σx nq =

порогом [22, 23], разделимым билатеральным
фильтром [24] и дважды стохастическим филь-
тром (6) по относительной дисперсии ошибки
фильтрации ( ).

Представленные результаты свидетельствуют
о меньших значениях относительной дисперсии
ошибок предложенных алгоритмов фильтрации
при различных уровнях сигнал/шум q. Это связано
с наличием протяженных областей на зашумлен-

( )2 2
, ,,

σˆi j i j xi j D
x x

∈
−

Рис. 3. Фрагменты многозональных изображений.

(а) (в)(б)

Таблица 1. Сравнительные результаты качества фильтрации спутниковых изображений

Алгоритм фильтрации Номер 
изображения

Время 
обработки

q

2 5 10
LPA/ICI фильтр 1 23 с 0.076 0.042 0.031

2 18 с 0.067 0.036 0.028
3 28 с 0.083 0.045 0.032

Вeйвлет-фильтpaция
c SURЕ-пopoгом

1 14 с 0.083 0.065 0.053
2 13.5 с 0.081 0.061 0.049
3 14 с 0.087 0.064 0.051

Билатеральный фильтр (на основе 
параллельной декомпозиции
на пространственные фильтры)

1 0.8 с 0.112 0.091 0.071
2 0.7 с 0.097 0.083 0.063
3 0.8 с 0.107 0.089 0.076

Дважды стохастический фильтр 1 17 мин 56 с 0.089 0.048 0.036
2 17 мин 39 с 0.083 0.042 0.033
3 18 мин 19 с 0.092 0.051 0.041

Дважды стохастический фильтр 
с интерполяцией

1 6 ч 3 мин 9 с 0.071 0.038 0.027
2 6 ч 1 мин 11 с 0.063 0.033 0.024
3 6 ч 4 мин 53 с 0.079 0.043 0.030

Дважды стохастическая фильтрация 
в параллельно скользящих окнах
в соответствии с соотношением (8)

1 16 с 0.068 0.035 0.027
2 15 с 0.059 0.033 0.025
3 16 с 0.074 0.04 0.028

Дважды стохастическая фильтрация 
в параллельно скользящих окнах
в соответствии с соотношением (9)

1 4.4 с 0.076 0.04 0.03
2 4.3 с 0.064 0.035 0.026
3 4.4 с 0.083 0.045 0.031
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ном изображении, в пределах которых ДС-филь-
тры адаптируются к локальным особенностям.
При этом качество обработки при использовании
параллельно скользящих и взаимосвязанных окон
оказывается даже выше, чем у формально опти-
мальных ДС-фильтров. Проведенные исследова-
ния показывают, что это связано с наличием чет-
ких границ на исходных изображениях, приводя-
щих к локальному рассогласованию оптимального
ДС-фильтра. Его аналог для обработки в некау-
зальных окнах имеет существенно более ком-
пактную рабочую область и быстрее адаптируется
к резким изменениям свойств изображения. Кро-
ме того, имеется значительный выигрыш в коли-
честве требуемых на реализацию вычислитель-
ных ресурсов (на два-три порядка). В результате
реализованные на CUDA-архитектуре алгоритмы
оказываются существенно быстрее, чем процеду-
ры, применяемые в графических редакторах. При
этом выигрыш может быть намного увеличен в
случае использования специальных методик оп-
тимизации тензорных операций с учетом разре-
женности используемых тензоров.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассмотрена модификация
ДС-фильтра, основанная на применении сколь-
зящих окон фильтрации. Такая модификация
выгодно отличается от обычного ДС-фильтра
существенно более высокой скоростью обработ-
ки и некаузальными свойствами, позволяющи-
ми уменьшить время адаптации при переходе
границ между объектами. Отмеченные свойства
позволяют рекомендовать предложенную моди-
фикацию ДС-фильтра для обработки реальных
пространственно неоднородных сигналов.
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ВВЕДЕНИЕ

Периодические СВЧ-структуры, называемые
брэгговскими СВЧ-структурами или фотонными
СВЧ-кристаллами, привлекают интерес исследова-
телей в связи с перспективой создания устройств с
уникальными характеристиками в СВЧ-диапазоне:
измерительных устройств, согласованных нагру-
зок, различного типа фильтров и других [1]. К на-
стоящему времени такие структуры созданы на
основе прямоугольных волноводов, микрополос-
ковых, копланарных, щелевых и волноводно-ще-
левых линий передачи [2–8]. Однако наиболее
распространенными типами волноведущих си-
стем, используемых в технике СВЧ, являются ко-
аксиальные кабели.

Коаксиальные брэгговские структуры могут
быть использованы для работы как в СВЧ-, так и
ВЧ-диапазонах. Для создания коаксиальных
брэгговских структур, работающих в ВЧ-диапа-
зоне и в низкочастотной части сантиметрового
диапазона, могут быть использованы как серий-
ные коаксиальные коннекторы (соединители в
виде “тройников” и “бочек”) [9], так и длинные
отрезки коаксиального кабеля с различным ха-
рактеристическим сопротивлением [10].

В настоящее время для реализации СВЧ коак-
сиальной брэгговской структуры периодическая
модуляция постоянной распространения элек-
тромагнитной волны вдоль длины отрезка СВЧ-
коаксиала в ряде случаев осуществляется посред-
ством создания отверстий [11–14] или попереч-
ных разрывов [15] в диэлектрическом заполнении
и металлической оболочке коаксиала.

Такие коаксиальные брэгговские структуры
используются в качестве сенсоров физических
величин и параметров материальных сред.

Авторами [11, 12] рассмотрены коаксиальные
брэгговские структуры, изготовленные путем
сверления отверстий в кабеле на равных расстоя-
ниях друг от друга вдоль осевого направления. При
этом размер отверстий был существенно меньше
расстояния между ними, что приводило к возник-
новению резонансных пиков на дискретных ча-
стотах в спектрах отражения и пропускания коак-
сиальных структур. На основе брэгговских струк-
тур были созданы датчики деформаций.

Авторы [13, 14] использовали отрезок коакси-
ального кабеля с периодически расположенными
отверстиями во внешнем проводнике для измере-
ния диэлектрической проницаемости исследуе-
мых веществ, заполняющих отверстия коаксиаль-
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ного кабеля, и температуры при использовании
специальных типов коаксиальных решеток, изго-
товленных из материалов с известными темпера-
турными и диэлектрическими свойствами.

В работе [15] были успешно реализованы
длиннопериодные брэгговские решетки в коак-
сиальных линиях передачи, посредством удале-
ния коротких участков диэлектрического запол-
нения и металлической оболочки коаксиала, что
позволило создавать сенсоры, чувствительные к
механическим напряжениям в широком диапазо-
не значений.

Для расчета коэффициентов прохождения и
отражения брэгговских структур одним из наибо-
лее часто применяемых методов является метод
матриц передачи, при использовании которого
брэгговская структура представляется в виде по-
следовательно чередующихся участков с различ-
ными значениями волновых сопротивлений и
постоянных распространения электромагнитной
волны. Такой подход к описанию характеристик
брэгговских структур обеспечивает возможность
реализации методов многопараметровых измере-
ний характеристик материалов и структур, в том
числе нанометровых размеров, с использованием
одномерных фотонных кристаллов (ФК) [1, 16, 17].
При этом в основу методов измерения характери-
стик материалов и структур может быть положено
решение обратной задачи, основанное на мини-
мизации разности экспериментальных и расчет-
ных спектров отражения и пропускания СВЧ фо-
тонных кристаллов, включающих структуры с ис-
комыми параметрами.

Для успешной реализации такого способа из-
мерений необходимо решение “прямой” задачи,
обеспечивающее как можно более высокоточное
согласование теории с экспериментом. Возмож-
ность использования достаточно простых, но
строгих моделей для описания элементов ФК рез-
ко сокращает время, требуемое для реализации
прямой задачи. В противном случае этап нахож-
дения искомых измеряемых параметров при ре-
шении обратной задачи может быть практически
не реализуем из-за погрешностей при расчете или
требования нереально высоких затрат машинно-
го времени.

Отметим, что для описания структур, создава-
емых с использованием отрезков с нарушениями
в диэлектрическом заполнении и металлической
оболочке коаксиала, необходимо получить мат-
рицу передачи, описывающую данный элемент
как четырехполюсник с известными характери-
стиками. Однако это невозможно сделать без
привлечения методов трехмерного электродина-
мического моделирования [11, 12, 15].

Отметим, что поскольку коаксиальная линия
широко используется при создании твердотель-
ных СВЧ-устройств, то измерения параметров
материалов и структур, которые предполагается

применять совместно с коаксиальной линией,
полезно производить с использованием коакси-
альных трактов.

В данной работе в качестве СВЧ коаксиальной
брэгговской структуры, применение которой в
качестве сенсора обеспечивает реализацию мето-
дики измерения комплексной диэлектрической
проницаемости материалов и структур, рассмот-
рена измерительная секция в виде разборного от-
резка коаксиальной линии передачи, внутри ко-
торого формируется коаксиальный фотонный
кристалл (КФК) в виде периодически изменяю-
щейся диэлектрической проницаемости диэлек-
трического наполнения. При этом измеряемый
образец выполняет роль нарушения периодично-
сти брэгговской структуры, что приводит к воз-
никновению дефектной моды в запрещенной зо-
не на его амплитудно-частотной характеристике.

Использование предлагаемой брэгговской
структуры в качестве сенсора позволяет получить
аналитическое описание электродинамических
характеристик измеряемой структуры и опреде-
лить параметры измеряемого образца на основе
строгого решения обратной задачи без привлече-
ния методов трехмерного электродинамического
моделирования. Поскольку при таком подходе
резко упрощается расчет спектров отражения и
пропускания СВЧ ФК, содержащих измеряемые
образцы, то становится возможным использование
брэгговских сенсорных структур, образованных
элементами, параметрами которых могут варьиро-
ваться в широком диапазоне значений в зависимо-
сти от типа измеряемых образцов.

Отметим, что в известных публикациях иссле-
дования, как правило, проводились для длинно-
волновой части СВЧ-диапазона. В данной работе
поставленная задача решалась для наиболее часто
используемого на практике трехсантиметрового
диапазона длин волн.

1. МОДЕЛЬ ФОТОННОГО КРИСТАЛЛА
НА ОСНОВЕ КОАКСИАЛА 

С ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ЗАПОЛНЕНИЕМ
В качестве КФК был выбран отрезок коаксиала

со структурой, представляющей собой периодиче-
ски чередующиеся слои двух типов диэлектриков с
различными значениями толщины и диэлектри-
ческой проницаемости.

Были рассмотрены одномерные КФК (рис. 1),
составленные из 11 слоев, в диапазоне частот
1…12 ГГц. Нечетные слои ФК представляли со-
бой отрезки с диэлектрическим заполнением из
тефлона (ε = 2.1), четные – отрезки с воздушным
заполнением (ε = 1). Длина нечетных отрезков
8 мм, четных 22.56 мм. У внешнего проводника
dвнеш внутренний диаметр составлял 7 мм, у внут-
реннего проводника dвнутр внешний диаметр ра-
вен 3 мм.
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Для расчета коэффициента прохождения и отра-
жения электромагнитной волны в КФК использо-
валась матрица передачи  четырехполюсника
сложной структуры, представляющего собой кас-
кадное соединение элементарных четырехполюс-
ников с известными матрицами передачи, кото-
рые имеют вид:

(1)

где  и  – матрицы передачи четырехполюс-
ников, описывающих соответственно i-й отрезок
и прямое соединение i-го и (i + 1)-го отрезков ко-
аксиальной линии передачи.

Выражения для матриц передачи  и  со-
ответствующих элементарных четырехполюсни-
ков имеют вид [18, 19]

(2)

(3)

Здесь li – длина i-го отрезка, γi – постоянная рас-
пространения электромагнитной волны в i-м от-

резке,  где ρi – волновое сопротивление

i-го отрезка коаксиальной линии передачи с ди-
электрической проницаемостью наполнения ε,
рассчитываемое по формуле

(4)

Постоянная распространения γi имеет вид

(5)

где αi = αmi + αdi – постоянная затухания i-го отрезка
коаксиальной линии [18], равная сумме постоянных
затухания в металлических проводниках αmi и в ди-
электрическом наполнении αdi; βi = 2π/λi – фазовая
постоянная, где λi – длина электромагнитной
волны в i-м отрезке коаксиальной линии.

Постоянные затухания αmi, αdi имеют вид

(6)

(7)
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где μ – магнитная проницаемость диэлектриче-
ского наполнения, RS – удельное поверхностное
сопротивление проводника, tgδ – тангенс угла
диэлектрических потерь.

Коэффициенты прохождения и отражения
СВЧ-мощности определяются через элементы
матрицы передачи T по известным соотношени-
ям [19]:

(8)

(9)

Сопротивление нагрузки на входе и выходе
фотонной структуры составляло 50 Ом.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ 
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Частотные зависимости коэффициентов отра-
жения и прохождения 11-слойного СВЧ КФК бы-
ли рассчитаны для двух вариантов: без нарушения
периодичности и с нарушением периодичности в
виде центрального (6-го слоя) (см. рис. 1), с раз-
личными значениями комплексной диэлектри-
ческой проницаемости в диапазоне 0…12 ГГц. Ре-
зультаты приведены на рис. 2.

Параметры структуры фотонного кристалла
были выбраны таким образом, что электрические
длины четных элементов, составляющих фотон-
ный кристалл, оказывались кратными длинам не-
четных элементов (кратность равна 2).

Как следует из результатов расчета, при вы-
бранных параметрах структуры фотонного кристал-
ла в диапазоне частот 0…12 ГГц на АЧХ наблюдались
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Рис. 1. Конструкция одномерного СВЧ КФК с нару-
шением периодичности: 1 и 2 –внешний и внутрен-
ний проводники, 3 и 4 – элементы, образующие пе-
риодическую структуру, 5 – нарушение; a, b, L – дли-
ны нечетных, четных отрезков КФК и отрезка с
нарушением соответственно.
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две запрещенные зоны равной глубины, разделен-
ные разрешенной зоной (см. кривая 1 на рис. 2).

При создании нарушения периодичности в
виде измененной длины и диэлектрической про-
ницаемости центрального, 6-го слоя, в первой и
второй запрещенных зонах возникают дефектные
моды, форма которых и частотное положение f1 и
f2 зависят от значения диэлектрической проница-
емости вносимого нарушения. При этом оказы-
вается, что изменения резонансной частоты Δf1 и
Δf2 дефектных мод при изменении диэлектриче-
ской проницаемости образца, выполняющего
роль нарушения в центральном слое, различны.
Для выяснения причин различной чувствитель-
ности дефектных мод к изменению диэлектриче-
ской проницаемости были выполнены расчеты
распределения напряженности электрического по-
ля E(z) электромагнитной волны вдоль структуры
ФК на резонансных частотах f1 и f2 дефектных мод с
использованием программы трехмерного электро-
динамического моделирования HFSS. Результаты
расчета распределения напряженности электри-
ческого поля E(z) электромагнитной волны вдоль
структуры одномерного СВЧ КФК представлены
на рис. 3.

Как следует из результатов расчета, на частоте
дефектной моды f1 = 4.113 ГГц в области располо-
жения дефекта наблюдается узел стоячей волны,
а на частоте дефектной моды f2 = 9.382 ГГц в об-
ласти расположения дефекта наблюдается пуч-
ность стоячей волны. Данная ситуация обуслов-
лена следующими двумя причинами.

1. Для рассматриваемой брэгговской структу-
ры на частоте f1 длина электромагнитной волны
λ1 значительно больше электрической длины на-
рушения ε1/2L, поэтому на длине нарушения не

может уложиться ни одна полуволна, и в области
нарушения наблюдается узел стоячей волны.

2. На частоте f2 > f1 длина электромагнитной
волны λ2 < λ1 и в пределах неоднородности реали-
зуется условие, необходимое для существования
полуволнового резонанса, т.е. на длине неодно-
родности укладывается половина длины электро-
магнитной волны λ2 на этой частоте, и в области
нарушения наблюдается пучность стоячей волны.

Известно, что в ФК для повышения чувстви-
тельности, например полупроводникового детек-
тора, добиваются возникновения пучности стоя-
чей волны в области расположения детектора
[20]. Анализируя распределение электрического
поля на частотах дефектных мод f1 и f2 внутри ФК,
можно сделать следующий вывод. Аналогично
ситуации, описанной в [20], здесь также причи-
ной слабой чувствительности дефектной моды в
первой запрещенной зоне на частоте f1 и высокой
чувствительности дефектной моды во второй за-
прещенной зоне на частоте f2 к изменению ди-
электрической проницаемости вносимого нару-
шения является возникновение в области распо-
ложения дефекта на частоте f1 узла стоячей волны
и на частоте f2 пучности стоячей волны.

В данной работе была реализована методика
измерения комплексной диэлектрической про-
ницаемости ε = ε' – iε" ряда диэлектриков по ча-

Рис. 2. Частотные зависимости коэффициентов отра-
жения и прохождения СВЧ КФК без нарушения пе-
риодичности (1) и с нарушением периодичности в
виде центрального (6-го слоя) с различными значе-
ниями комплексной диэлектрической проницаемо-
сти (отн. ед.): ε = 1 (2), 1.5 – 0.02i (3), 2 – 0.06i (4), 3 –
0.17i (5); L = 10 мм.
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Рис. 3. Распределение напряженности электрическо-
го поля E электромагнитной волны вдоль структуры
фотонного кристалла на резонансных частотах: f1 =
= 4.113 ГГц (а) и f2 = 9.382 ГГц (б) дефектных мод. Об-
ластям серого цвета соответствуют слои фторопласта,
белым областям – воздушные слои; штрихованная
область – область дефекта; A0 – амплитуда падающей
электромагнитной волны.
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стотным зависимостям D(ε', ε", f) и R(ε', ε", f) с ис-
пользованием метода наименьших квадратов.
При реализации этого метода находится такое
значение параметров  и , при котором
сумма квадратов разностей S (ε', ε") расчетных
|D(ε', ε", f)|2, |R(ε', ε", f)|2 и экспериментальных (ис-
ходных) |Dэксп|2 и |Rэксп|2 значений квадратов моду-
лей коэффициентов прохождения и отражения

(10)

становится минимальной. Здесь K – число изме-
ренных значений коэффициентов прохождения и
отражения.

Искомые значения параметров исследуемого
образца определяются численным методом в ре-
зультате решения системы уравнений:

(11)
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Для отработки метода измерений решалась
следующая тестовая задача: задавались действи-
тельная ε' и мнимая ε" части комплексной ди-
электрической проницаемости исследуемого ди-
электрика и рассчитывались частотные зависи-
мости коэффициентов пропускания и отражения
исследуемой структуры с использованием выра-
жений (8) и (9), т.е. решалась прямая задача. Эти
частотные зависимости с погрешностью ±5% вы-
бирались в качестве исходных при решении обрат-
ной задачи по нахождению комплексной диэлек-
трической проницаемости исследуемого диэлек-
трика, считающейся в этом случае неизвестной
величиной, подлежащей определению. Сравне-
ние результатов решения обратной задачи с ис-
ходными значениями комплексной диэлектриче-
ской проницаемости исследуемого диэлектрика
позволяет оценить погрешность предложенного
метода измерений.

Как следует из результатов расчета, функции
невязок S(ε', ε", f), определяемые выражением
(10) и представленные на рис. 4а, 4б на резонанс-
ных частотах f1 = 4.094 ГГц и f2 = 8.786 ГГц, соот-
ветствующих дефектным модам в первой и второй
запрещенных зонах, для образца длиной L = 10 мм
с комплексной диэлектрической проницаемо-

Рис. 4. Вид функции невязок S(ε', ε") в пространстве (ε', ε", S(ε',⋅ε")) и контурные карты в плоскости искомых парамет-
ров (ε', ε") для образца с комплексной диэлектрической проницаемостью ε = 2 – 0.01i на частотах f1 = 4.094 ГГц (а, в)
и f2 = 8.786 ГГц (б, г), соответствующих дефектным модам в первой и второй запрещенных зонах.
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стью ε = 2 – 0.01i, обладают глобальным миниму-
мом в пространстве координат (ε', ε", S(ε', ε")), а
контурные карты (рис. 4в, 4г) характеризуются
наличием замкнутых траекторий вблизи миниму-
ма. Это подтверждает возможность однозначно
определять действительную и мнимую части ком-
плексной диэлектрической проницаемости из ре-
шения системы уравнений (11). Из результатов
расчета также следует, что градиент функции не-
вязок в направлении координаты ε′ на резонанс-
ной частоте дефектной моды во второй разрешен-
ной зоне на порядок превышает градиент функ-
ции невязок на резонансной частоте дефектной
моды в первой разрешенной зоне. При этом в на-
правлении координаты ε" градиенты функции не-
вязок на резонансных частотах дефектной моды в
первой и второй разрешенных зонах примерно
одинаковы.

Значения действительной и мнимой частей
комплексной диэлектрической проницаемости,
определенные из решения обратной задачи с ис-
пользованием системы уравнений (11), составили
ε = 1.896 – 0.014i и ε = 1.994 – 0.012i на резонанс-
ной частоте дефектной моды соответственно в
первой и второй разрешенной зонах.

На рис. 5 представлены тестовые (исходные) и
рассчитанные с использованием результатов ре-
шения обратной задачи частотные зависимости
квадратов модулей коэффициентов отражения и
прохождения на резонансных частотах дефект-
ной моды в первой и второй разрешенных зонах.

Относительная погрешность определения
действительной части комплексной диэлектри-
ческой проницаемости на резонансной частоте
дефектной моды в первой разрешенной зоне со-
ставила 10.1 и 0.7% на резонансной частоте де-
фектной моды во второй разрешенной зоне. При
этом относительные погрешности определения

мнимой части комплексной диэлектрической
проницаемости на резонансных частотах дефект-
ной моды в первой и второй разрешенных зонах
примерно одинаковы и составляют 40 и 20%, со-
ответственно.

3. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

Для проведения экспериментальных исследо-
ваний была создана измерительная секция в виде
разборного отрезка коаксиальной линии переда-
чи, внутри которого формируется КФК, и двух ко-
аксиальных разъемов для подключения к внеш-
ним коаксиальным линиям передачи (рис. 6).
Длина разборной части измерительной секции
составляла 200 мм, внутренний диаметр внешне-
го проводника коаксиальной линии 7 мм, внеш-
ний диаметр внутреннего проводника 3 мм. Из-
мерительную секцию, содержащую исследуемые
КФК, подключали к векторному анализатору це-
пей Agilent PNA-X Network Analyzer N5242A с по-
мощью 50-омной коаксиальной линии передачи.

Измеряли амплитудно-частотные характери-
стики (АЧХ) коэффициентов отражения и про-
хождения СВЧ-излучения, взаимодействующего
с 11-слойным КФК, нечетные слои которого бы-
ли выполнены из коаксиальных отрезков с ди-
электрическим заполнением (фторопласт, длина
8 мм), а четные – коаксиальных отрезков с воз-
душным заполнением (длина 22.56 мм). Результа-
ты измерений демонстрируют наличие на АЧХ
КФК двух запрещенных зон равной глубины,
разделенных разрешенной зоной в диапазоне ча-
стот 0…12 ГГц (кривая 1 на рис. 7).

Исследуемые диэлектрические образцы, вы-
полненные в виде цилиндрических втулок (внеш-
ний диаметр 7 мм, внутренний диаметр 3 мм), по-
мещали в КФК в качестве центрального (шестого)
слоя. Исследуемые образцы были выполнены из

Рис. 5. Исходные тестовые (точки) и рассчитанные
(кривые) с использованием результатов решения об-

ратной задачи частотные зависимости  (кривая 1)

и  (кривая 2) на резонансной частоте f2 = 8.786 ГГц,
соответствующей дефектной моде во второй запре-
щенной зоне.
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Рис. 6. Секция СВЧ КФК с измеряемым образцом в
центральном слое.
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фторопласта (длина 10.47 мм), капролона (10.65 мм),
эбонита (10.16 мм) и текстолита (10.25 мм).

Из результатов эксперимента, представленных
на рис. 7, следует, что дефектные моды в первой и
второй запрещенных зонах КФК появляются со-
ответственно на частотах 4.066 и 8.716 ГГц (фто-
ропласт), 4.049 и 8.677 ГГц (капролон), 4.074 и
8.651 ГГц (эбонит), 4.016 8.378 ГГц (текстолит).

Полученные экспериментальные результаты
подтверждают данные компьютерного моделирова-
ния: изменение резонансной частоты f1 дефектной
моды в первой запрещенной зоне при изменении
действительной части комплексной диэлектри-
ческой проницаемости нарушенного слоя явля-
ется незначительным по сравнению с изменени-
ем дефектной моды во второй запрещенной зоне.
В связи с этим для реализации описанного выше
метода измерения диэлектрической проницаемо-
сти исследуемых в эксперименте диэлектриков
была выбрана дефектная мода во второй запре-
щенной зоне.

С использованием приведенной выше методи-
ки измерений на основе решения обратной зада-
чи были определены значения мнимой и действи-
тельной частей комплексной диэлектрической
проницаемости образцов из фторопласта, капро-
лона, эбонита и текстолита (табл. 1).

На рис. 8 представлены АЧХ коэффициентов
прохождения и отражения, измеренные и рассчи-
танные с использованием соотношений (8) и (9)

при значениях ε' и ε", приведенных в табл. 1 для
образца из текстолита, которые были определены
при решении обратной задачи из системы уравне-
ний (11) на частоте, соответствующей дефектной
моде во второй фотонной запрещенной зоне.
Сравнение результатов теоретического расчета и
эксперимента демонстрирует их качественное и
количественное совпадение. На рис. 9 представ-
лена функция невязок S(ε', ε"), определяемая вы-
ражением (10), и ее контурная карта для случая
измерения образца, выполненного из текстолита,
со значениями действительной и мнимой частей
комплексной диэлектрической проницаемости
ε' = 3.682 и ε" = 0.08. Функция невязок обладает
ярко выраженным глобальным минимумом в
пространстве координат (ε', ε", S(ε', ε")), а контур-
ная карта характеризуется наличием замкнутых
траекторий вблизи минимума, что подтверждает
возможность однозначно определять действитель-

Рис. 7. Частотные зависимости коэффициентов прохождения СВЧ КФК без нарушения периодичности (1) и с нару-
шением периодичности в виде центрального (6-го слоя) с различными значениями комплексной диэлектрической
проницаемости: 2 – фторопласт; 3 – капролон; 4 – эбонит; 5 – текстолит; L = 10 мм. На вставке – АЧХ КФК в окрест-
ности дефектной моды.
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Таблица 1. Результаты измерений

Материал ε' ε" fэксп, ГГц

Фторопласт 2.034 <10–4 8.716

Капролон 2.053 0.0035 8.677

Эбонит 2.326 0.01 8.651

Текстолит 3.682 0.08 8.378
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ную и мнимую части комплексной диэлектриче-
ской проницаемости исследуемого образца из ре-
шения системы уравнений (11).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, предложена и реализована ме-
тодика измерения комплексной диэлектрической
проницаемости ряда диэлектриков с использова-
нием КФК, основанная на решении обратной за-
дачи при использовании измеренных частотных
зависимостей коэффициента пропускания и от-
ражения на частоте дефектной моды в запрещен-
ной зоне. Обоснована методика выбора запре-
щенной зоны с дефектной модой, обеспечиваю-
щей однозначное решение обратной задачи.
Показано, что в качестве запрещенной зоны с де-
фектной модой при решении обратной задачи
следует выбирать дефектную моду, на частоте ко-

торой в области расположения дефекта наблюда-
ется максимум стоячей волны.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория шумов в СВЧ-усилителях достаточно
детально разработана и является предметом мно-
гочисленных монографий (см., например, [1]).
Успехи в этой области позволили разработать
сверхмалошумящие приборы СВЧ. Основное на-
правление исследований касалось теории случай-
ных флуктуаций, к которым относятся тепловые,
ионно-плазменные, фликкер-шумы и т.д. Однако
помимо случайных шумовых процессов немало-
важным аспектом работы усилителей СВЧ являет-
ся дискретный шум, связанный не со случайными
явлениями, а с детерминированными составляю-
щими в спектре сигнала вблизи несущей. Причи-
ной появления подобных составляющих являются
прежде всего пульсации источников питания.
Важная особенность этих шумовых компонент –
их непосредственная близость к частоте несущей
(вплоть до 10 Гц), что для доплеровских радиоло-
кационных станций (РЛС) представляет извест-
ные трудности при определении скорости объек-
тов. Известен экспериментальный критерий до-
стижения уровня дискретных составляющих в
спектре сигнала: при коэффициенте пульсации
выпрямленного напряжения не больше 10–5 при
отстройке частоты от несущей до 1 кГц уровень
шумов не более –100 дБ [2]. Однако теоретиче-
ского обоснования этой величины нет до настоя-
щего времени, что вызывает порой дискуссии как
у разработчиков РЛС, так и у разработчиков уси-
лителей СВЧ. В связи с современными требова-
ниями, предъявляемыми к разрабатываемым

РЛС, задача существенного снижения дискрет-
ных составляющих является весьма актуальной.

В данной работе на основе элементарной ки-
нематической теории клистронных усилителей
получена связь величины дискретных составляю-
щих амплитудных шумов с пульсациями выпрям-
ленного напряжения источника питания. Обос-
нованы рекомендации, обеспечивающие запас по
уровню шумов, связанных с источником пита-
ния, на уровне 5…7 дБ от требуемых 100 дБ за счет
уменьшения коэффициента пульсации выпрям-
ленного напряжения до 0.5 × 10–5.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим следующую модель клистронного

усилителя: электронная пушка, находящаяся под
отрицательным выпрямленным напряжением, ре-
зонатор-модулятор (входной резонатор клистрона),
пространство взаимодействия (произвольное), вы-
ходной резонатор, в котором осуществляется энер-
гоотбор СВЧ-мощности от электронного потока.

Примем следующие упрощающие анализ
предположения:

– в пульсации выпрямленного напряжения
катода ограничимся первой гармоникой;

– фаза пролета в резонаторе-модуляторе не за-
висит от пульсаций выпрямленного напряжения.

Первое приближение позволяет рассмотреть
только область частот вблизи несущей, не превы-
шающей значения частоты питания, и оправдано
тем, что высшие гармоники выпрямленного на-
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пряжения менее первой в 10 и более раз. Второе
приближение дает возможность представить по-
меху в виде аддитивного шума и оценить верхний
предел дискретных составляющих.

С учетом введенных упрощающих приближе-
ний выпрямленное напряжение катода предста-
вимо в виде

(1)
где U0 – постоянная составляющая катодного на-
пряжения, Ап – коэффициент пульсаций по пер-
вой гармонике, ωс – циклическая частота пере-
менного тока питающей сети.

Первичная модуляция скорости электронного
потока, вызванная напряжением (1), может быть
определена как:

(2)

где v0 – скорость невозмущенного электрона, а
vн – скорость после прохождения модулятора. Ре-
шение уравнения движения электронов с началь-
ной скоростью (2) для зазора резонатора-модуля-
тора может быть записано в следующем виде:

(3)

где ω – циклическая частота источника входного
сигнала в резонаторе-модуляторе, μ – параметр
малости теории СВЧ-диода [3], τ – время влета
электрона в зазор резонатора-модулятора.

Следует отметить, что выражение (3) содержит
два слагаемых: первое – классическое выражение
теории СВЧ-диода, а второе – возмущение ско-
рости под действием модуляции в пушке. Ис-
пользуя предположение о независимости угла
пролета в зазоре резонатора-модулятора от пуль-
саций и теорему Шокли-Рамо, в соответствии с
[3] можно получить выражение для переменной
составляющей наведенного тока в цепи входного
резонатора:

(4)

где   

  (ϕ0 – не-

возмущенная фаза пролета, k – отношение частоты
сигнала к частоте переменного тока питающей
сети, Iк – ток катода.

В выражении (4) рассмотрение ограничено
первой гармоникой наведенного тока. Наведен-
ное напряжение в цепи входного резонатора
можно принять равным:

(5)
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где rк определяет активное сопротивление резо-
натора-модулятора.

Используя эквивалентное представление про-
странства группировки клистрона в виде триода
[4], нелинейное группирование электронного по-
тока можем записать в следующем виде:

(6)

где коэффициенты α и β определяют крутизну
вольт-амперной характеристики и могут быть за-
ранее выбраны исходя из условия получения мак-
симума первой гармоники тока. Подстановка вы-
ражений (4) и (5) в соотношение (6) позволяет по-
лучить явное представление функции тока во
временной области с учетом высших гармониче-
ских составляющих и составляющих спектра
вблизи несущей частоты. Ввиду громоздкости
выражения, зависимости амплитуд сигнала в вы-
ходном резонаторе от частоты спектральной со-
ставляющей представлены в виде табл. 1.

Обращает внимание тот факт, что амплитуда
тока на частоте вблизи несущей зависит от первой
гармоники усиленного сигнала. Таким образом,
обеспечение оптимальных условий группировки
увеличивает и субгармонические составляющие.

Представляя выходной резонатор клистрона
эквивалентной схемой и следуя теории линейных
электрических цепей периодического несинусо-
идального тока [5], выражение для комплексной
амплитуды тока в резонаторе для произвольной
гармонической составляющей, с учетом постоян-
ной составляющей, можем записать в следующем
виде:

(7)
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Таблица 1. Амплитуды сигнала от частоты спектраль-
ной составляющей наведенного тока

Амплитуда составляющей Частота
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где Ii – ток гармоники, i – номер соответствую-
щей гармоники табл. 1, а r, L, C – первичные па-
раметры контура, легко определяемые из значе-
ния резонансной частоты, волнового сопротив-
ления и добротности.

Действующее значение полного тока в нагруз-
ке Iд может быть записано в следующем виде:

(8)

а коэффициент шума в обычном виде [1]:

(9)

где Pг – активная мощность в нагрузке от гармо-
ники сигнала, P – полная мощность.

2. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для вычисления соотношения (9) необходимо
определить значения коэффициентов α и β в ап-
проксимации (6). Это может быть сделано исходя
из известной первой гармоники конвекционного
тока (т.е. фактически по известной мощности вы-
ходного сигнала клистрона) и из эксперимен-
тальных данных по величине второй гармоники,
всегда на 30 дБ меньшей, чем амплитуда основ-
ной гармоники.

Для коэффициента пульсации, равного 10–5,
по соотношениям табл. 1 и формулам (7)–(9),
расчетная величина коэффициента шума (при от-
стройке до 1 кГц) составила 101.2 дБ и хорошо со-
ответствовала экспериментальным данным [2].

Однако необходимо отметить, что это значение
находится на пределе технических требований к ве-
личине дискретных составляющих амплитудных
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шумов и при этом теоретически служит верхней
границей значений. Улучшение ситуации с помо-
щью пространства взаимодействия за счет подав-
ления амплитуды второй гармоники конвекци-
онного тока принципиально возможно, но это
приведет и к снижению электронного коэффици-
ента полезного действия прибора. Из представ-
ленного рассмотрения очевидно, что единствен-
ным путем снижения дискретных составляющих
амплитудных шумов является уменьшение коэф-
фициента пульсаций выпрямленного напряже-
ния. В табл. 2 приведены результаты расчета коэф-
фициента шума (9) от коэффициента пульсаций.
Представленные результаты расчета показывают,
что обеспечение запаса по уровню шумов, свя-
занных с источником питания, на уровне 5…7 дБ
от требуемых 100 дБ может быть обеспечено при
коэффициенте пульсации 0.5 × 10–5. Очевидно,
что этот же запас будет сохраняться при иных от-
стройках от частоты несущей.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, рассмотрена элементарная

кинематическая теория дискретных составляю-
щих амплитудных шумов клистронных усилите-
лей вблизи рабочей частоты, связанная с пульса-
цией выпрямленного напряжения. Результаты
расчета находятся в хорошем соответствии с экс-
периментальными данными. Рассмотрение огра-
ничено только случаем пульсаций напряжения
катода, хотя очевидно, что для приборов с сеточ-
ным управлением важны пульсации управляю-
щего напряжения. Кроме того, учет высших гар-
монических составляющих пульсаций заметно
ухудшит ситуацию с шумами. В связи с этим на
основании анализа результатов расчета следует
держать уровень пульсаций выпрямленного на-
пряжения не более 0.5 × 10–5, что обеспечит зна-
чимый запас (на уровне 5…7 дБ) по величине дис-
кретных составляющих амплитудных шумов.
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Таблица 2. Зависимость коэффициента шума от коэф-
фициента пульсаций

Ап, 10–5 Кш, дБ

0.5 107
0.6 106
0.7 104
0.8 103
0.9 102
1.0 101
1.1 100
1.2 99
1.3 98
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Представлены результаты исследований влияния начальных тепловых скоростей электронов в схо-
дящихся ленточных электронных пучках, формируемых пушками с частичной магнитной экрани-
ровкой катода. Результаты представлены в виде обобщенных графических зависимостей, которые
применимы как для контроля конфигурации теплового пучка при различных его параметрах и уров-
нях фокусирующего магнитного поля, так и для моделирования электронно-оптических систем,
обеспечивающих необходимый уровень токопрохождения таких пучков в пролетном канале.
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ВВЕДЕНИЕ

Продвижение источников излучения О-типа в
коротковолновый диапазон предъявляет жесткие
требования к величине токопрохождения электрон-
ного пучка в пролетном канале малых поперечных
размеров. Высокое токопрохождение пучка необ-
ходимо, чтобы избежать возможного разрушения
мелкоструктурных элементов электродинамиче-
ской системы в случае попадания на них даже не-
большой части пучка, имеющего большую плот-
ность тока и удельную мощность. Помимо чисто
технических причин, осложняющих формирова-
ние и транспортировку таких пучков, появляются
факторы, которые в источниках излучения длин-
новолнового диапазона не имели решающего
значения. К ним следует отнести влияние началь-
ных тепловых скоростей электронов на конфигу-
рацию и структуру пучка, приводящее к расплы-
ванию пучка, перераспределению плотности тока
по сечению, ограничению по предельному сжа-
тию. Это характерно как для аксиально-симмет-
ричных пучков, так и ленточных пучков. Уже в
ранних работах (см., например, [1, 2] и ссылки в
них) были получены формулы, проведены расче-
ты и построены графики, иллюстрирующие вли-
яние тепловых скоростей электронов в пучках,
формируемых электростатическими пушками.
Но фактором, уменьшающим расплывание теп-
лового пучка, когда невозможно перейти к мень-

шим компрессиям пучка из-за ограниченной тер-
моэмиссии катода, является магнитное поле в об-
ласти пушки и его величина на катоде, что не
учитывалось в указанных работах. Поэтому в [3]
изложен метод учета влияния начальных скоро-
стей электронов в ленточных электронных пуч-
ках, который является дальнейшим развитием
метода для анализа тепловых пучков, представ-
ленного в [4]. Метод основан на параксиальном
приближении, но, тем не менее, позволяет полу-
чить достаточно полную информацию о характе-
ристиках теплового пучка.

В данной работе метод [3] применен для иссле-
дования влияния начальных скоростей электронов
в сходящихся ленточных пучках, формируемых
пушками с частичной магнитной экранировкой ка-
тода и транспортируемых в однородном магнит-
ном поле. Результаты представлены в виде обоб-
щенных графических зависимостей, которые
можно использовать для оценки этого влияния в
электронно-оптических системах (ЭОС) с раз-
личными параметрами электронного пучка, а
также для моделирования ЭОС с учетом теплово-
го движения электронов.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Эффективность взаимодействия теплового

электронного пучка с высокочастотным полем
электродинамической структуры и его токопро-
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хождение в пролетном канале во многом зависит
от распределения плотности тока по сечению
пучка и его конфигурации. Разработанный в ра-
боте [3] метод и полученные уравнения позволя-
ют определить условную границу с заданным то-
косодержанием и распределение плотности тока
по сечению в тепловом пучке при максвеллов-
ском распределении начальных поперечных ско-
ростей электронов. Уравнения получены с при-
менением криволинейной системы координат,
используемой в методе синтеза ЭОС сходящихся
ленточных электронных пучков [5], и их решение
дает информацию о том, в какой мере тепловой
пучок отличается от ламинарного. Суть метода
заключается в определении траекторий двух ха-
рактерных электронов, один из которых покидает
кромку катода с нулевой начальной скоростью
(нетепловой электрон), а второй вылетает из цен-
тра катода, имея начальную поперечную скорость
(тепловой электрон). В параксиальном прибли-
жении траектории любых электронов, вылетающих
из произвольных точек катода с произвольными
поперечными скоростями, выражаются через тра-
ектории характерных электронов, что позволяет,
используя максвелловское распределение на-
чальных скоростей, определить основные инте-
гральные характеристики теплового пучка. Урав-
нения имеют вид [4]

(1)

(2)

(3)

где  – функции, описывающие тра-
ектории нетеплового и теплового электронов со-
ответственно, x1 – нормированная продольная
криволинейная координата; ϕ(x1) – нормирован-
ная функция, описывающая граничную траекто-
рию ламинарного пучка, ϕ0 – значение этой
функции в кроссовере пушки; n0 – превышение ра-
бочего магнитного поля над бриллюэновским по-
лем  Тл, pμ – микроперве-
анс, мкА/В3/2, U0 – ускоряющее напряжение, В, d и
s – толщина и ширина пучка, мм; n(x1) – текущее
превышение; u(x1) – нормированное к U0 осевое
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распределение потенциала; i = 0.0952pμ/μμ1, μ =
= Ф0/l, μ1 = s/l, ϕ0 = d/2Ф0 (Ф0 и l – нормировочные
величины поперечных и продольных размеров).

Уравнение (3) является уравнением внутренней
задачи синтеза сходящихся ленточных электрон-
ных пучков и описывает формирование ламинар-
ных пучков при частичной магнитной экраниров-
ке катода [5]. Распределение плотности тока по по-
перечной криволинейной координате q2, т.е. по
сечению теплового пучка, дается формулой

(4)

где erf(u) – интеграл вероятности, jк – плотность то-
ка на катоде, ϕк = ϕ(0), в расчетах полагается ϕк = 1,
что можно сделать выбором нормирующей вели-
чины Ф0. Долю тока в пределах условных границ
теплового пучка, отстоящих симметрично от
плоскости q2 = 0 на величину q, определяем по
формуле

(5)

Интегрирование уравнений (1), (2) проводим
от плоскости х1 вблизи катода с начальными

условиями qн(x1) = 1, :

(6)

(7)

где  – параметр теплового пучка,
 – параметр тепловых скоростей.

При расчетах тепловой электрон, двигаясь в верх-
ней полуплоскости, может при некоторых значени-
ях продольной координаты х1 достигать централь-
ной плоскости и пересекать ее. Так как движение
электронов пучка симметрично относительно
этой плоскости, то в программе предусмотрено
“отражение” электрона от плоскости q2 = 0.
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2. ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В уравнениях (1)–(3) и формулах (6), (7) пара-
метры электронного пучка входят в комплексы i,
n0, p, а распределение потенциала u(x1) и магнит-
ного поля n(x1) представлены в нормированном ви-
де. Поэтому решение уравнений не требует задания
конкретных электрических и геометрических пара-
метров электронного пучка. Это означает, что элек-
тронные пучки, имея различные параметры, но
одинаковые значения указанных комплексов и
формируемые ЭОС, в которых нормированные
распределения потенциала и магнитного поля
также одинаковы, будут подобны как по конфи-
гурации, так и по распределению плотности тока
в сечении. Иначе говоря, указанные комплексы
следует рассматривать как критерии подобия для
теплового пучка, придавая которым определен-
ные значения можно моделировать системы фор-
мирования электронных пучков с разными пара-
метрами. Так, например, нормированной полу-
ширине ϕ0 ламинарного пучка в кроссовере,
входящей в уравнения (1)–(3) и формулы (6), (7),
соответствует линейная компрессия S0 = 1/ϕ0, если
катод плоский, и несколько меньшая компрессия
с точностью до величины μ2  1, если катод ци-
линдрический (см. [5, с. 1129]). Тем самым выбор
значения ϕ0 означает выбор компрессии пушки,
но не конкретных размеров катода или толщины
пучка.

Исследование влияния тепловых скоростей
электронов в электронных пучках, формируемых
пушками с частичной магнитной экранировкой
катода, проводили поэтапно. На первом этапе для
выбранных нормированных параметров лами-
нарного пучка (превышение n0 магнитного поля
над бриллюэновским полем, линейная компрес-
сия S0, значение параметра i) интегрировали
уравнения (3) так, как это изложено в [5]. Опреде-
ляем функцию ϕ(x1), описывающую граничную
траекторию ламинарного пучка, распределения
потенциала u(x1) и магнитного поля n(x1), кото-
рые обеспечивают формирование электронного
пучка с нормированной полутолщиной ϕ0 в крос-
совере, согласованно входящего в область рабо-
чего магнитного поля. На втором этапе интегри-
ровали уравнения (1), (2), используя найденные
функции ϕ(x1), u(x1), n(x1), и для выбранного зна-
чения р параметра теплового пучка находили
функции qн(x1), qт(x1). Затем по формуле (4) опре-
деляли распределение плотности тока по сече-
нию теплового пучка, т.е. по координате q2, а по
формуле (5) – конфигурацию q(x1) теплового пуч-
ка для заданной величины токосодержания в его
границах. Эти характеристики теплового пучка
наиболее важны в области пролетного канала, где
величины q2 и q(x1) имеют простой смысл. В про-

!

летном канале функция ϕ(x1), описывающая гра-
ничную траекторию ламинарного пучка, прини-
мает постоянное значение ϕ0, и криволинейная
система координат, связанная с этой функцией, пе-
реходит в декартовую систему координат1. Поэтому
значению поперечной криволинейной координаты
q2, входящей в формулу (4), будет соответствовать
декартова поперечная координата у = q2ϕ0Ф0, а зна-
чению q(x1) в формуле (5) – условная полутолщи-
на теплового пучка dт/2 = q(x1) ϕ0Ф0. Учитывая,
что ламинарный пучок в пролетном канале имеет
полутолщину d/2 = ϕ0Ф0, получаем  (т.е.
q2 совпадает с текущей координатой у, нормирован-
ной к полутолщине пучка), а величина q(x1) = dт/d,
т.е. показывает во сколько раз поперечные размеры
dт теплового пучка при заданном токосодержании
в его границах отличаются от размеров ламинар-
ного пучка.

В отличие от ламинарного пучка тепловой пу-
чок в пролетном канале пульсирует с чередовани-
ем узлов и пучностей. Поперечные размеры теп-
лового пучка в пучностях определяют уровень его
заполнения и токопрохождения в пролетном ка-
нале. Поэтому важно знать, в какой мере реаль-
ный тепловой пучок будет отличаться от соответ-
ствующего ламинарного пучка и какие условия
должны быть выполнены, чтобы отличие в кон-
фигурации пучков было в допустимых пределах.
Расчеты относительных поперечных размеров q в
пучностях теплового пучка от линейной компрес-
сии S0 ламинарного пучка были проведены при
различных значениях величин p и n0 для случая,
когда электронный пучок формируется элек-
тронной пушкой с цилиндрическим катодом. Ре-
зультаты представлены на рис. 1, где величины p
и n0 выступают как параметры.

Зависимости рис. 1 хорошо подтверждают
факт сдерживающего влияния магнитного поля и
влияния компрессии S0 ламинарного пучка на
расплывание соответствующего теплового пучка.
Видно, что с увеличением магнитного поля воз-
мущение теплового пучка уменьшается, а увели-
чение компрессии приводит к большему расплы-
ванию пучка при том же отношении рабочего
магнитного поля к бриллюэновскому полю и не-
изменном параметре р теплового пучка (в этом
случае увеличение компрессии связано с увели-
чением высоты катода). Увеличение же парамет-
ра р при неизменном n0 также приводит к больше-

1 Формулы перехода от криволинейной системы координат

к декартовой имеют вид [5]: 
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му расплыванию пучка. Величина этого парамет-
ра зависит от значения параметра тепловых
скоростей  и отношения s/d ширины
пучка к его толщине. Меньшим значениям λ со-
ответствуют меньшие ускоряющие напряжения и
большие температуры катода, что только усили-
вает влияние тепловых скоростей электронов на
структуру пучка. К этому приводит также и
уменьшение первеанса пучка. Физически послед-
нее объясняется тем, что в пучках с большим пер-

0p U Tμλ =

веансом конфигурация пучка в большей мере
определяется пространственным зарядом пучка,
а не тепловым движением электронов. Если же
увеличивается ширина пучка s, то это проявится в
уменьшении линейной (на единицу ширины пуч-
ка) плотности тока и к проявлению эффекта, ана-
логичному эффекту в низкопервеансных пучках,
т.е. к большему влиянию начальных скоростей
электронов на конфигурацию пучка. Если же воз-
растание отношения s/d связано с уменьшением
толщины пучка, то ясно, что возмущение пучка

Рис. 1. Зависимость в пролетном канале относительных поперечных размеров в пучностях теплового пучка от линей-
ной компрессии ламинарного пучка для нескольких значений превышения рабочего магнитного поля: n0 = 2 (а), 3 (б),
4 (в), 5 (г), 6 (д), 7 (е), и различных значений параметра теплового пучка: р = 0.06 (1), 0.12 (2), 0.18 (3), 0.24 (4), 0.3 (5),
0.36 (6), 0.42 (7), 0.48 (8). Величина токосодержания в границах теплового пучка 0.99.
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проявится сильнее в ЭОС с тонким пучком, чем в
ЭОС, у которых толщина пучка больше. В боль-
шинстве случаев при расчетах конкретных ЭОС
параметры p и n0 не будут совпадать со значения-
ми на рис. 1. Поэтому для более точной оценки
расплывания теплового пучка, можно провести
дополнительные несложные вычисления. Так,
если компрессия ламинарного пучка есть , пре-
вышение фокусирующего поля  и параметр теп-
лового пучка , то справедлива приближенная
формула для условной границы  теплового
пучка

(8)

в которой функции  следу-

ет определять из графиков рис. 1, используя зна-
чения p, близкие к , и значения n0, близкие к .

Зависимости рис. 1 позволяют также целена-
правленно выбирать параметры ламинарного
пучка, при которых соответствующий тепловой
пучок будет уверенно транспортироваться в про-
летном канале. При этом следует помнить, что
всегда должно быть выполнено условие s/d  1,
так как при выводе рабочих уравнений использо-
вана модель бесконечно широкого пучка2. В каче-
стве примера проведем моделирование ЭОС с па-
раметрами: микропервеанс pμ = 0.05, ускоряющее
напряжение U0 = 16000 В, толщина ламинарного
пучка d = 0.05 мм, ширина s = 1 мм. Плотность то-
ка ламинарного пучка достигает ∼200 А/см2. Та-

2 Более строго для модели бесконечно широкого пучка должно
быть выполнено в области пушки условие s/(dS0)  1. Но, по-
видимому, это условие можно для сходящего пучка осла-
бить, так как текущая толщина пучка в пушке уменьшается.
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кую плотность тока может обеспечить только
компрессионная оптика. Примем, что эмиссион-
ная способность катода такова, что необходимый
ток пучка может быть получен, если компрессия
пучка будет не менее S0 ∼ 15. Пусть температура
катода Т = 1300 К, тогда в этой ЭОС параметр теп-
ловых скоростей λ ≈ 0.615 и параметр теплового
пучка  ≈0.34. Если принять, что тепловой пучок
по уровню токосодержания 0.99 не должен пре-
вышать в пучностях поперечные размеры лами-
нарного пучка в  ≈ 1.4 раз, то это может быть до-
стигнуто при соответствующем уровне  рабоче-
го магнитного поля. Для определения уровня
магнитного поля  воспользуемся зависимостя-
ми рис. 1 и формулой (8). Из рис. 1б для компрес-
сии S0 =15 и для значения параметра р = 0.36,
близкого к параметру  при n0 = 3, находим вхо-
дящую в формулу (8) величину q(p, n0) ≈ 1.66. Ве-
личину (Δq/Δp)n0 ≈ 2.17 вычисляем по значениям
величин q(p, n0) при р = 0.3 и р = 0.36 на рис. 1б.
Аналогично определяем величину (Δq/n0)p ≈ 0.39,
используя значения величин q(p, n0) на рис. 1б и
1в для превышений магнитного поля n0 = 3 и n0 = 4
при р = 0.36. Подставляя эти значения в прибли-
женную формулу (8), определяем превышение
рабочего магнитного поля над бриллюэновским
полем, оно равно  ≈ 3.55. При указанных выше
параметрах пучка и найденном  методом син-
теза [5] рассчитываем электронную пушку с ча-
стичной магнитной экранировкой катода, а по
уравнениям (1)–(3) и формулам (4), (5) – конфи-
гурацию теплового пучка для ряда значений токо-
содержания в его условных границах3.

Геометрия пушки, осевое распределение маг-
нитного поля, конфигурация теплового пучка в

3 Расчеты по уравнениям (1)–(3) при  ≈ 3.55 и токосодер-
жании 0.99 дают превышение условной границы теплового
пучка в пучностях над ламинарным пучком в ∼1.37 раза.
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Рис. 2. Геометрия электродов пушки: фокусирующий электрод (1), анод (2), граничная траектория ламинарного пучка
(3), распределение магнитного поля (4), радиус кривизны катода Rкр ≈ 5.7 мм, высота катода Н ≈ 0.75 мм (а); конфи-
гурация теплового пучка в области транспортировки при токосодержании 0.99 (1), 0.9 (2), 0.7 (3), 0.5 (4), 0.3 (5) в его
границах. Штриховой линией показана граница ламинарного пучка (б).
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пролетном канале представлены на рис. 2. Из ри-
сунка видно, что в узлах тепловой пучок не отлича-
ется от ламинарного пучка по толщине при одних
и тех же значениях токосодержания, в пучностях
же условная граница теплового пучка тем замет-
нее отходит от соответствующей границы лами-
нарного пучка, чем больше величина токосодер-
жания. При малых величинах токосодержания
границы ламинарного и теплового пучка совпа-
дают. На рис. 3 представлено распределение
плотности тока по сечению пучка в узлах и пучно-
стях. Отношение qн/qт, от которого зависит рас-
пределение плотности тока, в узлах и пучностях
имеют значение qн/qт → ∞ и qн/qт ≈ 2.7 соответ-
ственно. Поэтому плотность тока в сечении пучка
постоянна в первом случае и изменяется во вто-
ром. Темп изменения плотности тока различен по
мере удаления от центральной плоскости пучка
у = 0, но до значений у ≈ 0.01 мм плотности тока в
ламинарном и тепловом пучках почти совпадают.
Это объясняет совпадение границ этих пучков на
рис. 2 при малых значениях токосодержания.

Ранее отмечалось, что все расчеты были прове-
дены для электронно-оптических систем с ци-
линдрическим катодом. Для сопоставления был
проведен расчет электронно-оптической систе-
мы с плоским катодом и теми же самыми пара-
метрами, которые были у ЭОС на рис. 2. Получе-
но хорошее совпадение по конфигурации тепло-
вого пучка и распределению плотности тока по
его сечению. Геометрия пушек и распределение
магнитного поля в пушках различаются незначи-
тельно, осевая длина пушки с плоским катодом
несколько больше.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенные исследования влияния попереч-

ных тепловых скоростей электронов в сходящих-
ся ленточных электронных пучках показали, что
использованный для этих исследований метод
дает возможность оперативно и достаточно пол-
но получать информацию о характеристиках теп-
лового пучка. Этот метод совместно с методом
синтеза и уточняющими расчетами ЭОС по про-
граммам анализа целесообразно применять при
разработке электронно-оптических систем для
источников излучения О-типа коротковолнового
диапазона.

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ
Работа выполнена при финансовой поддержке

Российского фонда фундаментальных исследований
(проект № 18-02-00666).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Алямовский И.В. Электронные пучки и электрон-

ные пушки. М.: Сов. радио, 1966.
2. Молоковский С.И., Сушков Ф.Д. Интенсивные

электронные и ионные пучки. М.: Энергоатомиз-
дат, 1991.

3. Гамаюнов Ю.Г., Патрушева Е.В. // РЭ. 2019. Т. 64.
№ 5. С. 498.

4. Кирштейн П., Кайно Г., Уотерс У. Формирование
электронных пучков. М.: Мир, 1970.

5. Гамаюнов Ю.Г., Патрушева Е.В. // РЭ. 2017. Т. 62.
№ 11. С. 1126.

Рис. 3. Распределение плотности тока по сечению
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Рассмотрена новая методика, использующая высокочувствительный ядерно-магнитный магнито-
метр с текущей водой для определения магнитной восприимчивости и константы Кюри магнитных
жидкостей с погрешностью не хуже 1.0%. Показано, что в диапазоне температур 283…323 К, при ко-
торых применяются феррофлюидные ячейки, закон Кюри выполняется, дальнейшее увеличение
температуры ферромагнитной жидкости приводит к незначительному изменению константы Кю-
ри. Представлены результаты экспериментальных исследований.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время постоянно повышается ин-

терес к применению магнитных жидкостей (ферро-
жидкостей) в различных измерительных устрой-
ствах, системах контроля, медицине и т.д. [1–6]. В
ряде случаев (например, в датчиках угла наклона,
акселерометрах, термомагнитных системах охла-
ждения термоядерных реакторов и т.д.) требуется
знание намагниченности насыщения Mн, зависи-
мости магнитной восприимчивости χк от темпе-
ратуры Т и константы Кюри С этого материала
[4–9]. Для измерения С и χк с погрешностью не
выше 1% разработано большое число методов
[1, 5, 8, 10, 11], однако с некоторыми недостатка-
ми. Один из них в случае конкретного прибора
[5, 6] связан с тем, что размеры некоторых ферро-
флюидных ячеек не соответствуют размерам его
кювет, в которых размещается ферромагнитная
жидкость во время измерений.

В различных практических задачах [4, 12] не-
обходимо установить диапазон изменения индук-
ции магнитного поля В0, в котором выполняется
закон Кюри [13–15]:

(1)

В работах [5, 6] было обосновано необходимое
условие (в предположении близких размеров на-
ночастиц), выполнение которого позволяет при-

менять для расчета константы Кюри следующее
соотношение:

(n – концентрация магнитных наночастиц, P – их
магнитный момент), полученное из формулы
Ланжевена [14]. Это дает возможность проводить
теоретическую оценку значений χк с использова-
нием (1).

Для изготовления большинства феррофлюидных
ячеек применяются различные феррожидкости, но
данные о растворах (например, о концентрации n)
со временем могут быть утрачены. Поэтому разра-
ботка надежного и универсального метода изме-
рения параметров ферромагнитной жидкости,
размещенной в закрытой феррофлюидной ячей-
ке, является актуальной задачей. Одним из воз-
можных ее решений может быть разработанный
нами метод с применением высокочувствитель-
ного ядерно-магнитного магнитометра с теку-
щим образцом.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Разработанные нами ранее конструкции маг-
нитометров на основе явления ядерного магнитно-
го резонанса (ЯМР) в текущей жидкости показали
высокую точность и надежность при измерении

 .С Tχ =

2
0 3С nP k= μ

УДК 53.082.79

ФИЗИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ
В ЭЛЕКТРОННЫХ ПРИБОРАХ
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магнитных полей [15–18]. На рис. 1 представлена
схема созданной нами экспериментальной уста-
новки для измерения χк магнитной жидкости с
использованием ЯМР-магнитометра на текущей
воде. Дистиллированная вода из сосуда поляриза-
тора, расположенного в зазоре магнита-поляри-
затора 2, поступает по соединительному участку
трубопровода в катушку нутации 9. Она размеще-
на в электромагните, индукция В0 которого могла
изменяться от 0.0081 до 1.4072 Тл. Степень неод-
нородности поля была не хуже 10–3 см–1 при рассто-
янии между полюсами de, которое могло изменять-
ся от 40 до 160 мм (диаметр полюсов dп = 150 мм).
Для управления степенью неоднородности маг-
нитного поля в области между полюсами приме-
нялись регулировочные винты 5 и корректирую-
щие катушки 6.

В катушке нутации 9 под действием радиочастот-
ного поля Н1 происходит изменение ориентации
вектора намагниченности Мp ядерных моментов
протонов текущей жидкости относительно направ-
ления постоянного магнитного поля Нp [1, 16–19].
После прохождения жидкостью соединительного
участка трубопровода 10 это изменение фиксиру-
ется катушкой регистрации сигнала ЯМР 14 с ис-
пользованием модуляционной методики [17–19].
Амплитуда Us регистрируемого сигнала ЯМР до-
стигает своего максимального значения, когда
частота fn радиочастотного поля (нутации) совпа-
дает с частотой f0:

(2)

где γ – гиромагнитное отношение ядер.

0 0,f В= γ

Рис. 1. Структурная схема экспериментальной установки: 1 – помпа; 2 – магнит-поляризатор; 3 – сосуд-поляризатор;
4 – электромагнит; 5 – регулировочные винты; 6 – корректирующие катушки; 7 – контейнер с коллоидным раство-
ром; 8 – источник питания корректирующих катушек; 9 – катушка нутации; 10 – соединительный участок трубопро-
вода; 11 – магнитный экран; 12 – радиочастотный генератор; 13 – частотомер; 14 – катушка регистрации; 15 – сосуд-
анализатор; 16 – магнит-анализатор; 17 – катушки модуляции поля магнита-анализатора; 18 – источник питания
электромагнита; 19 – устройство регистрации сигнала ЯМР; 20 – осциллограф; 21 – радиочастотный генератор; 22 –
устройство управления и обработки сигнала ЯМР.
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Точность измерения резонансной частоты fn = f0,
по которой в соответствии с (2) определяется зна-
чение В0, зависит от величины отношения сиг-
нал/шум (С/Ш), регистрируемого сигнала ЯМР и
ширины линии нутации Δfn (неоднородности
магнитного поля в зоне размещения катушки ну-
тации) [17–20]. Длина катушки нутации ln состав-
ляла 3 мм, диаметр dn = 6 мм. Для размещения
между полюсами электромагнита феррофлюид-
ных ячеек контейнеров 7 с ферромагнитной жид-
костью (см. рис. 1), предварительно разогретыми
до определенной температуры, в данной работе
была применена специальная конструкция тер-
мостата из немагнитного материала с низкой теп-
лопроводностью. Верхняя и нижняя грани кон-
струкции термостата плотно соприкасались с по-
люсами магнита. При изменении расстояний
между полюсами магнита эти грани могли пере-
мещаться (расстояние между ними изменяется)
таким образом, чтобы держатель ячейки был за-
фиксирован полюсами магнита. Между гранями
были установлены две специальные подставки
для размещения на них феррофлюидных ячеек,
которые могли перемещаться вдоль оси соединя-
ющей полюса магнитной системы. Перемещение
подставок позволяло обеспечить симметричное
расположение образца толщиной dк (см. рис. 1)
относительно катушки нутации 9.

Необходимо отметить, что использование
описанной конструкции между феррофлюидны-
ми ячейками, полюсами магнитной системы и
катушкой нутации позволяет установить термо-
изолирующие прокладки, изготовленные из вы-
сокотемпературных керамических волокон тол-
щиной 3 мм [21]. Эксперименты показали, что
использование прокладок позволяет надежно
изолировать магнитную систему от разогретого
образца. Например, для случая применения кю-
вет цилиндрической формы с диаметром основа-
ния dц = 150 мм, высотой hц = 30 мм, толщиной
стенок контейнера 1 мм изменение температура
ΔТn между полюсами магнита в зоне размещения
катушки нутации составило примерно 1.5 град.
Для контроля температуры использовался стан-
дартный термометрический датчик и инфракрас-
ный дистанционный измеритель температуры
Testo 845 (фирма Testo AG, Германия).

Кюветы с ферромагнитной жидкостью (фер-
рофлюидная ячейка) в данной конструкции были
расположены так, чтобы их основания были па-
раллельны полюсам электромагнита, а также оси
катушки нутации 9, по которой направлено поле
Н1 (см. рис. 1). Центры полюсов магнита, основа-
ний контейнеров и катушки нутации находились
на одной прямой.

При размещении кювет с ферромагнитной
жидкостью в электромагните магнитное поле в
зоне расположения катушки нутации изменяло

свое значение на некоторую величину δВ, кото-
рая зависела как от dк, так и от χк. Регулировоч-
ными винтами и корректирующими катушками
неоднородность магнитного поля в этой зоне
компенсировалась по минимуму ширины линии
нутации Δfn = f2 – f1. На рис. 2 представлена (линии
нутации) зависимость амплитуды Us регистрируе-
мого сигнала ЯМР от частоты fn при размещении
между полюсами электромагнита кювет с различ-
ным значением dк ферромагнитной жидкости.
Кювета представляла собой цилиндр с dц = 150 мм,
hц =10 мм, толщина стенок – 1 мм.

В табл. 1 представлены измеренные значения
Δfn. Как видим, погрешности измерения резо-

нансных частот нутации fn, равных f0 и , (ин-
декс м относится к магнитной жидкости) которые
используются для определения χк, одинаковы.
Измеряя резонансные частоты нутации в зоне
размещения катушки нутации f0 и , можно
определить величину δВ. Изменение индукции
магнитного поля в зазоре между полюсами маг-
нитной системы 4 было рассчитано с использова-
нием методики, разработанной для П-образных
односвязных магнитных систем [22–24].

Для феррофлюидной ячейки, которая пред-
ставляет собой контейнер с диаметром dц = 150 мм,
с применением методики, рассмотренной в
[22‒24], была получена зависимость изменения
δВм в зоне размещения катушки нутации в зави-
симости от χк и dк ферромагнитной жидкости.
Это позволило определить магнитную восприим-

м
0f

м
0f

Таблица 1. Значения ширины линии нутации Δfn, при

которых измеряются* резонансные частоты f0 и  для
различных величин dк

* Условия проведения измерений: контейнер коллоидного рас-
твора в воде однодоменных наночастиц гематита с объемной
концентрацией 0.054 с ПАВ – гидроксид тетраметиламмония –
при Т = 289.2 К, В0 = 0.127 Тл, Н1 = 11.26 А/м, f0 = 5406147 Гц.

dк, мм fк, Гц Δfn, Гц

0 5406147 291

0.5 5459051 308

1.0 5516 408 332

2.0 5641218 352

3.0 5747294 378

4.0 5868211 402

6.0 6134297 446

м
0f
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чивость ферромагнитной жидкости χк с помощью
следующего соотношения:

(3)

Экспериментами было установлено, что нару-
шение симметричного расположения контейне-
ров по отношению к полюсам электромагнита и
оси катушки нутации приводит к изменению зна-
чения , а также к уширению линии нутации
(Δfn увеличивается), что ведет к повышению по-

грешности измерения . В случае смещения
центров основания контейнеров по отношению к
прямой, проходящей через центры полюсов маг-
нита перпендикулярно их плоскостям, происхо-
дит значительное уширение линии нутации по
сравнению с ранее рассмотренным случаем (пол-
ной центровки контейнеров и полюсов). Кроме
того, изменяется само значение , которое изме-
ряется с другой погрешностью по сравнению с f0.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 3 представлены экспериментальные
зависимости обратной магнитной восприимчи-
вости  от температуры для двух магнитных жид-
костей. Значения χк на графиках 1 и 2 получены с ис-
пользованием (3) по измерениям двух резонансных

м м
0 0 0 0 к  – –   1 –  ( ) ( ( ))2 . к ef f f f d dχ =

м
0f

м
0f

м
0f

1
к
−χ

частот магнитного поля в зоне размещения катушки
нутации. Измерения проводились при индукции
магнитного поля В0 = 238 мТл с неоднородностью
10–4 см–1. Ячейки с ферромагнитными жидкостя-
ми перед измерением χк хранились в неподвиж-
ном состоянии более 10 сут (имитация длитель-
ного хранения).

При проведении измерении f0 и  температу-
ра в области размещения образца могла изме-
няться в пределах 283…363 К. При Т = 293.1 К по
измеренным значениям χк для двух феррожидко-
стей (водный раствор однодоменных наночастиц
магнетита размером 12 нм с объемной концентра-
цией 0.027 с ПАВ – олеиновая кислота, и гемати-
та размером 14 нм с объемной концентрацией
0.054 с ПАВ – гидроксид тетраметиламмония)
были определены константы Кюри С, которые
составили 135.1 и 188.6 К соответственно. Сравне-
ние констант Кюри, полученных нами и опреде-
ленных в [5, 6, 9] для веществ с теми же парамет-
рами, а также рассчитанными с использованием
формул в [14, 15] для определения χк, подтверди-
ли достоверность полученных результатов и кор-
ректность предложенного метода определения χк.

Температура ферромагнитной жидкости после
перемещения феррофлюидной ячейки из области
нагрева в межполюсное пространство магнитной
системы контролировалась инфракрасным дистан-
ционным измерителем температуры Testo 845 по

м
0f

Рис. 2. Форма линии нутации регистрируемого сигнала ЯМР при размещении между полюсами электромагнита двух
контейнеров c различной толщиной слоя dк коллоидного раствора в воде однодоменных наночастиц гематита с объ-
емной концентрацией 0.054 с ПАВ – гидроксид тетраметиламмония при температуре Т = 289.2 К, Н1 = 11.26 А/м; dк =
= 0 (1), 2 (2), 6 мм (3).
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торцу феррофлюидной ячейки (чувствительность
0.1 К). Также с его помощью контролировалась
температура ферромагнитной жидкости в момент
проведения измерения резонансной частоты маг-
нитного поля.

Проведенные эксперименты показали, что
при нагревании ферромагнитных жидкостей в
ячейке до температуры порядка 323 К происходит
изменение угла наклона зависимостей  от Т,
который при дальнейшем разогреве жидкости не
изменяется (см. рис. 3а). Для того чтобы показать
изменение угла наклона на рис. 3а построены
продолженные прямые. При интенсивном пере-
мешивании ферромагнитной жидкости из осадка
поднимаются более крупные агломераты, кото-
рые не разрушаются при разогреве феррофлюид-
ной ячейки в исследуемом диапазоне температур,
так как их энергия связи порядка 0.03 эВ [15]. По-
этому изменение угла наклона зависимостей 
от Т в этом случае в диапазоне температуры разо-
грева феррофлюидной ячейки от 283 до 363 К не
происходит (рис. 3б).

Для подтверждения обоснованности предло-
женной нами методики измерения χк было прове-
дено сравнение результатов, полученных нами с
использованием разработанной эксперименталь-
ной установки, и результатов измерения χк на
промышленных приборах высокого класса. Из-
мерения χк образцов ферромагнитной жидкости,
использованных нами для изготовления феррофлю-
идных ячеек, выполнялись на ЭПР спектрометре
“ER-100М” (компании Bruker), в дополнитель-
ную комплектацию которого входит система для
измерения динамической и статической магнит-
ной восприимчивости на частотах 0.1…5.0 МГц и
вибрационном магнитометре VSM model 7410
(компания Lake Shore Cryotronics Inc.). При из-
мерении значений χк температура образцов фер-
ромагнитной жидкости, изготовленных из гема-
тита и магнетита, изменялась в диапазоне
283…363 К. Результаты сравнения выполненных
измерений χк представлены в табл. 2.

Кроме того, предлагаемая нами методика
определения χк была проверена на еще двух об-
разцах также при Т = 283…363 К: 1) образец на ос-
нове ранее используемого водного раствора од-
нодоменных частиц магнетита с добавлением в
него наночастиц самария размером 14 нм, 2) об-
разец на основе гематита с добавлением в него на-
ночастиц кобальта размером 14 нм; в качестве
ПАВ использовалась лимонная кислота. Эти об-
разцы также были исследованы на низкочастот-
ном ЭПР-спектрометре ER-100М (компании
Bruker) с криостатом для проведения измерений в
диапазоне температур 213…400 K и на вибрацион-
ном магнитометре VSM model 7410 (компании
Lake Shore Cryotronics Inc.). Результаты сравне-

1
к
−χ

1
к
−χ

ния выполненных измерений χк на этих образцах
представлены в табл. 3.

Анализ полученных результатов на четырех
образцах (см. табл. 2 и 3) показал, что значения χк,
измеренные различными методами, совпадают в
пределах погрешности измерения.

Рис. 3. Зависимость магнитной восприимчивости χк
от температуры Т коллоидного раствора в случае дли-
тельного хранения феррофлюидной ячейки (а) и по-
сле его интенсивного перемешивания (б): кривые 1 –
раствор в воде однодоменных наночастиц магнетита с
объемной концентрацией 0.027 с ПАВ – олеиновая
кислота, кривые 2 – органический растворитель ге-
матит с объемной концентрацией 0.054 с ПАВ – гид-
роксид тетраметиламмония.
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Таблица 2. Значения магнитной восприимчивости χ для ферромагнитных жидкостей, изготовленных из нано-
частиц магнетита (М) и гематита (Г) от температуры Т, измеренные на экспериментальной установке и промыш-
ленными приборами

T, K
Ядерно-магнитный

магнитометр на текущей 
жидкости

ЭПР-спектрометр
“ER-100М” (компания Bruker)

Вибрационный магнитометр 
VSM model 7410 (компания Lake 

Shore Cryotronics Inc.)

283.2 М. 2.0957 ± 0.0158
Г. 1.5012 ± 0.0116

М. 2.0898 ± 0.0104
Г. 1.4974 ± 0.0075

М. 2.0892 ± 0.0065
Г. 1.4967 ± 0.0047

288.3 М. 2.1334 ± 0.0160
Г. 1.5021 ± 0.0117

М. 2.1278 ± 0.0105
Г. 1.4989 ± 0.0076

М. 2.1271 ± 0.0065
Г. 1.4983 ± 0.0047

293.1 М. 2.1695 ± 0.0162
Г. 1.5540 ± 0.0117

М. 2.1648 ± 0.0106
Г. 1.5509 ± 0.0077

М. 2.1641 ± 0.0066
Г. 1.5502 ± 0.0048

298.2 М. 2.2072 ± 0.0165
Г. 1.5844 ± 0.0118

М. 2.2027 ± 0.0107
Г. 1.5815 ± 0.0079

М. 2.2021 ± 0.0066
Г. 1.5804 ± 0.0049

303.3 М. 2.2450 ± 0.0168
Г. 1.6081 ± 0.0119

М. 2.2408 ± 0.0109
Г. 1.6039 ± 0.0080

М. 2.2402 ± 0.0067
Г. 1.6030 ± 0.0049

308.1 М. 2.2805 ± 0.0170
Г. 1.6336 ± 0.0122

М. 2.2761 ± 0.0113
Г. 1.6297 ± 0.0081

М. 2.2754 ± 0.0068
Г. 1.6291 ± 0.0049

313.2 М. 2.3182 ± 0.0173
Г. 1.6606 ± 0.0124

М. 2.3145 ± 0.0115
Г. 1.6552 ± 0.0082

М. 2.3137 ± 0.0069
Г. 1.6543 ± 0.0050

317.5 М. 2.3501 ± 0.0176
Г. 1.6834 ± 0.0126

М. 2.3465 ± 0.0117
Г. 1.6786 ± 0.0083

М. 2.3457 ± 0.0070
Г. 1.6777 ± 0.0050

323.3 М. 2.3930 ± 0.0179
Г. 1.7142 ± 0.0128

М. 2.3878 ± 0.0119
Г. 1.7077 ± 0.0085

М. 2.3867 ± 0.0071
Г. 1.7059 ± 0.0051

328.1 М. 2.4285 ± 0.0182
Г. 1.7396 ± 0.0130

М. 2.4237 ± 0.0121
Г. 1.7349 ± 0.0087

М. 2.4227 ± 0.0072
Г. 1.7340 ± 0.0052

333.1 М. 2.4655 ± 0.0185
Г. 1.7661 ± 0.0132

М. 2.4609 ± 0.0123
Г. 1.7619 ± 0.0088

М. 2.4601 ± 0.0173
Г. 1.7608 ± 0.0053

338.1 М. 2.5025 ± 0.0193
Г. 1.7926 ± 0.0138

М. 2.4975 ± 0.0125
Г. 1.7877 ± 0.0089

М. 2.4966 ± 0.0075
Г. 1.7863 ± 0.0054

343.1 М. 2.5396 ± 0.0199
Г. 1.8191 ± 0.0143

М. 2.5345 ± 0.0126
Г. 1.8146 ± 0.0091

М. 2.5336 ± 0.0076
Г. 1.8134 ± 0.0055

348.4 М. 2.5788 ± 0.0206
Г. 1.8472 ± 0.0147

М. 2.5742 ± 0.0128
Г. 1.8431 ± 0.0092

М. 2.5734 ± 0.0077
Г. 1.8422 ± 0.0056

353.1 М. 2.6136 ± 0.0209
Г. 1.8722 ± 0.0149

М. 2.6083 ± 0.0130
Г. 1.8681 ± 0.0093

М. 2.6071 ± 0.0078
Г. 1.8669 ± 0.0057

358.2 М. 2.6513 ± 0.0212
Г. 1.8992 ± 0.0151

М. 2.6466 ± 0.0132
Г. 1.8922 ± 0.0095

М. 2.6453 ± 0.0079
Г. 1.8910 ± 0.0057

363.2 М. 2.6901 ± 0.0215
Г. 1.9252 ± 0.0154

М. 2.6857 ± 0.0134
Г. 1.9209 ± 0.0096

М. 2.6844 ± 0.0080
Г. 1.9192 ± 0.0058
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Таблица 3. Значения магнитной восприимчивости χ от температуры Т образцов ферромагнитных жидкостей,
изготовленных из наночастиц магнетита и самария (МС) и гематита и кобальта (ГК), измеренные на экспери-
ментальной установке и промышленными приборами

T, K
Ядерно-магнитный 

магнитометр на текущей 
жидкости

ЭПР-спектрометр
“ER-100М” (компания 

BRUKER)

Вибрационный магнитометр 
VSM model 7410 (компания 
Lake Shore Cryotronics Inc.)

283.1 МС. 1.2870 ± 0.0096
ГК. 1.1607 ± 0.0087

МС. 1.2842 ± 0.0064
ГК. 1.1579 ± 0.0056

МС. 1.2836 ± 0.0038
ГК. 1.1572 ± 0.0035

288.1 МС. 1.3098 ± 0.0098
ГК. 1.1812 ± 0.0088

МС. 1.3067 ± 0.0065
ГК. 1.1782 ± 0.0059

МС. 1.3060 ± 0.0039
ГК. 1.1774 ± 0.0035

293.2 МС. 1.3452 ± 0.0101
ГК. 1.2021 ± 0.0090

МС. 1.3419 ± 0.0067
ГК. 1.1989 ± 0.0060

МС. 1.3411 ± 0.0040
ГК. 1.1981 ± 0.0036

298.1 МС. 1.3553 ± 0.0102
ГК. 1.2221 ± 0.0092

МС. 1.3521 ± 0.0068
ГК. 1.2189 ± 0.0061

МС. 1.3516 ± 0.0041
ГК. 1.2181 ± 0.0036

303.0 МС. 1.3781 ± 0.0103
ГК. 1.2423 ± 0.0093

МС. 1.3750 ± 0.0069
ГК. 1.2396 ± 0.0062

МС. 1.3743 ± 0.0041
ГК. 1.2390 ± 0.0037

308.3 МС. 1.4016 ± 0.0105
ГК. 1.2640 ± 0.0095

МС. 1.3984 ± 0.0070
ГК. 1.2609 ± 0.0063

МС. 1.3978 ± 0.0042
ГК. 1.2602 ± 0.0038

313.3 МС. 1.4243 ± 0.0107
ГК. 1.2845 ± 0.0096

МС. 1.4211 ± 0.0071
ГК. 1.2813 ± 0.0064

МС. 1.4205 ± 0.0043
ГК. 1.2806 ± 0.0039

317.1 МС. 1.4416 ± 0.0108
ГК. 1.3001 ± 0.0098

МС. 1.4383 ± 0.0072
ГК. 1.2969 ± 0.0065

МС. 1.4376 ± 0.0043
ГК. 1.2962 ± 0.0039

323.2 МС. 1.4693 ± 0.0110
ГК. 1.3251 ± 0.0099

МС. 1.4661 ± 0.0073
ГК. 1.3209 ± 0.0066

МС. 1.4653 ± 0.0044
ГК. 1.3201 ± 0.0040

328.4 МС. 1.4929 ± 0.0111
ГК. 1.3464 ± 0.0103

МС. 1.4897 ± 0.0074
ГК. 1.3430 ± 0.0067

МС. 1.4889 ± 0.0044
ГК. 1.3422 ± 0.0041

333.2 МС. 1.5148 ± 0.0114
ГК. 1.3660 ± 0.0106

МС. 1.5114 ± 0.0075
ГК. 1.3627 ± 0.0068

МС. 1.5104 ± 0.0045
ГК. 1.3620 ± 0.0042

338.2 МС. 1.5375 ± 0.0117
ГК. 1.3866 ± 0.0109

МС. 1.5340 ± 0.0076
ГК. 1.3833 ± 0.0069

МС. 1.5333 ± 0.0046
ГК. 1.3825 ± 0.0042

343.3 МС. 1.5607 ± 0.0122
ГК. 1.4075 ± 0.0112

МС. 1.5574 ± 0.0078
ГК. 1.4039 ± 0.0070

МС. 1.5567 ± 0.0047
ГК. 1.4033 ± 0.0043

348.0 МС.1.5821 ± 0.0126
ГК. 1.4267 ± 0.0114

МС. 1.5774 ± 0.0079
ГК. 1.4230 ± 0.0071

МС. 1.5769 ± 0.0047
ГК. 1.4222 ± 0.0043

353.3 МС. 1.6062 ± 0.0128
ГК. 1.4485 ± 0.0116

МС. 1.6028 ± 0.0080
ГК. 1.4451 ± 0.0072

МС. 1.6022 ± 0.0048
ГК. 1.4445 ± 0.0044

358.1 МС. 1.6280 ± 0.0130
ГК. 1.4681 ± 0.0117

МС. 1.6263 ± 0.0081
ГК. 1.4646 ± 0.0073

МС. 1.6254 ± 0.0049
ГК. 1.4639 ± 0.0044

363.3 МС. 1.6517 ± 0.0132
ГК. 1.4894 ± 0.0119

МС. 1.6481 ± 0.0082
ГК. 1.4858 ± 0.0074

МС. 1.6474 ± 0.0050
ГК. 1.4850 ± 0.0045
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ДАВЫДОВ и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные экспериментальные результаты
показывают, что в диапазоне изменения темпера-
тур от 283 до 363 К разработанный нами метод
позволяет определять χk и константу Кюри фер-
ромагнитной жидкости внутри феррофлюидной
ячейки с погрешностью не выше 1.0% даже при
образцах малого размера и слабом изменении
вносимой образцом неоднородности магнитного
поля.
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