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11 октября 2022 года исполнилось 70 лет Алек-
сандру Александровичу Авдееву, доктору техни-
ческих наук, члену редколлегии журнала “Тепло-
физика высоких температур”.

В 1969 г. А.А. Авдеев поступил в Московский
энергетический институт. Успешно закончив
обучение, Александр Александрович начал на-
учную карьеру с работы в НПО “Энергия”. Па-
раллельно с работой он поступил в аспирантуру
к д.т.н., проф. Д.А. Лабунцову (1977 г.) и в 1979 г.
защитил кандидатскую диссертацию (к.т.н.) по
теме “Критическое истечение вскипающих жид-
костей”. Работа в НПО “Энергия” продолжена
уже в должности младшего научного сотрудника. В
1981 г. А.А. Авдеев поступает на работу во Всерос-
сийский научно-исследовательский и проектно-
конструкторский институт атомного энергетиче-
ского машиностроения (ОАО “ВНИИАМ”). С
этим институтом связана основная часть творче-
ской, научной деятельности Авдеева, где он по-
следовательно прошел путь от старшего научного
сотрудника до генерального директора.

Уже при первом знакомстве с Александром
Александровичем его коллег поражали такие
присущие ему качества, как интеллигентность,
прекрасная теоретическая теплофизическая база,
сочетавшиееся с быстротой усвоения и анализа

полученной информации, достаточным напором в
споре и умением принять взгляд оппонента при
достаточности его аргументации. Поэтому неуди-
вительна была единодушная поддержка в кругу спе-
циалистов по теплофизике двухфазных потоков
докторской диссертации молодого А.А. Авдеева,
которую он защитил в 1987 г. по теме “Тепломассо-
перенос и гидродинамика неравновесных пузырь-
ковых сред в элементах энергетических машин и
аппаратов”.

Занимая высокие посты заместителя директо-
ра, а затем и директора, А.А. Авдеев быстро смог
перейти от научных проблем пузырьково-снаряд-
ного режима течения двухфазного потока к нуж-
дам конкретного атомного энергооборудования,
применяя свой теоретический багаж, широкую
теплофизическую эрудицию и аргументирован-
ное умение отстаивать свою позицию в рамках
Минатомпрома.

Рассматривая А.А. Авдеева, в основном, как
теплофизика-теоретика, его коллеги-эксперимен-
таторы всегда поражались его умению использовать
минимум средств на реконструкцию действующего
стенда для решения иной конкретной задачи, гра-
мотность построения эксперимента для получе-
ния однозначного ответа на поставленную задачу.
При этом использовались материалы эксперимен-
тального участка, объем эксперимента и точность
применяемых средств измерений, необходимые
именно в рассматриваемом исследовании.

Уделяя много времени решению задач энерге-
тики на посту руководителя ОАО “ВНИИАМ”,
Александр Александрович не прекратил зани-
маться теоретической теплофизикой и регуляр-
но публиковал статьи, а позднее занялся рабо-
той и над книгами. Одна из них вышла в издатель-
стве “Шпрингер” под названием “Bubble Systems”
(2016 г.). Участвуя в развитии отечественной науки,
он активно работает в Национальном комитете
по теплообмену и в редакционной коллегии жур-
нала “Теплофизика высоких температур”.

Круг интересов Александра Александровича
не ограничивается наукой. Многие годы он ак-
тивно занимается скалолазанием, совершает в паре
с лучшими скалолазами России сложные восхож-
дения в Альпах.

Редколлегия и редакция журнала поздравляют
Александра Александровича с юбилеем и желают
ему крепкого здоровья и дальнейших успехов и
достижений!

EDN: TFZIOL
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Представлена физическая модель процессов, протекающих в неравновесной плазме рабочего тела
лазеров на парах металлов, возбуждаемых индукционным импульсно-периодическим ВЧ-разря-
дом. В основу модели входят дифференциальные уравнения кинетики заселенностей, баланса энер-
гии электронов, электрической цепи, развития индуцированного излучения и др. Все уравнения
адаптированы к особенностям индукционного разряда и специальной геометрии разрядной каме-
ры. Описание модели представлено для варианта лазера на парах меди с буферным газом неоном. Отме-
чены особенности динамики параметров плазмы и лазерного излучения в условиях ВЧ-разряда.

DOI: 10.31857/S004036442205009X

ВВЕДЕНИЕ
Лазеры на самоограниченных переходах атомов

металлов [1–4], излучение которых находится в ви-
димом, инфракрасном и ультрафиолетовом диапа-
зонах, весьма привлекательны для различных прак-
тических приложений. Однако невысокий КПД,
ограниченный ресурс работы и ряд технических
особенностей затрудняют их широкое применение,
снижают конкурентную способность. Исследова-
ния нового безэлектродного способа возбужде-
ния лазеров на парах металлов импульсно-пе-
риодическим индукционным разрядом транс-
форматорного типа [5–7] вызвано стремлением
повысить выходные параметры и получить ряд
технических и эксплуатационных преимуществ.
Улучшение характеристик этих лазеров, воз-
можно, расширит перспективу их применения
в промышленности, в прецизионной микрообра-
ботке материалов, в селективных технологиях,
физических исследованиях, диагностике, в меди-
цине и т.п. [8–10].

Отличительной чертой конструкции индукци-
онных лазеров на парах меди (ИЛПМ) от индук-
ционных лазеров на других рабочих средах (азот,
инертные газы и др.) является наличие толстой
теплоизоляции, которая увеличивает расстояние
между плазменным витком и индуктором, что при-
водит к значительному снижению коэффициента
связи Кr трансформатора. Как показывает числен-
ное моделирование [6], в этом случае выгодно при-
менять коаксиальные разрядные камеры с кольце-
вым рабочим объемом. При использовании таких

камер можно достичь значений Кr ≈ 0.5−0.6. Кроме
того, в кольцевом проводящем слое можно со-
здать более однородное по радиусу вихревое
электрическое поле, чем в цилиндре [11], что
положительно скажется на генерации излучения.
При этом для описания процессов в плазме сле-
дует применить относительно простую нольмер-
ную модель. В данной работе дается обоснование
и приводится детальное описание такой модели,
использовавшейся при расчетах ИЛПМ в [5–7].

Согласно результатам численных эксперимен-
тов [6], в ИЛПМ реализуется импульс накачки,
представляющий собой цуг высокочастотных коле-
баний тока с частотой ftr = 10−100 МГц и временем
затухания τat ~ 70−200 нс, в то время как в обычном
(электродном) лазере на парах меди (ЛПМ) им-
пульс тока имеет форму, близкую к форме аперио-
дического разряда с длительностью 150−300 нс. По-
этому в физической модели ИЛПМ желательно
учитывать зависимость высокочастотной элек-
трической проводимости плазмы от частоты ко-
лебаний тока и влияние изменения во времени
эффективного сопротивления на работу электри-
ческой схемы. Необходимо контролировать тол-
щину скин-слоя, оценивать влияние магнитного
поля индуктора на проводимость плазмы и на
другие процессы. Отметим, что за основу описа-
ния кинетических процессов в разрядной плазме
ИЛПМ была взята разработанная ранее физиче-
ская модель обычного ЛПМ [12].

Схема конструкции ИЛПМ и необходимые
обозначения представлены на рис. 1. Плазма за-
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полняет объем между двумя коаксиальными ци-
линдрами радиусом r1 и r2. Ось z цилиндрической
системы координат направлена вдоль оси цилин-
дров. Индуцированный азимутальный электриче-
ский ток Jϕ течет в кольцевом зазоре (r2 − r1) < r2, r1,
который значительно меньше длины активной
среды лазера  В типичных условиях работы лазе-
ра на парах меди температура стенки Тw (при r = r2)
задается равной 1500−1900 К, чему соответствует
давление паров меди PCu = 1−2 Торр. Давление
неона PNe = 50−500 Торр. Частота следований им-
пульсов накачки (цугов) f ~ 2−30 кГц такая же,
как и в обычном электродном ЛПМ. Типичная
температура газа в кольцевом зазоре (при f ~ 10 кГц)
Tg ≈ 2500 К, температура электронов Te = 0.3−5 эВ
и их концентрация ne = 1013−1015 см−3 (Te ≥ Tg). Ха-
рактерная длительность импульсов излучения
для ЛПМ на самоограниченных переходах со-
ставляет несколько десятков наносекунд.

КИНЕТИКА ПРОЦЕССОВ В ИЛПМ

Схема уровней атомов меди 
и атомов буферного газа неона

Учет большого числа уровней требует реше-
ния соответствующего количества дифферен-
циальных уравнений для описания их заселeнно-
стей, а также знания констант процессов. Для упро-
щения задачи обычно производится огрубление
схемы уровней атома [13] объединением ряда от-
дельных уровней в блоки. Схема возбужденных
уровней и блоков уровней атома меди и неона,
принятая в данной работе, представлена на рис. 2.

Всего учтено 124 уровня атома меди (не считая
водородоподобных) и 23 уровня неона. Уровни
энергии возбужденных атомов и их заселенно-
сти nk нумеруются индексом k или i. Для атома ме-

�pl.

ди k = 1−5 − отдельные нижние уровни, k = 6−8 −
блоки уровней меди; для атома неона k = 9 − ос-
новной уровень, k = 10, 11 − блоки уровней неона.
Блоки высоко лежащих уровней меди, находя-
щихся в равновесии с электронным континуумом
обозначены на рис. 2 как np1 и np2. Генерация ла-
зерного излучения происходит при переходе с ре-
зонансных уровней на метастабильные. На зеленой
(0.51 мкм) линии с k = 5 на i = 2 (   → 4s2 2D5/2)
и на желтой (0.578 мкм) линии с k = 4 на i = 3
(  → 4s2 2D3/2).

Более детальное обсуждение и обоснование
принятой схемы уровней проведено в [12] с исполь-
зованием представлений о кинетике заселенностей
в диффузионном или модифицированном диффу-
зионном приближении [13]. Перечень всех учиты-
ваемых уровней атома меди неона, их энергий
Ek и статвесов gk представлен в [4] (см. Приложе-
ние П4) и в [12].

Учет столкновительных и радиационных процессов
В принятой модели расчета учитываются сле-

дующие физические процессы:
− нагрев свободных электронов электриче-

ским полем (нагревом ионов пренебрегаем);
− ионизация атомов меди и неона со всех

уровней;
− тройная рекомбинация на основной и на все

возбужденные уровни меди и неона;
− фоторекомбинация на нижние уровни ато-

мов k = 1−5 и k = 9;
− конверсия атомарных ионов неона в молеку-

лярные ионы и их диссоциативная рекомбинация;
− спонтанное излучение (231 линии атома ме-

ди и 55 линий атома неона с известными вероят-

2 o
3/24 p P

2 o
1/24 p P

Рис. 1. Схема ИЛПМ: 1 − теплоизоляция, 2 − витки
индуктора, 3 − керамическая вставка, 4 − плазма раз-
ряда, 5 и 6 − зеркала оптического резонатора, 7 −
коммутатор (ключ), С − накопительная емкость.
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Рис. 2. Схема уровней атомов меди (а) и неона (б).
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ностями спонтанного излучения Aki [4] (см. При-

ложение П4);

− реабсорбция спонтанного излучения мето-
дом эффективного времени жизни [14];

− возбуждение и тушение электронным ударом
всех выбранных состояний атома меди и неона;

− упругие потери энергии электронов при
столкновении с атомами и ионами;

− процессы типа ионизации Пеннинга при
столкновениях возбужденных атомов неона с
атомами меди в основном состоянии;

− процесс перезарядки ионов неона на атомах
меди в основном состоянии с образованием

ионов меди в возбужденных состояниях (  ≈
≈ 13.68−13.87 эВ); cогласно [15], этот процесс
можно отнести к перезарядке, близкой к резо-
нансному типу;

− амбиполярная диффузия электронов и двух

сортов ионов Cu+ и Ne+, а также диффузия воз-
бужденных атомов меди и неона.

Баланс возбужденных атомов меди и неона
В общем виде, в приближении многожидкост-

ной гидродинамики [16], баланс возбужденных
частиц можно представить уравнением

(1)

Здесь первый и второй члены в правой части
описывают соответственно рождение или гибель
возбужденного состояния атома k в объеме за счет
всех столкновительных и радиационных процес-
сов, перечисленных выше:

(2)

(3)

Если направленная скорость uk частиц в состо-

янии k связана с градиентом их концентрации, то
третий член справа в (1) описывает устранение
этих частиц из объeма за счет процесса диффузии:

(4)

В уравнениях (1)−(4) и везде далее: nk (см–3) −

концентрации, qki (см3/с) − константа скорости
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перехода с уровня k на уровень i электронным

ударом;  (см3/с),  (см6/с) − константы ско-
рости ионизации электронным ударом и тройной

рекомбинации на уровень k; qpen (см3/с) ‒ констан-

ты скорости “пенинг” процесса;  (см3/с) ‒ кон-

станта фоторекомбинации на уровень k;  (с–1) ‒
эффективная вероятность спонтанного излуче-
ния с учетом реабсорбции с уровня k на уровень i;
ρgr, ρyel (эВc/см3) и Bgr, Byel (см3/с2 эВ) ‒ соответ-

ственно спектральные плотности лазерного излуче-
ния и коэффициенты вынужденного излучения
при переходах с k = 5 на i = 2 для зеленой и с k = 4 на
i = 3 для желтой линий генерации лазера; αgr, αyel −

коэффициенты, учитывающие конечность шири-

ны спектральных линий (см. ниже); Dk (см2/с) –

коэффициент диффузии возбужденных атомов;
коэффициенты δk = 1 при k = 10, 11 и δk = 0 при

k ≠ 10, 11;  при k = 5,  при k = 2 и

 при k ≠ 2, 5. Аналогично  при k = 4,

 при k = 3 и  при k ≠ 3, 4. В уравне-

нии (2) при k = 1−8  (см–3) ‒ концентра-

ция ионов меди, а при k = 9−11  (см–3) ‒

концентрация ионов неона.

Нульмерные приближения процессов 
переноса частиц и энергии

Дифференциальные уравнения баланса воз-
бужденных частиц и баланса энергии электронов
содержат производные по времени и координа-
там. При описании физических процессов в плаз-
ме ИЛПМ будем пренебрегать вязкой диссипа-
цией энергии и запишем уравнения в так называ-
емом “нульмерном” приближении. В этом случае
все члены исходных дифференциальных уравне-
ний oсредняются по объему кольцевой разрядной
камеры с привлечением тех или иных физических
представлений о протекающих процессах.

Oсреднение уравнения баланса возбужденных
атомов меди и неона. При oсреднении по объему
всех членов дифференциальных уравнений (1)
аналогично [16] полагали, что в середине кольце-
вой области разрядной трубки объемные процес-
сы гибели возбужденного состояния преобладают
над диффузионным уходом частиц на стенку. Диф-
фузионное устранение частиц существенно лишь
вблизи границ плазмы. В этом случае радиальное
распределение концентраций nk (рис. 3) прини-

малось пологим в центральной области, а в при-
стеночных слоях толщиной Λk ‒ круто спадаю-

щим до нуля (кроме k = 1 и k = 9).

При (r2 − r1)/r1 < 1 величины Λk можно считать

одинаковыми около обеих стенок r = r1 и r = r2.

Такие же радиальные распределения задаются и
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для концентраций заряженных частиц , ,

ne со своими значениями , , Λe (см. ниже).

Принимаем, аналогично [16], что в центральной
части кольцевого объема grad(nk) ≈ 0 и Δnk ≈ 0, а в

пристеночных слоях:

(5)

(6)

Здесь  ‒ концентрация возбужденных ча-

стиц в центральной части объема, которую с учетом
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принятой формы профиля концентраций можно

связать со средней по объему концентрацией

(7)

Oсреднение по кольцевому объему разрядной

коаксиальной камеры выражений (6), описываю-

щих диффузию nk в уравнениях баланса частиц, дает

(8)

где

(9)

Геометрический фактор fk изменяется от двух

при Λk /(r2 − r1)  1 до четырех при Λk ≈ 0.5(r2 − r1).

В (5)−(9) величины Λk(t) (см) приближенно

определяются по аналогии с [16] как характерное

расстояние от стенки, на котором скорости диф-

фузного ухода атомов уравниваются со скоростью

их гибели за счет объемных процессов. Прирав-

нивая правую часть уравнения (3) (при r = r2 − Λk
или r = r1 + Λk) к выражению (6), получим
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Под корнем в числителе и знаменателе вели-

чины  сократились; в качестве концентрации

электронов  (в центральной части объема) под-
ставляем, согласно (7), приближенные значения

 (см. ниже). В качестве остальных вели-
чин под корнем в (10) подставляются их средние
по объему значения (знак oсреднения опускаем).

Детально рассмотрим вопрос также об oсред-

нении в уравнениях баланса (2), (3) членов .
Реабсорбция спонтанного излучения учитывает-
ся методом эффективного времени жизни [13, 14].

В этом методе величина  представляется в виде

Akiθki, поэтому можно записать

Здесь Aki – вероятность спонтанного излуче-

ния; θki(x, k0(x)h) – вероятность вылета фотона из

точки x объема, занимаемого плазмой [13]; k0(x) –

коэффициент поглощения в центре спектраль-
ной линии излучения; h – характерная толщина
слоя плазмы. Обычно коэффициент oсреднения
α полагается равным единице, а вместо θki под-
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ставляется θ0 = θki (0, k0(0)h) – вероятность вылета

фотона из середины (x = 0) слоя плазмы. Извест-

ные выражения θ0 для плазмы c однородным по-

глощением (k0(x) = const) представлены в ряде ра-

бот [13, 14]. Поскольку величина θki в центре объ-

ема обычно много меньше единицы, а вблизи

стенки порядка единицы, то значение θkiα могут

заметно отличаться от значений θ0, что может су-

щественно занизить величину . В данной

расчетной модели были использованы новые, полу-

ченные в [17], выражения θki(x, k0(x)h) для неодно-

родной плазмы (k0(x) ≠ const) и формулы, аппрок-

симирующие численные значения  и,

соответственно,  для различных мо-

дельных зависимостей nk(r) и k0(r). Подробная

информация по этим формулам и необходимые

для расчета таблицы коэффициентов представле-

ны также в [4] (Приложение П7).

Для остальных членов в уравнениях баланса

(2), (3) коэффициенты oсреднения полагаем по-

рядка единицы. Окончательно, баланс для oсред-

ненных по объему концентраций возбужденных
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Рис. 3. Модельное радиальное распределение кон-
центраций частиц в кольцевом рабочем объеме раз-
рядной камеры.
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атомов (k = 2−8 и k = 10, 11) принимает вид (знак
oсреднения опускаем)

(11)

В правой части (11) индекс i варьируется от 1 до
11 с учетом ограничений, указанных под знаками

сумм. Коэффициенты диффузии Dk (см2/с) воз-

бужденных атомов меди и неона [4, 18] оказались
примерно равными и вычислялись по аппрокси-
мирующей формуле

Для расчета концентрации атомов меди и нео-
на в основном состоянии k = 1 и k = 9 можно ис-
пользовать закон сохранения полного числа тя-
желых частиц в замкнутом объеме и записать ал-
гебраические выражения (для средних по объему
значений концентраций)

(12)

(13)

В (12) первый член справа определяет концен-

трацию меди nCu (в см–3) возле стенки, равновес-

ную с температурой Tw (К) и пересчитывается в

объеме трубки по температуре смеси Tg (К) [4].

Концентрация томов меди верхнего блока np =
= np1 + np2 (см–3) (рис. 2) представляет собой
сумму водородоподобных уровней атома меди, схо-
дящихся к континуумам с границей JCu = 7.726 эВ и

 и рассчитывается по формуле Саха−
Больцмана (см., например, в [13, 19, 20]). В (13)

(в см–3) – концентрация молекулярных ионов
неона (см. ниже).

Баланс концентраций атомарных и молекуляр-
ных ионов. При oсреднении по объему кольцевой
разрядной камеры балансных уравнений концен-
траций заряженных частиц, средние значения

,  и значения в центре объема , 

связываются соотношениями, аналогичными (7).
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В общем случае необходимо рассматривать три
коэффициента амбиполярной диффузии отдель-

но для электронов  и для ионов , , свя-
занных соотношением [15]

Здесь коэффициенты амбиполярной диффузии
для ионов определяются как обычно через коэф-

фициенты диффузии ионов меди  и неона :

Величину  (см2/с), согласно [15], можно

представить в виде

Здесь χ ≈ 2.75 − поляризуемость неона, μ = 15.2 −
приведенная масса. Анализ данных [15] по по-

движностям в неоне показал, что значения 

близки к значениям . При этих условиях ба-

лансы для oсредненных по объему концентраций
ионов с учетом выражений (8) принимают вид
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торых скорости амбиполярного диффузионного
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e
aD

+
Cu

aD
+

Ne

aD

Cu
+ ++ + 

≈ + 
 

Neu Ne .
e
a a a

e e

n n
D D D

n n
C

Cu
+D +

Ne
D

( )
Cu ,Ne

+ +

+ +≈ + ×Cu ,Ne 4
1 1.16 10 / .a e gD D T T

Cu
+D

( )+

−− −≈ χμ× 13 2 1

NeCu
8.62 10 .gD T P

Cu
+D

+D
Ne

( )

( )

rec

Cu

Cu

fr Cu Cu

Cu

Cu
Λ

+

+ +

+

+ +

+

+

=

=

=

∂
= + + +

∂

+ − −

− −
−







8
ion penCu

10 11 1

1

8
rech 2

1 Ne
1

8

1 2 1

,

k k e
k

e k
k

a
e k

k

n
n q n q n n n

t

n n q n n q

n D f
n n q

r r

( )

ion recNe

Ne

fr con

Ne Ne

Ne

rech Ne Ne

Ne

Ne
Λ

+

+

+ +

+

+ +

+

+

= =

=

∂
= − −

∂

− − −

− −
−

 



11 11
2

9 9

11
2

9

9

1

2 1

,

e k k e k
k k

e k
k

a

n
n n q n n q

t

n n q n n q

n D f
n n q

r r

+

+
+∂

= −
∂

2 con dis

9Ne
.

m
m e

n
n n q n n q

t

+Λ
uC +Λ

Ne



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

КИНЕТИКА И МОДЕЛЬ ЛАЗЕРОВ НА ПАРАХ МЕТАЛЛОВ 649

где . Эти же значения  и  под-

ставляются в формулу (9) (вместо Λk) для вычис-

ления геометрических факторов  и , вхо-

дящих в уравнения (14), (15). Для определения
характерной величины спада электронной кон-
центрации возле стенки можно воспользоваться
соотношением

(17)

Концентрация электронов (средняя по объе-
му) находится из соотношения

Баланс энергии электронов. В гидродинами-
ческом приближении, пренебрегая вязкой дис-
сипацией, баланс энергии электронов можно
записать [16, 20]:

(18)

В левой части (18) qe − вектор плотности пото-

ка тепла электронов, ue − направленная скорость

электронов. В правой части

(19)

− удельная мощность нагрева свободных электро-
нов в результате взаимного трения потока электро-
нов с тяжелыми частицами (ионами), движущими-
ся с направленной скоростью ua. Учитывая, что в

рассматриваемых условиях |ue|  |ua| плотность элек-

трического тока j ≈ −eneue, величину  в (19) можно

выразить через плотность тока и проводимость плаз-

мы . Здесь е, me − заряд и масса

электрона;  –

сумма частот упругих столкновений электронов с
атомами и ионами меди и неона. В (18) второй
член в правой части

− удельная мощность потерь энергии свободных
электронов в упругих столкновениях с атомами и
ионами; величина æeа ≈ 2me/ma, Та – температуры

тяжелых частиц (атомов и ионов) полагаются оди-
наковыми и равными температуре рабочей смеси
Тg, ma − массы атомов и ионов. Третий член

(20)

− удельная мощность, связанная с обменом
энергией между свободными электронами и тяже-
лыми частицами в неупругих столкновениях. В (20)
Eki = Ek − Ei (эВ) − энергия возбуждения (k < i,
Eki < 0) или гашения (k > i, Eki > 0) уровней элек-

тронным ударом, εk = Jk − Ek (эВ) ‒ энергия иони-

зации с уровня k (для блоков см. ниже), JCu =

= 7.726 эВ – потенциал ионизации меди.

Уравнение (18), следуя работе [16], можно
упростить, подставив известные выражения для
направленной скорости электронов ue и вектора

плотности потока тепла электронов qe. При этом

полагаем, что ue является суммой амбиполярной

скорости uam и токовой скорости uϕ в азимуталь-

ном электрическое поле Eϕ в разрядной камере

ИЛПМ. Плазма неоднородна только в радиаль-
ном направлении, так что Eϕ ⊥ ∇ne, Eϕ ⊥ ∇Te и

uϕ ⊥ uam. Кроме того, , где De – коэффи-

циент диффузии электронов, и |uam|  |uϕ| ≈ |ue|. В

этих условиях, согласно [16, 21], в пристеночном
слое толщиной Λe, определенном выше, изменение

концентрации электронов и ионов определяется
амбиполярной диффузией. Непосредственно
вблизи стенки образуется более узкий слой тол-
щиной порядка дебаевского радиуса. Вблизи
границы плазма–слой (∇Te/Te)  (∇ne/ne) и гра-

ничное условие для Te можно задавать, полагая на

границе (∇Te)гр ≃ 0. Это обусловлено тем, что коэф-

фициент температуропроводности существенно
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превышает коэффициент амбиполярной диффу-
зии. В [16] oсреднение по объему дивергентных
членов проводилось для радиального диффузион-
ного профиля концентрации ne в цилиндрической

трубке. В данной работе при интегрировании по се-
чению кольцевого разрядного объема использова-
ны приближенные выражения (4), (5) для дивер-
гентных членов и выражения (9), (17) для fe и Λe.

Однородность Te учитывалась и при oсреднении

членов в уравнениях баланса частиц. Оконча-
тельно баланс энергии электронов после oсред-
нения приобретает вид (знаки oсреднения везде
опускаем)

(21)

Здесь в правой части  −

средняя по объему мгновенная удельная мощ-

ность джоулева нагрева (Вт/см3) свободных элек-
тронов (см. ниже); второй член − неупругие и
упругие потери энергии электронов. Последний
член в правой части (21) – результат oсреднения
дивергентных членов в исходном уравнении для
кольцевой геометрии разрядных камер. Так же
как и для цилиндрической камеры [16, 21], он
приближенно описывает диффузионное охла-
ждение электронов и отличается множителями

перед . Частоты упругих столкновений элек-
тронов с атомами меди νeCu вычислялись по фор-

муле

где были использованы численные значения транс-
портного сечения упругого столкновения электро-
на с атомом меди σeCu из [22] и oсреднение проводи-

лось по максвелловской функции распределения

тепловых (хаотических) скоростей электронов .
Частоты упругих столкновений электронов с атома-
ми неона νeNe и с ионами меди и неона соответ-

ственно ,  рассчитывались по формулам

(22)

(23)

Формула (22) взята из [23], а (23) из [24].

Таблицы всех используемых в уравнениях (10),

(11), (14)−(17), (20) констант qki, , , qrech, ,

qpen, qсon, qdis, Аki, , Bgr , Byel, их эксперименталь-

ные и расчетные значения и методики расчета для
ЛПМ представлены в монографиях [4] (Прило-
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жения П2−П5) и [3]. Там же собран материал по
константам для лазеров на самоограниченных пе-
реходах в парах других металлов − бария, золота,
свинца и др.

Развитие спектральной плотности
вынужденного излучения ИЛПМ

Уравнения развития спектральных плотностей
ρgr или ρyel в оптическом резонаторе в нульмерном

приближении получаются обычно oсреднением
по длине резонатора нестационарных уравнений
переноса излучения, записанных для двух встреч-
ных потоков, распространяющихся вдоль оси ре-
зонатора (см., например, [25, 26]):

(24)

Здесь представлено выражение лазерной гене-
рации на зеленой линии, для желтой линии оно

полностью аналогично. В (24)  −

телесный угол, в пределах которого распростра-

няется лазерное излучение;  (см) ‒ длина ак-

тивной среды лазера;  (см) − расстояние между
зеркалами резонатора (см. рис. 1); qr − декремент

затухания энергии излучения в пустом резонато-
ре. Первый член в квадратных скобках описывает
вклад спонтанного (“затравочного”) излучения,
второй − усиление света в индуцированных пере-
ходах. Коэффициенты ϕgr, βgr (или ϕyel, βyel в ана-

логичном выражении для желтой линии генера-
ции) и выше в (11) коэффициенты αgr, αyel учиты-

вают конечность ширины спектральных линий.
Их значения зависят от распределения интенсив-
ности по частоте в контуре линии лазерного излу-
чения Slas(ν) и в контуре поглощения спектральной

линии Sab(ν) [26] (для зеленой или желтой линии ге-

нерации). Опуская индексы gr и yel, запишем

где Δνlas,  – соответственно ширина контура

линии генерации лазерного излучения и частота в
середине этого контура. В условиях ЛПМ ширина
Δνlas близка к Δνab − ширине линии поглощения,

при этом образования продольных мод резонато-
ра не наблюдается. На основании эксперимен-
тальных и расчетных данных из [4, 27, 28] по кон-
турам этих линий вычислены средние по дли-
тельности импульса генерации значения для
всех указанных коэффициентов, которые мож-

( )gr

gr gr gr gr gr grβ

∂ρ
= − ×

∂
  ΔΩ× + ρ ϕ − − ρ  π  

�

�

5 2

pl5
5 5 2

2

.
4

r
r

E E
t

gA n B n n q
g

( )Ω ≈ π − �
2 2 2

2 1 rr r

�pl

� r

( )

( )
Δ

las

0

ν, ( )

α

∞

−∞ ν

ϕ = ν ν β = ν ν ν

= ϕ ν

 
las

las

las ab las 0 ab

las

( ) ( ) ,

,

S S d S S d

S

νlas

0



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

КИНЕТИКА И МОДЕЛЬ ЛАЗЕРОВ НА ПАРАХ МЕТАЛЛОВ 651

но использовать в расчетах ЛПМ и ИЛПМ (при
Tg ≈ 2100−4000 К).

Для зеленой линии генерации ЛПМ (λ =

= 0.51 мкм): ϕgr ≈ 1.17 × 10−10 с,  βgr ≈ 1.7 × 10−10 с,

αgr ≈ 0.6 , Δνlas ≈ 5300 МГц; для желтой линии ЛПМ

(λ = 0.578 мкм): ϕyel ≈ 0.95 × 10−10 с,  βyel ≈ 1.8 × 10−10 с,

αyel ≈ 0.24, Δνlas ≈ 1300 МГц.

В уравнении (24) при сильно несимметричном
резонаторе (R1 ≈ 1−0.3 ≳ R2 ≳ 0), согласно [26], де-

кремент qr может быть представлен в виде

Здесь с – скорость света; R1, R2 ‒ коэффициен-

ты отражения зеркал. При R1 ≈ 1, R2 ≈ 0 (ЛПМ с

одним глухим зеркалом) это выражение дает пра-

вильное значение декремента qr ≈ c/ , равное об-

ратной величине характерного времени ухода излу-
чения из резонатора через один торец. Отметим,
что в силу заданной геометрии разрядной камеры
с центральной вставкой (см. рис. 1) возможно ис-
пользование только плоских зеркал.

Мощность излучения лазера Wlas(t), выходя-

щего из оптического резонатора через одно или
оба зеркала, как известно:

где F – площадь сечения лазерного пучка на вы-
ходных зеркалах.

Эффективные константы
для блоков возбужденных уровней атомов

Концентрация nk какого-либо блока уровней

(рис. 2) равна сумме отдельных концентраций
nks возбужденных частиц в блоке. Предполага-

ется больцмановское распределение заселенно-
стей уровней внутри блоков. При таком подходе
уравнения баланса концентраций для блоков по
форме полностью совпадают с аналогичными
уравнениями для концентраций одиночных уров-
ней (11). Блок рассматривается как некий эффек-
тивный уровень со своей эффективной энергией
возбуждения, ионизации и эффективными кон-
стантами заселения, расселения, спонтанного
распада и т.п. [13].

Эффективные константы скорости возбужде-
ния (k < i) электронным ударом и девозбуждения
(k > i) блоков определяются как

Здесь qks im ‒ прямая или обратная константа

скорости возбуждения электронным ударом при
переходе с отдельного уровня s блока k на уровень
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m блока i; gks и Eks ‒ статистические веса и энергии

отдельных уровней блока.

Эффективные константы скорости ионизации

, тройной рекомбинации  и фоторекомби-

нации  блоков рассчитываются как

где , ,  − соответственно константы для
отдельных уровней в блоке.

Эффективная энергия перехода с блока k на
блок i и энергия ионизации блока k определяются
по формулам

где εks = Jk − Eks (эВ) − энергия ионизации с от-

дельного уровня, Jk − потенциал ионизации меди

или неона. Для k = 1−8 берется Jk = JCu = 7.726 эВ

при Eks < 7.726 эВ. При E8s > 7.726 эВ подставляем

 эВ; при k = 9, 10, 11 Jk = 21.56 – потен-

циал ионизации неона.

Эффективная вероятность спонтанного пере-
хода между блоками определена как

где  − эффективные вероятности спонтан-

ных переходов между отдельными уровнями s и m
(с учeтом реабсорбции).

УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ СХЕМЫ 
ИНДУКЦИОННОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ

И ЗАКОН ОМА В ПЛАЗМЕ ИЛПМ

Упрощенно электрическая схема индукцион-
ного возбуждения может быть представлена в ви-
де трансформатора (без сердечника), в котором
роль первичной обмотки играет индуктор (соле-
ноид). Роль вторичной обмотки − плазменный
“толстый” виток (рис. 4). Накопительная
емкость С, заряженная до начального напряже-
ния Uc(0), замыкается через ключ на индуктор. В

результате в кольцевой камере возникают свобод-
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ные затухающие колебания вихревого электриче-
ского поля и азимутального тока накачки.

На рис. 4 Lind, Jind и Rind − индуктивность ин-

дуктора, полный ток и омическое сопротивление
первичной цепи; L − индуктивность участка це-
пи, включающей емкость и ключ; Lpl, Jpl и Rpl(t) −

индуктивность, полный ток и быстро меняющее-
ся сопротивление плазменного “витка”. Значения
Lind, Lpl и взаимная индуктивность М вычислялись

по известным формулам [29] с учетом геометрии
проводников. Коэффициент трансформаторной

связи находился по соотношению .

Электрическое сопротивление ключа Rkey(t) опи-

сывалось модельной функцией, позволявшей за-
давать как время коммутации, так и джоулевы по-
тери в ключе. Частота ftr свободных колебаний тока

в основном определяется параметрами первичной
цепи Lind, L и С, а затухание колебаний − сопротив-

лением плазмы Rpl(t) и Rind. В рассматриваемых

условиях работы ИЛПМ ftr лежит в области высо-

ких частот. В этом случае лучше использовать не-
стационарный обобщенный закон Ома [16, 19],
связывающий плотность тока j и электрическое
поле Е в условиях неравновесной, слабоионизо-
ванной плазмы:

(25)

Здесь  ‒ характерное время про-

бега электронов в упругих столкновениях. В (25)
пренебрегается градиентными членами, понде-
ромоторной силой и плазма полагается непо-
движной. Отметим, что в случае, когда σ, ne и τеа
не зависят от времени и однородны, а поле Е есть
заданная гармоническая функция с частотой ω
(вынужденные колебания), уравнение (25) сво-
дится к известному алгебраическому выражению
для j, E и высокочастотной проводимости, зави-
сящей от соотношения величин τea и ω [30]. Но та-

кие условия в ИЛПМ не выполняются, Е не явля-
ется заданной функцией. Электрическое сопро-
тивление плазмы довольно быстро изменяется во
время короткого (~150 нс) импульса возбужде-
ния, что связано с зависимостью σ и τea от темпе-

ратуры и концентрации электронов (см. ниже).

В правой части (25) последние два члена обу-
словлены силой инерции свободных электронов
плазмы при изменении их скорости дрейфового
движения, что можно трактовать как наличие до-
полнительной сторонней силы [31], действую-
щей на заряды. Учет этой силы приводит к тому,
что в уравнении Кирхгофа [32] для вторичной цепи
трансформаторной схемы (для плазменного “вит-
ка”), появляется дополнительная сторонняя элек-

тродвижущая сила  [31], зависящая от производ-
ных тока dJpl(t)/dt и эффективного сопротивления

ind pl=rК М L L

∂ ∂= σ + τ + τ
∂ ∂
j

j E j
( , ) 1

( , ) ( , ) ( , ) .e
ea ea

e

r t nr t r t r t
t n t

τ = ν1ea eaa

%

dRpl(t)/dt (кроме ЭДС самоиндукции и взаимной

индукции).

В этом случае систему дифференциальных
уравнений, описывающую работу схемы на рис. 4
(двух индуктивно связанных контуров), можно
представить в виде

(26)

(27)

(28)

Используя (25), можно показать, что прибли-
женно

(29)

В (26), (27), (29) азимутальный ток в плазмен-
ном “витке” c учетом цилиндрической геометрии
определяется как

Здесь jpl ≡ jϕ, dS = dr – элемент площади по-

перечного сечения тока S = (r2 – r1) . Мощность

джоулевого тепловыделения Wpl(t) во всем плаз-

менном кольцевом объеме и эффективное сопро-
тивление Rpl, определяющие диссипацию элек-

трической энергии в джоулево тепло, представля-
ются в виде [33]

(30)
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Рис. 4. Электрическая схема генератора импульсов
накачки ИЛПМ.

Jind

Uc Lind

Rind

Lpl

Rkey(t)

Rpl(t)

Jpl

C

L M



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

КИНЕТИКА И МОДЕЛЬ ЛАЗЕРОВ НА ПАРАХ МЕТАЛЛОВ 653

где интегрирование проводится по объему V =
 разрядной камеры. Поэтому сред-

нюю по объему мощность wj(t) в балансе энергии

электронов (21) можно представить как

(31)

В то же время для того, чтобы использовать
(30) и (31), необходимо знать радиальную зависи-
мость плотности тока jpl(r, t) и проводимости σ(r, t).

Детальный обзор работ, посвященных расчету ра-
диального распределения электрических пара-
метров в плазме индукционного разряда, можно
найти, например, в [33]. В работе [11] приводятся
формулы для расчета Rpl(t) применительно к по-

лому металлическому цилиндру с однородной и
постоянной проводимостью σ и c любой глуби-
ной проникновения поля δ в проводящую среду.
Выражения состоят из сложных комбинаций
функций Бесселя. Значения Rpl(t), рассчитанные

по этим формулам с использованием средних по
объему разрядной камеры ИЛПМ значений σ(t) в
условиях слабого скин-эффекта δ ≥ (r2 – r1), лежат

в области

(32)

В численных экспериментах ограничимся ис-
пользованием соотношений (31), (32), связываю-
щих систему дифференциальных уравнений нуль-
мерной модели плазменных процессов (11),
(14)−(16), (21), (24) с системой электротехниче-
ских уравнений (26)−(29), описывающих форми-
рование импульсов накачки. Совместное реше-
ние этих систем уравнений дает самосогласованные
значения всех плазменных и электротехнических
искомых величин. Отметим, что совместно реша-
ется и тепловая задача. В модель работы ИЛПМ
входит специально разработанная методика рас-
чета тепловых параметров рабочего тела и эле-
ментов высокотемпературной конструкции лазера
[34]. В численных экспериментах последовательно
просчитывались десятки импульсов накачки, сле-
дующих с заданной частотой f, и находился уста-
новившийся по всем параметрам режим работы
ИЛПМ. По найденным значениям ftr и σ вычис-

лялась толщина скин-слоя δ [11] и контролирова-
лось выполнение условия δ ≥ (r2 – r1). По началь-

ному запасу энергии в накопительной емкости

 оценивалось максимально возможное зна-

чение магнитного поля Н, создаваемого индукто-
ром. Обычно, оно не превосходило 100−150 эр-
стед, чему соответствовало максимальное
значение параметра Холла для электронов [30]

βe = τeaeH/mec ≲ 0.3,  < 0.1. Поэтому проводи-

мость σ(t) можно считать изотропной величиной

pl( )r r−= π �
2 2

2 1

≈
2
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( ) .j

J t R t
w t
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( ) ( )

≈
σ+
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≈ π

�pl pl
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(2.7 4.7 2 /  
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R t t
r r t S

2
/2cCU

β2

e

и пренебрегать влиянием магнитного поля на
процессы переноса. В случае невыполнения пе-
речисленных выше условий, ограничивалась об-
ласть задаваемых исходных параметров. Отме-
тим, что влияние указанных значений магнитных
полей на генерацию лазерного излучения вслед-
ствие эффекта Зеемана, согласно эксперимен-
тальным работам (см. гл. 4 в [4]), оказалось не ве-
лико.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

С использованием описанной выше модели
ИЛПМ впервые показана возможность генера-
ции лазерного излучения в ЛПМ с накачкой им-
пульсно-периодическим ВЧ-разрядом [5–7], в
отличие от электродных ЛПМ, где используется
апериодический импульс тока накачки. При этом
в численных экспериментах обнаружен ряд но-
вых эффектов – своеобразное поведение кинети-
ческих параметров в плазме и разнообразие форм
импульсов излучения в зависимости от парамет-
ров ВЧ-разряда [7, 35, 36]. Для примера, рассмот-
рим некоторые результаты расчетов ИЛПМ с
объемом кольцевой камеры V = 1.7 л (r1 = 2.5 см,
r2 = 3.5 см,  = 90 см) с одновитковым индукто-
ром: Кr ≈ 0.53, С = 1.5 нф, Uс(0) = 35 кВ, f ~ 10 кГц,
ftr ≈ 30 МГц, Тw = 1823 К, nCu = 1.5 × 1015 см−3 ,
PNe = 250 Тоpр,  = 130 см, R1 = 0.97, R2 ≈ 0.1.
На рис. 5 представлена динамика основных пара-
метров плазмы в период импульса возбуждения
(0 < t ≲ 125 нс) и в межимпульсный период релакса-
ции (1.25 × 10−7 ≲ t ≲ 10−4 c). Из рис. 5а видно, что
мгновенная удельная мощность wj(t) пульсирует с
удвоенной частотой тока ~ 60 МГц. Это приводит к
значительным пульсациям электронной темпе-
ратуры Те. Эффективное сопротивление Rpl(t) ~
~ 1/σ(t), согласно (32), тоже пульсирует, посколь-
ку проводимость σ(t) зависит от Тe. Значительное
возрастание Rpl(t) на начальном участке (0 < t ≲ 30 нс)
связано с резким ростом Тe. Увеличение концен-
трации электронов не сдерживает рост Rpl(t), по-
скольку ne(t) нарастает медленно и плавно. Послед-
нее обусловлено тем, что характерные ионизаци-
онные времена рабочей смеси существенно
больше периода ВЧ-колебаний. Высокую ско-
рость ввода энергии можно объяснить большой
крутизной колебаний тока в цуге и значительным
увеличением сопротивления плазмы Rpl(t). Этими
кинетическими эффектами отличается возбужде-
ние лазерной среды индукционным ВЧ-разрядом
от возбуждения апериодическим разрядом с
большой длительностью переднего фронта им-
пульса тока. В межимпульсный период (рис. 5б),
когда происходит остывание электронов и идут
рекомбинационные процессы, динамика пара-
метров плазмы примерно такая же, как и в обыч-
ном электродном ЛПМ [37, 38].

pl,

r,
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При 10 < t < 100 мкс концентрация электронов
ne заметно снижается и основной вклад в охла-

ждение электронов вносят спонтанное излучение

и отчасти амбиполярная диффузия. Процесс идет
квазистационарно. Отметим, что в период време-

ни 1 < t < 100 мкс учет в уравнениях (11), (14)−(16)
и (21) переноса частиц и энергии электронов на
стенки (в нульмерном приближении) вносит за-

метный вклад в величину предымпульсных зна-
чений ne(0), nk(0), Те(0), Rpl(0). В период импульса

возбуждения 0 < t < 200 нс роль этих процессов

мала по сравнению с объемными процессами

(возбуждение и ионизация уровней, джоулев на-

грев электронов).

При стандартном наборе исходных задавае-

мых параметров ИЛПМ, указанных выше, лазер-

ная генерация Wlas(t) в каждом цуге накачки име-

ла форму одиночного импульса амплитудой свыше

Рис. 5. Динамика параметров плазмы: (а) − период
импульса возбуждения (τat ≈ 125 нс), (б) − межим-
пульсный период; 1 − Те, 2 − wj, 3 − Rpl, 4 − ne.
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1 МВт, при этом наблюдаются небольшие специ-
фичные пульсации Wlas(t), связанные с пульсациями

Te в ВЧ-разряде (рис. 6а). Выходная средняя мощ-

ность излучения достигала уровня в 100−160 Вт, что
указывает на практическую перспективу таких
лазеров.

При средних ftr ~ 20−50 МГц, низких часто-

тах f < 2−3 кГц, напряжениях Uc(0) < 30 кВ гене-

рация ИЛПМ Wlas(t) приобретала своеобразную

форму в виде “гребенки” регулярных пульсаций
излучения с частотой 2ftr (рис. 6б). С увеличением

ftr свыше 70−80 МГц пульсации Te и Wlas(t) прак-

тически сглаживались.

При малых ftr ~ 10 МГц пульсации Te возраста-

ли и “гребенка” распадалась на два−три отдельных
импульса излучения. Детально эти эффекты и ди-
намика кинетических параметров плазмы пред-
ставлены в численных экспериментах [35, 36]. От-
метим, что такая форма импульсов генерации не-
специфична для обычных ЛПМ.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Обоснована и представлена модель кинети-
ки плазменных процессов в индукционном им-
пульсно-периодическом ВЧ-разряде, возбуждаю-
щем рабочую среду лазеров на самоограниченных
переходах атомов металлов. Рассмотрен вариант
нульмерного приближения балансов концентраций
возбужденных атомов и энергии электронов при-
менительно к кольцевой геометрии разрядной ка-
меры. Модель учитывает упругие, неупругие и ра-
диационные процессы. Представлены выраже-
ния, описывающие диффузионное охлаждение
электронного газа и диффузию атомов в кольце-
вой геометрии. Модель позволяет рассчитать ос-
новные физические параметры плазмы и выход-
ные характеристики ИЛПМ, выявить ряд тонких
эффектов. Разработка физической модели ИЛПМ
и проведение численных экспериментов актуаль-
ны для оценки перспективы создания таких лазе-
ров и их практического применения.

Автор выражает благодарность В.М. Батенину
за поддержку и участие в работе по этой теме, а
также за полезное обсуждение данной статьи.
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В работе исследуется алитирование стали AISI 4340, когда образец покрывался алюминиевой фоль-
гой (Al–1.6 мас. % Si) толщиной 50 мкм и помещался на место катода генератора тлеющего разряда.
Образец нагревался при повышении силы тока и постепенном повышении давления и напряжения.
Установка рассчитана на обработку образца при 600°С (температура плавления алюминия). Для
сравнения проведен эксперимент при 750°С. Алюминирование проводилось в течение примерно
5 мин при рабочей температуре. Характеристики покрытия исследованы с помощью автоэмиссион-
ной сканирующей электронной микроскопии, энергодисперсионной спектроскопии и рентгенов-
ской дифракции. Покрытие состояло из двойного слоя толщиной 90 мкм из богатых алюминием
фаз FeAl3 и Fe2Al5 под алюминием в процессе обработки при 600°C. Сделан вывод о том, что воздей-
ствие плазмы заключалось не только в нагреве образца, но и в обеспечении диффузионной пары
Al–сталь и усилении взаимной диффузии элементов железа и алюминия в алюминидах железа с вы-
соким содержанием алюминия. Плазменное алитирование фольгой при 750°С привело к формиро-
ванию многослойного покрытия, состоящего из фаз алюминида железа (Fe2Al5 и FeAl) толщиной
~140 мкм. Сравнение толщины покрытия, полученного в данном исследовании, с толщиной покрытия,
полученного при горячем алитировании погружением, показало, что бомбардировка ионами поверхно-
сти образца во время плазменного процесса увеличивает толщину покрытия за счет активации поверх-
ности и усиления взаимной диффузии железа и алюминия в алюминидах.

DOI: 10.31857/S0040364422050088

ВВЕДЕНИЕ

Алитирование – обработка поверхности для
повышения стойкости подложки к высокотемпе-
ратурному окислению и коррозии [1–3]. Факти-
чески во время эксплуатации при высоких темпе-
ратурах на алитированной поверхности образуется
относительно плотный оксид алюминия, который
действует как пассивный слой для дальнейшей
диффузии анионов и/или катионов. Алюминид-
ные покрытия изготавливаются с использованием
различных диффузионных и диффузионно-напла-
вочных процессов. Пакетное алитирование, за-
ключающееся в диффузии алюминия в ходе реак-
ции галогенидных активаторов с алюминиевым
порошком, является основной технологией обра-
ботки в диффузионных процессах. Горячее али-
тирование, т.е. погружение основного металла
в расплавленный алюминий при последующей
диффузионной обработке, является широко ис-
пользуемым методом среди диффузионно-напла-
вочных технологий. Интерес представляет полу-
чение адгезивных алюминидных фаз в качестве
слоя покрытия с высоким содержанием алюми-

ния. Также ценность представляет процесс, поз-
воляющий сократить время нанесения покры-
тия и снизить рабочую температуру как с техни-
ческой, так и с экономической точки зрения.

Помимо традиционных диффузионных и диф-
фузионно-наплавных методов, в последнее время
практикуется плазменно-пастовое алитирование
титановых сплавов [4] и сталей [5, 6]. В этом ме-
тоде алюминиевый порошок в качестве прекурсо-
ра помещается на поверхность основного метал-
ла, где алюминий диффундирует в поверхность
подложки с помощью энергии, вырабатываемой
при ионной бомбардировке из плазмы тлеющего
разряда. Однако введение других легирующих
элементов совместно с алюминием затруднено
из-за неравномерности распределения порош-
ковых добавок на поверхности подложки. В [7]
использовалась алюминиевая фольга для алити-
рования углеродистой стали. Пять листов алюми-
ниевой фольги толщиной 20 мкм прессовались на
верхнюю часть стальной подложки, чтобы по-
лучить источник Al общей толщины 100 мкм для
диффузионной пары. Перед диффузионной обра-
боткой образцы нагревались до 650°С и выдержи-
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вались в течение 1 ч в вакууме (10–3 Па). Микро-
структура образца состояла из одного слоя Al тол-
щиной 100 мкм. Затем применялась диффузион-
ная обработка при температурах 700, 800, 900,
1000°C.

Цель данной работы – исследовать новый про-
цесс, называемый одностадийным плазменным
алитированием фольгой, протекающий при тем-
пературе 600°C (ниже температуры плавления
алюминия). Для выяснения влияния плазмы про-
ведена еще одна серия экспериментов при 750°C,
т.е. с плавлением алюминиевой фольги.

ЭКСПЕРИМЕНТ
Прокатный цилиндр из стали AISI 4340 имеет

следующий состав: содержание C – 0.37, Ni – 2.0,
Cr – 1.0, Mo – 0.3, Mn – 0.6, Si – 0.3, P – 0.015,
S – 0.01 мас. %. Цилиндр из данной стали раз-
резался на образцы диаметром 12 мм и высотой
2 мм. Перед нанесением покрытия поверхность
образцов шлифовывалась до средней шерохова-
тости Ra = 0.3 мкм, обезжиривалась и очищалась
этанолом. Затем образцы покрывались алюмини-
евой фольгой толщиной 50 мкм номинального
состава Al–1.6 мас. % Si. Плазменное алитирова-
ние фольгой проводилось в плазменном реакто-
ре, схема которого показана на рис. 1.

После откачки камеры (объемом 2.7 л) до дав-
ления около 0.1 мбар в камеру нагнетался аргон в
качестве рабочего газа до давления около 0.5 мбар.
Плазма тлеющего разряда инициировалась во-
круг катодной пластины путем подачи на цепь

напряжения 250 В от источника постоянного тока
максимальной мощностью 2 кВт. Для нагрева об-
разцы помещались на катодную пластину, где
температура увеличивалась за счет постепенного
увеличения давления рабочего газа, а также по-
тенциала между катодом и анодом. Поверхность
образца достигала заданной температуры 600 и
750°С примерно через 30 и 45 мин соответствен-
но. По достижении образцом температуры экспе-
римента давление газа и напряжение выдержива-
лись фиксированными в течение 5 мин. По ис-
течении времени нагрева образец охлаждался
отключением потенциала и пропусканием через
камеру газообразного аргонa до достижения ком-
натной температуры.

Поперечные сечения и элементный состав об-
разцов с покрытием исследовались с помощью
сканирующей электронной микроскопии с поле-
вой эмиссией (СЭМ-ПЭ) совместно с энерго-
дисперсионной спектроскопией (ЭДС). Фазо-
вая структура поверхностного слоя алитированных
образцов анализировалась методом рентгеновской
дифракции (РФА) с использованием CuKα-излу-
чения. Микротвердость каждого слоя покрытия
измерялась по поперечному сечению образца при
нагрузке 100 г в течение 10 с.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Микроструктуры поперечного сечения образ-

цов, алюминированных при 600 и 750°С, пред-
ставлены на рис. 2. Слой покрытия в образце,
алитированном при 600°С, состоял из двойного
слоя алюминидов железа и небольшого количе-
ства алюминия поверх алюминидов общей тол-
щиной около 90 мкм (рис. 2а). Слой покрытия,
полученный на образцe, алитированном при
750°С, состоял из четырех дискретных слоев об-
щей толщиной около 125–150 мкм (рис. 2б). При
этом покрытие, полученное при 750°С, более од-
нородно, чем покрытие, сформированное при
600°С.

Поверхность раздела подложка–покрытие от-
носительно плоская у образца, полученного при
750°С, тогда как для образца, обработанного при
600°С, граница раздела неровная (рис. 2).

Химические составы в точкак А–D, отмечен-
ных на рис. 2а, в диффузионном слое образца,
алитированного при 600°С, приведены в табл. 1.
Химический состав в точке А на верхней части по-
крытия соответствует алюминиевой фольге, со-
держащей примерно 1.7 ат. % кремния. В точке В
на границе слоев 1 и 2 соотношение концентра-
ций алюминия и железа составляет 70.5/22.5. На-
ложение этого соотношения без учета содержа-
ния кремния на фазовую диаграмму Fe–Al позво-
лило уточнить состав фаз. На рис. 3 показана
система Fe–Al и насыщенная Al часть фазовой
диаграммы, опубликованная в [8, 9]. В точке B на

Рис. 1. Схематическое изображение плазменного ре-
актора: 1 – камера, 2 – вход для газа, 3 – пластина-
анод, 4 – пластина-катод, 5 – образец, 6 – алюмини-
евая фольга, 7 – тлеющий разряд, 8 – термопара, 9 –
выход для газа.

1
2

3

4

5 67

8

9
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рис. 2а образец может состоять из богатых алю-
минием фаз алюминида железа FeAl3 и/или
Fe2Al5, тогда как согласно рис. 3б возможно обра-
зование Fe4Al13, в котором больше алюминия, чем
в FeAl3. Это согласуется с измеренным содержа-
нием алюминия в точке B.

В [10] обобщены диапазоны стабильности и
плотности фаз в системе железо–алюминий
(табл. 2). На основании яркости фаз на изображе-
ниях электронной микроскопии обратного рассе-
яния и с учетом плотностей фаз вместе с ЭДС-ана-
лизом можно выделить фазы Al–Fe.

В [11] исследованы интерметаллические со-
единения, образующиеся в системе Fe–Al–Si, и
приведен средний состав различных фаз (табл. 3)
и максимальной растворимости кремния в раз-
личных фазах Fe–Al (табл. 4). Показано, что при
600°С кремний растворялся в Fe2Al5 примерно до
1.47 ат. %, тогда как при 800°С в закаленных об-
разцах растворимость увеличивается примерно
до 2 ат. %. О какой-либо растворимости кремния
в FeAl2 и Fe2Al3 не сообщается. В работе [12] низ-
коуглеродистая сталь погружалась в ванну расплава
Al–7Si–2Cu при 690°C на 5, 10, 15, 25 и 40 мин.
Большое количество кремния в ванне расплава

привело к образованию интерметаллидов, таких
как τ1-Al2Fe3Si3, тогда как в текущем исследова-
нии только 1.6 ат. % кремния присутствовало в
алюминиевой фольге, поэтому ожидалось отсут-
ствие τ1-Al2Fe3Si3.

В слое 2 на рис. 2а концентрация алюминия и
железа в покрытии постоянна, и, судя по соотно-
шению концентраций Al к Fe (72 : 25), по-видимо-
му, образовалась фаза алюминида железа Fe2Al5,
насыщанная алюминием. Кроме того, отсутствие
других фаз в диффузном слое указывает на то, что
легирующие элементы основного металла стали,
такие как Ni, Cr и Mo, растворены в образовавшей-
ся фазе алюминида железа. Результаты ЭДС-анали-
за четырех участков диффузионного слоя 1–4 в
алитированном образце при 750°С (рис. 2б) также
представлены в табл. 2. Фазовый состав не может
быть установлен на основе общих концентраций
Al и Fe. Но судя по соотношению концентраций Al
и Fe в слое 2, можно оценить, что этот слой состоял
из богатого алюминием алюминида железа Fe2Al5.

На рис. 4 и 5 показаны слои 1 и 4 (см. рис. 2б) при
большем увеличении. Светлые осадки (точка А) рас-
пределены в слое 1. Химический состав в точкe А,
полученный с помощью ЭДС, следующий (в ат. %):

Рис. 2. Поперечные сечения образцов с покрытием, алитированным при (a) 600 и (б) 750°C.

Слой 2

ПодложкаПодложкаПодложкаПодложкаПодложкаПодложка Диффузионный слой Диффузионный слой

A

B

CD

Слой 1
(a) (б)

Слой 4 Слой 3 Слой 2 Слой 1

20 мкм 50 мкм

D C B A

Таблица 1. Результаты ЭДС в рассматриваемых точках в поперечных сечениях покрытия (ат. %)

Элемент
Обработка при 600°C Обработка при 750°C

точка A точка B точка C точка D область A область B область C область D

Al 98 70.59 73.08 71.99 68.79 65.73 48.50 50.76
Fe – 22.5 25.26 25.71 29.23 31.98 48.83 46.08
Ni 0.2 0.38 0.31 0.54 0.55 0.90 1.45 1.35
Cr 0.1 0.17 0.17 0.20 0.18 0.23 0.33 0.40
Si 1.7 6.36 1.18 1.56 1.25 1.16 0.89 1.42
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Fe – 28.9, Al – 64.4, Ni – 2.9, Cr – 0.6, Si – 3.3. Oн со-
ответствует фазе FeAl2. Кремний вводился в покры-
тие из исходной фольги алюминия. Как показано

на рис. 6, а также в табл. 3 и 4, растворимость крем-
ния в алюминидах железа достаточно высока и
составляет 3.3 ат. % кремния. В слое 3 (рис. 2б, об-
ласть С) атомарные концентрации алюминия и
железа практически одинаковы, что свидетель-
ствует об образовании фазы FeAl. Так как раство-
римость легирующих элементов стали (Ni, Cr,
Mo) в фазе FeAl составляла около 5 ат. % [13], что
превышает их концентрации в стали, можно сде-
лать вывод, что легирующие элементы стали рас-
творены в этой фазе. ЭДС-анализ слоя 4 (рис. 2б,
область D) показал, что этот слой состоит из Fe
(50.7 ат. %), Al (46.0), Ni (1.3), Cr (0.4), Si (1.4), что
близко к фазе FeAl. На рис. 5 показан слой 4 при
большем увеличении, в котором обнаружены
темные осадки, богатые углеродом. ЭДС-анализ
показал, что эти осадки содержат Fe (31.1 ат. %), Al
(12.2), Ni (0.5), Cr (0.3), Si (1.2), C (54.5), которые,
вероятно, представляли собой карбиды некоторых
легирующих элементов стали.

Результаты РФА поверхностей образцов, алити-
рованных при 600 и 750°С, представлены на рис. 7.
Для покрытия, синтезированного при 600°С, на-
блюдались картины чистого алюминия, Fe4Al13
(FeAl3) и Fe2Al5, тогда как в покрытии, синтезиро-
ванном при 750°С, обнаружены пики чистого алю-

Рис. 3. Равновесные диаграммы Fe–Al (a) [8] и (б) [9].
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Таблица 2. Диапазон стабильности Al в различных фазах системы Al–Fe и их плотность [10]

Фаза Диапазон стабильности, ат. % Al Плотность, г/см3

Твердый раствор Fe 0–45
γ-Fe 0–1.3
FeAl 23–55 5.37
Fe3Al 23–34 6.67
Fe2Al3 58–65
FeAl2 66–66.9 4.36
Fe2Al5 70–73 4.11
FeAl3 74.5–76.5 3.95
Твердый раствор Al 99.998–100

Рис. 4. Микроструктура слоя 1 (рис. 2б) алитирован-
ного обраца при большем увеличении.

5 мкм

A
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миния, фаз Fe2Al5 и FeAl2. Следует отметить, что в
обоих образцах преобладает фаза Fe2Al5.

Результаты измерений микротвердости диф-
фузионных слоев образцов, алитированных при
600 и 750°С, представлены в табл. 5. Поскольку
слой 1 покрытия, полученного при 600°С, отно-
сительно пористый, точно измерить твердость не
удалось. Твердость слоя 2 этого покрытия по тол-
щине почти не изменялась. Твердость покрытия,
алитированного при 750°С, постепенно снижает-
ся при переходе от поверхностного слоя к меж-
диффузионному. С другой стороны, в [14, 15] со-

общается о твердости алюминидов железа для фаз
FeAl3, Fe2Al5, FeAl2, FeAl и Fe3Al по Виккерсу, ко-
торая составляет 990, 820, 1030, 640 и 350 соответ-
ственно. При сравнении измеренной микротвер-
дости с твердостью алюминидов железа подтвер-
ждаются результаты ЭДС и РФА покрытий,
полученных плазменным алитированием фольги
при 600 и 750°С.

Таблица 3. Средний состав фаз (ат. %) в системе Fe–Al–Si [11]

Фаза
Обработка при 800°C Обработка при 600°C

Fe Al Si Fe Al Si

FeAl3 22.62 72.19 5.19
Fe2Al5 28.0 70.0 2.0 26.87 71.65 1.47
FeAl 51.2 38.41 10.38
Fe3Al 76.77 19.55 3.65

Рис. 5. Микроструктура слоя 4 (рис. 2б) алитирован-
ного обраца при большем увеличении.

В

5 мкм

Таблица 4. Растворимость Si в фазах Fe–Al (ат. %) при разных температурах после закалки образца [11]

Фаза 1115°C 1020°C 900°C 800°C 600°C

FeAl3 5.42 5.64 5.86 5.19
Fe2Al5 7.57 4.4 4.66 2.0 1.48
FeAl 11.58 16.24 16.3 10.38
Fe3Al 2.45 5.31 7.44 5.60
Fe2Al3 11.31

Рис. 6. Изотермическая область системы Al–Fe–Si
при 600°C [11].
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Таблица 5. Микротвердость по Виккерсу различных слоев алитированных покрытий методом плазменного али-
тирования фольги

Обработка при 600°C Обработка при 750°C

Твердость (HV)
Cлой 1 Cлой 2 Cлой 1 Cлой 2 Cлой 3 Cлой 4

– 933 – 920 894 536
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Рис. 7. РФА-данные для образцов, алитированных
при 600 (а) и 750°C (б).
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Во время плазменного алитирования фольги
бомбардировка высокоэнергетическими ионами
аргона и ускоренными атомами поверхности
алюминиевой фольги приводит к преобразова-
нию кинетической энергии в тепловую. По до-
стижении поверхностью образцов температуры
600°С, при размягчении фольги и ее прилипании к
стали происходила твердотельная диффузия между
сталью и наложенной алюминиевой фольгой.

С другой стороны, из-за низкой скорости диф-
фузии при данной температуре образовывались
богатые алюминием алюминиды железа FeAl3 и
Fe2Al5 с преобладанием фазы Fe2Al5. В [16] экспери-
ментально и теоретически показано, что константа
скорости роста фазы Fe2Al5 примерно в 20 раз боль-
ше, чем фазы FeAl3. Авторы [17] связали причину
такого большого различия с относительно боль-
шим количеством вакансий на оси c кристалличе-
ской структуры Fe2Al5. Кроме того, в [18] проана-
лизированы работы других исследователей и
сделан вывод, что коэффициенты диффузии Fe и
Al в Fe3Al, Fe2Al и FeAl в твердом состоянии не
сильно различаются.

В процессе плазменного алитирования фольги
при 750°С происходит плавление алюминия на
поверхности образца. При этом возможны
следующие процессы. Во-первых, свободные
атомы расплавленного алюминия могут диф-
фундировать в объем стали, во-вторых, железо и
легирующие элементы стали могут растворяться в
расплавленном алюминии, оставляя Al + Fe2Al5,
согласно рис. 3. Коэффициент диффузии жидкого
алюминия в твердое железо зарегистрирован со
значением 1.8 × 10–4 м2/с (1003–1673 К), а железа в
расплавленный алюминий – 53 × 10–4 м2/с (793–
922 К) [19]. Согласно уравнению Аррениуса, ожи-

дается, что коэффициент диффузии железа будет
выше при температуре 750°С (1023 К). Это озна-
чает, что алюминий диффундирует в железо со
значительно меньшей скоростью, чем железо в
расплавленный алюминий.

Как сообщалось в [19, 20], при увеличении
концентрации железа в алюминиевом расплаве
на границе твердое тело–жидкость избыточные
растворенные вещества образовывают различные
фазы алюминида железа, богатые алюминием.
Более того, по мере того, как диффузия продол-
жается, образуются другие железо-алюминидные
фазы, самодиффузия железа и/или алюминия в
этих фазах вызывала беспокойство. Энергии ак-
тивации Q и Do Fe и Al в FeAl и FeAl3 в интервале
температур 1173–1358 К приведены в [18]. Урав-
нение Аррениуса для коэффициента диффузии
учитывается в виде

где R – газовая постоянная, Дж/К, T – температу-
ра, К. Тогда коэффициенты диффузии Al в Fe3Al и
FeAl при 1173 К равны 8.2 × 10–15 и 6.3 × 10–16 м2/с
соответственно, а для диффузии железа 9.3 × 10–15 и
1.0 × 10–13 м2/с соответственно. Так, видно, что
диффузия железа происходит быстрее, чем Al в
железо-алюминидах, и, следовательно, преобла-
дает диффузия железа наружу. Это приводит к
фазовому переходу на границе раздела покры-
тие–подложка в соответствии с реакцией

Дальнейшая диффузия железа в матрицу по-
крытия вдали от границы раздела покрытие–под-
ложка приводит к гетерогенному зарождению и
росту промежуточной фазы FeAl2 в матрице по-
крытия Fe2Al5 согласно

В [21] исследована система Fe–Al при высоких
температурах с использованием метода DCSC и
сообщается, что экзотермические реакции идут в
следующем порядке: FeAl3–Fe2Al5–FeAl2–FeAl.

Для выяснения влияния плазмы на микро-
структуру покрытия выполнeно сравнение между
горячим алитированием и плазменным алитиро-
ванием фольги. В табл. 6 обобщены данные из ли-
тературы о толщине и микроструктуре покрытия
во время горячего алитирования погружением.
Плазменное алитирование фольги при 600°C при-
вело к образованию относительно толстого слоя
алюминида FeAl3–Fe2Al5, насыщенного алюмини-
ем. Это показало уникальную роль плазмы в созда-
нии пары алюминий–сталь и дальнейшей взаим-
ной диффузии железа и алюминия в формировании
слоев алюминида с высоким содержанием алюми-
ния. Сформированное за 5 мин покрытие толщи-
ной около 100 мкм показывает роль ионной бом-

−= /
oe ,Q RTD D

+ =2 5Fe Al 3Fe 5FeAl.

+ =2 5 22Fe Al Fe 5FeAl .
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Таблица 6. Сравнение горячего погружения и алитирования фольгой с плазменным алитированием фольгой

Рабочая пара Температура погружения,
время последующей обработки

Микроструктура
(толщина, мкм) Источник

Al на конструкцион-
ной углеродистой 
стали

700°C, 5 мин Al (82)–Fe2Al5 (27)

[20]

700°C, 5 мин с последующей диффу-
зионной обработкой при 600°C в 
течение 20 мин

Al (71)–Fe2Al5 (35)

700°C, 5 мин с последующей диффу-
зионной обработкой при 600°C в 
течение 60 мин

Al (65)–Fe2Al5 (47)

700°C, 5 мин с последующей диффу-
зионной обработкой при 600°C в 
течение 60 мин

Fe2Al5 (117)

750°C, 5 мин Al (90)–Fe2Al5 (70)

750°C, 5 мин с последующей диффу-
зионной обработкой при 600°C в 
течение 60 мин

Al (105)–Fe2Al5 (58)

750°C, 5 мин с последующей диффу-
зионной обработкой при 800°C в 
течение 60 мин

Fe2Al5 (125)

800°C, 5 мин Al (130)–Fe2Al5 (200)

Al на Fe

700°C, 30 с Очень тонкий FeAl3–Fe2Al5 (65)

 [16]

700°C, 15 мин Очень тонкий FeAl3–Fe2Al5 (170)

800°C, 30 с FeAl3 (6)–Fe2Al5 (120)

800°C, 15 мин FeAl3 (10)–Fe2Al5 (205)

900°C, 30 с Очень тонкий FeAl3–Fe2Al5 (220)

900°C, 15 мин Очень тонкий FeAl3–Fe2Al5 (230)

Al–10% Si на низкоуг-
леродистой стали

700°C, 16 с Al–FeAl3–Fe2Al5 (25) с частицами 
эвтектического Si на поверхности

[22]

Фольга из Al, напрес-
сованная на простую 
углеродистую сталь

Преддиффузионная обработка при 
650°C в течение 1 ч Al (100)

[7]

Диффузионная обработка при 700°C 
в течение 60 мин

Fe2Al5 (120)

Диффузионная обработка при 800°C 
в течение 60 мин

Fe2Al5 (130)

Диффузионная обработка при 
1000°C в течение 60 мин

Fe2Al5 (50)–FeAl (75)–диффузион-
ный слой Al (110)

Al–1.6 мас. % Si на 
стали 4340

Плазменное алитирование фольгой 
при 600°C в течение 5 мин

Al–FeAl3 (20–40)–Fe2Al5 (50–70)
Данная
работаПлазменное алитирование фольгой 

при 750°C в течение 5 мин
Fe2Al5 + FeAl2 (33–53)–Fe2Al5 (30)–
FeAl (60)
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бардировки во время плазменной обработки в
процессе плазменного алитирования фольги.

Слой покрытия, сформированный при 750°C,
также отличался от слоев, полученных при горя-
чем алитировании погружением, по толщине и
фазам. При данной температуре и всего за 5 мин об-
работки образовался относительно толстый слой
алюминида Fe2Al5. Поскольку процесс алитирова-
ния является контролируемым диффузией, влия-
ние плазмы на толщину и микроструктуру по-
крытия должно быть связано с усилением дефек-
тов кристалла. Считается, что, когда энергичные
тяжелые ионы бомбардируют кристалл, они со-
здают узлы с беспорядком решетки [23]. Даже ко-
гда ионы замедляются в кристаллической решет-
ке, они сталкиваются с атомами решетки, что в
свою очередь дает энергию для смещения атомов
из их узлов решетки. Эти первичные выбивные
атомы могут вытеснять другие атомы и создавать
вторичные, тройные и выбивные атомы (рис. 8)
и, как результат, могут создавать кристалличе-
ские дефекты, такие как вакансии и междоузель-
ные атомы. Увеличение количества дефектов в ре-
шеткe облегчает диффузию частиц и, следователь-
но, увеличивает толщину покрытия, как и
происходит при плазменном алитировании стали
фольгой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

• Для обогащения алюминием поверхности
стали AISI 4340 использовался одностадийный
процесс плазменного алитирования фольгой при
температуре 600°C, т.е. ниже точки плавления
алюминия.

• Хотя при 600°С алюминий находится в твердом
состоянии, уже через 5 мин выдержки на поверхно-
сти образца вместе со слоями Al и FeAl3 образуется
относительно толстый слой интерметаллида Fe2Al5.

• Плазма не только обеспечивает источник на-
грева, но также активирует поверхность для твердо-
тельной диффузии.

• Для сравнения также проведено плазменное
алитирование фольгой при 750°С в течение ~5 мин,
в результате чего образовалось многослойное по-
крытие, состоящее из Fe2Al5, FeAl2 и FeAl.

• Независимо от температуры процесса Fe2Al5
является преобладающей фазой в микрострукту-
ре покрытия.
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ники фемтосекундного лазерного импульса с длиной волны излучения 1240 нм в поверхностном
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ность второй гармоники пропорциональна диэлектрической восприимчивости χ(3) и квадрату на-
пряженности электрического поля терагерцевого импульса.
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ВВЕДЕНИЕ
Генерация второй гармоники (ГВГ) является

одним из наиболее широко используемых нели-
нейно-оптических процессов в эксперименталь-
ных исследованиях. Впервые ГВГ была проде-
монстрирована в 1961 г. благодаря изобретению
лазера, обеспечивающего монохроматическое из-
лучение с высокой интенсивностью [1]. Генерация
второй гармоники также наблюдалась в центросим-
метричных средах, находящихся в постоянном или
переменном электрическом поле. Электрическое
поле приводило к нарушению симметрии, что
устраняло запрет на ГВГ в такой среде [2]. О ре-
зультатах по исследованию ГВГ, индуцированной
электрическим полем (EFISH), сообщалось в ря-
де работ [3, 4]. Некоторое время эти измерения
ограничивались низкочастотными полями пере-
менного тока. Однако, благодаря разработкам ис-
точников интенсивных импульсов терагерцевого
(ТГц) излучения [5, 6], в кристаллах бета-бората
бария [7] и во многих центросимметричных средах
[8] была обнаружена ГВГ, индуцированная полем
ТГц-импульса (TFISH) [8–10]. TFISH описывается
как нелинейное явление третьего порядка, в кото-
ром интенсивность сигнала второй гармоники (ВГ)
пропорциональна интенсивности ТГц-импульса,
квадрату интенсивности основной частоты лазера
Iω и нелинейной восприимчивости материала χ(3)

третьего порядка: . Теоретиче-
ское и экспериментальное исследование меха-

низма TFISH в полупроводниках было выполне-
но в ряде работ [11, 12]. Генерация второй гармони-
ки, индуцированная импульсом ТГц-излучения,
наблюдалась также в нецентросимметричных се-
гнетоэлектриках [13] и антиферромагнитных ма-
териалах [14]. Эти работы показали возможность
разработки сверхбыстрых устройств на основе та-
ких материалов, которые могли бы работать с пи-
косекундной скоростью обработки данных. Од-
нако для наиболее часто используемых материа-
лов, лежащих в основе большинства фотонных
компонентов [15] и современной полупроводнико-
вой промышленности [16, 17], пока недостаточно
разработано методов управления симметрией цен-
тросимметричного кристалла кремния неразру-
шающим и сверхбыстрым способом. В связи с
этим задача исследования свойств кремния и ме-
ханизмов генерации второй оптической гармони-
ки под действием импульсов ТГц-излучения со-
храняет свою актуальность.

Ранее в работе [18] были представлены экс-
периментальные исследования генерации вто-
рой оптической гармоники в кремнии при воз-
действии импульсов ТГц-излучения с напря-
женностью электрического поля, падающей на
образец, до 22 МВ/см. Было показано, что при
напряженности электрического поля свыше
8 МВ/см наблюдается отклонение зависимости
энергии импульса второй гармоники от напря-
женности электрического поля ТГц-импульса от
квадратичной, что связывалось с изменением эф-

( )
ω ω∼ χ

23TFISH 2
2 THzI I I

УДК 538.9

EDN: JJTCYA
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фективной диэлектрической восприимчивости χ(2),
которая определялась как  

, где  – напряженность элек-
трического поля ТГц-импульса, а  – плот-
ность тока. Более детальный анализ эксперимен-
тальных данных затруднен в связи с используе-
мой схемой эксперимента, в которой пучки ТГц-
и зондирующего излучения распространялись в
попутном направлении.

В данной работе представлены эксперимен-
тальные результаты исследования интенсивности
генерации второй оптической гармоники инфра-
красного фемтосекундного лазерного импульса в
поверхностном слое пластины кремния при воз-
действии ТГц-импульсов с различной напряжен-
ностью электрического поля в диапазоне от 1 до
23 МВ/см (падающих на образец) при одновре-
менном измерении временной зависимости про-
пускания зондирующего импульса.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ СХЕМА

Исследование индуцированной ГВГ в крем-
нии проводилось в схеме “pump-probe”, в кото-
рой в качестве накачки использовался импульс
ТГц-излучения, а в качестве пробы – фемтосекунд-
ный импульс с длиной волны излучения 1240 нм и
длительностью 100 фс. Экспериментальная схема
для проведения исследований аналогична схеме в
работе [19] и представлена на рис. 1.

Генерация импульсов ТГц-излучения осуществ-
лялась методом оптического выпрямления ла-
зерных импульсов с длиной волны излучения

( ) ( ) ( ) ( )( )Ω Ωχ + χ =2 2
jE j E

( ) ( ) ( )Ω Ω= χ + χ3 3E j E ΩE
( )Ωj E

1240 нм, длительностью импульса 80 фс и c
энергией в импульсе до 30 мДж [20] в нелиней-
ном органическом кристалле ДСТМС (4-N,N-ди-
метиламино-4'-N'-метилстильбазолия 2,4,6-три-
метилбензолсульфонат) [21, 22]. Излучение хром-
форстеритовой лазерной системы является опти-
мальным источником накачки для генерации
ТГц-излучения в кристалле ДСТМС с эффектив-
ностью до 3% и гауссовым пространственным
распределением [23, 24], что позволяет фокуси-
ровать ТГц-пучок в размер, близкий к дифракци-
онному пределу [25, 26]. Для проведения экспе-
риментов использовался кристалл ДСТМС диамет-
ром 8 мм и толщиной 440 ± 5 мкм. Эффективность
преобразования составляла 1.6%, а энергия им-
пульса — 120 мкДж. Для ослабления излучения
лазерной накачки после ТГц-кристалла был уста-
новлен фильтр, который ослаблял в 108 раз излу-
чение с длиной волны меньше 34 мкм. Для дости-
жения максимальной напряженности электриче-
ского поля пучок ТГц-излучения расширялся до
~50 мм с помощью телескопа 6 : 1, состоящего из
двух внеосевых параболических зеркал (PM1 и
PM2). Фокусировка ТГц-излучения осуществля-
лась с помощью внеосевого параболического зерка-
ла (PM3) с эффективным фокусным расстоянием
50.8 мм и диаметром 50.8 мм. Диаметр ТГц-пучка в
фокальной плоскости составил 170 ± 10 мкм по
уровню 1/е, что близко к дифракционному пределу
154 мкм для центральной длины волны 170 мкм.
Пространственное распределение ТГц-пучка изме-
рялось “ножевым методом”.

Временная форма ТГц-импульса измерялась
методом электрооптического детектирования.
В качестве зондирующего излучения использо-
вался фемтосекундный оптический импульс с
длиной волны излучения 1240 нм, а в качестве
электрооптического кристалла фосфид галлия
(GaP (110)) толщиной 200 мкм.

Эксперименты проводились в геометрии встреч-
ного распространения зондирующего и ТГц-пуч-
ков, что позволяло исследовать ГВГ вблизи по-
верхности пластины кремния со стороны входа
ТГц-импульса при максимально возможных зна-
чениях напряженности электрического поля
ТГц-импульса.

Кремний является средой с центральной сим-
метрией и генерация второй гармоники в объеме
запрещена, так как диэлектрическая восприим-
чивость χ(2) = 0. Однако при наличии внешнего
воздействия симметрия кремния может быть на-
рушена и генерация второй гармоники становит-
ся возможной [27]. Частным случаем такого воз-
действия может являться внешнее электрическое
поле ТГц-импульса, при котором квадратичная
восприимчивость становится отличной от нуля

, а соответствующая нели-
нейная поляризация имеет вид

( ) ( ) ( ) ( )
Ω Ωχ = χ = χ2 2 3E E

Рис. 1. Экспериментальная схема измерений: PM1,
PM2, PM3 – внеосевые параболические зеркала;
ФЭУ – фотоэлектронный умножитель; Si – кремние-
вая пластина; ФД – фотодиод.
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где χ(3) ‒ феноменологический тензор объемной
кубической восприимчивости среды, не обраща-
ющийся в нуль в центросимметричных средах, а
Eω и EΩ ‒ электрические поля инфракрасного ла-
зера и ТГц-импульсов.

Интенсивность излучения ГВГ достигает
максимума на длине когерентности lc =

, где λ – длина волны излучения,
nω = 3.515 – показатель преломления среды на ос-
новной длине волны, n2ω = 3.888 – показатель
преломления среды на длине волны второй гар-
моники, на которой выполняется условие фазо-
вого синхронизма. Длина когерентности в крем-
нии для длин волн 1240 и 620 нм составляет
~1 мкм. Область перекрытия ТГц- и зондирующего
импульсов в случае встречной геометрии опре-
деляeтся как , где –
длительность ТГц-импульса;  – показатели
преломления кремния на длине волны зондиру-
ющего и ТГц-импульсов. Для ТГц-импульса дли-
тельностью 1 пс (FWHM) и , 
область кремния, в которой происходит наруше-
ние симметрии в присутствии зондирующего им-
пульса, составляет величину 42 мкм. Если для
зондирующего излучения с длиной волны 1240 нм
кремний является прозрачным материалом в невоз-
бужденном состоянии (энергия кванта излучения
зондирующего импульса 0.98 эВ меньше ширины
запрещенной зоны кремния 1.1 эВ), то для излу-
чения второй гармоники с длиной волны 620 нм
кремний непрозрачен, а толщина слоя, в котором
интенсивность излучения уменьшается в е раз,
определяется как  и составляет вели-
чину ~3 мкм [28]. Так как , то генерация
излучения второй гармоники возникает только
при перекрытии зондирующего и ТГц-импульсов
вблизи поверхности со стороны входа ТГц-импуль-
са [29] в слое толщиной, не превышающей глуби-
ну свободного пробега фотона 620 нм.

Одновременно с измерением интенсивности
второй гармоники измерялось пропускание излу-
чения зондирующего импульса.

Излучение зондирующего импульса фокуси-
ровалось в центральную область ТГц-пучка в пят-
но диаметром 20 мкм (по уровню 1/е) с помощью
линзы с фокусным расстоянием 100 мм. Реги-
страция интенсивности излучения второй гармо-
ники с длиной волны 620 нм осуществлялась фо-
тоэлектронным умножителем с охлаждением для
уменьшения шумов. Для блокирования излучения
пробного импульса на основной частоте использо-
вался интерференционный фильтр (FB620-10,
Thorlabs) и монохроматор, настроенный на про-
пускание излучения с длиной волны 620 нм. Ре-
гистрация интенсивности излучения зондирую-

( ) ( )
Ω ω ωω ∝ χ 32 ,P E E E

( )ω ω= λ − 2/ 4 n n

( )ω= τ +THz THz THz/l c n n τTHz

ω THz, n n

ω = 3.52n =THz 3.56n

( )= λ π/ 4  l k
THz cl l@

щего импульса, прошедшей через эксперименталь-
ный образец, осуществлялась InGaAs фотодиодом
(DET01CFC/M, Thorlabs) с максимальной чув-
ствительностью в диапазоне 800–1700 нм и по-
стоянной времени ~1 нс. Интенсивность пробно-
го излучения составляла 1010 Вт/см2, что исключало
возникновение каких-либо нелинейных эффектов
в образце, а также было существенно ниже порога
создания свободных носителей заряда за счет
двухфотонного поглощения (энергия кванта из-
лучения зондирующего импульса 0.98 эВ меньше
ширины запрещенной зоны кремния).

В качестве экспериментального образца в работе
использовалась полированная пластина кристал-
лического кремния, легированного атомами бора
(р-тип), с ориентацией (100) и толщиной 235 мкм.
Концентрация легирующей примеси составляла
1.6 × 1015 см–3 и определялась по измеренному
удельному сопротивлению (12.2 Ом см) четырех-
зондовым методом. Образец был установлен на
моторизованном трансляторе для оптимального
расположения в фокальной плоскости фокусиру-
ющего параболического зеркала.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ
Для исследования генерации второй оптиче-

ской гармоники в кремнии при воздействии им-
пульсов ТГц-излучения были проведены измере-
ния интенсивности второй гармоники и коэффи-
циента пропускания кремния на длине волны
излучения 1240 нм в зависимости от временной
задержки между ТГц- и зондирующим импульса-
ми при различных значениях напряженности элек-
трического поля (рис. 2).

Так как процесс генерации второй оптической
гармоники в центросимметричной среде в при-
сутствии электрического поля ТГц-импульса яв-
ляется безынерционным, то временная зависи-
мость интенсивности второй гармоники долж-
на повторять временную форму ТГц-импульса, а
интенсивность должна быть пропорциональна
квадрату напряженности электрического поля
[29, 30]. На рис. 3 представлены результаты срав-
нения временной формы ТГц-импульса, времен-
ной зависимости интенсивности второй гармоники
и коэффициента пропускания зондирующего им-
пульса, полученные при максимальной напря-
женности электрического поля ТГц-импульса.
Как видно из рисунка, при наличии четырех экс-
тремумов во временной форме ТГц-импульсов в
интенсивности второй гармоники наблюдаются
только два максимума. При этом второй максимум
по интенсивности значительно меньше первого,
несмотря на то что напряженность электрического
поля ТГц-импульса, падающего на образец,
выше.

В ряде работ [31–33] было показано, что при воз-
действии ТГц-импульсов с высокой напряженно-
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стью электрического поля в кремнии происходит
генерация свободных носителей заряда с высокой
концентрацией. Для оценки влияния индуциро-
ванных носителей заряда на генерацию второй оп-

тической гармоники была построена зависимость
интенсивности ВГ в первом максимуме (в области
200 фс) от напряженности электрического поля
ТГц-импульса, падающего на образец, в первом
экстремуме (рис. 4).

Как видно из рисунка, экспериментальные
данные до ~8 МВ/см хорошо аппроксимируются
квадратичной зависимостью, что свидетельствует
о механизме ГВГ, связанном с воздействием им-
пульса ТГц-излучения, при котором интенсивность
ВГ пропорциональна диэлектрической восприим-
чивости χ(3) и квадрату напряженности электри-
ческого поля ТГц-импульса [7, 10], как было по-
казано выше. При напряженностях электрического
поля свыше 8 МВ/см наблюдается отклонение от
квадратичной зависимости. Кроме этого, начи-
ная с данной величины напряженности электри-
ческого поля происходит уменьшение пропуска-
ния зондирующего импульса (рис. 2б), что может
приводить к снижению интенсивности второй
гармоники, так как . Зависимость ВГ от на-
пряженности электрического поля с учетом умень-
шения интенсивности зондирующего импульса
представлена на рис. 5. В этом случае все экспери-
ментальные точки хорошо аппроксимируются квад-
ратичной зависимостью. Таким образом, механизм
ГВГ при значениях напряженности электрического
поля ТГц-импульса до ~14 МВ/см не отличается от
механизма при низких значениях полей [10].

Аналогичная обработка экспериментальных
данных (с учетом изменения пропускания зонди-
рующего излучения) выполнена для интенсивности
второй гармоники во втором максимуме (рис. 2а),
которая соответствовала второму экстремуму на-
пряженности электрического поля ТГц-импуль-

2
2ω ω~I I

Рис. 3. Сравнение временной формы ТГц-импульса
(1), падающего на образец, интенсивности второй
гармоники (2) и зависимости коэффициента пропус-
кания зондирующего излучения с длиной волны 1240
нм образцом кремния (3) при максимальной напря-
женности электрического поля (~23 МВ/см).
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Рис. 4. Зависимость интенсивности ВГ в первом мак-
симуме от напряженности электрического поля
ТГц-импульса: точки – экспериментальные данные,
кривая – квадратичная зависимость.
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са, величина которого достигала ~23 МВ/см (па-
дающего на образец ТГц-импульса). Результаты
представлены на рис. 6.

Как и для первого максимума второй гармони-
ки, экспериментальные данные достаточно хорошо
аппроксимируются квадратичной зависимостью до
15 МВ/см. При напряженностях электрического
поля выше 15 МВ/см наблюдается существенное
отклонение экспериментальных данных от квад-
ратичной зависимости. Уменьшение интенсив-
ности второй гармоники может быть связано с
увеличением отражения и/или поглощения излу-
чения ТГц-импульса вследствие образования вы-
сокой концентрации свободных носителей заря-

да либо с изменением эффективной диэлектриче-
ской восприимчивости второго порядка χ(2) за
счет возникновения транзиентных токов, как бы-
ло предложено в ранее выполненной работе [18].
Полученные экспериментальные результаты не
позволяют сделать однозначный вывод о причи-
нах уменьшения интенсивности второй оптиче-
ской гармоники при напряженностях электриче-
ского поля ТГц-импульса выше 15 МВ/см и тре-
буются дополнительные исследования.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Экспериментальные исследования генерации

второй оптической гармоники в кремнии при
воздействии импульсов ТГц-излучения с напря-
женностью электрического поля до 23 МВ/см, па-
дающего на образец, показали, что до 15 МВ/см ин-
тенсивность второй гармоники пропорциональна
квадрату напряженности электрического поля
ТГц-импульса, что соответствует механизму TFISH.
В диапазоне от 8 до 15 МВ/см необходимо учиты-
вать ослабление зондирующего излучения с дли-
ной волны 1240 нм в кремнии за счет генерации
свободных носителей заряда под действием ТГц-
импульса. При напряженностях поля выше
15 МВ/см, исходя из полученных эксперимен-
тальных данных, интерпретация зависимости ин-
тенсивности второй гармоники от напряженно-
сти электрического поля затруднена.

Все экспериментальные работы были выпол-
нены на уникальной тераваттной хром-форстери-
товой лазерной системе (УНУ “ЛТФК”) в центре
коллективного пользования “Лазерный фемто-
секундный комплекс” ОИВТ РАН. Работа вы-
полнена при финансовой поддержке Мини-
стерства науки и высшего образования РФ (со-
глашение с ОИВТ РАН № 075-15-2020-785 от
23 сентября 2020 г.).
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Впервые представлены экспериментальные теплофизические данные для высокоэнтропийного
карбида (HfTaTiNbZr)C при высоких температурах (2500–5500 К). Использовался быстрый (10 мкс)
метод нагрева импульсом тока. Образцы в виде плоских пластинок толщиной ∼100 мкм зажимались
между стеклянными пластинами для фиксации образца и предотвращения возникновения шунти-
рующего разряда. Измерены температуры солидуса, ликвидуса и свойства карбида – теплота плав-
ления, введенная энергия (энтальпия) и теплоемкость ‒ в зависимости от температуры. Температу-
ра измерялась с помощью быстродействующего пирометра на длине волны 856 нм.

DOI: 10.31857/S0040364422050118

ВВЕДЕНИЕ

За последний десяток лет начаты исследования
нового класса сплавов, названных высокоэнтро-
пийными [1–5]. В отличие от классических спла-
вов, имеющих элемент-основу и легирующие эле-
менты, высокоэнтропийные сплавы содержат зна-
чительное количество элементов (от 5 до 12–15),
вводимых в равных или близких к равным долях.
В этих сплавах за счет большой степени беспо-
рядка и большой величины конфигурационной
энтропии идет преимущественное формирование
твердого раствора на базе кристаллических реше-
ток ОЦК или ГЦК. Ожидается, что импульсный
нагрев током позволит получить новые знания
при исследовании высокоэнтропийных материа-
лов на основе многокомпонентных соединений
металлов, в том числе нескольких карбидов в эк-
виатомном соотношении элементов.

В настоящей работе представлены итоги экспе-
риментального исследования высокоэнтропийно-
го многокомпонентного карбида (HfTaTiNbZr)C
[6–9] при быстром нагреве импульсом тока. Такой
карбид может быть синтезирован различными ме-
тодами. В данном случае осуществлялся саморас-
пространяющийся высокотемпературный синтез
(СВС) из смесей пяти металлов и графита. Для по-
лучения компактной керамики использовалось ис-
кровое плазменное спекание (ИПС).

ПОЛУЧЕНИЕ ВЫСОКОЭНТРОПИЙНОГО 
КАРБИДА КАК ТВЕРДОГО РАСТВОРА

В качестве исходных материалов использова-
лись промышленно выпускаемые в России по-
рошки Hf, Ta, Ti, Nb, Zr и порошок графита (раз-
мер частиц – 7–10 мкм). Все процессы, связан-
ные с обработкой порошков, проводились в
атмосфере аргона чистотой 99.998%. Порошки
(HfTaTiNbZr)C получались с помощью СВС [10, 11].
Реакционная смесь для СВС создавалась в две ста-
дии:

1) приготовление металлического нанокомпо-
зита эквиатомного состава с чередованием метал-
лических слоев Hf/Ta/Ti/Nb/Zr на уровне 100–
300 нм, размер агломератов полученных компо-
зиционных порошков составил 10–30 мкм;

2) последующее смешивание полученного на-
нокомпозита с графитом Hf/Ta/Ti/Nb/Zr + C.

Приготовление смесей осуществлялось с помо-
щью высокоэнергетической механической об-
работки, процесс проводился в лабораторной пла-
нетарной шаровой мельнице “Активатор 2S”.
После первой и второй стадий получались реак-
ционные смеси Hf/Ta/Ti/Nb/Zr + C с размером
нанокомпозиционных агломератов до 50 мкм.

Эти смеси синтезировались в лабораторном
СВС-реакторе [12]. Для инициирования горе-
ния сверху образец поджимался вольфрамовой
спиралью. Керамическая подставка с образцом
помещалась в герметичную камеру реактора, из
которой при помощи форвакуумного насоса от-
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качивался воздух, затем насос выключался, и ра-
бочая камера заполнялась аргоном (до 2 атм). По-
сле этого с помощью электрического тока раска-
ленная вольфрамовая спираль инициировала
СВС-процесс.

Полученные СВС-порошки (HfTaTiNbZr)C
представляли собой агломераты размером до 50
мкм субмикронных частиц карбидной фазы (менее
300 нм). Данные порошки консолидировались на
установке для ИПС (LАВОХ 650, Япония). Спека-
ние проводилось в течение 30 мин в графитовых
пресс-формах диаметром 30 мм при температуре
1800°С в аргоне. Скорость нагрева составляла
100°C/мин, давление прессования – 50 МПа.

На рис. 1 показаны дифрактограммы (излуче-
ние Co–Kα) (HfTaTiNbZr)C после ИПС. Данная
дифрактограмма содержит основные пики кубиче-
ской высокоэнтропийной фазы (HfTaTiNbZr)C.
Однако вблизи углов 2θ = 32° и 37° все еще на-
блюдается система отражения от (Zr,Hf)O2.

На рис. 2 представлен состав карбидной фазы
(HfTaTiNbZr)C в различных точках образца. На-
блюдается близкая концентрация металлов на
уровне 7–9 ат. %, однородность распределения
которых подтверждает довольно низкий коэффи-
циент вариации (2.5–4.5%) концентрации каждо-
го металла для 15 точек сканирования. Анализ вы-
полнялся методом энергодисперсионной рентге-
новской спектроскопии (ЭДРС).

Концентрация кислорода в спеченном
(HfTaTiNbZr)C находится на уровне 2–3 ат. %.
Для той точности, которой обладает ЭДРС, кон-
центрация углерода составила приблизительно 55
ат. %, что довольно близко к заданному содержа-
нию углерода в 50 ат. %.

ПОДГОТОВКА ОБРАЗЦОВ 
ДЛЯ ИМПУЛЬСНОГО ЭКСПЕРИМЕНТА
Образец исследуемого карбида в виде пла-

стинки с размерами ∼(0.1–0.15) × 4 × 15 мм3 раз-
мещался между двумя стеклянными пластинами
(∼3–4 мм толщиной и шириной 8 мм) и приклеи-
вался к нижней пластине. Боковые зазоры между
пластинами вдоль образца заполнялись клеем
(супермомент). Поверхность образца, на которой
фиксировался пирометр, была свободна от клея.

Роль стеклянных пластин состоит также в том,
что предотвращается возможное нарушение сте-
хиометрии образца за время нагрева. Этому спо-
собствует и короткое время нагрева. Склеенная
ячейка зажималась c торцов между электродами
(через тонкую прокладку индия) для обеспечения
плотного электрического контакта. Общий вид
сборки представлен на рис. 3. Температура изме-
рялась по излучению поверхности плоского образ-
ца (через верхнюю стеклянную пластину) в верти-
кальном направлении; диаметр пятна визирова-
ния пирометра – 1.2 мм.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИМПУЛЬСНОГО 
ЭКСПЕРИМЕНТА

Методика импульсного нагрева микросекунд-
ной длительности и оценка погрешностей измере-
ний свойств подробно изложены в [13, 14]. Высокое
начальное напряжение (∼16 кВ) на конденсаторе
обеспечивало большую величину тока в импульсе
(21 кА) и кратковременность процесса нагрева.

Для высокоэнтропийного карбида
(HfTaTiNbZr)C спектральная нормальная излу-
чательная способность принята равной ελn = 0.5,
что близко к значениям ελn для монокарбидов ме-
таллов, входящих в исследуемый высокоэнтро-
пийный карбид. Исходная плотность карбида со-
ставляла 7.903 г/см3.

Рис. 1. Дифрактограмма высокоэнтропийного карби-
да (HfTaTiNbZr)C после ИПС (вэ-C – высокоэнтро-
пийный карбид).
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Осциллограммы записи напряжения, тока и
излучения плоской поверхности для одного из
образцов показаны на рис. 4.

На рис. 5 представлена зависимость энтальпии
Н(Т) от температуры с регистрацией области
плавления. Аппроксимация зависимости Н(Т)
твердой и жидкой фаз в интервалах температур
2500–3500 К и 4500–5500 К дает линейные зави-
симости: Н(Т) = – 0.646 + 8.52 × 10–4Т кДж/г –
твердая фаза; Н(Т) = 1.055 + 7.49 × 10–4Т – жидкая
фаза. Отклонение экспериментальных значений
от расчетных не превышает 4%.

На рис. 5 видны моменты начала плавления и
появления жидкой фазы. На зависимости Н(Т) на-
блюдается область плавления 2. Начало плавления
данного карбида – 3900 ± 80 К, окончание – 4300 ±
± 80 К. Плавление начинается при введенной энер-
гии 2.8 кДж/г, заканчивается при 4.2 кДж/г. Тепло-
та плавления составляет 4.2 – 2.8 = 1.4 кДж/г.

Экспериментально измеренная температура
плавления высокоэнтропийного карбида
(HfTaTiNbZr)C составила 4300 ± 80 К, что не-
сколько выше, чем соответствующая средняя
температура плавления 3872 К, рассчитанная по
правилу смесей, вероятно, именно из-за эффек-
та высокой энтропии. Отметим, что увеличение
значения Тпл(эксп.) относительно Tпл(расч.) в
целом согласуется с теоретическими расчетами
Tпл похожих высокоэнтропийный соединений,
таких как (TiZrHfNb)C, (TiZrHfTa)C,
(TiZrNbTa)C, (TiHfNbTa)C и (ZrHfNbTa)C [15].

Теплоемкость Ср высокоэнтропийного карби-
да (HfTaTiNbZr)C, измеренная по методике, по-
дробно изложенной в [16], представлена на рис. 6.

Напомним, что теплоемкость Ср во всем диапазо-
не твердой фазы, измеренная при быстром нагре-
ве, может быть несколько повышенной за счет
присутствия исходных дефектов, которые исчеза-
ют только после плавления. Кроме того, в твер-
дой фазе наблюдается крутой рост Ср (за ∼300–
400 К до начала плавления), что, возможно, свя-
зано с появлением дефектов Френкеля (появле-

Рис. 3. Один из образцов высокоэнтропийного кар-
бида (толщина – 0.104 мм, ширина – 4.6 мм, длина –
13.5 мм), зажатый между двух стеклянных пластин 1 и
подсоединенный к медным электродам 2 через инди-
евые прокладки 3; 4 – металлическая пластина, 5 –
изолирующие пластины, 6 – стягивающие винты, 7 –
подводящие латунные электроды.
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Рис. 4. Осциллограммы импульсного эксперимента
для высокоэнтропийного карбида; развертка по все-
му экрану – 10 мкс; длительность от момента пуска
тока до плавления (площадки на осциллограммах 3,
4) составляет 5 мкс; 1 – ток через образец, 2 – напря-
жение на образце, 3 – излучение поверхности (высо-
кая чувствительность), 4 – малая чувствительность.
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ние неравновесных парных дефектов – вакансии
и междоузельного атома ‒ обеспечивает начало
плавления в условиях быстрого нагрева и
медленной диффузии равновесных вакансий).
После плавления исходные дефекты и дефекты
Френкеля исчезают и не влияют на величину Ср
жидкой фазы.

На рис. 6 видно крутое падение теплоемкости
в интервале температур 4300−4600 К и ее
стремление к постоянному значению.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Впервые исследован высокоэнтропийный

карбид (HfTaTiNbZr)C как в твердом, так и в жид-
ком состояниях в диапазоне температур 2500–
5500 К. Получены следующие свойства: теплота
плавления (1.4 кДж/г), температура солидуса и лик-
видуса (3900 и 4300 К); энтальпия и теплоемкость
(до 5500 К). Эксперимент с использованием быст-
рого нагрева микросекундным импульсом тока поз-
воляет получить достоверные данные по теплофи-
зическим свойствам высокоэнтропийных карбидов
при высоких температурах (как и металлов [17]).

Высокая термодинамическая стабильность та-
ких многокомпонентных карбидов, высокая туго-
плавкость и коррозионная стойкость (отмечаемые в
литературных обзорах [4, 5]) привлекательны для
создания эффективной тепловой защиты в атомной
энергетике и в ракетно-космической отрасли.

Авторы ОИВТ РАН благодарны гранту РНФ
№ 19-79-30086 в части измерения теплофизических
свойств, а авторы НИТУ “МИСИС” гранту РНФ
№ 18-79-10215 в части синтеза и спекания высо-
коэнтропийных соединений за финансовую под-
держку данного исследования.
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Рис. 6. Зависимость удельной теплоемкости Ср от
температуры для высокоэнтропийного карбида: 1 –
твердое состояние, 2 – плавление (3900–4300 К), 3 –
жидкое состояние.
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Методом температурных волн измерена температуропроводность образцов графита марки МПГ-7
плотностью от 1802 до 1869 кг/м3 с химической и структурной гетерогенностью в интервале темпе-
ратур от 600 до 1700 К. На основании полученных результатов рассчитаны температурные зависи-
мости коэффициента теплопроводности, позволяющие оценить теплопроводность графита МПГ-7
в зависимости от типа его дефектности (химические и структурные гетерогенности). Показано, что на-
блюдаемые различия в значениях коэффициента теплопроводности графита МПГ-7 в зависимости от
типа его дефектности могут быть связаны с электронным вкладом в общий процесс переноса энергии.

DOI: 10.31857/S0040364422020156

ВВЕДЕНИЕ

Устойчивость к воздействию высокотемпера-
турного газового потока [1], высокая температура
сублимации [2], сохранение прочности и пластич-
ности вплоть до температуры 2500°C [3], устойчи-
вость к термоудару и высокому градиенту темпе-
ратур обусловливают использование графита марки
МПГ-7 в наиболее теплонапряженной части сопло-
вого блока ракетных твердотопливных двигателей –
вкладыша критического сечения. Однако для прак-
тического применения данной марки графита в ка-
честве вкладыша нужны надежные (достовер-
ные) значения теплофизических свойств МПГ-7,
в частности, при высоких температурах.

Известно, что мелкозернистые графиты мар-
ки МПГ демонстрируют разные теплофизиче-
ские свойства в зависимости от пористости
и макроскопической плотности в рамках одной
марки разных партий [4, 5]. Наряду с различной
пористостью, мелкозернистые графиты могут ха-
рактеризоваться химической и макроструктурной
гетерогенностью [6, 7]. Химическую гетероген-
ность формируют примесные элементы, характе-
ризующиеся своим типом симметрии и парамет-
рами решетки. Макроструктурная гетерогенность
обусловлена аморфизированным графитом с раз-
мером упорядоченных областей углерода ~5–10 нм.
Графит с химической и макроструктурной гете-
рогенностью отличается от хорошо структуриро-
ванного минимальным размером упорядоченных
областей и максимальным содержанием аморф-

ной фазы с sp3-типом гибридизации [8], которая
увеличивает суммарную дефектность и уменьша-
ет кристалличность. Химические и макрострук-
турные гетерогенности, согласно принятой тер-
минологии, можно классифицировать как хи-
мические и структурные дефекты [9–11]. На
сегодняшний день в литературе отсутствует ин-
формация о влиянии дефектов данного рода на
такие теплофизические свойства графита, как
температуропроводность и коэффициент тепло-
проводности.

Цель настоящей работы – экспериментальное
исследование коэффициента температуропровод-
ности образцов графита марки МПГ-7 с химиче-
ской и структурной гетерогенностью в интервале
температур от 600 до 1700 К и оценка влияния
этих факторов на величину коэффициента тепло-
проводности образцов по отношению к коэффици-
енту теплопроводности бездефектного графита.

ХАРАКТЕРИСТИКА ОБРАЗЦОВ 
И ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА
Объектами исследования являются образцы гра-

фита марки МПГ-7 (высший сорт), вырезанные из
заготовок, прошедших рентгеноскопический кон-
троль без определяемых примесей и макрострук-
турных неоднородностей – образец № 1, с при-
месными химическими элементами (химическая
гетерогенность) – образец № 2 и с макрострук-
турными неоднородностями (макроструктурная
гетерогенность) – образец № 3. Производство за-
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готовок выполнено в соответствии с технологией
АО “НИИграфит” на заводе графитовых изделий
ЗАО “Технографит” (г. Вязьма). Детальное опи-
сание образцов №№ 2 и 3 и структурные характе-
ристики наблюдаемых в них аномалий приведе-
ны в работах [6, 7].

Плотность образцов определялась при комнат-
ной температуре прямыми измерениями геометри-
ческих размеров и массы и методом гидростати-
ческого взвешивания согласно ГОСТ 18898-89
(ISO 2738-87). Для измерения плотности были
вырезаны образцы графита диаметром 10 мм и тол-
щиной 20 мм. Масса образцов измерялась на ана-
литических весах Shimadzu AW220 с погрешностью
менее 0.1 мг, диаметр – микрометром рычажным
МРП 25 с погрешностью 0.002 мм, толщина – элек-
тронным длинномером ШЦ-II-250-0.05, который
поверялся по образцовым мерам непосредствен-
но перед измерениями, с погрешностью 0.005 мм.

Теплофизические характеристики (температу-
ропроводность и относительная теплоемкость)
исследовались методом плоских температур-
ных волн [12] на оригинальной установке, опи-
санной в работе [13]. Суть реализации данного ме-
тода заключается в следующем. Представительный
плоскопараллельный образец размещается в ва-
куумной водоохлаждаемой камере, в которой после
предварительного вакуумирования (до 10–2 Па) со-
здается избыточная инертная атмосфера с ис-
пользованием гелия. Для изменения средней тем-
пературы образца в ходе эксперимента использует-
ся цилиндрическая электропечь сопротивления,
изготовленная из ленточного молибдена. Темп на-
грева и охлаждения электропечи задается про-
граммно по линейному закону. Температурные
волны в образце создаются воздействием на одну
из его поверхностей модулированным по ампли-
туде излучением лазера типа ЛГН-701 (длина вол-
ны излучения – 10.6 мкм, мощность – 60 Вт).
Модуляция лазерного излучения осуществляет-
ся механически с помощью вращающегося дис-
ка с отверстиями. Диск приводится в движение
вентильным двигателем с сервоприводом Delta
ASD-A0121LA, скорость вращения которого уста-
навливается с помощью управляющей компью-
терной программы в соответствии с заданной ча-
стотой модуляции лазерного излучения. Темпера-
тура другой поверхности образца контролируется
при помощи двух датчиков: термопарного и фо-
тоэлектрического (фотодиод). Термопарный дат-
чик, изготовленный из вольфрам-рениевой про-
волоки (ВР5/20) диаметром 50 мкм, прижимается
к образцу вблизи центральной точки. Область ви-
зирования фотодатчика также включает в себя эту
центральную точку. Сигналы с датчиков после про-
хождения через линейные нормирующие цепи по-
даются на внешний аналого-цифровой преобразо-
ватель Е14-440 и затем поступают в компьютер
для обработки. Оценка амплитуды и фазовый

сдвиг колебаний температуры второй поверхно-
сти образца по отношению к колебаниям лазер-
ного излучения осуществляется в соответствии
с квазиоптимальной процедурой, включающей
преобразование Фурье. Толщины плоскопарал-
лельных образцов диаметром 12 мм в настоящих из-
мерениях выбирались из диапазона 2.2–2.6 мм.
Частоты температурных волн изменялись от 6.0
до 12 Гц. Темп нагрева и охлаждения образцов не
превышал 5 К/мин. Оценка погрешности измере-
ний показала, что неопределенность измерения
температуропроводности составляет 2%, а отно-
сительной теплоемкости – 5% (средние квадра-
тичные значения).

На описанную методику экспериментального
определения теплофизических свойств получен
аттестат ФГУП “ВНИИМС” [14].

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Рассчитанная по данным прямых измерений

геометрических размеров и массы, а также опре-
деленная методом гидростатического взвешива-
ния плотность графита составила 1802, 1869 и
1838 кг/м3 для образцов №№ 1–3 соответствен-
но. Как можно заметить, максимальную плот-
ность имеет образец с химической гетерогенно-
стью (№ 2), а минимальную – графит без струк-
турных и химических дефектов (№ 1). Результаты
измерения плотности образца № 1 хорошо согла-
суются с литературными данными и с данными,
заявленными разработчиками графита МПГ-7
(“НИИграфит”). По приведенным результатам
можно заключить, что существенное влияние
на плотность (увеличение) графита оказывают
химические дефекты.

На рис. 1 представлены результаты измерений
температурной зависимости коэффициента тем-
пературопроводности а(Т) трех образцов графита

Рис. 1. Температурные зависимости температуропро-
водности трех образцов графита марки МПГ-7: 1 –
№ 1, 2 – № 2, 3 – № 3.
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марки МПГ-7, полученных при нагреве. Все зави-
симости имеют практически одинаковый быстро
убывающий характер с максимальным изменени-
ем температуропроводности в температурном ин-
тервале от 600 до 1000 К. При этом зависимости
а(Т) для образцов графита без определяемых при-
месей и макроструктурных неоднородностей (№ 1
и № 2) практически совпадают друг с другом, в то
время как аналогичная зависимость для образца
с макроструктурной гетерогенностью (№ 3) ле-
жит заметно выше них. В целом порядок вели-
чины коэффициентов температуропроводности
и характер его зависимости от температуры для
всех измеренных образцов хорошо согласуются с
литературными данными [5] для образцов графи-
та марки МПГ-6.

Также следует заметить, что все зависимости
а(Т), полученные на этих же образцах в процессе
охлаждения, в пределах погрешности измерений
совпадают с представленными на рис. 1. Кроме
того, последующие циклы нагрева–охлаждения
показали полную повторяемость температурных за-
висимостей коэффициента температуропроводно-
сти, что свидетельствует о стабильности теплофи-
зических свойств исследуемой марки графита.

Для определения коэффициента теплопровод-
ности λ используется соотношение [15]

где Cp – удельная теплоемкость при постоянном
давлении; ρ – плотность образца. С помощью дан-
ного соотношения по результатам измерения тем-
пературопроводности и плотности рассчитаны
температурные зависимости коэффициента теп-
лопроводности λ(Т) трех образцов графита марки
МПГ-7. При этом использовались литературные
данные по температурным зависимостям удель-
ной теплоемкости [5] и коэффициента линейного
расширения [16] для графита марки МПГ-6. Та-
кое заимствование вполне оправдано, поскольку
в работах [16, 17] показано, что теплоемкость
и коэффициент линейного расширения плот-
ных поликристаллических графитов практически
не зависят от технологии их получения и пористо-
сти. Относительная погрешность определения
λ(Т) составила ~6%.

Результаты оценки температурных зависимо-
стей коэффициента теплопроводности, аппрок-
симированных выражением

λ = ρ,pаC

(1)

показаны на рис. 2. Достоверность аппроксима-
ции λ(Т) для всех образцов составила не менее
0.998. Значения коэффициентов аппроксимации
(1) представлены в таблице.

Зависимости λ(T) для всех исследованных об-
разцов имеют вид кривых, характерных для слои-
стых структур с гексагональным типом решетки
[18]: с повышением температуры значения коэф-
фициента теплопроводности быстро уменьшают-
ся по закону, близкому к гиперболическому. Зна-
чения λ(T), полученные для образца без дефектов
(№ 1), хорошо согласуются с данными, приводи-
мыми в литературе, тогда как для образцов с хи-
мическими (№ 2) и структурными (№ 3) дефекта-
ми температурные зависимости коэффициента
теплопроводности лежат выше. Причем до 800 К
зависимости λ(T) образцов №№ 1, 2 практически
совпадают.

Чтобы понять возможную причину такого по-
ведения коэффициента теплопроводности ис-
следованных образцов в зависимости от приро-
ды дефектов, рассмотрим возможные механиз-
мы переноса энергии в графитах. Как известно,
монокристаллический графит в силу своей ани-
зотропии проявляет полупроводниковые свой-
ства [19]: электропроводность в плоскости слоев
носит металлический характер, в перпендикуляр-

λ = − + − +2 3 4( ) ,T A BT CT DT ET

Рис. 2. Температурные зависимости теплопроводно-
сти образцов МПГ-7: 1 – № 1, 2 – № 2, 3 – № 3, 4 –
функция (3).
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Коэффициенты аппроксимации температурной зависимости коэффициента теплопроводности образцов гра-
фита марки МПГ-7

Образец МПГ-7 A, Вт/(м К) B, 10–1 Вт/(м К2) C, 10–4 Вт/(м К3) D, 10–7 Вт/(м К4) E, 10–11 Вт/(м К5)

№ 1 425.32 8.7786 8.545 3.9143 6.8913
№ 2 441.54 9.5354 9.6409 4.4837 7.8588
№ 3 371.97 6.4631 5.5383 2.2414 3.499
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ном направлении графит – полупроводник. По-
этому можно предположить, что основных меха-
низмов переноса тепла в графите два: фононный
и электронный [20–22]. Относительная роль фо-
нонной и электронной теплопроводности в об-
щем процессе переноса энергии в графите при
высоких температурах изучалась в [23]. Для этого
использовались экспериментальные данные по ко-
эффициентам теплопроводности, удельной тепло-
емкости и удельного электрического сопротивле-
ния двух образцов графита POCO AXM 50. На осно-
ве анализа данных было установлено, что различия
в значениях коэффициента теплопроводности ис-
следованных образцов напрямую связаны с раз-
ницей в удельном электросопротивлении. Также
с помощью закона Видемана–Франца–Лоренца
λ = LT/ρ по температурной зависимости удельно-
го электросопротивления ρ(Т) и классическому
значению числа Лоренца L вычислен электрон-
ный вклад λэл в общую теплопроводность. Оценка
вклада λэл показала, что при 500 К отношение
λэл/λ составляет ~1% и затем постепенно возрас-
тает до 15% при 2400 К.

Этот результат позволяет оценить величину
электронного вклада λэл в общую теплопровод-
ность образцов графита марки МПГ-7. Действи-
тельно, в бездефектном образце № 1 при 600 К от-
ношение λэл/λ пренебрежимо мало. В данном
случае такое приближение вполне оправдано, по-
скольку, согласно [19, 24], при нормальных тем-
пературах функция Лоренца графита примерно
в 100–200 раз больше, чем значение, обычно по-
лучаемое для металлов. Тогда полная теплопро-
водность образца определяется только фонон-
ной (решеточной) составляющей теплопровод-
ности λ(Т) = λp(Т), которая при высоких
температурах может быть определена по обоб-
щенной формуле Лейбфрида–Шлемана [25]

(2)

где В – коэффициент, зависящий от структуры
и типа химической связи материала; n – число
атомов в элементарной ячейке;  – средний объ-
ем, занимаемый одним атомом в кристалле; М –
средняя масса атома; Θ и γ – средние значения
температуры Дебая и параметра Грюнайзена для
всех фононных ветвей, участвующих в теплопе-
реносе. Предполагая независимость В, Θ и γ от
температуры и учитывая, что коэффициент теп-
лопроводности бездефектного образца при Т =
= 600 К равен 130 Вт/(м К), формулу (2) можно
записать как

(3)

где Ap = 7.8 × 104 Вт/м.

Θλ =
γ

1 3 3

2 ,p
n aMB

T

3a

λ = ,p
p

A
T

Рассчитанная по формуле (3) температурная
зависимость λp(Т) показана на рис. 2. Из пред-
ставленных данных следует, что в интервале тем-
ператур 600–900 К фононный вклад в теплопро-
водность бездефектного образца и образца с хи-
мическими дефектами является доминирующим.
Это хорошо согласуется с тем, что графит харак-
теризуется фононной теплопроводностью вдоль
слоев [15] с учетом изгибных колебаний в низко-
температурной области [26]. Однако при
температуре более 900 К зависимости λ(Т) этих
образцов расположены выше зависимости λp(Т).
Причем с ростом температуры разница λ(Т) –
λp(Т) увеличивается. Отсюда можно предполо-
жить, что наблюдаемое расхождение обусловлено
электронным вкладом в общую теплопровод-
ность.

На рис. 3 показаны температурные зависимо-
сти электронного вклада λэл, которые представля-
ют собой разность между зависимостями λ(Т) ис-
следованных образцов графита марки МПГ-7 и за-
висимостью λp(Т), рассчитанной по формуле (3).
Видно, что зависимость λэл(Т) бездефектного об-
разца (№ 1) выше 800 К по абсолютной величине
и по неубывающему характеру хорошо согласует-
ся с данными работы [22]. Поведение λэл(Т) об-
разца № 2 можно объяснить наличием примес-
ных элементов, дающих положительный вклад
в теплопроводность посредством увеличения ко-
личества носителей заряда и, как следствие, элек-
тронной теплопроводности. Образец № 3 демон-
стрирует максимальные значения электронной
теплопроводности в сравнении с другими образ-
цами во всем температурном диапазоне, и его
температурная зависимость идет практически па-
раллельно зависимости λэл(Т) бездефектного об-
разца. Как показано в работе [7], макроструктур-
ные неоднородности графита обусловлены при-

Рис. 3. Температурные зависимости электронного
вклада в теплопроводность образцов МПГ-7: 1 – № 1,
2 – № 2, 3 – № 3, 4 – данные [23].
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сутствием областей, характерных для структуры
графена, что подтверждается колебательными
спектрами образца № 3. Известно, что графен об-
ладает более высокими значениями коэффици-
ента теплопроводности в сравнении с графитом
[27–29]. Данная особенность объясняет макси-
мальные значения λ образца № 3 среди всех ис-
следуемых образцов.

Сопоставляя полученные результаты λ(T)
с плотностью исследованных образцов, можно
отметить, что образец с ρ = 1869 кг/м3 демонстри-
рует значение коэффициента теплопроводности,
равное 60 Вт/(м К), для образца с ρ = 1838 кг/м3 ко-
эффициент теплопроводности составляет 65 Вт/(м
К), тогда как образец с ρ = 1802 кг/м3 характери-
зуется коэффициентом теплопроводности, рав-
ным 55 Вт/(м К) при T = 1700 К. Зависимость
λ(T) и численные значения λ для образца № 1 хо-
рошо согласуются с литературными данными. Из-
вестно, что плотность графита обусловлена его по-
ристостью, однако ранее в литературе не учиты-
вались другие факторы, влияющие на нее [5].
Принимая во внимание полученные эксперимен-
тально данные о λ(T) образцов с химической и
структурной гетерогенностью, можно заключить,
что коэффициент теплопроводности графита не
всегда напрямую зависит от плотности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Измерена температуропроводность в диапазо-
не температур от 600 до 1700 К образцов промыш-
ленно изготавливаемого графита марки МПГ-7
различной плотности с выявленными химической
и структурной гетерогенностями. На основе этих
экспериментальных данных рассчитаны темпера-
турные зависимости коэффициента теплопро-
водности бездефектного графита и графита с хи-
мическими и структурными гетерогенностями.
Установлено влияние химической и структурной
гетерогенности на коэффициент теплопроводно-
сти графита. Показано, что теплопроводность гра-
фита марки МПГ-7 при высоких температурах не
всегда напрямую зависит от его исходной плотно-
сти при нормальных условиях. Имеющиеся коли-
чественные отличия в теплопроводности графита
с дефектами по отношению к бездефектному гра-
фиту, скорее всего, связаны с неодинаковым вли-
янием электронного вклада в общий процесс пе-
реноса энергии.

Полученные данные могут быть использованы
при тепловых расчетах узлов и деталей, работаю-
щих при высоких температурах. На основании
полученных результатов возможно производить
оценку теплофизических свойств посредством не-
разрущающего контроля рентгеноскопическим ме-
тодом заготовок и готовых изделий, выполнен-
ных из графита марки МПГ-7.
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ВВЕДЕНИЕ
Методы термодинамического моделирования

сложных химических систем в настоящее время
успешно используются при решении научных и
прикладных задач, например, при разработке но-
вых высокотемпературных процессов в химиче-
ских реакторах и энергетических установках, для
оптимизации процессов синтеза материалов для
микроэлектроники, в задачах физики и химии де-
тонационных и ударных волн и т.п. [1–4]. При этом
особенно важно реалистичное прогнозирование
термодинамических свойств многокомпонент-
ных продуктов сложных химических систем в
широкой области давлений и температур [1, 3, 5].

Во многих практических задачах, где необхо-
димо термодинамическое моделирование слож-
ных химических систем при высоких давлениях и
температурах, рассматриваются системы, в зна-
чительной степени или даже полностью состоя-
щие из плотных газообразных (или флюидных – в
сверхкритической области) компонентов. Для та-
ких систем прогнозируемые термодинамические
свойства в существенной степени определяются на-
дежностью теорий статистической механики для
построения моделей уравнений состояния (УРС) и
методик термодинамических расчетов.

Теоретические модели, основанные на потен-
циалах взаимодействия молекул [6–29], позволяют
рассчитывать термодинамические свойства плот-

ного газа в согласии с экспериментальными дан-
ными и результатами моделирования методами
Монте-Карло и молекулярной динамики. Совер-
шенствование аппарата статистической механики
стимулировало разработку вариационной теории
MCRSR (Mansoori–Canfield–Rasaiah–Stell–Ross)
[9, 10], термодинамических теорий возмущений
[6, 7, 11–13] и интегральных уравнений для функ-
ций распределения молекул в приближении мяг-
ких сфер HMSA (hypernetted-chain/soft core mean
spherical approximation) [14, 28].

Использование теории возмущений [6, 7, 11–13,
15, 25–27, 29] для разработки УРС плотных газов
основано на предположении, что структура флю-
ида в первую очередь определяется силами оттал-
кивания на малых расстояниях и лишь в незначи-
тельной степени силами притяжения большого
радиуса действия. Поэтому в теории возмущений
для сферических молекул в качестве базисной ис-
пользуется система твердых сфер, а слабые силы
притяжения учитываются в виде возмущений.

Термодинамические теории возмущений разли-
чаются методиками разделения потенциала взаи-
модействия на базисную и возмущающую части и
критериями для оценки диаметров твердых сфер
[11–13]. В зависимости от этого результаты разли-
чаются по точности рассчитываемых термодина-
мических параметров смеси, а также диапазонами
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плотностей и температур, в которых данная мето-
дика позволяет получить достоверные результаты.

В настоящей работе каждая методика разде-
ления потенциала расширена для случая бинар-
ных смесей. Проведена верификация результатов
термодинамического моделирования свойств би-
нарных смесей (H2–He, NH3–H2, N2–N, O2–O) с
доступными экспериментальными данными и
результатами компьютерного моделирования ме-
тодами Монте-Карло и молекулярной динамики.
Для проведения термодинамических расчетов ис-
пользовалась разработанная авторами теоретиче-
ская модель уравнения состояния двухкомпонент-
ной системы [15]. Впервые выполняется сравнение
предсказаний теоретической модели УРС двух-
компонентной смеси [15] с использованием раз-
личных версий теории возмущений с результата-
ми моделирования Монте-Карло и эксперимен-
тальными данными термодинамических свойств
бинарных смесей.

Таким образом, настоящая работа направлена
на решение актуальной научной задачи повыше-
ния достоверности термодинамического модели-
рования бинарных смесей флюидов при высоких
давлениях и температурах, в том числе в сверх-
критической области.

ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ

Основная идея любой теории возмущений со-
стоит в разделении потенциала ϕij(r) исследуемой
системы в точке r = λ на две составляющие: ос-
новную часть  представляющую собой по-
тенциал взаимодействия молекул в некоторой ба-
зисной системе (ref – reference – базисный), и малое
возмущение  (pert – perturbation – возмуще-
ние). В качестве базисной системы обычно ис-
пользуется модель твердых сфер [10–15], так как
она наиболее изучена и для нее известна радиаль-
ная функция распределения молекул.

Для двухкомпонентной смеси разделение по-
тенциала взаимодействия ϕij(r) для каждой пары
молекул ij (ij = 1, 2) можно представить в виде

(1)

где r – расстояние между молекулами, λij – точка
разделения потенциала, ϕλ,ij(r) – сглаживающий
потенциал.

Методика расчета базисной и возмущающей
частей потенциала (1), а также определение точки
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разделения потенциала целиком определяются
конкретной версией теории возмущений.

Для расчета термодинамических свойств рав-
новесной системы при заданных температуре T и
объеме V достаточно знать энергию Гельмгольца
этой системы. Тогда величины всех необходимых
термодинамических параметров могут быть най-
дены путем вычисления соответствующих произ-
водных энергии Гельмгольца.

Для двухкомпонентной системы избыточная
свободная энергия Гельмгольца Fex в расчете на
одну молекулу в соответствии с теорией возмуще-
ний определяется по формуле

(2)

где xi, xj – мольные доли компонентов смеси; ρ –

плотность смеси;  – радиальная функ-
ция распределения твердых сфер, зависящая от рас-
стояния между молекулами типа i и j; β = 1/(kBT);
kB – постоянная Больцмана, FHS – избыточная
энергия Гельмгольца базисной системы твердых
сфер, методика расчета которой описана в [16].

Для расчета радиальных функций распреде-
ления  в [17] применялась методика,
включающая корректирующую поправку, пред-
ложенную Верле и Вейсом [18]:

(3)

где (r) – функции распределения твердых
сфер, полученные из уравнения Перкуса–Йевика
[18]; Rii – эффективный диаметр твердой сферы i-го

компонента;  – коэффициент упа-

ковки твердых сфер;  определяется по формуле

 = Rij(1 – ξ/16)1/3.
Использование выражения (3) позволяет полу-

чить более точные значения радиальных функций
распределения , чем функций (r),
полученных из уравнения Перкуса–Йевика [19], в
сравнении с данными моделирования методом
Монте-Карло. Аналитическое выражение для рас-
чета функций распределения, а также подробное
описание методики представлено в [17].

Численный расчет интеграла, присутствующе-
го в формуле (2), требует значительных времен-
ных затрат, быстро увеличивающихся с ростом
переменной интегрирования r. Поэтому в настоя-
щей работе используется методика, которая без
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потери точности значительно упрощает вычисле-
ния и сокращает время расчета. Второе слагаемое
формулы (2), содержащее интеграл для i, j = 1, 2,
с учетом выражения (3) и разделения потенциа-
ла (1) может быть представлено в виде суммы трех
составляющих:

(4)

(5)

(6)

(7)

Появление слагаемого F3,ij в выражении для
энергии Гельмгольца (4) связано с коррекцией (3)
функций распределения твердых сфер Перкуса–
Йевика согласно методике Верле и Вейса [18].
В [29] показано, что эта коррекция значительна
только при высоких плотностях. Поэтому вклад в
суммарную энергию Гельмгольца оказывается наи-
большим именно в области высоких плотностей.
Авторы [27] в своей методике расчетов по теории
KLRR пренебрегают слагаемым (7) в формуле (4),
безосновательно указывая, что вклад в суммар-
ную величину энергии Гельмгольца невелик.

Также для численного вычисления интегралов
(5)–(7) использовалась методика, подробно опи-
санная в [15] и позволяющая рассчитать избыточ-
ную энергию Гельмгольца с высокой точностью и
быстродействием по сравнению с прямым чис-
ленным интегрированием в выражении (3).

Далее с помощью соответствующих первых и
вторых производных избыточной энергии Гельм-
гольца (2) можно рассчитать все необходимые
термодинамические параметры двухкомпонент-
ной смеси флюидов.

Например, коэффициент сжимаемости Z =
= PV/(NkBT), соответствующий давлению P, рас-
считывается путем численного дифференцирования
избыточной энергии Гельмгольца по плотности:

. (8)

Аналогично вычисляется избыточная внут-
ренняя энергия в расчете на одну молекулу путем
дифференцирования по температуре:
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Входящие в выражения (8) и (9) частные про-
изводные избыточной энергии Гельмгольца (4)
по переменным ρ и β вычисляются численным
дифференцированием функции на равномерной
сетке по четырем соседним узлам. Для этого при-
меняется формула, полученная по методу Рунге–
Ромберга, обеспечивающая достаточный для це-
лей данной работы четвертый порядок точности
по шагу сетки. Эта методика позволяет избежать
появления нефизичных слагаемых при диффе-
ренцировании избыточной энергии Гельмгольца
при использовании термодинамически зависи-
мых потенциалов взаимодействия. Через соответ-
ствующие первые и вторые производные энергии
Гельмгольца также можно выразить и все осталь-
ные термодинамические параметры флюида.

Теория возмущений Баркера–Хендерсона. Для
случая бинарных смесей в версии Баркера и Хен-
дерсона (BH) [12] базисный потенциал ϕref(r) и
возмущающая часть ϕpert(r) имеют вид

(10)

Здесь r – межмолекулярное расстояние; σij –
расстояние, при котором ϕij(σij) = 0, является точ-
кой разделения межмолекулярного потенциала
взаимодействия ϕij(r).

Версия BH успешно использовалась для расчета
термодинамических параметров однокомпонент-
ных систем, молекулы которых взаимодействуют в
соответствии с потенциалом Леннард–Джонса [20],
а также при расчете равновесных параметров систе-
мы пар–жидкость при высоких давлениях [21].

Теория возмущений Викса, Чендлера, Андерсена
(WCA). Теория WCA [13, 22] – широко использу-
емая модель теории возмущений, в которой ба-
зисный потенциал ϕref(r) и возмущающая часть
ϕpert(r) определяются как

(11)

Отличие WCA от BH заключается в определении
базисного потенциала и местоположения точки
разделения потенциала взаимодействия. В вер-
сии WCA точка разделения потенциалов совпада-
ет с местоположением минимума потенциала
межмолекулярного взаимодействия rm,ij = 21/6σij.
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Для определения диаметров твердых сфер пред-
ложен термодинамический критерий – равенство
сжимаемостей базисной системы и эквивалент-
ного твердосферного флюида. Эта методика позво-
ляет описать термодинамические свойства плотных
однокомпонентных флюидов в хорошем согласии с
экспериментальными данными [13, 22, 23] лишь в
области низких плотностей, хотя результаты мо-
гут быть реалистичными и при высоких плотно-
стях в зависимости от вида потенциала межмоле-
кулярного взаимодействия.

На основе метода WCA в [22] получено выра-
жение для энтропии, которое успешно использу-
ется для расчета термодинамических параметров
различных сплавов.

Однако результаты расчетов термодинамиче-
ских свойств однокомпонентных веществ с исполь-
зованием версий теории возмущений BH и WCA
отклоняются от результатов моделирования мето-
дом Монте-Карло на 10–15% и дают нереалистич-
ные результаты в области высоких плотностей и
температур, представляющих наибольший интерес.

Версия KLRR теории возмущений. Более удач-
ной из теорий, позволяющих получать УРС плот-
ных газов как при высоких давлениях и темпера-
турах, так и при более низких температурах и вы-
соких плотностях, является теория возмущений
KLRR [11]. Эта теория воспроизводит результаты
расчетов Монте-Карло с хорошей точностью для
разных типов потенциалов взаимодействия моле-
кул, включая потенциалы exp-6, реалистичность
которых для расчетов параметров ударного сжа-
тия и детонации подтверждается многими иссле-
дованиями [25, 26].

В версии KLRR сглаживающий потенциал ϕλ(r)
является функцией межмолекулярного расстоя-
ния, в отличие от предыдущих версий (нулевое
значение в BH и постоянная величина в WCA):

(12)

Определение точки разделения потенциала λij
и функциональной формы сглаживающего по-
тенциала ϕλ,ij(r) является произвольным при вы-

полнении условия, что (r) имеет отталкива-
тельный характер.

В данной работе используется самая простая –
линейная – форма для сглаживающего потенциа-
ла ϕλ,ij(r):
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Точка разделения потенциала межмолекуляр-
ного взаимодействия в оригинальной версии KLRR
зависит от плотности и вычисляется как

(13)

где afcc,i = 21/6/  – эквивалент расстояния ГЦК-
решетки, ρi = Ni/V – концентрация i-го компо-
нента в смеси.

Эта схема переходит в форму WCA при низких
плотностях, имеющих параметр решетки afcc,i > rm,ii.
Для плотностей выше кривой плавления и темпе-
ратур выше kBT/εii = 100 использование этой схе-
мы приводит к согласию результатов расчетов с
данными метода Монте-Карло для однокомпо-
нентных флюидов, молекулы которых взаимодей-
ствуют по потенциалам Леннард–Джонса, exp-6
и обратностепенным потенциалом.

Однако метод расчета точки разделения λii имеет
недостаток, связанный с выбором негладкой функ-
ции (13). Скачкообразная зависимость функции
λii(ρi) приводит к тому, что вторые и высшие част-
ные производные избыточной энергии Гельм-
гольца по плотности и термодинамические пара-
метры, вычисляемые по этим производным (на-
пример, коэффициент изотермического сжатия),
имеют разрывы при той же плотности. Этот недо-
статок теории KLRR может приводить к практи-
ческим трудностям при выполнении термодина-
мических расчетов с таким УРС.

В настоящей работе значения точек разделе-
ния для одноименных потенциалов λii вычисля-
ются с использованием следующей непрерывной
функции, предложенной в [27] для однокомпо-
нентного флюида:

(14)

где ρσ,ii = ρii/√2, n – некоторый параметр.
При n = 120 функции (13), (14) становятся

очень близки друг к другу. На рис. 1 показана за-
висимость точки разделения λii от плотности при
различных значениях параметра n в формуле (14).

Таким образом, замена кусочно заданной функ-
ции (13) в правиле выбора точки разбиения потен-
циала на гладкую функцию (14) с n = 120 позволя-
ет устранить недостаток оригинальной версии
KLRR [11] и тем самым избежать разрывов в про-
изводных эффективного диаметра твердых сфер.

Модифицированная таким образом версия тео-
рии возмущений KLRR [11] с учетом выражений
для расчета энергии Гельгольца (5)–(7) является
улучшенной версией – KLRR-T, на основе кото-
рой разработана теоретическая модель УРС [15],
реализованная в виде вычислительных программ,
для расчета термодинамических свойств бинар-
ных смесей. При этом теория сохраняет свои глав-
ные достоинства: высокую точность в широком
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диапазоне изменений плотности и температуры и
быстродействие.

С использованием (14) в данной работе рассчи-
тываются местоположения разделения потенциа-
лов лишь одноименных взаимодействий (i = j = 1, 2
для бинарной смеси). Точка разделения λij пере-
крестного потенциала взаимодействия определя-
ется таким образом, чтобы выполнялось условие
аддитивности диаметров твердых сфер базисной
системы R12 = (R11 + R22)/2.

РАСЧЕТ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ 
ПАРАМЕТРОВ БИНАРНЫХ 

СМЕСЕЙ С ПОТЕНЦИАЛОМ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ EXP-6

Для тестирования рассмотренных версий тео-
рии возмущений для расчета термодинамических
параметров бинарных смесей взаимодействие
между частицами в системе описывается моди-
фицированным потенциалом Букингема exp-6

(15)

(16)

где εij > 0 – глубина потенциальной ямы (min[ϕij(r)] =
= −εij); rm,ij – расстояние между молекулами, при
котором потенциальная энергия минимальна
(ϕij(rm,ij) = −εij); αij – параметр, определяющий
жесткость отталкивания молекул.

Однако трехпараметрический потенциал (15),
(16) с постоянными значениями параметров αij,
rm,ij, εij хорошо описывает межмолекулярные силы
только для веществ с неполярными или почти не-
полярными молекулами, но оказывается слиш-
ком грубым приближением для полярных моле-
кул, в особенности для молекул с водородными
связями (например, H2O и NH3) [30].

В [30] на примере H2O показано, что завися-
щие от ориентации электростатические взаимо-
действия молекул могут быть учтены в квантово-
механических потенциалах путем введения в эти
потенциалы температурных зависимостей. В [27]
приведена соответствующая модифицированная
форма и для потенциала exp-6, в которой глубина
потенциальной ямы зависит от температуры:

(17)

где θii – параметр, отвечающий за учет электро-
статических эффектов.

Дополнение потенциала температурной зави-
симостью позволяет учитывать вклад от диполь-
ных взаимодействий, который становится значи-
тельным при температурах порядка θii и ниже. Мо-
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    ε  = − − α ≥      −     
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дифицированный таким образом потенциал exp-6
(15)–(17) имеет четыре параметра αii, rm,ii, ε0,ii, θii,
причем для неполярных веществ θii = 0. На при-
мере воды и аммиака показано [25, 26, 30, 31], что
термодинамический расчет с теоретическим УРС
на основе потенциалов вида (15)–(17) удовлетвори-
тельно воспроизводит результаты ударно-волновых
измерений удельного объема этих веществ в широ-
ком диапазоне изменения давления (от тысяч до со-
тен тысяч атмосфер). При использовании стандарт-
ного трехпараметрического потенциала exp-6 (15)–
(17) такие результаты получить не удается.

Методика определения параметров потенциа-
лов exp-6 (15)–(17) по данным динамических
(ударно-волновых) и статических экспериментов
разработана в [29]. В настоящей работе для даль-
нейших расчетов используются потенциальные
параметры для одноименных пар молекул, най-
денные в [29], которые представлены в табл. 1.

В двухкомпонентной смеси также происходят
взаимодействия между парами разноименных мо-
лекул (i ≠ j). Перекрестные параметры потенциа-
ла для таких пар молекул могут быть либо заданы
в явной форме, либо формально выражены через
потенциальные параметры для соответствующих
пар одноименных молекул:

(18)

Здесь kij, lij и mij – корректирующие множите-
ли, значения которых обычно близки к единице.
Эти множители могут быть определены, если
имеется подходящая теоретическая информация
или экспериментальные данные. В противном слу-
чае принимается kij = lij = mij = 1, что сводит фор-
мулы (18) к классическим смесевым правилам
Лоренца–Бертло. В данной работе для описания
перекрестных взаимодействий используются ад-
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ε = ε ε α = α α
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Рис. 1. Зависимость точки разделения от плотности
при различных n согласно выражению (14): 1 – n = 30,
2 – 60, 3 – 120.
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дитивные параметры, т.е. kij = lij = mij = 1 в выра-
жениях (18).

Таким образом, в предложенной модели УРС
двухкомпонентной смеси плотных газов межмо-
лекулярные взаимодействия описываются моди-
фицированными, зависящими от температуры по-
тенциалами exp-6 (15)–(17). Тем самым разработан-
ная модель УРС оказывается применимой для
смесей, содержащих вещества как с неполярны-
ми, так и с полярными молекулами.

Для исследования точности термодинамиче-
ского моделирования с использованием рассмот-
ренных версий теории возмущений выбраны не-
сколько бинарных смесей, имеющих различные
потенциальные параметры, для которых имеeтся
достаточное количество экспериментальных дан-
ных и результатов моделирования других авторов.
В состав выбранных смесей также включены ве-
щества с полярными молекулами.

Термодинамические расчеты выполнены с ис-
пользованием модели уравнения состояния би-
нарных смесей [15]. Модель УРС [15] реализована
в виде вычислительного алгоритма и компьютер-
ной программы, позволяющей рассчитывать из-
быточные термодинамические свойства флюида
при заданных значениях температуры и плотности.
Все исследуемые в работе версии теории возмуще-
ний реализованы в этой программе путем редакти-
рования соответствующих блоков подпрограмм, в

которых производится разделение потенциала вза-
имодействия на базисную и возмущающую части
в соответствии с уравнениями (10), (11) или (12).

На рис. 2 показан вид возмущающей части по-
тенциала и местоположения точек разделения
потенциала для каждой версии теории возмуще-
ний на примере молекулы азота.

Для тестирования первой выбрана бинарная
смесь гелия и водорода H2–He. Выбор этой смеси
объясняется наличием данных моделирования ме-
тодом Монте-Карло [32] в широком интервале тем-
ператур 50–7000 К и плотностей ρ = 0.15–0.8 г/см3,
а также значительно различающимися потенци-
альными параметрами компонентов смеси. Однако
в [32] расчеты выполнены с использованием неад-
дитивного перекрестного потенциала для H2–He.
Поэтому дополнительно проведено моделирова-
ние методом Монте-Карло с помощью программ-
ного кода MC Towhee [33, 34] в указанном интер-
вале термодинамических состояний.

Результаты расчетов представлены в табл. 2, в
которой показаны исходные параметры (темпе-
ратуры, плотность, состав смеси), рассчитанные
значения давления и внутренней энергии с ис-
пользованием различных схем разделения потен-
циала взаимодействия, а также результаты моде-
лирования методом Монте-Карло (МК).

Суммарная статистика максимальных и сред-
них отклонений давления и избыточной внутрен-
ней энергии от данных МК представлена в табл. 3.

Наилучшее согласие с данными моделирова-
ния методом Монте-Карло имеют результаты
расчетов, полученные с использованием версии
KLRR-T теории возмущений, особенно в области
высоких температур и давлений (табл. 2, 3).

Далее рассматриваются бинарные смеси N2–N
и O2–O, которые являются продуктами ударно-
волнового сжатия жидких азота и кислорода вслед-
ствие диссоциации при высоких температурах.
Ударные адиабаты N2 и O2 тщательно исследова-
ны, доступно большое количество эксперимен-
тальных и теоретических результатов для сравне-
ния [35‒42].

Моделирование термодинамических парамет-
ров бинарных смесей N2–N и O2–O, полученных
в результате ударно-волнового сжатия, также вы-
полнено с использованием всех трех способов раз-

Таблица 1. Параметры потенциала исследуемых веществ
H2 He NH3 N2 N O2 O

ε0/kB, К 36.4 10.57 207 100.6 120.0 96.2 277.0

rm, м –10 3.43 2.97 3.69 4.25 2.65 3.79 2.57

αii 11.1 13.6 12.8 12.3 10.4 14.7 11.5
θii, К 0 0 199 0 0 0 0

Рис. 2. Местоположения точек разделения потенциа-
ла и вид возмущающей части потенциала для различ-
ных версий теории возмущений.
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деления межмолекулярного потенциала взаимо-
действия. Результаты расчетов в соответствии с
экспериментальными данными и результатами
моделирования МК [35, 44] представлены графи-
чески в виде ударных адиабат в P–V- и T–P-коор-
динатах на рис. 3, 4. Следует отметить, что на
рис. 3б заметно отклонение результатов расчета
по KLRR-T от экспериментальных данных [35]
при давлении выше 50 ГПа. Это связано с нача-
лом процесса ионизации в этой области, которая
не учитывалась в авторских расчетах для исследу-
емых версий теории возмущений. Поэтому до-
полнительно выполнено сравнение с данными
МК-моделирования [35, 44] во всем рассматривае-
мом диапазоне термодинамических состояний. В
табл. 4 представлена статистика относительных от-
клонений значений давления на ударной адиабате
жидких азота и кислорода от данных МК-модели-
рования [43] для количественной оценки точно-
сти рассчитываемых свойств бинарных смесей
N2–N и O2–O на основе исследуемых в работе
версий теории возмущений.

Рис. 3, 4 и табл. 4 демонстрируют, что резуль-
таты термодинамического моделирования с ис-
пользованием версии KLRR-T [15] теории возму-
щений для расчета состояний ударно-волнового
сжатия жидких азота и кислорода согласуются с
экспериментальными данными в пределах ука-
занной авторами погрешности, расчетами других
авторов и результатами моделирования методом
Монте-Карло. В свою очередь версии BH [12] и
WCA [13] лишь удовлетворительно описывают
свойства бинарных смесей N2–N и O2–O, образу-
ющихся в результате диссоциации при сжатии в
ударной волне.

В [45] опубликованы экспериментальные дан-
ные для бинарных смесей, одним из компонен-
тов которых является аммиак. Эти данные предо-
ставляют хорошую возможность верифицировать
описанные методики разделения потенциалов для
случая двухкомпонентных смесей, содержащих
полярные молекулы аммиака. Это смеси амми-
ак–водород, содержащие 34.75 и 57.49% аммиака.

Таблица 2. Результаты расчета давления и избыточной внутренней энергии для двухкомпонентной смеси H2–He

T, К
V, 

cм3/моль
Состав 

[H2] : [He]
P, ГПа; Uex, кДж/моль

МК BH WCA KLRR-T

50 20 1 : 1 0.036; –0.816 0.0452; –0.611 0.035; –0.808 0.035; –0.809
100 14 1 : 1 0.284; –0.565 0.297; –0.329 0.283; –0.576 0.286; –0.562
300 10 1 : 1 1.65; 2.14 1.58; 2.19 1.53; 1.99 1.68; 2.21
300 10 3 : 1 2.134; 2.91 2.06; 3.04 1.73; 2.33 2.16; 2.99
300 10 1 : 3 1.29; 1.66 1.21; 1.70 1.25; 1.62 1.30; 1.69

1000 9 1 : 1 4.11; 7.59 3.89; 7.58 3.90; 7.36 4.12; 7.64
1000 9 3 : 1 4.91; 9.75 4.63; 9.67 4.42; 8.97 4.93; 9.81
1000 9 1 : 3 3.42; 5.90 3.40; 6.09 3.35; 5.86 3.43; 5.9
4000 8 1 : 1 11.6; 22.6 11.5; 22.5 11.4; 22.3 11.6; 22.7
4000 7 1 : 1 15.2; 28.3 14.8; 27.89 14.8; 27.6 15.3; 28.4
7000 4.5 1 : 1 49.8; 76.4 47.5; 72.8 47.1; 71.9 51.2; 77.1
7000 4.5 3 : 1 53.1; 91.1 47.5; 80.7 46.4; 78.3 55.8; 91.8
7000 4.5 1 : 3 45.7; 62.2 44.2; 60.6 44.1; 60.2 46.2; 62.8

Таблица 3. Статистика относительных отклонений рассчитанных в настоящей работе значений давления и внут-
ренней энергии смеси H2–He от результатов МК

Версия теории возмущений KLRR-T BH WCA

Среднее значение модуля отклонения, %
δP, % 1.45 4.13 4.75
δUex, % 1.11 3.11 4.21

Максимальное значение модуля отклонения, %
δP, % 5.21 10.66 12.58
δUex, % 3.13 11.38 14.06
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Рис. 3. Ударная адиабата жидкого азота в координатах
P–V (а) и T–P (б) для начального состояния: T0 =
= 77 К, ρ0 = 0.808 г/см3, U0 = –2.84 ккал/моль: расчет:
1 – данная работа, KLRR-T; 2 – BH, 3 – WCA; экспе-
рименты: 4 – [35], 5 – [36], 6 – [37], 7 – [38]; 8 – спра-
вочник [39]; 9 – результаты расчетов [40]; 10 , 11 – ре-
зультаты МК-моделирования [43, 44].
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Таблица 4. Статистика относительных отклонений рассчитанных в настоящей работе значений давления смесей
N2–N и O2–O от результатов МК-моделирования [43]
Версия теории возмущений KLRR-T [15] BH [12] WCA [13]

Среднее значение модуля отклонения, %
N2–N 3.5 17.1 20.8
O2–O 2.4 10.3 14.1

Максимальное значение модуля отклонения, %
N2–N 9.8 21.1 27.6
O2–O 4.9 14.3 20.7

Рис. 4. Ударная адиабата жидкого кислорода в коор-
динатах P–V (а) и T–P (б) для начального состояния:
T0 = 77 К, ρ0 = 1.202 г/см3, U0 = –1.41 ккал/моль: 1 –
данная работа, KLRR-T; 2 – BH; 3 – WCA; 4 – экспе-
римент [36]; 5 – [41]; 6 – квантовое моделирование
методом молекулярной динамики [42]; 7 – [40]; 8 –
МК-моделирование [43].
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Результаты расчетов показаны графически в виде
изотерм при 423 и 573 К в P–V-координатах на
рис. 5. Статистика отклонений результатов расче-
тов от экспериментальных данных представлена в
табл. 5.

Рис. 5 и табл. 5 демонстрируют одинаково хо-
рошее согласие с экспериментальными данными
результатов на основе версий KLRR-T и WCA.

Анализируя полученные результаты, можно
отметить, что погрешность расчетов на основе
версий BH [12] и WCA [13] растет с увеличением
отношений потенциальных параметров компо-
нентов бинарных смесей. Это поведение объяс-
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няется тем, что способы разделения потенциалов
взаимодействия и точки разделения потенциалов
напрямую связаны со значениями параметра rm и
не зависят от полярности молекул веществ смеси.
Таким образом, можно предположить, что эти вер-
сии теории возмущений могут применяться только
для моделирования свойств бинарных систем с
незначительно различающимися потенциальны-
ми параметрами rm.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате рассмотрения различных версий
теории возмущений показано, что версия теории
возмущений KLRR-T предсказывает термодина-
мические свойства бинарных смесей веществ с
заметно различающимися потенциальными пара-

метрами в согласии с экспериментальными данны-
ми и результатами моделирования методами Мон-
те-Карло и молекулярной динамики в широкой
области высоких давлений и температур. Эта об-
ласть охватывает как низкоплотные состояния раз-
реженного газа, так и высокоплотные состояния с
давлениями в десятки гигапаскалей, пока влияние
ионизации не начнет изменять параметры состоя-
ния продуктов ударно-волнового сжатия веществ.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства науки и высшего образования РФ
(соглашение с ОИВТ РАН № 075-15-2020-785 от
23 сентября 2020 г.).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Сон Э.Е. Современные исследования теплофизиче-

ских свойств веществ (на основе последних публика-
ций в ТВТ) (Обзор) // ТВТ. 2013. Т. 51. № 3. С. 392.

2. Sumskoi S.I., Sofyin A.S., Agapov A.A., Zainetdinov S.Kh.
Parameters of Shock Waves During Detonation and
Deflagration of Fuel–Air Clouds // J. Phys: Conf. Ser.
2020. V. 1686. 012085.

3. Shargatov V.A. A Method of Calculating of the Thermo-
dynamic Properties and the Composition of the Explo-
sion Products of Hydrocarbons and Air under Partial
Chemical Equilibrium // J. Phys: Conf. Ser. 2016.
V. 774. 012078.

4. Брякина У.Ф., Губина Т.В., Шаргатов В.А. Доста-
точное условие применимости модели химически
равновесной смеси для описания состояния продук-
тов взрыва // Хим. физика. 2011. Т. 30. № 6. С. 40.

5. Wilhelmsen O., Aasen A., Skaugen G. et al. Thermody-
namic Modeling with Equations of State: Present Chal-
lenges with Established Methods // Industr. Eng.
Chem. Res. 2017. V. 56. № 13. P. 3503.

6. Зеленер Б.В., Норман Г.Э., Филинов В.С. Теория
возмущений и псевдопотенциал в статистической
термодинамике. М.: Наука, 1981. 187 с.

7. Зеленер Б.В., Норман Г.Э., Филинов В.С. Термоди-
намическая теория возмущений для систем с раз-
личными короткодействующими частями потен-
циалов межчастичного взаимодействия // ТВТ.
1976. Т. 14. № 3. С. 469.

8. Неручев Ю.А., Болотников М.Ф. Супрамолекулярные
аспекты в межмолекулярном взаимодействии //
ТВТ. 2020. Т. 58. № 3. С. 469.

9. Ross M. The Repulsive Forces in Dense Argon //
J. Chem. Phys. 1980. V. 73. № 9. P. 4445.

Рис. 5. Изотермы смеси NH3–H2 c долей аммиака
34.75 (а) и 57.49% (б): 1 – данная работа, KLRR-T; 2 –
BH; 3 – WCA; 4 – эксперимент [45].

40
20

100

60

70 130100

P, МПа

 V, см3/моль

(а)
1
2
3
4

573 К

423 К

0

120

160

40

80

30 70 110

P, МПа

 V, см3/моль

(б)573 К

423 К

Таблица 5. Относительные отклонения рассчитанных в настоящей работе значений давления смеси NH3–H2 от
экспериментальных данных [45]
Версия теории возмущений KLRR-T [15] BH [12] WCA [13]

Среднее значение модуля отклонения, %
34.75% NH3 1.74 3.65 1.73
57.49% NH3 3.85 8.98 3.86

Максимальное значение модуля отклонения, %
34.75% NH3 4.43 6.31 4.43
57.49% NH3 9.37 14.9 9.38



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЕРСИЙ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 691

10. Ross M. A High–density Fluid–perturbation Theory
Based on an Inverse 12th-power Hard-sphere Reference
System // J. Chem. Phys. 1979. V. 71. № 4. P. 1567.

11. Kang H.S., Lee C.S., Ree T., Ree F.H. A Perturbation
Theory of Classical Equilibrium Fluids // J. Chem.
Phys. 1985. V. 82. № 1. P. 414.

12. Henderson D., Barker J.A. Perturbation Theory and
Equation of State for Fluids. II. A Successful Theory of
Liquids // J. Chem. Phys. 1967. V. 47. № 11. P. 4714.

13. Weeks J.D., Chandler D., Andersen H.C. Role of Repul-
sive Forces in Determining the Equilibrium Structure of
Simple Liquids // J. Chem. Phys. 1971. V. 54. P. 5237.

14. Zerah G., Hansen J.-P. Self-consistent Integral Equa-
tions for Fluid Pair Distribution Functions: Another
Attempt // J. Chem. Phys. 1986. V. 84. № 4. P. 2336.

15. Богданова Ю.А., Губин С.А., Викторов С.Б., Губи-
на Т.В. Теоретическая модель уравнения состоя-
ния двухкомпонентного флюида с потенциалом
exp-6 на основе теории возмущений // ТВТ. 2015.
Т. 53. № 4. С. 506.

16. Mansoori G.A., Carnahan N.F., Starling K.E., Le-
land T.W. Jr. Equilibrium Thermodynamic Proper-
ties of the Mixture of Hard Sphere // J. Chem. Phys.
1971. V. 54. P. 1523.

17. Богданова Ю.А., Губин С.А., Маклашова И.В. Ради-
альные функции распределения молекул для уни-
версальной модели уравнения состояния газооб-
разных/флюидных/твердых систем // Ядерная фи-
зика и инжиниринг. 2019. Т. 10. № 3. С. 285.

18. Verlet L., Weis J.-J. Equilibrium Theory of Simple Liq-
uids // Phys. Rev. A. 1972. V. 5. № 2. P. 939.

19. Lebowitz J.L. Exact Solution of Generalized Percus–
Yevick Equation for a Mixture of Hard Sphere // Phys.
Rev. 1964. V. 133. P. A895.

20. Leonard P.J., Henderson D., Barker J.A. Perturbation
Theory and Liquid Mixtures // Trans. Faraday Soc.
1970. V. 66. P. 2439.

21. Rogers B.L., Prausnitz J.M. Calculation of High-pres-
sure Vapour–liquid Equilibriums with a Perturbed
Hard-sphere Equation of State // Trans. Faraday Soc.
1971. V. 67. P. 3474.

22. Weeks J.D., Chandler D., Andersen H.C. Relationship
between the Hard-sphere Fluid and Fluids with Realistic
Repulsive Forces // Phys. Rev. A. 1971. V. 4. № 4. P. 1597.

23. Weeks J.D., Chandler D., Andersen H.C. Perturbation
Theory of the Thermodynamic Properties of Simple
Liquids // J. Chem. Phys. 1971. V. 55. № 11. P. 5422.

24. Dubinin N.E., Yuryev A.A., Vatolin N.A. Straightfor-
ward Calculation of the WCA Entropy and Internal En-
ergy for Liquid Metals // Thermochim. Acta. 2011.
V. 518. № 1–2. P. 9.

25. Victorov S.B., El-Rabii H., Gubin S.A., Maklashova I.V.,
Bogdanova Yu.A. An Accurate Equation-of-state Model
for Thermodynamic Calculations of Chemically Reac-
tive Carbon-containing Systems // J. Energ. Mater.
2010. V. 28. P. 35.

26. Викторов С.Б., Губин С.А., Маклашова И.В., Пепе-
кин В.И. Модели уравнений состояния продуктов
и методика термодинамического моделирования
детонации // Ядерная физика и инжиниринг. 2010.
Т. 1. № 1. С. 80.

27. Byers-Brown W., Horton T.V. Hard-sphere Perturbation
Theory for Classical Fluids to High Densities // Mol.
Phys. 1988. V. 63. № 1. P. 125.

28. Fried L.E., Howard W.M. An Accurate Equation of
Statefor the Exponential-6 Fluid Applied to Dense Su-

percritical Nitrogen // J. Chem. Phys. 1998. V. 109.
№ 17. P. 7338.

29. Victorov S.B., Gubin S.A. A New Accurate Equation of
State for Fluid Detonation Products Based on an Im-
proved Version of the KLRR Perturbation Theory //
Proc. 13th Int. Detonation Symp. Norfolk: Los Alamos
National Laboratory, 2006. P. 13.1118.

30. Ree F.H. A Statistical Mechanical Theory of Chemical-
ly Reacting Multiphase Mixtures: Application to the
Detonation Properties of PETN // J. Chem. Phys.
1984. V. 81. № 3. P. 1251.

31. Ree F.H. Molecular Interaction of Dense Water at High
Temperature // J. Chem. Phys. 1982. V. 76. № 12. P. 6287.

32. Ree F.H. Simple Mixing Rule for Mixtures with exp-6
Interactions // J. Chem. Phys. 1983. V. 78. P. 409.

33. MCCCS Towhee. http://towhee.sourceforge.net
34. Martin M.G. MCCCS Towhee: a Tool for Monte Carlo

Molecular Simulation // Mol. Simulat. 2013. V. 39. P. 1212.
35. Nellis W.J., Radousky H.B., Hamilton D.C., Mitchell A.C.,

Holmes N.C., Christianson K.B., van Thiel M. Equation
of State, Shock Temperature, and Electrical Conduc-
tivity Data of Dense Fluid Nitrogen in the Region of the
Dissociative Phase Transition // J. Chem. Phys. 1991.
V. 94. P. 2244.

36. Nellis W.J., Mitchell A.C. Shock Compression of Liquid
Argon, Nitrogen, and Oxygen to 90 GPa (900 kbar) //
J. Chem. Phys. 1980. V. 73. P. 6137.

37. Мочалов М.А., Жерноклетов М.В., Илькаев Р.И. и др.
Экспериментальное измерение плотности, темпе-
ратуры и электропроводности ударно-сжатой не-
идеальной плазмы азота в мегабарном диапазоне
давлений // ЖЭТФ. 2010. Т. 137. Вып. 1. С. 77.

38. Воскобойников И.М., Гогуля М.Ф., Долгобородов Ю.А.
Температуры ударного сжатия жидких азота и ар-
гона // Докл. АН СССР. 1979. Т. 246. № 3. С. 579.

39. Экспериментальные данные по ударно-волновому
сжатию и адиабатическому расширению конден-
сированных веществ / Под ред. Трунина Р.Ф., Гу-
даренко Л.Ф., Жерноклетова М.В., Симакова Г.В.
2-е изд., перераб. и доп. Саров: РФЯЦ‒ВНИИЭФ,
2006. 531 с.

40. Ross M., Ree F.H. Repulsive Forces of Simple Mole-
cules and Mixtures at High Density and Temperature //
J. Chem. Phys. 1980. V. 73. № 12. P. 6146.

41. LASL Shock Hugoniot Data / Stanley P. Marsh. Uni-
versity of California Press, 1980. 653 p.

42. Wang Cong, Zhang Ping. Ab Initio Study of Shock
Compressed Oxygen // J. Chem. Phys. 2010. V. 132.
№ 15. P. 154307.

43. Аникеев А.А., Богданова Ю.А., Губин С.А. Mного-
компонентная версия замыкания HMSA для моде-
лирования ударных адиабат CO2, N2 и O2 // Горе-
ние и взрыв. 2015. Т. 8. № 1. С. 183.

44. Brennan J.K., Rice B.M. Molecular Simulation of
Shocked Materials Using Reaction Ensemble Monte
Carlo: Part 1. Application to Nitrogen Dissociation //
Tech. Rep. 2006. NTIS Iss. № 200710.

45. Казарновский Я.С., Симонов Г.Б., Аристов Г.Е.
Сжимаемость смесей азот–водород–аммиак при
высоких давлениях и температурах // ЖФХ. 1940.
Т. 14. № 5–6. С. 774.



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР, 2022, том 60, № 5, с. 692–700

692

ИЗМЕРЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ
И КОЭФФИЦИЕНТА ТЕПЛООТДАЧИ НАНОЖИДКОСТЕЙ

С ОДНОСТЕННЫМИ НАНОТРУБКАМИ
© 2022 г.   В. Я. Рудяк1, 2, 3, 4, *, А. В. Минаков1, 2, 3, М. И. Пряжников1, 2, 3, Д. В. Гузей1, 2

1Новосибирский государственный архитектурно-строительный университет, Новосибирск, Россия
2Сибирский федеральный университет, Красноярск, Россия

3Институт теплофизики СО РАН, Новосибирск, Россия
4Новосибирский государственный университет, Новосибирск, Россия

*E-mail: valery.rudyak@mail.ru
Поступила в редакцию 21.05.2021 г.

После доработки 02.11.2021 г.
Принята к публикации 23.11.2021 г.

Статья посвящена экспериментальному изучению теплопроводности и теплоотдачи наножидко-
стей с одностенными нанотрубками. Измерена теплопроводность наножидкостей на основе эти-
ленгликоля, воды и изопропилового спирта. Весовая концентрация углеродных трубок варьирова-
лась от 0.05 до 0.5%. Показано, что во всех случаях коэффициент теплопроводности наножидкостей
значительно повышается. Так, например, для наножидкости на основе изопропилового спирта при
весовой концентрации 0.05% превышение коэффициента теплопроводности по сравнению с базо-
вой жидкостью составило 10.5%, а при концентрации 0.25–51%. Представлены результаты измере-
ния коэффициента теплоотдачи наножидкости на основе изопропилового спирта в цилиндриче-
ском канале. Коэффициент теплоотдачи наножидкости также имеет высокие значения: при кон-
центрации трубок 0.25% коэффициент теплоотдачи в 1.5 раза выше, чем у базовой жидкости.
Наряду с коэффициентом теплоотдачи систематически изучено падение давления в канале, для че-
го предварительно исследована вязкость используемых наножидкостей.

DOI: 10.31857/S0040364422030024

ВВЕДЕНИЕ

Интерес к наножидкостям инициирован в
первую очередь их возможными теплофизиче-
скими применениями. Перспективность исполь-
зования наножидкостей связывалась с тем, что
наночастицы (особенно металлические) имеют
очень высокую теплопроводность. Естественно
поэтому было ожидать, что и наножидкости,
включающие наночастицы, будут иметь доста-
точно высокую теплопроводность. Существую-
щие на сегодняшний день экспериментальные
данные в целом подтверждают эту точку зрения
(см. [1–5] и цитируемую там литературу), хотя
первоначально ожидаемые значения теплопро-
водности оказались явно завышенными. Нано-
жидкости с оксидными частицами превышают
теплопроводность базовых флюидов на 15–30%
при объемной концентрации частиц до 6–8%.
Теплопроводность наножидкостей с металличе-
скими наночастицами еще выше.

Вместе с обычными наножидкостями (со сфе-
рическими частицами), о которых речь шла выше,
в литературе принято называть наножидкостями и
такие, в которых в качестве дисперсных частиц ис-

пользуются углеродные нанотрубки (УНТ). В за-
висимости от технологии получения УНТ могут
быть одностенными (ОУНТ) и многостенными
(МУНТ). ОУНТ имеют характерный диаметр от
~1 до 2 нм, тогда как диаметр МУНТ может со-
ставлять десятки нанометров. Длина первых
обычно меняется от сотен нанометров до не-
скольких микрометров, а у вторых – до сотен
микрометров. Таким образом, отношение диа-
метра УНТ к их длине может составлять сотни и
тысячи, и их нельзя считать обычными наноча-
стицами, характерный размер которых не превы-
шает 100 нм. Все УНТ имеют уникальные механи-
ческие свойства, сочетая и высокую прочность, и
высокую упругость, они могут быть проводящи-
ми или иметь полупроводниковые свойства.

УНТ имеют высокую теплоемкость [6], тепло-
проводность МУНТ превышает 3000 Вт/(м К),
теплопроводность ОУНТ вдвое выше [7, 8]. По-
этому их использование в различных теплофизи-
ческих приложениях представляется естествен-
ным. Такие приложения в значительной мере ини-
циированы экспериментами [9], где указывалось,
что наножидкость с концентрацией МУНТ 1%
позволяет увеличить теплопроводность на 160%.

УДК 536;532.584;538.93
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К настоящему времени опубликованы десятки
статей, посвященных экспериментальному изу-
чению теплопроводности наножидкостей с УНТ
(см., например, статьи [10–14] и цитируемую в
них литературу). Однако полученные результаты
оказались чрезвычайно разнородными и доста-
точно противоречивыми. Причин этому несколь-
ко. Во-первых, в работах использовались различ-
ные УНТ. Наножидкости с ОУНТ и МУНТ в об-
щем случае имеют существенно разные свойства,
и теплопроводность в частности. Кроме того,
свойства УНТ зависят от технологии их получе-
ния. Поэтому сами УНТ, используемые для при-
готовления наножидкостей, могут оказаться раз-
ными. Например, доля углерода может колебать-
ся от 70 до 99%. Во-вторых, для приготовления
наножидкостей с УНТ, как правило, используют-
ся различные поверхностно активные вещества
(ПАВ). В результате базовые жидкости часто ока-
зываются различными, что существенно меняет
свойства получаемых наножидкостей. Поскольку
в качестве ПАВ обычно берутся высокомолеку-
лярные соединения, то базовые жидкости чрез-
вычайно чувствительны к ультразвуковой обра-
ботке. В статьях же иногда вообще не указывается
время такой обработки и закачиваемая в жид-
кость мощность. Наконец, нередко сопоставля-
ются данные при разных температурах. Рамки
этого раздела не позволяют сделать сколько-ни-
будь полный обзор полученных в последние два
десятилетия данных, поэтому здесь ограничимся
лишь формулированием наиболее надежных вы-
водов.

Прежде всего, надо разделить наножидкости с
ОУНТ и МУНТ. Обычно в качестве базовых при
приготовлении наножидкостей используются вода
и этиленгликоль с различными ПАВ. Весовая кон-
центрация МУНТ варьируется от 0.05 до 3%. Диа-
метры нанотрубок различны – от 20 до 150 нм,
длина трубок также изменяется в широких преде-
лах: от 5 мкм до 30 мм. Зарегистрированное повы-
шение коэффициента теплопроводности над со-
ответствующим значением базовой жидкости со-
ставляло от 2.3 до 79% [10–20].

Работ, в которых исследуется теплопровод-
ность наножидкостей с ОУНТ, примерно на поря-
док меньше, чем с МУНТ. Здесь концентрации на-
нотрубок изменяются в тех же пределах, а повыше-
ние коэффициента теплопроводности составляет
от 10 до 36% [10–14, 21–25]. Однако, говоря о по-
вышении коэффициента теплопроводности, все-
гда следует понимать, что теплопроводность пер-
вичной базовой жидкости (например, воды или
этиленгликоля) может существенно отличаться от
конечной базовой жидкости (с добавлениями
ПАВ). Даже малая концентрация ПАВ в ряде слу-
чаев существенно уменьшает теплопроводность
первичной базовой жидкости. Такое уменьшение
фиксируется при использовании многих ПАВ [11].

Зависимость от температуры теплопроводно-
сти наножидкостей с УНТ в общем случае тради-
ционная: с ростом температуры теплопровод-
ность наножидкостей растет. Однако наличие
ПАВ может существенно изменить эту зависи-
мость. Так, при использовании ряда ПАВ с ро-
стом температуры теплопроводность наножид-
костей падает [11, 17].

Представленный краткий обзор показывает,
что данные по теплопроводности наножидкостей
с УНТ весьма различны. Связано это, в частно-
сти, с тем, что в большинстве работ исследова-
лись совершенно разные наножидкости. Поэтому
нельзя ожидать появления каких-либо общих вы-
водов. Нельзя, таким образом, получить и воз-
можность предсказывать теплопроводность тех
или иных наножидкостей. Для этого необходимо
исследовать конкретные классы наножидкостей,
дифференцируя наножидкости с МУНТ и ОУНТ,
базовыми жидкостями и ПАВ. Целью данной ра-
боты является экспериментальное изучение теп-
лопроводности и коэффициента теплоотдачи на-
ножидкостей на основе этиленгликоля (ЭГ), во-
ды (В) и изопропилового спирта (ИПС) с ОУНТ.
Использовались ОУНТ, произведенные компа-
нией OCSiAl (Новосибирск). В настоящее время
эти нанотрубки широко применяются для разно-
образных приложений, что объясняет актуаль-
ность изучения свойств наножидкостей именно с
такими нанотрубками. Помимо этого, в работе
проведено прямое сопоставление коэффициента
теплопроводности наножидкостей с ОУНТ с ко-
эффициентами теплопроводности наножидкостей
с металлическими и оксидными наночастицами.
Представлены результаты измерения коэффици-
ента теплоотдачи наножидксти на основе изопро-
пилового спирта в цилиндрическом канале. Ис-
следована вязкость и реология используемых на-
ножидкостей для изучения изменения давления.

ПРИГОТОВЛЕНИЕ И ХАРАКТЕРИСТИКА 
НАНОЖИДКОСТЕЙ

В использованных в настоящей работе порош-
ках ОУНТ по данным термогравиметрического
анализа содержание трубок по массе равно 75 ± 1%.
Еще ~11% составляли углеродные наночастицы, а
остальное ‒ металлические примеси. Диаметр
ОУНТ, определенный с помощью КР-спектро-
скопии (спектроскопия комбинационного рассе-
яния), составляет 1.6 ± 0.4 нм. Полная удельная
поверхность по БЭТ-методу [26] ‒ 500 м2/г, а их
средняя плотность ‒ 1.8 г/см3. По данным атом-
но-силовой микроскопии длина ОУНТ превыша-
ла 4 мкм. Между ОУНТ действуют большие силы
Ван-дер-Ваальса. Наличие таких взаимодействий
приводит к возможному образованию агломера-
тов, поэтому в исходном порошке ОУНТ и содер-
жатся преимущественно в виде агломератов.
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Все изученные в данной работе наножидкости
были приготовлены двухшаговым методом. На
первом шаге к определенному объему базовой
жидкости добавляется необходимое по весу коли-
чество нанопорошка и полученная первичная на-
ножидкость механически перемешивается. Изуча-
лась теплопроводность наножидкостей на основе
ИПС, ЭГ и В. В последнем случае в качестве ПАВ
использовался додецилсульфат натрия (СДС) с ве-
совой концентрацией 1%. При использовании
ПАВ сначала создается базовая жидкость, к ис-
ходной базовой жидкости (В или ЭГ) добавляется
необходимое количество ПАВ. Получающаяся
первичная наножидкость характеризуется опреде-
ленной концентрацией ПАВ и ОУНТ. Чтобы ми-
нимизировать наличие в наножидкости пучков
УНТ, на втором шаге первичная наножидкость
подвергается ультразвуковой обработке (УЗО) с
помощью установки “Volna” UZTA-0.4/22-OM
(22 ± 1.65 кГц, 400 Вт). УЗО первичной наножидко-
сти продолжалась 90 мин. Расщепление пучков
УНТ происходит в несколько стадий и удачно на-
звано “растегивающейся молнией” [27].

Качество получаемой при этом наножидкости
контролировалось несколькими способами. Преж-
де всего, использовалась электронная микроско-
пия. В результате УЗО действительно удается разру-
шить большинство агломератов. По полученным
фотографиям помимо изолированных трубок
были выделены и их пучки диаметром около 5 и
20–40 нм. Кроме того, качество и стабильность
наножидкостей контролировались по так называ-
емой оптической плотности (проницаемости). С
этой целью использовались спектрофотометр
UV-3600 и анализатор коллоидной устойчивости
Turbiscan. Контроль с помощью данных приборов
при УЗО позволяет создать достаточно однород-
ные и устойчивые наножидкости. Одновременно
это дает возможность найти верхнюю границу не-
обходимой мощности УЗО. Обычно при дальней-
шем продолжении УЗО качество наножидкости
практически не меняется.

Работа анализатора Turbiscan основана на мето-
де многократного рассеяния света. Исследуемый
образец (20 мл) помещался в стеклянную виалу. В
качестве источника излучения использовался ла-
зерный диод ближней ИК-области (880 нм). Два
синхронных оптических сенсора измеряют интен-
сивность прошедшего через образец излучения и
излучения, рассеянного образцом в обратном на-
правлении. Анализатор сканирует образец по вы-
соте виалы (до 55 мм), производя измерение про-
пускания и обратного рассеяния каждые 40 мкм.
На рис. 1 в качестве примера показаны профили
обратного рассеяния для наножидкости на осно-
ве ИПС при концентрации ОУНТ, равной 0.05%,
без УЗО и после 90 мин УЗО. В последнем случае
измеренный сигнал оказывается устойчивым и
однородным, что и свидетельствует об однород-

ности и устойчивости полученной наножидко-
сти. На это указывают и фотографии виал с нано-
жидкостями справа.

В общем случае время УЗО, конечно, зависит от
концентрации ОУНТ. Соответствующий кон-
троль осуществлялся с помощью акустического и
электроакустического спектрометра DT1202. Аку-
стический метод основан на измерении степени
ослабления ультразвукового сигнала и использует-
ся для определения размеров частиц, в том числе в
непрозрачных и концентрированных средах. Уль-
тразвуковые волны рассеиваются на частицах, что
приводит к изменениям в спектре ультразвуково-
го сигнала. На основе спектра ослабленного сиг-
нала и по скорости звука рассчитывается средний
размер частиц и распределение частиц по разме-
рам. Пример изменения среднего размера ОУНТ
в результате УЗО представлен на рис. 2. Здесь со-
поставлены распределения ОУНТ в наножидко-
стях на основе ИПС с весовой концентрацией
ОУНТ 0.1% после 10 (кривая 1) и 90 мин (кривая 2)
УЗО. Средний размер после 10 мин УЗО равен
0.52 мкм, а после 90 мин – 0.43 мкм.

ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ
НАНОЖИДКОСТЕЙ С ОУНТ

В данной работе изучалась теплопроводность
наножидкостей на основе ИПС, ЭГ и В + СДС.
Весовая концентрация ОУНТ варьировалась от
0.05 до 0.5%. Все представленные ниже измерения
выполнены при температуре 25°С. Коэффициент
теплопроводности измерялся на установке, разра-
ботанной авторами на основе метода нагреваемой
нити. Установка систематически описана и те-
стирована в работе [28]. Позднее с ее помощью
измерена теплопроводность нескольких десятков
наножидкостей на основе воды, этиленгликоля и

Рис. 1. Сигнал обратного рассеяния наножидкости на
основе ИПС с весовой концентрацией ОУНТ 0.05%
без УЗО (а) и после 90 мин УЗО (б).
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машинного масла с различными частицами [5].
Проведенные тесты показали, что точность изме-
рения – не ниже 3%.

На первом этапе изучено влияние времени об-
работки ультразвуком на свойства наножидко-
стей. Ниже в качестве примера приводятся дан-
ные для наножидкости на основе ИПС. Пред-
ставлены данные для двух весовых концентраций
нанотрубок (0.05 и 0.1%). Время УЗО варьирова-
лось от 10 до 200 мин. Результаты влияния време-
ни УЗО на коэффициент теплопроводности
наножидкостей с ОУНТ приведены в табл. 1. С
увеличением времени УЗО коэффициент тепло-
проводности наножидкости несколько снижает-
ся, но если обработка длилась более 90 мин, то
коэффициент теплопроводности практически не
менялся (в пределах точности измерения). Стоит
отметить, что с увеличением концентрации УНТ
время УЗО должно увеличиваться.

Зависимости относительного коэффициента
теплопроводности  (  и  – соответ-
ственно коэффициенты теплопроводности нано-
жидкости и ИПС) от весовой концентрации
ОУНТ w для наножидкости на основе ИПС при-

0λ λ/λr = λ 0λ

ведены на рис. 3. Теплопроводность наножидко-
стей значительно выше теплопроводности базо-
вого флюида. При минимальной концентрации
ОУНТ (0.05%) она превышает теплопроводность
ИПС на 10.5%, а при максимальной (0.25%) – на
51%. Стоит отметить, что объемные концентра-
ции частиц при этом примерно вдвое ниже. Коэф-
фициент теплопроводности наножидкости почти
в 70 раз больше значения, предсказываемого клас-
сической теорией Максвелла [29] для крупнодис-
персных жидкостей (пунктирная линия на рис. 3).

При изучении наножидкостей с обычными
сферическими частицами установлено, что важ-
ным фактором, определяющим их теплопровод-
ность, является базовая жидкость. Показано, что
повышение теплопроводности в наножидкости
будет тем выше, чем ниже теплопроводность ба-
зовой жидкости (см. [5, 30]). Подобная ситуация
реализуется и в наножидкостях с ОУНТ. Зависи-
мость относительного коэффициента теплопро-
водности наножидкостей на основе трех разных
базовых флюидов от концентрации ОУНТ приве-
дена на рис. 4. Максимальный коэффициент теп-
лопроводности из всех рассмотренных жидко-
стей имеет вода, далее ЭГ, а затем ИПС. Рис. 4 по-
казывает, что, как и для наножидкостей со
сферическими частицами, теплопроводность на-
ножидкостей с ОУНТ тем выше, чем ниже тепло-
проводность базовой жидкости. При концентра-
ции нанотрубок 0.25% в наножидкости на основе
В + СДС коэффициент теплопроводности увели-
чивается на 13%, на основе ЭГ – на 24%, а на ос-
нове ИПС – на 51%. Точные значения коэффи-
циента теплопроводности для этих трех наножид-
костей приведены в табл. 2. Таким образом,
использование наножидкости в качестве хлад-

Рис. 2. Распределения по размерам ОУНТ при их
концентрации 0.1% в наножидкости на основе ИПС
при различном времени УЗО: 1 – 10 мин, 2 – 90 мин.
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Таблица 1. Влияние длительности обработки ультра-
звуком на относительный коэффициент теплопровод-
ности наножидкостей на основе ИПС с ОУНТ

t, мин λ/λ0 t, мин λ/λ0

60 1.136 10 1.278
90 1.125 90 1.246

200 1.123 200 1.243
0.05% ОУНТ 0.10% ОУНТ

Рис. 3. Зависимости относительного коэффициента
теплопроводности наножидкости на основе ИПС от
весовой концентрации ОУНТ.
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агента будет тем эффективнее, чем ниже тепло-
проводность базовой жидкости.

На практике в качестве хладагента нередко
используется вода. По этой причине на рис. 4
приведены данные для наножидкости на основе
В + СДС при концентрации ОУНТ, равной 0.5%.
Теплопроводность повышается в этом случае на
13.5%. Необходимо, однако, иметь в виду следую-
щее. Раствор В + СДС при температуре 25°С име-
ет теплопроводность почти на 20% ниже, чем у
воды [17]. Наконец, повышение коэффициента
теплопроводности можно существенно увели-
чить, если использовать смесь воды и этиленгли-
коля.

Теплопроводность наножидкостей с обычны-
ми сферическими частицами к настоящему вре-
мени достаточно хорошо изучена. Прежде всего,
установлено, что она не описывается классиче-
ской теорией Максвелла [29] и ее обобщениями.
Коэффициент теплопроводности, как правило,
существенно превышает значение, предсказыва-
емое этой теорией. В наножидкостях с частицами
оксидов металлов теплопроводность повышается
на 15–30% при объемной концентрации частиц
6–8% (см. [5] и цитируемую там литературу). В
наножидкостях с металлическими частицами
можно ожидать еще больших значений теплопро-
водности, но производство соответствующих на-
ножидкостей требует существенно больших уси-
лий. Более концентрированные (при концентра-
ции наночастиц свыше 6–8%) стабильные
наножидкости делать фактически не удается, во
всяком случае их практическое применение весь-
ма проблематично. Второе важное обстоятель-
ство состоит в том, что теплопроводность нано-
жидкостей зависит также от размера частиц, при-
чем она увеличивается с ростом размера частиц,
но в любом случае повышение теплопроводности
оказывается порядка 15–30%. Более того, если
размер наночастиц достаточно мал, то теплопро-
водность наножидкостей может не превышать
значений, предсказываемых теорией Максвелла,
или быть даже ниже [5, 31].

В данной работе исследовалась теплопровод-
ность наножидкостей с ОУНТ при существенно
меньших их концентрациях. Интересно и важно с
практической точки зрения сопоставить значе-
ния получаемых повышенных коэффициентов
теплопроводности для наножидкостей со сфери-
ческими наночастицами и с ОУНТ. Такое сопо-
ставление выполнено на рис. 5. Здесь сравнива-
ются данные для наножидкостей на основе воды
с частицами оксидов металлов [5] и алюминия.
Теплопроводность наножидкости с частицами
алюминия измерена специально для данной ра-
боты. Наножидкость с ОУНТ приготовлена на
основе воды и СДС. Во всех остальных случаях
ПАВ не использовались. Максимальная концен-

трация ОУНТ составляла 0.25%. Данные рис. 5
хорошо иллюстрируют преимущества использо-
вания в наножидкостях ОУНТ по сравнению с
обычными наночастицами. Для увеличения ко-
эффициента теплопроводности наножидкости на
20–25% необходима весовая концентрация ме-
таллических наночастиц ~10%, оксидных нано-
частиц – 20–25%. С другой стороны, 35%-ное по-
вышение коэффициента теплопроводности на-
ножидкости с ОУНТ требует их концентрации
примерно на два порядка меньше перечисленных
значений.

ИЗМЕРЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА 
ТЕПЛООТДАЧИ

Высокая относительная теплопроводность на-
ножидкостей с ОУНТ, продемонстрированная в
предыдущем разделе, свидетельствует о том, что
использование таких наножидкостей в различ-
ных теплообменных устройствах весьма перспек-
тивно. Это почти очевидно при ламинарном ре-
жиме течения, поскольку в этом случае теплооб-

Рис. 4. Зависимости относительного коэффициента
теплопроводности от весовой концентрации нано-
жидкостей с ОУНТ на основе ИПС (1), ЭГ (2), В +
+ СДС (3).
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Таблица 2. Коэффициент теплопроводности наножид-
кости при различной весовой концентрации ОУНТ,
Вт/(м К)

w, % В + СДС ЭГ ИПС

0 0.608 0.252 0.141
0.05 0.628 0.284 0.148
0.10 0.635 0.314 0.155
0.25 0.685 0.381 0.176
0.50 0.820 – –
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мен наножидкости определяется в основном
теплопроводностью рабочей жидкости [32, 33].
Конечно, использование наножидкостей с ОУНТ
имеет свои важные особенности, для изучения
которых необходимо проведение соответствую-
щих экспериментов. В этом разделе приведены
данные измерения коэффициента теплоотдачи в
цилиндрическом канале наножидкости на основе
ИПС с ОУНТ. Эксперименты выполнялись на
установке, которая ранее использовалась в работах
[32–34] при измерении коэффициента теплоотда-
чи в течениях наножидкостей с обычными части-
цами. Установка представляет собой замкнутый
контур с циркулирующим теплоносителем. С по-
мощью насоса рабочая жидкость прокачивается
через измерительный обогреваемый участок. По-
сле прохождения измерительного участка рабо-
чая жидкость поступает в теплообменник, в кото-
ром отдает тепло термостату. Контроль расхода
жидкости в контуре осуществляется при помощи
скоростного расходомера.

Обогреваемой участок представляет собой
трубку из нержавеющей стали диаметром 10 мм и
длиной 1 м. Толщина стенки трубки – 1 мм. На-
грев трубки осуществляется путем подачи элек-
трического тока непосредственно на ее стенку.
Такой способ позволяет получить нагрев с посто-
янной плотностью теплового потока на стенке.
Трубка теплоизолирована. Мощность нагрева ре-
гулируется при помощи изменения напряжения
подаваемого на трансформатор тока. В ходе экс-
перимента измерялась сила тока, пускаемая на
стенку трубки. Для измерения локальной темпе-
ратуры трубки на стенках на равном расстоянии

друг от друга закреплялись шесть медь-констан-
тановых термопар. Измерения температуры осу-
ществлялись измерителями ТРМ-200. Помимо
этого, при помощи термопар измерялась темпе-
ратура теплоносителя на входе и выходе из обо-
греваемого участка. Участок контура от обогрева-
теля до места измерения температуры теплоноси-
теля был также теплоизолирован. Измерения
перепада давления проводились при помощи
дифференциального манометра ОВЕН ПД200.
Установка позволяет проводить измерения ло-
кального и среднего коэффициентов теплоотдачи
и перепада давления до значений числа Рей-
нольдса для воды ~2 × 104. Точность измерения
температуры составляла ~0.1°С, перепад давле-
ния измерялся с точностью 1%. Погрешность из-
мерения расхода не превышает 1%.

В процессе экспериментов определялся ло-
кальный коэффициент теплоотдачи

Здесь  – тепло-
емкость наножидкости;  и  – плотности базо-
вой жидкости и материала наночастицы;  и

– теплоемкости несущей жидкости и матери-
ала частиц соответственно;  – объемная концен-
трация УНТ;  – средняя темпера-
тура жидкости; Ti, To – соответственно темпера-
тура на входе и выходе из обогреваемого участка;

 – локальная температура стенки канала;  –
массовый расход;  – площадь поверхности обо-
греваемого участка. Наряду с локальным коэф-
фициентом теплообмена определялся и средний

где  – средняя арифметическая температура
стенки канала, полученная осреднением по дан-
ным шести термопар.

Сопоставление зависимости среднего коэф-
фициента теплопередачи от массового расхода
наножидкости на основе ИПС при концентрации
ОУНТ, равной 0.1 и 0.25%, представлено на рис. 6.
Использование наножидкостей значительно по-
вышает среднее значение коэффициента тепло-
отдачи, при концентрации ОУНТ 0.25% коэффи-
циент теплоотдачи увеличился почти в 1.5 раза.
Такое увеличение коэффициента теплоотдачи с
помощью наножидкостей с частицами оксидов
металлов практически недостижимо. Это чрезвы-
чайно сложно реализовать и для наножидкостей с
металлическими наночастицами, здесь потребо-
вались бы очень высокие концентрации частиц
(десятки процентов по весу).

Таким образом, если стоит задача максималь-
но повысить значение коэффициента теплоотда-

1 1α ( ) ( ) .p i o wGC T T S T T− −= − −

[ ]1ρ (1 )ρ ρp f Pf p ppC C C−= − φ + φ
ρ f pρ

pfC
ppC

φ
( ) /2i oT T T= +

wT G
S

− −α = − −1 1( ) ( ) ,p i o wGC T T S T T

wT

Рис. 5. Зависимости относительного коэффициента
теплопроводности наножидкостей на основе воды с
различными наночастицами и ОУНТ: 1 – ОУНТ, 2 –
Al (90 нм), 3 – Al2O3 (150 нм), 4 – TiO2 (150 нм), 5 –
ZrO2 (105 нм).
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чи при конвективном теплообмене, то ОУНТ не
имеют конкурентов среди других наночастиц.
Вместе с тем известно, что вязкость обычных на-
ножидкостей существенно превышает вязкость
базовых жидкостей (см. [35] и цитируемую там
литературу). Более того, с добавлением наноча-
стиц реологические свойства флюида могут ме-
няться [36]. Аналогичная ситуация реализуется и
в наножидкостях с ОУНТ. Их реологические
свойства практически всегда становятся ненью-
тоновскими, если только концентрации ОУНТ не
слишком малы [37]. Реологические свойства и
вязкость наножидкости на основе ИПС с ОУНТ
также изучены в [37]. Установлено, что данная
наножидкость действительно является неньюто-
новской при всех рассмотренных концентрациях
ОУНТ. Во всех случаях эти наножидкости явля-
ются вязкопластическими, и их реология хорошо
описывается моделью Хершеля–Балкли. Это, в
частности, означает, что течение жидкости начи-
нается лишь по достижении некоторого критиче-
ского значения скорости сдвига, причем это зна-
чение растет с увеличением концентрации ОУНТ.
Стоит отметить также, что обычно индекс жидко-
сти уменьшается, а параметр консистентности,
напротив, растет с увеличением концентрации
УНТ. Реологические свойства наножидкости мо-
гут меняться и с ростом температуры.

Таким образом, при изучении теплоотдачи
важной характеристикой является и падение дав-
ления вдоль канала. Данные измерения падения
давления вдоль канала в зависимости от массово-
го расхода представлены на рис. 7, который пока-
зывает, что потери давления при прокачивании
наножидкости с ОУНТ существенно превышают

соответствующие значения для ИПС. Подводя
итог, следует отметить, что наножидкости превос-
ходят базовые по коэффициенту теплоотдачи, но
для их прокачки требуются значительно большие
затраты энергии. Поэтому с практической точки
зрения для повышения теплогидравлической эф-
фективности наножидкостей с ОУНТ можно реко-
мендовать использовать их при более высокой
входной температуре теплоносителя. При этом вяз-
кость наножидкости будет существенно снижать-
ся, а коэффициент теплопроводности возрастать.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной статье изучена теплопроводность

трех наножидкостей на основе ИПС, ЭГ и В +
+ СДС с ОУНТ. При весовой концентрации
0.25% в наножидкости на основе В + СДС коэф-
фициент теплопроводности увеличивается на
13%, на основе ЭГ ‒ на 24%, на основе ИПС ‒ на
51%. Это делает ОУНТ чрезвычайно перспектив-
ным материалом для повышения теплопроводно-
сти теплоносителей. Близкие результаты для нано-
жидкости на основе воды получены в работе [23].
Здесь при той же концентрации увеличение теп-
лопроводности составляет ~11%. В работе [22]
указывается, что при весовой концентрации
ОУНТ 1.14% теплопроводность повышается на
19.4%, но более высокая концентрация трубок.

ПАВ – обычно диэлектрические жидкости, и
их использование приводит к снижению тепло-
проводности базовой жидкости по сравнению с
первичной. Естественным следствием является и
общее снижение теплопроводности наножидко-
сти. По этой причине в ряде случаев для создания
наножидкостей применяется функционализация

Рис. 6. Сопоставление зависимости среднего коэф-
фициента теплопередачи от массового расхода для
ИПС (1) и наножидкостей на основе ИПС с ОУНТ:
2 – 0.1%, 3 – 0.25%.
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Рис. 7. Зависимости перепада давления от расхода для
наножидкости на основе ИПС: 1 – ИПС, 2 – ИПС +
+ 0.1% ОУНТ, 3 – ИПС + 0.25% ОУНТ.
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УНТ [23, 38–40]. Известны разные ее способы. В
полярных средах успешно используется жидко-
фазное или газофазное окисление УНТ различ-
ными реагентами. В неполярных органических
растворителях требуются более сложные методы
функционализации с использованием, напри-
мер, полистирола и полиизопрена, карбоксиль-
ных групп и т.д. Функционализация, однако,
обычно существенно меняет свойства УНТ, по-
этому в данной работе она не применялась.

Наножидкости с УНТ на основе ЭГ также до-
статочно часто исследовались. С ОУНТ таких ис-
следований, однако, немного. Авторам неизвест-
ны работы, где используется ЭГ без ПАВ. В [41] в
качестве ПАВ использовалась соль желчи и при
объемной концентрации 0.225% повышение ко-
эффициента теплопроводности составило 15%.
Можно упомянуть и работу [26], где использова-
лись ОУНТ, функционализированные гидрок-
сильными группами (–COOH). Здесь при объем-
ной концентрации ОУНТ ~2.16% повышение
теплопроводности составило 36%, что несколько
выше значения, полученного в данной работе,
однако существенно выше и концентрации.

Стоит также отметить, что во всех случаях теп-
лопроводность наножидкостей с ОУНТ не описы-
вается классическими теориями, включая теорию
Максвелла для крупнодисперсных жидкостей, по-
следняя дает увеличение теплопроводности почти
на два порядка меньше (см. рис. 4), чем наножид-
кость на основе ИПС. Как и для обычных нано-
жидкостей, базовая жидкость также существенно
влияет на теплопроводность наножидкости с
ОУНТ. Относительный коэффициент теплопро-
водности наножидкостей тем выше, чем ниже ко-
эффициент теплопроводности базовой жидкости.

Измерение коэффициента теплоотдачи также
показало очень высокие его значения для нано-
жидкости. При концентрации ОУНТ 0.25% коэф-
фициент теплоотдачи наножидкости на основе
ИПС увеличился в 1.5 раза по сравнению с ИПС.
Таким образом, если стоит задача максимально
повысить значение коэффициента теплоотдачи
при конвективном теплообмене, то использова-
ние ОУНТ не имеет конкурентов. Вместе с тем
наножидкости даже при не очень высоких кон-
центрациях ОУНТ оказываются неньютоновски-
ми. В примере, приведенном в данной статье, на-
ножидкости являлись вязкопластическими. С ро-
стом концентрации ОУНТ индекс жидкости
снижается, а параметр консистентности увеличи-
вается. В результате падение давления при тече-
нии наножидкости с ОУНТ оказывается значи-
тельно больше, чем у базовой жидкости. Однако
если наножидкость повышает коэффициент теп-
лоотдачи по сравнению с чистой жидкостью при
фиксированном значении перепада давления, то

она является эффективной. С наножидкостями
обычно так дело и обстоит.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского научного фонда (соглаше-
ние № 20-19-00043).
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ВВЕДЕНИЕ
Особенности движения дисперсной примеси в

виде частиц (капель) в турбулентных потоках газа
(жидкости) и ее обратное влияние на характери-
стики турбулентности несущей фазы являются
ключевыми проблемами теории двухфазных те-
чений [1].

Хорошо известно, что присутствие в двухфаз-
ном потоке крупных частиц ведет к дополнитель-
ной генерации энергии турбулентности.

Все исследования, касающиеся образования
турбулентных вихрей за плохообтекаемыми те-
лами (частицами), можно условно разбить на не-
сколько групп:

1) классические исследования следов за об-
текаемыми телами (прежде всего, сферической
формы) [2, 3];

2) изучение влияния турбулентности набегаю-
щего потока на развитие турбулентного следа, обра-
зующегося за одиночной сферой (частицей) [4–6];

3) исследования турбулентности, индуцируемой
частицами, в неподвижном газе (жидкости) [7, 8];

4) изучение влияния частиц на ламинарно-тур-
булентный переход для течения суспензий с круп-
ными частицами в трубе [9–11];

5) исследования влияния крупных частиц на ха-
рактеристики турбулентности двухфазного потока
[12–23].

В опубликованных недавно обзорах [2, 3] при-
водятся и анализируются работы нескольких по-
следних десятилетий, посвященные эксперимен-
тальным и численным исследованиям развития
сложных нестационарных вихревых структур за

одиночной неподвижной сферой с ростом числа
Рейнольдса. Отмечается, что в последние годы бла-
годаря использованию обладающих высоким про-
странственно-временным разрешением метода
PIV для физического и метода DNS для числен-
ного моделирования удалось получить много но-
вой информации, касающейся как осредненных
параметров, так и тонких структурных характери-
стик отрывного течения за неподвижной сферой.

В [4] выполнено прямое численное моделиро-
вание влияния изотропного турбулентного пото-
ка на течение в следе за одиночной сферической
частицей. Число Рейнольдса частиц изменялось в
диапазоне от 50 до 600, а их диаметр превышал кол-
могоровский пространственный масштаб турбу-
лентности в 1.5–10 раз. Изучено влияние турбу-
лентности набегающего потока на осредненную и
мгновенную структуру следа. Показано, что осред-
ненная (по времени) структура следа в случае тур-
булентности окружающего потока характеризует-
ся меньшим дефицитом скорости и более пологим
профилем скорости. Энергия набегающего потока,
потерянная в следе, восстанавливается быстрее в
турбулентном градиентном потоке, чем в случае
однородного потока. Энергия пульсаций скорости
увеличивается в следе при низкой интенсивности
турбулентности набегающего потока и затухает при
более высокой интенсивности. Полученные ре-
зультаты находятся в согласии с результатами экс-
периментальных исследований [5, 6].

В [7] выполнено численное моделирование (ос-
нованное на осредненных уравнениях Рейнольдса)
процесса генерации турбулентности каплями, об-
разующимися при струйном распыле жидкости в

УДК 532.529

ТЕПЛОМАССООБМЕН И ФИЗИЧЕСКАЯ ГАЗОДИНАМИКА
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неподвижном воздухе. Выявлено, что кинетиче-
ская энергия генерируемой турбулентности опре-
деляется величиной относительной скорости ка-
пель и воздуха и становится максимальной в равно-
весной области, где капли достигают предельной
скорости осаждения. Краткий обзор подобного
рода работ содержится в [8].

Экспериментальное исследование влияния при-
сутствия крупных частиц диаметром 5.7–13.3 мм
на ламинарно-турбулентный переход при тече-
нии жидкости в трубе (диаметр – 33.5 мм) выпол-
нено в [9]. Установлено, что присутствие круп-
ных частиц нейтральной плавучести в суспензии
приводит к ламинарно-турбулентному переходу
(отличающемуся от классического) даже при не-
высоком объемной содержании (5%) частиц.

В пионерской экспериментальной работе [12]
показано, что наличие в турбулентном потоке круп-
ных пластиковых частиц (диаметр – 3000 мкм)
приводит к существенному росту интенсивности
пульсаций газа по поперечному сечению трубы
вследствие образования турбулентных следов.

Имеется значительное количество работ, авто-
ры которых пытались предложить безразмерные
критерии, отвечающих за “направление” (лами-
наризация или турбулизация) влияния частиц.
В [13] предложено использовать в качестве основ-
ного безразмерного параметра отношение диа-
метра частиц к характерному масштабу длины
турбулентного потока . Показано, что су-
ществует критическое значение этого парамет-
ра , ниже которого частицы подавляют
турбулентность, а выше которого генерируют ее.
В [14] предложен другой безразмерный параметр –
число Рейнольдса частицы . Предполагается,
что крупные частицы ( ) вызывают вихри
за собой, дестабилизирующие течение и трансфор-
мирующие энергию осредненного движения в
энергию турбулентности. Мелкие же частицы по-
давляют энергию турбулентности, расходуя ее на
собственное ускорение (вовлечение в пульсаци-
онное движение).

В [15] предложена аналитическая модель для
определения члена, отвечающего за дополнитель-
ную генерацию турбулентности, в уравнении ба-
ланса пульсационной энергии на основе решения
для автомодельного турбулентного следа. Такая ин-
терпретация автомодельного решения для дальнего
следа позволяет надеяться на работоспособность
модели не только при малых, но и при умеренных
объемных концентрациях частиц в отличие от ра-
бот, в которых дополнительные члены, обуслов-
ленные генерацией турбулентных пульсаций ско-
рости, вводятся на основе эмпирических сооб-
ражений [16–18] или прямого использования
автомодельного решения для следа [19].

/pd l

≈/ 0.1pd l

Re p

>Re 400p

Дальнейшее развитие работа [15] получила в
[20, 21], где на основе двухпараметрической k–ε-
модели турбулентности для двухфазного потока
получено выражение, предсказывающее влияние
частиц различной инерционности на величину
энергии турбулентности несущей фазы.

Среди последних работ, посвященных прямо-
му численному моделированию ламинаризующе-
го и турбулизирующего влияния частиц на несу-
щую фазу, можно выделить работы [22, 23].

Цель настоящей работы – проведение измере-
ний мгновенных характеристик течения, форми-
рующегося за движущейся в турбулентном потоке
крупной частицей с хорошим пространственным
разрешением.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ УСТАНОВКА 
И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ

Для изучения нисходящих турбулентных двух-
фазных потоков использовалась эксперименталь-
ная установка, схема которой показана на рис. 1.
Визуализация несущего воздуха реализована при
помощи генератора частиц-трассеров 1 (модель
Safex F2010) путем ввода в поток микрокапель
глицерина (диаметр от 1 до 5 мкм). Инерция дан-
ных частиц-трассеров настолько мала, что они
практически полностью отслеживают все турбу-
лентные пульсации скорости воздуха. Требуемая
концентрация частиц-трассеров достигается пу-
тем регулирования расхода глицерина.

На входе в вертикальный канал с целью стаби-
лизации воздушного потока установлен лемнис-
катный насадок 2. Внутри лемнискатного насадка
вдоль оси канала располагался узел подачи крупных
частиц 3. В роли крупных частиц дисперсной фазы
использовались пластиковые частицы диаметром

 мм (плотность частиц  кг/м3). С
целью снижения эффекта отражения света и за-
светки приемной оптики производилось черне-
ние поверхности крупных частиц.

После прохождения лемнискатного насадка
двухфазный поток попадает в круглую трубу 4 дли-
ной 850 мм (внутренний диаметр – 100 мм), которая
переходит в канал квадратного сечения 5 длиной
1000 мм со стороной 100 мм. Расстояние от
места ввода крупных частиц до измерительной
области 6 составляло 1700 мм. Улавливание круп-
ных частиц производилось с использованием цик-
лона 7. В корпусе циклона устанавливался регули-
руемый вентилятор, посредством которого осу-
ществлялась подача воздуха через канал с
требуемым расходом.

Предметом настоящего исследования являлось
изучение характеристик течения в следе за одиноч-
ными движущимися крупными частицами 8.

Для измерений мгновенных скоростей воздуха
используется метод 2D PIV (Particle Image Veloci-

= 6pd ρ = 1050p
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metry). К преимуществам этого метода относятся
бесконтактность, хорошее пространственное раз-
решение и широкий динамический диапазон.

Использование метода PIV позволяет получать
мгновенные поля скоростей воздуха и затем про-
изводить необходимую статистическую обработ-
ку для получения требуемых характеристик тур-
булентного потока (распределения осредненных
скоростей, среднеквадратичных пульсационных
(rms) скоростей, напряжений Рейнольдса, завих-
ренности и др.).

Основным диагностическим оборудованием 6
является 2D PIV-система компании Dantec Dy-
namics. В состав данной системы входят монохром-
ная кросскорреляционная камера 9 (модель Flow
Sense EO 2M) с разрешением 1600 × 1200 пикселей
с установленным объективом (модель Zeiss 50 мм
f/1.4 ZF.2) и сдвоенный импульсный лазер 10 (мо-
дель Dual Power 145-15) с энергией 145 мДж и дли-
ной волны 532 нм, служащий для формирования
лазерного ножа 11.

Таким образом, описанная выше эксперимен-
тальная установка позволяла формировать нисхо-
дящий воздушный турбулентный поток воздуха, в
который вводятся крупные сферические частицы и
микрометровые частицы-трассеры, необходимые
для измерения полей мгновенных скоростей в
формируемом следе за крупными частицами.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

В экспериментах выполнены измерения полей
мгновенных скоростей воздуха как в отсутствиe
крупных сферических частиц, так и в следах, раз-
вивающихся за движущимися в потоке одиноч-
ными крупными частицами.

На рис. 2 приведены типичная фотография ча-
стицы, полученная кросскорреляционной камерой,
и используемая система координат. Центр прямо-
угольной системы координат ( ) находится в
задней критической точке частицы (рис. 2а). Ось 
направлена вниз по потоку. Задняя критическая
точка частицы имеет координаты , .

Отметим, что большая разница в диаметрах ча-
стиц-трассеров и крупных частиц дисперсной фазы
позволяет проводить измерения полей мгновенных
скоростей воздуха в интересующей области тече-
ния в следе за частицей (рис. 2б).

Вначале были выполнены измерения профиля
осредненной скорости несущего воздуха. Изме-
рения показали, что осредненная скорость несу-
щего воздуха на оси канала  м/с. Соответ-
ствующее этой скорости число Рейнольдса равно
Re = 10100.

Затем проводились измерения осредненной
скорости крупных частиц. Данная скорость рав-
на  м/с. Из этого следует вывод, что круп-
ные частицы значительно опережали несущий воз-
дух и практически достигалось условие гидродина-
мической стабилизации двухфазного течения.
Число Рейнольдса частицы, определяемое по от-
носительной скорости воздуха и крупных частиц
и диаметру последних, равно .

−x y
x

= 0X = 0Y

= 1.8xcV

= 5.2pxV

=Re 1360p

Рис. 1. Схема экспериментальной установки: 1 – ге-
нератор частиц-трассеров, 2 – лемнискатный наса-
док, 3 – узел подачи крупных частиц, 4 – круглая тру-
ба, 5 – канал квадратного сечения, 6 – измерительная
область и диагностические средства, 7 – циклон с ре-
гулируемым вентилятором, 8 – движущаяся крупная
частица, 9 – кросскорреляционная камера, 10 – им-
пульсный лазер, 11 – плоскость “лазерного ножа”.
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Рис. 2. Движение крупной частицы в нисходящем
турбулентном потоке: (а) – используемая система ко-
ординат; (б) – фотография движущейся частицы: 1 –
частица, 2 – исследуемая область течения в следе за
частицей, 3 – тень в лазерном ноже.
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Данное значение свидетельствует в пользу того,
что за крупными движущимися частицами должны
образовываться развитые турбулентные следы, ко-
торые характеризуются наличием нестационарных
трехмерных вихревых структур. Данные вихревые
структуры действительно наблюдались в экспе-
риментах, а их характеристики являлись предме-
том настоящего исследования.

Остановимся на одном важном моменте. В на-
стоящей работе рассматривается течение с крупны-
ми частицами. Особенностью этого класса двухфаз-
ных потоков является различие в осредненных
( ) скоростях фаз и полная инертность ча-
стиц по отношению к турбулентным пульсациям
скорости газа, т.е. пульсационная скорость ча-
стиц  и StkL → ∞.

Число Стокса в крупномасштабном пульсаци-
онном движении StkL определяется как

(1)

где  – время динамической релаксации части-
цы,  – временной лагранжев интегральный мас-
штаб турбулентности.

Время динамической релаксации частицы за-
писывается в следующем виде:

(2)

Здесь  – динамическая вязкость, 
 – поправочная функция к закону

сопротивления Стокса для крупных частиц
( ).

Временной лагранжев интегральный масштаб
турбулентности обычно представляется как

(3)

где  – постоянная,  – кинетическая
энергия турбулентности,  – скорость диссипации
энергии турбулентности,  – интегральный про-
странственный масштаб турбулентности (длина
пути смешения Прандтля–Никурадзе).

Для проведения оценок приняты допущения,

что  (  – ширина канала), 

(  – квадрат пульсационной скоро-
сти газа на оси канала). Тогда, используя соотно-
шения (1)–(3), можно получить для оси канала
StkL ≈ 39 (таблица). Полученное число Стокса
свидетельствует о том, что рассматриваемые в
данном исследовании частицы не вовлекаются в
пульсационное движение и их пульсационная
скорость пренебрежимо мала.

≠х pхV V

=' 0pхv

τ
=Stk ,p
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ρ
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.
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ε
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На основе PIV-измерений получены вектор-
ные карты как несущего потока без крупных сфе-
рических частиц, так и в следах за крупными сфе-
рическими частицами. Векторные карты несуще-

Рис. 3. Поле мгновенных скоростей воздуха в следе за
крупной частицей и в окружающем потоке: (а) – ис-
ходная векторная карта, (б) – восстановленные зна-
чения скоростей.
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го воздушного потока определялись при помощи
автокорреляционного алгоритма по изображени-
ям частиц-трассеров. Использовалось два сеточ-
ных разбиения. Для определения характеристик
несущего потока применялась укрупненная сетка с
квадратной ячейкой 64 × 64 пикселей, что соответ-
ствует физическому размеру в канале 2.5 × 2.5 мм2.
Для нахождения характеристик течения в следе за
частицей определено предельное пространствен-
ное разрешение векторной карты с размером рас-
четных областей 16 × 16 пикселей, что соответ-
ствует физическому размеру 0.5 × 0.5 мм2.

На рис. 3 приведены типичные мгновенные по-
ля мгновенных скоростей воздуха в следе за круп-

ной частицей. Показаны исходная векторная карта
(рис. 3а) и значения мгновенных скоростей (гради-
ентная интерпретация) воздуха в следе за круп-
ной частицей и окружающем потоке (рис. 3б).

Приведенные на рис. 3 данные по мгновенным
скоростям являются ценной первичной инфор-
мацией для последующей обработки и анализа
структуры и характеристик сложных нестацио-
нарных вихревых структур в турбулентных следах
за движущимися крупными частицами.

На рис. 4 приведены распределения продоль-
ной  и поперечной  составляющих мгновен-
ной скорости воздуха в следе за крупной частицей

xv yv

Рис. 4. Распределения мгновенной скорости воздуха в следе за крупной частицей и в окружающем потоке на разных
расстояниях от поверхности частицы: (а) – продольная скорость, (б) – поперечная скорость.
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и окружающем потоке для разных расстояний
X/dp от поверхности частицы.

Происходит значительная деформация про-
филя продольной скорости воздуха вследствие
присутствия крупной частицы (рис. 4а). Так, в не-
посредственной близости от поверхности круп-
ной частицы ( ) скорость воздуха стано-
вится близкой к нулю. При  распреде-
ление мгновенной скорости воздуха имеет два
выраженных пика, которые связаны с генерируе-
мой в следе за движущейся частицей вихревой
структуры. С увеличением расстояния от частицы
вниз по потоку ( ) деформация профиля
мгновенной скорости снижается, что, по-види-
мому, вызвано затуханием присоединенных вих-
рей вследствие вязкости окружающего воздуха.
При  возмущения потока практически не
наблюдается, что свидетельствует в пользу отсут-
ствия вихревых структур в данном сечении. При
дальнейшем увеличении расстояния ( )
можно опять наблюдать значительную деформа-
цию профиля скорости воздуха. Вероятно, дан-
ная деформация связана с нахождением в иссле-
дуемой области вихревой структуры в виде отсо-
единенного вихря.

Данные рис. 4б отчетливо показывают, что
происходит генерация поперечной составляющей
скорости воздуха вследствие присутствия крупной
частицы. В невозмущенном (присутствием круп-
ной частицы) потоке указанная составляющая
скорости близка к нулю. С увеличением расстоя-
ния от частицы вниз по потоку поперечная ско-
рость уменьшается и к сечению  практи-
чески исчезает. При  можно наблюдать ха-
рактерное для вихревых структур распределение
скоростей, однозначно свидетельствующее в поль-
зу высказанного ранее (при анализе рис. 4а) пред-
положения о нахождении в данном сечении отсо-
единенного вихря.

На рис. 5 приведены распределения продоль-
ной и поперечной составляющих мгновенных ско-
ростей воздуха в следе за крупной частицей и окру-
жающем ее потоке для двух выборочных сечений:

 (рис. 5а, 5б) и  (рис. 5в, 5г).
Эти сечения располагаются на расстоянии одного
радиуса слева и справа от вертикальной оси ча-
стицы соответственно.

Данные рис. 5 дают важную дополнительную
информацию о местоположении и протяжен-

=/ 0.1pX d

=/ 0.5pX d

=/ 1pX d

=/ 3pX d

=/ 5pX d

=/ 3pX d

=/ 5pX d

= −/ 0.5pY d =/ 0.5pY d

ности (в продольном направлении) наблюдае-
мых вихревых структур, генерируемых в следе за
движущейся частицей.

Например, наличие эффектов деформации про-
филя продольной скорости (рис. 5а) и генерации
поперечной скорости (рис. 5б) и их отсутствие
(рис. 5в, 5г) в области  мм ( )
говорят о том, что область существования присо-
единенных вихрей смещена влево от вертикальной
оси крупной частицы и ее протяженность (в рас-
смотренном сечении) равна 9 мм. Наличие тех же
эффектов (рис. 5в, 5г) и их отсутствие (рис. 5а, 5б) в
области  мм ( ) свидетель-
ствуют в пользу того, что область существования
отсоединенного вихря, напротив, смещена впра-
во от вертикальной оси крупной частицы и ее
протяженность (в рассмотренном сечении) со-
ставляет 6 мм. В целом же данные рис. 5 находят-
ся в хорошем согласии с выводами, сделанными
при анализе рис. 4.

= −0 9X = −/ 0 1.5pX d

= −9 15X = −/ 1.5 2.5pX d

Рис. 5. Распределения мгновенной скорости воздуха в
следе за крупной частицей и в окружающем потоке
для двух выборочных сечений: (а), (б) – Y/dp ≈ –0.5;
(в), (г) – 0.5; (а), (в) – продольная скорость; (б), (г) –
поперечная скорость.
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Основные характеристики исследуемого потока

dp, мм ρp, кг/м3 Vxc, м/c Vpx, м/c Re Rep μ, кг/(м с) τp, с k, м2/с2 l, м TL, с StkL

6 1050 1.8 5.2 10100 1360 18 × 10–6 4.7 0.012 0.007 0.12 39
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведена апробация возможности использова-

ния методов визуализации и оптической диагно-
стики для изучения вихревого следа за крупной ча-
стицей с хорошим пространственным разрешени-
ем. Приведены и проанализированы результаты
измерения характеристик течения, формирующе-
гося в следе за крупной частицей, движущейся в
нисходящем турбулентном потоке воздуха в канале.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го научного фонда (грант № 20-19-00551).
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Предложено использование формулы Прандтля–Ван-Дрийста во всей области двумерного лами-
нарно-турбулентного пограничного слоя для исследования конвективного теплообмена и трения
на высокотемпературных элементах конструкций высокоэнергетических устройств. Сформулиро-
вана современная модификация метода эффективной длины В.С. Авдуевского для решения данных
задач. Проведен анализ полученных при экстремально высоких значениях числа Рейнольдса экспе-
риментальных данных по конвективному теплообмену, для которых имелась возможность устано-
вить положение переходной области на поверхности затупленной части испытанных моделей.
Предложена новая модификация формулы Прандтля–Ван-Дрийста, учитывающая зависимость
константы Кармана от положения переходной области на затупленной части модели. В свою оче-
редь идеология классического метода эффективной длины применена к расчету не ламинарно-тур-
булентного теплообмена в целом, а только к той его составляющей, которая обусловлена турбулент-
ными пульсациями в газе. Получено удовлетворительное качество описания проанализированных
экспериментальных данных на всей поверхности затупленной модели, имеющее место в рамках
применения предложенных методов расчета.

DOI: 10.31857/S0040364422050040

ВВЕДЕНИЕ

При обтекании стенки газовым потоком
с большими числами Рейнольдса вызываемые
в нем возмущения сопровождаются возникно-
вением турбулентных пульсаций в вязкой при-
стенной области течения.

Широкое распространение в настоящее время
получило численное моделирование процесса ла-
минарно-турбулентного обтекания тел, основан-
ное на использовании различных полуэмпириче-
ских алгебраических и дифференциальных моде-
лей турбулентной вязкости. В инженерной же
практике широко распространен метод эффек-
тивной длины В.С. Авдуевского.

Одной из основных проблем, стоящих на пути
обоснованности применения на практике любой
полуэмпирической модели расчета, является удо-
влетворительное качество ее верификации на ба-
зе анализа экспериментальных данных. Причем
наиболее остро эта проблема стоит при описании
турбулентного теплообмена и трения, так как тур-
булентная вязкость обусловлена газодинамической
структурой течения газа. И в этой связи сложно

ожидать существования универсальной модели
расчета турбулентной вязкости.

В развитом двумерном турбулентном погранич-
ном слое обычно выделяется несколько принципи-
ально различных областей течения газа: внутрен-
няя пристеночная область, внешняя область за-
кона следа и надслой.

Пристеночная область включает в себя ламинар-
ный подслой с линейным изменением профиля
скорости, переходную зону и область логарифмиче-
ского изменения профиля скорости [1]. Каждая из
перечисленных подобластей характеризуется ин-
дивидуальными присущими только ей свойства-
ми и закономерностями.

В этой области поток характеризуется мел-
комасштабной турбулентностью с изотропны-
ми свойствами, а пульсации в газе, иницииро-
ванные стенкой, практически полностью затухают
к внешней границе этой области [2].

В подобласти закона следа и перемежаемости
(надслой), где силы вязкости крайне малы, вы-
полняется закон дефекта скоростей [3].

Естественно, что для различных прикладных
задач роль течения газа во внешней части погра-
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УДК 621.1.016+536.2
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ничного слоя будет также различной. Нижеизло-
женные материалы посвящены исследованию этой
роли для одного важного для практики случая дву-
мерного конвективного теплообмена, который
характеризуется

· рассмотрением затупленных тел достаточно
малого удлинения;

· слоистым характером их обтекания высоко-
температурным газовым потоком при экстремаль-
но высоких значениях числа Рейнольдса.

В этих условиях обоснованным является ис-
следование конвективного теплообмена и трения
в рамках ламинарно-турбулентного погранично-
го слоя в сочетании с алгебраической моделью ка-
жущейся турбулентной вязкости [1, 4]. При этом
наиболее часто на практике применяются двух-
слойные модели Болдуина–Ломакса [5] и Себе-
чи–Смита [6].

В данных моделях в пристеночной области ка-
жущаяся турбулентная вязкость рассчитывает-
ся по формуле Прандтля–Ван-Дрийста [7], учи-
тывающей ее зависимость от градиента осреднен-
ной скорости.

Во внешней же области пограничного слоя ис-
пользуются различные формы записи закона следа.

В этой связи необходимо обратить внимание
на следующие обстоятельства.

Во-первых, в рассматриваемых условиях сложно
ожидать существенного влияния, оказываемого на
конвективный теплообмен течением газа во внеш-
ней части пограничного слоя при экстремально вы-
соких числах Рейнольдса. А именно такой режим
обтекания этих тел вызывает наибольший практи-
ческий интерес, так как он во многих случаях яв-
ляется определяющим с точки зрения работоспо-
собности фрагментов конструкций изделий, под-
верженных экстремально высокому нагреву.

Во-вторых, полуэмпирический характер всех
моделей кажущейся турбулентной вязкости вы-
зывает необходимость их апробации на широком
круге экспериментальных данных, что в свою оче-
редь создает повышенные требования к определе-
нию положения переходной зоны на испытывае-
мой модели. Наиболее качественная информация
такого рода известна лишь в условиях испытания
затупленных конусов при экстремально высоких
числах Рейнольдса.

В-третьих, объем экспериментальных данных,
пригодных для апробации моделей кажущейся тур-
булентной вязкости, крайне ограничен. Это пре-
пятствует качественному установлению значений
констант, входящих в математическое описание
течения газа, одновременно как для внутренней,
так и внешней областей пограничного слоя.

В-четвертых, опубликованные методы расчета
турбулентного теплообмена апробированы на экс-
периментальных данных, полученных в условиях

практически безградиентного обтекания стенки
газовым потоком (см., например, [4]). Однако в
работах [8, 9] указано на недопустимость приме-
нения этих методов в условиях сугубо градиент-
ного характера обтекания стенки.

По этой причине представляется целесообраз-
ным модифицировать существующие модели ка-
жущейся турбулентной вязкости отдельно в усло-
виях, которые существенно различаются вкладом,
вносимым течением газа во внешней области по-
граничного слоя в контролируемые результаты из-
мерений.

В этом плане анализируемые ниже результаты
экспериментальных исследований представля-
ются практически идеальной базой для моди-
фикации существующих моделей кажущейся тур-
булентной вязкости во внутренней части лами-
нарно-турбулентного пограничного слоя.

Это вызывает необходимость в оценке влия-
ния, оказываемого на конвективный теплообмен
течением газа во внешней части пограничного
слоя, что, естественно, проще всего сделать с ис-
пользованием однослойной алгебраической мо-
дели кажущейся турбулентной вязкости.

Скорректированная при этом модель течения
во внутренней части пограничного слоя в прин-
ципе может найти определенное применение и в
тех случаях, когда изучение течения газа во внеш-
ней области пограничного слоя является обяза-
тельным. Однако при этом может использоваться
полученное в рамках однослойной модели ма-
тематическое описание кажущейся турбулент-
ной вязкости, обусловленной трением.

Выполнению исследований, направленных на
решение сформулированной задачи, и посвяще-
на основная часть данной статьи.

Метод эффективной длины, предложенный в
60-х годах прошлого века и оперирующий сум-
марным тепловым потоком, широко использует-
ся в инженерной практике. Согласно современным
воззрениям, этот поток обусловлен как ламинар-
ными, так и турбулентными составляющими про-
цессов переноса в газе. Попытке применения идео-
логии метода эффективной длины для описания
только турбулентной составляющей теплового по-
тока посвящена вторая часть данной статьи.

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 
ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Объектом настоящих исследований является
осесимметричное обтекание воздухом кругового
затупленного конуса малого удлинения с углом
полураствора, равным 9°, для сопоставления рас-
четных и экспериментальных данных. Использова-
лась методика численного интегрирования диффе-
ренциальных уравнений ламинарно-турбулентно-
го пограничного слоя, описанная в работе [10], а
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для расчета кажущейся турбулентной вязкости μT
во всем пограничном слое применялась формула
Прандтля–Ван-Дрийста

(1)

Здесь   константа Кармана; uy – частная
производная тангенциальной проекции вектора
скорости по координате y; ρ – плотность газа; Fr –
удельное напряжение трения; y*,   характерные
значения длины и скорости, используемые в каче-
стве масштабов, а индекс w относится к стенке.

В данной формуле принята линейная зависи-
мость масштаба турбулентности от удаления y
расчетного узла от стенки, а для плавного сопря-
жения течения газа в пристеночной области с те-
чением в ламинарном подслое используется
демпфирующая функция Ван-Дрийста D(y).

Анализируемые экспериментальные данные,
опубликованные в работах [11, 12], соответствуют
обтеканию конуса при различных углах атаки, что
в свою очередь обеспечивает массовый характер
экспериментальных данных по конвективному теп-
лообмену на затуплении. Однако эти данные харак-
теризуются значительным разбросом для различ-
ных экспериментов.

Поэтому в подробном анализе этих данных, вы-
полненном в [9], удалось установить только недопу-
стимость применения постоянного значения кон-
станты Кармана на всей поверхности затупления
конуса и предложить степенную зависимость этой
константы от координаты , отсчитываемой вдоль
образующей конуса от его критической точки.

В данной работе используется принципиально
другой подход к решению той же задачи, осно-
ванный на анализе экспериментальных данных,
полученных в одном эксперименте, что позволи-
ло учесть влияние на конвективный теплообмен
месторасположения переходной области на по-
верхности затупления конуса за счет применения
для расчета константы Кармана формулы вида
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Здесь s – координата, отсчитываемая от кри-
тической точки конуса вдоль его образующей в ка-
либрах от радиуса сферического затупления моде-
ли;  – максимальное значение константы Кар-
мана, достигаемая с ростом координаты s. Индексы
L и B1 относятся соответственно к концу ламинар-
ного режима течения газа в пограничном слое и к
стыку затупления конуса с его боковой поверхно-
стью.

При этом применение формулы (2) обеспечи-
вает монотонное возрастание константы Кармана
в пределах [0, ] с сохранением ее дифференци-
руемости на всей области определения координаты s.

Показатель степени n и константа  рас-
сматриваются ниже как инструменты согласова-
ния расчетных и экспериментальных данных.

При проведении расчетных исследований ис-
пользовались результаты численного решения
уравнений Эйлера, которые удовлетворительно со-
гласуются с приведенными в работах [11, 12] экспе-
риментальными данными.

РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ

Объектом настоящего исследования являют-
ся экспериментальные данные по ламинарно-
турбулентному теплообмену на затупленном ко-
нусе, обтекаемом под различными углами атаки,
опубликованные в работах [11, 12].

Данные эксперименты проведены при трех ре-
жимах обтекания затупленного конуса потоком
воздуха, характеризующихся различными значе-
ниями числа Рейнольдса Re∞, рассчитанного по
параметрам газа в набегающем потоке и радиусу
R0 сферического затупления модели.

Условия проведения данных эксперименталь-
ных исследований приведены в табл. 1.

В работах [9, 10] проведен подробный анализ
всей совокупности экспериментальных данных по
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Таблица 1. Условия проведения экспериментов

Примечание. M∞, ρ∞, T∞ – число Маха, плотность и температура набегающего на модель потока воздуха; HF – отношение
энтальпии газа на стенке к энтальпии торможения в набегающем потоке; Tw, qw,0 – температура стенки и удельный тепловой
поток в критической точке сферы, рассчитанные по формуле Фея–Ридделла [13] для случая холодной стенки.

№ Re∞ × 10–6 M∞ ρ∞, кг/м3 T∞, К HF qw,0, МВт/м2

I 10 5 0.902 73.65 0.133 0.41224
II 4 5 0.350 73.81 0.232 0.25325
III 2.5 5 0.209 73.07 0.190 0.18965
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теплообмену на затуплении конуса, приведенных в
работах [11, 12] для различных углов его атаки га-
зовым потоком. На базе этого анализа сделан вывод
о том, что во всех режимах проведенных испытаний
четко прослеживается месторасположение пере-
ходной области на поверхности затупления.

Это позволило решить обратную задачу по опре-
делению эффективной высоты bTr шероховато-
сти модели, определяющей положение переходной
области на ее поверхности в рамках методики
ПАНТ [14].

При этом было установлено, что величина па-
раметра bTr равна примерно 3, 4.5 и 9 мкм для мо-
делей, использованных при проведении испыта-
ний в режимах I, II, III соответственно.

Данные значения шероховатости и использо-
вались при проведении настоящих исследований,
а полученные при этом параметры, характеризу-
ющие положение переходной области на поверх-
ности затупления, приведены в табл. 2.

Расчет изменения коэффициента перемежаемо-
сти  внутри переходной зоны от 0 до 1 производит-
ся по кубической полиномиальной зависимости.

Так как величина шероховатости поверхности
испытанных моделей ≈5 мкм, то в [10] сделан вы-
вод о том, что в данном случае, согласно [4], уси-
лением теплообмена за счет шероховатости стен-
ки можно пренебречь.

Нижеследующий анализ экспериментальных
данных ограничен только случаем осесимметрич-
ного обтекания модели газовым потоком, кото-
рое было реализовано только в одном испытании
для каждого из трех указанных в табл. 1 режимов.
На каждой модели датчики, использовавшиеся
для определения удельного теплового потока, бы-
ли установлены на семи образующих конуса в
13 сечениях по координате . Благодаря этому изме-
рения тепловых потоков не являлись единичными.

Γ

s

В табл. 3 приведена предварительная информация о
тепловом потоке qw, полученная в результате дан-
ной серии экспериментальных исследований.
Здесь qw,m – среднеквадратическая величина тепло-
вого потока qw; σ – среднеквадратическое отклоне-
ние, %; ND – число сработавших датчиков при
фиксированном значении координаты .

Из 183 показаний тепловых датчиков, приведен-
ных в [12], отбракованы как выбросы только два из-
мерения из них. При этом оставшиеся 181 измерения
характеризуются столь низкими среднеквадрати-
ческими отклонениями, что делают обоснован-
ным применение среднеквадратических значе-
ний удельного теплового потока qw,m для сопостав-
ления расчетных и экспериментальных данных.

Результаты такого сопоставления приведены
на рис. 1.

Значения координаты  и удельного теплового
потока qw к холодной стенке измеряются соответ-
ственно в калибрах от параметров R0 и qw,0.

Дорожками кривых различного типа на графи-
ки нанесены расчетные данные, полученные в
рамках однослойной и двухслойной алгебраи-

s

s

Таблица 2. Параметры, характеризующие положение
переходной области на поверхности модели

Примечание. sL, sT – значения координаты , соответствую-
щие началу и концу переходной области; Ree,ϑ,L, Ree,ϑ,T –
значения числа Рейнольдса, соответствующие началу и кон-
цу переходной области и рассчитанные по параметрам тече-
ния газа на внешней границе ламинарного пограничного
слоя и толщине потери импульса в этом слое.

№ bTr, мкм Ree,ϑ,L sL Ree,ϑ,T sT

I 3.0 158 0.185 314 0.373
II 4.5 178 0.339 348 0.701
III 9.0 119 0.288 234 0.589

s

Таблица 3. Экспериментальные данные по тепловому потоку

s qw,m σ ND qw,m σ ND qw,m σ ND

0 0 0 0 0.903 0 1 1.01 0 1
0.15 0.974 0 3 1.010 1.46 3 1.01 1.57 3
0.30 0 0 0 0.838 1.97 4 0.87 5.07 5
0.45 2.210 4.70 3 1.883 4.38 3 1.24 2.86 2
0.60 2.480 3.58 2 1.580 5.20 3 1.59 3.67 6
0.75 2.070 0.27 2 1.810 0.30 3 1.46 0.94 3
0.90 1.910 1.99 4 1.790 2.19 3 1.38 3.38 6
1.05 1.540 0.63 2 1.380 0.15 3 1.08 0.80 5
1.30 1.140 1.64 3 0.849 5.35 7 0.784 5.80 6
1.50 0.699 3.58 3 0.526 3.2 6 0.456 0.56 6
2.00 0.703 0 1 0.505 3.06 4 0.455 5.75 5
3.50 0.549 8.85 2 0.438 4.17 7 0.371 4.79 7
5.25 0.515 7.45 2 0.371 3.57 7 0.322 2.38 7
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ческих моделей кажущейся турбулентной вязко-
сти, а значками различного типа – эксперимен-
тальные данные.

При этом верхняя граница дорожки расчетных
данных относится к однослойной модели кажу-
щейся турбулентной вязкости.

В рамках обоих расчетных подходов использова-
лась одинаковая формулировка (1), (2) модифици-
рованной формулы Прандтля–Ван-Дрийста с оди-
наковыми значениями 0.25 и 0.3 коэффициентов

 и n, применение которых позволяет обеспечить
удовлетворительное качество согласования расчет-
ных и экспериментальных данных для всех рассмот-
ренных режимов экспериментальной отработки.

Однако в одном случае данная формула при-
меняется во всем пограничном слое, а во втором –
только в его внутренней части. Для расчета же кажу-
щейся турбулентной вязкости во внешней части
пограничного слоя использовался тот же подход,
что и в классической формулировке метода Себе-
чи–Смита [5].

Как следует из приведенной на рис. 1 инфор-
мации, в рассмотренных условиях эксперименталь-
ной отработки роль течения газа в конвективном
теплообмене во внешней области пограничного
слоя оказывается крайне незначительной.

Это обстоятельство в сочетании с отсутствием
данных о корректности использования в данных
условиях существующих моделей кажущейся тур-
булентной вязкости для внешней части погра-
ничного слоя свидетельствует об обоснованности
применения в данном случае однослойной моде-
ли кажущейся турбулентной вязкости.

В свою очередь предложенная модификация
формулы Прандтля–Ван-Дрийста может найти
применение и при проведении исследований в
условиях, в которых нельзя пренебречь течением
газа во внешней части пограничного слоя.

В заключение необходимо подчеркнуть, что на
сегодняшний день не существует альтернативы
использованию указанных экспериментальных
данных для решения задач, связанных с апроба-
цией расчетных методов решения уравнений ла-
минарно-турбулентного пограничного слоя.

Это объясняется прежде всего следующими
причинами, учтенными только в работах [11, 12].

Во-первых, апробация должна проводиться в
условиях наличия информации о месторасполо-
жении переходной области на поверхности моде-
ли, что представляется возможным только на ее
затуплении при экстремально высоких значениях
числа Рейнольдса.

Во-вторых, в этих условиях шероховатость стен-
ки оказывает влияние не только на месторасполо-
жение переходной области на поверхности модели,
но и на интенсивность конвективного теплооб-
мена. Поэтому необходима тщательная полиров-
ка поверхности модели, позволяющая исключить

κmax

из рассмотрения учет усиления теплообмена за
счет шероховатости стенки.

Как уже отмечено выше в инженерной практи-
ке широкое применение имеет метод эффектив-
ной длины [4].

Рис. 1. Сопоставление расчетных (кривые) и экспе-
риментальных (маркеры) данных по теплообмену на
затуплении (а) и на боковой поверхности (б) конуса:
1, 4 – для режима I; 2, 5 – II; 3, 6 – III.
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Удовлетворительное качество описания в рам-
ках этого метода ламинарного теплообмена по от-
ношению как к экспериментальным данным, так
и к результатам строгого численного интегриро-
вания дифференциальных уравнений погранич-
ного слоя для широкого круга прикладных задач [4],
свидетельствует о физической обоснованности до-
пущений, лежащих в основе данного метода.

В то же время можно предположить, что отсут-
ствие аналогичного удовлетворительного согла-
сования для ламинарно-турбулентного теплооб-
мена, наблюдаемого при экстремально высоких
числах Рейнольдса, является следствием двух ос-
новных причин:

· применение метода эффективной длины для
расчета суммарного теплового потока, а не его со-
ставляющей, обусловленной турбулентными пуль-
сациями в пограничном слое;

· апробацией этого метода только на экспери-
ментальных данных, полученных при недостаточно
высоких числах Рейнольдса.

С целью устранения в первом приближении этих
причин производится модернизация классического
метода эффективной длины, включающая в себя

· запись уравнения для расчета удельного тепло-
вого потока в форме

· рассмотрение параметра ATurb как единственно-
го элемента рассогласования расчетных и экспе-
риментальных данных по величине суммарного
теплового потока qw.

Здесь ρ, μ, h  плотность (кг/м3), коэффициент
динамической вязкости (кг/(м с)) и энтальпия
(Дж/кг); Pr  число Прандтля; индексы w, e отно-
сятся к стенке и внешней границе пограничного
слоя; индексы Lam, Turb относятся к ламинарной
и турбулентной составляющей суммарной тепло-
вой нагрузки; индекс Ecc относится к свойствам
газа, соответствующим энтальпии Эккерта [15]; ин-
дексы 00, r относятся к энтальпиям торможения и
восстановления газового потока.

Решение данной оптимизационной задачи про-
изводится на базе тех же экспериментальных дан-
ных, описанных выше, а полученные при этом
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результаты сопоставления расчетных и экспери-
ментальных данных, соответствующие оптималь-
ному значению параметра ATurb, равному 0.018, при-
ведены на рис. 2.

Рис. 2. Сопоставление расчетных (кривые) и экспе-
риментальных (маркеры) данных по теплообмену на
затуплении (а) и на боковой поверхности (б) конуса:
1, 4 – для режима I; 2, 5 – II; 3, 6 – III.
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Дорожкой кривых различного типа на графики
нанесены расчетные данные, полученные в рамках
классического и модернизированного методов эф-
фективной длины, а значками различного типа –
экспериментальные данные.

При этом верхняя граница дорожки расчет-
ных данных относится к классическому методу
эффективной длины.

В рассмотренных условиях экспериментальной
отработки применение модифицированного мето-
да эффективной длины действительно позволяет
добиться удовлетворительного качества согласо-
вания расчетных и экспериментальных данных.
При этом имеет место существенное различие меж-
ду результатами проведенных расчетных исследова-
ний, полученных в рамках различных подходов к
решению данной задачи из числа рассмотренных
не только на затуплении конуса, но и на его боко-
вой поверхности.

Это свидетельствует об обоснованности приме-
нения предложенного метода расчета ламинарно-
турбулентного теплообмена при решении широ-
кого круга практических задач.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
1. Сформулирована однослойная модель кажу-

щейся турбулентной вязкости, и на основе ее при-
менения получена модификация формулы Прандт-
ля–Ван-Дрийста, обеспечивающая удовлетвори-
тельное качество описания экспериментальных
данных по конвективному теплообмену на затуп-
ленных конусах при экстремально высоких зна-
чениях числа Рейнольдса.

2. Показана обоснованность применения этой
модели в рассмотренных условиях обтекания мо-
дели потоком газа.

3. Отмечена возможность применения предло-
женной модификации формулы Прандтля–Ван-
Дрийста для расчета кажущейся турбулентной вяз-
кости во внутренней части пограничного слоя в
тех случаях, когда течением газа во внешней об-
ласти этого слоя пренебречь нельзя.

4. Предложена модификация классического ме-
тода эффективной длины, применение которой поз-
воляет качественно снизить рассогласование между
расчетными и экспериментальными данными.

5. В рамках модифицированного метода эф-
фективной длины удовлетворительно описывается
широкий круг экспериментальных данных, полу-
ченных при экстремально высоких значениях чис-
ла Рейнольдса.

6. Представляется обоснованным применение
предложенного метода для решения широкого кру-
га прикладных задач.
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С помощью численного моделирования исследуется возможность инициирования детонационных
волн в пузырьковых жидкостях с воспламеняющейся газовой фазой волнами давления малой ам-
плитуды. Рассмотрены случаи предварительного снижения начального давления на границе среды
перед воздействием импульса сжатия и воздействия на границу жидкости двумя последовательны-
ми волнами давления, каждая из которых по отдельности не способна инициировать детонацион-
ную волну. В первом случае проанализировано влияние параметров предварительной волны раз-
грузки (степени снижения давления, длительности фазы разрежения), а также начальной концентрации
пузырьков на минимальную амплитуду импульса сжатия, способного инициировать пузырьковую дето-
нацию в среде. Во втором случае показана возможность инициирования детонационных волн не на гра-
нице, а внутри пузырьковой системы. Выявлено, что в зависимости от начального газосодержания сре-
ды и амплитуды воздействующих волн распространение детонационной волны от очага воспламе-
нения может происходить как в обоих направлениях (первоначальном и обратном направлению
движения инициирующей волны), так и только в первоначальном направлении.

DOI: 10.31857/S0040364422020107

ВВЕДЕНИЕ
Пузырьковая детонация – явление возникно-

вения и распространения детонационных волн
(ДВ) в жидкости, содержащей пузырьки воспла-
меняющегося газа [1, 2]. Она обладает общими
признаками детонационного процесса, но имеет
индивидуальные особенности, выражающиеся в
механизме распространения, структуре и свойствах
ДВ [3]. В общем, детонация ‒ универсальное явле-
ние, представляющее собой самоподдерживаю-
щийся процесс, который может протекать во всех
химически активных средах. Инициализация и
распространение детонационных волн в таких
средах обусловлены высвобождением ДВ хими-
ческой энергии среды, которая компенсирует энер-
гетические затраты волны, связанные с потерями
энергии в диссипативной пузырьковой среде. В
большинстве работ, посвященных пузырьковой
детонации, изучаются параметры, свойства и
структура ДВ в зависимости от физико-химиче-
ских свойств и начальных параметров пузырько-
вых газожидкостных сред [4–13]. Распростране-
ние ДВ в многокомпонентных пузырьковых жид-
костях и в средах с неоднородным объемным
распределением газовой фазы и с возможным пе-

реходом в область “чистой” жидкости рассмотре-
ны в [14–18]. Взаимодействию ДВ друг с другом и
с волнами малой амплитуды посвящены работы
[9, 19]. В [9], в частности, отмечена возможность
инициирования детонации в пузырьковой жид-
кости только волнами разрежения при их столк-
новении.

Возбуждение ДВ в экспериментах, как прави-
ло, производится путем воздействия на поверх-
ность пузырьковой жидкости импульсом повы-
шенного давления (подрывом горючей газовой
смеси в камере высокого давления ударной тру-
бы) [1–5] или “микровзрывом” проволочки, на-
ходящейся в пузырьковой среде [6, 7]. Из экспе-
риментов известно, что критическая амплитуда
воздействия на пузырьковую среду, способная
инициировать детонацию на ее границе, находит-
ся в диапазоне 15–20 атм. В теоретических рабо-
тах [18, 20, 21] показана возможность инициирова-
ния детонации волнами малой амплитуды “изнут-
ри” пузырьковой среды, например, при отражении
волн давления от жестких стенок и границ разде-
лов сред с различными физическими свойствами,
а также при распространении волн в сужающихся
каналах, в которых из-за формы канала происхо-

УДК 532.329;532.2.532
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дит возрастание амплитуды волны до критиче-
ских значений, вызывающих детонацию.

В данной работе рассматриваются другие спо-
собы инициирования ДВ в пузырьковой жидко-
сти, заключающиеся в предварительном сниже-
нии начального давления на границе среды и в
воздействии на границу этой жидкости серией из
двух последовательных волн постоянного давле-
ния, каждая из которых не способна вызвать де-
тонацию непосредственно на границе жидкости.

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассматривается газожидкостная система, со-

держащая равномерно распределенные по объе-
му жидкости одинаковые по размеру пузырьки
с горючим газом (например, смесь ацетилена с
кислородом). В предположении что при распро-
странении волновых возмущений в среде пузырь-
ки газа не дробятся и не слипаются, для этой си-
стемы записываются уравнения волнового дви-
жения, являющиеся законами сохранения масс и
концентрации пузырьков, а также уравнение со-
хранения импульсов с учетом относительного
движения фаз [22]:

где  – истинная плотность;  – скорость; αi –
объемное содержание i-й фазы (i = l – жидкой,
i = g – газообразной); pl – давление несущей жид-
кости; a, n – радиус и концентрация пузырьков; w –
радиальная скорость пузырьков;  – скорость
относительного движения фаз.

Сила вязкого трения задана через относитель-
ную скорость фаз:

где СD – коэффициент сопротивления, для кото-
рого, согласно [23], принято

Здесь Re – критерий Рейнольдса,  – кинема-
тическая вязкость жидкости.

Скорость радиального движения пузырьков,
согласно приведенному в [24] уточнению, имеет
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вид w = wR + wA, где первое слагаемое wR описыва-
ется уравнением Рэлея–Ламба

а второе wA следует из решения задачи о сфериче-
ской разгрузке на сфере радиуса а в несущей жид-
кости в акустическом приближении

где Cl – скорость звука в “чистой” жидкости.
Для давления в газовой фазе уравнение запи-

сывается в виде [22]

Здесь γ – коэффициент Пуассона для газа, q –
межфазный тепловой поток (от газа к жидкости)
через единицу площади контактной поверхности.

Жидкость принимается акустически сжимае-
мой, газ – калорически совершенным:

где B – газовая постоянная. Дополнительным
нижним индексом 0 снабжаются параметры, ха-
рактеризующие начальное невозмущенное состо-
яние среды.

Согласно [23], интенсивность межфазного
теплообмена задается в виде

где T0 = const – температура несущей жидкости;
Nui и Pei – критерии Нуссельта и Пекле для фаз;
λi, ci, и ki – теплопроводность, теплоемкость и ко-
эффициент температуропроводности фаз (i = l, g).

В качестве газовой фазы принята ацетилено-
кислородная стехиометрическая смесь C2H2 +
+ 2.5O2, а в качестве жидкости – смесь глицерина
с водой с объемной концентрацией глицерина 0.5.
Процесс воспламенения и сгорания газа внутри пу-
зырьков считается мгновенным. Воспламенение
происходит по достижении некоторой критиче-
ской температуры T* и сопровождается повыше-
нием температуры газа на величину ΔT, которая
определяется исходя из теплотворной способно-
сти газа [25]. Данная схема воспламенения обос-
нована тем, что период протекания химических
реакций горения газа значительно меньше харак-
терного времени пульсации пузырьков.

Методика численного расчета представлена в
[11]. В ней реализован метод сквозного счета, поз-
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воляющий проводить численные расчеты без выде-
ления границ раздела, т.е. без решения задачи о па-
дении волны детонации на границу раздела сред.

ИНИЦИИРОВАНИЕ ДЕТОНАЦИОННЫХ 
ВОЛН ПРИ ПРЕДВАРИТЕЛЬНОМ 

СНИЖЕНИИ ДАВЛЕНИЯ НА ГРАНИЦЕ 
ПУЗЫРЬКОВОЙ ЖИДКОСТИ

Рассмотрена ситуацию, когда на границу газо-
жидкостной среды вначале воздействует импульс,
вызывающий растягивающее напряжение, а потом
сразу импульс сжатия. Для параметров жидкости
приняты значения:  = 1130 кг/м3,  = 6 × 10–6 м2/с,
cl = 3.3 кДж/(кг К), λl = 0.42 Вт/(м К), Сl = 1700 м/с,
Т0 = 293 К; для параметров газовой фазы: а0 =

= 1.25 мм,  = 1.26 кг/м3, λg = 2.49 × 10–2 Вт/(м К),
γ = 1.35, cg = 1.14 кДж/(кг К),  = 1000 К, ΔТ = 3200 К.

Граничное условие, определяющее внешнее воз-
действие на границу жидкости при х = 0, имеет вид

На рис. 1 показан профиль воздействующего
сигнала для случая, когда на границе в течение
∆t1 = 100 мкс поддерживается разрежение пу-
зырьковой системы (∆р01 = 0.05 МПа), после чего
происходит мгновенное увеличение амплитуды
импульса давления до ∆р02 = 0.7 МПа. Фаза сжа-
тия длится ∆t2 = 50 мкс.

На рис. 2 представлены эпюры давления в жид-
кости, температуры газовой фазы и радиусов пу-
зырьков, иллюстрирующие инициирование дето-
национной волны от сигнала, профиль которого
изображен на рис. 1.

Проникновение в глубь жидкости зоны пони-
женного давления происходит с конечной скоро-
стью, не превышающей скорость звука в среде.
При этом в течение всей фазы разрежения проис-
ходит постепенное снижение давления во всех
точках среды, до которых доходит волна разреже-
ния. В момент времени t = 100 мкс профиль дав-
ления в разреженной области имеет вид выпук-
лой вверх плавной кривой, которая по мере рас-
пространения волны разрежения удлиняется, а
крутизна ее уменьшается. Постоянное снижение
давления в среде в течение всей фазы разрежения
приводит к первичному росту пузырьков (без пе-
рехода их в пульсационное движение), сопровож-
даемому уменьшением температуры в них.

Далее на границу жидкости действует импульс
сжатия, под действием которого пузырьки газа
коллапсируют. Из-за первоначального разреже-
ния пузырьковой жидкости поджатие пузырьков
на границе среды происходит до размеров, при
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которых в них достигается температура воспламе-
нения горючего газа (t = 150 мкс). В результате на
границе жидкости ( ) инициируется детона-
ция и в глубь жидкости распространяется детона-
ционная волна (моменты времени 180 и 250 мкс).
Принятые в работе значения параметров газо-
жидкостной среды, в частности объемного га-
зосодержания, находятся в пределах установлен-
ной в [4] зоны детонации пузырьковой жидкости,
в которой воспламенение газовых пузырьков в
обязательном порядке инициирует детонацион-
ный процесс. Поэтому воспламенение газовой
фазы в рассматриваемой модели считается необ-
ходимым и достаточным условием инициирова-
ния детонационной волны. При этом формиро-
вание детонационного солитона, т.е. достижение
основными параметрами ДВ (амплитудой, скоро-
стью, протяженностью солитона) значений, со-
ответствующих наблюдаемым в экспериментах
[1–5], происходит в процессе эволюции ДВ на
расстоянии нескольких сантиметров. В частно-
сти, в момент времени 180 мкс детонационная
волна еще не сформировалась, хотя взрыв горю-
чей смеси уже произошел, а на 250 мкс детонаци-
онная волна выходит на стационарный режим, в
котором параметры ДВ уже хорошо согласуются с
результатами экспериментов (рис. 2).

На рис. 3 представлена ситуация, когда на гра-
ницу пузырьковой жидкости действует только им-
пульс сжатия с такими же параметрами (амплитуда
∆р0 = 0.7 МПа, длительность ∆t = 50 мкс), как на
рис. 2. В этом случае характеристики импульса
сжатия такие, что он не способен инициировать
детонацию, и детонационная волна в среде не
возникает, т.е. в данном случае волна в пузырько-
вой жидкости затухает.

Таким образом, предварительное разрежение на
границе перед действием импульса сжатия являет-
ся фактором снижения критической амплитуды

= 0х

Рис. 1. Профиль импульса давления, действующего
на границу жидкости.
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Рис. 2. Инициирование детонационной волны волной давления малой амплитуды после предварительного разреже-
ния пузырьковой жидкости при параметрах пузырьковой системы: р0 = 0.1 МПа, αg0 = 0.01: (а) ‒ давление в жидкости,
(б) ‒ температура газовой фазы, (в) ‒ радиусы пузырьков; I – t = 100 мкс, II – 150, III – 180, IV – 250.
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Рис. 3. Эпюры давления в жидкости (а), температуры газовой фазы (б) и радиуса пузырьков (в) при воздействии на пу-
зырьковую жидкость только импульсом сжатия при параметрах рис. 2: I – t = 50 мкс, II – 100, III – 500.

(a) (б) (в)

I

II

III

Tg, К

0.5
x, м

0.1 0.40

200

200

500

400

500

400

300

500

400

300

300

200

pl, МПа

0.5
x, м

0.1 0.40

0

0

0.75

0.50

0.25

0.75

0.50

0.25

0.75

0.50

0.25

a, мм

0.5
x, м

0.1 0.40

0

0

1.5

1.0

0.5

1.5

1.0

0.5

1.5

1.0

0.5



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР том 60  № 5  2022

ОБ ИНИЦИИРОВАНИИ ПУЗЫРЬКОВОЙ ДЕТОНАЦИИ 719

импульса сжатия способного инициировать пу-
зырьковую детонацию. Снижение амплитуды ини-
циирующего детонацию импульса сжатия связано с
тем, что в фазе разрежения происходит увеличе-
ние радиусов пузырьков. Как следует из [27], если
предварительно расширить пузырек, увеличив его
размеры, то на стадии сжатия он сжимается силь-
нее. Эти эффекты наблюдаются на рис. 2 и 3.

На рис. 4 показана зависимость критической
амплитуды фазы сжатия  от амплитуды фа-
зы разрежения ∆р01 при различных значениях
начальной объемной концентрации пузырьков
αg0. Длительность фазы разрежения составляет
∆t1 = 100 мкс, фазы сжатия ∆t2 = 50 мкс. С увеличе-
нием степени предварительного разрежения жид-
кости критическая амплитуда фазы сжатия умень-
шается практически линейным образом. Это обу-
словлено ростом газовых пузырьков в период
фазы разрежения, вследствие чего для поджатия
пузырьков до критических размеров, при которых
в газовой фазе достигается температура воспламе-
нения, требуется меньшая амплитуда (энергия) фа-
зы сжатия. При существенном снижении давле-
ния в пузырьковой жидкости ( ) ини-
циализация детонации возможна последующими
импульсами сжатия малой амплитуды, соизмери-
мой с начальным давлением системы ( ).

Линии на рис. 4 расположены близко друг к
другу, что свидетельствует о слабой зависимости
критической амплитуды фазы сжатия  от на-
чального объемного газосодержания пузырько-
вой жидкости.

Также исследовано влияние на критическую
амплитуду фазы сжатия, которая способна ини-
циировать детонационную волну в среде, време-

∗Δ 02p
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ни ∆t01, в течение которого на границе жидкости
выдерживается пониженное давление.

На рис. 5 показана зависимость  при
амплитуде фазы разрежения ∆р01 = 0.05 МПа и
времени действия фазы сжатия ∆t2 = 50 мкс. Вид-
но, что с увеличением длительности фазы разре-
жения ∆t01 с 50 до 400 мкс критическая амплитуда
фазы сжатия линейно уменьшается. Однако, как
показывает расчет, снижение критической ам-
плитуды  с увеличением длительности фазы
разрежения наблюдается до некоторого критиче-
ского значения  (в условиях численного экс-

перимента  ≈ 600 мкс), где  достигает сво-
его минимального значения.

Таким образом, критическая (т.е. минимальная)

амплитуда фазы сжатия , способная иниции-
ровать ДВ в пузырьковой жидкости, значительнo
зависит от времени существования ∆t1 и амплиту-
ды ∆р01 фазы предварительного разрежения и
практически не зависит от начального объемного
газосодержания.

Также проанализировано влияние на критиче-
скую амплитуду  длительности фазы сжатия
∆t2. Как видно из рис. 6, с увеличением длитель-

ности фазы сжатия с 20 до 100 мкс амплитуда ,
вызывающая детонацию в пузырьковой жидко-
сти, нелинейно уменьшается, достигая своего ми-
нимального значения, и после этого не изменяется.
Так как  практически не зависит от началь-
ной концентрации газовой фазы, то на рис. 6
представлена только одна кривая при αg0 = 0.01.
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Рис. 4. Зависимость амплитуды фазы сжатия, способ-
ной инициировать пузырьковую детонацию, от сте-
пени предварительного снижения давления на по-
верхности жидкости при р0 = 0.1 МПа: 1 – αg0 = 0.01,
2 – 0.02, 3 – 0.04.
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Рис. 5. Зависимость критической амплитуды  от
времени фазы предварительного разрежения жидко-
сти; параметры пузырьковой системы ‒ как на рис. 2;
1–3 – см. рис. 4.
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ИНИЦИИРОВАНИЕ ДЕТОНАЦИОННЫХ 
ВОЛН ДВУМЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМИ 

ВОЛНАМИ ДАВЛЕНИЯ
Рассматривается ситуация, когда на границу пу-

зырьковой системы (х = 0) последовательно через
некоторый временной интервал действуют две вол-
ны давления типа “ступенька”. При этом амплиту-
да каждого импульса сжатия не способна иниции-
ровать пузырьковую детонацию на границе среды.
Граничное условие для такого случая имеет вид

На рис. 7 показана эволюция таких волн при
∆р01 = 0.7 МПа, ∆р02 = 2.7 МПа,  = 1.5 мс. Началь-
ные параметры пузырьковой жидкости: р0 =
= 0.1 МПа, αg0 = 0.04. Остальные параметры среды
такие же, как на рис. 2. В момент времени t = 1.0 мс
в жидкости распространяется только первая вол-
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*tРис. 6. Зависимость критической амплитуды  от
времени фазы сжатия при р0 = 0.1 МПа, αg0 = 0.01; па-
раметры сигнала: “амплитуда” фазы разрежения
∆р01 = 0.5 МПа, время фазы разрежения ∆t2 = 200 мкс.
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Рис. 7. Эволюция волн в жидкости и инициирование детонационной волны; на графиках указаны моменты времени;
амплитуды волн: ∆р01 = 0.7 МПа, ∆р02 = 2.7 МПа, αg0 = 0.04.
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на давления. Ее амплитуда такова, что детонация
в системе не возникает, а сама волна распростра-
няется как волна давления в “неактивной” пу-
зырьковой жидкости, например в водовоздушной
смеси. Эта волна имеет осцилляционную струк-
туру, связанную с радиальной инерцией пузырь-
ковой жидкости. При t = 1.5 мс вслед за первой
волной начинает распространяться вторая волна
давления. Амплитуда второй волны (относитель-
но начального давления среды) такова, что при
отсутствии первой волны вторая волна могла бы
инициировать детонационную волну в пузырько-
вой среде. Так как вторая волна распространяется
в области поджатой пузырьковой жидкости с более
высоким начальным давлением, то ее амплитуда
оказывается недостаточной для инициирования
детонации в пузырьковой жидкости (t = 1.7 мс).
Обладая более высокой амплитудой и, следова-
тельно, скоростью, она достаточно быстро дого-
няет первую волну. При этом значения скоростей
как первой, так и второй волны хорошо согласу-
ются с величинами, приведенными для подоб-
ных ситуаций в [9, 20]. В момент времени 2.0 мс вто-
рая волна практически достигает фронта первой
волны. В следующий момент вторая волна опере-
жает первую и распространяется в области пузырь-
ковой жидкости с первоначальным давлением. Так
как при этом амплитуда волны достаточна для ини-
циирования детонации в среде (1.5–2.0 МПа), то в
сжимающихся под воздействием этой волны пу-
зырьках достигается температура воспламенения
газа – в жидкости возникает очаг детонации, вол-
на давления инициирует детонационную волну
(t = 2.05 мс), которая продолжает эволюциониро-
вать в невозмущенной среде. В обратном направле-
нии от очага распространяется волна давления с ам-
плитудой, в 1.5–2 раза превышающей амплитуду
∆р02 (t = 2.2 мс).

На рис. 8 показано инициирование детонаци-
онной волны при начальном газосодержании в
пузырьковой жидкости αg0 = 0.06 и амплитуде
второй волны ∆р02 = 1.7 МПа. Остальные пара-
метры газожидкостной системы и волн давления
такие же, как на рис. 7.

На начальном этапе распространение волн про-
исходит аналогично случаю, представленному на
рис. 7. При этом волны обладают меньшими ско-
ростями из-за большей концентрации газовой
фазы [9, 22]. Скорость у первой волны, распро-
страняющейся в невозмущенной среде с первона-
чальным давлением р0, меньше, чем у второй вол-
ны, распространяющейся по поджатой пузырько-
вой жидкости, аналогично ситуации на рис. 7.
Как следствие, вторая волна догоняет первую к
моменту t = 2.15 мс. После проникновения второй
волны в область жидкости с исходным первона-
чальным состоянием и восстановления давления
за фронтом волны в среде возникает очаг детона-

ции. При этом излучаемая в очаге энергия оказы-
вается достаточной для инициирования ДВ и в
поджатой части пузырьковой жидкости. Распро-
странение ДВ от очага воспламенения происхо-
дит в обоих направлениях (t = 3.48 мс). Причем
амплитуда детонационной волны, эволюциони-
рующей в поджатой части жидкости, может в не-
сколько раз превосходить амплитуду ДВ в области
среды с первоначальным состоянием (t = 3.55 и
3.7 мс). В реальности более высокая амплитуда
“обратной” ДВ может быть обусловлена как боль-
шим давлением в возмущенной части среды, так и
уменьшением размеров пузырьков из-за их дроб-
ления на фронте инициирующей волны давле-
ния. В свою очередь дробление пузырьков, про-
исходящее на фронте падающей волны, может быть
фактором, ограничивающим возможность разви-
тия “обратной детонации” в пузырьковой жидко-
сти. Представленный случай “двусторонней дето-
нации” является теоретическим решением, допус-
каемым предложенной в работе математической
моделью. Данный случай может представлять ин-
терес для анализа возможных режимов протека-
ния детонации в пузырьковых системах.

Как показывают расчеты, возникновение “дву-
сторонней” детонации в пузырьковой жидкости
возможно только при высокой концентрации га-
зовой фазы (αg0 > 0.05), определяющей высокую
сжимаемость пузырьковой жидкости. При этом
достижение условий детонации зависит от ампли-
туды исходных волн и начального состояния си-
стемы. В дальнейшем гипотеза о “двухсторонней
детонации” может быть скорректирована прове-
дением соответствующих экспериментов.

На рис. 9 приведена картина, иллюстрирующая
возможные режимы детонации в пузырьковой жид-
кости в случае инициирования двумя последова-
тельными волнами давления типа “ступенька”
при разных значениях начальной концентра-
ции газовой фазы. По вертикальной оси отло-
жена суммарная амплитуда волн ∆Р0 = ∆р01 +
+ ∆р02, где ∆р01 = const. Проанализирован слу-
чай ∆р01 = 0.7 МПа. Параметры газожидкостной
системы такие же, как на рис. 7.

На рис. 9 показаны три области, каждая из кото-
рых характеризуется определенным типом разви-
тия пузырьковой детонации или ее отсутствием.
В нижней области, обозначенной цифрой 0, ДВ
не возникает. Максимальная суммарная ампли-
туда волн здесь ниже критической амплитуды де-
тонации , вследствие чего температу-
ра воспламенения в поджатых волной пузырьках
не достигается. Небольшая область справа, рас-
положенная между штриховыми линиями, при
αg0 ≥ 0.05 и обозначенная цифрой 2, соответствует
условиям возбуждения “двусторонней” детона-
ционной волны в системе. В данном случае ам-
плитуда давления в очаге взрыва является доста-

∗Δ < Δ0 0( )P P
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точной для инициирования детонационного про-
цесса не только в области пузырьковой жидкости
с первоначальным давлением, но и в поджатой
части среды с высоким давлением. Область 2
ограничена снизу зоной отсутствия детонации в
пузырьковой жидкости, а сверху областью 1, кото-
рая определяет условия возникновения “односто-

ронней” ДВ, характеризующейся распростране-
нием детонационного процесса только в первона-
чальном направлении в область неподжатой
пузырьковой жидкости. Существование зоны с
“двусторонней” волной детонации определяет-
ся высокой сжимаемостью пузырьковой жидко-
сти при больших значениях начальной концен-

Рис. 8. Эволюция волн в жидкости и инициирование детонационной волны; на графиках указаны моменты времени;
амплитуды волн: ∆р01 = 0.7 МПа, ∆р02 = 1.7 МПа, αg0 = 0.06.
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трации газовой фазы. Возникает зона при
суммарной амплитуде волн равной или незначи-
тельно превосходящей критическую амплитуду
детонации для области жидкости в первоначаль-
ном состоянии . Если суммарная ам-
плитуда волн при проникновении второй волны
во фронт первой волны в область невозмущен-
ной жидкости оказывается заметно выше кри-
тической амплитуды инициирования детонации
в этой части жидкости , то ДВ в об-
ратном направлении не возникает из-за сильной
поджатости среды изначальными волнами, т.е.
ДВ эволюционирует только в первоначальном
направлении.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе на основе численного эксперимента

исследована возможность возбуждения детона-
ционных волн в химически активной пузырько-
вой жидкости волнами малой амплитуды, кото-
рые при обычных условиях не способны иниции-
ровать пузырьковую детонацию.

Показано, что одним из таких способов может
быть предварительное снижение давления на гра-
нице жидкости с последующим воздействием на
среду волной сжатия. В данном случае амплитуда
воздействующего импульса давления, способно-
го инициировать детонационную волну в пузырь-
ковой системе, может быть в несколько раз меньше
критической амплитуды, обеспечивающей пузырь-
ковую детонацию в “обычных” условиях.

Выявлено, что минимальная амплитуда волны
сжатия, вызывающая детонационную волну в пред-
варительно разреженной жидкости, существенным
образом зависит от параметров воздействующего
сигнала: степени снижения давления и длитель-
ности фаз разрежения и сжатия. В частности, по-
казано, что при предварительном снижении на-
чального давления на границе пузырьковой жидко-

∗Δ ≥ Δ0 0( )P P

∗Δ ≥ Δ0 0( )P P

сти импульсом разрежения, амплитуда которого
составляет 0.8 от начального давления, инициали-
зация пузырьковой детонации в системе возмож-
на волной сжатия малой амплитуды, которая мо-
жет не превышать начального давления среды.

Другим способом возбуждения детонации в пу-
зырьковой жидкости с воспламеняющимся газом
является воздействие на ее границу двумя после-
довательными волнами сжатия, каждая из кото-
рых не способна вызвать детонацию на поверхно-
сти жидкости. Если вторая волна обладает большей
амплитудой, чем первая, то, распространяясь с
большей скоростью, она догоняет первую волну
и, проникая через ее фронт, может инициировать
детонационную волну в области невозмущенной
жидкости. В таком случае детонационный про-
цесс развивается не от поверхности, а изнутри пу-
зырьковой системы.

Выявлено, что в зависимости от начального
объемного газосодержания пузырьковой жидко-
сти и амплитуды исходных волн эволюция дето-
национной волны в системе может происходить в
обе стороны от очага воспламенения или только в
направлении первоначального распространения
волн. В частном случае построена картина, иллю-
стрирующая условия, при которых формируется
тот или иной вид детонационной волны.

Работа выполнена в рамках госзадания в сфере
научной деятельности № FEUR-2020-0004 (на-
именование проекта “Решение актуальных задач
и исследование процессов в нефтехимических
производствах, сопровождающихся течениями
многофазных сред”).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Сычев А.И. Волна детонации в системе жидкость–

пузырьки газа // ФГВ. 1985. Т. 21. № 3. С. 103.
2. Сычев А.И., Пинаев А.В. Самоподдерживающаяся

детонация в жидкостях с пузырьками взрывчатого
газа // ПМТФ. 1986. № 1. С. 133.

3. Пинаев А.В., Сычев А.И. Структура и свойства дето-
нации в системах жидкость–пузырьки газа // ФГВ.
1986. Т. 22. № 3. С. 109.

4. Пинаев А.В., Сычев А.И. Влияние физико-химиче-
ских свойств газа и жидкости на параметры и усло-
вия возникновения детонационных волн в систе-
мах жидкость–пузырьки газа // ФГВ. 1987. Т. 23.
№ 6. С. 76.

5. Сычев А.И. Влияние размера пузырьков на харак-
теристики волн детонации // ФГВ. 1995. Т. 31. № 5.
С. 83.

6. Кочетков И.И., Пинаев А.В. Ударные и детонацион-
ные волны в жидкости и пузырьковых средах при
взрыве проволочки // ФГВ. 2012. Т. 48. № 2. С. 124.

7. Кочетков И.И., Пинаев А.В. Ударно-волновые про-
цессы при взрыве проводников в воде и пузырько-
вых средах // ФГВ. 2015. Т. 51. № 6. С. 109.

8. Ждан С.А. О стационарной детонации в пузырько-
вой среде // ФГВ. 2002. Т. 38. № 3. С. 85.

Рис. 9. Режимы детонации в пузырьковой жидкости
при воздействии последовательными волнами давле-
ния при р0 = 0.1 МПа, амплитуде первой волны
∆р01 = 0.7 МПа.

�p0, МПа

0

2.6

2.2

1.8

1.4

1.0
0.060.040.020

ag0

1

2



724

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

ГИМАЛТДИНОВ, ЛЕПИХИН

9. Кедринский В.К. Гидродинамика взрыва: экспери-
мент и модели. Новосибирск: Изд-во СО РАН,
2000. 435 с.

10. Сычев А.И. Влияние начального давления пузырь-
ковых сред на характеристики волн детонации //
ЖТФ. 2015. Т. 85. № 4. С. 126.

11. Гималтдинов И.К., Лепихин С.А. Особенности вли-
яния скольжения фаз и начального давления на
динамику детонационных волн в пузырьковой
жидкости // ТВТ. 2019. Т. 57. № 3. С. 459.

12. Сычев А.И. Управляемая пузырьковая детонация //
ТВТ. 2019. Т. 57. № 2. С. 291.

13. Tukhvatullina R.R., Frolov S.M. Numerical Simulation
of Shock and Detonation Waves in Bubbly Liquids //
Shock Waves. 2020. V. 30. Iss. 3. P. 263.

14. Сычев А.И. Ударные волны в многокомпонентных
средах “жидкость–пузырьки газа–капли жидко-
сти” // ТВТ. 2011. Т. 49. № 3. С. 409.

15. Ляпидевский В.Ю. Структура детонационных волн
в многокомпонентных пузырьковых средах //
ФГВ. 1997. Т. 33. № 3. С. 104.

16. Гималтдинов И.К., Кучер А.М. Детонационные
волны в многокомпонентной пузырьковой жидко-
сти // ТВТ. 2014. Т. 52. № 3. С. 423.

17. Гималтдинов И.К., Арсланбекова Р.Р., Левина Т.М.
Особенности динамики постдетонационных волн //
Теплофизика и аэромеханика. 2016. Т. 23. № 3. С. 371.

18. Гималтдинов И.К., Левина Т.М. Особенности дина-
мики детонационных волн в пузырьковой жидко-
сти при прохождении границы “водоглицерино-

вый раствор – масло” // Изв. ТПУ. Инжиниринг
ресурсов. 2017. Т. 328. № 8. С. 55.

19. Сычев А.И. Столкновение детонационных волн в пу-
зырьковых средах // ЖТФ. 2019. Т. 89. № 2. С. 179.

20. Лепихин С.А., Галимзянов М.Н., Гималтдинов И.К.
Инициирование детонационных волн в каналах
переменного сечения, заполненных жидкостью
с пузырьками горючего газа // ТВТ. 2010. Т. 48.
№ 2. С. 234.

21. Топольников А.С., Гималтдинов И.К. Динамика де-
тонационных волн в каналах переменного сечения,
заполненных пузырьковой жидкостью // Теплофи-
зика и аэромеханика. 2014. Т. 21. № 4. С. 509.

22. Нигматулин Р.И. Динамика многофазных сред.
Т. 1. М.: Наука, 1987. 464 с.

23. Шагапов В.Ш., Абдрашитов Д.В. Структура волн
детонации в пузырьковой жидкости // ФГВ. 1992.
Т. 28. № 6. С. 89.

24. Нигматулин Р.И., Шагапов В.Ш., Вахитова Н.К. Про-
явление сжимаемости несущей фазы при распро-
странении волн в пузырьковой среде // ДАН СССР.
1989. Т. 304. № 5. С. 1077.

25. Шагапов В.Ш., Вахитова Н.К. Волны в пузырько-
вой системе при наличии химических реакций в
газовой фазе // ФГВ. 1989. Т. 25. № 6. С. 14.

26. Самарский А.А., Попов Ю.П. Разностные схемы га-
зовой динамики. М.: Наука, 1973. 496 с.

27. Аганин А.А., Ильгамов М.А. Динамика газового пу-
зырька при возбуждении импульсами сжатия и
разрежения в жидкости // Докл. РАН. 2002. Т. 382.
№ 2. С. 176.



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР, 2022, том 60, № 5, с. 725–739

725

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 
ТИПА В НЕЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЯХ

© 2022 г.   Э. М. Карташов*
МИРЭА – Российский технологический университет

(Институт тонких химических технологий им. М.В. Ломоносова), Москва, Россия
*E-mail: kartashov@mitht.ru

Поступила в редакцию 09.08.2021 г.
После доработки 05.09.2021 г.

Принята к публикации 28.09.2021 г.

Развита математическая теория построения интегральных соотношений нового вида в аналитиче-
ских решениях краевых задач для уравнений параболического типа в областях с границами, переме-
щающимися во времени (нецилиндрические области). Для равномерного закона перемещения гра-
ницы предложена модификация метода обобщенных тепловых потенциалов простого и двойного
слоя, что приводит к функциональным соотношениям нового (простейшего) вида по сравнению с
результатами, известными ранее, основанными на переходе и дальнейшем решении интегральных
уравнений Вольтерра при нахождении неизвестной плотности потенциалов. Развитый метод осно-
ван на предварительном нахождении операционной (по Лапласу) форме плотности потенциала, что
значительно сокращает громоздкости и вычислительные трудности, имеющие место при традици-
онном применении тепловых потенциалов для решений уравнений параболического типа в неци-
линдрических областях. Рассмотрены многочисленные случаи для ограниченной и частично огра-
ниченной областей, представляющие практический интерес для многих приложений. Развита теория
метода функций Грина для нецилиндрических областей. Предложены интегральные соотношения для
записи аналитических решений краевых задач для уравнений параболического типа через краевые
функции в исходной постановке задачи и соответствующих функций Грина. Изучен случай корне-
вой зависимости движущейся границы. Выявлен ряд специфических особенностей модельных
представлений нестационарного теплопереноса в областях с движущимися границами.

DOI: 10.31857/S004036442204007X

ВВЕДЕНИЕ
Изучение тепловой реакции областей, грани-

цы которых перемещаются во времени, относятся
к числу труднейших разделов аналитической тео-
рии теплопроводности твердых тел [1]. Для урав-
нения параболического типа такого рода краевые
задачи являются предметом практически необо-
зримого числа исследований. С годами их поток
не уменьшается, охватывая все новые содержа-
тельные математические объекты и все большее
число самых разнообразных приложений. Подоб-
ные задачи возникают в проблемах атомной энер-
гетики и безопасности атомных реакторов; при
изучении процесса горения в твердотопливных
ракетных двигателях; при использовании элек-
трических разрядов, в явлениях электрического
взрыва проводников и других процессах, характе-
ризующихся высокой температурой (плавящиеся
электрические контакты, воздействие электриче-
ской дуги в контактах, эрозия электрических кон-
тактов); в ряде проблем экологии и медицины;
при лазерном воздействии на твердые тела; при
фазовых превращениях (задача Стефана и задача
Веригина (в гидромеханике) с более сложными

граничными условиями, а также более общая
краевая задача для уравнения параболического
типа со свободной границей), в том числе при за-
мораживании грунта и твердении бетона, при
промерзании растворов и пористых тел; в процес-
сах сублимации при замораживании, плавлении;
в кинетической теории роста кристаллов; в ряде
проблем термомеханики (при тепловом ударе,
термическом разложении, тепловой защите кос-
мических аппаратов); в теории оптимизации и
вычислительном эксперименте; в плазмодинами-
ке и при плазменном покрытии; в ряде вопросов
гидромеханики, фильтрации, абляции, прочно-
сти твердых тел, электродинамики, упругости
и т.д. (ссылки в [1]).

С точки зрения математической физики крае-
вые задачи для уравнения параболического типа в
области с движущейся границей принципиально
отличны от классических (для областей цилин-
дрического вида). Вследствие зависимости гра-
ницы области от времени к этому классу задач в
общем случае неприменимы методы разделения
переменных и интегральных преобразований Фу-
рье–Ханкеля–Лапласа [2], поскольку, оставаясь
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в рамках классических методов математической
физики, не удается согласовать решение уравне-
ния теплопроводности с движением границы об-
ласти теплопереноса. Развитие этой проблемы
шло, по-видимому, следующим образом. С одной
стороны, точные решения задач подобного типа
удалось получить при помощи удачных догадок, ис-
кусственных приемов, причем для весьма ограни-
ченного числа случаев движения границы (в начале
линейного движения в области , за-
тем параболического –  [2]) и для
частного вида граничных условий: постоянных и
первого рода. С другой стороны, на этих задачах
при весьма общей их постановке отрабатывались
классические методы решения краевых задач для
дифференциальных уравнений математической
физики: методы тепловых потенциалов; контурно-
го интегрирования; продолжений; функций Грина;
вариационные; разложения искомой функции в
ряд по обобщенным степеням; обобщения конеч-
ных интегральных преобразований на нецилин-
дрические области; функциональных преобразо-
ваний Гринбeрга, а также методы, основанные на
использовании интегральных, интегродифферен-
циальных или обыкновенных дифференциальных
уравнений: разностные, асимптотические и чис-
ленные. Объясним был и тот факт, что для реше-
ния одного и того же класса задач применялись
различные подходы. Так, решение одной и той же
тепловой задачи можно искать в различных клас-
сах функций, определяемых аналитическим под-
ходом при решении задачи. Эти функции должны
быть таковыми, чтобы они, во-первых, достаточ-
но легко находились и, во-вторых, обеспечивали
сходимость процесса настолько хорошо, чтобы
можно было сделать требуемые в задаче заключе-
ния о свойствах полученного решения. Представ-
ление аналитического решения задачи в эквива-
лентных функциональных формах (тождественных
в смысле числа) имеет большую практическую цен-
ность, так как позволяет варьировать решение в за-
висимости от постановки задачи: например, реше-
ние в форме ряда типа Фурье, удобной для больших
времен (находится интегральным преобразова-
нием Фурье), или в виде формулы суммирования
Пуассона, более подходящей для малых времен
(находится операционным методом). Для обла-
стей с движущимися границами это обстоятель-
ство имеет особенно важное значение с учетом
широкого применения задач такого класса, отме-
ченного выше. В то же время следует подчерк-
нуть, что, несмотря на хорошо развитую аналити-
ческую теорию нестационарного тепломассопе-
реноса и близких направлений (ссылки в [1]),
достигнутые за последние два десятилетия успехи
в нахождении точных аналитических решений за-
дач для различных законов движения границы
весьма незначительны. По-видимому, одной из

> + >v , 0x l t t
> β >, 0x t t

причин такого положения являются технические
трудности вычислительного характера при на-
хождении точного аналитического решения зада-
чи и ослабленное внимание к этой области анали-
тической теории переноса. В известном обзоре [3]
академик Лыков А.В. коснулся проблемы распро-
странения классических методов математической
физики на области с границами, движущимися во
времени, в частности, на применение наиболее
употребительных методов функций Грина и теп-
ловых потенциалов в нецилиндрических обла-
стях. В [3] отмечалась “сложность и громоздкость
этих методов, хотя для областей с подвижными
границами они, возможно, незаменимы”. Изла-
гаемая ниже модифицированная теория тепло-
вых потенциалов не связана с необходимостью
решения интегральных уравнений в рамках об-
щепринятого классического подхода при приме-
нении тепловых потенциалов обобщенного типа
простого и двойного слоя в нецилиндрических
областях [4]. При использовании развитой теории
для нахождения соответствующих функций Грина
получаются функциональные конструкции нового
вида, весьма удобные для проведения числовых
экспериментов.

ПОСТАНОВКА КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Пусть  нецилиндрическая область в фазовом
пространстве  измерений, сечение которой
плоскостью-характеристикой 
есть выпуклая область  изменения

  кусочно-гладкая поверх-
ность, зависящая от времени ( ) и ограни-
чивающая область ; n – внешняя нормаль к

, вектор, непрерывный в точках , так что
. Пусть  тем-

пературная функция, удовлетворяющая условиям
задачи

(1)

(2)

(3)

Краевые функции в (1)–(3) принадлежат клас-
су решений

Искомое решение:
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В областях с движущимися границами, как и в
случае цилиндрических областей, также можно
говорить о первой ( ), второй ( ) или
третьей ( ) краевых задачах. Однако
указанная эквивалентность в записи граничных
условий сохраняется не всегда. В частности, усло-
вие теплоизоляции движущейся границы  при
t > 0, где  – непрерывно дифференцируемая
функция с конечными производными любого по-
рядка, имеет вид [2]

(4)

и для скорости движения 

 выражение (4) совпадает с классической
записью тепловой изоляции неподвижной грани-
цы, вытекающей из закона Фурье в скалярной
форме [2]. Специфические особенности области
с движущейся границей проявляются и в поста-
новке краевых задач для соответствующих функ-
ций Грина. Здесь следует проявить особое внима-
ние при нахождении функций Грина для второй и
третьей краевых задач (см. ниже).

В отношении каждой из краевых функций
(1)–(3) возникают вопросы корректности их по-
становки: существование решения, единствен-
ность решения, устойчивость решения. Эти во-
просы рассматриваются в качественной теории
уравнений параболического типа в областях с
криволинейными границами [5]. Задачи, не удо-
влетворяющие перечисленным требованиям, на-
зываются некорректно поставленными. В 1962 г.
А.Н. Тихонов разработал новые подходы к реше-
нию некорректно поставленных задач, в основе
которых лежало фундаментальное понятие регу-
ляризирующего оператора (ссылки в [1]). Изучае-
мые ниже математические модели корректны по
постановке. При этом предполагается, что крае-
вые функции в (1)–(3) и законы перемещения
границы – гладкие функции, для которых суще-
ствуют все преобразования, вытекающие по ходу
действия. Эти функции задаются практикой мно-
гочисленных приложений математических моде-
лей (1)–(3). В 1930-х гг. С.Л. Соболев разработал
теорию обобщенных решений для уравнений в
частных производных. В дальнейшем получили
развитие качественная теория краевых задач для
параболических уравнений в обобщенной поста-
новке в пространствах Соболева и других функ-
циональных пространствах и теория этих про-
странств для решения задач (теоремы вложения;
теоремы о следах; компактность вложения и тео-
рия усреднения и т.д.) и др. (ссылки в [1]). Эти во-
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просы детально рассмотрены в недавно вышед-
шей книге [6].

МЕТОД ФУНКЦИЙ ГРИНА
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 

ТИПА В НЕЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБЛАСТЯХ

Для областей с движущимися границами (не-
цилиндрические области) метод функций Грина
является одним из наиболее эффективных. Ме-
тод предполагает предварительное рассмотрение
более простой модели при нахождении соответ-
ствующей функции влияния (функции Грина) и
позволяет получить интегральное представление
аналитических решений обширного класса задач
нестационарного переноса в зависимости от неод-
нородностей в исходной постановке задачи. Одна-
ко для нецилиндрических областей появляются
особенности, свойственные при наличии дви-
жущихся границ. Следует кратко остановиться
на указанном методе для цилиндрических (клас-
сических) областей.

Пусть D – конечная или частично ограничен-
ная выпуклая область изменения М(х, у, z); S –
кусочно-гладкая поверхность, ограничиваю-
щая область D; n – внешняя нормаль к S;

 – цилиндрическая область в
фазовом пространстве (х, у, z, t) с основанием D
при t = 0; Т(М, t) – температурная функция, удо-
влетворяющая условиям задачи:

(5)

(6)

(7)

Здесь

Искомое решение:

В силу принципа суперпозиции, справедливо-
го для линейных задач переноса, можно записать
интегральное представление для Т(М, t) в виде [2]
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(8)

если известна соответствующая функция Грина
 для данной области как решение

более простой задачи для однородного
уравнения (5) с однородными граничными усло-
виями того же вида, что и (7):

(9)

(10)

Здесь  – дельта-функция Дирака. Если
рассматривать  как функцию точки P
и времени , то для нахождения G следует решать
эквивалентную задачу для сопряженного с (9)
уравнения

(11)

(12)

(13)

Если область D ограничена, то функция Грина
G имеет вид [2]

где  и  – собственные функции и соб-
ственные значения соответствующей (5)–(8) од-
нородной задачи

Здесь  – квадрат нормы собственных функ-
ций
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Пусть теперь  – нецилиндрическая область,
т.е. сечение  плоскостью-характеристикой

 есть область  с границей , за-
висящей от времени t. Следует выяснить, что ме-
няется в постановках краевых задач (9), (10) и
(11)–(13) относительно функции Грина 
по переменным  и  (для цилиндриче-
ских областей формулировка граничных условий
остается неизменной, уравнение (9) заменяется
на сопряженное (11)).

Рассмотрим область 
, где  – непрерывно дифференцируе-

мые функции, в которой  удовлетворяет
условиям

(14)

(15)

(16)

Характерным для данной задачи является на-
личие движущихся во времени границ и, следова-
тельно, то обстоятельство, что функция Грина

 в силу ее физического смысла (тепло-
вой импульс мощностью  [4]) зависит не от
разности , а от  и , так как определяющим
будет не только время действия , но и мо-
мент  возникновения импульса. Представим

 в виде [7]

(17)

где  – фундаментальное решение уравнения
(14) (при f = 0). Функция  удовлетворяет одно-
родному уравнению (14) по переменным  и
сопряженному с (14) (при f = 0) по переменным

. Функция q – регулярная составляющая
функции Грина (17), выбирается так, чтобы удо-
влетворялись уравнение

и начальное условие . Отсюда
имеем для функции  в соответствии с
(11), (12)

Ωt
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(18)

(19)

Рассмотрим равенство

Проинтегрируем данное равенство по
:

(20)

Соотношение (20) справедливо при всех 
и, следовательно, его можно проинтегрировать
по  для , где  – сколь угодно ма-
лое число (при  подынтегральные
функции в (20) достаточно регулярны, так как ис-
ключена особенность у функции G в точке 
при ). Получаем

Вынося слева оператор  за знак определен-
ного интеграла и переходя к пределу при ,
учитывая (19) и равенство

получаем основную интегральную формулу, даю-
щую представление произвольных решений урав-
нения (14) в области с движущимися границами:
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(21)

Предполагается, что в (16) заданы граничные
условия: а) либо первого рода ;
б) либо второго рода ; в) либо

третьего рода ( , где  –
относительный коэффициент теплообмена). Ес-
ли функцию  выбрать так, чтобы удо-
влетворялись граничные условия в случаях

а) первой краевой задачи

(22)

б) второй краевой задачи

(23)

в) третьей краевой задачи

(24)

то из (20) получаем искомые интегральные пред-
ставления для Т(х, t) в виде:

а) первая краевая задача

б) вторая краевая задача
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в) третья краевая задача

Остановимся подробнее на рассмотрении функ-
ции  в виде (17), которая удовлетворяет
(18), (19) и одному из граничных условий (22)–(24)
в зависимости от типа краевой задачи (14)–(16).

Рассмотрим функцию , определяе-
мую условиями

(25)

(26)

(27)

где (как и в (16))  в случае первой краевой
задачи,  – второй и 
для третьей краевой задачи. Покажем, что

. Доказательство прово-
дится для второй краевой задачи, остальные слу-
чаи могут быть рассмотрены аналогично.

Проинтегрируем выражение
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по х" в интервале от  до , где . По-
лучаем, учитывая граничные условия, для  и G

(28)

Проинтегрируем далее (28) в промежутке
, где  – сколь угодно малое число.

Повторяя предыдущие рассуждения (как и при
выводе соотношения (21)), находим

Переходя к пределу при , получаем

(29)

С другой стороны, интегрируя (28) в проме-
жутке , что дает

и устремляя , приходим к выражению

(30)

Сравнение (29) и (30) показывает, что 
. Используя подходы [5, 6], можно

доказать существование и единственность ре-
шения задачи (25)–(27), если каждая кривая

, дифференцируема и производные

 удовлетворяют условию Гельдера порядка

.

Таким образом, функция  может
быть найдена как решение эквивалентных задач
(18), (19), (22)–(23) и (25)–(27), и в областях с
движущимися границами не сохраняется эквива-
лентность в записи граничных условий в поста-
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новках задач по (х, t) и ( ) в отличие от цилин-
дрических областей (см. (10) и (13)). В этих случаях
следует проявлять особое внимание при нахожде-
нии функций Грина для второй и третьей краевых
задач, а также и при наличии смешанных гранич-
ных условий на движущихся границах. Всякий
случай нахождения функции Грина соответству-
ющей краевой задачи для той или иной области
весьма важен, так как содержит в себе обширную
информацию, позволяя выписать большое число
аналитических решений в зависимости от неод-
нородностей в (14)–(16). Здесь, как и в случае ци-
линдрических областей, также можно говорить о
первой, второй или третьей краевых задачах
при соответствующих значениях коэффициен-
тов  в (16). Однако указанная эквива-
лентность в записи граничных условий сохраня-
ется не всегда. В частности, как показано выше в
(4) , условие теплоизоляции движущейся границы
области , где  при  – не-
прерывно дифференцируемая функция с конечны-
ми производными любого порядка, имеет вид [2]

(31)

и для скорости движения 
( ) выражение (31) совпадает с класси-
ческой записью тепловой изоляции неподвиж-
ной границы

МОДИФИКАЦИЯ МЕТОДА ТЕПЛОВЫХ 
ПОТЕНЦИАЛОВ ДЛЯ ОБЛАСТЕЙ
С РАВНОМЕРНО ДВИЖУЩЕЙСЯ 
ГРАНИЦЕЙ , 

В обзоре [3] и книгах [4, 7] описаны обобщен-
ные тепловые потенциалы простого и двойного
слоя как один из возможных аналитических ме-
тодов решения краевых задач (5)–(7).

Модифицированный метод оказался особенно
эффективным для областей с равномерно дви-
жущейся границей, имеющей многочисленные
практические приложения, причем как при ре-
шении задач в исходной постановке (14)–(16)
(при  или ), так и при построении
соответствующей функции Грина. Получаемые
при этом аналитические решения задачи имеют
новую (простейшую) интегральную форму, от-
личную от известных ранее.

Для сокращения выкладок рассмотрим в
(14)–(16) область:  , т.е. случай
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чие неоднородностей в (14), (15) рассмотрено ниже.
Следует заметить, что область 

 для  (14)–(16) легко сводится к рассмат-
риваемому случаю, т.е. к области  
с помощью преобразований

Решение  ищем в виде суммы тепловых
потенциалов [1]:

(32)

где  и  – искомые неизвестные плотно-
сти потенциалов. Выражение (32) запишем в про-
странстве изображений по Лапласу:

(33)

где , .

Таким образом, для нахождения оригинала
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Удовлетворяя в (32) граничным условиям (16)
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(35)

где . Исключая из системы

функциональных уравнений (35) вначале ,
а затем , найдем

(36)

(37)

Обозначим

(38)

и перепишем (36), (37) в виде

(39)
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С помощью подстановки [2]
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уравнения (39) и (40) приводятся к уравнению с
постоянными коэффициентами

(42)

(43)

Непосредственной проверкой можно убе-
диться, что искомым частным решением функ-
ционального уравнения 

является функция , если
этот ряд сходится. Но ряд типа

, к которому при-

водятся решения уравнений (42) и (43), сходится,

так как . Находим , , и далее

из (38) и (41) искомые изображения плотностей
потенциалов (32) в виде (33):
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(46)

Переходя в пространство оригиналов, получа-
ем искомое интегральное представление анали-
тического решения :

Соотношение (46) позволяет рассмотреть ряд
интересных приложений. Одно из них – построе-
ние функции Грина  первой краевой
задачи для уравнения (14) с начальным условием
(15) в рассматриваемой области. Функция G для
этого случая удовлетворяет условиям

(47)

(48)

(49)

Представим  в виде [2]
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где  – фундаментальное решение уравнения
теплопроводности, q – регулярная составляющая
функции Грина. Переходя в (47)–(49) к функции
q при , находим

(50)

(51)

Изображение  может быть выписа-
но непосредственно с помощью соотношения (46),
если учесть, что в случае (50), (51) операционное
изображение функций, входящих в (46), имеет вид

Подставляя эти функции в (46) и переходя к
оригиналам, находим искомое выражение для
функции Грина :
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где , . Исследуя полученное вы-

ражение, объединим экспоненты, содержащие в
показателе п2. Тогда под знаком ряда появится мно-

житель . Отсюда следует,
что ряд (52) сходится и для отрицательных значений

, если . Но при  (  < 0) заданная

область исчезает. Следовательно, выражение (52)
можно использовать для любых значений .

Теперь можно учесть неоднородности в (14),
(15) и написать соответствующее интегральное
представление аналитического решения первой
краевой задачи через функцию Грина (52) [2]:

Выражение (52) позволяет записать 
первой краевой задачи для центрально-симмет-
рической области , , если учесть,
что с помощью подстановки  этот случай
сводится к изученному в декартовой системе ко-
ординат . Находим

где . Для других граничных условий
специфические особенности метода заключают-
ся лишь в решении конечно-разностного урав-
нения и переходе к оригиналу. Так, для гранич-
ных условий смешанного типа в (16)
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(  > 0) соответствующая функция Грина имеет
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где  – функция Лапласа.

Метод может быть распространен также на не-
которые другие области и законы движения гра-
ницы. Особенно эффективным метод становится
для области , . Решение задачи

(53)

(54)

(55)
записывается в виде обобщенного теплового по-
тенциала простого слоя по кривой 

(56)

Здесь  – неизвестная плотность потен-
циала, подлежащая нахождению из граничного
условия (54). В пространстве изображений по Ла-

пласу , ,

 выражение (56) принимает вид

Отсюда следует, что неизвестную плотность
следует искать относительно вида .
Конечное операционное (базовое) решение зада-
чи (53)–(55) имеет вид
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Выражение (57) включает в себя многочислен-
ные частные случаи граничной функции  в
(54), представляющие практический интерес: од-
нородные, импульсные, пульсирующие, перио-
дические и т.д. Переход к оригиналам происходит
по известным правилам операционного исчисле-
ния и приводит к аналитическим решениям весь-
ма компактного вида. Так,

для первой краевой задачи 

для второй краевой задачи 

для третьей краевой задачи  =

=

где .
Все рассуждения сохраняются и при наличии в

(53) однородного нестационарного источника .
В этом случае справа в (56) появляется слагаемое

, незначительно усложняющее выкладки.

ФУНКЦИИ ГРИНА ДЛЯ ЧАСТИЧНО 
ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ

Наиболее сложный случай – нахождение аналити-
ческого решения задачи в  
при наличии в исходной постановке неоднородных и
нестационарных краевых функций:
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 – искомое решение 

; . В этом
случае целесообразно записать интегральное
представление решения задачи через функцию
Грина . Выражение (57) позволяет это
сделать с минимальными выкладками. Рассмот-
рим последнее подробно.

Согласно (47)–(49), функция Грина для крае-
вой задачи (58)–(61) находится из условий
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даментального решения уравнения (62) и регу-
лярной составляющей

(63)

В случае третьей краевой задачи, согласно (63),
имеем для функции 

(64)

где , . Теперь в соответствии с
подходом (57) в граничном условии (64) выделя-
ется функция

находится ее изображение в виде, указанном в (57):

и выполняется переход с помощью (57) к изобра-
жению для 

(65)

Обращаясь в (65) к оригиналам и учитывая
(63), находим функцию Грина для третьей крае-
вой задачи в области  :
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Полагая в (65) , находим функцию Грина
для второй краевой задачи

Предельный переход при  в (65) приво-
дит к функции Грина для первой краевой задачи:

Интегральная запись аналитического решения
задачи (58)–(62), согласно (8), имеет вид

(66)

где  в случае первой краевой зада-
чи;  – второй краевой зада-
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решение такой задачи при 
 на основании (66) имеет следу-

ющий вид:

(67)

На рис. 1 приведены построенные по соотно-
шению (67) зависимости T(z, Fo) от Fo в сечении
z = 2 при Pe = 0,  = 1 и различных значениях .
Характер кривых на рисунке является типичным
для теплообмена в области z > 1 с внутренним одно-
родным источником теплоты. Однако с появлени-
ем движения границы ситуация резко меняется, что
отражено на рис. 2, построенном также по соотно-
шению (67) при тех же условиях. При z > 1 + PeFo
для сечения z = соnst имеем 0 < Fo < (z – 1)/Pe и
при z = 2 в интервале Fo  (0, 1/Pe) существует мо-
мент времени, при котором температура достига-
ет максимального значения. Последнее обстоя-
тельство имеет важное прикладное значение в
термомеханике при изучении теплового удара [8],
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приводящего к разрывам сплошности во внут-
ренних слоях твердого тела. 

Метод тепловых потенциалов можно эффек-
тивно использовать при нахождении аналитиче-
ских решений сравнительно новых задач тепло-
проводности с интегральным граничным условием,
встречающихся при моделировании ряда процессов
экологии, биологии, физики плазмы, термомеха-
ники [1]. Здесь могут быть получены результаты,
представляющие существенный интерес. Напри-
мер, решение задачи

(68)

(69)

где y(t) – известная функция времени, следует за-
писать в виде теплового потенциала

Неизвестная плотность  данного потен-
циала находится из граничного условия (69), что
приводит к уравнению

(70)

Пусть в (68) . Операционное решение
интегрального уравнения (70) имеет вид
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Рис. 1. Зависимости температурной функции 
от безразмерного времени Fo в случае нагрева с по-
стоянной температурой на границе и источником
теплоты постоянной мощности в сечении z = 2 при

= 1, Ре = 0 и различных значениях мощности ис-
точника: 1 – q0 = 0, 2 – 0.5, 3 – 1, 4 – 2, 5 – 3.
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Рис. 2. Зависимости температурной функции 
от безразмерного времени Fo в случае нагрева с по-
стоянной температурой на границе и источником
теплоты постоянной мощности в сечении z = 2 при

= 1, Ре = 0.35 и различных значениях мощности
источника: 1 – q0 = 0, 2 – 0.5, 3 – 1, 4 – 2, 5 – 3.
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Пусть , тогда уравнение (70) имеет
решение

КОРНЕВАЯ ЗАВИСИМОСТЬ

Как отмечалось выше, искусственные прие-
мы, подстановки, преобразования могут в ряде
случаев оказаться весьма эффективными при на-
хождении аналитических решений уравнений па-
раболического типа в нецилиндрических областях.
Рассмотрим один из таких приемов для области с
границей, движущейся по корневой зависимости:

(71)

(72)

(73)

(74)

Вместо независимой переменной  вводится
новая переменная  (i – мнимая
единица), а вместо функции  – последова-
тельно новые функции   

 Тогда задача (71)–(74) прини-
мает вид

(75)
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Пусть граничная функция  раскладывается

в ряд вида  где  произ-
вольное число. Решение преобразованной задачи
нужно искать в виде функционального ряда того
же вида, но с неизвестными коэффициентами:
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Уравнение (75) с условиями (76), (77) приво-
дит к уравнению Вебера для функций параболи-
ческого цилиндра  :

откуда находим 
. Искомое решение в си-

стеме координат  будет иметь вид

(78)

Выражение (78) включает ряд частных случа-
ев, известных в литературе. Например, пусть

, тогда можно воспользоваться
полученным специально для этого случая преоб-
разованием

(79)

где 

функция Лапласа.
Следует заметить, что соотношение (79) может

представлять интерес для теории специальных
функций. Решение (78) приводится к виду

полученному в [8]. Если , то аналогично
можно найти известное решение [2]

Изложенный прием дает возможность полу-
чить более значимый результат, а именно функ-
цию Грина первой краевой задачи для уравнения
(71). Опуская длительные выкладки, приведем
конечный результат
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где pn — нецелые корни уравнения

.

В таблице приводятся полученные численными
методами нецелые корни уравнения 
при различных фиксированных значениях аргу-
мента z функции параболического цилиндра.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Несмотря на кажущуюся простоту математи-
ческих моделей нестационарного теплопереноса
в областях с движущими во времени границами,
приведенные задачи являются далеко не триви-
альными для получения их точного аналитиче-
ского решения. Практически изучены простей-
шие случаи для линейного, параболического
(корневого), квадратичного законов движения
границы, хотя и для этих случаев (в декартовой
системе координат) аналитическая теория тепло-
проводности находится лишь в начале своего раз-
вития. Что касается более сложных законов дви-
жения границы как в декартовой, так и в цилин-
дрической (радиальный поток) и сферической
(центральная симметрия) системах координат, то
в [1] намечены лишь возможные пути изучения
теплопереноса в такого рода областях, и предсто-
ит большая работа по нахождению аналитиче-
ских решений соответствующих задач теплопро-
водности, изучению свойств этих решений и
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построению температурных номограмм. Как
показывает анализ литературных источников в
[1], при решении такого рода задач возникает
большой круг проблем вычислительной матема-
тики, теории специальных функций, методов ма-
тематической физики. Ситуация еще более
усложняется при переносе движения границ на
краевые задачи нестационарной теплопроводно-
сти для уравнений гиперболического типа на ос-
нове гипотезы А.В. Лыкова о конечной скорости
распространения тепла [9–11], на деформируе-
мые среды с учетом эффекта связанности поля
температуры и деформаций в уравнении тепло-
проводности [12], на задачи напыления высоко-
температурного теплозащитного покрытия [13]
и др. Указанные случаи представляют собой
практически не разработанную область аналити-
ческой теории теплопроводности твердых тел.
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Исследуется электростатическое поле от точечного заряда, расположенного внутри или снаружи
плоскослоистой среды (фундаментальное решение задачи электростатики для плоскослоистых
сред). Для произвольных плоскослоистых сред решение задачи получено в виде одномерного инте-
грала. На основе аналогии между электростатикой и теплопроводностью рассматривается примене-
ние полученных электростатических решений к задачам теплопроводности.
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ВВЕДЕНИЕ

Во многих современных технических прило-
жениях возникает необходимость анализа элек-
тромагнитных полей и теплообмена в плоскосло-
истых структурах. В задачах теплопроводности в
слоистых средах используется матричный метод
[1–4], который, как правило, применяется для
решения двумерных задач. Подобные матричные
методы успешно применяются в задачах излуче-
ния и распространения электромагнитных полей
в плоскослоистых средах [5]. В работах [6–8]
предложен оригинальный вариант строгой элек-
тромагнитной теории излучения элементарного
диполя, расположенного на границе или внутри
плоскослоистой структуры, являющийся разви-
тием работ [9, 10]. В частности, в [6–8] продемон-
стрирован метод аналитического упрощения ре-
шения, имеющий потенциально важное обще-
теоретическое значение. Обобщение данного
метода для случая произвольного количества пле-
нок в плоскослоистой структуре [11] позволило
привести формулы для излучаемых полей к одно-
мерным интегралам, что существенно упростило
анализ задачи и ускорило численные расчеты.

В данном исследовании методы работ [6–8, 11]
применяются сначала к нахождению трехмерного
фундаментального решения электростатики в
плоскослоистых средах (нахождению поля точеч-
ного заряда), а затем к аналогичной задаче – на-
хождению трехмерного фундаментального реше-
ния задачи теплопроводности в плоскослоистых
средах (нахождению распределения поля темпера-
туры от точечного источника тепла в таких средах).

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ 
ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО ЗАРЯДА, 

РАСПОЛОЖЕННОГО ВНУТРИ 
ПЛОСКОСЛОИСТОЙ СТРУКТУРЫ

Рассматривается задача нахождения электро-
статического поля от заряда, расположенного внут-
ри плоскослоистой структуры. Пусть для общности
этот заряд расположен внутри плоской слоистой
структуры, состоящей из нескольких пленок и из
окружающих слоистую структуру двух полупро-
странств. Для определенности сначала считается,
что заряд расположен в одной из пленок, после
чего задача обобщается на случай, когда заряд
расположен на их границе или в одном из полу-
пространств.

Пусть общее число пленок , толщина m-й
пленки , тогда полная толщина слоистой

структуры . Общее число границ
между пленками и между пленками и полупро-
странствами . Области пространства
пронумерованы  (на рис. 1 пока-
зана для примера задача с  и ). Пред-
положим, что пленки имеют абсолютные диэлек-
трические проницаемости, равные , а перед и за
слоистой структурой находятся однородные полу-
пространства с проницаемостями  и . Коорди-
наты  границ пленок по оси  обозначены сле-

дующим образом: ,  при
.
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md

=
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Уравнение электростатики (или квазиэлек-
тростатики) в области с номером  можно записать
с помощью электрического потенциала  в виде

(1)

где  – оператор Лапласа,  – абсолютная ди-
электрическая проницаемость -й области, ρ –
объемная плотность заряда.

Решая уравнения Лапласа в каждой области с
учетом граничных условий, найдем электриче-
ское поле во всех областях. Рассмотрим сначала
следующую вспомогательную задачу.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В СЛОЕ, 
СВОБОДНОМ ОТ ЗАРЯДОВ

Пусть в области с номером  нет сторонних за-
рядов между границами  и  (рис. 2). Диэлек-
трическая проницаемость среды в этой пленке
равна .

Электрический потенциал можно представить
в виде фурье-разложения

(2)

Подставим в уравнение (1) потенциал в виде (2),
тогда в рассматриваемой области можно записать

(3)

где .
Уравнения (3) при фиксированных значениях

 и  – обыкновенные дифференциальные урав-
нения относительно переменной . Задача состо-

j
ϕ j
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ξ η
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ит в нахождении из (3) функции  в рассматри-
ваемой области.

Линейно независимые решения уравнений (3)
можно записать в виде

(4)

Тогда общее решение уравнений (3) в области
 имеет вид

, (5)

где  и  – функции только от  и .
Следует особо отметить следующую принци-

пиально важную идею: общее решение уравнения
Лапласа, состоящее из линейной комбинации ре-
шений (4), должно быть записано таким образом,
чтобы существовали обратные преобразования
Фурье. Поэтому форма записи общего решения
для поля в слое (5) не случайна, она выделяет фи-
зически верное решение. Первое слагаемое спра-
ва в формуле (5) представляет собой поле от ис-
точников, находящихся слева от левой границы
слоя. При этом поле будет уменьшаться при уда-
лении вправо (при удалении от источников слева
от слоя). Второе слагаемое справа в (5) представ-
ляет собой поле от источников, находящихся
справа от правой границы слоя (внутри слоя ис-
точников нет по условию). Это поле будет умень-
шаться при удалении влево (от источников спра-
ва от слоя).
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Рис. 1. Геометрия плоскослоистой структуры, состо-
ящей из трех пленок.

z1 = 0 z2 = d1 z3 = d1 + d2 z4 = d1 + d2 + d3

j = 1 j = 2 j = 4 j = 5j = 3
X

O Z

Рис. 2. Пленка с номером , расположенная между
границами  и .
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Из (5) найдем фурье-образ электрического по-
тенциала и нормальную компоненту индукции
электрического поля в границах области :

где .

Вводя вектор-столбец , запишем
полученные выражения в матричном виде

(6)

(7)

где

(8)

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ, 

СВОБОДНОЙ ОТ СТОРОННИХ ЗАРЯДОВ

Рассмотрим теперь многослойную структуру,
внутри которой нет сторонних зарядов. Рассмот-
рим границу  между областями с номерами

 и . Непрерывность тангенциальных ком-
понент напряженностей электрического поля
( ,  и , ) и нормальных компо-
нент электрической индукции (
и ) на этой границе можно
записать через соответствующие электрические
потенциалы  и  в виде

где электрический потенциал  в области 
выражается формулой (5), в которой произведена
замена индексов . Так как уравнения
электростатики (квазистатики) – линейные, то гра-
ничные условия должны выполняться для каждого
члена фурье-разложения, т.е. для фурье-образов
соответствующих величин

(9)
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Записывая граничные условия (9), (10) с помо-
щью выражений (6), (7), получаем матричное урав-
нение на границе 

(11)

где матрицы  и  выражаются формулами (8).
Уравнение (11) можно записать для

, где  − общее число обла-
стей,  − число границ, т.е. для всех границ, ис-
ключая первую ( ) и последнюю ( ), или

 и , где  − общая тол-
щина слоистой структуры (сумма толщин пле-
нок, составляющих рассматриваемую структуру).

Общее решение для электрического потенциа-
ла в области  (в интервале , где )
записывается в виде

(12)

Тогда, учитывая, что из (12) следует

запишем граничные условия на границе :

(13)

Аналогично, общее решение для электриче-
ского потенциала в области  (в интерва-
ле ) имеет вид

(14)

Тогда, учитывая, что из (14) следует

запишем граничные условия на границе  в виде
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Уравнения (11), (13) и (15) позволяют связать
вектор-столбцы электрического потенциала в
первой и последней областях задачи (в полупро-
странствах, вне плоскослоистой структуры):

или

(16)

где матрица  имеет вид 

Если известен, например, потенциал какого-
то известного распределения зарядов в полупро-

странстве , а значит, функция  вектор–

столбца , то из уравнения (16) можно найти

функцию  и, значит, потенциал в полупростран-
стве  от зарядов, индуцированных в плоско-
слоистой структуре, по формуле
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функцию  вектор–столбца  и потенциал от
зарядов в полупространстве , индуциро-
ванных в плоскослоистой структуре, по формуле

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В МНОГОСЛОЙНОЙ СТРУКТУРЕ 

ОТ ТОЧЕЧНОГО СТОРОННЕГО ЗАРЯДА

Пусть имеется точечный заряд , расположен-
ный в точке  в области с номером  (рис. 3).

Пусть этот заряд определяется распределени-
ем плотности

где  − дельта-функция Дирака. Тогда фурье-
образ этого распределения определятся следую-
щим выражением:

Пусть этот точечный заряд находится в беско-

нечно тонком слое . Тогда урав-

нения электростатики rotE = 0 и divD = ρ, запи-
санные для фурье-образов полей, можно записать
(при ) в виде

Отcюда получаем

Тогда в пределе  скачок тангенциаль-
ных компонент напряженностей электрического
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+
+ϕ 1ˆ

N +F 1
ˆ

N

= + 1j N

( )
( )

( ) ( )
+∞ +∞

−γ − ξ +η+
+ +

−∞ −∞

ϕ = ϕ ξ η
π  1,ind 12
1 ˆ, , e e .

2
Nz z i x y

N Nx y z d d

q

( )0, 0, dz s

( ) ( ) ( ) ( )ρ = δ δ δ −, , ,dx y z q x y z z

( )δ x

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

+∞ +∞

−∞ −∞
− ξ +η

ρ ξ η = δ δ δ − ×

× = δ −

 ˆ , ,

e .

d

i x y

d

z q x y z z

dxdy q z z

( )Δ Δ− +,
2 2d d

z z
z z

Δ → 0z

( )

Δ
η − = Δ

Δ − ξ = Δ


ξ − η =

Δ
ξ + η + = δ −

Δ

,
,

,
,

, ,

,
, ,

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ ˆ
ˆ

0,

.ˆ ˆ

0,

0,

s y

s z

s x
s z

s y s x

s z
s x s y d

E
i E

z

E
i E

z

i E i E

D
i D i D q z z

z

( ) ( )

Δ = η Δ
Δ = ξ Δ
Δ = − ξ + η Δ + δ − Δ

, ,

, ,

, , ,

,
,

.

ˆ ˆ
ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

s y s z

s x s z

s z s x s y d

E i E z

E i E z

D i D i D z q z z z

Δ → 0z

Рис. 3. Точечный заряд , расположенный в точке
 в области с номером .
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трического поля при переходе через бесконечно
тонкий слой с зарядом равен

В матричном виде эти предельные уравнения
можно записать следующим образом:

или в эквивалентном виде через потенциал

(17)

Выразим теперь левую часть граничного усло-

вия (17) через вектор-столбцы  и  полупро-
странств снаружи плоскослоистой структуры.
Для этого область с номером  разбивается на две
области, обозначенные индексами  и  (левая и

правая, см. рис. 3). Введем вектор-столбцы  и 
в этих областях. Тогда члены слева от знака ра-
венства в (17) можно выразить как

(18)
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Кроме того, из (11) следует, что
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Подставляя (20), (21) в (18), (19) и затем полу-
ченные выражения в (17), получаем

(22)

где  − вектор-столбец, характеризую-
щий возбуждающее воздействие на плоскослои-
стую систему точечного заряда, а матрицы  и

 характеризуют отклик на внешнее возбужде-
ние слоистой структуры справа и слева от заряда
и выражаются следующим образом:

где матрицы  при  выражаются формулой

а матрицы  и  − формулами

Далее в рассматриваемой задаче источник по-
лей (точечный заряд) находится исключительно
внутри плоскослоистой структуры. Поэтому в
столбцах  и  есть только компоненты волн,
идущие от плоскослоистой структуры, и эти
столбцы имеют вид

Чтобы получить оставшиеся, отличные от ну-
ля, компоненты  и  матрицы разделяются на

 и  и каждая на элементы , , ,
 и , , ,  следующим образом:

Тогда уравнение (22) принимает вид
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(23)

Если еще учесть, что , то уравнение
(23) можно представить следующей системой из
двух матричных уравнений:

Полученные уравнения можно снова объеди-
нить в одно матричное 2 × 2 уравнение

(24)

где введен вектор-столбец .

Решая это уравнение, находим  и , а зна-
чит и убывающие при удалении от плоскослои-
стой структуры поля

Убывающее влево поле (в направлении )
находим по формуле

(25)

и убывающее вправо поле ( ) – по формуле

(26)

Наконец, при необходимости, зная  и ,
можно найти вектор-столбцы потенциалов в лю-
бой внутренней области , так как они однознач-
но определяются граничными условиями. После
этого электрический потенциал в любой из этих
областей может быть найден по формуле (5). Та-
ким образом, электромагнитные поля определя-
ются во всем пространстве.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА ГРАНИЦЕ ДВУХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ
Теперь рассматривается простейшая задача –

точечный заряд на границе двух разных однород-
ных полупространств. Тогда , , ,

 и уравнение (22) принимает вид
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где , , ,

т.е.

В рассматриваемой задаче заряд находится на
границе, поэтому в столбцах  и  есть только ком-
поненты волн, идущих от границы полупро-

странств. Данные столбцы имеют вид ,

.

Матрицы  и  имеют вид

Вводя вектор-столбец , уравне-
ние (24) можно записать в виде

или в явном виде

(27)

Решение уравнения (27) имеет вид

Тогда потенциал поля заряда в первом полу-
пространстве (в области ) равен
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Учитывая, что

(29)

находим

(30)

(31)

С использованием табличного интеграла

 при  интегралы

в (30), (31) равны  [12], и получаются из-
вестные выражения [13]

Если диэлектрические проницаемости полупро-
странств одинаковы ( ), т.е. точечный за-
ряд находится в однородном пространстве, то полу-
чается известное выражение для потенциала точеч-
ного заряда в цилиндрической системе координат

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА НЕКОТОРОМ РАССТОЯНИИ 
ОТ ГРАНИЦЫ ДВУХ ПОЛУПРОСТРАНСТВ

Рассматривается задача нахождения электри-
ческого потенциала от точечного заряда, распо-
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ложенного на расстоянии  от плоской границы
двух полупространств (рис. 4). Этот случай можно
рассмотреть, как задачу нахождения электриче-
ского потенциала от точечного заряда, располо-
женного на поверхности пленки толщины , при-
чем диэлектрические постоянные этой пленки и
полупространства справа равны. Таким образом,
имеются три области плоскослоистой структуры.
Индекс  соответствует полупространству c ,

 – пленке c , а  – свободному полу-
пространству c .

Тогда , , , 
 и уравнение (22) принимает вид

где матрицы выражаются следующими формула-
ми:

а вектор столбец точечного заряда равен
.

Учитывая, что , получаем
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Рис. 4. Точечный заряд , расположенный на рассто-
янии  от плоской границы двух полупространств.
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После введения вектор-столбца 
уравнение (24) для данной задачи выглядит так

(32)

Решая линейное уравнение (32), получаем

(33)

(34)

Следует отметить, что при  получаются
формулы для заряда на плоской границе полу-

пространств: .

Далее из (33), (34) по формулам (25), (26) при
 получаем потенциал в полупространствах
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Снова, учитывая (29), находим

Используя табличный интеграл 

 при , получаем

(35)

Учитывая (13) и выражения  и

, находим потенциал при ,
т.е. в слое :

Подставляя выражение (33) для , получаем
уравнение
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из которого следует

(36)

(37)

Тогда уравнение (5) для слоя  в рассмат-
риваемой задачe записывается в виде

Подставляя в последнее выражение (36), (37),
получаем

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28), записываем

Снова, учитывая (29), получаем

Аналогично предыдущим случаям используется

табличный интеграл 
при  и получается
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Данное выражение эквивалентно (35) для
. Т.е. в областях  и  потенциал

есть сумма потенциалов исходного точечного за-
ряда в точке  и потенциала зарядов, индуци-
рованных на границе полупространств, и тогда

Полученный потенциал эквивалентен потен-
циалу заряда величины , распо-
ложенного в зеркальной точке , что совпа-
дает с результатом решения этой задачи методом
зеркальных отражений [13].

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ТОЧЕЧНОГО 
ЗАРЯДА, РАСПОЛОЖЕННОГО 

НА НЕКОТОРОМ РАССТОЯНИИ 
ОТ ГРАНИЦЫ ПЛЕНКИ, НАНЕСЕННОЙ 

НА ГРАНИЦУ ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Рассматривается задача нахождения электри-
ческого потенциала от точечного заряда, распо-
ложенного на расстоянии  от пленки толщиной

 с диэлектрической проницаемостью , которая
нанесена на поверхность полупространства (рис. 5).
Данную задачу можно рассматривать как задачу
нахождения электрического потенциала от то-
чечного заряда, расположенного на поверхности
вспомогательной пленки толщины , причем ди-
электрические постоянные этой вспомогатель-
ной пленки и полупространства справа равны .
Таким образом, имеется четыре области плоско-
слоистой структуры. В предложенной выше ну-
мерации индекс  соответствует полупро-
странству c ,  – реальной пленке c ,

 – вспомогательной пленке c  и тол-
щиной , равной расстоянию от заряда до плен-
ки, а  – свободному полупространству c

 (рис. 5).

Тогда , , , ,

 и уравнение (22) выглядит
следующим образом:

где матрицы выражаются формулами
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а вектор столбец точечного заряда равен .

Учитывая, что ,
получаем
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Для данной задачи уравнение (24) можно пе-
реписать следующим образом при введении век-

тор-столбца :

Отсюда следует

(38)

В явном виде выражения (38) можно получить
через гиперболические синусы и косинусы, если
в (38) подставить формулы

Таким образом, можно представить решение в
свободном полупространстве с зарядом в виде

, где алгебраическая функция 

 зависит также от величин , ,

, , , и тогда

Переходя к полярным координатам в плоско-
стях  и  по формулам (28), получаем

Учитывая представление (29), записываем

(39)

Важно заметить, что для нахождения потенци-
ала индуцированных в плоскослоистой структуре
зарядов, по аналогии с предыдущей задачей, нуж-
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Рис. 5. Точечный заряд , расположенный на рассто-
янии  от плоской пленки толщиной .
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но вычесть из полного потенциала в этой области
потенциал исходного заряда и тогда

откуда

Наконец, отметим, что для задачи с большим
числом слоев (например, при описании гради-
ентных структур) найти аналитическое выраже-
ние для функции  может оказаться затрудни-
тельным. В этом случае можно воспользоваться
методом работы [14], суть которого заключается в
вычислении функции  в конечном числе то-
чек, приближения этой функции сплайном с по-
следующим его интегрированием.

ПРИМЕНЕНИЕ ПОЛУЧЕННЫХ 
РЕЗУЛЬТАТОВ К СТАЦИОНАРНЫМ 
ЗАДАЧАМ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 

ПЛОСКОСЛОИСТЫХ СРЕД
Известно, что существует аналогия между за-

дачами электростатики и стационарными задачами
теплопроводности [15]. Аналогичны не только со-
ответствующие уравнения, но и граничные усло-
вия [16, 17]. Если в рассмотренных в предыду-
щих разделах задачах заменить одновременно

потенциал  – на температуру ;
диэлектрическую проницаемость  – на коэф-

фициент теплопроводности ;
вектор электрической индукции  – на плот-

ность потока тепла ;
точечный заряд  – на мощность тепловыделе-

ния точечного источника ,
то можно сразу написать решение задач, ана-

логичных ранее рассмотренным.
Например, распределение температуры в об-

ласти  в задаче, аналогичной задаче преды-
дущего раздела, определяется формулой, анало-
гичной (39):
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где функция  получается из функции

 с помощью перечис-
ленных замен переменных. Аналогичные форму-
лы можно написать для распределения темпера-
тур в остальных областях задачи.

Таким образом, простой заменой переменных
с использованием описанной аналогии получаем
теорию нахождения фундаментального решения
стационарной задачи теплопроводности в плос-
кослоистых средах.

С помощью предложенной аналогии можно
решать и более сложные задачи с распределенны-
ми источниками тепла. Примером такой ситуа-
ции является использование фундаментального
решения для нахождения поля температур от па-
раболоидального острия, имеющего постоянную
температуру, расположенного над плоскослои-
стой структурой. В качестве решения можно ис-
пользовать решение аналогичной электроста-
тический задачи – металлического острия, на-
ходящегося под постоянным потенциалом и
расположенного рядом с плоскослоистой струк-
турой, и использовать те же методы, как в задаче
работы [18] и [19], примененных при нулевой ча-
стоте. Подробности будут изложены в следующих
работах автора. В частности, данная работа пока-
зывает, как привести двойные интегралы задачи
работы [19] к одномерным интегралам и значи-
тельно упростить вычисления. Таким образом,
можно применять методы, используемые в слож-
ных электростатических задачах, в задачах стаци-
онарной теплопроводности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложена оригинальная матричная
техника нахождения фундаментального решения
оператора Лапласа для плоскослоистых сред на
примере электростатической задачи. Получен-
ные результаты могут быть применены для анало-
гичных задач теории теплопроводности твердых
тел [20]. Главным преимуществом предложенно-
го метода является представление решения одно-
мерным интегралом, что дает значительное упро-
щение и ускорение численных расчетов и позво-
ляет во многих практически важных случаях
найти аналитические решения. Следует подчерк-
нуть, что метод решения легко применим для очень
большого числа слоев, что практически позволяет
решать задачи с непрерывным изменением коэф-
фициента теплопроводности в перпендикуляр-
ном слою направлении, а также решать задачи
стационарной теплопроводности в соответству-
ющих композитных материалах.

( )γhF

( ) ( )γ = ε γ −LB f LB LDH H HF
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Представлено описание статистических алгоритмов расчета рассеянного излучения по методу
Монте-Карло. Акцент сделан на расчете светорассеяния в среде с распределенными объемными ис-
точниками излучения, для чего был выбран объект в виде осесимметричного объема газа, имитиру-
ющего струю самолетного двигателя с неравномерными распределениями температуры и концен-
трации рассеивающих частиц. Продемонстрированы теория и реализация на графическом процес-
соре трех алгоритмов Монте-Карло: прямого метода прослеживания траекторий фотонов и
методов, основанных на разложении в ряд Неймана решений прямого и сопряженного уравнений
переноса излучения (локальные оценки), с учетом весовых модификаций и различных индикатрис
рассеяния. Наглядному сравнению работы алгоритмов способствует представление данных в виде
функционала от интенсивности излучения и площади излучающей поверхности (силы излучения).
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ВВЕДЕНИЕ
Процесс распространения света можно рассмат-

ривать как случайную марковскую цепь столкнове-
ний фотонов с веществом, которые приводят либо
к рассеянию, либо к поглощению фотонов. Цепь
Маркова характеризуется тем, что вероятность на-
ступления каждого события зависит только от со-
стояния, достигнутого в предыдущем событии. Ме-
тод Монте-Карло заключается в моделировании
траекторий этой цепи на ЭВМ и вычислении ста-
тистической оценки для искомых функционалов.
Под прямым методом расчета Монте-Карло пере-
носа излучения понимается прослеживание траек-
торий частиц, испущенных из источника, и реги-
страция потока частиц на исследуемой поверхно-
сти. С использованием данного метода удобно
определять полусферический поток излучения че-
рез регистрирующую площадку, а также угловое
распределение потока, если разыгрывается доста-
точное число траекторий и размер регистрирующей
площадки достаточно велик. Однако при перехо-
де к точечному детектору данный метод становит-
ся непригодным, так как вероятность пересече-
ния частицей соответствующей площадки стремит-
ся к нулю. Основа применения локальных оценок
состоит в представлении некоторого функционала
от плотности потока частиц и функции детектора в
виде ряда Неймана, который сходится при нали-
чии поглощения в среде или возможности вылета
частицы за пределы расчетной области. При реа-

лизации этих расчетов также моделируется мар-
ковская траектория частицы, испытывающей по-
глощение и рассеяние, однако теперь на каждом
акте рассеяния высчитывается вклад (локальная
оценка), который частица вносит в регистрируе-
мую интенсивность на детекторе, что позволяет
проводить расчет с произвольным угловым разре-
шением. Методы на основе локальных оценок при-
менялись в задачах расчета ядерных реакторов, а в
задачах атмосферной оптики они впервые получи-
ли сильное развитие в работе [1]. С использованием
данных методов реализовано большое количество
кодов для расчета яркости атмосферы (с наимено-
ванием которых можно ознакомиться в проекте
I3RC [2]). Также они широко применяются в зада-
чах лазерной локации при решении уравнения пе-
реноса излучения с учетом поляризации [3–6].

Применение метода локальных оценок на ос-
нове решения сопряженного уравнения переноса
излучения не так широко представлено в печати,
как методов, основанных на решении прямого
уравнения. Обстоятельством, упрощающим рас-
чет, является рассмотрение вклада только точеч-
ных источников, что продемонстрировано в ра-
ботах [7, 8], хотя в [7] представлены выражения,
учитывающие излучение газов. Способ расчета объ-
емных источников при описании излучения высо-
котемпературных струй с использованием локаль-
ных оценок представлен в работах [9, 10]. В [11]
продемонстрировано применение метода прямого
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расчета Монте-Карло переноса излучения в осе-
симметричной струе. Особенностью данной рабо-
ты является применение комбинированной ло-
кальной оценки при решении прямого уравнения
переноса, а также использование весовых моди-
фикаций, заменяющих розыгрыш поглощения и
вылет частицы из расчетной области.

Целью данной работы являются апробация ме-
тодов локальных оценок на основе решения прямо-
го и сопряженного уравнения переноса излучения
на задаче расчета силы излучения неоднородной
рассеивающей и поглощающей осесимметрич-
ной струи газа и сравнение с результатами, полу-
ченными по методу прямого расчета.

ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА
Граница струи аппроксимирована парабо-

лой :

Используется сетка следующего типа (рис. 1):
вдоль оси X разбиение равномерное, и оно также
равномерно в каждом сечении  с уровня

 до границы .
Задается разбиение по углу , в результате че-

го поверхность струи оказывается покрыта пло-
щадками с площадью  для плоских
сторон и 

 в интервалах  для боковой
поверхности, образованной параболоидом вра-
щения. Для регистрации покидающего струю из-
лучения над каждой площадкой  строится ло-
кальная сферическая система координат, в которой
зенитный угол изменяется в диапазоне , а
азимутальный в  (из-за наличия осевой сим-
метрии). В расчетах использовалась сетка 120 × 120
для дискретизации сферических систем коорди-
нат и 19 × 19 ячеек разбиения по осям X и Y для
дискретизации расчетного объема. Ввиду осевой
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симметрии распределения температур и концен-
траций примеси излучение от струи также приня-
то осесимметричным. Поэтому запись результатов
происходит только на полосе . При использо-
вании методов локальных оценок подразумевается
наличие точечного датчика в середине каждой
площадки , а в методе прямого расчета запись
в локальную систему координат над  осу-
ществляется со всей осесимметричной поверхности
(в интервале ) с весом . В качестве рас-
сеивающих частиц использовались псевдочастицы
с заданной индикатрисой рассеяния, концентрация
которых распределена по объему пропорционально
распределению температуры при значении на сре-
зе сопла  м–3. Предполагается, что дополни-
тельного поглощения данные частицы не вносят.
Изменение коэффициента рассеяния производи-
лось путем изменения сечения рассеяния частиц
в диапазоне от  до  м2.

ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ МОДЕЛИ 
И ПРИБЛИЖЕНИЯ

Рассмотрим выражение для интенсивности из-
лучения  в точке  в направлении  в по-
глощающей и рассеивающей среде  с заданны-
ми оптическими характеристиками: коэффици-
ентом ослабления , альбедо однократного
рассеяния , нормированной фазовой функцией
(индикатрисы) рассеяния  и источни-
ками теплового излучения  (описываемо-
го функцией Планка) с температурой  в состо-
янии локального термодинамического равновесия:

где функция источников излучения представлена
в виде

На границе расчетной области  в точке
 могут присутствовать источник внеш-

него излучения (например, солнечное излучение)
 или твердая граница, характеризуемая на-

правляющим вектором , альбедо отражения
плоского слоя , нормированной фазовой
функцией отражения , источником
теплового излучения  с температурой 
и направленной излучательной способностью

. Интенсивность излучения на границе 
может быть записана в виде
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Рис. 1. Расчетная область.
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ГРИГОРЬЕВ

Силу излучения , регистрируемую на-
блюдателем из положения  от излучающего
объекта площадью , можно записать в виде

(1)

где  – вектор внешней нормали к границе струи.
На практике данная величина используется для
оценки облученности зрачка оптико-электрон-
ной системы. Выражение для интенсивности из-
лучения в операторной форме имеет вид

(2)

где интегральный оператор переноса излучения
 определен как

 – оптическая толщина среды между точка-
ми  и . Вклад нерассеянного (прямого) излуче-
ния от объемных источников и внешней подсвет-
ки  имеет вид

(3)

Стоит отметить, что на однородном (
= const) участке пути длиной  выражение для не-
рассеянного излучения объемных источников в
(3) имеет аналитическое решение

Решение уравнения (2) представляется в виде
ряда Неймана
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Далее индекс  обозначает кратность рассеи-
вания. Функция плотности столкновений частиц

 представляет собой произведение коэффи-
циента ослабления  и интенсивности , а
функция плотности источников излучения 
имеет вид

Функция плотности столкновений -го по-
рядка записывается как

где оператор рассеяния частицы

представляет собой произведение вероятности
частицы выжить (не быть поглощенной средой)

 и вероятности рассеяться из направления 
в направление , а оператор переноса частицы

в котором интегрирование происходит по расчет-
ной области, обозначает перенос частицы вдоль
вектора  на длину свободного пробега, имею-
щую плотность распределения

(4)

из ( )-й точки  в -ю точку столкновения .
Сопряженные операторы рассеяния и переноса
имеют вид

ЛОКАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ 
ПРИ РЕШЕНИИ ПРЯМОГО 

УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА
Выражения для локальных оценок при реше-

нии прямого и сопряженного уравнений перено-
са излучения представлены в работе [7]. Интен-
сивность излучения, регистрируемая приемником с
функцией отклика , может быть выражена
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через сумму вкладов функционала от плотности
столкновений

(5)

Суммирование в (5) от единицы подразумева-
ет, что вклад от нерассеянного (прямого) излуче-
ния можно посчитать аналитически. Вклад в реги-
стрируемую интенсивность на приемнике в каждом
акте рассеяния для прямого метода Монте-Карло,
таким образом, представляется выражением

(6)
Запись (6) наглядно демонстрирует принцип

реализации прямого уравнения с помощью локаль-
ных оценок: в левой части функционала описана
марковская цепь траектории частицы, стартующей
из источника излучения, над которой последова-
тельно разыгрывается сначала транспортное ядро, а
затем ядро рассеяния. При этом перед розыгры-
шем ядра рассеяния вычисляется вклад (6), стоя-
щий в правой части функционала (5). Рассматри-
вается точечный детектор в точке , который
фиксирует интенсивность излучения в направле-
нии . Соответствующая функция отклика де-
тектора имеет вид

(7)

Выпишем явный вид (6) с учетом (7):

Такая форма вклада в литературе носит название
простой локальной оценки [1], согласно которой
вклад в направление  вносится только тогда, ко-
гда положение частицы при рассеянии входит в
данный телесный угол. При уменьшении угла 
дисперсия такой оценки возрастает. Наряду с про-
стой локальной оценкой существует двойная ло-
кальная оценка, строящаяся с использованием до-
полнительной промежуточной точки , рас-
пределенной в  с плотностью (4), и имеющая вид

(8)

где . Вклад
двойной локальной оценки строится для каждого
текущего положения . Простую и двойную
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локальные оценки можно комбинировать, как опи-
сано в [5], следующим способом: если , то
записывается двойная локальная оценка, в про-
тивном случае есть два варианта:

1) если в предыдущей точке  вычислялась
двойная локальная оценка, то вклада нет;

2) если в  вклада нет или в  вычислялась
простая локальная оценка, то записывается про-
стая локальная оценка.

Комбинированную оценку для данного метода
обозначим просто . Выражение для регистри-
руемой интенсивности в  имеет вид

(9)

(10)

где  – объем ячейки, коэффициент погло-
щения, мощность излучения ячейки  (в Вт/мкм);

 – математическое ожидание. При построении
промежуточной точки  она распределяется с
плотностью (4). Однако, если оптическая длина пу-
ти вдоль направления  мала, то с большой до-
лей вероятности разыгрываемые точки окажутся
за пределами расчетной области, что обнулит
вклад от двойной локальной оценки. Чтобы избе-
жать этого, воспользуемся модифицированной
плотностью, учитывающей вылет частицы из рас-
четной области:

(11)

При использовании модифицированной плот-
ности распределения промежуточная точка 
всегда принадлежит расчетной области, но в та-
ком случае у нее появится компенсирующий вес

, который также должен учи-
тываться в выражении для двойной локальной
оценки (8). Положение точки  разыгрывалось
на прямой, проходящей из  по середине .
Плотность (11) можно использовать и при моде-
лировании положений , что увеличит чис-
ло столкновений, так как частица теперь не поки-
нет расчетную область. Ограничением на расчет в
таком случае является достижение весом частицы
некоторого порогового значения (обычно ).

При моделировании марковской траектории
частицы  длина свободного пробега рас-
пределена с плотностью (4) или (11). В очередной
точке столкновения при этом должны разыгры-
ваться два типа взаимодействия: рассеяние части-
цы с вероятностью  или поглощение частицы
с вероятностью . Для такого розыгрыша
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обычно используется метод русской рулетки, при
котором случайное число , равномерно распре-
деленное в интервале (0, 1), сравнивается с .
Если , то разыгрывается рассеяние, ина-
че – поглощение. Однако наличие  в выра-
жениях для простой и двойной локальных оценок
показывает, что такой розыгрыш явно не проис-
ходит, а во вкладах учитывается сразу все рассе-
янное излучение. Такой весовой метод называет-
ся статистическим весом по поглощению, и с его
использованием поглощение не разыгрывается,
но вес частицы умножается на альбедо. Данную
весовую модификацию можно применять и в ме-
тоде прямого расчета.

Порядок проведения расчета по прямому урав-
нению следующий. Расчетная область делится на
подобласти с постоянными оптическими харак-
теристиками. Ввиду неравномерности используе-
мых распределений температур и концентраций,
а также различных величин объемов подобластей,
заключенные в них мощности излучения различ-
ны. Выбирается ячейка  с минимальным по об-
ласти значением испускаемой мощности , и
задается число  частиц с энергией ,
которые испускаются из ячейки  изотропно и из
равномерно распределенной в  точки простран-
ства. Для остальных ячеек число разыгрываемых
частиц рассчитывается как . Чем
большее значение  используется, тем статисти-
чески точнее результат.

Рассмотрим процедуру вычисления вклада рас-
сеянного излучения при прослеживании траекто-
рии одной частицы. Задаются начальный вес 
и положение промежуточной точки  по плотно-
сти (11) для детектируемого направления . В
рамках прослеживания траектории частицы по-
ложение  не меняется, но в то же время оно раз-
лично для разных частиц. Впрочем положение 
можно менять при каждом столкновении, но это
не приводит к видимым изменениям. Далее по-
следовательно производятся следующие опера-
ции:

1) розыгрыш длины свободного пробега по плот-
ности (4) или (11). Если использовалась плотность
(11), то вес  умножается на ;

2) вычисление вклада  с использованием
комбинации простой и двойной локальных оценок;

3) изменение веса частицы по правилу Qn =
, розыгрыш нового направления дви-

жения.
Процедура продолжается, пока вес частицы

не станет меньше порогового значения. Если в
среде высокие значения альбедо, то процедуру
расчета можно ограничить максимальным чис-
лом актов рассеяния. С учетом весовых методов
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выражения для простой и двойной локальных
оценок имеют вид

Таким образом, для каждого направления 
каждой точки на поверхности  рассчитывается
интенсивность (9), по которой затем вычисляется
сила излучения (1). В варианте алгоритма прямо-
го расчета Монте-Карло разыгрывается таким же
образом распределенное по объему число частиц,
но используется только вес по поглощению. В
данном методе решение нельзя разделить на пря-
мую и рассеянную компоненты, поэтому сила
рассчитывается только для полного излучения.
Регистрация вылетающих частиц происходит со
всей поверхности, при этом запись осуществляет-
ся в локальные системы координат на площадках

 при угле  с весом . Получающиеся
величины умножаются на энергию одного пакета

 и после деления на величину телесного
угла детектируемого направления представляют
собой силу излучения.

ЛОКАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПРИ РЕШЕНИИ 
СОПРЯЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА

При моделировании по данному методу траек-
тория частицы начинается в детекторе. Решение
для интенсивности излучения в этом случае пред-
ставляется в виде

(12)

где , а оператор  определяется выраже-
нием

Видно, что оператор  аналогичен оператору
 с заменой направления движения на противо-

положное. Согласно (12), производится модели-
рование траекторий, начинающихся в детекторе,
с использованием сопряженных операторов пе-
реноса и рассеяния, и на каждом шаге после пере-
носа вычисляется вклад

(13)
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Так как тепловые источники распределены по
всей расчетной области, оценка (13) подразумевает
интегрирование по всему пространству: в текущей
точке столкновения  производится интегриро-
вание по полному телесному углу приходящего не-
рассеянного излучения со всех направлений с веса-
ми . В это интегрирование входят как
распределенные тепловые источники, так и внеш-
няя подсветка. Расчетное выражение имеет вид

(14)

Также необходимо соблюдать нормировку
, что налагает требования на

степень дискретизации полного телесного угла
при использовании различных индикатрис рассе-
яния. Выражение для регистрируемой интенсив-
ности в  выглядит так

(15)

В начале моделирования траектории из положе-
ния детектора в определенном направлении 
задается вес , а затем последовательно:

1) разыгрывается длина свободного пробега по
плотности (4) или (11). Если использовалась плот-
ность (11), то вес умножается на ;

2) рассчитывается вклад ;
3) изменяется вес частицы по правилу

, разыгрывается новое направление
движения.

РОЗЫГРЫШ ДЛИНЫ ПРОБЕГА 
И УГЛА РАССЕЯНИЯ

В однородной среде плотность распределения
длины свободного пробега  (4) связана с функ-
цией распределения  свободного пробега со-
отношением [12]

Решение этого уравнения относительно 
имеет вид

Функции распределения  соответствует рав-
номерно распределенная на  случайная величи-
на , что приводит к решению относительно  в виде

В неоднородной среде моделируется не длина
пробега, а оптическая толщина, по значению ко-
торой затем находится соответствующая длина
перемещения. Для модифицированной плотно-
сти (11) функция распределения имеет вид
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что приводит к выражению для моделируемой
оптической толщины

Моделирование угла рассеяния для неизотроп-
ных индикатрис производится согласно [13]: 
определяет долю от полной площади под графиком
индикатрисы, по которой затем находится соответ-
ствующий угол рассеяния. Рассеяние описывается
в локальной системе координат, связанной с ча-
стицей, в которой угол рассеяния  отсчитывает-
ся от направления движения частицы . Пере-
вод направляющего вектора частицы в глобаль-
ную систему координат осуществлялся по матрице
перехода от локальных координат к глобальным.

АРХИТЕКТУРА ВЫЧИСЛЕНИЙ

Расчеты производились на видеокарте Nvidia
GeForce GTX 1660 Super на архитектуре CUDA.
Введем управляющие величины, описывающие
размерность задачи.

1. Количество ячеек внутри расчетной области
по оси X –  и по оси Y – . Так как распреде-
ление термодинамических параметров в струе
рассчитывалось в стороннем пакете, эти парамет-
ры фиксированы и равны 19. При регистрации
сигнала интерес представляют ячейки на поверх-
ности на полосе  – количество таких ячеек

.
2. Количество направлений, на которое разби-

вается телесный угол в π радиан над каждой
внешней ячейкой на полосе  –  и .
При этом зенитный угол изменяется в диапазоне
[0, π/2], а азимутальный – в диапазоне [0, π] (что
обусловливается осевой симметрией задачи и
позволяет произвести дополнительное осредне-
ние по азимутальному углу в случае метода пря-
мого счета). Параметры  и  равны 120.

3. Совокупный набор направлений реги-
страции излучения, построенных над всеми
внешними ячейками 
( ).

4. Количество фотонов , разыгрываемых в
ячейке с минимальной энергией, задает полное ко-
личество фотонов  (  при

, используемыx в схеме локальных оце-
нок прямого уравнения, и  при

 для схемы прямого расчета), разыгры-
ваемых в расчетной области при применении ме-
тодов прямого счета и локальных оценок прямого
уравнения.

[ ]( ) [ ]( )= − −τ( − −τ( bF l l r( ) 1 exp ) 1 exp ) ,

( )( )[ ]τ = − − γ − −τ( brln 1 1 exp .
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5. Количество траекторий в случае примене-
ния локальных оценок сопряженного уравнения

 ≈ 100.
В случае реализации метода прямого расчета

необходимо организовать вычисление в парал-
лельном режиме  траекторий фотонов из внут-
ренней области. В случае метода локальных оце-
нок сопряженного уравнения необходимо рас-
считывать  процессов, так как решения для
каждого из  направлений являются взаимоне-
зависимыми. В случае метода локальных оценок
прямого уравнения возможно несколько подхо-
дов к организации вычислений. Можно исполь-
зовать схему как в случае метода прямого счета,
моделируя  процессов, и на каждом шаге рассея-
ния каждого фотона производить  вычислений
локальных оценок для всех направлений регистра-
ции. Однако в данном случае таких направлений
слишком много, что не позволило организовать
эффективный цикл на видеокарте, в том числе
при использовании вложенных ядер. Поэтому ис-
пользовалась схема расчета  процессов, при
которой для каждого направления из  запуска-
ется свое вычисление на  траекториях из внут-
ренней среды.

Пусть необходимо произвести параллельные
вычисления  процессов. Параметры вызова яд-
ра CUDA следующие: используется одномерная
сетка и одномерные блоки, количество нитей на
блок – 128 (для используемой видеокарты такое ко-
личество нитей показало лучшую производитель-
ность, чем 256 и 512). Необходимое количество бло-
ков вычисляется по соотношению .
Номер нити  на видеокарте вычисляется
как , вы-
числения осуществляются, если . При
этом если полученное количество блоков превы-
шает максимально допустимое, определяемое для
каждой видеокарты параметром maxGridSize[0],
то необходимо разбивать  на части, организуя
цикл на CPU для запуска ядра на видеокарте. Ор-
ганизация глубоких циклов (как в случае сумми-
рования по  в (9) и в (15)) может привести к не-
обходимости уменьшения количества блоков.
Математическое ожидание в (9) и (15) рассчиты-
валось с использованием атомарной операции
atomiсAdd (в CUDA данная операция определена
для переменных типа float), что не уступает по
скорости записи данных в массив с последующим
сложением на CPU. Генерация случайных чисел
осуществлялась на GPU так, что для каждой из 
траекторий фотонов инициировался собствен-
ный генератор, порождавший уникальный ряд
случайных чисел для реализации трассировки
фотона согласно уравнениям (5) и (12).
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РЕЗУЛЬТАТЫ
Прослежено формирование угловой зависи-

мости силы излучения (1) при изменении поло-
жения наблюдателя  относительно струи неза-
висимо для трех образующих ее поверхностей.
Поверхность  соответствует плоскости , и
сила излучения формируется на круге области на-
чала струи. Поверхность  соответствует боковой
поверхности струи, сила излучения формируется
на параболоиде вращения. Поверхность  соот-
ветствует плоскости  (  – длина струи), и
сила излучения формируется на круге конечного
сечения струи. Дистанция до объекта (1 км) мно-
го больше размера струи, обход осуществляется
по круговым траекториям и на всех графиках по
оси абсцисс отложено угловое положение наблю-
дателя. Излучающими компонентами газовой
фазы являются вода и углекислый газ. Коэффи-
циенты поглощения получены из базы данных
HITRAN [14], и их значения при различных тем-
пературах табулированы. От спектральных вели-
чин осуществлен переход к интегральным соглас-
но групповой модели [13] в малом спектральном
диапазоне. Средний по расчетному объему коэф-
фициент поглощения газовой фазы составляет
0.057 м–1. Выбраны четыре сечения рассеяния ча-
стиц (0.1, 10, 40.5, 80) × 10–11 м2, которые соот-
ветствуют среднеобъемным значениям альбедо

. На рис. 2 показаны
угловые зависимости силы излучения нерассеянной
компоненты при различных значениях альбедо.

Наличие криволинейного паттерна в силе из-
лучения с поверхности  связано с количеством
ячеек, на которые разбивается расчетная область.
При использовании более мелкой сетки по оси

 данный паттерн сглаживается, что требует,

obsr

A =x 0

B

C
=x L L

( )ϖ = 0.021,  0.177,  0.465,  0.632

B

OX

Рис. 2. Влияние альбедо среды на изменение угловой
зависимости силы прямого (нерассеянного) излуче-
ния  при использовании изотропной индикатрисы
рассеяния для поверхностей A (а), B (б), C (в): 1 –

, 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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однако, большего времени расчета. Для получения
общего решения в случае неаналоговых методов не-
рассеянная компонента складывается с рассеян-
ным излучением. На рис. 3 приведено сравнение уг-
ловых зависимостей силы излучения рассеянных
компонент, полученных с использованием локаль-
ных оценок в решении прямого и сопряженного
уравнений при изотропной индикатрисе рассеяния

. Значение , используемое в
прямом методе, составляет 50.

Полученные по двум различным методам зна-
чения силы излучения количественно соответ-
ствуют друг другу. Из графиков можно наблюдать
увеличение силы излучения рассеянной компо-
ненты при увеличении альбедо. Результаты рас-
чета угловой зависимости силы полного (рассе-

→ = πP( ' ) 1 4ω ω Nmin

Рис. 3. Угловые зависимости силы излучения рассеянной компоненты по алгоритмам решения прямого (а)–(в) и со-
пряженного (г)–(е) уравнений с изотропной индикатрисой рассеяния для поверхностей A (а), (г), B (б), (д), C (в), (е):
1 – , 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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янного и нерассеянного) излучения по решению
сопряженного уравнения в сопоставлении с ре-
зультатами по прямому методу расчета представ-
лены на рис. 4.

Значение , используемое в методе прямо-
го расчета, составляет 2000. При изотропной ин-
дикатрисе рассеяния данный метод демонстрирует
несколько большие (примерно на 5%) значения си-
лы излучения с поверхности, но в целом результаты
хорошо согласуются друг с другом. Рассмотрим те-
перь угловые зависимости при использовании не-

Nmin

изотропной индикатрисы Хеньи–Гринштейна, ко-
торая часто используется для описания индикатрис

аэрозолей 

где  – параметр, определяющий вытянутость
индикатрисы (фактор асимметрии). При увели-
чении рассеяния вперед профиль угловой зависи-
мости силы излучения (рассеянной компоненты)
претерпевает существенные изменения. На рис. 5
продемонстрировано изменение профиля силы
излучения рассеянной компоненты при расчете
по сопряженному уравнению.

Сравнение различных способов расчета рассе-
янного излучения при неизотропной индикатри-
се показывает плохую адаптируемость метода
прямого расчета, занижающего значения по срав-
нению с методами локальных оценок в 2.5–3 раза
при g = 0.9, что продемонстрировано на рис. 6.

Рассеянная компонента в методе прямого рас-
чета представлена здесь как разность полного из-
лучения и нерассеянного. На графиках отсутству-
ет зависимость рассеянного излучения с боковой
поверхности  по данному методу ввиду наличия
криволинейного паттерна в расчете нерассеянно-
го излучения (обусловленного степенью детали-
зации расчетной сетки). Методы, основанные на
локальных оценках, по-прежнему хорошо согла-
суются друг с другом качественно, однако стоит от-
метить возрастающую дисперсию результата для
решения прямого уравнения при увеличении не-
изотропности индикатрисы. Сравнение времен
расчета представлено в таблице.

( ) ( ) ( )−
− + − θ

θ =
π

g g g
P

3/22 2

HG

1 1 2 cos( )
,

4
g

B

Рис. 5. Угловые зависимости рассеянной компонен-
ты силы излучения по решению сопряженного урав-
нения и  и различных параметрах асиммет-
рии g: 1 – изотропное рассеяние (g = 0), 2 – g = 0.5, 3 –
0.9; для поверхностей A (а), B (б), C (в).
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Рис. 6. Сравнение угловых зависимостей силы рассеянной компоненты излучения для трех расчетных методов с ин-
дикатрисой Хеньи–Гринштейна при  и g = 0.5 (а)–(в) и 0.9 (г)–(е) для поверхностей A (а), (г), B (б), (д), C (в),
(е): 1 – метод прямого расчета; 2 – локальная оценка, прямое уравнение; 3 – сопряженное уравнение.
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Вычислительно более “дорогим” для данной
задачи является метод локальных оценок при ре-
шении прямого уравнения. Следует обратить вни-
мание на вопрос сходимости при вычислении ма-
тематического ожидания в (9) и в (15). Выбрана
площадка в середине поверхности , и проанали-
зирована сходимость значений рассеянного излу-
чения при изменении управляющих параметров
(  для локальных оценок прямого уравнения и

 для локальных оценок сопряженного уравне-
ния). При этом на сетке регистрируемых направ-
лений зенитный угол отсчитывается от нормали к
поверхности, таким образом, угол в 0° соответ-
ствует направлению внутрь расчетного объема по
нормали, а угол в 90° – направлению по касатель-
ной с быстрым выходом из объема.

Несмотря на то, что в обоих методах использу-
ются одни и те же функции расчета длины свобод-
ного пробега и оптической толщины, сходимость
метода локальных оценок сопряженного уравне-
ния не зависит от направления регистрации (оди-
наково низкая дисперсия на графиках 1B–3B,
рис. 7), в то время как при решении прямого урав-
нения сходимость зависит от направления (возрас-
тающая дисперсия на графиках 1D–3D при стрем-
лении зенитного угла к 0°). Плохой сходимостью
решения прямого уравнения объясняются пики на
представленных ранее зависимостях рассеянного
излучения при обходе поверхности. Такое поведе-
ние сходимости может обусловливаться и недоста-
точным качеством примененных алгоритмов трас-
сировки луча.

Тем не менее, исходя из общего согласования
графиков зависимостей рассеянного излучения,
можно заключить, что приведенное описание
применения методов расчета рассеянного излу-
чения на основе решения прямого и сопряженно-
го уравнений методами локальных оценок в среде
с объемными источниками излучения является
корректным и приводит (при выполнении усло-
вий сходимости) к схожим значениям рассеянно-
го излучения. На основании анализа временных
затрат и особенностей сходимости данных мето-
дов можно сделать вывод о предпочтительности
применения того или иного подхода к решению
конкретной задачи.

B

Nmin

N3

Сравнение времен расчета (в с) при использовании индикатрисы Хеньи–Гринштейна с параметром 

Метод прямого расчета, Локальная оценка (прямое 
уравнение), 

Локальная оценка 
(сопряженное уравнение)
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Рис. 7. Сходимость метода локальных оценок сопря-
женного уравнения при зенитном угле 0.375°, азиму-
тальном – 0.75° (а); (б) сравнение зависимостей по
зенитному углу методов локальных оценок прямого
уравнения (D, ) и сопряженного уравне-
ния (B, ): 1 – , 2 – 0.465, 3 – 0.632.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, можно выполнить качествен-
ное сравнение рассмотренных методов расчета
силы излучения с осесимметричного объема при
наличии рассеяния. Методу решения прямого
уравнения с использованием локальной оценки и
методу прямого расчета сопутствует общее огра-
ничение: выражение (10) для мощности, испуска-
емой элементарным объемом среды, соответству-
ет предположению объемного высвечивания, т.е.
малой оптической толщины такого объема, что
может налагать довольно жесткие условия на дис-
кретизацию расчетной области. Метод прямого
расчета не подходит при работе с неизотропными
индикатрисами, по крайней мере для сеток детек-
тируемых направлений высокой дискретизации.
Метод локальных оценок прямого уравнения
способен учитывать неизотропность индикатрис
рассеяния в среде, однако для малой дисперсии
результата может понадобиться достаточно боль-
шое число . Общим свойством методов ло-
кальных оценок является принципиальная неза-
висимость от наличия симметрии в среде. Наибо-
лее универсальным оказался метод решения
сопряженного уравнения переноса с использова-
нием локальной оценки. Во-первых, энергия, из-
лучаемая объемом среды в данном методе, рас-
считывается напрямую, без деления на отдельные
элементарные излучающие объемы. Во-вторых,
явный вид оценки (14) в данном методе интуи-
тивно понятным образом обеспечивает вклад от
всех источников излучения. С ее использованием
наиболее просто учитывать вклад внешних ис-
точников излучения, видимых из текущей точки
под определенным телесным углом.

Продемонстрировано значительное влияние
величины альбедо однократного рассеяния на ха-
рактеристики рассеянного излучения: при увели-
чении значения альбедо в 30 раз сила излучения
от рассеянной компоненты в случае использова-
ния однородной индикатрисы возрастает в ~3 ра-
за с поверхности B и в ~1.5 раза с поверхностей A
и C. С увеличением доли рассеянного вперед
излучения профиль силы излучения от поверхно-
сти B деформируется, что является важным фак-
тором при оценке максимальной силы излучения
рассеивающих струй, так как, несмотря на макси-
мальную площадь проекции струи при положении
наблюдателя в 90°, максимум силы излучения до-
стигается при смещенном угле наблюдения (~15° и
~160°). Однако при расчете реальных струй двига-
телей данные угловые зависимости дополнитель-
но деформируются излучением металлических

Nmin

стенок сопла – расчет подобной задачи также
полностью описывается представленными урав-
нениями.
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В работе представлены результаты численного моделирования горения водородно-воздушной сме-
си в сверхзвуковом потоке в модельном канале конфигурации, исследованной в проекте “HyShot”.
Решается осредненная по Фавру система уравнений Навье‒Стокса, дополненная различными мо-
делями турбулентности, моделями взаимодействия турбулентности с горением, а также описанием хи-
мико-кинетических механизмов. Выполнено сравнение результатов расчетов с применением различ-
ных моделей с экспериментальными данными, определены отклонения расчетных и эксперименталь-
ных значений статического давления по длине модели. Проведено исследование влияния угла подачи
топлива на характеристики потока, определены границы теплового запирания в зависимости от это-
го фактора. Исследовано влияние начального уровня турбулентности потока на структуру течения.

DOI: 10.31857/S0040364422040068

ВВЕДЕНИЕ
Исследование горения топливно-воздушных

смесей в высокоскоростном потоке с ударно-вол-
ной структурой направлено на решение задачи
создания комбинированных силовых установок,
разрабатывающихся для многоразовых авиаци-
онно-космических систем [1–3]. Ввиду больших
скоростей потока в камере сгорания возникает
необходимость интенсификации смешения и го-
рения топливных компонентов [4–6]. В качестве
топлива может рассматриваться как водород, обес-
печивающий высокий удельный импульс, высокие
экологические характеристики и имеющий боль-
шой потенциал применения в энергетических уста-
новках [7], так и углеводородные топлива, напри-
мер этилен [8, 9].

Обеспечение эффективного процесса горения
топлива, в частности, связано со способом пода-
чи горючего в набегающий поток. Горючее может
подаваться как со стенки, так и с использованием
пилонов топливоподачи. Первый вариант рас-
смотрен, например, в работе [10], где проведено
экспериментальное и численное исследование го-
рения водородно-воздушной смеси в камере сго-
рания проекта LAPCAT II со сверхзвуковым режи-
мом течения. Для камеры сгорания, которая имеет
четыре секции, проводятся эксперименты со следу-
ющими параметрами: полное давление р0 = 0.40
MПа, полная температура 1414 < T0 < 1707 К, ко-

эффициент избытка горючего – 0.15. Использова-
ние второго варианта рассмотрено в [11], где прово-
дится исследование при числе Маха M = 2.5, р0 =
= 0.6 MПа, T0 = 1620 К и коэффициенте избытка
горючего 0.45. Для данного эксперимента рассмат-
риваются различные типы пилонов и проводится их
сравнение по эффективности обеспечиваемого
смешения.

Одним из экономически выгодных методов,
позволяющих исследовать процессы смешения и
горения горючего и окислителя в сверхзвуковом
потоке и выявить эффективные способы их ин-
тенсификации, является численное моделирова-
ние. Среди ряда примеров можно рассмотреть ра-
боту [12], основанную на данных из [13], где ис-
следуется модернизированный пилон для
создания дополнительных вихрей в продольном
направлении в сверхзвуковом потоке, которые в
свою очередь интенсифицируют смешение во-
дорода с воздухом. В [14] рассматривается влия-
ние коэффициента избытка топлива на горение в
сверхзвуковом потоке с помощью LES- и PaSR-
моделирования. Выявлено, в частности, что с
увеличением коэффициента избытка топлива
среднее число Маха в камере сгорания и сопле
уменьшается. В [15] проводится RANS-моделиро-
вание с поправкой в модели турбулентности для
учета влияния шероховатости стенки на разви-
тие горения в сверхзвуковом потоке. Показано,

УДК 544.452.42

EDN: RRFLOW
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что шероховатость существенно влияет на резуль-
тат, а ее учет в моделировании позволяет обеспе-
чить лучшее совпадение с экспериментальными
данными. Ряд летных и наземных экспериментов,
а также численных исследований выполнен в про-
екте “HyShot”. Так, в [16] с помощью численного
моделирования исследовалась модельная камера с
разными высотами горла для оценки влияния это-
го геометрического фактора на характеристики го-
рения при ударно-волновой структуре течения. Ре-
зультаты моделирования сравнивались с экспе-
риментальными данными из [17]. Выявлена
сильная зависимость от выбора модели турбулент-
ности и модели взаимодействия горения и турбу-
лентности (ВТГ).

При численном моделировании горения в
сверхзвуковом потоке необходимо правильно ис-
пользовать расчетные модели, которые описывают
процессы воспламенения и горения, турбулентное
перемешивание и их взаимодействие друг с дру-
гом. Применение той или иной модели может ка-
чественно влиять на получаемый результат. Так,
выбор модели химической кинетики горения водо-
рода может по-разному воспроизводить задержку
воспламенения [18, 19] и приводить к различным
значениям ламинарной скорости пламени [19].

Основная задача данной работы заключается в
валидации численных методов расчета горения
водородно-воздушной смеси по эксперименталь-
ным данным, полученным при исследовании мо-
дельной камеры сгорания конфигурации проекта
“HyShot” [17], а также в определении степени
влияния различных условий на результаты расче-
та. При трехмерном численном моделировании
решались осредненные по Фавру уравнения На-
вье‒Стокса, дополненные моделями турбу-
лентности и механизмами химической кинетики.
При этом варьировались модели турбулентности
(k‒ω SST Ментера [20], γ-ReΘ [21] и еe развитие γ,
k‒ε-модель [22]) и модели ВТГ (laminar finite-
rate – LFR и eddy-dissipation-concept – EDC [23]).
Валидация результатов расчетного исследования
проводилась путем сравнения расчетных и экс-
периментальных распределений давления на
стенках модели. Дополнительно исследовалось
влияние разных условий однозначности на полу-

чаемые значения характеристик эффективности
сгорания топлива.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Конфигурация модели. Численное моделирова-

ние проводится для конфигурации эксперимен-
тальной модели проекта “HyShot” [17]. Трехмерная
конфигурация модели, а также ее схематическое
изображение представлены на рис. 1 и 2 соответ-
ственно.

Модель симметрична относительно плоско-
стей XY и XZ и состоит из входного устройства,
камеры сгорания, а также сопла. Длина модели –
625 мм, ширина – 75 мм. В исследовании рас-
сматривается вариант с высотой горла 20 мм и вы-
сотой входного устройства 82 мм. Общая длина
камеры сгорания составляет 250 мм. Модель име-
ет два клина сжатия, первый из которых располо-
жен под углом 9°, а второй ‒ под углом 12° по от-
ношению к плоскости XZ. Первый клин сжатия
удален от начальной точки входного устройства
на 135 мм. В качестве горючего используется во-
дород, который подается в спутный поток с двух
клиньев сжатия (верхний и нижний); оба имеют
по четыре форсунки диаметром 2 мм. Форсунки
расположены под углом 45° по отношению к плос-
кости клина сжатия или под углом α = 54° по отно-
шению к плоскости XZ.

Расчетная область. В данном численном моде-
лировании первоначально рассматривалась дву-
мерная блочно-структурированная расчетная сет-
ка. Использование такой сетки позволило оценить
необходимое количество ячеек в продольном и
поперечном сечениях на основе сходимости сетки и
значения параметра Y+. Дальнейшее исследование
проводится уже с использованием трехмерной
блочно-структурированной расчетной сетки. Ввиду
того что модель симметрична относительно цен-
тральных плоскостей, сеточная область строит-
ся только для 1/4 модели, что позволяет ускорить
процесс счета. Общий вид расчетной сетки пред-
ставлен на рис. 3а. На рис. 3б показано распреде-
ление ячеек в области форсунок на поверхности
клина сжатия.

Для детального описания структуры погра-
ничного слоя и его взаимодействия с ударными

Рис. 1. Трехмерная конфигурация модели.

Y

X

Z

Рис. 2. Схематическое изображение модели:
размеры ‒ в мм.
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волнами проводится сгущение сетки ко всем стен-
кам модели, а также вблизи форсунок. Расчетная
сетка содержит ~4 × 106 ячеек (4213920). Мини-
мальный размер ячеек равен 5 × 10–3 мм. В обла-
стях входа и выхода расчетная сеточная область
расширяется за счет дополнительных ячеек, ко-
торые учитывают развитость потока, а также обес-
печивают независимость получаемого решения от
граничных условий. Значение параметра Y+ для ре-
жима без подачи топлива, как и с подачей топли-
ва, <5.

Граничные условия и замыкающие модели. Физи-
ческие параметры набегающего потока и впрыска
топлива, которые используются при численном
моделировании, соответствуют эксперименталь-
ным и представлены в табл. 1. Здесь T – статиче-
ская температура, ρ – плотность, u – скорость,

 – массовые доли кислорода, азота,
водорода, p – статическое давление, ϕ – эквива-
лентное отношение топлива.

Численное моделирование проводится для двух
режимов. Первый, когда форсунки закрыты, т.е.
без подачи топлива, – “холодный” запуск. Вто-
рой, когда форсунки открыты, т.е. с подачей топ-
лива, – “горячий” запуск.

На рис. 4 представлены типы граничных усло-
вий, используемых при численном моделировании.

2 2 2O N H, ,Y Y Y

На входе в расчетную область (“вход” на рис. 4)
задается число Маха, статическое давление и ста-
тическая температура в соответствии с табл. 1. Так-
же в одном из расчетов для выявления независимо-
сти получаемого решения от граничного условия
на входе окислителя задаются удельный расход,
статическое давление и полная температура, на
выходе из расчетной области (“выход”) ‒ условие
экстраполяции. На граничном условии “вход Н2”
задаются число Маха, статическое давление и ста-
тическая температура, на границах “симметрия”
(зеленый цвет) ‒ условие симметричности, на
стенках модели “стенка” (синий цвет) ‒ условие
адиабатической стенки и условие “прилипания”.

Для описания процессов протекания химиче-
ских реакций при взаимодействии горючего и
окислителя используются химико-кинетический
механизм, разработанный в [24] (Dimitrov), а так-
же механизм из [25] (Hong). Механизм Dimitrov
содержит девять компонент (O, O2, H, H2, H2O,
H2O2, N2, включая радикалы OH, НО2) и 30 об-
щих реакций; механизм Hong ‒ 10 компонент (O,
O2, H, H2, H2O, H2O2, N2, AR, включая радикалы
OH, НО2) и 20 общих реакций с учeтом диапазон-
ных ограничителей.

Рис. 3. Трехмерная расчетная сетка: (а) – общий вид
расчетной сетки, (б) – распределение ячеек в области
форсунок.

Y

Z
X

(а)

(б)

Y

Z
X

Таблица 1. Параметры для численного моделирования

Запуск T, К ρ, кг/м3 u, м/с М p, Па ϕ

Воздух “Холодный” 280 0.0902 2275 0.23 0.77 0 6.78 7253 –

“Горячий” 422 0.0755 2634 0.23 0.77 0 6.4 9131 0.46

Топливо – 250 0.543 1206 0 0 1 – – –

2OY
2NY

2HY

Рис. 4. Типы граничных условий.
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Для описания процессов взаимодействия хи-
мических реакций и турбулентности используют-
ся модели LFR и EDC.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
“Холодный” запуск. Результаты численного мо-

делирования сравниваются с результатами экспе-
римента, в котором проводились замеры статиче-
ского давления на стенке вдоль вертикальной
плоскости симметрии проточного тракта (рис. 5).

Для режима “холодного” запуска распределе-
ния давления при использовании разных замыка-
ющих моделей представлены на рис. 6. Вертикаль-
ные серые линии соответствуют координатам мест
подачи топлива, начала второго клина сжатия, на-
чала и конца камеры сгорания.

Показано, что в целом все варианты расчетов
качественно схожи между собой. Удается выявить
несколько пиков: первый образуется при про-
хождении потока через ударную волну от второго
клина сжатия; второй, третий, четвертый прихо-
дятся на область камеры сгорания; пятый ‒ в об-
ласти сопла. Максимальные значения давлений
второго и четвертого пика не достигают уровня
значений в эксперименте, а величины третьего
пика, наоборот, завышены. Пространственное
расположение первых четырeх пиков совпадает с
экспериментом. Основное отличие приходится на
пятый пик, который в расчетах оказывается рань-
ше, чем в эксперименте. Видно, что в этой области
расчет с моделью химико-кинетического меха-
низма Dimitrov и моделью турбулентности k‒ε
дает завышенные значения по сравнению с дру-
гими моделями турбулентности. Давления же при
использовании модели γ-ReΘ (Dimitrov, γ-ReΘ)
незначительно меньше, чем при использовании
модели k‒ω SST (Dimitrov, SST).

При сравнении моделей химико-кинетиче-
ского механизма с одной моделью турбулентно-
сти k‒ω SST (Dimitrov, SST и Hong, SST) резуль-
таты качественно схожи между собой. Распределе-
ние давления с другим типом граничного условия
(Dimitrov, SST), т.е. с заданием на входе в расчет-
ную область удельного расхода, статического дав-
ления и полной температуры, не приводит к от-
личию от результата при задании на входе числа

Маха, статического давления и статической тем-
пературы.

В целом, несмотря на сложный процесс взаи-
модействия ударных волн с пограничным слоем,
использование численного моделирования поз-
воляет достаточно точно воспроизвести распре-
деление давления на стенках камеры сгорания.

Для варианта расчета с химико-кинетическим
механизмом Dimitrov при использовании модели
турбулентности γ-ReΘ поля числа Маха, давле-
ния и температуры в плоскости симметрии пред-
ставлены на рис. 7.

Показано, что внутри камеры сгорания при
прохождении потока воздуха через ударные вол-
ны, образующиеся от первого и второго клиньев
сжатия, наблюдается четыре крупных области сжа-
тия и разрежения (рис. 7б). Видно, что при взаимо-
действии падающей, отраженной ударных волн и
волны разрежения от поверхности стенки в обла-
сти стенок образуются зоны с повышенными дав-
лением и температурой (рис. 7в). Данные зоны
благоприятны для образования в них радикалов
OH и обеспечивают самовоспламенение даже с
невысоким значением степени сжатия потока в
воздухозаборнике. Схожий результат получен в
работе [16]. Зоны повышенных давлений и темпе-
ратур соответствуют меньшим числам Маха
(рис. 7а).

Одним из факторов, влияющих на получаемое
численное решение, является степень турбулент-
ности потока на входе в расчетную область [26],
определяемая параметром интенсивности I и от-
ношением турбулентной вязкости к молекуляр-
ной μt/μl. В представленных выше расчетах ин-
тенсивность I = 5%, а отношение вязкостей
μt/μl = 10. Для определения степени влияния тур-
булентности потока на численное решение про-

Рис. 5. Изображение сечений вдоль модели.

Y

Z

Сечение вдоль
форсунки

Вертикальная
плоскость
симметрии

Рис. 6. Распределения давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии для “холодного” за-
пуска с разными замыкающими моделями: 1 – экспе-
римент [17]; расчет: 2 – Dimitrov, γ-ReΘ; 3 – Dimitrov,
SST; 4 – Dimitrov, k‒ε; 5 – Dimitrov, SST, второе гра-
ничное условие; 6 – Hong, SST.
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водится варьирование параметров I и μt/μl
(табл. 2).

Определение величины μt/μl основывается на
заданных I и характерном размере рассматривае-
мой задачи Lхар с использованием следующих за-
висимостей:

где l – турбулентный масштаб длины (размер наи-
большего турбулентного вихря), Cμ – эмпириче-
ская константа модели турбулентности, k – тур-
булентная кинетическая энергия, ε – турбулент-
ная скорость диссипации.

В качестве основных величин характерного раз-
мера используются значения высоты горла 20 мм,
гидравлического диаметра на основе высоты гор-
ла 4S/A = 31.579 мм, а также длина проточного
тракта 625 мм (табл. 2).

Для “холодного” запуска рассматривались толь-
ко несколько расчетов с разными значениями сте-
пени турбулентности потока на входе в расчетную
область (табл. 2) с химико-кинетическим механиз-
мом Dimitrov и моделью турбулентности γ-ReΘ. Ре-
зультаты данных расчетов представлены на рис. 8.

По данным результатам можно видеть, что рас-
пределение давления вдоль стенки при разных сте-
пенях входной турбулентности качественно схо-
жи между собой. Можно сделать вывод, что в
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−
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эксперименте обеспечивались низкие уровни
турбулентности на входе в рабочую часть уста-
новки. При этом изменение интенсивности тур-
булентности на входе с сохранением отношения
турбулентной вязкости к молекулярной не при-
водит к изменению результата.

В табл. 2 также представлены значения сред-
ней арифметической относительной погрешно-
сти (δср_хол) для расчeтов с “холодным” запуском
при разной входной степени турбулентности. Вы-
числение погрешностей давления выполнялось
по следующим формулам:

где i – проба эксперимента, N – количество проб
из эксперимента.

Стоит отметить, что данная методика приво-
дит к завышенным значениям отклонений давле-
ния в местах пространственного смещения пика
давления.

Для расчетов с разной степенью турбулентно-
сти также представлен коэффициент восстанов-
ления полного давления (рис. 9), который вычис-
ляется по формуле
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Рис. 7. Поля параметров для расчета Dimitrov, γ-ReΘ
вдоль вертикальной плоскости симметрии: (а) ‒ поле
числа Маха, (б) ‒ поле статического давления, (в) ‒
поле статической температуры.
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Таблица 2. Параметры степени турбулентности потока на входе в расчетную область

I, % 0.1 5 5 5 5 10 10 10 10
μt/μl 1 10 540 850 16847 540 1078 1702 33694
Lхар, мм 1.88 0.37 20 31.579 625 10.01 20 31.579 625
δср_хол, % 23.6 24.9 29.4 – – 31.6 – – –

Рис. 8. Распределения давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии для “холодного” за-
пуска с разными значениями степени турбулентности
на входе в расчетную область: 1 – эксперимент [17];
расчет: 2 – Dimitrov, γ-ReΘ, 0.1-1; 3 – 5-10; 4 – 5-540;
5 – 10-540.

200000

40000

80000
100000
120000
140000
160000
180000

20000

60000

0 0.40.30.20.1 0.5 0.6

P
, П

а

X, м

1
2
3
4
5



768

ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

КУКШИНОВ, МАМЫШЕВ

Здесь P0i(x) – полное давление в i-й ячейке, ρi(x) –
плотность смеси в i-й ячейке, (x) – вектор ско-
рости i-й ячейке, (х) – площадь i-й ячейки в
рассматриваемом сечении; индекс inlet обознача-
ет параметры на входе в воздухозаборник.

С ростом значений I и μt/μl (Dimitrov, γ-ReΘ,
5-540 и Dimitrov, γ-ReΘ, 10-540) коэффициент
восстановления полного давления практически
на одну и ту же величину меньше вдоль всей мо-
дели, чем при расчете Dimitrov, γ-ReΘ, 0.1-1 и
Dimitrov, γ-ReΘ, 5-10.

“Горячий” запуск. Для “горячего” запуска выпол-
нены расчеты с учетом подачи топлива в проточный
тракт модели. Особенности основных численных
расчетов при “горячем” пуске представлены в
табл. 3, где I-μt/μl – параметры степени турбулент-
ности потока на входе в расчетную область.

На рис. 10 представлены распределения давле-
ния при разных химико-кинетических механиз-
мах, моделях турбулентности, а также разных мо-
делях ВТГ.

По распределению контрольного параметра,
представленному на рис. 10, видно, что вне зави-
симости от модели турбулентности и химико-кине-
тического механизма результаты с применением
модели ВТГ EDC не совпадают с эксперименталь-
ными значениями давления на стенках (расчеты
№№ 5–7). Использование модели EDC оправда-
но при исследовании процесса горения в дозву-
ковом потоке, где характерное время химических
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реакций значительно меньше, чем характерное
гидродинамическое время [27]. В сверхзвуковом
потоке данные характерные величины могут быть
одного порядка. В то же время на рис. 10 показа-
но, что результаты с химико-кинетическим меха-
низмами Dimitrov, Hong при использовании моде-
ли турбулентности γ-ReΘ и γ, а также модели LFR
относительно близки к экспериментальным (рас-
четы №№ 2–4). Выявлено, что химико-кинети-
ческий механизм (расчеты №№ 2, 3) не является
критическим фактором исходя из оценки кон-
трольного параметра давления [18]). На основе
средней арифметической относительной погреш-
ности выбраны расчетные модели для дальней-
шего исследования (расчет № 2).

Результаты с моделями турбулентности k‒ω
SST и k‒ε при использовании ВТГ LFR (расчеты
№№ 8, 9) не приведены, так как при численном
моделировании возникает эффект теплового за-
пирания (табл. 4).

С помощью численного моделирования удает-
ся выявить небольшой рост давления до 105 Па,
приходящийся на область впрыска водорода (x =
= 0.0925 м), который отсутствует при “холодном”
расчете (рис. 10). Данный пик является результа-
том образования ударной волны вследствие пода-
чи топлива, который не отображается в экспери-
ментальных данных из-за отсутствия датчика
вблизи входного отверстия горючего [28]. Вдоба-
вок результаты моделирования показывают воз-
вращение уровня давления к первоначальному
значению на небольшом промежутке модели
вниз по потоку после подачи топлива.

Для варианта расчета с химико-кинетическим
механизмом Dimitrov при использовании модели
турбулентности γ-ReΘ и модели ВТГ LFR пред-
ставлены поля числа Маха, давления, массовой

Рис. 9. Распределения коэффициента восстановле-
ния полного давления для ряда поперечных сечений
вдоль модели для “холодного” запуска: 1 – Dimitrov,
γ-ReΘ, 0.1-1; 2 – 5-10; 3 – 5-540; 4 – 10-540; “горяче-
го” запуска с разными замыкающими моделями: 5 –
расчет № 1, 6 – 2, 7 – 10, 8 – 11, 9 – 12, 10 – 14, 11 – 16,
12 – 17.
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Рис. 10. Распределения давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии для “горячего” за-
пуска с разными замыкающими моделями: 1 – экспе-
римент [17]; расчет: 2 – № 2, 3 – 3, 4 – 4, 5 – 5, 6 – 6,
7 – 7.
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доли H2 и изоповерхности массовой доли H2O
(рис. 11, 12).

Поле числа Маха показывает, что в тракте пре-
обладает сверхзвуковое течение топливно-воз-
душной смеси вдоль всей модели. Поле массовой
доли водорода позволяет оценить процесс смеше-
ния водорода с окислителем, активная часть кото-
рого заканчивается до достижения второго клина, и
то, насколько эффективно этот процесс происхо-
дит. Также можно отметить, что повышение тем-
пературы вследствие тепловыделения смещает
вверх по потоку ударно-волновую структуру, ча-
стичное сохранение которой можно наблюдать по
полю давления. Рис. 12 позволяет сделать вывод,
что топливо проникает практически во всю область
рабочего участка как по ширине, так и по высоте.
Если при прочих равных условиях высоту горла
сделать меньше, то, как предполагается, удалось
бы задействовать весь объем камеры сгорания.

При моделировании процессов с подачей топ-
лива также менялась степень турбулентности по-
тока на входе в расчетную область (табл. 3). На
рис. 13 показано распределение давления на стен-
ке вдоль вертикальной плоскости симметрии для
“горячего” запуска с разными значениями пара-
метров турбулентности. Видно, что при I = 5% и
увеличении μt/μl до 540, 850 и 16847 происходит
повышение давления на стенках камеры сгора-
ния (расчеты №№ 10–12). Результаты для I = 10%

и μt/μl = 540, 1078 и 1702 показывают качественно
схожую зависимость, но с некоторым приростом
давления в той же области проточного тракта
(расчеты №№ 13–15). Показано, что пик, наблю-
дающийся в области конечного участка камеры
сгорания, с увеличением интенсивности турбу-
лентности изменяется со значения р ≈ 3 × 105 до
3.59 × 105 Па. При параметрах I = 10% и μt/μl =
= 33694 расчетное давление выше эксперимен-
тального (расчет № 16). Увеличение давления на
поверхности камеры сгорания с возрастанием пара-
метров турбулентности возникает благодаря интен-
сификации турбулентного массобмена. Так, если
уменьшить значения I и μt/μl до 0.1% и 1 (расчет
№ 1), то давление окажется значительно меньше,
чем в эксперименте.

Для “горячего” запуска проводилась также
оценка влияния степени турбулентности пото-
ка на входе горючего (табл. 5). Для всех расчетов
в данной работе степень турбулентности на входе
горючего имеет значение If = 1% и μt_f/μl_f = 2.

Таблица 3. Обозначения расчетов и их характеристики

Примечание. η1, η2 – коэффициенты сгорания топлива, рассчитанные по разным формулам.

Расчет 
№

Параметры расчета

η1, % η2, %химико-
кинетический 

механизм

модель 
турбулентности

модель
ВТГ

I-μt/μl
угол подачи 
топлива α

δср_гор, %

1 Dimitrov γ-ReΘ LFR 0.1-1 54° 18.8 60.6 55.5
2 Dimitrov γ-ReΘ LFR 5-10 54° 17.88 76.0 70.3
3 Hong γ-ReΘ LFR 5-10 54° 17.89 76.3 73.0
4 Dimitrov γ LFR 5-10 54° 18.5 82.8 77.4
5 Dimitrov γ-ReΘ EDC 5-10 54° 33.1 36.4 27.7
6 Dimitrov k‒ω SST EDC 5-10 54° 32.3 39.7 30.0
7 Hong γ-ReΘ EDC 5-10 54° 33.6 33.9 25.7
8 Dimitrov k‒ω SST LFR 5-10 54° – – –
9 Dimitrov k‒ε LFR 5-10 54° – – –

10 Dimitrov γ-ReΘ LFR 5-540 54° 17.8 87.1 81.5
11 Dimitrov γ-ReΘ LFR 5-850 54° 17.6 89.9 84.5
12 Dimitrov γ-ReΘ LFR 5-16847 54° 20 96.7 92.1
13 Dimitrov γ-ReΘ LFR 10-540 54° 21.2 90.9 85.5
14 Dimitrov γ-ReΘ LFR 10-1078 54° 27.5 95.8 90.8
15 Dimitrov γ-ReΘ LFR 10-1702 54° 29.7 97.0 92.2
16 Dimitrov γ-ReΘ LFR 10-33694 54° 32 97.6 93.0
17 Dimitrov γ-ReΘ LFR 5-10 39° – 71.3 65.7

Таблица 4. Модели турбулентности и эффект теплово-
го запирания

ВТГ LFR

Модель турбулентности γ-ReΘ γ k‒ω SST k‒ε

Запирание – – + +
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Чтобы исследовать влияние этого фактора, про-
изводится сравнение результатов расчета № 2 с
If = 1%, μt_f/μl_f = 2 на входе горючего и аналогич-
ного расчета, но уже со значениями If = 10% и
μt_f/μl_f = 401 (расчет jet 10-401), соответствующи-
ми характерному значению диаметра форсунки.

Сравнение расчетных и экспериментальных
распределений давления при расчетах с разной
степенью турбулентности на форсунках пред-
ставлено на рис. 14. Видно, что распределения
давления схожи.

С помощью численного моделирования также
проводилось исследование влияния угла впрыска
топлива на характеристики потока. Некоторые мо-
дели турбулентности при численном моделирова-
нии показали тепловое запирание потока, поэтому
было решено исследовать и влияние других факто-
ров. В расчете № 2 угол впрыска топлива составляет
54° относительно плоскости XZ (α = 54°), что соот-
ветствует экспериментальной подаче. Другие зна-
чения углов α относительно клина сжатия пред-
ставлены в табл. 6.

Распределение давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии с разными угла-
ми впрыска водорода α = 54° и 39° представлено
на рис. 14 (расчеты №№ 2, 17). Видно, что при α =
= 39° значение давления по всей модели стано-
вится меньше по сравнению с α = 54°. Распреде-
ление давления для углов α = 69° и 90° не пред-
ставлены, так как с такой подачей топлива возни-
кает эффект теплового запирания (табл. 6). По
результатам численного моделирования отмече-
но, что с углом впрыска α = 39° скорость потока
локально становится выше, чем при угле 54°, при

этом уменьшается глубина проникновения горю-
чего в основной поток.

На рис. 15 показано распределение осреднен-
ных значений числа Маха в рассматриваемых по-
перечных сечениях вдоль модели для разных ва-
риантов расчетов. Осредненное число Маха опре-
делялось по следующей формуле:

где Mi(х) – число Маха i-й ячейки в рассматрива-
емом сечении.

Осредненные значения числа Маха вдоль мо-
дели для расчета с углом впрыска водорода α =
= 39° (расчет № 17) по всей длине тракта превы-
шают значения для угла α = 54° (№ 2). При срав-
нении осреднeнных чисел Маха при разных уров-
нях турбулентности видно, что с ростом парамет-
ра турбулентности на входе в расчетную область
числа Маха понижаются. Особенно изменения за-
метны при переходе со значения I = 0.1% и μt/μl = 1
(расчет № 1) к I = 5% и μt/μl = 10 (№ 2). Также
рис. 15 в целом указывает на то, что во всeм про-
точном тракте наблюдается сверхзвуковое тече-
ние среды.

Для оценки качества сгорания водорода в по-
лученных расчетах рассматривается коэффици-
ент полноты сгорания топлива, который вычис-
ляется по следующей формуле (по расходу):

где  – массовая доля водорода i-й ячейки в
рассматриваемом сечении, индекс inj обозначает
параметры на выходе из форсунки.

Распределение коэффициента полноты сгора-
ния топлива при разных режимах представлено
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Рис. 11. Поля параметров для расчета № 2 по сечению
вдоль форсунки: (а) ‒ поле числа Маха, (б) ‒ поле
статического давления, (в) ‒ поле массовой доли H2.
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Рис. 12. Изоповерхности массовой доли паров H2O.
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2 

Таблица 5. Показатели степени турбулентности на
входе горючего
If, % 1 10
μt_f/μl_f 2 401
Lхар, мм 0.1 2
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на рис. 16 вместе с распределением расхода воды.
С повышением уровня турбулентности на входе
полнота сгорания топлива повышается практиче-
ски вдоль всего тракта. Причем больший объем
химических реакций во всех режимах протекает
примерно до середины камеры сгорания, что
отображается по активному образованию водяно-
го пара в этой области.

Распределения коэффициента полноты сгора-
ния вдоль модели для большинства полученных
расчетов соответствуют кривой выгорания [29].

Значение коэффициента полноты сгорания
топлива в выходном сечении сопла (по расходу)
приведено в табл. 3, где также представлены зна-
чения коэффициента полноты сгорания топлива
в выходном сечении, полученные по следующей
зависимости (по энергии):

где (x) – массовый расход k-й компоненты в
рассматриваемом сечении,  – стандартная эн-
тальпия образования k-й компоненты,  – рас-
ход воды при коэффициенте полноты сгорания 1.

По представленным значениям (табл. 3) умень-
шение угла впрыска топлива по сравнению с экс-
периментальной подачей снижает коэффициент
ввиду большей скорости потока на протяжении
всего проточного тракта. Полнота сгорания с ро-
стом значений параметров турбулентности на входе
в расчетную область возрастает, что связано с ин-
тенсификацией турбулентного перемешивания.

Для “горячего” запуска также определяется
коэффициент восстановления полного давления.
Данный коэффициент представлен на рис. 9 в рас-
сматриваемых поперечных сечениях вдоль мо-
дели для разных вариантов расчетов. Коэффи-
циент восстановления полного давления связан с
вычислением тяги двигателя [30]. По рис. 9 видно,
что с увеличением степени турбулентности на
входе в расчетную область наблюдается понижение
коэффициента восстановления полного давления.
Усиление турбулентности на входе, с одной сторо-
ны, повышает полноту сгорания, но, с другой,
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Рис. 13. Распределения давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии для “горячего” за-
пуска с разными значениями параметра турбулент-
ности: 1 – эксперимент [17]; расчет: 2 – № 1, 3 – 2, 4 –
10, 5 – 11, 6 – 12, 7 – 13, 8 – 14, 9 – 15, 10 – 16.
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Таблица 6. Угол подачи топлива и запирание

Угол подачи топлива, град 54 39 69 90
Запирание – – + +

Рис. 14. Распределения давления на стенке вдоль вер-
тикальной плоскости симметрии для “горячего” за-
пуска с разными значениями степени турбулентности
на входе горючего и разными углами впрыска горю-
чего: 1 – эксперимент [17]; расчет: 2 – № 2, 3 – jet 10-401,
4 – 17.
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уменьшает коэффициент восстановления полно-
го давления вдоль проточного тракта.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведено численное моделирование горения

водородно-воздушной смеси в сверхзвуковом по-
токе модельной камеры сгорания эксперименталь-
ной конфигурации проекта “HyShot”. Выполнена
валидация вычислительного алгоритма с разны-
ми замыкающими моделями турбулентности, мо-
делями взаимодействия турбулентности с горе-
нием, а также химико-кинетическими механиз-
мами. Анализ полученных данных при сравнении
распределения давления вдоль стенки показал
следующее:

– модель турбулентности γ-ReΘ, модель взаи-
модействия турбулентности с горением LFR и хи-
мико-кинетический механизм Dimitrov обеспе-
чивают наилучшее совпадение с экспериментом
среди выбранных моделей;

– использование модели ВТГ EDC для сверх-
звукового потока занижает значения давления в
проточном тракте;

– в зависимости от выбранной модели турбу-
лентности может возникать тепловое запирание
потока; так, данный эффект наблюдается для мо-
делей k‒ω SST и k‒ε;

– разные механизмы химической кинетики
обеспечивают схожее распределение давления,
но, по данным [19], необходимо проводить вали-
дацию и по другим критериям, так как структура
пламени может быть различна, даже если меха-
низмы одинаково описывают задержку воспла-
менения и ламинарную скорость пламени.

Выполнены расчеты с варьированием пара-
метров турбулентности на входе в расчетную об-

ласть. Показано, что с увеличением этих парамет-
ров возникает повышение турбулентного переме-
шивания, что приводит к увеличению давления
на стенках камеры сгорания, увеличению коэф-
фициента полноты сгорания топлива и одновре-
менно уменьшению коэффициента восстановле-
ния полного давления. Коэффициент полноты
сгорания может изменяться от 60.6 до 97.6% для
низкого и высокого уровня турбулентности соот-
ветственно. Таким образом, уровень турбулент-
ности на входе является важным фактором, кото-
рый необходимо определять в экспериментах.

Проведено моделирование с варьированием
угла впрыска водорода в набегающий поток. Вы-
явлено, что при меньшем угле подачи топлива на-
блюдается ускорение потока по сравнению с экс-
периментальной подачей, что в результате обеспе-
чивает меньшее давление на поверхностях камеры
сгорания, меньшее значение коэффициента пол-
ноты сгорания топлива и большее значение ко-
эффициента восстановления полного давления.
При увеличении угла впрыска водорода наблюда-
ется эффект теплового запирания.

Рис. 15. Распределения осредненного числа Маха для
ряда поперечных сечений вдоль модели в разных ре-
жимах: 1 – расчет № 1, 2 – 2, 3 – 10, 4 – 11, 5 – 12, 6 –
14, 7 – 16, 8 – 17.
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Рис. 16. Распределения коэффициента полноты сго-
рания топлива и расхода воды для ряда поперечных
сечений вдоль модели при разных режимах: 1 – рас-
чет № 1, 2 – 2, 3 – 10, 4 – 11, 5 – 12, 6 – 14, 7 – 16, 8 – 17.
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ВВЕДЕНИЕ
Расширение сферы использования космиче-

ского пространства (навигация, связь, изучение ре-
сурсов Земли, промышленность, разведка, телеви-
дение, астрономия, метеорология, фармацевтика,
медицина) предполагает применение ракет-носи-
телей разных классов, не наносящих ущерба эко-
логии околоземного пространства, а также пригод-
ных к многоразовому использованию. При этом
ключевым звеном является разработка жидкостных
ракетных двигателей (ЖРД), в частности кис-
лородно-метанового ЖРД. Метан обладает в рас-
сматриваемом аспекте рядом важных преимуществ
перед традиционным керосином, в частности:

– возможностью создания замкнутой схемы
ЖРД с восстановительным газогенератором;

– более высокими энергетическими характе-
ристиками ракет (на 20–30% большая масса по-
лезного груза при одинаковой массе ракеты);

– лучшими охлаждающими свойствами;
– более низкой стоимостью (втрое меньше,

чем у керосина).
Вопросами разработки ЖРД на сжиженном

природном газе занимаются конструкторские бю-
ро: АО “КБхиммаш им. А.М. Исаева” [1], АО
“Конструкторское Бюро Химавтоматики” [2],
НПО “Энергомаш” им. акад. В.П. Глушко [3],
НИИМашиностроения (Россия), корпорации
США, Кореи, Японии [4]. Экспериментально-

теоретическими исследованиями, выполненны-
ми на перечисленных предприятиях, продемон-
стрирована принципиальная возможность органи-
зации устойчивого рабочего процесса и достижения
высоких значений действительного (полученного в
процессе огневых стендовых испытаний) удель-
ного импульса. Тем не менее один из принци-
пиальных вопросов, связанный с образованием
сажи в условиях, соответствующих параметрам
рабочего процесса в газогенераторе с избытком
горючего, до настоящего времени детально не
изучен. Актуальность проблемы образования сажи
обусловлена обоснованием реализуемости разра-
ботки метанового ЖРД с дожиганием восстанови-
тельного генераторного газа, который при прочих
равных условиях является более безопасным, чем
ЖРД с дожиганием окислительного генераторно-
го газа.

Вопросам образования сажи и нанодисперс-
ных частиц углерода посвящены исследования
переобогащенных углеводородных пламен, вы-
полненные на лабораторных установках [5–10].
Теоретические исследования связаны с проведе-
нием термодинамических расчетов равновесного
состава продуктов сгорания метана в кислороде
применительно к условиям, характерным для ка-
меры сгорания ЖРД. Так, в работе [5] с использова-
нием программного комплекса ТЕРРА [11] прове-
дены расчетные исследования по определению
концентрационных пределов появления конден-
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сированной фазы в виде сажи в продуктах сгора-
ния переобогащенной кислород-метановой сме-
си. Как следует из рис. 1 (штриховые линии), сажа в
продуктах сгорания в предположении термодина-
мического равновесия (однозонная модель) обра-
зуется при значениях массового соотношения
компонентов Km < 1.1. Максимум концентрации
наблюдается в области Km ≈ 0.4. Причем с ростом
давления сужаются концентрационные пределы
образования сажи, а также ее относительная мас-
совая концентрация z.

При использовании двухзонной модели тер-
модинамический расчет в первой зоне (Km = 2)
проводился при условии равновесного протекания
химических реакций. Расчетное значение темпера-
туры при этом составило 2615–2730 К при нали-
чии в продуктах сгорания только газообразных
компонентов.

Во второй зоне моделировалась химическая
неравновесность по отношению к метану с ис-
пользованием предположения, что подаваемый
во вторую зону метан как избыточный компонент
не проявляет химической активности и его мас-
совое содержание фиксировано (“заморожено”).
При этом химическое взаимодействие других
компонентов продуктов сгорания, поступающих из
первой зоны, моделировалось равновесной моде-
лью. Cажа в продуктах сгорания для двузонной мо-
дели образуется при меньших значениях Km
(<0.5), и относительная массовая концентрация
сажи уменьшается по сравнению с однозонной
равновесной моделью в 2–3 раза (рис. 1). Макси-
мум концентрации наблюдается при Km ≈ 0.1–0.18
и сдвигается в сторону стехиометрии с ростом
давления. Кроме того, рост давления приводит в
большему выходу конденсированной фазы в виде

сажи, что согласуется с опубликованными в рабо-
тах [12, 13] результатами.

Таким образом, термодинамические расчеты с
использованием двухзонной модели, результаты
которых приведены на рис. 1, подтверждают экс-
периментальные данные [12, 13] по неоднознач-
ному влиянию давления на выход сажи, в общем
случае зависящий от условий протекания процес-
са (окисление или пиролиз), состава углеводо-
родного горючего, температуры, концентрации
атомов углерода в исходной смеси. Выход сажи
может увеличиваться, уменьшаться или оставать-
ся практически постоянным.

Важно заметить, что данный диапазон значе-
ний Km предпочтителен для схем ЖРД с дожига-
нием восстановительного (работающего с избыт-
ком горючего) генераторного газа, однако нали-
чие к-фазы (сажи) может привести к снижению
эффективности и надежности ЖРД вследствие
возникновения двухфазных потерь и эрозионно-
го разрушения элементов конструкции.

Целью настоящей работы является экспери-
ментальное исследование особенностей рабочего
процесса в модельном газогенераторе на кислороде
и метане для определения концентрационных усло-
вий образования в продуктах сгорания сажи.

ОПИСАНИЕ СТЕНДОВОЙ УСТАНОВКИ
Для достижения поставленной цели разрабо-

таны модельный газогенератор на кислороде и
метане, методика проведения огневых испыта-
ний, а также следующие системы, обеспечиваю-
щие функционирование модельной установки:

1) подачи окислителя и горючего;
2) управления газогенератором и установкой с

устройством запуска, останова и оперативного
управления;

3) визуального контроля и видеорегистрации;
4) измерений с применением первичных преоб-

разователей, линий связи и регистрирующей аппа-
ратуры.

Состав и размещение первичных измеритель-
ных преобразователей на магистралях пневмо-
гидравлической системы представлены на рис. 2.

Система подачи окислителя в камеру газогенера-
тора. В качестве окислителя газогенератора ис-
пользуется газообразный кислород, который по-
ступает в камеру газогенератора из баллонов высо-
кого давления. Функционально система подачи
состоит из магистрали подачи окислителя с уста-
новленной на ней арматурой. Кислород из балло-
на через вентиль ВН5 поступает в магистраль
окислителя стенда и через редуктор РД3, вентиль
ВН6, обратный клапан КО2 и дроссельную шайбу
Ш3 подается в газогенератор. Настройка стендовой
магистрали на заданный массовый расход окисли-
теля осуществляется редуктором РД3, дроссельной

Рис. 1. Зависимости относительной массовой кон-
центрации сажи в продуктах сгорания от массового
соотношения компонентов при давлении: 1 – 0.10
МПа, 2 – 0.35, 3 – 1.00, 4 – 2.5; штриховые линии –
однозонная равновесная модель, сплошные – дву-
зонная неравновесная модель.
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шайбой Ш3 и контролируется с помощью маномет-
ров МН4 и МН5. Значение давления, необходимое
для определения массового секундного расхода
окислителя, фиксируется с помощью датчика
давления ДД3.

Система подачи горючего в камеру газогенерато-
ра. В качестве горючего в газогенераторе исполь-
зуется газообразный метан, который поступает в
камеру газогенератора из баллона высокого дав-
ления. Система подачи горючего состоит из маги-
стралей подачи горючего в первую и во вторую
зоны с установленной на них арматурой.

Первый контур используется для запуска газо-
генератора. Метан из баллона через вентиль ВН1
поступает в магистраль горючего, через вентиль
ВН3 ‒ в первый контур магистрали и через редук-
тор РД2, вентиль ВН4 и дроссельную шайбу Ш2
подается в первую зону камеры газогенератора.
Настройка первого контура на заданный расход
горючего осуществляется редуктором РД2 и кон-
тролируется манометрами МН1 и МН3. Давление
в первом контуре, значение которого необходимо
для определения массового секундного расхода
горючего в первую зону газогенератора, реги-
стрируется с помощью датчика давления ДД2.

Для независимого регулирования соотноше-
ния долей компонентов топлива в системе подачи
горючего предусмотрен второй контур, обеспе-
чивающий независимую подачу компонента во
вторую зону газогенератора. Через вентиль
ВН2, редуктор РД1, электропневмоклапан ЭПК,
обратный клапан КО1 метан подается во вторую
зону камеры газогенератора. Настройка второго
контура на заданный массовый расход горючего
осуществляется заданием давления редуктором
РД1, дроссельной шайбой Ш1, контролируется
манометрами МН1 и МН2 и регистрируется с по-
мощью датчика давления ДД1.

Система управления стендом состоит из пуль-
та управления, кабельных линий связи стендовых
агрегатов и обеспечивает дистанционный запуск
газогенератора, управление его работой во время
испытаний и останов при подаче электрического
сигнала с пульта управления на электропневмо-
клапан ЭПК, который прекращает подачу метана
в газогенератор.

Конструкция модельного газогенератора. Экс-
периментальные исследования рабочего процес-
са выполнялись на модельном газогенераторе
двухзонной схемы смесеобразования. Общий вид
конструкции газогенератора представлен на рис. 2.
Камера газогенератора выполнена разъемной и
состоит из форкамеры (первая зона), узла тепло-
массообмена, сопла и смесительной головки. Сме-
сительная головка состоит из корпуса, в который
устанавливаются свеча зажигания и три штуцера,
через один из них осуществляется измерение давле-
ния, два других необходимы для подвода горючего и

окислителя к первой зоне газогенератора. Обдув
свечи электроискровой системы воспламенения
осуществляется окислителем, который поступает в
газогенератор через центральное осевое отверстие.

Газообразный метан подается в первую зону га-
зогенератора через четыре отверстия диаметром
1.5 мм, выполненных в корпусе форкамеры 13 пер-
пендикулярно ее оси. На внешней боковой ци-
линдрической поверхности смесительной голов-
ки 14 (свеча не показана) предусмотрены четыре
паза, продольная ось которых перпендикулярна
оси отверстий. Система каналов и отверстий об-
разует коллектор подвода горючего в первую зону
(цилиндрическая полость в корпусе форкамеры,
в которой образуется смесь, воспламеняющая
компоненты в газогенераторе).

Во вторую зону газогенератора метан подается
из коллектора через шесть радиальных отверстий
диаметром 1.5 мм, расположенных в корпусе 12.
Все детали смесительной головки и второй зоны
выполнены из нержавеющей стали 12Х18Н10Т.

Модельный газогенератор предусматривает
визуализацию внутрикамерных процессов при
огневых испытаниях. Конструктивно узел визуа-
лизации включает в себя следующие детали
(рис. 2): корпус 9; уплотнительные кольца; шту-
церы 5; уплотнения из терморасширенного гра-
фита 7; смотровые окна 4, выполненные из поли-
метилметакрилата; накидные гайки 3. Оба шту-
цера 5 расположены в узле соосно и
перпендикулярно основной оси газогенератора для
обеспечения возможности организации сквозно-
го (на просвет) наблюдения за рабочим процес-
сом. К накидной гайке 3, наворачиваемой на
штуцер 5 и фиксирующей смотровое окно 4, кре-
пится держатель 2 фотосопротивления типа
ФСД1 1. На такую же накидную гайку с помощью
держателя 10 устанавливается светодиодная лампа
NLL-G9-2.5-230-3K 11, радиационная температу-
ра излучения которой составляет 3000 К. При

Рис. 2. Пневмогидравлическая схема установки и
конструкция модельного газогенератора.

"Г1"
"Г2"

"О"

ВН3

ВН1

ВН2

ВН4

ВН5 ВН6

ДД1

ДД2

ДД3

КО1

КО2

КЭМ

Г

О

МН1

МН2

МН4 МН5

МН3

РД1

РД2

РДЗ

Ш1

Ш2

Ш3

1
2

3
4

5

5
6

7

7

8
9

10
11121314

3
4



ТЕПЛОФИЗИКА ВЫСОКИХ ТЕМПЕРАТУР  том 60  № 5  2022

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ САЖЕОБРАЗОВАНИЯ 777

этом выбор лампы осуществлялся исходя из необ-
ходимости гарантированного превышения ее ради-
ационной температуры относительно яркостной
температуры пламени.

Справа к узлу визуализации стыкуется фланец 6
с установленным в нем сменным графитовым
вкладышем критического сечения сопла 8 диа-
метром 3 мм.

Системы измерения и регистрации. Система из-
мерения включает в себя первичный измеритель-
ный преобразователь (датчик) давления в каме-
ре сгорания, датчики давления на магистралях
окислителя ДД3, горючего первой ДД2 и второй
ДД1 зон, а также фотосопротивление ФСД1 1
(рис. 2). Измерительная система стенда базиру-
ется на цифровом регистратор-анализаторе ди-
намических процессов MIC 300M.

Разработанные методики определения пара-
метров рабочего процесса в модельном газогене-
раторе характеризуются тем, что преобладающей
является систематическая погрешность. Резуль-
таты расчета предельных погрешностей основ-
ных параметров представлены в таблице, которые
подтверждают удовлетворительную для теплофи-
зического эксперимента точность.

АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ ИССЛЕДОВАНИЙ 
РАБОЧЕГО ПРОЦЕССА 
И САЖЕОБРАЗОВАНИЯ

На рис. 3 представлена осциллограмма испы-
тания № 22_10_01. Данная осциллограмма харак-
терна для всех проведенных огневых испытаний.

Особенностью циклограммы работы является
двухступенчатый выход на расчетный режим ра-
боты газогенератора: первоначально метан пода-
ется только в первую зону. Это обеспечивает,
во-первых, устойчивое воспламенение кисло-
род-метановой смеси и, во-вторых, позволяет
сравнить интенсивность излучения продуктов
сгорания внутри газогенератора при подаче мета-
на во вторую зону, когда топливная смесь значи-
тельно переобогащается горючим и соотношение
содержаний компонентов топлива уменьшается
до значений Km = 0.4–0.6. Первоначально избы-
точное давление в газогенераторе составляет
~2.2 ати и в первой зоне и газогенераторе в целом
Km = Km1 = 2.03. После открытия электропневмо-
клапана подачи дополнительного расхода метана
во вторую зону давление в газогенераторе возрас-
тает до ~2.7 ати, а соотношение содержаний ком-
понентов в газогенераторе уменьшается до
Km = 0.61. После регистрации показаний фотосо-
противлений при работе в режиме в течение ~3–
4 с происходит останов газогенератора.

Результаты записи напряжений, регистрируе-
мых с помощью фотосопротивления, представле-
ны на рис. 3 в виде относительного изменения
сигнала U/U0. При горении топлива в газогенера-
торе на фотосопротивление попадают световые
потоки от лампы подсветки и продуктов сгора-
ния. Видно, что запуск газогенератора сопровож-
дается локальным ростом величины U/U0, обу-
словленным излучением продуктов сгорания при
температурах, превышающих радиационную тем-
пературу лампы подсветки. Это подтверждается ви-
деосъемкой аналогичного испытания, отдельные
видеокадры которого приведены на рис. 4. После
выхода на промежуточный режим работы уровень
сигнала (U/U0 = 0.71, 132-я с отсчета) практически
соответствует начальному (U/U0 = 0.7), регистри-
руемому фотосопротивлением только от светоди-
одной лампы.

Во втором (основном) режиме работы одно-
временно с открытием электропневмоклапана и

Предельная погрешность регистрации определяющих и определяемых параметров

Параметр Погрешность, %

Давление в камере (измерение манометрическим способом) ±0.51
Давление (измерение потенциометрическим датчиком) ±1.50
Массовое соотношение окислителя и горючего ±2.12
Интервалы времени ±0.24

Рис. 3. Осциллограмма испытания № 22_10_01: 1 –
давление в камере сгорания рк, 2 – изменение давле-
ния подачи кислорода , 3 – изменение давления

подачи метана в первую  зону, 4 – вторую 
зону, 5 – относительное изменение сигнала U/U0.
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подачей метана во вторую зону газогенератора
изменяется газодинамика горения рабочего про-
цесса в камере газогенератора, что обусловлено, с
одной стороны, повышением давления, а с дру-
гой – уменьшением Km до 0.61. Последнее приво-
дит к снижению равновесной температуры горе-
ния переобогащенной смеси с  = 2656 до  =
= 982 К и, соответственно, к уменьшению интен-
сивности излучения продуктов сгорания. Видео-
грамма работы в промежуточном режиме (рис. 4)
свидетельствует, что до подачи метана во вторую
зону при Km = 2.03 визуально наблюдается факел
продуктов сгорания на срезе сопла и интенсивное
излучение продуктов сгорания внутри газогене-
ратора, регистрируемое через окно из полиметил-
метакрилата. После подачи во вторую зону газо-
генератора дополнительно расхода метана вслед-
ствие снижения температуры реагирующей смеси
при Km = 0.61 интенсивность излучения продук-
тов сгорания за срезом сопла и внутри газогенера-
тора уменьшается, и видеокамера регистрирует
изображение на пороге чувствительности ПЗС-
матрицы, а также догорание за срезом сопла газоге-
нератора топливной смеси в окружающем воздухе.

Тем не менее, анализируя уменьшение отно-
сительного сигнала фотосопротивления (U/U0 =
= 0.64) при подаче метана во вторую зону газоге-
нератора (Km = 0.61) и увеличение значений U/U0
до первоначального уровня и более (рис. 4, про-
межуточный режим) при закрытии электропнев-
моклапана и прекращении подачи дополнитель-
ного расхода метана, представляется возможным
заключить следующее. В промежуточном режиме
(Km = Km1 = 2.03) излучение от лампы не редуци-
руется холодными пристеночными слоями (кото-
рые имели бы место в случае неравномерного
смешения горючего и окислителя) и не усилива-
ется высокотемпературными продуктами сгора-
ния (яркостная температура лампы превышает
расчетную температуру горения). Однако при по-
даче дополнительного расхода метана и соответ-
ствующем переобогащении смеси (Km = 0.61) пер-
воначальной яркости не наблюдается, и это дает
возможность заключить, что на пути излучения
светодиодной лампы появляется среда – частицы
сажи, рассеивающие или редуцирующие ее излу-
чение. Появление других материальных объек-
тов, например капель воды, не представляется
возможным. Кроме того, результаты осмотра по-
верхности окна, выполненного из полиметилме-
такрилата, свидетельствуют о сохранении прозрач-
ных свойств последнего и исключают возможность
влияния окна на уменьшение значений U/U0. По-
этому данный результат может быть обусловлен
появлением во второй зоне именно частиц сажи,
например вследствие пиролиза находящегося в из-
бытке метана [12–14]. Такая возможность опреде-
ляется результатами термодинамического расчета.

1
*Т 1

*Т

Превышение при останове газогенератора ве-
личин U/U0 над значениями, зарегистрированны-
ми только от светового потока лампы, связано с
тем, что при прекращении подачи метана во вто-
рую зону газогенератора и сохранении неизменным
значения Km1 температура продуктов сгорания уве-
личивается (причем возможно, чтобы Km было
больше 2.0) и, следовательно, излучение факела,
видимое как за срезом сопла, так и внутри газоге-
нератора, усиливает регистрируемый сигнал.

Следует отметить, что сажа может являться ис-
точником излучения при горении углеводород-
ного топлива в различных энергосиловых уста-
новках, например при испытаниях и старте ракет-
носителей с жидкостными ракетными двигателями
на углеводородном горючем. Однако в условиях
проведения эксперимента уровень температур
был недостаточным для того, чтобы частицы са-
жи излучали в видимой области спектра.

Также вблизи зоны подачи компонентов топ-
лива возможен неравномерный профиль соотно-
шения компонентов. При этом следует учитывать
тот факт, что используются газообразные компо-
ненты топлива, которые подаются как в первую,
так и во вторую зоны газогенератора через равно-
мерно по окружности расположенные отверстия
в специальных коллекторах, что в совокупности
обеспечивает быстрое и равномерное смешение
окислителя и горючего. Это подтверждают дан-
ные визуализации внутрикамерных процессов,
представленные в виде однородных изображений
отдельных видеокадров на рис. 4.

Анализ изменения давлений подачи кислоро-
да, метана в первую и вторую зоны и давления в
камере сгорания в испытании № 22_10_04, при-
веденных на осциллограмме, позволяет сделать
вывод о реализации устойчивого рабочего про-
цесса в двухзонном газогенераторе при уменьше-
нии суммарного соотношения содержаний ком-
понентов от Km = 2.0 до 0.4.

Рис. 4. Видеограмма испытания: (а) – выход на ре-
жим, (б) – работа в промежуточном режиме, (в) – ра-
бота в основном режиме, (г) – останов.

(а)

(в) (г)

(б)
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На рис. 5 приведены результаты огневых ис-
пытаний, проведенных для исследования влияния
массового соотношения компонентов на нижний
концентрационный предел образования сажи.
При обеднении топливной смеси фотосопротив-
ление регистрирует повышенный уровень излуче-
ния только в моменты запуска и останова газогене-
ратора, когда возможно мгновенное образование
близкого к стехиометрическому состава топливной
смеси, обусловливающего высокие уровни темпе-
ратур и излучения пламени. Тем не менее подача
метана во вторую зону на 173-й с испытания
№ 10_11_03, вызвавшая уменьшение значения Km

с Km1 = 1.93 до Km = 0.81, практически не приводит
к изменению регистрируемых фотосопротивле-
ниями значений U/U0 (рис. 5а).

При дальнейшем уменьшении концентрации
метана в первой зоне до Km1 = 1.17 и, соответ-
ственно, увеличении значений массового соотно-
шения компонентов подача метана во вторую зо- ну, в которой значение Km становится равным 0.96,

также не приводит к изменению U/U0 (рис. 5б).
В заключение рассмотрим влияние массово-

го соотношения компонентов на относитель-
ное ослабление сигнала x, регистрируемого фо-
тосопротивлением до и после подачи метана во
вторую зону газогенератора:

Как следует из приведенных на рис. 6 данных,
переобогащение топлива при Km < 0.85 приводит
к увеличению ослабления регистрируемого фото-
сопротивлением сигнала от излучения светоди-
одной лампы вследствие процесса сажеобразова-
ния. Полученные экспериментальные данные
согласуются с результатами термодинамического
расчета (рис. 1), согласно которым при давлении
0.1–0.5 МПа отличная от нуля массовая концен-
трация сажи в продуктах сгорания возможна, ес-
ли Km < 1.0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Резюмируя приведенные в данной работе ре-
зультаты, можно заключить следующее.

1. Разработанные экспериментальная установ-
ка и модельный газогенератор на газообразных
кислороде и метане, а также не требующая специ-
ального измерительного оборудования и условий
проведения экспериментов методика эксперимен-
тальных исследований позволяют проводить огне-
вые испытания с визуализацией внутрикамерных
процессов в модельном газогенераторе в диапазоне
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Рис. 5. Осциллограммы изменения режимных пара-
метров испытаний № 10_11_03 (а) и № 10_11_04 (б):

1 – рк, 2 – , 3 – U/U0, 4 – , 5 – .
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гистрируемого фотосопротивлением сигнала от мас-
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изменения массового соотношения компонентов
топлива Km ≈ 1.0 при давлении 0.3–0.4 МПа.

2. Экспериментально определен верхний кон-
центрационный предел возможного сажеобразо-
вания в продуктах сгорания кислород-метаново-
го топлива при Km ≈ 1.0 и менее.
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Предложена схема производства водорода методом гидротермального окисления алюминия в соче-
тании с технологией утилизации тепла реакции окисления алюминия в металлогидридных циклах.
Металлогидридные циклы используются для сжатия водорода до давления 90 МПа и производства
электроэнергии. Методом термодинамического моделирования рассчитаны энергетические и ма-
териальные балансы процессов. Расчеты показали, что использование метода гидротермального
окисления алюминия в сочетании с металлогидридными утилизационными циклами позволяет
увеличить эффективность использования энергоносителя на 14%.
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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в большинстве экономиче-

ски развитых стран активно реализуются програм-
мы широкого внедрения водородных энергетиче-
ских технологий. При этом одной из наиболее акту-
альных задач является организация экономически
эффективного массового производства высокока-
чественного, химически чистого водорода, не со-
провождающегося массированным выбросом в
атмосферу парниковых газов. С этой точки зре-
ния весьма перспективной оказывается технология
гидротермального окисления алюминия (ГТОА).

В работе [1] показано, что стоимости водоро-
да, полученного электролизом воды, и водорода,
полученного методом гидротермального окисле-
ния алюминия, оказываются сопоставимыми, ес-
ли цена электроэнергии в регионах производства
энергоносителей находится на уровне 1–3 цента за
кВт ч. При цене электроэнергии ниже двух центов
за кВт ч водород, полученный методом гидротер-
мального окисления алюминия, оказывается де-
шевле, чем водород, полученный методом электро-
лиза воды. Такое соотношение затрат на производ-
ство водорода обусловлено тем, что суммарный
расход электроэнергии при производстве водорода
методом ГТОА (около 130 кВт ч/кг H2) выше, чем
для электролиза воды (около 66 кВт ч/кг H2), а
приведенные капитальные затраты для техноло-
гии ГТОА в три раза ниже. Соответственно, про-
изводство водорода по технологии ГТОА целесо-
образно в регионах, где имеется или может быть
создано производство алюминия, использующее
дешевую электроэнергию, получаемую, напри-

мер, на крупных ГЭС или АЭС. При этом непо-
средственно на месте производства водорода на-
личия развитой энергетической инфраструктуры
не требуется. К месту производства водорода алю-
миний может доставляться любым видом наземно-
го или водного транспорта. Авторы [1] предложи-
ли использовать тепло, выделяющееся в реакции
гидротермального окисления алюминия, для ком-
примирования водорода, что повышает энерго-
эффективность процесса.

Низкая стоимость реактора ГТОА, его энерго-
независимость, а также возможность получения
сжатого водорода в едином технологическом цикле
делает технологию гидротермального окисления
привлекательной при создании локальных источ-
ников водорода в районах со слаборазвитой энер-
гетической инфраструктурой. Например, для со-
здания сети станций для заправки водородного
транспорта, а также на объектах инфраструктуры,
где необходимо экологически чистое совместное
производство тепловой и электрической энергии.

В настоящей работе методами термодинами-
ческого моделирования исследуются следующие
физико-химические процессы:

– реакция гидротермального окисления алюми-
ния, дающая на выходе паро-водородную газовую
смесь и конденсированную смесь воды и бемита;

– получение окиси алюминия  из бемита
для последующего восстановления алюминия в
процессе Холла–Эру;

– получение водорода из паро-водородной
смеси, состоящей из химически чистого водорода

В. И. Борзенко

2 3Al O
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и пара; сконденсированная вода возвращается в
цикл ГТОА;

– компримирование водорода до уровня 90 МПа
за счет теплового эффекта реакции гидротермаль-
ного окисления алюминия с помощью металлогид-
ридного термосорбционного компрессора;

– преобразование излишков низкотемпера-
турного тепла в электроэнергию с помощью ме-
таллогидридного утилизационного цикла.

Моделирование производилось с помощью про-
граммы расчета термодинамического равновесия в
многокомпонентной гетерогенной системе с ис-
пользованием свойств индивидуальных веществ из
базы данных ИВТАНТЕРМО [2]. Тексты программ
на языке Delphi7SE выложены в Mendeley Data [3].

РЕАКЦИЯ ГИДРОТЕРМАЛЬНОГО 
ОКИСЛЕНИЯ АЛЮМИНИЯ

В представленных ниже расчетах материаль-
ных и энергетических балансов используются экс-
периментальные данные, получение в работах [1, 4,
5]. При температуре реагентов 300 К и давлении
в реакторе 15 МПа реакция гидротермального
окисления алюминия происходит с образованием
бемита:

(1)

Температура в реакторе и, соответственно, фа-
зовый состав продуктов реакции зависят от соот-
ношения расходов воды и алюминия mw. Опыт
эксплуатации установок ГТОА [4, 5] показывает,
что при mw = 6.1 окисление алюминия идет по ре-
акции (1) [6, 7].

+ → +
+ +

2

2

Al 2H O AlOOH
1.5H 415.24 кДж/моль.

Из реактора выводится смесь бемитa с водой
(конденсированная фаза) и смесь водорода с во-
дяным паром – газовая фаза.

Для конкретизации масштаба технологиче-
ских циклов выбрана производительность по во-
дороду 0.01 кг/c (36 кг/ч), что приблизительно со-
ответствует параметрам перспективных модулей
электролизных установок [8–10]). Расходы реа-
гентов в г/с, требуемые для этой производитель-
ности, показаны на схеме рис. 1. Расход алюми-
ния составляет 320 кг/ч, и при среднем удельном
расходе энергии на получение алюминия из гли-
нозема с помощью электролиза (процесс Холла–
Эру) 14 кВт·ч/кг Al требуемая мощность электро-
лизера составляет 4498 кВт.

Для расхода алюминия 89.2 г/с стехиометриче-
ский расход воды по реакции (1) составляет 119 г/с.
Избыток воды позволяет контролировать темпера-
туру и давление в реакторе в диапазоне 573–623 К и
12–16 МПа [4, 5]. При расходе воды 544.4 г/с тем-
пература реакции равна 598.4 К. Состав продук-
тов реакции в весовых долях: пар – 0.65, вода –
0.022, бемит – 0.31, H2 – 0.016.

На выходе образуются два продукта: газооб-
разный, состоящий из водорода и водяного пара,
доля которого в общем расходе составляет 0.666,
и конденсированный, состоящий из бемита и во-
ды, доля которого в общем расходе составляет
0.334. В газообразном продукте весовая доля во-
дяного пара составляет 0.98, а в конденсирован-
ном весовая доля бемита составляет 0.94.

Следует отметить, что установка ГТОА расходует
некоторое количество электроэнергии на собствен-
ные нужды. Перед началом работы реактор ГТОА
прогревается до 300°С с помощью электронагре-
вателя. После первого впрыска нагрев отключа-
ется, и температура поддерживается за счет теп-
лового эффекта реакции окисления. После выхода
на режим электроэнергия продолжает расходовать-
ся на привод насоса высокого давления, электро-
магнитных клапанов и работу контрольно-измери-
тельной аппаратуры. Для выработки электроэнер-
гии, расходуемой на собственные нужды, авторы
[4, 5] использовали воздушно-водородные топ-
ливные элементы. Эксперименты показали, что
расход электроэнергии на собственные нужды
составляет не более 2% от установленной мощно-
сти установок ГТОА.

ВОССТАНОВЛЕНИЕ ОКИСИ АЛЮМИНИЯ 
Al2O3 ИЗ КОНДЕНСИРОВАННОГО 

ПРОДУКТА

В рассматриваемом случае из реактора выхо-
дит 212.2 г/с конденсированной смеси, состоящей
из бемита и воды, при температуре 598.4 К и под
давлением 15 МПа. Процесс получения γ-Al2O3 из

Рис. 1. Расходные и энергетические характеристики
комплекса для производства водорода 36 кг/ч: 1 –
электролизер для производства алюминия, 2 – реак-
тор ГТОА, 3 – печь для кальцинации бемита, 4 – теп-
лообменник/конденсатор; в квадратных скобках да-
ны значения расходов.
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этой смеси состоит из нескольких простых термо-
динамических процессов.

1) Приведение давления к 1 атм. Температура
снижается до 507.1 К. Состав (в весовых долях)
следующий: пар – 0.06, бемит – 0.94.

2) Сепарация пара (выход пара – 13.75 г/с).
Остается один бемит с расходом 198.4 г/с при тем-
пературе 507.1 К.

3) Изотермический подвод тепла – 118.3 кВт.
Бемит разлагается на окись алюминия γ-Al2O3
(0.85) и водяной пар (0.15).

4) Сепарация пара (выход пара – 29.8 г/с).
Остается 168.6 г/с γ-Al2O3 при температуре 507.1 К.
Таким образом, для утилизации также доступно
тепло, содержащееся в 43.55 г/с пара с температу-
рой 507.1 К и давлением 1 атм. В турбине с кон-
денсатором при выходном давлении 0.1 атм можно
получить дополнительную мощность 15.36 кВт.

ОБРАБОТКА ПАРО-ВОДОРОДНОЙ СМЕСИ
Схема обработки паро-водородной смеси пред-

ставлена на рис. 2. Она включает в себя вымора-
живание водяного пара с помощью охлаждения
смеси до 290 К, возврат в цикл конденсата с рас-
ходом 411.4 г/с, сжатие чистого водорода при рас-
ходе 10 г/с до 90 МПа с помощью термосорбцион-
ного компрессора водорода (ТСКВ). Преобразо-
вание 1120.7 кВт тепла от охлаждения паро-
водородной смеси в электроэнергию осуществля-
ется в металлогидридном утилизационном блоке
(МГУБ). МГУБ представляет собой металлогид-
ридный компрессор, сопряженный с машиной
расширения водорода.

Состав паро-водородной смеси при 290 К и
15 МПа: пар – 2.8 × 10–5, вода – 0.976, H2 – 0.024.
После вывода конденсата состав чистого водоро-
да такой: пар – 0.0012, H2 – 0.9988 (объемное со-
держание водорода – 0.9999).

При охлаждении паро-водородной смеси вы-
деляется 1301.9 кВт тепла. Из этого количества
181.2 кВт используется для компримирования во-
дорода до 90 МПа с помощью ТСКВ, остальные
1120.7 кВт преобразуются в электричество в дру-
гом ТСКВ, работающем в режиме металлогид-
ридного утилизационного блока.

Компримирование водорода до давления 90 МПа.
Товарный водород, например для применения на
водородных заправочных станциях, должен иметь
давление до 90 МПа. При использовании механи-
ческих компрессоров затраты электроэнергии на
сжатие до этого уровня давления оказываются не
менее 4.0 кВт ч/кг Н2 [11, 12]. Для компримирова-
ния водорода, полученного в процессе ГТОА, целе-
сообразно использовать металлогидридный ТСКВ
[13, 14], который позволяет осуществить прямое
преобразование низкопотенциального тепла ре-

акции окисления в механическую энергию сжа-
того водорода.

Четырехтактный металлогидридный термо-
сорбционный цикл для повышения давления во-
дорода с 15 до 90 МПа рассчитан по модели, по-
дробно описанной в Приложении. Для одноступен-
чатого металлогидридного компрессора выбран
сплав TiCr1.5Mn0.25Fe0.25 [14].

Предельные значения насыщенности  и  в
модели выбраны как границы линейного участка
изобар  (см. уравнение (4) Приложения).
На рис. 3 представлены такие изобары для двух
сплавов: TiCr1.5Mn0.25Fe0.25 [14] и LaFe0.5Mn0.3Ni4.8
[15]. Для каждого сплава выбраны характерные
значения давления в цикле их использования –
15, 90 МПа и 15, 0.1 МПа. Выбор 0.15 и 0.75 в каче-
стве предельных значений насыщенности пред-
ставляется приемлемым для всех четырех вариан-
тов. Температура холодильника (охлаждающей
воды) принята равной 283 К. Температурный на-
пор при охлаждении принят равным 5 К, при на-
греве – 35 К. Температура нагревателя равна 506 К.
Это результат последующей подгонки равновес-
ного давления в конце третьего такта (табл. 1) –
оно должно быть на 10% больше номинального
давления 90 МПа.

Данные о четырех тактах работы одноступен-
чатого металлогидридного компрессора сведены
в табл. 1 в виде итогов в конце такта (подробнее
см. Приложение). Это значит, что начальное со-
стояние перед первым тактом по насыщенности,
температуре и давлению можно видеть в строке
для четвертого такта. Во время такта № 1 проис-
ходит сорбция водорода при охлаждении метал-
логидрида при постоянной температуре 288.1 К,
насыщенность растет от 0.15 до 0.75, равновесное
давление – от 4.34 до 8.35 МПа. Во время такта № 2
происходит нагрев системы до 471.3 К с повыше-
нием равновесного давления до 191.7 МПа при

1X 2X

( )=T f X

Рис. 2. Схема получения сжатого водорода и электро-
энергии из паро-водородной смеси с помощью ме-
таллогидридной технологии: 1 – теплообменник, 2 –
металлогидридный утилизационный блок, 3 – термо-
сорбционный компрессор водорода; в квадратных
скобках даны значения расходов.
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постоянной насыщенности. Изотермическая де-
сорбция водорода происходит в такте № 3 при
температуре 471.3 К. Такт № 4 – возвращение си-
стемы к температуре 288.1 К при минимальной
насыщенности водородом.

Длительность цикла составляет 1711 с. За один
цикл подводится 816.3 кДж тепла и сжимается
45.05 г водорода. Интерес представляют цифры
для стационарного режима, которые получаются
в результате осреднения за цикл тепловой мощ-
ности и расхода водорода, т.е. в результате деле-
ния количеств тепла и водорода на длительность
цикла – 0.477 кВт и 0.02633 г/с. Пренебрегая не-
линейностью зависимости характеристик от еди-
ничной мощности, находим, что для сжатия во-
дорода расходом 10 г/с (рис. 2) нужна установка в
10/0.02633 = 379.8 раз большей производительно-
сти, чем рассмотренная, которая будет потреб-
лять 0.477 × 379.8 = 181.2 кВт тепла.

Утилизация тепла паро-водородной смеси в элек-
троэнергию. На рис. 2 показано, что 1120.7 кВт пото-
ка тепла, выносимого из реактора с паро-водо-
родной смесью, преобразуются в электричество в
МГУБ. В данном блоке водород сжимается в тер-
мосорбционном компрессоре за счет тепла реак-
ции окисления и далее производит работу в про-
цессе возвращения параметров водорода к ис-

ходному состоянию. В проведенных расчетах не
рассматривается конкретный тип механизма рас-
ширения, однако предполагается, что его КПД
составляет 85%. Это типичный уровень внутрен-
него КПД паровых и газовых турбин.

В утилизационном блоке не требуются высо-
кие давления, поэтому для термосорбционного
цикла в данном случае выбран хорошо изученный
гидридообразующий материал – LaFe0.5Mn0.3Ni4.8

[15]. Для предельных значений насыщенности 
и , температуры холодильника и температур-
ных напоров в расчетах использованы те же ис-
ходные данные, что и в предыдущем разделе для
цикла компримирования. Температура нагрева-
теля 550 К подобрана для получения максимума ге-
нерируемой электрической мощности. Для цикла
компримирования температура нагревателя под-
биралась по величине давления в конце третьей
фазы и оказалась равной 506 К. Дополнитель-
ной иллюстрацией этой разницы температур
служит рис. 3, где изобара 15 МПа для сплава
LaFe0.5Mn0.3Ni4.8 выше по температуре, чем для
сплава TiCr1.5Mn0.25Fe0.25.

Аналогично предыдущему циклу результаты
для четырех тактов данного сведены в табл. 2 в ви-
де итогов в конце такта. В такте № 3 выход водо-
рода равен  = 0.04 кг при измене-
нии давления от 25 до 13 МПа. При расширении
водорода в турбине с внутренним КПД 85% до
максимального давления первой фазы цикла
0.042 МПа (в расчетах принят запас давления в 10%,
что дает 0.05 МПа) может быть получена полез-
ная мощность 208.1 кДж. Суммарный подвод тепла
во втором и третьем тактах составляет 1176.3 кДж.
Четырехтактный термосорбционный цикл длится
1607 с.

Если перейти к условным характеристикам ста-
ционарного режима, которые получаются в резуль-
тате осреднения электрической и тепловой мощно-
сти за один цикл, т.е. в результате деления значений
энергии на длительность цикла, то получаем сле-
дующие данные: 208.1/1607 = 0.1295 кВт электри-
ческих и 1176.3/1607 = 0.732 кВт тепловых.

1X
2X

( )ρ −
2H max 2 1V X X

Рис. 3. Изобары : 1, 2 – TiCr1.5Mn0.25Fe0.25
[14], при 15 и 90 МПа; 3, 4 – LaFe0.5Mn0.3Ni4.8 [15], 15
и 0.1 МПа.
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Таблица 1. Параметры ТСКВ на концах тактов цикла

№ такта Длительность, с Насыщенность 
водородом Температура, К Давление, МПа Тепло, кДж

1 674.0 0.75 288.1 8.35 –434.8

2 97.0 0.75 471.3 191.7 381.1

3 748.0 0.15 471.3 99.7 435.2

4 192.0 0.15 288.1 4.34 –381.2
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Схему рис. 2 можно рассматривать как схему
гибридной энергетической установки для преоб-
разования тепловой энергии в электрическую с
одновременным использованием части тепла для
компримирования водорода. Основным источ-
ником тепла является паро-водородная смесь. Каж-
дая из двух металлогидридных установок представ-
ляeт собой источник и сток тепла с T–Q-диаграм-
мами (Q – объемный расход водорода, м3/с),
которые легко рассчитать с помощью табл. 1, 2.
Мощность утилизационного блока в гибридной
энергетической установке определяется из усло-

вия, чтобы минимальный температурный напор
между суммарными T–Q-диаграммами для ис-
точников и стоков тепла (рис. 4) равнялся задан-
ному минимуму (здесь 35 К – часто используемое
в литературе значение для сравнения циклов газо-
турбинных установок). В данном случае это условие
достигается увеличением тепловой мощности ути-
лизационного блока в 1594 раза. При этом генери-
руемая электрическая мощность становится равной
1594 × 0.1295 = 206.4 кВт. Соответственно КПД ути-
лизационного блока по отношению к утилизируе-
мой тепловой мощности 1120.7 равен 18.4%.

РАСХОДНО-ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ УСТАНОВКИ 

ПОЛУЧЕНИЯ ВОДОРОДА 
ПО ТЕХНОЛОГИИ ГТОА + ТСКВ + МГУБ

Расходы реагентов и продуктов реакции ком-
плекса ГТОА + ТСКВ производительностью во-
дорода 36 кг/ч приведены в табл. 3. Электриче-
ская мощность потребляется только электролизе-
ром. Сжатие водорода в ТСКВ производится за
счет тепла паро-водородной смеси из реактора
ГТОА. Утилизация избытка тепла ГТОА произво-
дится с помощью МГУБ. Учтена также возмож-
ность утилизации пара от кальцинации.

Табл. 4 иллюстрирует ступени преобразования
теплотворной способности алюминия в тепло-
творную способность водорода. В колонке “Фор-

Таблица 2. Параметры металлогидридного термосорбционного цикла в конце каждого такта

№ такта Длительность, с Насыщенность 
водородом Температура, К Давление, МПа Тепло, кДж

1 624 0.75 288.1 0.042 –702.9
2 107 0.75 515.5 25.06 473.0
3 673 0.15 515.5 13.04 703.3
4 203 0.15 288.1 0.022 –473.1

Рис. 4. T–Q-диаграммы для источников (1) и
стоков (2) тепла при утилизации тепла от охлаждения
паро-водородной смеси в ТСКВ и в металлогидрид-
ном утилизационном цикле.
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Таблица 3. Расходные и энергетические характеристики комплекса для производства водорода 36 кг/ч

Расход алюминия, г/с 89.24

Расход воды в реактор, г/с 544.4

Выход водорода, г/с 10

Возврат воды, г/с 454.9

Возврат окиси алюминия, г/с 168.6

Мощность электролизера, кВт (14 кВт ч/кг Al) 4498

Расход энергии на кальцинацию, кВт 118.3

Утилизация пара при кальцинации, кВт 15.36

Утилизация тепла паро-водородной смеси, кВт 206.4
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мулы” приведены функциональные соотноше-
ния между процессами из колонки “Идентифи-
каторы” (там, где это возможно без увеличения
числа строк в таблице).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложена схема производства водорода ме-
тодом гидротермального окисления алюминия в
сочетании с технологией утилизации тепла реак-
ции окисления алюминия в металлогидридных
циклах. Металлогидридные циклы используются
для сжатия водорода до давления 90 МПа и про-
изводства электроэнергии. Методом термодина-
мического моделирования рассчитаны энергети-
ческие и материальные балансы процессов.

Термодинамическое моделирование технологи-
ческих процессов выполнено для производитель-
ности водорода 36 кг/ч. Преобразование тепло-
творной способности алюминия в теплотворную
способность водорода происходит с КПД 51.6%.

Паро-водородная смесь выносит из реактора
1301.9 кВт тепла. Часть низкопотенциального тепла
мощностью 181.2 кВт используется для компри-
мирования водорода до давления 90 МПа с помо-
щью металлогидридного термосорбционного ком-
прессора. Остаток тепла, полученного от паро-во-
дородной смеси, с помощью металлогидридного
утилизационного цикла преобразуется в электри-
ческую мощность 206.4 кВт. Использование ме-
таллогидридных компрессоров для утилизации
тепла реакции ГТОА позволяет увеличить эффек-
тивность технологического процесса получения
сжатого водорода на 14%.

ПРИЛОЖЕНИЕ

МОДЕЛИРОВАНИЕ МЕТАЛЛОГИДРИДНОГО 
ЦИКЛА УТИЛИЗАЦИИ 

НИЗКОПОТЕНЦИАЛЬНОГО ТЕПЛА

Простейшая система нульмерных нестацио-
нарных дифференциальных уравнений для опи-
сания процессов сорбции/десорбции водорода
металлической фазой представлена в [15]:

(2)

(3)

где  – относительная насыщенность металло-
гидрида водородом;  – температура металлогид-
рида, К;  – объемный расход водорода, м3/с;

 – масса металла, кг;  – теплоемкость
металла, Дж кг–1 К–1);  – максимальная водоро-
доемкость данной массы металла, м3; ,  –
плотность (в кг/м3) и молекулярный вес (в кг/моль)
водорода;  – тепловой эффект реакции сорб-
ции/десорбции, Дж/моль ;  – отведенное/под-
веденное тепло, Вт.

Максимальная водородоемкость  и объем-
ный расход водорода  определяются по формулам

=
max
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Таблица 4. Эффективность преобразования теплотворной способности алюминия в теплотворную способ-
ность водорода

Идентификаторы Описание Формулы Значения

A Мощность в реакции окисления алюминия в кислороде, кВт 2769.3

B Мощность сгорания водорода (высшая), кВт 1428.8

C Мощность реакции окисления алюминия в воде, кВт C = D + E 1385.9

D Выход тепла с паро-водородной смесью, кВт 1301.9

E Выход тепла со смесью бемита с водой, кВт 84

F Тепло, использованное в металлогидридном компрессоре, кВт 181.2

G Утилизация остатка тепла паро-водородной смеси (D – F) с 
КПД 18.4%, кВт

G = 0.184(D – F) 206.4

H Утилизация пара при кальцинации, кВт 15.36

I Коэффициент преобразования в теплоту сгорания водорода 
(без утилизации тепла)

I = B/A 0.516

J Коэффициент преобразования в теплоту сгорания водорода 
(c утилизацией тепла)

J = (B + F + G + H)/A 0.661
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где  – давление десорбции (  < ).
Равновесное давление  в процессе десорбции

в зависимости от температуры и насыщенности
определяется по уравнению Вант Гоффа

(4)

где  – атмосферное давление;  – функция
влияния относительной насыщенности металло-
гидрида водородом. Для расчетов здесь использо-
валась аппроксимация кубическими сплайнами
данных табл. 5, которая соответствует экспери-
ментальной изотерме, приведенной в [15] для
сплава LaFe0.5Mn0.3Ni4.8 (насыщенность 
определена на отрезке от 0 до 1, но для аппрокси-
мации удобнее пользоваться сдвинутым на 0.5 ар-
гументом). Также в [15] приведена величина ги-
стерезиса – превышение давления абсорбции над
давлением десорбции:

dP dP sP

sP

( )( )Δ Δ= − + ϕ
0

exp ,sP S H X
P R RT

0P ( )ϕ X

X

Подвод тепла  определяется по формулам

В работе [16] описан четырехтактный процесс
работы металлогидридного термосорбционного
компрессора, который в терминах системы урав-
нений (2), (3) можно идеализировать следующи-
ми этапами:

– изотермическая сорбция водорода металличе-
ской фазой при низкой температуре , при этом от-

= ϕ,

,

n .l s a
h

s d

P
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( )= α −
+ α=
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1
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Таблица 5. Экспериментальная изотерма ϕ(X) для сплава LaFe0.5Mn0.3Ni4.8

X – 0.5 ϕ X – 0.5 ϕ

–0.501680672 –1.143312102 0.306722689 0.366242038
–0.441176471 –0.713375796 0.365546218 0.671974522
–0.365546218 –0.426751592 0.405882353 1.22611465
–0.271428571 –0.302547771 0.431092437 1.894904459
–0.145378151 –0.140127389 0.442857143 2.296178344
–0.027731092 –0.015923567 0.459663866 3.012738854

0.185714286 0.203821656

Таблица 6. Параметры модели [15]

Параметр Значение

Поверхность теплообмена , м2 0.337

Кинетические константы , 1/с 59.187

Максимальное содержание H2 , мас. % 1.35

Теплоемкость воды , Дж/кг/К 4200

Теплоемкость металла , Дж/кг К 420

Энергии активации , Дж/моль H2 21180

Масса металла , кг 5

Расход охлаждающей воды , кг/с 0.3

Молекулярный вес водорода , кг/моль 0.002

Коэффициент теплоотдачи α, Вт/м2 К 120

Тепловой эффект реакции сорбции/десорбции , Дж/моль 34/700

Энтропийный эффект реакции , Дж/К/моль 111

Плотность водорода , кг/м3 0.0899

Гистерезис 0.125

HExA

=d aC C

maxC

,p HExC

,p MHC

=  d aE E

MHm

HExm

2HM

ΔH 2H

ΔS 2H

ρ
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носительная насыщенность металлогидрида в со-
ответствии с уравнением (2) растет от  до ;

– нагрев металлогидрида при  от низ-
кой температуры  до высокой температуры ,
сопровождаемый компримированием водорода;

– десорбция водорода из металлогидрида при
высокой температуре  с отбором водорода вы-
сокого давления, при этом относительная насы-
щенность металлогидрида падает от  до  в со-
ответствии с уравнением (2);

– охлаждение металлической фазы при 
до первоначально низкой температуры .

Особенность описанного цикла в том, что все
такты описываются только одним уравнением.
Для тактов №№ 1, 3 – это уравнение (2), а для так-
тов №№ 2, 4 – уравнение (3), а его упрощенная
версия, потому что в этих тактах расход водорода
равен нулю (  = 0) выглядит так:

(5)

Характеристики четырех тактов работы двух
рассмотренных циклов получаются интегрирова-
нием уравнений (2) и (5) с использованием пара-
метров из табл. 6. Полученные результаты приве-
дены в табл. 1, 2.
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В работе сравниваются величины контактного сопротивления, которое возникает при прохожде-
нии через одну неподвижную контактную поверхность переменного или постоянного электриче-
ского тока. Сравнение проводится на графите марки МПГ-7 в идентичных экспериментальных
условиях. Диапазон изменения температуры составлял 350–750 К. Падение напряжения измеря-
лось несколькими точечными поверхностными зондами, что позволяло одновременно определять
контактное сопротивление на разных расстояниях от контактной поверхности. Показано, что
удельное контактное электрическое сопротивление и контактное сопротивление оказываются вы-
ше при пропускании постоянного тока, чем при использовании переменного тока.

DOI: 10.31857/S0040364422050179

ВВЕДЕНИЕ
В электроэнергетике часто применяются кон-

тактирующие сочетания различных материалов
достаточно протяженных размеров. Электриче-
ское контактное сопротивление (КС) представ-
ляет собой сопротивление, которое возникает в
результате соединения двух образцов одного или
разных материалов. Повышенный интерес к иссле-
дованию КС вызван, в частности, изучением про-
цесса сварки, поэтому основные измерения были
выполнены при пропускании постоянного тока
по образцу, составленному из одного и того же
материала [1]. Экспериментально было показано,
что величина КС прямо пропорционально связана
с удельным электрическим сопротивлением (УЭС)
монолитного материала. Наиболее высокие значе-
ния КС зафиксированы у углеграфитовых материа-
лов. В России КС экспериментально определено,
по видимому, только для одной марки графита
(ГМЗ), причем использовался переменный элек-
трический ток [2]. Цель данной работы заключа-
ется в изучении влияния вида источника питания
(постоянный или переменный ток) на величину
КС, измеренного в идентичных эксперименталь-
ных условиях и на одной марке графита.

ЭКСПЕРИМЕНТ
Исследования проводились на сплошном ци-

линдре радиусом r = 3.905 мм и длиной 124 мм,
изготовленном из графита марки МПГ-7. Обра-

зец устанавливался в вертикальном положении,
после чего по нему пропускался переменный или
постоянный электрический ток (рис. 1). Сила то-
ка I, проходящего по образцу, измерялась с помо-
щью 100 А шунта и вольтметра марки GDM-8246.
Несколько точечных поверхностных зондов уста-
навливались попарно на одинаковом расстоянии
от контактной поверхности lprob(i), что позволяло
одновременно определять падение напряжения на
участках разной длины U(i). Падение напряжения
между каждой парой зондов, равноудаленных от
контактной поверхности, измерялось вольтмет-
рами GDM-8135. Предварительные эксперимен-
ты показали, что расстояние, на котором выпол-
няется изотермическoe приближение, находится
в центральной части образца и составляет не ме-
нее 50 мм. В основном эксперименте температура
измерялась в двух сечениях на расстоянии ~40 мм
друг от друга хромель-копелевыми термопарами с
диаметром королька 0.5 мм, размещенными внут-
ри образца. Зонды устанавливались между термо-
парами. Термопары намеренно выводились из об-
ласти проведения электрических измерений, так
как отверстия, просверленные для установки тер-
мопар, могли вносить дополнительную погреш-
ность в определяемые величины УЭС и КС. Диапа-
зон исследуемых температур составлял 350–750 К,
переход между режимами измерения выполнялся
последовательным повышением или понижени-
ем температуры с шагом 50–100 К. Эксперимен-
ты реализованы в стационарном тепловом режи-
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ме, время предварительной выдержки составляло
не менее 10 мин. Первые эксперименты проводи-
лись на сплошном цилиндре с целью определения
УЭС монолитного образца. При наличии контакт-
ной поверхности центральная часть образца поме-
щалась в кварцевую тонкостенную трубку, что поз-
воляло сохранить соосность двух элементов об-
разца. Специальные эксперименты показали, что
кварцевый цилиндр не оказывает влияния на ре-
зультаты определения КС. Исследования реа-
лизованы на воздухе. Для изучения влияния си-
лы давления на величину КС на верхний торец
образца помещали гири известной массы.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Изучение КС удобно проводить в сравнении с

величиной УЭС монолитного образца, которая
рассчитывается по известной формуле

Ранее экспериментально было установлено [3],
что для графита марки МПГ-7 величины УЭС,
измеренные на образцах, которые были выреза-
ны параллельно направлению приложения давле-
ния при прессовании ρII, имели большой разброс,
тогда как величины УЭС, измеренные в направ-
лении, перпендикулярном направлению прессо-
вания , характеризовались хорошей воспроиз-
водимостью. В данной работе КС и УЭС моно-
литного материала определялись на образцах,

πρ =
2

prob

.U r
Il

⊥ρ

вырезанных перпендикулярно направлению при-
ложения давления в процессе прессования.

Следует отметить, что для расчета контактного
электрического сопротивления в цепи переменного
тока необходимо оперировать понятиями активно-
го и реактивного сопротивлений (импеданса). Од-
нако в данном случае при реализации эксперимента
на рабочем участке, выполненном как образец
(активная нагрузка) – токоподвод – источник
питания, электрическую цепь можно рассматри-
вать в приближении одного витка. Оценки показы-
вают [4], что различие между полным и активным
электрическими сопротивлениями составляет
0.3%. Это свидетельствует о том, что в частном слу-
чае можно выводить расчетные соотношения, ис-
пользуя классический закон Ома для постоянного
тока.

При определении удельного электрического КС
для одной контактной поверхности ρкс1 (Ом м), об-
разованной при соединении двух участков образ-
ца графита, используется формула [2]

(1)

В формуле (1) предполагается, что величина
lprob равна длине двух участков, состоящих из мо-
нолитного материала, при этом протяженность
контактной поверхности является бесконечно
малой величиной. Первоначально полагается, что
КС проявляется только в плоскости контакта и из-
меряемые значения ρкс1 не должны зависеть от рас-
стояния до контактной поверхности [1]. По-ви-
димому, по этой причине авторы [2] провели из-
мерения ρкс1 графита марки ГМЗ на одном
расстоянии от контактной поверхности при
lprob/r ≈ 7.4 и получили, что по сравнению с УЭС
монолитного материала ρкс1 выше на ~10%. Дан-
ные результаты позволили сделать ошибочный
вывод, что влияние КС не является значитель-
ным. В результате измерений величины падения
напряжения между зондами, размещенными на
различном расстоянии от контактной поверхно-
сти, в данной работе обнаружено, что имеет место
влияние расстояния lprob(i) на величину ρкс1(i). Во-
первых, это означает, что контактные явления не
ограничены только плоскостью, по которой сопри-
касаются элементы образца. Во-вторых, для оценки
максимального значения удельного КС необходи-
мо находить предел:

Зависимость  ~  f(lprob(i)/r) задана экс-
поненциальной функцией и определено (досто-
верность аппроксимации R2 ≥ 0.986), что при
постоянном токе, давлении Р = 32 кПа (масса ги-
ри – 160 г) и Т = 400 К  . Вели-

( )⊥ρ = π ρ2
кс1 prob( ) (/ –) .T U r Il Т

( )( )
( )

( )( )
⊥ ⊥→

ρ ρ  = ρ ρ  prob

кс1 prob кс1 prob

/ 0
max

/ /
lim .

l i r

l i r l i r

⊥ρ ρкс1( /)i

⊥ρ ρ ≈к mс1 ax( ) )( / 26i

Рис. 1. Принципиальная схема экспериментального
образца: 1 – вольтметр для измерения падения напря-
жения между зондами, 2 – токоподводы, 3 – поверх-
ностные зонды, 4 – контактная поверхность, 5 – ги-
ря, 6 – кварцевая трубка, 7 – источники питания по-
стоянного и переменного тока, 8 – два элемента
экспериментального образца, 9 – термопары, 10 –
вольтметр, 11 – эталонное сопротивление.
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чина отношения  более чем на два
порядка превышает значения, приведенные в
[2]. На рис. 2 представлены результаты сравне-
ния относительных значений удельного электри-
ческого КС  в зависимости от относи-
тельного расстояния между зондами lprob/r, кото-
рые были измерены при пропускании постоянного
и переменного тока при Р = 32 кПа и Т = 400 и 700
К. Аппроксимирующие кривые построены по урав-
нениям:

(2)

(3)

для постоянного и переменного тока соответ-
ственно.

При использовании постоянного тока вели-
чина  оказывается выше на ~35%, чем
при пропускании по образцу переменного тока
(lprob/r ≈ 1.5 и Т = 400 К). При приближении к кон-
тактной поверхности данное различие будет воз-
растать. 

Экспериментальные зависимости ρкс1(i) ~
~ f(lprob(i)) могут быть использованы для числен-
ного моделирования с целью оценить дополни-
тельное повышение температуры в области, при-
легающей к контактной поверхности.

С увеличением температуры при прочих рав-
ных условиях отношение  уменьшается.
Этот вывод качественно совпадает с результатами
литературных источников [2, 5, 6].

Влияние силы давления на величину КС мож-
но представить в форме, которая используется в
работе [1]. Величина КС для одной контактной
поверхности Rкс1 (Ом) определяется следующим
образом [1]:

В данной формуле так же, как и в (1), исполь-
зуется гипотеза, что протяженность контактной
поверхности много меньше длины lprob.

Дополнительно предполагается, что реальная
площадь контакта может быть много меньше пло-
щади, по которой соприкасаются элементы экспе-
риментального образца, поэтому в [1] переход к ρкс1
не используется. На рис. 3 в форме, которая исполь-
зуется в [1], приведены результаты определения КС
графита МПГ-7 Rкс1, измеренные при Т = 400 К и на
минимальном расстоянии lprob = 5.89 мм между зон-
дами в зависимости от силы веса G = 160, 380 и
520 г, приложенного к верхнему торцу образца.
Выбранная для рис. 3 форма представления экс-

( ) ⊥ρ ρ maxкс1( / )i

( ) ⊥ρ ρкс1 /i

−

⊥
ρ =
ρ

prob0.28374
кс1 25.96299e ,

l
r

−

⊥
ρ =
ρ

prob0.22955
кс1 14.08986e ,

l
r

( ) ⊥ρ ρкс1 /i

( ) ⊥ρ ρкс1 /i

( ) ( )⊥= ρ π 2
кс1 prob prob(/ )– / .R T U I Т l r

периментальных результатов позволяет сравнить
их с данными для углеграфитовых материалов
иностранного производства и использовать тео-
ретические зависимости для Rкс1 = f(G) [1]. Зави-
симость Rкс1 = f(G) является убывающей при уве-
личении приложенной внешней нагрузки для гра-
фитов иностранного производства и для графита
МПГ-7. Как в случае удельного КС ρкс1, величины
Rкс1 оказываются несколько выше при использо-
вании постоянного тока по сравнению с результа-
тами, измеренными при переменном токе. Привле-
чение теоретической методики позволило пока-
зать, что Rкс1 подчиняется обратной степенной

Рис. 2. Относительное удельное КС ρкс1/ρ⊥ в зависи-
мости от относительного расстояния между зондами
lprob/r при Р = 32 кПа: 1 – постоянный ток, Т = 400 К;
2 – 700; 3 – переменный ток, Т = 400 К; 4 – 700; 5 –
графит марки ГМЗ, [2]; 6 – аппроксимирующая зави-
симость (2) для постоянного тока; 7 – (3) для пере-
менного тока.

25

20

15

10

5

0 4321 5 6 7 8
Iprob/r

ρкс1/ρ⊥

1
2
3
4
5
6
7

Рис. 3. Зависимости КС Rкс1 от приложенной силы
веса G для графита: 1 – МПГ-7, постоянный ток; 2 –
МПГ-7, переменный ток; 3 – стержень из электрогра-
фита; 4 − угольная щетка/угольное кольцо [1].
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зависимости Rкс1 ~ G–1/k от приложенного внеш-
него усилия [1]. Для графита марки МПГ-7 при
пропускании переменного тока имеет место зави-
симость Rкс1 ~ G–1/1.3, при использовании постоян-
ного тока Rкс1 ~ G–1/1.035. Следовательно, при про-
пускании постоянного тока зависимость КС от
внешней нагрузки проявляется сильнее по сравне-
нию со случаем использования переменного тока.

Относительные суммарные расширенные не-
определенности величин U(ρкс1) и U(Rкс1) оцени-
ваются в ~7 и ~6% при Т = 700 К соответственно.
Данные величины U(ρкс1) и U(Rкс1) возрастают
при понижении температуры и превышают не-
определенность значений U(ρ) для УЭС, которые
были определены для графитов других марок [7].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные впервые экспериментальные ре-

зультаты определения КС графита марки МПГ-7
позволяют сделать вывод, что величины ρкс1 и
Rкс1, измеренные при пропускании постоянного
тока, оказываются выше по сравнению со случа-
ем использования переменного тока. Следова-
тельно, при наличии контактных поверхностей
графита электрические потери в электрических

цепях постоянного тока будут выше по сравне-
нию с электрическими потерями при использова-
нии переменного тока.

Работа проводится по программе Министер-
ства науки и высшего образования РФ (согла-
шение с ОИВТ РАН № 075-15-2020-785 от 23 сен-
тября 2020 г.).
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Проведено исследование движения тыльной свободной поверхности пленочного образца магниевого
сплава субмикронной толщины при воздействии лазерными импульсами субпикосекундной длитель-
ности. Непрерывная диагностика смещения свободной задней поверхности образца осуществлена в
пикосекундном диапазоне в одноимпульсном режиме с использованием спектральной интерферо-
метрии. Получено значение откольной прочности при скорости деформирования ~109 с–1, величина
которой составляет около 53% от предельно возможной прочности для магниевого сплава.
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование прочностных свойств материа-

лов при воздействии ультракороткими нагрузка-
ми пикосекундного диапазона в настоящее время
вызывает значительный интерес [1–9]. Данные
исследования перспективны с точки зрения раз-
работки широкодиапазонных уравнений состоя-
ния вещества, развития теории фазовых переходов,
прочности и пластичности, расчетного прогнози-
рования интенсивных импульсных воздействий на
материалы в широком диапазоне параметров на-
грузки, верификации гидродинамических расче-
тов и результатов атомистического моделирова-
ния, а также постановки новых задач.

Предел текучести твердых тел возрастает с уве-
личением скорости нагружения. Для многих кри-
сталлических тел эта зависимость резко усилива-
ется с превышением скорости деформирования
103–104 c–1, что интерпретируется как следствие
изменения механизма движения дислокаций от
термофлуктуационного к надбарьерному, кон-
тролируемому фононным трением [10]. Разруше-
ние конденсированного вещества при высоко-
скоростном растяжении происходит путем за-
рождения, роста и слияния многочисленных
несплошностей, однако скорость этих процессов
ограничена. При малой длительности и высокой
амплитуде ударной нагрузки сопротивление раз-
рушению твердых тел становится сравнимо с пре-
дельной теоретической прочностью, которая опре-
деляется непосредственно потенциалом межатом-
ных взаимодействий [11]. В работах [1–9] на
металлических пленочных образцах в пикосе-
кундном диапазоне удалось приблизиться к иде-

альным значениям объемной и сдвиговой прочно-
сти. Накопление таких экспериментальных данных
требуется для выявления общих закономерностей
скоростных зависимостей сопротивления разру-
шению в широком диапазоне параметров для раз-
личных материалов.

В данной работе с помощью интерферометри-
ческой методики непрерывной регистрации дви-
жения поверхности с использованием частотно-
модулированного (чирпированного) диагностиче-
ского импульса измерена откольная прочность маг-
ниевого сплава (Mg–4Al–2Zn) в твердой фазе
вблизи предела теоретической прочности. Иссле-
дование поведения магниевых сплавов как легких
и высокопрочных материалов оказывается акту-
альным в связи с широкой областью практиче-
ского применения в промышленности [12–15].

ЭКСПЕРИМЕНТ
Для исследования динамической прочности

материалов на разрыв в диапазоне длительностей
нагрузки ≤10–6 c регистрируются откольные явле-
ния при отражении импульса ударно-волнового
сжатия от свободной поверхности тела. Для этого
определяется профиль скорости свободной по-
верхности как функции времени .

Источником лазерных импульсов являлась ти-
тан-сапфировая лазерная система, генерирую-
щая импульсы с энергией до 2 мДж на длине вол-
ны 800 нм. Лазерная система собрана по принци-
пу усиления чирпированных импульсов.

Экспериментальный образец представлял со-
бой поликристаллическую пленку из магниевого

( )fsu t
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EDN: TQOSCJ
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сплава (Mg–4Al–2Zn) толщиной 660 нм, нане-
сенную методом магнетронного напыления на
стеклянную подложку толщиной 120 мкм. Сплав
состоял из 94% Mg, 4% Al и 2% Zn. Толщина пле-
ночных образцов измерялась электронным мик-
роскопом непосредственно в области проведения
экспериментов. В экспериментальной схеме ла-
зерное воздействие на образец осуществлялось со
стороны стеклянной подложки. Диагностика изме-
нений проводилась на тыльной (свободной) по-
верхности. Нагревающий импульс фокусировал-
ся линзой с фокусным расстоянием 20 см через
подложку на поверхность металлической пленки
с радиусом пучка 30 мкм по уровню е–1 с гауссо-
вым распределением интенсивности. Существо-
вало ограничение на энергию нагревающего ла-
зерного излучения в связи с возможным возникно-
вением оптического пробоя в стеклянной подложке
при интенсивности ~1013 Вт/см2. Поэтому для
уменьшения пиковой интенсивности (при неиз-
менном значении энергии) длительность нагре-
вающего импульса была увеличена с 40 фс до 0.8 пс
с помощью соответствующей настройки оптиче-
ского компрессора лазерной системы.

Энергия в каждом импульсе плавно варьиро-
валась с помощью поляризационного ослабителя
и измерялась калиброванным фотодиодом. По-
сле каждого воздействия мишень перемещалась
на новое место на расстояние около 300 мкм с по-
мощью микроманипулятора.

Для диагностики смещения свободной по-
верхности мишени часть чирпированного им-
пульса длительностью 300 пс с шириной спектра
40 нм и центральной длиной волны  800 нм
отводилась из лазерного тракта перед компрессо-
ром. В экспериментальной схеме применялся ин-
терферометр Майкельсона, собранный по схеме
переноса изображения, и дифракционный спек-
трометр Acton-2300i (схема Черни–Тернера) с ре-
шеткой 600 штрих/мм. Перенос изображения осу-
ществлялся с помощью микрообъектива Olympus с
числовой апертурой NA = 0.3. Регистрация опти-
ческих сигналов на выходе спектрометра произ-
водилась с помощью ПЗС-камеры SensiCam QE с
матрицей размером 1420 × 1080 пкс и разрядностью
12 бит. В каждом эксперименте записывались три
типа интерферограмм: поверхности образца до воз-
действия (начальная), в момент воздействия выхода
ударной волны (временная) и после окончания
процесса — спустя несколько секунд после воздей-
ствия (финальная). Сопоставление начальной и
временной интерферограмм дает информацию о
динамике ударно-волнового процесса.

Применяемая методика измерений обеспечи-
вала непрерывную регистрацию динамики про-
цесса в интервале  = 0–200 пс с временным раз-
решением  2 пс. Более подробно оптическая
схема и методика измерений описана в [16, 17].

λ =0

Δt
δ ≈t

Дальнейшая обработка интерферограмм про-
водилась с помощью двумерного фурье-анализа,
подробно описанного в работах [17–19]. Резуль-
татом анализа являлись пространственно-вре-
менные распределения изменения фазы 
отраженной от мишени диагностической волны.

Величина смещения границы поверхности 
связана с изменением фазы  соотношением

. При этом точность измерения фазы

составляла  0.02 рад, что соответствует по-
грешности определения смещения поверхности
на уровне  (1–2) нм.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
На рис. 1 приведено пространственно-времен-

ное распределение , описывающее дина-
мику пространственно-неоднородного движения
тыльной свободной поверхности пленочного об-
разца магниевого сплава толщиной  660 нм в
момент выхода ударной волны, генерируемой ла-
зерным импульсом с энергией  50 мкДж.

Измеренный профиль смещения  тыльной
свободной поверхности магниевого образца и про-
филь скорости , полученный путем диффе-
ренцирования зависимости , показаны на рис. 2.
Профили построены для центральной части об-
ласти взаимодействия при  50 мкДж.

Интерференция падающей и отраженной волн
внутри образца приводит к возникновению в нем
растягивающих напряжений. Откольное разру-
шение или откол с образованием откольной пла-
стины наблюдаются, если величина растягиваю-
щих напряжений превосходит некоторое крити-
ческое значение для данного материала. По мере
развития разрушения растягивающие напряже-
ния релаксируют к нулю. Формируются волны
сжатия в обе стороны от поверхности откола. Вы-
ход волны сжатия на свободную поверхность от-

Δϕ( , )x t

( )z t
( )Δϕ t

Δϕ λ=
π
( )( )

4
tz t

δϕ ≈

δ ≈z

Δϕ( , )x t

=h

=E
( )z t

( )fsu t
( )z t

=E

Рис. 1. Пространственно-временное распределение
фазы диагностического импульса при выходе удар-
ной волны на свободную тыльную поверхность об-
разца; масштаб по оси времени – 0.164 пс/пкс, про-
странственный масштаб по вертикальной оси –
0.3 мкм/пкс.
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кольной пластины приводит к повторному воз-
растанию ее скорости (откольный импульс) [11].
Величина растягивающего напряжения непосред-
ственно перед разрушением определяется методом
характеристик по декременту скорости свободной
поверхности  между ее максимальным значени-
ем и значением перед откольным импульсом [11].

На рис. 2 на профиле  на фронте волны
вблизи максимального значения скорости свобод-
ной поверхности регистрируется уменьшение гра-
диента скорости. Аналогичная особенность наблю-
далась на других профилях в данной серии экспе-
риментов. Такое поведение может быть связано с
наличием упругого предвестника в упругопласти-
ческой волне сжатия, амплитуда которого на суб-
микронной длине распространения в металлах
может составлять от единиц до десятков гигапас-
калей [1–8].

Откольная прочность в упругопластическом
теле для импульсов нагрузки треугольной формы
определяется выражением [20]

Здесь  = 1.79 – начальная плотность, г/см3;
= 5.78 – продольная скорость звука в магние-

вом сплаве [13] км/с;  = 4.5 – объемная скорость
звука в магнии [21], км/с;  0.7 км/с – раз-
ность между максимальным и минимальным зна-
чениями скорости свободной поверхности из
рис. 2. Соответствующее значение откольной
прочности при этом равно  = 3.2 ГПа.

Под скоростью деформирования  в ударно-вол-
новых экспериментах понимается скорость расши-
рения вещества в волне разряжения. Скорость де-
формирования определяется по соотношению

Δ fsu

( )fsu t

σ = ρ Δ
+spall

1 .
1l fs

l b

c u
c c

ρ
lc

bc
Δ =fsu

σspall

ε�

где  – измеренная скорость спада скорости сво-
бодной поверхности в разгрузочной части импульса
ударного сжатия [11], и составляет  3.2 × 109 с–1.
Толщину откола можно оценить по формуле

 54 нм, где  24 пс
(рис. 2). Таким образом, получается, что отколь-
ное разрушение в образце магниевого сплава про-
исходит в твердом состоянии. После откола на про-
филе  наблюдаются осцилляции, связанные с
акустическими колебаниями откольного слоя.

На рис. 3 полученное в настоящей работе зна-
чение динамической откольной прочности маг-
ниевого сплава сопоставляется с данными экспе-
риментов по соударению пластин в микросекунд-
ном диапазоне длительности ударного нагружения.

С увеличением скорости растяжения имеет ме-
сто существенное увеличение динамической проч-
ности магния и сплавов на разрыв. В настоящей
работе удалось достичь значения , которое со-
ставляет около 53% от значения “идеальной” от-
кольной прочности для магниевого сплава. Рас-
четное предельное значение прочности на растя-
жение данного сплава по результатам [23] равно

 = 6.01 ГПа. Так как данные, полученные в ре-
зультате экспериментов с лазерными ударными
волнами с образцами субмикронной толщины, мо-
гут быть согласованы со сведениями, полученными
на образцах миллиметровой толщины в экспери-
ментах по удару пластин, это позволяет спрогно-
зировать поведение магния и сплавов в широком
диапазоне скоростей деформации от 105 до 109 с–1.

ε = = −�

� �0/ 2 ,fs bV V u c

� fsu

ε ≈�

≈ Δ ≈spall /2bL c t Δ = − ≈min maxt t t

( )fsu t

σspall

σlim

Рис. 2. Временные профили смещения (1) и скорости
(2) движения свободной поверхности магниевого об-
разца при E = 50 мкДж.
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ентации (1010), (0001) и 45° [22]; 5 – сплава Ма2-1 [13];
6 – крупнозернистого первичного магния Мг95 [15].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Интерферометрическим методом с пикосекунд-

ным разрешением исследована динамика движе-
ния свободной поверхности магниевого сплава
Mg–4Al–2Zn при выходе ударной волны, генери-
руемой лазерными импульсами субпикосекунд-
ной длительности. Измерена откольная проч-
ность магниевого сплава, равная 3.2 ГПа, при
скорости деформирования 3.2 × 109 с–1. Получен-
ные в настоящей работе данные позволяют харак-
теризовать тенденцию роста динамической проч-
ности магния и его сплавов в широком диапазоне
скоростей деформирования. Представленные экс-
периментальные данные дополняют литературные
данные о сопротивлении разрушению магния и его
сплавов в микросекундном диапазоне, получен-
ные в экспериментах по соударению пластин [13–
15, 22, 24, 25]. Эти исследования представляют
интерес для молекулярно-динамического моде-
лирования разрушения сплава магния в пикосе-
кундном диапазоне нагрузки.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства науки и высшего образования РФ
(соглашение с ОИВТ РАН № 075-15-2020-785 от
23 сентября 2020 г.). Эксперименты проведены на
оборудовании ЦКП “Лазерный фемтосекундный
комплекс” ОИВТ РАН.
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Исследуется теплоперенос в полубесконечной прямой, теплопроводность которой экспоненциаль-
но зависит от температуры. Введение автомодельной подстановки сводит задачу теплопроводности
к задаче нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения. Ее решение показало волно-
вой характер распространения теплоты в виде бегущих тепловых волн. Решение дает предельное
время, при превышении которого тепловой поток “запирается” на определенном расстоянии от
границы тела, несмотря на то что температура или тепловой поток на границе могут возрастать до
бесконечности. Получена предельная глубина прогрева, при превышении которой расчетная об-
ласть остается холодной (с начальной температурой).

DOI: 10.31857/S0040364422050039

ВВЕДЕНИЕ

Волновые явления теплопроводности характе-
ризуют конечную скорость распространения теп-
лоты вследствие следующих факторов: термодина-
мической неравновесности из-за отставания тепло-
вых потоков от градиентов температуры на время
релаксации [1–6], периодического нагрева изоли-
рованными тепловыми импульсами (тепловыми
солитонами) [7, 8], зависимостью от температуры
теплофизических характеристик (ТФХ) материа-
лов расчетной области [9‒12].

На фронтах тепловых волн наблюдаются раз-
рывы температур, или тепловых потоков, или
производных температурного распределения по
пространственным переменным первого и выше
первого порядков.

Так, при волновом теплопереносе за счет не-
линейности ТФХ на фронтах тепловых волн на-
блюдается непрерывность температур и тепловых
потоков, но градиенты температур и более стар-
шие производные температур по пространствен-
ным переменным претерпевают разрывы первого
рода [10].

В случае наличия релаксационных явлений
температурные профили и тепловые потоки пре-
терпевают разрывы первого рода на подвижных
фронтах, причем амплитуды разрывов при про-
движении в глубь расчетной области уменьшают-
ся за счет диссипации тепловой энергии [5, 6].

В данной работе поставлена и аналитически
решена задача о нагреве полубесконечной пря-
мой, материал которой имеет нелинейную тепло-
проводность в виде экспоненциальной зависимо-
сти от температуры. Следствием такой зависимо-
сти теплопроводности от температуры является
предельная глубина прогрева за ограниченное вре-
мя, несмотря на неограниченный рост температуры
или теплового потока на границе тела [9], что мож-
но использовать для блокировки тепловых потоков
в тепловой защите высокоскоростных летательных
аппаратов.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И МЕТОД РЕШЕНИЯ

Рассматривается следующая задача теплопере-
носа в полубесконечной прямой:

(1)

(2)
(3)
(4)

где  – теплопроводность при некоторой фикси-
рованной температуре с размерностью в Вт/(м К2),

 – теплоемкость,  – плотность,  – время,  –
температура,  – коэффициент в 1/К.
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Из выражения (1) ясно, что теплопровод-
ность является существенно нелинейной функ-
цией температуры

значительно зависящей от коэффициента .
Такая зависимость теплопроводности от тем-

пературы обнаружена в оксиде кобальта [13] и
стехиометрической смеси германия и кремния
SicGe1– c с объемной долей кремния, равной  [14].

Для решения задачи (1)–(4) строим частное
автомодельное решение, введя пространственно-
временную переменную типа бегущей волны:

(5)
где α – скорость возмущений в бегущей волне.

Подставляя (5) в (1)–(4) и учитывая равенства

получаем

(6)

где  – температуропроводность при не-
которой постоянной температуре в м2/(с К); объ-
емная теплоемкость  принимается постоянной.

Вычислив неопределенные интегралы от левой и
правой частей равенства (6), приходим к равенству

(7)

Из начального условия (2) следует, что при 
и    и

df(0)/dξ = 0, т.е.  Тогда из (7) следует равен-
ство

(8)

Интегрируя (8) по ξ от ξ = 0 до ξ и учитывая, что

получаем

или, используя подстановку (5), выражение

(9)

из которого в соответствии с (5) находим

(10)

Из равенства (10) следует, что подлогарифми-
ческое выражение внутри квадратных скобок
должно быть больше нуля и меньше единицы, т.е.
значение логарифма должно быть отрицатель-
ным. Отсюда же следует, что при  значе-
ния  отрицательны, что неприемлемо. По-
этому  т.е. 

Решению (10) должна удовлетворять следующая
функция  в граничном условии (3) при :

т.е.

(11)

Из выражения (11) следует, что при макси-
мальном значении времени, равном

(12)

граничное значение температуры  должно
стремиться к бесконечности.

С другой стороны, при  из (9) следует
равенство

Поэтому при αtmax – xmax = 0, используя равен-
ство (12), получаем

Вводя обозначение  = l, находим макси-

мальную глубину прогрева  когда ,

а граничное значение температуры  при этом
стремится к бесконечности

и

Итак, получено следующее решение задачи
(1)–(4):
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Из (13) следует, что, несмотря на то что на грани-
це  значение  возрастает неограниченно
при  – ε, где ε – бесконечно малое время,
температурные возмущения проникают лишь на

ограниченную глубину .

Таким образом, из выражения (13) следует
волновой характер распределения температур в
средах с нелинейной зависимостью ТФХ от тем-
пературы с фронтами 

Из выражения (13) следует также, что при
 имеет место непрерывность темпера-

тур  при  и разрыв

производной   так

как  при  Тепловой же поток

 и, следовательно,

непрерывен в точках фронта 
На рис. 1 и 2 приведены результаты расчетов

температурных полей в полубесконечной прямой
при следующих входных данных: k = 10–3 1/К (рис. 1)

и k = 2 × 10–3 (рис. 2),   м2/(с К).

Видны предельные зависимости температур от
пространственной переменной x (жирные кри-
вые), ограничивающие прогрев по пространствен-
ной переменной в момент времени , хотя
граничное значение температуры беспредельно
возрастает, т.е. имеет место “запирание” тепло-
вых потоков и температурных полей. При этом
максимальное значение пространственной пере-
менной, после которого температура становится
равной начальной температуре, равно значению

Рисунки показывают существенную зависимость
температурного поля от коэффициента k. Так, при

 1/К максимальное значение температуры в
точке  м составляет  К, а при

 , т.е. с ростом  температура
падает.

Таким образом, материалы с теплопроводно-
стью в форме (5) можно использовать в каче-
стве тепловой защиты перспективных гипер-
звуковых летательных аппаратов планирующе-
го типа, функционирующих длительное время в
плотных слоях атмосферы. Подобные подходы
можно также использовать при исследовании
термостойкости композиционных материалов на
основе керамики [15‒20].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Поставлена и аналитически решена задача о
теплопереносе в нелинейной полубесконечной
прямой с нелинейной зависимостью теплопро-
водности от температуры экспоненциального вида.
Полученное решение типа бегущей волны ха-
рактеризует волновой теплоперенос, возникаю-
щий вследствие специального вида зависимости
теплопроводности от температуры.

Несмотря на то, что граничное значение тем-
пературы стремится к бесконечности при некото-
ром ограниченном значении времени, темпера-
турные возмущения проникают на ограниченную
глубину с предельным температурным профилем
по пространству. Возникает процесс “запирания”
тепловых потоков предельной зависимостью тем-
пературы от пространственной переменной при

Рис. 1. Распределения температур по пространствен-
ной переменной для k = 10–3 1/К: 1 – t = 200 с, 2 – 400,
3 – 600, 4 – 800, 5 – 900, 6 – 1000.
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Рис. 2. Распределения температур по пространствен-
ной переменной при k = 2 × 10–3 1/К: 1 – t = 100 с, 2 –
200, 3 – 300, 4 – 400, 5 – 450, 6 – 500.
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предельном времени прогрева. После предель-
ного профиля температуры с ярко выраженным
фронтом тепловой волны, на котором непрерыв-
ны температуры и тепловые потоки, устанавлива-
ется начальное значение температуры.

Материалы с экспоненциальной зависимо-
стью теплопроводности от температуры можно ре-
комендовать для тепловой защиты перспективных
гиперзвуковых летательных аппаратов с длитель-
ным временем полета в плотных слоях атмосферы.

Работа выполнена при финансовой под-
держке Российского научного фонда (грант
РНФ № 22-19-00420).
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