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(К 120-ЛЕТИЮ СО ДНЯ РОЖДЕНИЯ)
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Николай Гурьевич Четаев родился 6 декабря (23 ноября) 1902 г. в селе Карадули Ла-
ишевского уезда Казанской губернии. В 1920 г. он поступает на математическое отде-
ление физико-математического факультета Казанского университета, где, будучи сту-
дентом, публикует свою первую научную работу “Дифракция света в непрозрачных
средах”. За время аспирантуры публикует две статьи: “Об одной задаче Стеклова” и
“Об устойчивых фигурах равновесия некоторой однородной массы вращающейся
жидкости под действием сил лучистого сжатия к центру тяжести”, содержащие реше-
ние проблемы звездной динамики об устойчивых фигурах равновесия вращающейся
жидкости.

В феврале 1929 года по окончании аспирантуры он направляется на стажировку в
Германию в Геттингенский университет, где знакомится с аэродинамической школой
Л. Прандтля и продолжает свои исследования преимущественно в области устойчиво-
сти движения.

После окончания стажировки в 1930 году Николай Гурьевич начинает преподава-
тельскую деятельность в родном Казанском университете и до переезда в Москву воз-
главляет кафедру механики физико-математического факультета Казанского универ-
ситета (1930–1940) и кафедру аэродинамики Казанского авиационного института
(1933–1937).

EDN: JLBNUA
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Получив в 1940 г. приглашение работать в Академии наук СССР, Н.Г. Четаев пере-
езжает в Москву и создает отдел общей механики в Институте механики АН СССР.
В июне 1944 года он становится заместителем директора, в январе 1946 года – дирек-
тором института и проработает в этой должности до сентября 1953. В Москве он воз-
вращается к преподавательской деятельности в 1944 году на кафедре теоретической
механики Московского университета, и впоследствии становится ее заведующим.
29 декабря 1943 года Н.Г. Четаев избран членом-корреспондентом Академии наук
СССР по Отделению технических наук (специальность “Механика”).

Крупнейший специалист по общей механике, аналитической динамике, качествен-
ной теории дифференциальных уравнений, Н.Г. Четаев является автором более ста
научных работ. Он глубоко развил теорию устойчивости движения А.М. Ляпунова.
В частности, он получил важные результаты по проблеме обращения теоремы Лагран-
жа–Дирихле об устойчивости равновесия, доказал общую теорему о неустойчивости
равновесия. Им обобщены две теоремы Пуанкаре о числе реальных ветвей кривой
равновесия, проходящих через точку бифуркации, и о смене устойчивости, а также да-
но доказательство существования устойчивой последовательности фигур равновесия.
Предложены методы решения задач об устойчивости неустановившихся движений, най-
дены достаточные условия устойчивости вращательных движений снаряда. В динамике
системы твердых тел он предложил широко распространенный в настоящее время способ
построения функции Ляпунова в виде связки первых интегралов уравнений движения.

В области аналитической динамики Н.Г. Четаевым также получены важные фунда-
ментальные результаты. Он распространил принцип наименьшего принуждения не-
мецкого математика К.Ф. Гаусса на случай неголономной нелинейной дифференци-
альной связи. Он развил уравнения динамики Пуанкаре, для нелинейных связей на-
шел возможные перемещения, при которых принципы Лагранжа и Гаусса оказались
совместимыми. Им введено важное понятие о циклических перемещениях системы и
показано его использование для понижения порядка уравнений и их интегрирования,
а также указано на возможность решения уравнений типа Гамильтона–Якоби в более
общих функциях, чем функция действия. Таким образом, он ввел в аналитическую
механику новый раздел – динамику систем в групповых переменных, что во многом
определило направление дальнейших исследований в механике.

Блестящий педагог Николай Гурьевич Четаев воспитал немало учеников, внесших
значительный вклад в развитие различных областей механики, многие из которых ста-
ли впоследствии членами-корреспондентами и академиками АН СССР и РАН.

C 1945 г. до конца жизни (1959 г.) Н.Г. Четаев был ответственным редактором жур-
нала “Прикладная математика и механика” – журнала, в котором были опубликованы
многие его работы периода наивысшей творческой активности.

Н.Г. Четаев был награжден орденом Трудового Красного Знамени (1945) и орденом
Ленина (1953). За цикл работ по устойчивости движения и аналитической механике в
1960 г. ему была присуждена Ленинская премия (посмертно).

Несмотря на существенное развитие теории устойчивости, труды Н.Г. Четаева и в
настоящее время не утратили своего значения. Они являются для ученых-механиков
ценным научным руководством, содержащим компактное и ясное изложение основ
теории устойчивости движения, а полученные в них результаты востребованы и раз-
виваются в работах современных ученых.
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Рассматривается движение однородного эллипсоида по неподвижной горизонтальной
плоскости в однородном поле тяжести. Плоскость считается абсолютно гладкой, а по-
луоси эллипсоида различными. Существует положение устойчивого равновесия, ко-
гда эллипсоид опирается на плоскость наинизшей точкой своей поверхности. Иссле-
дуются нелинейные колебания эллипсоида в окрестности этого равновесия. Анализ
осуществляется при помощи методов классической теории возмущений, КАМ –
теории и алгоритмов компьютерной алгебры. Получена нормальная форма функции
Гамильтона возмущенного движения до членов шестой степени включительно от-
носительно отклонений от положения равновесия. Дано приближенное аналитиче-
ское представление колмогоровского множества условно-периодических колеба-
ний, указана оценка меры этого множества. Исследована задача о существовании и
орбитальной устойчивости периодических движений, рождающихся из устойчивого
равновесия в резонансном и нерезонансном случаях.

Ключевые слова: твердое тело, условно-периодические и периодические колебания,
устойчивость
DOI: 10.31857/S0032823522060108

Задача о движении твердого тела, соприкасающегося с твердой поверхностью, име-
ет почти трехсотлетнюю историю [1]. Эта задача интересна не только с общетеорети-
ческой точки зрения, она важна своими приложениями в машиностроении, приборо-
строении, транспорте. Интерес исследователей к этой задаче не ослабевает. Наоборот,
в связи с бурным развитием работ по созданию робототехники этот интерес, по-види-
мому, возрастает все более и более.

Много исследований посвящено механико-математическим моделям, в которых
предполагается, что твердое тело движется по плоскости, являющейся гладкой. В дан-
ной статье рассматривается динамика однородного трехосного эллипсоида на абсо-
лютно гладкой плоскости в однородном поле тяжести. Этой задаче посвящено доволь-
но много исследований. Отметим только основные из них.

В статье [2] получены условия, необходимые для устойчивости перманентного вра-
щения эллипсоида вокруг его оси, направленной вдоль вертикали. Строгая нелиней-
ная задача об устойчивости этого вращения исследована недавно в статье [3]; в этой
же статье исследована устойчивость такого движения эллипсоида, в котором он каса-
ется плоскости одним из своих главных сечений, которое считалось близким к кругу.
Общая задача о существовании и устойчивости перманентных вращений и регуляр-
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EDN: ISRDBV
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ных прецессий тяжелого твердого тела на гладкой горизонтальной плоскости подроб-
но изучена в [4–6].

В статьях [7, 8] при помощи КАМ-теории дан качественный анализ движения на не-
подвижной гладкой плоскости трехосного эллипсоида, мало отличающегося от шара.

Вопросы интегрируемости уравнений движения тяжелого твердого тела на гладкой
плоскости изучались в [9–12]. В частности, показано [10], что в задаче о движении
близкого к шару однородного трехосного эллипсоида не существует необходимый для
интегрируемости интеграл, дополнительный к интегралу энергии.

Ниже исследуются нелинейные колебания однородного трехосного эллипсоида в
окрестности его устойчивого положения равновесия. Используются кассические и со-
временные методы исследования динамических систем, описываемых уравненями
Гамильтона [13–15]. Необходимые вычисления существенно опираются на преобра-
зование Биркгофа [16] и его модификации [17], удобные для их компьютерной реали-
зации.

1. Введение. Уравнения движения. Рассмотрим движение однородного эллипсоида
по неподвижной абсолютно гладкой плоскости в однородном поле тяжести. Полуоси 
и  эллипсоида считаем различными и полагаем, что . В системе координат 
с началом в центре тяжести  эллипсоида его поверхность задается уравнением

(1.1)

Ориентация эллипсоида относительно неподвижной системы координат  зада-
ется (см. рис. 1) углами Эйлера  или матрицей направляющих косинусов :

(1.2)

На рис. 1 показана также система координат , оси которой параллельны соот-
ветствующим осям системы , через , как принято, обозначена линия узлов.

Координаты точки , которой эллипсоид касается неподвижной опорной плоско-
сти , определяются [1] равенствами

(1.3)

где  – расстояние от центра тяжести эллипсоида до плоскости ,

(1.4)

Так как плоскость абсолютно гладкая, то проекция центра тяжести эллипсоида на
плоскость  движется равномерно и прямолинейно. Не ограничивая общность,
будем считать, что она неподвижна и, следовательно, точка  движется вдоль фикси-
рованной прямой, параллельной вертикальной оси . При этом координаты точки 
на плоскости  вычисляются [1] по формулам

(1.5)
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Пусть  – вес эллипсоида, а  – его главные центральные моменты инерции,

(1.6)

Обобщенные импульсы , соответствующие углам Эйлера , определяют-
ся [1] равенствами

(1.7)

где точкой обозначено дифференцирование по времени ,  и  – частные производ-
ные функции (1.4) по  и  соответственно, а

(1.8)

Угол прецессии  является циклической координатой, поэтому импульс  посто-
янен во все время движения. Будем считать, что . Из (1.6)–(1.8) тогда следует,
что при известных функциях ,  величина  может быть найдена из равенства

(1.9)

Изменение переменных  со временем определяется дифференциальными уравне-
ниями

(1.10)
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(1.11)

Уравнения движения (1.10) допускают частное решение, в котором , .
Это решение отвечает устойчивому положению равновесия эллипсоида, в котором он
опирается на плоскость точкой  своей поверхности, лежащей на наименьшей оси
эллипсоида. Цель статьи состоит в исследовании нелинейных колебаний эллипсоида
в окрестности этого положения равновесия.

2. Функция Гамильтона возмущенного движения и ее предварительное преобразование.
Введем возмущения  углов Эйлера  и безразмерные импульсы  возмущен-
ного движения по формулам

(2.1)

и перейдем еще к безразмерному времени . Функция Гамильтона возму-
щенного движения может быть представлена в виде сходящегося ряда по формам чет-
ных степеней относительно . Отвечающая линеаризованным уравнениям
возмущенного движения квадратичная форма имеет вид

(2.2)

Соответствующие функции (2.2) канонические уравнения описывают малые линей-
ные колебания эллипсоида с частотами  ,

(2.3)

При принятом ранее предположении  справедливо неравенство  < .
Для исследования нелинейной задачи целесообразно предварительно перейти к пе-

ременным , , отвечающим нормальным координатам линейной задачи. Для
этого сделаем каноническое унивалентное преобразование по формулам:

(2.4)

В новых переменных возмущенное движение описывается уравнениями с функцией
Гамильтона, задающейся рядом

(2.5)

Отметим принципиально важное для дальнейшего анализа свойство разложения (2.5):
в каждом его члене сумма показателей   является четным числом.

Коэффициенты форм четвертой и шестой степеней, после проведения довольно
громоздких вычислений с привлечением алгоритмов компьютерной алгебры, можно
выразить через частоты  и . Оказалось, что 27 из 35-ти коэффициентов формы 
тождественно равны нулю. Остальные 8 коэффициентов имеют вид
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(2.6)

Здесь приняты обозначения

(2.7)

Из 84-х коэффициентов формы  тождественно равны нулю 72. Для остальных
12-ти коэффициентов можно получить следующие выражения:

3. О возможных резонансах. Если для натуральных чисел  и  выполняется соотно-
шение

(3.1)

то имеет место резонанс порядка  (так как , то ).

Введем безразмерные параметры , положив , . Область допусти-
мых значений параметров  (в силу того, что ) задается неравенством

(3.2)
Частоты (2.3) выражаются через  по формулам

(3.3)
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И из соотношения (3.1) следует уравнение соответствующей резонансной кривой

(3.4)

На рис. 2 показаны кривые, отвечающие резонансам  и .
Несложно проверить, что все резонансные кривые (3.4) лежат в области

(3.5)

Левой границей этой области является кривая . В области

(3.6)

лежащей на рис. 2 левее и выше кривой  не реализуется ни один из резо-
нансов (3.1).

4. О нормализации функции Гамильтона (2.5). Следуя [16, 17], введем вместо пере-
менных ,  новые канонически сопряженные переменные ,  при помощи произ-
водящей функции  вида

(4.1)

Неявно замена  задается формулами

(4.2)
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Из (4.1), (4.2) следует, что старые переменные выражаются через новые при помощи
сходящихся рядов по степеням :

(4.3)

Здесь  и  – функции из (4.1), в которых аргументы  заменены на . Сим-
волом  здесь и далее обозначается совокупность членов не ниже -й степени отно-
сительно .

Подставив выражения (4.3) в функцию Гамильтона (2.5) и подобрав подходящим
образом коэффициенты  форм  и , можно упростить (нормализовать) фор-
мы четвертой и шестой степеней в новой функции Гамильтона (ее, как и старую
функцию (2.5), будем обозначать через ).

Так как в разложении (2.5) нет форм 3-й и 5-й степеней, а в форме 4-й степени сум-
мы показателей  и  четны (см. п. 2), то все резонансы до пятого порядка
включительно ( , , , ) не препятствуют приведению
функции Гамильтона (2.5) к нормальной форме вида

(4.4)

При этом

(4.5)

а отличные от тождественного нуля коэффициенты формы  в производящей функ-
ции (4.1) вычисляются по следующим формулам:
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После вычисления функции  и величин (4.5) можно, выбрав нужным образом фор-
му , максимально упростить (нормализовать) совокупность членов шестой степени
в новой функции Гамильтона. Из двух возможных резонансов шестого порядка

 и  первый не скажется на виде нормальной формы членов шестой
степени (из-за четности величин  и  в разложении (2.5)). Второй же резо-
нанс (который на самом деле является резонансом третьего порядка, не повлиявшим
на структуру нормальной формы (4.4)) существенен при нормализации членов шестой
степени. Этот резонансный случай изучается в разд. 8 статьи.

5. Невырожденность и изоэнергетическая невырожденность системы с функцией Га-

мильтона . Рассмотрим определитель  второго порядка

(5.1)

Покажем, что система с функцией Гамильтона  из (4.4) является невырожденной.
Это означает [14, 15], что . Действительно, принимая во внимание (4.5) и (3.3),
определитель (5.1) можно записать в виде функции от :

(5.2)

На рис. 3 в плоскости  сплошными линиями показаны ветви кривой , а
серым цветом выделены области . В остальной части рисунка величина  по-
ложительна. Область (3.2) допустимых значений параметров  попадает в область

 рисунка. И, следовательно, система с функцией Гамильтона  является не-
вырожденной.

Покажем еще, что выполнено также условие изоэнергетической невырожденности,
означающее [14, 15] отличие от нуля определителя  третьего порядка,

(5.3)

В переменных  имеем

(5.4)
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На рис. 4 сплошными линиями показаны ветви кривой . Они лежат правее и
ниже прямой . В области же (3.2) допустимых значений  величина  отлична
от нуля (там ).

6. Условно-периодические колебания. 1. Общее решение дифференциальных уравне-

ний приближенной системы с функцией Гамильтона  из (4.4) описывается
равенствами

=3 0D
=y x ,x y 3D
>3 0D

(0)
1 2( , )H r r
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(6.1)

(6.2)

где  – постоянные, являющееся начальными значениями переменных . Если
полуоси эллипсоида таковы, что нет резонанса (3.1), то для малых значений  движе-
ния в приближенной системе будут условно-периодическими колебаниями с рацио-
нально независимыми частотами (6.2).

Но в предыдущем разд. показано, что приближенная система невырождена. Поэто-
му, согласно КАМ-теории, движения в полной системе, описываемой функцией Га-
мильтона (4.4), для большинства начальных условий также будут условно-периодиче-
скими с частотами (6.2). Множество начальных условий, не принадлежащих упомяну-
тому большинству (колмогоровскому множеству), имеет малую меру: в окрестности

 его относительная мера имеет порядок , где  – порядок, до которого от-
сутствуют резонансы вида (3.1) [14]. Согласно разд. 3, в области безразмерных пара-
метров , задаваемой неравенством (3.5), можно считать, что . Если же пара-
метры  принадлежат области (3.6) (где отсутствуют резонансы (3.1)), то величина 
может быть сколь угодно большой. Для области (3.6) относительная мера множества,

дополнительного к колмогоровскому множеству, имеет порядок ,  –

const > 0.
2. Остановимся подробнее на приближенном описании движения эллипсоида при

помощи уравнений с функцией  из (4.4). Из соотношений (4.3) имеем

(6.3)

Коэффициенты формы  вычисляются по формулам (4.6).
Из (6.3) и (2.4) получаем выражения для углов Эйлера 

(6.4)

Угол  может быть найден при помощи равенства (1.9), из которого (при учете (6.4))
следует, что производная  имеет порядок . Поэтому  совершает “мелкие дрожа-
ния” в окрестности его начального значения . Пренебрегая этими дрожаниями,
можно считать, что . Из (1.2) тогда следует, что с погрешностью  направ-
ляющие косинусы  определяются следующими равенствами:

(6.5)

3. Получим оценку реакции  опорной плоскости . Из (6.5) и (1.4) следует,
что для расстояния  центра тяжести эллипсоида до плоскости  имеет место ра-
венство . Поэтому из уравнения

описывающего движение центра тяжести вдоль вертикали, следует, что .
При малых отклонениях эллипсоида от положения равновесия реакция не обращает-
ся в нуль и эллипсоид не может оторваться от плоскости .
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4. Выпишем еще приближенные выражения (1.3) и (1.5) для траекторий точки каса-
ния  на поверхности эллипсоида и на опорной плоскости. Из (1.3), (1.4), (6.5) и (6.1)
следуют приближенные (с погрешностью ) формулы для координат точки  в си-
стеме , жестко связанной с эллипсоидом:

(6.6)

Из (1.5), (6.5) и (6.6) с погрешностью  находим выражения для координат точки 
на плоскости :

При условно-периодических колебаниях проекция траектории точки  на плос-
кость  всюду плотно заполняет прямоугольник со сторонами  и , а на опор-
ной плоскости  траектория всюду плотно заполняет прямоугольник со сторона-
ми  и .

В качестве примера возьмем эллипсоид, у которого , . Для не-

го , , а

7. О периодических колебаниях малой амплитуды. Уравнения (1.10) допускают два
типа частных решений, для которых эллипсоид касается плоскости одним из своих
главных сечений. Для решений первого типа эллипсоид касается оси  главным се-
чением , которое во все время движения остается в вертикальной плоскости .
В движениях второго типа эллипсоид касается оси  главным сечением , кото-
рое все время остается в плоскости .

Будем рассматривать эти движения, предполагая, что они представляют собой ма-
лые периодические колебания эллипсоида. Через  обозначим малый параметр, ха-
рактеризующий отклонение углов  и ϕ от их значений, отвечающих равновесию

, . Зависимость углов  и ϕ от времени для этих колебаний может быть
найдена из (6.1)–(6.4).

В колебаниях первого типа , а

(7.1)

В колебаниях второго типа ,

(7.2)

В (7.1) и (7.2) приняты обозначения

Для исследования орбитальной устойчивости периодических колебаний (7.1) и (7.2)
воспользуемся теоремой Мозера об инвариантных кривых. При малых  достаточным
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условием устойчивости будет условие изоэнергетической невырожденности 

функции  из (4.4) [14, 15]. В разд. 4 показано, что это условие выполняется. И, сле-
довательно, при малых амплитудах периодические колебания обоих типов орбитально
устойчивы.

8. О колебаниях при резонансе . Сделав нормализуюшую замену перемен-
ных  по формулам (4.3) и введя симплектические полярные координаты

 (см. (4.4)), получим функцию Гамильтона возмущенного движения (2.5) в виде
ряда

(8.1)

Коэффициенты нормальной формы (8.1) можно записать в виде следующих функций
от :

(8.2)

(8.3)

Для исследования периодических движений, обусловленных наличием резонанса
, сделаем в (8.1) унивалентное каноническое преобразование  по

формулам

(8.4)

Если в преобразованной функции (8.1) отбросить последнее слагаемое , то придем
к приближенной системе с циклической координатой . Помимо интеграла энергии,
эта система имеет еще интеграл  = const > 0. Если вместо  ввести новые ка-
нонически сопряженные переменные  по формулам

(8.5)
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а в качестве независимой переменной принять величину , то получим систему с
одной степенью свободы, являющуюся приближенной моделью для описания рас-
сматриваемого резонанса. Ее функция Гамильтона  будет такой:

(8.6)

Соответствующие канонические уравнения имеют вид

(8.7)

Эти уравнения допускают четыре отличающихся одно от другого равновесных реше-
ния , в которых

(8.8)

а  – корень квадратного относительно  уравнения

(8.9)

в левой части которого  заменен на . При малых значениях параметра 
этот корень можно представить в виде ряда по степеням : . Из (8.6)
и (8.9) следует, что для  можно получить такое выражение:

(8.10)

где  задается равенством (5.3).
Из выражений (8.2) для  (с учетом того, что ) видно, что величина

 положительна. Кроме того, согласно разд. 5, величина . Вычисления
показывают, что , а своего максимального значения величина  до-
стигает, когда , .

Характеристическое уравнение линеаризованной в окрестности равновесия 
системы (8.7) имеет вид

(8.11)

Из (8.2) и (8.3) несложно усмотреть, что , а . И так как , то при
малых  найденным равновесиям в случае четных  в фазовой плоскости отвечают
особые точки типа седло, а в случае нечетных  – точки типа центр.

Для иллюстрации сказанного на рис. 5 показан фазовый портрет системы (8.7) в
плоскости , .
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.
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тельно  (  – порядок величин  в (2.1)), которые в переменных  записывают-
ся (с погрешностью ) в виде

(8.12)

При четных  эти периодические движения орбитально неустойчивы, а при нечет-
ных – устойчивы.

Для координат  точки касания  на поверхности эллипсоида аналогично
разд. 6 можно получить такие приближенные выражения:

(8.13)

а для координат  точки  на плоскости  – выражения

(8.14)
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тории точки  на опорной плоскости , существенно различны в случаях четных
и нечетных значений . При четных  (когда периодическое движение неустойчиво)
они являются “лежащими восьмерками”, а при нечетных  (когда периодическое
движение орбитально устойчиво) – дважды проходимыми за период параболами.
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На рис. 6 показаны траектории точки касания на плоскости  для случаев

 и . Как и на рис. 5, принято, что , , а . В качестве
единицы длины принята длина полуоси  эллипсоида. При таком выборе параметров
для 

а для 

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-11-
00116) в Московском авиационном институте (Национальном исследовательском
университете) и в Институте проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН.
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On Nonlinear Oscillations of a Triaxial Ellipsoid on a Smooth Horizontal Plane
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The motion of a homogeneous ellipsoid along a fixed horizontal plane in a homogeneous
gravitational field is considered. The plane is assumed to be absolutely smooth, and the
semiaxes of the ellipsoid are different. There is a position of stable equilibrium, when the el-
lipsoid rests on the plane with the lowest point of its surface. Nonlinear oscillations of the el-
lipsoid in the vicinity of this equilibrium are investigated. The analysis is carried out using
the methods of classical perturbation theory, KAM-theory, and computer algebra algo-
rithms. The normal form of the Hamilton function of perturbed motion up to terms of the
sixth degree inclusive with respect to deviations from the equilibrium position is obtained.
An approximate analytical representation of the Kolmogorov set of conditionally periodic
oscillations is given, an estimate of the measure of this set is indicated. The problem of the
existence and orbital stability of periodic motions arising from stable equilibrium in the reso-
nant and nonresonant cases is studied.
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циальных и гироскопических сил в случае переменного гиростатического момента.
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1. Введение. Понятие “гиростат” возникло в результате моделирования движения
либо системы связанных твердых тел (У. Томсон [1], А. Грей [2], распределение масс
которой не изменяется в течение времени), либо движения твердых тел, содержащих
идеальную жидкость (Н.Е. Жуковский [3]). Дальнейшее развитие исследований дви-
жения гиростата получено в статьях В.В. Румянцева [4], Й. Виттенбурга [5] и П.В. Хар-
ламова [6]. В.В. Румянцев полагал, что гиростат можно трактовать как систему связан-
ных твердых тел, которая содержит динамически и статически уравновешенные рото-
ры. П.В. Харламов рассматривал систему связанных твердых тел, несомые тела
которых вращаются вокруг своих осей динамической симметрии, несущих центры
масс роторов. Задачу о движении гиростата более общего вида исследовал Й. Виттен-
бург. Тематика динамики гиростата рассмотрена во многих публикациях (см., напри-
мер, [7–12]).

В силу того, что уравнения движения гиростата, имеющего неподвижную точку, яв-
ляются неавтономными дифференциальными уравнениями, то их интегрирование
целесообразно проводить с помощью методов инвариантных соотношений (ИС),
предложенных Т. Леви-Чивитой [13] и П.В. Харламовым [14] (особенности этих мето-
дов изучены в монографии автора статьи [15]). В монографии [10] показано, что они
наиболее эффективны в задачах об условиях существования прецессионных движений
твердого тела и гиростата. Понятие таких движений в динамике твердого тела введено
Д. Гриоли [16], а обзор результатов, установленных в задачах о движении гиростата в по-
лях сложной структуры, указан в [17, 18]. Основной особенностью проведенных ранее
исследований условий существования прецессий является подход, основанный на при-
менении прецессионной подвижной системы координат [19]. В статье [20] при изуче-
нии прецессий гиростата использована главная система координат.

УДК 531.38531.39

EDN: EUQBPQ
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Данная статья посвящена рассмотрению более общего класса прецессий гиростата
под действием потенциальных и гироскопических сил по сравнению с [11], так как, в
отличие от [11], здесь предполагается, что вектор, который образует в процессе движе-
ния гиростата постоянный угол с осью симметрии силовых полей, занимает произ-
вольное положение в главной системе координат. Построено новое решение уравне-
ний класса Кирхгофа–Пуассона, описывающее регулярную прецессию гиростата.

2. Постановка задачи. Рассмотрим задачу о движении гиростата под действием по-
тенциальных и гироскопических сил в случае переменного гиростатического момен-
та: . Параметры  и  полагаем постоянными;  – функция, за-
висящая от времени . В гиростате введем главную систему координат ;  – непо-
движная точка тела-носителя;  – компоненты гиростатического момента 
в этой системе координат; i1, i2, i3 – единичные векторы осей , , . Уравнения
движения гиростата запишем в векторной форме [20–23]:

(2.1)

где  – вектор угловой скорости гиростата;  – единичный
вектор оси симметрии силовых полей; A =  – тензор инерции; B = diag(B1,

 – матрица, характеризующая гироскопические силы; C =  – мат-
рица, определяющая нелинейные по   потенциальные силы;  –
вектор обобщенного центра масс гиростата; точка над переменными обозначает диф-
ференцирование по времени. Применение ссылок перед формулами (2.1) связано с
аналогией задачи о движении гиростата под действием потенциальных и гироскопи-
ческих сил и задачи о движении твердого тела в жидкости. Запишем первые интегралы
уравнений (2.1)

(2.2)

где  – произвольная постоянная.
Система (2.1), (2.2) является неавтономной системой дифференциальных уравне-

ний относительно переменных ,  , . Поэтому ее интегрирование
может быть основано на нескольких подходах. В данной статье применяется подход [23].
Он состоит в том, чтобы уравнения (2.1), (2.2) рассматривать совместно с уравнениями

(2.3)

где  – момент инерции ротора  относительно оси вращения ;  – угловая
скорость ;  – проекция сил и моментов, действующих на ротор  со стороны
тела-носителя.

Следуя [24], зададим для уравнений (2.1), (2.2) три инвариантных соотношения (ИС):

(2.4)

где , то есть вектор  является единичным вектором; ,
 – дифференцируемые функции переменной . В векторном виде уравнения (2.4)

можно записать так:

(2.5)

При выполнении равенства (2.5) уравнение Пуассона из (2.1) таково: .
Отсюда в скалярном виде имеем:

(2.6)
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t Oxyz O
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Система дифференциальных уравнений (2.6) допускает два первых интеграла

(2.7)

где  – произвольная постоянная. Отметим, что случай  рассмотрен в [11]. Из вто-
рого соотношения системы (2.7) следует, что . В силу ,  параметр

. Примем  за независимую вспомогательную переменную. Тогда из системы (2.7)
получим

(2.8)

где , а функция  является квадратичной функцией переменной :

(2.9)

Подставляя ,  из (2.8) в третье уравнение системы (2.6), устанавливаем,
что функция  находится путем обращения интеграла

(2.10)

Функции   определяются из системы (2.4) на основании равенств (2.8).
Покажем, что при выполнении условия  решение (2.8)–(2.10) действительно.

Из равенства (2.9) следует, что  при . Обозначив , из урав-
нения  имеем его корни в виде

(2.11)

которые принадлежат промежутку . То есть при изменении  на отрезке

, исключая его концы, функция  положительна.

Рассмотрим случай , . Из равенств (2.4) получим

(2.12)

где  и  – постоянные параметры. Введем обозначения

(2.13)

Тогда из соотношений (2.8)–(2.10) получим

(2.14)
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где  (в силу периодичности (2.14) начальное значение  положено равным
нулю). Отметим вид обозначений (2.13) и соотношений при , которые рассмот-
рены в [11] (очевидно ):

(2.15)

(2.16)

Постановка задачи, которая исследуется в данной статье, состоит в изучении условий
существования решения (2.12), (2.14) у динамического уравнения из (2.1).

Отметим, что отличие данной задачи от задачи, которая рассматривалась в статье [11],
заключается в том, что здесь полагается , а ,  – постоянные параметры.
В статье [11] указанные параметры приняты равными нулю.

3. Редукция первого уравнения (2.1) на ИС (2.4), (2.8). Запишем это уравнение в ска-
лярной форме

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Подставим значения (2.4) в уравнения (3.1)–(3.3). Принимая во внимание уравнения (2.6),
получим

(3.4)

(3.5)

ψ = 0g t 0t
β =3 0

κ =0 1

= β = μ β = = β

= −μ β = = = μ
0 0 1 1 0 2 2 0 0 2

1 0 1 2 0 2 0

, , 0,

, 0, 0,

h c h h r c

r r a a

ν ψ = + ψ ν ψ = + ψ ν ψ = ψ1 0 1 2 0 1 3 2( ) cos , ( ) cos , ( ) sinh h r r a

β ≠3 0 λ1 λ2

( )
( )

ω = − ω ω + λ ω − λ ω + ω ν − ω ν +

+ ν − ν + − ν ν

�1 1 2 3 2 3 2 3 3 2 2 3 3 3 2 2

2 3 3 2 3 2 2 3

( )A A A t B B

s s C C

( )
( )

ω = − ω ω + λ ω − λ ω + ω ν − ω ν +

+ ν − ν + − ν ν

�2 2 3 1 3 1 3 1 1 3 3 1 1 1 3 3

3 1 1 3 1 3 3 1

 ( )A A A t B B

s s C C

( )
( )

λ + ω = − ω ω + λ ω − λ ω + ω ν − ω ν +

+ ν − ν + − ν ν

�

�3 3 3 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 1

1 2 2 1 2 1 1 2

 A A A B B

s s C C

( ) ( ) ( )ε ν ν β ν − β ν + ν ε ν + β ν ν β ν − β ν +1 3 3 2 3 3 2 1 1 3 1 3 3 1 2 2 1( ) ( ) '( ) '( ) ( )A g A g g

( ) ( ) + ν ν ε ν − + ε ν − + − + 
2

2 3 3 2 3 3 3 2 3 2( ) ( )A A B B C C

( ) + ν β ε ν ν − − β ν − + 2 3 3 3 2 3 3 2 3 3( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) + ν β ε ν ν − + λ ε ν + β ν + + 3 2 3 3 2 3 2 3 2 3 3 2( ) ( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) ( )+ β β ν − + β λ ν = λ ν ε ν + β ν2
2 3 3 2 3 3 2 3 3 2 3 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )g A A g t g

( ) ( ) ( )ε ν ν β ν − β ν + ν ε ν + β ν ν β ν − β ν +2 3 3 3 1 1 3 2 2 3 2 3 3 1 2 2 1( ) ( ) '( ) '( ) ( )A g A g g

( ) ( ) + ν ν ε ν − + ε ν − + − + 
2

1 3 3 3 1 3 1 3 1 3( ) ( )A A B B C C

( ) + ν β ε ν ν − + β ν + + 1 3 3 3 3 1 3 1 3 3( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) + ν β ε ν ν − − β ν − λ ε ν − + 3 1 3 3 3 1 1 3 3 1 3 1( ) ( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) ( )+ β β ν − − β λ ν = −λ ν ε ν + β ν2
1 3 3 3 1 3 1 3 3 1 3 1 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )g A A g t g

( ) ( ) ( )λ = ε ν ν β ν − β ν + ν ε ν + β ν β ν − β ν +�

3 3 3 3 1 2 2 1 3 3 3 3 3 1 2 2 1( ) ( ) ( ) '( ) '( )t A g A g

( ) ( ) + ν ν ε ν − + ε ν − + − + 
2
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(3.6)

Рассмотрим случай (2.12), (2.14), исключая производные  , с учетом (2.6),
представим уравнения (3.1)–(3.3) следующим образом:

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Из второго соотношения системы (2.2) следует

(3.10)

где . Исключим в (3.7), (3.8) функцию :

(3.11)

Подставим в уравнение (3.11)  из (2.12),   из (2.14) и потребуем, чтобы по-
лученное равенство было тождеством по . Рассмотрим общий вид данного равен-
ства:

(3.12)

где

(3.13)

а многоточием обозначены члены, которые содержат тригонометрические функции
меньших аргументов . В силу , , , ,  (см. форму-
лы (2.13)), из (3.12) следует . На основании (3.13) найдем первое условие на пара-
метры задачи

(3.14)

( ) + ν β ε ν ν − − β ν − λ ε ν − + 1 2 3 3 1 2 2 1 3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) + ν β ε ν ν − + λ ε ν + β ν + + 2 1 3 3 1 2 1 3 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( )g A A B g s

( ) ( )+ β β ν − + β λ − β λ ν2
1 2 3 1 2 2 1 1 2 3( ) ( )g A A g

ω� ( )i t =( 1,3)i

( ) ( ) ( )
( )

λ = ε β ν − β ν + − ω ω + ω λ − ν +ω
+ ω ν + ν − ν + − ν ν 

3 1 0 0 2 3 3 2 2 3 2 3 3 2 2 2
2

2 3 3 2 3 3 2 3 2 2 3

1( )t A g A A B

B s s C C

( ) ( ) ( )
( )

λ = ε β ν − β ν + − ω ω + ω λ − ν +ω
+ ω ν + ν − ν + − ν ν 

3 2 0 0 1 3 3 1 1 3 3 1 3 1 1 1
1

1 3 3 1 3 3 1 3 1 3 1

1( )t A g A A B

B s s C C

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

 λ = − ε β ν − β ν + − ε ν ν + ε β ν + β ν + β β + 
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�

2 2
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2 1 2 1 1 2

A g A A g g

B g B g s

s C C

( ) ( ){
( ) ( ) }

λ = − ν ε − + − ν ε − + − ε ν −
ν

 − ν λ + β + ν λ + β + β ν 

2 2 2
3 1 0 1 1 3 2 0 2 2 3 0 3 3

3

1 1 1 0 1 2 2 2 0 2 3 0 3 3

1( ) 2 2 2*

2 ,

t k A B B A B B A

g A g A g A

= +0 32*k k B λ3( )t

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

 − ω ω ω + ω ε β ν − β ν + ν − ν + 

   + ω ε β ν − β ν + ν − ν + ν − ω ν + − ω ν +   

 + ω ω λ − ν − ω λ − ν = 

2 1 1 2 3 1 0 0 1 2 3 3 2 2 3 3 2

2 0 0 2 3 1 1 3 3 1 1 3 3 3 2 1 2 1 3 2 1

3 1 2 2 2 2 1 1 1 0

A A g A s s

g A s s C C C C

B B

ωi νi =( 1,3)i
ψ

( ) ( ) + ψ + − ψ +  …2 1 2 2 1 2 2 1 1D sin 3 cos 3 ,a h r h r h r h r

( ) ( ) ( )= ε − + ε − + −2
0 2 1 0 1 2 1 2D ,A A B B C C

ψ ψ(2 , ) ≠2 0a ≠1 0h ≠2 0h ≠1 0r ≠2 0r
=D 0

( ) ( )ε − + ε − + − =2
0 2 1 0 1 2 1 2( ) 0A A B B C C
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Очевидно, что условие (3.14) имеет место и в случае  [11], для которого справед-
ливы формулы (2.15), (2.16). Как показано ниже, рассмотрение уравнения (3.14) носит
вспомогательный характер. Но главным итогом такого подхода является получение
условия (3.14), которое в значительной степени упрощает исследование уравнений (3.4)–
(3.6) на решении (2.12), (2.14) с обозначениями (2.13).

Запишем уравнение (3.9) на ИС (2.14). Вначале введем обозначения

(3.15)

Тогда из (3.9) на основе указанного подхода и обозначений (3.15) имеем

(3.16)

В силу ограниченности функции  (см. формулы (2.11), (2.14), (3.7), (3.8)) из фор-
мулы (3.16) следует равенство  = 0, или, в силу (2.13), (3.15), условие
на параметры

(3.17)

Тогда из уравнения (3.16) получим

(3.18)

где  – постоянный параметр, а параметры ,  имеют вид

(3.19)

Учтем в уравнениях (3.4), (3.5) равенства , , функции  
из (2.14) и для их преобразования воспользуемся условием (3.14). Введем обозначения

(3.20)

Отметим, что при  [11] первое, четвертое, пятое равенства из (3.20) не изменя-
ются, а остальные равенства таковы:

(3.21)

β =3 0

( )= ε β − − − β − λ ε −1 0 0 2 1 2 3 1 0 1 2 0 2H g A A A B g s

( )= ε β − + + β + λ ε +2 0 0 1 1 2 3 2 0 2 1 0 1H g A A A B g s

( ) = β β − + λ β − λ β 0 0 1 2 0 1 2 1 2 2 1H g g A A

( ) ( )
( )

λ = + + + +

+ + +

�

3 1 1 1 2 0 2 1 2 2 0

0 1 0 2 0

( ) cos( ) sin( )t h H r H g t h H r H g t

h H r H H

λ3( )t
+ +0 1 0 2 0h H r H H

( ) ( ){ }
( )

 β β ε − + − + ε λ β − λ β + β − β + 

 + β β − + λ β − λ β = 

0 0 1 2 0 1 2 2 1 0 1 2 2 1 1 2 2 1

0 0 1 2 1 2 1 2 2 1

2

0

c g A A B B s s

g g A A

λ = ψ + ψ + λ3 1 2 0( ) sin cos ,t L L

λ0 1L 2L

+ += = −1 1 1 2 2 1 2 2
1 2

0 0
,h H r H h H r HL L

g g

ε ν = ε3 0( ) ν =3 0( )g g ν ( )i t =( 1,3)i

( )= − + ε − + ε −2
23 3 1 0 1 3 0 3 1( )G C C A A B B

( )= ε β − − − − β2 0 0 3 2 1 3 3 2 3 0G g A A A s B g

( )= ε β − − − − β1 0 0 3 1 2 3 3 1 3 0R g A A A s B g

( )= ε β + − + + ε λ + β3 0 0 2 1 2 3 2 0 2 2 0 3G g A A A s g B

( )= ε β + − + + ε λ + β3 0 0 1 1 2 3 1 0 1 1 0 3R g A A A s g B

( ) = β λ + β − 0 3 0 2 2 0 2 3G g g A A

( ) = β λ + β − 0 3 0 1 1 0 1 3R g g A A

β =3 0

= − = − = =2 3 1 3 0 0, , 0, 0G s R s G R
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Подставим в уравнения (3.4), (3.5) ИС (2.14) и учтем равенства , 
и значение  из (3.18):

(3.22)

(3.23)

Рассмотрим равенство нулю коэффициентов при функции , которые следуют
из (3.22), (3.23):

(3.24)

Из системы алгебраических уравнений (3.24) в силу , , ,  нахо-

дим (полагаем )

(3.25)

Запишем первое равенство из (3.25) на основании (2.13), (3.15), (3.19)

(3.26)

При выполнении условия (3.26) при  равенство (3.17) упрощается:

(3.27)

Отметим, что при , в силу  и , имеет место только второе условие
из (3.25), то есть в этом случае L2 из системы (3.19) также равно нулю. Из (3.19) находим

(3.28)

С помощью значений  из (2.13),  из (3.20) и  из (3.28) равенство  =
= 0 запишем в виде

(3.29)

Таким образом, равенство (3.29) является четвертым условием на параметры задачи

(при ). Первые три условия – равенства (3.14), (3.26), (3.27). Если , то
условия существования – равенства (3.17), (3.29).

Рассмотрим уравнения (3.22), (3.23). Запишем равенство нулю коэффициентов
при :

ε ν = ε3 0( ) ν =3 0( )g g
λ ψ3( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

 − ψ + ψ + λ ε + β + ε ψ + ψ + 

 + + ψ + ψ + ψ + + 

+ + ψ + =
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0 1 2 23 0 2 2

3 0 2 0
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cos sin sin

sin 0

L L r g r r

r r r G a a G

G a a G

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

 − ψ + ψ + λ ε + β + ε ψ + ψ + 

 + + ψ + ψ + ψ + + 

+ + ψ + =
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0 1 2 23 0 2 1
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cos sin sin

sin 0

L L h g h h
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ψsin 2
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= − ε =2 2 23 0 10, 0L a G L
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( )β β − + λ β − λ β =0 1 2 1 2 1 2 2 1 0g A A
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− β + β − β − β − ε β λ + β λ

2 20
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L g A A A A A A
g

g B B s s

2a 23G 1L − ε2 23 0 1a G L
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(3.30)

Вычитая левые части уравнений (3.30), получим

(3.31)

При  из (3.31) имеем тождество, а из (3.30), в силу (2.13), (3.20), устанавливаем

значение параметра :

(3.32)

В случае  из (3.31) следует

(3.33)
а из первого равенства системы (3.30) найдем

(3.34)

Условие (3.33) позволяет упростить равенство (3.26)

(3.35)

Запишем равенство нулю коэффициентов при  и свободных членах в уравне-
ниях (3.22), (3.23):

(3.36)

(3.37)

На основании обозначений (2.13), (3.20), (3.28) из уравнений (3.36) устанавливаем
условие (3.35) и равенство

(3.38)

Из уравнений (3.37) в результате линейной комбинации получим

(3.39)

(3.40)

Отметим, что при  из (3.39) имеем тождество, а из уравнения (3.40), в силу

, , , находим . Тогда из равенства (3.32) устанавливаем условие

(3.41)

Если в (3.39) , то получим условие (3.27).

   ε ελ ε − + = λ ε − + =   
   

0 0 0 0
0 0 2 1 0 0 1 1

2 2
0, 0a aG L R L

a a

( ) ( ) β ε − + − = 3 0 1 2 2 12 0A A B B
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λ0

λ = −
ε
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0

s

β ≠3 0

ε − + − =0 1 2 2 12 ( ) ( ) 0,A A B B
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( ) ( )(

( ) ( )) }
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− β + β − β − β − ε β λ + β λ 

2
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g B B s s
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ψsin
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Распишем значение  из (3.40), используя значения  из (2.13), , , , 
из (3.20):

(3.42)

Приравняем правые части равенств (3.34) и (3.42):

(3.43)

Перечислим все условия существования решения (2.12), (2.14) уравнений (2.1) при

: (3.14), (3.25), (3.27), (3.29), (3.33), (3.35), (3.37), (3.38), (3.43). Для удобства ис-
следования запишем их вместе (кроме равенства (3.43))

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

Для сравнения результатов, полученных в данной статье, приведем условия [11], най-

денные при , , . Условие (3.44) сохраняется, условие (3.45) преобра-
зуется к виду

(3.49)

а параметры  и  равны нулю. Условия (3.46) необходимо опустить. Равенство (3.17)
принимает вид

(3.50)

В равенствах (3.47), (3.48) необходимо положить , . Функция  при

 имеет вид

(3.51)

а в случае (3.43)–(3.48) она такова

(3.52)

4. Анализ условий (3.43)–(3.48). Случай 1. Положим, что выполняются равенства

(4.1)
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Введем параметры  и  по формулам

(4.2)

В силу (4.1) уравнение (3.45) становится тождеством. Из системы (3.46) и уравне-
ния (3.44) получим

(4.3)

На основании условий (4.2), (4.3) из (3.43), (3.47), (3.48) установим окончательные
условия

(4.4)

При наличии равенств (4.2)–(4.4) параметр  из (3.42) примет вид

(4.5)

Из формулы (3.28) следует

(4.6)

То есть в формуле (3.52) параметры ,  имеют значения (4.5), (4.6). Из условий (4.1)
следует, что векторы, которые являются проекциями векторов β, λ, , коллинеарны
друг другу и лежат в плоскости равных главных моментов инерции, то есть векторы β,
λ,  принадлежат этой плоскости.

Общий случай. Очевидно, что в этом случае выполняется условие . Данное
ограничение позволяет из уравнения (3.44) и второго уравнения из (3.46) определить

значение параметра  и условие на параметры, характеризующие матрицы :

(4.7)

Уравнение (3.45) параметризуем следующим образом:

(4.8)

где  – параметр. Из первого уравнения системы (3.46) найдем значение :

(4.9)

Равенства (4.8), в силу (4.7), (4.9), можно применять для нахождения параметра :

(4.10)

Если проведем анализ равенств (4.7)–(4.10), то приходим к выводу о том, что они не

содержат параметры  и . Поэтому условие (3.43), в силу (4.7)–(4.10), можно ис-
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пользовать для определения этого параметра через параметры уравнений движения

гиростата и параметры , . Выписывать значение  нецелесообразно, так как окон-
чательный результат имеет достаточно громоздкий вид. Уравнение (3.48) можно ин-

терпретировать как условие на  и .

Рассмотрим значение параметра  из равенства (3.42). Очевидно, что он зависит от

уже найденных значений (3.47)–(3.50) и параметра , а также от постоянной , кото-
рая характеризует ИС из (2.11). То есть в построенном решении (2.12), (2.14) уравне-
ний (2.1) параметр  можно считать произвольной постоянной, то есть данное ИС яв-

ляется первым интегралом уравнения Пуассона из (2.1). Функция  и в общем

случае имеет вид (3.52), а значения параметров  и  выражаются по формулам (4.5), (4.6).
Рассмотрим уравнения (2.3). Подставим в них функцию (3.52):

(4.11)

(4.12)

Из формулы (4.11) определяется проекция сил и моментов, действующих на ротор 
со стороны тела-носителя. Соотношение (4.12) служит для нахождения скорости вра-
щения этого ротора. Таким образом, уравнения (2.1) проинтегрированы на реше-
нии (2.12), (2.14).

Заключение. Установлено новое решение уравнений движения гиростата под дей-
ствием потенциальных и гироскопических сил, которое описывает регулярную пре-
цессию гиростата с переменным гиростатическим моментом. Оно получено при более
общих условиях, чем решение в [11]. В силу этого в данной статье проведен сравни-
тельный анализ указанных решений, что позволило упростить и получение решения [11].
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Предложена математическая модель однороторного гиростата с неподвижной точ-
кой, находящегося в поле силы тяжести и снабженного электромотором, который
поддерживает вращение ротора при наличии момента сил трения относительно его
оси. Трение в сферическом шарнире, реализующем неподвижную точку, предпола-
гается отсутствующим. Рассмотрены бестоковые модели асинхронного и синхрон-
ного электромоторов, многотоковая модель синхронного электромотора.
Для гиростата с электромотором получены две формы уравнений движения, кото-
рые соответствуют двум определениям тензора инерции. Проанализированы усло-
вия существования стационарных решений этих уравнений. Такие решения описы-
вают стационарные движения гиростата – перманентные вращения вокруг вертика-
ли и состояния покоя тела-носителя. Проведено сравнение найденных условий с
аналогичными условиями для двух известных моделей гиростата – с ротором, вра-
щающимся с постоянной относительной угловой скоростью, и с ротором, вращаю-
щимся по инерции без трения. Установлено, что в общем случае направления полу-
осей равномерного вращения гиростата с электромотором образуют в теле-носителе
конус, совпадающий с конусом полуосей равномерного вращения для гиростата с
равномерно вращающимся ротором.

Ключевые слова: гиростат, тензор инерции, асинхронный и синхронный электромо-
тор, стационарное движение, конус полуосей равномерного вращения

DOI: 10.31857/S003282352206008X

1. Введение. Гиростатом называют механическую систему, состоящую из твердого
тела, которое содержит массы, циклически движущиеся таким образом, что не изме-
няется распределение масс во всей системе [1]. Часто под гиростатом понимают си-
стему твердых тел, состоящую из тела-носителя, в котором вокруг фиксированных в
нем осей вращаются роторы, являющиеся динамически и статически уравновешен-
ными относительно этих осей [2, 3]. История формирования понятия “гиростат” от-
ражена в [4].

Задача о движении в поле силы тяжести гиростата с постоянным гиростатическим
моментом, имеющего неподвижную точку, является непосредственным обобщением
классической задачи о движении твердого тела с неподвижной точкой. В книге [4] для
гиростата приведены аналоги общих случаев интегрируемости этой классической за-
дачи и ее точных частных решений. Здесь также представлены неклассические поста-
новки задачи о движении гиростата с неподвижной точкой, в которых рассматривает-
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ся его движение не только в поле силы тяжести, но и в поле потенциальных и гироско-
пических сил, в ньютоновском, кулоновском и магнитном полях.

Еще одна неклассическая постановка задачи о гиростате относится к случаю пере-
менного гиростатического момента, явно зависящего от времени [3]. Расширение по-
становки задачи о гиростате позволяет получить для этой задачи большое число точ-
ных частных решений [4–8]. Такие решения находят путем задания класса инвариант-
ных соотношений для системы уравнений движения или заданием структуры
решения этих уравнений. При этом в случае гиростатического момента, явно завися-
щего от времени, эта зависимость определяется аналитической структурой получае-
мых решений, а не физическими свойствами момента сил, действующего со стороны
статора на ротор относительно его оси.

Для получения точных частных решений используются различные редуцированные
формы уравнений движения гиростата. В [9] отмечены случаи, когда редукция с ис-
пользованием первых интегралов некорректна вследствие функциональной зависи-
мости этих интегралов.

Кроме движений, определяемых формальным заданием класса решений уравнений
движения, для гиростата с постоянным или явно зависящим от времени гиростатиче-
ским моментом выделяются и анализируются движения, обладающие определенными
свойствами – это стационарные движения [2, 10–13], прецессионные, маятниковые,
прецессионно-изоконические, асимптотические [14–18], а также хаотические движе-
ния [19–22]. Большое развитие получили топологические методы исследования дви-
жения гиростата [23–26].

В [27] получены условия устойчивости равномерных вращений тяжелого гиростата
с неподвижной точкой. Для симметричного гиростата, закрепленного на оси симмет-
рии, в [28] найдены условия устойчивости его регулярной прецессии в центральном
ньютоновском поле. В [29] рассмотрена устойчивость стационарных движений гиро-
стата в идеальной жидкости, а в [30] изучен вопрос о стабилизации программных дви-
жений гиростата с полостью, заполненной вязкой жидкостью.

Современные исследования динамики гиростата, не имеющего неподвижной точ-
ки, посвящены, в основном, изучению вращательного движения спутника-гиростата,
движущегося по орбите. В [31–34] проведен анализ достаточных и необходимых усло-
вий устойчивости относительных равновесий орбитального гиростата. Для спутника-
гиростата, движущегося в центральном ньютоновском силовом поле по круговой ор-
бите, в [35] предложен метод определения всех его равновесных ориентаций и прове-
ден анализ достаточных условий их устойчивости. Периодические движения такого
гиростата рассмотрены в [36–38]. В [39–41] изучаются динамика и устойчивость ста-
ционарных движений космических систем, в том числе и гиростатов, с тросовыми и
шарнирными соединениями. Для однороторного спутника-гиростата, содержащего
сферическую полость с жидкостью большой вязкости, в [42] получено приближенное
решение уравнений его движения относительно центра масс. В [43, 44] рассмотрены
вопросы устойчивости и стабилизации относительных равновесий спутника-гироста-
та с упругим стержнем. В [45] предложен алгоритм структурно-параметрической
идентификации модели демпфированных колебаний упругого элемента спутника-ги-
ростата.

При изучении большинства как прикладных, так и теоретических задач, гиростати-
ческий момент, часто даже не оговаривая это, предполагают постоянным, то есть по-
лагают, что роторы либо вращаются по инерции без трения, либо они вращаются с по-
стоянными относительными угловыми скоростями. Случай переменного гиростати-
ческого момента, не являющегося явно заданной функцией времени, имеет место при
исследовании задач ориентации гиростата с помощью управляющих моментов, при-
ложенных к роторам со стороны тела-носителя и зависящих от компонент вектора уг-
ловой скорости [46–48].
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На практике быстро вращающийся ротор испытывает значительное тормозящее
воздействие сил трения, и поэтому предположение о вращении роторов по инерции
без трения нереализуемо для длительно работающих аппаратов с быстро вращающими-
ся роторами, выполненных по схеме гиростата. Что касается предположения о враще-
нии роторов с постоянными относительными угловыми скоростями, то устройством,
которое с той или иной точностью обеспечивает реализацию этого предположения, яв-
ляется электромотор. Поэтому для обоснования правомерности применения модели
гиростата с равномерно вращающимися роторами следует изучить модель гиростата, в
которой роторы гиростата являются роторами электромоторов, а статоры электромо-
торов являются частью тела-носителя гиростата. Два основных типа электромоторов –
асинхронный и синхронный.

После выхода статьи [49] явные модели электромоторов используются при изуче-
нии динамики гироскопа в кардановом подвесе. До недавнего времени в публикациях
на эту тему рассматривались упрощенные модели электромоторов, которые явно не
содержат электрических токов [49–56]. Поэтому их уместно назвать бестоковыми.
В таких моделях суммарный момент M, создаваемый электромотором и силами тре-
ния относительно оси ротора (гироскопа), зависит от угловой скорости вращения ро-
тора относительно статора в случае асинхронного электромотора, а в случае синхрон-
ного электромотора он зависит также от угла поворота ротора относительно вращаю-
щегося магнитного поля статора. В простейшем случае  , где

,  – угол поворота ротора электромотора  относительно его статора,
 – постоянная угловая скорость вращения магнитного поля в статоре. Для асин-

хронного электромотора в простейшем случае применяется линейная формула
 , где ,  – угловая скорость вращения ротора, при кото-

рой вращающий момент электромотора уравновешивает момент трения ( ).
В [49–56] для гироскопа в кардановом подвесе используются бестоковые модели
электромоторов, основанные на нелинейных аналогах этих формул.

В [57] рассмотрена двухтоковая модель синхронного электромотора, частным слу-
чаем которой является двухтоковая модель асинхронного электромотора. В [58] пред-
ложена достаточно общая многотоковая модель синхронного электромотора в виде
системы обыкновенных дифференциальных уравнений, включающей уравнения для
электрических токов. На основе этой модели в [59] получено условие глобальной
устойчивости такого электромотора, а в [60, 61] установлен необходимый и достаточ-
ный критерий устойчивости стационарных движений гироскопа в кардановом подве-
се, снабженного синхронным электромотором. Этот результат обобщает на случай
многотоковой модели синхронного электромотора результат работ [54, 55].

Представляет интерес явно учесть наличие электромотора и при изучении динамики
гиростата. Этому посвящена данная работа. В ней рассматривается тяжелый одноротор-
ный гиростат с неподвижной точкой, снабженный электромотором. Ротор электромо-
тора является ротором гиростата, а статор электромотора является частью тела-носите-
ля. Трение в сферическом шарнире, реализующем неподвижную точку, предполагается
отсутствующим, а относительно оси ротора на него со стороны тела-носителя действу-
ют момент сил трения и момент, создаваемый электромотором. Рассматриваются три
модели электромотора: бестоковые модели асинхронного и синхронного электромото-
ра и многотоковая модель синхронного электромотора.

Получены две формы дифференциальных уравнений движения гиростата, соответ-
ствующие двум определениям его тензора инерции для неподвижной точки. Дано
сравнение условий существования стационарных вращений гиростата с электромото-
ром с такими условиями для двух известных моделей гиростата без электромотора – с
равномерно вращающимся ротором и с ротором, вращающимся по инерции без тре-
ния [2, 10].

= − γ − γ�1 2M k k ( )>1 2, 0k k
γ = ϕ − Ω'  t ϕ' ′S

>Ω 0

= − γ�0M k ( )>0 0k γ = ϕ − Ω�� ' ' Ω'
< Ω < Ω0 '
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2. Основные соотношения для механической части гиростата. При выводе уравнений
движения гиростата с электромотором за основу взят подход, принятый в [2, 3].

2.1. Механическая часть гиростата. Рассматривается система двух твердых тел  и

. Тело  с произвольным распределением масс имеет неподвижную точку . Пред-

полагается, что связь, реализующая неподвижную точку, является идеальной. В теле 
вокруг фиксированной в нем оси  вращается твердое тело  (ротор), которое являет-
ся статически и динамически уравновешенным относительно этой оси.

Система тел  и  находится в поле силы тяжести. Со стороны тела-носителя  к
ротору  приложены равнодействующие сил реакции в подшипниках, на которых
установлена ось . Кроме того, относительно оси  действует момент сил трения ,

зависящий от угловой скорости  вращения ротора  относительно тела-носителя .
Для поддержания вращения ротора при наличии трения используется электромотор,
так что тело  является ротором электромотора, а статор электромотора составляет

часть тела-носителя . Момент, создаваемый электромотором относительно оси ,

обозначается через . Далее, через  и  обозначаются массы тел  и , а через 
и  – их центры масс. Точка  лежит на оси .

С телом  неизменно связана правая декартова система координат  с нача-
лом в неподвижной точке, а с ротором  неизменно связана система координат

 с началом в его центре масс и осью , направленной вдоль оси  вращения

ротора. Единичные векторы осей координат ,  и т. д. обозначаются через , 
и т.д. Вектор  проведен из неподвижной точки  в центр масс  ротора , а

вектор  указывает положение центра масс  тела-носителя .

Пусть  – абсолютная угловая скорость тела , v – единичный вектор направле-

ния силы тяжести,  – угол поворота ротора  вокруг оси  относительно тела .

Единичный вектор оси  обозначается через , так что . Векторы ω, v, , ,  зада-
ются своими компонентами в системе координат :

(2.1)

Величины ,  ,  являются функциями времени  и входят в число фа-
зовых переменных системы дифференциальных уравнений движения рассматривае-

мой электромеханической системы, а величины , ,   являются постоян-
ными параметрами этой системы.

2.2. Момент количества движения и тензор инерции гиростата в неподвижной точке.
Следуя [2, 3], получаем для вектора  момента количества движения гиростата отно-
сительно неподвижной точки выражение

(2.2)

Здесь  – тензор инерции тела  в точке O, A′ – момент инерции ротора S ′ относи-
тельно оси , B′ – момент инерции ротора относительно любой оси, проведенной из
его центра масс C ′ ортогонально .
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Выражение (2.2) записывают в виде

(2.3)

где A* – тензор инерции гиростата, определенный формулой

(2.4)

Выражение (2.2) записывают также в виде

(2.5)

Здесь тензор  определен формулой

(2.6)

а величина p′ является проекцией вектора  абсолютной угловой скорости
ротора S ′ на направление оси :

(2.7)

Согласно (2.4), компоненты тензора  в системе координат  выражаются
по формулам

(2.8)

Здесь символ  означает, что формулы для , , ,  получаются из фор-
мул (2.8) путем круговой перестановки индексов 1, 2, 3. Остальные три компоненты

, ,  тензора  равны его соответствующим компонентам с переставленными
индексами.

Формула (2.6), определяющая тензор , отличается от формулы (2.4), определяю-
щей тензор , отсутствием члена с . Поэтому компоненты   тензора 
в системе координат  выражаются по формулам, которые получаются из фор-
мул (2.8) путем отбрасывания членов, содержащих A′.

2.3. Уравнение вращения ротора. Для вывода дифференциального уравнения, опи-
сывающего вращение ротора S ′ вокруг оси , воспользуемся векторным уравнением

 = M, которое выражает теорему об изменении момента количества дви-
жения ротора относительно его центра масс C ′. Здесь A′ – тензор инерции ротора в
точке C ′,  – момент, создаваемый относительно точки C ′ силами, действующими на

ротор со стороны тела-носителя .
Момент  равен сумме момента , создаваемого электромотором относи-

тельно оси ротора , момента , создаваемого относительно этой оси силами
трения, а также момента , создаваемого относительно точки C ′ равнодействующи-
ми сил реакций в цилиндрических шарнирах, с помощью которых ось  закреплена в

теле . В проекции на направление единичного вектора  получаем уравнение враще-
ния ротора

(2.9)

где . С учетом (2.7) оно записывается следующим образом

(2.10)

= ⋅ + ϕ� ,* ''Ax A ω l

( ) ( ) ( )⋅ = ⋅ + × × + ⋅ + × ×0* ' ' 'm A BA ω A ω h ω h ω l l l lω

= ⋅ + ' 'A px A ω l

A

( ) ( )⋅ = ⋅ + × × + × ×0 ' ' ,m BA ω A ω h ω h l ω l

= + ϕ�' 'ω ω l
l

= ⋅ + ϕ = ω + ω + ω + ϕ� �1 1 2 2 3 3' ' 'p l l lω l

*A ξ ξ ξ1 2 3O

( ) ( )
( ) ( )

= + + + + +

= − + −

0 2 2 2 2 2
11 11 2 3 2 3 1

0
12 12 1 2 1 2

* ' ' '

* ' ' ' 1 2 3

A A m h h B l l A l

A A m h h A B l l

( )1 2 3 22*A 33*A 23*A 31*A

21*A 32*A 13*A *A

A
*A 'A ijA ( )=, 1,2,3i j A

ξ ξ ξ1 2 3O

l
( )⋅' ' /d dtA ω

M
0S

M =1 1MM l
l =2 2MM l

3M
l

0S l

=�' ' ,A p M

= +1 2M M M

( )ω + ω + ω + ϕ =� � � ��1 1 2 2 3 3' 'A l l l M



819ГИРОСТАТ С ЭЛЕКТРОМОТОРОМ

3. Модели электромотора. Дадим краткие описания используемых в данной работе
бестоковых моделей асинхронного и синхронного электромоторов [52, 62], а также
многотоковой модели синхронного электромотора [58], и приведем соответствующие
им выражения для момента  на оси ротора гиростата.

Для всех этих моделей электромотора момент, создаваемый силами трения вокруг
оси ротора, предполагается монотонно убывающей и непрерывно дифференцируемой
нечетной функцией  относительной угловой скорости ротора . Предполагает-
ся также, что в статоре электромотора имеются обмотки провода, на которые подается
переменный электрический ток. В результате этого создается магнитное поле, резуль-
тирующий вектор напряженности которого B постоянен по модулю, ортогонален оси
ротора и вращается вокруг нее с постоянной угловой скоростью .

3.1. Бестоковая модель асинхронного электромотора. В случае асинхронного элек-
тромотора вращающееся магнитное поле статора индуцирует магнитное поле в рото-
ре, и в результате взаимодействия этих двух полей возникает момент , увлекаю-
щий ротор во вращение. Знак этого момента противоположен знаку разности .

При  существует значение  угловой скорости ротора ,
при котором момент трения уравновешивает вращающий момент асинхронного элек-
тромотора, то есть суммарный момент  =  +  для такого электро-
мотора равен нулю при . Вместо угловой скорости  удобно ввести пере-
менную . Тогда суммарный момент  для бестоковой модели асинхронно-
го электромотора становится функцией  такой, что  , .

3.2. Бестоковая модель синхронного электромотора. В рамках упрощенного подхода
предполагается, что ротор S′ синхронного электромотора имеет неизменно связанное
с ним магнитное поле, вектор напряженности которого B′ постоянен по модулю и ор-
тогонален оси ротора. В результате взаимодействия магнитных полей статора и ротора
возникает сила, которая стремится совместить концы векторов  и . Момент ,
создаваемый этой силой относительно оси ротора, является синусоидальной функци-
ей   угла  между векторами  и . В результате
для суммарного момента  получаем формулу .

Поскольку функция  – нечетная и монотонно убывающая, при 
она отрицательна, и поэтому, вводя обозначение , имеем . Пользу-
ясь этим обозначением, запишем полученную формулу в виде

(3.1)

где . Момент  – диссипативный, так как

(3.2)
3.3. Многотоковая модель синхронного электромотора. Рассмотрим многотоковую

модель синхронного электромотора, предложенную в [58] и откорректированную в [59].
Так же, как и в п. 3.2, предполагаем, что в статоре электромотора создано магнитное
поле, результирующий вектор напряженности которого постоянен по модулю, орто-
гонален оси ротора и вращается вокруг этой оси с постоянной угловой скоростью

.
В роторе синхронного электромотора имеются две обмотки – демпферная обмотка

и обмотка возбуждения. Демпферная обмотка обычно выполнена в виде “беличьего
колеса”, то есть в виде двух металлических колец, соединенных металлическими
стержнями, ортогональными плоскости каждого из этих колец. Обмотка возбуждения
содержит большое число витков электрического провода, и на ее концы через уголь-
ные щетки подается постоянное напряжение.
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Многотоковая модель синхронного электромотора [58] определяется системой
дифференциальных уравнений [59]

(3.3)

с фазовым вектором , где  – электрические токи,  – число
стержней в демпферной обмотке. Здесь A′ – осевой момент инерции ротора,  и  –
активное и индуктивное сопротивления обмотки возбуждения, а  и  – активное и
индуктивное сопротивления стержней демпферной обмотки. В уравнения (3.3) также
входят диссипативный момент  постоянная  и постоянные параметры

, .
Для многотоковой модели синхронного электромотора правая часть первого из

уравнений (3.3) представляет собой суммарный момент , создаваемый относитель-
но оси ротора силами, действующими на ротор со стороны статора:

(3.4)

4. Первая форма уравнений движения гиростата с электромотором. В этом разделе по-
лучена система дифференциальных уравнений движения гиростата с электромотором.

Она включает динамические и кинематические уравнения движения системы тел  и
S′, в которых в качестве переменных взяты проекции , ,  и , ,  векторов ω
и v на главные оси тензора инерции , определенного формулой (2.6). Кроме того, эта
система включает уравнение вращения ротора, а в случае многотоковой модели элек-
тромотора – и уравнения для электрических токов.

4.1. Уравнения движения тела-носителя с ротором. Чтобы вывести уравнения движе-

ния системы тел , S ′, воспользуемся теоремой об изменении момента количества
движения этой системы относительно неподвижной точки: . Здесь  –

суммарный момент количества движения тел ,  относительно неподвижной точки ,

 – момент относительно точки  внешних сил, действующих на систему тел  и

S ′. Момент  равен моменту, создаваемому относительно точки  силой 
веса обоих тел, приложенной в их общем центре масс . Этот центр масс определяется

вектором  = , где  – масса всей системы, ,
. Следовательно, , и теорема об изменении момента количества

движения выражается векторным уравнением
(4.1)

где  – относительная производная по времени в системе координат ,
, . Компоненты единичного вектора  в системе координат 

обозначаются через , , :
(4.2)
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Запишем векторное уравнение (4.1) в проекциях на оси системы координат ,

связанной с телом-носителем . В качестве этой системы координат выберем глав-
ные оси тензора инерции , определенного формулой (2.6). В таких осях для внедиа-
гональных компонент этого тензора имеем  ; , а для его диаго-
нальных компонент примем обозначения , , . С помощью
этих обозначений формула (2.5) записывается в виде

Тогда, принимая во внимание, что  согласно (2.9), и пользуясь разложени-
ями (2.1), (4.2), получаем из (4.1) три дифференциальных уравнения

(4.3)

4.2. Вывод первой формы уравнений движения гиростата с электромотором. Величи-
на p′ в уравнениях (4.3) выражается через переменные , , ,  по формуле (2.7).
В случае бестоковой модели асинхронного электромотора вместо  в п. 2.1 введена
переменная  = , и тогда  + . Для бестоковой и мно-
готоковой моделей синхронного электромотора в п. 2.2, 2.3 введена переменная

, пользуясь которой имеем для величины p′ выражение  +
+ .

Рассматривая случай синхронного электромотора как основной, подставляем это
выражение в уравнения (4.3) и получаем следующие динамические уравнения для си-

стемы тел , S ′

(4.4)

Они определяют изменение фазовых переменных , , .
Изменение фазовых переменных ,  определяет уравнение вращения ротора (2.10).

Поскольку , это уравнение записывается в виде

(4.5)

Чтобы получить уравнения движения гиростата в нормальном виде, следует подста-
вить в правую часть уравнения (4.5) выражения производных , ,  через фазовые
переменные, определяемые формулами (4.4).

Изменение компонент единичного вектора v в системе координат определя-
ют известные кинематические уравнения

(4.6)

В случае бестоковой модели синхронного электромотора момент  является функ-
цией  переменных ,  и представляется по формуле (3.1). В этом случае
уравнения (4.4), (4.5), (4.6) эквивалентны замкнутой системе обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с фазовым вектором , , которая
описывает движение тяжелого однороторного гиростата с синхронным электроприво-
дом ротора.

При использовании многотоковой модели синхронного электромотора момент 
в (4.5) является функцией (3.4):  не только переменных , , но и
электрических токов . Поэтому в случае многотоковой модели синхронного
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электромотора первая форма уравнений движения гиростата определяется уравнени-
ями (4.4), (4.5), (4.6), к которым добавляются уравнения системы (3.3), описывающие
изменение электрических токов :

(4.7)

Она имеет фазовый вектор 
5. Вторая форма уравнений движения гиростата с электромотором. Выведем уравне-

ния движения тяжелого гиростата с электромотором, в которых динамические и кине-

матические уравнения движения системы тел  и S ′ записаны в проекциях на глав-
ные оси тензора инерции A*, определенного формулой (2.4).

5.1. Вывод второй формы уравнений движения гиростата с электромотором. С помо-
щью тензора A* момент количества движения гиростата выражается по формуле (2.3).

В качестве осей системы координат , связанной с телом , выберем главные
оси тензора A*. Тогда для внедиагональных компонент этого тензора имеем 

 , а для его диагональных компонент принимаем обозначения
, , . Проекции векторов ω, v на главные оси тензора A* обо-

значим через  и . Формула (2.3) в этом случае записывается следую-
щим образом

(5.1)

Подставив выражение (5.1) в векторное уравнение (4.1) и воспользовавшись разложе-
ниями (2.1), (4.2), получаем вторую форму динамических уравнений

(5.2)

Вращение ротора описывается дифференциальным уравнением (4.5). После под-
становки в него выражений производных , , , определяемых уравнениями (5.2),
приходим к следующему уравнению вращения ротора

(5.3)

Ниже доказана нереализуемость сингулярного случая, когда коэффициент при  в
уравнении (5.3) равен нулю. Подставив определяемое этим уравнением выражение  в
уравнения (5.2), получим уравнения нормального вида, определяющие изменение пе-
ременных , , , которые не приводим из-за их громоздкости.
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Изменение переменных , ,  описывается уравнениями (4.6).
Итак, вторая форма уравнений движения гиростата с электромотором определяется

системой уравнений (5.2), (5.3), (4.6) с добавлением уравнений (4.7) в случае многото-
ковой модели электромотора.

5.2. Доказательство нереализуемости условия сингулярности. Коэффициент при  в
уравнении (5.3) запишем в виде A′D, где

(5.4)

Равенство  является условием сингулярности второй формы уравнений движе-
ния гиростата с электромотором.

В качестве системы координат , связанной с телом-носителем , пользуем-
ся системой координат, оси которой являются главными осями тензора A*. Диаго-
нальные компоненты   тензора A* в этой системе координат обозначены

через , а его внедиагональные компоненты равны нулю. Компоненты тензора  в
неглавной для него системе координат  обозначим через  .

Согласно определениям (2.4), (2.6) тензоров A*, , величины   выра-
жаются по формулам, которые получаются из формул (2.8) для компонент 

 тензора A* путем отбрасывания членов, содержащих . Следовательно,

 =  ,  =  ; . Поэтому определитель
матрицы  с элементами   представляется в виде

где  . Вычислив здесь определитель, с учетом формулы (5.4) для 
получаем

Таким образом, равенство , являющееся условием сингулярности второй
формы уравнений движения гиростата с электромотором, означает вырожденность
матрицы , элементами которой служат компоненты тензора инерции  в системе
координат , главной для тензора A*. Свойство вырожденности матрицы, со-
ставленной из компонент тензора , сохраняется при ортогональных преобразовани-
ях координат. Поэтому при  после перехода к главным осям тензора  должно
равняться нулю произведение его главных диагональных компонент, которые поло-
жительны согласно их определению. Следовательно, условие  нереализуемо.

6. Условия существования стационарных движений гиростата с электромотором. В
этом разделе найдены условия, при которых система дифференциальных уравнений
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движения тяжелого однороторного гиростата с электромотором имеет стационарные
решения. Они описывают стационарные движения гиростата – состояния покоя и

равномерные вращения тела-носителя  вокруг вертикали. Если для вывода таких
условий воспользоваться первой формой уравнений движения гиростата (п. 4.2), то
это приведет к труднообозримым соотношениям из-за наличия большого числа чле-
нов с  в правых частях динамических уравнений (4.4). Поэтому удобнее вывести
такие условия на основе второй формы уравнений движения гиростата.

В качестве основной будем рассматривать модель гиростата, включающую много-
токовую модель синхронного электромотора. Она описывается системой дифферен-
циальных уравнений (4.5), (4.6), (4.7), (5.2). Стационарные решения этой системы
определяются набором постоянных значений фазовых переменных

Поскольку , из уравнений (4.7) для электрических токов следует, что

(6.1)

Поэтому в случае многотоковой модели синхронного электромотора стационарные
решения уравнений движения гиростата определяются фазовым вектором

(6.2)

компоненты которого – постоянные величины.
При таких значениях фазовых переменных уравнение вращения ротора (4.5) удо-

влетворяется при условии , которое с учетом определения (3.4) момента  и от-
меченного в (3.2) равенства  эквивалентно тригонометрическому уравне-
нию

(6.3)

Далее предполагается, что . Тогда уравнение (6.3) определяет два счетных на-

бора стационарных значений  угла  для многотоковой модели синхронного элек-
тромотора:

Здесь

Рассмотрим теперь кинематические уравнения (4.6). При постоянных значениях
фазовых переменных они принимают вид соотношений

которые означают равенство нулю векторного произведения , то есть выполне-
ние условий

(6.4)

Отсюда следует
Утверждение 1. Стационарное решение (6.2) дифференциальных уравнений движе-

ния тяжелого однороторного гиростата с синхронным электромотором либо соответ-

ствует состоянию покоя тела-носителя  (при ), либо оно описывает равно-

мерное вращение тела  в неподвижном пространстве с некоторой угловой скоро-
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стью  вокруг неизменно связанной с этим телом и установленной по вертикали

вниз полуоси, направление которой в теле  определяет единичный вектор с компо-

нентами , , .
Обратившись, наконец, к динамическим уравнениям (5.2), потребуем, чтобы они

выполнялись при постоянном значении  угла , постоянных значениях , , 
компонент единичного вектора вертикали и постоянных значениях (6.4) компонент
вектора угловой скорости. В результате получаем три соотношения

(6.5)

Таким образом, приходим к следующему выводу.

Утверждение 2. Пусть  – стационарное решение второй формы уравнений
движения однороторного тяжелого гиростата в случае многотоковой модели синхрон-
ного электромотора, определенное формулой (6.2). Условиями существования такого
решения являются соотношения (6.1), (6.3), (6.4), (6.5).

Замечание 1. При использовании бестоковой модели синхронного электромотора
уравнения движения гиростата получаются из уравнений его многотоковой модели,
если отбросить уравнения для электрических токов, а в формуле (3.4) для момента 
положить . Условиями существования стационарных решений таких урав-
нений являются соотношения (6.3), (6.4), (6.5).

Замечание 2. Уравнения движения гиростата при использовании бестоковой модели
асинхронного электромотора формально следуют из уравнений для многотоковой
модели синхронного электромотора, если отбросить уравнения для электрических
токов, в выражении (3.4) для момента  положить  и заменить в фор-
мулах величину  на Ω′. Стационарные решения в этом случае существуют при усло-
вии (6.4) и условии (6.5), где вместо  используется Ω′.

Соотношения (6.4), (6.5) совпадают с условиями существования стационарных ре-
шений уравнений движения тяжелого гиростата с неподвижной точкой, у которого
ротор вращается с постоянной относительной угловой скоростью , но здесь они по-
лучены для модели гиростата с электромотором, включающей дифференциальные
уравнения для электрических токов.

Основными условиями существования стационарных решений являются соотно-
шения (6.5).

Замечание 3. Легко проверить, что скалярное произведение вектора, компонентами

которого служат правые части соотношений (6.5), на вектор с компонентами , , 
тождественно равно нулю. Поэтому одно из соотношений (6.5) выполняется при вы-
полнении двух других.

Отсюда следует, что для описания структуры множества стационарных движений
гиростата достаточно получить из трех соотношений (6.5) два независимых соотноше-
ния, одно из которых определяет направления полуосей равномерного вращения в те-

ле , то есть величины , , , а другое определяет соответствующие этим направ-

лениям угловые скорости  равномерных вращений.
7. Анализ основных условий существования стационарных движений гиростата с элек-

тромотором. Анализ соотношений (6.5) проводится известными методами, и его ре-
зультаты сформулированы ниже в виде утверждений 3–7. Сначала рассмотрен случай,

ω ≠0 0
0S

ν0
1 ν0

2 ν0
3

γ0 γ ν0
1 ν0

2 ν0
3

− ω ν ν + Ωω ν − ν + Γ ν − ν =
20 0 0 0 0 0 0 0

2 3 2 3 2 3 3 2 2 3 3 2* *( ) ' ( ) ( ) 0A A A l l e e

− ω ν ν + Ωω ν − ν + Γ ν − ν =
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3 1 3 1 3 1 1 3 3 1 1 3( )* *( ) ' ( ) 0A A A l l e e

− ω ν ν + ω ν − ν + ν − ν =
20 0 0 0 0 0 0 0

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1* *( ) 'Ω ( ) Γ( ) 0A A A l l e e

= 0y y

M
μ =1 2, , 0a a

M μ =1 2 0 0, , , , 0a a b c
Ω
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0S ν0
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когда , то есть центр масс гиростата совпадает с неподвижной точкой, а затем
рассмотрен случай, когда .

7.1. Случай, когда . Пусть функции ,  определены формулами

(7.1)

При  соотношения (6.5) переходят в условия равенства нулю трех выражений,
которые содержат  в качестве множителя. Поэтому при  соотношения (6.5) вы-
полняются в случае, когда , а величины , ,  – любые, а также в случае,

когда величины , , ,  удовлетворяют трем равенствам  +

+  = 0 . Умножив эти равенства на  и сложив, получаем

 = 0, здесь функция V* определена в (7.1). Таким образом, при  су-

ществуют два варианта выполнения соотношений (6.5): вариант 1, когда , и ва-
риант 2, когда, вообще говоря, , а величины , ,  удовлетворяют условию

 = 0. Дальнейший анализ приводит к следующим выводам.
Утверждение 3. Пусть . Тогда
A) Имеются два варианта выполнения условий (6.5) существования стационарных

движений гиростата с электромотором. Вариант 1, когда , соответствует состоя-

ниям покоя тела  при любых значениях величин , , , определяющих ориента-
цию этого тела в неподвижном пространстве. Вариант 2 соответствует равномерному

вращению тела  с ненулевой, вообще говоря, угловой скоростью  вокруг установ-

ленной по вертикали вниз полуоси, направление которой в теле  определяют на-

правляющие косинусы , , , удовлетворяющие условию

(7.2)

B) Если для варианта 2 выполнены равенства

(7.3)

то  согласно (7.1), и тогда направление полуоси равномерного враще-

ния в теле  может быть любым.
C) Если для варианта 2 не выполнено хотя бы одно из равенств (7.3), то условие (7.2)

определяет в теле  конус второго порядка – конус осей (пар противоположно на-
правленных полуосей), вокруг которых может происходить вертикальное равномер-

ное вращение этого тела с угловой скоростью , вообще говоря, отличной от нуля.

D) Для каждого набора значений , удовлетворяющих условию (7.2), угловая

скорость  равномерного вращения при  определена однозначно и
выражается по формуле

=Γ 0
≠Γ 0
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1 2 3 2 3 1 2 3 3 1 2 3 1 1 2 3 1 2

0 0 0 2 0 0 2 0 0 2 0 0
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при этом для соответствующего набора значений , , , согласно этой форму-
ле, угловая скорость равномерного вращения имеет противоположный знак.

E) В случае, когда для набора значений , удовлетворяющего соотноше-

нию (7.2), выполнено равенство , равномерное вращение существует

при , , , то есть при , и его угловая

скорость  может быть любой.

Кроме условия (7.2), величины , должны удовлетворять условию

 = 1.
Определение (7.2) направлений осей равномерных вращений гиростата при 

по форме аналогично определению [27, 28] конуса Штауде, то есть конуса осей равно-
мерных вращений тяжелого твердого тела с неподвижной точкой, но отличается от
него тем, что в определение конуса Штауде вместо параметров , , , , ,  вхо-

дят параметры , , , , , .

7.2. Случай, когда . При  сразу выделим вариант, когда . Непосред-
ственно из условий (6.5) получаем такой результат.

Утверждение 4. При  вариант , соответствующий состоянию покоя ги-
ростата, имеет место, когда

то есть . Это означает, что центр масс гиростата находится на вертикали над
неподвижной точкой  или под этой точкой.

Рассмотрим теперь вариант, когда  в случае . Чтобы вывести соотноше-

ние, связывающее , сначала умножим равенства (6.5) на  и сложим.
Приходим к соотношению,

(7.4)

содержащему  в первой степени. Здесь приняты обозначения

(7.5)

(7.6)

Получим теперь из равенств (6.5) соотношение, содержащее  только во второй
степени. Для этого умножим равенства (6.5) на  и сложим. Приходим к соотно-
шению

(7.7)

где функция  определена в (7.1).

Проанализируем соотношения (7.4), (7.7) и получим из них условия, определяющие

значения , ,  и соответствующие им значения .
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Утверждение 5. Пусть  и . Вырожденный случай, когда выполняется

тождественное равенство , имеет место при условиях

(7.8)

которые следуют из (7.5). Если условия (7.8) выполнены, то соотношение (7.4) имеет

место только при дополнительном условии , то есть, согласно (7.6), при

Тогда, согласно (7.1), (7.5), (7.6), в этом случае имеем , , и по-

этому оба соотношения (7.4), (7.7) выполняются при любых значениях  и .

Для варианта, когда  и , рассмотрим теперь общий невырожденный слу-

чай, когда , то есть не выполнено хотя бы одно из условий (7.8). В

этом случае функция  обращается в нуль лишь при некоторых значениях

своих аргументов, но не исключено, что  ≡ 0.
Сначала рассмотрим особый подслучай общего невырожденного случая.

Утверждение 6. Пусть  и . Особый подслучай общего невырожденного

характеризуется тем, что , но  при некоторых особых

значениях . Для этих значений соотношения (7.4), (7.7), определяющие на-
правления полуосей и угловые скорости равномерных вращений, выполнены лишь

при ,  = 0, и тогда соотношениям (7.4), (7.7) удовлетворяет любое зна-

чение .
Рассмотрим, наконец, общий неособый подслучай невырожденного случая, когда

при данных значениях  выполнено неравенство . Так как, по

предположению, , то из (7.4) следует, что в этом подслучае выполняется также
неравенство

(7.9)

а угловая скорость  однозначно определяется по формуле

(7.10)

Подставив это выражение в (7.7), приходим к соотношению, которое с учетом нера-
венства (7.9) записывается в виде

(7.11)
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С учетом (7.10) следует, что угловая скорость равномерного вращения выражается
также по формуле

(7.12)

Утверждение 7. Пусть  и . Пусть компоненты  единичного век-

тора вертикали  в главных осях тензора инерции A* удовлетворяют неравенству

 и условию (7.11). Тогда полуось, определяемая в теле  вектором  с

такими компонентами, является полуосью равномерного вращения тела , если оно
установлено так, что эта полуось направлена по вертикали вниз. Угловая скорость
этого равномерного вращения выражается по любой из формул (7.10) или (7.12).

Левая часть соотношения (7.11) является суммой однородных полиномов четвертой

и третьей степени по отношению к . Это соотношение определяет в теле-но-

сителе  неизменно связанную с ним поверхность четвертого порядка. Пересечение

поверхности (7.11) с единичной сферой  = 1 определяет неизменно свя-

занную с телом-носителем  кривую, называемую сферической линией. Конус с вер-
шиной в точке , направляющей линией которого служит сферическая линия, явля-
ется конусом полуосей равномерных вращений гиростата. Геометрическое место кон-

цов векторов угловой скорости равномерного вращения в теле  называется
направляющей линией.

8. Сравнение условий существования стационарных движений гиростата с электромо-
тором и без электромотора. В большинстве работ, посвященных динамике тяжелого
гиростата без электромотора, имеющего неподвижную точку, рассматриваются две
модели гиростата. Первая из этих моделей основана на предположении, что динами-
чески и статически уравновешенный ротор вращается с постоянной относительной
угловой скоростью вокруг своей оси симметрии, фиксированной в теле-носителе.
Другая модель гиростата основана на предположении, что ротор вращается по инер-
ции без трения. Обе эти модели описываются одинаковыми по форме уравнениями
движения, отличающимися определением тензора инерции, и поэтому обычно подра-
зумевается, что результаты, полученные с помощью таких уравнений, справедливы
для обеих моделей. Это относится и к уравнению, определяющему направления полу-
осей равномерных вращений гиростата, полученному в [2, 10] и, позже, в [13]. Однако
между этими двумя известными моделями гиростата имеется различие, которое необ-
ходимо учитывать при определении полуосей равномерных вращений.

На примере однороторного тяжелого гиростата с неподвижной точкой рассмотрим
подробнее вопрос об условиях существования стационарных движений для двух ука-
занных моделей гиростата, основываясь на полученных выше уравнениях его движе-
ния.

8.1. Условия существования стационарных движений гиростата с ротором, вращаю-
щимся с фиксированной угловой скоростью. Уравнения движения тяжелого гиростата с
ротором, вращающимся с фиксированной относительной угловой скоростью , полу-
чаются из второй формы уравнений движения гиростата с синхронным электромото-
ром, то есть из уравнений (5.2), (5.3), (4.6), (4.7), если отбросить уравнение вращения
ротора (5.3) и уравнения для электрических токов (4.7) и положить  в динамиче-
ских уравнениях (5.2). Получившаяся из (5.2), (4.6) система дифференциальных урав-
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нений является результатом проектирования на главные оси тензора A* известных
векторных уравнений

(8.1)

Здесь A* – тензор, определенный формулой (2.4),  – гиростатический мо-
мент.

Cтационарные решения этой системы соответствуют значениям , , , , ,

 фазовых переменных, при которых ее правые части обращаются в нуль.
Из условий обращения в нуль правых частей скалярных уравнений, соответствую-

щих векторному кинематическому уравнению , следуют уже полученные вы-

ше выражения (6.4) для . В результате их подстановки в скалярные уравне-
ния (5.2), соответствующие входящему в (8.1) векторному динамическому уравнению,
условия обращения в нуль правых частей динамических уравнений принимают тот же
вид (6.5), что и для гиростата с синхронным электромотором.

Поэтому для тяжелого гиростата с ротором, вращающимся с постоянной относи-

тельной угловой скоростью , направляющие косинусы , ,  полуосей равно-

мерного вращения и угловые скорости  равномерного вращения определены теми
же формулами (7.11), (7.10), что и для гиростата с синхронным электромотором, в ко-
тором угловая скорость вращения магнитного поля в статоре равна .

Сферическая и направляющая линии для этого случая изучены в [11, 12].
8.2. Условия существования стационарных движений гиростата с ротором, вращаю-

щимся по инерции без трения. Уравнение вращения ротора S′ получено выше в форме (2.9):
. Здесь  – момент, создаваемый относительно оси ротора силами, действу-

ющими на ротор со стороны тела-носителя , а величина p′ определяется форму-
лой (2.7). Для модели гиростата с ротором, вращающимся по инерции без трения,
имеем . Тогда  при , то есть величина p′ является интегралом
движения.

Поэтому уравнения движения гиростата с ротором, вращающимся по инерции без
трения, следуют из первой формы уравнений движения гиростата с электромотором, а
именно, из уравнений (4.3), (4.6), если положить в них . Они получаются также
путем проектирования на главные оси тензора  векторных уравнений

которые имеют тот же вид, что и уравнения (8.1). Их отличие от уравнений (8.1) состо-
ит в том, что вместо тензора A* и вектора  здесь используются тензор ,
определенный формулой (2.6), и вектор .

Отсюда следует, что для гиростата с вращающимся по инерции ротором конус по-
луосей равномерных вращений и угловые скорости равномерных вращений определя-
ются формулами такого же вида, как формулы (7.11), (7.10) для гиростата с ротором,
вращающимся с постоянной относительной угловой скоростью. Но вместо моментов
инерции , ,  в эти формулы входят моменты инерции , , , а вместо фик-
сированной угловой скорости  в них входит угловая скорость p′, определяемая на-
чальными условиями. Таким образом, при использовании первой формы уравнений
движения, с тензором , для гиростата с вращающимся по инерции ротором вместо
фиксированного в теле-носителе конуса полуосей равномерных вращений в общем
случае существует семейство таких конусов, зависящих как от параметра от вели-
чины p′.
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Условия существования стационарных движений гиростата с вращающимся по
инерции ротором и уравнение конуса полуосей его равномерных вращений можно
также получить, воспользовавшись второй формой уравнений движения гиростата, а
именно уравнениями (5.2), (4.5), (4.6), взятыми при . В этом случае, в отличие
от гиростата с электромотором, нет выделенной угловой скорости вращения ротора, и
поэтому в уравнениях (5.2), (4.5) следует заменить ,  на , .

Пусть в некоторый момент времени  для полученной таким образом системы
уравнений движения гиростата заданы начальные значения ее фазовых переменных:

,  , .
Они определяют стационарное движение гиростата, если такие постоянные значе-

ния фазовых переменных удовлетворяют всем уравнениям движения (5.2), (4.5), (4.6),
в которых , а ,  заменены на , . Для уравнений (5.2) это означает вы-
полнение условий

(8.2)

а для уравнений (4.6) – выполнение условий

(8.3)

Уравнение вращения ротора (4.5) в случае  удовлетворяется при любых посто-
янных значениях фазовых переменных.

Из соотношений (8.3) следуют выражения (6.4). Подставив их в соотношения (8.2),
получаем условия существования стационарных движений гиростата с ротором, вра-
щающимся по инерции без трения. По форме они совпадают с полученными выше
условиями (6.5) существования стационарных движений гиростата с синхронным
электромотором, которые, в свою очередь, совпадают с условиями существования
стационарных движений для гиростата с ротором, вращающимся с постоянной отно-
сительной угловой скоростью. Существенное отличие этих условий от условий (6.5)
состоит в том, что вместо фиксированной относительной угловой скорости  враще-

ния ротора в них входит произвольное начальное значение  этой угловой скорости.
Таким образом, при использовании второй формы уравнений движения, с тензо-

ром A*, для гиростата с вращающимся по инерции ротором вместо фиксированного в
теле-носителе конуса полуосей равномерных вращений в общем случае существует

семейство таких конусов, зависящих от величины  как от параметра.
Заключение. В статье дана математическая постановка задачи о движении одноро-

торного гиростата с неподвижной точкой, помещенного в поле силы тяжести и снаб-
женного электромотором, который поддерживает вращение ротора при наличии мо-
мента сил трения относительно его оси. Связь, реализующая неподвижную точку,
предполагается идеальной. Рассмотрены три модели электромотора: бестоковые мо-
дели асинхронного и синхронного электромотора и многотоковая модель синхронно-
го электромотора. Дифференциальные уравнения движения гиростата с электромото-
ром получены в двух формах, соответствующих двум определениям тензора инерции в
неподвижной точке. В случае многотоковой модели синхронного электромотора эти
уравнения включают уравнения для электрических токов.

Проанализированы условия, при которых существуют стационарные решения та-
ких дифференциальных уравнений. Эти решения описывают стационарные движения
гиростата – состояния покоя и равномерные вращения тела-носителя вокруг вертика-
ли. Установлено, что в общем случае направления полуосей равномерных вращений
гиростата с электромотором образуют в теле-носителе конус, совпадающий с конусом
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полуосей равномерных вращений для известной модели гиростата с ротором, враща-
ющимся с постоянной относительной угловой скоростью.
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The article presents a mathematical model of a single-rotor gyrostat with a fixed point,
placed in the gravity field and supplied with the electric motor, which sustains the spin of the
rotor in the presence of the dissipative moment on its axis. It is assumed also that the dissi-
pative moment is equal to zero in the spherical hinge realizing the fixed point. Three models
of the electric motor are considered. They are the no-current models of the asynchronous
and synchronous electric motor and the multiple-current model of the synchronous electric
motor. Two forms of differential equations of motion are derived for the gyrostat with the
electric motor. They correspond to two definitions of its inertia tensor.
Existence conditions are found and analyzed for stationary (steady-state) solutions of equa-
tions of motion of this electromechanical system. These solutions describe stationary mo-
tions of the system, namely, permanent rotations of the carrier body about the vertical line
and its equilibrium states. It is shown that half-axes of permanent rotations of the gyrostat
with the electric motor form in the carrier body a cone coinciding with the cone of half-axes
or permanent rotations for the well-known model of the gyrostat with the uniformly spin-
ning rotor.

Keywords: gyrostat, inertia tensor, asynchronous and synchronous electric motor, stationary
motion, cone of half-axes of permanent rotations
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В статье изучаются уравнения движения гиростата вокруг неподвижной точки при
действии момента потенциальных, гироскопических и циркулярных сил. Выделено
шесть аналогов случая Гесса, в которых система уравнений движения имеет линей-
ный частный интеграл. Для двух случаев найден дополнительный общий интеграл.
Установлено, что компонента вектора угловой скорости, не входящая в интеграл
Гесса, совершает колебания с нулевым средним значением на всех решениях вне
множества Гесса. Приведены три типа стационарных решений и методом инте-
гральных связок Четаева получены достаточные условия их устойчивости.

Ключевые слова: гиростат, гироскопические и циркулярные силы, аналоги случая
Гесса, частные и общие интегралы, стационарные решения, устойчивость
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1. Введение. В динамике твердого тела с неподвижной точкой важное значение име-
ют как классические случаи полной интегрируемости (Эйлера, Лагранжа и Ковалев-
ской), так и случаи частичной интегрируемости, когда удается получить дополнитель-
ный частный интеграл. По-видимому, первый такой случай с линейным частным ин-
тегралом, зависящим от двух фазовых переменных, был найден в 1890 г. В. Гессом [1].
Этот “случай Гесса” был сразу же замечен и получил существенное продвижение в ра-
ботах отечественных ученых [2, 3]. Дальнейшее развитие результатов исследований
подробно представлено в монографиях по динамике твердого тела [4–6], где случаю
Гесса посвящены целые разделы.

Исследования случая Гесса, его аналогов и обобщений успешно продолжаются и в
настоящее время по нескольким направлениям. Изучались [7] периодические и ква-
зипериодические движения тяжелого твердого тела при условиях Гесса, строились [8]
частные точные аналитические решения, представимые тригонометрическими функ-
циями времени. С использованием аналога интеграла Гесса для усредненной системы
рассматривалось [9] движение твердого тела в условиях, когда точка подвеса соверша-
ет высокочастотные периодические колебания малой амплитуды.

Указаны [10] аналоги случаев Гесса для гироскопа в кардановом подвесе и уравне-
ний Чаплыгина, описывающих падение твердого тела в жидкости. Установлена ана-
логия с задачей Суслова и дан критический обзор классических и современных иссле-
дований случая Гесса [11]. Применением алгоритма Ковачича найдены [12] две ситуа-
ции для случая Гесса, в которых существуют лиувиллевы решения.

УДК 531.36

EDN: YGIEMM
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Методом Рауса выявлено [13], что уравнения вращательного движения твердого те-
ла в случае Гесса имеют довольно богатый набор стационарных решений. Доказана
неинтегрируемость на множестве уровня интеграла Гесса [14, 15] и отмечена актуаль-
ность исследования задачи Гесса для уравнений тяжелого твердого тела и в настоящее
время. Следовательно, не менее актуальны эти же вопросы касательно аналогов слу-
чая Гесса и для более сложных механических систем, таких, как гиростат.

Подход Гесса был впервые распространен на уравнения движения гиростата в [16],
где был найден зависящий от двух фазовых переменных аналог интеграла Гесса для
уравнений тяжелого гиростата. Был получен [17] аналог случая Гесса–Сретенского
для уравнений движения гиростата в псевдоевклидовом пространстве.

Объектом исследования в данной статье являются уравнения движения гиростата с
неподвижной точкой при действии момента сил (потенциальных, гироскопических,
циркулярно-гироскопических). Основные цели состоят в получении аналогов случая
Гесса для гиростата при действии такого рода момента сил. С использованием анало-
гов частного интеграла Гесса устанавливаются эргодические свойства компоненты
вектора угловой скорости, не входящей в интеграл Гесса. Рассматриваются также во-
просы построения стационарных решений и получения условий их устойчивости с
помощью метода интегральных связок Четаева [18].

2. Дифференциальные уравнения движения, первые интегралы и постановка задачи.
Рассмотрим векторную форму уравнений движения гиростата с неподвижной точкой
под действием момента сил

(2.1)

(2.2)

Здесь  – вектор угловой скорости,  – единичный вектор
оси симметрии силового поля, заданные проекциями на оси связанной системы коор-

динат,  – симметричная положительно определенная матрица тензора
инерции относительно неподвижной точки,  – вектор гиростатиче-
ского момента. Суммарный вектор  момента сил, действующих на гиро-

стат, складывается из момента потенциальных сил , момента гироскопических

сил  и момента циркулярно-гироскопических сил . Здесь  –

некоторая непрерывно дифференцируемая функция (потенциал),  – некоторая
симметричная матрица,  – произвольная непрерывная функция. Отметим,
что момент вида  возникает вследствие действия сил Лоренца при вращении за-
ряженного твердого тела, помещенного в однородное магнитное поле с неизменным
вектором напряженности [19]. Момент вида ,  возникает при враще-
нии ферромагнитного тела в постоянном и однородном магнитном поле [20, 21].

Система (2.1), (2.2) имеет три первых интеграла:

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Первые интегралы энергии (2.3) и момента (2.4) определяют момент  в правой
части (2.1) единственным образом с точностью до циркулярно-гироскопической со-
ставляющей  [22].

( ) ( )∂ω = ω + λ × ω + = γ × + γ × ω + γ ω ω × γ
∂γ

� , , ,UI I M M S L t

γ = γ × ω�

( )ω = col , ,p q r ( )γ = γ γ γ1 2 3col , ,

= > 0TI I
( )λ = λ λ λ1 2 3col , ,

( )= γ ω, ,M M t
∂γ ×
∂γ
U

γ × ωS ( )γ ω ω × γ, ,L t ( )γU

= TS S
( )γ ω, ,L t

γ × ωS

ω × γL = constL

( ) ( )= γ ω = ω ω + γ = =1 1 1, 2 constTJ J I U d

( ) ( )= γ ω = γ ω + λ + γ γ = =2 2 2
1. const
2

T TJ J I S d

( )= γ = γ γ =3 3 1TJ J

M

( )γ ω ω × γ, ,L t
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Далее всюду будем считать матрицу инерции диагональной . Запи-
шем систему (2.1), (2.2) и первые интегралы в координатной форме

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Здесь  означает i-ю компоненту вектора .
Задачи исследования в данной статье состоят в том, чтобы:
1) установить аналоги случая Гесса [1] для системы (2.6), (2.7) при различных пред-

положениях на правые части уравнений движения;
2) показать, что частные интегралы Гесса существуют и при отсутствии момента по-

тенциальных сил и порождают новый общий интеграл;
3) установить эргодические свойства компоненты  решения системы (2.6), (2.7);
4) выявить стационарные решения, которые задаются постоянными, обращающи-

ми правые части уравнений движения (2.6), (2.7) в нуль;
5) используя первые интегралы получить методом интегральных связок Четаева [18]

достаточные условия устойчивости выявленных стационарных решений;
6) установить аналоги случая Гесса [1] для более общей по сравнению с (2.6), (2.7)

системы при действии дополнительного момента циркулярных сил.
3. Аналоги интеграла Гесса. Справедливо следующее
Утверждение 1. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия:
1. Функция  имеет вид  = , где  – произвольная непре-

рывно дифференцируемая функция одного аргумента .
2. Компонента  вектора гиростатического момента  удовлетво-

ряет равенству .

3. .

4. Матрица  имеет вид , причем выполнены равенства ,

.
5. .
Тогда функция

(3.1)

( )= diag , ,I A B C

( ) ( ) ( ) ( )∂ ∂= − + λ − λ + γ − γ − γ + γ + γ − γ
∂γ ∂γ

� 2 3 2 3 3 23 2
3 2

U UAp B C qr r q q S r S L q r

( ) ( ) ( ) ( )∂ ∂= − + λ − λ + γ − γ − γ + γ + γ − γ
∂γ ∂γ

� 3 1 3 1 1 31 3
1 3

U UBq C A pr p r r S p S L r p
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� 1 2 1 2 2 12 1
2 1

U UCr A B pq q p p S q S L p q

γ = γ − γ γ = γ − γ γ = γ − γ� � �1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,r q p r q p

( )= + + + γ = =2 2 2
1 12 constJ Ap Bq Cr U d
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2 2 2
2 1 1 2 2 3 3 11 1 22 2 33 3
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1
2
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3 1 2 3 1J
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θ = μ γ + μ γ1 1 3 3
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λ =2 0

( ) ( )μ − = μ −2 2
3 1C A B A B C

S
 
 =
  
 

11 13

13 33

0
0 0 0

0

s s
S

s s
μ − μ =11 3 13 1 0s s

μ − μ =13 3 33 1 0s s
( )= γ ω ≡, , 0L L t

( )
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μ μ λ − μ λ
= μ + μ + =

μ −
1 3 1 1 3
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,

A
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удовлетворяет равенству

(3.2)

где , и система (2.6), (2.7) имеет помимо интегралов (2.8)–

(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.3)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.1) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.3) является при условиях утверждения 1 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).

Замечание 1. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 1 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде произведения

, где , а функция  произвольна, то (3.3) останет-
ся частным интегралом системы, хотя дифференциальное соотношение (3.2) уже не
будет выполнено.

Необходимо также отметить, что (3.3) это фактически не аналог, а c точностью до
константы и есть интеграл Гесса, найденный в [1] для классического случая тяжелого
твердого тела, которому соответствуют нулевые значения параметров , ,

 и тождественная функция .
Далее будем рассматривать те случаи, когда линейный частный интеграл зависит от

четырех переменных.
Справедливо следующее
Утверждение 2. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия 1–3 утвержде-

ния 1 и, кроме того, условия:

4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство  –  +

+  = 0.

5. .

Тогда функция

(3.4)

удовлетворяет равенству

(3.5)

( ) ( )
= =�

4
4 1 4

2.6 , 2.7

,dJJ K qJ
dt

( ) ( )μ − μ −
= =

μ μ
3 1

1
1 3

A B B C
K

A C

= μ + μ + =4 1 3 0J Ap Cr d

4J
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θ
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+ μ − + μ − + μ − μ − μ γ +3 1 11 3 13 1 3 1( ) ((  ) ( )A B p B C r s s L
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S
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13 33
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11 3s μ μ13 1 32s
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33 1s
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где  =  =  =  = , и система (2.6), (2.7) име-

ет помимо интегралов (2.8)–(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.6)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.4) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.6) является при условиях утверждения 2 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).

Замечание 2. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 2 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.6) останется частным интегра-
лом системы, хотя дифференциальное соотношение (3.5) уже не будет выполнено.

Теперь будем рассматривать те случаи, когда задающая момент гироскопических
сил матрица  является диагональной.

Утверждение 3. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия 1–3 утвержде-
ния 1 и, кроме того, условия:

4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство  =

= .

5. .

Тогда функция

(3.7)
удовлетворяет равенству

(3.8)

где  =  =  = , и система (2.6), (2.7)

имеет помимо интегралов (2.8)–(2.10) дополнительный частный интеграл

(3.9)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.7) функции 
в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (3.9) является при условиях утверждения 3 част-
ным интегралом системы (2.6), (2.7).

2K
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μ
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Замечание 3. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 3 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.9) останется частным интегралом
системы, хотя дифференциальное соотношение (3.8) уже не будет выполнено.

Необходимо отметить, что близкий аналог случая Гесса для системы (2.6), (2.7) с
, , диагональной матрицей  и линейным потенциалом  был указан

ранее в работе [19].
Теперь рассмотрим тот случай, когда на гиростат не действует момент потенциаль-

ных сил. Введем обозначения:

(3.10)

Утверждение 4. Пусть для системы (2.6), (2.7) выполняются условия:
1. Момент потенциальных сил отсутствует, т.е. .
2. Компонента  вектора гиростатического момента  удовлетво-

ряет равенству .
3. Моменты инерции удовлетворяют неравенствам .
4. Матрица  имеет вид , причем выполнено равенство

 = .
5. .
Тогда задаваемые формулами (3.10) две функции  и  удовлетворяют равен-

ствам

(3.11)

где , , и система (2.6), (2.7) имеет помимо интегралов

(2.8)–(2.10) два дополнительных частных интеграла

(3.12)

и общий интеграл

(3.13)

независимый от интегралов , следовательно, система (2.6), (2.7) интегрируема.
Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (3.10) функции 

в силу системы (2.6), (2.7) при условиях 1–5, получаем
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Аналогичным образом получим . Дифференциальные соотношения
(3.11) доказаны. Тем самым установлено также, что (3.12) являются при условиях
утверждения 4 частными интегралами системы (2.6), (2.7).

Рассмотрим теперь функции (3.10) и (3.13) вдоль произвольного решения систе-
мы (2.6), (2.7), обозначая их зависимость от времени , , . Тогда ин-

тегрируя (3.11), приходим к равенствам  = ,  =

= , Отсюда с учетом равенства  находим

Тем самым установлено, что  сохраняется вдоль каждого решения, т.е. система
(2.6), (2.7) имеет общий интеграл (3.13). Независимость интегралов вытекает из того,
что ранг матрицы Якоби равен 4. Утверждение доказано.

Замечание 4. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 4 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (3.12) останутся частными интегра-
лами системы, хотя дифференциальные соотношения (3.11) уже не будут выполнены.

4. О поведении  вне множества Гесса. Множеством Гесса будем называть
, где  есть какой-либо из приведенных выше пяти

частных интегралов , , , ,  для системы уравнений движения гиростата (2.6),
(2.7), являющихся аналогами интеграла Гесса.

Произвольное решение  будем называть отделенным от множества Гесса,
если ,  = . Здесь  – расстояние от
точки  до множества .

Утверждение 5. Пусть для системы уравнений движения гиростата (2.6), (2.7) вы-
полняются условия какого-либо из утверждений 1–4, и, значит, система имеет част-
ный интеграл аналог интеграла Гесса.

Тогда для всякого решения , отделенного от множества Гесса, его ком-

понента  совершает колебания с нулевым средним значением .

Доказательство. Пусть выполнены условия какого-либо из утверждений 1–4, для
определенности утверждения 1 (для других случаев рассуждения совершенно иден-
тичны). Рассмотрим произвольное решение , не лежащее на множестве
Гесса . Из существования интегралов  и  вытекает ограниченность решения

 при всех . Значит на этом решении будет ограничена сверху и
снизу при всех  и задаваемая формулой (3.1) функция . Интегрируя диффе-

ренциальное равенство (3.2), получаем  = ,

поэтому из ограниченности функции  вдоль решения  следует, что

 <  при всех . Если предположить теперь, что существует по-

следовательность  при  такая, что , то это повлечет

 при , что противоречит тому условию, что решение
 отделено от множества Гесса . Таким образом, при всех 

=�
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ограничен интеграл  <  < ∞, а так как  отличная от нуля постоянная,

то значит ограничен и интеграл . Следовательно, среднее значе-

ние равно нулю . Утверждение доказано.

Следствие 1. Для любого стационарного решения  =  =
= const, не лежащего в множестве Гесса, всегда будет .

Это следствие может быть очень полезным при отыскании всех стационарных ре-
шений системы (2.6), (2.7). Необходимо отметить также, что на самом множестве Гес-
са возможны стационарные решения с  (см., например, [13], стационарное реше-
ние (V)).

5. Стационарные решения и их устойчивость. В этом разделе приведем три различных
типа стационарных решений  = const системы (2.6), (2.7) и проведем
анализ их устойчивости вторым методом Ляпунова, используя в качестве функций
Ляпунова связки интегралов, конструируемые по методу Четаева [18].

Утверждение 6. При , где  – некоторая дважды непре-
рывно дифференцируемая функция, система (2.6), (2.7) имеет два стационарных ре-
шения (состояния покоя)

(5.1)

где  или . Те стационарные решения (5.1), для которых выполняется

условие , являются устойчивыми по Ляпунову.

Доказательство. Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.1) явля-
ется стационарным решением при условиях утверждения 6. Введем обозначения для
отклонений от невозмущенного стационарного движения

В этих переменных интегралы уравнений возмущенного движения выпишутся сле-
дующим образом:

Здесь и далее через  обозначено значение интеграла  на стационарном решении.
Функцию Ляпунова строим в виде линейно-квадратичной связки (комбинации) инте-
гралов уравнений возмущенного движения
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Коэффициенты  и  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке и по-
давления возможно отрицательного квадратичного слагаемого выберем следующим
образом:

Тогда для квадратичной части связки будет справедлива оценка снизу

При выполнении условия  квадратичная часть связки , а зна-

чит и вся связка  будет положительно определенной функцией. Справедливость
утверждения 6 следует теперь из теоремы Ляпунова об устойчивости.

Замечание 5. Так как при доказательстве утверждения 6 не использовался интеграл ,
то это утверждение справедливо и в том случае, когда в системе (2.6), (2.7) матрица 
является произвольной симметричной переменной .

Необходимо отметить, что устойчивость состояний покоя (5.1) в классическом слу-
чае Гесса для тяжелого твердого тела, которому соответствует , изучалась в
работе [23], где была установлена лишь условная устойчивость относительно множе-
ства Гесса (поскольку использовался частный интеграл Гесса) состояния покоя (5.1),
отвечающего значению . Для другого состояния покоя (5.1), отвечающего зна-
чению , в [23] была доказана неустойчивость по линейному приближению. Как
следует из утверждения 6, если , то условие устойчивости выполняется только
при . Если же функция  не сводится к тождественной, то устойчивыми мо-
гут быть оба состояния покоя (5.1). Например, это будет иметь место в случае

, .
Рассмотрим теперь устойчивость одноосного перманентного вращения. Введем для

краткости обозначения , .

Утверждение 7. Если матрица  диагональная , а потенциал
имеет вид , где  – некоторая дважды непрерывно диффе-
ренцируемая функция, то система (2.6), (2.7) имеет два стационарных решения (пер-
манентных вращения)

(5.2)

где  или . Те из решений (5.2), для которых выполняются условия

(5.3)

(5.4)

являются устойчивыми по Ляпунову.
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Доказательство. Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.2) явля-
ется стационарным решением при условиях утверждения 7. Интегралы уравнений
возмущенного движения выпишутся следующим образом:

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов урав-
нений возмущенного движения

Коэффициенты ,  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке вы-
берем следующим образом

Тогда квадратичная часть  интеграла  уравнений возмущенного движения
запишется так

Так как коэффициенты  и  можно взять сколь угодно большими положитель-
ными, то для положительной определенности  необходимо и достаточно [24]
установить положительную определенность  на множестве ,

. На этом множестве  распадается на сумму двух квадратичных
форм от двух переменных. Применяя к каждой из них критерий Сильвестра, придем к
неравенствам (5.3), (5.4). Утверждение доказано.

Отметим, что неравенства (5.3), (5.4) всегда можно выполнить за счет выбора эле-
ментов матрицы , т.е. всегда возможна гироскопическая стабили-
зация перманентного вращения (5.2).

Рассмотрим теперь устойчивость перманентных вращений, образующих целое се-
мейство.
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Утверждение 8. Если матрица  диагональная , а потенциал

имеет вид  = , то система (2.6), (2.7) имеет при всех , ,

k – целое число, при которых выполняется неравенство

(5.5)

два стационарных решения (перманентных вращения)

(5.6)

где  – один из корней квадратного уравнения

(5.7)

Те из решений (5.6), для которых выполняются условия

(5.8)

(5.9)

являются устойчивыми по Ляпунову.
Входящие в неравенство (5.9) числа  определяются в процессе доказательства.
Доказательство. Неравенство (5.5) обеспечивает вещественность корней уравне-

ния (5.7). Подстановкой в систему (2.6), (2.7) легко проверить, что (5.6) является ста-
ционарным решением при условиях утверждения 8. Интегралы уравнений возмущен-
ного движения выпишутся следующим образом:

Функцию Ляпунова по методу Четаева [18] строим в виде связки интегралов урав-
нений возмущенного движения

Коэффициенты ,  с целью уничтожения линейных слагаемых в связке выбе-
рем следующим образом
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Тогда интеграл  уравнений возмущенного движения запишется так

Так как коэффициенты  и  можно взять сколь угодно большими положитель-
ными, то для положительной определенности  необходимо и достаточно [24]
установить положительную определенность  на множестве  +  = 0,

 +  +  +  = 0}.
На этом множестве справедливы равенства

где , ,  и  представ-

ляет собой сумму двух квадратичных форм от двух переменных

Применяя к каждой из них критерий Сильвестра, придем к неравенствам (5.8),
(5.9). Утверждение доказано.

6. Аналоги случая Гесса при действии момента циркулярных сил. Будем теперь рас-
сматривать систему (2.1) при действии момента

(6.1)

где  – некоторая симметричная матрица, а все другие слагаемые момента  уже
были описаны выше в разделе 2. Отметим, что момент вида  возникает, напри-
мер, при вращении сверхпроводящего или ферромагнитного тела в магнитном поле
под действием эффекта Барнетта–Лондона [25]. В этом разделе будем строить аналоги
частного интеграла Гесса для гиростата при действии момента (6.1), считая матрицы

 и  диагональными. Уравнения движения (2.1)
тогда запишутся следующим образом
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(6.2)

(6.3)

Отметим, что система (6.2), (6.3) имеет интеграл момента (2.4) и геометрический
интеграл (2.5), а полная энергия (2.3) уже не будет первым интегралом для этой системы.

Справедливо следующее
Утверждение 9. Пусть для системы (6.2), (6.3) выполняются условия 1–3 утвержде-

ния 1 и, кроме того, условия:
4. Матрицы  и  диагональные, причем выполнено равенство

5.  = .

Тогда функция

(6.4)

удовлетворяет равенству

(6.5)

где , и система (3.2), (3.3) имеет помимо интегралов (2.4) и

(2.5) дополнительный частный интеграл

(6.6)

Доказательство. Вычисляя производную от задаваемой формулой (6.4) функции 
в силу системы (6.2), (6.3) при условиях 1–5, получаем

Тем самым установлено также, что (6.6) является при условиях утверждения 8 част-
ным интегралом системы (6.2), (6.3).
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Замечание 6. Если при выполнении условий 1–4 утверждения 9 условие 5 не выпол-
нено, но функция  представима в виде суммы  + ,
где , а функция  произвольна, то (6.6) останется частным интегра-
лом системы, хотя дифференциальное соотношение (6.5) уже не будет выполнено.

Теперь рассмотрим тот случай, когда на гиростат не действует момент потенциаль-
ных сил. Введем обозначения:

(6.7)

Утверждение 10. Пусть для системы (6.2), (6.3) выполняются условия 1–3 утвержде-
ния 4 и, кроме того, условия:

4. Матрицы  и  диагональные, причем выполнено равенство

5.  = const.
Тогда задаваемые формулами (6.7) две функции  и  удовлетворяют равенствам

(6.8)

где , , и система (6.2), (6.3) имеет помимо интегра-

лов (2.9), (2.10) два дополнительных частных интеграла

(6.9)

и общий интеграл

(6.10)

независимый от интегралов , .
Доказательство аналогично доказательству утверждения 4.
Так как система (6.2), (6.3) не имеет интеграла энергии, то, в отличие от утвержде-

ния 4, теперь для интегрируемости необходимо отыскать еще один независимый ин-
теграл. По той же причине здесь нет аналога утверждения 5 о нулевом среднем для

 вне множества Гесса. Однако можно доказать аналог следствия из утверждения 5.
Утверждение 11. Если выполнены условия утверждения 9 или 10, то для любого ста-

ционарного решения  =  = const, не лежащего в множестве
Гесса, всегда будет .
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Доказательство. Пусть выполнены условия утверждения 9. Рассмотрим произволь-
ное стационарное решение  = const, не лежащее в множестве Гесса

. На нем функция  принимает постоянное значение. С другой

стороны,  =  =  может быть постоянной только
при . В случае выполнения условий утверждения 10 рассуждения аналогичны.

Заключение. В заключение отметим кратко некоторые возможные направления раз-
вития полученных в статье результатов. В статье получено 6 аналогов случая Гесса для
уравнений движения гиростата при действии момента гироскопических и циркуляр-
ных сил. Такого рода аналоги, в которых система имеет линейный частный интеграл,
могут существовать и при других условиях. В этой связи представляет интерес выяс-
нить, каким условиям должен удовлетворять момент  в системе (2.1), чтобы
она имела линейный частный интеграл типа Гесса.

Для классического случая Гесса для твердого тела еще П.А. Некрасовым было полу-
чено [3] линейное уравнение второго порядка с переменными коэффициентами. В са-
мое последнее время А.С. Кулешовым такое уравнение было преобразовано [12] к ви-
ду, допускающему применение алгоритма Ковачича. Это позволило установить, какие
типы лиувиллевых решений могут реализоваться в случае Гесса для уравнений движе-
ния твердого тела с неподвижной точкой. Возможно, что такой подход будет результа-
тивным и для аналогов случая Гесса, полученных в данной статье.

Выявлены три группы стационарных движений и проведен анализ их устойчивости
методом Четаева. Целесообразно расширить перечень стационарных движений, ис-
пользуя метод Рауса, как это было сделано в [13] для уравнений твердого тела в случае
Гесса, а также провести более полный анализ устойчивости, аналогично тому, как это
сделано в работах [26–28] для гиростата с одними потенциальными силами. При этом
использование аналога линейного частного интеграла Гесса, как показано в [22], мо-
жет расширять условия устойчивости относительно множества Гесса.
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On Analogues of the Hess Case for a Gyrostat under the Action
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The article studies the equations of motion of a gyrostat around a fixed point under the ac-
tion of the moment of potential, gyroscopic and circular forces. Six analogs of the Hess case
are distinguished, in which the system of equations of motion has a linear partial integral. An
additional general integral is found for two cases. It is established that the component of the
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angular velocity vector, which is not included in the Hess integral, oscillates with zero mean
on all solutions outside the Hess set. Three types of stationary solutions are given, and suffi-
cient conditions for their stability are obtained by the Chetaev method of integral bundles.

Keywords: gyrostat, gyroscopic and circular forces, analogues of the Hess case, partial and
general integrals, stationary solutions, stability
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Рассматривается задача об относительных равновесиях точки в окрестности равно-
мерно вращающегося однородного шара со сферической полостью. Вращение тела
осуществляется вокруг оси, перпендикулярной оси симметрии тела и проходящей
через его центр масс. В предположении о наличии сухого трения исследованы се-
мейства неизолированных относительных равновесий (точек либрации), располо-
женные на поверхности полости. Изучены их устойчивость и бифуркации.

Ключевые слова: небесные тела с полостями, неизолированные относительные равно-
весия, движение в нецентральном гравитационном поле, обобщенная гравитирую-
щая гантель, сухое трение
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1. Введение. В небесной механике рассматриваются различные задачи о движении
тел под действием сил взаимного притяжения. Как правило, рассматривается задача о
движении нескольких тел, находящихся во внешнем пространстве друг относительно
друга и, возможно, соприкасающихся друг с другом или приходящих в такое сопри-
косновение. В задачах другого типа предполагается, что те или иные тела проницае-
мы, и движение одного тела внутри другого осуществляется под действием силы при-
тяжения и выталкивающий силы. Задачи такого типа называют задачами Роба, по-
скольку их исследование восходит к публикации [1]. В работе [1] предполагается, что
шар движется внутри сферической оболочки, заполненной однородной несжимаемой
жидкостью, под действием выталкивающей силы со стороны жидкости, а также силы
притяжения со стороны точки, находящейся вне оболочки. Различные задачи о точках
либрации в близкой постановке изучались в [2–4]. К этому же классу задач относится
задача о движении звезды в неоднородной вращающейся эллиптической галактике [5],
для которой были определены точки либрации и исследована их устойчивость. 

В настоящей работе внимание сосредоточено на задаче, отличающейся по поста-
новке от задач описанных выше типов. В ней предполагается, что в одном из тел име-
ется полость, и другое тело совершает движение внутри этой полости, соприкасаясь с
предполагаемой непроницаемой поверхностью этой полости. Изучается простейший
по постановке случай, когда одно тело представляет собой однородный шар, внутри
которого расположена сферическая полость, не выходящая на поверхность. Предпо-
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EDN: SXSODM
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лагается, что размеры другого, находящегося внутри полости, тела пренебрежимо
малы по сравнению с его размерами, т.е. это тело рассматривается как материальная
точка. Считается, что в точке соприкосновения действует сила сухого трения. В пред-
положении о равномерном вращении объемлющего тела изучаются свойства относи-
тельных равновесий (точек либрации) в зависимости от параметров задачи. Постанов-
ка задачи о движении внутри полости в идейном плане восходит, вероятно, к работе [6],
где был описан потенциал притяжения в случае, когда одно тело находится внутри
другого.

Как известно (см., например, [7–11]), среди факторов, важных для описания дви-
жения по внутренней или внешней поверхности быстро вращающегося малого небес-
ного тела неправильной формы, можно выделить как возможную неоднородность по-
ля притяжения, так и сопоставимость по величине силы притяжения и центробежной
силы. Так, в частности, на поверхности тела могут существовать области, в которых
незакрепленная частица не может оставаться в покое несмотря на наличие трения
(аналоги крутых склонов гор). Общие методы исследования систем с такими свой-
ствами, разработанные в [12–18], были опробованы ранее на ряде задач о движении
систем, содержащих вращающиеся элементы [9–12].

2. Движение по инерции динамически симметричного твердого тела. Прежде всего на-
помним некоторые факты, относящиеся к вращению по инерции динамически сим-
метричного твердого тела вокруг центра масс. Пусть  главный цен-
тральный тензор инерции тела, ψ,  и  – задающие положение тела углы прецессии,
нутации и собственного вращения соответственно,

(2.1)

отвечающие им импульсы. Как известно (см., например, [23]), движение такого тела
описывается каноническими уравнениями Гамильтона с функцией Гамильтона

(2.2)

Координаты  и  – циклические. Отвечающие им импульсы сохраняют свои значе-
ния во все время движения.

Установившимися движениями оказываются прецессии. При фиксированных зна-
чениях отвечающих циклическим координатам импульсов постоянный угол нутации
находится как критическая точка приведенного потенциала

При этом уравнение имеет вид

Так как косинус по абсолютной величине не превосходит единицы, то при 
может иметь место лишь одно из двух решений относительно : 
либо
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либо

(2.4)

В случае, когда , имеет место единственный кратный корень , отвеча-
ющий равномерному вращению тела вокруг оси динамический симметрии.

Вычисляя вторые производные по углу нутации на движениях (2.3) и (2.4), находим

Таким образом, обсуждаемые прецессионные движения устойчивы по углу нута-
ции. По углам прецессии и собственного вращения устойчивости естественно не на-
блюдается.

Подстановка (2.1) в (2.4) приводит к зависимости угла нутации от угловых скоро-
стей прецессии и собственного вращения на прецессионных движениях. Эта зависи-
мость имеет вид

(2.5)

В частности, при  прецессия оказывается перманентным вращением с 

Именно этот случай, для которого ось прецессии перпендикулярна оси симметрии те-
ла, составляет предмет дальнейшего рассмотрения.

Замечание. В случае, когда , перманентные вращения образуют однопарамет-

рическое семейство неизолированных движений, отличающихся углом поворота тела
вокруг его оси симметрии.

3. Постановка задачи и основные обозначения. Пусть  – твердое тело, получающееся
из однородного шара  радиуса  с центром  изъятием содержимого сферической
полости  радиуса  с центром : . Предположим, что тело  совершает вра-
щение вокруг оси, перпендикулярной оси  и проходящей через точку  – центр масс
тела – c постоянной угловой скоростью . Пусть частичка  размеры которой прене-
брежимо малы по сравнению с размерами тела , движется по внутренней  или
внешней  поверхности тела  под действием притяжения со стороны тела, нор-
мальной реакции и силы сухого трения. В дальнейшем считается, что движение ча-
стички  не оказывает влияния на движение тела . 

Введем вращающуюся вместе с телом правую систему отсчета  (ВСО), ось 
которой совпадает с осью вращения, ось  направлена вдоль оси симметрии тела, а
ось  дополняет их до правой тройки (см. рис. 1). Для удобства описания точки
внутренней (внешней) поверхности тела, располагающиеся на оси , наименее и
наиболее удаленные от оси вращения, обозначим  и  (W' и E') соответственно.
Единичные векторы осей ВСО обозначим ,  и  соответственно.

Пусть центр полости  располагается на положительной полуоси . В дальней-
шем предполагается, что полость  не выходит за пределы внешней поверхности тела,
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где

Относительно неинерциальной системы отсчета  точка  движется по поверх-
ности тела под действием силы притяжения с его стороны, центробежной и кориоли-
совой сил, а также нормальной и касательной составляющих реакции. Касательная
составляющая реакции – не что иное, как сила трения.

Уравнения движения имеют вид

(3.1)

где  – напряженность центробежных сил с потенциалом

 – напряженность сил притяжения с потенциалом , векторы N и T задают
нормальную реакцию поверхности и силу трения, отнесенную к массе точки.

Ставится задача об определении точек либрации – равновесий точки , находя-
щейся в соприкосновении с поверхностью  тела  относительно вращающейся
вместе с телом системы отсчета . Исследованию точек либрации, расположен-
ных внутри полости, посвящена работа [24], в которой были обнаружены семейства
как изолированных, так и неизолированных относительных равновесий точек, иссле-
дованы устойчивость и бифуркации таких равновесий, а также построены области
возможного движения.

4. Поле притяжения. Как известно (см., например, [25], задача O-130, а также [26],
задача 1.215) напряженность поля притяжения со стороны тела  внутри полости
имеет вид
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где  – постоянная тяготения,  – плотность тела . Иными словами, внутри поло-
сти поле сил притяжения постоянно и однородно. Для сравнения, вне тела напряжен-
ность поля притяжения имеет вид

(4.1)

Сила притяжения потенциальна, и ее потенциал записывается как

(4.2)

причем на внешней поверхности  тела  первое слагаемое в (4.2) постоянно.
Замечание. Главные центральные моменты инерции тела 

(4.3)

определяются с помощью теоремы Гюйгенса–Штейнера (см., например, [27]). Из со-

отношений (4.3) видно, что осевой момент инерции  является наибольшим:

5. Относительные равновесия. Пусть  – коэффициент трения,  – угол
трения. Для определения относительных равновесий точки , находящейся в сопри-
косновении с поверхностью полости, выпишем условия их существования в виде

где  и  – нормальная и касательная составляющие вектора напряженности g. Не-
трудно видеть, что задаваемое неравенством условие существования относительных
равновесий представимо в виде

(5.1)

Для точек поверхности полости , задаваемой уравнением

(5.2)

единичный вектор внутренней нормали имеет вид

Введем безразмерную угловую скорость :
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Эти соотношения в дальнейшем используются для исследования свойств нормальной
и касательной составляющих реакции связи, а также условий равновесия (5.1).

5.1. Свойства нормальной составляющей реакции. На равновесиях условие напря-
женности связи принимает вид  или

(5.3)

Здесь и далее

и имеет место неравенство

(5.4)

(5.5)

В дальнейшем будем подробно рассматривать случай  как физически
более осмысленный. Для него . 

При  соотношение (5.3) задает полупространство, ограниченное плоскостью,
ортогональной оси симметрии тела  и пересекающей полость  по окружности
большого круга. Для всех точек полусферы, содержащей полюс , нормальная со-
ставляющая реакции направлена внутрь полости, т.е. частица  находится на связи.

При  соотношение (5.3) задает внешность прямого кругового цилиндра 
с осью, параллельной оси вращения. Направляющая цилиндра – расположенная в

плоскости  окружность с центром в точке  и радиусом

. Цилиндр  содержит прямую, параллельную оси вращения и про-

ходящую через точку  – центр полости . Кроме того, этот цилиндр содержит пря-

мую, параллельную оси вращения и проходящую через точку . При 

точка  и проходящая через нее образующая также будут принадлежать цилиндру .
При  цилиндр  стягивается в прямую, проходящую через точку  и

параллельную оси вращения, и исчезает при : нормальная составляющая реак-
ции при этом всюду направлена внутрь полости.

С дальнейшим увеличением угловой скорости цилиндр вновь появляется. При этом
точка пересечения оси цилиндра с осью  пробегает отрезок от  до . С увеличе-
нием угловой скорости радиус цилиндра увеличивается. При  точка  оказы-
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вается на одной из образующих цилиндра. Наконец, при  цилиндр в пределе
касается оси . При этом его радиус оказывается равным , а ось проходит через
точку . Заметим, что если , то и , и соотношение (5.3) выполнено
тождественно.

5.2. Условия существования относительных равновесий. Как было показано выше, от-
носительные равновесия существуют при выполнении неравенства (5.2), которое со-
гласно выполненным вычислениям принимает вид

(5.6)

Область , задаваемая неравенством (5.6), ограничена прямым цилиндром ,
направляющая которого задается уравнением , а образующие параллельны оси .
Цилиндрическая поверхность , в частности, содержит прямые, параллельные оси

вращения и проходящие через точки  и . 

Опишем топологические перестроения областей, заполненных неизолированными
равновесиями, на каждом из интервалов, задаваемых неравенствами (5.4) или (5.5),
зависящих от угла трения . Обозначим  и  области, в которых удовле-
творяется неравенство (5.6) и которые примыкают, соответственно, к точкам  и .
Границы этих областей – кривые  и . Введем величины

существующие при  и  или при  и
.

Граница  содержит точки , такие, что

а граница  – точки

Положение точек  и  существенно зависит от величины угловой скоро-
сти . Кроме того, границы  и  содержат пары точек

соответственно. Положение этих точек фиксировано и не меняется с изменением уг-
ловой скорости .

Прежде всего, рассмотрим случай , т.е. тело не вращается. В этом случае ве-
личина  принимает вид

Ω → ∞
3Ox /2c
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Тогда неравенство (5.6) определяет пару параллельных плоскостей, ортогональных
оси  и отстоящих от центра полости  на расстоянии . Эти плоскости высе-
кают из границы  полости  два симметричных сферических сегмента высотой

, содержащих точки  и  соответственно. При  пересечение этих
плоскостей и полости  состоит ровно из точек  и .

В точках области, примыкающей к полюсу , нормальная реакция направлена во
внешность полости, т.е. частица  не находится на связи. Такие области в данной по-
становке не имеют физического смысла и далее не рассматриваются.

Пусть теперь . При  область  заполнена неизолированными
относительными равновесиями, в то время как при тех же значениях  в точках обла-
сти  связь ослаблена, и относительных равновесий нет.
При  поверхность  и полость  имеют, в частности, общую точку , но
нормальная реакция в этой точке равна нулю.

При  область  представляется в виде трех связных компонент,
пересекающихся по граничным точкам

(5.7)

причем, если , то эти точки порождаются из точки ; если , то это точ-
ки .

Одна компонента, содержащая точку , пересекается с двумя оставшимися компо-
нентами, располагающимися в разных полупространствах относительно плоскости

. При этом, лишь в точках компоненты связности, содержащей точку , нор-
мальная реакция направлена внутрь полости.

При  во всех точках область  нормальная реакция теперь на-
правлена внутрь полости, и заполняющие это множество относительные равновесия
обретают физический смысл. 

При  области  и  смыкаются в попарно совпадающих точ-
ках , причем

и образуют кольцо , существующее при .
Замечание. При  бифуркация не происходит. Однако функция , принима-

ющая вид

задает круговой цилиндр радиуса  с осью, параллельной оси вращения и про-
ходящей через центр полости . Границы кольца  в этом случае – две симмет-
ричные окружности. Они принадлежат пересечениям плоскостей  и сфе-
ры (5.2). Отметим, что угол, который составляет радиус-вектор любой точки этих
окружностей с плоскостью , и есть угол трения .

Дальнейшие случаи следует рассматривать в зависимости от того, где находится
центр масс . Так как предполагается, что , то возможны следующие случаи:

I. строго вне полости, т.е. ,
II. на границе полости, т.е. ,
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III.а. внутри полости, и ,
III.б. внутри полости, и ,
III.в. внутри полости, и .
Рассмотрим перечисленные случаи более подробно.
I. Пусть . При  кольцо  продолжает существовать, но де-

формируется, и при  вновь размыкается в точках

на области  и , существующие при .
При  область  представляется в виде трех связных компонент,

пересекающихся по граничным точкам (5.7), причем, если , то имеют место
две точки ; если , то точки сливаются в точке . Одна компонента, содер-
жащая точку , пересекается с двумя оставшимися компонентами, располагающи-
мися симметрично в разных полупространствах относительно плоскости . При
этом, лишь в точках компоненты связности, содержащая точку , нормальная реак-
ция направлена внутрь полости.
При  поверхность  и полость  пересекаются, в частности, в точке , и
нормальная реакция в этой точке равна нулю.

При  в точках области  нормальная реакция направлена во внеш-
ность полости, и такие решения более интереса не представляют, в то время как об-
ласть  остается существовать. При  в пределе имеют место соотношения

(5.8)

В точках области  нормальная реакция направлена во внешность

полости. При этом с областью  такого не происходит: в точках из 
нормальная составляющая реакции направлена внутрь полости.

Описанные перестройки областей неизолированных равновесий проиллюстриро-
ваны на рис. 2. Для удобства демонстрации введены сферические координаты

, ,  и показана серия разверток на плос-
кости ( ) при возрастании угловой скорости вращения тела , при этом выбраны
параметры , , , . Светло-серым цветом выделены области,
на которых нормальная реакция направлена во внешность полости, темно-серым –
внутрь полости. Пунктирной линией показана граница смены знака нормальной ре-
акции.

II. Пусть . При  кольцо  продолжает существовать, и при
 вновь размыкается в точках  на области  и ,

существующие при . При  область  представляется в
виде трех связных компонент, пересекающихся по граничным точкам, причем одна
компонента, содержащая точку , пересекается с двумя оставшимися компонента-
ми, располагающимися в разных полупространствах относительно плоскости .
При этом лишь в точках компоненты связности, содержащей точку , нормальная
реакция направлена внутрь полости. Значение угловой скорости  более не

определено. При  имеем , и область  состоит только из точки ,
совпадающей с центром масс . Нормальная составляющая реакции в этой точке об-
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ращается в нуль. При этом  при  и, как и прежде, в точках из об-

ласти  нормальная составляющая реакции направлена внутрь полости.

III.a. Пусть . В этом случае наблюдается картина, аналогичная кар-
тине из пункта II. При  кольцо  продолжает существовать, и при

 вновь размыкается в точках  на области  и ,
существующие при . При  область  представляется в

+ → α22 cosCp r Ω → ∞
∞

5E

αcos < <C Cr c r

−Ω Ω Ω0 < < s Ω( )5

−Ω Ω> s ( ) ( )± − ± −Ω Ω=s sK M Ω5 ( )W Ω5 ( )E

− −Ω Ω Ω< <s c −Ω Ω ≤ ∞<c Ω5 ( )W

Рис. 2. , , .
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виде трех связных компонент. При этом компонента связности, содержащая точку ,
не вырождается, и в ее точках нормальная реакция направлена внутрь полости.

III.б. Пусть . При  кольцо  продолжает су-
ществовать, и при  вновь размыкается в точках  на обла-
сти  и , существующие при . Значение угловой скорости

 более не определено. При  существует односвязная область
, во всех точках которой нормальная составляющая реакции направлена внутрь

полости.
III.в. Пусть . Значение угловой скорости  более не определе-

но. Кольцо  продолжает существовать при . При  точки

 и  не существуют, и имеет место кольцо , во всех
точках которого нормальная составляющая реакции направлена внутрь полости, т.е.
частица  находится на связи.

Отметим, что в случае , по сравнению c предыдущим, критические
значения угловой скорости  и  меняются местами, ср. неравенства (5.4) и (5.5).
При  имеем . Вместе с этим меняется местами порядок перестрое-
ния соответствующих областей, заполненных неизолированными равновесиями.

Замечание. При  величина  из соотношения (5.6) принимает вид

и определяет прямую, параллельную оси вращения и проходящую через точку , и
круговой цилиндр с осью, совпадающей с осью вращения, радиуса . Этот ци-
линдр вырезает из сферы (5.2) кольцо , рассмотренное выше. При этом во всех
точках кольца выполнено соотношение .

6. Об устойчивости относительных равновесий. Для относительных равновесий, рас-
положенных внутри найденных областей, устойчивость по Ляпунову следует из ре-
зультатов Г.К. Пожарицкого [28]. Как и в [22, 29], можно ставить вопрос об устойчи-
вости связных компонент областей, заполненных равновесиями.

Будем считать связную компоненту устойчивой, если для каждой точки ее границы
проекция суммы активных сил и центробежной силы на плоскость, касательную к по-
верхности в этой точке, направлена внутрь рассматриваемой связной компоненты.
Это свойство можно трактовать следующим образом. Пусть в начальный момент точ-
ка  располагается в некоторой точке границы области, заполненной равновесиями.
“Освободив” систему от трения, т.е. предположив, что коэффициент трения обратил-
ся в нуль, “отпустим” точку  без начальной скорости. Если для всех точек границы
связной компоненты точка  начнет движение внутрь этой компоненты или вдоль ее
границы, то скажем, что эта связная компонента устойчива. Если найдется хотя бы
одна точка границы рассматриваемой компоненты, для которой точка  начнет дви-
жение вовне этой компоненты, то речь идет о неустойчивости этой связной компо-
ненты.

Введенное таким образом определение устойчивости проверяется путем анализа
знака скалярного произведения касательной проекции активных сил при нулевой на-
чальной скорости на внешнюю нормаль к границе области, заполненной равновесия-
ми, в точках границы. В рассмотренном на рис. 2 примере оказывается, что на всех
компонентах областей равновесия, на которых нормальная реакция направлена
внутрь сферы, упомянутая проекция суммы сил направлена внутрь компоненты. Гра-
ницы этих компонент выделены жирной сплошной линией.

W
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Выводы. Как показало исследование, области, заполненные неизолированными от-
носительными равновесиями, в зависимости от значений параметров могут заполнять
на поверхности полости подобласти различных топологических типов. Иными слова-
ми, области на поверхности полости, пригодные “для эксплуатации”, также суще-
ственно зависят от параметров. 

Аналитическое исследование аналогичных перестроек множеств неизолированных
относительных равновесий возможно и в случае, когда тело – однородный эллипсоид
с шаровой полостью. Эта задача представляется более трудной из-за большого числа
параметров, определяющих как размеры и положение полости, так и размеры эллип-
соидального тела.

Заметим, что выполненное исследование носит академический характер. Для ре-
альных небесных тел таких, как кометы, потоки исходящих газов говорят в пользу на-
личия полостей, из которых они исходят. Существующие методы в принципе позво-
ляют вычислять гравитационные поля внутри небесных тел и численно исследовать
особенности динамики внутри полостей при их наличии. Однако вопрос об обнару-
жении полостей и об описании их геометрии для конкретных небесных тел остается
открытым.

Исследование выполнено при поддержке Российского научного фонда (проект
№ 22-21-00297).
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Relative equilibria of a point particle in the neighborhood of a homogeneous gravitating ball
with a spherical cavity are considered. It is assumed that the body rotates uniformly around
the axis perpendicular to its symmetry axis and passing through its center. It is supposed that
a dry friction force appears between the point and the cavity surface. The dependence of ex-
istence, bifurcations, and stability of relative equilibria of the point particle on the cavity sur-
face on the parameters of the problem is studied.

Keywords: celestical bodies with cavities, relative equilibria, motion of a point particle in
a noncentral gravity field, generalization of a gravitating dumbbell, dry friction

REFERENCES

1. Robe H.A.G. A new kind of 3-body problem // Celest.Mech.&Dyn. Astron., 1977, vol. 16, no. 3, pp.
343–351. https://doi.org/10.1007/BF01232659

2. Shrivastava A.K., Garain D. Effect of perturbation on the location of libration point in the Robe re-
stricted problem of three bodies // Celest. Mech.&Dyn. Astron., 1991, vol. 51, pp. 67–73. 
https://doi.org/10.1007/BF02426670

3. Plastino A.R., Plastino A. Robe’s restricted three-body problem revisited // Celest. Mech.&Dyn.
Astron., 1995, vol. 61, pp. 197–206. https://doi.org/10.1007/BF00048515

4. Hallan P.P., Rana N. The existence and stability of equilibrium points in the Robe’s restricted three-
body problem // Celest. Mech.&Dyn. Astron., 2001, vol. 79, pp. 145–155.
https://doi.org/10.1023/A:1011173320720

5. Gasanov S.A., Luk’yanov L.G. The libration points for the motion of a star inside an elliptical gal-
axy // Astron. Rep., 2002, vol. 46, no. 10, pp. 851–857. https://doi.org/10.1134/1.1515096

6. Duboshin G.N. A special case of series expansion of the general force function of two rigid bodies //
Gos. Astron. Inst. Shternberga, no. 218, pp. 3–10. (in Russian)

7. Guibout V., Scheeres D.J. Stability of surface motion on a rotating ellipsoid // Celest. Mech.&Dyn.
Astron., 2003, vol. 87, pp. 263–290.
https://doi.org/10.1023/B:CELE.0000005720.09027.ee

8. Bellerose J., Girard A., Scheeres D.J. Dynamics and Control of Surface Exploration. Robots on As-
teroids // in: Optimiz.&Coop. Control Strat. LNCIS 381 / Ed. by Hirsch M.J. et al. Berlin; Heidel-
berg: Springer, 2009. pp. 135–150. https://doi.org/10.1007/978-3-540-88063-9_8

9. Jiang Y., Zhang Y., Baoyin H. Surface motion relative to the irregular celestial bodies // Plan-
et.&Space Sci., 2016, vol. 127, pp. 33–43. https://doi.org/10.1016/j.pss.2016.04.007

10. Tardivel S., Scheeres D.J., Michel P. et al. Contact motion on surface of asteroid // J. Spacecraft &
Rockets, 2015, vol. 51, no. 6, pp. 1857–1871. https://doi.org/10.2514/1.A32939

11. Zhang Y., Zeng X., Circi C. et al. The motion of surface particles for the asteroid 101955 Bennu //
Acta Astron., 2019, vol. 163, pp. 3–10. https://doi.org/10.1016/j.actaastro.2018.11.044

12. van de Wouw N., Leine R.I. Stability of stationary sets in nonlinear systems with set-valued friction //
Proc. 45th IEEE Conf. on Decision and Control. 2006, pp. 4271–4276.
https://doi.org/10.1109/CDC.2006.376952

13. Leine R.I., van de Wouw N. Stability properties of equilibrium sets of nonlinear mechanical systems
with dry friction and impact // Nonlin. Dyn., 2008, vol. 51, no. 4, pp. 551–583. 
https://doi.org/10.1007/s11071-007-9244-z



871ОБ ОТНОСИТЕЛЬНЫХ РАВНОВЕСИЯХ НА ПОВЕРХНОСТИ

14. Leine R.I., van de Wouw N. Stability and convergence of mechanical systems with unilateral con-
straints // Lecture Notes in Appl.&Comput. Mech., 2008, vol. 36, 236 p.
https://doi.org/10.1007/978-3-540-76975-0

15. Leine R.I., van Campen D.H. Bifurcation phenomena in non-smooth dynamical systems // Europ.
J. Mech. A. Solids, 2006, vol. 25, pp. 595–616. https://doi.org/10.1016/j.euromechsol.2006.04.004

16. Leine R.I. Bifurcations of equilibria in non-smooth continuous systems // Physica D, 2006,
vol. 223, pp. 121–137. https://doi.org/10.1016/j.physd.2006.08.021

17. Ivanov A. Bifurcations in systems with friction: Basic models and methods // Regul. Chaotic Dyn.,
2009, vol. 14, no. 6, pp. 656–672. https://doi.org/10.1134/S1560354709060045

18. Ivanov A.P. Fundamentals of the Theory of Systems with Friction. Moscow; Izhevsk: R&C Dyn.,
Inst. Comput. Sci., 2011. (in Russian)

19. Burov A.A. On bifurcations of relative equilibria of a heavy bead sliding with dry friction on a rotat-
ing circle // Acta Mech., 2010, vol. 212, no. 3–4, pp. 349–354. 
https://doi.org/10.1007/s00707-009-0265-1

20. Burov A.A., Shalimova E.S. On the motion of a heavy material point on a rotating sphere (dry fric-
tion case) // Regul. Chaotic Dyn., 2015, vol. 20, no. 3, pp. 225–233. 
https://doi.org/10.1134/S1560354715030028

21. Burov A.A., Shalimova E.S. Bifurcations of relative equilibria of a heavy bead on a rotating parabolic
bowl with dry friction // Mech. Solids, 2016, vol. 51, no. 4, pp. 395–405. 
https://doi.org/10.3103/S0025654416040038

22. Shalimova E.S. On the motion of a material point on a rotating sphere with dry friction (the case of
the vertical axis) // Rus. J. Nonlin. Dyn., 2016, vol. 12, no. 3, pp. 369–383. 
https://doi.org/10.20537/nd1603006

23. Berezkin E.N. Course in Theoretical Mechanics. Moscow: Moscow State Univ., 1974. 647 p. (in
Russian)

24. Burov A.A., Nikonov V.I. Libration points inside a spherical cavity of a uniformly rotating gravitating
ball // Rus. J. Nonlin. Dyn., 2021, vol. 17, no. 4, pp. 413–427. https://doi.org/10.20537/nd210404

25. Gendenstein L.E., Kirik L.A., Gelfgat I.M. Solving Key Problems in Physics for the Basic School. 7–
9 Classes. Moscow: Ilexa, 2016. 208 p. (in Russian)

26. Irodov I.E. Problems in General Physics. Moscow: Nauka, 1979. 369 p. (in Russian)
27. Chetaev N.G. The Stability of Motion, N.Y.: Pergamon, 1961.
28. Pozharitskii G.K. On the stability of equilibrium states for systems with dry friction // JAMM, 1962,

vol. 26, iss. 1. pp. 3–16. https://doi.org/10.1016/0021-8928(62)90097-7
29. Burov A.A., Nikonov V.I., Shalimova E.S. On the motion of a point particle on a homogeneous grav-

itating ball with a spherical cavity in the presence of dry friction // Mech. Solids, 2021, vol. 56,
no. 8, pp. 1587–1598. https://doi.org/10.3103/S0025654421080045



ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА И МЕХАНИКА 2022, том 86, № 6, с. 872–886

РЕГУЛЯРНАЯ ПРЕЦЕССИЯ ГИРОСТАТА
В СУПЕРПОЗИЦИИ ТРЕХ ОДНОРОДНЫХ ПОЛЕЙ

© 2022 г.   В. Ю. Ольшанский1,*
1ИПТМУ РАН, Саратов, Россия
*e-mail: olshanskiy_vlad@mail.ru

Поступила в редакцию 05.04.2022 г.
После доработки 15.07.2022 г.

Принята к публикации 30.07.2022 г.

В статье описаны все возможные случаи регулярной прецессии при движении твер-
дого тела и гиростата вокруг неподвижной точки под действием трех однородных
полей. Получено обобщение известных условий Яхья, когда скорости прецессии и
собственного вращения равны друг другу. Найден новый случай регулярной прецес-
сии, когда скорость прецессии вдвое больше скорости собственного вращения и ось
прецессии не ортогональна оси собственного вращения. Рассмотрено применение
результатов в частном случае, когда силовые линии трех полей взаимно ортогональ-
ны, и в случае, когда ось прецессии коллинеарна силовым линиям одного из полей.

Ключевые слова: твердое тело и гиростат, движение вокруг неподвижной точки в трех
однородных полях, регулярная прецессия
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1. Введение. Задача о движении твердого тела вокруг неподвижной точки в суперпо-
зиции однородных полей является одним из обобщений задачи интегрирования урав-
нений Эйлера–Пуассона. После указания [1] новых случаев интегрируемости враща-
ющегося намагниченного твердого тела в однородных гравитационном и магнитном
полях, во многих работах были изучены различные аспекты задачи о движении твер-
дого тела вокруг неподвижной точки в суперпозиции нескольких полей. Были найде-
ны [2, 3], в частности, новые интегрируемые случаи движения под действием потен-
циальных и гироскопических сил без осевой симметрии и движения симметричного
тела и гиростата в случае Ковалевской в гравитационном, электрическом и магнитном
полях. Для гиростата в двух постоянных полях определены положения равновесия и
построены периодические решения [4, 5]. Позже были получены достаточные условия
устойчивости гиростата в постоянном гравитационном и однородном магнитном по-
лях [6, 7]. Анализ интегрируемых систем выполнен [8] для волчка Ковалевской в двух
полях. Уравнения движения твердого тела под действием обобщенных консерватив-
ных и гироскопических сил были использованы при построении новых решений в за-
даче о движении в идеальной несжимаемой жидкости свободного многосвязного тела
[9] и при изучении устойчивости движения гиростата под действием гравитационной
и выталкивающей сил [10].

Важным простым и нетривиальным случаем, который встречается при описании
движения некоторых технических объектов и естественных космических тел, является
регулярная прецессия. При таком движении тело вращается с постоянной скоростью
вокруг некоторой оси, связанной с телом (ось собственного вращения), и эта ось вра-
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щается с постоянной скоростью вокруг оси, неподвижной в инерциальном простран-
стве (ось прецессии). Угол между осью прецессии и осью собственного вращения по-
стоянен.

Регулярная прецессия динамически симметричного свободного и тяжелого тел хо-
рошо изучена (см. например [11]). Возможность регулярной прецессии несимметрич-
ного тяжелого твердого тела, движущегося вокруг неподвижной точки, была показана
Гриоли в 1947 году [12]. В этом случае оси прецессии и собственного вращения взаим-
но перпендикулярны, скорости прецессии и собственного вращения одинаковы, ось
прецессии не вертикальна. Решение Гриоли было перенесено [13] на задачу о движе-
нии тела в жидкости. Отметим, что несимметричное тело с эллипсоидальной поло-
стью, заполненной идеальной жидкостью, также может совершать прецессионное
движение при отсутствии внешних сил [14–17]. Обзор регулярных и нерегулярных
прецессий гиростата под действием потенциальных и гироскопических сил, при дви-
жении в жидкости, при движении в магнитном поле, приведен в [18, 19].

Недавно была указана возможность регулярной прецессии вокруг невертикальной
оси несимметричного твердого тела и гиростата в суперпозиции двух [20] и трех [21]
однородных полей, а также выделен случай трех однородных полей при анализе усло-
вий регулярной прецессии твердого тела в суперпозиции трех (гравитационного,
электрического и магнитного) полей, одно из которых – неоднородное [22]. В отме-
ченных работах [20–22] рассматривается частный случай регулярной прецессии, когда
скорости прецессии и собственного вращения совпадают, силовые линии полей вза-
имно ортогональны и ось прецессии коллинеарна силовым линиям одного из полей.

В настоящей статье проанализированы все возможные случаи регулярной прецес-
сии твердого тела с неподвижной точкой в суперпозиции трех независимых однород-
ных полей. Для случая равенства скоростей прецессии и собственного вращения по-
лучено обобщение известных условий [21, 22] и приведены условия для динамически
симметричного тела. Найден новый случай регулярной прецессии, для которого ско-
рость прецессии вдвое больше скорости собственного вращения. Получены общие
условия существования прецессии для этого случая, показано, что угол между осями
прецессии и собственного вращения задается равенством .

2. Постановка задачи и предварительный анализ. Рассмотрим движение гиростата во-
круг неподвижной точки O под действием трех однородных постоянных силовых по-
лей. Обозначим  – единичные векторы направлений сил каждого из полей,  – цен-
тры приведения сил, ,  – суммарная сила действия на тело поля номер i.

Теорема об изменении кинетического момента дает уравнение

(2.1)

Здесь  – производная по времени в системе отсчета, связанной с телом; векторы 
постоянны в этой системе, векторы  постоянны в инерциальной системе.  и  –
оператор инерции тела в неподвижной точке и угловая скорость тела,  – сумма мо-
ментов внешних сил,  – гиростатический момент.

Для векторов  в подвижной системе отсчета имеем уравнения

(2.2)

Если векторы ,  компланарны или векторы ,  компланарны, то за-
дача (2.1), (2.2) может быть заменена эквивалентной задачей о движении в двух одно-
родных полях; эти случаи будем называть приводимыми, в данной статье они не рас-
сматриваются.

θ =cos 1/6

iα iC
=i  i ipu OC ip

( )+ × + = = × + × + ×� 1 1 2 2 3 3,Iω ω Iω σ M M α u α u α u

( )•  iu
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При регулярной прецессии угловая скорость тела имеет два компонента, один –
постоянный в системе, связанной с телом, другой – постоянный в инерциальной си-
стеме отсчета

(2.3)

Здесь векторы m и  постоянны, соответственно, в подвижной и инерциальной систе-
мах; . Величины  и  – это скорости собственного вращения (относи-
тельная скорость) и прецессии (переносная скорость).

Ниже решается следующая задача: при заданных в инерциальной системе отсчета
направлениях  силовых линий полей и заданном положении оси прецессии  опре-
делить гиростатический момент и векторы , при которых тело может совершать ре-
гулярную прецессию.

Решение может быть формально упрощено, если считать направления полей  вза-
имно ортогональными; поскольку этого всегда можно добиться линейным преобразо-
ванием, обычно считается, что такое преобразование уже выполнено и ( ) = 0,

. Это затрудняет интерпретацию результатов, поскольку в реальных задачах как
взаимное расположение силовых линий полей, так и положения центров приведения
сил могут быть любыми. Ниже задача решается для произвольных заданных углов
между силовыми линиями полей.

Векторная функция  удовлетворяет уравнению (2.2), которое, при учете равен-
ства (2.3), становится линейным

(2.4)
Пусть  – некоторый связанный с телом ортонормированный правый базис

и . Решение уравнения (2.4) можно записать в виде

(2.5)

Произвольный параметр  – это угол между осями собственного вращения и прецес-
сии, .

Из формул (2.3) и (2.5) получаем компоненты угловой скорости

(2.6)

Здесь и далее  – компонента  в базисе , , .
Скалярная форма уравнений (2.2) в осях  следующая:

(2.7)

Общее решение запишем, с учетом нормировки , в виде

(2.8)

Здесь  – произвольные постоянные, геометрический смысл которых указан ниже.
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Формулы (2.5) и (2.8) допускают векторную запись

(2.9)

Здесь  – поворот,  – единичные векторы, заданные сферическими координата-
ми  в базисе ( )

(2.10)

Элементы  ортогональной матрицы  следующие

(2.11)

Из формул (2.9) и (2.10) получаем

(2.12)

(2.13)
Для дальнейшего анализа условий регулярной прецессии суммарный момент внеш-

них сил, учитывая равенства (2.9), удобно представить в виде

(2.14)

(2.15)
Запись суммарного момента в виде (2.14) позволяет выполнить декомпозицию по-

ставленной в работе задачи нахождения конфигурационных условий прецессии: сна-
чала, при анализе тригонометрических тождеств, находим векторы  и ограничения,
налагаемые на тензор инерции  твердого тела, гиростатический момент  и угол 
между осями собственного вращения и прецессии. Эти ограничения, как и векторы ,
не зависят от значений параметров  и, следовательно, не зависят от взаимного
расположения силовых линий полей  и от положения оси прецессии в инерциаль-
ном пространстве. Затем из системы (2.15) находим векторы , определяющие центры
приведения сил.

Решение системы (2.15) имеет вид

(2.16)

(2.17)

Здесь  – смешанное произведение, .
Первая группа равенств (2.17) определяет векторы  по заданным векторам , вто-

рая группа равенств, выражающая  через , следует из первой. Допустимые при пре-
цессионном движении положения центров приведения сил существенным образом
зависят от параметров , то есть от взаимного расположения силовых линий по-
лей.
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Отметим, что если направления силовых полей и ось прецессии заданы в инерци-
альном пространстве, то формулы (2.10) задают в теле однопараметрическое множе-
ство троек векторов ( ); любая тройка из этого множества отличается от другой
поворотом вокруг оси собственного вращения l1. Действительно, при заданных векто-
рах  формулы (2.12) определяют углы  и разности между углами  и .
Формулы (2.17) также определяют множество троек векторов , отличающихся одна
от другой поворотом вокруг l1.

Для анализа условий, при которых уравнение (2.1) обращается в тождество, запи-
шем явно оператор  как функцию времени

(2.18)

У используемых в правой части равенства (2.18) операторов отличны от нуля только
следующие элементы их матриц в базисе (li):

(2.19)

Здесь, например, .
Обозначим через  левую часть равенства (2.1) и, используя формулу (2.6) для угло-

вой скорости, получим

(2.20)

После нахождения конфигурации, допускающей регулярную прецессию, для опи-
сания движения тела в инерциальном пространстве используем формулу

(2.21)

Для проверки данной формулы подставим в правую часть выражения  и  из фор-

мул (2.9) и (2.17), правая часть запишется в виде , где .
Функции  заданы равенствами (2.11). Формулы (2.21) задают движение связан-

ного с телом базиса  в инерциальном пространстве и, следовательно, позволяют
описать в явном виде движение каждой точки тела.

Отметим следующее. Векторы  постоянны в инерциальной системе отсчета.
Из формулы (2.14) следует, что суммарное действие трех полей с неортогональными
силовыми линиями при регулярной прецессии может быть интерпретировано, как
действие трех взаимно ортогональных полей с направлениями .
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Покажем теперь, что регулярная прецессия в трех независимых полях при ,
 невозможна. Действительно, пусть , тогда суммарный момент , задан-

ный формулой (2.14), не должен содержать слагаемые с , ,
, , так как левая часть уравнения (2.1), заданная формулами (2.20), таких

слагаемых не содержит. Учитывая равенства (2.18), получаем следующие условия

(2.22)

которые должны быть выполнены при , , , .
Учитывая формулы (2.19), условия (2.22) запишем в виде

(2.23)

(2.24)

Эти условия могут быть выполнены, только если . В этом случае из фор-
мулы (2.16) следует, что векторы  коллинеарны вектору  и система полей приводи-
ма к одному полю.

Таким образом, регулярная прецессия в трех независимых полях может быть воз-
можна, только если скорость прецессии равна скорости собственного вращения или
вдвое больше скорости собственного вращения. Примеры прецессий в случае 
приведены в работах [21, 22]. Возможность регулярной прецессии в случае  впер-
вые указана в настоящей работе. Рассмотрим эти случаи по отдельности.

3. Конфигурационные условия прецессии при равных скоростях прецессии и собствен-
ного вращения. Сравнивая при  коэффициенты при соответствующих гармониках
в уравнении (2.1), получим, учитывая равенства (2.14), (2.18) и (2.20), что равенство

 тождественно выполнено, только если

Учитывая равенства (2.19) и (2.20), эти условия запишем при  в виде

(3.1)
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Перейдем к векторным параметрам  по формулам

(3.2)

Условия (3.1) преобразуются к виду

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Условия (3.3) выполнены, только если справедливы равенства

(3.6)

Условия (3.4) с учетом формул (3.6) записываются в виде

Координатная форма этих условий следующая

Отсюда получаем

(3.7)

(3.8)

Из равенств (3.6), (3.8) находим векторы 

(3.9)

Условие (3.5) принимает вид

Это условие эквивалентно системе двух условий

(3.10)

Таким образом, для того чтобы уравнение (2.1) обратилось в тождество, необходимо
и достаточно, чтобы были выполнены условия (3.7), функции  были заданы форму-
лами (3.9), где  – некоторый скалярный параметр и компоненты гиростатического
момента определялись по формулам (3.10).

Известно (см. п. 6), что условия (3.7) означают ортогональность вектора  кру-
говому сечению эллипсоида инерции и, следовательно, при их выполнении ось соб-
ственного вращения ортогональна данному сечению. В случае Гриоли [12] на данной
оси находится и центр тяжести тела. В рассмотренном в статье общем случае прецес-
сии нахождение какого-то из центров приведения сил на оси собственного вращения
не является обязательным.
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Векторные параметры  выражаются через  по формулам (3.2):

(3.11)

Учитывая формулы (2.16), теперь получим запись допустимых векторов  
в виде

(3.12)
4. Конфигурационные условия прецессии при скорости прецессии вдвое большей ско-

рости собственного вращения. В случае κ = 2 суммарный момент  не должен содер-
жать слагаемые с ,  (они отсутствуют в левой части  уравнения (2.1)). Учи-
тывая формулы (2.14) и (2.18), получим, что указанные слагаемые отсутствуют, если
выполнены условия (2.22) при  и , что снова приводит к условиям (2.24).

При выполнении условий (2.24) равенство  тождественно выполнено, только
если

(4.1)

Здесь

Условия (4.1) при учете равенств (2.19) и (2.20) принимают вид

(4.2)

Из условий (2.24) следует, что векторы  можно представить в виде

(4.3)

Записывая, при учете формул (4.3), систему (4.2) в проекциях на , получим систе-
му, состоящую из условий (3.7) и следующих условий ( )

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

iv iw
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Условия (4.5), после подстановки  из формул (4.4), преобразуем к виду

(4.8)

Подставляя отсюда  в равенства (4.6), получим

(4.9)

Из формул (4.8) и (4.9) следует

(4.10)

Из равенств (4.3), (4.4), (4.7) и (4.8) находим

(4.11)

Таким образом, имеем условия (3.7) и (4.9). Множество векторов  задается форму-
лами (2.16) и (4.11).

5. Прецессия твердого тела. В случае, когда гиростатический момент равен нулю,
получим условия прецессии твердого тела. Эти условия мало отличаются от случая,
когда гиростатический момент коллинеарен оси собственного вращения, поэтому
рассмотрим оба случая совместно. Пусть

(5.1)
Условия (3.7) остаются необходимыми.
Случай κ = 1. Имеется две возможности выполнения условий (3.10):
a) , ось собственного вращения ортогональна оси прецессии;
b) , эллипсоид инерции имеет осевую симметрию, ось симметрии явля-

ется осью собственного вращения.
В первом случае формулы (3.12), задающие допустимое множество векторов 

, записываются в виде

(5.2)

Во втором случае, учитывая условия (3.7) получим, что li – собственные векторы
оператора инерции и l1 – ось симметрии. Обозначив

из формул (3.11) получим

Допустимое множество векторов  записывается, при учете формул (2.16), в виде

(5.3)

Случай κ = 2. Условия (5.1) и (4.9) могут быть выполнены, только если

(5.4)

Иначе  и три поля приводятся к одному полю.
Таким образом, регулярная прецессия в суперпозиции трех независимых полей

твердого тела или гиростата, гиростатический момент которого направлен по оси соб-
ственного вращения, в случае, когда скорость прецессии в два раза больше скорости

ξ j
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собственного вращения, возможна, только если косинус угла между осями прецессии
и собственного вращения равен одной шестой.

Из формул (2.16) и (4.11) находим допустимое множество векторов 

(5.5)

Угол  задан равенством (5.4).

В случае твердого тела в формуле (5.5) следует положить .
Замечание. В рассмотренном выше случае κ = 1 векторы  включают в себя слагае-

мые  (формулы (3.12), (5.2), (5.3)), содержащие произвольный параметр . Получа-
ем, что при заданных в инерциальном пространстве направлениях  силовых линий
постоянных полей, заданном расположении оси прецессии  относительно этих ли-
ний, заданном тензоре инерции твердого тела существуют различные расположения
центров приведения сил и различные величины сил, для которых прецессионное дви-
жение будет совпадающим (при одинаковых начальных условиях).

Данное свойство обусловлено тем, что оператор поворота , заданный формулами
(2.11), при κ = 1 является симметрическим. Момент внешних сил можно задать фор-
мулой (2.14), где векторы , в соответствии с формулой (3.11), содержат слагаемые .
Эти слагаемые не вносят вклад в суммарный момент, так как при любом симметриче-
ском операторе  имеем

В случае κ = 2 оператор  не является симметрическим и аналогичное свойство
отсутствует.

6. Частный случай: регулярная прецессия в суперпозиции трех ортогональных полей.
Пусть векторы , задающие направления силовых линий полей, образуют правую ор-
тонормированную тройку. В соответствии с формулами (2.9) векторы  тогда образу-
ют левую ортонормированную тройку, при этом

Из формул (2.17) получаем

(6.1)

Таким образом, формула (2.10) определяет векторы , присутствующие в фор-
мулах (2.16), которые задают множества допустимых векторов .

Как было отмечено выше, в п. 2, при заданном положении оси прецессии относи-
тельно силовых линий полей можно определить все параметры  и только разности
между параметрами  (но не сами эти параметры). При этом формула (2.10) опреде-
ляет тройку векторов ( ) с точностью до произвольного поворота вокруг оси l1.

Параметры  – это углы вектора  с осями ; приведем явные формулы для разно-
стей .

В случае ортогонального базиса имеем формулу

и из формул (2.13) также следуют условия

iu
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Данные условия при  приводят к формулам

(6.2)

Если , то ; этот случай рассмотрен ниже.
Обозначим  и используем очевидные формулы

Из формул (2.10), (6.1) и (6.2) получаем

(6.3)

Для рассматриваемого случая трех ортогональных полей выделим частный случай,
когда ось прецессии ортогональна силовым линиям одного из полей. Пусть, напри-
мер, . В соответствии с формулами (2.9) получим  = 0. Учитывая ра-
венства (6.1) и (6.3), получим  = 0. Положим

Формулы (6.3) примут вид

(6.4)

При  получим , при  –  и, если ось прецессии коллинеарна
силовым линиям , векторы  имеют вид

(6.5)

Эти равенства получены с использованием формул (6.2), то есть при . На-
хождение  непосредственно из формул (2.10) и (6.1) при , ,

,  приводит снова к формулам (6.5).
Перейдем теперь к записи полученных условий в главных осях инерции. Обозна-

чим ,  собственные значения и собственные векторы оператора инерции . При
условиях (3.7) одним из собственных значений является  и соответствую-
щий этому значению собственный вектор ортогонален l1. Пронумеруем собственные
значения Ik оператора  так, что

(6.6)

Используемый выше ортобазис  ограничен только условием . Учитывая,
что , можно выбрать базис  такой, что

(6.7)

Вектор  можно представить в виде

(6.8)
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Если , то  – средняя ось эллипсоида инерции и  – нормаль
одного из круговых сечений эллипсоида. Справедливы формулы

(6.9)

Для сравнения с известными результатами [21, 22] приведенные выше при κ = 1
формулы (3.12) запишем для случая, когда ось прецессии коллинеарна силовым лини-
ям поля . Учитывая формулы (6.5), где  заданы формулами (6.3), получим

(6.10)

Выделим случай прецессии твердого тела или гиростата с гиростатическим момен-
том, коллинеарным оси собственного вращения. Полагая , формулы (6.10)
запишем в виде

Если здесь положить  и выполнить замену индексов , то получим
пример Яхья [21]. В этом случае ,  и центр приведения сил поля  лежит
на средней оси эллипсоида инерции.

Таким образом, из возможных случаев регулярной прецессии твердого тела с гиро-
статом в суперпозиции трех полей решение Яхья [21] выделяет частный случай, задан-
ный следующими условиями:

1) силовые линии трех полей взаимно ортогональны, , ;
2) ось прецессии коллинеарна силовым линиям одного из полей, ;
3) ось собственного вращения перпендикулярна оси прецессии, ;
4) скорость собственного вращения равна скорости прецессии, κ = 1;
5) гиростатический момент ортогонален плоскости кругового сечения эллипсоида

инерции твердого тела, ;
6) центр приведения сил одного из полей лежит на средней оси эллипсоида инер-

ции, .
Как показано выше, каждое из этих условий не является обязательным.
В работе [22] рассмотрена возможность прецессии гиростата (с одинаковыми ско-

ростями прецессии и собственного вращения) в трех полях, два из которых однород-
ные, и выделен частный случай, когда третье поле тоже однородное. Выполненная на-
ми проверка показывает, что условия прецессии [22] в трех однородных полях могут
быть записаны в виде (6.10) при . Таким образом, решение [22] выделяет частный
случай, заданный приведенными выше условиями 1, 2, 4, 6.

Заключение. Решение задачи о вращении твердого тела (гиростата) в суперпозиции
нескольких полей важно при конструировании различных приборов навигации и
управления. Во многих режимах работы таких устройств удобно использовать регу-
лярную прецессию, как в классическом случае движения в поле тяжести. Возмож-
ность регулярной прецессии несимметричного твердого тела и гиростата в суперпози-
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ции двух и трех полей была показана Яхья [20, 21], который привел примеры для слу-
чая, когда скорости прецессии и собственного вращения совпадают и оси прецессии и
собственного вращения перпендикулярны. В настоящей работе описаны все возмож-
ные случаи регулярной прецессии при вращении гиростата вокруг неподвижной точ-
ки под действием трех независимых однородных полей. Случай двух полей должен
быть рассмотрен отдельно. Конфигурационные условия прецессии получены без
предположения о взаимной ортогональности полей. Получено обобщение условий
Яхья. Показано, что регулярная прецессия несимметричного твердого тела и гироста-
та возможна и когда скорость прецессии вдвое больше скорости собственного враще-
ния. Выделен случай, когда ось прецессии коллинеарна силовым линиям одного из
полей.
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This article describes all possible cases of regular precession in the motion of a rigid body
and gyrostat around a fixed point under the action of three uniform fields. A generalization
of the known Yehia conditions is obtained when the precession and proper rotation veloci-
ties are equal to each other. A new case of regular precession is found for which the preces-
sion velocity is twice the proper rotation velocity, and the precession axis is not orthogonal
to the proper rotation axis. The application of the results in the special case where force lines
of the three fields are orthogonal to each other, and in the case where the precession axis is
collinear to one of the force lines is considered.
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Построена теория трехмерных и четырехмерных кососимметрических операторов
вращения, порождаемых экспоненциальными представлениями ортогональных
операторов или их представлениями с помощью формул Кэли. К порождающим ор-
тогональным операторам относятся матрица направляющих косинусов углов, ква-
тернионная матрица параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона) и кватернион вра-
щения Гамильтона. Изложены новые матричные и кватернионные кинематические
уравнения вращения твердого тела в четырехмерных кососимметрических матрицах
и в кватернионах с нулевыми скалярными частями (в ассоциированных кватернио-
нах). Показано их преимущество по сравнению с известными кинематическими
уравнениями вращения в трехмерных кососимметрических матрицах и по сравне-
нию с векторными кинематическими уравнениями. В качестве актуального прило-
жения предложенных уравнений рассмотрено построение высокоточных алгорит-
мов определения ориентации движущегося объекта в инерциальной системе коор-
динат с помощью бесплатформенной инерциальной навигационной системы.
Кососимметрические матрицы четвертого (четного) порядка и ассоциированные
кватернионы имеют качественные преимущества перед кососимметрическими мат-
рицами третьего (нечетного) порядка и векторами. Это делает использование пред-
ложенных кинематических уравнений вращения в задачах ориентации и навигации
более эффективным по сравнению с традиционно используемыми уравнениями в
трехмерных кососимметрических операторах.

Ключевые слова: трехмерные и четырехмерные ортогональные и кососимметрические
операторы вращения, матрицы, векторы, кватернионы, экспоненциальные пред-
ставления ортогональных операторов, формулы Кэли, кинематические уравнения
вращения, алгоритмы ориентации
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1. Введение. Как известно (Гантмахер, 1967) [1], существует взаимно однозначное
соответствие между ортогональными и кососимметрическими операторами, которое
устанавливается с помощью экспоненциальных представлений ортогональных опера-
торов или их представлений с помощью формул Кэли. В статье обсуждаются трехмер-
ные и четырехмерные кососимметрические операторы вращения (матрицы, векторы,
кватернионы), которые порождаются экспоненциальными представлениями таких
ортогональных операторов как матрица направляющих косинусов углов, кватернион-
ная матрица вращения и кватернион вращения Гамильтона [2]. Также рассматрива-
ются представления этих операторов с помощью формул Кэли.
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Трехмерный кососимметрический оператор (трехмерная кососимметрическая мат-
рица) соответствует трехмерному вектору, а четырехмерный кососимметрический
оператор (четырехмерная кососимметрическая матрица) соответствует кватерниону,
скалярная часть которого равна нулю. Такой кватернион называется нами ассоцииро-
ванным кватернионом. Число компонент вектора и ненулевых компонент ассоцииро-
ванного кватерниона одинаково и равно трем, но их свойства существенно различа-
ются, так как размерности вектора и ассоциированного кватерниона различны и рав-
ны трем и четырем соответственно.

Кватернион – это четырехмерное гиперкомплексное число (или переменная) с од-
ной действительной и тремя мнимыми единицами. Он был введен в математику и ме-
ханику Гамильтоном (1843) [2]. Кватернионное исчисление, в отличие от матричного
исчисления, имеет геометрическую наглядность векторного исчисления. В отличие от
векторного исчисления, оно более общее и гибкое. Так, в кватернионном исчисле-
нии, в отличие от векторного, операция деления определена (существует), и она легко
алгоритмизируема, а операция умножения обладает свойством ассоциативности.
Кроме того, в кватернионных уравнениях, в отличие от векторных, можно непосред-
ственно использовать векторные величины, определяемые их проекциями не в одной,
а в разных системах координат. Все это вместе делает кватернионный аппарат более
мощным и гибким средством решения многих задач механики, навигации и управле-
ния движением, чем векторный. Также отметим, что в кватернионном исчислении, в
отличие от матричного, операция аналитического нахождения и численного вычисле-
ния обратного кватерниона, в отличие от аналитического нахождения и вычисления
обратной матрицы, проста и легко алгоритмизируема.

Кватернион вращения Гамильтона может быть введен в классическую механику на
основе фундаментальной теоремы Эйлера о конечном повороте твердого тела. Со-
гласно этой теореме твердое тело с одной неподвижной точкой может быть переведе-
но из исходного углового положения в конечное с помощью одного поворота вокруг
некоторой оси, проходящей через эту точку. Угол этого поворота называется углом
Эйлера, а ось вращения – осью вращения Эйлера. Уравнения и соотношения теории
конечных поворотов и кинематики вращательного движения твердого тела принима-
ют наиболее удобный вид при использовании четырех параметров Эйлера (Euler
(1770) [3]; Rodrigues–Hamilton, Euler–Rodrigues (1840) [4]). Эти параметры однозначно
связаны с проекциями вектора Родригеса (Rodrigues (1840) [4]) или вектора Гиббса
(Gibbs (1901, 1961) [5, 6]).

Использование четырех параметров Эйлера в качестве скалярных кинематических
параметров вращательного движения естественным образом привело к введению в
механику четырехмерного гиперкомплексного числа – кватерниона конечного пово-
рота Гамильтона (его компонентами являются параметры Эйлера), а также привело к
введению в механику четырехмерных кватернионных матриц.

С момента открытия кватернионов до 50-х годов прошлого века интерес к ним про-
являли в основном математики и физики, механики использовали их в основном для
изучения геометрии движения. Широкий интерес механиков и специалистов в обла-
сти прикладной математики, навигации и управления движением к кватернионам
возник начиная с 60-х годов прошлого века в связи с созданием автономных высоко-
точных компьютеризированных систем ориентации, навигации и управления движе-
нием космических аппаратов, ракет, самолетов, морских кораблей, роботов и манипу-
ляторов, наземных экипажей. Это создание потребовало разработки новых методов и
моделей теоретической механики, новой теории инерциальной навигации и управле-
ния движением, новых регулярных, не содержащих особых точек типа деления на
ноль, моделей и алгоритмов навигации и управления движением, которые эффектив-
но реализуются в реальном времени на бортовых компьютерах. В настоящее время
кватернионные методы и модели теоретической механики заняли здесь прочное место
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как теоретический аппарат, позволяющий наиболее эффективно решать многие зада-
чи механики, навигации и управления движением.

Кососимметрические матрицы третьего (нечетного) и четвертого (четного) поряд-
ков, используемые для описания вращения, обладают качественно различными свой-
ствами (Гантмахер 1967) [1]. Кососимметрические матрицы третьего порядка являют-
ся особыми (их определители равны нулю), кососимметрические матрицы четвертого
порядка не являются особыми (их определители всегда отличны от нуля). Если много-
член любой степени от кососимметрической матрицы третьего порядка сводится к
многочлену второй степени, то многочлен любой степени от кососимметрической
матрицы четвертого порядка сводится к многочлену первой степени, что важно при
построении алгоритмов ориентации. Ассоциированные кватернионы имеют анало-
гичные преимущества перед трехмерными векторами.

Это делает использование предложенных нами матричных кинематических уравне-
ний в четырехмерных кососимметрических матрицах и кватернионных кинематических
уравнений в ассоциированных кватернионах более эффективным при построении алго-
ритмов определения ориентации движущихся объектов с помощью бесплатформенной
инерциальной навигационной системы (БИНС) в сравнении с кинематическими урав-
нениями в трехмерных кососимметрических операторах (векторных и матричных)
(Wiener (1962) [7], Stuelpnagel (1964) [8], Bortz (1971) [9], Панов (1984, 1995) [10, 11],
Marandi и Modi (1987) [12], Shuster (1993) [13], Tsiotras и Longuski (1995) [14]; Schaub,
Tsiotras и Junkins (1995) [15], Schaub и Junkins (1996) [16]; Tsiotras, Junkins и Schaub
(1997) [17]; Schaub, Robinett и Junkins (1997) [18], Schaub (1998) [19], Hurtado (2008)
[20]). Такие алгоритмы ориентации были предложены нами (Челноков и Переляев
(2014) [21]; Челноков, Переляев и Челнокова (2016) [22]).

Отметим, что Schaub, Tsiotras и Junkins (1995) [15], Tsiotras, Junkins и Schaub (1997)
[17], а также Hurtado (2008) [20] ввели преобразование Кэли между трехмерной орто-
гональной матрицей ориентации (для направляющих косинусов углов) и трехмерной
кососимметрической матрицей (для модифицированных параметров Родригеса).

Кинематика вращения с использованием параметров Эйлера (Родрига–Гамильто-
на) и четырехмерных ортогональных кватернионных матриц рассматривалась в рабо-
тах Челнокова (1977) [23], Плотникова и Челнокова (1979, 1981) [24, 25]), а также в от-
дельных главах книги (Челноков 2006) [26]. Данная статья обобщает и развивает полу-
ченные нами результаты в области геометрии и кинематике вращения в книге [26]
(2006, гл. 5, с. 245–259), которые касаются трехмерных и четырехмерных кососиммет-
рических операторов вращения и кинематических уравнений в этих операторах.

Новизна исследования. Описание вращения, одного из двух основных движений в
природе и технике, основано на использовании различных трехмерных и четырехмер-
ных ортогональных и кососимметрических операторов вращения: матриц, векторов и
кватернионов Гамильтона. Актуальным является рассмотрение связи между извест-
ными ортогональными и кососимметрическими операторами и установление новых
удобных операторов вращения. Эти связи устанавливаются нами с использованием
экспоненциальных представлений ортогональных операторов и их представлений с
помощью формул Кэли. Введенные нами новые удобные операторы вращения – это
четырехмерные кососимметрические матрицы и кватернионы с нулевыми скалярными
частями (ассоциированные кватернионы). Также актуально получение новых кинемати-
ческих уравнений вращения, удобных в теории и технике. Такими уравнениями являются
предложенные нами кинематические уравнения вращения в четырехмерных кососиммет-
рических матрицах и в ассоциированных кватернионах. Их использование позволило
нам построить новые высокоточные алгоритмы определения ориентации в инерци-
альной системе координат.

Предложенное нами развитие кинематики вращения заключается во введении но-
вых кососимметрических операторов вращения, в построении новых удобных кине-
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матических уравнений вращения и эффективных алгоритмов ориентации. Оно позво-
ляет повысить эффективность аналитического исследования кинематики вращения и
точность систем ориентации, навигации и управления движением.

2. Вращение твердого тела: векторы, кватернионы и матрицы. 
2.1. Вектор и кватернион поворота, матрица направляющих косинусов, кватернион-

ные матрицы поворотов (вращений). Введем в рассмотрение опорную (основную) си-
стему координат ξ (ξ1ξ2ξ3) и жестко связанную с твердым телом систему координат X
(X1X2X3) с началами в выбранной точке O тела (полюсе). Введем обозначения: ϕ – эй-
леров угол поворота твердого тела (системы координат X) относительно системы ко-
ординат ξ, e – единичный вектор эйлеровой оси конечного поворота тела в опорной
системе координат ξ, ei (i = 1, 2, 3) – проекции вектора e на оси систем координат X и ξ
(одинаковые при условии, что в начальном положении одноименные оси систем коор-

динат X и ξ совпадали),  – вектор конечного поворота тела, λj ( j = 0, 1, 2, 3) –

параметры Эйлера (Родрига–Гамильтона) [27, 28] рассматриваемого поворота тела,
λ – кватернион Гамильтона конечного поворота тела, имеющий вид

(2.1)

где i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.
Введем также трехмерную матрицу c направляющих косинусов  углов между ко-

ординатными осями ξi и Xk

(2.2)

и четырехмерную кватернионную матрицу n (Bellman 1960 [29], Ickes 1970 [30], Плот-
ников и Челноков (1981) [25], Челноков (2006) [26]):

(2.3)

Матрицы c и n ортогональны:

Здесь и далее “T” – символ транспонирования.
Отметим следующие свойства кватернионной матрицы n: 1) n = E, если угол пово-

рота тела ϕ = 0 (E – единичная матрица размерами 4 × 4); 2) произведение матриц ви-
да n дает матрицу того же вида: n1n2 = n3, 3) некоммутативность в общем случае матриц
типа n: n1n2 ≠ n2n1; 4) матрица n переходит в обратную матрицу n–1, если вектор конеч-
ного поворота тела θ изменяет свое направление на противоположное.

2.2. Кососимметрические матрицы. В дальнейшем будем рассматривать трехмерные
кососимметрические матрицы

(2.4)
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и четырехмерные кососимметрические матрицы типа n:

(2.5)

Эти кососимметрические матрицы сопоставляются трехмерному вектору  с коор-
динатами si.

Отметим следующие свойства введенных трехмерных и четырехмерных кососим-
метрических матриц:

(2.6)

(2.7)

Таким образом, кососимметрические матрицы третьего (нечетного) и четвертого
(четного) порядков, как уже отмечалось, имеют качественно различные свойства.
Если кососимметрические матрицы третьего порядка являются особыми (их опреде-
лители равны нулю), то кососимметрические матрицы четвертого порядка – нет (их
определители всегда отличны от нуля). Кроме того, если многочлен любой степени от
кососимметрической матрицы третьего порядка сводится к многочлену второй степе-
ни (с соответствующими коэффициентами), то многочлен любой степени от кососим-
метрической матрицы четвертого порядка сводится к многочлену первой степени (с
соответствующими коэффициентами).

3. Кососимметрические операторы, порождаемые экспоненциальными представления-
ми ортогональных операторов. 

3.1. Экспоненциальное представление матрицы направляющих косинусов. Рассмотрим
трехмерную кососимметрическую матрицу  размерами 3 × 3, определяемую форму-
лой (2.4) и порождаемую экспоненциальным представлением матрицы c направляю-
щих косинусов углов между осями связанной X и опорной ξ систем координат. Эта мат-
рица связана с ортогональной матрицей c направляющих косинусов углов матричным
соотношением

(3.1)

Матричная экспонента для любой квадратной матрицы A может быть представлена
в виде степенного ряда

(3.2)

Используя разложение матричной экспоненты  в ряд (3.2), свойства (2.6) косо-
симметрической матрицы третьего порядка и разложения в ряды тригонометрических
функций

(3.3)
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из (3.1) получим:

(3.4)

где  – трехмерный вектор с компонентами si.
С другой стороны, матрица c направляющих косинусов может быть представлена

в виде

где {e} и ss{e} – кососимметрическая и симметрическая матрицы, сопоставляемые
единичному вектору e эйлеровой оси конечного поворота твердого тела, матрица {e}
имеет вид (2.4) и составлена из проекций ei единичного вектора e эйлеровой оси вра-
щения тела, одинаковых в системах координат ξ и X, ϕ – эйлеров угол поворота тела.

Вводя эйлеров вектор ϕ = ϕe конечного поворота и учитывая, что ss = E + ( {e})2,
запишем последнюю формулу в виде

(3.5)

где {ϕ} – трехмерная кососимметрическая матрица 3 × 3, сопоставляемая вектору
ϕ = ϕe, координаты которого ϕi = ϕei одинаковы в системах координат ξ и X.

Из сравнения (3.4) и (3.5) следует, что трехмерная кососимметрическая матрица ,
порождаемая экспоненциальным представлением матрицы направляющих косину-
сов (3.1), имеет вид

(3.6)

т.е. это трехмерная кососимметрическая матрица, которая сопоставляется эйлерову
вектору ϕ = ϕe конечного поворота твердого тела (вектор ϕ является для матрицы 
собственным вектором и отвечает ее нулевому собственному числу). Элемент si этой
матрицы равен проекции ϕi вектора ϕ: si = ϕi.

Найдем выражение трехмерной кососимметрической матрицы  через матрицу c
направляющих косинусов. Можно показать, что кватернион ориентации λ и матрица c
связаны равенством

Отсюда, учитывая, что { } = sin(ϕ/2) {e} = (1/ϕ)sin(ϕ/2) {ϕ}, находим

(3.7)

Обратная матрица

где 1 + trc = 1 + c11 + c22 + c33 = 2(1 + cosϕ) = 4cos2(ϕ/2).
Поэтому формула (3.7), выражающая трехмерную кососимметрическую матрицу {ϕ}

через матрицу c направляющих косинусов, примет вид:

(3.8)
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Формулу (3.8) можно было записать, минуя проделанные выкладки, если использо-
вать известные формулы, выражающие направляющие косинусы ek эйлеровой оси ко-
нечного поворота твердого тела через элементы матрицы направляющих косинусов.

Отметим, что в литературе приводится (Stuelpnagel (1964) [8], Переляев (2009) [31])
более сложное выражение матрицы {ϕ} через матрицу c в форме матричного квадра-
тичного многочлена:

(3.9)

Это представление для матрицы  обратно представлению (3.5) для матрицы c.
Также отметим, что Hurtado (2008) [20] приводятся другие формулы, связывающие

трехмерную кососимметрическую матрицу  с ортогональной матрицей c направляю-
щих косинусов углов.

3.2. Экспоненциальные представления кватернионной матрицы и кватерниона. Рас-
смотрим теперь четырехмерную кососимметрическую матрицу sq, порождаемую экс-
поненциальным представлением кватернионной матрицы поворота типа n, т.е. косо-
симметрическую матрицу sq размерами 4 × 4, связанную с ортогональной кватернион-
ной матрицей n{λ} соотношением

(3.10)

где четырехмерная кватернионная матрица n{λ} сопоставляется кватерниону поворота λ и
имеет вид матрицы (2.3).

Используя разложение матричной экспоненты  в ряд (3.2), свойства (2.7) косо-
симметрической матрицы четвертого порядка и разложения в ряды тригонометриче-
ских функций (3.3), из (3.10) получим:

(3.11)

С другой стороны, кватернионная матрица n{λ} может быть представлена в следую-
щем виде:

(3.12)

Здесь n{e} и n{ϕ/2} – четырехмерные кососимметрические матрицы, которые сопо-
ставляются единичному вектору e эйлеровой оси конечного поворота твердого тела и
половинному вектору ϕ “истинного” конечного поворота тела и имеют вид матрицы (2.5).
При этом, как уже отмечалось, координаты (проекции) ei и ϕi векторов e и ϕ в систе-
мах координат ξ и X одинаковы.

Из сравнения (3.11) и (3.12) следует, что четырехмерная кососимметрическая мат-
рица sq, порождаемая экспоненциальным представлением кватернионной матрицы
поворота типа n, определяется соотношениями

(3.13)
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(3.14)

v
s

( ) ( ) −ϕ + ϕ + ϕ + ϕ − ϕ
 

=
 ϕ

21 1 1{ } 1 2 cos 1 co
2

 s
sin 2

s E c cφ
v

v
s

v
s

{ } = = exp ,qs
qn e sλ

qse

= + = + +–1 2 2 2 2
1 2 3cos sin{ } ;qn E s s s sλ s s s s

v v v v

{ } { }ϕ ϕ ϕ ϕ= + = + = ϕ
ϕ
2 1{ } cos sin cos sin ;

2 2 2 2 2
n E n E nλ e φ φ e

( )= = = ϕ{ } { }/2 1/2 ;qs n nφ φ φ e

−ϕ −ϕ −ϕ 
 ϕ ϕ −ϕ
 = ϕ = ϕ
ϕ −ϕ ϕ 
 ϕ ϕ −ϕ 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

3 2 1

0
01 ; e ,

02
0

q i is



894 ЧЕЛНОКОВ

т.е. это четырехмерная кососимметрическая матрица, которая сопоставляется поло-
винному эйлерову вектору ϕ = ϕe конечного поворота твердого тела. Элемент si этой
матрицы равен половине проекции ϕi вектора ϕ: si = (1/2)ϕi.

Выражение кватернионной матрицы поворота типа n через четырехмерную косо-
симметрическую матрицу sq легко получается из (3.10), (3.11) и имеет вид:

(3.15)

Кватерниону поворота λ, играющему роль ортогонального оператора, соответствует
кватернион sq с нулевой скалярной частью, играющий роль кососимметрического
оператора. Эти кватернионы связаны формулой

(3.16)

где λ = λ0 + λ1i + λ2j + λ3k, sq = ϕ/2, ϕ = ϕ1i + ϕ2j + ϕ3k, λ0 = cos(ϕ/2), λi = sin(ϕ/2)ei;
ϕi = ϕe.

4. Кинематические уравнения в кососимметрических операторах, порождаемых экспо-
ненциальными представлениями ортогональных операторов. 

4.1. Трехмерные векторные и матричные кинематические уравнения для эйлерова век-
тора поворота. Рассмотрим кинематические уравнения в кососимметрических матри-
цах, порождаемых экспоненциальными представлениями матрицы направляющих
косинусов и кватернионной матрицы поворота. Эти уравнения можно получить, диф-
ференцируя по времени соотношения (3.8), (3.15) и учитывая матричные кинематиче-
ские уравнения Пуассона (Лурье 1961 [28], Челноков 2006 [26], Журавлев 2008 [32]) и
кинематические уравнения в параметрах Эйлера (Бранец и Шмыглевский 1973, 1992
[33, 34]; Челноков 2006 [26], Журавлев 2008 [32]). Однако проще для этой цели ис-
пользовать векторные кинематические уравнения для эйлерова вектора ϕ = ϕe конеч-
ного поворота тела:

(4.1)

(4.2)

Здесь dϕ/dt = (dϕ1/dt)ξ1 + (dϕ2/dt)ξ2 + (dϕ3/dt)ξ3 – абсолютная производная от вектора
ϕ, координаты (проекции) которого ϕi = ϕei одинаковы в системах координат ξ и X,
ξi – орты опорной системы координат ξ, (dϕ/dt)loc = (dϕ1/dt)x1 + (dϕ2/dt)x2 + (dϕ3/dt)x3 –
локальная производная от вектора ϕ (xi – орты связанной с твердым телом системы
координат X).

Уравнение (4.2) предложено Борцем (1971) [9].
Учтем, что векторное произведение ω × ϕ соответствует матричному выражению

 –  или  –  в трехмерных кососимметричных матрицах , ωξ или ,
ωx, а также то, что уравнение (4.1) содержит абсолютную производную вектора ϕ, а
уравнение (4.2) – локальную производную. Тогда вместо векторных кинематических
уравнений (4.1) и (4.2) мы будем иметь матричные кинематические уравнения

(4.3)
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(4.4)

представляющие собой матричные нелинейные, в общем случае нестационарные
дифференциальные уравнения первого порядка относительно трехмерной кососим-
метрической матрицы .

В этих уравнениях матрица  имеет вид (3.6), элементами матрицы ωξ являются
проекции  вектора ω мгновенной угловой скорости твердого тела на опорные коор-
динатные оси, а элементами матрицы ωx – проекции ωi этого вектора на связанные
координатные оси.

Уравнение (4.4) приводится, например, Stuelpnagel (1964) [8] (см. также Переляев,
[31]).

4.2. Кинематические уравнения в ассоциированных кватернионах. Используя соотно-
шения ω × ϕ = (1/2)(ω  ϕ – ϕ  ω), ϕ  ϕ = – ϕ2 (при этом орты трехмерного ортого-
нального базиса формально отождествляются с векторными мнимыми единицами Га-
мильтона), перейдем от векторных кинематических уравнений (4.3) и (4.4) к кватер-
нионным кинематическим уравнениям

(4.5)

(4.6)

Здесь кватернионы ϕ = ϕξ = ϕx, ωξ и ωx – отображения эйлерова вектора конечного
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выступает ассоциированный кватернион ϕ (кватернион с нулевой скалярной частью),
связанный с кватернионом поворота λ формулой (3.16).
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соответствует половинному эйлерову вектору ϕ = ϕe конечного поворота тела и, как
уже отмечалось, играет роль кососимметрического оператора, который ставится в со-
ответствие такому ортогональному оператору, как кватернион поворота λ, с помощью
его экспоненциального представления (3.16).

4.3. Кинематические уравнения в четырехмерных кососимметрических матрицах. Ква-
тернионам ϕ, sq, ωξ, ωx с нулевыми скалярными частями соответствуют четырехмер-
ные кососимметрические матрицы типа n (см. (2.5)). Произведению кватернионов от-
вечает произведение кватернионных матриц типа n, взятых в обратном порядке. По-
этому от кватернионных кинематических уравнений (4.5)–(4.7) можно перейти к
матричным кинематическим уравнениям. Так, кватернионному уравнению (4.7) соот-
ветствует матричное уравнение

(4.8)

где матричная переменная представляет собой кососимметричную матрицу sq размер-
ностей 4 × 4, которая связана с кватернионной матрицей вращения n{λ} с помощью
своего экспоненциального представления (3.10) и имеет вид (3.14).

В уравнении (4.8) матрица nω представляет собой четырехмерную кососимметрич-
ную матрицу типа n, которая соответствует отображению ωx вектора угловой скорости
твердого тела на связанный базис.

Матричное кинематическое уравнение (4.8) можно записать в векторно-матричной
записи

(4.9)
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ее остаток (называемый ядром этой матрицы) равен удвоенной трехмерной кососим-
метричной матрице ωx, которая имеет вид первой из матриц, указанных после форму-
лы (4.9).

Такая запись кинематических уравнений удобна с точки зрения построения алго-
ритмов численного интегрирования этих уравнений.
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5. Представление кососимметрических операторов с помощью формулы Кэли.
5.1. Трехмерные кососимметрические матрицы, порождаемые формулой Кэли. Рассмот-
рим трехмерную кососимметрическую матрицу , связанную с матрицей c направля-
ющих косинусов формулой Кэли (Гантмахер, [1]):

(5.1)
где матрица  имеет, по-прежнему, вид (2.4).

Обратная связь имеет вид

(5.2)

Найдем кососимметрическую матрицу , определяемую формулой (5.2). Учитывая
соотношения

из (5.1) получим известную формулу Stuelpnagel (1964) [8]:

(5.3)
а также формулу

(5.4)

которая устанавливает связь матрицы  с эйлеровой парой (ϕ, e).
Таким образом, трехмерная кососимметрическая матрица , связанная с матрицей

направляющих косинусов формулой Кэли, имеет вид (5.4). Из этой формулы следует,
что элементами этой матрицы являются координаты si вектора

(5.5)

в то время как элементами трехмерной кососимметрической матрицы , порождае-
мой экспоненциальным представлением матрицы направляющих косинусов, являют-
ся координаты вектора  = ϕ = ϕe (см. формулу (3.6)).

Отметим, что трехмерная кососимметрическая матрица sv, порождаемая формулой
Кэли, и соответствующий ей вектор , как это видно из (5.4) и (5.5), не определены
для угла ϕ = π.

В книге [1] (Гантмахер 1967) указывается, что в общем случае вместо формул (5.1) и
(5.2) (при этом под c и  понимаются ортогональные и кососимметрические операто-
ры любой размерности) можно взять формулы
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ной матрицей c направляющих косинусов углов, и их обобщения с использованием
скалярного параметра.

5.2. Четырехмерные кососимметрические матрицы, порождаемые формулой Кэли.
Рассмотрим теперь связь кватернионной матрицы поворота n, являющейся ортого-
нальной матрицей, имеющей вид матрицы (2.3), с кососимметрической матрицей sq
размерами 4 × 4, имеющей вид матрицы (2.5). В соответствии с формулой Кэли [1] эта
связь имеет вид

(5.8)

Здесь и далее запись вида n{λ} означает, что кватернионная матрица n сопоставляется
(соответствует) кватерниону, записанному в фигурных скобках (в данном случае ква-
терниону поворота λ); e – как и ранее, единичный вектор эйлеровой оси поворота
твердого тела, eξ и ex – его отображения на связанный X и опорный ξ базисы.

Обратная связь матриц n и sq имеет вид

(5.9)

Рассмотрим матрицы

(5.10)

Здесь при записи этих матриц были учтены структура кватернионной матрицы типа n,
определяемая формулой (2.3), и формулы

Используя (5.10) и тригонометрические формулы

находим:

(5.11)

Подставляя последние соотношения в (5.9), получаем выражение для кососиммет-
рической матрицы sq через эйлерову пару (ϕ, e):

или

(5.12)
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двух кватернионных матриц типа n, которое можно рассматривать как формулу сло-
жения двух конечных поворотов, совершаемых вокруг одной и той же оси, направле-
ние которой задается единичным вектором –e, на углы π – ϕ/2 и ϕ/2. В результате сло-
жения таких поворотов получаем результирующий поворот вокруг той же оси на угол,
равный π, которому соответствует кватернионная матрица n{–eq}.

Таким образом, кососимметрическая матрица sq размерами 4 × 4, которая ставится
в соответствие с помощью формулы Кэли (5.9) кватернионной матрице поворота типа n,
имеет вид

(5.13)

Учитывая (5.12), запишем формулу Кэли (5.8) для кватернионной матрицы n в та-
ком виде:

(5.14)

Таким образом, если трехмерная кососимметричная матрица , связанная с матри-
цей направляющих косинусов формулой Кэли, соответствует вектору  = –tg(ϕ/2)e,
то четырехмерная кососимметричная матрица sq, связанная с кватернионной матри-
цей вращения типа n формулой Кэли, соответствует вектору  = –tg(ϕ/4)e. Обратим
внимание на то, что если трехмерная кососимметричная матрица  и соответствую-
щий вектор  не определены для угла ϕ = π, то четырехмерная кососимметричная
матрица sq и соответствующий вектор  не определены для угла ϕ = 2π.

Вместо формул (5.8) и (5.9), устанавливающих взаимно однозначное соответствие
между кватернионной матрицей поворота n и четырехмерной кососимметрической
матрицей (обозначим ее через s*), можно взять другие формулы:

(5.15)

(5.16)
В этом случае четырехмерная кососимметрическая матрица s* будет определяться

формулой
(5.17)

или, в развернутом виде, формулой

(5.18)
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сосимметрической матрице s*, определяемой другой формулой Кэли (5.17), соответ-
ствует вектор  = ctg(ϕ/4)e. При этом, если матрица sq и соответствующий ей вектор

 не определены для угла ϕ = 2π, то матрица s* и соответствующий ей вектор  не
определены для угла ϕ = 0.

Из формул (5.9) и (5.16) следует, что матрицы sq и s* связаны соотношением

5.3. Ассоциированные кватернионы, порождаемые формулой Кэли. Матричной форму-
ле Кэли (5.8) соответствует кватернионная формула

(5.19)
где λ – кватернион поворота (вращения):

а s – ассоциированный кватернион (кватернион, скалярная часть которого равна нулю):

Отметим, что в кватернионной формуле (5.19), в отличие от матричной формулы (5.8),
произведение кватернионных множителей берется в обратном порядке.

Из кватернионного аналога формулы Кэли (5.19) следует формула для ассоцииро-
ванного кватерниона s:

(5.20)
Преобразуем правые части формул (5.19) и (5.20). Получим
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C учетом соотношений

формула для кватерниона s принимает вид
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Можно также показать, что кватернионы (1 + s)–1 и (1 – s), а также (1 – λ) и (1 + λ)–1

в формулах (5.19) и (5.20) коммутативны. Поэтому эти формулы можно записать
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Из соотношения (5.23) следует формула для ассоциированного кватерниона s*:

(5.24)

Преобразуем правые части формул (5.23) и (5.24). Получим

(5.25)

C учетом соотношений

формула для ассоциированного кватерниона s* принимает вид

(5.26)

Таким образом, четырехмерным кососимметрическим матрицам sq и s*, порождае-
мым формулами Кэли, отвечают ассоциированные кватернионы s и s*, определяемые
формулами (5.22) и (5.26).

6. Кинематические уравнения типа Риккати в кососимметрических операторах, порож-
даемых формулами Кэли. 

6.1. Трехмерное матричное кинематическое уравнение типа Риккати. Матричное ки-
нематическое уравнение, использующее в качестве переменной трехмерную кососим-
метрическую матрицу , определяемую формулой Кэли (5.2) или (5.4), можно полу-
чить, дифференцируя по времени соотношение c(E + k) = (E – k), являющееся следстви-
ем (5.1), и учитывая кинематические уравнения Пуассона dc/dt = ωxc = cωξ. Это
уравнение имеет вид уравнения, полученного Stuelpnagel (1964) [8] (см. также Переля-
ев (2009) [31]).

(6.1)

Элементами трехмерной кососимметрической матрицы ωx являются проекции ωi
вектора ω мгновенной угловой скорости твердого тела на связанные с ним координат-
ные оси.

6.2. Кинематические уравнения типа Риккати в четырехмерных кососимметрических
матрицах. Для получения матричного кинематического уравнения, использующего в
качестве переменной четырехмерную кососимметрическую матрицу sq, определяемую
формулой Кэли (5.9), или, в явном виде, формулой (5.13), продифференцируем по
времени соотношение n(E + sq) = E – sq, являющееся следствием (5.8), и учтем мат-

ричное кинематическое уравнение  = nωn в параметрах Эйлера. Получим уравнение

Из второго выражения (5.11) и соотношения (5.12) находим: (E + n)–1 = (1/2)(E + sq).
Поэтому последнее уравнение принимает вид следующего матричного кинематиче-
ского уравнения вращательного движения твердого тела:
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(6.2)

После перемножения матриц в правой части уравнения (6.2), получим матричное
кинематическое уравнение типа Риккати

(6.3)

В этих уравнениях nω – четырехмерная кососимметрическая матрица типа n, сопо-
ставляемая отображению ωx вектора угловой скорости твердого тела на связанные с
ним координатные оси.

Правые части уравнений (6.1) и (6.3) по своей форме совпадают. Однако в кинема-
тическом уравнении (6.3) в четырехмерных кососимметрических матрицах, в отличие
от кинематического уравнения (6.1) в трехмерных кососимметрических матрицах,
вместо коэффициента 2 перед производной  стоит коэффициент 4. Кососимметри-
ческие матрицы четвертого (четного) порядка имеют качественные преимущества пе-
ред трехмерными кососимметрическими матрицами третьего (нечетного) порядка,
указанные во введении, которые делают использование матричного кинематического
уравнения (6.2) или (6.3) более эффективным при проведении аналитических иссле-
дований и при построении высокоточных численных алгоритмов определения ориен-
тации движущихся объектов с помощью бесплатформенной инерциальной навигаци-
онной системы.

Матричное уравнение (6.3) можно записать в более компактном виде. Вводя новую
матричную переменную  = E + sq с элементами  = 1,  = si (i = 1, 2, 3), получим
уравнение

Если новую матричную переменную ввести по-другому:  = E – sq (элементы этой
переменной  = 1,  = –si (i = 1, 2, 3)), то вместо уравнения (6.3) получим уравнение

Для кососимметрической матрицы sq размерами 4 × 4, которой соответствует век-
тор  = tg(ϕ/4)e, вместо уравнений (6.2) и (6.3) будем иметь уравнения

Матричное кинематическое уравнение, использующее в качестве переменной че-
тырехмерную кососимметрическую матрицу s*, определяемую формулой Кэли (5.16),
или, в явном виде, формулой (5.18), получается аналогично и имеет вид, полностью
совпадающий с уравнением (6.2) или (6.3):

Таким образом, полученные матричные кинематические уравнения типа Риккати
ковариантны по отношению к четырехмерным кососимметрическим матрицам sq и s*.
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Матричные кинематические уравнения типа Риккати можно записать в векторно-
матричной записи. Так, уравнение (6.3) в такой записи имеет вид

где матрицы sq, nω и mω приведены после уравнений (6.2) и (4.9).
Такая запись кинематических уравнений удобна для построения алгоритмов чис-

ленного интегрирования этих уравнений.
6.3. Кинематические уравнения типа Риккати в ассоциированных кватернионах. Для

получения кинематических уравнений в порождаемых формулами Кэли ассоцииро-
ванных кватернионах продифференцируем кватернионное соотношение

вытекающее из соотношения (5.19), и подставим в полученный результат дифферен-
цирования производную λ• = (1/2)λ  ωx из кватернионного кинематического уравне-
ния в параметрах Эйлера. Получим после преобразований

(6.4)
Обратный кватернион

Подставляя последнее соотношение в уравнение (6.4), получаем кватернионное ки-
нематическое уравнение твердого тела

(6.5)

В этом уравнении кватернионная переменная

является ассоциированным кватернионом, компонентами которого являются проек-
ции вектора –tg(ϕ/4)e. Компоненты кватерниона ωx = ω1i + ω2j + ω3k – проекции век-
тора угловой скорости твердого тела на оси связанной с ним системы координат X.

Введем новую кватернионную переменную

Тогда уравнение (6.5) примет вид

Выражение в квадратных скобках в правой части этого уравнения

описывает поворот вектора ω в системе координат X на угол, равный ϕ/2.
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Уравнение (6.5) можно также записать в следующем виде

Приведенные формы уравнения (6.5) удобны для построения аналитических реше-
ний кинематических уравнений в частных случаях движения твердого тела и для их
геометрических интерпретаций.

Перемножая кватернионы, стоящие в правой части уравнения (6.5), получаем сле-
дующее кватернионное кинематическое уравнение твердого тела, имеющее вид урав-
нения Риккати:

(6.6)
Кватернионное уравнение (6.6) можно записать в более компактном виде. Вводя

новую кватернионную переменную  = 1 + s с элементами  = 1,  = si (i = 1, 2, 3),
получим уравнение

Если новую кватернионную переменную ввести по-другому:  = 1 – s (элементы
этой переменной  = 1,  = –si (i = 1, 2, 3)), то вместо уравнения (6.6) получим урав-
нение

Используя соотношение перепроектирования

в котором ωξ – отображение вектора угловой скорости твердого тела на опорную (ос-
новную) систему координат ξ, уравнение (6.4) запишем в следующем виде

С учетом соотношений

последнее уравнение примет вид

(6.7)

Это – кватернионное кинематическое уравнение твердого тела, переменная s в ко-
тором является ассоциированным кватернионом, а кватернион ωξ составлен из про-

екций  вектора угловой скорости твердого тела на опорную (основную) систему ко-
ординат ξ.

Перемножая кватернионы, стоящие в правой части уравнения (6.7), получаем сле-
дующее кватернионное кинематическое уравнение типа Риккати:

(6.8)

Получим другие кватернионные кинематические уравнения, в которых перемен-
ной является ассоциированный кватернион s* = ctg(ϕ/4)eq. Из соотношения (5.23)
имеем
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Дифференцируя это соотношение и учитывая кинематические уравнения в пара-
метрах Эйлера

получим после преобразований

(6.9)

Обратный кватернион

Поэтому, учитывая равенства

из уравнений (6.9) получаем следующие кватернионные кинематические уравнения, в
которых переменной является ассоциированный кватернион s*:

(6.10)

(6.11)

где

Перемножая кватернионы, стоящие в правых частях уравнений (6.10) и (6.11), полу-
чаем следующие кватернионные кинематические уравнения типа Риккати:

(6.12)

(6.13)

Из полученных кватернионных кинематических уравнений видно, что они ковари-
антны по отношению к ассоциированным кватернионам s = –tg(ϕ/4)eq и s* = ctg(ϕ/4)eq
(имеют одинаковый вид).

Перейдем от кватернионного кинематического уравнении (6.6) к соответствующе-
му векторному кинематическому уравнению, используя известную формулу кватер-
нионной алгебры: a  b = – a ⋅ b + a × b, где a и b – кватернионы с нулевыми скалярны-
ми частями, центральная точка и символ × – символы скалярного и векторного про-
изведений.

Получим

Двойное векторное произведение s × (ωy × s) = k2ωy – (ωy ⋅ s)s. Поэтому последнее
дифференциальное уравнение примет вид

Обозначим θ = – s = (e1i + e2j + e3k). Тогда полученное выше уравнение примет

вид

(6.14)
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В этом уравнении θ и ωx могут трактоваться как векторы, определенные своими
проекциями в связанной с твердым телом системе координат X, а производная являет-
ся локальной производной, характеризующей изменение вектора θ в связанной систе-
ме координат.

Отметим, что векторы конечных поворотов θ = tg(ϕ/4)e и θ = ctg(ϕ/4)e и соответ-
ствующие им векторные кинематические уравнения рассматривались Пановым (1987,
1995) [10, 11] и Shuster (1993) [13]. Полученное уравнение (6.14) совпадает с векторным
кинематическим уравнением (2.6.30), приведенным в книге Панова [11] (1995, с. 66).
Это векторное уравнение было получено Пановым в 1983 году. Оно было также полу-
чено Schuster (1993, уравнение (338)) [13].

Кватернионное кинематическое уравнение (6.5) или (6.6), а также матричное кине-
матическое уравнение (6.2) или (6.3) в четырехмерных кососимметрических операто-
рах, полученные нами, имеют качественные преимущества перед векторным кинема-
тическим уравнением (6.14) и его матричным аналогом в трехмерных кососимметри-
ческих операторах. Эти преимущества обусловлены качественными преимуществами
кососимметрических операторов четвертого (четного) порядка (ассоциированного
кватерниона и кватернионной кососимметрической матрицы четвертого порядка) пе-
ред кососимметрическими операторами третьего (нечетного) порядка (кососиммет-
рической матрицей третьего порядка и трехмерным вектором). Эти преимущества бы-
ли указаны во введении.

Указанные во введении свойства четырехмерных кососимметрических операторов
позволяют более эффективно строить приближенные аналитические решения кине-
матических уравнений в четырехмерных кососимметрических операторах и их алго-
ритмы численного интегрирования (алгоритмы ориентации) в сравнении с использо-
ванием векторного кинематического уравнения (6.14) и его матричного аналога в
трехмерных кососимметрических операторах.

7. Алгоритмы ориентации в четырехмерных кососимметрических операторах. Вектор-
ное кинематическое уравнение (6.14) использовалось (Панов (1984, 1995) [10, 11]; Со-
мов и др. (2008) [35]; Сомов (2009) [36]; Сомов, Бутырин (2012) [37]; Сомов и др. (2014)
[38]) для построения алгоритмов определения ориентации движущихся объектов с по-
мощью бесплатформенных инерциальных навигационных систем (БИНС) в инерци-
альной системе координат (в том числе для построения алгоритмов определения ори-
ентации спутников), а также для полетной калибровки космического телескопа,
БИНС космического аппарата.

Матричное дифференциальное уравнение Stuelpnagel (6.1) (1964) [8] и эквивалент-
ное ему векторное дифференциальное уравнение Bortz (4.2) (1971) [9] также широко
используются для построения современных алгоритмов определения ориентации дви-
жущихся объектов с помощью БИНС (Savage (1998) [39], Бранец (2009) [40]).

Предложенные нами матричные кинематические уравнения вращательного движе-
ния твердого тела (6.2) и (6.3), в которых в качестве переменной используется четы-
рехмерная кососимметрическая матрица sq, имеют преимущества перед кинематиче-
ским уравнением Stuelpnagel (6.1), в котором в качестве переменной используется
трехмерная кососимметрическая матрица , из-за качественных преимуществ косо-
симметрических матриц четвертого (четного) порядка перед трехмерными кососим-
метрическими матрицами третьего (нечетного) порядка.

Предложенные кватернионные кинематические уравнения (6.5) и (6.6), использую-
щие в качестве переменной ассоциированный кватернион s и соответствующие мат-
ричным уравнениям (6.2) и (6.3), существенно проще векторного кинематического
уравнения Bortz (4.2), поскольку, в отличие от него, они не содержат тригонометриче-
ских функций и операций деления. Поэтому кинематические уравнения (6.2) и (6.3),
а также (6.5) и (6.6) более удобны для построения высокоточных алгоритмов опреде-

v
s
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ления ориентации движущихся объектов с помощью БИНС в сравнении с кинемати-
ческими уравнениями Stuelpnagel и Bortz.

Как уже отмечалось, кватернионные уравнения (6.5) и (6.6) также более удобны для
построения высокоточных алгоритмов БИНС в сравнении с векторным кинематиче-
ским уравнением Панов–Shuster (6.14) из-за их большей компактности и преиму-
ществ четырехмерных кососимметрических операторов перед трехмерными векторами.

Наряду с описанными выше кинематическими уравнениями вращательного движе-
ния твердого тела для решения теоретических и прикладных задач (задач ориентации,
навигации и управления движением различного рода движущихся объектов) широко
используется классическое кватернионное кинематическое уравнение λ• = (1/2)λ  ωx
(Бранец и Шмыглевский (1973, 1992) [33, 34], Челноков (2006) [26]). В этом линейном
кинематическом уравнении переменной служит классический кватернион поворота λ,
имеющий норму, равную единице.

Отметим аддитивное вхождение матрицы угловых скоростей в матричные кинема-
тические уравнения (6.3) (Челноков) и (6.1) (Stuelpnagel), кватерниона угловой скоро-
сти – в кватернионное кинематическое уравнение (6.6) (Челноков), а вектора угловой
скорости – в векторное кинематическое уравнение Bortz (4.2). Поэтому первое при-
ближение решений этих уравнений на шаге интегрирования, построенное методом
последовательного приближения Пикара, есть приращение интеграла на шаге инте-
грирования от вектора абсолютной угловой скорости объекта. Это приращение непо-
средственно измеряется на борту движущегося объекта большинством современных
датчиков угловой скорости. Поэтому эти уравнения более удобны для построения
сверхбыстрых циклов алгоритмов определения ориентации движущегося объекта
(Savage (1998) [39], Бранец (2009) [40]), использующих интегральную первичную ин-
формацию о движении объекта, в сравнении с классическим кватернионным кинема-
тическим уравнением. При этом кватернион ориентации λ вычисляется в быстрых
циклах алгоритмов определения ориентации, использующих в качестве входной ин-
формации результаты вычислений сверхбыстрых циклов этих алгоритмов.

Известно, что компонента  скалярной части и компоненты  (i = 1, 2, 3) вектор-
ной части  кватерниона приращения λ* кватернионной переменной λ, вычисляемые
на шаге интегрирования, отличаются на несколько порядков: величина  близка к
единице, в то время как величины  имеют порядок, равный 10–5 и меньше (в зависи-
мости от вида углового движения объекта и шага интегрирования). Близость компо-
ненты  к единице может приводить к потере точности определения ориентации при
малой ограниченной разрядной сетке бортового вычислителя. Поэтому во многих из-
вестных алгоритмах величины  вычисляются через промежуточные кинематические
параметры ϕi, являющиеся проекциями вектора ϕ = ϕe эйлерова конечного поворота

объекта на связанные с ним координатные оси. Нами величины  предлагается вы-
числять в силу выше указанных причин через другие промежуточные кинематические
параметры si = –tg(ϕ/4)ei, которые являются компонентами ассоциированного ква-
терниона s = –tg(ϕ/4)eq.

Нами были построены новые алгоритмы вычисления кватерниона λ ориентации
движущегося объекта в инерциальной системе координат по интегральной первичной
информации об абсолютной угловой скорости объекта с помощью метода последова-
тельного приближения Пикара. Для построения алгоритмов были использованы фор-
мулы Кэли и предложенное нами кватернионное кинематическое уравнение типа
Риккати (6.6). Алгоритмы построены по общей рекуррентной схеме, имеющей в ква-
тернионной записи следующий вид:

�

λ0* λ*i
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*λ

λ0*
λ*i
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λ*j
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(7.1)

Здесь  – приращения параметров Эйлера λj на шаге интегрирования h = tn – tn – 1.

Приращения  вычисляются через компоненты si ассоциированного кватерниона
s = –tg(ϕ/4)eq по формуле

(7.2)

В свою очередь переменные si находятся по одному из построенных нами алгорит-
мов численного интегрирования (с нулевыми начальными условиями) кватернионно-
го кинематического уравнения типа Риккати (6.6).

Соотношение, связывающее кватернион поворота λ* с ассоциированным кватер-
нионом s, и дифференциальное уравнение (6.6) для кватерниона s гораздо проще со-
отношения, связывающего кватернион поворота λ* с вектором поворота ϕ, и диффе-
ренциального уравнения (4.2) для вектора ϕ (уравнения Bortz).

Приведем два алгоритма из построенных нами алгоритмов вычисления перемен-
ных si.

Одношаговый алгоритм третьего порядка точности

(7.3)

Двухшаговый алгоритм четвертого порядка точности

(7.4)

В этих алгоритмах a, b, c, e – числовые коэффициенты.
Порядок точности алгоритма, например, третий, означает, что накопленная мето-

дическая погрешность алгоритма пропорциональна h3, где h – шаг интегрирования.
Термин “одношаговый” или “двухшаговый”, или “четырехшаговый” алгоритм

означает, что шаг интегрирования равен дискретности или равен удвоенной дискрет-
ности, или равен учетверенной дискретности выдачи интегральной первичной ин-
формации гироскопов.

Нами (совместно с Челноковой) исследованы с помощью математического модели-
рования хорошо известные алгоритмы вычисления ориентации в инерциальной си-
стеме координат (Edwards 1973 [41]; Бранец и Шмыглевский 1973, 1992 [33, 34]; Беса-
раб 1974 [42]; Панов 1995 [11]; Savage 1998 [39]; Челноков 2006 [26]; Бранец 2009 [40]):
метод средней скорости, имеющий второй порядок точности; одношаговые и двухша-
говые алгоритмы третьего порядка точности; двухшаговый алгоритм четвертого по-
рядка точности; четырехшаговый алгоритм четвертого порядка точности, полученный
из алгоритма Панова 6-го порядка точности для вычисления вектора ϕ.

Также исследованы наши новые одношаговые и двухшаговые алгоритмы третьего и
четвертого порядков точности (Челноков и Переляев (2014) [21]; Челноков, Переляев
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и Челнокова (2016) [22]) и алгоритмы (7.1)–(7.3) и (7.1), (7.2), (7.4). Эти алгоритмы по-
строены автором статьи с использованием кватернионного кинематического уравне-
ния типа Риккати (6.6).

В качестве входной информации в алгоритмах используется интегральная инфор-
мация об абсолютной угловой скорости объекта (величины γi). Выходная информация
алгоритмов – параметры Эйлера λj (компоненты кватерниона λ ориентации движуще-
гося объекта в инерциальной системе координат).

Одна из отличительных черт проведенного исследования заключается в изучении
точности (вычислительного дрейфа) алгоритмов ориентации при наличии высокоча-
стотных (имеющих порядок 100 гц или 400 гц) колебаниях основания с учетом частоты
съема первичной интегральной информации 1000 гц или 2000 гц. При моделировании
движения объекта предполагается, что он совершает по каждой из угловых перемен-
ных ψ, ϑ, γ (типа самолетных углов) отдельные гармонические колебания или совер-
шает по каждой из угловых переменных композицию нескольких гармонических ко-
лебаний с разными амплитудами и частотами. Задание таких законов движения объ-
екта позволяет наиболее полно выявить точностные возможности исследуемых
алгоритмов (традиционно при исследовании алгоритмов ориентации движение объ-
екта задается в виде конического движения, т.е. моделируется колебательное движе-
ние объекта по двум, а не трем угловым переменным). Вычисления проводились с
32-х или 64-х разрядной сеткой (последняя использовалась при моделировании алго-
ритмов четвертого порядка точности). Шаг интегрирования h выбирался из интервала
[0.0005 с–0.1 с]. Время движения объекта (интегрирования) – 600 с (10 мин.).

Моделирование проводилось (Челноковой) как для отдельных низкочастотных уг-
ловых гармонических колебаний объекта (частоты колебаний  fψ = fγ = 1 Гц,  fϑ =
= 0.5 Гц) с малыми (ψ+ = 1 град, ϑ+ = 2 град, γ+ = 3 град) и большими (ψ+ = 15 град,
ϑ+ = 5 град, γ+ = 15 град) амплитудами (а также для других вариантов отдельных низ-
кочастотных угловых гармонических колебаний объекта с бόльшими амплитудами и
частотами), так и для композиций высокочастотных и низкочастотных гармониче-
ских колебаний объекта, в частности, для следующих параметров гармоник: первая
высокочастотная гармоника: частоты – fψ = 380 Гц,  fϑ = 400 Гц,  fγ = 420 Гц; амплиту-
ды (одинаковые) – ψ+ = ϑ+ = γ+ = 2.5 угл. сек или ψ+ = ϑ+ = γ+ = 25 угл. сек; вторая
высокочастотная гармоника: частоты – fψ = 60 Гц,  fϑ = 80 Гц,  fγ = 100 Гц; амплитуды –
ψ+ = 1 угл. мин, ϑ+ = 1.5 угл. мин, γ+ = 2 угл. мин или ψ+ = 10 угл. мин, ϑ+ = 15 угл. мин,
γ+ = 20 угл. мин; третья низкочастотная гармоника: частоты –  fψ =  fϑ =  fγ = 1 Гц (одина-
ковые) или  fψ = 1 Гц,  fϑ = 2 Гц,  fγ = 3 Гц; амплитуды – ψ+ = 6 град, ϑ+ = 8 град, γ+ =
= 10 град.

Приведем основные выводы, касающиеся точностных характеристик указанных
алгоритмов ориентации для описанных угловых движений объекта.

1. Из всех рассмотренных алгоритмов наименьшие методические погрешности
имеет наш новый двухшаговый алгоритм четвертого порядка точности (7.4), постро-
енный на основе нового кватернионного дифференциального кинематического урав-
нения типа Риккати (6.5) или (6.6). Этот алгоритм обладает лучшей вычислительной
устойчивостью и имеет простую структуру.

При шаге интегрирования h = 0.01 с его погрешности для моделируемых низкоча-
стотных угловых движений объекта с большими амплитудами составляют 1.29 × 10–5 град,
3.93 × 10–6 град и 1.45 × 10–5 град по переменным ψ, ϑ и γ соответственно, что на 1–2 по-
рядка меньше (для этого же шага интегрирования), чем погрешности всех других рас-
смотренных одно- и двухшаговых алгоритмов. При шаге интегрирования h = 0.001 с
погрешности двухшагового алгоритма (7.4) для этих угловых движений объекта со-
ставляют величины 4.13 × 10–7 град, 1.47 × 10–7 град и 5.40 × 10–7 град по переменным ψ,
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ϑ и γ соответственно, а при шаге интегрирования h = 0.002 с эти погрешности состав-
ляют величины 1.66 × 10–6 град, 5.87 × 10–7 град и 2.16 × 10–6 град соответственно.

2. Из всех рассмотренных одношаговых алгоритмов ориентации наименьшую мето-
дическую погрешность имеет наш новый одношаговый алгоритм третьего порядка
точности (7.3).

3. Хорошо известный и часто используемый четырехшаговый алгоритм 4-го поряд-
ка точности Панова (1995) [11] имеет точность, сопоставимую с точностью нашего но-
вого двухшагового алгоритма четвертого порядка точности (7.4), если фигурирующие
в этом алгоритме трансцендентные функции (синус, косинус, квадратный корень)
вычисляются по высокоточным алгоритмам (реализуемым, например, в стандартных
подпрограммах вычисления этих функций). Однако наш новый двухшаговый алго-
ритм четвертого порядка точности имеет преимущество в смысле объема необходи-
мых вычислений в 1.5–2 раза в силу его большей простоты. Кроме этого, новый двух-
шаговый алгоритм позволяет выполнять определение ориентации с большей частотой
(в сравнении с четырехшаговым алгоритмом) и, следовательно, с большей точностью.

4. Вычислительные дрейфы всех алгоритмов для высокочастотных колебаний объ-
екта с малыми амплитудами (наиболее интересный для практики случай) имеют поря-
док 10–6 град.

5. Наличие высокочастотных составляющих в угловых колебаниях объекта может
приводить к потере вычислительной устойчивости алгоритмов ориентации при невер-
ном выборе шага интегрирования. Так, для второй из рассмотренных композиций вы-
сокочастотных и низкочастотных угловых гармонических колебаний объекта потеря
вычислительной устойчивости алгоритмов ориентации наблюдалась уже при шаге ин-
тегрирования, равном 0.002 с.

Заключение. В статье рассмотрены трехмерные и четырехмерные кососимметриче-
ские операторы, порожденные экспоненциальными представлениями таких ортого-
нальных операторов, как матрица направляющих косинусов углов, кватернионная
матрица вращения и кватернион вращения Гамильтона. Приведены трехмерные век-
торные и матричные кинематические уравнения для вектора вращения Эйлера ϕ = ϕe,
включая векторное уравнение (Bortz) и матричное уравнение (Stuelpnagel). Получены
новые четырехмерные кинематические уравнения в ассоциированных кватернионах и
в кватернионных кососимметрических матрицах, компонентами которых являются
проекции вектора вращения ϕ/2.

Рассмотрено представление трехмерных и четырехмерных кососимметрических
матриц, а также ассоциированных кватернионов с помощью формул Кэли. Показано,
что если трехмерной кососимметрической матрице , связанной с матрицей направ-
ляющих косинусов формулой Кэли, соответствует вектор  = –tg(ϕ/2)e, то четырех-
мерной кососимметрической матрице sq, связанной той или иной формулой Кэли с
кватернионной матрицей поворота типа n, соответствует вектор  = –tg(ϕ/4)e или
вектор  = ctg(ϕ/4)e. Также показано, что четырехмерным кососимметрическим мат-
рицам sq и s*, порождаемым формулами Кэли, отвечают ассоциированные кватернио-
ны sq = –tg(ϕ/4)eq и s* = ctg(ϕ/4)eq.

Рассмотрены кинематические уравнения вращения в кососимметрических опера-
торах типа Риккати: трехмерное матричное кинематическое уравнение, предложенное
Stuelpnagel, и новые четырехмерные матричные кинематические уравнения, предло-
женные нами. В этих уравнениях в качестве переменных используются трехмерная ко-
сосимметрическая матрица и четырехмерные кососимметрические матрицы, определя-
емые формулами Кэли. Кососимметрические матрицы четвертого (четного) порядков
имеют качественные преимущества перед трехмерными кососимметрическими матри-
цами третьего (нечетного) порядков. Это делает использование наших матричных кине-
матических уравнений более эффективным при проведении аналитических исследова-
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ний и при построении высокоточных численных алгоритмов определения ориентации
движущихся объектов с помощью бесплатформенной инерциальной навигационной
системы в сравнении с уравнением Stuelpnagel.

Получены новые различные кватернионные кинематические уравнения вращения
в ассоциированных кватернионах s и s*: уравнения, правые части которых имеют вид
кватернионных произведений трех кватернионов, один из которых (центральный) яв-
ляется кватернионом угловой скорости твердого тела, а также уравнения типа Рикка-
ти. Эти кватернионы s и s* порождаются кватернионными аналогами формул Кэли.
Показано, что полученные кватернионные кинематические уравнения ковариантны
по отношению к ассоциированным кватернионам s и s*. Также показано, как из одно-
го из полученных нами кинематических уравнений в ассоциированных кватернионах
получается векторное кинематическое уравнение Панов–Shuster относительно век-
торной переменной tg(ϕ/4)e. Вектор и ассоциированный кватернион имеют каче-
ственно различные свойства, хотя имеют одинаковое количество ненулевых компо-
нент, равное 3. В кватернионном исчислении, в отличие от векторного исчисления,
операция деления определена (существует), и она легко алгоритмизируется, а опера-
ция умножения обладает свойством ассоциативности. Это делает использование ки-
нематических уравнений в ассоциированных кватернионах в задачах ориентации бо-
лее эффективным, чем использование векторных уравнений.

Нами получены новые алгоритмы вычисления параметров Эйлера. Они построены
с помощью метода последовательного приближения Пикара, использования формул
Кэли и кинематического уравнения типа Риккати в ассоциированных кватернионах.
В алгоритмах используется измеренная на борту движущегося объекта интегральная
первичная информация об абсолютной угловой скорости объекта (квазикоординаты).
Новые, предложенные нами алгоритмы, имеют простую структуру, позволяют опре-
делять инерциальную ориентацию объекта в параметрах Эйлера более точно, чем дру-
гие, рассмотренные известные алгоритмы, и обладают лучшей вычислительной устой-
чивостью.

Развитие исследования. Построенная нами теория может быть обобщена на общее
пространственное движение твердого тела, которое представляет собой композицию
вращательного (углового) и поступательного (орбитального) движений. Это обобще-
ние может быть выполнено с помощью дуальных векторов, дуальных матриц и биква-
тернионов Клиффорда (дуальных кватернионов) (Clifford (1873) [43], Котельников
(1895, 1970, 1950) [44]– [46], Диментберг (1978) [47], Челноков (2006) [8]).

Также, на наш взгляд, перспективно построение и реализация на бортовых ком-
пьютерах новых дуальных алгоритмов ориентации и навигации с использованием но-
вых дуальных матричных и бикватернионных кинематических уравнений. К таким
алгоритмам относятся дуальные алгоритмы вычисления параметров ориентации и ко-
ординат объекта в инерциальной системе координат, а также параметров инерциаль-
ной ориентации и проекций вектора кажущейся скорости объекта на инерциальные и
связанные с объектом координатные оси по информации гироскопов и акселеромет-
ров. Такие дуальные кватернионные уравнения и алгоритмы, построенные с исполь-
зованием дуальных матричных и кватернионных аналогов формул Кэли и принципа
перенесения Котельникова–Штуди, рассматриваются нами в работе [48] (Челноков
2016).

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 22-21-00218.
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Orientation and Kinematics of Rotation: Quaternion and Four-dimensional Skew-symmetric 
Operators, Equations and Algorithms
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This paper derives the theory of three-dimensional and four-dimensional skew-symmetric
rotation operators, generated by exponential representations of orthogonal operators or their
representations using Cayley formulas. The generating orthogonal operators include the di-
rection cosine matrix, the quaternion matrix of Euler parameters, and the Hamilton rotation
quaternion. New matrix and quaternion kinematic equations for the rotation of a rigid body
in four-dimensional skew-symmetric matrices and in quaternions with zero scalar parts (in
associated quaternions) are proposed. It is shown that they are advantageous in comparison
with the known kinematic equations of rotation in three-dimensional skew-symmetric ma-
trices and with the vector kinematic equations. As a topical application of the proposed
equations, the construction of high-precision algorithms for determining the orientation of a
moving object in an inertial coordinate frame using a strapdown inertial navigation system is
considered. Skew-symmetric matrices of the fourth (even) order and associated quaternions
have qualitative advantages over skew-symmetric matrices of the third (odd) order and vec-
tors. This makes the use of our proposed kinematic equations of rotation in orientation and
navigation problems more efficient in comparison with the traditionally used equations in
three-dimensional skew-symmetric operators.

Keywords: three-dimensional and four-dimensional orthogonal and skew-symmetric rota-
tion operators, matrices, vectors, quaternions, exponential representations of orthogonal op-
erators, Cayley formulas, kinematic equations of rotation, orientation algorithms
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Рассматривается симметричное относительно некоторой плоскости небаротропное
вихревое течение идеального газа. С использованием уравнений Эйлера для стацио-
нарных течений установлено, что если давление достигает строгого или нестрогого
локального минимума во внутренней точке течения, расположенной на плоскости
симметрии, и в этой точке течение дозвуковое, а скорость отлична от нуля, то значе-
ние Q-параметра в этой точке должно быть равно нулю. Также установлено, что если
в рассматриваемой точке достигается локальный минимум или максимум давления
не по пространству, а только по плоскости симметрии, то значение Q-параметра
должно быть неположительным. Последнее утверждение оказывается верным как
для дозвуковых, так и для звуковых и сверхзвуковых точек. Результаты могут быть
использованы для верификации численных расчетов течения идеального газа за ото-
шедшим скачком уплотнения при сверхзвуковом обтекании симметричных тел, а
также для проверки численных расчетов обтекания симметричных тел вязким газом
в областях, удаленных от источников завихренности, где влиянием вязкости и теп-
лопроводности можно пренебречь.

Ключевые слова: верификация расчетов, экстремальные свойства давления, уравне-
ния Эйлера, вихревые течения газа, небаротропные течения, течение за отошедшим
скачком уплотнения
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Есть два направления в аэрогидродинамике, в которых второй скалярный инвари-
ант тензора скоростей деформаций (Q-параметр) играет важную роль. Первое направ-
ление – визуализация результатов расчетов с использованием изображения поверхно-
стей уровня Q-параметра. История этой традиции начинается с работы Трусделла [1], в

которой он привел ряд примеров, показывающих, что величина  = ,
где Ω – завихренность, лучше, чем |Ω|, отражает интуитивное представление физиков
о том, насколько сложней завихренное течение по сравнению с движением жидкости
как твердого тела или по сравнению со сдвиговым течением. При этом в своих приме-
рах Трусделл в основном рассматривал случаи ,  и , что равно-
сильно рассмотрению случаев ,  и  соответственно. В результате Тру-
сделл предложил считать  “второй мерой завихренности”. В теоретической аэро-
гидродинамике это предложение до сих пор не принято. Но в теории турбуленции
была потребность дать строгое определение очень сложным областям турбулентных
течений, которые называются “когерентными вихревыми структурами” (“вращающи-
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мися вихревыми воронками”, “eddy-зонами” или “E-зонами”). Исследователи опре-
деляли такие области интуитивно через поле скорости и завихренности. Во многих ра-
ботах предлагались и обосновывались различные критерии, выводы которых в той
или иной степени совпадали с интуитивными представлениями исследователей. Од-
ним из главных “кандидатов” для формального определения E-зоны был Q-критерий
(Q-criteria), согласно которому E-зоны – это области, где Q-параметр превышает не-
которое неотрицательное пороговое значение. Так, например, в [2] предлагались Q-
критерий и критерий минимума давления. Хотя строгое понятие E-зоны до сих пор
отсутствует, в статье [3] Q-критерий был признан наиболее подходящим для обнару-
жения E-зон. С тех пор до настоящего времени используют Q-критерий и изображе-
ние поверхностей уровня параметра Q как один из способов визуализации E-зон. На-
пример, в [4] Q-критерий использовался для анализа экспериментальных данных в
вихревой горелке, в [5] – для представления процесса формирования области турбу-
лентного течения при обтекании острой пластины, в [6] – для валидации пакета про-
грамм путем сравнения численного решения задачи об инжекции струи водорода в
струю воздуха с данными натурного эксперимента. Популярность такого способа ви-
зуализации привела к тому, что в интерфейсы многих программных комплексов и па-
кетов программ (в частности, ANSYS) была заложена возможность представления по-
верхностей уровня Q-параметра по результатам расчетов. Наряду с этим в настоящее
время все еще продолжается поиск (например, [7]) других критериев для обнаружения
E-зон, которые, как показано в [8], совместно с Q-критерием могут давать результаты,
более точно совпадающие с экспериментальными данными о следах, оставленными
смерчами на песке.

В настоящей статье исследование свойств Q-параметра не связано с проблемой ви-
зуализации “когерентных вихревых структур”, а продолжает исследования Роуланда
[9], Гамеля [10], Трусделла [1], Никольского [11] и автора настоящей статьи (напри-
мер, [12, 13]) о принципах максимума давления (далее – ПМД). Эти ПМД предназна-
чены не для визуализации расчета, а для его дополнительной верификации путем про-
верки выполнения этих принципов. Кратко историю этого второго направления аэро-
гидродинамики, в котором Q-параметр играет важную роль, можно представить
следующим образом.

Роуланд [9] и Гамель [10] показали, что в течениях идеальной и вязкой несжимае-
мых жидкостей в области, где давление не постоянно, а параметр , минимум дав-
ления не может достигаться во внутренней точке области (аналогично – для максиму-
ма при ). Позже появился ПМД для сжимаемых баротропных течений (в кото-
рых плотность можно представить функцией одного только давления), предложенный
Трусделлом [1]. В условия этого баротропного принципа максимума также входит
знак Q-параметра, но, кроме того, и знак некоторого выражения, зависящего от вто-
рых производных компонент скорости, что делает этот принцип труднообозримым и
непригодным для проверки численных расчетов, полученных методами первого по-
рядка. Кроме того, ПМД Трусделла оставляет в стороне небаротропные течения.

Интерес к небаротропным течениям объясняется, как минимум, двумя практиче-
скими причинами. Во-первых, небаротропные течения формируются за отошедшим
скачком уплотнения, который возникает при обтекании однородным сверхзвуковым
потоком тел с гладкой выпуклой головной частью или с большим углом наклона в пе-
редней угловой точке, превышающем предельный угол, до которого возможен присо-
единенный скачок. Во-вторых, в некоторых областях, удаленных от источников за-
вихренности, течение вязкого газа с высокой точностью описывается моделью неба-
ротропного идеального газа.

Единственным давно известным принципом максимума давления для небаротроп-
ных течений был ПМД Никольского [11], в условия которого не входят значения
Q-параметра: в области плоского (возможно, небаротропного) дозвукового стационарно-

≤ 0Q

≥ 0Q
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го течения, в которой отсутствуют точки торможения, давление и угол наклона скоро-
сти, если они не постоянны в этой области, не могут достигать экстремальных значений
во внутренней точке области. Примерно через 70 лет в [12] был получен ПМД для не-
закрученных осесимметричных течений: в области незакрученного осесимметричного
(возможно, небаротропного) дозвукового стационарного течения, в которой отсутству-
ют точки торможения, давление, если оно не постоянно в этой области, не может до-
стигать минимального значения во внутренней точке области. (В отличие от ПМД Ни-
кольского, отсутствует упоминание о максимуме давления.)

Недавно в [13] был получен дозвуковой принцип максимума давления для небаро-
тропных течений идеального газа в общем пространственном случае. Было показано,
что в дозвуковой области (возможно, небаротропного) течения оказывается верен
принцип максимума [9, 10] для несжимаемой жидкости (невозможность достижения ми-
нимума и максимума в зависимости от знака и только от знака Q-параметра). Из этого
следуют необходимые условия: во внутренней точке минимума Q-параметр должен
быть неотрицательным, во внутренней точке максимума Q-параметр должен быть не-
положительным. Для проверки расчетов течений за отошедшим скачком уплотнения,
насколько известно автору настоящей статьи, этот новый принцип максимума еще не
использовался. При этом в [13] было предложено использовать проверку выполнения
нового принципа для дополнительной верификации численных расчетов течений вяз-
кого газа в областях, удаленных от источников завихренности (где применима модель
небаротропного идеального газа). Разумеется, что выполнение принципа максимума
еще не означает правильности решения, но его нарушение позволяет “отфильтро-
вать” неправильное решение, как неверное. Этот подход показал свою эффектив-
ность, например, при расчете возмущений, вносимых крупным зданием (в форме па-
раллелепипеда), расположенным вблизи взлетной полосы аэродрома, в боковой ветер
[14], и при вычислении ветровой нагрузки на колесо обозрения [15]. В этих двух рабо-
тах расчеты подвергались дополнительной верификации путем проверки выполнения
ПМД [13]. В результате этого, в [14, 15] приходилось модифицировать и сгущать рас-
четную сетку в некоторых областях течения из-за нарушения принципа максимума на
других сетках и на сетках с более крупными ячейками.

В настоящей статье рассматривается практически важный класс стационарных не-
баротропных течений с плоскостью симметрии. Течения с плоскостью симметрии
возникают, когда скорость невозмущенного набегающего потока лежит в плоскости
симметрии обтекаемого тела. Оказывается, что для точек минимума давления, распо-
ложенных на плоскости симметрии, можно получить утверждение относительно зна-
чений Q-параметра, верное и для сверхзвуковых течений, а для дозвуковых течений
можно предложить более жесткий “фильтр”, чем проверка принципа максимума [13].
Этому посвящена настоящая статья.

Ниже будут рассмотрены два типа экстремумов (минимумов или максимумов) дав-
ления. В обоих типах рассматриваются только точки экстремума давления, лежащие
на плоскости симметрии (в некоторых течениях такие точки экстремума могут отсут-
ствовать). В первом типе в точке достигается строгий или нестрогий экстремум в не-
которой ее пространственной окрестности. Такой экстремум будет называться экс-
тремумом по пространству, а когда в точке достигается строгий или нестрогий экстре-
мум в некоторой ее (двумерной) окрестности на плоскости симметрии – экстремумом
по плоскости симметрии. Такой экстремум может не быть экстремумом по простран-
ству.

1. Основные обозначения и уравнения движения. Ниже, следуя [16], газ, в котором от-
сутствуют вязкость и теплопроводность будем называть идеальным, а газ, в котором
выполняется уравнение Менделеева–Клапейрона – совершенным. Стационарное те-
чение идеального совершенного газа с постоянными теплоемкостями  и  описы-
вается следующей системой уравнений [16]:

pc c
v
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

где ρ – плотность, p – давление, V – скорость, ,  – завихренность,
.

Будем рассматривать пространственные течения с плоскостью симметрии. В таких
течениях могут быть дозвуковые и сверхзвуковые зоны. Также возможно наличие то-
чек торможения (например, передняя точка торможения на обтекаемом теле). Допу-
стим, что на плоскости симметрии есть точка A, в которой давление достигает (строго-
го или нестрогого) локального минимума по пространству, и в некоторой простран-
ственной окрестности G точки A течение дозвуковое и отсутствуют точки торможения:

(1.4)

Расположим прямоугольную декартову систему координат  так, чтобы плос-
кость  совпала с плоскостью симметрии течения, а положительное направление
оси x совпало с направлением скорости газа в точке A (при этом начало координат на
плоскости симметрии можно выбрать произвольно). Предположим, что компоненты
скорости, плотность и давление имеют в G непрерывные вторые производные. Как

обычно, обозначим  –  –  – , где  – компоненты век-
тора скорости.

Сформулированные выше требования подразумевают, что точка  расположена
внутри течения (в частности, не на поверхности обтекаемого тела) и не может быть
расположена на скачке уплотнения или на тангенциальном разрыве.

Предположим, что . Тогда в силу непрерывности это строгое неравенство
сохранится в некоторой области , содержащей точку A. Однако, как показано в
[13], при принятых выше уравнениях движения и при предположении (1.4) в такой
(трехмерной) области, в которой всюду , отсутствуют внутренние точки миниму-
ма давления (имеется в виду минимум по пространству). То есть неравенство 
невозможно. Поэтому

(1.5)
2. Значение Q-параметра в точке А. Обозначим  – единичный вектор, касатель-

ный к линиям тока. Как замечено в [17], поскольку (V · ∇)V = V(e · ∇)(Ve) = eV(e · ∇)V +

+ V2(e · ∇)e, уравнение Эйлера (1.2) можно записать в виде:  =
= –(∇p)/ρ. В точке минимума давления  и в точке A последнее уравнение упро-
щается:

(2.1)

Из известного векторного тождества  следует, что
. Поэтому (2.1) равносильно

(2.2)

Левая и правая части (2.2) ортогональны друг другу, и, следовательно, они обе равны
нулю. Учитывая, что , имеем

(2.3)

В общем пространственном случае из второго равенства не следует, что .
Однако на плоскости симметрии течения (где расположена точка A) векторы e и 

( )ρ =div 0V
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ортогональны. Поэтому из (2.3) следует, что в точке A . Воспользуемся этим
при вычислении завихренности в точке A:

Первое уравнение (2.3) можно записать как равенство нулю скалярного произведения
. Это значит, что векторы e и  ортогональны, из чего в свою очередь сле-

дует, что  =  =  =  = . Чтобы найти квадрат завих-

ренности вычислим компоненты вектора . Система координат выбрана

так, что в точке A , , . Поэтому  =

=  = . Аналогично  =  и  =

= . Поэтому  =  =  +  +  = . Подстав-

ляя это выражение для  в формулу для Q-параметра, получаем

(2.4)

В итоге, с учетом (1.5), которое верно в силу (1.4), приходим к первому основному ре-
зультату: Q(A) = 0. То есть если во внутренней точке стационарного дозвукового тече-
ния, скорость в которой отлична от нуля и которая расположена на плоскости сим-
метрии течения, достигается локальный минимум давления по пространству, то значение
Q-параметра в этой точке равно нулю.

В приведенном доказательстве размер пространственной окрестности G, в которой
скорость должна отличаться от нуля и быть дозвуковой (условие (1.4)), не имеет значе-
ния и может быть сколь угодно мал. Поэтому достаточно потребовать выполнения (1.4)
в самой точке A, и тогда в силу непрерывности (для внутренней точки течения) най-
дется окрестность G, в которой условие также будет выполнено. Другими словами,
при верификации расчетов существование окрестности G можно не проверять, если
только условия (1.4) выполнены в точке A. Если же точка A лежит на разрыве, то усло-
вия гладкости, сформулированные в первом разделе будут нарушены в любой окрест-
ности этой точки и полученное выше равенство Q(A) = 0 будет не обосновано (как и
неравенство (1.5)).

3. Случай экстремума по плоскости симметрии. Возможна ситуация, при которой
точка A не является точкой экстремума (т.е. не является точкой минимума или макси-
мума) давления в своей малой пространственной окрестности. Но при этом является
точкой строгого или нестрогого экстремума в некоторой плоской окрестности, лежа-
щей на плоскости симметрии (экстремум по плоскости симметрии). В этом случае не-
равенство (1.5) использовать нельзя. Однако поскольку на плоскости симметрии по-
перечная производная давления всегда равна нулю, в точке экстремума по плоскости
верно равенство , на котором основано доказательство второго раздела. Кроме
того, при выводе формулы (2.4) использовалось не двойное неравенство (1.4), а только
его левая часть (0 < M) (правая часть использовалась после получения формулы (2.4)
для обоснования неравенства (1.5)). Поэтому доказательство неравенства (2.4) можно
повторить, и оно остается в силе и для звуковых, и для сверхзвуковых точек. В резуль-
тате имеем второй основной результат. Независимо от того, является ли точка A
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(внутренняя точка течения, скорость в которой отлична от нуля), лежащая на плоско-
сти симметрии стационарного течения, точкой локального экстремума давления по про-
странству, если только она есть точка локального экстремума давления по плоскости
симметрии, то .

4. Применение для верификации расчетов. При использовании полученных результа-
тов для проверки расчетов течений, которые описываются системой (1.1)–(1.3), пред-
лагается придерживаться следующей последовательности действий. Сначала следует
найти точку минимума или максимума давления (если она есть) по плоскости симмет-
рии, т.е. такую лежащую на плоскости симметрии точку A, в плоской окрестности ко-
торой (также лежащей на плоскости симметрии)  или . В такой точке
должно быть  (нарушение этого неравенства будет означать ошибочность рас-
чета). Если, более того, точка A окажется точкой локального минимума давления по
пространству (т.е. если неравенство  выполняется в некоторой трехмерной
окрестности точки A), и в ней верно двойное неравенство (1.4), то должно выполнять-
ся более сильное условие . Однако при выполнении этой последовательности
действий следует учитывать некоторые моменты.

Во-первых, точка A должна быть внутренней точкой течения. В частности, должны
быть исключены из рассмотрения точки экстремума давления, лежащие на поверхно-
сти обтекаемого тела.

Во-вторых, скорость в точке A должна быть отлична от нуля (она может быть дозву-
ковой, звуковой или сверхзвуковой), а сама точка должна лежать в области гладких
параметров течения (в частности, должны быть исключены из рассмотрения точки,
лежащие на скачке и на тангенциальном разрыве).

Только при выполнении этих условий можно утверждать, что в верном расчете в
точке экстремума давления по плоскости симметрии должно выполняться неравен-
ство . (Если же, кроме того, точка A есть точка минимума давления по про-
странству, и скорость в ней дозвуковая, то должно быть Q(A) = 0.)

5. Обсуждение. Как следует из ПМД [11, 12], в плоскопараллельном и в незакручен-
ном осесимметричном течениях минимум давления не может достигаться в точке,
скорость в которой отлична от нуля. Условие отличия от нуля скорости в точке мини-
мума в этих принципах максимума неустранимо, поскольку есть пример точного ре-
шения для идеальной жидкости (сферический вихрь Хилла), свойства такой жидкости
при малых значениях числа Маха качественно идентичны свойствам идеального газа.
В этом примере есть внутренняя точка торможения, в которой давление минимально
(подробнее см. [12]). Плоскопараллельные и незакрученные осесимметричные тече-
ния – суть простейшие примеры рассматриваемых в настоящей статье течений с плос-
костью симметрии. В этих примерах экстремум по пространству и экстремум по плос-
кости симметрии эквивалентны. Поэтому при обнаружении в численных расчетах та-
ких течений минимума в точке, скорость в которой отлична от нуля, можно сразу
говорить об ошибочности решения (не применяя полученных в настоящей статье
утверждений). Если же в расчете незакрученного осесимметричного течения обнару-
живается максимум в точке, скорость в которой отлична от нуля, то следует проверить
полученное выше условие . В [12] точки максимума давления не рассматрива-
лись, поэтому полученный выше результат усиливает ПМД [12] (для незакрученных
осесимметричных течений).

В отличие от ПМД [11, 12] (где рассматривались только точки максимума давле-
ния), в настоящей статье, как и в [13], не исключаются из рассмотрения точки мини-
мума давления по пространству, скорость в которых отлична от нуля. Если в общем
пространственном случае примером может служить закрученное осесимметричное те-
чение с постоянной осевой скоростью (на оси достигается нестрогий минимум давле-
ния), то автору настоящей статьи не удалось найти аналогичный пример для миниму-
ма давления на плоскости симметрии. Поэтому вопрос остается открытым. Нужно

≤( ) 0Q A

≥ ( )p p A ≤ ( )p p A
≤( ) 0Q A

≥ ( )p p A

=( ) 0Q A

≤( ) 0Q A

≤( ) 0Q A
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или найти новый ПМД, который исключает достижение минимума давления в такой
точке, расположенной на плоскости симметрии, в которой , или привести при-
мер течения, в котором минимум давления достигается в такой точке. Это представля-
ет собой отдельную содержательную задачу, выходящую за рамки настоящей статьи.
Если будет найден упомянутый ПМД, то наличие в численном решении минимума по
пространству на плоскости симметрии в точке A, в которой , сразу будет озна-
чать ошибочность решения, независимо от значения Q(A). А пока такой ПМД не най-
ден, нельзя исключать возможность достижения минимума давления на плоскости
симметрии в точке, в которой , и поэтому обнаружение такой точки в численном
решении будет означать ошибочность расчета только при нарушении полученного в
настоящей статье условия Q(A) = 0.

Что касается условий расположения точек экстремума давления на скачках и по-
верхностях тел, то эти вопросы также представляют собой сложные задачи, выходя-
щие за рамки статьи. Однако можно указать несколько свойств для точек экстремума,
лежащих на поверхности обтекаемого тела. А именно. Если точка A экстремума давле-
ния лежит на гладком участке поверхности тела, то условие экстремума для внутрен-
них точек  заменяется на два условия: производная давления по касательному
к поверхности направлению в этой точке должна быть равна нулю, а нормальная к по-
верхности производная должна быть неотрицательна в случае минимума и неположи-
тельна в случае максимума. Если в этой точке , то в силу условия непротекания
вектор e = V/V направлен по касательной к поверхности. Поэтому из уравнения

 +  =  (оно получено в начале второго раздела) следует, что
в точке экстремума производная модуля скорости V по касательному к поверхности
тела направлению должна быть равна нулю, а поверхность должна быть выпуклой в
сторону течения в случае минимума и вогнутой в случае максимума. Если эти условия
на численном решении не выполняются, то решение ошибочно.

Заключение. Получены два необходимых условия, которые должны выполняться в
точке локального экстремума давления, расположенной на плоскости симметрии ста-
ционарного небаротропного течения идеального газа. Если рассматривать экстремум
давления по плоскости симметрии (независимо от того, является ли он экстремумом
по пространству), то, если скорость газа в этой точке отлична от нуля, значение Q-па-
раметра должно быть равно нулю или меньше нуля. Это утверждение есть первый из
известных принципов максимума, охватывающий трансзвуковые и сверхзвуковые те-
чения.

Если же в точке, лежащей на плоскости симметрии, достигается локальный мини-
мум по пространству, а не только по плоскости симметрии, то, если скорость газа в
этой точке отлична от нуля и меньше местной скорости звука, значение Q-параметра
должно быть равно нулю.

Предлагается использовать эти свойства для проверки численных расчетов течений
с плоскостью симметрии. Для этого в четвертом разделе приведена “инструкция” по
верификации расчетов путем проверки обнаруженных принципов максимума, не тре-
бующая знакомства с остальным текстом.
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On the Value of the Q Criteria at the Point of Minimum Pressure 
on the Plane of Symmetry of Non-Barotropic Flow
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Non-barotropic vortex f low of an ideal gas symmetric with respect to some plane is consid-
ered. Using the Euler equations for stationary f lows, it is established that if the pressure
reaches a strict or nonstrict local minimum at an internal point of the f low located on the
plane of symmetry, and at this point the f low is subsonic, and the velocity is different from
zero, then the value of the Q criteria at this point should be equal to zero. It was also found
that if at the considered point a local pressure minimum or maximum is reached not in
space, but only in the plane of symmetry, then the value of the Q criteria should not be posi-
tive. The last statement turns out to be true both for subsonic and for sonic and supersonic
points. The results can be used to verify numerical calculations of an ideal gas f low behind a
detached shock wave in a supersonic f low around symmetric bodies, as well as to verify nu-
merical calculations of a viscous gas f low around symmetric bodies in regions remote from
sources of vorticity, where the influence of viscosity and thermal conductivity can be ne-
glected.

Keywords: verification of calculations, extreme properties of pressure, Euler equations, vortex
gas f lows, non-barotropic f lows, f low behind a detached shock wave
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Исследуется устойчивость адвективного течения в плоском горизонтальном слое не-
сжимаемой жидкости с твердыми границами. На верхней границе слоя задано линей-
ное распределение температуры, нижняя граница теплоизолированная. Плоскопарал-
лельное течение, возникшее под действием горизонтальной конвекции, описывается
аналитически в виде точного решения уравнений Навье–Стокса в приближении Бус-
синеска. В рамках линейной теории исследуется устойчивость адвективного течения
на нормальные возмущения при различных значениях числа Прандтля. Определяются
наиболее опасные моды, строятся нейтральные кривые. В рамках нелинейной поста-
новки задачи изучается структура конечно-амплитудных возмущений в надкритиче-
ской области вблизи минимумов нейтральных кривых.

Ключевые слова: горизонтальная конвекция, адвективные течения, точное решение,
нормальные возмущения, устойчивость, конечно-амплитудные возмущения
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Адвективное течение возникает в плоском горизонтальном слое несжимаемой жид-
кости при наличии продольного градиента температуры [1]. В ситуации, когда темпе-
ратура на одной или обеих его горизонтальных границах является линейной функцией
( , где  – продольная координата,  – постоянный горизонтальный темпера-
турный градиент на границах слоя), течение описывается аналитическим выражени-
ем, которое является точным решением уравнений Навье–Стокса [2, 3]. Если обе гра-
ницы твердые, на которых задано условие прилипания, то возникает течение Остро-
умова–Бириха [4]. Устойчивость такого течения исследована в [5]. В обзоре [3] описан
класс подобных аналитических решений, обзор устойчивости различных адвектив-
ных, описанных таким образом течений, представлен в [6].

В последние годы появилось аналитическое описание адвективных термокапилляр-
ных течений в условиях невесомости [7, 8], представлены точные решения уравнений
Навье–Стокса, описывающие плоскопараллельное адвективное течение в горизонталь-
ном слое несжимающейся жидкости с твердыми границами, на которых задано линей-
ное распределение температуры разных знаков, либо линейный горизонтальный темпе-
ратурный градиент [9], с внутренним линейным источником тепла [10], при наличии
условия проскальзывания Навье [11], при наличии акустической волны [12–14], ис-
следована устойчивость адвективного течения феррожидкости [15]. Сформулирован

=T Ax x A

УДК 532.517.2

EDN: NXHJGO
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новый класс точных решений уравнений Навье–Стокса, описывающих адвективные
течения, когда температура на границах слоя распределяется по квадратичному зако-
ну. Задача сводится к решению нелинейной системы нестационарных одномерных
уравнений [16–18]. В работе [19] был учтен слабый наклон слоя и в качестве жидкости
была рассмотрена бинарная молекулярная смесь с положительной термодиффузией.
В этой задаче тоже имеется точное аналитическое решение, в предельном случае вы-
рождающееся в классическое плоскопараллельное движение Остроумова–Бириха.
В этой работе было показано, что реализующееся течение переносит примесь в один
угол и в результате данная система может использоваться как сепаратор для жидких
молекулярных смесей.

Адвективное течение в горизонтальном слое жидкости с обеими теплоизолирован-
ными границами описано аналитически в [19]. В этом случае кубический профиль
скорости остается неизменным, а в профиле температуры отсутствуют зоны потенци-
ально неустойчивой стратификации, тем самым исключаются моды неустойчивости
рэлеевской природы. Линейный анализ устойчивости, проведенный в [20], показал,
что опасные гидродинамические моды возникают при малых числах Прандтля (Pr) от
0.015 до 0.27. Имеется немало работ по исследованию подобных течений при наличии
однородного продольного градиента температуры численно и аналитически как в дву-
мерной постановке [21–24], так и в трехмерной [25, 26], а также опубликованы экспе-
риментальные работы [27, 28].

Влияние вращения на адвективное течение в плоском слое жидкости при числе
Прандтля (Pr) равного 0.1 с твердыми границами с одной нижней теплоизолирован-
ной границей исследовалось в [29], где было выявлено несколько наиболее опасных
мод неустойчивости. Это побудило к изучению влияния Pr на устойчивость адвектив-
ного течения в горизонтальном слое жидкости при теплоизолированной нижней гра-
нице при отсутствии вращения.

1. Математическая модель. Рассмотрим бесконечный горизонтальный слой несжи-
маемой жидкости шириной  с твердыми границами, помещенный в однородное по-
ле тяжести. Движение жидкости описывается уравнениями конвекции в приближе-
нии Буссинеска [1] в декартовой системе координат  (  – вертикальная, ,  –
горизонтальные координаты). Выбрав в качестве единиц измерения длины, времени,

скорости, температуры и давления , , , ,  (где  – кинематиче-
ская вязкость,  – коэффициент теплового расширения,  – ускорение свободного
падения,  – средняя плотность) получим исходные уравнения в безразмерном виде

(1.1)
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Здесь , ,  – компоненты вектора скорости v,  – температура и  – давление, зави-
сящие от времени  и пространственных координат , , ; Gr – число Грасгофа,  – ко-

эффициент температуропроводности, оператор Лапласа  +  + .
Граничные условия в безразмерном виде имеют вид:

(1.2)

Течение замкнутое:

(1.3)

Краевая задача (1.1)–(1.3) имеет аналитическое решение [24]:

(1.4)

Скорость имеет антисимметричный кубический профиль и совпадает с [4] для твер-
дых границ, профиль температуры не обладают симметрией.

2. Линейная теория. Для исследования устойчивости адвективного течения (1.4)
применяется метод малых возмущений [5]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Здесь V, , P ′ – малые возмущения вектора скорости, температуры и давления.
В рамках линейной теории устойчивости в уравнениях (2.2)–(2.4) пренебрегаем малы-
ми квадратичными по возмущениям V и  слагаемыми. Полученная система линей-
ных уравнений имеет решения в виде нормальных возмущений, пропорциональных

, где , – декремент, определяющий временной ход воз-
мущений. Вещественные коэффициенты  и  – это компоненты волнового вектора
вдоль осей  и . Следуя [1, 5], изучаются два хорошо известных [12] предельных
случая. Это плоские периодические возмущения в виде валов с осью, параллельной
оси  и пространственные спиральные периодические по y возмущения в виде валов
с осью, перпендикулярной к оси .

Случай плоских возмущений. Уравнения возмущений выводятся из линеаризованной
системы (2.2)–(2.4) в предположении, что производная по  от всех функций равна
нулю ( ). Возмущения скорости и температуры являются функциями времени 
и двух пространственных координат  и . Численным методом, описанном в [29–31],
решается начально-краевая задача для системы линейных уравнений в частных про-
изводных по времени  и переменной .
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Расчеты показали, что аналогично [20, 22] только при малых значениях числа
Прандтля ( ) возникает опасная колебательная гидродинамическая мода.
Волновое число  убывает при  (рис. 1а) и принимает минимальное зна-
чение  при , а затем оно монотонно возрастает с ростом числа
Прандтля. Критическое число Грасгофа ( ) возрастает при всех значениях Pr (рис. 1б).
На рис. 1в представлены характерные нейтральные кривые при 1 – , 2 –

 и 3 – .
Случай спиральных возмущений. Уравнения спиральных возмущений выводятся из

системы (2.2)–(2.4) в предположении, что производные в ней по  от всех функций
равны нулю ( ). Имеются три компоненты вектора возмущения скорости, а так-
же возмущения температуры, которые являются функциями времени  и двух про-
странственных переменных , . Полученная начально-краевая задача решается по
вычислительной схеме аналогично случаю плоских возмущений.

Расчеты показали, что в отличие от плоских возмущений при малых значениях чис-
ла Прандтля возникает опасная монотонная гидродинамическая мода. С ростом Pr
волновое число  уменьшается (рис. 2а), критическое число Грасгофа уменьшается
от 57243.4 до 8182.7 при  (рис.2б), то есть происходит дестабилизация ад-
вективного течения на данном интервале. При   достигает минимального
значения, затем оно монотонно возрастает с ростом числа Прандтля, течение стано-
вится более устойчивым. В качестве примера на рис. 2в представлены нейтральные
кривые при 1 – , 2 –  и 3 – .

3. Конечно-амплитудные возмущения. Возмущения конечной амплитуды в надкри-
тической области исследуются на основе нелинейной системы уравнений (2.2)–(2.4).

Случай плоских возмущений. Для плоских периодических по  возмущений система
имеет вид

(3.1)

(3.2)
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(3.3)

(3.4)

где  – длина волны возмущений, оператор Лапласа  + , ,
,  – конечно-амплитудные возмущения функции тока (U = –∂ψ/∂z,

W = ∂ψ/∂x), вихря скорости (ϕ = ∂U/∂z – ∂W/∂x = –Δψ) и температуры.
Нелинейная задача (3.1)–(3.4) решалась численно методом сеток [31]. В рамках

двухполевого метода [33] использовалась явная конечно-разностная схема. Уравнение
Пуассона для функции тока решалась методом последовательной верхней релакса-
ции. Основные расчеты проводились на сетке 101 × 200, они подтвердили критиче-
ские значения числа Грасгофа, найденные в линейной теории. Было выявлено два ти-
па конечно-амплитудных возмущений. При малых значениях числа Прандтля в диа-
пазоне  вдоль слоя образуется пара чередующихся теплых и холодных
пятен. На рис. 3а представлены изотермы возмущения температуры при , для

 выше критического, . В силу теплоизоляции нижней границы слоя
жидкости тепловые пятна имеют форму близкую к полуокружности. Соответственно
возникает цепочка вихрей, попарно вращающихся по часовой и против часовой
стрелки (рис. 3б). Центры вихрей расположены в середине слоя вблизи центров теп-
лого и холодного пятна. Несмотря на наличие линейного распределения температуры
на верхней границе, при  структура конечно-амплитудных возмущений ско-
рости для плоских возмущений практически совпала с результатами работы [22], где
обе горизонтальные границы слоя жидкости теплоизолированные. Это свидетельству-
ет о превалирующем влиянии температурной стратификации в центре слоя жидкости
на конечно-амплитудные возмущения скорости и слабом влиянии изменения гранич-
ных условий (3.3).

При значениях  имеется пара теплых и холодных пятен эллиптической
формы, движущихся вдоль слоя, например, как на рис. 4а при , для 
выше критического и . Формируется четверка вихрей, попарно локализован-
ных вблизи верхней и нижней границы, движущихся в том же направлении вдоль
слоя, что и конечно-амплитудные возмущения температуры (рис. 4б).

Случай спиральных возмущений. Для пространственных периодических по  возму-
щений система принимает вид
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(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

где оператор Лапласа  + . Имеются все три компоненты возмущений
скорости, которые зависят от времени  и двух пространственных координат  и .

 – конечно-амплитудные возмущения функции тока , ,
описывающие проекцию возмущений скорости на плоскость ,  – конечно-
амплитудные возмущения первой компоненты скорости, описывающие проекцию воз-
мущений скорости на плоскость  или , ,  – конечно-амплитуд-
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ные возмущения вихря скорости (  = ∂V/∂z – ∂W/∂y = –ΔΨ) и температуры. Этот под-
ход использовался ранее во многих работах, например [12, 30].

Нелинейная задача (3.5)–(3.8) решалась численно методом сеток [31]. Основные
расчеты проводились на сетке 101 × 200. Расчеты показали, что при всех рассматрива-
емых значениях числа Прандтля в областях с неустойчивой температурной стратифи-
кацией возникает система бегущих винтообразных вихрей.

На рис. 5 представлены изотермы конечно-амплитудных возмущений температуры
, изолинии возмущений функции тока  и компоненты скорости
 при  для числа Грасгофа  выше критического, .

В середине вдоль слоя движется пара теплых и холодных пятен (рис. 5а). Проекция
движения, описанная функцией возмущения функции тока вблизи порога устойчиво-
сти, представляет собой движущуюся вдоль оси  цепочку вращающихся в противо-
положных направлениях вихрей, занимающих весь слой (рис. 5б). Одновременно x-ая
компонента возмущения скорости, описывает в центре слоя вращающиеся то против,
то по часовой стрелке движущихся вдоль оси  вихрей в плоскости . Центры вих-
рей расположены вблизи центров теплого и холодного пятна. Таким образом, в центре
слоя формируется трехмерное вихревое движение, вблизи же верхней и нижней гра-
ницы слоя имеются цепочки движущихся вдоль оси  слабых вихрей, вращающихся
в плоскости  (рис. 5в).

Заключение. Представлено точное решение уравнений Навье–Стокса, записанное в
приближении Обербека–Буссинеска и описывающее адвективное течение несжимае-
мой жидкости в горизонтальном слое с твердыми границами, условием теплоизоляции
на нижней границе и линейным распределением температуры на верхней границе.
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В рамках линейной теории устойчивости показано, что на всем рассматриваемом
диапазоне числа Прандтля при числах Грасгофа выше критических для плоских воз-
мущений развивается колебательная неустойчивость, а для спиральных возмущений
монотонная. С ростом числа Прандтля адвективное течение становится более устой-
чивым на плоские возмущения. Минимальное критическое число Грасгофа для спи-
ральных возмущений равное 8182.7 достигается при . Плоские возмущения
являются опаснее спиральных возмущений.

Поведение конечно-амплитудных возмущений, возникающих в слое жидкости при
значениях числа Грасгофа выше критического, исследовано конечно-разностным ме-
тодом сеток на основе нелинейной задачи. За порогом устойчивости возникают неста-
ционарные периодические конечно-амплитудные возмущения скорости и температу-
ры в виде системы вихрей и температурных пятен различной конфигурации.
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Stability of Advective Flow in a Horizontal Fluid Layer Insulated
from below with Solid Boundaries

K. G. Shvartsa,# and Yu. A. Shvartsa,##

aPerm State University, Perm, Russia
#e-mail: kosch@psu.ru

##e-mail: jul-schwarz@psu.ru

The stability of advective f low in a f lat horizontal layer of incompressible f luid with solid
boundaries is investigated. The linear temperature distribution is specified on the upper
boundary of the layer and the lower boundary is heat-insulated. The plane-parallel f low,
which has arisen under the action of horizontal convection, is described analytically in the
form of an exact solution of the Navier-Stokes equations in the Boussinesq approximation.
Within the framework of the linear theory, the stability of advective f low with respect to
small normal perturbations is investigated for different values of Prandtl number. The most
dangerous modes are determined and neutral curves are constructed. In the framework of
nonlinear formulation of the problem, the structure of finite-amplitude perturbations in the
supercritical region near the minima of neutral curves is studied.

Keywords: horizontal convection, advective f lows, exact solution, normal perturbations, sta-
bility, finite-amplitude perturbations
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В асимптотических расчетах второго порядка малости по малой безразмерной амплитуде
осцилляций капель естественного происхождения в материальной среде во внутриоблач-
ном или приземном электрическом поле показывается, что среди прочих мод возбужда-
ются нулевая и первая моды осцилляций капли, не имеющие места в расчетах первого по-
рядка малости. Рассчитывается интенсивность акустического излучения от них. Расчеты
проводятся на модели идеальной несжимаемой электропроводной жидкости. 
Показано, что интенсивность монопольного акустического излучения от капли на
шесть порядков более интенсивно, чем дипольного. Интенсивность монопольного
излучения в используемом квадратичном по безразмерной амплитуде осцилляций
приближении не зависит от радиуса капли и напряженности внешнего электроста-
тического поля, интенсивность дипольного излучения от радиуса капли зависит су-
щественно. Зависимость от напряженности внешнего электростатического поля по-
является лишь в третьем порядке малости. Акустическое излучение от осциллирую-
щих дождевых капель идет в слышимом диапазоне частот, а от облачных капель и
капель тумана – в ультразвуком диапазоне. Временная зависимость акустического
излучения как монопольного так и дипольного от капли при начальном возбуждении
конечного отрезка сплошного спектра мод имеет вид биений.

Ключевые слова: нелинейно осциллирующая капля, электростатическое поле, моно-
польное и дипольное акустические излучения
DOI: 10.31857/S0032823522060066

Известно [1–3], что осциллирующий конечный объем жидкости будет излучать
акустические волны. Сказанное относится и к жидко-капельным аэрозолям есте-
ственного происхождения: туманам, облакам, дождям. В связи с изучением таких гео-
физических объектов [4–6] представляется актуальным провести исследование зави-
симости интенсивности акустического излучения от такого аэрозоля и его частоты от
номера осциллирующей моды, и физико-химических характеристик среды.

При расчетах в первом порядке приближений по безразмерной амплитуде осцилля-
ций центрально симметричная (нулевая) и трансляционная (первая) моды выпадают
из рассмотрения в силу необходимости сохранения объема капли и неподвижности ее
центра масс [2]. Нулевая и первая моды появляются в спектре возбужденных мод

УДК 532.59: 534.2: 537.2

EDN: DDVBDN
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только в асимптотических расчетах более высоких порядков малости, чем первый,
причем, трансляционная мода возбуждается лишь тогда, когда в спектре изначально
возбужденных мод имеются две или больше с последовательными номерами [7].
Представляется интересным сравнить между собой интенсивности и частоты моно-
польного и дипольного излучений, а также сравнить их с общей интенсивностью аку-
стического излучения, получаемого в линейных расчетах.

1. Физическая постановка задачи. Все исследование проведем на простейшем при-
мере неподвижной слабо заряженной сферической капли идеальной несжимаемой
идеально проводящей жидкости радиуса , осциллирующей во внешнем однородном
электростатическом поле напряженностью . Обозначим плотность жидкости , а
коэффициент поверхностного натяжения границы раздела сред – . Внешнюю среду
примем идеальной сжимаемой с диэлектрической проницаемостью  и плотностью ,
в которой звук распространяется со скоростью . В дальнейших рассуждениях малым
зарядом капли будем пренебрегать (он нужен только для того чтобы обеспечить непо-
движность капли).

Согласно экспериментальным данным [8] капля, помещенная в электрическое по-
ле, вытягивается в сфероид, ориентированный осью симметрии z в направлении на-
пряженности электрического поля . Полагая центр масс капли неподвижным, най-

дем, что в вакууме [9] , где  – эксцентриситет капли, а  – без-
размерный параметр Тейлора, характеризующий устойчивость капли по отношению к
индуцированному заряду [8]. Так как сфероидальность равновесной формы капли
определяется наличием внешнего электростатического поля, будем считать .

В настоящей задаче, чтобы избежать рассмотрения нескольких крайних ситуаций,
напряженность поля примем равной  СГСЭ, которая может реализоваться и
в приземном слое и внутри облака. Размеры капель в туманах, облаках и в дожде изме-
няются от единиц микрон до долей миллиметра. В итоге, беря максимальное значение

радиуса дождевой капли  мм, найдем, что  во всех ситуациях будет меньше

, т.е. будет малым параметром.
Все расчеты задачи проведем в сферической системе координат , начало ко-

торой поместим в центре масс капли. Полярный угол  будем отсчитывать от направ-
ления вектора . Для упрощения расчетов задачи ограничимся осесимметричной по-
становкой.

Из-за теплового движения молекул жидкости поверхность капли возмущается ос-
цилляциями весьма малой амплитуды , где  – постоянная Больцмана,

 – абсолютная температура [10]. В результате капиллярного волнового движения со-
здается искажение  равновесной сфероидальной формы поверхности капли. При
комнатных температурах для любых жидкостей величина тепловой амплитуды  со-

ставляет не более  см. Тогда для капель реальных жидкостей естественного
происхождения (дождь, облака, туманы) с характерными размерами  μм ампли-
туда осцилляций много меньше радиуса: . Однако при наличии внешних не-
контролируемых силовых воздействий (коагуляция, дробление, лобовое сопротивле-
ние, трение о воздух и т.п.) амплитуда осцилляций может быть увеличена [11, 12]. В этой
связи введем второй малый параметр .

2. Математическая формулировка задачи. Форму капли как в начальный, так и во все
последующие моменты времени будем считать осесимметричной. Уравнение возму-
щенной поверхности капли в любой момент можно записать в виде:

(2.1)
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где  – функция, описывающая равновесную сфероидальную форму капли. В каче-
стве второго малого параметра примем величину отношения амплитуды осцилляций
к радиусу капли , т.е. безразмерную амплитуду осцилляций. Ве-
личину  определим ниже, исходя из требования асимптотичности необходимых раз-
ложений.

Волновые движения в капле и в сжимаемой окружающей среде будут потенциаль-
ными с потенциалами скоростей :  = , где  – поле
скоростей внутри ( ) и вне капли ( ) [2].

Математическая формулировка задачи о расчете спектра капиллярных осцилляций
незаряженной капли, нелинейно осциллирующей во внешнем электростатическом
поле имеет вид:

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Поведение гидродинамического потенциала внешней среды  на бесконеч-
ности описывается условием излучения Зоммерфельда [3]:

(2.8)

Кроме того, потребуем выполнения дополнительных интегральных условий: неиз-
менности полного объема, отсутствия движения центра масс осциллирующей капли и
равенства нулю ее суммарного заряда:

(2.9)

(2.10)

где  – вектор единичной нормали к возмущенной поверхности капли:  =
= , рассчитывается на поверхности капли по формуле .

Рассматривая случай многомодовой начальной деформации равновесной сферои-
дальной формы (см., напр., [7]), начальные условия сформулируем в виде начального
возмущения, определяемого суперпозицией произвольного числа колебательных мод,
и равенства нулю скорости всех точек на поверхности капли:

(2.11)

где  – множество значений номеров изначально возбужденных колебательных мод
осциллирующей капли;  – полином Лежандра -го порядка;  – целое число,

;  – константа, учитывающая парциальный вклад -й колебательной моды
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в начальное искажение капли;  и  – константы, определяемые из интегральных
условий (2.9) в начальный момент времени, имеющие смысл амплитуд нулевой и пер-
вой мод:

где o и O – символы порядка [13].
В приведенной постановке задачи (2.2)–(2.10):  – постоянное значение элек-

трического потенциала вдоль поверхности капли;  – волновое число;  – дав-

ления внутренней ( ) и внешней ( ) сред в равновесном состоянии; PE =

=  – давление электрического поля;  – давление капиллярных сил,

 – средняя кривизна возмущенной поверхности капли в данной точке;  –

‒  –  – давление внутри капли;  –  –  +

+  – давление во внешней среде.

В уравнениях (2.2), (2.4), (2.7), (2.10) принято, что электрическое поле в окружаю-
щем каплю пространстве определяется электростатическим потенциалом ,
связанным с напряженностью поля  соотношением: .

Моделируя каплю проводником, получим, что характерное время перераспределе-
ния индуцированных внешним электрическим полем зарядов много меньше харак-
терного гидродинамического времени осцилляций поверхности капли:

где  – диэлектрическая проницаемость жидкой капли,  – удельная электропровод-
ность жидкости. Принимая для оценки характеристики дождевой капли  см,

 г/см3,  дин/см, ,  СГСЭ, получим, что время релакса-
ции индуцированного заряда в жидкости меньше гидродинамического времени на че-
тыре порядка величины.

Принимая во внимание, что составляющие гидродинамических потенциалов поля

скоростей внутри и вне капли ,  ( ) являются периодически-

ми функциями по времени  ~  ( ), получим, что волновое

уравнение (2.3) для  примет вид однородного уравнения Гельмгольца:

(2.12)
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граничном условии (2.6), представим в виде зависимостей от двух временных масшта-
бов ,  и запишем их в виде асимптотических разложений по :

(3.1)

где индекс “eq” относится к величинам, определяющим равновесное состояние кап-
ли. Здесь электрический потенциал  имеет асимптотическое разложение по
целым степеням малого параметра , так как . В данных разложениях

 ≡  описывает потенциал электростатического поля в окрестности

равновесной капли, а компонента  является поправкой к электрическому
потенциалу, связанному с возмущением поверхности капли.

Для удобства дальнейших разложений целесообразно ввести формальный параметр
, определяемый соотношением: . В окончательных выражениях можно

легко перейти к , если положить .
При переходе к переменным ,  в уравнениях (2.5), (2,6), (2.11) производные по

времени вычисляются следующим образом [13]:

(3.2)

Поправки волнового возмущения  ( ) к форме поверхности капли
запишем в виде ряда по осесимметричным полиномам Лежандра:

(3.3)

Решения уравнений Лапласа (2.2) для поправок к гидродинамическому и электро-

статическому потенциалам  ( ),  при выполнении условий
ограниченности (2.4) имеют вид:

(3.4)

(3.5)

Решение уравнения Гельмгольца (2.12) при выполнении условия излучения Зо-
ммерфельда (2.8) представляется в виде разложения по полиномам Лежандра:

(3.6)

где  – сферическая функция Бесселя третьего рода [14].
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4. Разложение равновесного состояния. Учтем, что наша задача содержит два малых

параметра:  и , величины которых находятся в соотношении . Будем учитывать
это обстоятельство в нижеследующих разложениях.

Подставляя разложения (3.1) в уравнения (2.2)–(2.10), проведем анализ равновес-
ного состояния системы.

Чтобы найти потенциал  в явном виде, сформулируем краевую задачу:

где  – вектор единичной нормали к невозмущенной равновесной поверхности кап-
ли. Решение сформулированной задачи имеет вид:

(4.1)

Уравнение равновесной формы капли с осью симметрии , направленной колли-
ниарно электростатическому полю, можем записать в виде:

(4.2)

Функцию , учитывающую отклонение от сферической формы капли, предста-
вим в виде ряда по полиномам Лежандра:

(4.3)

где  – осесимметричный полином Лежандра -го порядка [14]. Ограничение
нижнего индекса суммирования  определяется удовлетворением условий постоян-
ства объема капли и отсутствия ее трансляционного движения.

В уравнении (4.3) амплитуды отдельных мод  ( ) будем искать в явном виде
из условия (2.6) для равновесного состояния системы:

(4.4)

где  – средняя кривизна равновесной, невозмущенной капиллярным волновым
движением поверхности капли в данной точке.

Подставляя (4.1), (4.3) в (4.4), из баланса давлений в произвольной точке равновес-
ной поверхности капли:

(4.5)

приравниванием амплитудных коэффициентов  при полиномах Лежандра одинако-
вого порядка, учитывая (4.2) и переходя от формального параметра  к физическим
обозначениям, легко найдем равновесную форму капли:

(4.6)
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Выражение (4.6) соответствует уравнению сфероида, вытянутого вдоль направле-
ния электрического поля, в сферической системе координат [15, 16].

5. Задача первого порядка по . Подставляя в систему уравнений (2.5)–(2.7), (2.9)–
(2.10) асимптотические разложения (3.1) с учетом (3.2) и собирая слагаемые первого
порядка малости по , получим задачу для отыскания амплитудных коэффициентов

, ,  в функциях ,  ( ), связанных с линейными осцил-
ляциями капли:

(5.1)

(5.2)

Подстановка разложений (3.3), (3.4) при  в уравнения (5.1)–(5.2) позволяет

найти соотношения между коэффициентами , , ,  в виде:

(5.3)

(5.4)

Из динамического граничного условия (5.2) после несложных преобразований пе-
рейдем к однородному дифференциальному уравнению второго порядка, относитель-

но амплитудных коэффициентов  при :

(5.5)

Общее решение дифференциального уравнения (5.5) представим в виде:

(5.6)

где ,  – комплексно сопряженные величины. Зависимость функций ,

 от более медленного масштаба времени  найдем при рассмотрении задачи второ-
го порядка малости по .

В уравнении (5.5) квадрат частоты  осцилляций незаряженной сферической кап-
ли определяется соотношением:
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(5.7)

Для отыскания амплитудных множителей , входящих в разложение для поправ-

ки к электрическому потенциалу , из уравнений (2.7), (2.10) выделим слагае-
мые, пропорциональные:

(5.8)

(5.9)

Выпишем решение, найденное подстановкой разложений (3.3), (3.5) в систему
уравнений (5.8), (5.9), в виде:

(5.10)

В (5.8) .
6. Задача второго порядка по . Для нахождения коэффициентов второго порядка

, ,  в функциях ,  ( ) приведем систему уравнений,
получающуюся подстановкой в (2.5)–(2.7), (2.9)–(2.10) разложений (3.1) при выпол-

нении дифференцирования (3.2) и группировкой слагаемых, пропорциональных :
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Используя разложения (3.3), (3.4) при  и решения первого порядка малости

(5.3), (5.4), из условий (6.1), (6.4), (6.5) найдем выражения для искомых амплитуд ,

, ,  в виде:

где  – коэффициенты Клебша–Гордана [14], имеющие отличные от нуля значе-
ния при ,  – четное и .

Подставим в баланс давлений второго порядка малости (6.2) исходные разложения (3.3)–
(3.6) и решение (5.6), откуда получим неоднородное дифференциальное уравнение от-

носительно амплитудных коэффициентов  ( ):
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(6.6)

где , 

В (6.6) аббревиатура “к.с.” означает слагаемые, комплексно-сопряженные к выпи-

санным,  – комплексно-сопряженная к  величина.
Для того, чтобы в решении дифференциального уравнения (6.6) отсутствовали не-

равномерности (т.е. неограниченно нарастающие со временем члены), в правой части
уравнения (6.6), имеющей смысл внешнего воздействия с частотой , равной частоте
осцилляций капли, необходимо исключить секулярные слагаемые, пропорциональ-
ные .

Таким образом, приравнивая нулю выражение:

и, применяя соотношение (5.7) для , выраженной через функции ,

, несложно определить зависимость этих функций от временного масштаба :

(6.7)

где постоянные интегрирования ,  находятся из начальных условий (2.11).

В итоге, при использовании условия (6.7) для амплитуд  будет справедливо
соотношение:
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Подстановка разложения (3.1) в (2.11) при использовании (3.2) позволяет привести
начальные условия первого порядка малости по :

(6.10)

Из решения системы (6.10) с учетом (3.3) при  и (6.7) действительные коэффи-

циенты ,  примут вид:

(6.11)

Для отыскания явного вида коэффициентов ,  в решении (6.9) зададим на-
чальные условия второго порядка малости по :

(напомним, что константы  и  пропорциональны ). Из выписанных начальных
условий найдем:

(6.12)

Наконец, подставляя (6.11), (6.12) в решения первого и второго порядков (6.8), (6.9),
уравнение осциллирующей поверхности капли (2.1) приобретет следующий вид:
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ваются из условий сохранения объема капли (6.4) и отсутствия движения ее центра
масс (6.5).
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радиальным пульсациям капли, превращает ее в источник звуковых волн монополь-
ного типа.
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Выражение для интенсивности монопольного излучения, связанного с централь-
но-симметричной (нулевой) модой во втором порядке малости по , при условии

 (  – длина излучаемой акустической волны), определяется ([6], с. 402) или ([3],
с. 206), формулой:

(7.1)

В (7.1) амплитуда радиальной скорости  движения точек поверхности капли на-
ходится в виде:

(7.2)

Подставляя (7.2) в (7.1) и придавая синусу его максимальное значение, с учетом то-
го, что , запишем окончательное выражение интенсивности монопольного
излучения:

(7.3)

Используя полученное аналитическое выражение (7.3), оценим по порядку величи-
ны мощность монопольного звукового излучения от различных жидко-капельных
объектов искусственного и естественного происхождения.

Источниками акустического излучения в конвективных облаках являются мелкие
осциллирующие капли с типичными размерами от 3 до 30 мкм и максимальной кон-
центрацией в облаке. Число таких капелек в 1 см3 облака ~103 [18, 19]. Известно, что в
процессе развития кучево-дождевых облаков в результате слияния внутриоблачных
капель образуются мелкие дождевые капли размером  см, относящие-
ся к мороси, и укрупненные дождевые капли при  см. Более крупные
капли, радиус которых превышает 0.35 см, при падении в воздухе разбиваются из-за
аэродинамического сопротивления [20, 21]. Заметим, что осцилляции рассматривае-
мых облачных и дождевых капель могут быть вызваны коагуляцией неодинаковых по
размеру капель из-за разностей их скоростей падения, дроблением на более мелкие в
результате электростатической неустойчивости, а также электрического взаимодей-
ствия крупных заряженных капель с малыми электрически нейтральными [18]. Для
нижеследующих оценок величину отношения амплитуды начальной деформации рав-
новесной формы капли к ее радиусу примем, равную . В анализируемом слу-
чае для характерных значений напряженности внешнего электрического поля величи-
на параметра Тейлора много меньше критического значения  [9]. Из этого
следует, что большая часть капель находится далеко от предела электрогидродинами-
ческой неустойчивости по отношению к индуцированным зарядам.

Для получения численных оценок примем характеристики единичной капли и внеш-

ней среды: , , ,  дин/см,  г/м3,  г/м3,

 см/с,  СГСЭ (  (  – критическое значение напря-

женности поля) при  мкм и  при  см). При принятых выше
значениях физических величин и радиусе дождевой капли  квадрат экс-
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В соответствие с (7.3) положим, что возбуждение центрально-симметричной моды
во втором порядке малости по  связано с наличием изначально возбужденной коле-
бательной моды . Из (7.3) несложно видеть, что изменение интенсивности моно-
польного излучения от одной капли при изменении ее радиуса и напряженности
внешнего электрического поля пренебрежимо мало. Интенсивность монопольного
излучения капли при принятом выше соотношении между малыми параметрами и

значениях входящих в (7.3) физических величин  эрг/с.
8. Дипольное акустическое излучение.
Появление во втором порядке малости по  амплитуды первой моды  =

= , соответствующей поступательному движению, приводит к генерации
звуковых волн дипольного типа.

Из (6.14) следует, что возбуждение первой (трансляционной) моды ( ) имеет
место, когда в спектре изначально возбужденных мод присутствуют две колебатель-
ные моды с последовательно возрастающими номерами , .

В случае, когда равновеликий радиус  капли сравним по величине с , и

при выполнении условий , , интенсивность дипольного акусти-
ческого излучения, порождаемого осцилляциями трансляционной моды во втором
порядке, находится в соответствии с известным выражением [6], стр. 401:

(8.1)

где  – кинематическая вязкость окружающей каплю сжимаемой среды.
В (8.1) амплитудное значение скорости движения  поверхности капли представ-

ляется в виде:

(8.2)
Для проведения качественной оценки по порядку величины в (8.2) заменим синусы

на их максимальные значения, и из (8.1) получим:

(8.3)

В отличие от монопольного излучения дипольное зависит от радиуса. На рис. 1
приведены и графики зависимости интенсивности дипольного акустического излуче-
ния  дождевых и облачных капель от радиуса. Видно, что интенсивность дипольного
излучения от облачных капель примерно на три порядка больше, чем от дождевых.

На рис. 2 приведены зависимости частот осцилляций центрально-симметричной
моды, связанной с монопольным излучением (кривая 1), и трансляционной моды,
определяющей дипольное излучение (кривые 2, 3), от размера дождевой капли. Вид-
но, что увеличение радиуса приводит к быстрому снижению частоты.

Из рис. 2 следует, что облачные капли излучают на ультразвуковых частотах в диа-
пазоне от десятых долей МГц до 6 МГц. Но дождевые капли генерируют акустические
волны в диапазоне слышимых человеческим ухом звуковых частот от десятых долей
кГц до 18 кГц.

Если задаться вопросом о временной зависимости интенсивности монопольного и
дипольного излучений, то оказывается, что она зависит качественно и количественно
от количества мод, возбужденных в начальный момент времени. На рис. 3 приведены
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зависимости интенсивности излучения монопольной компоненты излучения от вре-
мени при простейшей начальной деформации типа  и дипольной компоненты
также при простейшей начальной деформации вида . Из сравнения

( )ε μ2P
( ) ( )( )ε μ + μ2 3 /2P P

Рис. 1. Зависимость интенсивности дипольного акустического излучения  от эквивалентного радиуса 
слабо заряженной капли, осциллирующей во внешнем электростатическом поле напряженностью

 СГСЭ. Кривая 1 соответствует начальной деформации вида , 2 –

, 3 – , 4 – , а) дождевой,

б) облачной.
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рис. 3, а и 3, б следует, что интенсивность монопольного излучения на шесть порядков
превышает интенсивность дипольного и происходит на больших частотах, но в каче-
ственном отношении графики тривиальны.

Если взять более сложные начальные деформации (см. рис. 4), то временной ход за-
висимости интенсивности монопольного и дипольного излучений становится более

Рис. 2. Зависимость частот осцилляций капель от их радиуса . Кривая 1 соответствует частоте центрально-

симметричной моды: , 2 – частоте трансляционной моды: , 3 – частоте трансляционной:

. а) для дождевых капель, б) для облачных капель.
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сложным, приобретая качественный вид биений. Амплитуда звукового сигнала начи-
нает заметно зависеть от времени, хотя монопольное излучение по-прежнему на
шесть порядков более интенсивно.

Проведенные оценки справедливы и для туманов с характерными размерами ка-
пель 2–10 мкм [22], излучающих акустические волны в ультразвуковом диапазоне ча-
стот.

Рис. 3. Зависимость от времени  акустического излучения  незаряженной дождевой капли радиусом

 мкм, осциллирующей во внешнем электростатическом поле напряженностью  СГСЭ:

а) монопольного акустического излучения при начальной деформации равновесной формы капли вида ,

б) дипольного акустического излучения при начальной деформации капли вида. .
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Естественно задаться вопросом о причине возбуждения центрально симметричной
и трансляционной мод в асимптотических расчетах более высоких порядков по мало-
му параметру , чем первый. Представляется, что такой причиной может быть сам
применяемый асимптотический метод, оставляющий в расчетах порядка  (где  –
целое число) погрешность ~ , которая частично (на величину ) исправляется в рас-
четах следующего порядка малости. В этом случае появление в расчетах второго по-

ε
n n

εn ε∼

Рис. 4. Зависимость от времени  акустического излучения  незаряженной дождевой капли радиусом

 мкм, осциллирующей во внешнем электростатическом поле напряженностью  СГСЭ,
при изначальном возбуждении первых 30 мод: а) монопольного, б) дипольного.
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рядка малости в спектре возбуждаемых мод центрально симметричной и трансляци-
онной носит компенсационный характер.

Заключение. В асимптотических расчетах второго порядка малости по отношению
амплитуды начальной деформации к радиусу незаряженной капли идеальной несжи-
маемой жидкости, осциллирующей во внешнем электростатическом поле, показано,
что возбуждение нулевой моды приводит к генерации в среде акустических волн мо-
нопольного типа. Присутствие в спектре изначально возбужденных мод двух и более с
последовательными номерами приводит к появлению трансляционной (первой) моды
в спектре возбуждающихся во втором порядке мод – генерирующей излучение аку-
стических волн дипольного типа. Для дождевых капель, излучающих в диапазоне слы-
шимых звуковых волн, монопольная компонента излучения на 6 порядков величины
интенсивнее, чем дипольная составляющая. В случае излучения монопольного харак-
тера граница между ультразвуковыми и слышимыми звуковыми волнами смещается в
область больших размеров капель (более чем в 1.5 раза) в сравнении с дипольным аку-
стическим излучением. Кроме того, в отличие от электромагнитного излучения [23]
влияние индуцированного заряда на интенсивность акустического излучения весьма
мало.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект 19-19-00598 “Гидродинамика и энергетика капли и капельных струй: формиро-
вание, движение, распад, взаимодействие с контактной поверхностью”,
https://rscf.ru/project/19-19-00598/).
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Nonlinear Monopole and Dipole Acoustic Radiation of a Weakly Charged Drop, 
Which Oscillates in a Homogeneous Electrostatic Field
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In the asymptotic calculations of the second order of smallness, according to the small di-
mensionless amplitude of oscillations of droplets of natural origin in the material environ-
ment in the intra-cloud or ground-level electric field, it is shown that, among other modes,
the zero and first modes of oscillations of the droplet that do not take place in the calcula-
tions of the first order of smallness are excited. The intensity of acoustic radiation from them
is calculated. Calculations are carried out on the model of an ideal non-compressible electri-
cally conductive f luid.
It has been shown that the intensity of monopole acoustic radiation from a drop is six orders
of magnitude more intense than dipole radiation. The intensity of monopoly radiation in the
approximation oscillations used quadratic by dimensionless amplitude does not depend on
the radius of the drop and the intensity of the external electrostatic field, the intensity of di-
pole radiation depends significantly on the radius of the drop. Dependence on the intensity
of the external electrostatic field appears only in the third order of smallness. Acoustic radia-
tion from oscillating rain drops goes in the audible frequency range, and from cloud and fog
drops – in the ultrasonic range. The time dependence of acoustic radiation of both mono-
pole and dipole on the drop at the initial excitation of the final segment of the continuous
spectrum of modes has the form of beats.

Keywords: nonlinear oscillating drop, electrostatic field, monopoly and dipole acoustic radi-
ation
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Представлена теоретическая модель распространения олеиновых пятен, основанная
на законах сохранения массы и полной энергии системы. На основе этой модели
было получено приближенное уравнение, описывающее процесс растекания во все
моменты времени. Представлены компактные решения этого уравнения, как для
пятен машинного масла ограниченной площади, так и для неограниченных разли-
вов сырой нефти. Были проведены эксперименты по изучению динамики растека-
ния компактного пятна эталонного моторного масла и сырой нефти в различных
физических условиях. Сравнение экспериментальных и теоретических результатов
показало их хорошее соответствие для всех динамических режимов исследуемого
процесса.
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фициент сопротивления формы
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1. Введение. Интенсивная деятельность человека по освоению природных ресурсов
Мирового океана включает разведку и добычу полезных ископаемых, транспортиров-
ку товаров, использование энергетических и биологических ресурсов, а также многие
другие аспекты. Одним из последствий включения океана в сферу экономических ин-
тересов является возникновение и распространение загрязнений различного характе-
ра. Аварии с утечками нефти происходят при добыче, сборе и хранении нефти, из ре-
зервуаров, во время операций по сливу, отпуску нефтепродуктов потребителям, при
транспортировке по трубопроводам и т.д. Количество утечек достигает больших зна-
чений и, по разным данным, колеблется от 5 до 17% от объема производства. При этом
теряется не только ценное сырье, но и наносится значительный ущерб окружающей
среде. Попадая в природные экосистемы, нефтяные углеводороды надолго вызывают
нарушение биологического баланса.

В последние годы во всем мире прилагаются значительные усилия по совершен-
ствованию системы предотвращения и ликвидации последствий аварийных разливов
нефти и нефтепродуктов, но проблема по-прежнему остается актуальной. При плани-
ровании и проведении работ по борьбе с аварийными разливами углеводородов воз-
никает необходимость прогнозирования распространения нефти в море. Такие про-
гнозы позволяют, в частности, предупреждать о возможности нефтяного загрязнения
прибрежной зоны, о пересечении зон интенсивной хозяйственной деятельности неф-
тяным пятном, курсами судов и т.д. Распространение нефти в море при аварийных

УДК 532.5

EDN: RBSTJX
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разливах представляет собой сложный процесс, для описания которого необходимо
учитывать большое количество различных факторов.

Экспериментальному и теоретическому изучению растекания нефти и нефтепро-
дуктов посвящена довольно обширная научная литература, как физико-техническая
[1–9], посвященная проблеме описания динамики самого процесса, так и экологиче-
ская [10–12], направленная на решение возникающих проблем очистки морских рай-
онов, направлений. В условиях Арктики возникает дополнительная проблема, связан-
ная с распространением нефтепродуктов над и под ледяным покровом Северного Ле-
довитого океана, а также на заснеженной поверхности [13, 14].

Подавляющее большинство упомянутых работ содержит, ставшее почти обязатель-
ным, сравнение экспериментальных результатов с теоретическими предсказаниями,
что связано с неполнотой различных математических моделей распространения, по-
луэмпирических по своей природе и, отчасти, даже эвристических. Такое положение
дел делает необходимым проведение более глубокого изучения модели распростране-
ния, самая продвинутая версия которой, достигнутая в [8], все еще недостаточно точ-
на для требуемого в настоящее время уровня понимания процессов, происходящих
при распространении нефтепродуктов в различных природных условиях.

В большинстве естественных ситуаций разливы нефтепродуктов происходят на
двумерной поверхности (открытые водные пространства заливов, озер, морей и т.д.),
но возможны особые условия (каналы, реки, узкие аквариумы и т.д.), когда поверх-
ность разлива можно считать одномерной [15]. Этот факт приводит к необходимости
создания отдельных моделей для одномерного и двумерного распространения.

Испарение нефтепродуктов или их отдельных компонентов, приводящее к значи-
тельному изменению физико-химических свойств разливающегося вещества [16, 17],
требует усложнения математической модели в направлении учета уменьшения массы
разливающегося вещества и пространственно-временной зависимости его термоди-
намических параметров.

Математическая модель при наличии потоков воды требует дополнительного
усложнения, поскольку необходимо учитывать вязко-адвективный перенос пятна
нефтепродуктов приповерхностным потоком воды [8, 13].

В данной работе представлена упрощенная математическая модель, позволяющая
исследовать основные динамические параметры процесса растекания. В этой модели
химический состав и все термодинамические параметры среды считаются постоянны-
ми величинами, масса растекающегося пятна предполагается неизменной, все среды
однородны и изотропны.

Поскольку характерные скорости переноса вещества, сопровождающие процесс
разлива нефти, значительно ниже, чем скорости звука в любой среде, все среды счита-
ются несжимаемыми.

2. Осесимметричное растекание нефти. Растекание нефти сопровождается рядом ме-
ханических и термодинамических процессов. Поэтому при создании модели распро-
странения необходимо учитывать следующие основные факторы, влияющие на дина-
мику разлива:

– Переход потенциальной энергии системы нефть–вода в кинетическую энергию в
гравитационном поле из-за изменения геометрических характеристик разлива с тече-
нием времени.

– Вязкое вовлечение воды в движение из-за касательных напряжений на границе
нефть-вода, вызванных горизонтальной составляющей поля скоростей в нефти. В то
же время горизонтальное движение нефти замедляется.

– Создание течения в воде, вызванного вертикальным смещением нижней границы
разлива нефти.

– Создание движения воды во время разлива нефти из-за явления сопротивления
формы разлива нефти, сопровождающегося ее движением в воде.
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– Изменение количества поверхностной энергии системы “масло в воде” по при-
чине изменения площадей контактных границ “масло–вода”, “масло–воздух”, “воз-
дух–вода”.

– Вязкие тепловые потери в масле и воде.
Ниже приведен приблизительный расчет параметров разлива, модель которого ос-

нована на форме нефтяного пятна в виде диска, его радиус  и толщина  являют-
ся функциями времени. Структура потока масла внутри диска такова, что в верхней
части частицы жидкого масла движутся вниз и от центра диска, а в нижней части –
вверх и от центра диска, как показано на рис. 1. Этот тип потока соответствует движе-
нию поверхностей пятна во время разлива: верхняя граница (граница раздела масло–
воздух) перемещается вниз, а нижняя (граница раздела масло–вода) перемещается
вверх.

Для описания энергетических соотношений системы нефть–вода используется мо-
дель нефтяного пятна, размещенного на поверхности воды, содержащейся в цилин-
дрической области радиуса . Первоначально, в отсутствие нефти, глубина воды бы-
ла равна . Пусть в какой-то момент времени радиус нефтяного пятна равен , а
толщина равна .

Координаты верхней и нижней границ нефтяного пятна во времени задаются зна-
чениями , так что толщина пятна равна

(2.1)

и его радиус равен . Уровень свободной поверхности воды в это время обозначается
символом . Одним из параметров проблемы является объем нефтяного пятна

(2.2)
который остается неизменным в течение всего времени разлива.

На основе закона сохранения объема воды

(2.3)

и законе Архимеда

(2.4)

получаются необходимые соотношения

(2.5)

где , .
В постоянном гравитационном поле потенциальная энергия системы, показанной

на рис. 2, с учетом (2.5) определяется соотношением
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Рис. 1. Модель осесимметричного разлива нефти.
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(2.6)

Поверхностная энергия определяется выражением

(2.7)

где  – коэффициент поверхностного натяжения на границе раздела -й и -й сред.
Кинетическая энергия системы состоит из кинетической энергии нефти и воды и

имеет вид

(2.8)

где  и  – поля скоростей в нефти и воде соответственно.
Скорость диссипации вязкой энергии в системе определяется выражением

(2.9)

где , причем элементы тензора вязких напряжений вычисляются
для -й среды.

Таким образом, имеют место соотношения

(2.10)

В выражениях (2.6) и (2.7) значения  и  описывают потенциаль-

ную и поверхностную энергию воды перед нанесением на нее нефтяного пятна. Отказ
от этих членов и перенос начала координат оси  на исходную поверхность воды, с
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Рис. 2. Модель для расчета энергетического состояния системы.
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учетом того факта, что размер акватории значительно больше размера разлива,
устремление внешнего радиуса  системы к бесконечности (  ~ ), и
введение обозначения  для сокращения записи, приводит к окончательным
выражениям для энергетических характеристик разлива нефти

(2.11)

(2.12)

где  – масса нефти, которая является постоянной величиной,

(2.13)

где  – капиллярная постоянная контактной линии “нефть–
вода–воздух”,

(2.14)

(2.15)

Уравнение динамики энергии системы имеет вид

(2.16)

Для того чтобы система уравнений (2.1), (2.2), (2.11)–(2.16) приводила к конструк-
тивным результатам, необходимо задаться моделью поля скоростей в нефти и воде.

(2.17)

где точка над символом обозначает производную по времени, а поле скорости в воде
удовлетворяет условиям

(2.18)

Поле скоростей, как в нефти, так и в воде состоит из двух частей – потенциальной и
вихревой. Потенциальная часть обусловлена перемещением границ нефтяного пятна.
Вихревая часть обусловлена вязким трением в рассматриваемых средах и возникает в
результате развития потенциального потока.

Поскольку обе среды считаются несжимаемыми, то есть удовлетворяющими уравнению
(2.19)

то компоненты потенциальной части поля скоростей в нефти с учетом условий (2.17)
принимают вид

(2.20)

В воде потенциальная часть поля скорости определяется движением нижней части
масляного диска со скоростью  и определяется соотношениями

(2.21)

и граничными условиями (2.18).
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В (2.21)  есть некоторая функция координат и времени, явная
форма которой в будущем не понадобится.

Вязкое вовлечение воды нефтью влечет за собой развитие вихревой составляющей
полей скорости, как в воде, так и в нефти. Учет этого явления приводит к изменению
записи полей скорости в нефти (см. Приложение)

(2.22)

и в воде при 

(2.23)

где введены обозначения

(2.24)

Здесь ,  кинематические, и ,  динамические вязкости нефти и воды, соответ-
ственно.

Расчет вязких потерь. Вязкие потери в нефти рассчитываются на основе выраже-
ний (2.22), из которых следует

(2.25)

и тогда, согласно (2.10), имеет место

(2.26)

В результате мощность вязких потерь в нефти определяется выражением

(2.27)

где .

Точное значение выражения (2.27) вычислено, но оно слишком громоздко, поэто-

му ниже приведены два предельных значения этого выражения при  (что соот-
ветствует случаю, когда толщина разлива намного меньше толщины вязкого погра-
ничного слоя в нефти на границы вода–нефть, что эквивалентно большим значениям
времени  после начала разлива)

(2.28)
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и при  (когда выполняется обратное соотношение для упомянутых выше тол-
щин, что характерно для динамики разлива в начальные моменты времени)

(2.29)

Поскольку в реальных условиях  и , то даже для самых вязких сортов
нефти во все моменты времени наблюдения за процессом, выражения (2.28), (2.29) ха-
рактеризуются небольшой погрешностью вычислений.

Вязкие потери в воде рассчитываются на основе выражений (2.23), из которых сле-
дует

(2.30)

Тогда, согласно (2.10), имеет место

(2.31)

Основная часть вязких потерь в воде – это величина

в которой можно устремить глубину моря  в бесконечность (это связано с быстрым
уменьшением значений элементов тензора вязких напряжений (2.30) при удалении от
нижней границы нефтяного пятна), в результате чего для всех моментов времени
справедлив результат

(2.32)

погрешность которого невелика из-за справедливости соотношения  на про-
тяжении всего процесса разлива.

Расчет кинетической энергии. Этот расчет выполняется в соответствии с соотноше-
нием (2.14) при , и с учетом малости значения

(2.33)

Как показывают расчеты, проведенные на основе выражений (2.22) для поля скоро-
сти в нефти, кинетическая энергия радиального движения пропорциональна величи-

не , а вертикального движения – . Тогда, согласно (2.33), энергией вертикального
движения можно пренебречь, в результате чего кинетическая энергия нефти задается
приближенным выражением

(2.34)
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вязким захватом воды потоком нефти (вязкий член в поле скоростей (2.23)), генераци-
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пятна (члены с  и  в (2.23)) и генерированием потока воды из-за явле-
ния сопротивления формы, растекающегося олеина.

Поскольку максимальное значение потенциальной части поля скорости в воде
ограничено значением , этой частью кинетической энергии воды можно пре-
небречь по сравнению с энергией воды, увлекаемой за счет вязких эффектов, основ-
ная часть которых описывается значением

(2.35)

Явная форма величины кинетической энергии воды, обусловленной явлением со-
противления формы, задается выражением

(2.36)

где  – коэффициент сопротивления формы, точное значение которого неизвестно.
Уравнение динамики энергии. На основе уравнения (2.16) и выражений, полученных

выше, уравнение энергетической динамики системы может быть записано в виде

(2.37)

где  определяется выражением (2.12),  – (2.13),  – (2.28), (2.29), (2.32),  –
(2.34) и  – (2.35).

Анализ выражений (2.34) и (2.35) показывает, что поскольку  и 

(при начальной толщине разлива  м это значение сопоставимо с единицей, толь-

ко начиная со времени  с, когда процесс разлива почти завершен), значением 
следует пренебречь по сравнению с . Затем, при подстановке необходимых значе-
ний в (2.37), формируется несколько громоздкое нелинейное уравнение, учитывающее
множество факторов, влияющих на процесс растекания нефти по поверхности воды

(2.38)

где , .

Введение переменной  – квадрата площади разлива нефти – преобразует
уравнение (2.38) к виду

(2.39)

где введены обозначения
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Анализ экспериментальных данных с минеральным маслом Volga M8B-SAE 20 API

показывает, что значение  значительно меньше значения , и им можно прене-

бречь. В то же время выражение для коэффициента  в (2.40) указывает на значитель-
ный вклад вязких потерь только в начальные моменты времени разлива, когда вязкие
напряжения в среде имеют существенные значения. Это позволяет не учитывать по-
следний член уравнения (2.39). В результате таких приближений уравнение динамики
энергии принимает вид

(2.41)
более того, коэффициенты этого уравнения рассматриваются как постоянные значе-
ния, несмотря на наличие в них зависящего от времени значения . Такой подход
обусловлен тем, что скорость изменения  значительно меньше скорости изменения
радиуса растекания 

Решение уравнения (2.41). Решение этого уравнения делится на два варианта.
I. Разлив нефти, ограниченный по площади, когда на поверхности воды может об-

разоваться масляная линза, как конечное равновесное состояние системы. Этому слу-
чаю соответствует значение . Тогда из (2.41) следует, что существует пре-
дельная величина , определяемая выражением

(2.42)

чему соответствуют предельная площадь пятна  и предельный радиус , описывае-
мые соотношениями

(2.43)

Точно такое же предельное значение  существует для уравнения (2.39) и при учете
отброшенных нелинейных членов. В целях дальнейшего исследования вводится обо-
значение

(2.44)

Тогда, если , то решение (2.41) записывается в виде

(2.45)

где ,  – величины, определяемые начальными условиями.

Как видно из (2.45), площадь разлива  проявляет колебательное и затухаю-
щее поведение во времени. Частота колебаний вблизи положения равновесия опреде-
ляется величиной , а коэффициент затухания колебаний во времени определяется

величиной .

В случае существенного значения коэффициента затухания, когда , решение (2.41)
имеет вид
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(2.46)

Графики соотношений (2.45) и (2.46) будут представлены в разд. 3.
II. Разлив нефти с неограниченной площадью происходит, когда нет предельного

состояния равновесия системы, что соответствует значению . В этом слу-
чае вводятся значения

(2.47)

и решение уравнения (2.41) имеет вид (2.46), в который подставляются значения (2.47).
Зависимость площади неограниченного разлива от времени показана на рис. 3.

Решение (2.47) включает в себя два экспоненциальных члена, один из которых про-

порционален , а другой – значению . Пер-
вый член быстро затухает во времени, а второй неограниченно увеличивается, что
обусловлено некомпенсированной силой поверхностного натяжения, действующей
на границе контакта трех сред и направленной радиально от края нефтяного пятна во
внешнюю область.

3. Экспериментальные результаты и сравнение с аналитической моделью. Экспери-
менты проводились с различными типами органических и минеральных масел и непо-
средственно с сырой нефтью. Исследование динамики распространения несмешива-
ющейся примеси по поверхности воды проводилось в прямоугольной кювете длиной
50 см, шириной 40 см и глубиной 5 см. Чтобы избежать бликов от поверхности воды и
пятен углеводородов, поверхность жидкости освещалась сверху тремя разнесенными
источниками света, расположенными рядом с кюветой по бокам.

Экспериментальный метод включал нанесение различных количеств моторного

масла Volga M8B-SAE 20 API (  кг/м3,  м2/с, при температуре
 = 20°C) и сырой нефти Мамонтовского месторождения (  кг/м3, νo =
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Рис. 3. Зависимость неограниченного разлива нефти от времени (2.46)–(2.47).
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=  м2/с, при температуре  = 20°C) на поверхность известного объема воды
и дальнейший мониторинг ее распространения по поверхности жидкости. Ход экспе-
риментов записывался с помощью цифровой камеры в автоматическом режиме в те-
чение 4 часов, съемка велась с частотой 360 кадров в минуту, а полученные последова-
тельности кадров обрабатывались и анализировались. Положение масляного пятна
регистрировали с использованием метода фотометрии обработанных изображений,
полученных из исходных кадров методами пакетной обработки.

Переменными параметрами экспериментов были объем моторного масла, темпера-
тура и соленость воды. В каждой серии экспериментов регистрировались два из выше-
указанных параметров, и для разных значений оставшегося параметра измерялась
временная зависимость области распространения.

Для устранения случайных ошибок экспериментальные данные были подвергнуты
дополнительной обработке с использованием модифицированного алгоритма сдвига
(MSA) [18], который показал стабильную работоспособность при выделении полезно-
го сигнала на фоне шума вплоть до отношения сигнал/шум –15 дБ.

Ниже приведены только самые характерные экспериментальные зависимости из
множества измерительных результатов.

Растекание машинного масла. На рис. 4, а красными точками показана эксперимен-
тальная зависимость площади разлива моторного масла Volga M8B-SAE 20 API от вре-
мени. Данные нормируются по своему максимальному значению, черные точки явля-
ются результатом обработки набора красных точек алгоритмом MSA. Все последую-
щие экспериментальные данные, представленные здесь, также подвергались
обработке алгоритмом MSA.

Как можно видеть, поведение кривой  на рис. 4, а хорошо соответствует зависи-
мости (2.46), проиллюстрированной на рис. 4, б. Здесь и на рис. 5, б отсчеты времени
безразмерны и являются условными, причины чего будут объяснены далее.

Согласно (2.46) отклонение от положения равновесия  описывается двумя

убывающими показателями  и . В начальные моменты вре-

мени вклад от члена содержащего  уменьшается наиболее быстро. В по-
следующие моменты времени, когда основной вклад в отклонение вносит член, со-

держащий , скорость снижения отклонения уменьшается по сравнению с
начальными моментами времени. Этот факт отражен в поведении кривой на рис. 5, б.

Колебательный режим, описываемый соотношением (2.45), также наблюдался экс-
периментально, и его обработанные данные представлены на рис. 5, а.

Видно, что площадь разлива растет со временем, начиная с определенного значе-
ния , достигает значения , проскакивает его по инерции, после чего возникает

возвратная сила, ускорение  меняет знак (становится отрицательным), площадь раз-
лива начинает уменьшаться, достигает значения , проскакивает его по инерции, по-

сле чего возникает возвратная сила, ускорение  меняет знак (становится положи-
тельным), площадь разлива начинает увеличиваться, достигает значения , проска-

кивает его по инерции, ускорение  меняет знак (становится отрицательным) и т.д.
Амплитуда колебаний постепенно уменьшается из-за передачи энергии от нефтяного

пятна к воде (член  в уравнении (2.41)). В конце концов, нефтяное пятно приобре-
тает свой стационарный размер.

Разница в поведении ограниченной области разлива на рис. 4 и 5 объясняется тем
фактом, что в случае решения (2.46) скорость перехода кинетической энергии нефтя-
ного топлива в кинетическую энергию воды (из-за явления сопротивления формы)
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значительно больше, чем скорость перехода к поверхностной энергии на границе раз-
дела контактирующих сред, в отличие от случая решения (2.45), когда наблюдается
обратная корреляция этих скоростей.

Рис. 4. Экспериментальные (красные) и обработанные (черные) данные растекания машинного масла Volga

M8B-SAE 20 API (а). Аналитический результат (б), вычисленный на основе (2.46), .
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Рис. 5. Обработанные данные растекания машинного масла Volga M8B-SAE (a). Аналитический резуль-

тат (б), вычисленный на основе (2.45), .
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Растекание сырой нефти. Сырая нефть демонстрирует иное поведение, связанное с
неограниченным разливом углеводородов, экспериментальные данные для которой
показаны на рис. 4,а. Поскольку размеры лабораторной установки не позволяют от-
следить разлив на большой площади, как на рис. 3, сравнение с теоретическими ре-
зультатами (2.46), (2.47) проводится только за небольшие промежутки времени от на-
чала процесса. Расчеты, представленные на рис. 6,б, выполненные в соответствии с
соотношениями (2.46), (2.47), показывают хорошее качественное совпадение экспе-
римента и теории. Здесь следует подчеркнуть, что график на рис. 6,б представляет точ-
ную начальную часть графика, показанного на рис. 3.

Сравнения экспериментальных и теоретических результатов, представленные в
этом разделе, носят исключительно качественный характер из-за недостатка вычис-
лительных данных. Невозможно провести количественное сравнение для всех экспе-
риментальных ситуаций из-за отсутствия некоторых количественных характеристик
тестируемых сред. Чтобы доказать этот факт, достаточно привести уравнение (2.41) к
безразмерной форме путем введения новых переменных

(3.1)

подстановка, которая в (2.41) приводит это уравнение к виду

(3.2)

Свойства решений этого однопараметрического уравнения определяются величи-
ной , значение которой задается массой олеина , плотностью и вязкими свойства-
ми воды и олеина – коэффициентом , суммарным поверхностным натяжением  на
линии контакта трех сред и коэффициентом сопротивления формы . И если пер-
вые три значения известны с достаточной степенью точности, то оценки коэффици-
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Рис. 6. Обработанные экспериментальные данные растекания сырой нефти (a). Аналитический результат
(2.46, 2.47) для сырой нефти в начальные моменты времени (б).
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ента сопротивления формы пятна машинного масла или сырой нефти, разливающей-
ся по воде, в настоящее время неизвестны. Получение таких оценок требует сложных
и трудоемких измерений, что является отдельной научной задачей.

Следует также отметить, что значение коэффициента сопротивления формы вклю-

чено как в шкалу размеров разлива , так и в несколько временных шкал: , ,
и т.д. (см. выражения (2.45)–(2.47)).

Проверка справедливости уравнения (2.41) с помощью экспериментальных измерений.

Уравнение (2.41) было получено в приближении малости отношения , то
есть предполагалось выполненным условие

(3.3)

На рис. 7, a и б представлены расчетные значения (3.3), выполненные на основе
данных обработки для рис. 4, a и 5, a.

Как видно из представленных графиков, в подавляющем большинстве точек (от
95% и более) соотношение (3.3) безусловно выполняется, что подтверждает правомер-
ность использования приближенного уравнения (2.41) для рассматриваемой задачи.

Заключение. Построенная теоретическая модель растекания в виде приближенного
уравнения (2.41), общего как для ограниченной, так и для неограниченной площади
разлива олеина, позволила получить явные аналитические решения для любого мо-
мента времени процесса, не разделяя его на отдельные временные отрезки, как это
было сделано в [5, 6, 8].

Теоретический анализ процесса разлива нефтепродуктов на поверхности воды по-
казал, что его динамика, набор временных масштабов и предельные размеры хорошо
описываются приближенным уравнением (2.41), управляющими параметрами кото-

рого являются три значения – ,  и , введенные соотношениями (2.40).

Первое значение, , определяется коэффициентом сопротивления формы нефтяного

пятна, растекающегося по поверхности воды, массой разлитого олеина и значением ,
которое описывает динамику процесса взаимного вовлечения воды и олеина. Это зна-
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Рис. 7. Отношение  (2.45) (a) и (2.46) (б).
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чение описывает вклад тормозящей силы, возникающей в результате пространствен-
ного перераспределения водных и масляных масс в процессе растекания. Второе зна-

чение, , определяется значением результирующего коэффициента поверх-
ностного натяжения на линии контакта воздух–вода–олеин, массой пролитого

олеина и значением . Это значение отвечает за учет роли поверхностных сил (как
растягивающих пятно, так и сжимающих его, в зависимости от конкретной ситуации)

в процессе растекания. Третье значение, , описывает влияние сил выталкивания и
эффекты взаимного вовлечения воды и нефти на динамику процесса.

Эффекты вязкого трения одной среды о другую с учетом динамики разлива учиты-
ваются в зависимости от коэффициентов вовлечения воды и олеина, значения кото-
рых приведены в соответствующих выражениях (П.10)–(П.12). Также показано, что
преобразованием общих энергетических запасов системы в тепловую энергию из-за
внутреннего трения можно пренебречь, на что указывает хорошее совпадение экспе-
риментальных и теоретических результатов.

В случае, когда характерные свойства среды таковы, что существует предельное со-
стояние в виде пятна олеина конечной площади (соотношения (2.45, 2.46)), которое
формируется в виде углеводородной линзы [20], и характеризует растекание на его ко-
нечной стадии либо затухающими колебаниями (2.45), либо монотонным достижени-
ем предельного значения (2.46). В первом случае колебательное поведение обусловле-
но превышающим влиянием сил поверхностного натяжения по сравнению с силой со-
противления формы пятна, а во втором случае имеет место обратное соотношение сил.

Если свойства контактирующих сред таковы, что нет предельного размера олеино-
вого пятна, что является следствием превышения коэффициента поверхностного на-
тяжения на границе воздух–вода над суммой коэффициентов на границах вода–оле-
ин и воздух–олеин, то наблюдается неограниченное растекание, площадь которого
растет экспоненциально с течением времени (2.47).

Работоспособность полученного унифицированного уравнения динамики разлива
олеина подтверждается сравнением с экспериментальными результатами, которые
выявили те же режимы для разных типов олеинов, что и в теоретическом описании.

Работа выполнена при финансовой поддержке проекта Российской Федерации в
лице Министерства образования и науки России № 075-15-2020-802.

Приложение. Модель проблемы взаимного вовлечения воды и нефти
Рассматривается одномерная модельная задача, схема которой приведена на рис. 8.
Пусть две среды, -я и -я, характеризуются плотностями и динамическими вязко-

стями ,  и ,  соответственно, перемещаются в областях  и  вдоль
оси  с постоянными скоростями  и . В начальный момент времени они сопри-
касаются в плоскости . Требуется найти распределения скоростей  и 
в пространстве и во времени при . Уравнения движения имеют вид

(П.1)

где  – кинематические вязкости соответствующих сред.
Начальные условия имеют вид

(П.2)

кинематическое граничное условие состоит в равенстве скоростей сред на границе
контакта 

(П.3)
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а динамическим граничным условием является равенство вязких касательных напря-
жений на этой границе

(П.4)

Также должны быть выполнены условия на бесконечности

(П.5)

Заранее ясно, что физически значимое решение уравнения вида  зада-
ется выражением

(П.6)

Причем функция  должна удовлетворять уравнению

(П.7)

где штрих обозначает дифференцирование по .
Решение уравнения (П.7) имеет вид [19]

(П.8)

где M и U – функции Куммера.
Свойства этих функций таковы, что для удовлетворения условий на бесконечности

(П.5) необходимо положить . Таким образом, решения уравнения (П.1) даются
в виде

(П.9)

где  – функция ошибок.
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Рис. 8. Схема задачи взаимного вовлечения движущихся сред.
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Подстановка решений (П.9) в начальные (П.2) и граничные (П.3), (П.4) условия
приводит к конечному результату

(П.10)

где , а коэффициентt  определяется выражением.

(П.11)

Представление выражений (П.10) в форме

(П.12)

позволяет рассматривать значение  как коэффициент вовлечения -й жидкости в
относительное движение -й жидкостью.

Прямая подстановка (П.10) и (П.12) в начально-краевую задачу (П.1)–(П.5) позво-
ляет убедиться в правильности полученного решения.
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A theoretical model of oleum spot spreading based on the laws of conservation of mass and
total energy of the system is presented. Based on this model, an approximate equation de-
scribing the spreading process at all time points was obtained. Compact solutions of this
equation are presented both for engine oil stains of limited area and for unlimited spills of
crude oil. Experiments were conducted to study the dynamics of spreading of a compact spot
of reference engine oil and crude oil under various physical conditions. Comparison of ex-
perimental and theoretical results showed their good agreement for all dynamic modes of the
process under study.
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Построена асимптотика коэффициентов прохождения и отражения для продольной
волны, приходящей с бесконечности и рассеивающейся на резонаторе, тонкой пере-
мычке, соединяющей два рукава волновода – однородные изотропные полуполосы.
Подбором размеров перемычки обеспечен неожиданный эффект почти полного
прохождения волны из одного рукава в другой на любой заданной наперед частоте
из первого интервала непрерывного спектра. В общей ситуации реализуется почти
полное отражение. Обсуждаются открытые вопросы.

Ключевые слова: изотропный двумерный волновод с тонкой перемычкой, продольные
колебания, аномалия прохождения упругой волны, коэффициенты рассеяния,
асимптотика
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1. Упругий волновод. Пусть  – две упругие полу-

полосы-рукава, соединенные тонкой (h > 0 – малый параметр) перемычкой  :

: , . Масштабированием ширина полуполос сведена к двум, т.е. декар-
товы координаты  и все геометрические параметры сделаны безразмерными.
Полудлина перемычки

(1.1)

будет подобрана так, чтобы обеспечить необычные свойства упругого – однородного
и изотропного, с постоянными Ламе  и  – волновода (рис. 1)

(1.2)

При учете симметрии относительно оси абсцисс дополним плоскую задачу теории
упругости

(1.3)

(1.4)

( )±Π = = ± > <,1 2 1 2{ , :  , 1}h hx x x x x

=Θ {h x

≤ ,1
hx <2 }x h

( )1 2,x x

= + >0 0'; 0h h, , , ,

λ > 0 μ > 0 

+Ξ = Π ∪ Θ ∪ Π–
h h h h

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∇ = μΔ λ + μ ∇ ∇ ⋅ = ρκ ∈ Ξ2  : – – ;h h h h h
x x x xL u x u x u x u x x

( ) ( )σ = ∈ ∂Ξ =; 0, ; 1,2n h hu x x j
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искусственными условиями на средней линии фигуры (1.2)

(1.5)

Здесь , ,  – оператор Лапласа,  – вектор сме-
щений, ρ > 0 – плотность материала и κ > 0 – частота колебаний,  – единич-

ный вектор внешней нормали, определенный почти всюду на границе , кроме

восьми угловых точек, на которых краевые условия (1.4) не ставятся,  и  –
компоненты вектора нормальных напряжений

(1.6)

Наконец,  – символ Кронекера.
Соотношения (1.5) исключают из рассмотрения изгибные колебания волновода,

т.е. он подвержен только продольным колебаниям. Укажем волны, распространяю-

щиеся в его рукавах 

(1.7)

Вектор-функции  и число  суть решения спектральных задач для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений на отрезке (–1.1)

(1.8)

Анализируя соотношения (1.8), приходим к равенствам

(1.9)

где  и  – вещественные функции, четная и нечетная соответственно.
Амплитудные части (1.9) зафиксируем так, чтобы соблюсти условия отрогонально-

сти и нормировки ([3], гл.5, § 2)

(1.10)

( ) = σ = ∈1 12 1 1,0 0, ( ; ,0) 0;h hu x u x x  R

∇ = gradx ∇ ⋅ = divx Δ = ∇ ⋅ ∇x x x ( )= 1 2,u u u
( )= 1 2,n n n

∂Ξh

( ) ( )σ1
n u ( ) ( )σ2  n u

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
σ = σ + σ ∂ = ∂ ∂

σ = μ ∂ + ∂ + λδ ∇ ⋅ =
1 1 2 2

1 ,

; /
  ; , 1,2

n
j j j j j

j j k k j j k x

u n u n u x
u u u u j k

δ ,j k

±Π
h

( ) ( ) ( )± ± θ ± ± ± ±= =1
2 1 2; ,  i xw x e W x W W W

±W θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )± ± ± ±μ ∂ θ θ λ + μ ± θ + ∂ = ρκ∓
2 2 2
2 1 2 1 2 2 2 2 1 2– – W x i i W x W x W x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )± ± ± ±μ ∂ θ λ + μ ∂ ± θ + ∂ = ρκ2 2 2
2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2– – –W x i W x W x W x

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )± ± ± ±

≤

λ + μ ∂ ± θλ = μ ∂ ± θ =
2

2 1 2 1 2 2 1 2 2 2

при 1

– 2 0, 0

x

W x i W x W x i W x

= ±2при 1x

( ) ( ) ( )( )± ± ±= μ ∂ ± θ = =2 2 2 1 2 2 2 20, 0 при 0W x W x i W x x

( ) ( ) ( ) ( )± ±= = ±0 0
1 2 1 2 2 2 2 2, ,W x W x W x iW x

0
1W 0

2W

( ) ( )± ± ±= ± =∓, , , 0Q w w i Q w w

Рис. 1. Упругий волновод с перемычкой длиной  и шириной , соединяющей рукава-полуполосы.
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(1.11)

Симплектическая (полуторалинейная и антиэрмитова) форма (1.11) происходит от
формулы Грина для оператора Ламе и потому не зависит от параметра  для волн (1.7).
Величина  пропорциональна проекции на ось абсцисс вектора Умова [1] пере-
носа энергии волной , т.е. принимается энергетический принцип излучения Умова–
Мандельштама ([2], гл. 1), ([3], гл. 5), [4].

Вариационная формулировка задачи (1.3)–(1.5) сводится к интегральному тожде-
ству [5, 6]

(1.12)

на подпространстве вектор-функций из класса Соболева

При этом  – натуральное скалярное произведение в пространстве Лебега ,

а  – функционал упругой энергии

(1.13)

Поскольку билинейная форма (1.13) симметрична, положительна и замкнута в про-
странстве H1(Ξh), вариационной (1.12) и дифференциальной (1.3)–(1.5) задачам отве-

чает ([7], гл. 10) положительный самосопряженный оператор  в гильбертовом про-

странстве , непрерывный спектр  которого – замкнутая положительная по-

луось . При  (основная точка отсечки) у задачи (1.3), (1.4) в
цельной полосе Π = (–1, 1) ×  в силу дополнительного условия (1.5) есть только одно
(с точностью до постоянного множителя) ограниченное решение – продольное жест-
кое смещение  = (1, 0). Следовательно, вблизи начала координат кратность непре-

рывного спектра равна единице, и вторая точка отсечки  внутри непрерывного
спектра  положительна. Зафиксируем какую-то частоту

(1.14)

Основная цель работы – подобрать размер (1.1) тонкой балки так, чтобы волна (1.7),

приходящая с бесконечности в рукаве , почти полностью проникала через пере-

мычку Θh в рукав  и уходила в нем на бесконечность. Ввиду симметрии волновода (1.2)

можно ограничиться рассмотрением приходящей волны в полуполосе , а почти
полное ее прохождение означает, что решение дифракционной задачи (1.3)–(1.5)

(1.15)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
=−

= σ − σv v v

1

2 1 2 2 1 2 2
1,21

, , ; , , ; ,  j j j j
j

Q w R x w R x w R x R x dx

R
( ),Q w w

w

( ) ( ) ( )ψ = ρκ ψ ψ ∈2
#Ξ

, ; Ξ , ; Ξh

h h h h h h h hE u u H

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }Ξ = ψ ∈ Ξ ψ = ψ ψ = ψ# 1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2: , ,– , , – ,–    h h h h h h h h hH H x x x x x x x x

( )⋅ ⋅ Ξ, h ( )2 ΞhL

( )1 , ; Ξ  
2

h h hE u u

( )
( ) ( ) ( )( )

=

μ= ∂ + ∂ + λ ∇ ⋅

ψ Ξ = + ψ + ψ Ξ ψ ψ Ξ


22 2 2

, 1,2
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2
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( ) )h h h h h h h h
j k k J x

J k

h h h h h h h h h h h h h

E u u u u L u L

E u E u u E u u

hA
2(( )ΞhL ℘c

[ )+ = +∞R 0, κ = κ =0
† 0

R

( )1e
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†

℘c

( )κ ∈ κ ≠ ∅0
†0,

–Πh

+Πh

+w –Πh

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) � ( )+ ±
± ±

±
= χ + χ +– 1 1
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приобретает коэффициенты рассеяния , удовлетворяющие соотношениям

(1.16)

Здесь  – гладкие срезающие функции

Остаток  затухает при  экспоненциальной скоростью. Закон сохране-
ния энергии обеспечивает равенство

(1.17)

Следовательно, одна из формул (1.16) влечет за собой другую.
По причине малой толщины перемычки в ситуации общего положения, наоборот,

реализуется почти полное отражение волны  в рукаве , т.е. коэффициенты рассе-
яния в поле (1.15) удовлетворяют соотношениям

(1.18)

Ранее эффект аномального прохождения волн через узкие щели и каналы обнару-
жен [8–13] для скалярных задач (акустические среды, волны на поверхности весомой
жидкости и пр.), причем вопрос ставился по-разному: показать [8–11], что эффект
проявляется на какой-частоте при помощи аналитических или численных методов,
или подогнать [12, 13] геометрические параметры для его реализации на заданной на-
перед частоте путем применения усовершенствованного асимптотического анализа.
При анализе векторной задачи (1.3)–(1.5) применяется процедура [14–17] точной на-
стройки параметров волновода для обеспечения необычных свойств волновых про-
цессов, однако в отличие от скалярных задач [12, 13] какие-либо явные формулы для
упругих полей и их характеристик недоступны, а результат достигается путем вывода
определенных априорных связей между величинами, формирующими асимптотиче-

ские формулы для коэффициентов рассеяния .
В разд. 2 перечислены специальные решения вспомогательных задач и установлены

нужные связи между их числовыми характеристиками. В разд. 3 представлен соб-
ственно асимптотический анализ, включающий процедуру понижения размерности

[18, 19] на тонкой перемычке  и метод сращиваемых асимптотических разложений
[20, 21] в зонах ее присоединения к массивным рукавам, а разд. 4 посвящен процедуре
точной настройки геометрических параметров, обеспечивающей искомый эффект по-
чти полного прохождения волны. Отметим, что, поскольку согласно ограничениям (1.5),
(1.14) в волноводе (1.2) имеется только одна пара распространяющихся волн (1.7), уни-
тарность и симметричность матрицы рассеяния означает, что почти полное прохожде-
ние волны w+ в направлении “от  к ” гарантирует тот же эффект для волны w–,
распространяющейся в направлении “от  к ”.

В конце статьи обсуждаются сопутствующие вопросы. В разд. 5, 1°, описаны спосо-
бы обоснования полученных асимптотических представлений, в частности, пояснено,
что в формулах (1.16) и (1.18) бесконечно малые  равны . Далее пере-
числены доступные обобщения формы и упругих свойств волновода, а также ограни-
чения вводимые по необходимости. Кроме того, приведены упрощенный (акустиче-
ский волновод; разд. 5, 4°) и усложненный (пространственный упругий волновод;
разд. 5, 5°) варианты постановки задачи и приемы их исследования.

±
hs

( ) ( )+ = + =–1 1 и 1h hs o s o

±χ

( ) ( )± ±χ = ± > χ = <∓
0 0

1 1 1 11 при 3 и 0 при 2x x x x, ,

±≤ χ ≤ 0 1

� ( )hW x → ±∞1x

+ + =
2 2

– 1h hs s

+w –Πh

( ) ( )+= + =– 1 1 и 1h hs o s o

±
hs

Θh

∞– +∞
+∞ ∞–

( )1o ( )( )+1 lnO h h
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2. Вспомогательные задачи. 1°. Перемычка. Стандартная асимптотическая процедура
понижения размерности ([18], гл. 15 и 16), ([19], гл. 1 § 3) в задаче (1.3)–(1.5), суженной
на тонкую перемычку, приводит к одномерной модели продольных колебаний балки.
Именно, введем растянутую поперечную координату η = h–1x2 и, заменив многоточи-
ем младшие – не существенные в предпринимаемом анализе – члены, подставим раз-
ложение вектора смещений

(2.1)

в уравнения (1.3) на прямоугольнике  и краевые условия (1.5) на его

сторонах . Соберем множители при одинаковых степенях малого пара-
метра  и последовательно решим задачи Неймана для обыкновенных дифференци-

альных уравнений на отрезке (–1, 1). Две задачи для компонент вектора 

дают выражение для первого поправочного члена представления (2.1)

(2.2)

Здесь  = (0, 1) – орт оси ординат. Компонента  второй поправки  равна нулю, а
условие разрешимости задачи для первой компоненты

превращается в обыкновенное дифференциальное уравнение относительно продоль-
ной координаты x1

(2.3)

В уравнении (2.3) взято предельное (h = 0) значение размера (1.1) перемычки , а за-

мена  будет задействована в разд. 3 и 4.
Поскольку тонкая балка присоединена к массивным телам, уравнение (2.3) замы-

кается [24] условиями Дирихле

(2.4)

Зафиксируем главный член в представлении (1.1)

(2.5)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + η + η +v v v …
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1 1 1 1' ; '' ;hu x h x e x h x
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0 0(– , ) – ,h h
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1 1
1 12
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так, чтобы однородная задача (2.3), (2.4) приобрела нетривиальное решение – соб-
ственную функцию

(2.6)

2°. Пограничный слой. Вблизи концов перемычки , т.е. около точек  = ,
возникает [18], [22–24] явление пограничного слоя, которое, как обычно, опишем в
растянутых координатах

Для определенности рассмотрим левый (знак минус) конец перемычки и не будем
писать верхний индекс ± у координат . Соответствующая плоская статическая зада-
ча теории упругости

(2.7)

(2.8)

(2.9)

поставлена на объединении  полуплоскости  и полуполосы
 ×  (рис. 2). Условия (2.8) и (2.9) унаследованы от условий (1.4) и (1.5),

а инерционный член исчез из системы (2.7) потому, что мало последнее вычитаемое в
преобразованном дифференциальном операторе

Применим метод сращиваемых асимптотических разложений [20, 21], в рамках ко-
торого при построении главных членов асимптотики требуется найти все решения за-
дачи (2.7)–(2.9) с не более чем логарифмическим ростом в полуплоскости и не более
чем линейным ростом в полуполосе. Одно из таких решений очевидно – постоянный

вектор . Второе  задано своим поведением на бесконечности

(2.10)

(2.11)

( ) ( )( ) π= α + α =0
1 1 0sin ;

2
mx xv ,

,

Θh
±
hP ( )±,0,0

( ) ( )( )ξ = ξ ξ = ∓ ,
–1 –1

1 2 1 2, ,hh x h x

ξ j

( ) ( )ξ∇ ξ = ξ ∈ ϒ0;L Z

( ) ( )σ ξ = ξ ∈ ∂ϒ =; 0; , 1,2n
j Z j

( ) ( )ξ = σ ξ = ξ ∈2 1 12 1 1,0 0, ; ,0 0;Z Z R

ϒ = ξ ξ <R
2
–  1{ : 0}

[ )ϖ = +∞0, ( )–1,1

( ) ( )( )ξ∇ ρκ = ∇ ρκ2 –2 2 2– –xL h L h

( )=0
1Z e 1Z

( ) ( ) ( ) ( )ξ = ξ + + ξ ρ = ξ → +∞ ξ ∈–11 2
1 –; ,Z B e Ob R

( ) ( ) ( ) ( )εξλξ ξ = ξ + ξ → +∞ ξ ∈ ϖ ε > λ + μ 

11 –2
1 1 2 1

 1 – ; , , 0
2 2

Z e e O e

Рис. 2. Пограничный слой: упругое сочленение полуплоскости и полуполосы.
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Здесь  – несущественная для дальнейшего постоянная,  – решение Бусси-
неска–Фламана [25, 26] о сосредоточенной силе, действующей на полуплоскость

(2.12)

Кроме того,  – система полярных координат, а явный вид угловой

части B1 решения (2.12) не понадобится. Важны только известные формулы для по-
лярных компонент тензора напряжений

(2.13)

Следовательно

и поэтому равна нулю сумма главных векторов сил, порожденных полем смещений Z1

на бесконечности в полуплоскости и в полуполосе. Именно последнее обстоятельство

обеспечивает существование решения  задачи (2.7)–(2.9) с заданным поведением
при |ξ| → ∞ и . Отсутствие в правой части формулы (2.11) постоянного слагае-
мого фиксирует это решение. Согласно общим результатам [27, пример 1.12 и тео-
рема 5.8] всякое решение задачи (2.7)–(2.9) с указанными ограничениями на рост –

линейная комбинация . Соотношения (2.10) и (2.11) можно почленно диф-

ференцировать при соглашениях  =  и  = .

3°. Рукава. Асимптотика поля (1.15) внутри рукавов  описывается при помощи

решений задачи теории упругости в не зависящей от параметра h полуполосе  =
=

(2.14)

(2.15)

(2.16)

Краевое условие (2.15) поставлено на проколотом торце полуполосы, и далее понадо-
бится поле смещений G, порожденное сосредоточенной в начале координат  про-
дольной силой

(2.17)

(2.18)

Коэффициенты G и g зависят лишь от постоянных Ламе λ и μ, а правила  =

=  и  =  разрешают почленное дифференцирование соотно-
шений (2.17) и (2.18).

Еще одно поле W, гладкое вблизи точки  и равное сумме приходящей w+ и отра-
женной волн, допускает представление

(2.19)

∈Rb B
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Модуль коэффициента отражения s равен единице согласно закону сохранения энер-
гии и условиям нормировки и ортогональности (1.10). Применим формулу интегриро-
вания по частям для вектор-функций W и G в длинном (R → +∞) прямоугольнике с
вырезанным полукругом

и вычислим предел при учете соотношений (1.10), (1.11) и (2.13). В результате обна-
ружим связь коэффициентов в представлениях (2.17)–(2.19)

(2.20)
Аналогичная формула Грина для вектор-функции G на обеих позициях вместе с ра-

венствами (1.10), (1.11) и (2.13) дают соотношение

(2.21)

При этом  – система полярных координат, а σ(r)(u) – вектор с компонентами (1.6)
и нормалью (–cosϕ, sinϕ).

Полуполоса  получается из полуполосы  заменой координат

при сохранении вектора смещений. По причине изотропности упругого материала
подстановки

(2.22)

обеспечивает переход от  к  и от задачи (2.14)–(2.16) в  к задаче (1.3)–(1.4)

в . Замены (2.22) будут применены в асимптотических конструкциях на рукаве ,
а преобразованные таким образом поля G и W обозначим  и . Аналогичные опе-

рации нужны и при формировании пограничного слоя в окрестности точки .
3. Построение асимптотики. Простые асимптотические представления поля (1.15) на

рукавах

(3.1)

(3.2)

дополним усложненным согласно формулам (2.1) и (2.2) из разд. 2, 1°, представлением
на перемычке

(3.3)

Π = ∈ Π > >� �   
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При этом остатки  в разложениях (3.1) и (3.2) затухают на бесконечности с экспо-

ненциальной скоростью, а  – главные члены асимптотик коэффициентов рассеяния
в поле (1.15)

(3.4)
Как и ранее, многоточие заменяет младшие асимптотические члены, оцененные далее

в разд. 5, 1°. Неизвестные коэффициент c и функция , удовлетворяющая уравнению (2.3)

и продолженная по гладкости за пределы интервала , подлежат определению,
а v – собственная функция (2.6) задачи (2.3), (2.4), причем

(3.5)

В зонах присоединения перемычки к массивным частям волновода (1.2), т.е. около

точек , введем внутренние разложения поля (1.10)

(3.6)

и согласуем их с внешними разложениями (3.1)–(3.3) при помощи процедуры сращи-
вания [20, 21].

Сначала обследуем окрестность точки  со стороны перемычки и, отбросив члены
 при учете формул (2.6) и (3.5), преобразуем разложение (3.3) к форме

(3.7)

Сравним правую часть соотношения (3.7) с представлением (2.11) решения Z1 зада-

чи (2.7)–(2.9) и привлечем в конструкцию еще одно решение  = . В итоге при-
ходим к равенству

(3.8)

В силу формул (2.10) и (2.12) внутреннее разложение (3.6), (3.8) около точки  в ру-

каве  принимает вид

(3.9)

Множитель  возник из-за связи  радиальных переменных и при-
сутствия логарифма в решении Буссинеска–Фламана (2.12). Согласно процедуре сра-

щивания [20, 21] сингулярность этого решения передается члену  внешнего разло-
жения (3.1), который и соответствующий коэффициент отражения заданы формулами

(3.10)
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(3.11)
Закончим сращивание разложений (3.1) и (3.7), сравнив множители при жестком по-
ступательном смещении  в правых частях соотношений (3.9) и (3.10). В результате

получим краевое условие для функции  из представления (3.3)

(3.12)

Сращивание внешних (3.1), (3.3) и внутреннего (3.6) разложений около точки 
проводится по той же схеме при учете подстановок (2.22) и отсутствия приходящей

волны  в рукаве . Формула (3.5) для собственной функции  задачи (2.3), (2.4)

уточняет внешнее разложение (3.3) около концевой точки  перемычки 

(3.13)

Представление (2.11) решения  задачи (2.7)–(2.9) и формулы (2.22), меняющие

знак у первой компоненты преобразованного решения , дают главный член внут-
реннего разложения (3.6)

(3.14)

Полностью реализуя процедуру сращивания разложений (3.6), (3.14) и (3.2) в окрест-

ности точки , находим выражения для поля  в и сопутствующего коэффици-

ента прохождения  волны w+, а также краевое условие в точке  для асимптотиче-

ской поправки  на перемычке

(3.15)

(3.16)

(3.17)

В силу предположения о собственном числе (2.5) задача (2.3), (3.12), (3.17) приобре-
тает одно условие разрешимости

(3.18)

Согласно формулам для величин  соотношение (3.18) принимает вид

(3.19)

и связывает неизвестные  и  в представлениях (1.1) и (3.3).
4. Подбор размеров перемычки. В распоряжении имеется один свободный веще-

ственный параметр  из формулы (1.1) для размера . Употребим его для упрощения
формулы (3.19) и положим

(4.1)

При этом  – новый свободный параметр. Тот факт, что величина (4.1) зависит от
большого параметра  не влияет на проведенные выкладки, так как поправочное
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слагаемое  в представлении (1.1) остается малым, однако он привносит мно-
житель  в мажоранту из оценки (5.5). Теперь равенство (3.19) принимает вид

и при учете соотношений (3.11), (3.16) и (2.20), (2.21) находим главные члены асимпто-
тик коэффициентов рассеяния

(4.2)

Закон сохранения энергии (1.18) предоставляет простую проверку проведенных вы-
числений

Подведем итог, предположив, что  для придания смысла формулам (4.2). В

случае  = 0 имеем и , т.е. выполнены соотношения (1.5), означаю-

щее почти полное прохождение волны  из рукава  через перемычку в рукав .
Этот эффект неустойчив и требует точной настройки размера

(4.3)

прямоугольника  согласно формулам (2.5) и (4.1) при .
Если нарушить базовое равенство (2.5), то при любом малом возмущении  полу-

длины  перемычки реализуется почти полное отражение волны w+, приходящей с

бесконечности в рукаве , а именно, соотношения (1.18). Вытекающие из равенств (4.2)
формулы

(4.4)

для главных членов асимптотики (3.4) коэффициентов рассеяния показывают, как
почти полное прохождение трансформируется в почти полное отражение волны при
увеличении отклонения  от критического размера (4.4).

Гипотетическая ситуация  требует отдельного обсуждения. Во-первых, к свя-
зям (2.20) и (2.21) числовых параметров можно добавить еще одну связь

(4.5)

обеспеченное представлениями (2.18), (2.19) и вытекающим из них равенством  =
=  – , однако все эти связи не позволяют найти коэффициент . Во-вто-
рых, поскольку ограничение  устраняет из представления (2.18) волну w+, реше-
ние  задачи (2.14)–(2.16) исчезает на бесконечности с экспоненциальной скоростью
и становится вещественным, т.е. . Кроме того,  согласно связи (2.20),

а значит, при критическом размере  соотношение (3.19) справедливо при вся-
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ком множителе c (он определяется при построении младших асимптотических чле-

нов), но все-таки  и  в любом случае согласно соотношениям (3.11) и (3.16);
иными словами, эффект почти полного прохождения пропадает.

Покажем, что неравенство  выполнено по крайней мере для малых ча-
стот κ > 0, при которых асимптотические формулы для волн (1.7) можно найти при
помощи одномерной модели балки, подставив решение обыкновенного дифференци-
ального уравнения (2.3)

в разложение (3.16) с . При учете формул (2.2) и  =  +  по-
лучим соотношение

(4.6)

Множитель  нужен для соблюдения в главном условия нормировки (1.10). Процеду-
ра ([28], гл. 9) вывода асимптотической формулы (4.6) применялась [29, 30] к двумер-
ным и трехмерным изотропным и анизотропным упругим волноводам.

В качестве внешнего, справедливого на удалении от торца полуполосы, разложения
возьмем выражение

(4.7)

Коэффициент  oпределим при сращивании с внутренним, пригодным в конечной

части волновода , разложением

(4.8)

Здесь  – неизвестный множитель, а  – решение задачи (2.14)–(2.16) при ,
для которого верны представления

(4.9)

В поле  сосредоточенная в точке  сила компенсирована продольной силой на бес-
конечности. Приравнивая в разложениях (4.7) и (4.8), (4.9) коэффициенты при  и

, находим, что  и

Соотношение (4.8) показывает, что в самом деле коэффициент  в представлении (2.18)

решения  задачи (2.14)–(2.16) о действии сосредоточенной продольной силы на

торце полуполосы  =  отличен от нуля при малой частоте .
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5. Несколько замечаний. 1°. Подтверждение асимптотических конструкций. Постро-
ению асимптотических разложений решений краевых задач на сочленениях областей
с различными предельными размерностями посвящено большое количество публика-
ций, в которых рассмотрены спектральные [31–36], [8–10, 12, 13] и статические [37–40]
скалярные уравнения и система уравнений теории упругости [23, 24, 41–45]. Симмет-
рия волновода и постановка искусственных условий (1.5) значительно упрощают про-
цедуру обоснования асимптотических представлений решения и его характеристик,
так как введенные условия аннулируют повороты точек на оси абсцисс и тем самым
по сути компенсируют векторную природу упругих полей. В частности, для вектор-
функций, подчиненных первому ограничению (1.5), выполнено упрощенное неравен-

ство Корна [46] на усеченном волноводе  = 

(5.1)

Для сохранения независимости множителя  от толщины  балки  в общей си-
туации левая часть неравенства (5.1) должна быть заменена [46] суммой

(5.2)

Появление в сумме (5.2) степеней малого параметра  с положительными показателя-
ми значительно усложняет как асимптотические представления полей смещений и
напряжений на перемычке, так и процедуру их обоснования (см., например, ([19],
гл. 4) и [24]).

Как обычно в методе сращиваемых разложений, внешние (3.1)–(3.3) и внутрен-
ние (3.7) разложения соединяются в единое глобальное асимптотическое приближе-
ние посредством срезающих функций. Простейший способ – применить разбиение
единицы [21], однако воспользуемся более точной конструкцией [18, 47, 48], привле-
кающей срезающие функции с “перехлестывающимися” носителями

Здесь  – гладкая функция с малым носителем, равная единице в окрестности начала
координат и подобранная так, что . Положим

(5.3)

(5.4)

В обеих формулах (5.3) и (5.4) члены разложений, подвергшиеся сращиванию в
разд. 3, учтены дважды – и в первых и во вторых слагаемых из правых частей, однако
такое дублирование устранено вычитаемыми, содержащими суммы названных чле-

нов. Именно,  – выражение, полученное в конце преобразования (3.7), т.е. незату-

хающие при  члены вектор-функций (3.8) и (3.13), а  и  – главные чле-
ны представлений (3.10) и (3.15) или составляющие вектор-функций (3.8) и (3.13), ко-
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торые не исчезают в пределе при  в полуплоскости . Невязки, оставленные

построенным приближенном асимптотическом решением  в уравнениях (1.3) и
краевых условиях (1.4) оказывается малыми из-за достаточно быстрого затухания
остатков в упомянутых представлениях. Последнее действие для вывода оценок

(5.5)

остатков в представлениях (3.4) коэффициентов рассеяния – применение техники ве-
совых пространств с отделенной асимптотикой ([3], гл. 5), [15, 17]. Нормы в таких про-
странствах включают модули коэффициентов рассеяния, и поэтому малость функци-

онала из правой части интегрального тождества (1.12) для разности  обеспе-
чивает неравенства (5.5). Изложены [12, 17] особенности определения норм,
связанные с наличием тонких элементов конструкций.

2°. Доступные обобщения. Если материал волновода ортотропный с осями  и 
упругой симметрии, то приведенные выкладки и рассуждения требуют лишь незначи-
тельных изменений – нужные формулы для одномерной модели тонкой балки можно
найти, например, в ([19], гл. 4, § 2). Допустимы симметричные относительно оси абс-
цисс возмущения формы волновода (1.2) (ср. рис. 3) – уравнение продольных колеба-
ний искривленной балки также известны. Некоторые осложнения возникают в том
случае, если основания балки и границы рукавов искривлены в окрестности зон при-

соединения перемычки. Именно, в окрестности точек  приходится ввести локаль-
ные криволинейные координаты , в которых оператор Ламе из системы (1.3)
принимает вид -матрицы  дифференциальных операторов вто-
рого порядка с переменными коэффициентами, однако главные (после “заморозки”

коэффициентов в точке  с координатами  и ) части этих операторов
принимают вид , а значит, при построении пограничных слоев растяжение
координат в h–1 раз по-прежнему приводит к задаче (2.7)–(2.9) на сочленении  (рис. 2).

3°. Изгибные колебания перемычки. Для проведенного асимптотического анализа
принципиальна зеркальная симметрия волновода (1.2) относительно оси абсцисс и
постановка искусственных условий (1.5). Дело в том, что собственные частоты попе-

речных колебаний имеют вид , где  – собственные частоты одномерной
балки Кирхгофа с защемленными концами
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Рис. 3. Упругий волновод с резонаторами, соединенными тонкой перемычкой, и с осью симметрии (штрих-
пунктирная линия).
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Итак, спектр тонкой балки характеризуется концентрацией собственных частот около
точки , а значит, на частоте (1.14) количество распространяющихся волн, кото-
рые следует учесть в асимптотической процедуре из разд. 3, неограниченно возрастает
при . Это обстоятельство делает разработанную процедуру бесполезной, а пе-
реход к ультранизким частотам  требует существенной модификации проце-
дуры, так как строение непрерывного спектра задачи теории упругости в полупо-

лосах  без искусственных условий (1.5) существенно искажается и обеспечивает
иные непривычные эффекты [29].

4°. Плоский акустический волновод. Проиллюстрируем проведенные в разд. 2–4 вы-
кладки на примере скалярной задачи, в которой доступны явные формулы, и воспро-
изведем в упрощенном виде результаты [12]. Рассмотрим краевую задачу для операто-
ра Лапласа

При этом uh – давление в акустической среде, а частота κ берется из интервала (1.14) с

точкой отсечки  непрерывного спектра . Формулы (2.19) с порш-
невыми волнами (1.7) принимают вид

Функция Грина  c особенностью в начале координат  удовлетворяет соотношени-
ям (2.17) и (2.18), в которых

Ключевые связи (2.20), (2.21) и (4.5), разумеется, сохраняются, и, что важно, .
Процедура сращивания приводит к прежним соотношениям (3.11), (3.16) и (3.19), а
выбор размера  в определениях (1.1), (4.1) обеспечивает эффект почти полного

прохождения волны  из рукава  через тонкий акустический канал  в рукав .
Вместе с тем, явные аналитические формулы для величин b и ImG в представлени-
ях (2.10) и (2.17) специальных решений задач Неймана для уравнения Пуассона в об-

ластях  и  недоступны, т.е. и в скалярном случае для определения критической

длины перемычки  нужно применять численные методы.
5°. Пространственные задачи. Рассмотрим трехмерные цилиндры

(5.6)

и составленный из них упругий однородный изотропный волновод (1.2). При этом Ω и

 – области на плоскости , ограниченными кусочно-гладкими контурами и облада-
ющие зеркальной симметрией относительно осей  и . Одномерная модель Кирх-
гофа–Клебша тонкого стержня (5.6) представляет собой систему четырех обыкновен-
ных дифференциальных уравнений – двух четвертого порядка, предоставляющих
осредненные изгибы стержня, и двух второго порядка, описывающих продольную де-
формацию и закручивание. Для того чтобы применить предложенную в разд. 3 проце-
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дуру, необходимо дополнить пространственную задачу теории упругости искусствен-
ными условиями, которые нейтрализуют собственные частоты поперечных колеба-
ний в ультра-низкочастотном диапазоне.

Первый набор таких условий на срединной плоскости  =  тела 

оставляет в шестимерном линеала жестких смещений (крестом обозначено векторное
произведение)

(5.7)

только продольное поступательное смещение  вдоль оси . Таким образом, в од-

номерной модели стержня  остаются лишь одно уравнение второго порядка, а ис-

ходную задачу можно сузить на половину  волновода .

Кроме того, продолжения компоненты  по четности и компонент ,  по нечетно-

сти через плоскость {x : x3 = 0} сохраняют гладкость решения , удовлетворяющего

искусственным краевым условиям на поверхности  ⊂ , а также систему уравне-

ний (1.3) в теле  и краевые условия (1.4) на поверхности . Иными словами, вос-
становленное поле удовлетворяет всей задаче в трехмерном волноводе (1.2).

Приведем еще две группы приемлемых искусственных условий

Здесь фигурируют декартовы компоненты , , тензора напряжений

и поверхности  =  при  и . Теперь в линеале (5.7)

остаются поступательные смещения  и повороты  вокруг оси , а

подходящие продолжения через плоскости  и  вектора смещений

 в четвертушке  на весь волновод  сохраняют гладкость поля и соотноше-
ния (1.3), (1.4).

Указаны [49] и другие способы постановки искусственных условий на срединных

плоскостях тела , устраняющие из одномерной модели тонкого стержня оба уравне-
ния четвертого порядка. Аналогичные проведенным в разд. 3 и 4 выкладки и рассуж-
дения позволят обнаружить аномальное прохождение упругих волн через тонкий со-
единительный стержень в пространственном упругом волноводе, однако результаты в
этом направлении не публиковались.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (про-
ект 22-11-00046).
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Abnormal Transmission of Elastic Waves Through a Thin Ligament Connecting Two Planar 
Isotropic Waveguide

S. A. Nazarova,#

aInstitute for Problems in Mechanical Engineering RAS, Saint-Petersburg, Russia
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Asymptotics of transmission and reflection coefficients are constructed for the longitudinal
elastic wave which incomes from infinity and scatters in the resonator, namely a thin liga-
ment connecting two trunks of the waveguide, i.e., homogeneous isotropic half-strips. By
choosing of sizes of the ligament, it is detected an unexpected effect of almost complete
transition of a wave from one trunk to the other at a prescribed frequency in the first interval
of the continuous spectrum. In general situation the almost complete reflection is realized.
Open questions are discussed.
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В работе получены точные аналитические решения системы уравнений, описываю-
щих фильтрацию жидкости в пластах, подверженных ГРП, при переходных режимах
работы скважины. Рассмотрены случаи, когда забойное давление или дебит скважи-
ны изменяются, принимая кусочно-постоянные значения. Данные решения обоб-
щены для случая, когда давление на забое и дебит от времени являются непрерыв-
ными функциями. Полученные решения позволяют определить дебит или забойное
давление при заданном законе изменения давления на забое или дебита скважины, а
также эволюцию давления в трещине ГРП. В определенных случаях, например, при
П-образном законе изменения дебита полученные решения из сравнения промыс-
ловых кривых дебита и забойного давления позволяют определить проводимость
трещины ГРП. Показано хорошее совпадение теоретических кривых изменения
давления, построенных по данным изменения дебита, и результатов полевых наблю-
дений.

Ключевые слова: гидроразрыв пласта, трещина ГРП, нефтяная скважина, фильтрация
флюида, эволюция давления, дебит, ГДИС
DOI: 10.31857/S0032823522060017

1. Введение. К настоящему времени вышло много работ, описывающих распределе-
ние давления в трещине ГРП при работе нефтяной скважины. В большинстве из них
рассматривается стационарная фильтрация (см., напр., [1]). Модели, приведенные
в [2–5], описывают нестационарную фильтрацию жидкости в трещине и показывают
связь между постоянным давлением, поддерживаемым после ее начала работы, и рас-
ходом жидкости на скважине или изменение давления при поддержании постоянного
расхода. В статье [5] приводятся решения для нахождения распределения давления в
трещине ГРП конечной длины и, окружающем трещину пласте. В работе [6] рассмот-
рены режимы работы скважины с кусочно-постоянными изменениями давления на
скважине или расхода жидкости.

В данной работе рассматриваются более общие режимы работы нефтяной скважи-
ны; случаи ступенчатого и непрерывного изменения давления или изменения дебита
скважины. И в том и другом случае получены точные аналитические решения, описы-
вающие распространение давления в трещине, по которым, в свою очередь, используя
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закон Дарси, можно определить фильтрационные потоки в пласте и трещине. Показа-
на практическая значимость полученных результатов.

Полученные теоретические результаты апробируются на данных измерений суточ-
ного дебита и изменения давления на забое реальной нефтяной скважины. По началь-
ному П-образному режиму изменения дебита скважины и, соответствующим данным
изменения давления был найден коэффициент, определяемый характеристиками пла-
ста и трещины ГРП (значениями проницаемостей и пористости трещины и пласта, ши-
риной и высотой трещины, вязкостью флюида). Далее, по аналитическим решениям,
полученным в работе, по кривой годового изменения дебита скважины получена кри-
вая изменения давления на забое. Из представленных в работе графиков следует до-
статочно хорошее совпадение теоретических кривых с промысловыми данными.

2. Основные уравнения. Рассмотрим нефтяную скважину с вертикальной, закреп-
ленной пропантом трещиной, полученной путем гидроразрыва пласта (ГРП) (рис. 1).
Пласт предполагается однородным, ширина трещины df значительно меньше ее вы-
соты hf. Считаем, что жидкость в пласте течет перпендикулярно плоскости трещины
и, далее, по трещине течет от скважины (билинейная схема). Предполагается, что дав-
ление жидкости в пласте и трещине мало зависит от изменения глубины, поэтому рас-
сматриваем движение флюида в трещине, как квазиодномерное вдоль оси OX, направ-
ленной вдоль трещины. В силу симметрии можно рассматривать одно крыло трещи-
ны. Начало координат поместим на стенку забойного участка. Ось OY направим
перпендикулярно трещине. Отсчет будет идти от границы “пласт–трещина”. Скелет по-
ристой среды пласта и трещины считаем несжимаемым, длину трещины бесконечной.

Основываясь на законе сохранения масс, законе Дарси в работах [2–5] получена
система уравнений, описывающая фильтрацию флюида в трещине ГРП и пласте:

(2.1)

(2.2)

где  – коэффициент пьезопроводности. Здесь и в дальнейшем ин-
дексы i = f и p соответствуют значениям параметров в трещине и пласте, окружающем
трещину. Через ρ0 обозначим первоначальную невозмущенную плотность жидкости,

 – скорость жидкости, mi – пористость, μ – динамическая вязкость, ki – коэффици-
ент проницаемости, df – ширина трещины, С – скорость звука для флюида, Pf = Pf (t, x),
Pp = Pp(t, x, y) – давление в трещине и пласте, соответственно. Второе слагаемое в пра-
вой части уравнения (2.1) выражает интенсивность притока флюида через стенки в

=
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Рис. 1. Схема течения жидкости из скважины в трещину и из трещины в пласт (вид сверху).
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трещину. Жидкость считаем слабосжимаемой . Индекс (0) соответствует
начальному состоянию.

Давление в трещине и в пласте на поверхности стенки трещины совпадает:

(2.3)

Вдали от трещины считаем, что давление постоянно и равно первоначальному зна-
чению P0:

(2.4)

Система уравнений (2.1)–(2.2) сводится в работе [4] к одному интегро-дифферен-
циальному уравнению, описывающему распределение давления в трещине ГРП:

(2.5)

Здесь мы считаем, что при  система находится в покое, т.е.

Из сравнения слагаемых в уравнении (2.5) можно получить критические условия
для характерного времени , когда левая часть этого уравнения, отвечающая за упру-
гоемкость флюида в трещине несущественна (см. [4]).

Для рассматриваемых задач справедлива оценка

(2.6)

Для нефтепромысловых задач обычно рассматриваются времена, удовлетворяющие
условию (2.6) (минуты, часы, сутки). Поэтому будем вместо (2.5) пользоваться упро-
щенным уравнением

(2.7)

3. Случай последовательного скачкообразного закона изменения давления в скважине.
В работе [4] получено решение задачи о распространении давления в трещине ГРП при
резком изменении давления в момент времени τ на постоянную величину .
Предполагается, что далее давление поддерживается постоянным ( ,

). Для определенности будем в дальнейшем считать, что , т. е. рассмат-
ривается случай, когда жидкость нагнетается в пласт, случай откачивания жидкости
из скважины приводит лишь к изменению знака величины .
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В работе [4] получено решение поставленной задачи через специальную функцию

(3.1)

Распределение давления в трещине находится, как

(3.2)

На основе этого решения можно определить формулу для объемного расхода флюи-
да в одном крыле трещины на единицу высоты трещины:

Введем величину  (от англ. Feature – характеристика, свойство),

характеризующую проводимость трещины. Используя выражение для  из (3.2) и
выражения для коэффициентов пьезопроводности , , входящих в уравнения (2.1)
и (2.2), для параметра  можем записать:

(3.3)

Отсюда

(3.4)

Здесь использовано

где Γ – Гамма-функция, и .

Рассмотренное уравнение (2.7), линейное для ΔPf, это позволяет (см. [6]), представ-
ленную формулу (3.2) для нахождения расхода, обобщить для случая, когда давление
изменяется скачкообразно в моменты времени  и на участках , i = 1,
2, …, n принимает постоянные значения.

Пусть в исходном состоянии жидкость в скважине и трещине неподвижна

В момент времени  скважина начинает функционировать при постоянном пере-
паде давления  до момента времени , с момента времени скважина функцио-
нирует при перепаде давления  до момента времени  и т.д. Для удобства записи

( )
∞

−η− η

   
η   

   = −  π η 
 
 


1
4

1
4

0

sin
1Gil 1     z

z

z e dz

( ) ( )−   Δ = Δ − τ > τ =  
   

1
4

æ2Gil /2  ;
æ

p p
f w f f

f f f

m
P P x t t

d m
- -

( ) ( )
∞

− −τ ξ

=

Δ∂     = = − ξ    μ ∂ μπ     


4 

00

4

2
f f f w tf f f f

x

d k Pd k P
q e d

x
-

μ=^
- /2  f f fd k

- f

æ p æ f

^

ρ=

3 1
4 4μ  

f f p p

C

d k m k
^

( ) ( )− Δ − τ 
 ≈ − > τ

π

1
4

3.6 ;
f wP t

q t
^

( ) ( ) ( )
∞

− −τ ξ −ξ = Γ − τ
4 1

4
0

5 ,
4

te d t

( ) ( )Γ = Γ ≈5 1 1 0.906
4 4 4

τ τ … τ1 2, , , n [ )+τ τ 1,i i

= = = = < τ0 00, приp f p fP P P tv v

= τ1t

( )Δ 1 wP τ2 τ2  

( )Δ 2 wP τ3



1002 БАШМАКОВ и др.

формулы будем считать, что . Тогда решение, описывающее изменение дав-
ления в трещине, может быть записано в виде

(3.5)

здесь  – функция Хевисайда.

Далее, по аналогии с (3.2), получим величину расхода на единицу высоты трещины:

(3.6)

Объем флюида, поступающий (расходуемый) за время, прошедшее с момента τ начала
работы скважины до момента времени t через два крыла трещины высотой , будет
определяться формулой

(3.7)

4. Случай непрерывного изменения давления на скважине. Пусть первоначальное дав-
ление в пласте и на забое равно P0, давление в скважине изменяется непрерывно:

Разобьем временной промежуток  точками , …, τn. Введем следующую
сумму:

(4.1)

Согласно (3.5), выражение (4.1) соответствует ступенчатому изменению давления на
скважине. При  оно может рассматриваться, как интегральная сум-
ма для интеграла

(4.2)

Отсюда можно найти расход жидкости на скважине:
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Формулы (4.2) и (4.3) позволяют, зная непрерывный закон изменения давления на
скважине, определять закон изменения расхода жидкости в скважине с вертикальной
трещиной ГРП и в самой трещине.

5. Решения, соответствующие кусочно-постоянным законам изменения расхода жид-
кости на скважине. Пусть до момента времени  флюид в пласте и трещине находится в
покое ( ). В работах [3], [4] получен закон изменения давления при посто-
янном расходе. Пусть, первоначальный расход жидкости на скважине до момента вре-
мени  нулевой, и, начиная с момента времени  поддерживается постоянный
расход q. Тогда распределение давления в трещине ГРП выражается формулой при
( )

(5.1)

где (см. [3, 4]) 

Так как , из (5.1) получим закон изменения перепада давления на
скважине:

(5.2)

Величина . Графики функций  и  приведены в работе [4].
В силу линейности уравнения (2.7), выше представленное решение (5.1), можно

обобщить для случаев, когда расход представляет кусочно-постоянную функцию.
Пусть до момента τ1 флюид в пласте находится в покое и расход жидкости на сква-

жине , в момент времени τ1 расход выходит на значение  и поддерживается по-
стоянным до момента времени τ2, когда он резко изменяется до величины  и дер-
жится постоянным до момента τ3, и так далее.

Решение, описывающее эволюцию давления в трещине, принимает вид:

(5.3)

Для перепада давления  между значениями на забое скважины и пластом

 получим

(5.4)

6. Случай непрерывного изменения расхода жидкости на скважине. Рассмотрим те-
перь случай, когда расход жидкости на скважине изменяется непрерывно, начиная с
нулевого значения q = q(t), q(0) = 0, t ≥ 0.

Разобьем временной промежуток  точками , …, τn. Введем следующую
сумму:

τ
= =v v 0p f

= τt = τt

τ ≤ t

( ) ( ) ( )− Δ = − − τ − τ 
 

1 1
4 4,   Zil /2  ,f fP t x t q x t^ -

( ) ( )= ξ ξ −
0

Zil Gil  специальная функция.
z

z d

( ) =Δ = Δ 0w f xP P

( ) ( ) ( )Δ = − − τ
1
4Zil 0wP t q^

( ) ≈Zil 0 0.78 ( )Gil z ( )Zil z

=0 0q 1q

2q

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−
=

 Δ = − − τ − − τ − τ 
 


1 1
4 41

1
, Zil /2

n

f i i i i f i
i

P t x H t q q t x t^ -

( )Δ wP

( ) ( )( )Δ = Δ ,0w fP P t

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−
=

Δ = − − τ − − τ^
1
41

1
Zil 0

n

w i i i i
i

P H t q q t

τ0[ , )t τ τ τ0 1 2, ,

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )−
=

 − − τ τ − τ − τ − τ 
 


1 1
4 41

1
      Zil /2

n

i i i i f i
i

H t q q t x t^ -



1004 БАШМАКОВ и др.

При   она может рассматриваться, как интегральная
сумма для интеграла

(6.1)

позволяющего определить распространение давления в трещине ГРП. Отсюда, под-
ставляя значение , получаем закон изменения давления на забое скважины при
известном непрерывном изменении расхода:

(6.2)

7. Результаты расчетов. На основе полученных аналитических решений, рассмот-
рим численные примеры. Для параметров, определяющих физические свойства флю-
ида, а также пласта, подверженного ГРП (если специально не оговорено иное) при-

мем следующие величины:  кг/м3, ,  Па · с,  м/с,

 м2, ,  м2,  м.
Рассмотрим эволюцию фильтрационных полей в трещине и дебит жидкости через

нее при заданном законе изменения давления в забое скважины. Поскольку уравнения,
описывающие поле давления движения в трещине и окружающем ее пласте, представ-
ляют собой линейно однородные интегро-дифференциальные уравнения, то решения,
описывающие возмущения давления в пласте и трещине, пропорционально изменяют-
ся относительно исходного пластового давления, то есть задание начального пластового
давления при получении решений роли не играет. Допустим в исходном состоянии пла-
стовое давление однородно и вдали от скважины сохраняется постоянное значение. Это
означает, что здесь рассматриваем “начальный” этап эксплуатации скважины, в тече-
ние которого дальняя граница трещины ГРП и пласта слабо влияют на эволюцию дав-
ления в трещине и пласте. Пусть (рис. 2а) в момент времени  давление в забое по-
вышается на 10 МПа и поддерживается постоянным в течение суток. Далее, давление
опускается до исходного значения и сохраняется постоянным. Видно (рис. 2б), что в те-
чение суток происходит нагнетание , а далее (t > 1 сутки) происходит поступле-
ние жидкости в скважину. На рис. 2в представлена эволюция давления в трещине ГРП.
Линии 1, 2, 3 и 4 соответствуют моментам времени t = 6 часов, 1 сутки, 1 сутки и
30 минут, 2 суток.

Заметим, что в моменты скачкообразного изменения давления расход жидкости на сква-
жине приобретает бесконечное значение (всплеск), но количество извлекаемой или закачи-
ваемой жидкости за любой промежуток времени конечно и изменяется непрерывно.

Рассмотрим случай, когда перепад давления  растет по линейному закону от
нулевого значения до значения  за время . Тогда

(7.1)

В этом случаи из (4.2) для эволюции давления в трещине получим

(7.2)

На основе (4.3), используя решение (7.2), для расхода жидкости на единицу высоты
трещины получим

(7.3)
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На рис. 3 представлено линейное изменение давления (а) в скважине и соответствую-
щее изменение расхода жидкости на единицу высоты трещины (б), а также эволюция
поля давления (в) в трещине ГРП для линейного изменения давления. Приняты сле-
дующие значения  МПа,  сутки, линии 1, 2, 3 соответствуют моментам
времени , 5 и 10 сут.

Пусть теперь давление  в скважине в течение времени  линейно растет до
значения , затем снижается по линейному закону до нулевого значения до мо-

( )Δ =1 10wP τ =1 1
= 1t

( )Δ wP τ1

( )Δ 1wP

Рис. 2. П-образное изменение давления на забое – а; соответствующее изменение расхода жидкости на еди-
ницу высоты трещины – б; распределение давления в трещине спустя (1– 6 часов, 2 – 1 сут, 3 – 1 сут и
30 мин, 4 – 2 сут) – в.
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мента времени  (Λ – образное изменение). Тогда для значений времени  между  и
 получим значения давления в трещине:

(7.4)

τ2 t τ1

τ2

( ) ( ) ( ) ( )
τ

− −

τ

Δ Δ   Δ = − τ τ − − τ τ   τ τ − τ   
 
1

1

1 11 1
4 4

1 2 10
Gil /2   Gil /2  

t
w w

f f f
P P

P x t d x t d- -

Рис. 3. Линейное изменение давления на забое – а; соответствующее изменение расхода жидкости на еди-
ницу высоты трещины – б; распределение давления в трещине спустя (1 – сут, 2 – 5 сут, 3 – 10 сут) – в.
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Если  для несжимаемой жидкости при значениях времен  величина
расхода будет изменяться по формуле (7.3), а при временах  при принятых
выше параметрах трещины и вязкости жидкости по формуле

(7.5)

На рис. 4а представлено Λ-образное изменение давления, соответствующий закон
изменения расхода на единицу высоты трещины (б), а также эволюция давления в

τ = τ2 12 < < τ10 t
τ < < τ1 2t

( ) ( )
 Δ

= − − − τ 
 
 ^

3 31 4 411.53 2wP
q t t

Рис. 4. Λ-образное изменение давления на забое – а; соответствующее изменение расхода жидкости на единицу
высоты трещины – б; распределение давления в трещине (1 – 0.5 сут, 2 – 1 сут, 3 – 1.5 сут, 4 – 2 сут) – в.
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трещине (в) при ΔP1 = 10 МПа, τ2 = 2τ1 = 2 суток. Линии 1, 2, 3 и 4 соответствуют мо-
ментам времени t = 0.5 суток, 1 сутки, 1.5 суток и 2 суток.

Наиболее важной с целью приложения является задача определения графика изме-
нения давления, когда известен закон изменения дебита скважины. Решение таких за-
дач и их сопоставление с промысловыми данными для кривых “дебит – забойное дав-
ление” позволяет судить о коллекторских характеристиках в призабойной зоне пла-
ста. Наиболее простой и интересной задачей в этом плане является задача
определения характеристик пласта для П-образного по времени дебиту.

Пусть до момента времени  расход был нулевой и, затем мгновенно повыша-
ется до значения  и это значение поддерживается постоянным до момента времени .
Начиная с это момента расход становится нулевым. Тогда на основе общего реше-
ния (5.3) будем иметь

(7.6)

Отсюда при  получим выражение для перепада давления между забойным и пла-
стовым значениями

(7.7)

Величины всех параметров, входящих в формулы (3.2) и (3.3), обычно являются из-
вестными, кроме проводимости трещины . Значение этого параметра можно
определить из П-образного закона изменения дебита и соответствующего изменения
давления на забое скважины.

На рис. 5 представлено для П-образного изменения дебита (а) – изменение давле-
ния на забое скважины (б), и эволюция давления в трещине ГРП (в) при величине
расхода на единицу высоты трещины q = 1 м2/сут. Цифры 1, 2, 3 и 4 на линиях соответ-
ствуют моментам времени t = 0.5, 1, 1.5, 2 суток.

Видно, что для П-образного закона изменения давления соответствующая кривая
для перепада давления  имеет форму зубчика. Причем максимальная величина
зубчика достигается при .

Согласно формуле (7.7) для величины зубчика можем записать

(7.8)

Эта формула по величине “зубчика”  наблюдаемого при П-образном дебите
определяет неизвестную величину проводимости трещин .

Действительно, из (7.8), учитывая выражение для  из (3.3), получаем

(7.9)

При положительном значении дебита ( ) значения “зубчика” отрицательны,
поэтому в правой части выражения (7.9) стоит знак минус.

8. Сравнение результатов численных расчетов с промысловыми данными. На рис. 6а
представлена кривая изменения дебита во времени для реальной промысловой сква-
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жины. Для параметров скважины и пласта использованы следующие данные:

,  м2,  Па · с, высота трещины  м. Кривая для де-
бита аппроксимировалась кусочно-постоянными значениями c интервалом  = 1 сут.
Видно, что в начальный период (примерно до 28 суток) скважина два цикла работала в ре-

жиме П-образного дебита с общим расходом  м3/сут,  м3/сут.

= 0.17pm −= 1510pk μ = 0.00115 = 18.3h
Δτ

( ) =1
1 17Q ( ) =2

2 2.4Q

Рис. 5. П-образное изменение дебита скважины на единицу высоты трещины – а; соответствующее измене-
ние давления в скважине – б; распределение давления в трещине спустя (1 – 0.5, 2 – 1, 3 – 1.5, 4 – 2 сут) – в.
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Рис. 6. Промысловый дебит – а; сопоставление давления: исходных промысловых данных (сплошная ли-
ния) и результатов вычислений (пунктирная линия) – б; давление в трещине спустя (1 – 2, 2 – 100, 3 – 185,
4 – 220, 5 – 280, 6 – 320 сут) согласно промысловым данным изменения дебита, приведенным на рис. 6б – в;
фрагмент рис. 6в (1 – 2, 2 – 100 сут) – г.
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Причем величины зубчиков для изменения давления составляют  MПа

(для  сут),  МПа (для 29 сут).

Для практического применения запишем формулу (5.4) изменения давления на за-
бое скважины в виде

(8.1)

Здесь , …,  – значения дебита скважины в моменты времени , …,
. При этом может быть выбрана любая единица измерения времени (часы, сутки) и

дебита (м3/ч, т/сут, бар/сут). По величине первого “зубчика” определим величину

= , которую при подстановке в формулу (8.1) можем использовать для
определения изменения давления на скважине.

Согласно формуле (7.9) определяется проводимость трещины. В рассматриваемом

примере  м3.
Проводились расчеты, согласно решению (5.4), для продолжительного этапа, кото-

рый длился 365 суток. На рис. 6б сплошная линия давления соответствует промысло-
вым значениям, а пунктирная линия – рассчитанным по формулам (5.4). На рис. 6в
представлена эволюция давления в трещине, согласно решению (5.3). Линии 1, 2, 3, 4,
5 и 6 показывают распределение давление в трещине ГРП в моменты времени t = = 2,
100, 185, 220, 280, 320 сут, соответствующим различным характерным изменениям де-
бита скважины.

Заключение. Получены аналитические решения, описывающие эволюцию давле-
ния в трещине по известным законам изменения давления на забое скважины или де-
бита скважины. Эти решения позволяют получить кривые “дебит–давление на за-
бое”. Наиболее важным результатом, представляется решение для П-образного изме-
нения дебита: сопоставление кривых “дебит–давление на забое” с промысловыми
данными, что позволяет оценить по величине “зубчика” на кривой давления проводи-
мость трещины ГРП.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-11-
00207, https://rscf.ru/project/21-11-00207/
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Some Features of Fluid Filtration in a Hydraulic Fracture under Transient 
Conditions of Well Operation
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In this paper, analytic solutions of the equations system are obtained. The system of equa-
tions describes the pressure evolution in the hydraulic fracture during transient well opera-
tion modes. Options are considered: when the bottom hole pressure or the well f low rate
changes and get piecewise constant value. These solutions are generalized for the case when
the bottom pressure and the f low rate versus time are continuous functions. The solution
makes it possible to determinate the f low rate or bottom hole pressure according to the given
pressure change law in the bottom or well f low rate and, as well as pressure evolution in the
hydraulic fracture. In special cases, for example, with П-shaped flow rate law change, the
solutions obtained from comparing the field f low rate curves and bottom hole pressure make
it possible to determine the conductivity of a hydraulic fracture.

Keywords: hydraulic fracturing, hydraulic fracture, oil well, f luid filtration, pressure evolu-
tion, f low rate, well testing
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